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5. Resumen y Conclusiones 147

A. Coordenadas de Jacobi 151

A.1. Sistema Barión-Antibarión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151
A.2. Sistema Mesón-Antimesón . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153
A.3. Sistema Barión-Mesón . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

B. Coeficientes de Spin-Sabor-Color 157

B.1. Método de Cálculo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157
B.2. Coeficientes para el sistema Mesón-Antimesón . . . . . . . . . . . . . . . . 158
B.3. Coeficientes para el sistema Barión-Antibarión . . . . . . . . . . . . . . . . 170
B.4. Coeficientes para el sistema Barión-Mesón . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188

C. Convenio de C-paridad 193



Introducción

La F́ısica de Part́ıculas ha sido de las disciplinas cient́ıficas que más ha progresado
gracias a los importantes descubrimientos que se han producido. A principios de 1960,
los f́ısicos se encontraron con una enorme dificultad a la hora de clasificar el inmenso
conjunto de part́ıculas, denominado zoo hadrónico, que se descubŕıan d́ıa tras d́ıa en los
aceleradores de part́ıculas. El número de supuestos constituyentes básicos de la materia
era tan elevado que les hizo pensar en la posibilidad de que los hadrones descubiertos
hasta entonces tuvieran una subestructura. El desarrollo del Modelo Quark, a mediados
de la década de los 60, permitió clasificar todos los hadrones detectados hasta la fecha
como compuestos de part́ıculas más fundamentales.

En sus inicios, esta clasificación comenzó con una sucesión de investigaciones que
propońıan a diferentes part́ıculas conocidas como componentes fundamentales. El primer
intento de simplificación fue el art́ıculo de 1949 de E. Fermi y C. N. Yang [1] en el
que discut́ıan la posibilidad de que la part́ıcula π recientemente descubierta no fuera
elemental, sino un compuesto de nucleón-antinucleón. El modelo de Sakata extendió estas
ideas en 1955, tras el descubrimiento de la extrañeza [2], sin mucho éxito. Murray Gell-
Mann se dio cuenta del problema de la clasificación de los bariones y trabajó en ello
a principios de 1961, hasta que sus descubrimientos fueron publicados en una pequeña
sección de la revista Physical Review [3]. En la misma, sugirió al grupo de Lie SU(3) como
simetŕıa aproximada de la interacción fuerte y unificó en un mismo formalismo a bariones
y mesones como compuestos de unos elementos a los que llamó quarks. Su denominado
Camino Óctuple, la clasificación de part́ıculas en representaciones irreducibles de SU(3),
no fue aceptado de forma unánime por la comunidad cient́ıfica hasta el descubrimiento
de la part́ıcula Ω− tres años más tarde.

La unificación producida por el Modelo Quark supuso una revolución en la F́ısica de
Part́ıculas y en nuestra comprensión de la teoŕıa de la interacción fuerte, denominada
Cromodinámica Cuántica (QCD). Algunas propiedades de las part́ıculas, como sus eleva-
dos momentos magnéticos anómalos, constitúıan una evidencia de la estructura compleja
de las mismas, y pudieron ser explicadas gracias a la hipótesis de Gell-Mann. Hoy en d́ıa
existen múltiples evidencias experimentales sobre la existencia de los quarks y gluones.
Entre ellas, en F́ısica de Altas Enerǵıas, donde se producen quarks libres que se hadro-
nizan inmediatamente, el número relativo de eventos e+e− → qq̄ y e+e− → qq̄g encajan
con las predicciones de QCD.

7



8 Introducción

Es importante destacar que el Modelo Quark ha permitido describir numerosos pro-
cesos de la F́ısica de Hadrones, desde propiedades de las propias part́ıculas, como los
momentos magnéticos y espectroscoṕıa, hasta procesos de dispersión, creación o desin-
tegración, en base a las interacciones entre sus componentes fundamentales. Gracias a
este marco unificado, el análisis de numerosas reacciones, tanto a nivel de secciones efi-
caces como observables de spin, ha hecho avanzar el conocimiento de la Cromodinámica
Cuántica en su versión menos conocida: la de baja y media enerǵıa. Como cabe esperar,
en el rango de enerǵıa relevante, del orden del GeV, el tratamiento perturbativo de la
Cromodinámica Cuántica no está justificado, de ah́ı que se deba recurrir a métodos no
perturbativos si se quieren describir los datos experimentales. De hecho, la descripción
en términos de grados de libertad de bariones y mesones es muy satisfactoria, tanto a la
hora de describir interacciones barión-barión [4–6](hasta 1 GeV aproximadamente), como
scattering barión-mesón [7–9] o mesón-mesón [10] a enerǵıas incluso más altas.

Un proceso interesante que plantea incógnitas es el de creación de hiperones, donde
podemos apreciar la creación de extrañeza en un proceso de colisión barión-antibarión
como pp̄. Esta reacción ha recibido una especial atención en las últimas décadas, ya que
no sólo se ha medido la sección eficaz total y diferencial en un rango amplio de enerǵıas,
sino también observables de spin, que son esenciales para poder discriminar entre los
diferentes modelos teóricos que han ido surgiendo. Existen datos de alta precisión en
la región del threshold obtenidos en la Colaboración PS185 en el anillo de antiprotones
de baja enerǵıa (LEAR) del CERN. Por otra parte, el conocimiento de esta interacción
ayudará a desentrañar futuros experimentos en la instalación Facility for Antiproton and

Ion Research (FAIR) del GSI, en especial en su versión de baja enerǵıa FLAIR.

El proceso pp̄ → ΛΛ̄ es un canal particularmente atractivo para estudiar diferentes
descripciones de la producción de extrañeza. Una gran cantidad de datos de sección eficaz
y observables de scattering han sido producidos por el experimento PS185 de LEAR, en
CERN [11–14] a diferentes enerǵıas. Estas medidas muestran dos caracteŕısticas importan-
tes: La primera es la dependencia de enerǵıa de la sección eficaz inmediatamente después
del threshold. No puede ser explicada por una onda parcial S dominante, encontrándose
que incluso valores altos de momento angular contribuyen a baja enerǵıa. La segunda es
que la producción del par ΛΛ̄ ocurre predominantemente en un estado de triplete, estando
la contribución de singlete casi completamente suprimida. Estas dos propiedades imponen
severos ĺımites a los modelos teóricos.

Aunque todos los modelos propuestos describen con mayor o menor detalle la mayoŕıa
de datos disponibles, existen observables que son más sensibles a las diferentes aproxi-
maciones teóricas. En 1992, Haidenbauer [15] sugirió que el parámetro de depolarización
Dnn podŕıa ser útil para testar la dinámica subyacente de diferentes modelos. Los mo-
delos basados en interacciones tensoriales, llamados modelos de intercambio de mesón,
teńıan Dnn cerca de su ĺımite inferior (Dnn = −1 para una interacción tensorial pura),
mientras que los modelos de quark-gluón condućıan a Dnn ≈ 2

3
, debido a la dependencia

de spin de la interacción. Las interacciones en el estado inicial y final podŕıan cambiar
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ligeramente estos resultados, aunque la predicción de ambos mecanismo persiste. Los da-
tos experimentales de Dnn junto con la transferencia de spin Knn fueron publicados por
el experimento PS185/3 en 2004 [16]. Los modelos teóricos existentes fueron incapaces de
describir dichos datos [17, 18].

En este trabajo aportamos un estudio de este proceso en base al renovado interés
creado por los últimos experimentos. El gran número de datos experimentales disponibles
en este proceso permiten comparar diferentes mecanismos de producción, y por lo tanto,
diferentes modelos de aproximación de QCD a baja enerǵıa, entre los que están el Modelo
Quark Constituyente del Grupo de F́ısica Nuclear de la Universidad de Salamanca [19, 20].
Este modelo describe satisfactoriamente y de una manera unificada la interacción NN [19],
el espectro de bariones [21] y el espectro de mesones ligeros [22]. Entre los aspectos que
pueden ayudar a estudiar el proceso en cuestión tenemos la introducción de aniquilación
a través de bosones de Goldstone, y la posibilidad de implementar las interacciones en el
estado inicial y final en el mismo esquema de quarks constituyentes. Podemos generalizar
la interacción pp̄ del modelo a baja enerǵıa [23] y describir Y Ȳ siguiendo el mismo camino,
siendo Y ≡ {Λ, Σ}.

Por otro lado, el estudio del espectro hadrónico en base a la hipótesis del Modelo Quark
ha permitido explicar muchas propiedades de los estados experimentales descubiertos en
las últimas décadas. Sin embargo, el modelo sencillo de mesones como agregados de quark-
antiquark qq̄ y bariones como agregados de tres quarks qqq podŕıa no ser suficiente para
describir la compleja estructura de los espectros hadrónicos. De hecho, la existencia de
estados exóticos de quarks y gluones es una predicción de QCD que aún no ha sido
observada en la Naturaleza, aunque nada impide su formación. Entre ellas, tenemos los
multiquarks (tetraquarks qq̄qq̄, pentaquarks qqqqq̄,. . . ), los glueballs (part́ıculas formadas
exclusivamente por gluones) y los hadrones h́ıbrido (formados por quarks y gluones no
virtuales).

Aunque hasta la fecha no se han detectado estos objetos complejos en los experimentos
de forma clara, śı se han observado estados que son posibles candidatos a hadrones exóti-
cos. Entre ellos tenemos a las part́ıculas f0(980) y f1(1320) como posibles tetraquarks;
f0(1370), f0(1500), f0(1710), η(1410) y η(1460) como candidatos a glueballs y π1(1400),
π1(1600), π(1800), π2(1900) que podŕıan ser hadrones h́ıbridos. El problema de estos es-
tados exóticos es que son resonancias muy estrechas, y su medida precisa requeriŕıa una
resolución superior a la alcanzable por los experimentos actuales. Además, su vida media
es muy corta, por lo que su estructura interna se debe estudiar en base a sus desintegra-
ciones, que deben ser medidas a su vez con gran precisión, lo que finalmente nubla nuestra
comprensión al no tener resolución suficiente. Sin embargo, en base a las pistas que nos
dan los colisionadores, el espectro hadrónico puede esconder sorpresas que ahonden en
nuestra comprensión de QCD a baja enerǵıa.

De hecho, casi 40 años después de la llamada Revolución de Noviembre [24], la es-
pectroscoṕıa del charmonio continúa sorprendiendo, resistiéndose a una interpretación
sencilla. Una nueva era empezó en abril de 2003 cuando la Colaboración BaBar anun-
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Figura 1: Detección experimental de la part́ıcula X(3872) por las Colaboraciones D0
(izquierda) y CDF (derecha), donde se aprecia a su vez el pico correspondiente al estado
Ψ(2S).

ció el descubrimiento de los enigmáticos Ds0(2317) y Ds1(2460) en el sector open-charm.
Dichos estados tienen masas más ligeras que las esperadas por los modelos quark, aśı como
anchuras menores.

Desde entonces, CLEO, Belle, Fermilab y BES se han unido a la búsqueda, y el núme-
ro de nuevos estados ha aumentado espectacularmente. Algunos estados recientemente
encontrados en el sector de encanto oculto podŕıan aceptar una descripción simple qq̄
(como se ha propuesto para las part́ıculas X(3940), Y (3940) y Z(3930) como excitaciones
radiales de χc0, χc1 y χc2 respectivamente, aunque estas asignaciones plantean incógnitas),
pero otras parecen más elusivas, en particular la part́ıcula X(3872) (ver Fig. 1).

El debate sobre la naturaleza de estos estados continúa abierto. Los modelos conserva-
dores [25–28] sugieren reconsiderar el efecto de los numerosos canales mesónicos abiertos
sobre los parámetros de los estados convencionales cc̄, predichos por los modelos basados
en potenciales. Sin embargo, aproximaciones más recientes admiten la existencia de esta-
dos exóticos en el espectro del charmonio. Entre ellos tenemos modelos que sugieren esta-
dos multiquark, incluyendo estados moleculares (dos mesones débilmente ligados) [29–36],
o tetraquarks (estados de cuatro quarks fuertemente ligados) [37–39]; pero también existe
la posibilidad de h́ıbridos (cc̄ + gluon con grados de libertad del gluón excitados) [40–42],
glueballs, etc.

Una indicación directa de la existencia de estados exóticos seŕıa la observación de
estados con números cuánticos prohibidos para los estados de charmonio tradicionales.
Sin embargo, el descubrimiento de estados de dif́ıcil asignación en el espectro usual del
charmonio plantea cuestiones aun más interesantes, al poder estudiar de primera mano
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el acoplamiento entre sectores de dos y cuatro quarks. Es, pues, un marco idóneo para
estudiar la extensión del Modelo Quark a configuraciones con estructuras más complejas.

Esta tesis se estructura de la siguiente forma:
En el caṕıtulo 1 se presenta el Modelo de Quarks Constituyentes de la Universidad de

Salamanca, que supone una de las bases sobre las que se desarrollará el trabajo. Analiza-
remos las caracteŕısticas básicas del modelo, que toma de la Cromodinámica Cuántica, y
mostraremos los potenciales derivados en espacio de momento.

El caṕıtulo 2 se dedica a presentar el Método del Grupo Resonante (RGM) para el
sistema de seis, cinco y cuatro part́ıculas (barión-barión, barión-mesón y mesón-mesón,
respectivamente) en espacio de momentos. Estudiaremos los factores de forma de dichos
sistemas, necesarios para describir la interacción en términos de grados de libertad de
quarks.

El estudio de estados moleculares mesón-mesón implicará utilizar un mecanismo que
nos permita acoplar los sistemas qq̄ y qq̄qq̄. El modelo elegido será el denominado 3P0,
presentado en el caṕıtulo 3. Gracias a este mecanismo podremos formar nuevos estados
ligados y estudiar el efecto de los thresholds abiertos en el espectro mesónico.

En el mismo caṕıtulo abordaremos la ampliación de este formalismo para abarcar
estados por encima del threshold, o resonancias. Para ello necesitaremos primero la matriz
T , calculada con la ecuación de Lipmann-Schwinger. A su vez, será necesario realizar una
continuación anaĺıtica de la matriz S para localizar sus polos, que se relacionan con
los estados f́ısicos. También estudiaremos las secciones eficaces de producción, tanto de
forma exacta como con la llamada aproximación de Flattè. En el caso del sector 1−−

estudiaremos la producción a través de aniquilación e+e−. Debido a que la interacción
electromagnética es bien conocida, este tipo de reacciones nos permiten profundizar en la
estructura subyacente de las resonancias.

El caṕıtulo 4 estará dedicado a presentar los resultados para diferentes cálculos de ca-
nales acoplados. En primer lugar aplicaremos los análisis anteriores al proceso de produc-
ción de hiperones. Compararemos los resultados del modelo con los datos experimentales
disponibles para las reacciones pp̄ → ΛΛ̄, pp̄ → ΛΣ̄0 + c.c. y pp̄ → ΣΣ̄.

A continuación, ahondaremos en el estudio de diferentes acoplamientos en los sectores
del espectro del charmonio, con sus asignaciones a estados experimentales conocidos,
como la part́ıcula X(3872), Y (4008), Ds1(2460)+ y Λc(2940)+, entre otras. En cada caso,
estudiaremos los datos disponibles e intentaremos explicar sus propiedades en el marco
anteriormente citado.

Como nota final, cabe mencionar que en todo el trabajo se han utilizado unidades
naturales, es decir, ~ = c = 1
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Caṕıtulo 1

Modelo quark constituyente

1.1. Grupo SU(3)

El concepto de carga de color fue introducida por Oscar W. Greenberg [43] poco
después de que la existencia de los quarks fuera propuesta por primera vez en 1964,
para intentar explicar por qué los quarks pod́ıan coexistir dentro de algunos hadrones
que aparentemente violaban el principio de exclusión de Pauli. Por ejemplo, la part́ıcula
∆++ se encontraŕıa en un estado totalmente simétrico si sólo consideramos los números
cuánticos orbital, spin y sabor. La idea resultó ser acertada y desde entonces las evidencias
experimentales sobre la existencia de este grado de libertad no han dejado de crecer.

El grupo SU(3) desempeña un papel muy importante en el contexto de las inter-
acciones fuertes. Por un lado, SU(3) de color es el grupo gauge de la Cromodinámica
Cuántica (QCD) y por el otro, en el sector ligero (u, d, s), SU(3) de sabor aparece co-
mo una simetŕıa global aproximada del espectro de hadrones, colocándose estos en las
representaciones irreducibles de SU(3).

Debido a su importancia y por su aplicación posterior, reseñaremos brevemente las
propiedades de este grupo y las de su álgebra de Lie. Los elementos del grupo SU(3) son
todas las matrices 3x3 unitarias y de determinante igual a 1, que podemos escribir como:

U(Θ) = exp(−i

8
∑

a=1

Θa
λa

2
) (1.1)

donde Θa son números reales y λa son los generadores infinitesimales del grupo, ocho
matrices linealmente independientes que forman los generadores del grupo y que se de-
nominan matrices de Gell-Mann. Si tomamos la convención usual para estas matrices,

13



14 Caṕıtulo 1. Modelo quark constituyente

podemos encontrar una representación expĺıcita,

λ1 =





0 1 0
1 0 0
0 0 0



 , λ2 =





0 −i 0
i 0 0
0 0 0



 , λ3 =





1 0 0
0 −1 0
0 0 0



 ,

λ4 =





0 0 1
0 0 0
1 0 0



 , λ5 =





0 0 −i
0 0 0
i 0 0



 , λ6 =





0 0 0
0 0 1
0 1 0



 ,

λ7 =





0 0 0
0 0 −i
0 i 0



 , λ8 = 1√
3





1 0 0
0 1 0
0 0 −2



 .

(1.2)

Estas matrices satisfacen las siguientes propiedades:

λa

2
= i ∂U

∂Θa
(0, ..., 0),

λa = λ†
a,

T r(λa) = 0,
T r(λaλb) = 2δab.

(1.3)

Podemos determinar la estructura del grupo de Lie a partir de las relaciones de con-
mutación de las matrices de Gell-Mann,

[

λa

2
,
λb

2

]

= ifabc
λc

2
. (1.4)

Aqúı observamos que el grupo SU(3) dispone de un carácter no conmutativo, reflejado en
las constantes de estructura fabc, completamente antisimétricas y reales. Para calcular su
valor hacemos uso de la expresión,

fabc =
1

4i
T r([λa, λb] · λc) (1.5)

A parte de las relaciones de conmutación podemos definir unas relaciones de anticon-
mutación como,

{

λa

2
,
λb

2

}

=
1

3
δab + dabc

λc

2
(1.6)

donde las nuevas constantes dabc son totalmente simétricas al intercambio de dos ı́ndices
cualesquiera y se calculan a través de,

dabc =
1

4
Tr({λa, λb} · λc) (1.7)

Por último, en la Tabla 1.1 y Tabla 1.2 mostramos los valores no nulos de fabc y dabc

respectivamente.
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(abc) 123 147 156 246 257 345 367 458 678

fabc 1 1
2

−1
2

1
2

1
2

1
2

−1
2

√
3

2

√
3

2

Cuadro 1.1: Constantes de estructura de las relaciones de conmutación fabc

(abc) 118 146 157 228 247 256 338 344
dabc

1√
3

1
2

1
2

1√
3

−1
2

1
2

1√
3

1
2

(abc) 355 366 377 448 558 668 778 888
dabc

1
2

−1
2

−1
2

− 1
2
√

3
− 1

2
√

3
− 1

2
√

3
− 1

2
√

3
− 1√

3

Cuadro 1.2: Constantes de estructura de las relaciones de anticonmutación dabc

1.2. Cromodinámica Cuántica

La simetŕıa gauge se ha convertido en una herramienta esencial en el estudio de la f́ısica
de part́ıculas, empleada para generar interacciones entre campos de materia a partir del
intercambio de bosones de gauge sin masa. Un ejemplo sencillo de teoŕıa renormalizable
con simetŕıa gauge es la Electrodinámica Cuántica (QED), de donde podemos aprender
a construir una teoŕıa invariante gauge partiendo de un lagrangiano libre. El lagrangiano
libre para electrones es invariante bajo la simetŕıa global U(1), es decir,

Ψ → e−iΘΨ,
Lfree = Ψ̄(iγµ∂µ − m)Ψ → Lfree.

(1.8)

Este tipo de transformación de fase global se llama transformación de gauge de primer
tipo. Ahora, si queremos ir un paso más allá y pedir invarianza bajo transformaciones de
gauge locales, Θ(x), tal que el lagrangiano de QED siga siendo invariante, necesitamos
introducir un cuadripotencial Aµ. Representa un campo vectorial sin masa y se comporta
bajo una transformación de gauge como Aµ → Aµ −∂µΘ/e. Aśı obtenemos el lagrangiano
final de QED siguiente,

LQED = Ψ̄[iγµ(∂µ − ieAµ) − m]Ψ − 1

4
FµνF

µν (1.9)

donde Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. El acoplamiento debido a la invarianza gauge se obtiene más
fácilmente reemplazando ∂µ por la derivada covariante en el lagrangiano libre:

Dµ ≡ ∂µ − ieAµ. (1.10)

Esto se denomina acoplamiento mı́nimo electromagnático. Con esta definición es fácil ver
que DµΨ(x) → exp{−iΘ(x)}DµΨ(x).
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En la ecuación 1.9 aparece un término que presenta el cuadrado del tensor de fuerza y
que describiŕıa la dinámica del campo gauge, haciendo que éste no sea un campo externo
sin más. Es interesante resaltar que no se incluye el término de masa M2A2/2 porque
violaŕıa la invarianza gauge y por lo tanto se requiere que los bosones gauge no sean
masivos.

La Cromodinámica Cuántica es la teoŕıa gauge de la interacción fuerte. El lagrangiano
de QCD puede derivarse del mismo modo que el de QED imponiendo invarianza gauge
con el grupo SU(3) de color en el lagrangiano libre,

Lfree = q̄f (x)(iγµ∂µ − mf )qf (x) (1.11)

donde mf es una matriz de masa diagonal y qf es el campo de materia de QCD con sabor
f , definido como tres vectores del campo de color, es decir,

qf ≡ (q1
f , q

2
f , q

3
f ) (1.12)

siendo qα
f un campo de quark de color α y sabor f . Estos campos se pueden presentar

en seis estados de sabor y tres de color. Imponemos una invarianza gauge local en este
lagrangiano cuando transformamos los campos de quark por

qf → exp

[

−i
8

∑

a=1

Θa(x)
λC

a

2

]

qf = U(x)qf . (1.13)

Es decir, cada campo de quark se transforma con la representación fundamental de SU(3)
de color. Para lograr invarianza debemos introducir un cierto número de campos gauge
en analoǵıa con lo que se hace en QED. El número de campos gauge necesarios es igual
al número de generadores del grupo, en este caso son 8. Aśı, la derivada covariante de la
ecuación 1.10 consta de ocho campos independientes Aµ,a llamados gluones,

(Dµ)ij = δij∂µ − ig
8

∑

a=1

(

λC
a

2

)

ij

Aµ,a(x), (1.14)

con g =
√

4παS y donde los campos gluónicos se transforman como los miembros de la
representación adjunta de SU(3). La interacción entre quarks y gluones es independiente
del sabor del quark. El lagrangiano de QCD tiene, por lo tanto, la siguiente expresión,

LQCD =
∑

f=u,d,s,c,b,t

q̄f (iγ
µDµ − mf )qf −

1

4
Gµν,aGµν

a (1.15)

De la invarianza gauge del lagrangiano obtenemos la propiedad de transformación de los
campos gauge,

λC
a

2
Aµ,a(x) → U(x)

λC
a

2
Aµ,a(x)U †(x) − i

g
∂µU(x)U †(x) (1.16)
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que a su vez implica que la derivada covariante se transforme igual que los campos, esto
es, Dµqf → U(x)Dµqf .

Siguiendo el paralelismo con QED introducimos la generalización del tensor de fuerza
para el caso no abeliano

Gµν,a = (Dµ ⊗Aν)a = ∂µAν,a − ∂νAµ,a + gfabcAµ,bAν,a, (1.17)

suponiendo sumas en ı́ndices repetidos. Podemos, a partir de la Ec. 1.16, calcular la
transformación del tensor de fuerza bajo SU(3), que resulta ser,

Gµν ≡ λC
a

2
Gµν,a → U(x)GµνU

†(x) (1.18)

Usando una de las identidades de las ecuaciones 1.3, el término que contiene el cua-
drado del tensor de fuerza en el lagrangiano de QCD se puede escribir como,

−1

2
TrC(GµνGµν) (1.19)

invariante bajo la transformación de la Ec. 1.18.
Este término puramente gluónico no sólo contiene la parte dinámica del campo gauge,

sino también los vértices de la interacción de tres y cuatro gluones acoplados a g y g2

respectivamente. Este carácter no abeliano es la diferencia básica con QED y hace la teoŕıa
no lineal, razón por la cual se encuentran tantas complicaciones a la hora de intentar
resolverla.

1.3. Propiedades básicas de QCD

Hay tres propiedades relevantes de QCD que corresponden a tres diferentes ĺımites
donde algunas caracteŕısticas importantes de la teoŕıa han sido demostradas.

1.3.1. Libertad asintótica

La Libertad asintótica fue demostrada por Gross y Wilczek [44] y por Politzer [45],
ambos en 1973, siendo uno de los aspectos más relevantes de QCD. Corresponde al ĺımite
de muy alta enerǵıa, en el que los quarks llevan un gran momento y por consiguiente
pueden estar muy juntos. En este ĺımite, la constante de acoplamiento entre quarks y
gluones cae rápidamente permitiendo un tratamiento perturbativo. Como consecuencia de
esto, es posible entender un gran número de experimentos de alta enerǵıa donde aparecen
jets de hadrones, pensando en quarks que se comportan como part́ıculas libres dentro de
los hadrones, es decir, como partones, y que se visten con pares q̄q del vaćıo a medida que
su enerǵıa decrece.
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En una teoŕıa no abeliana como QCD los gluones también llevan carga de color. Como
consecuencia, un gluón virtual emitido por un quark no sólo ve la carga de color de otro
quark, o de un par virtual quark-antiquark, sino que también la carga de otros gluones. El
efecto combinado de los diagramas de Feynman nos lleva a una constante de acoplamiento
efectiva quark-quark de la forma,

αs(Q
2) =

g2
s(Q

2)

4π
= α(0)

s

[

1 − 2
3
f

α
(0)
s

4π
ln

Λ2

Q2
+ 11

α
(0)
s

4π
ln

Λ2

Q2

]

(1.20)

donde α
(0)
s = (g0

s)
2/4π, g0

s es la constante de acoplamiento, f el número de sabores que
contribuyen a la correspondiente enerǵıa, Q2 el momento transferido en el proceso y Λ un
parámetro de escala.

Es posible eliminar el cut-off Λ y α
(0)
s de la Ec. 1.20 mediante técnicas de renormaliza-

ción. Pero para hacer una discusión cualitativa de los resultados utilizaremos un método
más corto y diferenciaremos 1.20 respecto a lnQ2. La ecuación resultante ya no contiene
al cut-off y podemos reemplazar α

(0)
s por la cantidad ᾱs(Q

2) que no depende del cut-off.
Aśı llegamos a la ecuación diferencial siguiente [46, 47],

dᾱs(Q
2)

d ln Q2
= −(11 − 2

3
f)

ᾱ2
s(Q

2)

4π
(1.21)

Esta ecuación se puede integrar [44, 45] para dar la constante de acoplamiento fuerte
como función del momento transferido,

ᾱs(Q
2) =

ᾱs(Q
2
0)

1 + (11 − 2
3
f)[ᾱs(Q2

0)/4π] ln(Q2/Q2
0)

(1.22)

siendo Q2
0 el momento transferido de referencia para un valor de la constante de acopla-

miento conocido a partir de los experimentos. La ecuación 1.22 nos dice que, aunque a
bajas enerǵıas la constante de acoplamiento efectiva quark-gluón puede ser alta, ésta de-
crece a medida que la enerǵıa aumenta. En particular, en el ĺımite de momento transferido
alto obtenemos,

ᾱs(Q
2) ≃

(

33 − 2f

12π
ln

Q2

Q2
0

)−1

−−−−→
Q2→∞

0 (1.23)

lo que en esencia nos describe la libertad asintótica. Nos permite, como hemos comentado
con anterioridad, justificar el uso de quarks como partones en experimentos de alta enerǵıa
al poder tomarlos como part́ıculas puntuales libres. La restricción f ≤ 16 nos da un
ĺımite superior al número de sabores de quark permitidos para que la libertad asintótica
se mantenga en el dominio de enerǵıas altas.

Sin embargo, nuestro objetivo es que la expresión para ᾱs(Q
2) no dependa de un punto

de renormalización arbitrario Q2
0. Afortunadamente, es posible expresar ᾱs(Q

2) en función
de un parámetro invariante del grupo de renormalización (Λ),



1.3. Propiedades básicas de QCD 19

ᾱs(Q
2) ≃

(

33 − 2f

12π
ln

Q2

Λ2

)−1

(1.24)

tal que hemos expresado las cantidades Q0 y ᾱs(Q
2
0) en el mismo parámetro de escala,

Λ2 = Q2
0 exp

(

− 1

[(33 − 2f)/12π]ᾱs(Q2
0)

)

(1.25)

que es invariante bajo transformaciones de escala de la forma Q
′2
0 = λ2Q2

0. El valor de Λ
hay que determinarlo a partir de los experimentos, pues la teoŕıa no nos lo proporciona.
De acuerdo con PDG Λ tiene un valor del orden de los 300 MeV, siendo ᾱs(Q

2) menor de
0.15 para enerǵıas por encima de 30 GeV, empezando en este dominio el tratamiento per-
turbativo de la teoŕıa. Como consecuencia de esto, casi todas las caracteŕısticas relevantes
de la espectroscoṕıa de hadrones caen dentro del régimen no perturbativo.

1.3.2. Confinamiento

El Confinamiento es una propiedad importante de QCD y que aún no ha sido rigu-
rosamente probada. Experimentalmente todav́ıa no se ha detectado ningún quark libre o
part́ıcula con carga de color. Aśı pues, independientemente de la enerǵıa de la part́ıcula
participante en la colisión, los productos de experimentos de alta enerǵıa donde los quarks
juegan un gran papel son hadrones sin color. Esto lleva a la idea de confinamiento: los
quarks prefieren agregarse formando part́ıculas sin carga de color.

Diversos formalismos han intentado probar el confinamiento de QCD. Aquel que ha
logrado un resultado más satisfactorio es lattice QCD, una formulación de la teoŕıa original
en un espacio-tiempo discreto, preservando sus simetŕıas y propiedades. En lattice QCD el
confinamiento parece emerger de forma natural del lagrangiano. Al medir enerǵıa frente a
distancia, se observa que el potencial de un par quark-antiquark crece linealmente con la
distancia en un tratamiento puramente gluónico. Si a este cálculo le permitimos acoplarse
a pares q̄q la pendiente del confinamiento rompe abruptamente a una constante debido a
que el proceso de creación de pares q̄q es más favorable energéticamente que separar cada
vez más el par quark-antiquark original [48]. Esto se puede modelizar con un potencial
lineal cuya pendiente decrece paulatinamente hasta una constante [49].

Otra forma de mostrar el confinamiento de QCD viene del estudio del comportamiento
de la constante de acoplamiento quark-gluón cuando el momento transferido tiende a
cero. De la Ec. 1.24 observamos que ᾱs(Q

2) crece mucho a medida que nos aproximamos
a la zona de momento transferido bajo, lo que corresponde a largas distancias. Como
consecuencia, la fuerza que mantiene unidos a los quarks aumenta haciendo imposible
separarlos. El punto débil de este argumento es que es precisamente en ese ĺımite donde
el tratamiento perturbativo usado para calcular ᾱs(Q

2) deja de ser válido.
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1.3.3. Simetŕıa quiral

La simetŕıa quiral aparece en QCD en el ĺımite en el que los quarks tienen masa cero.
La masa corriente de los quarks, que aparece en el lagrangiano de QCD, es finita y no
nula, pero si la comparamos con la escala hadrónica, ésta es muy pequeña. Aśı, aunque
la simetŕıa quiral sólo sea una simetŕıa exacta en el ĺımite de masa cero, en la práctica
se considera una buena simetŕıa para el sector ligero, quarks u y d, y para el extraño s,
aunque su masa sea de 150 MeV y sea discutible esta incorporación.

Al contrario que la simetŕıa de isosṕın, que da lugar a la conservación del vector de
corriente de isosṕın, la identificación de la corriente vector-axial no es tan sencilla debido a
que la simetŕıa se encuentra rota de forma espontánea. Diremos, en primera aproximación,
que la rotura espontánea de una simetŕıa significa que el hamiltoniano de la interacción
cumple dicha simetŕıa pero su estado de vaćıo no. Aśı, como consecuencia de esto, por el
teorema de Goldstone aparecen modos no masivos llamados bosones de Goldstone que se
acoplan con los fermiones de la teoŕıa. En QCD la simetŕıa quiral cumple esta propiedad,
siendo el pión un bosón de Goldstone. El pión debeŕıa tener masa nula si la corriente
estuviera exactamente conservada, pero como los quarks tienen masa corriente distinta de
cero, el pión adquiere la masa que vemos en los experimentos. Aun aśı, observamos que
esta masa es muy inferior a la escala hadrónica confirmando que la simetŕıa es aproximada
y que es un bosón de Goldstone.

El hecho de que el pión sea un bosón de Goldstone implica que a enerǵıas bajas los
procesos hadrónicos están dominados por piones y por tanto todos los observables f́ısicos
pueden ser expresados como una expansión en masa y momento del pión. Esta idea es la
base de la Teoŕıa Quiral de Perturbaciones, muy eficiente a la hora de describir la f́ısica
hadrónica a bajas enerǵıas.

1.4. Modelizando QCD

Como ya hemos comentado, el carácter no abeliano de QCD, sumado a que la teoŕıa
no es perturbativa a bajas enerǵıas, hace que su estudio sea muy complicado. Por lo
tanto, se han desarrollado diferentes técnicas para abordar el problema, que resumimos a
continuación:

Lattice QCD, un método no perturbativo para resolver QCD como una teoŕıa gauge,
formulada en un ret́ıculo de puntos en el espacio tiempo. Los campos de quarks se
definen en los nodos del ret́ıculo mientras que los campos de gluones se definen en
las uniones que conectan nodos vecinos.

Modelización, que consiste en tomar las propiedades más relevantes de QCD y cons-
truir a partir de ellas una teoŕıa fenomenológica que proporcione resultados que se
adapten bien a los experimentales.
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Los modelos de quarks constituyentes surgen de los primeros análisis de los momentos
magnéticos del protón y el neutrón, que se explicaban considerando que ambos estaban
formados por quarks (constituyentes) con una masa del orden de 300 MeV. Describen de
forma fenomenológica el confinamiento de quarks y la rotura espontánea de la simetŕıa qui-
ral a partir de potenciales efectivos, además de incorporar efectos perturbativos de QCD
como el intercambio de gluones. Desde los oŕıgenes del modelo de quarks, se creyó que los
hadrones estaban construidos a partir de quarks constituyentes (masivos). Actualmente
este fenómeno de la masa constituyente se explica a partir de la rotura espontánea de la
simetŕıa quiral original SU(3)L ⊗ SU(3)R a ciertas escalas del momento.

Un modelo que explica el origen de la rotura de la simetŕıa quiral es el modelo de ĺıquido
de instantones de Dyakonov et al. [50]. En dicho modelo, el propagador de los quarks se
ve modificado por la interacción con los modos cero del ĺıquido de instantones, siendo un
instantón una solución localizada de la ecuación de movimiento del gluón DµGµν = 0 de
QCD. Sin embargo, independientemente del mecanismo por el que los quarks adquieran
masa dinámica, un lagrangiano invariante bajo transformaciones quirales puede ser

L = Ψ̄(iγµ∂µ − M(q2)Uγ5)Ψ (1.26)

donde Uγ5 = exp(iπaλaγ5/fπ), siendo fπ la constante de desintegración del pión, λa las
matrices SU(3) de sabor, πa denota los campos pseudoescalares (~π,Ki, η8) con i = 1 . . . 4
y M(q2) es la masa del quark constituyente.

La expresión de la masa del quark constituyente en función del momento puede ser
obtenida a partir de la teoŕıa, pero es posible parametrizarla como M(q2) = mqF (q2)
donde M(q2 = 0) = mq es la masa del quark constituyente ligero y M(q2 → ∞) → 0.
Además,

F (q2) =

[

Λ2

Λ2 + q2

]
1
2

(1.27)

donde Λ determina la escala a la que la simetŕıa quiral se rompe.

Podemos expandir Uγ5 en términos de campos de bosón como,

Uγ5 = 1 +
i

fπ

γ5λ
aπa − 1

2f 2
π

πaπa + . . . (1.28)

teniendo que el primer término genera la masa del quark constituyente y el segundo da
cuenta del intercambio de un bosón entre quarks. La principal contribución del tercer
término viene del intercambio de dos piones correlacionados que puede ser modelizado
en términos del intercambio de una part́ıcula escalar (σ). Insertando la Ec. 1.28 en el
lagrangiano 1.26 obtenemos el lagrangiano más simple invariante bajo la transformación
quiral SU(3)L⊗SU(3)R con una masa constituyente dependiente de la escala y potenciales
escalares y pseudoescalares.
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La forma expĺıcita de estos potenciales se obtiene tras una reducción no relativista de
las consiguientes amplitudes de Feynman para cada proceso. Los diferentes términos del
potencial contienen una parte central, tensorial y de sṕın-órbita, dependiendo del carácter
del operador, y que agruparemos de la forma,

Vqq(~qij) = V C
qq (~qij) + V T

qq(~qij) + V SO
qq (~qij) (1.29)

donde C representa la parte central, T la tensorial y SO la de sṕın-órbita.
El potencial anterior presenta cuatro contribuciones diferentes,

Vqq(~qij) = Vπ(~qij) + Vσ(~qij) + VK(~qij) + Vη(~qij) (1.30)

Por las caracteŕısticas del modelo conviene dar las expresiones de los potenciales de
intercambio de bosones de Goldstone en espacio de momento. Las ventajas de trabajar
en espacio de momentos en vez de en espacio de configuración las expondremos en el
siguiente caṕıtulo, a la hora de desarrollar el método RGM.

Aśı, los potenciales no relativistas generados en la aproximación estática para los
bosones de Goldstone son,

Vπ(~q) = − 1
(2π)3

g2
ch

4mimj

Λ2
π

Λ2
π+q2

(~σi·~q)(~σj ·~q)
m2

π+q2 (~τi · ~τj),

Vσ(~q) = − g2
ch

(2π)3
Λ2

σ

Λ2
σ+q2

1
m2

σ+q2 ,

VK(~q) = − 1
(2π)3

g2
ch

4mimj

Λ2
K

Λ2
K+q2

(~σi·~q)(~σj ·~q)
m2

K+q2

∑7
a=4(λ

a
i · λa

j ),

Vη(~q) = − g2
ch

(2π)3
Λ2

η

Λ2
η+q2

(~σi·~q)(~σj ·~q)
m2

η+q2

[

cos θp(λ
8
i · λ8

j) − sin θp

]

(1.31)

donde ~q es el momento transferido, ~σi y ~τi son las matrices de Pauli de spin e isospin,
respectivamente, del quark i, λa

i las matrices de Gell-Mann de sabor del quark i. Vemos
que aparece el ángulo de mezcla θp debido a que consideramos a η como una part́ıcula
f́ısica mezcla del octete y del singlete. Los potenciales se dan trabajando con estados de
momento definido normalizados a 1.

Por lo demás, g2
ch/4π es la constante de acoplo entre los bosones de Goldstone y los

quarks constituyentes dada por gch = mq/fπ, mi es la masa del quark constituyente, mπ,
mK y mη son las masas de los bosones de Goldstone fijadas en sus valores experimentales,
salvo mσ que viene determinada por la relación m2

σ ≃ m2
π +4m2

u,d, y Λπ, Λσ, ΛK y Λη son
los cut-offs relacionados con la escala de enerǵıa.

En estas expresiones están incluidas la parte central y tensorial. Para separarlas hare-
mos uso de la relación,

(~σi · ~q)(~σj · ~q) =
1

3
q2(~σi · ~σj) + [~q ⊗ ~q]2 · [~σi ⊗ ~σj]

2 (1.32)

En el apéndice B damos las claves para manejar estas expresiones, ya que sólo darán
como resultado la introducción de unos coeficientes de spin-isospin-color en los potenciales.
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En el sector de quarks pesados la simetŕıa quiral está expĺıcitamente rota, y el in-
tercambio de bosones de Goldstone no permite reproducir la estructura hiperfina para
mesones pesados. Más allá de la escala a la que se rompe la simetŕıa quiral, uno espera
que la dinámica esté gobernada por efectos perturbativos de QCD. Esto es, las fluctua-
ciones del gluón en el vaćıo de instantones, que se puede modelizar a partir del potencial
de intercambio de un gluón (OGE) reproduciendo entonces la fenomenoloǵıa de meso-
nes pesados satisfactoriamente. Haciendo referencia al trabajo de Rujula et al [51], el
intercambio de un gluón viene dado por el lagrangiano (derivado de la ecuación 1.15),

Lgqq = i
√

4παsΨ̄γµG
µ
c λ

cΨ (1.33)

donde λc son las matrices SU(3) de color, Gµ
c es el campo del gluón y αs es la constante

de acoplamiento quark-gluón.
En espacio de momentos aparece el potencial de intercambio de un gluón dado por,

VOGE(~q) = 1
(2π)3

1
4
(~λi · ~λj)4παs

{

1
q2 − 1

4mimj

(

1 + 2
3
(~σi · ~σj)

)

+

+ 1
4mimj

1
q2 [~q ⊗ ~q]2 · [~σi ⊗ ~σj]

2
} (1.34)

siendo ~λi las matrices de Gell-Mann de color del quark i y αs la constante de acoplamiento
fuerte.

El modelo requiere una constante de acoplamiento fuerte que dependa de la escala de
forma efectiva, para poder cubrir el espectro de enerǵıas que permita describir los mesones
desde los más ligeros hasta los más pesados. Esta constante de acoplamiento no puede
obtenerse de la expresión usual a 1-loop ya que ésta diverge cuando Q → ΛQCD.

Como hemos indicado anteriormente, las expresiones obtenidas para α sólo son estric-
tamente válidas en el régimen perturbativo. En el régimen no perturbativo es necesario
eliminar la divergencia a momentos bajos, el llamado freezing de la constante de aco-
plamiento fuerte desarrollado en varios estudios teóricos [52, 53] y usado en diferentes
modelos fenomenológicos [54, 55]. Esta hipótesis viene reforzada por el hecho de que la
constante de acoplamiento quark-gluón depende de Q2 de forma logaŕıtmica, es decir,
tiene un crecimiento lento. Por otra parte, la fenomenoloǵıa sugiere que la constante debe
ser ligeramente diferente en cada sector de sabor. Para dar cuenta de estos dos fenómenos
utilizamos una constante de acoplamiento dependiente de escala dada por,

αs(µ) =
α0

ln
(

µ2+µ2
0

Λ2
0

) (1.35)

donde la escala viene dada por la masa reducida de los quarks intervinientes µ, y α0, µ0

y Λ0 son parámetros libres del modelo.
Por último, cualquier modelo de QCD debe incorporar otro efecto no perturbativo, el

confinamiento, es decir, los hadrones siempre aparecen en singletes de color. Para estu-
diar este problema debemos recurrir a estudios en Lattice QCD, ya que sigue siendo una
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cuestión abierta cómo obtener la forma anaĺıtica del confinamiento a partir de la teoŕıa
QCD. De Lattice QCD sabemos que los sistemas qq̄ se reproducen bien a cortas distan-
cias con un potencial lineal. Éste puede ser interpretado f́ısicamente como un quark y un
antiquark unidos por un flujo de color unidimensional, que representaŕıa el intercambio
gluónico. Pero si permitimos la creación espontánea de pares qq̄ ligeros, es decir, acopla-
miento a dos mesones, esto provoca el apantallamiento de las cargas de color, produciendo
un potencial quark-antiquark que no crece continuamente sino que se satura a un valor
máximo produciendo eventualmente la rotura del tubo de flujo de color unidimensional
que une quark-antiquark [48]. Esto puede modelizarse con un potencial lineal cuya pen-
diente disminuye lentamente con la distancia interquark [49]. En espacio de momentos,
este potencial lineal se expresa como

VCON(~q) =

[

(∆ − ac) · δ(3)(~q) +
acµc

π2

1

(q2 + µ2
c)

2

]

(~λc
i · ~λc

j) (1.36)

donde ∆ es una constante global para ajustar el origen de enerǵıas, ac es la fuerza de
confinamiento y µc es el parámetro de apantallamiento. En espacio de coordenadas, a
cortas distancias este potencial se reduce a una forma lineal acµc(~λ

c
i · ~λc

j) mientras que es

constante a grandes distancias (∆ − ac)(~λ
c
i · ~λc

j).
En resumen, el modelo incorpora de QCD un efecto perturbativo, que es el intercambio

de un gluón, y dos efectos no perturbativos, que son la rotura espontánea de la simetŕıa
quiral y el confinamiento. Con esto construimos la interacción quark-quark que tiene la
forma siguiente, donde usamos la notación n para los quarks ligeros u y d y s para el
quark extraño.

Vqiqj
=







qiqj = nn ⇒ VCON + VOGE + Vπ + Vσ + Vη

qiqj = ns ⇒ VCON + VOGE + Vσ + VK + Vη

qiqj = ss ⇒ VCON + VOGE + Vσ + Vη

(1.37)

El potencial correspondiente a qq̄ se obtiene a partir del de qq según J. Vijande et

al [22]. En el caso de VK(~rij) la G paridad no está bien definida, por lo tanto hay que
variar la transformación λa

1 · λa
2 → λa

1 · (λa
2)

T y aśı recuperamos el cambio de signo en el
caso del intercambio de un pseudoescalar entre dos quarks extraños.



Caṕıtulo 2

Método del Grupo Resonante

En este caṕıtulo describiremos el método del grupo resonante RGM que utilizaremos
en la descripción de los sistemas multiquark barión-antibarión, barión-mesón y mesón-
antimesón en términos de grados de libertad de quarks. Este método, propuesto por
Wheeler [56] en 1937, fue diseñado originalmente para describir núcleos como estructuras
formadas por varias subestructuras de nucleones.

El método se basa en considerar grupos de part́ıculas ligadas (clusters), de las cuales
conocemos la estructura interna, y construir sus interacciones a partir de las interaccio-
nes entre sus constituyentes. El formalismo permite estudiar de forma conjunta procesos
de scattering, reacciones y estados ligados. La principal ventaja de RGM es que incluye
el principio de exclusión de Pauli de forma correcta, es decir, toma funciones de onda
totalmente antisimétricas en el caso de fermiones constituyentes. También considera ci-
nemática no relativista, lo que permite tratar sin problemas el movimiento del centro de
masas.

En primer lugar desarrollaremos la formulación general, para luego aplicarlo a los
casos particulares de dos bariones, barión-mesón y dos mesones. Para el sistema de dos
bariones, dado que trabajaremos con sistemas part́ıcula-antipart́ıcula, los únicos términos
que contribuirán serán los diagramas directos. Lo mismo sucede en el sistema barión-
mesón que estudiaremos, donde no es necesario introducir diagramas de intercambio. Sin
embargo, en el sistema de dos mesones aparecerán tanto diagramas directos como de
intercambio.

Esta diferencia se debe a dos efectos: Por un lado, debemos asegurar la antisimetŕıa
de la función de onda al intercambio de dos quarks indistinguibles entre clusters, lo que
introduce diagramas de intercambio. Por otro lado, cabe la posibilidad de conectar siste-
mas mesón-antimesón, que de otra forma permaneceŕıan disconexos, mediante un proceso
de disociación o rearrangement en el que los mesones intercambian entre si una pare-
ja de quarks cualquiera. En ciertos casos, estos dos efectos pueden ser equivalentes si
consideramos que el diagrama de intercambio que da cuenta de la antisimetŕıa puede
ser desarrollado en la base de los sistemas, con el contenido quark adecuado, conectados
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mediante disociación. De esta manera, si introducimos todos los estados mesón-mesón
posibles estaremos teniendo en cuenta la antisimetŕıa correctamente. A efectos prácticos,
esta base puede ser truncada a los sistemas con más acoplamiento, obviando estados muy
alejados energéticamente y que no contribuyen prácticamente a la interacción.

A continuación nos centraremos en encontrar una expresión general para el factor
de forma directo y, por último, estudiaremos la disociación de mesones a partir de los
diagramas de intercambio para poder acoplar sistemas mesón-antimesón de otra forma
disconexos.

2.1. Formulación de RGM

En esta sección presentaremos una formulación del método RGM en espacio de mo-
mentos para el caso sencillo de dos clusters, sin considerar funciones de distorsión que
tengan en cuenta posibles deformaciones de los clusters durante el proceso de interacción.

Para simplificar la exposición del método RGM empezaremos considerando dos clusters
A y B compuestos por N fermiones de igual masa, algunos de los cuales serán indistingui-
bles, y trabajaremos exclusivamente con los grados de libertad espaciales. Denotaremos
con ~pξC

las coordenadas de Jacobi internas del cluster C, ~P el momento relativo entre

los dos agregados y ~PCM el momento del centro de masas. Con esto conseguimos una
equivalencia entre los conjuntos (~pξA

, ~pξB
, ~P , ~PCM) y (~pi, ~pj)i∈A,j∈B. Consideraremos que

la estructura interna de los clusters viene descrita por la función de onda φC(~pξC
). Aśı, la

función de onda del sistema de dos clusters vendrá expresada por,

〈

~pξA
~pξB

~P ~PCM |ψ
〉

= A
[

φA(~pξA
)φB(~pξB

)χ(~P )Z(~PCM)
]

(2.1)

donde A es el antisimetrizador del sistema, Z(~PCM) es la función de onda que describe

el movimiento del centro de masas, que al final podrá ser obviado del cálculo, y χ(~P ) es
la función de onda que describe el movimiento relativo de los clusters, que constituye la
incógnita de nuestro problema.

Supondremos que las part́ıculas participantes interaccionan exclusivamente a través
de potenciales a dos cuerpos, tal que el hamiltoniano del sistema pueda ser escrito como,

H =
N

∑

i=1

~p 2
i

2m
+

∑

i<j

Vij − TCM (2.2)

donde TCM es la enerǵıa cinética del centro de masas, m es la masa del fermión y Vij la
interacción entre éstos.

La dinámica del sistema vendrá descrita por la ecuación de Schrödinger,

(H− ET ) |ψ〉 = 0 (2.3)
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que podemos expresar de forma proyectada,

〈δψ|H − ET |ψ〉 = 0 (2.4)

con δψ una variación arbitraria de la función de onda.
Como ya hemos comentado, la incógnita de nuestro problema es χ(~P ), por lo tanto,

para poder separarla del antisimetrizador en la ecuación 2.1, introducimos un parámetro
continuo ~Pi,

〈

~pξA
~pξB

~P ~PCM |ψ
〉

=

∫

A
[

φA(~pξA
)φB(~pξB

)δ3(~P − ~Pi)Z(~PCM)
]

χ(~Pi)d~Pi (2.5)

Si al variar la función de onda sólo variamos la del movimiento relativo, ésta se escri-
birá en coordenadas,

〈

δψ|~pξ′A
~pξ′B

~P ′ ~P ′
CM

〉

=

∫

A
[

φ∗
A(~pξ′A

)φ∗
B(~pξ′B

)δ3(~P ′ − ~Pf )Z
∗(~P ′

CM)
]

δχ∗(~Pf )d~Pf (2.6)

Aśı pues, introduciendo las ecuaciones anteriores en la ecuación de Schrödinger pro-
yectada 2.4 obtenemos,

∫

[

RGMH(~Pf , ~Pi) − ET
RGMN(~Pf , ~Pi)

]

χ(~Pi)δχ
∗(~Pf )d~Pid~Pf = 0 (2.7)

siendo,

RGMH(~Pf , ~Pi) =

∫

d~pξ′A
d~pξ′B

d~P ′d~P ′
CMd~pξA

d~pξB
d~Pd~PCM

φ∗
A(~pξ′A

)φ∗
B(~pξ′B

)δ3(~P ′ − ~Pf )Z
∗(~P ′

CM)

HA
[

φA(~pξA
)φB(~pξB

)δ3(~P − ~Pi)Z(~PCM)
]

(2.8)

RGMN(~Pf , ~Pi) =

∫

d~pξ′A
d~pξ′B

d~P ′d~P ′
CMd~pξA

d~pξB
d~Pd~PCM

φ∗
A(~pξ′A

)φ∗
B(~pξ′B

)δ3(~P ′ − ~Pf )Z
∗(~P ′

CM)

A
[

φA(~pξA
)φB(~pξB

)δ3(~P − ~Pi)Z(~PCM)
]

(2.9)

donde hemos tenido en consideración que A y H conmutan y A2 = NA, con N un
factor de normalización, por lo que desaparece el antisimetrizador del término en δψ. Al
eliminar el antisimetrizador que proviene del bra podemos integrar en la coordenada ~Pf ,

recuperando aśı la coordenada del momento relativo final ~P ′. Además, la coordenada del
centro de masas no se ve afectada por el antisimetrizador, pues éste, en último término,
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se puede escribir como suma de términos que intercambien part́ıculas. Con esto, podemos
sacar Z(~PCM) del antisimetrizador y, como el hamiltoniano no depende del centro de

masas, integrar en la coordenada ~PCM , que si suponemos Z normalizada nos daŕıa un
factor 1. Aśı los kernels se pueden escribir de la forma,

RGMH(~P ′, ~Pi) =
∫

d~pξ′A
d~pξ′B

d~pξA
d~pξB

d~P

φ∗
A(~pξ′A

)φ∗
B(~pξ′B

)HA
[

φA(~pξA
)φB(~pξB

)δ3(~P − ~Pi)
]

,

RGMN(~P ′, ~Pi) =
∫

d~pξ′A
d~pξ′B

d~pξA
d~pξB

d~P

φ∗
A(~pξ′A

)φ∗
B(~pξ′B

)A
[

φA(~pξA
)φB(~pξB

)δ3(~P − ~Pi)
]

(2.10)

Como la Ec. 2.7 es válida para todo δψ se cumple,

∫

[

RGMH(~P ′, ~Pi) − ET
RGMN(~P ′, ~Pi)

]

χ(~Pi)d~Pi = 0 (2.11)

Podemos observar que llegamos a una ecuación de tipo Schrödinger para la función de
onda relativa de los dos clusters.

Escribimos ahora el antisimetrizador como:

A = A′AAAB (2.12)

siendo AC el antisimetrizador del cluster C y A′ el antisimetrizador que intercambia
fermiones entre los clusters. Supondremos que las funciones de onda internas φC(~pξC

)
están antisimetrizadas adecuadamente, de forma que:

AC [φC(~pξC
)] = φC(~pξC

) (2.13)

Definiendo el antisimetrizador A′ = 1+A′′ separaremos los términos correspondientes
a la parte directa, donde no se intercambian fermiones, y la parte de intercambio, donde
śı se intercambian fermiones entre clusters. Aśı:

RGMH(~P ′, ~Pi) = RGMHD(~P ′, ~Pi) +RGM HE(~P ′, ~Pi)
RGMN(~P ′, ~Pi) = RGMND(~P ′, ~Pi) +RGM NE(~P ′, ~Pi)

(2.14)

donde expresamos,

RGMHD(~P ′, ~Pi) =
∫

d~pξ′A
d~pξ′B

d~pξA
d~pξB

d~P

φ∗
A(~pξ′A

)φ∗
B(~pξ′B

)HφA(~pξA
)φB(~pξB

)δ3(~P − ~Pi)

RGMHE(~P ′, ~Pi) =
∫

d~pξ′A
d~pξ′B

d~pξA
d~pξB

d~P

φ∗
A(~pξ′A

)φ∗
B(~pξ′B

)HA′′
[

φA(~pξA
)φB(~pξB

)δ3(~P − ~Pi)
]

(2.15)
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y de igual forma para los términos de normalización. Para el caso de la normalización
directa podemos, no obstante, realizar todas las integrales fácilmente, obteniendo:

RGMND(~P ′, ~Pi) = δ3(~P ′ − ~Pi) (2.16)

suponiendo todas las funciones de onda normalizadas a 1.
Por otro lado, si suponemos que el hamiltoniano es invariante bajo transformaciones

de Galileo podremos descomponerlo de la forma,

H = HA + HB + H′ (2.17)

siendo HC el hamiltoniano del cluster C compuesto por la enerǵıa cinética de los fermiones
respecto al centro de masas del cluster y las interacciones Vij entre fermiones del mismo
cluster y siendo el hamiltoniano relativo de los clusters el siguiente,

H′ =
~P 2

2µ
+

∑

i∈A,j∈B

Vij (2.18)

es decir, la suma de la enerǵıa cinética relativa de los dos clusters A y B más la interacción
entre fermiones de diferentes clusters, con µ = mAmB

mA+mB
la masa reducida del sistema

formado por los dos clusters.
Teniendo en cuenta que los operadores HC sólo actúan sobre las coordenadas internas

de los clusters para el término directo se obtiene,

RGMHC(~P ′, ~Pi) = ECδ3(~P ′ − ~Pi) (2.19)

siendo EC la enerǵıa del cluster C. Para la enerǵıa cinética relativa, de igual forma, se
obtiene que el término directo es,

RGMTD(~P ′, ~Pi) =
~P 2

i

2µ
δ3(~P ′ − ~Pi) (2.20)

ya que el operador es diagonal y sólo se aplica sobre ~P .
Solamente falta hablar del término de interacción. Aśı, definimos el kernel directo

como,

RGMVD(~P ′, ~Pi) =
∑

i∈A,j∈B

∫

d~pξ′A
d~pξ′B

d~pξA
d~pξB

φ∗
A(~pξ′A

)φ∗
B(~pξ′B

)Vij(~P ′, ~Pi)φA(~pξA
)φB(~pξB

)
(2.21)

donde, como vemos, se ha integrado sobre todos los momentos internos de los clusters y
la dependencia en los momentos relativos inicial y final vienen dadas simplemente por la
dependencia de las interacciones Vij en esos momentos.

Un caso interesante es cuando las interacciones son locales, es decir, dependientes
del momento transferido ~q = ~p′ − ~p donde ~p′ y ~p son respectivamente los momentos



30 Caṕıtulo 2. Método del Grupo Resonante

relativos final e inicial de los quarks que interaccionan. Aśı, el kernel directo también
seŕıa local, dependiendo de (~P ′ − ~P ). Conviene darse cuenta de que el momento relativo

entre quarks de diferentes clusters se puede escribir como el momento relativo ~P entre
clusters más momentos internos de cada cluster, de forma que el momento transferido
total dependerá de (~P ′ − ~P ).

De esta forma nuestro hamiltoniano se expresará, habiendo restado ya la enerǵıa cinéti-
ca del centro de masas,

RGMHD(~P ′, ~Pi) =

(

~P 2
i

2µ
+ EA + EB

)

δ3(~P ′ − ~Pi) + RGMVD(~P ′, ~Pi) (2.22)

Quedando la ecuación de Schrödinger proyectada como,

(

~P ′2

2µ
− E

)

χ(~P ′) +

∫

RGMVD(~P ′, ~Pi)χ(~Pi)d~Pi = 0 (2.23)

con E = ET − EA − EB enerǵıa relativa entre los clusters.
Esta es la ecuación de Schrödinger que tenemos que resolver para los términos direc-

tos. Proyectamos en momento angular multiplicando por los armónicos esféricos corres-
pondientes y realizamos las integraciones angulares quedando,

RGMHL′M ′

D LM(P ′, Pi) =

∫

d~pξ′A
d~pξ′B

d~pξA
d~pξB

dP̂ ′dP̂iY
∗
L′M ′(P̂ ′)YLM(P̂i)

φ∗
A(~pξ′A

)φ∗
B(~pξ′B

)HφA(~pξA
)φB(~pξB

)

(2.24)

Teniendo en cuenta ahora los grados de libertad de spin nos vemos obligados a tra-
bajar con estados de momento angular total definido J . Los potenciales de interacción
quark-quark Vij serán tensores de orden cero en el espacio de momento angular total,
que en general se escriben como producto escalar de operadores en el espacio orbital por
operadores en el espacio de spin de la forma,

Vij = O(k)
L · O(k)

S (2.25)

Para calcular los kernels en una base de momento angular definido J usaremos la
expresión,

〈α′L′S ′J ′M ′| O(k)
L · O(k)

S |αLSJM〉 = (−1)J ′+S′+LδJJ ′δMM ′×

×
{

L S J
S ′ L′ k

}

∑

α′′

〈

α′L′ ‖ O(k)
L ‖ α′′L

〉 〈

α′′S ′ ‖ O(k)
S ‖ αS

〉 (2.26)

donde α denota todos los números cuánticos restantes necesarios para describir al sistema.
Aśı, para el caso del operador en momento angular se procederá calculando el elemento
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de matriz reducido con el teorema de Wigner-Eckart, como se ha descrito anteriormente.
Para el operador en espacio de spin se utilizarán técnicas de SU(2) descritas en el Apéndice
B.

Con todo esto, la ecuación de Schrödinger proyectada 2.23 toma la forma de una
ecuación con varios canales, en la que aparecen sumas a canales intermedios. Igualmente,
si tenemos potenciales que permitan transiciones a otros clusters aparecerá una suma en
los estados intermedios. Aśı, podremos escribir 2.23 como,

(

P ′2

2µ
− E

)

χJL′S′

B′

1B′

2
(P ′) +

∑

B1B2LS

∫

P 2
i dPi

RGMV
B′

1B′

2JL′S′

D B1B2JLS(P ′, Pi)χ
JLS
B1B2

(Pi) = 0 (2.27)

2.2. RGM aplicado al sistema Hadrón-Antihadrón

Antes de aplicar el método RGM a los sistemas Barión-Antibarión, Barión-Mesón
y Mesón-Antimesón debemos elegir una expresión para las funciones de onda internas
de los agregados. Supondremos que nuestros hadrones son agregados de quark-antiquark
(en el caso de mesones) o de tres quarks (en el caso de bariones) con masa constituyente,
confinados en una región del espacio y que interaccionan entre si por medio de un potencial
deducido del lagrangiano que describe la dinámica del sistema. La forma de tratar mesones
y bariones será diferente, y estudiaremos ambos casos por separado.

2.2.1. Estados bariónicos

Al tratarse de un problema de tres cuerpos la utilización de soluciones exactas deriva-
das del lagrangiano resulta complicada. Por esto, es normal recurrir a diferentes técnicas
para abordar el problema de una forma más sencilla. Una muestra de esto lo tenemos
en [20], donde se demuestra que el potencial NN obtenido por la aproximación de Born-
Oppenheimer usando las funciones gaussianas, con un determinado valor de la anchura,
muestran resultados muy similares a las funciones de onda exactas, soluciones de la ecua-
ción de Schrödinger.

Aśı pues, por simplicidad en el cálculo, tomaremos las funciones de onda radial de los
quarks como gaussianas,

ψ(~pi) =
3

∏

i=1

[

b2

π

]
3
4

e−
b2p2

i
2 (2.28)

donde b denota el tamaño del barión. El uso de esta aproximación nos ayudará a simplificar
el cálculo de los potenciales RGM, dado que las gaussianas son unas funciones internas
muy adecuadas.

La función de onda 2.28 escrita en término de coordenadas de Jacobi se escribe,
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ψ =

[

b2

3π

]
3
4

e−
b2P2

6 φB(~pξ1 , ~pξ2) (2.29)

siendo ~P el momento centro de masas del barión y ~pξ1 y ~pξ2 los momentos correspondientes
a las coordenadas internas. La función de onda espacial interna del barión se expresa,

φB(~pξ1 , ~pξ2) =

[

2b2

π

]
3
4

e−b2p2
ξ1

[

2αb2

π

]
3
4

e−αb2p2
ξ2 (2.30)

que tomaremos tanto para N como para Y (hiperón) y sus correspondientes antipart́ıculas,
cambiando simplemente el valor del parámetro α. La expresión del parámetro α en función
de la masa de los quarks es, siguiendo a [57]:

α =
(m1 + m2 + m3) · (m1m2)

(m1 + m2)2 · m3

(2.31)

obteniendo un resultado de α = 3
4

para N y α = 0,532 para Y , donde Y representa a las
part́ıculas Λ y Σ.

La función de onda total del barión debe incluir los grados de libertad de spin, sabor
y color, por lo tanto,

ψB = φB(~pξ1 , ~pξ2)χBξc[1
3] (2.32)

donde, como ya hemos dicho, φB(~pξ1 , ~pξ2) denota los grados de libertad espaciales internos
del barión, χB la función de onda spin-sabor acoplada a los números cuánticos del barión
y ξc[1

3] es el singlete de color.
Para desarrollar el método RGM para el sistema BB̄ debemos construir la función de

onda completa del sistema barión-antibarión. Por eso, partiendo de la función de onda de
un barión dada por 2.29 tomamos como función de onda el producto ψBψB̄ acoplado a
buenos números cuántico totales, multiplicada por una función de onda del movimiento re-
lativo χ(~P ) del sistema. Debido a que nuestro problema involucra part́ıculas distinguibles
entre clusters distintos tomaremos como función de onda total,

ψBB̄ = χ(~P )ψSF
BB̄ = χ(~P )φB(~pξB

)φB̄(~pξB̄
)χSF

BB̄ξc[2
3] (2.33)

donde φB(~pξB
) y φB̄(~pξB̄

) son las funciones de onda espaciales internas dadas por 2.30,
χSF

BB̄
es la función de onda de spin-sabor de B y B̄ acopladas a spin-sabor total SF y

ξc[2
3] es el producto de los dos singletes de color.

2.2.2. Estados mesónicos

En este caso, al tratarse de un problema de dos cuerpos se puede resolver exactamente.
Basándonos en estudios realizados con anterioridad sobre espectros mesónicos [58], en
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el marco del modelo de quarks constituyentes que aqúı consideramos, utilizaremos las
funciones de onda solución de la ecuación de Schrödinger a dos cuerpos expandidas en
base de gaussianas.

No necesitaremos el uso de antisimetrizadores debido a que el quark y el antiquark
son distinguibles. Por lo tanto, la función de onda total del mesón será, incluyendo los
grados de libertad de spin, sabor y color,

ΨM = ψM(~p1 − ~p2)χMξc[1
3] (2.34)

donde ψM(~p1 − ~p2) denota los grados de libertad espaciales internos del mesón, χM la
función de onda spin-sabor acoplada a los números cuánticos del mesón y ξc[1

3] es el
singlete de color.

A continuación concretaremos la función de onda espacial que usaremos. Una vez
dispongamos de una base de funciones de onda adecuadas procederemos a calcular los
kernels RGM .

GEM para sistemas a dos cuerpos

La complejidad de describir los sistemas f́ısicos con precisión ha contribuido al desa-
rrollo de numerosos métodos numéricos, que tratan de aproximarse al problema desde
diferentes puntos de vista. Estos métodos han ayudado a despejar ambigüedades sobre
procesos f́ısicos poco conocidos de forma experimental debido a la dificultad de reprodu-
cirlos.

Uno de los métodos ampliamente utilizados es el Método de Expansión en Gaussia-
nas [59] (o GEM por sus siglas en inglés). Fue propuesto por M. Kamimura en 1988 al
realizar cálculos no adiabáticos a tres cuerpos, aplicados a la molécula muónica y a las
colisiones muón-átomo. Estos sistemas serv́ıan de test de los modelos atómicos y molecu-
lares ya que pod́ıan calcular un mayor número de observables f́ısicos debido a la diferencia
de masa del muón frente al electrón. El problema de los desarrollos en gaussianas es el
aumento inabordable del número de parámetros. Sin embargo, Kamimura propone una
solución inteligente para generar los parámetros de las gaussianas, con el objetivo de que
estos sean mı́nimos.

El método variacional es una de las técnicas más extendidas a la hora de resolver
problemas de autovalores. Presentan gran simplicidad y flexibilidad, aunque la elección
de la base sobre la que se va a expandir la función de onda es de vital importancia para
el cálculo. En este caso seguimos GEM particularizado a un sistema de dos cuerpos en
espacio de momentos.

GEM fue concebido para resolver problemas a tres cuerpos, aśı pues, aplicarlo a un
sistema de dos cuerpos es una trivialidad y M. Kamimura [59] lo realiza para testar el
método.

La forma funcional de la base hace que GEM sea uno de los métodos que mejor describe
tanto las correlaciones a corto alcance como el comportamiento asintótico de la función
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de onda en la región de largo alcance. Además, la forma funcional de la parte radial de la
función de onda hace que el cálculo de los elementos de matriz sea anaĺıtico en la mayor
parte de los casos.

Consideremos la ecuación de Schrödinger para un sistema a dos cuerpos. Suponiendo
un potencial central, la ecuación en espacio de momentos para la función de onda radial
es,

p2

2µ
ψlm(~p) +

∫

V (~p, ~p′)ψlm(~p′)d3p′ = E ψlm(~p) (2.35)

donde µ es la masa reducida y V (~p, ~p′) es un potencial central. Expandimos ψlm(~p) en la
base de funciones gaussianas,

ψlm(~p) =
nmax
∑

n=1

Cnlφ
G
nlm(~p),

φG
nlm(~p) = φnl(p)Ylm(p̂),

φnl(p) = (−i)l Nnl

(2ηn)l+3/2
ple−

p2

4ηn , (2.36)

Nnl =

(

22+l(2νn)l+3/2

√
π(2l + 1)!!

)

1
2

con Nnl la constante de normalización de las funciones gaussianas
〈

φG
nlm|φG

nlm

〉

= 1.
Los parámetros de rango se han escogido en progresión geométrica [59],

νn =
1

r2
n

rn = r1a
n−1, n = 1, . . . , nmax

(2.37)

donde los parámetros libres son {nmax, r1, rnmax} o {nmax, r1, a}. De la progresión geomé-
trica se deduce que la base de funciones gaussianas no es ortogonal, y satisface que el
solapamiento entre vecinos cercanos,

〈

φG
nl|φG

n−1l

〉

, es una constante independiente de n y
es una caracteŕıstica de la base por la que se cree que el método funciona bien.

Los coeficientes de la expansión {cnl}, y las autoenerǵıas E, se determinan a partir del
principio variacional de Rayleigh-Ritz dando lugar a un problema general de autovalores,

nmax
∑

n′=1

[(Tnn′ + Vnn′) − ENnn′ ]cn′l = 0, n = 1, . . . , nmax (2.38)

o si generalizamos para canales acoplados tendremos,

nmax
∑

n′=1

[

(Tα
nn′ − ENα

nn′)cα
n′l +

no chnl
∑

α′

V αα′

nn′ cα′

n′l

]

= 0,
n = 1, . . . , nmax

α = 1, . . . , n0 canales
(2.39)
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en el cual el único operador que mezcla estados es el potencial.

2.3. Cálculo de los kernels RGM

En esta sección describiremos el cálculo de los kernels RGM para el sistema hadrón-
antihadrón. Una vez tenemos la función de onda total estamos en posición de aplicar la
formulación RGM, que nos conduce a una ecuación para la función de onda relativa 2.27
que volvemos a escribir introduciendo los grados de libertad de sabor,

(

P ′2

2µ
− E

)

χJL′S′T ′

B′B̄′ (P ′) +
∑

BB̄LST

∫

P 2
i dPi

RGMV B′B̄′JL′S′T ′

D BB̄JLST (P ′, Pi)χ
JLST
BB̄ (Pi) = 0 (2.40)

donde el kernels RGM directo viene dado por

RGMV B′B̄′JL′S′T ′

D BB̄JLST (P ′, Pi) =
∑

i∈B,j∈B̄

∫

d~pξ′B
d~pξ′

B̄
d~pξB

d~pξB̄
dP̂ ′dP̂i

ψJL′S′T ′

B′B̄′ Vij(~P ′, ~Pi)ψ
JLST
BB̄

(2.41)

con,

ψJLST
BB̄ (~pξB

, ~pξB̄
, P̂ ) =

[

ψSTC
BB̄ YLM(P̂ )

]JLST

(2.42)

En general, los operadores que nos conectarán estados inicial y final serán de dos tipos:

Centrales, tal que los grados de libertad de momento angular y spin de los quarks
no están acoplados.

Tensoriales, en los que el momento angular y el spin de los quarks se acoplan.

Para calcular los potenciales centrales podemos primero obtener la parte orbital de
los kernels y por otro lado los valores esperados entre los estados inicial y final de los
operadores en los espacios de spin-sabor y color. Pero para el caso de potenciales tenso-
riales conviene desacoplar las partes orbital y de spin con la relación 2.26 y calcular los
elementos de matriz reducidos. Para la parte de spin-sabor se utilizan las propiedades
estándar del álgebra de SU(3).

A la hora de describir la interacción consideramos potenciales a dos cuerpos, que
conserven el momento total de los quarks que interaccionan, suponiendo además que sólo
dependen de los momentos relativos de los quarks inicial y final, siendo la unidad para
los demás. Es decir, usaremos un potencial quark-antiquark del tipo,
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Vij = Vij(~p
′
ij, ~pij)δ

3(~P ′
ij − ~Pij)

∏

k 6=i,j

δ3(~p′k − ~pk) (2.43)

siendo,

~pij =
1

2
(~pi − ~pj),

~Pij = ~pi + ~pj,
(2.44)

Antes de pasar a integrar debemos hacer un cambio de variables de las originales ~pi a
las coordenadas de Jacobi en el potencial 2.43. Hacemos una descripción de la misma en
el Apéndice A. También conviene realizar una transformación adecuada en las funciones
δ(3) para simplificarlas.

Daremos a continuación los resultados de los kernels para interacciones locales, es decir,
dependientes del momento transferido y aún como operadores en spin-sabor-color de los
quarks. Faltaŕıa entonces calcular los coeficientes de spin-sabor-color, cuyo procedimiento
detallamos en el Apéndice B.

2.3.1. Términos de interacción para Barión-Antibarión

En el caso de barión y antibarión, formados por tres quarks y tres antiquarks res-
pectivamente, el cálculo de kernels de interacción se reduce a estudiar cuatro diagramas
diferentes, como muestra la figura 2.1 para la reacción Y Ȳ → Y ′Ȳ ′. Las demás reacciones
consideradas tienen los mismos diagramas base, como veremos a continuación, aunque
muchos serán iguales y sumarán o directamente no contribuirán a la interacción. Sólo te-
nemos términos directos, luego sólo necesitamos describir las interacciones entre un quark
y un antiquark. A la hora de describir la interacción, distinguimos el quark pesado s de
Y como el quark 3 (y s̄ como el antiquark 6 en el caso de Ȳ ), esto implica que basta
con estudiar la interacción entre el quark 1 y 4 con multiplicidad 4 (diagrama (b) de
la Fig. 2.1), la interacción entre el quark 1 y 6 y entre 3 y 4 ambas con multiplicidad
2 (diagramas (d) y (c) de la misma figura), y finalmente la interacción entre 3 y 6 con
multiplicidad 1 (diagrama (a)).

Los términos de interacción entre quarks del mismo cluster corresponden a términos de
enerǵıa interna que simplemente redefinen la enerǵıa. Ahora estudiemos cada interacción
por separado.

Interacción NN̄ → NN̄

En el marco de este mismo modelo, la interacción NN̄ → NN̄ ha sido calculada en
la Ref. [23]. En ese caso se ve que la interacción nucleón-antinucleón se puede estudiar
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(a) (b) (c) (d)

V36 4 × V14 2 × V34 2 × V16

q1

q2

q3

q̄4

q̄5

q̄6

q1

q2

q3

q̄4

q̄5

q̄6

q1

q2

q3

q̄4

q̄5

q̄6

q1

q2

q3

q̄4

q̄5

q̄6

Figura 2.1: Diagramas de interacción para Y Ȳ → Y ′Ȳ ′. Vij denota la interacción entre
el quark i y el antiquark j donde el factor que le acompaña indica la multiplicidad del
diagrama.

simplemente con el diagrama V36, por la antisimetŕıa de la función de onda de N . Por lo
tanto obtenemos, para el potencial directo, la expresión:

RGMVD36 = 9e−
b2(~P ′

−~P )2

3 Vqq̄(~P ′ − ~P ) (2.45)

donde el 9 viene de la multiplicidad de los diagramas.

Interacción NN̄ → Y Ȳ

A la hora de describir la interacción pp̄ → Y Ȳ interesará el diagrama V36 pues es el
único capaz de producir un cambio de extrañeza en el estado inicial. La expresión del
mismo es:

RGMVD36 =
(

2
√

αα′

α+α′

)3

e
− 8b2(αα′)

9(α+α′) (
3m
M

~P ′−~P)
2

Vqq̄(~P ′ − ~P ), (2.46)

con m la masa del quark ligero, ms la masa del quark extraño s, α y α′ los parámetros
de la función de onda en el estado inicial y final respectivamente, y M = 2m + ms.

Conviene resaltar que estos factores de forma no dependen exactamente del momento
transferido ~P ′ − ~P por la diferencia de masas entre el quark extraño y los ligeros.

Interacción Y Ȳ → Y ′Ȳ ′

Para el proceso Y Ȳ → Y ′Ȳ ′ tenemos contribución de todos los diagramas (mostrados
en la Fig. 2.1). Por eso, los resultados para los potenciales RGM de interacción para este
caso son,
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(a) (b)

3 × V15 3 × V25

Q1

q̄2

q4

q3

q5

Q1

q̄2

q4

q3

q5

Figura 2.2: Diagramas de interacción para Qn̄−N → Qn̄−N , con Q = {c, b}. Vij denota
la interacción entre el antiquark i y el quark j donde el factor que le acompaña indica la
multiplicidad del diagrama.

RGMVD36 = e−
4αb2m2

M2 (~P ′−~P)
2

Vqq̄(~P ′ − ~P ),

RGMVD14 = 4e
−b2

„

1
4
+

αm2
s

M2

«

(~P ′−~P )2

Vqq̄(~P ′ − ~P ),

RGMVD16 = 2e
− b2

2

„

1
4
+

α(4m2+m2
s)

M2

«

(~P ′−~P )2

Vqq̄(~P ′ − ~P ),

RGMVD34 = 2e
− b2

2

„

1
4
+

α(4m2+m2
s)

M2

«

(~P ′−~P )2

Vqq̄(~P ′ − ~P )

(2.47)

Con las multiplicidades correspondientes.

2.3.2. Términos de interacción para Barión-Mesón

En este caso sólo interesa calcular el sistema formado por un nucleón y un mesón Qn̄ en
onda S (es decir, un mesón D o B). El objetivo final es describir el estado Λc(2940)+, en el
Caṕıtulo 4, como una molécula D∗N . Nos restringimos a estos casos por simplicidad y por
las similitudes que tiene con otros casos que estudiaremos en el sistema mesón-antimesón
(como el estado X(3872) y Ds1(2460)).

Tenemos un sistema formado por cinco part́ıculas, un antiquark y cuatro quarks. Por
lo que tendŕıamos 6 diagramas directos diferentes. Sin embargo, debido a nuestra elección
del sistema DN o BN , esto se reduce a estudiar el sistema Qn̄ − nnn. Explotando las
simetŕıas del sistema encontramos dos diagramas, con multiplicidad 3 cada uno, como
muestra la figura 2.2.

Igual que antes, sólo tenemos términos directos, luego sólo estudiaremos la interacción
quark-antiquark. La interacción ha sido calculada utilizando las funciones de onda de
barión y mesón introducidas anteriormente. En ese caso se ve que la interacción Qn̄-
nucleón se puede estudiar simplemente con el diagrama V25, por la antisimetŕıa de la
función de onda de N . La interacción Qn (diagrama V15) será cero, pues para este caso
la simetŕıa quiral está expĺıcitamente rota, y, al estar cada quark en un singlete de color
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V14
V24 V13 V23

q1

q̄2

q3

q̄4

q1

q̄2

q3

q̄4

q1

q̄2

q3

q̄4

q1

q̄2

q3

q̄4

Figura 2.3: Diagramas de interacción para AB → A′B′. Vij denota la interacción entre el
quark (antiquark) i y el quark (antiquark) j donde el factor que le acompaña indica la
multiplicidad del diagrama.

diferente, no habrá intercambio de gluones.

El hecho de considerar sólo mesones en onda S simplifica las integrales. Por lo tanto
obtenemos, para el potencial directo, la expresión:

RGMVD25 = 3
√

4π
∑nmax

nA,n′

A
CnA

Cn′

A

N ′

nA
NnA

4(η∗

A′
+ηA)3/2 e

−
»

“

1− mq
MA

”2
1

4(η∗
A′

+ηA)
+ b2

6

–

(~P ′−~P )2

V (~P ′ − ~P )

(2.48)
donde el 3 viene de la multiplicidad de los diagramas, mq es la masa del quark ligero y la
suma en nA y n′

A recorre la base de gaussianas de la función de onda interna del mesón.

Como curiosidad y para mostrar su estructura cabe señalar que, en este caso, podemos
identificar exactamente los factores de forma del barión y el mesón,

FFQn̄ =
√

4π
∑nmax

nA,n′

A
CnA

Cn′

A

N ′

nA
NnA

4(η∗

A′
+ηA)3/2 e

−
“

1− mq
MA

”2 (~P ′
−~P )2

4(η∗
A′

+ηA)

FFN = e−
b2

6
(~P ′−~P )2

(2.49)

siendo capaces de comparar con aquellos encontrados en el caso NN̄ → NN̄ y el caso
mesón-antimesón, que estudiaremos en la siguiente subsección, particularizado al caso que
nos atañe.

2.3.3. Términos de interacción para Mesón-Antimesón

Estudiaremos por separado los términos directos y los de intercambio o disociación de
quarks.
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Términos de interacción directa. Generalización para el caso de mesones ar-

bitrarios.

En el caso de mesón-antimesón, formados por dos quarks y dos antiquarks podemos
resumir el cálculo de los kernels directos en cuatro diagramas diferentes, como muestra
la figura 2.3 para la reacción AB → A′B′. Sólo tenemos términos directos, luego sólo
necesitamos describir las interacciones qq, qq̄ y q̄q̄. Consideraremos diferentes las masas de
todos los quarks. En caso de tener quarks indistinguibles tendremos que añadir términos de
intercambio, que estudiaremos en la siguiente subsección. Los términos de interacción entre
quarks del mismo cluster corresponden a términos de enerǵıa interna que simplemente
redefinen la enerǵıa.

Antes de dar las expresiones finales para el potencial directo daremos unas claves sobre
la forma de llegar a ellas. En el Apéndice A se llega a una expresión para el potencial a
nivel quark 2.43 de forma agrupada en la Ec. A.20,

Vij = V ( (−1)i−1

2
(~p′A − ~pA) + (−1)j

2
(~p′B − ~pB) + 1

2

(

m′

i

M ′

A
+

m′

j

M ′

B

)

~P ′ − 1
2

(

mi

MA
+

mj

MB

)

~P ))

× δ(3)(~P ′
cm − ~Pcm)×

× δ(3)(~p′A − ~pA + (−1)i
[(

1 − m′

i

M ′

A

)

~P ′ −
(

1 − mi

MA

)

~P
]

)×
× δ(3)(~p′B − ~pB + (−1)j−1

[(

1 − m′

j

M ′

B

)

~P ′ −
(

1 − mj

MB

)

~P
]

)

(2.50)
con i = 1, 2 en el mesón A y j = 3, 4 en el mesón B. Como vemos, permitimos que
las masas de los quarks cambien del estado inicial al final, debido a la interacción. De
aqúı procedemos a calcular el potencial directo por el método RGM, que es,

VD(~P ′, ~P ) =
∑

i∈A,j∈B

∫

Ψ∗
l′Am′

A
(~p′A)Ψ∗

l′Bm′

B
(~p′B)Vij(~pi, ~pj)ΨlAmA

(~pA)ΨlBmB
(~pB) (2.51)

A la hora de calcularla anaĺıticamente podemos utilizar la expresión de la base de
mesones 2.36 para escribirla de la forma:

V ij
D =

∑nmax

nA,n′

A,nB ,n′

B
CnAlACnB lBCn′

Al′A
Cn′

B l′B
(−i)lA−l′A+lB−l′B×

×
NnAlA

N∗

n′

A
l′
A

(2ηA)3/2+lA (2η∗

A′
)
3/2+l′

A

NnBlB
N∗

n′

B
l′
B

(2ηB)3/2+lB (2η∗

B′
)
3/2+l′

B
< Vij >

(2.52)

con

< Vij > =
∫

d~p′Ad~p′Bd~pAd~pBp
′l′A
A p

′l′B
B plA

A plB
B Y ∗

l′Am′

A
(p̂′A)Y ∗

l′Bm′

B
(p̂′B)×

× YlAmA
(p̂A)YlBmB

(p̂B)e
− p′2A

4η∗
A′ e

− p′2B
4η∗

B′ e
− p2

A
4ηA e

− p2
B

4ηB Vij

(2.53)



2.3. Cálculo de los kernels RGM 41

Usando ahora la expresión A.20 podemos simplificar las dos integrales. Operando
llegamos a dos integrales separadas semejantes para el mesón A y B,

I =
∫

d~p|~p + r~q|L′

pLY ∗
L′M ′( ˆp + rq)YLM(p̂)e

− (~p+r~q)2

4η′∗ e−
p2

4η (2.54)

con rA = (−1)i−1 y rB = (−1)j y qC un vector que depende de las masas y los momentos
inicial y final, que definiremos más adelante. El resto del cálculo se omite por su extensión.

Como ya comentamos, para expresar los kernels en una base de momento angular
definido J usamos la expresión 2.26, suponiendo un potencial del tipo V = v

(k)
q · v

(k)
s

(con k = 0 para potencial central y k = 2 para potencial tensorial), que en este caso
expresamos como

〈α′L′J ′
ABJ ′M ′|Vij |αLJABJM〉 = (−1)J ′+J ′

AB+LδJJ ′δMM ′×
×

{

L JAB J
J ′

AB L′ k

}

∑

α′′

〈

α′L′||v(k)
q ||α′′L

〉 〈

α′′J ′
AB||v(k)

s ||α′JAB

〉 (2.55)

con J̄AB = j̄A + j̄B, acoplamiento entre los momentos angulares totales de A y B. En este
caso no será tan sencillo, pues tendremos estados acoplados. Tomaremos como estado
inicial y final el sistema de dos mesones acoplados siguientes,

∣

∣ΨJABJABz
i

〉

=
∣

∣

∣
[(φAχA)jA(φBχB)jB ]

JAB

JABz

〉

,
∣

∣

∣
Ψ

J ′

ABJ ′

ABz
f

〉

=
∣

∣

∣

[

(φAχA)j′A(φBχB)j′B
]J ′

AB

J ′

ABz

〉

,
(2.56)

con χM la función de onda de spin del mesón M , pues en general no se podrán factori-
zar como supońıamos antes. Antes de aplicar la ecuación 2.26 tendremos que desacoplar
completamente la base de los mesones. Por lo tanto, tendremos que el elemento de matriz
entre los estados inicial y final serán,

〈

Ψ
J ′

ABJ ′

ABz
f

∣

∣

∣
V

∣

∣ΨJABJABz
i

〉

=
∑

SABLABSABzS′

ABL′

ABS′

ABz

ˆSAB
ˆLAB ĵAĵB×

×







sA sB SAB

lA lB LAB

jA jB JAB







ˆS ′
AB

ˆL′
AB ĵ′Aĵ′B







s′A s′B S ′
AB

l′A l′B L′
AB

j′A j′B J ′
AB







CJABJABz

SABSABzLAB(JABz−SABz)×

×C
J ′

ABJ ′

ABz

S′

ABS′

ABzL′

AB(J ′

ABz−S′

ABz)

〈

(φAφB)
L′

AB

(J ′

ABz−S′

ABz)

∣

∣

∣ vq

∣

∣

∣(φAφB)LAB

(JABz−SABz)

〉

×
×

〈

(χAχB)
S′

AB

S′

ABz

∣

∣

∣ vs

∣

∣(χAχB)SAB
SABz

〉

(2.57)
con L̄AB = l̄A + l̄B y S̄AB = s̄A + s̄B y donde definimos Ŝ ≡

√
2S + 1. En esta expresión

ya podemos identificar los coeficientes de spin 〈S ′
AB, S ′

ABz| vs |SAB, SABz〉.
La parte orbital, que podemos acoplar a un L,L′ total para dar el braket correspon-

diente, se obtiene a partir de la expresión de la Ec. 2.53:



42 Caṕıtulo 2. Método del Grupo Resonante

〈

(φAφB)
L′

AB

M ′

AB

∣

∣

∣
vq

∣

∣(φAφB)LAB
MAB

〉

=
∑

l1a,l2a,l3a,l4a,l1b,l2b,l3b,l4b,lZ ,lF
CAB · QAB(P ′, P )

(2.58)
donde permitimos las proyecciones M y M ′ de L y L′ aunque el potencial no depende de
ellos. Realizamos este paso para que el cálculo sea más sencillo, transformando la expresión
en función de elementos de matriz irreducibles de la Ec. 2.26.

En la expresión anterior hemos llamado,

CAB ≡ 4π
∑

lX ,lV ,lI1,lI2,lI3,lI4
(−1)lZ+l′A+l′B+l4a+l4b+l3a+LAB+lI1+lI2+lI3+L+k+lV +M+MAB×

×
√

k!
(2k+1)!!

√

(2k+1)!
(2lZ+1)!(2(k−lZ)+1)!

√

(2l′A+1)!

(2l1a+1)!(2l′A−2l1a+1)!

√

(2l3a+1)!
(2l4a+1)!(2l3a−2l4a+1)!

Γ

„

l2a+lA+l′A−l1a+3

2

«

Γ(l2a+3/2)
×

×
√

(2l′B+1)!

(2l1b+1)!(2l′B−2l1b+1)!

√

(2l3b+1)!
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Γ

„
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2

«
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L̂′L̂l̂Al̂′A

ˆ(l′A − l1a) ˆl1a
ˆl2a
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2
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2
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ˆLAB×
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(
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0 0 0
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(2.59)
y

QAB(P ′, P ) ≡ 2πP
′l4a+l4b+lZP l3a−l4a+l3b−l4b+k−lZ×

×
∫

GA(P, P ′, z) · GB(P, P ′, z) · V C
ij (P, P ′, z)PlF (z)dz

(2.60)

con PL(z) polinomio de Legendre y donde V C
ij (P, P ′, z) es la parte central del potencial,

obviando los acoplamientos orbitales y de spin, esto es

Vij(~q) = V C
ij (q) · [~q ⊗ ~q]k · [σi ⊗ σj]

k . (2.61)

A su vez, GC(P, P ′, z) recoge la información relativa a los momentos del factor de
forma y los coeficientes de la base de las funciones de onda de los mesones, definido como,
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GC(P, P ′, z) ≡ ∑nmax

nC ,n′

C
ClCnC

Cl′Cn′

C
(−i)lC−l′C

NnClC
N∗

n′

C
l′
C

(2ηC)3/2+lC (2η∗

C′
)
3/2+l′

C
×

×
(

4η∗

C′
ηC

η∗

C′
+ηC

) 1
2
(lC+l′C−l1c+

3
2
)

(η∗
C′)

3
2 a

′l4c
C al3c−l4c

C q
l1c−l3c− 3

2
C ×

×e
−

q2
C (ηC+2η∗

C′
)

8η∗
C′

(ηC+η∗
C′

) M
−

2(lC+l′
C

−l1c)+3

4
,
2l2c+1

4

(

q2
C

16η∗2
C′

4η∗

C′
ηC

η∗

C′
+ηC

)

(2.62)

con C = A,B, i = 1, 2 y j = 3, 4 denotando los diferentes diagramas (ver Fig.2.3), las

transferencias de momento ~qA = a′
A

~P ′ − aA
~P y ~qB = a′

B
~P ′ − aB

~P , con a′
A =

(

1 − m′

i

M ′

A

)

,

aA =
(

1 − mi

MA

)

, a′
B =

(

1 − m′

j

M ′

B

)

y aB =
(

1 − mj

MB

)

definiciones de masa, dependientes

de cada diagrama.

Términos de intercambio. Disociación de mesones.

Hasta ahora hemos considerado solamente la interacción directa. A su vez, cabe la
posibilidad de calcular diagramas diferentes, que también contribuyen a la interacción
mesón-antimesón. En el caso de tener quarks indistinguibles entre los dos mesones es
imprescindible añadir diagramas de intercambio que den cuenta del proceso de reestruc-
turación de quarks, y aśı tomar correctamente la antisimetŕıa de la función de onda total.
Sin embargo, aun en el caso de no existir quarks idénticos es posible calcular estos diagra-
mas de reestructuración de sabor (rearrangement) o disociación de mesones, obteniendo
un método para conectar pares de mesones que no interaccionaŕıan por términos directos.
Por lo tanto, el término de intercambio es imprescindible para describir de forma correcta
la dinámica del sistema mesón-mesón.

Los diagramas que contribuirán al proceso en ambos casos serán los de la Fig. 2.4.
En este caso no necesitaremos tanta generalidad y nos centraremos en disociación entre
mesones en onda S, con momento angular cero. Para calcularlos debemos hacer actuar el
operador P24 sobre la función de onda.

Si tenemos en cuenta que,

P24

[

ψ
(

~pA, ~pB, ~P , ~PCM

)]

= ψ
(

P24[~pA], P24[~pB], P24[~P ], P24[~PCM ]
)

(2.63)

sólo necesitamos la forma de actuar del operador P24 sobre las coordenadas de Jacobi,
que reflejamos en el Apéndice A.

Antes de calcular las integrales, interesa realizar una transformación adecuada en
las δ(3) como en el caso directo, para simplificarlas. En el Apéndice A se expresan las
interacciones relevantes en términos de las coordenadas de Jacobi, una vez realizadas
estas transformaciones.

A continuación damos los resultados de los kernels para interacciones locales (Ec. 2.43),
todav́ıa como operadores en spin-sabor-color de los quarks. Faltaŕıa calcular el valor es-
perado entre las funciones de onda de spin-sabor-color inicial y final, que mostramos en el



44 Caṕıtulo 2. Método del Grupo Resonante

Mfi = =

+

+

Mab̄

Mab

Māb

Māb̄

a
ā

b
b̄

c
c̄

d
d̄

Figura 2.4: Diagramas de intercambio de quarks.

Apéndice B. Podemos expresar los resultados de todos los diagramas de forma conjunta
como:

V E
ij =

∑nmax

nA,nB ,n′

A,n′

B=1 C∗
nA

C∗
nB

Cn′

A
Cn′

B

1√
4π

N∗

AN∗

BN ′

AN ′

B

(16ηAB)3/2

e−(αijP 2+βijP ′2+2λij
~P ·~P ′)

∫

d~qe−(γijq2+2δij~q·~P+2εij~q·~P ′)Vij(q),
(2.64)

con ηAB = η∗
Aη∗

Bη′
A + η∗

Aη∗
Bη′

B + η∗
Aη′

Aη′
B + η∗

Bη′
Aη′

B y donde hemos definido las constantes:

αij = 1
4ηAB

[η∗
Aη∗

B + (1 − ωB)2η∗
Aη′

A + ω2
Bη∗

Aη′
B + ω2

Aη∗
Bη′

A+

+ (1 − ωA)2η∗
Bη′

B + (1 − ωA − ωB)2η′
Aη′

B] ,

βij = 1
4ηAB

[

(1 − ω′
A − ω′

B)2η∗
Aη∗

B + (1 − ω′
B)2η∗

Aη′
A + ω

′2
Aη∗

Aη′
B+

+ ω
′2
Bη∗

Bη′
A + (1 − ω′

A)2η∗
Bη′

B + η′
Aη′

B

]

,

λij = 1
4ηAB

[−(1 − ω′
A − ω′

B)η∗
Aη∗

B − (1 − ωB)(1 − ω′
B)η∗

Aη′
A + ωBω′

Aη∗
Aη′

B+

+ ωAω′
Bη∗

Bη′
A − (1 − ωA)(1 − ω′

A)η∗
Bη′

B − (1 − ωA − ωB)η′
Aη′

B] ,

(2.65)

iguales para todo (ij) y,
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γ14 = 1
4ηAB

[η∗
Aη∗

B + η∗
Aη′

B + η∗
Bη′

A] ,

γ23 = 1
4ηAB

[η∗
Aη∗

B + η∗
Aη′

A + η∗
Bη′

A] ,

γ13 = 1
4ηAB

[η∗
Aη∗

B + η∗
Aη′

A + η∗
Bη′

B + η′
Aη′

B] ,

γ24 = 1
4ηAB

[η∗
Aη∗

B + η∗
Aη′

B + η∗
Bη′

A + η′
Aη′

B] ,

δ14 = 1
4ηAB

[η∗
Aη∗

B + ωBη∗
Aη′

B + (1 − ωA)η∗
Bη′

B] ,

δ23 = 1
4ηAB

[η∗
Aη∗

B + (1 − ωB)η∗
Aη′

A + ωAη∗
Bη′

A] ,

δ13 = 1
4ηAB

[η∗
Aη∗

B + (1 − ωB)η∗
Aη′

A + (1 − ωA)η∗
Bη′

B + (1 − ωA − ωB)η′
Aη′

B] ,

δ24 = 1
4ηAB

[η∗
Aη∗

B + ωBη∗
Aη′

B + ωAη∗
Bη′

A − (1 − ωA − ωB)η′
Aη′

B] ,

ε14 = 1
4ηAB

[−(1 − ω′
A − ω′

B)η∗
Aη∗

B + ω′
Aη∗

Aη′
B − (1 − ω′

A)η∗
Bη′

B] ,

ε23 = 1
4ηAB

[−(1 − ω′
A − ω′

B)η∗
Aη∗

B − (1 − ω′
B)η∗

Aη′
A + ω′

Bη∗
Bη′

A] ,

ε13 = 1
4ηAB

[−(1 − ω′
A − ω′

B)η∗
Aη∗

B − (1 − ω′
B)η∗

Aη′
A − (1 − ω′

A)η∗
Bη′

B − η′
Aη′

B] ,

ε24 = 1
4ηAB

[−(1 − ω′
A − ω′

B)η∗
Aη∗

B + ω′
Aη∗

Aη′
B + ω′

Bη∗
Bη′

A + η′
Aη′

B] ,

(2.66)

que dependen del diagrama.
Con estos parámetros podemos calcular la descomposición angular. La integración an-

gular en q̂ dependerá del tipo de potencial que se considere. Los resultados para potenciales
centrales y tensoriales se muestran a continuación.

Potenciales Centrales

Usamos la expansión

e−b~v1·~v2 = 4π
∞

∑

l=0

∑

m

(−1)lil(bv1v2)Ylm(v̂1)Y
∗
lm(v̂2) (2.67)

en la ecuación 2.64. Llamando z = cos ˆ(P, P ′) obtenemos

V E
ij =

√
4π

∑nmax

nA,nB ,n′

A,n′

B=1 C∗
nA

C∗
nB

Cn′

A
Cn′

B

N∗

AN∗

BN ′

AN ′

B

(16ηAB)3/2 e−(αijP 2+βijP ′2+2λijPP ′z)

∫

dqq2i0(2q
√

δ2
ijP

2 + ε2
ijP

′2 + 2δijεijPP ′z)e−γijq2
Vij(q),

(2.68)
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con i0(x) = sinh(x)
x

la función esférica modificada de Bessel de primera especie.
Para obtener la descomposición en ondas parciales basta realizar la integración en el

ángulo formado por el momento inicial y final (z),

V E,L
ij =

√
4π

∑nmax

nA,nB ,n′

A,n′

B=1 C∗
nA

C∗
nB

Cn′

A
Cn′

B

N∗

AN∗

BN ′

AN ′

B

(16ηAB)3/2 ×
× 2π

∫

dzdqq2e−(αijP 2+βijP ′2+2λijPP ′z)PL(z)×
× i0(2q

√

δ2
ijP

2 + ε2
ijP

′2 + 2δijεijPP ′z)e−γijq2
Vij(q),

(2.69)

donde PL(z) representa los polinomios de Legendre.

Potenciales Tensoriales

Para potenciales del tipo,

V T
ij (~q) = V C

ij (q) [~q ⊗ ~q]2 · [~σi ⊗ ~σj]
2 (2.70)

donde V C
ij (q) depende sólo del módulo del momento transferido, la expresión de los

kernels resulta,

V E
ij =

√
4π

∑nmax

nA,nB ,n′

A,n′

B=1 C∗
nA

C∗
nB

Cn′

A
Cn′

B

N∗

AN∗

BN ′

AN ′

B

(16ηAB)3/2

e−(αijP 2+βijP ′2+2λij
~P ·~P ′)

∫

dqq4
i2(2q

q

δ2
ijP 2+ε2

ijP ′2+2δijεij
~P ·~P ′)

δ2
ijP 2+ε2

ijP ′2+2δijεij
~P ·~P ′

e−γijq2
V C

ij (q)
[

(δij
~P + εij

~P ′) ⊗ (δij
~P + εij

~P ′)
]

· [~σi ⊗ ~σj]
2

(2.71)



Caṕıtulo 3

Formalismo de canales acoplados

3.1. Introducción

En este caṕıtulo desarrollaremos un formalismo que nos permita acoplar los estados
qq̄ con estados de cuatro part́ıculas, que restringiremos a estados mesón-mesón, cuyos
kernels ya estudiamos en el Caṕıtulo 2.

El método más sencillo para la creación de pares de quarks, que nos permitirá acoplar
sectores, es el llamado modelo 3P0. El modelo, propuesto hace décadas por L. Micu [60],
supone que el par es creado con los números cuánticos del vaćıo (3P0) de forma uniforme.
La aplicación de este modelo tiene una larga trayectoria [61–63]. Estudios sistemáticos [64,
65] de los decays de mesones ligeros y extraños muestran que las anchuras calculadas con
amplitudes de tipo 3P0 coinciden con los datos experimentales dentro de un rango de
25 % − 40 %.

Existen a su vez modelos microscópicos de decays fuertes, que relacionan la interac-
ción de creación de pares con la interacción responsable de la formación del espectro,
construyendo una interacción corriente-corriente debido a la fuerza de confinamiento y
el intercambio de un gluón. Entre estos modelos, el modelo de Cornell [66, 67] asume
que el confinamiento tiene carácter de vector de Lorentz. Otros modelos [68], en cambio,
consideran que la interacción de confinamiento es escalar, mientra que el intercambio de
un gluón es un vector de Lorentz.

Muchos de los art́ıculos mencionados calculan anchuras de desintegración, y muy pocos
consideran el efecto de acoplamiento entre sectores. Eichten et al presentan en [66, 67] un
análisis detallado del charmonio acoplado a canales D utilizando el potencial de Cornell.
Mientras tanto, diversos autores [69, 70] han mostrado los primeros resultados de los shifts
hadrónicos para el charmonio de baja enerǵıa debido a la mezcla con pares de mesones
D, calculados con el modelo de 3P0. Los shifts resultan ser alarmantemente grandes.

En un art́ıculo reciente, Barnes et al [71] analizan los mass shifts de los estados bajos
del charmonio debido al efecto de los canales de mesones D en onda S, esto es, los pares
D(∗)D̄(∗) y D

(∗)
s D̄

(∗)
s . En dicha referencia concluye que los mass shifts tienen un valor similar

47
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para todos los estados del charmonio, por lo que el efecto de los loops hadrónicos podŕıa ser
fácilmente reabsorbido en los parámetros del modelo. Sin embargo, su afirmación presenta
problemas. En primer lugar, ignora estados mesón-mesón más altos, que pueden contribuir
mediante loops virtuales. Por otro lado, en sus cálculos utiliza mass-shifts perturbativos,
por lo que ignora el posible efecto no perturbativo de los pares mesón-mesón sobre el
espectro del charmonio. En este sentido, los modelos fenomenológicos de canales acoplados
[72–79] acumulan evidencias que apuntan a la posibilidad de generar efectos no triviales
debido al acoplamiento de canales hadrónicos.

La dinámica del sistema mesón-mesón resulta ser, entonces, más compleja de lo es-
perado. Para aportar algo de luz al respecto, en este caṕıtulo analizaremos dicho efecto
no perturbativo del sistema de cuatro quarks sobre el espectro del charmonio. En la
literatura existen algunos estudios en esta dirección, como el art́ıculo de Eichten [80],
que estudia los mass shifts y decays del charmonio con un método de canales acoplados,
basado en el modelo de Cornell, y estudia la mezcla de estados debido a loops hadrónicos
intermedios. En nuestro caso, para evitar los problemas derivados de los grandes shifts
que se encuentran al incluir todos los pares mesónicos posibles, asumiremos que parte
del acoplamiento de canales abiertos está incluido en el potencial apantallado [81]. El
único efecto no incluido es el no trivial de los thresholds, por lo que la prescripción que
tomaremos será la de acoplar los estados de charmonio a aquellos canales con thresholds
más próximos.

Por otro lado, la mayoŕıa de los art́ıculos basan sus cálculos en el efecto de loops
hadrónicos sobre el espectro de mesones (en general, charmonio), obviando la posibilidad
de calcular el efecto del espectro mesónico sobre estados de mesón-mesón, que pueden dar
lugar a nuevos estados moleculares. Esta novedosa perspectiva será desarrollada en este
caṕıtulo, y será la base de los resultados que expondremos en el Caṕıtulo 4, dando lugar
a resultados inesperados debido al acoplamiento de canales.

En este caṕıtulo expondremos el formalismo de acoplamiento entre los sectores qq̄ y
qqq̄q̄ y presentaremos el potencial 3P0 con el que analizaremos este proceso. Este formalis-
mo de canales acoplados nos permitirá obtener nuevos estados moleculares a partir de la
interacción entre mesones y el acoplamiento de los sectores de dos y cuatro part́ıculas. Es
un método válido para un número arbitrario de thresholds y un espectro arbitrariamente
grande. Sin embargo, este formalismo no resulta adecuado si queremos tratar resonancias,
o estados por encima del threshold, donde el autoestado de enerǵıa es complejo por la
presencia de la anchura total. Es por ello que dedicaremos una gran parte del caṕıtulo a
desarrollar un formalismo alternativo para estudiar dichos estados, más adecuado dadas
las peculiaridades matemáticas de las resonancias. A su vez, permitiremos distorsión en
las funciones de onda de los mesones y veremos su influencia en los estados moleculares.
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3.2. Teoŕıa de scattering: Matriz S y matriz T

En primer lugar presentaremos una introducción a dos de los conceptos más elemen-
tales que encontramos en todos los problemas de scattering: La matriz S y la matriz
T .

En general, un problema de scattering consiste en un estado asintótico libre inicial
|ψin〉 que viene de t = −∞, entra en una región del espacio donde interacciona (a t =
0 por conveniencia) y se transforma en el estado |ψ〉, que finalmente escapa de nuevo
asintóticamente como el estado |ψout〉 a t = ∞. Desde el punto de vista del observador, la
órbita del scattering está completamente caracterizada tan pronto como sus dos aśıntotas
son conocidas.

En Teoŕıa de Scattering, estos estados pueden conectarse mediante los llamados opera-

dores de Møller, que son operadores isométricos cuyo significado es el siguiente: Actuando
sobre cualquier vector del espacio de Hilbert H, proporcionan el estado a t = 0 del que
proviene o hacia el cual evolucionaŕıa el estado asintótico representado por ese vector.
Esto es,

|ψ〉 = Ω+ |ψin〉 = Ω− |ψout〉 (3.1)

El hecho de que estos operadores sean isométricos implica que para cada estado nor-
malizado |ψin〉 o |ψout〉 en H, existe un único estado normalizado |ψ〉 en el correspondiente
subespacio de estados de scattering R, y viceversa.

Aunque el proceso de scattering se puede expresar en término de sus dos aśıntotas,
esto no es lo usual. El objetivo final es expresar la aśıntota de salida en función de
la de entrada, sin ninguna referencia a la órbita que en realidad describe. Debido a la
propiedad de isometŕıa de Ω±, la relación |ψ〉 = Ω− |ψout〉 se puede invertir. De hecho,
como Ω†

−Ω− = 1, podemos multiplicar la expresión anterior por Ω†
− para obtener,

|ψout〉 = Ω†
− |ψ〉 = Ω†

−Ω+ |ψin〉 (3.2)

de donde podemos definir el operador de scattering como

S = Ω†
−Ω+ (3.3)

obteniendo

|ψout〉 = S |ψin〉 (3.4)

que es el resultado deseado.
Vemos que el operador S contiene toda la información de interés del proceso. Si sabe-

mos cómo calcular S el problema de scattering estará resuelto.
De hecho, en términos de S podemos calcular las probabilidades de scattering, relevan-

tes desde el punto de vista experimental. Esta cantidad nos dará la probabilidad de que
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una part́ıcula que entra en una colisión con una aśıntota |φ〉 sea observada en el estado
asintótico |χ〉. Esta probabilidad será:

Pφ→χ = | 〈χ|S|φ〉 |2 (3.5)

Por lo tanto, la amplitud de probabilidad para el proceso |φ〉 → |χ〉 es justo el elemento
de la matriz-S 〈χ|S|φ〉. Por supuesto, todav́ıa no tenemos una cantidad directamente
medible, pero afortunadamente, podemos relacionar la matriz-S con la sección eficaz del
proceso.

Es posible descomponer la matriz-S en dos términos,

S = δ(3)(~p′ − ~p) − 2πi δ(Ep′ − Ep)T (~p′, ~p) (3.6)

El primer término es la amplitud de las part́ıculas que pasan sin ser dispersadas. El
segundo, entonces, representa la amplitud de las part́ıculas que śı han sido dispersadas.
Aunque su momento cambia, la enerǵıa total no lo hace, por lo tanto, aparece una delta
de conservación de la enerǵıa total. A la función T (~p′, ~p) se la denomina matriz-T, y para
una gran cantidad de potenciales, es una función anaĺıtica para las variables relevantes.

Debido a la delta de conservación, la matriz-T está definida sólo para ~p
′2 = ~p2. Por

esta razón se la suele denominar como matriz-T on-shell. Sin embargo, también podemos
definir la matriz-T para momento off-shell, lo cual es una herramienta muy útil para
cálculos.

Para resolver el problema de scattering utilizaremos la conocida ecuación de Lippmann-
Schwinger [82]. Por medio del método RGM obtuvimos la ecuación de Schödinger proyec-
tada 2.23 para describir el movimiento relativo de los clusters. Para estudiar estados de
scattering la ecuación de Schödinger no resulta adecuada y por ello es habitual utilizar la
ecuación de Lippmann-Schwinger, obtenida de la anterior y que, en nuestro caso, al tener
varios canales acoplados, resulta el conjunto de ecuaciones integrales acopladas.

El motivo de utilizar la ecuación de Lippmann-Schwinger se debe a que esta ecuación
puede formularse no sólo en términos de potenciales como la ecuación de Schrödinger,
sino también en términos de la matriz-T off-shell, que es lo que utilizaremos después. La
expresión de la ecuación de Lippmann-Schwinger en canales acoplados viene dada por:

T β′β(z; p′, p) = V β′β(p′, p) +
∑

β′′

∫

dp′′p′′2V β′β′′

(p′, p′′)
1

z − Eβ′′(p′′)
T β′′β(z; p′′, p) (3.7)

donde β representa el conjunto de números cuánticos M1M2 JLST que definen una de-
terminada onda parcial, V β′β(p′, p) es el potencial proyectado del sistema y Eβ′′(p′′) es la
enerǵıa para momento p′′, que tomaremos en el caso no relativista como,

Eβ(p) =
p2

2µβ

+ ∆Mβ (3.8)
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siendo µβ la masa reducida del sistema M1M2 al que corresponda el canal β y ∆Mβ la
diferencia entre el umbral del sistema M1M2 y el que tomemos de referencia, que será el
threshold de más baja enerǵıa que consideremos. Ésta se puede obtener de los términos
de interacción entre quarks de un mismo mesón, los cuales relacionan la enerǵıa total del
sistema ET y la enerǵıa relativa entre agregados E. Sin embargo, basta con utilizar las
masas f́ısicas y entonces ∆Mβ no es más que la diferencia entre la masa del sistema de
referencia M1M2 y la de los bariones del canal β.

La ecuación general de la matriz-S 3.6 puede particularizarse para cinemática no
relativista, que es la que usamos para la ecuación de Lippmann-Schwinger. Aśı, obtenemos,

Sβ′β(E; p′, p) = δβ′βδ(3)(~p′ − ~p) − 2πiδ(p′ − p)
√

µβ′µβkβ′kβT β′β(E; p′, p) (3.9)

con kβ el momento on-shell del canal β, dado por la ecuación,

k2
β = 2µβ(E − ∆Mβ) (3.10)

Para los canales por encima del umbral ℜ(k2
β) > 0 (kβ es real), y corresponden a los

momentos on-shell. Como veremos en la Sección 3.3.2, dado que permitimos que E sea
complejo, tendremos kβ complejo en general, y debemos asegurarnos de que nos encon-
tramos en la hoja de Riemann correcta.

3.3. Estados ligados y resonancias en un marco mul-

ticanal

3.3.1. Acoplamiento de canales: Modelo 3P0

Como ya comentamos, el acoplamiento entre los sectores qq̄ y qqq̄q̄ requiere la creación
de un par de quarks. En principio, siendo el mecanismo similar al proceso de desintegra-
ción fuerte, debeŕıa estudiarse con el mismo hamiltoniano que determina el espectro. Sin
embargo, Ackleh [68] mostró que el modelo de creación de pares 3P0 da resultados similares
al cálculo microscópico.

En el modelo 3P0 el par quark-antiquark se crea a partir del vaćıo de QCD con los
números cuánticos del vaćıo JPC = 0++. Debido a que el quark y el antiquark tienen
paridad intŕınseca opuesta, deben encontrarse en un estado con momento angular orbital
relativo L impar (puesto que P = (−1)L+1). Para que el acoplamiento de L y S nos de
J = 0 debe cumplirse que S = 1, ya que los dos valores posibles son S = 0, 1. De ah́ı el
nombre de 3P0, si tenemos en cuenta la notación 2S+1LJ . Debemos asegurarnos, a su vez,
que el potencial 3P0 conserva C−paridad, lo que demostramos en el Apéndice C.

El modelo ha sido aplicado al cálculo de desintegraciones de un mesón en dos mesones
[61], de un barión en un mesón y un barión [83] o de un tetraquark en un barión y un
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qq̄

A

B

Figura 3.1: Diagrama de la amplitud 3P0.

antibarión [84], utilizándose en todos los casos funciones de onda de oscilador para los
diferentes hadrones.

El operador de transición se postula de una manera totalmente fenomenológica. Crea-
mos un quark de sabor µ con momento ~pµ y un antiquark de sabor ν = µ̄ con momento ~pν .
Los números cuánticos y las propiedades del par quark-antiquark creado nos proporcionan
información de cómo obtener el operador de transición. Podemos partir del hamiltoniano,

H = g

∫

d3x ψ̄(x)ψ(x) (3.11)

cuya reducción no relativista es equivalente al operador de transición [85]

Υ = −3
√

2γ′
∑

µ

∫

d3pd3p′ δ(3)(p + p′)

[

Y1

(

p − p′

2

)

b†µ(p)d†
ν(p

′)

]C=1,I=0,S=1,J=0

(3.12)

donde µ (ν = µ̄) son los números cuánticos del quark (antiquark) y γ′ = 25/2π1/2γ con
γ = g

2m
, constante adimensional que nos da la fuerza de creación del par qq̄ del vaćıo.

Uno de los atractivos del modelo 3P0 es que puede proporcionar los aspectos más
importantes de diversos tipos de transiciones con tan sólo un parámetro libre, que es la
constante correspondiente al vértice de creación del par quark-antiquark. Los resultados
pueden ser mejorados si se introducen términos más sofisticados para el vértice [85], pero
para el objetivo de este trabajo no será necesario.

En este trabajo nos basaremos en la reducción de este potencial para mesones con
funciones de onda expandidas en gaussianas (GEM de las Ec. 2.36) realizado por L.A.
Blanco [86] para el cálculo de decays fuertes mesónicos.

Con el objetivo de acoplar los dos sectores mencionados empezamos suponiendo que
nuestro estado hadrónico viene representado por:

|Ψ〉 =
∑

α

cα|ψα〉 +
∑

β

χβ(P )|φAφBβ〉 (3.13)
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donde |ψα〉 son los autoestados qq̄ del Hamiltoniano de dos cuerpos, φi son los autoestados
que describen los mesones i = {A,B} con masa Mi, |φAφBβ〉 es el estado de dos mesones
con números cuánticos β acoplado a los números cuánticos totales JPC y χβ(P ) es la
función de onda relativa entre los dos mesones en la molécula.

Esta ecuación de onda cumple la ecuación de Schrödinger para canales acoplados:

H|ψ >= E|ψ >, (3.14)

con

H =

(

Hqq̄ Υqq̄→AB

ΥAB→qq̄ HAB

)

(3.15)

donde tenemos que, al ser |ψα〉 autoestados de qq̄, se cumple Hqq̄|ψα >= Mα|ψα >, lo que
define el espectro de estados qq̄ desnudos. En la parte HAB incluimos la parte de interac-
ción entre mesones a través del modelo de quarks constituyentes, mientras que el operador
Υqq̄→AB (Ec. 3.12) es el responsable de vestir los estados, logrando el acoplamiento. De
este operador podemos definir el potencial de transición hβα(P ), proveniente del modelo
3P0, como

〈φAφBβ|Υ |ψα〉 = P hβα(P ) δ(3)(~Pcm) (3.16)

donde P es el momento relativo del estado de dos mesones.
Usando las funciones de onda de la Ec. 3.13 y el Hamiltoniano de la Ec. 3.15 llegamos

a las ecuaciones acopladas,

Mα cα +
∑

β

∫

hαβ(P )χβ(P ) P 2 dP = E cα

∑

β

∫

HAB
β′β (P ′, P )χβ(P ) P 2 dP +

∑

α

hβ′α(P ′)cα = E χβ′(P ′) (3.17)

donde Mα son las masas de los estados qq̄ desnudos y HAB
β′β es el hamiltoniano RGM para

el estado de dos mesones proveniente de la interacción qq̄.
Resolviendo el acoplamiento con los estados qq̄ llegamos a una ecuación de tipo

Schrödinger para la función de onda relativa de los dos mesones

∑

β

∫

(

HAB
β′β (P ′, P ) + V eff

β′β (P ′, P )
)

χβ(P ) P 2 dP = E χβ′(P ′) (3.18)

donde

V eff
β′β (P ′, P ) =

∑

α

hβ′α(P ′)hαβ(P )

E − Mα

(3.19)
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qq̄
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Figura 3.2: Representación del potencial efectivo debido al acoplamiento con estados qq̄
intermedios.

es una interacción efectiva entre dos mesones debido al acoplamiento con estados qq̄
intermedios, que vemos representada diagramáticamente en la Fig. 3.2.

En este sentido estudiamos la influencia del espectro qq̄ en la dinámica de los estados
de dos mesones. Es un punto de vista diferente del usual, donde se estudia la influencia
de los estados de dos mesones (en general, sin interacción mesón-mesón) en la masa y
anchura de los estados qq̄ [69, 70].

Nuestra aproximación permite generar nuevos estados a través de la interacción mesón-
mesón debido al acoplamiento con estados qq̄ y a la interacción RGM. En principio,
el formalismo es válido tanto para generar estados ligados como resonancias, esto es,
estados por encima del umbral con anchura. Sin embargo, la aproximación propuesta sólo
es recomendable para la generación de estados ligados, ya que el cálculo de resonancias
plantea problemas que se resolverán por otra v́ıa, mediante la ecuación de Lippmann-
Schwinger y la continuación anaĺıtica de la misma.

3.3.2. Continuación anaĺıtica

El significado f́ısico de P como la magnitud del momento incidente requiere que ésta
sea una cantidad real y positiva. Sin embargo, en la ecuación de Schrödinger P es un
simple parámetro, que perfectamente puede considerarse complejo. Estudiando las pro-
piedades de la ecuación y sus soluciones para P complejo se encuentran una gran cantidad
de resultados f́ısicos interesantes. De hecho, el estudio de las amplitudes de scattering co-
mo funciones anaĺıticas de momento complejo ha resultado ser una de las técnicas más
poderosas en la teoŕıa de scattering moderna [87].

Para poder estudiar estos casos debemos realizar la continuación anaĺıtica de los po-
tenciales a momento complejo. Para ello debemos asegurar que la continuación anaĺıtica
es única. Afortunadamente disponemos de resultados matemáticos útiles, como el que
afirma que si dos funciones anaĺıticas coinciden en un segmento lineal deben coincidir en
todas partes. A su vez, tenemos que si f(z) es anaĺıtica en alguna región R, entonces la
función f(z)∗ no es, en general, anaĺıtica. Sin embargo, la función [f(z∗)]∗ śı es anaĺıtica
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plano P
Estado ligado

Resonancia

plano E

Estado ligado

Resonancia

Ē = ER − iΓ
2

Región f́ısica Región f́ısica

Figura 3.3: Planos de las variables complejas P y E = P 2/2µ, con la parte real en el eje
de abscisas y la parte imaginaria en el de ordenadas, y la posición de estados ligados y
resonancias en las mismas.

en R∗. A partir de estas propiedades llegamos al Principio de reflexión de Schwartz, que
nos dice que si f(z) es anaĺıtica en una región R que incluye un segmento del eje real
y f(z) es real en ese segmento, entonces f(z) puede ser continuado en la región R∗ y
satisface f(z) = [f(z∗)]∗ para todo z en R y R∗.

Debido a que es usual expresar los estados en términos de su enerǵıa E = P 2/2µ en vez
de con P , comentaremos algunos aspectos de la conexión entre estas dos variables. Ya que
el mapeo de P a E es de dos-a-uno, las amplitudes de scattering, al considerarlas funciones
de E, son funciones en una superficie de Riemann de dos hojas. La correspondencia entre
el plano P y los dos planos de E se suele elegir como mostramos en la Fig. 3.3. La primera
hoja u hoja f́ısica de E corresponde al semiplano superior (ℑ(P ) > 0), mientras que la
segunda hoja al semiplano inferior (ℑ(P ) < 0).

Para cualquier P , los puntos ±P corresponden a dos puntos diferentes en la superficie
de Riemann de E (uno en la primera hoja y el otro debajo de él, en la segunda hoja),
ambos con el mismo valor numérico E = P 2/2µ. Los estados ligados, que son polos en el
eje imaginario positivo de P , caen en el eje negativo real de la primera hoja de E. Aśı,
la resonancia se encuentra por continuación desde la primera hoja pasando a través del
corte. Es decir, el polo de la resonancia en P̄ se convierte en un polo en la segunda hoja,
cerca de la región f́ısica, en Ē = ER − iΓ

2
.

Nuestro objetivo es calcular tanto estados ligados como resonancias, definidas en el
plano complejo de enerǵıa. Para solventar el problema de hallar los polos de la matriz S
deberemos acceder a la hoja correcta mediante una continuación anaĺıtica del formalismo
al plano complejo, usando para ello un método más adecuado, que es la matriz T obtenida
de la ecuación de Lippmann-Schwinger (Ec. 3.7).

El paso de la primera hoja de Riemann a la segunda implica pasar por el corte de las
dos hojas. Para poder apreciar el efecto vamos a estudiar un caso sencillo, partiendo de un
caso conocido como es el mass-shift perturbativo. El sistema de ecuaciones que describe
el mass-shift perturbativo es el siguiente:
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Mr = M0 − 2µP
∫ h2(q)

q2−k2
0−iǫ

q2dq,

Γ = 4πµh2(k0)
2k0

k2
0

(3.20)

con E = Mr − iΓ
2

y k2
0/2µ = M0 − MA − MB, y donde P representa la parte principal

de la integral. Inmediatamente identificamos la parte real como el mass-shift y la parte
imaginaria como la anchura perturbativa.

Podemos, entonces, utilizar como base estas ecuaciones y extender el formalismo al
plano complejo, del modo siguiente:

g(E) = 2µ
∫ h2(q)

q2−k2−iǫ
q2dq =

= 2µ
∫ q2h2(q)−k2h2(k)

q2−k2−iǫ
dq + 2µ

∫ k2h2(k)
q2−k2−iǫ

=

= 2µ
∫ q2h2(q)−k2h2(k)

q2−k2−iǫ
dq + i2πµk2h2(k)

2k

(3.21)

con k2/2µ = E−MA−MB complejo, debido a que E = Mr−iΓ
2

es complejo. De esta forma
partimos de una ecuación con una solución en el eje real acercándonos por la segunda hoja
de Riemann y realizamos una continuación anaĺıtica de la misma. Aśı, al no volver a pasar
por el salto, podemos estar seguros de estar en la hoja correcta. Esto implica que debemos
extender los potenciales para que admitan como variable momentos complejos.

Como veremos, será el propagador del estado acoplado el que nos proporcionará el
polo de la matriz S (o lo que es lo mismo, el de T ), y por lo tanto el mass-shift jugará un
papel importante en el cálculo de las resonancias.

3.3.3. Resolución de la ecuación de Lippmann-Schwinger

Normalmente, la resolución anaĺıtica de la ecuación de Lippmann-Schwinger resulta
muy complicada salvo para casos sencillos, como potenciales separables, en los cuales
podemos reducir la ecuación a una algebraica [82]. En caso de potenciales más realistas
se debe recurrir a métodos perturbativos, es decir, utilizando series de Born, o bien a
soluciones numéricas, como es nuestro caso.

Las soluciones numéricas utilizan el método de inversión de matriz introducido por
Haftel y Tabakin [88]. El método aprovecha la discretización de las integrales cuando se
resuelven numéricamente, con una expresión de la forma,

∫

f(x)dx =
N

∑

i=1

f(xi)wi (3.22)

donde evaluamos la integral con los valores de la función en los N puntos xi y los pesos
wi. Con este sistema nos damos cuenta que es fácil plantear para una ecuación integral
un sistema algebraico de N ecuaciones cuyas incógnitas serán el valor de la función en los
N puntos de integración.
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Planteamos con esta herramienta la ecuación de Lippmann-Schwinger con canales
acoplados 3.7 con umbrales diferentes. Como método de integración utilizamos el método
de Gauss-Legendre [89]. Este método integra entre los ĺımites (−1, 1), por lo que debe-
remos extenderlos para considerar un intervalo (0,∞). En nuestro caso utilizaremos un
mapeo uniforme con un cut-off adecuado, que tomamos de c ∼ 3500MeV .

Hay que tener en cuenta que los estados por encima del threshold presentan un polo,
cuya contribución debemos calcular de forma adecuada para obtener resonancias. Deno-
taremos por β ∈ C a un canal mesón-mesón genérico incluido en el cálculo, βo ∈ Co a los
canales que se encuentran por encima del threshold y βc ∈ Cc a los que se encuentren por
debajo. Teniendo en cuenta la continuación anaĺıtica de la Sección 3.3.2 la Ec. 3.7 resulta,

T β′β(E; p′, p) = V β′β(p′, p) +
∑

β′′ P
∫

dp′′p′′2V β′β′′

(p′, p′′)
2µβ′′

k2
β′′

−p
′′2 T

β′′β(E; p′′, p)−
− iπ

∑

βo
µβokβoV

β′βo(p′, kβo)T
βoβ(E; kβo , p)

(3.23)
donde hemos usado las expresiones de momentos que definimos anteriormente. Debemos
ahora regularizar la integral para realizar el cálculo numérico, teniendo en cuenta que,

P
∫ dq

k2 − q2
= 0 ∀ k2 > 0 (3.24)

que, aplicado a la matriz T resulta,

∑

βo

P
∫

dp′′k2
βo

V β′βo(p′, kβo)
2µβo

k2
βo

− p′′2
T βoβ(E; kβo , p) = 0 (3.25)

Escribimos finalmente la ecuación de Lippmann-Schwinger como,

T β′β(E; p′, p) = V β′β(p′, p) +
∑

βc
P

∫

dp′′p′′2V β′βc(p′, p′′)
2µβc

k2
βc
− p′′2

T βcβ(E; p′′, p)+

+
∑

βo
P

∫

dp′′
2µβo

k2
βo

− p′′2

[

p′′2V β′βo(p′, p′′)T βoβ(E; p′′, p)−

− k2
βo

V β′βo(p′, kβo)T
βoβ(E; kβo , p)

]

−
− iπ

∑

βo
µβokβoV

β′βo(p′, kβo)T
βoβ(E; kβo , p)

(3.26)
de forma que el cálculo numérico de las integraciones es estable, puesto que para βc el
propagador no tiene ningún polo y para βo el numerador y el denominador se anulan en
el mismo punto kβo , siendo un cero de primer orden para ambos.

Buscamos obtener la matriz T ’totally off-shell ’, es decir, para momento inicial y final
arbitrario. Por lo tanto, el siguiente paso es discretizar las integrales según la ecuación
3.22. Aśı las ecuaciones 3.26 resultan,
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T β′β(E; p′, p) = V β′β(p′, p) +
∑

βc

∑

i wip
2
i V

β′βc(p′, pi)
2µβc

k2
βc
− p2

i

T βcβ(E; pi, p)+

+
∑

βo

∑

i wi
2µβo

k2
βo

− p2
i

[

p2
i V

β′βo(p′, pi)T
βoβ(E; pi, p)−

− k2
βo

V β′βo(p′, kβo)T
βoβ(E; kβo , p)

]

−
− iπ

∑

βo
µβokβoV

β′βo(p′, kβo)T
βoβ(E; kβo , p)

(3.27)
siendo i el ı́ndice que recorre los puntos de integración y wi los pesos. Plantearemos
las ecuaciones tomando como momento inicial y final los momentos utilizados para la
integración {p, p′} = pi.

Con el objetivo de generalizar el cálculo, en el caso de tener canales por debajo del
umbral Cc, no podemos eliminar las ecuaciones en las que aparezca T ββc(E; p′, kβc) o
T βcβ(E; kβc , p), aunque no contengan ningún polo en las integrales y no contribuyan a
la parte on-shell de la matriz T. Debemos, sin embargo, tener cuidado, pues los estados
ligados aparecerán como polos en el eje imaginario puro de momentos (ℜ(kβc) = 0 ya que
E < MA + MB) y nuestros potenciales deben permitir estos momentos.

De esta forma, si tenemos Nch canales diferentes y N puntos de integración, planteamos
Nch × Nch × (N + 1) × (N + 1) ecuaciones con el mismo número de incógnitas, siendo
estas,

T β′β(E; pi, pj),
T β′β(E; pi, kβ),
T β′β(E; kβ, pj),
T β′β(E; kβ′ , kβ).

(3.28)

El conjunto de ecuaciones se puede escribir de forma matricial como,

A · T = V ⇒ T = A−1 · V (3.29)

siendo T y V matrices (Nch(N + 1)) × (Nch(N + 1)), definidas por,

T(β′−1)(N+1)+i,(β−1)(N+1)+j = T β′β(E; pi, pj),
T(β′−1)(N+1)+i,β(N+1) = T β′β(E; pi, kβ),
Tβ′(N+1),(β−1)(N+1)+j = T β′β(E; kβ′ , pj),

Tβ′(N+1),β(N+1) = T β′β(E; kβ′ , kβ),

(3.30)

e igual para V ,

V(β′−1)(N+1)+i,(β−1)(N+1)+j = V β′β(pi, pj),
V(β′−1)(N+1)+i,β(N+1) = V β′β(pi, kβ),
Vβ′(N+1),(β−1)(N+1)+j = V β′β(kβ′ , pj),

Vβ′(N+1),β(N+1) = V β′β(kβ′ , kβ),

(3.31)
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y A una matriz cuadrada con las mismas dimensiones que T y V , definida por,

A(β′−1)(N+1)+i,(β−1)(N+1)+j = δijδβ′β − V β′β(pi, pj)
2µβ

k2
β − p2

j

p2
jwj,

Aβ′(N+1),(β−1)(N+1)+j = −V β′β(kβ′ , pj)
2µβ

k2
β − p2

j

p2
jwj,

A(β′−1)(N+1)+i,β(N+1) = V β′β(pi, kβ) (2µβw0 β + iπµβkβ)
Aβ′(N+1),β(N+1) = δβ′β + V β′β(kβ′ , kβ) (2µβw0 β + iπµβkβ)

(3.32)

con w0 β =
∑

n

wn · k2
β

k2
β − p2

n

, donde β, β′ ∈ {1, . . . , Nch} recorren todos los canales e i, j ∈
{1, . . . , N} todos los puntos de integración.

3.3.4. Cálculo de resonancias

Probablemente el fenómeno más sorprendente dentro del mundo de los experimentos de
scattering sean las resonancias. Estas estructuras se observan en f́ısica atómica, nuclear y
de part́ıculas. En su forma más simple dan lugar a picos estrechos en la sección eficaz total
como función de la enerǵıa. Obviamente, estos efectos, una vez explicados nos conducen
a información útil sobre las interacciones subyacentes.

Hay muchas aproximaciones teóricas al fenómeno de las resonancias, teniendo todas
en común que la variación brusca de la sección eficaz a la enerǵıa ER está relacionado
de alguna forma con la existencia de un quasi-estado ligado del sistema con eneǵıa ER.
Cuando el proyectil se env́ıa con dicha enerǵıa, puede ser temporalmente capturado en
este estado metaestable, y esa posibilidad se considera la causa de la violenta variación
de la sección eficaz.

De forma abreviada, se puede demostrar que los estados ligados corresponden con
polos en la matriz de scattering S en la recta ℑ(P ) > 0, como estados de momento
imaginario puro. De igual manera, un polo en el semiplano inferior ℑ(P ) < 0 puede,
bajo ciertas circunstancias, corresponderse con una resonancia, concepto que definiremos
en un momento. Esto nos sugiere una conexión entre estados ligados y resonancias. Por
supuesto, para poder examinar cualquier objeto en el semiplano inferior es imprescindible
que el potencial sea ’razonable’, en el sentido de que permita continuación anaĺıtica al
semiplano inferior.

El término resonancia se suele tomar como un sinónimo exacto de polo de S. Sin em-
bargo, está claro que un polo lo suficientemente alejado del eje real no producirá efectos
f́ısicos observables; y, en ocasiones, pueden existir efectos observables asociados a reso-
nancias cuando no existe un polo en la matriz S. Aśı, la definición de resonancia como
polo de la matriz de scattering no tiene por qué corresponderse, en principio, con ningún
fenómeno observable; aunque, en general, śı seremos capaces de apreciarlo.
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A priori, parece que el formalismo desarrollado anteriormente en este caṕıtulo es ge-
neral, lo cual nos permitiŕıa la generación de resonancias como nos permite los estados
ligados. Sin embargo, el estudio del plano complejo es un tema delicado y tendremos que
tratarlo con más detenimiento. En este apartado mostraremos el método general para la
obtención de resonancias y estados ligados en un mismo marco. A su vez, daremos las
claves para la obtención de diversos observables como son las probabilidades y anchuras
parciales de una forma más rigurosa.

Una vez presentada la ecuación de Lippmann-Schwinger y la continuación anaĺıtica
necesaria para extender el formalismo para estados resonantes por encima del threshold,
estudiaremos el formalismo necesario para hallar dichas resonancias y sus propiedades.

Partimos del sistema de ecuaciones 3.17, que podemos escribir como:

∑

β

∫

(

HAB
β′β (P ′, P ) + V eff

β′β (P ′, P )
)

χβ(P ) P 2 dP = E χβ′(P ′) (3.33)

con P, P ′ momento relativo inicial y final y β, β′ canales inicial y final, respectivamente,
de los mesones AB. Donde hemos definido,

V eff
β′β (P ′, P ) =

∑

α

hβ′α(P ′)hαβ(P )

E − Mα

(3.34)

Nuestro objetivo es obtener resonancias, es decir, generar estados con mezcla qq̄ −
qq̄qq̄ por encima del umbral. Como ya hemos visto, la solución del sistema de ecuaciones
acopladas 3.18 se puede obtener a partir de la ecuación de Lippmann-Schwinger 3.7

T β′β(E; P ′, P ) = V β′β
T (P ′, P ) +

∑

β′′

∫

dP ′′P ′′2V β′β′′

T (P ′, P ′′)
1

E − Eβ′′(P ′′)
T β′′β(E; P ′′, P )

(3.35)

con V β′β
T (P ′, P ) = V β′β(P ′, P )+V β′β

eff (P ′, P ), suma del potencial V , proveniente del méto-
do RGM y Veff , del acoplamiento debido a estados mesónicos intermedios (ver Fig. 3.2).

La matriz T completa puede ser factorizada de manera similar a VT , de la forma,

T β′β(E; P ′, P ) = T β′β
V (E; P ′, P ) +

∑

α,α′

φβ′α′

(E; P ′)∆α′α(E)−1φ̄αβ(E; P ) (3.36)

con ∆α′α(E) =
{

(E − Mα)δα′α + Gα′α(E)
}

el propagador del estado mezcla; y donde

T β′β
V (E; P ′, P ) es la matriz T del potencial RGM , excluyendo el acoplamiento a qq̄,

T β′β
V (E; P ′, P ) = V β′β(P ′, P ) +

∑

β′′

∫

dP ′′P ′′2V β′β′′

(P ′, P ′′)
1

E − Eβ′′(P ′′)
T β′′β

V (E; P ′′, P )

(3.37)
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−

|qq̄ >α

|AB >β

|qq̄ >α

|AB >β|AB >β′

Figura 3.4: Vértice vestido φαβ, construido a partir de la amplitud 3P0 y corregido con la
matriz TV proveniente de la interacción mesón-mesón.

y donde definimos unas funciones cuya interpretación es la de los vértices 3P0 vestidos
por la interacción mesón-mesón puramente RGM ,

φαβ′

(E; P ) = hαβ′(P ) − ∑

β

∫ T β′β
V (E; P, q)hαβ(q)

q2/2µ − E
q2 dq,

φ̄αβ(E; P ) = hαβ(P ) − ∑

β′

∫ hαβ′(q)T β′β
V (q, P, E)

q2/2µ − E
q2 dq

(3.38)

donde φαβ será el vértice de creación de dos mesones o de salida de la resonancia, cuya
representación diagramática tenemos en la Fig. 3.4, y φ̄αβ será el vértice de destrucción
de dos mesones, o de entrada a la resonancia (con la misma interpretación diagramática
que Fig. 3.4 vista de derecha a izquierda). En general, como nuestros potenciales cumplen
la invariancia temporal tendremos que la matriz S (y por consiguiente la matriz T ) es
simétrica, y estos dos vértices serán iguales φαβ = φ̄αβ, aunque seguiremos denominándolos
de manera diferente.

La matriz Gα′α(E) que aparece en el propagador de la matriz T se puede identificar
como el mass-shift exacto del estado, considerando tanto interacción mesón-mesón como
acoplamientos entre los propios estados qq̄ del espectro base. Su expresión es,

Gα′α(E) =
∑

β

∫

dqq2φαβ(q, E)hβα′(q)

q2/2µ − E
(3.39)

Para obtener la expresión 3.36 partimos de las ecuaciones 3.35 y 3.37, y usando las
definiciones de los vértices modificados 3.38 llegamos a la expresión final. La representación
diagramática de Gα′α(E) se puede ver en la Fig. 3.5.

Las resonancias aparecerán como polos en la matriz T , esto es, como ceros en el
propagador exacto del estado mezcla. Por lo tanto, para encontrar la enerǵıa a la que se
hace cero el denominador basta con imponer que su determinante sea cero.

∣

∣

∣
∆α′α(Ē)

∣

∣

∣
=

∣

∣

∣
(Ē − Mα)δα′α + Gα′α(Ē)

∣

∣

∣
= 0 (3.40)



62 Caṕıtulo 3. Formalismo de canales acoplados

−

|qq̄ >α

|AB >β

|qq̄ >α′ |qq̄ >α

|AB >β |AB >β′

|qq̄ >α′

Figura 3.5: Loop hadrónico en el propagador de un mesón debido a un canal AB interme-
dio, corregido por la interacción mesón-mesón. Debido a que el estado inicial qq̄ no tiene
por qué ser igual al final aparece acoplamiento entre el espectro desnudo qq̄.

con Ē la posición del polo.

Numéricamente, el método de Broyden nos permite encontrar la solución del sistema de
ecuaciones en el espacio de enerǵıas complejas. Se puede comprobar fácilmente cómo esta
solución tiende a la perturbativa (Ec. 3.20) cuando consideramos un sólo canal mesónico
y despreciamos la interacción mesón-mesón.

3.3.5. Generalización de los observables

El nuevo formalismo requiere de diferentes técnicas para obtener los observables ne-
cesarios para describir el sistema. Si somos capaces de obtener la expresión de la función
de onda relativa del estado molecular y el autovalor del estado ligado, es sencillo calcular
la probabilidad del estado mesónico. En efecto, la amplitud de probabilidad del estado
|qq̄, α >, que denotamos como cα, se puede extraer de la primera ecuación de 3.17, una
vez calculada χβ(P ),

cα =
1

E − Mα

∑

β

∫

hαβ(P )χβ(P ) P 2 dP (3.41)

Por lo tanto, la obtención de todos los observables del sistema se reduciŕıa a calcular la
función de onda relativa del estado molecular. Para obtener χβ(P ) partiremos de Ecs. 3.17
y manipularemos la segunda ecuación,

∑

β

∫

HAB
β′β (P ′, P )χβ(P ) P 2 dP +

∑

α hβ′α(P ′)cα = E χβ′(P ′) (3.42)

Si expresamos HAB
β′β (P ′, P ) = (P ′2/2µβ′ + MA + MB) δ(P ′ − P )δβ′β + V β′β(P ′, P ), po-

demos escribir,
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(P ′2/2µβ′ + MA + MB − E) χβ′(P ′) = −∑

β

∫

V β′β(P ′, P )χβ(P ) P 2 dP−
− ∑

α hβ′α(P ′)cα
(3.43)

de donde obtenemos,

χβ′(P ′) =
−2µβ′

P ′2 − k2
β′

{

∑

α hβ′α(P ′)cα +
∑

β

∫

V β′β(P ′, P )χβ(P ) P 2 dP
}

(3.44)

con k2
β′ = 2µβ′(E − MA − MB).

Como podemos observar, es imposible despejar χβ(P ) de esta forma. Aśı pues, para
conseguir una expresión sencilla de la función de onda relativa, realizaremos un cálculo
iterativo, empezando por la función de onda sin interacción V β′β(P ′, P ) = 0,

χ
(0)
β′ (P ′) =

−2µβ′

∑

α hβ′α(P ′)cα

P ′2 − k2
β′

(3.45)

Introduciendo esta solución en la segunda parte de la ecuación 3.44 e iterando obten-
dremos:

χ
(1)
β′ (P ′) =

∑

α

−2µβ′cα

P ′2−k2
β′

{

hβ′α(P ′) − ∑

βq
2µβq

∫

V β′βq(P ′, q) 1
q2−k2

βq

hβqα(q) q2 dq

}

...

χ
(n)
β′ (P ′) =

∑

α

−2µβ′cα

P ′2−k2
β′

{

hβ′α(P ′) − ∑

βq
2µβq

∫

V β′βq(P ′, q) 1
q2−k2

βq

hβqα(q) q2 dq+

+
∑

βq ,βq′
4µβqµβq′

∫∫

V β′βq(P ′, q) 1
q2−k2

βq

V βqβq′ (q, q′) 1
q′2−k2

βq′

hβq′α
(q′) q2 dq q′2 dq′ + . . .

}

=

=
∑

α

−2µβ′cα

P ′2−k2
β′

{

hβ′α(P ′) − ∑

βq
2µβq

∫

hβqα(q) 1
q2−k2

βq

×

×
(

V β′βq(P ′, q) − ∑

βq′
2µβq′

∫ V
β′βq′ (P ′,q′)V

βq′βq
(q′,q)

q′2−k2
βq′

q′2 dq′ + . . .

)

q2 dq

}

(3.46)

Entonces, en el ĺımite n → ∞ tendremos χ
(n)
β → χβ, y usando la definición de

T β′β
V (E; P ′, P ) de la Ec. 3.37 obtendremos,

χβ′(P ′) =
∑

α

−2µβ′cα

P ′2−k2
β′

{

hβ′α(P ′) − ∑

βq
2µβq

∫

T
β′βq

V (P ′, q) 1
q2−k2

βq

hβqα(q) q2 dq

}

(3.47)
Usando la definición del vértice modificado resulta ser

χβ′(P ′) = −2µβ′

∑

α

φβ′α(E; P ′)cα

P ′2 − k2
β′

(3.48)
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que seŕıa nuestra expresión final para la función de onda relativa de los dos mesones AB,
similar a la Ec. 3.45 pero modificando el vértice 3P0 con la interacción RGM.

Se nos plantea ahora un problema. Como vimos, la definición de la amplitud de pro-
babilidad cα (Ec. 3.41) depende de la función de onda relativa χβ, por lo tanto, debemos
obtener primero ésta para hallar más tarde la parte mesónica. Sin embargo, la última
expresión obtenida para la función de onda relativa depende a su vez de las amplitudes
de probabilidad de los estados |qq̄ >α. Es una dependencia ćıclica que no nos permite
obtener una solución única del sistema.

Para encontrar un método de hallar las amplitudes cα sin depender de χβ partiremos de
la ecuación 3.41 y sustituiremos la función de onda por su expresión equivalente (Ec. 3.48),

cα = 1
E−Mα

∑

β

∫

hαβ(P )χβ(P ) P 2 dP = −∑

α′

cα′

E−Mα

∑

β 2µβ

∫ hαβ(P )φβα′

(E;P )

P 2−k2
β

=

= −∑

α′ Gαα′

(E)
cα′

E−Mα

(3.49)
Esta última ecuación se puede reescribir entonces como,

{

(Ē − Mα)δα′α + Gα′α(Ē)
}

cα′(Ē) = 0 (3.50)

en la posición del polo Ē, que se puede manipular para obtener,
{

Mαδα′α − Gα′α(Ē)
}

cα′(Ē) = Ē cα(Ē) (3.51)

problema de autovalores para el estado mezcla.
Recordemos que encontrabamos el polo de la matriz T a través del determinante

∣

∣∆αα′

(Ē)
∣

∣ = 0. Por lo tanto, la ecuación 3.51 es equivalente a hallar la enerǵıa de la
resonancia, mediante un problema de autovalores con una matriz dependiente de la enerǵıa
E. No obstante, la ventaja de este método es que hallamos los autovectores, esto es, el
conjunto cα, que a su vez nos permite obtener una expresión para la función de onda
relativa a través de la ecuación 3.48. Tendŕıamos todos los elementos, normalizados de
forma correcta,

∑

α

|cα|2 +
∑

β

< χβ|χβ >= 1 (3.52)

3.3.6. Anchuras parciales de desintegración

La masa, anchura total y anchuras parciales de una part́ıcula inestable se encuentran
entre los conceptos básicos de la f́ısica de part́ıculas. De hecho, la mayoŕıa de las part́ıculas
de la naturaleza son inestables, y sus masas, anchuras totales y anchuras parciales son
algunas de sus propiedades fundamentales. Aun aśı, la definición precisa y consistente de
estos conceptos ha sido dif́ıcil durante varias décadas. La razón es que las part́ıculas ines-
tables no son estados asintóticos y, consecuentemente, permanecen fuera del formalismo
tradicional de la teoŕıa cuántica de campos.
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Las definiciones convencionales de la masa y la anchura son,

M = M0 −ℜ(G(M)),

Γo = 2
ℑ(G(M))

1 + ℜ(G(M))

(3.53)

donde el denominador de la anchura viene de la renormalización del estado compuesto,
con G(E) el loop hadrónico. La anchura parcial está entonces definida por la descompo-
sición del numerador de la anchura en suma de contribuciones de los diferentes canales.
Llamaremos a M la masa on-shell y a este método la formulación on-shell.

Las ecuaciones 3.53 son contribuciones a orden más bajo en el acoplamiento, o solucio-
nes perturbativas. Una solución más satisfactoria desde el punto de vista de la teoŕıa de
scattering, aśı como la invarianza gauge, es basar las definiciones de la masa y la anchura
en la posición del polo del propagador, de valor complejo (para un sólo estado qq̄):

Ē = M0 − G(Ē) (3.54)

Una forma usual de parametrizar esta ecuación es Ē = ER−iΓ/2, donde identificamos
ER y Γ como las definiciones en base a la matriz S de la masa y la anchura de una part́ıcula
inestable. De la ecuación 3.54 se sigue que,

Γ = 2ℑ(G(Ē)) (3.55)

Una cuestión importante que surge en este punto es la siguiente: Si la ecuación anterior
proporciona una definición consistente de la anchura, ¿cuál es la definición de las anchuras
parciales? Está claro que debe cumplir la propiedad de aditividad, esto es, la suma de las
anchuras parciales debe ser igual a la anchura total.

Consideremos un proceso a través de una resonancia i → X → f , donde i y f son los
estados inicial y final (en los canales β y β′ respectivamente) compuestos de part́ıculas que
o bien son estables o sus anchuras son despreciables. Como ya hemos expuesto, existe una
relación directa entre la matriz S y la matriz T , expuesta para cinemática no relativista
en la Ec. 3.9. Por supuesto, una vez factorizada la matriz T (Ec. 3.36) podemos llegar a
una expresión similar para la matriz S:

Sβ′β(E) = −i2πδ4(pf − pi)
∑

α,α′

φβ′α′

(k,E)∆α′α(E)−1φ̄αβ(k,E) + Sβ′β
bg (E) (3.56)

donde la matriz del propagador es ∆α′α(E) =
{

(E − Mα)δα′α + Gα′α(E)
}

. En esta ecua-
ción podemos observar dos factores. El que hemos denominado SV = Sbg, surge de la inte-
racción mesón-mesón y resulta natural considerarlo como la contribución del background
al scattering. El otro término es la contribución debida a resonancias, generalizada para
el caso de tener interacción entre ellas (debido a que el mass-shift general Gα′α(E) nos
mezcla estados del espectro).
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Alrededor del polo se cumple |∆(Ē)| = 0, y por lo tanto, podremos desarrollar el
propagador en los alrededores del mismo [90]. Aśı, tendremos:

∆α′α(E) = ∆α′α(Ē) + (E − Ē)
[

δα′α + G ′α′α
(Ē)

]

∼ (E − Ē)Zα′α(Ē) (3.57)

con

G ′α′α
(Ē) = ĺım

E→Ē

Gα′α(E) − Gα′α(Ē)

E − Ē
(3.58)

la derivada de la matriz de mass-shift valorada en el polo. Tomaremos este desarrollo
como aproximación para enerǵıas cerca del polo. Aśı, la matriz S se podrá escribir como,

Sβ′β(E) = −i2πδ4(pf − pi)
∑

α,α′

φβ′α′

(k̄, Ē)
1

E − Ē
Zα′α(E)−1φ̄αβ(k̄, Ē) + Sβ′β

bg (E) (3.59)

Suponemos ahora que la matriz Z se puede factorizar en Zα′α(E) =
∑

λ Z
1/2
α′λZ

1/2
λα .

Entonces escribiremos la matriz S finalmente como,

Sβ′β(E) = −i2πδ4(pf−pi)
∑

α,α′,λ

[

φβ′α′

(k̄, Ē)Zα′λ(Ē)−1/2
] 1

E − Ē

[

Zλα(E)−1/2φ̄αβ(k̄, Ē)
]

+Sβ′β
bg (E)

(3.60)
De esta expresión podemos extraer la amplitud del proceso que nos interesa, que será el

vértice:

S(Xc → f)βα =
∑

λ

φβλ(k̄, Ē)Zλα(Ē)−1/2 (3.61)

La amplitud S(Xc → f) nos lleva a la anchura parcial de salida mientra que la ampli-
tud correspondiente S(i → Xc) nos daŕıa la anchura parcial de entrada. La interpretación
de la anchura parcial de entrada es la de la anchura de enerǵıa de apertura (o la ventana
de enerǵıa) desde el canal β a la resonancia. La interpretación de la anchura de salida es
la tradicional, que se expresa como la fracción de la anchura total que decae al canal β
desde la resonancia. Por lo general las anchuras de entrada y salida serán iguales. Si se da
el caso de que la invariancia de inversión temporal no se cumple, entonces puede suceder
que las anchuras parciales de entrada y salida de la resonancia sean diferentes. Pero en
nuestro caso esto no será cierto y las anchuras serán iguales.

Podemos dar una definición de la anchura parcial a partir del residuo del polo,

Γ̂β =

∫

dΦf |S(Xc → f)|2 (3.62)
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donde la integral se extiende sobre el espacio de fases del estado final f , con la condición
(
∑

n pn)2 = E2
R. No hay que confundir el espacio de fases y el valor real ER donde el

observable f́ısico es medido con el valor complejo Ē, donde la corrección a un loop debe
ser calculada.

Para el caso de un decay a mesón-mesón, es decir, un decay a dos cuerpos AB, la
expresión queda:

Γ̂β = 2π
EAEB

ER

koβ

∑

α′,α,λ

φ∗βα′

(k̄)Z(Ē)
∗−1/2
α′λ Z(Ē)

−1/2
λα φαβ(k̄) (3.63)

con

ko =

√

[E2
R − (MA + MB)2] [E2

R − (MA − MB)2]

2ER

(3.64)

que depende del canal β pues depende de MA y MB.
Una limitación de la ecuación anterior es que no garantiza la propiedad de aditividad.

De hecho, se espera que
∑

β Γ̂β 6= Γ. Para remediar esta situación, proponemos definir los
branching ratios como

Bβ =
Γ̂β

∑

β Γ̂β

(3.65)

y la anchura parcial como,

Γβ = BβΓ (3.66)

Esta ecuación garantiza la propiedad de aditividad.
Vemos que

∑

β Γ̂β y Γ representan dos definiciones diferentes de la anchura total,
basada en el residuo del polo y en la posición del polo, respectivamente. Aunque en la
mayoŕıa de los casos dan básicamente el mismo resultado.

3.3.7. Desintegraciones y secciones eficaces de producción:

Aproximación de Flattè

El desarrollo de este caṕıtulo nos ha permitido estudiar estados por encima del threshold,
llevándonos a observables como la masa y la anchura de la resonancia. Sin embargo, el
método experimental que conduce al descubrimiento de tales estados se basa en reacciones
de desintegración de todo tipo. El estudio de los ratios de desintegración y las secciones
eficaces de producción se convierten entonces en una herramienta indispensable a la hora
de explicar tales resonancias.

Como ejemplo puede valer el estado X(3872). Como breve introducción, ya que los
detalles los veremos en la Sección 4.3.1, la part́ıcula X(3872) ha sido observada en la
reacción B+ → K+π+π−J/ψ [91], aśı como en B+ → K+D0D0π0. Aśı, el estudio de las
desintegraciones X(3872) → π+π−J/ψ y X(3872) → D0D0π0 nos permite estudiar la
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estructura interna de los estados desconocidos, comparando sus propiedades con las de
los estados mesónicos teóricos.

En esta sección abordaremos el estudio de los procesos de desintegración importantes
y las secciones eficaces de producción en función de la enerǵıa, siguiendo un formalismo
similar a la Ref. [92].

Para empezar, como ya hicimos al estudiar el formalismo acoplado, comenzamos con un
estado mezcla con parte molecular y componente mesónica, representado por la Ec. 3.13,

|Ψ〉 =
∑

α

cα|ψα〉 +
∑

β

χβ(P )|φAφBβ〉 (3.67)

Para observar el proceso de formación de dicho estado mediante un mecanismo de
producción desconocido comenzamos con la matriz T completa 3.35, que representa todo
lo que conocemos de la reacción,

T β′β(E; P ′, P ) = V β′β
T (P ′, P ) +

∑

β′′

∫

dP ′′P ′′2V β′β′′

T (P ′, P ′′)
1

E − Eβ′′(P ′′)
T β′′β(E; P ′′, P )

(3.68)

con V β′β
T (P ′, P ) = V β′β(P ′, P )+V β′β

eff (P ′, P ). Una vez disponemos de esta matriz, es trivial
calcular las secciones eficaces de producción de las desintegraciones bajo estudio.

La producción a través de la componente molecular AB con números cuánticos β será:

dBrh
((AB)β)

dE
= const × k|Mβ

h(E)|2Θ(E) (3.69)

con

Mβ
h(E) = Fh

(

1 −
∑

β′

∫

dP T ββ′

(E; kβ, P )
2µβ′P 2

P 2 − k2
β′

)

on shell

(3.70)

donde Fh es la amplitud de producción del estado inicial a partir de una fuente puntual,
el primer término viene de la identidad y el segundo define la interacción del estado final.
En la Fig. 3.6 (a), vemos la representación diagramática de dicho proceso.

También es posible tener contribución de la componente mesónica (Fig. 3.6 (b)). La
producción puede expresarse como,

dBrq((AB)β)

dE
= const × k

∣

∣Mβ
q (E)

∣

∣

2
Θ(E) (3.71)

con la amplitud de producción

Mβ
q = −Fq

∑

α

Gqαtβα
qh (E; kβ), (3.72)
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Fh

|AB〉β |AB〉β

T ββ′
(E; k, P )

−Fh

(a)

|qq̄〉α

tβα
qh (E; k)

|AB〉β

−Fq

(b)

Figura 3.6: Diagramas para los dos posibles mecanismos de producción de dos mesones a
través de la componente hadrónica (a) y la componente mesónica (b)

donde Fq es la amplitud de producción del estado mesónico desnudo por una fuente

puntual, Gqα(E) = 1/(Mα −E) es la función de Green del estado mesón libre, y tβα
qh es el

elemento de matriz T responsable de la transición mesón-molécula:

tβα
qh (E; kβ) = hβα(k) −

∑

β′

∫

dP T ββ′

(E; kβ, P )
2µβ′P 2

p2 − k2
β′

hβ′α(P ) (3.73)

con k2 = 2µβE momento on shell. Utilizando las expresiones de Ec. 3.36 y las definiciones

de los vértices modificados 3.38 y mass-shift exactos 3.39 podemos modificar tβα
qh (E; k),

tβα
qh (E; k) =

∑

α′

φα′β(E; k)∆α′α(E)−1(E − Mα) (3.74)

Como vemos, aunque la amplitud Mβ
q parece depender del propagador del mesón

desnudo Gqα, en realidad nos está describiendo el estado acoplado completo, con su pro-
pagador ∆αα′(E).

Hemos descrito dos procesos en principio diferentes, aunque en realidad uno espera-
ŕıa contribución de ambos mecanismos en el estado f́ısico. Aśı, podemos escribir el rate
completo de producción como:

dBr(AB)β

dE
= B × kβ

∣

∣

∣Mβ
h + Mβ

q

∣

∣

∣

2

Θ(E) (3.75)

si es suma coherente, o de otra forma, si es suma incoherente,

dBr((AB)β)

dE
=

dBq((AB)β)

dE
+

dBh((AB)β)

dE
(3.76)
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Aproximación de Flattè

Estudiaremos ahora un caso particular del proceso anterior, donde despreciaremos la
interacción mesón-mesón, quedándonos sólo con el acoplamiento al espectro mesónico, y
donde supondremos enerǵıas de ligadura pequeñas. Esta aproximación, conocida como
aproximación de Flattè [93], nos permitirá estudiar de forma más sencilla y detallada
procesos que no requieren del formalismo anterior.

Partiendo de la expresión 3.36, sin interacción mesón-mesón y donde hemos desprecia-
do la mezcla entre estados |qq̄ >α, se puede derivar fácilmente la amplitud de scattering
AB:

F β
AB(E; P, P ) = −πµβ

∑

α

h2
βα(P )

E − Mα + gα
AB(E)

(3.77)

donde la función de mass-shift gα
AB(E) viene dada por

gα
AB(E) =

∑

β

∫

h2
βα(P )

P 2 − k2
β

2µβ P 2 dP. (3.78)

con kβ momento on-shell.
Para enerǵıa de ligadura pequeña, ǫ = MA + MB − E, podemos expandir la ecuación

anterior como,

gα
AB(E) = Ēα

AB +
i

2
Γα

AB + O(4µ2
βǫ/Λ2) (3.79)

donde

Ēα
AB =

∑

β

2µβ

∫ ∞

0

h2
βα(P ) dP (3.80)

Γα
AB =

∑

β

2πµβh2
βα(0) kβ (3.81)

y Λ ≫ ǫ es la escala caracteŕıstica de la amplitud de producción hαβ que correspondeŕıa
a la escala de la función de onda del mesón, que se asume mucho mayor que la enerǵıa de
ligadura del estado f́ısico.

Una generalización inmediata para incluir varios canales nos da la expresión para la
amplitud de scattering AB cerca del threshold

F β
AB(E; P, P ) = − 1

2kβ

∑

α

Γα

E − Ēα
AB + i

2
(Γα

AB + Γ(E)) + O(4µ2
βǫ/Λ2)

(3.82)
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donde Γ(E) da cuenta de la anchura debida a otros procesos diferentes de la apertura del
cercano threshold AB.

La Ec. 3.82 corresponde a la parametrización de Flattè con

D(E)α = E − Ēα
AB +

i

2
(Γα

AB + Γ(E)) + O(4µ2
βǫ/Λ2) (3.83)

Igual que antes, podemos dar la expresión para el cálculo de los rates diferenciales
para un proceso genérico,

dBrq(AB)β

dE
= B 1

2π

∑

α

Γα
AB(E)

|D(E)α|2 . (3.84)

con D(E) definida en 3.83 y B es una constante que da cuenta de lo que no conocemos
del proceso, donde quedaŕıa encriptada la amplitud de producción a la resonancia.

Producción en aniquilación e+e− a través de una resonancia

Nuestro objetivo en este apartado es calcular el proceso e+e− → AB (representado en
Fig.3.7) a través de un conjunto arbitrario de resonancias con JPC = 1−−.

Calcularemos la desintegración en el formalismo de la matriz S. Para ello nos basa-
remos en el formalismo de Ref. [86]. Cabe recordar que el diagrama de Feynman puede
emplearse cuando las part́ıculas en cuestión son libres y tienen un determinado momento;
sin embargo, en un mesón tenemos que tener en cuenta que la amplitud fundamental para
los quarks debe ser integrada con la correspondiente función de onda φ(~P ), que nos da

la amplitud de probabilidad de encontrar un quark con momento ~P dentro del mesón
|qq̄ >α.

e+

e−

A

B

qq̄

Figura 3.7: Producción de AB a través de una resonancia qq̄ con JPC = 1−−.

Para describir el proceso |qq̄〉α → |AB〉β necesitamos un estado qq̄ con función de onda
antisimétrica en color y proyecciones de spin arbitrarias. Aśı, en el resultado de la reacción
|e+e−〉 → |qq̄〉α hay que sumar en proyecciones. Además, hay que añadir un factor

√
3 de

la parte de color para asegurar que es singlete.
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El proceso a estudiar será 〈e+e−|AB〉β a través de una o varias resonancias |qq̄〉α, es
decir:

〈e+e−|AB〉β =
∑

α

〈e+e−|qq̄〉α α〈qq̄|AB〉β (3.85)

En el sistema de referencia de centro de masas, la matriz S del proceso 〈e+e−|qq̄〉α se
puede escribir como,

S = −ie2eq(2π)4
∫

d3p
δ(4)(Pi−Pf )mlmq

(2π)3Ep(2π)3Eq
∑

M1M2µLµS
〈LµLSµS|JµJ〉

〈

1
2
M1

1
2
M2|SµS

〉

φ(~p)gµν

s

[ūl(q, ξ1)γ
µvl(−q, ξ2)] [v̄q(−p,M2)γ

νuq(p,M1)]

(3.86)

con kγ = Ecm/2 =
√

s/2, momento del fotón. En esta expresión hemos usado el hecho
de que el momento relativo ~p que aparece en la función de onda del mesón se elige de
tal manera que es igual al momento del quark y, por tanto, al opuesto del momento del
antiquark.

Definimos los corchetes siguientes, separando en parte quark y parte leptónica:

Aν
q ≡ [v̄q(−p,M2)γ

νuq(p,M1)] ,
Aµ

l ≡ [ūl(q, ξ1)γ
µvl(−q, ξ2)] .

(3.87)

Siguiendo el mismo proceso que Blanco [86] obtenemos, para la parte quark,

∑

M1,M2

Ai
q = δS,1

√
2

[

Ep

mq

(−1)i+1δi,−µS
− 1

mq(Ep + mq)

∑

j

pip
∗
j(−1)j+1δj,−µS

]

(3.88)

Por lo que nos queda una matriz S,

S =
∑

i(−1)i+1ie2eq
1

(2π)2
ml

Eq

1
s
δ(4)(Pi − Pf )

∫

d3pφ(~p)
∑

µLµS
〈LµLSµS|JµJ〉

δS,1

√
2
[

(−1)i+1δi,−µS
− 1

Ep(Ep+mq)

∑

j pip
∗
j(−1)j+1δj,−µS

]

[ūl(q, ξ1)γ
µvl(−q, ξ2)]

(3.89)

Si nos centramos ahora en la parte de la matriz S que depende del quark,

Bi ≡
∫

d3pφ(~p)
∑

µLµS
〈LµLSµS|JµJ〉

δS,1

√
2
[

(−1)i+1δi,−µS
− 1

Ep(Ep+mq)

∑

j pip
∗
j(−1)j+1δj,−µS

] (3.90)

el desarrollo de esta expresión nos lleva a,

Bi = (2π)3/2δS,1δJ,1δi,−µJ

√
2(−1)1−µJ

[

Ψ(0)δL,0 −
√

2

6π

√
2L + 1 〈L010|10〉 I4

]

(3.91)
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donde definimos Ψ(0) =
[

Ψ(0)δL,0 −
√

2
6π

√
2L + 1 〈L010|10〉 I4

]

y con

I4 ≡
∫

p4dpRr(p)

Ep(Ep + mq)
(3.92)

Resolviendo también la parte leptónica obtenemos para la matriz S

S = ie2eq
1

(2π)1/2
ml

Eq

1
s
2Ψ(0)δ(4)(q1 + q2 − P )(−1)1/2+ξ2 Eq+ml

2ml
[(

1 + q2

(Eq+ml)2

)

〈

1
2
ξ1

1
2
ξ2|1µJ

〉

− 2
(Eq+ml)2

∑

n(−1)n
〈

1
2
ξ1

1
2
ξ2|1n

〉

q−nqµJ

] (3.93)

Si usamos la relación entre la matriz S y la matriz M:

S = −2πiδ(4)(
∑

pf −
∑

pi)M (3.94)

obtenemos la matriz:

M = e2eq
1

(2π)3/2
ml

Eq

1
s
2Ψ(0)(−1)1/2+ξ2 Eq+ml

2ml
[(

1 + q2

(Eq+ml)2

)

〈

1
2
ξ1

1
2
ξ2|1µJ

〉

− 2
(Eq+ml)2

∑

n(−1)n
〈

1
2
ξ1

1
2
ξ2|1n

〉

q−nqµJ

] (3.95)

Hasta ahora nos hemos centrado en el braket 〈e+e−|qq̄〉α. Ahora, si miramos la parte

α〈qq̄|AB〉β resulta sencillo concluir que la amplitud se calcula a través de un proceso de
producción similar al representado en la Fig. 3.6 (b). Es justo el desarrollo de la Ec. 3.72,
donde ahora śı que conocemos la expresión de la amplitud de producción,

α〈qq̄|AB〉β =
tαβ
qh (E; k)

E − Mα

(3.96)

con k el momento on-shell relativo de los dos mesones, que dependerá de la conservación
del momento y la enerǵıa. Por lo tanto, utilizando la Ec. 3.74 con el propagador de la
resonancia,

α〈qq̄|AB〉β =
1√
2

∑

α′

φα′β(E; k)∆α′α(E)−1 (3.97)

donde, como ya sabemos, ∆α′α(E)−1 es el propagador completo de la resonancia y 1√
2

aparece para evitar el doble contaje proveniente de la parte quark.
Queremos la amplitud al cuadrado de M, además debemos promediar las polarizacio-

nes de los estados iniciales y sumar a estados finales.

|Mβ|2 = 3
8
(2π)−3 m2

l

E2
q

e4e2
q

s2

(

Eq+ml

ml

)2

|∑α,α′ φα′β(k; Ecm)∆α′α(Ecm)−1Ψα(0)|2
∑

ξ1,ξ2,µJ

[(

1 + q2

(Eq+ml)2

)

〈

1
2
ξ1

1
2
ξ2|1µJ

〉

− 2
(Eq+ml)2

∑

n(−1)n
〈

1
2
ξ1

1
2
ξ2|1n

〉

q−nqµJ

]2

(3.98)
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Hemos incluido un factor 3
4
, donde el factor 3 viene de la función de onda de color y

1
4

viene del promedio a los 1
(2S1+1)(2S2+1)

estados iniciales, pues S1 = S2 = 1
2
. El corchete

leptónico se puede simplificar, obteniendo:

|Mβ|2 = 3
8
(2π)−3 m2

l

E2
q

e4e2
q

s2

(

Eq+ml

ml

)2 [

8E2
q

(Eq+ml)2
+

4m2
l

(Eq+ml)2

]

×
× |∑α,α′ φα′β(k; Ecm)∆α′α(Ecm)−1Ψα(0)|2

(3.99)

Luego, simplificando

|Mβ|2 =
3

8
(2π)−3m2

l

E2
q

e4e2
q

s2
4

(

1 +
2E2

q

m2
l

)

|
∑

α,α′

φα′β(k; Ecm)∆α′α(Ecm)−1Ψα(0)|2 (3.100)

Para obtener una expresión de la sección eficaz total usaremos la expresión de Weimberg:

dσβ = (2π)4δ(4)(p1 + p2 − P )
E1E2

√

(q1 · q2)2 − m2
1m

2
2

|Mβ|2d3p1d
3p2 (3.101)

Que en el sistema de centro de masas es:

dσβ = (2π)4δ(EA + EB −√
s)

Eq

2|q| |Mβ|2d3k (3.102)

con EA =
√

k2 + m2
A y EB =

√

k2 + m2
B. Simplificando la delta:

dσβ = (2π)4EAEB√
sk0

δ(k − k0)
Eq

2|q| |Mβ|2d3k (3.103)

donde el momento on-shell es,

ko =

√

[s − (mA + mB)2] [s − (mA − mB)2]

2
√

s
(3.104)

Ahora, sustituyendo Mβ,

dσβ = 6π2
e4e2

q

s5/2

EAEB

ko

δ(k−ko)
1

Eq|q|
(

m2
l + 2E2

q

)

|
∑

α,α′

φα′β(k; Ecm)∆α′α(Ecm)−1Ψα(0)|2k2dk

(3.105)
Podemos integrar en el momento relativo de los dos mesones. Ahora, por cinemática,

Eq ∼ |q| ∼
√

s
2

, donde consideramos m2
l ≪ s. Luego

σβ = 12π2α2e2
q

√

k2
o + m2

A

√

k2
o + m2

Bk0

s5/2
|
∑

ν,ν′

φν′β(ko;
√

s)∆ν′ν(
√

s)−1Ψν(0)|2 (3.106)

donde, como vemos, depende sólamente del momento on-shell de los mesones en el estado
final.
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B

Figura 3.8: Loop hadrónico en el propagador de un mesón debido a un canal AB inter-
medio.

3.4. Ĺımite perturbativo

Hasta ahora hemos resuelto las ecuaciones 3.17 desde el punto de vista de estados
moleculares, es decir, estados ligados de dos mesones. Sin embargo, en la literatura el
problema se aborda desde el ángulo contrario, y vale la pena detenerse un momento.

En efecto, si estudiamos el efecto de canales mesón-mesón en el espectro de qq̄ tendre-
mos que el valor de las masas ’desnudas’ se desplaza debido a la incorporación de loops
hadrónicos al propagador del mesón. Para estudiar el caso más sencillo despreciaremos la
interacción mesón-mesón y consideraremos un sólo canal mesónico y molecular [70], por
lo que las ecuaciones 3.17 resultan ser:

M0 c0 +

∫

h(P )χ(P ) P 2 dP = E c0

(

P
′2/2µ + MA + MB

)

χ(P ′) + h(P ′)c0 = E χ(P ′) (3.107)

De la segunda ecuación podemos despejar la función de onda de los dos mesones χβ(P ),

χ(P ′) = − h(P ′)c0

P ′2/2µ + MA + MB − E
(3.108)

e introduciendo esta ecuación en la primera resulta,

E − M0 + g(E) = 0 (3.109)

con

g(E) =

∫

h2(P )

P 2/2µ + MA + MB − E
P 2 dP (3.110)
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llamado mass-shift y cuya interpretación diagramática, en términos de loops hadrónicos,
podemos ver en la Fig. 3.8. La resolución de esta ecuación integral nos daŕıa el estado
mesónico desplazado. Cuando el estado E está por debajo del threshold (E < MA + MB)
respondeŕıa a un cambio del valor de la masa. Sin embargo, si el estado está por encima
del threshold E > MA + MB obtendŕıamos un estado con anchura.

Normalmente, muchos autores [69] realizan una aproximación en el propagador del
estado AB, sustituyendo E ∼ M0. Esta situación permite calcular de forma sencilla tanto
el mass-shift como la anchura perturbativa del estado en el caso de que se encuentre por
encima del umbral (M0 > MA + MB). En efecto, teniendo en cuenta que,

ĺım
ǫ→0

f(x)

x − x0 − iǫ
= P f(x)

x − x0

+ iπf(x)δ(x − x0) (3.111)

obtendŕıamos para E −M0 + g(E) = 0, separando en parte real e imaginaria, el sistema,

Mr = M0 − 2µP
∫ h2(q)

q2−k2
0−iǫ

q2dq,

Γ = 4πµh2(k0)
2k0

k2
0

(3.112)

con E = Mr − iΓ
2

y k2
0/2µ = M0 − MA − MB, y donde P representa la parte principal

de la integral. Inmediatamente identificamos la parte real como el mass-shift y la parte
imaginaria como la anchura perturbativa.

3.5. Formalismo con mesones inestables

En la Sección 3.3 llegamos al sistema de ecuaciones acopladas 3.17. Para obtener
las mismas hemos supuesto que los mesones interaccionantes AB tienen anchura nula.
Esto, en general, es buena aproximación en el caso de anchura pequeña, puesto que el
efecto de incorporarla no es muy importante. Sin embargo, si la anchura es apreciable,
la dinámica del sistema se verá modificada debido a que los mesones que interaccionan
son inestables. En esta sección ampliaremos el formalismo estudiado anteriormente para
incluir este efecto, permitiendo que los mesones Mi puedan ser inestables.

Supondremos, para desarrollar el formalismo, que la part́ıcula B tiene un sólo canal
de desintegración, en dos part́ıculas {b1, b2}, siendo A estable. Tendremos que ampliar la
función de onda 3.13 para permitir el estado de tres part́ıculas correspondiente Ab1b2:

|Ψ〉 =
∑

α

cα|ψα〉 +
∑

β

χβ(P )|φAφBβ〉 + ϕ(P,Q)|φAφb1φb2〉 (3.113)

donde ϕi representa la función de onda radial de tres mesones con función de onda interna
φi con i = {A, b1, b2}.

Igual que antes, esta función de onda cumple la ecuación de Schrödinger 3.14, salvo
que ahora el hamiltoniano debe ser ampliado. Para simplificar el cálculo tomaremos un



3.5. Formalismo con mesones inestables 77

sólo estado mesónico α e ignoraremos la interacción mesónica. Llamaremos KAB y Kb1b2

a la enerǵıa cinética del par AB y b1b2 respectivamente, Tcc̄→AB(P ) = h(P ) a la amplitud
de 3P0, como antes, y a la amplitud TB→b1b2(Q) = f(Q) con lo que:

H =





M0 h(P ) 0
h(P ) MA + MB + KAB(P ) f(Q)

0 f(Q) MA + Mb1 + Mb2 + KAB(P ) + Kb1b2(Q)



 (3.114)

con KAB(P ) = P 2/2µp y Kb1b2 = Q2/2µq y con µp = MAMB

MA+MB
y µq =

Mb1
Mb2

Mb1
+Mb2

.

Entonces, de la ecuación 3.14 y 3.114 obtenemos el sistema de ecuaciones acopladas
siguiente para c, χ(P ) y ϕ(P,Q):

c0M0 +
∫

h(P )χ(P ) P 2 dP = Ec0

(KAB(P ) + MA + MB)χ(P ) + c0h(P ) +
∫

f(Q)ϕ(P,Q) Q2 dQ = Eχ(P )
(KAB(P ) + Kb1b2(Q) + MA + Mb1 + Mb2)ϕ(P,Q) + f(Q)χ(P ) = Eϕ(P,Q)

(3.115)

Despejando en la última ecuación la función de onda ϕ(P,Q) tenemos:

ϕ(P,Q) = − f(Q)χ(P )

KAB(P ) + Kb1b2(Q) + MA + Mb1 + Mb2 − E
(3.116)

Introduciendo esta función en la segunda ecuación de Ecs. 3.115,

c0M0 +
∫

h(P )χ(P ) P 2 dP = Ec0

(KAB(P ) + MA + MB − GB(P ))χ(P ) + c0h(P ) = Eχ(P )
(3.117)

con

GB(P ) =

∫ |f(Q)|2
KAB(P ) + Kb1b2(Q) + MA + Mb1 + Mb2 − E

Q2dQ (3.118)

Podemos interpretar GB(P ) como el mass-shift de la part́ıcula B, que influye en la

dinámica del propagador total del estado AB. Si escribimos MB −GB(P ) = M exp
B − i

Γexp
B

2
,

es decir, si consideramos que el efecto del decay a b1b2 se puede englobar en la masa y
anchura experimental de la part́ıcula B tendremos,

c0M0 +
∫

h(P )χ(P ) P 2 dP = Ec0

(KAB(P ) + MA + MB − i
ΓB

2
)χ(P ) + c0h(P ) = Eχ(P )

(3.119)

donde hemos suprimido los supeŕındices exp. Esto se puede generalizar para el caso de
que el mesón A sea inestable también,

c0M0 +
∫

h(P )χ(P ) P 2 dP = Ec0

(KAB(P ) + MA + MB − i
ΓA + ΓB

2
)χ(P ) + c0h(P ) = Eχ(P )

(3.120)
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Esto es, el efecto de considerar mesones inestables se aprecia en la enerǵıa cinética de
los mismos, donde podemos tomar la masa experimental con su anchura correspondiente.
Este formalismo se puede generalizar trivialmente para incluir un número arbitrario de
estados |qq̄, α > e interacción mesón-mesón.

Podemos, como antes, derivar el mass-shift del estado qq̄ por el efecto de AB, de-
pejando χ(P ) e introduciéndolo en la primera ecuación de 3.120, donde obtendŕıamos
E − M0 + g(E) = 0, con

g(E) =

∫ |h(P )|2
P 2/2µp + MA + MB − iΓA+ΓB

2
− E

P 2 dP (3.121)

Como caso particular, a partir de esta última ecuación, si tomamos la parte imaginaria
de g(E) y aproximamos E ∼ M0 en el denominador, considerando sólo B inestable,
obtendŕıamos la anchura parturbativa,

Γqq̄→AB = 2 ∗ ℑ(g(E)) =

∫

ΓB|h(P )|2
(P 2/2µp + MA + MB − M0)2 + ΓB

2

4

P 2 dP (3.122)

que es el resultado original de L.Blanco [86] para el decay de una part́ıcula a mesones
inestables.

3.6. Distorsión

Hasta ahora hemos supuesto que tanto la interacción como la disociación no modifi-
can la estructura interna de los mesones. Esto, aunque no es del todo cierto, es buena
aproximación en la mayoŕıa de los casos. Sin embargo, cuando tenemos interacciones
fuertes entre mesones, al poseer una estructura interna, ésta puede variar, distorsionando
su función de onda.

Es razonable pensar que la estructura interna de los clusters es diferente a la de su
estado libre. Es más, en el caso de materia nuclear, la distorsión espećıfica de clusters a
corta distancia debido a su interacción mutua ha sido claramente demostrada por mu-
chos autores [94–96]. Normalmente se asume que los clusters mantienen más o menos su
identidad, pero su estructura interna es diferente a la de los clusters libres. [97–101].

En esta sección ampliaremos el formalismo para permitir distorsión en las funciones
de onda. Para proceder, se puede asumir que la función de onda de los mesones puede
cambiar, determinándose variacionalmente. En una primera aproximación podemos par-
tir de la base interna expandida en gaussianas (GEM) de los mesones, convertiendo los
coeficientes Cnl libres en parámetros. Es decir, la ecuación que planteamos para el sistema
molecular es:
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ΨM(P, pA, pB) = ψ(pA)ψ(pB)χ(P ),

ψ(pA) =
∑N

n=1 CA
n φG

n (pA),

ψ(pB) =
∑N

n=1 CB
n φG

n (pB),

(3.123)

donde hemos obviado los ı́ndices de momento angular lm de las funciones de onda para
simplificar la notación.

A la hora de aplicar RGM debemos realizar una variación de la función de onda total,

ΨM(P, pA, pB) = ψ(pA)ψ(pB)δχ(P )+
δψ(pA)ψ(pB)χ(P ) + ψ(pA)δψ(pB)χ(P ).

(3.124)

permitiendo ahora la distorsión en mesones. Obtenemos a partir de esta función de onda
un sistema de ecuaciones variacionales, que constituyen el problema autoconsistente a
resolver,

∫

P 2dP
(

∑

ijlm C∗A
i C∗B

j (H − E)ijlm(P ′, P )CA
l CB

m

)

χ(P ) = 0,
∑

l

(

∫

P
′2dP ′P 2dPχ∗(P ′)

∑

ijm C∗B
j (H − E)ijlm(P ′, P )CB

mχ(P )
)

CA
l = 0,

∑

m

(

∫

P
′2dP ′P 2dPχ∗(P ′)

∑

ijl C
∗A
i (H − E)ijlm(P ′, P )CA

l χ(P )
)

CB
m = 0.

(3.125)

donde hemos definido la normalización de la función de onda mesónica como,

〈ψ|ψ〉 =
∑

il C
A
i NilC

A
l = 1 (3.126)

y definimos el operador (H − E)ijlm como,

(H − E)ijlm(P ′, P ) =
〈

ψi
Gψj

G|H − E|ψl
Gψm

G

〉

= P 2/2µδ(3)(P ′ − P )NilNjm + Vijlm − ENilNjm,
(3.127)

Por lo tanto, podemos expresar el sistema como

∫

P 2dP
(

∑

ijlm C∗A
i C∗B

j Hijlm(P ′, P )CA
l CB

m

)

χ(P ) = Eχ(P ′),
∑

l

(

∫

P
′2dP ′P 2dPχ∗(P ′)

∑

ijm C∗B
j Hijlm(P ′, P )CB

mχ(P )
)

CA
l = E NilC

A
l ,

∑

m

(

∫

P
′2dP ′P 2dPχ∗(P ′)

∑

ijl C
∗A
i Hijlm(P ′, P )CA

l χ(P )
)

CB
m = E NjmCB

m.

(3.128)

Podŕıamos considerar la función de onda interna de los mesones con una forma ar-
bitraria, no imponiendo que factorice en el producto de cada uno de ellas por separado.
Sin embargo, debido a que la distorsión es un proceso sólo visible a cortas distancias esta
aproximación será suficiente para nuestros propósitos. En el caso de materia nuclear, al
estar ligados por fuerzas de intensidad similar el efecto de distorsión será más evidente.
Por otro lado, nuestra interacción mesón-mesón será menor que la que existe entre el
par qq̄ dentro del mesón, haciendo que este proceso de distorsión no sea apreciable salvo
cuando se presentan acoplamientos muy intensos.
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Caṕıtulo 4

Resultados

4.1. Introducción

Los formalismos desarrollados en los caṕıtulos anteriores constituyen un poderoso
instrumento para el estudio de la dinámica de los sistemas multiquarks. En este caṕıtulo
los aplicaremos a diversas situaciones en el que las correlaciones entre quarks juegan un
papel importante en la dinámica del sistema. En primer lugar estudiaremos la creación
de extrañeza, centrándonos en la producción de pares de hiperón-antihiperón. Tal como
dijimos en la introducción, este problema es particularmente atractivo porque las descrip-
ciones teóricas a nivel bariónico (que utilizan potenciales de intercambio de bosones) y a
nivel quark (basadas en potenciales de aniquilación a través de un gluón) dan prediccio-
nes incompatibles con las últimas mediciones experimentales, en particular para algunos
observables como el parámetro de depolarización Dnn.

El experimento PS−185 estudió la producción de extrañeza en colisiones pp̄ usando el
complejo Low Energy Antiproton Ring (LEAR) del CERN. Con un momento máximo del
haz disponible de 2,0 GeV/c y los thresholds de hiperones en 1,435, 1,653, y 1,853 GeV/c
para ΛΛ̄, ΛΣ̄, y ΣΣ̄, respectivamente, muchos de los experimentos analizaron la región de
baja enerǵıa. Usando la escala de enerǵıa definida por el exceso de enerǵıa ǫ =

√
s−mY −

mȲ , los estudios se consideraban en el régimen de cerca del threshold si ǫ es del orden de
unos pocos MeV .

La mayor parte de los datos experimentales se han centrado en la reacción de isospin
cero pp̄ → ΛΛ̄. Sin embargo, si queremos estudiar con más profundidad los procesos
subyacentes de la reacción conviene comparar dichos resultados con otros canales finales
como ΛΣ̄, que sólo va a través de isospin uno, o ΣΣ̄ que permite tanto isospin 0 como 1.

En la primera parte de este caṕıtulo, ampliaremos estudios anteriores de los canales
NN̄ [23] y ΛΛ̄ [102], y a su vez incluiremos nuevos estados finales, para dar una visión
general del proceso de creación de extrañeza en base a un modelo de quarks constituyentes.

Otros sistema en el que la dinámica multiquark puede jugar un papel relevante es
el espectro del charmonio y de los mesones con encanto (open-charm). El estudio de

81
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este sistema ha despertado desde el año 2003 un gran interés por el descubrimiento de
estados que no encajan con las predicciones del modelo quark simple. Entre las diversas
explicaciones que se han propuesto, los estados multiquark, y en particular los estados
moleculares, son una alternativa plausible que explica muchas de las caracteŕısticas de
estos nuevos estados. En la segunda parte de este caṕıtulo recopilamos los resultados
obtenidos al aplicar el formalismo presentado anteriormente a diferentes sectores, en un
intento de explicar los estados exóticos XY Z que han aparecido recientemente, aśı como
propiedades de estados mesónicos conocidos que no son capaces de explicar los modelos
teóricos actuales.

4.2. Producción de extrañeza en colisiones protón-

antiprotón

4.2.1. Secciones eficaces y formalismo de helicidad

En el caṕıtulo anterior estudiamos la ecuación de Lippmann-Schwinger, equivalente a
la ecuación de Schrödinger, más adecuada para estudiar estados de scattering y de donde
calculamos la matriz de scattering T . Para obtener los observables del proceso necesitamos
la matriz de scattering S, la cual se obtiene de la matriz T on-shell solución de la ecuación
3.7. La relación entre T y S se escribe para el caso de cinemática no relativista como

Sα′

α = 1 − 2πi
√

µαµα′kαkα′Tα′

α (E + i0; kα′ , kα) (4.1)

con la definición para kα

k2
α = 2µα(E − ∆Mα) (4.2)

siendo µα la masa reducida del sistema BB̄ al que corresponda el canal α y ∆Mα la
diferencia entre el umbral del sistema BB̄ y el que tomemos de referencia, que será el
threshold de más baja enerǵıa que consideremos, es decir, NN̄ .

La sección eficaz total viene dada en términos de la matriz de scattering S para cada
onda parcial. Como tenemos diferentes canales esta matriz se puede escribir como:

S =

(

Spp̄ SY Ȳ →pp̄

Spp̄→Y Ȳ SY Ȳ

)

(4.3)

Con esto podemos describir la sección eficaz para los diferentes procesos. Para NN̄ → NN̄
tenemos las secciones eficaces de aniquilación y elástica, que resultan ser,
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σI,NN̄
A =

π

4p2
NN̄

∑

J

(2J + 1)
[

(1 − |1SJI
J |2NN̄) + (1 − |3SJI

J |2NN̄)+

+ (2 − |3SJI
J+1|2NN̄ − |3SJI

J−1|2NN̄ − 2|3SJI
J+1,J−1|2NN̄)

]

,

σI,NN̄
e =

π

4p2
NN̄

∑

J

(2J + 1)
[

|1 −1 SJI
J |2NN̄ + |1 −3 SJI

J |2NN̄+

+ |1 −3 SJI
J+1|2NN̄ + |1 −3 SJI

J−1|2NN̄ + 2|3SJI
J+1,J−1|2NN̄

]

, (4.4)

para cada canal de isospin I. Denotamos como 1SJI
J el elemento de matriz del singlete, 3SJI

J

el triplete desacoplado, 3SJI
J±1 el elemento diagonal para el triplete acoplado y 3SJI

J±1,J∓1 los
no diagonales para el mismo. Por supuesto, la segunda ĺınea de cada fórmula no aparece
con J = 0, pues no existe triplete desacoplado para ese valor del momento angular y sólo
hay una onda en el acoplado. La sección eficaz para pp̄ → pp̄ se obtiene como combinación
adecuada de las anteriores:

σpp̄
A =

1

2

(

σ0,NN̄
A + σ1,NN̄

A

)

,

σpp̄
e + σpp̄

ce =
1

2

(

σ0,NN̄
e + σ1,NN̄

e

)

,

σpp̄
T = σpp̄

e + σpp̄
ce + σpp̄

A (4.5)

con σce la sección eficaz de intercambio de carga (charge exchange).
Para pp̄ → Y Ȳ la expresión es similar,

σpp̄→Y Ȳ
T =

π

4p2
NN̄

1

2

∑

J

(2J + 1)
[

|1SJI
J |2pp̄→Y Ȳ + |3SJI

J |2pp̄→Y Ȳ +

+ |3SJI
J+1|2pp̄→Y Ȳ + |3SJI

J−1|2pp̄→Y Ȳ + 2|3SJI
J+1,J−1|2pp̄→Y Ȳ

]

(4.6)

donde el factor 1
2

viene de pasar de formalismo de isospin, utilizado en Lippmann-Schwinger,
a base f́ısica, usando la relación entre bases:

|pp̄〉 = 1√
2
(|NN̄〉I=0 + |NN̄〉I=1),

|ΛΛ̄〉 = |ΛΛ̄〉I=0

|ΛΣ̄0〉 = |ΛΣ̄〉I=1

|Σ+Σ̄−〉 = 1√
6
(|ΣΣ̄〉I=2 +

√
3|ΣΣ̄〉I=1 +

√
2|ΣΣ̄〉I=0),

(4.7)

Aunque la sección eficaz total determina caracteŕısticas básicas de la interacción, si se
quiere hacer un estudio más detallado del proceso es necesario estudiar la sección eficaz
diferencial y observables de polarización. Los observables de spin son un buen marco para
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Figura 4.1: Figura obtenida de Ref. [104] para la reacción pp̄ → ΛΛ̄. Ejes de coordenadas
elegidos para descomponer la dirección de spin de cada part́ıcula. La dirección n̂ es común
para todas. La polarización del blanco se muestra como ~PT .

entender la producción de extrañeza porque en ellos aparecen detalles de los modelos que
permanecen desapercibidos con el resto de observables de scattering. Estos observables
serán los que permitan estudiar las diferencias con otros modelos ya propuestos. Para
ello utilizaremos el formalismo desarrollado por B. Holzenkamp et al. [103], que realiza
un cálculo acoplado del scattering de dos part́ıculas distinguibles. Todo el formalismo se
realiza en base de helicidad, siendo ésta la proyección del spin en la dirección del momento
de la part́ıcula (h = ~S · ~p

p
). Las amplitudes de helicidad a utilizar se pueden relacionar con

nuestra matriz T expresada en base de momento angular, a través de una transformación
unitaria.

El cálculo de todos los observables de spin y scattering se realiza en base a la matriz
M, siendo una matriz 4x4 on-shell que describe el scattering de dos part́ıculas de spin 1

2
.

En el formalismo de la matriz densidad M nos conecta los estados inicial BB̄ y final B′B̄′:

ρB′B̄′

= MρBB̄M † (4.8)

Es conveniente construir este operador a partir de una combinación de productos di-
rectos de operadores de barión y de antibarión. Los operadores de barión se definirán
como aquellos que transforman del espacio de spin del barión inicial al del barión final,
dejando los de los antibariones intactos. De igual forma, los de antibarión nos transfor-
marán del espacio de spin del antibarión inicial al final. Llamaremos a los primeros como
IB, σB

l , σB
m, σB

n (usando la notación σP = ~σ · ~P ) y a los segundos como IB̄, σB̄
l , σB̄

m, σB̄
n .

Aunque estos operadores tienen la misma representación matricial, actúan en espacios
distintos. Para escoger la notación hemos seguido la definición de la base de la figura 4.1.

Es importante tener en cuenta esta definición de coordenadas presentadas aqúı cuando
nos disponemos a comparar las predicciones con las medidas experimentales. El significado
de una correlación de spin en particular depende de los ejes respecto a los cuales ha sido
definido. Por ejemplo, con esta elección de coordenadas, el ángulo entre m̂p y m̂Λ depende
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del ángulo de scattering (ver Fig. 4.1). Esto no se puede ignorar cuando calculemos la
correlación entre la componente m̂p del protón inicial y la m̂Λ del hiperón final. Estos
ejes fueron los elegidos para extraer datos experimentales [104, 105]. Para los observables
que involucren sólo componentes normales no hay problema, pues es común para todos y
no hay ambigüedad. Por las leyes de conservación de la interacción fuerte, sólo aquellas
combinaciones de operadores que tengan paridad y C-paridad positiva contribuyen a la
matriz de scattering. La combinación lineal de estos términos que escogeremos será:

M(q′i, qi, θ) = 1
2
{(a + b)IBIB̄ + (a − b)σB

n σB̄
n + (c + d)σB

mσB̄
m + (c − d)σB

l σB̄
l +

+e(σB
n IB̄ + IBσB̄

n ) + g(σB
mσB̄

l + σB
l σB̄

m)}, (4.9)

Los seis coeficientes complejos {a, . . . , g} están relacionados con los elementos de matriz de
los estados de helicidad y, por lo tanto, codifican la información de la matriz T calculada
con la ecuación de Lippmann-Schwinger. La base elegida para expresar la matriz M es,

l̂ =
q′i
|q′i|

, n̂ =
qi × q′i
|qi × q′i|

, m̂ = n̂ × l̂, (4.10)

definida en la base de la part́ıcula saliente B′B̄′.
Antes de evaluar los observables debemos pasar a base f́ısica desde formalismo de

isospin,

〈pp̄|M |pp̄〉 = 1
2

(

〈NN̄ |M I=0|NN̄〉 + 〈NN̄ |M I=1|NN̄〉
)

,
〈pp̄|M |ΛΛ̄〉 = 1√

2
〈NN̄ |M I=0|ΛΛ̄〉

〈pp̄|M |ΛΣ̄0〉 = 1√
2
〈NN̄ |M I=1|ΛΣ̄〉

〈pp̄|M |ΣΣ̄〉 = 1√
12

(√
2〈NN̄ |M I=0|ΣΣ̄〉 +

√
3〈NN̄ |M I=1|ΣΣ̄〉

)

Una vez obtenidos los coeficientes, el cálculo de los observables de polarización, de spin
o la sección eficaz diferencial es trivial. La notación más general para los coeficientes de
correlación es la de Paschke [104], aunque en nuestro caso es más cómodo hacer referencia
a la nomenclatura tradicional a la hora de estudiarlos (llamando n ≡ y, m ≡ x y l ≡ z),
ya que permite una interpretación más intuitiva que en el caso general. Más adelante
relacionaremos estos con la expresión general:

Q[jB̄, kB, µB̄′ , νB′ ] =
q′

q

1

4I0

Tr(σB̄′

µ σB′

ν MσB̄
j σB

k M †) (4.11)

donde I0 es la sección eficaz diferencial,

dσ

dΩ
≡ I0 =

q′

q

1

4
tr(MM †) =

1

2

q′

q
(|a|2 + |b|2 + |c|2 + |d|2 + |e|2 + |g|2). (4.12)
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Los demás observables tienen las siguientes expresiones. Escribirémos sólo los de la
reacción pp̄ → Y Ȳ , dado que los observables de la reacción pp̄ → pp̄ son idénticos.

Para la polarización y el analyzing power,

Q[nΛ̄] ≡ P Λ̄
y = −q′

q

1

I0

[ℜ(ae∗) −ℑ(gd∗)],

Q[np] ≡ Ay =
q′

q

1

I0

[ℜ(ae∗) + ℑ(gd∗)]. (4.13)

Para los parámetros de correlación de spin,

Q[nΛ̄, nΛ] ≡ Cyy =
1

2

q′

q

1

I0

(|a|2 − |b|2 − |c|2 + |d|2 + |e|2 + |g|2),

Q[mΛ̄,mΛ] ≡ Cxx =
q′

q

1

I0

[ℜ(ad∗ + bc∗) + ℑ(ge∗)],

Q[lΛ̄, lΛ] ≡ Czz =
q′

q

1

I0

[ℜ(−ad∗ + bc∗) −ℑ(ge∗)],

Q[mΛ̄, lΛ] ≡ Cxz =
q′

q

1

I0

[ℜ(ag∗) + ℑ(ed∗)]. (4.14)

Una particular combinación de tres de estos observables tiene una interpretación f́ısica
directa, y se denomina Singlet Fraction, que se define como la fracción de pares Y Ȳ
creados en un estado de singlete de spin. Puede escribirse como:

Fs =
1

4
(1 + Cxx − Cyy + Czz) (4.15)

A continuación, los parámetros de depolarización son,

Q[np, nΛ] ≡ Dyy =
1

2

q′

q

1

I0

(|a|2 + |b|2 − |c|2 − |d|2 + |e|2 − |g|2),

Q[mp,mΛ] ≡ Dxx =
q′

q

1

I0

ℜ(ab∗ + cd∗),

Q[lp, lΛ] ≡ Dzz =
q′

q

1

I0

ℜ(ab∗ − cd∗),

Q[mp, lΛ] ≡ Dxz =
q′

q

1

I0

[ℜ(cg∗) + ℑ(eb∗)]. (4.16)

y
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Q[np, nΛ̄] ≡ Kyy =
1

2

q′

q

1

I0

(|a|2 − |b|2 + |c|2 − |d|2 + |e|2 − |g|2),

Q[mp,mΛ̄] ≡ Kxx =
q′

q

1

I0

ℜ(ac∗ + bd∗),

Q[lp, lΛ̄] ≡ Kzz =
q′

q

1

I0

ℜ(ac∗ − bd∗),

Q[mp, lΛ̄] ≡ Kxz =
q′

q

1

I0

[ℜ(bg∗) + ℑ(ec∗)]. (4.17)

También calcularemos las correlaciones siguientes:

Q[np,mΛ̄,mΛ] ≡ Cyxx = −Cyzz =
q′

q

1

I0

(ℜ(d∗e) + ℑ(a∗g)),

Q[np, lΛ̄,mΛ] ≡ Cyzx =
q′

q

1

I0

(ℜ(e∗g) + ℑ(d∗a − c∗b)),

Q[np,mΛ̄, lΛ] ≡ Cyxz =
q′

q

1

I0

(ℜ(e∗g) + ℑ(d∗a + c∗b)),

Q[mp, nΛ̄, lΛ] ≡ Cxyz =
q′

q

1

I0

ℑ(b∗a + c∗d),

Q[mp, lΛ̄, nΛ] ≡ Cxzy =
q′

q

1

I0

ℑ(c∗a + b∗d),

Q[mp, nΛ̄,mΛ] ≡ Cxyx =
q′

q

1

I0

(ℜ(b∗e) + ℑ(g∗c)),

Q[mp,mΛ̄, nΛ] ≡ Cxxy =
q′

q

1

I0

(ℜ(c∗e) + ℑ(g∗b). (4.18)

Este set completo de observables es una buena base para intentar describir el proceso
completo, ya que nos da información muy amplia de la estructura de spin de la reacción.

Una vez llegados a este punto estamos listos para abordar el estudio de los resultados
en la siguiente sección. Realizaremos el cálculo acoplado de varios canales. Por lo tanto
resulta cómodo estudiar primero los resultados experimentales para los canales inicial y
final para a continuación estudiar el cálculo acoplado completo.

4.2.2. Sistema nucleón-antinucleón: El protonio

A la hora de describir la interacción inicial nos basamos en el modelo de NN̄ [23],
desarrollado para baja enerǵıa. Se trata de un modelo que incluye el intercambio de un
π y σ, a la vez que tiene en cuenta los posibles diagramas de aniquilación a través de un
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π, η y un gluón. La parte imaginaria de la aniquilación se describe fenomenológicamente
mediante un potencial óptico que dé cuenta de la aniquilación en mesones. Sin embargo,
debemos pensar que este potencial no ha sido desarrollado para enerǵıas de scattering
pp̄ tan altas. De hecho, la enerǵıa requerida para crear un par Y Ȳ (sea Y = Λ o Σ) es
mucho mayor que el threshold de producción de piones en el sistema NN . Aun aśı, siendo
conscientes de este detalle, tomaremos este modelo como referencia.

La mayoŕıa de los parámetros utilizados provienen de otros cálculos [23, 106]. Sin
embargo, para dar una descripción adecuada de la sección eficaz total en el rango de
enerǵıas de producción de Y Ȳ , hemos ajustado los parámetros del potencial óptico. Por
supuesto, dado que nuestro objetivo es describir una región más amplia de enerǵıas que en
el modelo NN̄ original, la forma de este potencial no será tan sencilla como en [23]. Aśı,
permitiremos un potencial complejo con dependencia en isosṕın como forma más general
del potencial óptico,

V NN̄, I
opt = (V I

r + i · W I
i )e−b′2q2

(4.19)

con q el momento transferido entre dos quarks e I el isospin total.

b′1 (fm) 0,545 b′2 8,800
V I=0

r1 (GeV−2) −1,60 V I=0
r2 (GeV−2) 0,00

W I=0
i1 (GeV−2) −1,94 W I=0

i2 (GeV−2) −0,05
V I=1

r1 (GeV−2) −1,60 V I=1
r2 (GeV−2) 0,00

W I=1
i1 (GeV−2) −1,24 W I=1

i2 (GeV−2) −0,05

Cuadro 4.1: Parámetros del potencial óptico de pp̄ → pp̄

Incluimos dependencia en isospin para ajustar correctamente la sección eficaz de inter-
cambio de carga (Charge Exchange). Los parámetros del modelo se muestran en la tabla
4.1. La dependencia en la enerǵıa del potencial de aniquilación sigue la misma ĺınea que
los modelos microscópicos conocidos. Una forma intuitiva de comprender la necesidad de
incluir el potencial óptico es que, a medidad que la enerǵıa aumenta, el número de canales
de aniquilación abiertos aumenta y por lo tanto hay más pérdida de flujo.

Para no romper el ajuste a baja enerǵıa debido a la modificación de los parámetros,
hemos incluido una segunda gaussiana, con rango b′2 grande (ver Tabla 4.1). Esta gaussiana
sólo afecta a la región de bajo momento, y nos proporciona un potencial óptico válido
para todas las regiones. En la región de producción de Y Ȳ afectará sólo la gaussiana con
rango b′1, aunque la segunda será importante para el cálculo de los shifts de enerǵıa del
protonomio, como veremos más adelante.

En principio, debeŕıamos determinar los parámetros del potencial óptico resolviendo
la matriz T completa en el cálculo acoplado y comparándolo con los datos emṕıricos de
pp̄ → pp̄. Afortunadamente, el efecto del canal Y Ȳ en la matriz T diagonal de pp̄ puede
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Figura 4.2: Gráficas de secciones eficaces de pp̄ → pp̄ a baja enerǵıa (izquierda) y en
la región de producción de hiperones (derecha) realizadas con la parametrización de la
Tab. 4.1. Representamos la Sección Eficaz Total con una ĺınea cont́ınua, la Sección Eficaz
de aniquilación con una ĺınea gruesa cont́ınua, la Sección Eficaz Elástica con una ĺınea
discont́ınua y la Sección Eficaz de intercambio de carga (Charge Exchange) con una ĺınea
de puntos. Datos experimentales de [107–110].

ser ignorado sin problemas, ya que el branching ratio de pp̄ → Y Ȳ es extremadamente
pequeño, en comparación con el resto de canales.

Hecho esto, conseguimos reproducir cuantitativamente la sección eficaz total, elástica
y de intercambio de carga para pp̄ → pp̄, como podemos ver en la figura 4.2, en un rango
de enerǵıas muy amplio. Una vez ajustada la sección eficaz total calculamos la sección
eficaz diferencial elástica, lo que nos da una idea de la validez del modelo en el rango en el
que nos movemos. También es necesario tener una descripción correcta en esta reacción,
porque, debido a que hacemos un cálculo acoplado, nos afectará a la hora de calcular
secciones eficaces y observables de polarización y de spin de pp̄ → Y Ȳ .

Los resultados obtenidos para la sección eficaz diferencial de pp̄ → pp̄ están represen-
tados en la figura 4.3. Como podemos apreciar, el modelo nos da una descripción más que
razonable de los datos experimentales, sobre todo en ángulos hacia delante (o forward,
entre [0◦, 90◦]), debido principalmente al intercambio de un pión. Aunque en la parte de
ángulos hacia atrás (o backward, entre [90◦, 180◦]) la descripción es algo peor no debemos
olvidar que la escala representada es logaŕıtmica, y el desacuerdo se debe a detalles del
modelo que influirán poco en el proceso global. Aśı, aunque deberemos tener precaución
a la hora de analizar los observables en ángulos backward, tenemos una buena base para
calcular observables en el proceso de producción de Y Ȳ . Al poder describir correctamente
el estado inicial, disminuye la incertidumbre a la hora de analizar los resultados del cálculo
acoplado completo.
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Figura 4.3: Sección eficaz diferencial de pp̄ → pp̄ a diferentes enerǵıas. Datos extráıdos
de [111] para momentos de laboratorio 1190MeV/c y 1500 MeV/c y de [112] para plab =
1430 MeV/c, 1500 MeV/c y 1710 MeV/c.

En la figura 4.4 representamos los datos del llamado Analyzing power de pp̄ → pp̄ a
diferentes enerǵıas, que se define como el cociente de la sección eficaz diferencial con un
haz polarizado inicial respecto a la sección eficaz diferencial con un haz sin polarizar, y
que calculamos con la segunda expresión de la Ec. 4.13. Existen más datos de Analyzing

power que de polarización debido a que es más fácil para los experimentales controlar la
polarización del haz incidente que determinar emṕıricamente la polarización del estado
final. No hemos tratado de mejorar los resultados, por ejemplo, añadiendo más térmi-
nos en el potencial óptico (como spin-órbita o tensoriales) o haciendo a los parámetros
dependientes de la enerǵıa, pues pensamos que el acuerdo es suficiente y nos dará una
descripción razonable de la distorsión de pp̄ en la reacción pp̄ → Y Ȳ .
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Figura 4.4: Analyzing Power de pp̄ → pp̄ a diferentes enerǵıas. Datos experimentales de
[111] para momento plab = 1190 MeV/c, 1400 MeV/c y 1500 MeV/c y de [113] para
plab = 1730 MeV/c.

Shifts de enerǵıa del protonio

La reciente observación de una estructura estrecha cerca del threshold en la masa
invariante de pp̄ en el decay radiativo J/ψ → γpp̄ en la Colaboración BES [114] ha
renovado el interés en la interacción NN̄ y sus posibles estados ligados bariónicos. Estu-
diando la distribución angular del fotón, dicha estructura tiene probablemente números
cuánticos JPC = 0−+ o JPC = 0++, lo que, en principio, no corresponde a ninguna reso-
nancia mesónica conocida. Sin embargo, no se ha observado ninguna señal similar en el
canal π0pp̄, lo que sugiere que la resonancia es isoescalar. La interpretación más simple
es un estado ligado bariónico [115], aunque el resultado se ha interpretado de diversas
formas [116–119].

El estudio del sistema protón-antiprotón como un átomo ofrece una oportunidad para
comprobar las amplitudes de scattering de NN̄ justo en el threshold. Las caracteŕısticas
esenciales de los átomos antiprotónicos pueden entenderse en términos de la interacción



92 Caṕıtulo 4. Resultados

electromagnética y los niveles de enerǵıa En descritos por la fórmula de Bohr, siendo
una función del número cuántico principal n y proporcionales a la masa reducida µ. Sin
embargo, los niveles de átomo protónico se mueven y se ensanchan debido a la interacción
fuerte. Es decir, la enerǵıa completa Enl se desplaza del valor electromagnético ǫnl una
cantidad compleja ∆Enl = Enl − ǫnl = δEnl − iΓnl/2.

Entre 1983 y 1996, la espectroscoṕıa del protonio fue analizada en LEAR, determi-
nando los shifts y anchuras de los niveles 1s y 2p [120, 121]. Uno de los resultados más
interesantes de este experimento es que el shift del nivel 3P0 δE(3P0) = −140± 28meV es
mucho más grande que los demás. Este resultado sugiere la existencia de una resonancia
NN̄ cerca del threshold que incrementa la amplitud de scattering.

En la Ref. [23] se realizó un estudio del sistema NN̄ con el mismo modelo pero con
una parametrización diferente para el potencial óptico de pp̄, con el objetivo de ajustar
la región de baja enerǵıa. Debido a que queremos estudiar la producción de hiperones
hemos de ajustar la región de alta enerǵıa de pp̄ y, por lo tanto, la parametrización del
potencial óptico. Entonces resulta lógico preguntarse si los shifts del protonio se siguen
reproduciendo en el nuevo marco. Es por ello que realizaremos un estudio de los shifts de
enerǵıa en las ondas S y P y las compararemos con los resultados experimentales.

Los shifts de enerǵıa en los átomos hadrónicos pueden calcularse con la fórmula de
Trueman mejorada, deducida a partir de la continuación anaĺıtica de la amplitud de
scattering [122, 123], usando la longitud de scattering (en ondas S) o volumen de scattering
(ondas P ),

δEnl = −En
4

n

al

a2l+1
B

αnl

(

1 − al

a2l+1
B

βnl + . . .

)

, (4.20)

donde aB = ~/αµc es el radio de Bohr del sistema, al es la longitud (o volumen) de
scattering, y αnl y βnl están definidas como,

αnl = Πl
s=1

(

1
s2 − 1

n2

)

, αn0 = 1,

βnl = 2
[

log n + 1
n
− Ψ(n)

]

, βn1 = αn1βn0 − 4
n3 ,

(4.21)

donde Ψ(n) es la función digamma.

Otra posibilidad es utilizar teoŕıa de perturbaciones, que reproduce el resultado ante-
rior para potenciales débiles [124]. Sin embargo, esto no es cierto para ondas S. Para este
caso, la interacción fuerte es suficientemente grande comparada con la de Coulomb como
para que la teoŕıa de perturbaciones no funcione. Para ondas P , la barrera centŕıfuga
contribuye a suavizar la interacción fuerte, eliminando contribuciones de corto alcance, y
la teoŕıa de perturbaciones se vuelve útil.

En la Tabla 4.2 mostramos los resultados del cálculo de los shifts de enerǵıa y las
anchuras para pp̄ en L = 0 y L = 1 utilizando la fórmula de Trueman mejorada. Tam-
bién incluimos los resultados del cálculo perturbativo para ondas P , que son compatibles
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Estado al(fm2l+1) aRef
l (fm2l+1) ∆E ∆ERef ∆Epp̄ ∆Eexp

11S0 0,55 − i0,88 0,61 − i1,01 497,0 − i718,2 557,3 − i820,9 440 ± 75 − i(600 ± 125)a eV
21S0 60,7 − i92,7 67,7 − i106,3

21P1 −1,11 − i3,58 −1,14 − i0,51 −27,1 − i87,6 −27,9 − i12,4 −34,7 − i68,7 meV

23P0 −3,79 − i5,74 −2,75 − i3,87 −92,9 − i140,6 −67,3 − i94,7 −80,6 − i68,7 −140 ± 28 − i(60 ± 12)b meV

23P1 1,52 − i3,51 1,49 − i0,44 37,3 − i86,0 36,5 − i10,9 31,2 − i68,7 meV

Cuadro 4.2: Shifts de enerǵıa de pp̄ calculados a partir de la fórmula mejorada de Trueman
(∆E) y las contribuciones de teoŕıa de perturbaciones. En el cálculo perturbativo ∆Epp̄

sólo incluye correcciones de los estados pp̄. Los resultados experimentales son de Ref. [120]
(a) y Ref. [121] (b). Para compararlos con el cálculo original mostramos en las columnas
aRef

l y ∆ERef los resultados de Ref. [23].

con aquellos calculados con la fórmula de Trueman. A su vez, mostramos como compa-
ración los resultados originales de Ref. [23] realizados con una parametrización diferente
del potencial óptico. Como podemos apreciar, no existen grandes diferencias, salvo pa-
ra la parte imaginaria de las ondas P , que aumentan para la longitud de scattering y
consecuentemente para el shift de enerǵıa.

Podemos ver que los resultados experimentales son reproducidos correctamente salvo
para 3P0, cuya parte real está infravalorada por un factor casi 2 y su parte imaginaria
es demasiado alta. Este valor nos dice que estamos usando un modelo muy simple. En
particular, el intercambio de un pión acopla los canales pp̄ y nn̄, y este acoplamiento
puede influir significativamente en las predicciones teóricas.

Para solucionar esta cuestión usaremos teoŕıa de perturbaciones de canales acoplados
para las ondas P . Empezamos entonces con las ecuaciones acopladas,

Hpp̄|pp̄〉 + Vnn̄→pp̄|nn̄〉 = E|pp̄〉,

Hnn̄|nn̄〉 + Vpp̄→nn̄|pp̄〉 = E|nn̄〉,
(4.22)

con
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Estado ∆Epp̄ ∆Enn̄ ∆Ef ∆ERef
f

21P1 −34,7 − i68,7 −1,9 + 0,07 −36,6 − i68,7 −28,5 − i10,4
23P0 −80,6 − i68,7 −30,4 − i15,2 −111,0 − i83,9 −112,2 − i26,0
23P1 31,2 − i68,7 −11,1 − i1,2 20,1 − i69,9 29,6 − i12,1

Cuadro 4.3: Shifts de enerǵıa de pp̄ calculados con teoŕıa de perturbaciones. ∆Epp̄ incluye
sólo correcciones de pp̄, mientras que ∆Enn̄ incluye también de nn̄. ∆Ef = ∆Epp̄ +
∆Enn̄ es el resultado final. Para compararlos con el cálculo original mostramos tambén
los resultados de Ref. [23].

Hpp̄ = p2

2µ
+ V em

pp̄ + Vpp̄,

Hnn̄ = p2

2µ
+ Vnn̄,

Vpp̄ = Vnn̄ = 1
2
(V1 + V0),

Vpp̄→nn̄ = Vnn̄→pp̄ = 1
2
(V1 − V0),

(4.23)

donde V em
pp̄ es la interacción electromagnética y V1(V0) es el potencial fuerte en isospin

1(0).
Despejando |nn̄〉 de la segunda ecuación de Ecs. 4.22 obtenemos

|nn̄〉 =
1

E − Hnn̄

Vpp̄→nn̄|pp̄〉. (4.24)

Insertando la ecuación anterior en la primera ecuación de Ecs. 4.22,

(

p2

2µ
+ V em

pp̄ + Vpp̄ + Vnn̄→pp̄
1

E − Hnn̄

Vpp̄→nn̄

)

|pp̄〉 = E|pp̄〉 (4.25)

Por lo tanto, podemos considerar como perturbación el potencial pp̄ efectivo,

V eff
pp̄ = Vpp̄ + Vnn̄→pp̄

1

E − Hnn̄

Vpp̄→nn̄. (4.26)

Tomaremos como función sin perturbar la función de onda de Coulomb |ψnl
pp̄〉. Aśı, la

primera corrección a la enerǵıa será,

∆Enl
pp̄ = 〈ψnl

pp̄|V eff
pp̄ |ψnl

pp̄〉 = ∆Epp̄ + ∆Enn̄, (4.27)

con
∆Epp̄ = 〈ψnl

pp̄|Vpp̄|ψnl
pp̄〉,

∆Enn̄ = 〈ψnl
pp̄|Vnn̄→pp̄

1
E−Hnn̄

Vpp̄→nn̄|ψnl
pp̄〉.

(4.28)
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Mostramos los resultados en la tabla 4.3 para ondas P . Como vemos, el acoplamiento
con nn̄ tiene poco efecto en los shifts de enerǵıa salvo para la onda parcial 3P0. El incre-
mento observado en esta onda es debido a una resonancia localizada cerca del threshold
NN̄ en este canal, que es correctamente reproducido por el modelo.

Si comparamos con la parametrización original observamos que la parte imaginaria del
shift es mayor en nuestro caso, y eso conduce a una mejor explicación del shift experimental
de la onda 3P0. En general, podemos afirmar que la parametrización utilizada es adecuada
para el rango de enerǵıas que estudiamos, describiendo las secciones eficaces del sistema
NN̄ aśı como las longitudes de scattering y los shifts de los niveles del protonio. Esto nos
proporciona una base firme para el estudio de los sistemas extraños.

4.2.3. Producción de extrañeza en el canal ΛΛ̄

La interacción diagonal Y Ȳ , es decir, las reacciones ΛΛ̄ → ΛΛ̄ (con I = 0), ΛΣ̄0 → ΛΣ̄0

(con I = 1) y ΣΣ̄ → ΣΣ̄ (con I = 0, 1), se describen en analoǵıa con el caso pp̄. Usamos el
modelo de quarks constituyentes basado en el intercambio de una σ, una η y un π, aunque
este último sólo es posible cuando hay involucrado una part́ıcula Σ. A su vez, añadimos
los diagramas de aniquilación a través de un gluón, un Kaón, un π y una η donde estén
permitidos. A parte, la aniquilación en mesones se parametriza con un potencial óptico
de forma gaussiana para cada canal:

V Y Ȳ
opt = (Vr + i · Wi)e

−b′2q2

(4.29)

De esta región no existen datos experimentales, aśı pues los parámetros libres se ajus-
taron en base a la sección eficaz total y diferencial de la reacción pp̄ → Y Ȳ para los tres
diferentes canales que expondremos en la siguiente sección. Los valores resultado del ajus-
te se muestran en la tabla 4.4. Los resultados expuestos para los sistemas inicial y final
dan confianza al cálculo de los procesos de producción. En este sentido, hemos propuesto
una parametrización tal que la constante de acoplamiento quiral original g2

ch sea capaz de
reproducir los datos experimentales de una forma aceptable.

Aunque no existan datos experimentales podemos predecir, según nuestro modelo, la
sección eficaz total y elástica en comparación con aquellos de pp̄, pues existe una ligera
analoǵıa con los dos casos. El mecanismo de canales acoplados proporciona una predicción

ΛΛ̄ ΛΣ̄0 ΣΣ̄
b′ (fm) 0,318 0,318 0,210

Vr (GeV−2) −0,20 −0,11 −1,17
Wi (GeV−2) −0,20 −0,04 −0,01

Cuadro 4.4: Parámetros del potencial óptico de Y Ȳ para los tres canales estudiados.
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Figura 4.5: Sección eficaz total (izquierda) y elástica (derecha) de pp̄ → pp̄ (ĺınea gruesa
cont́ınua) y Y Ȳ → Y Ȳ , donde representamos con ĺınea fina cont́ınua la reacción ΛΛ̄ →
ΛΛ̄, con ĺınea quebrada ΛΣ̄0 → ΛΣ̄0 y la reacción ΣΣ̄ → ΣΣ̄ con isospin cero con ĺınea
de puntos y con isospin uno con ĺınea dash-dotted (o punto-raya).

para los observables del canal diagonal Y Ȳ . Por ello, representamos en la figura 4.5 la
sección eficaz total de las tres reacciones ΛΛ̄ → ΛΛ̄, ΛΣ̄0 → ΛΣ̄0 y ΣΣ̄ → ΣΣ̄ junto con
aquella de pp̄ → pp̄ a baja enerǵıa, que sabemos que describe bien los datos emṕıricos en
esa región de enerǵıa.

Podemos observar la similitud que existe entre las gráficas. Apreciamos que la sección
eficaz total de ΛΣ̄0 → ΛΣ̄0 es mucho mayor y presenta un ligero abombamiento alrededor
de plab = 200MeV , lo que puede significar que existe una estructura en esa región; aunque
hay que recordar que la ausencia de más datos hace que los parámetros elegidos puedan
variar ligeramente, desapareciendo el fenómeno. Por otro lado, se observa cómo la sección
eficaz inelástica es menor en las reacciones ΛΛ̄ → ΛΛ̄ y ΛΣ̄0 → ΛΣ̄0 que en ΣΣ̄ → ΣΣ̄. De
nuevo, hay que tener en cuenta que los parámetros del potencial óptico de ΣΣ̄ se tomaron
en base a un sólo dato experimental, con lo que es imposible sacar conclusiones a partir
de estas gráficas.

Procedemos por lo tanto a estudiar la reacción de producción pp̄ → ΛΛ̄, que es el
proceso del que más datos experimentales disponemos y el que es realmente interesante
desde el punto de vista teórico. Una vez descrita esta reacción estudiaremos la producción
de otros canales de extrañeza.

Secciones eficaces

Los modelos de quark constituyente modernos incluyen más ingredientes que la masa
constituyente y el intercambio de un gluón [125]. Los bosones de Goldstone, que apa-
recen como consecuencia de la rotura de la simetŕıa quiral, se pueden identificar con los
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miembros del octete pseudoescalar {π,K, η}. Entonces, este tipo de modelos comparte las
propiedades de los modelos tradicionalmente usados para describir esta reacción, basados
en el intercambio de un mesón a nivel bariónico o la aniquilación de un gluón a nivel
quark, y puede ser capaz de describir los datos experimentales. Para todos los canales
de producción, expuestos en esta y en las sucesivas secciones, se ha elegido un modelo
que, aparte de incluir la aniquilación a partir de un gluón y el intercambio de un kaón
K, también aporta el intercambio del escalar extraño κ. Esta elección proporciona una
descripción más completa del proceso, basándonos en el análisis de las referencias [126]
y [102].

Comparado con cálculos anteriores [102], los resultados para el proceso de pp̄ → ΛΛ̄
están ahora, en principio, modificados por la apertura del canal adicional ΣΣ̄. Sin embar-
go, resulta que este efecto es muy pequeño [127]. Obtenemos esencialmente los mismos
resultados que si no añadieramos dicho canal, sin ningún cambio en los parámetros. Por lo
tanto, por simplicidad, tomaremos los canales extraños de forma individual. Procedemos
ahora a presentar los resultados para este canal.

Una vez hemos ajustado los parámetros libres de los potenciales ópticos en secciones
anteriores (ver tablas 4.1 y 4.4) se puede apreciar el buen acuerdo que da el modelo a
la hora de describir la sección eficaz total del proceso acoplado en la figura 4.6, donde
mostramos la misma gráfica en dos intervalos diferentes de enerǵıas.
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Figura 4.6: Sección eficaz total de pp̄ → ΛΛ̄. Datos experimentales de [11–14, 128–130]

El aparente desacuerdo a baja enerǵıa se debe al potencial óptico de ΛΛ̄, pero rápi-
damente recuperamos el acuerdo con los datos, proporcionando una base sólida para el
cálculo del resto de los observables. Una vez realizado esto podemos estudiar la sección
eficaz diferencial y los diferentes observables de polarización y de spin.
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Figura 4.7: Sección eficaz diferencial de pp̄ → ΛΛ̄ para diferentes enerǵıas. Datos ex-
perimentales de [13] para momento plab = 1546,2 MeV/c y 1695,0 MeV/c, [131] para
plab = 1726,0 MeV/c y [104] para plab = 1637,0 MeV/c.

Mostramos en la figura 4.7 la sección eficaz diferencial para diversas enerǵıas. En
la región del threshold la predicción del modelo se encuentra algo por encima de los
datos experimentales, debido a la parametrización del potencial óptico. A alta enerǵıa,
aproximadamente a partir de plab ≥ 1,5 GeV/c, los resultados mejoran notablemente.

En este punto hay que comentar que la sección eficaz diferencial es apreciablemente
sensible al estado final para angulos backward. Si tenemos en cuenta que no hay datos
experimentales del canal ΛΛ̄ y que los parámetros abiertos los hemos ajustado a la sec-
ción eficaz total concluimos que debemos actuar con precaución a la hora de evaluar los
observables para dichos ángulos. Es una muestra de lo sensible que es esta reacción a la
interacción en el estado inicial y el final. Sin embargo, según observamos, el mecanismo es
capaz de reproducir la sección eficaz diferencial de forma correcta. Además, debido a que
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en el marco del modelo de quarks constituyentes la inclusión de la interacción en el canal
inicial y final se realiza de forma consistente, esta queda automáticamente determinada
dentro del mismo, lo que le da mayor credibilidad a los resultados.

Polarización

Cabe esperar que la contribución de cada onda parcial a los observables de polarización
sea distinta para los diferentes modelos teóricos existentes. En la sección eficaz diferencial
o total es dif́ıcil ver esto. Consecuentemente, esperamos ver efectos más pronunciados
en observables que dependan más espećıficamente en las ondas parciales particulares.
Por ello, estudiaremos en primer lugar el observable de Polarización y en los siguientes
apartados otros observables de spin de pp̄ → ΛΛ̄.
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Figura 4.8: Observable de Polarización de pp̄ → ΛΛ̄ para diversas enerǵıa. Datos ex-
perimentales de [13] para momento plab = 1546,2 MeV/c y 1695,0 MeV/c, [131] para
plab = 1726,0 MeV/cy [104] para plab = 1637,0 MeV/c
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Los resultados de la Polarización predicho por el mecanismo de transición bajo estudio
se muestra en la figura 4.8. Como podemos observar, el modelo da una descripción correcta
de los datos emṕıricos en todo el rango de enerǵıa considerado. Debido a que el modelo
incorpora el intercambio de una κ, la parte escalar es más fuerte, y por ello la curva de
Polarización es más suave. Esto hace que se ajuste muy bien a alta enerǵıa.

Observables de correlación de spin Cij

Presentamos los observables de correlación de spin del estado final Λ y Λ̄, comúnmente
denotadas por Cxx, Cyy, Czz y Cxz en las figuras 4.9 y 4.10 a diferentes enerǵıas. Debido
a que es un proceso fuerte podemos usar las invariancias frente a conjugación de carga, lo
que nos conduce a Czx = Cxz, y conservación de la paridad que nos dice que Cxy = Cyx =
Cyz = Czy = 0.

No obstante, debemos mantener prudencia con los datos disponibles. Por causas ex-
perimentales, en algunos observables no se cumplen los ĺımites f́ısicos o no se satisfacen
las relaciones de invarianza. De todas formas, el modelo es capaz de reproducir los datos
de forma satisfactoria. Como pasaba con la polarización, los parametros de correlación de
spin dependen del tipo de interacción usada en el estado final e inicial. Sin embargo, para
Cyy esto no es tan brusco, y se observa una cierta estabilidad frente a variaciones en las
interacciones en el estado inicial y final.

La figura 4.10 también muestra los resultados para Singlet Fraction (Ec. 4.15):

Fs =
1

4
(1 − 〈~σ1 · ~σ2〉) =

1

4
(1 + Cxx − Cyy + Czz) (4.30)

Por definición, el Singlet Fraction vaŕıa entre 1, para puro singlete creado, y 0, para
el caso de sólo crear ΛΛ̄ en el estado final de triplete. Los datos experimentales que
mostramos en la Fig. 4.10 se obtuvieron de la ecuación 4.15, usando los datos emṕıricos de
las correlaciones de spin. Los valores negativos no f́ısicos ocurren entonces como resultado
de una fluctuación estad́ıstica o una sensibilidad excesiva en los errores sistemáticos al
hacer la combinación lineal de los observables. Es interesante notar que la regla emṕırica
comúnmente aceptada de Fs = 0 para esta reacción está claramente rota en ángulos
backward.

Los datos experimentales de pp̄ → ΛΛ̄ nos muestran que Fs es cero, es decir, que sólo
se crean pares ΛΛ̄ en estado de triplete. El spin de la Λ lo lleva enteramente el quark s,
aśı pues, la creación de un par ss̄ en triplete de spin significa que ΛΛ̄ también lo está. El
modelo logra describir esta situación de manera aceptable, ajustándose correctamente a
los datos experimentales.
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Figura 4.9: Observables Cxx y Cyy de spin de pp̄ → ΛΛ̄ a diferentes enerǵıas. Datos
experimentales de [104] para plab = 1637 MeV/c y [13] para plab = 1546,2 MeV/c.
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Figura 4.10: Observables Czz, Cxz y Fs de pp̄ → ΛΛ̄ a diferentes enerǵıas. Datos experi-
mentales de [104] para plab = 1637 MeV/c y [13] para plab = 1546,2 MeV/c.
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Observables de transferencia de spin y depolarización

Antes de introducir las polarizaciones en el estado final en los estudios de la reacción
de producción de hiperones conviene comentar que la colaboración PS185 fue capaz de
incrementar el número de datos disponibles en observables de spin. En particular, las
polarizaciones en el estado final y las correlaciones de spin de Λ y Λ̄, como ya hemos
visto. Esta riqueza de datos producida por PS185 provocó una explosión de actividad
teórica y dos aproximaciones distintas, el modelo de intercambio de mesones y el modelo
quark de intercambio de un gluón, fueron capaces de describir bien los datos.

Sin embargo, las predicciones del cambio de spin en los modelos mesónicos y quark
eran tan diferentes que se tuvo que proponer un método para distinguir la validez de
las dos clases de modelos [15]. Dado que ambos modelos predećıan fuertes interacciones
de triplete, las correlaciones de spin del estado final eran similares y la medida del spin
del estado final por si solo no era suficiente para distinguirlas. Esa sensibilidad se puede
encontrar en la medida de la correlación entre el spin del estado inicial y el del estado
final. En particular, los observables Dyy y Kyy, comúnmente llamados depolarización y
transferencia de spin normal-normal (con ’normal’ nos referimos a la dirección perpendi-
cular al plano de scattering). Se requeŕıan haces polarizados para este tipo de estudios de
observables, que no se consiguieron hasta la última década, en la colaboración PS185 [104]
para momento de laboratorio de plab = 1637 MeV/c y [16] para plab = 1525 MeV/c.

En primer lugar analizamos el observable de depolarización Dyy, presentado en la
figura 4.11 para plab = 1637 MeV/c y plab = 1525MeV/c, las dos únicas enerǵıas en las
que ha sido medido. El observable de depolarización describe la transferencia de spin desde
el blanco a la part́ıcula saliente, en este caso de p a Λ. Debemos notar que el máximo
cambio de spin posible, i.e., Dyy = −1, está generado por una interacción tensorial pura.
Por otro lado, el modelo quark simple (en la versión 3S1) lleva, en aproximación de Born,
a Dyy = 2

3
. Es decir, un cambio de spin pequeño, que está generado por la dependencia

de spin del operador de proyección PT = 1
4
(3 + ~σ1 · ~σ2) en estados de triplete de spin.

Obviamente, las interacciones en el estado inicial y final modifican la cantidad de spin
que se transfiere. Sin embargo, y lo que es más importante, las diferencias más notables
entre los diferentes mecanismos de transición persisten. En la literatura observamos tales
diferencias entre los modelos conocidos [17], siendo Dyy mayor para los modelos de inter-
cambio de un mesón a nivel bariónico que para los de intercambio de un gluón a nivel
quark. Es más, los resultados son bastante estables frente a perturbaciones de las inter-
acciones en el estado inicial y final. Podemos apreciar que el modelo estudiado reproduce
correctamente dichos observables, debido a que la parte central de la interacción reduce
la contribución de la parte tensorial.
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Figura 4.11: Observables de depolarización Dyy y de transferencia de spin Kyy para plab =
1525 MeV/c y plab = 1637 MeV/c. Datos experimentales de [104] para plab = 1637 MeV/c
y de [16] para plab = 1525 MeV/c.

Si miramos ahora al observable de transferencia de spin Kyy en la misma figura 4.11, que
mide la correlación entre el spin de p y el de Λ̄, obtenemos la misma conclusión. Obtenemos
una descripción muy aceptable de los datos experimentales, mientra que, en general, los
modelos de intercambio de un mesón tienen una dependencia angular menos pronunciada
y no son capaces de describir correctamente este observable. De nuevo, estos resultados
son bastante estables frente a variaciones de las interacciones en el estado inicial y final.

Aśı, si aceptamos que el observable más indicado para discriminar modelos es Dyy y
Kyy [15], el modelo parece describir los datos de forma muy razonable, pues, aunque se
aleje de los datos experimentales de forma apreciable en ángulos backward, es capaz de
describir la forma cualitativa de la curva. Además vemos que no sólo describe bien Dyy y
Kyy, sino que nos da resultados muy aceptables para el resto de los observables.
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Figura 4.12: Representación de Kyy − Dyy y C2
zz + D2

yy para plab = 1637 MeV/c. Datos
experimentales de [104].

Para testear la relación Dyy = Kyy [132], que se cumple en el caso de un mecanismo
de producción con triplete de spin puro, representamos también la diferencia entre los dos
observables. Como podemos ver en la Fig. 4.12 (a), el modelo teórico cumple la relación,
pero los datos experimentales difieren de cero en ángulos backward, como también se
observa, aunque en menor grado, en Fs. También hemos comprobado la relación C2

zz +
D2

yy ≤ 1, que es satisfecha por los datos y los resultados teóricos, en Fig. 4.12 (b). El
desacuerdo entre ambos se debe, principalmente, al observable Czz, que presenta una
mayor desviación respecto a los datos experimentales.

Finalmente, presentamos también los resultados correspondientes a otras combinacio-
nes angulares de transferencia de spin y depolarización, i.e., Dxx, Dxz, Dzz y Kxx, Kxz,
Kzz en Fig. 4.13 para la enerǵıa dada. El modelo describe adecuadamente el conjunto de
datos experimentales disponibles.



106 Caṕıtulo 4. Resultados

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

-1 -0.5  0  0.5  1

D
xx

Cos θ

plab=1637Mev

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

-1 -0.5  0  0.5  1

D
xz

Cos θ

plab=1637Mev

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

-1 -0.5  0  0.5  1

D
zz

Cos θ

plab=1637Mev

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

-1 -0.5  0  0.5  1

K
xx

Cos θ

plab=1637Mev

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

-1 -0.5  0  0.5  1

K
xz

Cos θ

plab=1637Mev

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

-1 -0.5  0  0.5  1

K
zz

Cos θ

plab=1637Mev

Figura 4.13: Observables de depolarización Dij y de transferencia de spin Kij para plab =
1637 MeV/c. Datos experimentales de [104]
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Figura 4.14: Sección eficaz total de pp̄ → ΛΣ̄0 + c.c.. Datos experimentales de [14, 129,
131, 133].

4.2.4. Otras reacciones de producción de extrañeza

Reacción pp̄ → ΛΣ̄0 + c.c.

Al contrario que el canal ΛΛ̄, que filtra el isospin I = 0, la reacción pp̄ → ΛΣ̄0 + c.c.
se produce totalmente a través del isospin I = 1. Esto significa, muy probablemente, que
existirán diferencias en la dependencia de spin. En un modelo quark naive, el spin de la
part́ıcula Λ lo lleva enteramente el quark s, mientras que el spin de Σ es el contrario al del
quark constituyente s. Por lo tanto, si la correlación de spin en el estado final se atribuye
a un estado espećıfico de ss̄, esto se traduce en efectos diferentes para ΛΛ̄ y ΛΣ̄.

En primer lugar presentamos la sección eficaz total en dos regiones diferentes de enerǵıa
en Fig. 4.14. Los datos experimentales disponibles para este canal son menores que para
el anterior, pero suficientes para analizar el canal de forma adecuada.

Para la reacción pp̄ → ΛΣ̄0 + Λ̄Σ0, la medida de la sección eficaz diferencial y los
observables de polarización y correlación de spin han sido medidos por la Colaboración
PS185 de LEAR a momentos de laboratorio de 1726MeV/c y 1771MeV/c [131].

Como observamos en la Fig. 4.15, nuestros resultados muestran un buen acuerdo con
los datos experimentales. El bump que se observa en ángulos forward también aparećıa a
baja enerǵıa en la reacción pp̄ → ΛΛ̄, aunque aqúı aparece más pronunciado. Su origen se
encuentra en el diagrama de aniquilación a través de un gluón. En esta reacción el efecto
es más fuerte debido a que el intercambio de un kaón K y una κ se ve debilitado, como po-
demos observar en los correspondientes coeficientes de spin-isospin-color del Apéndice B.
Además, como ocurre en otros estudios teóricos [127, 134], el efecto de la parte tensorial
del potencial es mucho más bajo en este canal.



108 Caṕıtulo 4. Resultados

 0

 1

 2

 3

 4

 5

 6

-1 -0.5  0  0.5  1

dσ
/d

Ω
 (

µb
/s

r)

Cos θ

plab=1726Mev

 0

 1

 2

 3

 4

 5

 6

 7

 8

-1 -0.5  0  0.5  1

dσ
/d

Ω
 (

µb
/s

r)

Cos θ

plab=1771Mev

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

-1 -0.5  0  0.5  1

Po
l

Cos θ

plab=1726Mev

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

-1 -0.5  0  0.5  1

Po
l

Cos θ

plab=1771Mev

Figura 4.15: Sección eficaz diferencial y observable de polarización de pp̄ → ΛΣ̄0 + c.c. a
baja enerǵıa. Datos experimentales de [131] para plab = 1726MeV/c y 1771MeV/c.

La dominancia de la parte escalar hace que los observables de correlación de spin
Cij, presentados en las Figs. 4.16 y 4.17, sean mucho menores que en la reacción de
isospin cero. A pesar de que, en este caso, la incertidumbre en los datos sea muy grande,
podemos afirmar que el acuerdo encontrado es bueno. Lo mismo podemos decir del singlet

fraction, mostrado en la misma Fig. 4.17. Al contrario que antes, la producción no se
produce en estado de triplete, y los resultados muestran que Fs se aleja del cero. Los datos
experimentales muestran la misma tendencia, aunque se requiere de nuevas mediciones
para reducir el error.
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Figura 4.16: Observables Cxx y Cyy de spin de pp̄ → ΛΣ̄0 + c.c. a diferentes enerǵıas.
Datos experimentales de [131].
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Figura 4.17: Observables Czz, Cxz y Fs de pp̄ → ΛΣ̄0 + c.c. a diferentes enerǵıas. Datos
experimentales de [131].
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Figura 4.18: Sección eficaz total de pp̄ → Σ+Σ̄− (ĺınea cont́ınua) y pp̄ → Σ−Σ̄+ (ĺınea
de puntos). El dato experimental correspondiente a la reacción pp̄ → Σ+Σ̄− proviene de
[135].

Reacción pp̄ → ΣΣ̄

La sección eficaz total para las reacciones pp̄ → Σ+Σ̄− y pp̄ → Σ−Σ̄+ predichas por
nuestro modelo se muestran en la figura 4.18. Por desgracia, sólo existe un dato en la
región de enerǵıa cercana al threshold de pp̄ → Σ+Σ̄−, en momento de laboratorio de
plab = 1922MeV/c [135]. Esto implica que la elección de los parámetros del potencial
óptico para este canal resulta muy complicado, y equivale casi a una predicción.

El aspecto teórico más interesante de la Fig. 4.18 viene de la reacción pp̄ → Σ−Σ̄+. Al
contrario que el proceso pp̄ → Σ+Σ̄−, pp̄ → Σ−Σ̄+ sólo puede ocurrir en un proceso de
dos pasos, debido a que, o bien debe involucrar un intercambio exótico de una unidad de
extrañeza y dos unidades de carga, o un estado intermedio (por ejemplo ΛΛ̄). Esto haŕıa
sospechar que la última reacción estuviera suprimida frente a Σ+Σ̄−.

Sin embargo, observamos que la producción de Σ−Σ̄+ no está en absoluto suprimida
como uno podŕıa esperar, al menos cerca del threshold. Aśı, σ(pp̄ → Σ−Σ̄+) es sólo un
25 % menor que σ(pp̄ → Σ+Σ̄−) para plab = 1922MeV/c, es decir:

σ(pp̄ → Σ+Σ̄−)

σ(pp̄ → Σ−Σ̄+)
≈ 1,3 (4.31)

lo que está en acuerdo con el resultado experimental de [135]

σ(pp̄ → Σ+Σ̄−)

σ(pp̄ → Σ−Σ̄+)EXP

= 2,4
+3,0
−1,3

(90 % CL) (4.32)

Además, se observa que la mayor parte de la diferencia entre reacciones tiene su origen
en la diferencia de thresholds, al utilizar la base de carga con masas experimentales.
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4.3. Estructuras moleculares en el espectro de meso-

nes cc̄

4.3.1. El sector JPC = 1++: Las resonancias X(3872) y X(3940)

Nuestro objetivo es aplicar el formalismo desarrollado en el Caṕıtulo 3 al cálculo de
moléculas mesónicas. En particular, en esta sección, utilizaremos el método desarrollado
al estudio de uno de los estados mejor establecidos, la llamada X(3872) [136].

La part́ıcula X(3872) fue descubierta por primera vez en la Colaboración Belle, en el
espectro de masa invariante de J/ψππ del decay B+ → K+π+π−J/ψ [91]. Su existencia
fue pronto confirmada por las Colaboraciones BaBar [137], CDF [138] y D0 [139]. Su
masa media es MX = 3871,2 ± 0,5 MeV y su anchura ΓX < 2,3 MeV . Las correlaciones
angulares entre part́ıculas en el estado final en el decay X(3872) → π+π−J/ψ, medido por
Belle [140] favorece los números cuánticos JPC = 1++, sin embargo no puede excluir la
posibilidad JPC = 2++. Un análisis posterior de la Colaboración CDF [141] de la misma
desintegración es compatible con los resultados de Belle, y concluye a partir el espectro
de la masa del dipión que los números cuánticos más idóneos son JPC = 1++, aunque no
puede excluir totalmente la combinación JPC = 2−+.

Estas conclusiones fueron confirmadas por un nuevo análisis de CDF del decay X(3872) →
π+π−J/ψ seguido de J/ψ → µ+µ− excluyendo las otras posibilidades hasta un nivel de
confianza del 99,7 % [142]. A su vez, el pequeño espacio de fases disponible para la reacción
X(3872) → D0D̄0π0 observada por Belle [143] descarta J = 2.

No obstante, recientemente la Colaboración BaBar [144] realizó un análisis del canal
de desintegración J/ψπ+π−π0 concluyendo que la asignación 2−+ se ajustaba mejor a los
datos experimentales. Sin embargo, un reanálisis de las distribuciones de masas de dos y
tres piones en las desintegraciones X(3872) → J/ψρ y X(3872) → J/ψω realizada por
Hanhart et al. [145] concluyen que los datos existentes hasta ahora favorecen la asignación
1++.

En el sector 1++ el único estado bien establecido en el Particle Data Group (PDG) [146]
es χc1(1P ), con una masa de M = 3510,66 ± 0,07 MeV . La primera excitación se espera
alrededor de 3950MeV . La masa de la X(3872) es dif́ıcil de reproducir por los modelos
quark estándar (ver Ref. [147] para un review). El estado parece ser muy pesado para
un estado 1D del charmonio y muy ligero para un 2P . Además, no se han encontrado
configuraciones de cuatro quarks en esta región de masas, lo que descarta la posibilidad
de que esta part́ıcula sea un tetraquark compacto [148, 149].

Una propiedad importante de la part́ıcula X(3872) es que su masa está extremada-
mente próxima al umbral D0D∗0, con una diferencia que abarca desde −0,25 ± 0,4 MeV
usando las últimas medidas, a −0,6±0,6 MeV usando los valores del Particle Data Group.
La proximidad al threshold D0D∗0 hace a la X(3872) un candidato natural a una molécu-
la C = + D0D∗0. La hipótesis de la molécula DD∗ ligada principalmente por el inter-
cambio de un pión ha sido sugerida por diversos autores [150–155]. En particular, en la
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Ref. [156, 157] se discute que la X(3872) es una molécula JPC = 1++ D0D∗0 estabilizada
por la mezcla con los estados ρJ/ψ y ωJ/ψ. Los autores muestran que el intercambio de
un pión por si solo no es capaz de ligar la molécula, siendo el efecto combinado del pión
y el acoplamiento de canales el responsable de ello. Las componentes D0D∗0 dominan la
función de onda a la enerǵıa experimental, haciendo las demás contribuciones pequeñas.

La interpretación molecular tiene problemas cuando intenta explicar el alto valor del
decay radiativo a γψ′. Para un estado molecular, este proceso sólo puede producirse a
través de diagramas de aniquilación, y por lo tanto, es muy pequeño.

Esta situación sugiere para la X(3872) una combinación del estado del charmonio 2P y
una molécula D0D∗0 débilmente ligada [158, 159]. La asignación experimental JPC = 1++

favorece esta conclusión porque permite a la molécula estar en una onda parcial relativa
S mientras que el charmonio correspondiente está en onda P . Entonces, las masas de los
quarks ligeros adicionales se compensan con la excitación angular y ambas configuraciones
pueden estar en la misma región de masas.

Todos los parámetros que utilizaremos en el cálculo han sido tomados de cálculos
previos [22, 58], incluyendo el parámetro γ = 0,26 en la ecuación 3.12. Este valor fue
ajustado a la ecuación ψ(3770) → DD, dado que es la única desintegración fuerte bien
establecida del charmonio. Realizaremos tres cálculos diferentes que pondrán de manifiesto
diferentes aproximaciones al estado X(3872).

Cálculo acoplado de X(3872) en base de isospin

En primer lugar, estudiamos un cálculo con isospin simétrico, incluyendo las ondas
parciales 3S1 y 3D1 de DD∗ (donde con DD∗ hacemos referencia a la combinación de C-
paridad adecuada que estudiamos en el Apéndice C), y tomando las masas de los mesones
D y D∗ como el promedio de las masas experimentales de los estados cargados.

Si sólo consideramos la interacción RGM y despreciamos el acoplamiento a estados cc̄
no encontramos ningún estado ligado de DD∗ en el sector 1++, tanto con isospin I = 0
como con I = 1. La interacción que surge del intercambio de un pión es atractiva en
isospin 0, pero no lo suficiente como para ligar el sistema, incluso permitiendo distorsión
en los estados mesónicos como describimos en la Sección 3.6. Los estados se modifican,
en dirección a una mayor atracción, pero siguen conservando su identidad y no consiguen
ligar la molécula por śı solos.

El siguiente paso es incluir el acoplamiento con charmonio en el canal I = 0. Los
estados teóricos más relevantes en 1++ en esta región de enerǵıa son el estado fundamental
y el primer excitado, con masas desnudas proporcionadas por el modelo y de valor,

cc̄(13P1) → M = 3503,9 MeV
cc̄(23P1) → M = 3947,4 MeV.

(4.33)

Mostramos en la Tabla 4.5 los resultados de este cálculo. Encontramos un estado
cc̄(13P1) casi puro con una masa de 3467MeV que identificamos con χc1(1P ). El otro
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M (MeV ) cc̄(13P1) cc̄(23P1) D0D∗0 D±D∗∓

3865 1 % 32 % 33,5 % 33,5 %
3467 95 % 0 % 2,5 % 2,5 %

Cuadro 4.5: Masas y probabilidades de los canales para los dos estados obtenidos en el
cálculo en base de isospin. La probabilidad menor que 0,5 % la mostramos como cero.

estado, con masa 3865MeV , es casi una molécula DD∗ ligada por el acoplamiento a
estados cc̄. El estado que correspondeŕıa al primer excitado cc̄(23P1) se encontraŕıa por
encima del threshold y lo estudiaremos más adelante. Cabe señalar que el hecho de añadir
estados cc̄ más altos no influye significativamente en el cálculo de masas y probabilidades,
justificando entonces la elección de los dos primeros estados del espectro.

Aunque este cálculo presenta un estado nuevo, resulta insuficiente. La coexistencia
de las desintegraciones a J/ψππ (I = 1) y J/ψπππ (I = 0) sugiere sin duda una fuerte
mezcla de isospin. Sin embargo, el branching ratio relativo entre los dos modos puede
engañarnos en cuanto a la verdadera mezcla en la función de onda de la X(3872), debido
a la supresión del espacio de fases del canal J/ψω frente a J/ψρ. De hecho, si asumimos

que la X(3872) es una molécula D0D∗0, el ratio B(X(3872)→π+π−π0J/ψ)
B(X(3872)→π+π−J/ψ)

seŕıa un factor 20

menor que el experimental, debido a los diferentes espacios de fase [154].
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Figura 4.19: Masa de la part́ıcula X(3872) como función del parámetro γ del modelo
3P0 en base de isospin. La ĺınea de puntos muestra la posición del threshold para DD∗

promediado a estados cargados. La ĺınea sólida muestra el resultado total y la quebrada
el resultado sin considerar interacción RGM para DD∗.

Teniendo en cuenta que el modelo 3P0 es probablemente muy elemental, podŕıamos
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estar sobreestimando el valor del parámetro γ, que da cuenta de la fuerza de creación del
par ligero del vaćıo. Para ver la dependencia del cálculo con γ mostramos en la Fig. 4.19
la variación de la masa de la part́ıcula X(3872) con la misma. Observamos que a medida
que aumenta la masa se hace mayor, como es razonable al tener un acoplamiento mayor.

Cálculo acoplado de X(3872) en base de carga

En el apartado anterior se ha visto la necesidad de contar con la contribución de las
componentes cargadas de la función de onda. En este apartado realizaremos el cálculo
considerando las mismas, permitiendo que el sistema dinámico elija los pesos de dichas
componentes.

Para introducir la rotura de isospin en nuestro cálculo debemos trabajar en la base de
carga, en vez de en la base de isospin, transformando los estados con las relaciones,

|D±D∗∓〉 =
1√
2

(|DD∗I = 0〉 − |DD∗I = 1〉) (4.34)

|D0D∗0〉 =
1√
2

(|DD∗I = 0〉 + |DD∗I = 1〉) (4.35)

y escribiendo las interacciones de isospin definido en la base de carga. Ahora rompemos
expĺıcitamente el isospin tomando las masas experimentales de los mesones, apareciendo
la diferencia de thresholds en las ecuaciones y resolviendo para las componentes cargadas
y neutras.

De nuevo, obtenemos dos estados ligados, observando una mayor diferencia respecto
al resultado anterior en las componentes moleculares DD∗. Mostramos las masas y pro-
babilidades de los canales en la parte A de la Tabla 4.6. Obtenemos ahora una mayor
probabilidad para la componente D0D∗0, aunque la componente de isospin 0 sigue do-
minando con un 66 % de probabilidad, reduciéndose a un 3 % la probabilidad de isospin
1.

M (MeV ) cc̄(13P1) cc̄(23P1) D0D∗0 D±D∗∓

A 3863 1 % 30 % 46 % 23 %
3467 95 % 0 % 2,5 % 2,5 %

B 3871 0 % 7 % 83 % 10 %
3484 97 % 0 % 1,5 % 1,5 %

Cuadro 4.6: Masas y probabilidades de los diferentes canales para el cálculo en base de
carga. En el conjunto A observamos el efecto de rotura de isospin en las probabilidades
de DD∗ con la γ del modelo 3P0 original. El segundo set de resultados corresponde a un
valor de γ = 0,19 que ajusta la masa experimental de la part́ıcula X(3872).
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Figura 4.20: Masa de la part́ıcula X(3872) como función del parámetro γ del modelo 3P0

en base de carga. La ĺınea de puntos muestra la posición de los thresholds D0D∗0 (abajo)
y D±D∗∓ (arriba). La ĺınea sólida muestra el resultado total y la quebrada el resultado
sin considerar interacción RGM para DD∗.

Como antes, para observar la sensibilidad al parámetro γ del 3P0, mostramos en la
Fig. 4.20 la variación de la masa de X(3872) respecto al mismo. Vemos que es posible
conseguir la masa experimental mediante un ligero ajuste del valor del parámetro. Si
utilizamos la enerǵıa de ligadura de 0,6 MeV obtenemos un valor de γ = 0,19, un 25 %
menor que el original. Mostramos las masas y probabilidades en la parte B de la Tabla 4.6.

Ahora, la componente D0D∗0 domina claramente, con un 83 % de probabilidad, dando
un 70 % para la componente de isospin 0 y un 23 % para el isospin 1. Por supuesto, como
la rotura de isospin es un efecto de threshold [156], crece a medida que nos acercamos al
mismo, como podemos observar en la Figura 4.21, donde mostramos las probabilidades
de las diferentes componentes para el estado X(3872).

La explicación de los decays radiativos y su relación con los decays fuertes requiere
el conocimiento de los mecanismos de desintegración correspondientes. A continuación
presentaremos un estudio más detallado de los mismos.
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Figura 4.21: Probabilidad (en %) para las diferentes componentes como función de la
enerǵıa de ligadura cuando variamos el parámetro γ del modelo 3P0. La ĺınea sólida
nos da la probabilidada para D0D∗0, la ĺınea punto-raya la probabilidad de D±D∗∓, la
quebrada de cc̄(23P1) y la ĺınea de puntos la de cc̄(13P1).

Decays de la part́ıcula X(3872)

Desde su descubrimiento en 2003 por la Colaboración Belle en el espectro de masa
invariante de J/ψππ de la reacción B+ → K+π+π−J/ψ [91], la resonancia X(3872) ha
atráıdo mucha atención por sus extrañas propiedades.

Una cuestión intrigante de la X(3872) es el ratio [160]

R1 =
X(3872) → π+π−π0J/ψ

X(3872) → π+π−J/ψ
= 0,8 ± 0,3. (4.36)

El espectro de masa del dipión en el canal π+π−J/ψ muestra que los piones proceden de
la resonancia ρ0. Por otro lado, la masa espectral de π+π−π0 tiene un fuerte pico alrededor
de 750 MeV , sugiriendo que el proceso está dominado por el mesón ω. Entonces, el ratio
R ∼ 1 parece indicar que hay una gran violación de isosṕın, incompatible con la asignación
tradicional a un estado del charmonio. Sin embargo, esta conclusión es dudosa, debido a
la fuerte supresión del espacio de fases del canal ωJ/ψ frente al de ρJ/ψ.

Diferente información se puede obtener del decay radiativo a γJ/ψ

R2 =
Γ(X(3872) → γJ/ψ)

Γ(X(3872) → π+π−J/ψ)
=

{

0,14 ± 0,05 [161]
0,33 ± 0,12 [159]

, (4.37)

y del decay radiativo a γψ(2S) [159]

R3 =
Γ(X(3872) → γψ(2S))

Γ(X(3872) → π+π−J/ψ)
= 1,1 ± 0,4. (4.38)
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γ Ebind cc̄(23P1) D0D∗0 D±D∗∓ J/ψρ J/ψω
0,231 −0,60 12,40 79,24 7,46 0,49 0,40
0,226 −0,25 8,00 86,61 4,58 0,53 0,29

Cuadro 4.7: Enerǵıa de ligadura (en MeV) y probabilidades de los canales (en %) para el
estado X(3872) para dos valores del parámetro γ del modelo 3P0.

Ebind(MeV) Γπ+π−J/ψ Γπ+π−π0J/ψ R1

−0,60 27,61 14,40 0,52
−0,25 24,18 10,64 0,44

Cuadro 4.8: Anchuras de desintegración (en KeV) de X(3872) → π+π−J/ψ y X(3872) →
π+π−π0J/ψ y su ratio para el estado X(3872) para dos enerǵıas de ligadura diferentes.
El valor experimental es R1 = 1,0 ± 0,4 ± 0,3 [161].

La interpretación molecular fracasa al explicar el alto rate a γψ(2S) porque, para un
estado molecular, sólo podemos decaer a través de diagramas de aniquilación y, por tanto,
deben ser menores que los de γJ/ψ.

Nuestro objetivo en esta sección es estudiar los decays fuertes y radiativos, para in-
tentar explicar los ratios antes mencionados. Para completar la descripción del estado
tomaremos como base el cálculo acoplado en base de carga obtenido anteriormente. En
este caso, incluiremos el estado de charmonio cc̄(23P1) con masa M = 3947,4 MeV, los
canales cargado y neutro de DD∗ y los canales J/ψρ y J/ψω. Obviaremos en este caso
el estado fundamental del charmonio, por encontrarse lejos de nuestro threshold. Como
en el caso anterior, el parámetro γ lo tomamos de cálculos anteriores [58], ajustado a la
reacción ψ(3770) → DD, aunque debido a efectos de Final State Interaction podŕıamos
estar sobreestimándolo, y por lo tanto debemos ser conscientes de que el valor último
puede variar ligeramente.

Al contrario que en cálculos equivalentes [156], en nuestro caso el acoplamiento de
DD∗ con los canales J/ψρ y J/ψω no es suficiente para ligar la molécula, y es imprescin-
dible acoplar con el par cc̄ para alcanzar el estado ligado. Para hacernos una idea de la
sensibilidad de las anchuras de desintegración de la X(3872) con su enerǵıa de ligadura,
y teniendo en cuenta que su valor experimental vaŕıa de 0,6 MeV a 0,25 MeV , hemos
ajustado ligeramente el valor del parámetro γ del modelo 3P0 para conseguir estas dos
enerǵıas. En la Tabla 4.7 podemos ver los resultados de dicho cálculo, presentando las
probabilidades de cada canal.

Debido a que el estado está por debajo de los thresholds involucrados, la descripción
de las anchuras parciales se debe hacer de forma expĺıcita. Por ello, estudiaremos ahora
los diferentes casos.
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En primer lugar estudiaremos las desintegraciones fuertes. Por desintegraciones fuertes
nos referimos a los decays X → π+π−J/ψ y X → π+π−π0J/ψ, que pueden ser descritos
en nuestro formalismo asumiendo que la contribución principal procede de la componente
DD∗ del estado X(3872) que decae a ρJ/ψ (ωJ/ψ) y luego al estado final π+π−J/ψ
(π+π−π0J/ψ). Entonces, la anchura del proceso π+π−J/ψ viene dada por

Γπ+π−J/ψ =
∑

J,L

∫ kmax

0

dk
Γρ

(MX − Eρ − EJ/ψ)2 +
Γ2

ρ

4

∣

∣MρJ/ψ(k)
∣

∣

2
. (4.39)

donde

MρJ/ψ =

∫

d3PχDD̄∗(P )hDD̄∗→ρJ/ψ(P, P ′). (4.40)

y la amplitud hDD̄∗→ρJ/ψ se calcula usando los diagramas de disociación calculados en el
Caṕıtulo 2.

En este caso incluimos expĺıcitamente los canales ρ(ω)J/ψ en el cálculo de la molécula
X(3872) y asumimos que decae a dichos estados finales. En este sentido, la anchura viene
dada por

Γπ+π−J/ψ =
∑

J,L

∫ kmax

0

dk Γρ

∣

∣χρJ/ψ(k)
∣

∣

2
. (4.41)

Como el cálculo es perturbativo para la componente ρJ/ψ tenemos la relación

χρJ/ψ =
MρJ/ψ

MX − Eρ − EJ/ψ

(4.42)

y para obtener la Ec. 4.39 la anchura del mesón ρ debeŕıa ser incluida en el denominador.
Ambos cálculos son el mismo, pero debemos tomar uno solo para evitar considerarlo dos
veces. Usaremos expresiones similares para el proceso π+π−π0J/ψ.

En la Tabla 4.8 mostramos las anchuras para los decays fuertes X(3872) → π+π−J/ψ y
X(3872) → π+π−π0J/ψ usando la Ec. 4.39, cuyo ratio no está lejos del valor experimental.
Vale la pena mencionar que, para obtener este ratio, es suficiente con tener de un 20−30 %
de componente I = 1, debido a, como ya comentamos, las diferencias en el espacio de
fases de los canales ρJ/ψ y ωJ/ψ.

Ahora nos centraremos en estudiar las desintegraciones radiativas de la part́ıcula
X(3872). En un modelo de canales acoplados, el estado X(3872) puede decaer tanto
a través de su componente molecular como por su componente mesónica cc̄.

Asumiendo una estructura DD∗ para la molécula, el mecanismo más simple, mostrado
en la Fig. 4.22 (a), es la aniquilación de los quarks ligeros, dejando el par cc̄ restante en
un estado J/ψ o ψ(2S). La amplitud de este proceso será,
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J/ψ
γ

D

D∗
X X

J/ψ

ω

J/ψ

γ

(a) (b)

Figura 4.22: Diagramas de aniquilación (a) y de vector dominance mode (b).

A =
√

2qc

∫

d3pd3kχβ(p)φD(k − q

2
− ρcu

p

2
)φD∗(k +

q

2
− ρcu

p

2
)φJ/ψ(k +

p

2
)
< σ > ǫ∗(q, λ)√

2q
(4.43)

con ρij =
mi−mj

mi+mj
. La anchura de este proceso ha sido calculada en Ref. [156] obteniendo

la expresión

ΓANN =
4

27
α

qEΨ

MX

e
− q2

2β2
D

(

η00 −
1

2
η+−

)2

(4.44)

donde ηβ viene dado por

ηβ(1S) =
√

8
π3/4

(

βψ

2β2
ψ+β2

D

)3/2
∫

p2dpχβ(p)e
− ρ2p2

2β2
ψ

+β2
D ,

ηβ(2S) = 4√
3π3/4

(

βψ′

2β2
ψ′

+β2
D

)3/2
∫

p2dpχβ(p)e
− ρ2p2

2β2
ψ′

+β2
D

(

3β2
ψ′

2β2
ψ′

+β2
D
− 4ρ2p2

β2
ψ′

(β2
ψ′

+β2
D)2

(2β2
ψ′

β2
D)2

)

.

(4.45)
con ρ = mc/(mc + mn) y χβ(p) la función de onda relativa de la componente DD∗

de X(3872) en el canal cargado β. Aqúı, βψ, βψ′ y βD son los parámetros de oscilador
armónico que ajustan nuestra función de onda solución del problema de dos cuerpos qq̄.

De igual forma, otro posible mecanismo de desintegración molecular es el llamado
vector dominance mode, mostrado en la Fig. 4.22 (b). Este proceso actúa a través de las
componentes ρ(ω)J/ψ, con el inmediato decay del mesón ρ o ω a un fotón. En este caso,
la anchura viene dada por [156],

ΓV MD =
4

27
α

qEΨ

MX

(

3|φρ(r = 0)|χρJ/ψ(q) + |φω(r = 0)|χωJ/ψ(q)
)2

(4.46)

donde q es el momento del fotón, φω(r = 0) = φρ(r = 0) son las funciones de onda de
los mesones ρ y ω en el origen y χρJ/ψ(q) y χωJ/ψ(q) son las funciones de onda de las
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Ebind(MeV) ΓV MD
J/ψγ ΓANN

J/ψγ RM
2 Γcc̄

J/ψγ Rcc̄
2 R2

−0,60 0,014 0,056 2,5 10−3 8,15 0,29 0,30
−0,25 0,011 0,045 2,3 10−3 5,25 0,22 0,22

Cuadro 4.9: Anchuras de desintegración radiativa (en KeV) para el canal X(3872) → γJ/ψ
para dos enerǵıas de ligadura diferentes. Los mecanismos de Vector meson dominan-
ce (VMD) y aniquilación (ANN) son producidos a través de la componente molecular,
mientras que la anchura restante vienen de la componente mesónica cc̄. RM

2 es el ratio
incluyendo sólo contribuciones de la parte molecular, Rcc̄

2 de la componente cc̄ y R2 es el
resultado completo. Los datos experimentales disponibles son R2 = 0,14 ± 0,05 [161] y
R2 = 0,33 ± 0,12 [159].

componentes ρJ/ψ y ωJ/ψ de la X(3872).
La anchura parcial para la transición E1 entre estados n2S+1LJ y n′2S′+1L′

J ′ corres-
pondiente al decay de la componente mesónica cc̄ viene dado por [162]

ΓE1

(

n2S+1LJ → n′2S′+1L′
J ′

)

=
4αe2

cq
3

3
(2J ′ + 1)SE

fi δSS′ |Efi|2
Ef

Mi

(4.47)

donde SE
fi es el factor estad́ıstico

SE
fi = max(L,L′)

{

J 1 J ′

L′ S L

}2

, (4.48)

q es el momento del fotón, Mi es la masa del estado inicial, y Ef la enerǵıa del estado
final. Si se mantiene la dependencia completa en el momento, la integral de solapamiento
Efi es

Efi =
3

k

∫ ∞

0

Rα′(r)
(qr

2
j0(

qr

2
) − j1(

qr

2
)
)

Rα(r) r2 dr (4.49)

donde α (α′) son los números cuánticos del mesón inicial (final).
Mostramos los resultados para los decays radiativos para el canal γJ/ψ en la Tabla 4.9

y para el canal γψ(2S) en la Tabla 4.10. Inmediatamente nos damos cuenta de que la
contribución molecular a la anchura de desintegración es muy pequeña. Aśı, vemos que
para el canal γJ/ψ el mecanismo de aniquilación es ligeramente más importante que el
VMD. Esto se debe al pequeño valor de la probabilidad de la componente J/ψω. Los ratios
RM

2 y RM
3 son dos ordenes de magnitud menor. Estos resultados muestran claramente

que una interpretación puramente molecular para la part́ıcula en cuestión es incapaz de
explicar los datos. Si incluimos la componente cc̄ las anchuras son mucho más grandes y
esta contribución domina los ratios.
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Ebind(MeV) ΓANN
Ψ(2S)γ RM

3 Γcc̄
Ψ(2S)γ Rcc̄

3 R3

−0,60 0,134 4,8 10−3 9,80 0,35 0,34
−0,25 0,101 4,2 10−3 6,31 0,26 0,26

Cuadro 4.10: Anchuras de desintegración radiativas (en KeV) para el canal X(3872) →
γψ(2S) para dos enerǵıas de ligadura diferentes. RM

3 es el ratio incluyendo sólo contribu-
ciones de la parte molecular, Rcc̄

3 dela componente cc̄ y R3 es el resultado completo. El
dato experimental disponible es R3 = 1,1 ± 0,4 [161].

Encontramos un buen acuerdo con el ratio experimental R2. Sin embargo, para el ra-
tio R3 obtenemos un valor demasiado bajo. Recientemente, la Colaboración Belle [163]
realizó una nueva medición de los decays radiativos y no encontró la desintegración
X(3872) → γψ(2S). El ĺımite que dan es

Γ(X(3872) → γψ(2S))

Γ(X(3872) → γJ/ψ)
≤ 2,1 (at 90 % C.L.) (4.50)

por lo que el valor experimental antiguo para R3 puede estar sobrevalorado.

Si tomamos el cociente R3/R2 en las tablas 4.9 y 4.10 obtenemos, para las dos enerǵıas
de ligadura, un valor de 1,2, que está dentro del ĺımite superior impuesto por las últimas
mediciones.

Secciones eficaces de producción

Las Colaboraciones BaBar y Belle han medido recientemente las secciones eficaces
de producción de los canales π+π−J/ψ y D0D̄0π0 en los decays B → KX(3872) →
Kπ+π−J/ψ y B → KX(3872) → KD0D̄0π0.

Debido a que la enerǵıa de ligadura de la X(3872) es muy pequeña, podemos realizar,
para el canal π+π−J/ψ, una simple aproximación de Flattè sin considerar la interacción
DD∗ [136]. Esto se debe a que, como veremos más adelante, la pequeña anchura total
de la resonancia hace que la función de resolución adquiera un gran papel en los datos,
ocultando la estructura interna del mesón.

Para el canal D0D0π0, sin embargo, necesitaremos una descripción más completa de
la resonancia, ya que los datos son sensibles a ésta en la cercańıa del threshold. Para ello,
utilizaremos el cálculo exacto de las secciones eficaces de producción, que incluye el efecto
de la interacción RGM de DD∗ y considera el propagador exacto de la resonancia.

Para traducir estos resultados a los datos experimentales debemos determinar la dis-
tribución del número de eventos a partir de la sección eficaz diferencial
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N
ππJ/ψ
Belle (E) = 2,5[MeV]

(

131

8,3 10−6

)

dBr(B → Kπ+π−J/ψ)

dE
(4.51)

ND0D̄0π0

Belle (E) = 2,0[MeV]

(

50,1

0,80 10−4

)

dBr(B → KD0D̄0π0)

dE
(4.52)

N
ππJ/ψ
BaBar(E) = 5[MeV]

(

93,4

8,4 10−6

)

dBr(B → Kπ+π−J/ψ)

dE
(4.53)

ND0D∗0

BaBar (E) = 2,0[MeV]

(

33,1

1,67 10−4

)

dBr(B → KD0D̄∗0)

dE
. (4.54)

tomando los datos experimentales de las Refs. [164, 165].
En todas las reacciones hemos tomado en cuenta el background, modelándolo como

en la Ref. [166]. Para B → KD0D̄0π0, la señal DD∗0 interfiere con el fondo y por lo tanto
se ha introducido una fase φBelle = 00 y φBaBar = 450. También, hay que considerar el
branching ratio experimental B(D∗0 → D0π0) = 0,62.

Empezaremos describiendo los resultados del cálculo exacto para las secciones eficaces
de producción del canal D0D0π0. En la Fig. 4.23 comparamos nuestros resultados con
los datos de B → KD0D̄0π0 de Belle (a) y (c) y los de B → KD0D̄∗0 de BaBar (b) y
(d). En todas las figuras, las ĺıneas quebradas muestran los resultados sin usar función de
resolución, que da cuenta de la anchura de los bins de enerǵıa experimentales. La función
de resolución para los datos de Belle los tomamos de la propia Colaboración Belle [167] y
para los datos de BaBar usaremos la prescripción de la Ref. [166]

Las Figuras (a) y (b) muestran los resultados asumiendo que la producción de la
part́ıcula X(3872) se produce a través de su componente cc̄, mientras que (c) y (d) a
través de la componente molecular, como ya describimos en la sección 3.3.7.

Encontramos una descripción razonable de todos los datos, aunque el ajuste con los
datos de B → KD0D0π0 de Belle es mejor. Es necesario utilizar diferentes constantes
para la producción de una fuente puntual para los datos de Belle y BaBar. También es
importante darse cuenta que en el análisis de Belle la masa de la X(3872) aparece en
3872MeV , mientras que en los datos de BaBar la resonancia está localizada 3 MeV por
encima. La masa de BaBar no coincide con la masa obtenida en nuestro cálculo, lo que
puede ser la razón para un peor ajuste.

También encontramos una mejor descripción de los datos de Belle cuando asumimos
que el proceso de producción sucede a través de la componente mesónica cc̄. Este resultado
es coherente con que el proceso de producción de la componente cc̄ de la resonancia es
más probable que el proceso a través de una componente molecular, que involucra cuatro
part́ıculas.

La misma comparación la realizamos en la Fig. 4.24 para los datos de B → Kπ+π−J/Ψ
de Belle (a) y BaBar (b) en aproximación de Flattè, que como ya comentamos engloba
los dos tipos de procesos de producción. En todas las figuras la ĺınea quebrada muestra
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Figura 4.23: Datos de Belle y BaBar para las reacciones B → KD0D̄0π0 (Belle) y B →
KD0D̄∗0 (BaBar). Las figuras (a) (Belle) y (b) (BaBar) muestran el resultado de asumir
la producción a través de la componente mesónica, mientras que (c) (Belle) y (d) (BaBar)
lo hacen a través de la componente molecular. La ĺınea quebrada representa el cálculo sin
función de resolución y la ĺınea sólida con función de resolución. En todos los casos la
enerǵıa de ligadura de la part́ıcula X(3872) es 0,25 MeV .
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Figura 4.24: Número de eventos del decay B → Kπ+π−J/Ψ medido por Belle (a) y BaBar
(b). La ĺınea sólida y la quebrada muestran los resultados con y sin función de resolución,
respectivamente, como explicamos en el texto.

los resultados sin función de resolución. La ĺınea sólida da los resultados usando la fun-
ción de resolución. Como antes, todas las funciones de resolución vienen dadas por las
Colaboraciones Belle [167] y BaBar [164].

Los datos de B → Kπ+π−J/Ψ están bien descritos para ambos conjuntos de datos.
En este caso, ambas Colaboraciones dan valores similares para la masa de la resonancia,
que está en mucho mejor acuerdo con nuestros resultados. Como vemos, la utilización de
la aproximación de Flattè para este caso está justificada, pues los resultados sin función
de resolución son muy estrechos, lo que implica que la anchura de la part́ıcula X es menor
que la resolución (el bin de enerǵıa) utilizada por los experimentos.

Resonancia X(3940)

En la misma región de enerǵıa de la X(3872), la Colaboración Belle ha comunicado
la observación de tres estructuras resonantes, denominadas X(3940), Y (3940) y Z(3930).
La última, observada en Belle en la reacción γγ → DD̄ [168] ya ha sido incluida en el
PDG como la part́ıcula χc2(2P ).

La part́ıcula Y (3940) aparece como un aumento en el threshold en la distribución de
masa invariante de J/ψω del decay B → J/ψωK [158]. Nos centraremos en ella más
adelante.

Por último, la part́ıcula X(3940) ha sido vista como un pico en el espectro de masas
de la J/ψ producida en colisiones e+e−. Su canal de desintegración principal es DD∗ [169,
170]. El estado tiene una masa Breit-Wigner de 3943 ± 6 ± 6 MeV y una anchura menor
de 52 MeV al 90 %C.L.. Resulta natural interpretar esta part́ıcula con el estado 2P cc̄.
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Si estudiamos la región por encima del threshold DD∗ en el sector 1++ encontramos,
junto a la molécula, un estado con una probabilidad alta de cc̄(2P ), que podemos identi-
ficar con la resonancia X(3940). Este estado, que decae principalmente en el canal DD∗,
es un buen candidato para el estado del charmonio χc1(2P ).

Para obtener sus propiedades hemos buscado la resonancia como un polo en el plano
complejo, utilizando para ello los dos valores del parámetro γ del modelo 3P0 utilizados pa-
ra caracterizar la part́ıcula X(3872). Podemos apreciar las probabilidades de los diferentes
canales en la Fig. 4.11 y sus anchuras parciales a diferentes canales en la Fig. 4.12.

γ Masa Γ cc̄(23P1) D0D∗0 D±D∗∓ J/ψρ J/ψω
0,231 3942,5 93,8 61,02 18,57 16,86 0,01 3,54
0,226 3941,8 89,9 61,09 18,53 16,85 0,01 3,52

Cuadro 4.11: Masa y anchura total (en MeV) y probabilidades de los canales (en %) para
el estado X(3940) para dos valores del parámetro γ del modelo 3P0.

γ D0D∗0 D±D∗∓ J/ψρ J/ψω
0,231 41,82 41,91 0,04 10,01
0,226 40,15 40,28 0,03 9,45

Cuadro 4.12: Anchuras parciales (en MeV) de los canales para el estado X(3940) para
dos valores del parámetro γ del modelo 3P0.

Como vemos, la part́ıcula decae principalmente a través de DD∗, donde, como vemos,
hay prácticamente la misma probabilidad de la componente neutra y la cargada. Esto
indica que la rotura de isospin ha desaparecido casi por completo; quedando sólamente la
componente de isospin cero, al estar la resonancia lo suficientemente alejada del threshold.

Como consecuencia de esto, la probabilidad y anchura del canal J/ψρ son muy pe-
queñas. El decay a J/ψω es pequeño comparado con la del par DD∗, pero suficientemente
grande para ser un buen canal para encontrar a la resonancia.

En este caso, al contrario que con el estado X(3872), la dependencia en el parámetro
γ no es tan importante, debido a que se encuentra lejos de los thresholds, y su efecto ya
no es tan cŕıtico.

4.3.2. El sector JPC = 0++: Las resonancias X(3915) e Y (3940)

La resonancia Y (3940) tiene una historia complicada. Belle anunció su descubrimien-
to [158] en el subsistema Jψω del proceso B → KπππJ/ψ. La masa y anchura se han
determinado en 3943± 11± 13 MeV y 87± 22± 26 MeV , respectivamente. El estado no
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ha sido observado en los canales de desintegración Y → DD̄ o DD̄∗. Este estado, llamado
Y (3940), no comparte ni la producción ni los canales de desintegración de la part́ıcula
X(3940), y por lo tanto estos estados posiblemente sean diferentes.

Esta observación fue confirmada por BaBar [171] pero con una masa inferior (3914,6+3,8
−3,4

(stat)±2,0(syst) MeV ) y anchura 34+12
−8 (stat)±5(syst)MeV , aunque siguió manteniéndo-

se la denominación Y (3940). Posteriormente, Belle anunció el descubrimiento de una nueva
resonancia, llamada X(3915), en el proceso γγ → J/ψω con una masa 3914 ± 3(stat) ±
2(syst) MeV y anchura 17± 10(stat)± 5(syst) MeV [172]. En la actualidad no está claro
si estas dos resonancias son las mismas o no, aunque algunos autores [173] las consideran
como una resonancia a pesar de la diferencia de anchuras.

Entre las explicaciones al estado Y (3940), se analizó la posibilidad de que fuera un
h́ıbrido. Sus modos de desintegración inusuales y los branching fraction son consistentes
con una estructura h́ıbrida [174–176]. Sin embargo, una masa de menos de 4000MeV
está en conflicto con los cálculos de quenched lattice para el espectro bajo de h́ıbri-
dos [177]. Otra posible explicación recurre a los resultados de CDF, sugiriendo que la
part́ıcula Y (3940) podŕıan ser una molécula hadrónica D∗D∗ con números cuánticos
JPC = 0++ [178].

Es obvio que se necesitan más datos y cálculos teóricos para poder asegurar la estruc-
tura de estos estados. Aunque actualmente los datos de X(3915) y Y (3940) son todav́ıa
preliminares y la igualdad de las anteriores part́ıculas necesita más estudio, merece la
pena estudiar las posibles asignaciones, sobre todo debido a la posibilidad de encontrar
nuevas part́ıculas. Por ello, en esta sección, estudiaremos la opción molecular en el sector
JPC = 0++.

Tomaremos los thresholds más cercanos, con masas:

DD̄ −→ M = 3736,050 MeV,
J/ψω −→ M = 3879,566 MeV,
DsD̄s −→ M = 3936,970 MeV,
J/ψφ −→ M = 4116,371 MeV.

(4.55)

El hecho de tomar sólo los thresholds cercanos se apoya en el hecho de que el po-
tencial apantallado ya toma en cuenta el efecto de los canales abiertos sobre el espectro
mesónico [81]. Sin embargo, la dinámica de dichos sistemas puede cambiar debido a la
presencia de thresholds cercanos, apareciendo fenómenos no perturbativos como estados
moleculares o resonancias.

En este caso, estudiaremos el efecto de los thresholds anteriores sobre el estado mesóni-
co cc̄(23P0) con masa desnuda teórica M = 3908,984 MeV . Interesa en este caso estudiar
el efecto sobre el estado teórico a medida que vamos incorporando thresholds. Los resulta-
dos se muestran en la figura 4.13. Los umbrales DD̄ y J/ψω están por debajo de la masa
teórica, y por lo tanto, suben la masa del estado desnudo. Al incorporar el umbral DsD̄s,
sin embargo, que se encuentra pocos MeV por encima del estado desnudo, observamos
que aparece una nueva resonancia por encima de dicho threshold. Este estado, con una
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anchura grande, aparece debido a la apertura del canal DsD̄s, y es un efecto puramente
no perturbativo. Aqúı podemos observar la importancia del efecto de los canales mesón-
mesón sobre el espectro del charmonio, sobre todo aquellos canales cercanos a estados
simples cc̄, que pueden tener una influencia inesperada sobre la evolución de los estados
al interaccionar con la dinámica de los estados moleculares.

Masa (MeV ) P(23P0) P(DD) P(J/ψω) P(DsDs) P(J/ψφ) Γ(DD) Γ(J/ψω) Γ(DsDs)

Threshold DD.

3920,81 − i 5,33 40,37 59,63 − − − 10,65 − −
Threshold DD + J/ψω.

3919,50 − i 4,95 40,60 54,73 4,67 − − 8,85 1,04 −
Threshold DD + J/ψω + DsDs.

3896,29 − i 2,18 34,39 47,05 9,07 9,49 − 3,52 0,84 −
3966,21 − i 98,18 59,51 34,65 0,18 5,67 − 36,54 4,08 155,74

Threshold DD + J/ψω + DsDs + J/ψφ.

3896,05 − i 2,10 34,22 46,67 9,41 9,67 0,03 3,37 0,83 −
3970,07 − i 94,67 57,27 35,32 0,15 5,72 1,54 38,69 2,89 147,76

Cuadro 4.13: Masa de los polos encontrados, juto con la probabilidad y anchura de los
canales. El cálculo se ha realizado con un sólo estado cc̄. Vemos que el efecto de incorporar
el threshold DsDs es la aparición de un nuevo estado.

Resulta interesante observar que el estado de menor masa es el estado más estrecho
como predicen los datos experimentales. Por lo tanto, el cálculo demuestra que las re-
sonancias denominadas X(3915) y Y (3940) pueden ser dos resonancias distintas como
señalan las medidas experimentales de la Colaboración Belle.

4.3.3. El sector JPC = 1−−

La f́ısica de la aniquilación e+e− en la región de enerǵıa de 3 − 5 GeV es interesante
porque fija los números cuánticos del canal emergente a JPC = 1−−, y por ello atrae la
atención de estudios teóricos y experimentales. La f́ısica en esta región de enerǵıa involucra
varias resonancias vectoriales bien establecidas, como J/ψ, ψ(2S), ψ(3770), ψ(4040) y
ψ(4160), que son estados ligados del quark-antiquark cc̄.

Recientemente, las llamadas factoŕıas-B han realizado muchas medidas de la sección
eficaz para la aniquilación de e+e− a pares de mesones encantados usando initial-state ra-

diation (ISR). Estudiando la producción y desintegraciones de estas resonancias podemos
profundizar en nuestro conocimiento de la dinámica de las interacciones entre quarks.

Principalmente nos centraremos en dos regiones de enerǵıa: un poco por encima del
threshold DD̄ y la región de las resonancias ψ(4040) − ψ(4160).
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Part́ıcula ψ(3770)

La estructura llamada ψ(3770), producida en aniquilación e+e− cerca de 3,770 GeV
encontrada por la Colaboración MARK-I [179] ha sido principalmente interpretada co-
mo un charmonio con una onda 13D1 dominante con una pequeña mezcla de onda 23S1.
Aunque con menor repercusión, se han propuesto otras explicaciones para esta estructura,
como tetraquarks en onda P o resonancias del threshold DD̄. Historicamente, el descubri-
miento de la resonancia por la Colaboración MARK-I y la medida de sus propiedades por
MARK-II [180] nunca descartaron la interpretación molecular de esta estructura. Para
entender mejor la naturaleza de la resonancia ψ(3770) necesitamos estudiar sus canales
de desintegración. La resonancia ψ(3770) tiene una masa justo por encima del threshold
DD̄. Por ello, se cree que su decay dominante será el mismo par DD̄. Todos los mo-
dos de desintegración diferentes de DD̄ sólo muestran un branching ratio del orden del
10−3−10−4 [146, 181, 182]. La suma de todos estos decay rates medidos deja el branching
ratio a DD̄ en BDD̄ = 93+8

−9 %.

En colisiones e+e− las propiedades de la resonancia se miden a través del proceso de
scattering e+e− → ψ(3770) → f , donde f puede ser cualquier estado final, como DD̄ u
otros hadrones. Existen medidas de las Colaboraciones BES [183] y Belle [184] para la
sección eficaz e+e− → DD̄ en la región de enerǵıa 3,74−4,4 GeV , con buen acuerdo entre
ambas.

En esta sección estudiaremos dichos datos en el marco de estudio de resonancias. De
esta forma, incluimos la resonancia ψ(3770), con masa teórica M = 3796,249 MeV como
un cc̄(13D1) y los thresholds más cercanos D0D̄0 y D+D̄−, en base de carga, con masas

MD0D̄0 = 3729,680 MeV,
MD+D̄− = 3739,420 MeV.

(4.56)

que se encontrarán en onda parcial relativa 1P1.

Nuestro objetivo principal, a parte de explicar los resultados experimentales de masa,
anchura y branching fractions, es analizar la validez del valor del parámetro γ del 3P0 usado
en nuestro esquema. La parametrización original de γ se basaba en un estudio perturbativo
de la anchura de desintegración ψ(3770) → DD̄, que es la única desintegración fuerte bien
establecida. Podemos pensar que, debido a que el threshold DD̄ se encuentra tan cerca
en enerǵıas, los efectos de interacción en el estado final (FSI) pueden ser importantes.

La masa experimental y la anchura proporcionadas por el PDG actualmente son:

MX = 3772,92 ± 0,35 MeV, (4.57)

ΓX = 27,3 ± 1,0 MeV. (4.58)

lo que, unido con el branching de DD̄ nos da un valor para la anchura fuerte de ΓDD̄ =
25,3 ± 3,2 MeV .
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γ ∆Mth Masa Γ P(13D1) P(D0D0) P(D+D−) B(D0D0) B(D+D−)

0,258 8,0 3772,96 19,68 49,35 28,05 22,59 56,3 43,7
0,296 19,5 3772,90 25,96 49,28 27,89 22,82 56,0 44,0

Cuadro 4.14: Resultados para ψ(3770) en base de carga. Presentamos la masa y anchura
(en MeV) y las probabilidades y branching fractions (en %) para diferentes situaciones.
Hemos denotado como γ al parámetro del modelo 3P0 y ∆Mth a la renormalización de la
masa teórica desnuda para obtener la masa y anchura experimentales.

Un aspecto importante a la hora de describir correctamente la anchura es el espacio de
fases utilizado. Por supuesto, la anchura total y las parciales dependerán en gran medida
en la masa del polo encontrado. Sin embargo, en un primer momento, el cálculo nos da
un mass shift mayor del necesario, lo que también modifica la anchura. Para conseguir
una medida más acertada debemos renormalizar ligeramente la masa teórica desnuda en
un factor ∆Mth para obtener un espacio de fases correcto.

Encontramos los resultados del cálculo en la Tabla 4.14, para dos valores del parámetro
γ: el original γ = 0,258 y el mismo aumentado un 115 % hasta γ = 0,296. Las renormali-
zaciones utilizadas varian ligeramente para adecuar la masa al dato experimental. Vemos
que de esta forma, la anchura entra dentro del rango de la experimental, y, a su vez, obte-
nemos datos de los branching a estados cargados que encajan con las medidas emṕıricas
de B(exp)

(D0D0) = 52± 5 y B(exp)

(D+D−) = 41± 4 (PDG). Conviene resaltar que la probabilidad de

la componente cc̄ es sólo del 50 %, siendo el resto molécula. Este fuerte acoplamiento con
el sector DD̄ se debe en gran medida a la cercańıa del threshold del canal mesón-mesón
anterior al estado ψ(3770). Esto provoca que sea el principal canal de desintegración del
estado y que su componente molecular aumente.

Una vez obtenidos estos resultados, mostramos las gráficas de producción en colisiones
e+e− en la Fig. 4.25 para D0D̄0 y Fig. 4.26 para D+D− para los dos valores obtenidos
anteriormente. En las gráficas (a) y (c) presentamos los resultados para el valor original
de γ = 0,258, mientras que en las gráficas (b) y (d) el valor utilizado es γ = 0,296.
Observamos que ambos datos reproducen la gráfica correctamente, si bien el valor de
γ = 0,296 (gráficas (b) y (d)) parece ajustarse mejor a los datos experimentales que
apuntan a una anchura de ΓDD̄ = 25,3 ± 3,2 MeV . Por supuesto, la razón de este mejor
ajuste es que la anchura total predicha por dicho valor de γ está en mejor acuerdo con
este valor experimental que la anchura predicha por el valor original de γ. Este último, al
ser más bajo, hace que la gráfica de sección eficaz sea mayor, dándo una peor descripción
de las medidas experimentales.
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Figura 4.25: Sección eficaz de producción en colisiones e+e− → D0D̄0, a través de la
resonancia ψ(3770), para dos valores diferentes del parámetro γ del modelo 3P0 (el original
γ = 0,258 en (a) y γ = 0,296 en (b)). Con una linea sólida presentamos el resultado
teórico. Datos experimentales de Ref. [183] (puntos negros), Ref. [184] (puntos blancos) y
Ref. [185] (triángulos blancos).
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Figura 4.26: Sección eficaz de producción en colisiones e+e− → D+D̄−, a través de la
resonancia ψ(3770), para dos valores diferentes del parámetro γ del modelo 3P0 (el original
γ = 0,258 en (a) y γ = 0,296 en (b)). Presentamos el mismo convenio que en la Fig. 4.25.
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Part́ıculas Y (4008) − ψ(4040) − ψ(4160)

Antes del descubrimiento de la X(3872) sólo hab́ıa cuatro estados del charmonio
bien establecidos por encima del threshold DD̄. Estos son, ψ(3770), ψ(4040), ψ(4160) y
ψ(4415). Todos tienen números cuánticos JPC = 1−− y han sido asignados tradicional-
mente como ψ(13D1), ψ(33S1), ψ(23D1) y ψ(43S1) respectivamente.

Debido a sus números cuánticos y a sus enerǵıas es de esperar que las resonancias
anteriormente citadas decaigan principalmente a estados D(∗)D̄(∗) y algunos a D

(∗)
s D̄

(∗)
s .

En Ref. [186] se realizó un estudio sistemático de todos los canales D(∗)D̄(∗) obteniendo
ratios entre los decays que no coincid́ıan con las predicciones de diversos modelos, entre
ellos el 3P0. Una posible explicación de esta discrepancia es que los efectos de acoplamiento
y mezcla son importantes en este sector, en cuyo caso nuestro mecanismo seŕıa útil para
describir correctamente las desintegraciones. Por ello, en esta sección realizaremos un
estudio del sector permitiendo acoplamientos, y estudiando las resonancias resultantes de
la dinámica del sistema multiquark.

Aparte de estas estructuras, la Colaboración Belle [187] encontró una estructura an-
cha cerca de 4,05 GeV/c2, a la que llamaron Y (4008), cuando analizaban la distribución
J/ψπ+π− en initial state radiation (ISR). Se descubrió junto a la resonancia Y (4260),
cuando vieron que ajustando con dos amplitudes Breit-Wigner interfiriendo entre si des-
criben mejor los datos que asumir una sola resonancia, especialmente para la baja enerǵıa.
Sin embargo, lejos de confirmar este descubrimiento, la Colaboración BaBar presentó una
actualización del sector 1−− en un estudio de la resonancia Y (4260), y no encontró la es-
tructura ancha alrededor de 4,0 GeV/c2 [188]. Por lo tanto, la existencia de esta resonancia
permanece como un tema pendiente, abierto a esfuerzos teóricos y experimentales.

La masa y anchura de esta resonancia Y (4008) viene dada por [187],

MY (4008) = 4008 ± 40+114
−28 MeV,

ΓY (4008) = 226 ± 44 ± 87 MeV.
(4.59)

Aunque todav́ıa no está confirmado, dicho estado plantea problemas con su asignación.
Una posibilidad es que este estado esté relacionado con el estado ψ(4040) e incluso con el
ψ(4160), debido a su proximidad. Otra explicación es que tenga una estructura molecular,
debido a su cercańıa al threshold D∗D̄∗. Dado que en este caso el número de thresholds
y estados cercanos es grande nos encontramos con un problema interesante para estudiar
la dinámica de las resonancias.

En este caso, dado que uno de los puntos interesantes es describir los ratios experi-
mentales de los decays, el método será algo diferente a lo habitual. En vez de incorporar
solamente los thresholds más cercanos debemos considerar todos los thresholds medidos
como estado final, esto es, DD̄, DD̄∗, D∗D̄∗, DsD̄s, DsD̄

∗
s y D∗

sD̄
∗
s . De esta manera po-

dremos tener una lectura directa tanto de la anchura total como de las anchuras parciales
a cada canal.

Los estados del charmonio desnudos cuya dinámica estudiaremos son los estados
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cc̄(33S1) y cc̄(23D1), con masas teóricas

cc̄(33S1) −→ M = 4097,615 MeV,

cc̄(23D1) −→ M = 4152,715 MeV.

el estado inmediatamente anterior es el identificado como ψ(3770). Queda muy lejos de
los dos propuestos y por lo tanto no influirá en el sistema.

En la tabla 4.15 vemos las probabilidades para los estados resultantes del cálculo.
Observamos que aparece un nuevo estado por debajo del threshold de D∗D̄∗, que identi-
ficamos como la part́ıcula Y (4008), con componente principalmente de cc̄(33S1) y DD̄∗.
Resulta curioso observar cómo la componente D∗D̄∗, más cercana al estado, es menor
que la DD̄∗. Esto es debido a las propiedades de las ondas parciales relativas de D∗D̄∗.
En principio, las ondas parciales de D∗D̄∗ necesarias para estudiar el estado Y (4008) son
1P1 −5 P1. Es decir, nos encontraŕıamos con una molécula en onda P . A primera vista
podŕıamos descartarla alegando que las moléculas en onda P son complicadas de formar
por la repulsión centŕıfuga, pero debido a la proximidad con el threshold, mayor de lo ha-
bitual en otros sectores, la atracción del sistema mesón-mesón es suficientemente grande
para invertir el caracter del potencial.

M (MeV ) P(33S1) P(23D1) P(DD) P(DD∗) P(D∗D∗) P(DsDs) P(DsD∗

s ) P(D∗

sD∗

s )

3994,6 − i 11,60 31,56 3,00 2,49 36,44 17,75 7,53 0,52 0,71
4048,4 − i 7,54 0,92 36,15 2,99 23,49 25,81 8,86 0,92 0,85
4123,9 − i 71,11 59,01 0,98 2,13 6,84 19,19 0,75 3,37 7,73

Cuadro 4.15: Masas y probabilidades para el sistema 1−− en la región de 4 GeV. Cálculo
exacto con thresholds DD+DD∗+D∗D∗+DsDs+DsD

∗
s +D∗

sD
∗
s y dos estados cc̄ teóricos.

Un resultado sorprendente del cálculo es la inversión de estados entre la ψ(4040),
que pasaŕıa a ser mayoritariamente cc̄(23D1) y ψ(4160), que seŕıa ahora principalmente
cc̄(33S1). Viendo las similitudes con el caso del sector 0++, podŕıamos pensar que se trata
de un efecto no perturbativo debido a los canales más cercanos a los estados teóricos
desnudos. Para analizar el posible origen de esta inversión hemos simplificado el cálculo
a los dos canales más próximos D∗D∗ + DsD

∗
s , hemos eliminado el potencial mesón-

mesón proveniente del modelo de quarks constituyente y estudiamos sólo el efecto de
acoplamientos con 3P0. En la Fig. 4.27 mostramos la evolución de los polos en el plano
complejo con el valor del parámetro γ del 3P0, que nos da la “fuerza” de creación de pares
del vaćıo.
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Figura 4.27: Evolución de los polos con el parámetro γ para el caso de dos thresholds
D∗D∗+DsD

∗
s , dos estados teóricos cc̄, y sin considerar interacción CQM. Las ĺıneas verti-

cales representan las masas de los thresholds. Las ĺıneas quebradas marcan la evolución de
los polos en el cálculo perturbativo, mientras los puntos sólidos representan la evolución
de los mismos en el cálculo no perturbativo. Representamos con flechas el sentido que
siguen los polos al aumentar la γ, y su porcentaje en algunos puntos cŕıticos.

De la figura podemos sacar la conclusión de que la apertura del canal DsD̄
∗
s es la

causante de la inversión de estados teóricos. Esto, sin embargo, podŕıa tratarse de un
artificio provocado por el modelo 3P0 o por el mismo mecanismo de estados acoplados.
Para eliminar toda duda respecto al método calcularemos los ratios experimentales, que
relacionan entre si los decays medidos. En la tabla 4.16 mostramos las anchuras parciales
de los estados para el cálculo original con todos los thresholds incluidos y la interacción
mesón-mesón añadida. Para el cálculo de las anchuras parciales hemos utilizado las masas
experimentales y un espacio de fases relativista, para reducir posibles incertidumbres a la
hora de medir los ratios. Los resultados de los ratios los mostramos en la tabla 4.17

M Γ Γ(DD) Γ(DD∗) Γ(D∗D∗) Γ(DsDs) Γ(DsD
∗
s)

3994,6 23,37 0,12 19,09 − 4,16 −
4048,4 15,09 0,51 7,24 4,42 2,92 −
4123,9 142,23 4,73 7,51 100,03 3,82 26,15

Cuadro 4.16: Anchuras parciales para el sistema 1−− en la región de 4 GeV. Para los datos
hemos usado un espacio de fases relativista con masa experimental. Cálculo exacto con
DD + DD∗ + D∗D∗ + DsDs + DsD

∗
s + D∗

sD
∗
s y dos estados cc̄.
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Podemos observar que nuestros resultados dan una descripción correcta de todos los
ratios, mejorando enormemente los resultados del modelo simple 3P0 y C3, que presenta
desacuerdos de órdenes de magnitud.

Como conclusión, el sector 1−− a esta enerǵıa resulta ser un marco ideal para estudiar
efectos no perturbativos en el espectro del charmonio, y se necesitan más esfuerzos teóricos
y experimentales para desvelar sus peculiaridades.

Ratio C3 [80] 3P0 [58] 3P0 [189] Resultado teórico Medida experimental
B(ψ(4040)→DD̄)

B(ψ(4040)→DD̄∗)
0,0003 0,21 0,003 0,07 0,24 ± 0,05 ± 0,12

B(ψ(4040)→D∗D̄∗)

B(ψ(4040)→DD̄∗)
1,0 3,70 1,0 0,61 0,18 ± 0,14 ± 0,03

B(ψ(4160)→DD̄)

B(ψ(4160)→D∗D̄∗)
0,008 0,27 0,46 0,05 0,02 ± 0,03 ± 0,02

B(ψ(4160)→DD̄∗)

B(ψ(4160)→D∗D̄∗)
0,16 0,03 0,011 0,08 0,34 ± 0,14 ± 0,05

Cuadro 4.17: Ratios de los branching fractions para las dos resonancias ψ. El primer error
es estad́ıstico, el segundo sistemático.

El hecho de que los estados cc̄ se vistan con componentes moleculares hace plantearse
si aparecerán nuevos canales de desintegración antes suprimidos. En un art́ıculo reciente,
Voloshin [190] analiza la rotura de la simetŕıa heavy quark debido a la proximidad de
thesholds en el sector 1−−. Según su razonamiento, un ejemplo lo vemos con los estados
Ψ(2S) y ψ(4040). Aśı, mientras que para Ψ(2S) el decay a J/ψππ es diez veces mayor
que a J/ψη, para la ψ(4040) las cotas son del mismo orden. Por lo tanto, el efecto de
esta rotura es el aumento del valor de decays muy suprimidos en estados cc̄ puros, como
J/ψη y ηcω. La medida de estas desintegraciones implicaŕıa la existencia una estructura
molecular en la función de onda de los estados mezclados.

Como nota final, recientemente BaBar [185] y Belle [184] han descrito la aparición de
un pico en ISR con masa 3943 ± 21 y anchura 52 ± 11, al que han denominado G(3900).
La naturaleza de este pico y su relación con la Y (4008) se desconoce, aunque algunos
autores [67] aseguran que no es necesario tener una resonancia para explicar la G(3900)
ya que podŕıa tratarse de un efecto de thresholds. Cabe la posibilidad de que el esta-
do G(3900) recientemente descrito sea la resonancia que encontramos, y que de alguna
manera esté relacionada con el estado Y (4008), si su existencia se confirma. El rango de
masas y los canales de desintegración encontrados para la G(3900) son los mismos que
para nuestro estado molecular, y su aparición debido a la dinámica de thresholds encaja
con la hipótesis de los autores para la G(3900). Lo que śı podemos concluir es que el
estudio no perturbativo de canales puede explicar propiedades del espectro que de otra
forma permaneceŕıan ocultas.



136 Caṕıtulo 4. Resultados

4.4. Estructuras moleculares en el espectro de meso-

nes open-charm

Los mesones Ds con onda P han resultado ser un sistema excelente para estudiar QCD
a bajas enerǵıas. La combinación de un quark ligero y uno pesado nos permite utilizar
las ventajas de aproximaciones como HQS (Heavy Quark Symmetry), que supone que la
dinámica del sistema la lleva el spin del quark ligero, mientras que el pesado actúa como
espectador.

Con esta asunción, el quark ligero del sistema cs̄ puede caracterizarse por el momento
angular jq = sq + L, donde sq es el spin del quark ligero y L el momento angular orbital.
Para obtener el momento angular total, debemos acoplar jq con el spin del quark pesado
SQ. Esta propiedad nos permite agrupar los mesones en onda P en dobletes, categorizados
por jq = 1

2
con JP = 0+, 1+, y jq = 3

2
con JP = 1+, 2+. Cuando la masa del quark pesado

tiende a infinito, los dobletes están degenerados. Lo que es más, las desintegraciones fuertes
de los mesones jq = 3

2
se realizan exclusivamente a través de onda D, mientras que los

mesones jq = 1
2

lo hacen por onda S. Debido a la supresión por la barrera centŕıfuga, los
mesones que decaen por onda D se esperan que sean estrechos, mientras que los que van
por onda S serán anchos.

Más interesantes son, sin embargo, las propiedades mostradas por los experimentos. En
2003, la Colaboración BaBar anunció la observación del estado D∗

s0(2317) [191], confirma-
do poco después por la Colaboración CLEO [192], que reportó otro mesón charm-strange

llamado Ds1(2460). Ambos estados fueron medidos por la Colaboración Belle [193, 194].
Sus resultados son consistentes con la asignación de spin-paridad JP = 0+ para D∗

s0(2317)
y JP = 1+ para Ds1(2460).

Aunque algunas propiedades de los estados jq = 3
2

son consistentes con los datos de
los mesones Ds1(2536) y Ds1(2573) descubiertos previamente [146], las propiedades de
D∗

s0(2317) y Ds1(2460) no encajan con las predicciones teóricas de los estados jq = 1
2
.

Recientemente, nuevos datos relacionados con el mesón Ds1(2536) han aparecido. La
Colaboración BaBar ha realizado una medida de alta precisión de su anchura, obteniendo
un valor de 1,03 ± 0,05 ± 0,12 MeV [195]. Además, medidas de los ratios de onda D y
S en el decay Ds1(2536)+ → D∗+K0 por la Colaboración Belle [196] mostraron que la
amplitud de onda S es medible, lo que está en contradicción con las predicciones de HQS,
aunque el estado en cuestión sea estrecho. Esto implica que existen supresiones fuertes en
las amplitudes de desintegración.

Todas estas propiedades hacen que los mesones DsJ en onda P fueran un sistema
interesante donde estudiar las masas de los mesones [147, 22] y sus decays fuertes [197] sin
el uso de la aproximación HQS. Los estudios anteriormente citados utilizan un tetraquark
para acoplarlo con los estados cs̄ desnudos con el modelo 3P0, consiguiendo romper la
degeneración del doblete de mesones en onda P y explicar la estrechez de Ds1(2536). El
tetraquark que utilizan se encuentra a alta enerǵıa, y predicen la existencia de un estado
adicional en dicha región con una componente grande de tetraquark.
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Nuestra aproximación al problema en este caso será diferente. Utilizando el formalismo
descrito acoplaremos los mesones 3P1 y 1P1 con su threshold más cercano D∗K, en un
intento de explicar el estado Ds1(2460) como una molécula y a su vez poder explicar las
propiedades del estado Ds1(2536) sin suposiciones adicionales.

Para los números cuánticos JP = 1+ el modelo quark predice dos estados: 1P1 y 3P1.
Dado que la conjugación de carga no está bien definida en el sector ligero-pesado, estos
dos estados estarán mezclados. Como primera aproximación, como ya comentamos, esta
mezcla se puede obtener con HQS. Para ondas P, el spin del quark ligero se acopla con
el momento angular dando dos estados jq = 3

2
y jq = 1

2
para JP = 1+, cuyas expresiones

son:

|1
2
, 1+〉 =

√

2
3
|3P1〉 +

√

1
3
|1P1〉,

|3
2
, 1+〉 =

√

1
3
|3P1〉 −

√

2
3
|1P1〉,

(4.60)

prediciendo que el estado |3
2
, 1+〉 debe ser estrecho.

Para empezar, consideraremos que estos dos estados cs̄ 1P1 y 3P1 no están mezclados
y se encuentran casi degenerados, con masas dadas por el modelo quark de M13P1

=
2571,475 MeV y M11P1

= 2575,934 MeV . Estudiaremos la mezcla que nos proporciona
el modelo 3P0. El cálculo que realizaremos incluye los thresholds D∗K, el más bajo en
enerǵıa y más importante para la dinámica del sistema, y los adicionales D∗

sη, Dsω y
DK∗, interesantes para estudiar los decays en detalle, con masas:

D∗K −→ M = 2504,16 MeV,
D∗

sη −→ M = 2660,15 MeV,
Dsω −→ M = 2751,14 MeV,
DK∗ −→ M = 2763,70 MeV.

La razón de añadir los canales extra D∗
sη y Dsω es el hecho de considerar la antisimetŕıa

de la función de onda del estado D∗K y DK∗ de forma correcta.
En general, la función de onda total del estado D∗K (seŕıa igual para DK∗) es:

ΨD∗K = φD∗(~pA)φK(~pB)χD∗K(~P )Z(~PCM)ξc[1
3]ξSF (4.61)

Aśı, si consideramos la simetŕıa SU(3) como exacta debemos antisimetrizar el quark
n̄ y el s̄ del sistema, esto es, aplicar el antisimetrizador A = 1 − P24, si consideramos el
contenido quark D∗K = cn̄ ns̄. A nivel de la función de onda de sabor, el permutador
actuará como P24|cn̄ ns̄ >= |cs̄ nn̄ >.

Con esto, la antisimetrización de la función de onda de D∗K (o de DK∗) se puede
escribir como,

Ψ[D∗K]≡(cn)[n̄s̄] =
1√
2

{

ΨD∗K≡(cn̄)(ns̄) − Ψ(cs̄)(nn̄)

}

(4.62)
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Por supuesto, el segundo término no es un estado final apropiado, pues aunque está re-
lacionado con la función de onda de D∗K no existe como estado de scattering. Para poder
trabajar más cómodamente expandiremos el resultado de la antisimetrización en la base
de los estados Ds−(nn̄)i, con Ds cualquier meson con contenido quark cs̄ y (nn̄)i cualquier
meson ligero nn̄. Dichos estados pueden conectarse con D∗K tanto a través de mesones
extraños como con potenciales de disociación.

Sin embargo, no es necesario incluir todos los canales posibles Ds−(nn̄)i, debido a que
muchos no nos darán acoplamiento con D∗K y DK∗ o estarán muy lejos de los thresholds
importantes como para dar una contribución importante. Es por ello que truncamos la
base a los dos estados anteriormente descritos D∗

sη y Dsω.
Por otro lado, cabe señalar a su vez que, en este caso y al contrario que para las

moléculas DnDn o DsDs, tendremos contribución de dos diagramas diferentes, los llama-
dos (13) y (14) en la Fig. 2.3. Debemos tener en cuenta que los mesones η y ω tienen
componente nn̄ y ss̄, siendo la mezcla grande sobre todo el estado η. Para poder describir
correctamente la interacción resulta imprescindible incluir la función de onda completa
en sabor para estos mesones, que tomaremos,

|η > = −0,7937 |nn̄ > +0,6083 |ss̄ >,
|ω > = 0,9592 |nn̄ > +0,2828 |ss̄ >≈ |nn̄ > .

(4.63)

Esto nos permitirá enlazar los canales a través del intercambio de una κ y un Kaón,
además de mediante diagramas de intercambio, dando un factor extra de interacción.
En la tabla 4.18 mostramos un resumen de las interacciones permitidas entre cada canal
considerado. En el mismo, vemos la importancia de incluir el canal DK∗ para tener
intercambio de un pión, dado que para la interacción D∗K → D∗K está prohibido por
coeficientes de spin.

D∗K D∗
sη Dsω DK∗

D∗K σ + anh κ + dis + anh K + dis π + anh
D∗

sη κ + dis + anh σ + anh − K + dis + anh
Dsω K + dis − σ κ + dis
DK∗ π + anh K + dis + anh κ + dis σ + anh

Cuadro 4.18: Interacciones permitidas entre los canales considerados, donde ’anh’ repre-
senta aniquilación y ’dis’ los diagramas de disociación.

Aunque pueda parecer que la inclusión de tanta interacción puede nublar nuestra
comprensión de la evolución de los polos con el acoplamiento, en realidad la interacción
quark-quark tiene una pequeña influencia en la dinámica del sistema, siendo el principal
moldeador el potencial 3P0. Sin embargo, dicha interacción śı influye en los detalles de los
estados y es necesaria incluirla.

En la tabla 4.19 mostramos los resultados para el cálculo con los thresholds D∗K +
D∗

sη + Dsω + DK∗ y los dos estados teóricos. Como vemos, no aparece ningún estado
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M (MeV ) Prob(13P1) Fase(13P1) Prob(11P1) Fase(11P1) Prob(Molecula)

2481,1 39,5 + 24,6 + 35,9
2509,9 − i 0,1 14,9 + 30,9 − 54,2

Cuadro 4.19: Cálculo del sector 1+ con los canales D∗K+D∗
sη+Dsω+DK∗ sin modificar la

γ del modelo 3P0. Unificamos las probabilidades de todos los canales en Prob(Molecula).
La fase se refiere al signo de la amplitud de probabilidad para dicho estado.

nuevo y recuperamos los dos estados originales. Sin embargo observamos que uno de ellos
ha bajado por debajo del threshold D∗K, mientras que el otro se mantiene por encima,
con una anchura muy pequeña.

A primera vista puede extrañar que la resonancia 2509 tenga una probabilidad mole-
cular mayor que la propia molécula. Este efecto se puede explicar mediante la posición de
la resonancia en el plano complejo. Si nos fijamos, la resonancia se encuentra muy próxima
al threshold D∗K, más incluso que la molécula 2480. Esto provoca que la probabilidad
molecular se dispare, en un efecto similar al del estado X(3872). La componente molecu-
lar, entonces, se reduciŕıa si colocáramos la masa de la resonancia en el valor experimental
del estado Ds1(2535).

Dadas las diferentes masas de los quarks c y s, cabe esperar que la mezcla de los
estados se comporte como predeciŕıa HQS. Si observamos las ecuaciones 4.60 vemos que
el estado estrecho debe tener fases opuestas y una probabilidad de 1P1 de valor doble a
la probabilidad de la componente 3P1. Si observamos los resultados vemos que el estado
con masa 2509, con anchura extraordinariamente pequeña, tiene un ratio de

(

Prob(1P1)

Prob(3P1)

)

Ds(2535)

= 2,07 (4.64)

que encaja con las predicciones de heavy quark symmetry para |3
2
, 1+〉. Podemos entonces

identificar este estado con el experimental estrecho Ds(2535). El hecho de que su anchura
sea tan estrecha y que la probabilidad molecular sea tan grande se debe al hecho de que su
masa está muy próxima al threshold de D∗K. El ajuste de la masa a su valor experimental
podŕıa, por supuesto, mejorar la situación, pero nuestro objetivo es dar una explicación
cualitativa de la dinámica del sistema.

Igual ocurre con el estado molecular con masa 2481, identificado como Ds(2460), que
se correspondeŕıa con un estado ancho |1

2
, 1+〉. En este caso las fases son iguales y la

probabilidad está cambiada, siendo en HQS igual a 0,5 y en nuestro caso,

(

Prob(1P1)

Prob(3P1)

)

Ds(2460)

= 0,62 (4.65)

lo que encaja con un estado ancho, que en este caso no tiene anchura por estar debajo del



140 Caṕıtulo 4. Resultados

threshold.

El hecho de que los estados 1P1 y 3P1, degenerados en principio, se acoplen de forma
diferente al modelo 3P0 conduce a que los estados evolucionen por si solos a estados
de HQS, sin más intervención que la dinámica del sistema. Aunque las masas de los
estados obtenidos no encajen con las masas experimentales obtenidas, el estudio de las
probabilidades es una indicación fuerte de que el mecanismo que actúa en el sector es el
acoplamiento con estados mesón-mesón.

4.5. El barión encantado Λc(2940)+ como molécula pen-

taquark

La Colaboración BaBar anunció el descubrimiento de un nuevo barión encantado,
denominado Λc(2940)+, con masa M = 2939,8 ± 1,3 ± 1,0 MeV/c2 y anchura Γ = 17,5 ±
5,2 ± 5,9 MeV , analizando el espectro de masa invariante de D0p, que es un singlete de
isospin debido a que no hay evidencia de estados doblemente cargados en el espectro
de D+p [198]. Más tarde, la Colaboración Belle confirmó dicho estado en los canales
Σc(2455)0,++π± [199], con los resultados para la masa de M = 2938,0± 1,3+2,0

−4,0 MeV/c2 y

anchura Γ = 13+8+27
−5−7 MeV , consistente con las medidas de BaBar.

Comparando con el caso de los mesones, la estructura de los bariones es más com-
plicada, tanto desde el punto de vista teórico como experimental. Recientemente, con el
progreso de los experimentos en las colaboraciones BaBar, Belle y BES, se han descubier-
to nuevos estados mesónicos que no encajan con las predicciones de la estructura qq̄. Es
natural imaginar que dicha situación se presente también para el caso de bariones. Sin
embargo, en este caso es más intrincado. Al estar los bariones compuestos por tres quarks,
la configuración de posibles estados exóticos es más dif́ıcil de identificar. Por otro lado, es
un marco perfecto para aumentar nuestro conocimiento de la estructura fundamental de
los hadrones.

Es por todo esto que la observación de la Λc(2940)+ ha estimulado el interés de di-
ferentes grupos teóricos, que han propuesto diferentes explicaciones a la estructura de
dicho barión. Como la part́ıcula Λc(2940)+ está cerca del threshold de D∗p, se propuso la

posibilidad de que fuera una molécula D∗0p en onda S con números cuánticos JP = 1
2

−

o 3
2

−
[200, 201]. También se llevaron a cabo estudios de decays fuertes bajo la asignación

molecular, con JP = 1
2

±
[202], que indicaban cómo la part́ıcula teńıa que asignarse a una

molécula D∗N con JP = 1
2

+
. Sin embargo, si la part́ıcula Λc(2940)+ tiene JP = 1

2

+
, el

mesón D∗ interacciona con el nucleón con onda P, lo que complica su enlace.

Por otro lado, aparte de estas explicaciones exóticas, los teóricos han intentado en-
cajar al estado Λc(2940)+ dentro del espectro de los bariones encantados. Los mode-

los de potencial predicen que las masas para las Λc con JP = 5
2

−
, 3

2

+
son 2900MeV y

2910MeV [203, 204], respectivamente. En la Ref. [205], los decays fuertes de los nue-
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JP 2S+1LJ

1
2

− 2S 1
2

4D 1
2

1
2

+ 2P 1
2

4P 1
2

3
2

− 4S 3
2

2D 3
2

4D 3
2

3
2

+ 2P 3
2

4P 3
2

4F 3
2

Cuadro 4.20: Ondas parciales para los diferentes canales con más probabilidad de provocar
un estado ligado.

vos hadrones encantados se estudiaron con el modelo 3P0. El resultado numérico para la
Λc(2940)+ sólo podŕıa corresponderse a un barión encantado en onda D, mientras que se

descarta que el estado sea la primera excitación radial de Λc(2286)+ (con JP = 1
2

+
), por

la observación por BaBar [198] de la reacción Λc(2940)+ → D0p.
Aunque se han propuesto diferentes explicaciones para Λc(2940)+, por el momento

las propiedades de dicha part́ıcula son poco claras, lo que implica que se necesitan más
estudios teóricos para descubrir su estructura interna. Para intentar aclarar la estructura
de este barión indagaremos en la asignación a un estado molecular de D∗N , y estudiaremos
los canales más interesantes 1

2

±
y 3

2

±
.

Mostramos en la Fig. 4.20 las ondas parciales permitidas en los canales con más pro-
babilidad de dar ligadura. Por supuesto, los canales 1

2

−
y 3

2

−
son los que más interés

revierten, pues la molécula se encuentra en onda S y no tenemos barrera centŕıfuga que
disminuya la atracción de los potenciales.

Estamos pues en un caso similar a la part́ıcula X(3872), con la particularidad de que
la interacción es más fuerte debido a la multiplicidad del diagrama. En efecto, dado que el
nucleón tiene tres quarks ligeros, tendremos interacción de un pión con cada uno de esos
quarks y el antiquark del mesón D∗, lo que nos da un factor 3 más de lo que teńıamos en
el caso de la X(3872). Por ello, en este caso, no acoplaremos al espectro bariónico para
intentar obtener un estado molecular puro. En la decisión también influye la dificultad de
tener un espectro bariónico preciso, que no introduzca más incertidumbre en el cálculo.

Masa P4S3/2(D∗N) P2D3/2(D∗N) P4D3/2(D∗N)

2939,68 96,08 0,89 3,03

Cuadro 4.21: Cálculo de Λc(2940)+ en base de isospin en el sector 3
2

−
.

Para realizar el cálculo incluiremos el intercambio de un π, una σ y una η. Analizando
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dichos canales, encontramos un estado molecular en el canal 3
2

−
, con isospin cero. Mos-

tramos el resultado obtenido para la base de isospin en la Tabla 4.21 y en base de carga
en la Tabla 4.22. Como podemos ver, la masa obtenida encaja con la masa experimental
encontrada para la part́ıcula Λc(2940)+. La part́ıcula es básicamente una molécula D∗N
en onda S, con una pequeña componente de onda D. Si estudiamos la base de carga,
vemos que la componente de isospin cero es aproximadamente del 97,5 %, con un 64 % de
componente D∗0p y un 36 % de componente D∗+n. Este resultado apoya la hipótesis de
un estado molecular D0∗p, y explica por qué no se han encontrado compañeros cargados
de la part́ıcula Λc(2940)+ en el espectro de D+∗p.

Masa P4S3/2
P2D3/2

P4D3/2
PD0∗p PD+∗n PI=0 PI=1

2938,80 96,22 0,86 2,92 63,93 36,07 97,52 2,48

Cuadro 4.22: Cálculo exacto de Λc en base de carga en el sector 3
2

−
.

Para complementar la asignación del estado Λc(2940)+ como una molécula D∗N vamos
a estudiar sus desintegraciones, con el objetivo de comprobar que podemos describir su
anchura total de forma correcta en base a nuestra hipótesis.

En un primer lugar, la part́ıcula Λc(2940)+ se descubrió en el canal D0p. Este canal
se encuentra unos 140MeV por debajo del estado molecular, con lo que hay suficiente
espacio de fases. Además se trata de una desintegración fuerte, aśı pues esperamos que
sea un canal importante y por ello merece la pena estudiarlo.

La anchura del proceso lo calcularemos a través de la fórmula usual:

Γ = 2π
EAEBk0

MΛ

∑

J,L

|MJ,L|2 (4.66)

con EA y EB las enerǵıas relativistas de los hadrones D y N en este caso, MΛ la masa de
la part́ıcula Λc(2940)+ y k0 el momento on-shell del sistema, que viene dado por:

k0 =

√

[M2
Λ − (MA − MB)2][M2

Λ − (MA + MB)2]

2MΛ

(4.67)

Para incluir la desintegración a este canal debemos conocer la anchura del proceso
D∗N → DN en el marco de nuestra interacción. El estado molecular que encontramos se
encuentra en JPC = 3

2

−
, aśı pues, la onda parcial de DN que está permitida para esos

números cuánticos es 2D3/2.
Para calcular la amplitud del proceso Λc(2940)+ → DN mediante los potenciales

D∗N → DN usaremos la función de onda del estado molecular, utilizando la ecuación:

M =

∫ ∞

0

VD∗N→DN(k0, P )χD∗N(P ) P 2dP (4.68)



4.5. El barión encantado Λc(2940)+ como molécula pentaquark 143

donde VD∗N→DN(k0, P ) es el potencial que nos conectan los sistemas DN y D∗N y χD∗N

es la función de onda de la molécula.

Esta amplitud dependerá de las ondas parciales de la molécula y del isospin. Para
conocer los decays a los canales f́ısicos D0p y D+n pasaremos de la base de isospin a la
base de carga:

MD0p = 1√
2

(

MI=0
DN + MI=1

DN

)

,

MD+n = 1√
2

(

MI=0
DN −MI=1

DN

)

.
(4.69)

Una vez disponemos de todos los elementos, obtenemos los resultados:

Γ(Λc → D0p) = 3,14 MeV,
Γ(Λc → D+n) = 3,58 MeV,

(4.70)

siendo la contribución principal el proceso D∗N(4S3/2) → DN(2D3/2) en isospin 0. El
resultado no sorprende, ya que 4S3/2 es la onda parcial principal de la molécula, que
además se encuentra prácticamente en isospin cero. Precisamente, por ser isospin cero,
vemos que los dos canales de desintegración están casi degenerados.

A parte de la desintegración a D0p y D+n, existe otro canal donde la molécula ha sido
medida. Este canal es Σc(2455)0,++π±, que se encuentra aproximadamente a 350MeV por
debajo del estado Λc(2940)+. Para completar el estudio de los decays, vamos a calcular
las anchuras a este canal.

En este caso, la obtención del potencial de transición D∗N → Σcπ presenta mayores
dificultades, ya que existe un rearrangement de quarks entre el estado inicial y el final.
Por lo tanto, para describir el proceso, debemos recurrir a un potencial de disociación
como en el caso de la desintegración X(3872) → J/ψω. Consecuentemente, esperamos
que la anchura de desintegración sea pequeña para estos canales. Aun aśı, debido a que la
diferencia de masas es mayor, puede presentar un espacio de fases mayor que compense
un potencial más débil. Por ello, vale la pena calcular su valor.

Los números cuánticos del estado final son:

π → JP = 0− (J = 0, L = 0, S = 0),

Σc(2455) → JP = 1
2

+
(J = 1

2
, L = 0, S = 1

2
),

(4.71)

luego el canal es similar a DN , y la única onda parcial permitida en JPC = 3
2

−
para el

estado final será 2D3/2.

El potencial de disociación para el caso mesón-barión se puede obtener de forma similar
al caso mesón-mesón. Una vez calculado podemos usar las ecuaciones 4.68 para obtener
la amplitud del proceso, con el momento on-shell adecuado para este sistema.

En este caso dispondremos de tres canales f́ısicos, que se relacionan con las amplitudes
en base de isosṕın a través de las relaciones,
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MΣ++
c π− = 1√

3
MI=0

Σcπ − 1√
2
MI=1

Σcπ,

MΣ+
c π0 = − 1√

3
MI=0

Σcπ,

MΣ0
cπ+ = 1√

3
MI=0

Σcπ + 1√
2
MI=1

Σcπ.

(4.72)

La anchura a este canal se calcula de igual forma con la ecuación 4.66, obteniendo en
este caso:

Γ(Λc → Σ++
c π−) = 29,7 keV,

Γ(Λc → Σ+
c π0) = 25,2 keV,

Γ(Λc → Σ0
cπ

+) = 21,1 keV.
(4.73)

Como ya esperábamos, son valores mucho más pequeños que el caso DN , debido a que
el proceso de disociación es mucho más débil que el proceso de intercambio de un bosón
de Goldstone.

Sumando todos los canales estudiados obtenemos un valor de 6,80 MeV . La anchura
total del proceso está bien descrita, principalmente con los canales D0p y D+n, los cuales
nos dan un valor muy próximo a la anchura experimental medida. Todo esto refuerza la
hipótesis de la part́ıcula Λc(2940)+ como una molécula pentaquark.

El hecho de obtener una molécula D∗N mediante potenciales mesón-barión abre la
posibilidad de encontrar un análogo en el sector del bottonomio, es decir, una molécula
B∗N con los mismos números cuánticos JPC = 3

2

−
. Debido a que la masa del quark b es

más pesada que la del quark c, la enerǵıa cinética del sistema será menor, lo que favo-
recerá la creación de nuevos clusters. Estos estados presentan gran interés, pues pueden
ser medidos por experimentos como LHCb y nos dan mucha información de la dinámica
de sistemas multiquark. Este caso no difiere mucho del anterior, los números cuánticos
de las part́ıculas involucradas siguen siendo los mismos, sólo difieren en la masa, luego lo
descrito anteriormente sigue sirviendo para este caso.

Si hacemos el mismo cálculo para dicho sector obtenemos una molécula con mayor
enerǵıa de ligadura, como esperábamos. En la Tabla 4.23 presentamos los resultados en
base de carga. El threshold B∗0p se encuentra en 6263,37 MeV , por lo que la molécula
está 15MeV por debajo de la misma, y tiene isospin cero. El estado, como antes, es una
molécula B∗N prácticamente en onda S, con una pequeña componente de onda D. La
rotura de isospin es mucho más débil que en el caso de la Λc(2940)+, dado que la enerǵıa
de ligadura es mayor y los thresholds de carga están más degenerados.

Masa P4S3/2
P2D3/2

P4D3/2
PD0∗p PD+∗n PI=0 PI=1

6248,34 95,15 1,08 3,77 52,56 47,44 99,91 0,09

Cuadro 4.23: Cálculo exacto de Λb en base de carga en el sector 3
2

−
.
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Podemos esperar que este estado Λb tenga desintegraciones similares a la Λc(2940)+.
Con el objetivo de facilitar su detección predeciremos su anchura y canales de desintegra-
ción principales.

En un primer lugar tenemos los canales B0p y B+n. En este caso, dichos canales se
encuentran sólo ∼ 31 MeV por debajo del estado, por lo que su espacio de fases será menor
y obtendremos menor anchura. Calculamos dicho valor con las ecuaciones 4.66 y 4.68, una
vez calculados los potenciales B∗N → BN . Como lo único que cambian son las masas de
las part́ıculas no pararemos tanto en detalles. El valor de dichas anchuras es,

Γ(Λb → B0p) = 1,23 MeV,
Γ(Λb → B+n) = 1,25 MeV,

(4.74)

siendo la contribución principal el proceso B∗N(4S3/2) → BN(2D3/2) en isospin 0, ya que
es la onda parcial de la molécula.

El otro canal de desintegración interesante se obtiene a través de un rearrangement de
quarks. Se trata de Σ0,++

b π±, que se encuentra aproximadamente a 350MeV por debajo
del estado Λb. Debido a que debe existir diagramas de intercambio, esperamos que sea
una contribución pequeña, pero importante dado que es más sencilla de detectar experi-
mentalmente.

La anchura a este canal se calcula de igual forma con la ecuación 4.66, obteniendo en
este caso:

Γ(Λb → Σ++
b π−) = 40,9 keV,

Γ(Λb → Σ+
b π0) = 39,5 keV,

Γ(Λb → Σ0
bπ

+) = 38,1 keV.
(4.75)

Para finalizar, sumando todos los canales estudiados obtenemos un valor de 2,60 MeV
para la anchura total. El comportamiento de este último sistema es muy similar al caso
de Λc(2940)+, por lo cual es un buen marco para comprobar la validez de la hipótesis de
la molécula pentaquark.
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Caṕıtulo 5

Resumen y Conclusiones

En este trabajo hemos utilizando un modelo de quarks constituyente no relativista [19,
20] con el objetivo de estudiar diferentes sistemas multiquarks, que resumimos en los
procesos de creación de extrañeza pp̄ → Y Ȳ , con Y = {Λ, Σ}, y diferentes candidatos
a moléculas en el espectro del charmonio cc̄, el espectro con open-charm y los bariones
encantados Λc.

El estudio del proceso de creación de extrañeza requirió el uso del método RGM para
describir la reacción y, con esto, resolver la ecuación de Lippmann-Schwinger de forma
numérica. La descripción correcta de la sección eficaz total requirió la modificación del
potencial óptico de NN̄ a baja y alta enerǵıa para escribir satisfactoriamente la sección
eficaz total de pp̄ → pp̄ y aśı reducir incertidumbres en el cálculo de observables, ya que
en base a un cálculo acoplado de canales es importante describir correctamente cada uno
de forma individual.

Para el estudio del espectro y, en particular, los candidatos a moleculas mesónicas
del mismo, se planteó la resolución del problema de autovalores en base a los potenciales
quark-quark propuestos por el modelo de quarks constituyentes. Para casos particulares se
vio que este método era insuficiente para describir la rica espectroscoṕıa y las propiedades
de los diferentes estados descubiertos recientemente, por lo que se propuso un método de
canales acoplados entre los sectores de dos y cuatro quarks mediante el uso del modelo
3P0, que supone la creación de pares del vaćıo.

El análisis teórico de los estados ligados y estructuras de resonancias como polos
en el plano de Riemann es una poderosa herramienta para estudiar el comportamiento
del sistema con la incorporación de nuevos thresholds. El formalismo desarrollado nos
permite describir la dinámica del sistema qq̄ frente a la presencia de canales mesón-mesón
en su cercańıa de forma no perturbativa, explicando la aparición de nuevos estados y
propiedades que no encajan con la asignación clásica de mesones en base a un agregado
de quark-antiquark.

Por lo tanto, resumiremos brevemente las conclusiones derivadas de este trabajo:

Hemos utilizado el método RGM para describir todos los procesos a nivel hadrónico
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en base a potenciales quark-quark. Este método, desarrollado en espacio de mo-
mentos, hace que podamos describir de forma sencilla e intuitiva el acoplamiento
entre canales. Su forma permite que en la mayoŕıa de los casos el cálculo de factores
de forma sea anaĺıtico, pues describimos la función de onda de los bariones como
gaussianas, suponiendo que todos los quarks están en onda S, y los mesones a través
del GEM, método de expansión en gaussianas.

Estudiamos tres reacciones diferentes de creación de extrañeza, con un mecanismo
de transición basado en el intercambio de un kaón más el escalar extraño κ. Para
describir correctamente el proceso tuvimos que modificar el potencial óptico de
NN̄ para la región de enerǵıa de creación de los pares Y Ȳ . La ampliación de este
potencial a enerǵıas más altas no modificó los shifts de enerǵıa del protonio, y en
cambio, mejoró sus predicciones, sobre todo para onda 23P0, donde el shift del nivel
encaja mejor con los datos experimentales. Este resultado, junto con la descripción
de la sección eficaz total, elástica y de intercambio de carga, reducen la incertidumbre
de los resultados a efectos del canal inicial.

Sin embargo, se dispone de poca información sobre el canal final, y el ajuste del
potencial óptico para las reacciones Y Ȳ → Y Ȳ se realizó en base a los datos de la
reacción de creación pp̄ → Y Ȳ . Por supuesto, esta falta de datos experimentales es
una fuente de incertidumbre que nubla la descripción teórica del proceso. De todas
formas, aunque las interacciones en el estado final e inicial puedan modificar el
proceso, las predicciones del modelo en la descripción del mecanismo de transición
permanecen, y podemos concluir que obtenemos una descripción muy razonable
de los datos, superior a los modelos anteriores basados en el intercambio de un
kaón a nivel bariónico o en la aniquilación a través de un gluón, dado que nuestro
mecanismo de transición une ambos procesos de forma consistente.

Hemos desarrollado un formalismo que nos permite calcular de forma no pertur-
bativa el efecto de los thresholds sobre el espectro de mesones. La descripción del
proceso en base a la matriz de scattering T nos permitió estudiar en un mismo marco
los estados ligados y las resonancias, definiéndolas como polos de la matriz S en el
plano de Riemann. Con esta base, pudimos describir muchos de los estados exóticos
descubiertos en la última década, como la part́ıcula X(3872) como una molécula
DD̄∗ en onda S, la part́ıcula Ds1(2460) como un agregado D∗K o Λc(2940)+ como
una molécula D∗N .

El formalismo también nos permitió describir fenómenos puramente no perturbati-
vos en el espectro del charmonio, como la inversión de estados 33S1 − 23D1 en la
asignación de ψ(4040) − ψ(4160) en el sector 1−− gracias al efecto del canal DsD̄

∗
s ,

o en la aparición de la part́ıcula Y (3940) en el sector 0++ gracias al canal DsD̄s.

En resumen, podemos afirmar que el estudio del espectro hadrónico es un entorno
idóneo para el estudio de sistemas multiquark, especialmente en espectros que involucran
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quarks pesados como c y b. De hecho, el estudio del espectro del bottonomio será, en
un futuro, un entorno ideal para el descubrimiento de nuevos estados exóticos, dado que
la enerǵıa cinética de los sistemas multiquark disminuye por el gran valor de la masa
del quark b, propiciando la creación de nuevos estados y nuevos efectos no perturbativos
dificilmente explicables en los modelos quark clásicos.
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Apéndice A

Coordenadas de Jacobi

A.1. Sistema Barión-Antibarión

Las coordenadas de Jacobi para el sistema BB̄ en función de las coordenadas de
los quarks depende del sistema que consideremos. Si hablamos del sistema Y Ȳ debemos
distinguir la masa del quark 3 y 6 del resto (identificándolo con el extraño, según la
Fig. 2.1), y se escriben,

~pξ1 = 1
2
(~p1 − ~p2),

~pξ2 = 2m
M

~p3 − ms

M
(~p1 + ~p2),

~pξ3 = 1
2
(~p4 − ~p5),

~pξ4 = 2m
M

~p6 − ms

M
(~p4 + ~p5),

~P = 1
2
(~p1 + ~p2 + ~p3 − ~p4 − ~p5 − ~p6),

~PCM = ~p1 + ~p2 + ~p3 + ~p4 + ~p5 + ~p6,

(A.1)

con m la masa del quark ligero, ms la masa del quark extraño s y M = 2m + ms. La
transformación inversa será:

~p1 = ~pξ1 − 1
2
~pξ2 + m

M
~P + m

2M
~PCM ,

~p2 = −~pξ1 − 1
2
~pξ2 + m

M
~P + m

2M
~PCM ,

~p3 = ~pξ2 + ms

M
~P + ms

2M
~PCM ,

~p4 = ~pξ3 − 1
2
~pξ4 − m

M
~P + m

2M
~PCM ,

~p5 = −~pξ3 − 1
2
~pξ4 − m

M
~P + m

2M
~PCM ,

~p6 = ~pξ4 − ms

M
~P + ms

2M
~PCM ,

(A.2)

El sistema NN̄ se describe con la misma transformación que antes, realizando el ĺımite
ms → m, Ahora, para calcular los kernels RGM interesa expresar las interacciones en
coordenadas de Jacobi. Como ya vimos, las interacciones relevantes para el sistema BB̄
son,
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Vij = Vij(~p
′
ij, ~pij)δ

3(~P ′
ij − ~Pij)

∏

k 6=i,j

δ3(~p′k − ~pk) (A.3)

para (ij) = (36), (14), (34), (16). Al expresarlo en coordenadas de Jacobi tendremos com-
binaciones lineales de estas en las funciones δ(3).

Tras hacer una transformación adecuada de éstas obtenemos para la interacción (36)
del proceso NN̄ → Y Ȳ , la única no nula que contribuye a la reacción,

V36 = V36(~p
′
ξ24

− ~pξ24 − (1
3
~P − ms

M
~P ′))δ(3)(~p′ξ24 − ~pξ24 + (2

3
~P − 2m

M
~P ′))×

×δ(3)(~P ′
ξ24

− ~Pξ24 − 2(m−ms)
3M

~PCM)δ(3)(~p′ξ1 − ~pξ1)δ
(3)(~p′ξ3 − ~pξ3)×

×δ(3)(~P ′
CM − ~PCM)

(A.4)

donde hemos usado para el estado final ~p′i las transformaciones para Y Ȳ A.2 y para el
estado inicial ~pi las transformaciones correspondientes a NN̄ , y siendo,

~Pξij
= ~pξi

+ ~pξj

~pξij
= 1

2
(~pξi

− ~pξj
)

(A.5)

De igual forma, para el proceso Y Ȳ → Y ′Ȳ ′, obtenemos que las interacciones a estudiar
son,

V36 = V36(~p
′
ξ24

− ~pξ24 + ms

M
(~P ′ − ~P ))δ(3)(~p′ξ24 − ~pξ24 − 2m

M
(~P ′ − ~P ))×

×δ(3)(~P ′
ξ24

− ~Pξ24)δ
(3)(~p′ξ1 − ~pξ1)δ

(3)(~p′ξ3 − ~pξ3)δ
(3)(~P ′

CM − ~PCM)
(A.6)

V14 = V14((~p
′
ξ13

− ~pξ13) − 1
2
(~p′ξ24 − ~pξ24) + m

M
(~P ′ − ~P ))δ(3)(~P ′

CM − ~PCM)×
×δ(3)(~p′ξ24 − ~pξ24 + ms

M
(~P ′ − ~P ))δ(3)(~P ′

ξ24
− ~Pξ24)δ

(3)(~P ′
ξ13

− ~Pξ13)×
×δ(3)(~p′ξ13 − ~pξ13 − 1

2
(~P ′ − ~P ))

(A.7)

V34 = V34(
1
2
(~p′ξ2 − ~pξ2) − 1

2
(~p′ξ3 − ~pξ3) + 1

4
(~p′ξ4 − ~pξ4) + m+ms

2M
(~P ′ − ~P ))×

×δ(3)(~P ′
CM − ~PCM)δ(3)(~p′ξ3 − ~pξ3 + 1

2
(~P ′ − ~P ))δ(3)(~p′ξ1 − ~pξ1)×

×δ(3)(~p′ξ24 − ~pξ24 − 2m−ms

2M
(~P ′ − ~P ))δ(3)(~P ′

ξ24
− ~Pξ24 − (~P ′ − ~P ))

(A.8)

V16 = V16(
1
2
(~p′ξ1 − ~pξ1) − 1

4
(~p′ξ2 − ~pξ2) − 1

2
(~p′ξ4 − ~pξ4) + m+ms

2M
(~P ′ − ~P )×

×δ(3)(~P ′
CM − ~PCM)δ(3)(~p′ξ1 − ~pξ1 − 1

2
(~P ′ − ~P ))δ(3)(~p′ξ3 − ~pξ3)×

×δ(3)(~p′ξ24 − ~pξ24 − 2m−ms

2M
(~P ′ − ~P ))δ(3)(~P ′

ξ24
− ~Pξ24 + (~P ′ − ~P ))

(A.9)

Las transformaciones de Jacobi preservan la invarianza del hamiltoniano bajo transfor-
maciones de Galileo tanto en el sector extraño como en el ligero. Es decir, el hamiltoniano
es invariante bajo translaciones del centro de masas, lo que es más que deseable. Podemos
separar grados internos y externos de libertad. Este resultado nos da pie para proponer
una función de onda como la descrita en la ecuación 2.29.
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A.2. Sistema Mesón-Antimesón

Las coordenadas de Jacobi para el sistema de cuatro part́ıculas mesón-antimesón en
función de las coordenadas de los quarks se escriben como,

~pA =
m2

MA

~p1 −
m1

MA

~p2, (A.10)

~pB =
m4

MB

~p3 −
m3

MB

~p4, (A.11)

~P =
MB

MT

(~p1 + ~p2) −
MA

MT

(~p3 + ~p4), (A.12)

~Pcm = ~p1 + ~p2 + ~p3 + ~p4. (A.13)

con mi la masa del quark i, MA = m1 +m2, MB = m3 +m4 y MT = MA +MB, siguiendo
el ordenamiento de quarks de la Fig.2.3.

La inversa de estas coordenadas será:

~p1 = ~pA +
m1

MA

~P +
m1

MT

~Pcm, (A.14)

~p2 = −~pA +
m2

MA

~P +
m2

MT

~Pcm, (A.15)

~p3 = ~pB − m3

MB

~P +
m3

MT

~Pcm, (A.16)

~p4 = −~pB − m4

MB

~P +
m4

MT

~Pcm. (A.17)

e igual para el estado final.
Ahora, para calcular los kernels RGM interesa expresar las interacciones en función

de las coordenadas de Jacobi. Las interacciones relevantes para el sistema mesón-mesón
son las locales, igual que antes,

Vij = Vij(~p
′
ij, ~pij)δ

3(~P ′
ij − ~Pij)

∏

k 6=i,j

δ3(~p′k − ~pk) (A.18)

siendo,

~pij =
1

2
(~pi − ~pj),

~Pij = ~pi + ~pj,
(A.19)

para (ij) = (13), (14), (23), (24). Al expresarlo en coordenadas de Jacobi tendremos combi-
naciones lineales de las coordenadas en las funciones δ(3). Tras hacer una transformación
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adecuada de éstas obtenemos diferentes expresiones para las interacciones del proceso
AB → A′B′.

En el caso de los términos directos estas expresiones se pueden reescribir de forma
conjunta como:

V D
ij = V ( (−1)i−1

2
(~p′A − ~pA) + (−1)j

2
(~p′B − ~pB) + 1

2

(

m′

i

M ′

A
+

m′

j

M ′

B

)

~P ′ − 1
2

(

mi

MA
+

mj

MB

)

~P ))

× δ(3)(~P ′
cm − ~Pcm)×

× δ(3)(~p′A − ~pA + (−1)i
[(

1 − m′

i

M ′

A

)

~P ′ −
(

1 − mi

MA

)

~P
]

)×
× δ(3)(~p′B − ~pB + (−1)j−1

[(

1 − m′

j

M ′

B

)

~P ′ −
(

1 − mj

MB

)

~P
]

)

(A.20)
Si tratamos con los términos de intercambio la cosa es más complicada y tendremos una

expresión diferente para cada diagrama. Siguiendo el esquema de la Fig. 2.4 tendŕıamos
que aplicar el operador P24 sobre las coordenadas de Jacobi, obteniéndose,

P24 [~pA] = m4

m1+m4
~pA + m1

m1+m4
~pB + m1

m1+m4

(

m4

m1+m4
+ m2

m2+m3

)

~P + m1(m4−m2)
(m1+m4)MT

~PCM ,

P24 [~pB] = m3

m2+m3
~pA + m2

m2+m3
~pB − m3

m2+m3

(

m4

m1+m4
+ m2

m2+m3

)

~P − m3(m4−m2)
(m2+m3)MT

~PCM ,

P24

[

~P
]

= ~pA − ~pB + m1m3−m2m4

(m1+m4)(m2+m3)
~P + m2−m4

MT

~PCM ,

P24

[

~Pcm

]

= ~PCM

(A.21)
y utilizando estas coordenadas obtenemos para la transformación,

V E
14 = V (−1

2
(p̃A + p̃B) + p̃′A + 1

2
(~P ′ − ~P ))δ(~P ′

CM − ~PCM)×
= δ(p̃′B − p̃A)δ(p̃′B − p̃B − (~P ′ − ~P )),

V E
23 = V (1

2
(p̃A + p̃B) − p̃′B + 1

2
(~P ′ − ~P ))δ(~P ′

CM − ~PCM)×
= δ(p̃′A − p̃B)δ(p̃′A − p̃A + (~P ′ − ~P )),

V E
13 = V (−1

2
(p̃A − p̃B) + 1

2
(p̃′A − p̃′B) + (~P ′ − ~P ))δ(~P ′

CM − ~PCM)×
= δ(p̃′B − p̃A)δ(p̃′A − p̃B),

V E
24 = V (1

2
(p̃A − p̃B) + 1

2
(p̃′A − p̃′B))δ(~P ′

CM − ~PCM)×
= δ(p̃′A − p̃A + (~P ′ − ~P ))δ(p̃′B − p̃B − (~P ′ − ~P )).

(A.22)

donde hemos definido,

p̃A = ~pA − m2

MA

~P = ~pA − ωA
~P ,

p̃B = ~pB + m4

MB

~P = ~pB + ωB
~P ,

p̃′A = ~p′A − m′

2

M ′

A

~P ′ = ~p′A − ω′
A

~P ′,

p̃′B = ~p′B +
m′

4

M ′

B

~P ′ = ~p′B + ω′
B

~P ′,

(A.23)
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En el caso de los términos de intercambio, calcularemos los elementos de matriz en
el sistema de referencia de centro de masas, para evitar posibles dependencias en ~PCM

debido a las masas de los quarks.

A.3. Sistema Barión-Mesón

Para el sistema de 5 part́ıculas usaremos un sistema mezcla de los dos anteriores:

~pξ1 =
m2

MA

~p1 −
m1

MA

~p2, (A.24)

~pξ2 =
1

2
(~p3 − ~p4), (A.25)

~pξ3 =
2

3
~p5 −

1

3
(~p3 + ~p4), (A.26)

~P =
MB

MT

(~p1 + ~p2) −
MA

MT

(~p3 + ~p4 + ~p5), (A.27)

~Pcm = ~p1 + ~p2 + ~p3 + ~p4 + ~p5. (A.28)

considerando que el barión es un nucleón, es decir m3 = m4 = m5 = mq.
Con un sencillo cálculo la inversa resulta ser,

~p1 = ~pξ1 +
m1

MA

~P +
m1

MT

~Pcm, (A.29)

~p2 = −~pξ1 +
m2

MA

~P +
m2

MT

~Pcm, (A.30)

~p3 = ~pξ2 −
1

2
~pξ3 −

1

3
~P +

MB

3MT

~Pcm, (A.31)

~p4 = −~pξ2 −
1

2
~pξ3 −

1

3
~P +

MB

3MT

~Pcm, (A.32)

~p5 = ~pξ3 −
1

3
~P +

MB

3MT

~Pcm. (A.33)

Utilizamos la misma expresión para los kernels RGM que en el caso barión-antibarión
y mesón-antimesón, expresados en la Ec. A.20. La interacción directa se puede escribir de
forma agrupada de la siguiente forma, considerando que i = {1, 2} (Mesón) y j = {3, 4, 5}
(Barión):

Vij = V ( (−1)i−1

2
(~p′ξ1 − ~pξ1) + (−1)j

2
(~p′ξ2 − ~pξ2) +

aj

4
(~p′ξ3 − ~pξ3) + 1

2

(

mi

MA
+ 1

3

)

(~P ′ − ~P ))

× δ(3)(~P ′
cm − ~Pcm) × δ(3)(~p′ξ1 − ~pξ1 + (−1)i

(

1 − mi

MA

)

(~P ′ − ~P ))×
× δ(3)(~p′ξ2 − ~pξ2 +

cj

2
(~P ′ − ~P ))δ(3)(~p′ξ3 − ~pξ3 − aj

3
(~P ′ − ~P ))

(A.34)
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donde hemos definido aj = {1, 1,−2} y cj = {1,−1, 0} para j = {3, 4, 5}.
En principio, tenemos un potencial directo que depende de j. Sin embargo, a la hora de

hacer las integrales pertinentes para obtener la expresión de la Ec. 2.48, la dependencia en
cualquier variable que involucre el ı́ndice j desaparece. Es decir, recuperamos el resultado
que indica que los diagramas Vi3 = Vi4 = Vi5, y por lo tanto tenemos simplemente dos
diagramas con multiplicidad 3 cada uno.



Apéndice B

Coeficientes de Spin-Sabor-Color

En este apéndice describimos las técnicas utilizadas para el cálculo de los coeficientes de
Spin-Sabor-Color para el sistema de dos mesones, dos bariones y el sistema barión-mesón
y presentamos a continuación las tablas con los coeficientes de Spin-Sabor-Color para la
reacción general AB → A′B′ en el caso Mesón-Antimesón, las reacciones NN̄ → NN̄ ,
NN̄ → Y Ȳ y Y Ȳ → Y ′Ȳ ′ en el caso Barión-Antibarión y la reacción (Qn̄)N → (Qn̄)N
para el caso Barión-Mesón, donde Q = {c, b}.

B.1. Método de Cálculo

El método para calcular los coeficientes de Spin-Sabor-Color es similar para los sis-
temas de cuatro, cinco y seis quarks. Por lo tanto, presentaremos el método sólo para el
caso Mesón-Antimesón, pudiéndose aplicar a los dos casos con mı́nimas modificaciones.

Las funciones de onda en Spin-Sabor-Color de los mesones se pueden escribir como,

|M〉 =
1√
NM

|(s1, s2)S > ⊗|(t1, t2)T > ⊗ξc[1
2] (B.1)

donde |(s1, s2)S > (|(t1, t2)T >) representa el acolamiento del spin (sabor) del par quark-
antiquark del mesón M , con s1 = s2 = 1

2
y t1 = t2 = {0, 1

2
}, y donde S (T ) su spin (sabor)

total y NM es un factor de normalización.
Los valores de los factores de normalización son NM . Los acoplamientos mı́nimos son

S = T = 0 y los máximos son S = T = 1.
Debido a que la función de onda de color factoriza, nos ocupamos en primer lugar de

los coeficientes de spin-sabor, sin preocuparnos de la parte de color. La función de onda
de spin-sabor de dos mesones la escribimos de forma general como,

|AB; ST 〉 =
1√

NANB

|(1
2
,
1

2
)SA; (

1

2
,
1

2
)SB; S > ⊗|(t1, t2)TA; (t3, t4)TB; T > (B.2)
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donde S (T ) es el spin (sabor) total al que se acopla el sistema. Con esta función de onda
los quarks {1, 2} pertenecen al mesón A y los quarks {3, 4} al B.

Si tenemos un operador en el espacio de spin-sabor dado por OSOT los coeficientes de
spin-sabor que necesitaremos serán los elementos de matriz reducidos del operador entre
los estados inicial y final, los cuales vendrán dados por,

〈

A′B′; S ′T ′||OSOT ||AB; ST
〉

= 1√
NANBNA′NB′

ηA′ B′

A B (OS, S ′, S)ηA′ B′

A B (OT , T ′, T )

(B.3)
siendo

ηA′ B′

A B (OT , T ′, T ) =
〈

(t′1, t
′
2)TA′ ; (t′3, t

′
4)TB′ ; T ′||OT ||(t1, t2)TA; (t3, t4)TB; T

〉

(B.4)

y análogamente para el spin. Aunque el cálculo de los coeficientes de Spin puede sim-
plificarse usando técnicas de SU(2), debido a que el cálculo de los coeficientes de Sabor
debe realizarse en SU(3) completo resulta más sencillo utilizar programas de cálculo como
Mathematica. De esta forma obtenemos un método unificado para calcular los coeficientes
de Spin-Sabor-Color. Para obtener los coeficientes de Spin-Sabor-Color basta multiplicar
los coeficientes de Spin-Sabor por los de Color correspondientes, que siempre factorizan.

B.2. Coeficientes para el sistema Mesón-Antimesón

B.2.1. Coeficientes de Spin

Operador de Spin (~σi · ~σj): Términos directos

En el caso de estados mesón-mesón, los coeficientes de Spin-Sabor factorizan, aśı pues,
basta con calcular los operadores de spin y los de sabor por separado y luego multiplicarlos.
Empezamos mostrando los coeficientes de spin escalares para los mesones AB → A′B′

para términos directos.

Considerando una ordenación de los quarks de q1q̄2 − q3q̄4 tendremos,
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S = 2 (1, 1)
(1, 1) 1

S = 1 (1, 1) (1, 0) (0, 1)

(1, 1) −1
√

2 −
√

2

(1, 0)
√

2 0 1

(0, 1) −
√

2 1 0
S = 0 (1, 1) (0, 0)

(1, 1) −2 −
√

3

(0, 0) −
√

3 0

Cuadro B.1: Coeficientes de spin para términos directos. Diagrama (~σ1·~σ3). Representamos
en horizontal (S ′

A, S ′
B) y en vertical (SA, SB), donde SA, SB, S ′

A, S ′
B son los spines de los

mesones AB iniciales y finales respectivamente.

S = 2 (1, 1)
(1, 1) 1

S = 1 (1, 1) (1, 0) (0, 1)

(1, 1) −1 −
√

2
√

2

(1, 0) −
√

2 0 −1

(0, 1)
√

2 −1 0
S = 0 (1, 1) (0, 0)

(1, 1) −2
√

3

(0, 0)
√

3 0

Cuadro B.2: Coeficientes de spin para términos directos. Diagrama (~σ1 · ~σ4). Misma con-
vención que en Fig. B.1.
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S = 2 (1, 1)
(1, 1) 1

S = 1 (1, 1) (1, 0) (0, 1)

(1, 1) −1
√

2 −
√

2

(1, 0)
√

2 0 −1

(0, 1) −
√

2 −1 0
S = 0 (1, 1) (0, 0)

(1, 1) −2
√

3

(0, 0)
√

3 0

Cuadro B.3: Coeficientes de spin para términos directos. Diagrama (~σ2 · ~σ3). Misma con-
vención que en Fig. B.1.

S = 2 (1, 1)
(1, 1) 1

S = 1 (1, 1) (1, 0) (0, 1)

(1, 1) −1 −
√

2
√

2

(1, 0) −
√

2 0 1

(0, 1)
√

2 1 0
S = 0 (1, 1) (0, 0)

(1, 1) −2 −
√

3

(0, 0) −
√

3 0

Cuadro B.4: Coeficientes de spin para términos directos. Diagrama (~σ2 · ~σ4). Misma con-
vención que en Fig. B.1.

Operador de Spin (~σi · ~σj): Términos de intercambio

Tomaremos las mismas consideraciones que antes. Debido a que se trata de términos
de intercambio debemos incluir el operador identidad, cuyos coeficientes no serán triviales.
Las funciones de onda de spin vienen dadas por:

|χSA,Sz
A

S >=
∑

s1,s2

< s1, s
z
1, s2, s

z
2|SA, Sz

A > |s1, s
z
1, s2, s

z
2 > (B.5)

por lo que un coeficiente del operador identidad será,

IS,ij =
〈

χA
S χB

S |χA′

S χB′

S

〉

=

=
∑

i,j χS
A(s1, s2)χ

S
B(s3, s4)δ

(s)
1,1′δ

(s)
2,4′δ

(s)
3,3′δ

(s)
4,2′1χS

C(s′1, s
′
2)χ

S
D(s′3, s

′
4)

(B.6)
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Los diferentes valores de este factor están resumidos en las figuras siguientes. Para el
término spin-spin debemos reemplazar 1 por el (~σi ·~σj) que corresponda a cada diagrama.
Con esto, los coeficientes son,

S = 2 (1, 1)
(1, 1) 1

S = 1 (1, 1) (1, 0) (0, 1)
(1, 1) 0 − 1√

2
1√
2

(1, 0) − 1√
2

1
2

1
2

(0, 1) 1√
2

1
2

1
2

S = 0 (1, 1) (0, 0)

(1, 1) −1
2

−
√

3
2

(0, 0) −
√

3
2

1
2

Cuadro B.5: Coeficientes de spin para el operador Identidad para términos de intercambio.
Misma convención que en Fig. B.1.

S = 2 (1, 1)
(1, 1) 1

4

S = 1 (1, 1) (1, 0) (0, 1)
(1, 1) −1

2
1

4
√

2
− 1

4
√

2

(1, 0) 1
4
√

2
−1

8
3
8

(0, 1) − 1
4
√

2
3
8

−1
8

S = 0 (1, 1) (0, 0)

(1, 1) 5
8

√
3

8

(0, 0)
√

3
8

3
8

Cuadro B.6: Coeficientes de spin para términos directos. Diagrama (~σ1 · ~σ3). Misma con-
vención que en Fig. B.1.
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S = 2 (1, 1)
(1, 1) 1

4

S = 1 (1, 1) (1, 0) (0, 1)
(1, 1) 0 − 1

4
√

2
1

4
√

2

(1, 0) − 1
4
√

2
1
8

1
8

(0, 1) − 3
4
√

2
−3

8
−3

8

S = 0 (1, 1) (0, 0)

(1, 1) −1
8

−
√

3
8

(0, 0) 3
√

3
8

−3
8

Cuadro B.7: Coeficientes de spin para términos directos. Diagrama (~σ1 · ~σ4). Misma con-
vención que en Fig. B.1.

S = 2 (1, 1)
(1, 1) 1

4

S = 1 (1, 1) (1, 0) (0, 1)
(1, 1) 0 − 1

4
√

2
1

4
√

2

(1, 0) 3
4
√

2
−3

8
−3

8

(0, 1) 1
4
√

2
1
8

1
8

S = 0 (1, 1) (0, 0)

(1, 1) −1
8

−
√

3
8

(0, 0) 3
√

3
8

−3
8

Cuadro B.8: Coeficientes de spin para términos directos. Diagrama (~σ2 · ~σ3). Misma con-
vención que en Fig. B.1.
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S = 2 (1, 1)
(1, 1) 1

4

S = 1 (1, 1) (1, 0) (0, 1)
(1, 1) 1

2
1

4
√

2
− 1

4
√

2

(1, 0) 1
4
√

2
3
8

−1
8

(0, 1) − 1
4
√

2
−1

8
3
8

S = 0 (1, 1) (0, 0)

(1, 1) 5
8

√
3

8

(0, 0)
√

3
8

3
8

Cuadro B.9: Coeficientes de spin para términos directos. Diagrama (~σ2 · ~σ4). Misma con-
vención que en Fig. B.1.

Operador Spin [~σi ⊗ ~σj]: Términos directos

Mostramos ahora los coeficientes de spin tensoriales para los términos directos.

(S, S ′) = (2, 2) (1, 1)

(1, 1)
√

35
3

(S, S ′) = (1, 1) (1, 1) (1, 0) (0, 1)

(1, 1)
√

5
√

5
2

−
√

5
2

(1, 0)
√

5
2

0 −
√

5

(0, 1) −
√

5
2

−
√

5 0

(S, S ′) = (0, 0) (1, 1) (0, 0)
(1, 1) 0 0
(0, 0) 0 0

Cuadro B.10: Coeficientes de spin para términos directos. Diagrama [~σ1 ⊗ ~σ3]. Misma
convención que en Fig. B.1.
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(S, S ′) = (2, 2) (1, 1)

(1, 1)
√

35
3

(S, S ′) = (1, 1) (1, 1) (1, 0) (0, 1)

(1, 1)
√

5 −
√

5
2

−
√

5
2

(1, 0) −
√

5
2

0
√

5

(0, 1) −
√

5
2

√
5 0

(S, S ′) = (0, 0) (1, 1) (0, 0)
(1, 1) 0 0
(0, 0) 0 0

Cuadro B.11: Coeficientes de spin para términos directos. Diagrama [~σ1 ⊗ ~σ4]. Misma
convención que en Fig. B.1.

(S, S ′) = (2, 2) (1, 1)

(1, 1)
√

35
3

(S, S ′) = (1, 1) (1, 1) (1, 0) (0, 1)

(1, 1)
√

5
√

5
2

√

5
2

(1, 0)
√

5
2

0
√

5

(0, 1)
√

5
2

√
5 0

(S, S ′) = (0, 0) (1, 1) (0, 0)
(1, 1) 0 0
(0, 0) 0 0

Cuadro B.12: Coeficientes de spin para términos directos. Diagrama [~σ2 ⊗ ~σ3]. Misma
convención que en Fig. B.1.
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(S, S ′) = (2, 2) (1, 1)

(1, 1)
√

35
3

(S, S ′) = (1, 1) (1, 1) (1, 0) (0, 1)

(1, 1)
√

5 −
√

5
2

√

5
2

(1, 0) −
√

5
2

0 -
√

5

(0, 1)
√

5
2

−
√

5 0

(S, S ′) = (0, 0) (1, 1) (0, 0)
(1, 1) 0 0
(0, 0) 0 0

Cuadro B.13: Coeficientes de spin para términos directos. Diagrama [~σ2 ⊗ ~σ4]. Misma
convención que en Fig. B.1.

B.2.2. Operadores de Sabor

Los elementos de matriz de los operadores de sabor dependerán del contenido quark
de los estados mesón-mesón que consideremos. Entre todos los que estudiamos tenemos,
por ejemplo,

D̄nDn = nc̄ cn̄,

D̄sDs = sc̄ cs̄,

D̄sη(nn̄) = sc̄ nn̄,

D̄sη(ss̄) = sc̄ ss̄,

D̄nK = nc̄ sn̄,

numerando los quarks de 1 a 4 de izquierda a derecha en cada par de mesones considerado.
Aunque en un primer momento parece dif́ıcil generalizar dichos coeficientes, estudiaremos
diferentes operadores que se corresponden con diferentes bosones de goldstone.

Operador Isospin (~τi · ~τj)

El operador de isospin, presente en el intercambio de un pión, aparece entre quarks
ligeros u, d, es por tanto importante cuando tenemos quarks o antiquarks ligeros n en
diferentes mesones, como por ejemplo en las reacciones

D̄nDn → D̄nDn,
D̄nK → D̄nK
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aunque hay otras, como, por ejemplo, las que involucran mesones Bn.
Dicho coeficiente se puede expresar como:

〈nn|~τi · ~τj|nn〉 = 2I(I + 1) − 3 =

{

−3 si I = 0
1 si I = 1

(B.7)

con I el isospin total del estado AB. Por supuesto, este coeficiente es cero para los dia-
gramas que no involucren quarks ligeros n (o n̄).

Este coeficiente es el mismo para el caso nn y nn̄. El signo del cambio de G-paridad
lo introducimos en el potencial del π directamente. Hay que tener cuidado porque esto no
es cierto para los diagramas de aniquilación, donde se toma con el signo incluido.

Operador
∑7

a=4(λ
a
i λ

a
j )

Este operador es el que presenta el kaón K o el escalar extraño κ, y nos cambia sabores,
es decir, nos mezcla quarks ligeros con extraños. Por lo tanto, participará en reacciones
del estilo,

D̄nDn → D̄sDs,
D̄nK → D̄sη(nn̄)

donde η(nn̄) representa la parte nn̄ de la función de onda de la η. Tendremos entonces
dos tipos de reacciones

Caso ns → sn

Es un cambio de extrañeza que aparece, por ejemplo, en la reacción D̄nK → D̄sη(nn̄)
(que en ese caso es n̄s̄ → s̄n̄, pero el cálculo es idéntico). Aśı, al tener una interacción
quark-quark (o antiquark-antiquark), el coeficiente de sabor correspondiente será:

〈ns|
7

∑

a=4

(λa
i λ

a
j )|sn〉 = 2 (B.8)

sin ninguna restricción de isospin, debido a que el isospin del quark s es cero.

Caso nn̄ → ss̄

Es el diagrama para reacciones del tipo D̄nDn → D̄sDs. En este caso, tenemos
una interacción quark-antiquark, por lo que debemos aplicar el operador G-paridad.
Como ya comentamos en el Caṕıtulo 1, la G-paridad no está bien definida para
SU(3), por lo tanto tendremos que calcular directamente el operador transformado
< nn̄|∑7

a=4(λ
a
i λ

a T
j )|ss̄ >.

〈nn̄|
7

∑

a=4

(λa
i λ

a
j )|ss̄〉 =

{

2
√

2 si I = 0
0 si I = 1

(B.9)
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En este caso śı se aprecia que el isospin total de nn̄ debe ser I = 0, debido a que el
isospin del estado final es cero y se debe conservar.

Operador (~λ8
i · ~λ8

j)

Es el operador que nos proporciona la parte singlete-singlete del bosón η. No cambia
sabores y aparecerá en gran número de reacciones. Se puede hacer anaĺıticamente sin
problemas. Presentaremos las reacciones base en las que puede aparecer.

Caso nn → nn

También válido para el caso quark-antiquark nn̄ → nn̄. El coeficiente será:

〈nn|λ8
i λ

8
j |nn〉 =

1

3
(B.10)

Caso ss → ss

También incluye el caso quark-antiquark ss̄ → ss̄. El coeficiente será:

〈ss|λ8
i λ

8
j |ss〉 =

4

3
(B.11)

Caso ns → ns

También válido para el caso quark-antiquark ns̄ → ns̄. El cálculo del coeficiente nos
da:

〈ns|λ8
i λ

8
j |ns〉 = −2

3
(B.12)

Diagramas de Aniquilación

Buscamos ahora los coeficientes para los potenciales de aniquilación a través de un
gluón y un pión. Aunque podemos tener aniquilación a través de otros bosones, el pión
y el gluón son los más importantes, y nos aportarán diagramas extras a nivel quark (que
podemos apreciar en la Fig. B.1).

Esta interacción se puede derivar del modelo de quarks constituyentes a partir del
intercambio de un π y un gluón. En espacio de momentos se puede escribir como:

V OGE
qq̄ = 4παs

(2π)3
1

4m2
q

(

4
9
− 1

12
~λc

i
~λc

j

)

(

3
2

+ 1
2
~σi~σj

) (

1
2
− 1

2
~τi~τj

)

,

V OPE
qq̄ =

g2
ch

(2π)3
1

4m2
q−m2

π

(

1
3

+ 1
2
~λc

i
~λc

j

)

(

1
2
− 1

2
~σi~σj

) (

3
2

+ 1
2
~τi~τj

)

.
(B.13)
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(a) (b) (c)

Figura B.1: Diagramas que contribuyen a la interacción microscópica qq̄, donde (a) son los
términos de intercambio de un bosón de Goldstone y (b), (c) los términos de aniquilación
a través de un bosón o un gluón, respectivamente.

Como vemos, estos diagramas dependerán de los propios elementos de matriz de spin,
isospin y color. Podemos entonces particularizarlos para el caso de un proceso mesón-
mesón AB → A′B′. Entonces, aplicando los elementos que hemos estudiado anteriormente
tendremos:

V OGE
AB =

4παs

(2π)3

1

4m2
q

4

9
(3δAB + (~σ · ~σ)AB) δI,0,

V OPE
AB =

g2
ch

(2π)3

1

4m2
q − m2

π

1

3
(δAB − (~σ · ~σ)AB) δI,1.

(B.14)

con la particularidad de que la aniquilación a través de un gluón se realiza entre todo
tipo de sabores (nn̄, ss̄, cc̄ y bb̄) y el pión sólo puede aniquilar quarks ligeros, es decir,
reacciones del tipo nn̄ → nn̄.

El diagrama a través de un pión se puede generalizar para todo tipo de pseudoescalares,
como la η. Pero esta contribución no la tendremos en cuenta por tener un efecto pequeño
en la interaccion.

B.2.3. Operador de Color

La función de onda de color para mesones es:

ξc =
1√
3

3
∑

c1,c2=1

δ
(c)
1,2, (B.15)

totalmente simétrica, donde ci representa el color del quark i.
En el caso de términos directos, el término de color estará regido por una interacción

singlete-singlete. Por lo tanto, los coeficientes de color serán:

〈

ξA
c ξB

c |ξA′

c ξB′

c

〉

= 1,
〈

ξA
c ξB

c

∣

∣ λc
iλ

c
j

∣

∣ξA′

c ξB′

c

〉

= 0
(B.16)
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es decir, la identidad nos da un factor 1, mientras que la interacción λcλc es cero al no
haber intercambio de color entre singletes.

Los términos de intercambio, por otro lado, śı nos proporcionan una interacción dife-
rente de cero al existir un intercambio de quarks entre mesones. Aśı pues, los coeficientes
de color serán:

〈

ξA
c ξB

c |ξA′

c ξB′

c

〉

= 1
3
,

〈

ξA
c ξB

c

∣

∣ λc
iλ

c
j

∣

∣ξA′

c ξB′

c

〉

=

{

−16
9

para diagramas (ij) = (14), (23)
16
9

para diagramas (ij) = (13), (24)
(B.17)

B.2.4. Funciones de onda de spin

Para obtener los coeficientes de spin hemos tenido que utilizar las funciones de onda
de spin de cuatro part́ıculas, que reproducimos en la Tabla. B.14.

(SA, SB)S,M Funciones de onda de spin

(1, 1)2, +2 ↑↑↑↑= η1+1 ⊗ η1+1

(1, 1)2, +1 1
2
(↑↑↑↓ + ↑↑↓↑ + ↑↓↑↑ + ↓↑↑↑) = η10 ⊗ η1+1 + η1+1 ⊗ η10

(1, 1)2, 0 1√
6
(↑↑↓↓ + ↑↓↑↓ + ↓↑↑↓ + ↑↓↓↑ + ↓↓↑↑ + ↓↑↓↑) =

= η1+1 ⊗ η1−1 + η10 ⊗ η10 + η1−1 ⊗ η1+1

(1, 1)1, +1 1
2
(↑↑↑↓ + ↑↑↓↑ − ↑↓↑↑ − ↓↑↑↑) = η10 ⊗ η1+1 − η1+1 ⊗ η10

(1, 1)0, 0 1√
12

(2 ↑↑↓↓ +2 ↓↓↑↑ − ↑↓↑↓ − ↑↓↓↑ − ↓↑↑↓ − ↓↑↓↑) =

= 2η1+1 ⊗ η1−1 − η10 ⊗ η10 + 2η1−1 ⊗ η1+1

(1, 0)1, +1 1√
2
(↑↑↑↓ − ↑↑↓↑) = η1+1 ⊗ η00

(0, 0)0, 0 1
2
(↑↓↑↓ + ↓↑↓↑ − ↑↓↓↑ − ↓↑↑↓) = η00 ⊗ η00

Cuadro B.14: Funciones de onda de spin para 4 part́ıculas
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B.3. Coeficientes para el sistema Barión-Antibarión

En particular, trabajaremos con los bariones N , Λ y Σ. Las funciones de onda de estos
estados se pueden escribir como:

p = 1√
2
(pMA ⊗ χMA + pMS ⊗ χMS),

n = 1√
2
(nMA ⊗ χMA + nMS ⊗ χMS),

Λ = 1√
2
(ud − du)s ⊗ χMA,

Σ0 = 1√
2
(ud + du)s ⊗ χMS,

Σ+ = uus ⊗ χMS,
Σ− = dds ⊗ χMS

con

pMA = 1√
2
(ud − du)u,

pMS = − 1√
6
[(ud + du)u − 2uud],

nMA = 1√
2
(ud − du)d,

nMS = 1√
6
[(ud + du)d − 2ddu],

y donde las funciones de onda de spin son

χMA = 1√
2
(↑↓ − ↓↑) ↑,

χMS = − 1√
6
[(↑↓ + ↓↑) ↑ −2 ↑↑↓].

(B.18)

Con esto podemos calcular los coeficientes de Spin-Sabor-Color. Ponemos directamente
los coeficientes para Barión-Antibarión, con la transformación de G-paridad ya inclúıda
donde corresponda.
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B.3.1. Coeficientes escalares

NN̄ → NN̄

(S,T) ~λ3 · ~λ6 (~σ3 ·~σ6) ~λ3 · ~λ6 ~σ3 ·~σ6

∑3
a=1 λa

3λ
aT
6 (~σ3 ·~σ6)(

∑3
a=1 λa

3λ
aT
6 )

(0,0) 2
3

−26
9

−1
3

1
3

−25
9

(1,0) 2
3

26
27

1
9

1
3

25
27

(0,1) 2
9

22
27

−1
3

−1
9

25
27

(1,1) 2
9

−22
81

1
9

−1
9

−25
81

(S,T)
∑7

a=4 λa
3λ

aT
6 (~σ3 ·~σ6)(

∑7
a=4 λa

3λ
aT
6 ) λ8

3λ
8T
6 (~σ3 ·~σ6)(λ

8
3λ

8T
6 )

(0,0) 0 0 1
3

−1
9

(1,0) 0 0 1
3

1
27

(0,1) 0 0 1
3

−1
9

(1,1) 0 0 1
3

1
27

Cuadro B.15: Coeficientes de intercambio

(S,T)
∑3

a=1 λa
36λ

a
36 (~σ3 ·~σ6)(

∑3
a=1 λa

36λ
a
36)

(0,0) 4
3

8
9

(1,0) 4
3

− 8
27

(0,1) 14
9

−26
27

(1,1) 14
9

26
81

(S,T)
∑7

a=4 λa
36λ

a
36 (~σ3 ·~σ6)(

∑7
a=4 λa

36λ
a
36) λ8

36λ
8
36 (~σ3 ·~σ6)(λ

8
36λ

8
36)

(0,0) 0 0 2
9

−14
27

(1,0) 0 0 2
9

14
81

(0,1) 0 0 4
27

8
81

(1,1) 0 0 4
27

− 8
243

Cuadro B.16: Coeficientes de Aniquilación
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NN̄ → ΛΛ̄

(S,T) ~λ3 · ~λT
6 (~σ3 ·~σ6)~λ3 · ~λT

6 ~σ3 ·~σ6

∑3
a=1 λa

3λ
aT
6 (~σ3 ·~σ6)(

∑3
a=1 λa

3λ
aT
6 )

(0,0) 3
√

2 −9
√

2 0 0 0

(1,0) 3
√

2 3
√

2 0 0 0

(S,T)
∑7

a=4 λa
3λ

aT
6 (~σ3 ·~σ6)(

∑7
a=4 λa

3λ
aT
6 ) λ8

3λ
8T
6 (~σ3 ·~σ6)(λ

8
3λ

8T
6 )

(0,0) 3
√

2 −9
√

2 0 0

(1,0) 3
√

2 3
√

2 0 0

Cuadro B.17: Coeficientes de intercambio. Factor 3 de multiplicidad ya incluido.

(S,T)
∑3

a=1 λa
36λ

a
36 (~σ3 ·~σ6)(

∑3
a=1 λa

36λ
a
36)

(0,0) 0 0
(1,0) 0 0

(S,T)
∑7

a=4 λa
36λ

a
36 (~σ3 ·~σ6)(

∑7
a=4 λa

36λ
a
36) λ8

36λ
8
36 (~σ3 ·~σ6)(λ

8
36λ

8
36)

(0,0) 0 0 −
√

2 3
√

2

(1,0) 0 0 −
√

2 −
√

2

Cuadro B.18: Coeficientes de Aniquilación. Factor 3 ya incluido
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NN̄ → ΛΣ̄

(S,T) ~λ3 · ~λT
6 (~σ3 ·~σ6)~λ3 · ~λT

6 ~σ3 ·~σ6

∑3
a=1 λa

3λ
aT
6 (~σ3 ·~σ6)(

∑3
a=1 λa

3λ
aT
6 )

(0,1) −2
√

3 −2
√

3 0 0 0

(1,1) −2
√

3 2√
3

0 0 0

(S,T)
∑7

a=4 λa
3λ

aT
6 (~σ3 ·~σ6)(

∑7
a=4 λa

3λ
aT
6 ) λ8

3λ
8T
6 (~σ3 ·~σ6)(λ

8
3λ

8T
6 )

(0,1) −2
√

3 −2
√

3 0 0

(1,1) −2
√

3 2√
3

0 0

Cuadro B.19: Coeficientes de intercambio. Factor 3 ya incluido

(S,T)
∑3

a=1 λa
36λ

a
36 (~σ3 ·~σ6)(

∑3
a=1 λa

36λ
a
36)

(0,1) 0 0
(1,1) 0 0

(S,T)
∑7

a=4 λa
36λ

a
36 (~σ3 ·~σ6)(

∑7
a=4 λa

36λ
a
36) λ8

36λ
8
36 (~σ3 ·~σ6)(λ

8
36λ

8
36)

(0,1) 0 0 2√
3

2√
3

(1,1) 0 0 2√
3

− 2
3
√

3

Cuadro B.20: Coeficientes de Aniquilación. Factor 3 ya incluido
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NN̄ → ΣΣ̄

(S,T) ~λ3 · ~λT
6 (~σ3 ·~σ6)~λ3 · ~λT

6 ~σ3 ·~σ6

∑3
a=1 λa

3λ
aT
6 (~σ3 ·~σ6)(

∑3
a=1 λa

3λ
aT
6 )

(0,0)
√

2
3

−
√

2
3
√

3
0 0 0

(1,0)
√

2
3

√
2

9
√

3
0 0 0

(0,1) 2 −2
3

0 0 0
(1,1) 2 2

9
0 0 0

(S,T)
∑7

a=4 λa
3λ

aT
6 (~σ3 ·~σ6)(

∑7
a=4 λa

3λ
aT
6 ) λ8

3λ
8T
6 (~σ3 ·~σ6)(λ

8
3λ

8T
6 )

(0,0)
√

2
3

−
√

2
3
√

3
0 0

(1,0)
√

2
3

√
2

9
√

3
0 0

(0,1) 2 −2
3

0 0
(1,1) 2 2

9
0 0

Cuadro B.21: Coeficientes de intercambio. Factor 3 ya incluido

(S,T)
∑3

a=1 λa
36λ

a
36 (~σ3 ·~σ6)(

∑3
a=1 λa

36λ
a
36)

(0,0) 0 0
(1,0) 0 0
(0,1) 0 0
(1,1) 0 0

(S,T)
∑7

a=4 λa
36λ

a
36 (~σ3 ·~σ6)(

∑7
a=4 λa

36λ
a
36) λ8

36λ
8
36 (~σ3 ·~σ6)(λ

8
36λ

8
36)

(0,0) 0 0 −
√

2
3
√

3

√
2

9
√

3

(1,0) 0 0 −
√

2
3
√

3
−

√
2

27
√

3

(0,1) 0 0 −2
3

2
9

(1,1) 0 0 −2
3

− 2
27

Cuadro B.22: Coeficientes de Aniquilación. Factor 3 ya incluido
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ΛΛ̄ → ΛΛ̄

(S,T) ~λ3 · ~λT
6 (~σ3 ·~σ6)~λ3 · ~λT

6 ~σ3 ·~σ6

∑3
a=1 λa

3λ
aT
6 (~σ3 ·~σ6)(

∑3
a=1 λa

3λ
aT
6 )

(0,0) 4
3

-4 -3 0 0
(1,0) 4

3
4
3

1 0 0

(S,T)
∑7

a=4 λa
3λ

aT
6 (~σ3 ·~σ6)(

∑7
a=4 λa

3λ
aT
6 ) λ8

3λ
8T
6 (~σ3 ·~σ6)(λ

8
3λ

8T
6 )

(0,0) 0 0 4
3

-4
(1,0) 0 0 4

3
4
3

(S,T) ~λ1 · ~λT
6 (~σ1 ·~σ6)~λ1 · ~λT

6 ~σ1 ·~σ6

∑3
a=1 λa

1λ
aT
6 (~σ1 ·~σ6)(

∑3
a=1 λa

1λ
aT
6 )

(0,0) −2
3

0 0 0 0
(1,0) −2

3
0 0 0 0

(S,T)
∑7

a=4 λa
1λ

aT
6 (~σ1 ·~σ6)(

∑7
a=4 λa

1λ
aT
6 ) λ8

1λ
8T
6 (~σ1 ·~σ6)(λ

8
1λ

8T
6 )

(0,0) 0 0 −2
3

0
(1,0) 0 0 −2

3
0

(S,T) ~λ1 · ~λT
4 (~σ1 ·~σ4)~λ1 · ~λT

4 ~σ1 ·~σ4

∑3
a=1 λa

1λ
aT
4 (~σ1 ·~σ4)(

∑3
a=1 λa

1λ
aT
4 )

(0,0) 1
3

0 0 0 0
(1,0) 1

3
0 0 0 0

(S,T)
∑7

a=4 λa
1λ

aT
4 (~σ1 ·~σ4)(

∑7
a=4 λa

1λ
aT
4 ) λ8

1λ
8T
4 (~σ1 ·~σ4)(λ

8
1λ

8T
4 )

(0,0) 0 0 1
3

0
(1,0) 0 0 1

3
0

Cuadro B.23: Coeficientes de intercambio
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(S,T)
∑3

a=1 λa
36λ

a
36 (~σ3 ·~σ6)(

∑3
a=1 λa

36λ
a
36)

(0,0) 0 0
(1,0) 0 0

(S,T)
∑7

a=4 λa
36λ

a
36 (~σ3 ·~σ6)(

∑7
a=4 λa

36λ
a
36) λ8

36λ
8
36 (~σ3 ·~σ6)(λ

8
36λ

8
36)

(0,0) 0 0 4
3

-4
(1,0) 0 0 4

3
4
3

(S,T)
∑3

a=1 λa
16λ

a
16 (~σ1 ·~σ6)(

∑3
a=1 λa

14λ
a
14)

(0,0) 0 0
(1,0) 0 0

(S,T)
∑7

a=4 λa
16λ

a
16 (~σ1 ·~σ6)(

∑7
a=4 λa

16λ
a
16) λ8

16λ
8
16 (~σ1 ·~σ6)(λ

8
16λ

8
16)

(0,0) 2 0 0 0
(1,0) 2 0 0 0

(S,T)
∑3

a=1 λa
14λ

a
14 (~σ1 ·~σ4)(

∑3
a=1 λa

14λ
a
14)

(0,0) 3
2

0
(1,0) 3

2
0

(S,T)
∑7

a=4 λa
14λ

a
14 (~σ1 ·~σ4)(

∑7
a=4 λa

14λ
a
14) λ8

14λ
8
14 (~σ1 ·~σ4)(λ

8
14λ

8
14)

(0,0) 0 0 1
6

0
(1,0) 0 0 1

6
0

Cuadro B.24: Coeficientes de Aniquilación
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ΛΣ̄ → ΛΣ̄

(S,T) ~λ3 · ~λT
6 (~σ3 ·~σ6)~λ3 · ~λT

6 ~σ3 ·~σ6

∑3
a=1 λa

3λ
aT
6 (~σ3 ·~σ6)(

∑3
a=1 λa

3λ
aT
6 )

(0,1) 4
3

4
3

1 0 0
(1,1) 4

3
−4

9
−1

3
0 0

(S,T)
∑7

a=4 λa
3λ

aT
6 (~σ3 ·~σ6)(

∑7
a=4 λa

3λ
aT
6 ) λ8

3λ
8T
6 (~σ3 ·~σ6)(λ

8
3λ

8T
6 )

(0,1) 0 0 4
3

4
3

(1,1) 0 0 4
3

−4
9

(S,T) ~λ1 · ~λT
6 (~σ1 ·~σ6)~λ1 · ~λT

6 ~σ1 ·~σ6

∑3
a=1 λa

1λ
aT
6 (~σ1 ·~σ6)(

∑3
a=1 λa

1λ
aT
6 )

(0,1) −2
3

2
3

−1 0 0
(1,1) −2

3
−2

9
1
3

0 0

(S,T)
∑7

a=4 λa
1λ

aT
6 (~σ1 ·~σ6)(

∑7
a=4 λa

1λ
aT
6 ) λ8

1λ
8T
6 (~σ1 ·~σ6)(λ

8
1λ

8T
6 )

(0,1) 0 0 −2
3

2
3

(1,1) 0 0 −2
3

−2
9

(S,T) ~λ1 · ~λT
4 (~σ1 ·~σ4)~λ1 · ~λT

4 ~σ1 ·~σ4

∑3
a=1 λa

1λ
aT
4 (~σ1 ·~σ4)(

∑3
a=1 λa

1λ
aT
4 )

(0,1) 1
3

−1 0 0 −1
6

(1,1) 1
3

1
3

0 0 1
3

(S,T)
∑7

a=4 λa
1λ

aT
4 (~σ1 ·~σ4)(

∑7
a=4 λa

1λ
aT
4 ) λ8

1λ
8T
4 (~σ1 ·~σ4)(λ

8
1λ

8T
4 )

(0,1) 0 0 1
3

0
(1,1) 0 0 1

3
0

Cuadro B.25: Coeficientes de intercambio
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(S,T)
∑3

a=1 λa
36λ

a
36 (~σ3 ·~σ6)(

∑3
a=1 λa

36λ
a
36)

(0,1) 0 0
(1,1) 0 0

(S,T)
∑7

a=4 λa
36λ

a
36 (~σ3 ·~σ6)(

∑7
a=4 λa

36λ
a
36) λ8

36λ
8
36 (~σ3 ·~σ6)(λ

8
36λ

8
36)

(0,1) 0 0 4
3

4
3

(1,1) 0 0 4
3

−4
9

(S,T)
∑3

a=1 λa
16λ

a
16 (~σ1 ·~σ6)(

∑3
a=1 λa

14λ
a
14)

(0,1) 0 0
(1,1) 0 0

(S,T)
∑7

a=4 λa
16λ

a
16 (~σ1 ·~σ6)(

∑7
a=4 λa

16λ
a
16) λ8

16λ
8
16 (~σ1 ·~σ6)(λ

8
16λ

8
16)

(0,1) 2 −2 0 0
(1,1) 2 2

3
0 0

(S,T)
∑3

a=1 λa
14λ

a
14 (~σ1 ·~σ4)(

∑3
a=1 λa

14λ
a
14)

(0,1) 3
2

−2
3

(1,1) 3
2

−1
6

(S,T)
∑7

a=4 λa
14λ

a
14 (~σ1 ·~σ4)(

∑7
a=4 λa

14λ
a
14) λ8

14λ
8
14 (~σ1 ·~σ4)(λ

8
14λ

8
14)

(0,1) 0 0 1
6

−1
6

(1,1) 0 0 1
6

1
18

Cuadro B.26: Coeficientes de Aniquilación
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ΣΣ̄ → ΣΣ̄

(S,T) ~λ3 · ~λT
6 (~σ3 ·~σ6)~λ3 · ~λT

6 ~σ3 ·~σ6

∑3
a=1 λa

3λ
aT
6 (~σ3 ·~σ6)(

∑3
a=1 λa

3λ
aT
6 )

(0,0) 4
3

−4
9

−1
3

0 0
(1,0) 4

3
4
27

1
9

0 0
(0,1) 4

3
−4

9
−1

3
0 0

(1,1) 4
3

4
27

1
9

0 0

(S,T)
∑7

a=4 λa
3λ

aT
6 (~σ3 ·~σ6)(

∑7
a=4 λa

3λ
aT
6 ) λ8

3λ
8T
6 (~σ3 ·~σ6)(λ

8
3λ

8T
6 )

(0,0) 0 0 4
3

−4
9

(1,0) 0 0 4
3

4
27

(0,1) 0 0 4
3

−4
9

(1,1) 0 0 4
3

4
27

(S,T) ~λ1 · ~λT
6 (~σ1 ·~σ6)~λ1 · ~λT

6 ~σ1 ·~σ6

∑3
a=1 λa

1λ
aT
6 (~σ1 ·~σ6)(

∑3
a=1 λa

1λ
aT
6 )

(0,0) −2
3

−4
9

2
3

0 0
(1,0) −2

3
4
27

−2
9

0 0
(0,1) −2

3
−4

9
2
3

0 0
(1,1) −2

3
4
27

−2
9

0 0

(S,T)
∑7

a=4 λa
1λ

aT
6 (~σ1 ·~σ6)(

∑7
a=4 λa

1λ
aT
6 ) λ8

1λ
8T
6 (~σ1 ·~σ6)(λ

8
1λ

8T
6 )

(0,0) 0 0 −2
3

−4
9

(1,0) 0 0 −2
3

4
27

(0,1) 0 0 −2
3

−4
9

(1,1) 0 0 −2
3

4
27

(S,T) ~λ1 · ~λT
4 (~σ1 ·~σ4)~λ1 · ~λT

4 ~σ1 ·~σ4

∑3
a=1 λa

1λ
aT
4 (~σ1 ·~σ4)(

∑3
a=1 λa

1λ
aT
4 )

(0,0) −1
3

4
9

−4
3

−2
3

− 2
27

(1,0) −1
3

− 4
27

4
9

−2
3

− 8
27

(0,1) 4
3

−16
9

−4
3

1 1
9

(1,1) 4
3

16
27

4
9

1 4
9

(S,T)
∑7

a=4 λa
1λ

aT
4 (~σ1 ·~σ4)(

∑7
a=4 λa

1λ
aT
4 ) λ8

1λ
8T
4 (~σ1 ·~σ4)(λ

8
1λ

8T
4 )

(0,0) 0 0 1
3

−4
9

(1,0) 0 0 1
3

4
27

(0,1) 0 0 1
3

−4
9

(1,1) 0 0 1
3

4
27

Cuadro B.27: Coeficientes de intercambio
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(S,T)
∑3

a=1 λa
36λ

a
36 (~σ3 ·~σ6)(

∑3
a=1 λa

36λ
a
36)

(0,0) 0 0
(1,0) 0 0
(0,1) 0 0
(1,1) 0 0

(S,T)
∑7

a=4 λa
36λ

a
36 (~σ3 ·~σ6)(

∑7
a=4 λa

36λ
a
36) λ8

36λ
8
36 (~σ3 ·~σ6)(λ

8
36λ

8
36)

(0,0) 0 0 4
3

−4
9

(1,0) 0 0 4
3

4
27

(0,1) 0 0 4
3

−4
9

(1,1) 0 0 4
3

4
27

(S,T)
∑3

a=1 λa
16λ

a
16 (~σ1 ·~σ6)(

∑3
a=1 λa

14λ
a
14)

(0,0) 0 0
(1,0) 0 0
(0,1) 0 0
(1,1) 0 0

(S,T)
∑7

a=4 λa
16λ

a
16 (~σ1 ·~σ6)(

∑7
a=4 λa

16λ
a
16) λ8

16λ
8
16 (~σ1 ·~σ6)(λ

8
16λ

8
16)

(0,0) 2 4
3

0 0
(1,0) 2 −4

9
0 0

(0,1) 2 4
3

0 0
(1,1) 2 −4

9
0 0

(S,T)
∑3

a=1 λa
14λ

a
14 (~σ1 ·~σ4)(

∑3
a=1 λa

14λ
a
14)

(0,0) 11
6

11
54

(1,0) 11
6

22
27

(0,1) 1 1
9

(1,1) 1 4
9

(S,T)
∑7

a=4 λa
14λ

a
14 (~σ1 ·~σ4)(

∑7
a=4 λa

14λ
a
14) λ8

14λ
8
14 (~σ1 ·~σ4)(λ

8
14λ

8
14)

(0,0) 0 0 1
18

− 2
27

(1,0) 0 0 1
18

2
81

(0,1) 0 0 1
3

−4
9

(1,1) 0 0 1
3

4
27

Cuadro B.28: Coeficientes de Aniquilación
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ΛΛ̄ → ΣΣ̄

(S,T) ~λ1 · ~λT
4 (~σ1 ·~σ4)~λ1 · ~λT

4 ~σ1 ·~σ4

∑3
a=1 λa

1λ
aT
4 (~σ1 ·~σ4)(

∑3
a=1 λa

1λ
aT
4 )

(0,0) 0 − 1√
3

0 0 − 1
2
√

3

(1,0) 0 1
3
√

3
0 0 1

3
√

3

(S,T)
∑7

a=4 λa
1λ

aT
4 (~σ1 ·~σ4)(

∑7
a=4 λa

1λ
aT
4 ) λ8

1λ
8T
4 (~σ1 ·~σ4)(λ

8
1λ

8T
4 )

(0,0) 0 0 0 0
(1,0) 0 0 0 0

Cuadro B.29: Coeficientes de intercambio

(S,T)
∑3

a=1 λa
14λ

a
14 (~σ1 ·~σ4)(

∑3
a=1 λa

14λ
a
14)

(0,0) 0 1
4
√

3

(1,0) 0 − 1
6
√

3

(S,T)
∑7

a=4 λa
14λ

a
14 (~σ1 ·~σ4)(

∑7
a=4 λa

14λ
a
14) λ8

14λ
8
14 (~σ1 ·~σ4)(λ

8
14λ

8
14)

(0,0) 0 0 0 − 1
6
√

3

(1,0) 0 0 0 1
18

√
3

Cuadro B.30: Coeficientes de Aniquilación
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ΛΣ̄ → ΣΣ̄

(S,T) ~λ1 · ~λT
4 (~σ1 ·~σ4)~λ1 · ~λT

4 ~σ1 ·~σ4

∑3
a=1 λa

1λ
aT
4 (~σ1 ·~σ4)(

∑3
a=1 λa

1λ
aT
4 )

(0,1) 0 − 4√
3

0 0 − 5
6
√

3

(1,1) 0 4
3
√

3
0 0 4

3
√

3

(S,T)
∑7

a=4 λa
1λ

aT
4 (~σ1 ·~σ4)(

∑7
a=4 λa

1λ
aT
4 ) λ8

1λ
8T
4 (~σ1 ·~σ4)(λ

8
1λ

8T
4 )

(0,1) 0 0 0 0
(1,1) 0 0 0 0

Cuadro B.31: Coeficientes de intercambio

(S,T)
∑3

a=1 λa
14λ

a
14 (~σ1 ·~σ4)(

∑3
a=1 λa

14λ
a
14)

(0,1) 0 5
12

√
3

(1,1) 0 − 2
3
√

3

(S,T)
∑7

a=4 λa
14λ

a
14 (~σ1 ·~σ4)(

∑7
a=4 λa

14λ
a
14) λ8

14λ
8
14 (~σ1 ·~σ4)(λ

8
14λ

8
14)

(0,1) 0 0 0 − 2
3
√

3

(1,1) 0 0 0 2
9
√

3

Cuadro B.32: Coeficientes de Aniquilación
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B.3.2. Coeficientes tensoriales

NN̄ → NN̄

(S,S’)T ~λ3 · ~λ6 [~σ3⊗~σ6]
2 (~λ3 · ~λ6) [~σ3⊗~σ6]

2
∑3

a=1 λa
3λ

aT
6 [~σ3⊗~σ6]

2(
∑3

a=1 λa
3λ

aT
6 )

(1,1)0 2
3

52
√

5
27

2
√

5
9

1
3

50
√

5
27

(1,1)1 2
9

−44
√

5
81

2
√

5
9

−1
9

−50
√

5
81

(S,S’)T
∑7

a=4 λa
3λ

aT
6 [~σ3⊗~σ6]

2(
∑7

a=4 λa
3λ

aT
6 ) λ8

3λ
8T
6 [~σ3⊗~σ6]

2(λ8
3λ

8T
6 )

(1,1)0 0 0 1
3

2
√

5
27

(1,1)1 0 0 1
3

2
√

5
27

Cuadro B.33: Coeficientes tensoriales

NN̄ → ΛΛ̄

(S,S’)T ~λ3 · ~λT
6 [~σ3⊗~σ6]

2(~λ3 · ~λT
6 ) [~σ3⊗~σ6]

2
∑3

a=1 λa
3λ

aT
6 [~σ3⊗~σ6]

2(
∑3

a=1 λa
3λ

aT
6 )

(1,1)0 3
√

2 6
√

10 0 0 0

(S,S’)T
∑7

a=4 λa
3λ

aT
6 [~σ3⊗~σ6]

2(
∑7

a=4 λa
3λ

aT
6 ) λ8

3λ
8T
6 [~σ3⊗~σ6]

2(λ8
3λ

8T
6 )

(1,1)0 3
√

2 6
√

10 0 0

Cuadro B.34: Coeficientes tensoriales. Factor 3 de multiplicidad ya incluido.

NN̄ → ΛΣ̄

(S,S’)T ~λ3 · ~λT
6 [~σ3⊗~σ6]

2(~λ3 · ~λT
6 ) [~σ3⊗~σ6]

2
∑3

a=1 λa
3λ

aT
6 [~σ3⊗~σ6]

2(
∑3

a=1 λa
3λ

aT
6 )

(1,1)0 −2
√

3 4
√

5
3

0 0 0

(S,S’)T
∑7

a=4 λa
3λ

aT
6 [~σ3⊗~σ6]

2(
∑7

a=4 λa
3λ

aT
6 ) λ8

3λ
8T
6 [~σ3⊗~σ6]

2(λ8
3λ

8T
6 )

(1,1)0 −2
√

3 4
√

5
3

0 0

Cuadro B.35: Coeficientes tensoriales. Factor 3 de multiplicidad ya incluido.
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NN̄ → ΣΣ̄

(S,S’)T ~λ3 · ~λT
6 [~σ3⊗~σ6]

2(~λ3 · ~λT
6 ) [~σ3⊗~σ6]

2
∑3

a=1 λa
3λ

aT
6 [~σ3⊗~σ6]

2(
∑3

a=1 λa
3λ

aT
6 )

(1,1)0
√

2
3

2
9

√

10
3

0 0 0

(1,1)1 2 4
√

5
9

0 0 0

(S,S’)T
∑7

a=4 λa
3λ

aT
6 [~σ3⊗~σ6]

2(
∑7

a=4 λa
3λ

aT
6 ) λ8

3λ
8T
6 [~σ3⊗~σ6]

2(λ8
3λ

8T
6 )

(1,1)0
√

2
3

2
9

√

10
3

0 0

(1,1)1 2 4
√

5
9

0 0

Cuadro B.36: Coeficientes tensoriales. Factor 3 de multiplicidad ya incluido.

ΛΛ̄ → ΛΛ̄

(S,S’)T ~λ3 · ~λT
6 [~σ3⊗~σ6]

2(~λ3 · ~λT
6 ) [~σ3⊗~σ6]

2
∑3

a=1 λa
3λ

aT
6 [~σ3⊗~σ6]

2(
∑3

a=1 λa
3λ

aT
6 )

(1,1)0 4
3

8
√

5
3

2
√

5 0 0

(S,S’)T
∑7

a=4 λa
3λ

aT
6 [~σ3⊗~σ6]

2(
∑7

a=4 λa
3λ

aT
6 ) λ8

3λ
8T
6 [~σ3⊗~σ6]

2(λ8
3λ

8T
6 )

(1,1)0 0 0 4
3

8
√

5
3

(S,S’)T ~λ1 · ~λT
6 [~σ1⊗~σ6]

2(~λ1 · ~λT
6 ) [~σ1⊗~σ6]

2
∑3

a=1 λa
1λ

aT
6 [~σ1⊗~σ6]

2(
∑3

a=1 λa
1λ

aT
6 )

(1,1)0 −2
3

0 0 0 0

(S,S’)T
∑7

a=4 λa
1λ

aT
6 [~σ1⊗~σ6]

2(
∑7

a=4 λa
1λ

aT
6 ) λ8

1λ
8T
6 [~σ1⊗~σ6]

2(λ8
1λ

8T
6 )

(1,1)0 0 0 −2
3

0

(S,S’)T ~λ1 · ~λT
4 [~σ1⊗~σ4]

2(~λ1 · ~λT
4 ) [~σ1⊗~σ4]

2
∑3

a=1 λa
1λ

aT
4 [~σ1⊗~σ4]

2(
∑3

a=1 λa
1λ

aT
4 )

(1,1)0 1
3

0 0 0 0

(S,S’)T
∑7

a=4 λa
1λ

aT
4 [~σ1⊗~σ4]

2(
∑7

a=4 λa
1λ

aT
4 ) λ8

1λ
8T
4 [~σ1⊗~σ4]

2(λ8
1λ

8T
4 )

(1,1)0 0 0 1
3

0

Cuadro B.37: Coeficientes tensoriales
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ΛΣ̄ → ΛΣ̄

(S,S’)T ~λ3 · ~λT
6 [~σ3⊗~σ6]

2(~λ3 · ~λT
6 ) [~σ3⊗~σ6]

2
∑3

a=1 λa
3λ

aT
6 [~σ3⊗~σ6]

2(
∑3

a=1 λa
3λ

aT
6 )

(1,1)1 4
3

−8
√

5
9

−2
√

5
3

0 0

(S,S’)T
∑7

a=4 λa
3λ

aT
6 [~σ3⊗~σ6]

2(
∑7

a=4 λa
3λ

aT
6 ) λ8

3λ
8T
6 [~σ3⊗~σ6]

2(λ8
3λ

8T
6 )

(1,1)1 0 0 4
3

−8
√

5
9

(S,S’)T ~λ1 · ~λT
6 [~σ1⊗~σ6]

2(~λ1 · ~λT
6 ) [~σ1⊗~σ6]

2
∑3

a=1 λa
1λ

aT
6 [~σ1⊗~σ6]

2(
∑3

a=1 λa
1λ

aT
6 )

(1,1)1 −2
3

−4
√

5
9

2
√

5
3

0 0

(S,S’)T
∑7

a=4 λa
1λ

aT
6 [~σ1⊗~σ6]

2(
∑7

a=4 λa
1λ

aT
6 ) λ8

1λ
8T
6 [~σ1⊗~σ6]

2(λ8
1λ

8T
6 )

(1,1)1 0 0 −2
3

−4
√

5
9

(S,S’)T ~λ1 · ~λT
4 [~σ1⊗~σ4]

2(~λ1 · ~λT
4 ) [~σ1⊗~σ4]

2
∑3

a=1 λa
1λ

aT
4 [~σ1⊗~σ4]

2(
∑3

a=1 λa
1λ

aT
4 )

(1,1)1 1
3

2
√

5
3

0 0 2
√

5
3

(S,S’)T
∑7

a=4 λa
1λ

aT
4 [~σ1⊗~σ4]

2(
∑7

a=4 λa
1λ

aT
4 ) λ8

1λ
8T
4 [~σ1⊗~σ4]

2(λ8
1λ

8T
4 )

(1,1)1 0 0 1
3

0

Cuadro B.38: Coeficientes tensoriales



186 Apéndice B. Coeficientes de Spin-Sabor-Color

ΣΣ̄ → ΣΣ̄

(S,S’)T ~λ3 · ~λT
6 [~σ3⊗~σ6]

2(~λ3 · ~λT
6 ) [~σ3⊗~σ6]

2
∑3

a=1 λa
3λ

aT
6 [~σ3⊗~σ6]

2(
∑3

a=1 λa
3λ

aT
6 )

(1,1)0 4
3

8
√

5
27

2
√

5
9

0 0

(1,1)1 4
3

8
√

5
27

2
√

5
9

0 0

(S,S’)T
∑7

a=4 λa
3λ

aT
6 [~σ3⊗~σ6]

2(
∑7

a=4 λa
3λ

aT
6 ) λ8

3λ
8T
6 [~σ3⊗~σ6]

2(λ8
3λ

8T
6 )

(1,1)0 0 0 4
3

8
√

5
27

(1,1)1 0 0 4
3

8
√

5
27

(S,S’)T ~λ1 · ~λT
6 [~σ1⊗~σ6]

2(~λ1 · ~λT
6 ) [~σ1⊗~σ6]

2
∑3

a=1 λa
1λ

aT
6 [~σ1⊗~σ6]

2(
∑3

a=1 λa
1λ

aT
6 )

(1,1)0 −2
3

8
√

5
27

−4
√

5
9

0 0

(1,1)1 −2
3

8
√

5
27

−4
√

5
9

0 0

(S,S’)T
∑7

a=4 λa
1λ

aT
6 [~σ1⊗~σ6]

2(
∑7

a=4 λa
1λ

aT
6 ) λ8

1λ
8T
6 [~σ1⊗~σ6]

2(λ8
1λ

8T
6 )

(1,1)0 0 0 −2
3

8
√

5
27

(1,1)1 0 0 −2
3

8
√

5
27

(S,S’)T ~λ1 · ~λT
4 [~σ1⊗~σ4]

2(~λ1 · ~λT
4 ) [~σ1⊗~σ4]

2
∑3

a=1 λa
1λ

aT
4 [~σ1⊗~σ4]

2(
∑3

a=1 λa
1λ

aT
4 )

(1,1)0 −1
3

−8
√

5
27

8
√

5
9

−2
3

−16
√

5
27

(1,1)1 4
3

32
√

5
27

8
√

5
9

1 8
√

5
9

(S,S’)T
∑7

a=4 λa
1λ

aT
4 [~σ1⊗~σ4]

2(
∑7

a=4 λa
1λ

aT
4 ) λ8

1λ
8T
4 [~σ1⊗~σ4]

2(λ8
1λ

8T
4 )

(1,1)0 0 0 1
3

8
√

5
27

(1,1)1 0 0 1
3

8
√

5
27

Cuadro B.39: Coeficientes tensoriales
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ΛΛ̄ → ΣΣ̄

(S,S’)T ~λ1 · ~λT
4 [~σ1⊗~σ4]

2(~λ1 · ~λT
4 ) [~σ1⊗~σ4]

2
∑3

a=1 λa
1λ

aT
4 [~σ1⊗~σ4]

2(
∑3

a=1 λa
1λ

aT
4 )

(1,1)0 0 2
√

5
3
√

3
0 0 2

√
5

3
√

3

(S,S’)T
∑7

a=4 λa
1λ

aT
4 [~σ1⊗~σ4]

2(
∑7

a=4 λa
1λ

aT
4 ) λ8

1λ
8T
4 [~σ1⊗~σ4]

2(λ8
1λ

8T
4 )

(1,1)0 0 0 0 0

Cuadro B.40: Coeficientes tensoriales

ΛΣ̄ → ΣΣ̄

(S,S’)T ~λ1 · ~λT
4 [~σ1⊗~σ4]

2(~λ1 · ~λT
4 ) [~σ1⊗~σ4]

2
∑3

a=1 λa
1λ

aT
4 [~σ1⊗~σ4]

2(
∑3

a=1 λa
1λ

aT
4 )

(1,1)1 0 8
√

5
3
√

3
0 0 8

√
5

3
√

3

(S,S’)T
∑7

a=4 λa
1λ

aT
4 [~σ1⊗~σ4]

2(
∑7

a=4 λa
1λ

aT
4 ) λ8

1λ
8T
4 [~σ1⊗~σ4]

2(λ8
1λ

8T
4 )

(1,1)1 0 0 0 0

Cuadro B.41: Coeficientes tensoriales
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B.4. Coeficientes para el sistema Barión-Mesón

En este caso, trabajaremos con el nucleón y un mesón Qn̄ con Q = c, b en onda S. Las
funciones de onda de isospin que usaremos, en el caso de DN , serán:

(IA, IB)I,MI Funciones de onda de isospin

(1
2
, 1

2
)0, 0 1√

2
(D+n + D0p)

(1
2
, 1

2
)1, +1 D+p

(1
2
, 1

2
)1, 0 1√

2
(D+n − D0p)

(1
2
, 1

2
)1,−1 D0n

y las de spin

(SA, SB)S,M Funciones de onda de spin

(0, 1
2
)1

2
, +1

2
η00 ⊗ η 1

2
+ 1

2

(0, 1
2
)1

2
,−1

2
η00 ⊗ η 1

2
− 1

2

(1, 1
2
)1

2
, +1

2

√

2
3
η1+1 ⊗ η 1

2
− 1

2
−

√

1
3
η10 ⊗ η 1

2
+ 1

2

(1, 1
2
)1

2
,−1

2

√

1
3
η10 ⊗ η 1

2
− 1

2
−

√

2
3
η1−1 ⊗ η 1

2
+ 1

2

(1, 1
2
)3

2
, +3

2
η1+1 ⊗ η 1

2
+ 1

2

(1, 1
2
)3

2
, +1

2

√

1
3
η1+1 ⊗ η 1

2
− 1

2
+

√

2
3
η10 ⊗ η 1

2
+ 1

2

(1, 1
2
)3

2
,−1

2

√

2
3
η10 ⊗ η 1

2
− 1

2
+

√

1
3
η1−1 ⊗ η 1

2
+ 1

2

(1, 1
2
)3

2
,−3

2
η1−1 ⊗ η 1

2
− 1

2

Igual que antes, ponemos directamente los coeficientes para Barión-Mesón, con la
transformación de G-paridad ya inclúıda donde corresponda.
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B.4.1. (Qn̄)N → (Qn̄)N

Coeficientes escalares

T (s′1, s1)S ~λ2 · ~λ5 (~σ2 ·~σ5) ~λ2 · ~λ5 ~σ2 ·~σ5

∑3
a=1 λa

2λ
aT
5 (~σ2 ·~σ5)(

∑3
a=1 λa

2λ
aT
5 )

0 (0, 0)1
2

4 0 0 3 0

0 (0, 1)1
2

0 16√
3

√
3 0 5

√
3

0 (1, 1)1
2

4 −32
3

−2 3 −10
0 (1, 1)3

2
4 16

3
1 3 5

1 (0, 0)1
2

0 0 0 −1 0

1 (0, 1)1
2

0 − 4√
3

√
3 0 − 5√

3

1 (1, 1)1
2

0 8
3

−2 −1 10
3

1 (1, 1)3
2

0 −4
3

1 −1 −5
3

T (s′1, s1)S
∑7

a=4 λa
2λ

aT
5 (~σ2 ·~σ5)(

∑7
a=4 λa

2λ
aT
5 ) λ8

2λ
8T
5 (~σ2 ·~σ5)(λ

8
2λ

8T
5 )

0 (0, 0)1
2

0 0 1 0
0 (0, 1)1

2
0 0 0 1√

3

0 (1, 1)1
2

0 0 1 −2
3

0 (1, 1)3
2

0 0 1 1
3

1 (0, 0)1
2

0 0 1 0
1 (0, 1)1

2
0 0 0 1√

3

1 (1, 1)1
2

0 0 1 −2
3

1 (1, 1)3
2

0 0 1 1
3

Cuadro B.42: Coeficientes de intercambio. Factor 3 de multiplicidad ya inclúıdo en los
coeficientes. (s1, s

′
1) se refieren al spin del mesón inicial y final, respectivamente, mientras

que S es el spin total.
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T (s′1, s1)S
∑3

a=1 λa
25λ

a
25 (~σ2 ·~σ5)(

∑3
a=1 λa

25λ
a
25)

0 (0, 0)1
2

3 0

0 (0, 1)1
2

0 −
√

3
0 (1, 1)1

2
3 2

0 (1, 1)3
2

3 −1
1 (0, 0)1

2
5 0

1 (0, 1)1
2

0 7√
3

1 (1, 1)1
2

5 −14
3

1 (1, 1)3
2

5 7
3

T (s′1, s1)S
∑7

a=4 λa
25λ

a
25 (~σ2 ·~σ5)(

∑7
a=4 λa

25λ
a
25) λ8

25λ
8
25 (~σ2 ·~σ5)(λ

8
25λ

8
25)

0 (0, 0)1
2

0 0 1 0

0 (0, 1)1
2

0 0 0
√

3
0 (1, 1)1

2
0 0 1 −2

0 (1, 1)3
2

0 0 1 1
1 (0, 0)1

2
0 0 1

3
0

1 (0, 1)1
2

0 0 0 − 1
3
√

3

1 (1, 1)1
2

0 0 1
3

2
9

1 (1, 1)3
2

0 0 1
3

−1
9

Cuadro B.43: Coeficientes de Aniquilación. Factor 3 de multiplicidad ya inclúıdo en los
coeficientes. (s1, s

′
1) se refieren al spin del mesón inicial y final, respectivamente, mientras

que S es el spin total.
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Coeficientes tensoriales

(S,S’)T ~λ2 · ~λ5 [~σ2⊗~σ5]
2 (~λ2 · ~λ5) [~σ2⊗~σ5]

2
∑3

a=1 λa
2λ

aT
5 [~σ2⊗~σ5]

2(
∑3

a=1 λa
2λ

aT
5 )

(1
2
, 3

2
)0 4 −16

√
10

3
√

3
−

√

10
3

3 −5
√

10
3

(3
2
, 1

2
)0 4 16

√
10

3
√

3

√

10
3

3 5
√

10
3

(3
2
, 3

2
)0 4 32

√
10

3
√

3
2
√

10
3

3 10
√

10
3

(1
2
, 3

2
)1 0 4

√
10

3
√

3
−

√

10
3

−1 5
√

10
3
√

3

(3
2
, 1

2
)1 0 −4

√
10

3
√

3

√

10
3

−1 −5
√

10
3
√

3

(3
2
, 3

2
)1 0 −8

√
10

3
√

3
2
√

10
3

−1 −10
√

10
3
√

3

(S,S’)T
∑7

a=4 λa
2λ

aT
5 [~σ2⊗~σ5]

2(
∑7

a=4 λa
2λ

aT
5 ) λ8

2λ
8T
5 [~σ2⊗~σ5]

2(λ8
2λ

8T
5 )

(1
2
, 3

2
)0 0 0 1 −

√
10

3
√

3

(3
2
, 1

2
)0 0 0 1

√
10

3
√

3

(3
2
, 3

2
)0 0 0 1 2

√
10

3
√

3

(1
2
, 3

2
)1 0 0 1 −

√
10

3
√

3

(3
2
, 1

2
)1 0 0 1

√
10

3
√

3

(3
2
, 3

2
)1 0 0 1 2

√
10

3
√

3

Cuadro B.44: Coeficientes tensoriales. Factor 3 de multiplicidad ya inclúıdo en los coefi-
cientes. Sólo mostramos los coeficientes para s1 = s′1 = 1, ya que para s1 = 0 ó s′1 = 0
éstos son cero.
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Apéndice C

Convenio de C-paridad

En este Apéndice planteamos el problema de construir estados de C-paridad definida
para mesones distinguibles, debido a que, en general, los estados f́ısicos tienen C-paridad
definida. Si queremos describir dichos estados como moléculas mesónicas, debemos apren-
der a construir los autoestados del operador.

C.1. Operador de C-paridad en sistema Mesón-Antimesón

Es bien conocido que los mesones compuestos por part́ıculas idénticas son autoesta-
dos de C-paridad con autovalor (−1)L+S. Sin embargo, para part́ıculas indistinguibles
deberemos hacer combinaciones de estados diferentes, pues la aplicación del operador de
conjugación de carga nos llevará a otro estado diferente, es decir, no serán autovectores.
En esta sección veremos cómo se transforma un mesón general cuando le aplicamos el
operador de C-paridad.

En primer lugar, definiremos nuestro estado de mesón como,

|r12JM ; LSf1f̄2〉 =
∑

MLMS

(LMLSMS|JM)R(r12)YLML
(r̂12)|s1s2; SMS〉|f1f̄2〉 (C.1)

en una base de momento angular definida y con f1 (f̄2) el sabor del quark (antiquark).
La transformación de C-paridad sobre dicho estado resulta,

C|r12JM ; LSf1f̄2〉 =
∑

MLMS

(LMLSMS|JM)R(r12)YLML
(r̂12)|s1s2; SMS〉|f̄1f2〉 (C.2)

pues sólo cambia quark por antiquark.
Para poder relacionarlo con el estado de mesón original debemos recuperar el orden

correcto de part́ıculas, y para ello aplicamos las propiedades de los armónicos esféricos y
la base de momento angular,

193
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YLML
(r̂12) = YLML

(−r̂21) = (−1)LYLML
(r̂21)

|s1s2; SMS〉 = (−1)S−s1−s2|s2s1; SMS〉 (C.3)

|f̄1f2〉 = −|f2f̄1〉

donde el signo menos de la base de sabor viene de considerar fermiones.
Aśı pues,

C|r12JM ; LSf1f̄2〉 = (−1)L+S−s1−s2+1
∑

MLMS

(LMLSMS|JM) ×

×R(r21)YLML
(r̂21)|s2s1; SMS〉|f2f̄1〉 (C.4)

= (−1)L+S−s1−s2+1|r21JM ; LSf2f̄1〉

Como caso particular, vemos que si los dos sabores son el mismo, f1 = f2 = f , entonces

C|rJM ; LSff̄〉 = (−1)L+S−s1−s2+1|rJM ; LSff̄〉

el estado es autoestado de C-paridad con autovalor (−1)L+S (ya que s1 = s2 = s y 2s− 1
es par). Con lo que recuperamos el resultado conocido para part́ıculas indistinguibles.

Pasemos ahora a considerar un estado de dos mesones AB,

|AB; JT MT JABL〉 =
∑

MA,MB ,M,MAB
(LMJABMAB|JT MT )(JAMAJBMB|JABMAB)×

× RAB(r1234)YLM(r̂1234)|r12JAMA; LASAf1f̄2〉 ⊗ |r34JBMB; LBSBf3f̄4〉
(C.5)

como estado de dos mesones acoplado a un momento angular total, donde r1234 = 1
2
(r1 +

r2 − r3 − r4).
Al igual que antes, aplicando el operador de C-paridad obtenemos

C|AB; JT MT JABL〉 =
∑

MA,MB ,M,MAB

(LMJABMAB|JT MT )(JAMAJBMB|JABMAB) ×

× RAB(r1234)YLM(r̂1234)C|r12JAMA; LASAf̄1f2〉 ⊗ C|r34JBMB; LBSB f̄3f4〉

que utilizando el resultado anterior para un estado de mesón resulta,

C|AB; JT MT JABL〉 =
∑

MA,MB ,M,MAB

(LMJABMAB|JT MT )(JAMAJBMB|JABMAB) ×

× RAB(r1234)YLM(r̂1234)(−1)LA+SA+LB+SB × (C.6)

× |r21JAMA; LASAf2f̄1〉 ⊗ |r43JBMB; LBSBf4f̄3〉
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Nuestro objetivo es obtener la ordenación {f4f̄3f2f̄1} para poder invertir los mesones
al estado BA. Podemos intercambiar los estados de mesón sin añadir una fase adicional,
dado que necesitamos 4 intercambios fermiónicos,aśı

C|AB; JT MT JABL〉 =
∑

MA,MB ,M,MAB

(LMJABMAB|JT MT )(JAMAJBMB|JABMAB) ×

×RAB(r1234)YLM(r̂1234)(−1)LA+SA+LB+SB × (C.7)

×|r43JBMB; LBSBf4f̄3〉 ⊗ |r21JAMA; LASAf2f̄1〉

y ahora, utilizando las propiedades de las funciones de onda radial y angular y la base de
momento angular tendremos, como antes,

RAB(r1234)YLM(r̂1234) = (−1)LRBA(r4321)YLM(r̂4321)

(JAMAJBMB|JABMAB) = (−1)JAB−JA−JB(JBMBJAMA|JABMAB) (C.8)

donde llamamos RAB ≡ RBA y JBA ≡ JAB. Entonces podremos escribir,

C|AB; JT MT JABL〉 =
∑

MA,MB ,M,MBA

(LMJBAMBA|JT MT )(JBMBJAMA|JBAMBA) ×

× RBA(r4321)YLM(r̂4321)(−1)LA+SA+LB+SB+JAB−JA−JB+L ×
× |r43JBMB; LBSBf4f̄3〉 ⊗ |r21JAMA; LASAf2f̄1〉 (C.9)

Por lo tanto llegamos a que la aplicación del operador de C-paridad al estado de dos
mesones nos deja una fase

C|AB; JT MT JABL〉 = (−1)LA+SA+LB+SB+JAB−JA−JB+L|BA; JT MT JBAL〉

Podemos generalizar nuestra convención de C-paridad para todo tipo de moléculas
mesónicas. Para construir autoestados de C-paridad bastará con hacer,

|AB; JT MT JABL〉C = N
(

A(q1q̄2)B̄(q3q̄4) + c(−1)LA+SA+LB+SB+JAB−JA−JB+LB(q4q̄3)Ā(q2q̄1)
)

(C.10)
para mesones |A(q1q̄2; JAMA, LASA〉 y |B(q3q̄4; JBMB, LBSB〉, con J̄AB = J̄A + J̄B

y siendo c el autovalor de la C-Paridad del estado. Definimos la normalización como
N = 1√

1+η2
= 1√

1+c2
con la fase η = c(−1)LA+SA+LB+SB+JAB−JA−JB+L.

Con esto tendremos:

C |AB; JT MT JABL〉C = c |AB; JT MT JABL〉C (C.11)

luego realmente es autoestado del operador C con autovalor c.
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Esta fase será importante a la hora de calcular elementos de matriz de interacción
entre dos moléculas mesónicas diferentes. En ese caso, suponiendo una hamiltoniano H
tendremos,

〈AB|H |CD〉 = NiNf

(〈

AB̄
∣

∣H
∣

∣CD̄
〉

+ ηi

〈

BĀ
∣

∣H
∣

∣CD̄
〉

+
+ ηf

〈

AB̄
∣

∣H
∣

∣DC̄
〉

+ ηiηf

〈

BĀ
∣

∣H
∣

∣DC̄
〉)

=

=
1+ηiηf√

1+η2
i

√
1+η2

f

〈

AB̄
∣

∣H
∣

∣CD̄
〉

+
ηi+ηf√

1+η2
i

√
1+η2

f

〈

BĀ
∣

∣H
∣

∣CD̄
〉

(C.12)

usando las igualdades entre elementos de matriz y suponiendo ηi, ηf = ±1. Podemos ver
que, si el hamiltoniano conserva C-paridad, cosa que suele ser usual, los elementos de
matriz entre estados con diferente fase serán cero.

Debemos comentar que en el Particle Data Group (PDG), los mesones también se
definen como qq̄, pero los antimesones son q̄q. En esta convención, la fase obtenida no
incluye (−1)LA+SA+LB+SB . Esta es la convención que utilizan en la Ref. [206], y es diferente
de la nuestra.

C.2. Aplicación al caso DD∗: X(3872)

Veamos un caso particular en el que se muestre cómo la convención de C-paridad
tiene que ser elegida con cuidado para no introducir fases adicionales. Como hemos dicho,
en el PDG tendŕıamos que D(cn̄) y D̄(c̄n), mientras que nuestra convención será D̄(nc̄).
Consideraremos DD∗ en onda S. Dependiendo de la convención tomada tendremos los
siguientes autoestados de C-paridad positiva,

C

(

1√
2
(D(cn̄)D̄∗(nc̄) − D∗(cn̄)D̄(nc̄))

)

=
1√
2
(D(cn̄)D̄∗(nc̄) − D∗(cn̄)D̄(nc̄))

C

(

1√
2
(D(cn̄)D̄∗(c̄n) + D∗(cn̄)D̄(c̄n))

)

=
1√
2
(D(cn̄)D̄∗(c̄n) + D∗(cn̄)D̄(c̄n))

Con esta convención obtenemos el mismo signo para el intercambio de un pión que
obtienen Thomas y Close [206]. Esto es posible ya que, aunque la convención de C-
Paridad es diferente, los coeficientes de spin nos introducen un menos extra al tener que
considerar diferentes diagramas, debido a la antisimetŕıa de la función de onda de spin cero
al intercambio de dos fermiones (esto se puede ver expĺıcitamente en los coeficientes de spin
del Apéndice B). Según la ordenación anterior, para nuestra convención el intercambio de
un pión seŕıa el diagrama (23), mientras que para Thomas y Close seŕıa el diagrama (24).

Por lo tanto, una vez determinado el signo de la C-paridad para la X(3872) =
1√
2
(D(cn̄)D̄∗(nc̄)−D∗(cn̄)D̄(nc̄)) comprobaremos que este es correcto estudiando el caso

del intercambio de un pión, y lo compararemos con el mismo de la Ref. [206].
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Las funciones de onda de los mesones involucrados son

|D〉 = RD(r)|1
2

1

2
; 00〉|cn̄〉

|D̄〉 = RD(r)|1
2

1

2
; 00〉|nc̄〉

|D∗〉 = RD∗(r)|1
2

1

2
; 1MS〉|cn̄〉 (C.13)

|D̄∗〉 = RD∗(r)|1
2

1

2
; 1MS〉|nc̄〉

con lo que C|D〉 = |D̄〉 y C|D∗〉 = −|D̄∗〉. Entonces, el estado de dos mesones será

|DD̄∗〉 = RD(p12)RD∗(p34)|
1

2

1

2
; 00〉|1

2

1

2
; 1MS〉|cn̄nc̄〉

|D∗D̄〉 = RD∗(p12)RD(p34)|
1

2

1

2
; 1MS〉|

1

2

1

2
; 00〉|cn̄nc̄〉

y aplicando la transformación de conjugación de carga,

C|DD̄∗〉 = RD(p12)RD∗(p34)|
1

2

1

2
; 00〉|1

2

1

2
; 1MS〉|c̄nn̄c〉

= −RD∗(p12)RD(p34)|
1

2

1

2
; 1MS〉|

1

2

1

2
; 00〉|cn̄nc̄〉 = −|D∗D̄〉

Aśı pues, tendremos dos autoestados de C-paridad diferentes,

|Ψ+
DD̄∗

〉 =
1√
2
(|DD̄∗〉 − |D∗D̄〉)

|Ψ−
DD̄∗

〉 =
1√
2
(|DD̄∗〉 + |D∗D̄〉)

con los que C|Ψ+
DD̄∗

〉 = |Ψ+
DD̄∗

〉 y C|Ψ−
DD̄∗

〉 = −|Ψ−
DD̄∗

〉. Esto es cierto para el ordenamiento
qq̄qq̄, que es el que hemos elegido.

Ahora consideraremos la parte central de intercambio de un pión (OPE) entre los
quarks 2 y 3. En base de isospin viene dado por,

V23(q) =
1

(2π)3

g2
ch

4m2
q

Λ2

Λ2 + q2

1

3
(~σ2 · ~σ3)

q2

q2 + m2
(~τ2 · ~τ3) =

=
1

(2π)3

g2
ch

4m2
q

Λ2

Λ2 + q2

1

3
(~σ2 · ~σ3)

(

1 − m2

q2 + m2

)

(~τ2 · ~τ3) (C.14)
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multiplicando por deltas en todos los grados de libertad para el quark 1 y el antiquark 4.
El sabor factoriza, y el valor esperado viene dado por 〈~τ2 · ~τ3〉 = 2I(I + 1) − 3. Debemos
de recordar que V π

qq̄ = −V π
qq sin modificar los coeficientes de spin-isospin por G-paridad.

Dicho signo ya está incorporado en la expresión V23(q) anterior.
Por lo tanto, aplicando este potencial a los autoestados de C-paridad anteriores:

〈Ψ±
DD̄∗

|V23|Ψ±
DD̄∗

〉 = (2I(I + 1) − 3)
1

(2π)3

g2
ch

4m2
q

1

3

∫

d3p′12d
3p′34d

3p12d
3p34 ×

× δ3(p′1 − p1)δ
3(p′4 − p4) ×

× δ3(p′2 + p′3 − p2 − p3)
Λ2

Λ2 + q2
23

(

1 − m2

q2
23 + m2

)

×

× (RD(p′12)RD∗(p′34)RD(p12)RD∗(p34)〈01|~σ2 · ~σ3|01〉 ∓
∓ RD(p′12)RD∗(p′34)RD∗(p12)RD(p34)〈01|~σ2 · ~σ3|10〉) (C.15)

Los elementos de matriz de spin son (ver Fig. B.3),

〈01|~σ2 · ~σ3|01〉 = 0

〈01|~σ2 · ~σ3|10〉 = −1 (C.16)

y aśı

〈Ψ±
DD̄∗

|V23|Ψ±
DD̄∗

〉 = ±(2I(I + 1) − 3)
1

(2π)3

g2
ch

4m2
q

1

3

∫

d3p′12d
3p′34d

3p12d
3p34 ×

× δ3(p′1 − p1)δ
3(p′4 − p4) ×

× δ3(p′2 + p′3 − p2 − p3)
Λ2

Λ2 + q2
23

(

1 − m2

q2
23 + m2

)

×

× RD(p′12)RD∗(p′34)RD∗(p12)RD(p34) (C.17)

Como sólo nos interesa ver el signo del pión podemos considerar que todos los quarks
tienen masas iguales. Por lo tanto, las coordenadas de los quarks en términos de las
coordenadas de Jacobi (Ec. A.14) se simplifican,

~p1 = ~p12 + 1
2
~P12

~p2 = −~p12 + 1
2
~P12

~p3 = ~p34 + 1
2
~P34

~p4 = −~p34 + 1
2
~P34

~P23 = ~p34 − ~p12

~p23 = −1
2
(~p12 + ~p34) + 1

2
~P

(C.18)
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Con esto, simplificando las deltas de conservación y realizando alguna integral llegamos
a,

〈Ψ±
DD̄∗

|V23|Ψ±
DD̄∗

〉 = ±(2I(I + 1) − 3)V (Q)

∫

d3p12d
3p34RD(p12 −

1

2
(P ′

12 − P12)) ×

× RD∗(p34 +
1

2
(P ′

34 − P34))RD∗(p12)RD(p34) (C.19)

donde hemos llamado,

V (q) =
1

(2π)3

g2
ch

4m2
q

1

3

Λ2

Λ2 + q2

(

1 − m2

q2 + m2

)

Si ahora tomamos las funciones de onda radiales como gaussianas con el mismo rango
β

RD(p) = RD∗(p) =

(

1

2πβ

)3/4

e−
p2

4β

y realizamos la integral, sencilla por ser ahora anaĺıtica, llegamos al resultado,

〈Ψ±
DD̄∗

|V23|Ψ±
DD̄∗

〉 = ±(2I(I + 1) − 3)V (Q)e−
Q2

16β

Obtenemos el resultado que esperábamos. Es decir, al igual que en la Ref. [206], te-
nemos que el potencial de intercambio de un pión es atractivo para I = 0 y repulsivo
para I = 1 para C = + y viceversa para C = −. Como debe de ser, el resultado final
no depende de la convención tomada, con tal de que el cálculo se realice con cuidado,
tomando las fases y los ordenamientos correctamente.

C.3. Convención de C-Paridad para el potencial 3P0

Sabemos con total seguridad que el modelo 3P0 conserva C-Paridad, pues se cons-
truyó el potencial de transición para que aśı fuese. Por lo tanto, debe darnos el signo
correcto para la convención tomada anteriormente. En esta sección lo comprobaremos
expĺıcitamente.

De la expresión del potencial de transición de Bonnaz [85], para una reacción del tipo
M → AB,

〈AB|Υ |M〉 = δ(3)( ~K0)MM→AB (C.20)

deducimos que si cambiamos el mesón A por el B se obtiene la misma amplitud, apare-
ciendo una fase,
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MM→BA = (−1)1+SM+SA+SB+JAB+JA+JBMM→AB (C.21)

Por lo tanto, para un estado de C-paridad definida |ΨC〉 ≡ |AB; JT MT JABL〉C , según
la ecuación C.10, tendremos:

〈Ψ|Υ |M〉 = δ(3)( ~K0)MM→Ψ (C.22)

con

MM→Ψ = MM→AB + c(−1)LA+SA+LB+SB+JAB−JA−JB+LMM→BA =
= (1 + φ)MM→AB

(C.23)

con L el momento relativo entre los dos mesones y donde la fase total φ viene dada por

φ = c(−1)LA+SA+LB+SB+JAB−JA−JB+L · (−1)1+SM+SA+SB+JAB+JA+JB =
= (−1)1+LM+LA+LB+L (C.24)

donde hemos usado que c = (−1)LM+SM , ya que M es un autoestado de C-paridad y el
3P0 la conserva. Para que la interferencia sea constructiva y tengamos acoplamiento no
nulo necesitamos que φ = 1.

Afortunadamente, podemos comprobar que φ = 1 siempre, por conservación de la
paridad P . Efectivamente, la paridad inicial será la del mesón M , es decir PM = (−1)LM ,
más la paridad intŕınseca del par qq̄ creado por el vértice 3P0, que es P3P0

= −1, por ser
fermiones. En el estado final tendremos las paridades intŕınsecas de los mesones A y B,
es decir, PA = (−1)LA y PB = (−1)LB , más la paridad del estado de dos mesones AB,
que es PAB = (−1)L. Por lo tanto, el cómputo global de la paridad nos da,

Pini = PM · P3P0
= (−1)1+LM ,

Pfin = PA · PB · PAB = (−1)LA+LB+L (C.25)

y se debe cumplir que Pini = Pfin. Como vemos,

φ = Pini · Pfin = P 2
ini = 1 (C.26)

Luego la interferencia siempre será constructiva si se conservan todos los números
cuánticos JPC entre estados iniciales y finales.

C.4. Casos particulares

Mostraremos ahora en la Tabla C.1 la combinación correcta de C-paridad para los
casos más interesantes de estados mesón-mesón, en onda relativa S o mezcla S − D, que
son las más probables de formar un estado ligado.
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Estado mesónico JP c η |AB〉 = N
(∣

∣AB̄
〉

+ η
∣

∣BĀ
〉)

DD̄ 0+ +
∣

∣DD̄
〉

DD̄∗ 1+ ± ∓ 1√
2

(∣

∣D∗D̄
〉

∓
∣

∣DD̄∗〉)

D∗D̄∗ 0+, 1+, 2+ (−1)J
∣

∣D∗D̄∗〉

DD1(
1P1) 1− ± ∓ 1√

2

(∣

∣DD̄1

〉

∓
∣

∣D1D̄
〉)

DD1(
3P1) 1− ± ± 1√

2

(∣

∣DD̄1

〉

±
∣

∣D1D̄
〉)

D∗D1(
1P1)







0−

1−

2−
±

±
∓
±

1√
2

(∣

∣D∗D̄1

〉

±
∣

∣D1D̄
∗〉)

1√
2

(∣

∣D∗D̄1

〉

∓
∣

∣D1D̄
∗〉)

1√
2

(∣

∣D∗D̄1

〉

±
∣

∣D1D̄
∗〉)

D∗D1(
3P1)







0−

1−

2−
±

∓
±
∓

1√
2

(∣

∣D∗D̄1

〉

∓
∣

∣D1D̄
∗〉)

1√
2

(∣

∣D∗D̄1

〉

±
∣

∣D1D̄
∗〉)

1√
2

(∣

∣D∗D̄1

〉

∓
∣

∣D1D̄
∗〉)

DD0 0− ± ± 1√
2

(∣

∣DD̄0

〉

±
∣

∣D0D̄
〉)

D∗D0 1− ± ∓ 1√
2

(∣

∣D∗D̄0

〉

∓
∣

∣D0D̄
∗〉)

Cuadro C.1: Convención de C-paridad para estados mesón-mesón particulares, con η =
c(−1)LA+SA+LB+SB+JAB−JA−JB+L.
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