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“Los cientificos no estudian la naturaleza porque les sea til; la estudian porque
les es placentero, y les es placentero porque es bella. St la naturaleza no fuera bella
no mereceria la pena conocerla y la vida no mereceria ser vivida. No estoy hablando,
por supuesto, de la belleza que nos golpea los sentidos, de la belleza de las cualidades
y apariencias. Lejos estoy de despreciarlas, pero esto no tiene nada que ver con la
ciencia. De lo que hablo es de una belleza mds intima que proviene del orden armo-

nioso de sus partes, y que una inteligencia pura puede atrapar”.

Henri Poincaré. Science and Method. Part I. Ch. 1 : The Selection of Facts, p. 22. (1908)
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Introduccién

Durante el ultimo cuarto del siglo XIX, mientras Peano y Picard cerraban el
capitulo del enfoque clasico de encontar soluciones de las Ecuaciones Diferencia-
les Ordinarias (E.D.O.), Liapunov y especialmente Poincaré abrian uno nuevo: “FEl
estudio cualitativo de las soluciones”. Se trata de una aproximaciéon al problema
radicalmente nueva en la que se presupone la existencia de soluciones y en su lugar
se desean explotar las propiedades topologicas del espacio en que trabajamos y las
analiticas de la funciéon que define la ecuacion para, determinar el comportamiento

asintotico de las soluciones en valores grandes del tiempo.

Mientras la teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales iba desarrollandose,
los matematicos comprendieron gradualmente que lo esencial de esta teoria encajaba

en un marco mucho mas general, el de los Sistemas Dinamicos (S.D.).

Aunque llevo algunos anos dar con una formulacion abstracta de este concepto
(cabe citar al respecto el trabajo de Birkhoff [Bi 27| en la década de los 20 y Nemy-
tskii y Stepanov [NS 49| en los 40 y 50), bien podria decirse que el origen de la idea
de Sistema Dinamico es casi tan antiguo como el de la propia Ciencia. Sin mucha
precision, podriamos definir un S.D. como aquél que evoluciona con el tiempo y cuya
caracteristica principal es la de ser determinista, esto es, su estado futuro se puede

predecir si se conocen su estado actual y las leyes que gobiernan su evolucion.

Cientificos como Kepler (con su busqueda de leyes internas que gobernaran las
observaciones), Galileo (que nos ensenié a considerar el tiempo, el movimiento y la
velocidad no como misteriosas cualidades o esencias, sino como meras variables sus-
ceptibles de ser medidas externamente y computadas mateméaticamente), Descartes
(con su percepcion de la infinitud del espacio y su concepcion del mundo como un
mecanismo), Newton (que despojo a la Ciencia de los argumentos metafisicos y sento
las bases del moderno pensamiento cientifico) o el propio Malthus (cuya pesimista

y erronea, pero matematicamente fundada, vision de la evolucion de la poblaciéon
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humana nos advirti6 de que no sélo los datos exactos cuentan sino también las

tendencias) merecen con justicia figurar entre los pioneros de los S.D.

Atendiendo al conjunto de tiempos considerados, podemos distinguir dos tipos
de S.D., a saber, los continuos (en los que el mencionado conjunto es un semigrupo
de R, como es el caso de los sistemas de E.D.O. y hamiltonianos) y los discretos (en
los que el mencionado conjunto es un semigrupo de Z). Centremos ahora nuestra

atencion en los Sistemas Dinamicos Discretos (S.D.D.).

Al igual que para los Sistemas Dinamicos Continuos (S.D.C.), el padre de los
S.D.D. es H. Poincaré, quien se vio abocado a ellos en la bisqueda de métodos que
simplificasen el estudio cualitativo de los, en principio més dificiles, S.D.C. generados
por sistemas de E.D.O. no lineales. Su idea de reducir el estudio de un S.D.C. al
de un discreto nace en 1899, idea ésta de gran interés ya que permitia estudiar algo
muy complicado a través de las propiedades topologicas de las o6rbitas de un S.D.D..
Desaparecido Poincaré, florecié la topologia, pero no siguieron un camino paralelo
los S.D. .

Hacia el primer cuarto del siglo XX, los S.D.C. se comenzaron a estudiar desde
el punto de vista fisico por Duffing [Du 18], Birkhoff [Bi 27] y Van der Pool [V 27].
Pero para estudiarlos habia que resolver con lapiz y papel, lo que casi nunca era
posible: los correspondientes sistemas de ecuaciones diferenciales. Curiosamente, los
S.D.D. mas sencillos (los definidos a través de endomorfismos continuos en intervalos

compactos de la recta real) permanecieron esencialmente inexplorados.

En los anos veinte y treinta la teoria experimentd avances sustanciales, especial-
mente en sistemas asociados a la circunferencia y al plano, gracias a los trabajos de

Julia, Fatou, Birkhoff y Denjoy.

Es ya en la década de los cincuenta y gracias a los trabajos de Moser [Mos 62],
Myrberg [My 63|, [My 65] y Smale [Sm 65|, [Sm 67|, cuando resurge de nuevo el
estudio de los S.D.D., que alcanzan su punto algido en la década de los 70 con la
aparicion de los trabajos de Metropolis, M.L. Stein y P.R. Stein [MSS 73|, de Li y
Yorke (que en 1975 publicaron su bien conocido articulo “ Period three implies chaos”
ILY 75]) o de R. May (quien en 1976, estudiando las ecuaciones en diferencias finitas
de primer orden que aparecen en ciertos modelos utilizados en las C.C. Biologicas,
Economicas y Sociales demostré que, aunque simples y deterministas, pueden exhibir

un complicado comportamiento [M 76]). Sera en esta faceta de modelizacion que
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poseen este tipo de sistemas donde centraremos nuestros esfuerzos a lo largo del
presente trabajo, en particular, estudiaremos sistemas dinamicos que modelan ciertos

procesos procedentes de la quimica.

Continuando con la historia, el redescubrimiento por estas mismas fechas por
parte de Stefan [St 77| del teorema de Sharkovskii, considerado por muchos uno de
los resultados méas relevantes de la segunda mitad del siglo XX, sobre la estructu-
ra periodica de las funciones continuas del intervalo y de la recta real, supuso el

espaldarazo definitivo a la teoria.

Asi pues, las condiciones cientificas para el florecimiento de este estudio estaban
ya establecidas. Los S.D.D. pasaban asi a ejercer un papel relevante y terminaron

consolidandose como una disciplina con interés en si misma.

De forma general, un S.D.D. es una terna (X, Z, ¢) donde X (espacio de fases) es
un espacio topologico no vacio y ¢ : Z x X — X (flujo del sistema) es una aplicacion

continua verificando las propiedades:

(a) ¢(0,z) = x para todo elemento z € X

(b) ¢(s,0(t,x)) = d(s+t,x) = ¢(t, ¢(s,z)) para todo s, t € Zy x € X,

Nuestro trabajo se encuentra divido en 5 capitulos. El primer capitulo se dedica
al conocido Teorema de Shannon de recomposicion de senales de banda limitada.
Aparte de recoger parte de su historia, introducimos y presentamos la demostracion
de un teorema que generaliza en el limite al de Shannon y que funciona para senales
de ancho banda no limitada. Este resultado tiene una prueba larga y técnica y fue de-
mostrado originariamente por Antuiia et al. [AGL 11b]. En el capitulo 2 mostramos
que el teorema de Shannon modificado se esté utilizando como aplicacion en ciertos
problemas procedentes del mundo de la quimica, en particular para tratar materia
pseudorradioactiva. El objetivo de este capitulo es presentar una demostracion al-
ternativa al teorema de Shannon generalizado utilizando un enfoque completamente
diferente a [AGL 11Db| via teorfa de transformada, con lo que conseguimos reducir
a una pagina la prueba. Este resultado ha generado el trabajo [BG 12]. El capi-
tulo tercero esta dedicado a la introduccion de un sistema dindamico hamiltoniano
integrable que modela el comportamiento de la molécula de benceno a través de la

generalizacion del modelo de Hartman. En el capitulo 4 presentamos los rudimentos
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necesarios de la teoria de averaging para el cilculo de 6rbitas periodicas que aplicare-
mos en el capitulo siguiente. En el dltimo capitulo estudiamos la estructura periddica
de un problema clésico asociado al hamiltoniano de Stark—Zemann que modela el
comportamiento del atomo de hidrégeno que comparte propiedades dindmicas con
la molécula de benceno, bajo la accion de un campo de microondas circularmente
polarizado y perturbado y un campo magnético. Se demuestra la no integrabilidad
C! de este problema y los resultados se hayan en el trabajo [BGVV 12].



Capitulo 1

Teorema del Muestreo de Shannon

1.1. Introduccién

F. Marvasti y A.K. Jain [MJ 86| realizan un estudio de las senales redundantes,
es decir, aquellas cuya anchura de banda puede ser comprimida en el dominio de la
frecuencia sin ninguna distorsion. En particular, esto es lo que ocurre con el operador
(-)%. En dicho trabajo (p. 652) presentan el siguiente resultado:

Teorema 1.1.1. (Marvasti—Jain) Sea f una senal compleja de variable compleja
de banda limitada con anchura de banda w, entonces g = f71L es de banda limitada

w o .
con anchura de banda — si y sdlo si f tiene todos sus ceros de orden n.
n

La idea clave que se deduce de este resultado, como sus autores indican, es que
si f es de dicho tipo, entonces puede ser reconstruida a partir de la aplicacion del

) 1
Teorema de Shannon a su raiz g = f»

f(z) = (Z f7 (k7)senc (; — l{;))n,

utilizando una frecuencia de recomposiciéon 7 < — mejor que la que ofrece un teo-

rema directo para f, puesto que se ha disminuido la anchura de banda.

En esta misma linea tenemos el resultado complementario de I.. Agud y R.G.

Catalan en el trabajo [AC 01], en el que se recoge (p. 47) el siguiente teorema:
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1
Teorema 1.1.2. (Agud—Catalan) Sean p impar, w > 0 y 7 tales que 0 < T < —.

w
Sea {si}rez € l%(Z). Eristen exactamente p senales f; con 0 < i < p—1 tales que
w
f? tienen banda limitada en [—p§,p§] e interpolan los puntos (kT, sg).

Ademaés, en la demostracion de este resultado se prueba que

folz) = Z sésenc(wx — k),

kEZ

1
donde s; es la raiz real p-ésima de sj.

En la expresion de fp aparece una serie de tipo cardinal con coeficientes modifi-

cados por el pardmetro p como raices de los valores de interpolacion.

En el articulo se prueba que podemos aplicar el teorema del muestreo de Shannon-
Whittaker-Kotel’'nikov a un tipo particular de senales de banda limitada usando
muestras a mayor distancia que la dada por la frecuencia de Nyquist. Esto supone
una ventaja técnica ya que utilizamos menos muestras por unidad de tiempo que la

cota dada por la frecuencia de Nyquist asociada a la senal.

La importancia practica de este resultado es que abre un camino para hacer una
reconstruccion de tipo Shannon de senales que incluso no sean de banda limitada a

través de un proceso asintotico de paso al limite.

La uniéon de las ideas de Marvasti—Jain y Agud—Catalan para funciones de banda
limitada, junto con la aproximaciéon asintotica de J.M. Whittaker para funciones
no necesariamente de banda limitada y el tratamiento desde la perspectiva de las
funciones analiticas y la teoria de residuos de Ogura, es lo que origina las ideas
que llevan a A. Antuna en [A 04] ha proponer la conjetura que presentamos en la

siguiente seccion.

1.2. Teorema del Muestreo Potencial Asintético

El objetivo de esta seccidon es exponer una propiedad asintotica P relacionada con
el teorema del muestreo de Shannon, sobre la base normalizada de senos cardinales,
y manteniendo constante la frecuencia de muestreo de una senal no necesariamente
de banda limitada. Se generalizan en el limite los resultados iniciados por Marvasti
et al. [MJ86] v Agud et al. [AC 01]. Ademas, conjeturamos que muchas sefiales



1.2 TEOREMA DEL MUESTREO POTENCIAL ASINTOTICO 7

satisfacen esta propiedad asintotica de recomposicion, en particular, demostraremos
en la secciones venideras que las senales de tipo gaussiano de la forma e"\t2, A€ R,
cumplen P presentando una demostracion alternativa, mas corta y sencilla que la
original dada por A. Antuna et al. en [AGL 11b| que viene recogida en el trabajo
IBG 12].

Un resultado central de la teoria de la senal en la ingenieria es el Teorema de
Shannon—Whittaker—Kotel’nikov enunciado para recomponer funciones de banda li-

mitada en L*(R) (es decir, para sefiales Paley—Wiener), y basado en las funciones

1 sit=0,
sen(mt) i ¢ £ 0.

7t

senc(t) =

Otra piedra filosofal de la teoria de procesamiento de senales es el teorema de
muestreo de Middleton para funciones de paso de banda (véase [Mi 60]). Este resul-
tado fue una de las primeras modificaciones del teorema de muestreo clasico (véase
[Wh 15]) el cual solo funciona para senales de banda limitada. Partiendo de este
punto, aparecieron diferentes extensiones y generalizaciones de este teorema tratan-
do de obtener aproximaciones de senales de banda no limitada (véase, [BRS 87] o

[Gu 94]). Buenas referencias sobre estas extensiones son [BS 92| o [Za 93].

Nosotros seguimos con el espiritu de los resultados anteriores tratando de obtener
aproximaciones de senales de banda no limitada usando senales de banda limitada.
Pero nuestro enfoque es completamente diferente a los anteriores, ya que mantene-
mos constante la frecuencia de muestreo generalizando en el limite los resultados de
Marvasti et al. [MJ 86] y Agud et al. [AC 0]

En este contexto, reafirmamos la siguiente propiedad asintotica del teorema de
muestreo de tipo Shannon, donde la convergencia se considera en el valor principal

de Cauchy para las series y puntual para el limite.

Propiedad 1.2.1. Sea f : R — R wuna senial y 7 € R*. Decimos que [ tiene la
propiedad P para T St

o) = Jimy (Z i (%) senctre - k)) (L

keZ

Nuestro objetivo es responder a la conjetura que en parrafos anteriores se esta-

., e . ., . 2\ 42
blecia de manera positiva, demostrando que cualquier funcién de tipo Gauss e ™
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se puede reconstruir como un limite de funciones de banda limitada obtenidas de
muestreos uniformemente distribuidos en los puntos {£ : k € Z} donde 7 > 0 a

través de la siguiente formula:

n
-At2 _ q¢ —A’“—QQ .
e = nhﬁrgo <Z e “nrZsenc(Tt /{;))

kEZ

siendo la convergencia uniforme sobre conjuntos compactos. El resultado principal
de esta seccion es:

Teorema 1.2.2. Las funciones gaussianas satisfacen la propiedad P para todo T €
R+,

Habida cuenta de la analiticidad de e, para demostrar el Teorema , en
una primera version, es suficiente mostrar la igualdad entre los coeficientes de la

At

., . . _\+2 . .,
representacion en serie de potencias de e y los coeficientes de la expresion

2
lim (Z e_’\:ﬁsenC(Tt - k:))

keZ
una vez probada la analiticidad de la misma.

Notemos que las senales de tipo gaussiano, que mateméticamente son importan-
tes en si mismas, juegan un papel destacado en la teoria de la senal ya que ellas
son las tinicas senales en donde se alcanza el minimo del producto de la anchura
temporal y frecuencial. Este minimo estd dado por el Principio de Incertidumbre,
(ver [LP_61]). Por tanto, tener resultados de recomposicion para este tipo de sefiales

es interesante desde el punto de vista de las aplicaciones.

Presentaremos dos demostraciones diferentes del Teorema La primera de
ellas, basada en la idea de analiticidad antes expuesta y obra de A. Antuna, J.L.G.
Guirao y M.A. Lopez [AGL 11b|, y la segunda, centrada en técnicas de andlisis

matematico, teoria de series y transformada de Fourier, obra nuestra (ver [BG_12|).

1.3. Resultados auxiliares

En esta seccidon presentamos algunos resultados auxiliares que desempenaran un

papel clave en la primera demostracion del Teorema [1.2.2
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Lema 1.3.1. Para todo r € N se tiene que
)k:Jrl -1

S
.17r2j(27"—2j+1)!k6N k2 2(2r+ 1)1

=

1

—_— CyjeNu{0}.
7 son(n2) conzeCyje {0}

Demostracidn. Sea f;(z) =

Calculando la representacion de las serie de Laurent de fy(z) se obtiene directamente
que
1
Res(fo,0) = —. (1.2)
T

1
Para las funciones f;(z) con j > 0, sea Cj, el cuadrado de vértices (k + 5) (£1+£1).

Por el teorema de los residuos, se tiene que

271 | Res(f;,0) + Z Res(fj,r) | = | [fi(2)d=. (1.3)

Ck

r=—k

Con unos sencillos calculos, se obtiene que

k k k
1w (—1) 2= (=1)
R W)= — = — _— 1.4
Z es(f;,r) WZ = é} = (1.4)
r£0 r#0 B

Como kh’m / fi(z)dz = 0, tomando limites cuando k tiende a infinito en la expre-
—00 Cy,

sion ([L.3), se obtiene
R€S<fj, O) = — Z Res(fj, T).

rEL
r#£0
Por tanto, por (1.2 e introduciendo (1.4) en la expresion previa podemos escribir
(1
= if j =0,
7T
Res(f;,0) — (1.5)
2 Z (—1)k+t £ 0
-y —— i :
T ken k2 !
Por otro lado, por la representacion de serie de Laurent de la funcién alre-
sen(7z)

dedor del punto z = 0 tenemos

1 o0
ZﬁQp—l 2 (1.6)
p=0

sen(7z) - —
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y asi

) — (b—4)-
fi(2) 22/ sen(mz) sen(7z) Zﬁ?p 17

De la expresion anterior se deduce, para todo 7 >0, que

623'_1 = Res(fj, O) (17)

Usando la representacion en serie de potencias de la funcién sen(rnz), (1.6) puede

= (‘Uq 2q+1 2p—1 | _
(S ) (Fo) -

e igualando coeficientes obtenemos

IS _1 T—j .
Z ((—) 71_27‘ 2j+1 ﬁijl _
=0

escribirse

2r — 25 +1)!

Ahora, sustituyendo (;_; por la expresion (L.7) y separando el término correspon-

diente a 7 = 0, tenemos

ﬁ Res(fo, 00+ o (275—_1;; Ty ResUan 0) =0,

Finalmente, usando (1.5) en la igualdad anterior, la prueba finaliza. O

El siguiente paso es demostrar, para todo 7 > 0, que

g2 "
lim (Z et senc(7t — k:)) (1.8)

kEZ
existe y define una funcion analitica. Para demostrarlo, vamos a utilizar el siguiente
resultado, que es una version simplificada de dos conocidos teoremas sobre conver-
gencia de funciones analiticas (véase pag. 241-242 |[Di 72]).

Teorema 1.3.2. Sea A un abierto conexo en CP y ® un conjunto de funciones
analiticas de A a un espacio de Banach complejo E. Sea M un conjunto de unidades

en A. Si se dan las siquientes condiciones:

i) para cada conjunto compacto L en A existe my, > 0 tal que || f(2)|| < mr para
todo f € ® y cada z € L,

ii) (fn)n € ® converge punto a punto en M,

entonces (fn)n converge uniformemente sobre conjuntos compactos de A a una fun-

cion analitica.
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1.4. Convergencia puntual y analiticidad

De ahora en adelante usaremos la siguiente notacion:

2

g(z,n) = Z enr? senc(tz — k). (1.9)

kEZ

En esta seccién vamos a demostrar que existe el limite puntual de (g(z,n))" y
que éste define una funcién analitica. Para hacerlo, vamos a demostrar en las dos
proximas proposiciones que se verifican las hipotesis del Teorema [1.3.2en el caso en

que

Z
= C\ — conjunto abierto y conexo en C,
T
ANR conjunto de unidades en las funciones analiticas,

= {(9(zn))",n e N},
= C

SHE-TEED S
I

Para demostrarlo, vamos a usar la siguiente notacion. Sean

1— e—kgx

k2x

L(z) => (=1 (x).

keN

(1.10)

7
Proposiciéon 1.4.1. Para todo L conjunto compacto de C\ —, existe un my > 0
T

tal que | (g(z,n))" | < my para todo z € L y todo n € N,

Demostracion. Para n € N, consideremos la siguiente funcién compleja
G(z,n) =n (g(z,n) —1). (1.11)

Usando la definicion de g(z,n) dada por (1.9) y que Zsenc(z — k) =1 para todo

kEZ
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z € C (véase [AGL 11al Lema 3|), se tiene que

G(z,n) = n (Z e;Tk;senc(Tz —k)— 1)

keZ
)
= nz (enrk? - 1) senc(tz — k)
keZ
—k2 (—1)*sen(m72) 1 1
— nr2 — 1
nZ(e ) T TZ—]{?+7'Z—|-]€
keN
27 z sen(n72) —k2 (—1)*
= n—m™M 1 —en? | ————.
T Z( ’ ) (72 — k2
Separando la suma en términos pares e impares, obtenemos que
G(z,n) = B(2)a(z,n), (1.12)
donde
B(x) — 212 sen(7r7'z)7
s
' k2 ) a2 (1.13)
— € nt — € nT
a(z,n) =n -
kGZN (2k —1)2— (12)%2  (2k)%2 — (72)?
Puesto que L es un conjunto compacto, existe una constante 35 > 0 tal que
|B()| < 8L (1.14)
para todo z € L.
Z
Para z € C\ —, sea
T
.2
n <1 — enrpl’)
AP(Z7 TL) = W
De tal manera, usando la notacion ([1.10)) podemos escribir
2
1 1 —en? 1 1 1
AN ST T T e At () um

p

y por (1.13), a(z,n) puede expresarse en la forma

a(z,n) = Z (Agr_1(z,n) — Agk(z,n)) . (1.16)

keN
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Después de algunos calculos, tenemos que

= %{lzkl (nig) (1 — (1;_21)2 1 —1 )2)
1 1 L

+ T%)Q (ZQk:—l (m) — Lok (W)

= %|:l2k—1 g#) (72)° ((2k —1)2 — (ji)g)(l@ )2 = (r2)?)

k
i o () ()]

Asi, utilizando la desigualdad triangular en (|1.16)

(1.17)

la(z,n)| =

Z(A%,l(z, n) — Ag(z, ”))|

keN

< Z |A2k_1(2, TL) - A2k(z’ n)|

keN

5>

keN

(1.18)
Ak —1

LY
i (W) (@ =17 = (r2)) (2K = (7))

e (o () = ()|

Ahora, por un lado, como la serie

1
T

keN

4k —1
,CGZN |(2k = 1)% = (72)?|[(2k)? — (72)?|

1
converge para todo z € L, estd acotada y como 0 < lop_q (—2> < 1, tenemos una
nr
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cota superior o, para la primera parte de la suma (1.18)), ya que

D

keN

o1 <m_2> TRk — 12— (72)2) (2R — (12)%)

4k — 1
< 2
- Z|Z| |(2k_ 1)2

keN — (72| |(2k)? = (72)?] < of.

(1.19)

Por otro lado, nos disponemos a obtener una cota superior para la segunda parte
de (1.18)). En efecto, como z € L y L es compacto, existe 6, > 0 tal que para todo

z € L, |m?— (12)?| > 0, para todo m € N. Como

2k)?
lim — ( 2) 5T = 1,
k—co min | (2k)* — (72)?]

zeL

por la definicion de limite, dado € > 0 existe ko(L) tal que para todo k > kg

1l—e< — |(2§€2)];)2 (72)2} <l+e
zeL
Para k < kg se tiene
(2k)? < (21{:0)2'
Iglel’il }(2k)2 - (72)2‘ )

2kg)?
Por lo tanto, tomando \;, = max {1 + ¢, ( 50) } obtenemos
L

(2k)°
~ min ‘(2]@‘)2 — (TZ)2| s A

zeLl

' (2Kk)?
(2k)? = (72)?

de manera uniforme en k.

De la expresion anterior, usando (|1.10

yque L(x) < g paraz € RT (véase [AGL 11al,
Proposicion 7]), obtenemos la cota de la segunda parte de la suma (1.18)), ya que

1 (2k)? z LY, (1
T2 (2k)% — (72)? =1\ 2 2\ nr2
keN

AL 1 1
< ) (l2k1 (W) — ok (m)) (1.20)
keN

VAN
S| >
S
VR
1

3|~
[\&)

N~
S| >
N |~
T
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Asi, por (1.19)) y (1.20]), obtenemos de (1.18)) que

De la expresion anterior y, por (1.14), tenemos para todo z € L
G(z,m)| = |B(2) |a(z,m)| < B < . (1.21)

Ahora, de la ecuacion (1.11]), la funcion g(z,n) tiene la forma

G
n
Asi, utilizando ([1.21]), se verifica que
G
lg(z, )] < 1+ [GEml oy B
n n

y por lo tanto

ozt < (14 228) <o <,

finalizando la demostracion. O

Proposicion 1.4.2. {(g(z,n))"},cn converge puntualmente en R.

Demostracion. Como senc(k) = r para todo k € Z, luego {(g(z,n))"}, oy converge
Z

en —.
T

/
Sea x € R\ — y G(z,n) la funcién auxiliar definida por (L.11)) en la proposicion
previa. Por (1.22)
n G(z,n)\"
(e = (14 S2)

n

y, por consiguiente
, n lim G(z,n)
lim (g(x,n))" = en—oo _ (1.23)

n—oo

La igualdad anterior implica que si G(x,n) converge en n a un numero real, la

demostracién ha concluido.

Mediante (1.12), G(z,n) = B(x)a(xz,n), y por lo tanto la convergencia de G(z,n)
depende solo de la convergencia de a(x,n) que, por (1.16), puede escribirse en la

forma

a(x,n) = Z (Agg_1(z,n) — Agi(x,n)).

keN
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Separando en dos partes y tomando limites, ya se satisfacen las condiciones de

Weierstrass, y podemos escribir

lim a(z,n) = anl_)nolo (Agg_1(x,n) — Agg(z,n)) .
keN

n—oo

Ahora, usando la expresion de A,(x,n) dada por (1.15) y que IliI(I)l+ l(x) =1, es

, 1y , 1 L_r
am Ap(rn) = 5 e b (W) T 22— (r2)?
y asi
1 (2k — 1)? (2k)°
If = 5 -
am a(z,n) = 5 o ((Zk —1)2 = (rz)>  (2k)2 — (r)?

) ak —1
((2k = 1)% = (72)?)((2k)? — (7))

= T

Z

ke

que converge para todos x € R\ —.
T

Asi, se ha demostrado la existencia de lim a(z,n), lo que implica la existencia de
n—oo

lim G(z,n), y por (1.21) sabemos que este limite es finito. Por dltimo, por (L.23)
n—od

finaliza la demostracion. L]

2 "
Teorema 1.4.3. Para todo T > 0, lim (Z et sinc (7t — k)) define una funcion

n—oo
kez
analitica.

Demostracion. La demostracién es una consecuencia directa de la aplicacion del

Teorema [1.3.2] El uso de este resultado es posible gracias a que en las Proposiciones
y ponen de manifiesto la validez de las hipotesis del Teorema m

1.5. Teorema [1.2.2]. Prueba |

El objetivo de esta seccion es presentar una primera prueba de nuestro resultado
principal, el Teorema mostrando que la funcion analitica (1.8)) obtenida en la
seccion anterior es la funcién gaussiana, es decir, para todo t € R se satisface la

siguiente igualdad:

g2 "
lim (Z enr? senc (7Tt — k:)) ="

kEZ
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para todo 7 > 0.

La metodologia que utilizarenos seré calcular los coeficientes de la representacion
en serie de potencias de (g(x,n))" y mostrar que sus limites son los coeficientes de

la representacion en serie de potencias de la funciéon gaussiana.

Introducimos la siguiente notacién que va a simplificar el calculo de los coeficien-

tes de las representaciones en serie en lo que sigue.

Definicién 1.5.1. Para todo m € NU{0} y n € N, definimos

1 )
3 stm =0,
Chn = 1)L e 1.25
’ TQmZ —( k2>m eTf? sim > 1; ( )
keN
D'rTn,n - ZB;—C;,—p,n; (126)
p=0
1 stm =0,
d:n,n = (_1)m m—1 dT B;;L*] . S 1 (127)
(n72)"m! Z; in 2(mg) =
]:

Los dos resultados siguientes sobre (1.25) y (1.26) seran las herramientas clave
para tomar los limites en los coeficientes que vamos a obtener.

7_2m dT 1
Proposicién 1.5.2. Para todo m € NU{0}, C7 = Tmn +o0 <—)
’ n

Demostracion. Vamos a probar

207 1
d, ., = - tol—|.
) Tm n

Procedemos por induccion sobre m. La igualdad anterior es valida para m = 0, ya

que

1
n(dy, —2Cg,) =n (1 —2 5) = 0.
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(_1)k+1 71.2

Para el caso m = 1, utilizando que Z 2 13 se tiene
keN
.o, 1 (—1)F e
(m-2E) = o (e g
keN
1 (—=1)F* -2
= —§+2nz 12 1 —enr?
keN
1 2 1
= ——=+—= 1)k
T2 + T2 (=D (TLTZ)
keN
1 2 1
= ——+—=L|— .
T2 + T2 (n7’2)
Por lo tanto, tomando limites cuando n tiende a infinito y utilizando que hm+ L(z) = 5
z—0

(véase [AGL 114, Proposicion 7]) obtenemos

) 207,
lim n|dj,, ——=) =0
I 7—

n—oo

207
Sea m > 2y supongamos que para cada j < m, d; , = ;jn +o0| — |. Seguidamen-
’ T n
te, usando ((1.24)) y la hipotesis de induccion, ([1.27)) puede escribirse de la forma
—1)m+1 m BT ., QOTn 1
d;ﬁ-l n = +1 (2 22 - Z +1 j. J.’ + (0] —
) nm+1 2m (m + 1)] T2m+2-2j T2j n

7=0
(_1)m+1
nerl 7—2m+2 (m + 1)!

m _2m—+2 - (_1)] C]T,n 1
Y e ()

j=0
. (1)’ C] 1
=2(—1)" 2m+2 j,n ' 1y
(-)"n ;(Qm—2j+3)!(7r7)23+0 -
Por tanto
d:n—i-l,n CZ’H—Ln
2 a 7'2m+2
= (_1)m 7T2m+2 Xm: (_1)] C]T,n . C;—n-i-l,n +o l
oo (2m — 25+ 3)! (r7)% 7242 o

m __2m+2 = <_1)j CJ’TJL 1
= (e (Z (2m — 25 + 3)! (7TT)2J') to (E) '

j=0
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Sustituyendo C7  por la expresion (1.25) y usando la Proposicion conr =m+l1,

la expresiéon anterior toma la forma

T T
dm—i—l,n Cm—i—l,n

2 7-2m—&—2
! S (Y (-1
— (—1)™ 2m+-2 i -
(=1)" 2(2m+3)!+;7r23(2m—2j+3)!%ZN 2
_ k2
m—+1 . 1 €ént
(=1) b 1( ) 1
- . . o I A Y
jZ_;WQJ (2m — 25 + 3)! % k23 n

e (=)
= (-1 m+1,__2m+2 : -1 k+l—
( ) T Z 7T2J(2m— 2] +3)| keZN( ) k2g
(%)
+ol|l—].
n

Por lo tanto, separando el término j = 1 de los demas

Jj=1

n (d%;,n _ i”;’”‘rﬁg) = Upsin + Vingin +n0 (%) . (1.28)
donde
=
m._2m —enT
Unsin = G gy S

_ k2
m+1 ;
Viern = (ciyriigmerys L Z(l)k“—( | )
mLn w4 (2m — 25 + 3)!
j=2 J keN n

Veamos que el limite cuando n tiende a infinito (1.28]) es igual a cero.

En efecto, por (1.10) y [AGL 11al Proposicion 7], se tiene

, ) A I eV
lm Uiy, = lim ~——2 " 2, - . 1.29
e 2m+ 1! 72 \ nr? 272 (2m + 1)! (1.29)
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Por otra parte, por el criterio de Weierstrass sabemos que

1m Vypyrn =

n—oo

m—+1 ;
_ (_1\m+1l,_2m+2 (_1>J , k1 N )
= (=)™ Zw2j(2m—2j+3)!zf}5&< D 2]
j=2 keN n
m+1 j k+1
(=1 (1)
_ (_1)m+1,ﬂ_2m+2 A : —
; w2 (2m — 25 + 3)! kEZN T2k2i-2
_ (_1)m7r2m f: (_1)] Z (_1)k+1
T2 ‘= w2 (2m — 25 + 1)! pored k2i
y aplicando la Proposicion para r = m se satisface que
) (_1)m+1 7T2m
lim Viypy1p = =7 1.30
niee LT 90 0 4 1) (1.30)

Asi, tomando limites cuando n tiende a infinito en ((1.28)) y usando (1.29) y (1.30)

probamos que
T T
; 1 1,
llmn(m+’n— et n):().

N—00 2 7—2m+2

Finalmente, por el Principio de Induccién, llegamos a la conclusiéon de que el resul-

tado funciona para todos los m. O]

Proposicion 1.5.3. Para cada n € N, se tiene

1 . 0
— stm =
2 )

Dfn’n = (1.31)
)™ (1)
+ol|— stm > 1.
2nmm! n

1
Demostracion. El valor — para m = 0 se obtiene directamente de las definiciones
dadas por (1.24), (1.25) y (L.26]), ya que

1
T _ T T _
DO,n - BO on — 5
Sea m = 1. De la misma manera que en el caso anterior, es

BT (77)?
DT — T -1 — T _ \""J
l,n 1,TL + 2 l,n 12
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y por la Proposicion [1.5.2] y (1.27) concluimos que

Finalmente, sea m > 2. Utilizando el mismo método que en los casos anteriores

T

T ou Bm
Dm,n = +ZB mpn 2
7_2m T 2m de‘r 1 BT 1

_ T, B] # - Em Z
+Z ( +0(n)>+ ; —I—o( )

n
2m m m—1 T
_ T (_1) . E dT Bm*j
2 nm 7—2m ml J,m ,7-2m72j

=0

m—1 2m— 2pd7— m—1 T
7'7_ m—p,n T 1 B 1
+) By ——— +> Bjo (n>+—2+ ~

p=1 p=1

Ahora, separamos el término de la suma correspondiente a j = 0 y hacemos un

cambio en el indice de suma p, asi,

m—1
T - (_1)m 1 T 2] T
Dinn = oanmm! 2 Z Bin ™ By

7j=1
m—1 2m—2p dr
T T m—p,n 1
+ > B 5 +0 (—
p=1
—1)m
ECCNAAY
2n™m) n
concluyendo la demostracion. O

Nota 1.5.4. Destacamos que la nueva expresion D7, |, proporcionada por la Propo-
sicion no depende de 7.

El siguiente resultado serd de utilidad en la Prueba I del Teorema [1.2.2]
Lema 1.5.5. Sea m,7 € N tal que i <m, y sea A,,; el conjunto dado por

Amvi:{a:(al,...,am); a, € NU{0}, Zar:i, Zrozr:m}.
r=1

r=1

Entonces
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(i) Aoy ={(0,0,...,1)} y Ay = {(m,0,...,0)}.

(ii) Sea i € N tal que 2 <i<m, sea o = (o), € Ay, ;. Sia, # 0 se tiene que

, ra, —1 ifr=1,
min {ra, — 1,a,} =
Q. ifr > 2.
Demostracion. La parte (i) se sigue de la solucion de los sistemas que definen los
conjuntos Ay, 1 ¥ Apy -

m

Para la parte (ii), sea o = (a),—; € Ay con o, # 0. Sir =1 el resultado es trivial.

Supongamos r > 2. Como 1 < (r — 1), se tiene «, < ra,. — 1. O
En este punto estamos listos para demostrar nuestro resultado principal.

Demostracion (Teorema[1.2.9. Prueba I.) La afirmacion que tenemos que demostrar

es: paracadap >0y 7> 0
5 n
lim (Z e PuiZsenc (sT — l{:)) = (1.32)
keZ

para cada s € R. Ademas, esta convergencia es uniforme sobre conjuntos compactos.

=
De hecho, sea 7 = ? y t = s4/p, entonces (1.32)) puede ser escrito de la forma
p

n
g2 )
3 nr2 — — —t
nlggo (E en? senc(Tt k)) e .

kEZ

Asi, usando la notacion introducida por (1.9), vamos a demostrar

lim (g(t,n))" =e " (1.33)

n—oo

convergiendo uniformemente sobre compactos.

Por el Teorema [1.4.3] sabemos que lim (g(¢,n))" es una funcion analitica. Por lo
n—oo

tanto, para probar (|[.33]) es suficiente demostrar que la representacion en serie de

potencias de ambos miembros de (1.33) coinciden. Es mas, observamos que es sufi-

ciente demostrar que la convergencia se tiene para todo t € (0, —).
T
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Usando (1.24)), (1.25)), (1.26)) y la representacion en serie de potencias de sen(nw7t),

la funcion g(t,n) puede ser escrita de la forma (véase [AGL 11al Prueba Teorema

2])

7-2t2 _ k2

(t.n) (rt) + 27t sen Tt Z (1) 2 i D gm
n) = senc(rT en? = :
- T keN b S

Por lo tanto

s =2 (S one) crSme
m=0 m=0

en donde, teniendo en cuenta los conjuntos A,,; descritos por la Proposicion [1.5.5]

se tiene que
.
(Dg..)" if m =0,

T —
Er,. = -

-1 — ,

m,i jzl

(1.35)
Por lo tanto, nuestro objetivo se reduce a demostrar para cada m > 0 la validez de

la igualdad

—1)m™
lfim 2", = (="

(1.36)

Para m = 0, el resultado se deduce directamente por (1.35)) y por las definiciones
(1.24), (1.25) y (1.26), ya que

1
lim 2"Eg, = lim 2"(Dg,,)" = lim 2"(B; Cg,,)" = lim 2" — = 1. (1.37)

n—oo n—oo n—oo n—oo 2”
Para m =1y m = 2 segtn la Proposicion [1.5.5] parte (i), tenemos

Ef, = n(Dg,)"" Di,,

n(n —1)

T T \n—1 7
E2,n = n(DOm,) D2,n+ 2

T n—2 T 2
(DO,n) (Dl,n) :
Ahora, con las dos expresiones anteriores y la igualdad (1.31)) obtenemos

n —1 1
E]. = — —
Lm 2n—1 (2n to (n)) ’
n (1 1 n(n—1) (-1 1\\°
BT (2 il AN . '
b= g (e () @ )
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Por tanto,

1
lim 2"E], = lim (—1 +2no (—)) =1
n—oo ’ n—oo n

1 1 —1 1 (1.38)
lim 2"E7, = lim {2— +2no (—) + t +2n(n—1)o (—)}
’ n

n—oo n— oo n 2n

1

5
Notemos que los resultados (1.37) v (1.38) coinciden con [AGL 11a, Teorema 2].

Sea m > 3. En primer lugar, sustituimos D7, en (1.35) por la expresion (L.31)) dada
por la Proposicion [1.5.3] obteniendo

I e | e ()]

i=1 @€l ; j=1

Como

50 -t ()

utilizando esta igualdad en la expresion anterior podemos escribir E7 . en la forma

o (—1)”% nn—1)...(n—i+1)

ol ag!

Dividiendo la suma en tres partes y aplicando la Proposicion m parte (i) a los

términos ¢ = 1 y © = m, tenemos

m—1
2"E;,, = (=)™ (an + Z Gimmn + Hm,n> : (1.39)
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donde

n m
Fon = > ol
o ol o)

O{EAmﬂ‘ j:1
nn—1)...(n —m+1) _ 1 1
Hpn = — TG
’ ae; agl. ! ]1;[1 niei (1" o ne

_ pnlnom ) (im+o(im))

Claramente, de las expresiones anteriores se deduce que

lim F),, =0
n—oo
y
, 1
lim H,,, = —
n—oo m!

Para calcular el limite de G, ,, separamos el término j = 1 de los demés. Notemos
que para cada j > 2 tal que a; = 0, el factor correspondiente es 1, y si a; # 0, por
la Proposicion [1.5.5] (ii), tenemos

1 1 1 1
e+ () = o () o ()
1 1
= 0 (nmin{jaj—l,aj}) =0 (naj> ’

Asi, G, puede ser escrita en la forma
1 1 X 1
(el ()]

Gimn = Z nn—1)...(n—i+1)

| |
AEDm.; Q... Oy =2
B Z nn—1)...(n—i+1)
o ! !
Q€D Q... Oy

G o)) o ()
- 3 et e ) ()

|y sestteien (1)

aeAm,i
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y, por lo tanto,
lim G = 0.

n—oo
Asi, tomando los limites cuando n tienda a infinito en la expresion (1.39)), si m > 3,
entonces ( 1)m
lfim 2"ET, = . (1.40)

n—oo ’ m'

Por lo tanto, por (1.37)), (1.38) y (1.40)), hemos obtenido que para cada m > 0

1)
It 2757, = "

n—oo ’ m!

Asi, tomando limites en la expresion ([1.34)), se obtiene

, n (_1)7” 2m

lim (g(t,n))" = E .
m=0

De manera que hemos demostrado la convergencia puntual a la funcién gaussiana. La

convergencia uniforme sobre conjuntos compactos estd garantizada por el Teorema

1.3.2] finalizando la prueba. [
La segunda prueba del Teorema realizada con un enfoque completamen-

te diferente, la presentamos en al préximo capitulo asi como la aplicacion de este

resultado al mundo de la quimica.



Capitulo 2

Dindmica de productos quimicos
semi radiactivos a través de la

teoria del muestreo

2.1. Introduccién y exposicion del resultado prin-

cipal

Como es bien sabido, la dindmica de la descomposicién de la mayoria de los
productos quimicos mas utilizados, como el carbono 14 o el uranio 238, evoluciona
de una manera exponencial. Supongamos que tenemos un material seudorradiactivo
con una dindmica de descomposiciéon desconocida, pero para el cual tenemos una
muestra temporal de la cantidad del producto en descomposicién. En este marco,
para analizar si la dindmica tiene o no un ajuste exponencial, se utiliza una reciente
generalizacion del teorema del muestreo de Shannon para senales de banda ilimitada
[AGL11Db|, Teorema del capitulo anterior.

Como hemos expuesto en el capitulo anterior, un resultado central de la teoria de
la senal en ingenieria es el bien conocido teorema de Shannon-Whittaker—Kotel’nikov

(véase, por ejemplo, [Sh™49] o [Za 93]) para aplicaciones de banda limitada de L?(R)
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(es decir, para sefiales de Paley-Wiener), que se basa en la aplicacion seno cardinal

normalizado senc(t) definido por:

1 if t =0,
sen(mt) - if ¢ £ ().

it

senc(t) =

Otra piedra filosofal de la teorfa del procesamiento de senales es el teorema del
muestreo de Middleton para funciones de paso banda (véase [Mi 60]). Este resulta-
do fue una de las primeras modificaciones del teorema clasico del muestreo (véase
[Wh 15]), que solo funciona para aplicaciones de banda limitada. Después de este
punto de partida, han aparecido en la literatura muchas y diferentes extensiones y
generalizaciones de este teorema, intentando obtener aproximaciones para senales de
banda ilimitada (véanse, por ejemplo, [BRS 87| o [Gu 94]). Unos buenos comienzos

de estas extensiones son [BS 92| o [Za 93].

[AGL 11b] sigui6 el espiritu de los resultados anteriores en el sentido de inten-
tar obtener aproximaciones de senales de banda ilimitadas usando senales de banda
limitadas, aumentando el tamano de banda. Pero esta aproximaciéon es completa-
mente diferente a las anteriores en el sentido de que mantiene constante la frecuencia
de muestreo, generalizando en el limite los resultados de Marvasti y otros [M.J 86| vy
Agud y otros [AC 01].

En este marco, [AGL 11b| enuncia y demuestra para senales gaussianas el si-
guiente teorema del tipo asintotico del muestreo de Shannon, donde la convergencia
estd considerada en el valor principal de Cauchy para las series y convergencia pun-

tual para el limite.

Propiedad 2.1.1. Sea f : R — R una aplicacion y 7 € RY. Diremos que [ verifica
la propiedad P para T si

) = Jim, (Z (£ senctre - k))n. 1)

keZ

Recordemos el enunciado del Teorema [[.2.2

- . . . . . 22
Las aplicaciones gaussianas, es decir aplicaciones de la forma e ", X € R

verifican la propiedad P para cada 7 € Rt fijado.

Recordamos que la idea de la demostracion mostrada en [AGL 11b], expuesta

en el capitulo anterior, es la siguiente: dado que la aplicacién gaussiana es analitica,
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para probar la formula (2.1]) basta con probar la igualdad entre los coeficientes de la
serie de potencias que representa a la funcion gaussiana y los coeficientes del segundo
miembro de (2.1). Esta demostracion es muy larga, extremadamente técnica y utiliza

herramientas de anélisis complejo muy fuertes.

Nuestro objetivo en este capitulo es presentar una demostracion alternativa para
este resultado, muy corta y con un enfoque completamente diferente. Las ideas de
nuestra demostracion se basan en la utilizacion de algunos resultados muy simples
de la teoria de las transformadas y en utilizar debidamente una cota dada por Boas
[Bo_72].

2.2. Teorema [1.2.2. Prueba Il

La intencion de esta seccion es demostrar el Teorema desde un punto de
vista completamente diferente a la demostracion primigenia dada en [AGL 11b| y

expuesta con todo detalle en el capitulo anterior.

Demostracion (Teorema[1.2.2. Prueba II.)

Boas [Bo 72| indica la siguiente estimacion

'f(t) =3 flh)senc(t — k)

<9 /m GRS (2:2)

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que A = 7 = 1. Sea f(t) = e~

para la cual f,(t) = fY/7(t) = e~™/" con f,(&) = /ne"™". Por (2.2),

< 2yn e = (z = &y/n)
1€[>1/2

FU) =S U (k)senc(t — k)

k

2 1
= 2/ e dr = O(—=e"™4)
| > vn

donde hemos utilizado la estimacion trivial

_ 2 _ 2 _
a/ e”dxg/ xe " dr = O(e”™
> >

2

)
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Asi, escribiendo a, = Y, fY/"(k)senc(t — k), b, = f/"(t), hemos probado que

~

1 -
by, — a,| < C—=e™4"

Jn

Ahora, utilizando el Teorema del Valor Medio, es

() = anl = 1by — ag| < [by — an| n(L + [by — an])"™

Claramente

C . n—1
(1+ |by — an))"! < (1 + %6_4”> —0(1)

pues

C =« .
(n—1)log(l + —=€ 1") ~n——e"1" — 0

Vn

cuando n tiende a infinito.

Por tanto 1
1f(t) — a?| < Kn|b, —an] < Kn—e 1" — 0
n

vn

cuando n — oo, probando asi el resultado y, mas atin, la convergencia uniforme para

todo conjunto compacto de R. [



Capitulo 3

El modelo Hartmann para la

molécula de benceno

3.1. Introduccién

El objetivo del presente capitulo es exponer los resultados de |GV 11] sobre
el estudio de un sistema dindmico 4-D integrable que modela el comportamiento
de la molécula de benceno a través de una generalizacion del modelo de Hartmann,

definido por la funcién hamiltoniana en forma paramétrica H : R® — R, determinada

por
H =Ho + H,
siendo
Hy= 5 @+ Q3+ QI Qg+ G+ + ) (31)
el oscilador is6tropo y
1 a b
=3 (Qf+61§+q32,+(ﬁ> 32

otro hamiltoniano, donde a,b y w son tres constantes estructurales del sistema po-

sitivas.
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Este hamiltoniano esti relacionado con dos familias de sistemas hamiltonianos 3—
D integrables, H= 1| X ||>+V; con simetrfa axial, es decir, sistemas cuyos potenciales

estan dados por

P T
Vi= /2M2 2+2 2+ 2 Q/23 2, .2 (3'3)
l'1+l’2—|—l’3 x1+x2 (x1+$%) .1'1 +$2 +$3
denominado como potencial de Smorodinsky—Winternitz y
I@:Q—Q(x2+x2+x2)+—+L (3.4)
2 VTR oa2 (2 4 2d) '

(donde p, 2, P son parametros, @) es el momento y x; son las variables del problema).

Se puede demostrar que existe una relacion entre dichos sistemas 3-D con un

sistema dindmico integrable 4-D en términos de dos extensiones canonicas.

Si hacemos una transformaciéon canédnica de coordenadas cartesianas a polares
simplécticas en la forma clasica (véase [AM 78]), entonces (3.1) y (3.2)) se escriben

en las nuevas variables como

1 A2 A2
Hoz—(P12+P22+—21+—§+w(p%+p3))7
2 P1 P2

1/a b
H:—(—+—).
P2\

Hay que observar que 6; y 65 son ciclicas, por tanto A; y A, son integrales primeras.

El sistema se puede dividir en dos subsistemas de un grado de libertad, definidos

por las funciones hamiltonianas

1 A? a
Ha:—<P2+—1—|—w,02—|——), 3.5
A o (3:5)
1 A? b
Hb:—<P2+—2+wp2+—>, 3.6
2\ ;s T (36)

con la misma estructura interna, tal que

H=H,+H, (3.7)

Dada la estructura del subsistema (3.5) y (3.6), basta con estudiar H, para
deducir los correspondientes resultados para H,. Por tltimo, por (3.7), obtenemos
el estudio completo de H.
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Observemos que H, : E, — R, donde E, = Rt x S! x R? es el espacio de fases

de donde esta definido el hamiltoniano.

Kibler y Négadi [KN 84] consideraron el caso particular del sistema (3.2)) don-
de a = b, en el transcurso de su estudio del potencial de Hartmann utilizando la
transformacion de Kustaanheimo—Stiefel. Por tanto, en este sentido, el hamiltoniano

propuesto representa una generalizaciéon del suyo.

Observemos que los potenciales V; pertenecen a una gran familia de sistemas
integrables que son separables (véase Makarov et al. [MNSVW 67]). Estos poten-
ciales han recibido una atenciéon especial desde el trabajo pionero de Hartmann et
al. debido a su relaciéon con la molécula de benceno, asi como con otros modelos
de quimica cuéntica y la fisica nuclear. Cuando tomamos () = 0 en el potencial V7,

tenemos el modelo de Hartmann [Ha 72].

Para hacer un estudio cualitativo de la dindmica asociada al sistema hamiltoniano

de una manera similar a [LTV (1], vamos a considerar los siguientes conjuntos

En, =H Y (hy) ={z € By : Ho (2) = ha},

Jkl :{ZEEQ:Alzkl},
Inge, = En, N Jgy,

donde z = (p1, 01, P1, A1) € E, and (h,, k1) € R%

Estos conjuntos son invariantes por el flujo asociado al hamiltoniano, con H, y

Aj dos integrales primeras del movimiento, independientes y en involucion.

Los pasos para obtener las clasificaciones topologicas que completan los estudios
presentados en [ET] y [BFJV] realizados en [GV_11] son:

Las descripciones de las foliaciones de
(i) el espacio de fases E, por los conjuntos invariantes Ej,,
(ii) Ep, por los conjuntos invariantes Ik, ¥

(iii) Ipn,k, por el flujo del sistema hamiltoniano.

Calcular las variables accién angulo para los sistemas ‘H, y Hp.

Obtener la region donde se puede definir la accion angulo.

Clasificar las orbitas periddicas de los sistemas H, y Hp.

Obtener la clasificacion de las 6rbitas de H.
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» Usar las transformaciones canonicas para reducir el sistema 4-D en (3.3)), para

ver como se transforman las orbitas de H.

El objetivo es establecer la estabilidad de las 6rbitas periddicas y cuasiperidédicas
anteriormente descritas y demostrar la integrabilidad de los sistemas, corrigiendo un
error matematico que aparece en [FT], donde la integrabilidad del problema no se

probé de forma correcta.

La organizacion es la siguiente. En las siguientes secciones, estudiamos la cone-
xion entre el oscilador isotropico 4-D y los potenciales anillados. La topologia del
hamiltoniano H, y H. Se clasificaran las orbitas periddicas de los potenciales anilla-
dos. Se estudia el oscilador biparamétrico y su integracion. Se transforman algunas
orbitas de H al sistema 3-D de Hartmann. Finalmente, se estudia la estabilidad de

las orbitas periodicas y cuasiperiodicas del sistema.

3.2. Relaciones entre los osciladores isé6tropos y los

potenciales anillados

El proposito de esta seccidén es mostrar la relacion existente entre los sistemas 3—
D que se introdujeron anteriormente y un sistema dinamico integrable 4-D definido
por la funcién hamiltoniana . En el siguiente par de subsecciones establecere-
mos, respectivamente, la relacion entre el oscilador y los sistemas definidos por los
potenciales (3.3) y . El punto clave para llevarlo a cabo sera utilizar en cada
caso adecuadas transformaciones en cuatro dimensiones y sus extensiones candnicas,
que permiten relacionar los pardametros Py () de los potenciales con las integrales y
los parametros del oscilador 4-D mediante un sistema lineal. Utilizaremos también

algunos resultados de [EF'T].

3.2.1. El oscilador y los potenciales de Hartmann generaliza-

dos

Mostraremos, en primer lugar, la relacion existente entre el sistema hamiltoniano
definido por (3.1) y los potenciales de Hartmann generalizados definidos por los

potenciales V;. Para llevarlo a cabo haremos uso de la transformacion (r, ¢, A, ) —
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(q1, 42,43, ) dada por

A— A
qlzﬁsengcos 2107 q;:,zﬁcos%sen —g¢,
3.8
P SO e Y S wp 88)
g2 =+/7 sen = sen , qa=+/T COS = COS ,
2 2 2 2
con (r,p,\, 1) € RT x (0,7) x [0,27] x (—g, g) y cuyo jacobiano es —rsen ¢/8.

Mas adelante vamos a necesitar la transformacion inversa dada por
22 2 2
T =qi+q;+q3+q;,

_2adradletd) (o, erd-d-g

sen ¢

G+aE+@E+a Gt E+E+a
4193 + G294 4194 — 4243
sen A= ————, COS A= ————,
\/<Q1 +43)a5+4q7) \/(Ch +¢35)a5+a3)
193 — Q24 14 T 23
seny= 2.2V 212\ cos ¢ = 2, 2Y.21 .2\
VG+E)E+a) VIG+E&)E+a)

La extension canoénica asociada a la transformacion (3.8) se obtiene facilmente

como una transformaciéon Mathieu, con

> " Qidg; = Rdr + ®dg + AdX + Ud.

R,®, A y V¥ reciben el nombre de momentos del problema. Obsérvese que las

relaciones entre estos momentos vienen dadas por

R = (1Q1 + ©2Q2 + ¢3Q3 + ©uQ4),

1
2>°q;
(1 Q1+ Q:2 )5 +47) — (43Q3+0aQu )N ai +03)

2/ (3 + B) B+ ¢

1
A= 5(—(12@1 + @1Q2 + Q3 — 3Q4),

o =

Y

1
U —

5(92@1 — 1Q2 + Q3 — ¢3Q4).

El hamiltoniano (3.1]) en la nuevas variables se puede escribir como
w 1 P2 A?
=dr |-+ | R*+ 5+ 5—
Tt r[8+2( +r2+r23en2¢>
U2 —2AW cos¢p ¢+ dcoso
272 sen? ¢ 2r2sen? ¢ |’
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donde

a+b a—>b
2 7 d= 2

C =

Obsérvese que A y v son variables ciclicas, con A y ¥ como integrales primeras. En

otras palabras, el sistema diferencial es

dr_on dg_on an__om dv__ow
dr OR’ dr 0%’ dr  or’ dr = 0¢

y dos cuadraturas

A= [(OH/ON)dr, o = [(OH/OV)dr.

Utilizando la notacién de Poincaré e introduciendo un cambio de la variable

independiente 7 — s dado por dr = 4r ds, el hamiltoniano toma la forma

1

K= (H-ho)

w 1 o2 A?

R (- BT :
8+2< +r2+r28en2q§) (3.10)
U2 —2AV cos ¢ ct+dcos¢  ho

272 sen? ¢ 2r2sen?¢  4r’

donde hp es un valor fijo del hamiltoniano ‘H para condiciones iniciales fijadas, y el
flujo est&4 ahora definido en la variedad K = 0. Es preferible, sin embargo, utilizar

una forma algo diferente: Consideremos el hamiltoniano

- 1 o2 A? P2 2
K=K — f :§(R2+_+—¢) _ho+ﬂ

8 r2  r2sen? 4r " r2sen? ¢
(3.11)
(d/2 — AW) cos ¢
r2sen? ¢
en la variedad K = —%. Si denotamos por

1 d? A? h
T YIS

2 r2  r2sen?¢ 4r
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el sistema diferencial definido en (3.11]) viene dado por

dr oK
ds OR =&
dp _ 0K _ @
ds 0b  r?’
w0k o
ds or or (3.12)
+2( )/2 (d/2 — AW) cos ¢
r3 sen2¢ r3 sen? ¢

ae oK _ OHk @%4c)/2 0O 1
sen?¢

ds _8_gz§ 09 + r2 ' 8_¢
+(d/2—A\I/)‘ 0 (Cos¢>

r2 8_¢ sen?¢

y dos cuadraturas

B A U cos ¢
/—ds /(7“2 sen?¢ 12 sen? ¢> as, (3:13)

¥ — A cos¢
/—d _/ Tty (3.14)

Si consideramos ahora el sistema diferencial definido por el hamiltoniano con
potencial Vi, Eq. (3.3) en coordenadas esféricas (r, ¢, \),

T1 = TSen ¢ cos A\,
Tg = TSen ¢ sen A, (3.15)
T3 = rCcos ¢

y sus momentos (R, ®,A), comprobamos que dichas ecuaciones coinciden con las

ecuaciones (3.12) y (3.13)) cuando nos restringimos a la variedad ¥ = 0 y tomamos
los siguientes valores para los coeficientes

ho = 4pu, c=2P, d = 2Q),
e identificamos la variable s con el tiempo fisico t.

Por tanto, hemos probado que la dinamica del oscilador definido por el hamilto-
niano (3.1 se corresponde con la familia de potenciales de Hartmann generalizados.
Si suponemos que ¥ = 0, se obtiene el caso particular del modelo de Hartmann

cuando d = 0, i.e. cuando para el oscilador se toman los siguientes valores

ho = 4u w=—8K a=b=P.
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3.3. Estudio cualitativo del flujo hamiltoniano

3.3.1. Estudio del hamiltoniano H,

En esta parte vamos a estudiar el hamiltoniano H,. Recordemos que el hamilto-

niano H, : E, — R viene dado por

1 A? a
Ho = = (P2 + 5 +wp? + — |, 3.16

2 ( TR TR (310
donde E, = RT x ST x R? es el espacio de fases en el que el hamiltoniano (3.16)) esté
definido y (p1,0, P1, A1) € E,. Este tipo de coordenadas son las més apropiadas,
ya que nos permiten comprobar que el hamiltoniano es integrable. Los pardmetros

a >0y w > 0 son dos constantes estructurales del sistema.

El sistema hamiltoniano es

do M, @ _ A, A
dt —  dp, " dt —  dA, - p¥

(3.17)

P, dH, wpi—Al—a dA1__dHa_0
dt  dpr 03 odt df

Denotemos por g : R x R? — R la aplicacion definida por g (p1, P, A;) =
H (p1,0, Pi, A1). Si hy € R es un valor regular de la aplicacion g y g~ *(hy) # 0,

entonces g~ !(h,) es una superficie de RT x R? llamada superficie de energia.

Para poder hacer un estudio cualitativo de la dinamica asociada al sistema ha-
miltoniano, de una forma similar a la que aparece en [LTV 01], consideremos los

siguientes conjuntos:

Ep,=H " (ha)={2€E, : H(2)=ha},

Jklz{ZEEaIA1:k1}7 k1€R7
Ihak1 = Eha N Ikl, (ha, /ﬁ) c R2.
con z = (p1,01, P1, A1) € Eq y (ha, k1) € R%
Obsérvese que Ej,, ~ g '(h,)xS! y recibe el nombre de variedad de energia cons-
tante, Ji, es la variedad del momento constante e I i, es la variedad de energia-
momento constante. Estos conjuntos son invariantes por el flujo asociado al hamil-

toniano, con H, vy A; dos integrales primeras del movimiento, independientes y en
involucion.. Por tanto, el sistema hamiltoniano (3.17) es integrable.
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Los principales resultados de esta seccién son la descripcion de la foliacidon del
espacio de fases E, por los conjuntos invariantes E}_, de los conjuntos de energia
E},, por los conjuntos invariantes I, v de I, por el flujo del sistema hamilto-
niano. Esta foliacion proporciona una buena descripcion del espacio de fases cuando

(ha, k1) € R? y depende de los diferentes valores de a y w.

La herramienta principal para este estudio es el teorema de Liouville-Arnold:

Teorema 3.3.1 (Liouville-Arnold). El sistema hamiltoniano con dos grados de li-
bertad definido sobre el espacio de fases E tiene el hamiltoniano H y el momento
angular pg como dos integrales primeras independientes y en involucion. Si Iy # ()

y (h, k) es un valor reqular de la aplicacion (H,py), entonces se verifica:

(a) Ink es una subvariedad bidimensional de E invariante por el flujo del sistema

hamiltoniano.

(b) Si el flujo en una componente conexa If, de Iny es completo, entonces I}, es
difeomorfo o bien al toro S* x S' o al cilindro S x R. Observemos que si
I}, es compacto (i.e. I}, ~ S'x S1), entonces el flujo sobre él siempre es

completo.

(c) Bajo la hipdtesis (b), el flujo sobre I}, es el conjugado de un flujo lineal sobre
St x St o bien sobre St xR.

Para mas detalles sobre los sistemas hamiltonianos y las demostraciones del teo-
rema anterior, véase Abraham y Marsden [AM 78| y Arnold [AKN 78|. En general,

bajo las hipotesis del punto (b), I}, puede ser también difeomorfo al plano R2.

El teorema de Liouville-Arnold muestra que, para sistemas hamiltonianos inte-
grables, los conjuntos invariantes asociados a la interseccion de todas las integrales
primeras independientes en involucion son genéricamente subvariedades del espacio
de fases. Por otra parte, si el flujo sobre dichas subvariedades es completo, entonces
estos subvariedades son difeomorfas a la unién de cilindros generalizados y el flujo

en ellos se conjuga con un flujo lineal.

Definamos lo que son para nosotros un valor regular y critico y un punto de
equilibrio. El valor (h,, k1) es un valor critico para la aplicacion momento (H,, A1),
cuando esta aplicacion no es diferenciable en dicho valor o bien su diferencial es 0. Si

(ha, k1) 10 es critico, entonces se dice que es un valor regular. El punto de equilibrio
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para la aplicaciéon H, : E, — R se obtiene cuando igualamos a cero el sistema
(13.17)).

Hemos aplicado este teorema a la aplicacion momento (H,, A1) : E, x R — R?
en valores regulares. Cuando no es posible aplicar el teorema de Liouville-Arnold
tenemos que hacer un estudio particular de los conjuntos I, x, para valores criticos
(ha, k1) € R? de la aplicacion momento. Estos valores se corresponden con puntos
de equilibrio de H, o con valores donde A; = k; es un méaximo o un minimo de la
superficie de energia.

Puntos de equilibrio

Para calcular los puntos de equilibrio necesitamos igualar a cero el sistema ha-
miltoniano (3.17]).

Este sistema sdlo tiene una soluciéon real para p; > 0 y Va,w. Dicha solucion es

P1:O, A1:O,

a
P1 = </57 0, = 0:.

Si sustituimos estos valores en nuestro hamiltoniano H, obtenemos h,, = v/aw,

es decir, el valor del punto de equilibrio.

Funcién potencial. Regiones de Hill

El hamiltoniano (3.16[), en coordenadas simplécticas polares se puede escribir

como sigue:
Lo, ATy
Ha—§(1+p_% +V(p1)7
donde
~ a
V(p1) = wpi + P (3.18)
1

es el potencial. Por otra parte, las regiones de Hill estan totalmente caracterizadas

mediante esta funcion potencial.

Ahora bien, las regiones del espacio de fases donde existe movimiento real estéan
determinadas por los puntos criticos de )V y estos vienen dados por las raices reales
positivas de la ecuacién polinémica

wp — % =0, (3.19)
P1
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que obtenemos derivando ([3.18)) con respecto a p; e igualando a cero.

Utilizando el algoritmo de Sturm (o directamente, como se puede en este caso),
discutimos, segin los valores de los parametros a y w, el nimero de raices reales
positivas respecto a p; de la ecuaciéon . Es facil ver que Va, w s6lo tenemos una
raiz real positiva, pues

4

a
e = /= 3.20
P1 o ( )
p1e recibe el nombre de punto critico de V.

Sea m : E, — R* x S! la proyeccion natural. Para cada h, € R se define la
region de Hill Ry, de Ep, por Ry, = 7 (Ep,).

Ru, = {(p1,01) € RT x S':V < h,} =

{(p1,01) € RT x S*:wp? + % < ha}.
1

Recordemos que Ej, es difeomorfo a S x g71(h,).

En lo que sigue, el valor del potencial en el punto critico p. se denotard por
ha, = Vaw = V(p1e), y los valores p{, 7 = 1,2, seran los puntos de interseccion entre
la grafica del potencial y V = h,,.

Para comprender mejor la topologia de las regiones de Hill, vamos a considerar la
siguiente imagen. La tabla nos proporciona la clasificacion topologica de las regiones
de Hill.

ha ‘

51

Figura 3.1: Grafica del potencial, donde A, es el punto

critico.
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Cuadro 3.1: Clasificacién topoldgica de las regiones de Hill para diferentes valores de h donde h,, es el

punto critico.

h < ha, | Ry, =0
Va,w | h = ha, | Ry, =~ {ha, } x S?
hae < h | Ry, = [py, pi] x S*

Extremos relativos de la superficie de energia

Utilizando el teorema de la funciéon implicita, podemos ver que los extremos de

la superficie de energia g~1(h,) vienen dados por las raices de la ecuacion polinoémica

2
ah; _

=0, (3.21)

4 ha) g2, 2
AT+ 2a—; Ai+a® —

Resolviendo la ecuacion bicuadratica (3.21) respecto a A, es facil comprobar que
(3.21) tiene o cero, una o dos raices reales positivas que denotaremos por Ay, i =

1,2,3, y que se corresponden con los extremos de la superficie de energia m,,,i =

1,2,3. Los extremos de g~'(h,) vienen dados por m,, = H, (p1,, , P, A),i =
JJa+ A2
1,2,3, donde P, =0, p1, = .
w

Clasificacién topolégica de E;,, y Ik,

En esta parte vamos a estudiar la topologia de las variedades invariantes H, '(h) =
Ey, v I,k - Para dar la clasificacion topologica de estos conjuntos invariantes, ne-

cesitamos alguna notaciéon y algunos resultados.

Obsérvese que z, = (p1,, b1, P1,, A1.) € E, es un punto de equilibrio del flujo
hamiltoniano si y solo si z. = (p1,,61,) es un punto critico del potencial. Por otra
parte, 7 (z.) = Z, donde 7 : E, — R x S! es la proyeccion natural. Por esta

razom, sabemos que tenemos tnicamente una familia de puntos de equilibrio.

Sea S"! la esfera en R, conn > 1y Ay, J = 1,2, los valores de A; que se
corresponden con los extremos de la superficie de energia ¢! (h,). Por tltimo, sea

he, el valor del punto de equilibrio para el hamiltoniano H,,.

En la siguiente figura se muestran los diferentes casos.
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Figura 3.2: Superficie de energia para H, '(h,)/S!, con h,, < h, donde m,, y m,, son los extremos

de la superficie.

En el cuadro [3.2] se encuentra la clasificacion topologica de Ej,, y Ijx, para los

distintos valores de a,w > 0.

Cuadro 3.2: Clasificacién topoldgica de los conjuntos Ej,, y Iy, k,, para todos los valores de a y w, que

se han considerado positivos, y (hg, k1) variable.

ha Eh, Ih,ky
ha < ha, | 0 Yk 0
ha=ha, | S* | k1=0 51
ki > Ay, 0
k= Ay, St
ha, <hg | S* | A, <k <A, StxSt
ky = A, St
ky < Ay, 0

3.3.2. Estudio del hamiltoniano H

Teniendo en cuenta la descomposicion de H = 'H, + Hp, utilizaremos los resulta-

dos obtenidos en el estudio de H, para deducir los correspondientes resultados para
H.

Sea S™7! la esfera en R", con n > 1, Ay;,7 = 1,2, el valor de A; que se corres-
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ponde con los extremos de la superficie de energia g=* (h,) y h,, el valor del punto
de equilibrio del hamiltoniano H,. Por tltimo, Ay, j = 1,2, se corresponden con el
valor de P, que corresponde a los extremos de la superficie de energia g~ (hy) v h,

el valor del punto de equilibrio del hamiltoniano H,.

Hemos representado la clasificacion topolégica de H en tablas desde hasta
B.1T

Cuadro 3.3: Clasificacién topolégica de los conjuntos Ej, y I, para todos los valores de a,b y w, que

hemos considerado positivos, Vki, hg < ha, Y hp, k2 variando.

ha g k1 ko Ey, Ini
hy < hy, | Vkq Vo 0 0
hy=hy, | Yk | ka=0 st St
ky > A, 0
ky = Ay, St
ha < ha, | he, < hy | Yk Ay, <ky< Ay | S? St x St
ky = Ao, St
ky < As, 0

3.4. Orbitas periddicas de potenciales anillados

Ahora queremos caracterizar las orbitas periddicas del sistema hamiltoniano
(3.1). Para llevar a cabo esta caracterizacion, es necesario calcular las variables de
accion angulo de los subsistemas H, y ‘Hy y, por la estructura de ambos subsistemas,

obtenemos la expresion de H en estas variables.

3.4.1. Variables de accién angulo para el subsistema H,

Podemos definir las variables de accién dngulo mediante la teoria de Hamilton—
Jacobi
J91 - Al - kl, (322)
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Cuadro 3.4: Clasificacidn topoldgica de los conjuntos Ej, y I, para todos los valores de a,by w, que

hemos considerado positivos, k1 =0, hy = ha, ¥ hs, ko variando.

hq hy, k1 ko E}), Ihi,

hy < ho, | ki =0 Yk St St

hy="hy, | k1=0] ky=0 Stust Sty st
ky > A, St
ko = Ay, Stust

ho =ha, | ho, <hy | k1 =0| Ay, < ky < Ay, Sty S8 Stu{st x st}

ky = Ao, SLU St
ky < As, St

Cuadro 3.5: Clasificacién topolégica de los conjuntos Ej, y I, para todos los valores de a,b y w, que

hemos considerado positivos, Vka, ha, < ha, hy < hy, y k1 variando.

ha hy, k1 ka Ey, Ihk
ki > Ay, 0
ki = Ay, S
ha, < ha | hy < hp, | A1, < k1 < Ay, | Vo S3 St x St
ky = Ay, St
ky < Ay, 0
5 :% P/ —k?—a —l/—)l%ap% - wﬂ%dmy (3.23)
Py
donde p, y p,, son las dos raices reales positivas del polinomio
P(p1) = —ki — a+ 2hept — wpi, (3.24)

por esta razon, la transformacion de coordenadas polares simplécticas a variables de
accion angulo solo se puede definir en la region donde el polinomio (3.24)) tiene dos
raices reales positivas distintas segin los parametros a, w, ki y hy.

Para calcular J, utilizamos el teorema de los residuos de Cauchy, obteniendo la

U he 5
Jp1_§<\/(,_u_ J91+CL).

expresion

(3.25)
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Cuadro 3.6: Clasificacion topoldgica de los conjuntos Ej, y I, para todos los valores de a,b y w, que

hemos considerado positivos, ks =0, he, < ha, hy = hy,, k1 variando.

hq hy, k1 ) Ey, Ihk
ki > Ay St
ky = Ay, Stust
ha, < ha | hy=hy, | Ay, < ky < Ar, | ke=0] S3USL | {S' x S'}US!
by = Ay s1y st
ky < Ay, St

Cuadro 3.7: Clasificacién topolégica de los conjuntos E}, y Ipk, para todos los valores de a,b y w, que

hemos considerado positivos, k1 > Ai,, he, < ha, hy, < hy y ko variando.

hq hy ky ko Ey, Inp,
ky > A, 0
ky = Ay, St
ha, < hg | ey, <hy | k1 > A1 | Ay, <ko <Ay, | SPUS? | S xSt
ke = As, S1
ko < As, 0

Obteniendo el valor de h, en (3.25)), tenemos el hamiltoniano H, expresado en
las variables de acciéon angulo

Ho = /i <2Jp1 + /I + a) . (3.26)

La condicién que deben satisfacer los parametros a, w, k1 y h, para tener definidas
las variables de acciéon angulo es

he > +/(a+ k}) w.
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Cuadro 3.8: Clasificacidn topoldgica de los conjuntos Ej, y I, para todos los valores de a,b y w, que

hemos considerado positivos, k1 = A1,, ha, < ha, hs, < hy y ko variando.

ha Iy, ky Ko E, Iy,
ky > A, St
ko = Ay, Stu st
ha, < ha | by, <hy | k1= Ay, | Agy <ky < As, | SPUSP | STU{S! x S}
ky = Ao, STU St
ky < As, 1]

Cuadro 3.9: Clasificacién topolégica de los conjuntos Ej, y I, para todos los valores de a,b y w, que

hemos considerado positivos, A, < k1 < A1,, ha, < ha, hp, < hy y ko variando.

hq hy, k1 ) Eh Ini
ko > As, {St x S'}
ko = Ay, {St x St} u st
ha, < ha | o, < Ty | Ay, <ki<Ar | As, < ky < Ay | S3US? | {S' x ST U{S! x S}
ks = Ao, (5! x S} U S
ks < As, (5! x S}

En la figura Fig. 3.3 estd representada la region donde se pueden definir las

variables de accién angulo.

Podemos observar en dicha figura que la linea roja h, = \/(a + k}) w se corres-
ponde con los extremos de la superficie de energia E},_, i.e. en esos puntos tenemos
orbitas circulares. Para el caso k; = 0, la energia toma el valor h, = /aw, i.e.
estamos en un punto de equilibrio del sistema. Debido a la topologia de la superficie
de energia, podemos asegurar que en la region azul las 6rbitas van a ser acotadas,

por tanto, tendremos 6rbitas periddicas o cuasiperitdicas.
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Cuadro 3.10: Clasificacién topoldgica de los conjuntos Ej, y I, para todos los valores de a,b y w, que

hemos considerado positivos, k1 = A1,, ha, < ha, hy, < hy y ko variando.

ha hy k1 ko Ey Ini,
ko > As, St
ks = A, STU !
ha, < ha | ho, < hy | k1 = Au, Ay, < ko< Ay | SPUSP | STU{S! x S1)
ks = Ao, sty s
ky < A, S

Cuadro 3.11: Clasificacién topoldgica de los conjuntos Ej, y Iy, para todos los valores de a,b y w, que

hemos considerado positivos, k1 < A1,, ha, < ha, hs, < hp ¥y k2 variando.

ha hy, 5} ) E, Ihi
ko > A, 0
ky = Ao, s
ha, < hg | hey, < hy | k1 < Ay, | Ag, <kg < Ay | S3US% | St xS!
ky = Ao, s
ke < Ao, 0
3.4.2. Clasificaciéon de las érbitas periédicas de H,

Orbitas circulares

Las orbitas circulares tienen radio constante p, = C. Estas ¢rbitas son la solucién

de

dpl dHa
_— — P =
dt ap, =Y
Py dH. _ wpl — A3 —a
et dpr P}

=0,
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\\\

Circular orbits ~—

Figura 3.3: Region donde se pueden definir (J,,, Jg, ).

donde

4 CL—FA% \/EAl
, 0(t) = ——=t
w Va+ A2

Estas orbitas circulares se corresponden con el maximo y el minimo de la superficie

pi(t) =

de energia.

Orbitas rectilineas

Las orbitas rectilineas son las que tienen dngulo constante ¢, = C, por tanto

doy  dH, A _0
dt N dAl N p% -
donde A; = 0.
Las trayectorias rectilineas son las soluciones del sistema
dp, dP,  a— wp]
— =P = .
a0 P

Orbitas periédicas y cuasiperiédicas

Una orbita de H, es periodica si

_m_ OHOT, 2fatdi

B N2 - 8Ha/a<]01 B J91 q1

es un numero racional. En caso contrario, tenemos 6rbitas cuasiperiodicas.

Obteniendo el valor de Jp, respecto de p; y ¢1, se tienen las condiciones

2v/aq
N

Jo, = %
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4

Figura 3.4: Ejemplo de 6rbita periddica para los pa-
rametros a = 2, w = 1, p =5,¢ =2, J, =

4
J91 = 3"

1
10 Y

Figura 3.5: Ejemplo de 6rbita cuasi periddica para los
parametros a = 2, w =1, p =5, ¢ = /3,9, Jpl - %
y Jop, = 1,88.

donde p; y ¢; son niimeros enteros.

Volvamos de nuevo ahora a la region donde estdn definidas las variables de accion

angulo para clasificar las 6rbitas periddicas.

En esta figura podemos observar que para k; = 0 (linea amarilla) se obtienen
orbitas rectilineas. Estas orbitas también son acotadas. Asi, para cada par de ni-
meros enteros (py,qi), tenemos dos lineas verticales donde el sistema tiene 6rbitas

periodicas.
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Periodic » h Periodic
~._ orhits ~ Rectilinear a o orbits
~ orhits 4
\\ e ) -
\\\\ r//,
a

~ ~
2 T A
ha = (a+k)w | -
N e
\.\\ ’//
/d ~ _—
- hac = \Jaw
Cireular orbits kl
Y | @2
! ey S A
VP —dg v 7

Figura 3.6: Caracterizacién de las érbitas periddicas

del hamiltoniano H,.

3.4.3. Caracterizacién de las 6rbitas de H = H, + H,;
Variables de accién angulo para H

El resultado para H es completamente analogo al que hemos obtenido para H,,

Ha:\/c_u(QJp1 +,/J021+a>,
Hy = Vo (20, + [ T2, +b).

y, por tanto, podemos expresar el hamiltoniano H en las variables de acciéon angulo

H =i (2, +\J T3+ a+2],, + /3, +0).

Ahora, las orbitas periddicas deben verificar

de manera que sera

n _p1 N2 g N3 P2
- T T T T
n2 @ N3 P2 TNy 42

dond
onee e M. OMy M
T 0d, P Ady, 0, T 9y,

Y P1,q1, P2, @2 SON NUMeEros enteros.

ni

Obtenemos las condiciones

2
:iﬂ

VPi—Ag

con pi,qi, P2 V go niimeros enteros.

2v/bga
N

Jo, Jo, =+ (3.27)
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Podemos ahora caracterizar las 6rbitas periddicas de ‘H considerando las 6rbitas

periddicas de H, y Hp.

Cuadro 3.12: Caracterizacién de las érbitas de H,,

Orbitas periodicas de H,
Punto
) A1 =0y h, = +y/aw
fijo
Orbitas
) A1 =0y hy > ++y/aw
rectilineas
Orbitas a+ A?
) pi(t) = {l/ Ly hy > +aw
circulares w
. 2+/a
Orbitas | Jo, = i—\/% y he > +/aw
periodicas p,l i
con pip, gp numeros enteros

Cuadro 3.13: Caracterizacion de las érbitas de H,,

Orbitas periodicas de H,
Punt
O A =0y by = v
fijo
Orbitas
. AzZOyhb>+vbw
rectilineas
Orbitas b+ A2
) p2(t) = </ 2y hy > +Vbw
circulares w
. 2v/b
Orbitas | Jy, = i% v hy > +Vbw
o Pz — 443
periodicas :
CON Po, o NUMeEros enteros

3.5. El oscilador biparamétrico y su integracion

Una vez demostrada la relacion existente entre las familias de sistemas anillados
con el oscilador, vamos a centrarnos ahora en la integracion de nuestro oscilador
biparamétrico. La funcion de Hamilton (3.1)) define un sistema integrable, debido
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Cuadro 3.14: Caracterizacién de las 6rbitas de H respecto de las érbitas de H, y H;. Obsérvese que
las 6rbitas periddicas deben verificar las condiciones (3.27)).

Orbitas periodicas de H

Ha Hb Ha 7'{b
{ha.} x {M.} St ox {h}
{ha.} % lp3,P3l St x [p3, p3)
{ho.} x St St ox St
(o} x T° ST x T2
o1, p1] < {hs.} 7% x {lhs.}
o1, p1] % |p3, p3] 7% % [p3, p3)
o1, 1] x S T x S
o1, p3] x T° T x T1?

a que 01 y 6 son ciclicas, y, por tanto A; y Ay son integrales primeras. En otras
palabras, el sistema se puede separar en dos subsistemas con un grado de libertad,
definidos por las funciones hamiltonianas y . Vamos a integrar el sistema
diferencial definido por (3.1J).

Sea 22
QZQHQ—U)p?— l_gl—aa
P1

y consideremos las cantidades a; y b; definidas por

AQ
(11+b1:\2<%+ luj_a)a

2
o by — 2(&_ A1‘|—CL>’
w w

entonces, podemos escribir

< w
Q= ?(a% — )P — bY).
1

Podemos ver que la ecuacion Q = 0 tiene raices reales cuando H, > \/w (A2 + a).

El sistema definido por H, se reduce a

. ~ . A
plzplz\/éa 91:_217
1

p
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i.€., a dos cuadraturas. De la primera de ellas obtenemos inmediatamente

pi(r) = /a? cos? (vior) + B sen? (v/oor)

y el angulo 0, (7), viene dado, después de algunos célculos, por
Ky hi—(a—o—kf)w
0,(7)= v [arctan ( e

an(y/w 7)—/h2—(a+k?)w
+ arctan P tan/@ 7)1~ (a4 ,
\/(a—i-k%)w

para 0 <7< 7,y

h2— a+k2

01(7)= a1k2 [arctan ( “leri)e

an(v/w 7) 2_(a+k2
+ arctan o tan(Ve ) \/h (oh)e + nm|,
\/<a+k2)

para 7(2n —1) <7 < Z(2n+1), con n > 1

Para py y 6 se obtienen expresiones similares, es decir:

Recordando que las cantidades ay v by vienen dadas por

H A2+ b
a2+b2:\2<7b+ 2w+ >7
2
a2b2\2<ﬂ Az—i—b)’
w w

pa(r) = \Ja3 cos(Vor) + B sen?(V/or),

donde p2(0) = by y el dngulo Oy = O5(7) viene dado, tras varios calculos, por

h3—(b+k3)w
0, arctan
( ) b k:2 b-i—k2

+ arctan o tan(V ) \/h P ) )
o)

se tiene que
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para0 <7< 7,y

Oy(7)= [arctan (U bf;;kZ '

hy tan(v/w T) h2 b k2
+ arctan i \/ (k) +nr|,
V(043w

para 7(2n —1) <7 < Z(2n+1), con n > 1.

Finalmente, sustituiremos dichos valores en las ecuaciones anteriores, obteniendo

las variables g;.

3.6. Transformacion de algunas érbitas de H al sis-

tema 3—-D de Hartmann

Operando, se obtiene que las soluciones del hamiltoniano de potencial V; son

T1 =TSen@cosA, To =rsen¢gsen\, T3 =T COSQO

Por tanto, podemos mostrar como algunas de las orbitas periodicas de H se

transforman en el sistema de Hartmann.

3.7. Estabilidad de las érbitas peridédicas

En esta parte vamos a estudiar la estabilidad de las diferentes érbitas periodicas

del sistema (3.17)). Las ecuaciones variacionales del sistema anterior son

' §

0p 0 01 0 4

. 2

50 —% 00 % 00

| = P D ae (3.28)
P —(—S(GtA)w) 0 0 ——23 P

. p p

SA 0 0 0 0 SA

El sistema anterior, en el caso de una 6rbita rectilinea perivdica v (t) = (p, 6o, p, 0),
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con p(t) = \/h — v/ (h? — aw) sen(2t), se simplifica en

op =0P
00 = %5%&
3a
0P = — (? +w) op
0A = cte.

Aunque el sistema anterior es integrable por cuadraturas, no lo vamos a integrar

completamente, sino que tendremos en cuenta que

50/

¢
ds
t) =66y + ct /
) ° ceo h — +/(h? — aw) sen(2s)

no esti acotado, y concluiremos que las soluciones periddicas rectilineas son inesta-
bles.

Ja+ kK Jwkt 0.k)
w 7\/m7 ) ?

En el caso de soluciones periddicas circulares y(t) = (

tenemos que (3.28)) es

: b
op 0 01 0 P
. 2

50 —i 00 iQ 00
. p 7o

oP 4w 0 0 22— oP
. P

SA 0 0 0 0 SA

un sistema lineal con coeficientes constantes cuyo polinomio caracteristico es p(s) =

s%(s? + 4w). Los indices de estabilidad del sistema (véase [Br 69] para mas detalles)

son K = 2cos(4my/w), por tanto, estas orbitas son linealmente estables. Obsérvese
(1+2k)2

que cuando w = === existen bifurcaciones de estas orbitas circulares.

En el caso de las orbitas periddicas restantes, la estabilidad del sistema (3.28|)

esta directamente relacionada con el estudio de la estabilidad de la siguiente ecuacion

. k‘2
op + (%—i—w) op=0
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con p(t) = \/i (h —/h?—w(a+k?) sen(2t\/c_u)>, A=k

Esta ecuacion diferencial lineal de segundo orden con coeficientes perioddicos se

estudiarad numéricamente por medio de la teoria de Floquet (véase [Me 97| para més

2v21
21

interesados en la estabilidad de esta familia de 6rbitas.

detalles). Por ejemplo, para el caso en el que k = w =1, a = 1, estamos

Calculando numéricamente la traza de la matriz de monodromia, obtenemos el
diagrama de estabilidad de la Fig. 3.14.



58 EL MODELO HARTMANN PARA LA MOLECULA DE BENCENO

a) -14 -12 -10 -08& -04 -04 -02
-0.2

-04

-06
-0

b)

05 10 15
0.2
0.4
0.6
08

Figura 3.7: a) Orbita rectilinea del subsistema M, para los parametros a = 2, w = 1, p; = 5,

=2 J, = % y Jo, = 0. b) Orbita rectilinea para el subsistema 7 para los parametros

b =1, w =1,po=5¢=1,J, =%y Jy, =0 c) Orbita rectilinea x Orbita rectilinea

reducic SN

-08 -06 -04 -02

Figura 3.8: a) Orbita rectilinea del subsistema 7, para los parametros a = 3, w = 1, p; = 5,

=2 J, = % y Jo, = 0 b) Orbita circular del subsistema H; para los parametros b = 1,

Ma=Fh e =1 T =0wv Tn = —2_ ¢\ Orhita ractilinea » Orhita circular redncidy 3|

sist /A

Figura 3.9: a) Orbita circular del subsistema H, para los parametros a = 3, w = 1, p; = 5,
q=2J, =0y Jy = % b) Orbita circular del subsistema 7, para los parametros b = 1

w=1,p=5¢qg=1.J, =0y Jy =2 ¢ Orbita circular x Orbita circular reducida al

sistema de Hartmann.
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99

a) i

b)

2. x 105 5 1065 1082 1013 10-16

Figura 3.10: a) Orbita rectilinea del subsistema 7, para los pardmetros a = 3, w = 1, p; = 5,
@ =2J, = % y Jg, = 0. b) Orbita periédica del subsistema 7, para los parametros b = 1,
w=1,pp=5,q¢=1J, =2y Jo, = \/% c) Orbita rectilinea x Orbita periédica reducida

al sistema de Hartmann.

05 10 15

Figura 3.11: a) Orbita circular del subsistema #, para los parametros a = 3, w = 1, p; = 5,
@ =2, J, =0y Jy = % b) Orbita periédica para el subsistema 7, para los pardmetros
b=1l,w=1p=5q¢=1J, =1yJs= \/% c) Orbita rectilinea x Orbita circular

reducida al sistema de Hartmann.
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Figura 3.12: a) Orbita periédica para el subsistema 7, para los parametros a = 3, w = 1, p; = 5,
=2 J,, =0y Jp = % b) Orbita periédica para el subsistema 7 para los parametros
b=1l,w=1p=5q¢=1J, =3y Jp= \/% c) Orbita periédica x Orbita circular

reducida al sistema de Hartmann.

GINND

Figura 3.13: Orbitas para k = 2‘2/?, w =1, a =1 con h variando. Obsérvese que cuando h crece las

Orbitas son muy “estrelladas".

o0z 004 0.06 oans 0.10

-2

Figura 3.14: Traza de la matriz de monodromia variando con h. Para 0 < h < 0,0601811 estas 6rbitas

son linealmente estables. Para h > 0,0601811 la érbita es inestable.



Capitulo 4

Teoria del averaging para o6rbitas

periodicas

4.1. Introduccién

El objetivo del presente capitulo es introducir los rudimentos basicos del mé-
todo de averaging [SV 85|, [Ve 91] que proporciona una relacion cuantitativa entre
las soluciones de algunos sistemas diferenciales no autéonomos y las soluciones del
sistema diferencial promediado, que es auténomo. El promedio se hace con respecto
a la variable independiente. El Teorema de la Funciéon Implicita se usa de manera
esencial, aunque nosotros presentaremos un enfoque algo mas pedagogico usando la

Teoria del Indice de Brouwer.

Empezaremos mostrando como resultados fundamentales de esta teoria los Teo-
remas [4.T.7) 4.3.T) y £.3.2]

El primer paso en el ataque de este tipo de problemas consiste en reemplazar

nuestro problema original por el de encontrar los ceros de alguna funciéon finito—
dimensional relacionada directamente con el sistema diferencial dado. De hecho,
tenemos que estudiar la bifurcacion de los ceros de esta funcidén con respecto al

parametro € alrededor de ¢ = 0.
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Ademas, con la aproximacién a esta teorfa que presentamos y que se basa en
el trabajo |[BL1 04] conseguiremos debilitar las hipotesis de teoremas analogos en el
averaging de primer orden, como el Teorema 11.5, p. 158 de [Ve 91] (véase el Teorema
4.1.1) y en el averaging de segundo orden, Corolario 6, p. 6, [L102] o el Teorema
2.2 [Ha 03], (véase el Teorema [4.3.1)). También se han conseguido mejoras para el
tercer orden en el caso de sistemas unidimensionales (véase el Teorema[4.3.2). Por lo
que sabemos en [BLI 04] es la primera vez que se ha dado una formulacion explicita
para métodos de averaging de tercer orden. Debido a esta nueva aproximacion, que
no utiliza ningin cambio de variable en el sistema dado, consideramos que serd mas

facil y transparente poder obtener resultados para o6rdenes superiores.
Veamos el primer resultado fundamental en la teoria:
Teorema 4.1.1. (Método averaging de primer orden). Consideremos el siguiente

sistema diferencial
2'(t) = eF\(t, ) + ER(t, z,¢), (4.1)

donde Fi : Rx D — R" R:R Xx D X (—¢f,e7) — R" son funciones continuas T~
periodicas en la primera variable y D es un subconjunto abierto de R™. Definamos
fi - D — R" por

fi(2) = % /0 Fi(s, 2)ds, (4.2)

Y supongarios que:’

i) F1 y R son localmente lipschitzianas con respecto a x;

ii) para a € D con fi(a) = 0, existe un entorno V de a tal que fi(z) # 0 para
todo z € V\{a} y dp(f1,V,0) # 0.

Entonces, para |¢| > 0 suficientemente pequeno, eziste una solucion T —periddica
o(-,€) del sistemalf.1] tal que (-, €) — a cuando € — 0.

El Teorema tiene hipotesis mas débiles que el resultado analogo obtenido

en el Teorema 11.5 de [Ve 91], donde en lugar de i) se supone que

i) Fi,R,D,F\,D>F, y D,R estan bien definidas, son continuas y acotadas por
una constante M (independiente de €) en [0,00) xD, —€; < € < €y, y, en lugar de

ii) se pide que
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ji) para a € D con fi(a) =0 tenemos Jy, (a) # 0.

De ahora en adelante denotaremos por D, F' la matriz jacobiana de las derivadas
de las funciones componentes de F' con respecto a las componentes de z, y por
D2F alguna matriz de segundo orden de las derivadas. J;(a) seré el jacobiano de f

evaluado en a.

A través de la Teoria del Grado de Coincidencia [GM 77| se obtiene un método
de averaging para sistemas continuos (Teorema sin imponerle que el campo
vectorial sea ni siquiera localmente lipschitziano. Como en todos los resultados que
expondremos, las condiciones para la bifurcacion de funciones (que son de dimension

finita) vienen dadas en términos del grado de Brouwer en lugar del jacobiano.

Aqui esté el resultado, cuya demostracion podemos encontrar en el punto 4.4

Teorema 4.1.2. La tesis del Teorema es valida también sin suponer que se

verifica la condicion (i).

La principal contribucion de este enfoque a la teoria de averaging es la eliminacion
de las condiciones de regularidad. De hecho, en el Teorema podemos suponer
solamente la integrabilidad en (0,7") en lugar de la continuidad de F; y R con
respecto a t. Aunque los resultados de Ellison, Sdenz y Dumas [ESD 90| no establecen
la existencia de soluciones periddicas, podemos decir que las hipotesis de suavidad
son comparables. Proporcionan una aproximacion del teorema basado en el enésimo
orden y conjeturan que las condiciones de regularidad estan probablemente proximas

a las minimas.

Excepto en el caso del Teorema la demostracién de los resultados funda-
mentales estéan basados en el Lema [4.2.1] enunciado y probado en la seccion [4.2] Este
lema se puede utilizar para estudiar la bifurcacion de los ceros de una funcion conti-
nua finito—dimensional de la cual se conoce su desarrollo con respecto al pardmetro
de bifurcaciéon hasta un orden k. Las diferencias entre este resultado y el Teorema
de la Funcion Implicita o el Teorema de Preparacion de Malgrange (Teorema 1.10
de [CLW 94], pag. 194) también utilizado en el estudio de la bifurcacion de ceros,
son las siguientes. En primer lugar, observemos las condiciones de regularidad. El

Lema se puede aplicar a las funciones que son solamente continuas.

Para k = 0, en condiciones mas débiles que las utilizadas en el Teorema de la
Funciéon Implicita sblo estd asegurada la existencia. Al considerar una aproximacion

de orden superior, en algunos casos, se puede obtener la existencia de varias ramas
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de ceros, como se puede ver en el Ejemplo de la seccion [4.2] Para funciones

C*, esto complementa el Teorema de Preparacion de Malgrange.

El punto [4.2|contiene también ejemplos concretos y observaciones con respecto al
uso del Lema[4.2.1| como una herramienta en la teoria de la bifurcacion. Vale la pena
mencionar aqui que la teoria de grado Brouwer es rica en resultados que concluyen
la existencia de ceros de alguna funcion. Se pueden utilizar estos en lugar del Lema
4.2.1| para obtener nuevas condiciones sobre la existencia de soluciones periodicas de

sistemas diferenciales.

En el punto [£.3]se muestra la demostracion del Teorema y el enunciado y la
demostracion de los resultados de los métodos averaging de segundo y tercer orden.
Ademas se da un ejemplo concreto como aplicacion de esta teoria. En primer lugar,
se propone una forma general para aplicar el método averaging para el estudio de
ciclos limite de sistemas planos que se bifurcan a partir de trayectorias periodicas
del anillo periédico 4.5.1

Esto ya lo hizo antes Llibre en [L1 02| para perturbaciones dentro de sistemas

polinomiales cuadraticos de la forma

g =x(1+N\y),

y Llibre, Pérez del Rio y Rodriguez en [LP 01| para perturbaciones en sistemas
polinémicos de grado n del anterior sistema. La forma de aplicar el método es esen-
cialmente la misma que proponemos en el Teorema Pero en el Teorema
probamos que esto es equivalente a estudiar la funcion de desplazamiento de un sis-
tema plano dado. Entonces, sélo por razones practicas se tiene que elegir entre estos
dos métodos. Chicone y Jacobs encontraron en [CJ 91| que, hasta el primer orden
en el pardmetro €, como mucho dos ciclos limite bifurcan en los sistemas cuadraticos
del anillo periédico de
&= —y+ 2
) =x + xy.

Estudiaron la funciéon de desplazamiento usando algunos resultados de Bautin
[Ba_54]. Al mismo resultado puede llegarse, de una manera mas corta, utilizando
el método de averaging. Incluso para sistemas planos el método del averaging y el
método del uso de la funcién de desplazamiento no son siempre equivalentes. Se

pueden encontrar otros procedimientos en [L102].
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4.2. El grado de Brouwer

Para subconjuntos abiertos y acotados V' de R™ denotaremos por dg(f(-,€),V,0)
el grado de Brouwer de la funcion f(-,€) con respecto al conjunto V' y el punto 0,

como esta definida en [Br 83).

Una de las principales propiedades del grado topologico es que si dg(f(-,€),V,0) #

0, entonces la ecuacion
f(z,e) =0 (4.3)
tiene una solucion en V' (véase de nuevo |Br 83]).

El principal resultado de esta seccién es el siguiente:

Lema 4.2.1. Consideremos las funciones continuas fi: V — R™, parai=0,... k,
y f.g,r: V x [—€0, €0] — R™, dadas por

9 6) =fo(-) +efil) + Efa() + -+ € i), (4.4)
G 6) =g(-, €) + (- e). (4.5)

Supongamos que

g(zv 6) 7& O,VZ € a‘/a €€ [—60, 60]\{0} (46)

Entonces, para |e| > 0 suficientemente pequenio, dg(f(-,€),V,0) estd bien definida
Y dB(f('7€>7 V? 0) = dB(g('a 6)7 ‘/70)

Demostracion. Utilizaremos la invariancia bajo homotopia del grado de Brouwer.

Para cada € € [—¢, €] \{0}, consideramos la homotopia continua

9 €) = g( €) +1(f (- €) — g(-,€)),
para 0 <t < 1.
Todo lo que tenemos que demostrar es que, cuando € es suficientemente pequeno,
0 ¢& g:(0V,e€) para todo 0 < t < 1.
Por reduccion al absurdo, supongamos que para algin ¢y € (0,1] y algun 29 € 9V,
es g, (zo,€) = 0.

Sea M > 0 tal que |r(z,€)] < M para todo z € V y todo € € (0, ). Enton-

ces |g(wo,€)] < MeFL, lo cual no es cierto para e suficientemente pequefio, pues
|9(wo, €)] = | fo(wo) + ef1(wo) + - - + €" fi(wo)| # 0. 0
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Recordemos ahora la definicion del grado de Brouwer para funciones C!' (segiin
aparece en [LIo 78]). Sea g € C*(D),V C Dy Z, = {z € V : g(z) = 0}. Supongamos
también que

Jy(2) #0, Vz € Z,,

donde Jy(z) es el jacobiano de g at z. Esto garantiza que Z, es finito (véase el
teorema 1.1.2 de [Llo 78|). Entonces

dp(g,V,0) = ) sign(Jy(2)).

2€Z4

En [Llo 78| hay algunos ejemplos de computo del grado de funciones que no son C!

o para las cuales J,(z) = 0 para algin z € Z, (ver, por ejemplo, la pagina 21).

Observaciéon 4.2.1.1. Sea g : D — R™ una funcién de clase C', con g(a) = 0,
donde D es un subconjunto abierto de R" y a € D. Si Jy(a) # 0, existe un entorno
V de a tal que g(z) # 0 para todo z € V\{a}. Entonces dp(g,V,0) € {-1,1}.

Observacion 4.2.1.2. El grado de Brouwer de la funcion fo(z) = 22 es 0 en cual-
quier entorno del origen. En efecto, la funcion fj tiene un tnico cero a = 0 y se tiene
que f5(0) = 0. Para calcular el grado, vamos a considerar un A > 0 arbitrario, el
intervalo V' = (—2X,2)) y la funcion g(z) = 2% — A% Entonces g tiene dos ceros en
Vi=Ay A\

La matriz jacobiana es negativa en —\ y positiva en A. Por tanto, dg(g, V,0) = 0.

Como es facil ver que sup|fo(z) — g(2)| < i%f\/ fo(2), por la definicion 1.4.1 de
2V 2€

[Llo 78], se tiene que dg(fo, V,0) = 0.

Observacion 4.2.1.3. Nuestra intencién es describir un método para utilizar el
Lemal4.2.1| para dar respuesta a algunas preguntas de nuestro principal problema de
encontrar los ceros de una funcion apropiada f : D X (—¢f, e5) — R™. Supondremos
que D es un subconjunto abierto de R" y f es de la forma con g dada por (4.4)
y r: D x (—€s,e5) — R” continua. El primer paso para llevarlo a cabo es encontrar
todos los ceros de fy. Sea a € D tal que fo(a) = 0. Si existe un entorno V' de a
tal que dg(fo,V,0) # 0, entonces para |e| suficientemente pequeno, f(-,€) tiene al

menos un cero en V.

Si el grado de Brouwer de f; es cero en entornos pequenios de a o no se puede
calcular (esto incluye la posibilidad de que fy sea idénticamente 0), procederemos a

estudiar fy + €f; en algtin entorno pequeno de a y para e suficientemente pequeno.
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Supondremos en primer lugar que existe un cero de fy + €f1, ai., y un abierto

acotado V' tal que a;. € V para cada € # 0 suficientemente pequeno y

d(fo + €f1,V,0) £ 0. (4.7)

Asi, por el Lema|4.2.1] f(,€) tiene al menos un cero en V. Observemos que existe la
posibilidad de que existan otros ceros de fy+ €f; en el mismo entorno de a, ademés

de A1e-

En el caso de que no se verifique (4.7, continuaremos estudiando, de manera

analoga, la funcion fy + ef; + € f,, y asi sucesivamente.

Ejemplo 4.2.2. Ilustramos aqui las observaciones anteriores para la funcién f :
R* > R, f(z,€) = 22 — €+ €°r(z, €). Utilizando la notacion del Lema tenemos

que fO(Z) - ZZ?fl(Z) - OJfQ(Z) =—-1
En cualquier entorno de 0, el grado de fj es 0.

Asi, continuamos con el estudio de (fy + €f1 + €2f2)(z) = 2% — €%, Esta funcion
tiene dos ceros, —e y €. Fijemos un ¢y > 0 y consideremos los intervalos abiertos
V =1(0,e0) y U = (—€0,0). Utilizando la primera observacion, se tiene que dg(fo +
efi+€e2f2,V,0) # 0 para 0 < € < €y, y la misma relacion se mantiene para U en lugar
de V. Entonces, por el Lema y algunas observaciones anteriores, para ¢ > (

suficientemente pequeno, f(-,€) tiene al menos dos ceros, uno en U y otro en V.

Si r es C*®, como fo(z) = 22, por el Teorema de Preparacion de Malgrange
[CLW 94], para € > 0 suficientemente pequetnio, f(-,€) tiene como mucho dos ceros.

Por tanto, tiene exactamente dos ceros.

Observacioén 4.2.2.1. Supongamos que se verifican las hipotesis del Lema [4.2.1

para k = 0 y, ademas, que

i) para a € D con fy(a) = 0, existe un entorno V' de a tal que fo(z) # 0 para
todo z € V\{a} y dg(fo,V,0) # 0.

Observemos en primer lugar que, como fo(z) # 0 para todo z € V\{a}, por
la propiedad de escision del grado (Teorema 2.2.1, p. 26 de [LIo 78]) se tiene que
ds(fo, V,,0) # 0 para cada entorno V,, C V de a. Elegimos V), tal que V, — {a}
cuando p — 0. Es fécil ver que para e suficientemente pequeno f(-,€) tiene al menos
un cero a. € V, y podemos elegir a. tal que a, — a cuando ¢ — 0. En este caso
diremos que al menos una rama de ceros se bifurca desde a. Por otra parte, si,
ademas, Jg, (a) # 0, por el Teorema de la Funcion Implicita se tiene que esta rama

es Unica.
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4.3. Averaging via el grado de Brouwer

En esta secciéon enunciaremos y demostraremos los resultados mas importantes
de averaging. Comenzaremos con la justificacion del hecho de que “el problema de
encontrar soluciones periodicas para algunos sistemas diferenciales es equivalente al

de encontrar ceros de cierta correspondiente funcion finito-dimensional”.

Counsideremos el sistema diferencial

©'(t) = F(t,x,¢), (4.8)

donde F' : R x D X (—€s,ef) — R" es una funcién continua, T-perioédica en la
primera variable, localmente lipschitziana en la segunda y que D es un abierto de
R™. Para cada z € D denotemos por z(-, z,€) : [0,¢,) — R" la solucion de (4.8)) con

z(0, z,€) = z. Supondremos que

t, > T para todo z € D (4.9)

Consideremos la funciéon f: D x (—ef, e7) — R", dada por

1 (T
f(z,e) = T/ F(t,xz(t,z,€),e)dt (4.10)
0
Cada solucion de (4.8))
z:[0,7] — R" con z(0) = x(T) (4.11)

se puede extender por periodicidad a R y tenemos la relacion
(T, z,€) —x(0,2,€) = f(z,€).

Entonces, cada (z, €) tal que
f(ze,€) =0 (4.12)

proporciona la solucion periodica z(-, 2, €) de . El reciproco también es cierto,
es decir, para cada solucién T-periddica de , si denotamos por z. su valor en
t = 0 entonces se verifica . Por tanto, el problema de encontrar una solucion
T—periddica de (1.8)) se puede reemplazar por el problema de encontrar ceros de la

funcidn finito—dimensional f(-,€) dada por (4.10).
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Para aplicar el Lema [4.2.1} necesitamos la férmula de Mac-Laurin. Sea f : D x

(—€s,€7) — R™ continua y de clase C* en ¢, escribamos

f(z,€) = g(z,€) + (2, €) (4.13)
con g dada por
0 1 0F
g(z,€) :f(z,())+ea—£(z,0)+~--+ekH8—€{:(z,O) (4.14)

Excepto en ¢ = 0, la funciéon r estd bien definida y es continua. Si pudiera
demostrarse que r esta acotada en algin conjunto de la forma K X [—¢g, €], siendo K
un subconjunto compacto de D, entonces tenemos que 7 es continua en DX (—eg, €5).
La continuidad de r se necesita en el Lema[£.2.T]y, en este caso, de aqui en adelante en
lugar de escribir la formula con la funcién r dada explicitamente, utilizaremos

el simbolo de Landau (ver, por ejemplo, [SV_85], p. 11) y escribiremos en K X [—¢q, €],

f(z,€) = g(z,€) + T1O(1).
k

Por ejemplo, si ek es lipschitziana en K X [—¢g, €], entonces r esté acotada en este
€

conjunto.

Hemos enunciado el Teorema 4.1.1|sobre el método de averaging de primer orden

anteriormente. Veamos la demostracion.

Demostracion del Teorema[f.1.1. Para todo z € V, existe ¢, > 0 tal que, si € €

[—€0, €0], 2(+, 2, €) esta definido en [0, 7], i.e. la relacion (4.9) es valida. De hecho,

por el Teorema de Existencia y Unicidad Local, se tiene que t, > h,, con h, =

inf (T, m), M(e) > |eFi(t,z) + €2R(t, z, €)| para todo t € [0,T], para cada x con
€

|z — z| < by para cada z € V. Cuando || es suficientemente pequefio, M (€) puede

ser arbitrariamente grande, de manera que h, = T para todo z € V.

Para todo t € [0,T],z € V y € € [—¢, €0] se tiene la siguiente relacion:

t t
x(t,z,€) = 2+ e/ Fi(s,x(s, z,€))ds + 62/ R(s,z(s,2,€),€)ds (4.15)
0 0
y la funcion f dada por (4.10) se convierte para nuestro sistema en

17 I
f(z,€) = e—/ Fi(s,z(s, z,€))ds + 62—/ R(s,z(s, z,¢€),€)ds.
T Jo T Jo
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Demostraremos ahora que

f(z,€) = efi(2) + €0(1) en V x [—¢q, €] (4.16)

con f; dada por (4.2)). Observemos en primer lugar que existe un subconjunto com-
pacto K de D tal que x(t,z,¢) € K para todo t € [0,T],2 € V y € € [—¢0, €.

Entonces, es facil ver que
T
f(ze) —efi(z) = e/ [Fi(s,2(s,2,€)) — Fi(s, 2)]ds + €20(1) (4.17)
0

Utilizando que F} es lipschitziana con respecto a z en [0,7] x K y la formula
(4.15)), se obtienen las siguientes relaciones

|Fi(s,2(s,2,€)) — Fi(s,2)| < Lgl|x(s, z,€) — z| = €O(1).

Asi, se verifica (4.16). Por la cuarta observacion, obtenemos que la hipotesis (ii)
asegura la existencia de z. tal que f(z.,¢) =0y z. — a cuando € — 0. Entonces,
©(+,€) = z(-, 2., €) es una solucion periddica de vy ¢(-,€) — a cuando € — 0
(esto es debido a la propiedad de continuidad de las soluciones de con respecto

a un parametro y a los datos iniciales). O

Teorema 4.3.1 (Método de averaging de segundo orden). Consideremos el siguiente

sistema diferencial
7'(t) = eFi(t,7) + E€Fy(t,x) + €R(t, 1, €), (4.18)

donde F1,F, :Rx D — R" R:R x D x (—€s,e7) — R" son funciones continuas,

T-periddicas en la primera variable y D es un abierto de R™. Supongamos que

(i) Fi(t,-) € CY(D) para todot € R, Fy, Fy, R y D, Fy son localmente lipschitzianas

con respecto a x, y R es diferenciable con respecto a €.

St definimos fi1, fo: D — R™ como

A =7 / Fy(s, 2)ds,

1

fal) = 7 /0 (D.Fy(s, ) - /0 Rt )+ By(s, 2)ds (419)

y suponemos ademds que



4.3 AVERAGING VIA EL GRADO DE BROUWER 71

(it) para un conjunto abierto y acotado V. C D y para cada € € (—es, e7)\{0},
existe a. € V tal que fi(ac) + €fa(ac) =0 y dp(fi + €fe,V,0) # 0.

Entonces, para |e| > 0 suficientemente pequeno existe una solucion T-periddica
(-, €) del sistema (4.18)

Demostracion. La idea de la demostraciéon es la misma que la del teorema anterior.
Escribiremos, pues, las principales relaciones y omitiremos algunos detalles. Supon-
dremos que todas las igualdades y relaciones se verifican para t € [0,T],z € V, e €
[—€0, €0]. Dado que el miembro derecho de es diferenciable con respecto a e,
entonces la solucion z(t, z, €) tiene la misma cualidad. Por tanto, por analogia con

(4.15)),
t
x(t, z,€) = z—{—e/ Fi(s,z)ds 4 €20(1),
0

t
%(t,z,e):/ Fi(s,z)ds +€O(1).
Oe 0

Utilizando también que D, F} es localmente lipschitziana (y, por tanto, lipschitziana

en [0,T] x V x [—€, €]) obtenemos las siguientes relaciones:

Oz

Oe
Fy(t,x(t, z,€)) = Fa(t, z) + €O(1).

Fi(t,x(t, z,€)) = Fi(t,2) + eD.Fi(t,2) - —(t,2,0) + €0(1),

Utilizando la notacion (4.19)), la funcion f dada por (4.10) se puede escribir para
nuestro sistema como f(z,€) = ef1(2) + 2 fo(2) +30(1) en V x [—eq, . Aplicando
el Lema (4.2.1)), se concluye. [l

Observaciéon 4.3.1.1. El teorema tiene hipotesis mas débiles que su resultado
analogo, el Corolario 6 de Llibre [L102], o el Teorema 2.2 [Ha 03] donde D es un

dominio acotado de R", en lugar de (i) se supone que

(j) F1, F», R, D, I\, D>*Fy, D, F», D, R estan definidas y son continuas y acotadas
en [0,00) xD x (_efaef)a

y en lugar de (ii) se exige que

(jj) fi(z) =0 para todo z € D y para a € D, con fy(a) =0, tenemos Jy,(a) # 0.
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Escribiremos el resultado del averaging de tercer orden para n = 1, aunque se veri-
fica para sistemas de cualquier dimension, para evitar escribir formulas demasiado

complicadas.

Teorema 4.3.2 (Método de averaging de tercer orden en dimension 1). Considere-

mos el siguiente sistema diferencial
7' (t) = eFy(t,x) + EFRy(t,x) + EF(t,x) + € R(t, . €) (4.20)

donde Fy, F5,F3 :Rx D — R R:Rx D x (—¢f,€e7) — R son funciones continuas
y T-periodicas en la primera variable, D es un intervalo abierto de R. Supongamos

que

(Z) Fl(t> ) < CQ(D)7 F2<t7 ) S Cl<D> para todo t € R? F1> F27 F37 R, D%Fl, D$F2
son localmente lipschitzianas con respecto a x, y R es dos veces diferenciable

con respecto a €.

Tomemos f1, fa : D — R dadas por (4.19) y f3: D — R dada por:

R = 7 [ s (25 2o, 2052 5 s, 2+ s, ) ds

2 0z
donde
s s aFl t
nis2) = [ Rttt = (G202 [ B B2
0 0 0

Ademds, supongamos que

(it) Para un intervalo abierto y acotado V C D y para cada € € (—ey,er)\{0} existe
ac €V tal que fi(ac) + efalac) + € fs(ac) = 0 y dp(fr + efa + € f3,V,0) # 0.

Entonces, para |e| > 0 suficientemente pequeno ezxiste una solucion T-periddica
©(+, €) del sistema (4.20)).

Esbozo de la demostracion: En esta ocasion tenemos que desarrollar la funciéon f
dada por (4.10) hasta el orden 3. Para ello, necesitamos de nuevo las relaciones
(4.20) para las funciones Fy y F3 en lugar de F} y, respectivamente, Fy. También,

para F| necesitamos la siguiente relacion:

8F1 ox

Fl(th(t?Za 6)) = F1<ta Z) + Cg(t, Z) ) E

(t,2,0)
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0B (P YL OB
5.2 (t,2) ae(t,z,O) + P (t,2) a62(757,2',0)

+E§

+e30(1).
Observemos que

ox 0°x
yl(s,z) = @(572a0)7y2($>z) - ﬁ(S,Z,O)-

Asi, f(z,€) = efi(z) + fa(2) + f3(2) + €*O(1) en V x [—ep, €] ¥ se concluye
aplicando el Lema .

4.4. Meétodo averaging via el grado de coincidencia

La intencion de esta parte es dar la idea de la demostracion del Teorema [4.1.2]
Para ello, necesitaremos algunos preliminares sobre la Teoria del Grado de Coinci-

dencia que se pueden encontrar con mas detalle en [Bu 00, Bu 01} IGM 77].

Consideremos el sistema diferencial
7'(t) = eF\(t,x) + €R(t, z,¢) (4.21)

donde F; : Rx D — R" R :R x D x (—¢f,¢5) — R" son funciones continuas, 7-
periodicas en la primera variable y D es un abierto de R™. Definamos f;: D — R"

por

fi(z) = %/0 Fi(s, z)ds. (4.22)

Usemos la notacion Cp = {x € C[0,T] : 2(0) = x(T')} vy observemos que cual-
quier solucion de que esta en Cr se puede extender a una solucion T-periddica.
Sea V un conjunto abierto y acotado tal que V C D. Consideremos también el con-
junto

Q={reCr:x(t) €V, para todo t € [0,T]}

que es abierto y acotado en el espacio Cr con respecto a la norma del supremo.
Necesitaremos también los siguientes objetos: el espacio Cy = {z € C[0,T] : x(0) =

0} con la norma del supremo, la aplicacion L : Cr — Cj definida por Lx(t) = x(t) —
t

2(0) y el operador no lineal N (-, ¢) : Q — Cy definido por N(z,¢)(t) = / [eFy(s,x)+
0

¢?R(s,x,¢)]ds. La aplicacion lineal continua L es un operador de Fredholm de indice
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0, i.e. la imagen ImL es cerrada en Cy y dimker L = codimImL = n < oco. El
operador N (-, €) es completamente continuo, i.e. es continuo y N (€, €) es un conjunto

relativamente compacto.

Observemos que el problema de encontrar una solucion periodica de (4.21)) se

puede escribir ahora como la ecuacion abstracta (llamada de tipo coincidencia)

Lz = N(z,¢),x € Q.

Si Lz # N(z) para todo x € 02 el grado de coincidencia d((L, N),2) esta definido
en [GM 77| (véase también [Bu 01]) como el grado de Leray—Schauder de algin ope-
rador asociado. De ahora en adelante nos referiremos al niamero d((L, N), ) como
el grado de coincidencia del sistema . Una de sus propiedades fundamentales
es que, si es distinto de cero entonces tiene al menos una soluciéon en €2, que

es, de hecho, una solucién T—periédica.

El Teorema IV.2, p. 31 de [GM 77| es un teorema abstracto (resumido) del grado
de coincidencia. Una consecuencia de este teorema para nuestro problema es el

siguiente enunciado:

(E) Para cada e suficientemente pequeno, el grado de coincidencia del sistema
(4.21)) en el conjunto 2 es igual al grado de Brouwer dg(f1,V,0).

Bajo las hipotesis del Teorema [4.1.2], para cada e suficientemente pequeno, el
grado de coincidencia de en ) no es cero, por tanto el sistema tiene
una solucion T—periddica ¢(-, €) € . Como en la demostracion del Teorema [£.1.1]
podemos ver que, en lugar de V' podemos considerar un entorno V,, C V de a tal
que V,, — a cuando p — 0. Esto implica que el correspondiente conjunto €2, es un
entorno de la funciéon constante a (en el espacio Cr con respecto a la norma del

supremo) tal que el didmetro de €2, es arbitrariamente pequefio cuando p — 0.

Por tanto, para e suficientemente pequenio, el sistema (4.21)) tiene una solucion

T—periodica p(-,€) € Q,,.

Podemos elegir soluciones tales que ¢(-,€) — 0 cuando € — 0.
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4.5. Averaging para sistemas auténomos planos.

Relaciéon con la funcién de desplazamiento

Consideremos el sistema plano

i = P(z,y)

_ Qo) (4.23)

donde P,(Q : R? — R son funciones continuas bajo la hipotesis

(A1) El sistema (4.23) tiene un anillo perioédico alrededor del punto singular
(0,0),
T: {(z,y) € R*: H(z,y) = h,he < h < hy}.

Aqui H es una integral primera, h. es el nivel critico de H correspondiente al
centro (0,0) y hs denota el valor de H para el cual el anillo periodico termina en un

policiclo separatriz.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que hy, > h. > 0. Denotaremos
por = p(z,y) el factor integrante del sistema (4.23)) correspondiente a la integral
primera H.

Consideremos perturbaciones de (4.23)) de la forma

i = P(z,y) +ep(z,y,e€),

= Q(z,y) +eq(x,y,e€), (424)

donde p, ¢ : R? x R — R son funciones continuas.

Vamos a proponer una forma de aplicar el método averaging para estudiar los
ciclos limite de (4.24) para e suficientemente pequenio, que bifurcan en € = 0 de

trayectorias periddicas del anillo periodico de (4.23).

Lo primero que queremos hacer es escribir el sistema en la forma estdndar
para aplicar el método averaging, i.e. de la forma . El sistema diferencial en esta
forma estandar describe la dependencia entre la raiz cuadrada de la energia, R = V/h,
y el dngulo ¢ de las coordenadas polares. El campo vectorial de esta ecuacion serd

2m—periodico y sus soluciones 2r—periodicas seran trayectorias periodicas de (4.24)).

Teorema 4.5.1. Supongamos que se verifica (A1) para el sistema (4.23) y que

xQ(z,y) —yP(x,y) # 0,Y(x,y) en el anillo periddico (4.25)
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Sea p: (vVhe, Vhs) x [0,27) — [0,00) una funcion continua tal que
H(p(R, ) cos g, p(R,p)seny) = R?, (4.26)

para todo R € (V/he,V/'hs) y todo ¢ € [0,27). Entonces la ecuacion diferencial que

describe la dependencia entre la raiz cuadrada de la energia R = V'h y el dngulo ©

para el sistema (4.24)) es
dR _  pa®+y*)(@Qp — Pg)

— =€ ) 4.27
dp 2R(Qx — Py) + 2Re(qx — py) (4.27)

donde © = p(R,p)cosy ey = p(R,p)sen .
Tomemos €y > 0 suficientemente pequeno y D = U [y, donde h. < he <

Bes<h<hsa
hsx < hg estdn fijados pero estan arbitrariamente cercanos a h. y hs, respectivamente.

El campo vectorial de (4.26)) estd bien definido y es continuo en D X (—€f,€¢) y es

2m—periodico con respecto a .

Demostracion. Necesitamos las relaciones
o0H o0H oOH OH

Ox +8y 0’8y i

que son validas en el anillo perioédico, puesto que H es una integral primera y u es
un factor integrante de (4.23). Definamos la funcion

pQ

G(r,R, ) = H(rcosp,rsenp) — R?,

en cada punto (r,¢) del anillo peridédico (que es un conjunto abierto) y para cada
R € (V/he, Vhs). (r,¢) son las coordenadas polares. Se tiene que

oG 0H OH w(x,y)

W—%cosga%—a—ysenga:

donde x = rcosyp e y = rseny. Para cada (rg, o) en el anillo periddico, existe Ry
tal que G(rg, Ry, ¢o) = 0. La hipotesis asegura que 9% (rg, Ry, o) # 0. Por el
Teorema de la Funcion Implicita, alrededor de cada punto (Ro, o) hay una tnica
funcion continua p = p(R, @) tal que se verifica la relacion ({4.26)). Por tanto, esta
funcion estd bien definida en todo el dominio (v/h, v/hs) X [0, 27) v satisface (4.26)).

(Q(z,y)r — P(z,9)y),

La dependencia entre la raiz cuadrada de la energia y el tiempo viene dada por

R(t) = \/H(x(t),y(t)), y entre el angulo ¢ y el tiempo es ¢(t) = arctan %, cuando
(x(t),y(t)) € I'n,t € R. Entonces tenemos

he MO =Pa) . (Qr—yP)+e(qr —py)

2R ’ 2 4 12
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Eliminando el tiempo obtenemos la ecuacion (4.27)). La condicion (4.25)) implica que
el campo vectorial de (4.27) esta bien definido en D X (—ey,€y) para e suficiente-
mente pequeno. También es facil ver que es continuo y 27-periddico en ¢. O

Un importante resultado es el siguiente, que establece que la aplicacion del mé-
todo averaging para sistemas planos en las condiciones de esta seccion es equivalente
al estudio de la funciéon de desplazamiento. En particular, el método averaging de
primer orden es equivalente al estudio de la funcién de primer orden de Melnikov
(para méas detalles en este sentido, ver [Ba 54l [(CJ 91 [CLW 94| T1.98| Zo 94]).

La demostracion de este teorema es una consecuencia directa del (4.5.1)) y de la

definicion de las funciones de desplazamiento de Melnikov.

Teorema 4.5.2. La funcion f : (Vheo, Vhss) X (—€5,€5) — R descrita por (4.10))
para la ecuacion (4.27) viene dada por

1 2m N(xQ + y2)(Qp — Pg)
/0 2R(Qx — Py) + 2Re(qx — py)dw’ (4.28)

y la funcion fi: (Vhes, Vhse) — R descrita por (4.2)) para la ecuacion (4.26)) es

1 7 p(a? + y*)(Qp — Pg)
N %/0 2R(Qx — Py) dis

H(R) (4.29)

donde pu = u(z,y) es el factor integrante del sistema (4.23) correspondiente a la
integral primera H, y x = p(R,p)cosp yy = p(R, ) sen .

Ademds, la funcion (4.28)) es una funcion de desplazamiento y (4.29) es la corres-
pondiente funcion de Melnikov de primer orden del sistema (4.24)).

Ejemplo 4.5.3. (Bifurcacion de ciclos limite de centro isocrono via averaging).

Siguiendo las notaciones utilizadas en [CJ 91| o [CS 99| el sistema diferencial
cuadratico
T o= —y+ 2

_ (4.30)
gy = z+uay,

con un centro isocrono en el origen pertenece a la clase S5, y una integral primera
2 .2

(1+y)
vemos que h. = 0, hy = 1, y que la funcién p que satisface las hipotesis del Teorema
para todo 0 < R < 1y ¢ € [0, 27).

en el anillo periodico tiene la expresion H(z,y) = 5+ Para este sistema obser-

4.5.1| viene dada por p(R, @) = 1—R}zentp
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Consideremos las perturbaciones en la forma normal de Bautin

i = —y+a*+ep(z,y),
= z+ay+eq(z,y),

donde p(z,y) = a1 —aza® + (2as +as)zy +asy® v ¢(, y) = a1y + a2’ +asxy — asy®.
La correspondiente ecuacion unidimensional (4.27)) es

dR  aiR+a(p)R* + b(p) R
de ‘1= Rseng + ec(¢)R

: (4.31)

donde

a(p) =(—2a1 + 3as + as) sen + (as + ag) cos ¢
+ (—4ag — as) sen® o + (—as — ay — ag) cos® @,

b(¢) =a1 + az + (—a; — 2as) cos® p — ay cos psen @,

c(p) =(as + ag) sen ¢ + (—3ay — as) cos ¢ + (—az — ay — ag) sen®
+ (4ay + as) cos® .

Denotemos por

arR+ a(p)R* + b(p)R?
1 — Rsengp
[a1 R+ a(p) R? + b() R?]c() R
(1— Rsenp)(l — Rseny + ec(p)R)’

Fl((paR) =

Y

G(p, R, €) = —

tal que (4.31)) se convierte en

dR

— =€l 3 2G 7R7 )

= il + €G(p, 1.9
que es de la forma (4.1)), i.e. la forma estandar del averaging de primer orden. Para
aplicar el Teorema necesitamos la funcion (4.2]) que para nuestro problema es

f1:(0,1) = R,

£1(2) = /027r a1z + a(p)z? + b(p) 23 do.

1 —zsenyp

Calculamos esta integral utilizando Maple y obtenemos

1
M=)
— (2a5 + 8a2)V'1 — 22 + 8as + 2as).

[2a22* + (6ay + as — 2a;)2*V1 — 22 — (10ay + 2a5) 2>
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Cuando tomamos la nueva variable £ € (0,1) definida por z = y/1 — £2, obtenemos

filv/1-62) =

= ;<1 — f)(2a2§2 + <2CL1 - 4@2 - (l5)€ + 2CL1 + 2@2 + a5).

2(V1=0)
Observamos que z € (0,1) es un cero de f; si y solo si & € (0,1) es un cero
de la funcion polinémica g(§) = 2a26? + 1€ + ¢, donde ¢; = 2a; — 4ay — a5 y
co = 2ay + 2a9 + as. Es facil ver que, en nuestra discusion sobre los ceros de g
podemos considerar sus coeficientes como nimeros reales arbitrarios. Por tanto,
podemos concluir que el nimero de ceros de g en el intervalo (0,1) es como mucho
2. Esto significa que el nimero de ceros de f; es como mucho 2. Por tanto, como

mucho dos ciclos limite bifurcan del anillo periddico del sistema (4.30]).
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Capitulo 5

Orbitas periddicas y C!
integrabilidad para el problema de

Stark—Zeeman plano

5.1. Introduccién

La cuestion de encontrar las o6rbitas periodicas y analizar la integrabilidad de
sistemas dinamicos hamiltonianos de dos grados de libertad es un problema clasico
frecuentemente tratado en la literatura. Recientemente, se han introducido nuevos
métodos analiticos para investigar estas cuestiones para sistemas hamiltonianos cuya
no integrabilidad se ha establecido via técnicas heuristicas (ver, por ejemplo [Ko 83]
o [MH 09]).

Uno de estos sistemas clasicos es el llamado sistema de Stark—Zeeman plano, que
se corresponde con el movimiento de un &tomo de hidrégeno bajo los efectos de un
campo de microondas circularmente polarizado perturbado y un campo magnético
estatico ortogonal al plano de polarizacion del campo magnético [GG 97, [GSR.01].

Este problema se ha formulado en R* con forma simpléctica w = > dP; A dQ;

mediante un hamiltoniano definido por

1
H=—(P}+Pj)—

1
2 V@I + Q3

+ €P(Q1, P, Q2, ) (5.1)
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donde P(Q1, P1,Qz, P2) = ¥(Q2P1 — Q1P2) + (aQ1 + B(Q] + Q3)) siendo o, 3, y
~ tres constantes fisicas no nulas relacionadas, respectivamente, con el campo de
microondas circularmente polarizado y el campo magnético estéatico. (Para conocer

mas detalle sobre la deduccion de estas ecuaciones hamiltonianas, véase, por ejemplo
[GSR. 01]).

Nuestro enfoque sera estudiar la estructura periédica de un problema mas ge-
neral de tal manera que el hamiltoniano (5.1) sea un caso particular de éste (ver
IBGVV 12]).

1

V@I + Q3

donde P es una funcion suave. Mas tarde aplicaremos los resultados obtenidos al

1
H:§(P12+P22)_ +eP(Q1, P1, Q2, P») (5.2)

caso del sistema de Stark—Zeeman plano.

Para poder expresar nuestro resultado principal hemos de manipular el hamilto-
niano general (5.2)), con el fin de evitar las dificultades debidas a la colisién por la
singularidad en (0,0), utilizaremos la regularizacion de Levi—Civita como sigue.
5.1.1. Regularizacién de Levi-Civita

Realicemos el cambio de variables en las posiciones dado por

Q1 _ ([N T a1

Q2 a2 q qz

el cambio inducido en los momentos conjugados sera
Py 2 @ —q@) (p
B @+d \e a ) \p

con ¢ + ¢35 = \/Q? + Q3. Para completar el procedimiento de regularizacion, es

4dt
necesario reescalar el tiempo haciendo dr = Pt Aplicando estos cambios de
4y T 43
2, 2
variable al hamiltoniano H* = Qh%ﬂ(?—( — h) con energia h < 0 de H fijada,
obtenemos
L 2 hgi+q¢5 1
Hy —2(]91 +p3) 9 9 4+

2(p1q1 — p2g2) 9 2(p1ge +PQQ1)>

€
_(q2 + q2)P(q2 - q27 qi1942,
gt R 0+ ¢ at+ 4
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y si usamos la siguiente transformaciéon canonica

@ = 2¢"e, q = 2¢ Yy, py = 2% X, py = 2601

h
con ¢ = —5 obtenemos el hamiltoniano
1 1 €
_oa3/2 | Ly 2 2 2y €2 2
H;r = 4c {Q(X + Y+ 2% +y%) —1603/2+4c(x + y°)
1/2 1/2
P (407222 — ), 2¢3(Xx — Yy) 8¢ 22y 2¢Y3( Xy + Ya)
x2+y2 x2+y2

Reescalando H;;, obtenemos el hamiltoniano regularizado
1
Hyeg = 5()(2 + Y2+ 22+ 9 + Pi(z, X,y,Y) = h*

donde Py (z, X,y,Y) es de la forma

€

1/2 _ 1/2
: 23Xz Yy)8cl/2xy 2¢2( Xy + YY)
c

2 2 1/2(,.2 2
r*+y )YPdc/*(x* —y°), ,
( y)P( ( v x? +y? x? +y?

)

. . 3 *x 1
y el nivel de energfa fijado h* = 6

Las perturbaciones de (5.1]) después del anterior cambio de coordenadas vienen

dadas por Py(z, X,y,Y) en la forma

(@ + 1) (2a(yX — 1Y) + —=(z* — ") + 8e(a? — y?)?) =

Ve (5.3)

e(@® + ) (ar (Y — yX) + by (a" — ') + e1(2? — y*)?)

con a; = 2a,b; = b/\/c 'y ¢; = 8c. Obsérvese que es un polinomio de grado 6 en las

variables x, X, vy, Y.

En esta parte vamos a utilizar como principal herramienta el método de averaging
de primer orden para computar las orbitas periodicas de (5.2)) y en particular de
(5.1), véase [JLIL [JL2, LR 11].

Una de las mayores dificultades que aparecen en la practica a la hora de aplicar
el método averaging es expresar el sistema en la forma normal establecida en los
resultados del capitulo anterior. El uso de variables adecuadas en cada situacion

concreta puede simplificar mucho este proceso. De este modo, se introducen las
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coordenadas polares para obtener 6rbitas periddicas, como se ilustra en el siguiente

oscilador isotropico de dos capas de la forma
1
H:§(X2+Y2+x2+y2)+6731(a:,X,y,Y). (5.4)

donde P; es una funcién suave en las variables z, X, y,Y. Obsérvese que nuestra

regularizacion hamiltoniana H,., verifica una de las hipotesis anteriores.

5.1.2. Ecuaciones del movimiento en coordenadas polares

Consideremos = = R cosfy, X = Rysenf;,y = Rycos(fy + 6,),Y = Rysen(0; +
0s) y realicemos el cambio de coordenadas estandar a la forma polar para las ecua-

ciones del hamiltoniano dado por

a0y Ox a YT Ty
dv  OH 3771 dy OPy
@ ax Y teax a Y teay

Si denotamos por f* el pullback de una funciéon suave f en las variables (z, X,y,Y)

con la transformacion polar, obtenemos las siguientes ecuaciones no candénicas del

movimiento
dR1 877 * a,Pl
e = €(cos 91<3X) —sen b (— o )*)
del . 1 (97)1 87)1
o= 1 eRl(Senﬁl(aX) +C0801(3X) )
dR aP oP
d_; = e(cos(t + 62)(5 1) — sen(6; + 65)( 8y1) ) (5.6)
d92 . 1 873 apl
- = (R1<Sen91(8X) + cos by ( aX) )—

1 oP P .,
T, (en (01 + 02) (57)" + cos(fy +02)(5.5)")

El siguiente teorema, que juega un papel fundamental en el andlisis de resultados
concretos para el hamiltoniano de Stark-Zeeman Hamiltonian que presentamos més

adelante muestra las 6rbitas periddicas del sistema de ecuaciones anterior.

Teorema 5.1.1. Para € # 0 suficientemente pequenio y el nivel de energia h > 0
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fijado, si (R3,05) es un cero de

( 1 [ oP oP
fi :§/0 (sin(6; + 92)(8_3/1) — cos(6 + 0a)( ayl) )db =0
= [ iLie P
fi =50 | (G (im0 +0)(G) + cos(0r +02)(5 1))
1 , IPy ., P, -
k T R%( 1n81(ﬁ) + COS@l( aX ) ))del 0

tal que el determinante de la matriz

o(fif?)

OB, 02) |y 2)~(r3.5)

es distinto de cero, existe una solucion 2w-periddica p(t; RS, 05, €) del sistema
tal que p(t; RS, 05, €) — (\/2h — R3%,0, RS, 0%) cuando € — 0. Los valores propios de

la matriz J dan la estabilidad o inestabilidad de la drbita periddica, en particular,

J:

es estable cuando los valores propios de la anterior matriz son tmaginarios puros.

La estructura de que sigue para este capitulo es la siguiente. En la Secciéon
presentamos la demostracion del Teorema y en la Seccion [5.3] como aplicacion
de dicho teorema, presentamos el estudio de la estructura peridédica y la no integra-
bilidad en el sentido de Liouville-Arnold del problema de Stark—Zeeman plano para

el &tomo de hidrégeno.

5.2. Prueba del Teorema

La intencion de esta seccién es presentar la demostracion del Teorema [5.1.1

utilizando la teoria de averaging.

Demostracion (Teorema . Haciendo un cambio de variable en las ecuaciones

del movimiento (j5.6), obtenemos las siguientes expresiones:

dRy  (cos(0y+ 02) ()" — sen(6y + 05)(G1)")

. Jdy

do, —1—ex (sen91(8pl) + cos 01 (%)*)

o _ w (Sen91(apl) +cos (%)) (5.7)
by —1 — eq-(sen 0y (Z5)* + cos 01 (G2 ) .

o L (sen(6; + 92)(8131) + cos(fy + 05)(22))

oy
—1—6%(881191(8]31) + cos 01 (221)%)
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Utilizando la reduccion isoenergética clasica (para mas detalles ver Whitakker

[Wh 17]), fijando la energia del sistema h > 0 y pulbackeando el hamiltoniano con

respecto a la transformacion polar, obtenemos h = §(Rf + R3) + €P;.

Por el teorema de la funcion implicita obtenemos que Ry = /2h — R3 + O(e)
Por otra parte, desarrollando en serie del parametro € el sistema ([5.7)), obtenemos las
siguientes expresiones, que son la reduccion del sistema diferencial (5.6) para e # 0

suficientemente pequeno y nivel de energia fijo h > 0 de H,

dR

“it2
d&l —€F11—|—O( )
db;
g, —cf +0(€)
con
P oP
Fiy =e(sen(6) + 0,)( ayl) = cos(fy + ) (57)")
1 P oP
For =e( g (sen(01 + 02)(537)" + cos (01 + 62)( ﬁyl) )—
1 IPy IPy

(sen Ql(aX) + cos by (—— 5 )

\/2h — R}

Bajo estas condiciones, la demostracion del Teorema [5.1.1| es consecuencia directa
de la aplicaciéon del método de averaging de primer orden descrito en el capitulo

anterior. O

5.3. EIl problema de Stark—Zeeman plano

Resumamos algunos resultados de la teoria de integrabilidad de Liouville-Arnold
para sistemas hamiltonianos sobre la teoria de las 6rbitas periédicas de ecuaciones
diferenciales (para mas detalles, ver, respectivamente [AM 78| y la subseccion 7.1.2
de [AKN_78|). Aqui s6lo vamos a presentar estos resultados para sistemas hamilto-

nianos con dos grados de libertad.

Un sistema hamiltoniano con hamiltoniano H de dos grados de libertad se dice
que es integrable en el sentido de Liouville-Arnold cuando tiene una integral primera
G independiente de H (i.e. los vectores gradientes de H y G son independientes en
todos los puntos del espacio de fase, excepto quizés en un conjunto de medida de

Lebesgue cero) y en involucion con H (i.e. el paréntesis de Poisson de H y G es cero).
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Un flujo definido en un subespacio del espacio de fases es completo cuando sus
soluciones estan definidas para todo el tiempo.

Ahora estamos preparados para enunciar el teorema de Liouville—-Arnold restrin-

gido a sistemas hamiltonianos con dos grados de libertad.

Teorema 5.3.1. (Lioville-Arnold). Supongamos que un sistema hamiltoniano con
dos grados de libertad definido en el espacio de fases M tiene su hamiltoniano H y la
funcion G como dos integrales primeras en involucion. Si In. = {p € M : H(p) = h
y C(p) =c} #0 y (h,c) es un valor reqular de la aplicacion (H,G), entonces se
verifica:

(a) Ip. es una subvariedad bidimensional de M invariante bajo el flujo del sistema

hamiltoniano.

(b) Si el flujo en una componente conexa I}, de Ip. es completo, entonces I}, es
difeomorfo o bien al toro S' x S, o al cilindro S* X R, o al plano R?. Si I}, es

compacto, entonces el flujo en él es siempre completo y I}, ~ S x S*.

(¢) Bajo las hipdtesis de (b), el flujo en I}, es conjugado de un flujo lineal bien en
S! x S! en St xR, 0 en R2.

Para un sistema diferencial auténomo, uno de los multiplicadores siempre es 1 y

su correspondiente vector propio es tangente a la orbita periddica.

Una orbita periddica de un sistema hamiltoniano auténomo siempre tiene dos
multiplicadores iguales a 1 porque el sistema hamiltoniano es auténomo y el otro
también tiene valor 1 debido a la existencia de integral primera dada por el sistema

hamiltoniano.

Teorema 5.3.2. (Poincaré) Si un sistema hamiltoniano con dos grados de libertad
y hamiltoniano H es integrable en el sentido de Liouville-Arnold y G es una sequnda
integral primera tal que los gradientes de H y G son linealmente independientes en
cada punto de una orbita periodica del sistema, entonces todos los multiplicadores

de esta orbita periodica son iguales a 1.

El Teorema se debe a Poincaré (véase también |[Ko 83|). Proporciona una
herramienta para el estudio de la no integrabilidad en el sentido de Liouville-Arnold,
independientemente de la clase de diferenciabilidad de la segunda integral primera.
El principal problema para aplicar este resultado en un caso negativo es encontrar

orbitas periddicas que tengan multiplicadores distintos de 1.
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Teorema 5.3.3. En el nivel de energia h* el problema de Stark—Zeeman plano tiene

al menos dos orbitas periddicas.

Demostracion. Utilizando la perturbacion (5.3 y promediando sobre la variable mas
rapida 6; obtenemos el sistema promediado

dR
Wz zgao(ag + R3)(ay + 3ciagRy sen 6y) cos By 4+ O(€?)
1
db . (a2 + R3)((a2 — R3)(3agci Ry cos 0 — 2a; sen Oy)—
d91 N 4(10R2
3agRy(2b1 + (ag — R3)c1))

+ O(€?)

4(10R2
con a = 2h* — R3 y a; = 27,b; = a/+\/c,c; = 83 en el nivel de energia fijado h*
obtenido por la regularizacion de Levi-Civita.

Unas soluciones particulares del sistema
fi1(R2,02) =0
f2<R27 02) =0

con
fll(RQ, 0s) :ao(ag + Rg)(al + 3crag Ry sen 0y) cos Oy
F2(Ra. ) :(ag + R3)((ag — R2)(3agci Ry cos By — 2aq sen ) —
4a0R2
3@0R2(2b1 + (a% — Rg)Cl))
4&0R2

son las siguientes:
T

3)
3
)

con raiz positiva R;, que existe en virtud del teorema de Bolzano aplicado al poli-

(R27 92) :(R;

(Ra,05) =(R3,

nomio de octavo grado
P(Ry) = Ale + AzRg + A3R§ + A4R§ + As

siendo
Ay =64c;
Ay =16¢,(3by + 16h™¢y)
Az = — (144h*byc; + 967 + 4aF + 320(h*)*c?)
Ay =2h*(48h*bicy + 9b7 + 4ai + 64(h*)%c))
As = — 4(h*)%aj.
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_ 0 J12
(Ra,02)=(R3,0%) Jo1 0O

4(}1*)3(11
Rsag

Jo1 = — h*(2h* e RS + 1 (R})® + ayap)

Por otra parte,
Lo
O(Ry, 0s)

con
J12 :16h*ClR§ +

manteniendo que

det(J) = —J12J21 7£ 0.

Bajo estas condiciones, la demostracion se sigue es mera aplicacion del Teorema

LIl O

Los siguientes resultados proporcionan informacion de la estructura periddica del

problema en un &mbito més concreto.

Corolario 5.3.3.1. Si el campo magnético ortogonal constante es nulo, entonces los

sistemas tienen dos orbitas periodicas dadas por

3b1+8h*01 ™

Ro.f0) —(y/ 2271 7

(e, 0) = (| P D)
301 + 8h*cy

Ry, 0y) =(y ] 2121

( 2 2) ( 801 )

Demostracion. En este caso particular, el polinomio P(R;) factoriza de la siguiente

3

5

manera.:

P(Ry) = R5(2h* — R3)(8c1R5 — 3by — 8h*cy)?

Las soluciones Ry = 0y Ry = v/2h* no son vélidas, puesto que det(.J) no esta bien

3[)1"‘8}1*01 ™

Ry 0,) =(y/ 22— T

(Rosb2) =/ = 5)
3b1 + 8h*cy

Ry, 0y) =(y/ 2221

( 27 2) ( 861 )

definido. En las soluciones

3T
> )
det(J) = M = 0 para h* suficientemente grande. O

Los resultados anteriores establecen que en cualquier nivel de energia positiva h*
existen al menos dos orbitas aisladas. Utilizaremos esta informacion para demostrar
el segundo resultado fundamental de este capitulo: la no integrabilidad C! en el

sentido de Liouville-Arnold del problema de Stark—Zeeman.
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Teorema 5.3.4. FEl problema de Stark—Zeeman plano verifica:

(1) Es integrable en el sentido de Liowville—-Arnold y los gradientes de las dos
constantes de movimiento son linealmente independientes en algunos puntos

de las orbitas periodicas encontradas en el Teorema|).5.5,

(2) No es integrable en el sentido de Liouville-Arnold con cualquier sequnda inte-

gral primera de clase C*.

Demostracion. Por el Teorema [5.3.3] sabemos que el sistema en el nivel de ener-
gia h* tiene al menos dos soluciones peridédicas correspondientes a las soluciones
encontradas previamente. Sus jacobianos asociados no son nulos. Ademas, los co-
rrespondientes multiplicadores no son iguales a 1. Por tanto, por el Teorema [5.3.2, o
bien el sistema no puede ser integrable en el sentido de Liouville-Arnold con ninguna
segunda integral primera C', G, o el sistema es integrable en el sentido de Liouville-
Arnold y el vector gradiente de H y G son linealmente independientes en algunos

puntos de estas o6rbitas periodicas, con lo que se concluye. O
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