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INTRODUCCION

El objetivo de este trabajo es estudiar la reflexion del campo
eléctrico en la frontera entre el vacio y un medio absorbente denso,
partiendo del caso méas sencillo hasta llegar al estudio dindmico de un
sistema de estas caracteristicas, que no se habia desarrollado hasta la
fecha. Por absorbente denso entendemos que el indice de refraccion (su
modulo) sea bastante mayor que uno para la frecuencia del campo
incidente, o a nivel microscopico que la densidad de atomos o su
momento dipolar sea grande. Nos interesa en particular el caso de
reflexion no lineal de un campo incidente de amplitud grande y
frecuencia proxima a una resonancia propia del medio.

Para no complicar innecesariamente el problema haremos un
estudio unidimensional, restringiéndonos al caso de un campo con forma
de onda plana que incide perpendicularmente a la superficie de
separacion vacio-absorbente. Se han realizado estudios de la respuesta
estacionaria fuera de incidencia normal [1, 2] que tienen una gran
complejidad y que en el caso de la respuesta dindmica pensamos gque no
aportarian mas luz al problema. También nos cefiiremos al caso de
campos eléctricos monocromaticos o “casimonocromaticos™ (armonicos
con envolventes temporales en forma de pulso suave que incluyen
muchos ciclos opticos) lo cual no supone una limitacion importante como
veremos.

Hagamos un breve resumen del contenido del trabajo:

En primer lugar, y tras un breve recordatorio de la teoria
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electromagneética que vamos a utilizar [3, 4], analizaremos la propagacion
de una onda en un medio lineal, entendiendo por lineal que la
permitividad dieléctrica no depende del campo eléctrico, llegando a las
leyes de propagacion y condiciones de contorno conocidas (formulas de
Fresnel). Mas adelante introduciremos la funcion dieléctrica lineal
correspondiente a un medio absorbente cerca de resonancia para hacer un
estudio mas concreto [5, 6].

Tras un analisis de la propagacion para distintos valores de la
densidad en el absorbente, pasamos al problema no lineal, empleando la
funcion dieléctrica no lineal dependiente del campo eléctrico y
estudiando las soluciones estacionarias de la propagacion en el campo.
Esta parte del trabajo esta basada en los trabajos de Luis Roso y Marisa
Pons [1, 7 - 9]. La mayor peculiaridad de este sistema es la aparicion de
una reflexion en la superficie del absorbente que puede ser multivaluada
para ciertos valores de los parametros que lo caracterizan.

Por ultimo se llega a lo que constituye la mayor novedad de este
trabajo y que es el estudio dindmico de la propagacion, basado
esencialmente es nuestro articulo [10]. Para ello hacemos uso de las
ecuaciones de propagacion en forma diferencial e integral. Esta ultima es
muy adecuada para la resolucion de este problema, en el que no se habia
utilizado con anterioridad, aunque si es habitual en estudios sobre
propagacion en laminas delgadas [11 - 15]. Como objetivo nos
proponemos confirmar la posibilidad de que aparezca biestabilidad (o
multiestabilidad) Optica y también ciclos de histéresis, o bien que se
produzcan en el sistema inestabilidades y comportamientos dinamicos
complejos como puedan ser oscilaciones o caos ya que la
dimensionalidad infinita del problema (es un medio continuo) lo permite.

Fendmenos de este tipo son habituales en dispositivos épticos activos y
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pasivos con realimentacion [16, 17] pero nuestro sistema no tiene esa
caracteristica. Para averiguar si en nuestro caso aparecen esos fenémenos
resolveremos numericamente las ecuaciones de evolucion del sistema, lo
cual resulta bastante complicado al ser un conjunto de ecuaciones
diferenciales e integrales acopladas, las de Maxwell-Bloch, en las que no
puede utilizarse ninguna aproximacion acerca de la dependencia espacial
del campo eléctrico, a diferencia de otros sistemas ampliamente
estudiados [18 - 20].

Ademaés del estudio de la propagacion en el absorbente denso
hemos querido incluir breves resimenes de algunas teorias necesarias
para la comprension del problemay que, para no interrumpir el desarrollo
I6gico del trabajo, hemos preferido incorporar como apéndices. De este
modo puede encontrarse un apunte muy somero sobre la teoria de
dispersion y la dependencia con la frecuencia de la respuesta dieléctrica
[21, 22], una explicacion de la teoria microscépica semiclasica que nos da
la expresion de la funcion dieléctrica que utilizamos (en el caso
estacionario) y las ecuaciones de evolucion de las variables
macroscopicas del sistema en presencia del campo eléctrico (en el caso
dindmico) [5, 23] analizando su validez y particularmente la importancia
de la correccion debida al campo local [6, 22] que no consideramos en
este trabajo. Por ultimo detallamos la deduccidn de la forma integral de la
ecuacion de propagacion que utilizaremos en nuestros calculos y que se
emplea en otros problemas relacionados con la propagacion
(superradiancia, generacion de armonicos, etc.) [15].

A lo largo del trabajo utilizaremos unidades gaussianas, que
simplifican notablemente las expresiones y son ampliamente usadas en

Optica y fisica atdbmica.






1. TEORIA ELECTROMAGNETICA

1.1 ECUACIONES DE MAXWELL

Nuestro punto de partida son las ecuaciones de Maxwell, que
describen el campo electromagnético tanto en el vacio como en el medio.
Necesitamos ademas otras ecuaciones que nos den la respuesta del
material a dicho campo.

Recordemos las ecuaciones de Maxwell [3, 4]:

VxH -1 Az (1.1.)
ca ¢

VxE+1 8 g (1.1.b)
c ot

V-D=4rp (1.1.c)

V-B =0 (1.1.d)

Los vectores E yD son el campo y el desplazamiento eléctricos,
mientras que H y B son respectivamente campo e induccién magnética.
Las fuentes vienen representadas por j , corriente eléctrica, y p, densidad
de carga eléctrica.

Las relaciones entre estas magnitudes son descritas por las
ecuaciones materiales. En general el desplazamiento eléctrico y el campo
magnético son funciones cualesquiera de campo eléctrico e induccion

magnética
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) (1.2.a)
H =H (E.B) (1.2.)

Para medios conductores hay una ley de Ohm generalizada que expresa la

corriente eléctrica en funcién de los campos

— —

i=iEB) (1.3)

En casi todos los materiales nos basta con los términos dipolares puesto
que los cuadrupolares y de orden superior son absolutamente

despreciables [3]. Por tanto las ecuaciones materiales toman la forma mas

sencilla
D =E +4P (1.4.9)
H =B -42M (1.4.b)

P es la polarizacion eléctrica y M la magnética, que representan la
respuesta del medio al campo externo y cuya forma depende del caso
particular.

En cuanto a la corriente, habitualmente la ley de Ohm

—

j= oE (1.5)

donde o es la conductividad, representa bien un medio conductor y no
necesitamos ecuaciones mas complicadas.

Consideraremos medios no magnéticos, que son los que nos
interesan habitualmente en dptica, donde podemos escribir la relacion

lineal
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B (1.6)

= |~

La permitividad magnética sera =1, la del vacio. Ademéas estamos

interesados en medios eléctricamente neutros con densidad de carga neta
nula (o= 0) y no conductores (o =0), aunque la conductividad puede

incorporarse facilmente a la respuesta dieléctrica mas adelante.

Por tanto las ecuaciones de Maxwell quedan reducidas a las mucho

mas sencillas
VxH —%%:o (1.7.3)
%XE%%:O (1.7.b)
V-D=0 (1.7.0)
V-H=0 (1.7.d)

que, junto con la relacion (1.4.a), seran las que usemos a lo largo de este

trabajo.

1.2. ECUACION DE ONDAS

Para separar los campos eléctrico y magnético se toma el rotacional
en la ecuacion (1.7.b) y se deriva con respecto al tiempo en la (1.7.a),
sustituyendo en la anterior. Si utilizamos (1.7.c) y usando una sencilla
identidad vectorial llegamos a
- 1 FE An PP

VE S = +V(VE) (1.8)
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Los campos con los que trabajamos son transversales, es decir, la
polarizacion del campo es perpendicular a la direccion de propagacion
(suponemos el eje OX), y polarizados linealmente (los campos son en
general transversales salvo en medios anisotropos o inhomogéneos).
Consideraremos siempre el caso particular de incidencia normal, en el
que la direccion de propagacion es perpendicular a la frontera de
separacion entre el vacio y el medio (plano YZ), pudiendo reducir el
problema a una sola dimension puesto que E =E (x)y, siendo § el vector
unitario en la direccion OY y también P =P (x,E)y ya que nuestro
medio serd ademas isotropo. De este modo la divergencia de E es nulay

nos queda la conocida ecuacion de ondas unidimensional

FE 1FE 4rnoP
a2 A

(1.9)

valida teniendo en cuenta estas consideraciones.

1.3. EL PROBLEMA LINEAL

Los campos con los que tratamos son monocromaticos, esto es,

tienen la forma

E(xt)= % E(x)e'" +c.c. (1.10)

(el campo eléctrico es una magnitud real, por eso hay que sumar el
complejo conjugado, pero su amplitud espacial puede ser compleja). La

aproximacion armoénica no supone una restriccion importante puesto que
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si la dependencia temporal es diferente siempre podemos descomponer el
campo en serie de Fourier como suma de sus distintos armonicos,
resolviendo el problema independientemente para cada uno de ellos y
luego sumando las respuestas. En todo caso nuestros campos siempre
seran "casiarmonicos™, con una envolvente temporal que nos da una
forma de pulso muy suave, como explicaremos después.

Consideremos un medio en el que la polarizacion puede escribirse

de la siguiente forma
P=yE (1.11)

donde y es una constante compleja llamada susceptibilidad eléctrica.
Esta igualdad es valida para la frecuencia concreta del campo, puesto que
en general la susceptibilidad depende de dicha frecuencia del campo
incidente (ver apéndice A).

En este caso el medio es lineal y la solucion del problema es

sencilla como veremos. El desplazamiento vendra dado por

D=Q0+4nyE = ¢ (1.12)

¢ es la constante dieléctrica del medio (en el caso del vacio ¢ =1).

La ecuacién de ondas se reduce entonces a

JCE & JE

N (-13)

La solucién general de esta ecuacion es de la forma [4]
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E =f(x—vt)+b(x+vt) (1.14)

donde f, b son funciones determinadas por las condiciones de contorno y

v es la velocidad de propagacion de la onda en el medio, definida como

V:%’n:4; (1.15)

n se llama indice de refraccidn, y al igual que la constante dieléctrica sera
una magnitud compleja. Como veremos, su parte real da cuenta de la
propagacion y la imaginaria de la absorcion.

Introduciendo la forma del campo en la ecuacion de ondas
obtenemos para E la ecuacion de Helmholtz homogénea en una
dimension

d’E

EF+W@=0 (1.16)

con k =naw/c= nky, que recibe el nombre de constante de propagacion o
ndmero de onda. La longitud de ondaes A =2 z/k.

La solucién es muy sencilla:

E(x)= E;e" + E,e™ (1.17)

superposicién de una onda plana que se propaga en sentido positivo con
amplitud E; y otra que lo hace en sentido negativo con amplitud E,.
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1.4. CONDICIONES DE CONTORNO. FORMULAS DE FRESNEL

Imponiendo que el campo incidente es una onda plana que se
propaga en sentido positivo del eje OX con amplitud E,, en la frontera

entre vacio y absorbente (x = 0) una parte del campo se reflejara y otra se

transmitira, como esquematizamos en la figura 1

Campo incidente
_—>

Campo transmitido

T
Campo reflejado
<+
VACIO ABSORBENTE

Figura 1. Esquema de la propagacion y reflexion del campo al llegar al

absorbente.

Tenemos por tanto que el campo en el vacio, E,, es el incidente

mas el reflejado, mientras en el medio absorbente no hay mas que campo

transmitido, E,:

E, = E,e" " + E,e "o (1.18.a)
E, = Ee™ (1.18.h)

11
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Imponiendo la continuidad del campo y su derivada en la frontera,
cosa que podemos hacer puesto que su direccion, al ser el campo
transversal, es paralela a la frontera (en el caso en que hubiese
componente normal a la frontera lo que es continuo es el desplazamiento

[3]), llegamos a las relaciones

E,+E, =E, (1.19.2)
E,— E, = nE, (1.19.b)

con lo que obtenemos las siguientes expresiones para las amplitudes de

los campos transmitido y reflejado

2
EE=—E 1.20.a
=T B (1202)
1-n
E.=—E 1.20.b
r 1+n 0 ( )

Los coeficientes de transmision y reflexion (o reflectividad) se definen

como

= -2 (1.21.2)
E,/ 11+n
_|E|_|E@-FE|_[1-n (1.2L.b)
E, E, l1+n

recuperando las conocidas [4] férmulas de Fresnel para incidencia
normal.

Asi pues, el campo dentro del medio tiene la forma
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E,(x)=—2¢"o™ (1.22)

Si separamos el indice de refraccion en sus partes real, n,, e imaginaria,

n;, tenemos

E.(x)= 1+ - 0 gl komix (1.23)

Vemos ahora claramente que la parte imaginaria del indice de refraccion
es la que causa que haya una absorcion exponencial. La real da una
renormalizacién de la constante de propagacion en el medio, y por lo
tanto de la longitud de onda. La intensidad del campo en el material tiene

la forma siguiente

2
4 EO -2 koni X

l,(X) = E,E,’ QT

(1.24)

(En realidad la intensidad del campo es el flujo del vector de Poynting

S=c/47E xH a través de una superficie, que al promediar en el

tiempo en un ciclo optico nos da la densidad de energia del campo
= |E[*/8 7).

Normalmente se llama constante de absorcion (o coeficiente de
extincién) a a = 2kyn;, y a su inverso d =1/« longitud de penetracion,
que es aquella en la que la intensidad decae a 1/e su valor en la frontera.

Otro aspecto a tener en cuenta es que al ser n complejo, la amplitud

del campo en la frontera no esté en fase con la incidente, siendo el desfase

13
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0 = arctg {u@ﬂ - arctg(—nrj (1.25)

tanto mayor cuanto mas grande sea la parte imaginaria del indice.
Podemos observar todas estas caracteristicas en la siguiente figura,
en la que representamos la propagacion del campo eléctrico incidente (no

el total) fuera del absorbente y del transmitido dentro.

1
Re(Et)

—

-20 20

=~
o
X

Figura 2. Parte real del campo eléctrico incidente (x <0) y transmitido
(x>0) frente a la coordenada normalizada ky,x para el caso n, =1.5,



2. PROPAGACION LINEAL EN UN SOLIDO CERCA
DE RESONANCIA

Introduzcamos una expresion para la constante dieléctrica lineal
valida para un solido i6nico en la proximidad de una resonancia,
despreciando otras contribuciones que no son importantes y considerando
que la amplitud del campo incidente es pequefia. En el apéndice B se

justifica con detalle esta expresion.

O+i
1+ &6°

e=n"=1+2Y¥ (2.1)

Llamamos a ¥ densidad optica, que sera siempre positiva, y a &

desintonia. & depende de la frecuencia de la luz incidente en la forma

s=r—® (2.2)

Y
de forma que si @ = w; se hace cero, apareciendo entonces un estado de
resonancia.  es una constante de relajacion relacionada con los procesos
microscdpicos en el absorbente (ver apéndice B).

De este modo la constante dieléctrica podemos considerarla
funcion de la frecuencia de la luz incidente, siendo mas apropiado el
nombre de funcion dieléctrica, que usaremos de ahora en adelante. (Ver
apéndice A).

En la figura 3 podemos ver como varian la parte real y la

imaginaria de ¢ al hacerlo &, en el caso particular de ¥ =1.
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2
gl’
,,,,, g
1 L
O,,,-7<~f*"1, \\\\‘«~7‘,,‘,
-10 10

Figura 3. Gréafica de las partes real (linea continua) e imaginaria
(discontinua) de la funcion dieléctrica en funcion de la desintonia para
v=1.

A partir de la definicién n® = & obtenemos las siguientes relaciones

generales para las componentes del indice de refraccion

’ 2 2
n, = Jgr NG T (2.3.a)

(2.3.b)

"o Ry

En la figura 4 podemos ver graficas de n,yn, en el mismo caso de la
figura 2 y para completar el analisis del caso particular ¥=1
representamos los factores de reflexion y transmision en funcion de la
desintonia en la figura 5.

Las expresiones exactas del indice en funcion de los parametros ¥
y o resultan bastante complicadas pero a continuacion analizaremos
algunos casos particulares. Antes hagamos un par de consideraciones

generales.
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Figura 4. Partes real (linea continua) e imaginaria (discontinua) del indice

de refraccion para las mismas condiciones de la figura 2.

2
r
,"/7\\ 77777 t
O A
-10 0 10

)

Figura 5. Variacion de los coeficientes de reflexion (r) y transmision (t)

con la desintonia para el caso ¥ =1.

¥ es positivo pero o puede ser positivo o negativo. Por ello
aunque la parte imaginaria de la funcion dieléctrica es siempre mayor que
cero, la real puede tomar en ocasiones valores negativos. Esto tiene

consecuencias importantes como veremos.

17
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2.1. DENSIDADES MUY BAJAS (¥ <<1)

En este caso, en el que el medio no sera sélido sino gaseoso, se verifica

que

S 2v 24

=1+2¥ >>
ér 1+62 "1+82 °

luego podemos aproximar

&’
Nelt+ei~eg (l+—'2j ~ & (2.5)

&

obteniendo
N =4 =~1+¥ J ~1 (2.6.a)
' ' 1+ 62
G i
n. ~ ~— 1 2.6.b
2 &, 2<< ( )

Solamente hay propagacion, con muy poca amortiguacion. Esto es l6gico

pues para ¥ <<1 recuperamos & =~ 1, que es el caso del vacio. Ademas

2
t=f—|~1 2.7.4a
1+n ( )
r=l—I<<1 270
+N << ( )

y apenas hay desfase al ser n real.
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N

N O

10

gr

,,,,, g

n

r

————— n

1

P

"

————— t
-10 0
)

(@)

(b)

()

Figura 6. Dependencia con o6 de la funcién dieléctrica (a), indice de
refraccion (b) y coeficientes de reflexion y transmision (c) para una
densidad ¥ = 0.05.

En la figura 6 vemos como se comportan los pardmetros en funcion

19

de la desintonia para el caso ¥ = 0.05.
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Podemos comprobar cémo salvo muy cerca de resonancia apenas
hay absorcion o reflexion. En la figura 7 podemos ver el comportamiento
del campo en este caso para valores =0 y 6=5. Para comparar la

longitud de onda interna con la del vacio recordemos que esta Ultima
tiene el valor 2z en unidades de Yk, .

(@)

(b)

ALY

kox

20

Figura 7. Propagacion del campo eléctrico en el caso de baja densidad
¥ =0.05 paravalores =0 (a) y o =5 (b). La linea continua representa

la parte real del campo y la de trazos su médulo.



Propagacion lineal en un sélido cerca de resonancia

2.2 DENSIDADES ALTAS (¥ >>1)

Si ¥>>1 la respuesta dependera mucho de los valores de la
desintonia. Analicemos distintas posibilidades, evitando aquellos casos en
que la densidad y el valor absoluto de la desintonia sean del mismo orden
pues entonces la respuesta serd complicada y variard mucho en funcién de
los valores concretos de los parametros, como se apreciara en el estudio
general. En la figura 8 podemos ver la respuesta del medio en el caso
¥ =20 variando la desintonia desde -30 a 30.

Analicemos las distintas posibilidades:

a) |o|>> ¥>>1

En este caso se verificara que

S5 +1>>2%,2¥5 (2.8)

y entonces estaremos en condiciones similares a las de densidades bajas
ya estudiadas anteriormente (Egs. 2.6). Asi pues es conveniente tener en
cuenta que la densidad efectiva no viene dada sélo por el pardmetro ¥,
sino que la desintonia es muy importante, y muy lejos de resonancia el
medio es practicamente transparente, aunque no hay que olvidar que la
expresion que usamos para la funcion dieléctrica no es valida con toda

generalidad muy lejos de una resonancia.

21
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@
nl’

----- n (b)
5 L
2

©

1 L
0 l
-30 0 30

Figura 8. Respuesta dieléctrica del absorbente en el caso ¥'=20 en
funcion de la desintonia. a) funcion dieléctrica, b) indice de refraccion, c)

coeficientes de reflexion y transmision.
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b) ¥>>06>>1

Ahora sera

2% 2¥
2> 2 = i
1+6 1+6

(2.9)

& R

la diferencia con el caso de baja densidad es que &, >>1 (también puede

serlo &;). Haciendo aproximaciones similares llegamos a

n~4_>1 (2.10.9)
n; ~ 2\/_ 5 (2.10.b)

Pueden apreciarse estas caracteristicas en la figura 8 en la zona
intermedia de desintonias positivas (5 < 6<10).

La renormalizacion de la longitud de onda es muy grande
(1 << 4,), y el decaimiento exponencial es mas lento puesto que

con lo cual d >> A4 y el campo describe varios ciclos dentro del medio
antes de absorberse.
En cuanto a la amplitud del campo transmitido tenemos que

|E|~‘ E, < E, (2.12)

el campo transmitido es relativamente pequefio, mientras que la reflexion
es apreciable. El desfase también es pequefio ya que n, >> n;. En la figura

23
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9 vemos el campo interno en el caso 6 =7.

0 10 20
kox

Figura 9. Parte real (linea continua) y amplitud (linea de trazos) del

campo dentro del absorbente enel caso ¥=20y 6 =7.
c) |o]<<1

En este caso se verifica justo lo contrario que en los anteriores:

2V 2P0
> >>1+ 5 =
1+ 0 1+06

g, (2.13)

& =

y el indice de refraccion viene dado esencialmente por la parte imaginaria

de la funcion dieléctrica

n, ~ % ~ AP >>1 (2.14.2)

N =— % A P>>1 (2.14.b)

Las partes real e imaginaria del indice son del mismo orden de magnitud
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y mayores que la unidad. En particular, al ser grande la parte imaginaria,
la absorcion es fuerte y el campo se amortigua rapidamente, en una escala
similar a la longitud de onda interna, que es mucho menor que la del

vacio.

d= 1 << 4 (2.15)

Utilizando las formulas que nos dan la transmision y la reflexion vemos
que la primera es muy pequefia mientras que la segunda se aproxima a

uno. En esta ocasion el salto de fase si es importante

—N; T
N _ 7 2.16
- j > (2.16)

r

0~ arctg(

Podemos ver una gréafica del campo para resonancia en la figura 10.

Figura 10. Parte real del campo y amplitud en el caso #¥=20y 6=0.
Vemos que la amortiguacion es rapida pero el campo describe al menos

una oscilacion.
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d) 5§<0, ¥>>|5]>>1

En este caso estamos por encima de resonancia y 1o que ocurre es que
g <0 |g|>> & conlocual

e |+

n,’ zJilz—li’ ~0 (2.17.a)
20

m2z|&1z15?%4>>1. (2.17.b)

Es la parte real negativa de la funcion dieléctrica la que nos da un indice
de refraccion practicamente imaginario, con lo cual la absorcidon es
inmediata, ocurre mucho antes de una longitud de onda. Este signo
negativo de &, significa que la polarizacion oscila en contrafase con el
campo incidente, y el decaimiento ocurre por interferencia destructiva
entre el campo externo y el de reaccion interno. La amplitud del campo

transmitido es pequefa:

2
+in,

E, <E, (2.18)

|Et|z|1

y la reflexion casi completamente uno:

1—in;
1+in,

-1 (2.19)

~
~

Se trata en este caso de un reflector perfecto més que de un absorbente;
en efecto, el medio se comporta como un metal, pero los fendbmenos

microscopicos son distintos ya que en un metal la reflexion total se debe a
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la oscilacion de los electrones libres (interaccion del campo con la
resonancia del plasma [6, 21]) mientras que aqui es la interaccion del
campo con los atomos resonantes lo que la provoca.

En la figura 11 vemos el campo dentro del medio para 6 = —4.

(@)

0 1 2

kox

Figura 11. Comportamiento del campo eléctrico para o=-4.
Observamos que a diferencia del caso préximo a resonancia, el campo se

absorbe antes de describir un ciclo.

Para que la parte real de la funcion dieléctrica sea negativa y por

tanto la reflexion casi total, debe verificarse la desigualdad

2 ¥
1+ &2

1+ <0 (2.20)

de donde
AP <5< w1 (2.21)

condicién que s6lo ocurre para densidades mayores que uno. En nuestro
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caso ¥>>1 y la condicion se simplifica a 0>06>-2%. Puede

demostrarse que la méxima reflexion ocurre para 6 ~ — ¥ en cuyo caso
r(-¥)=1-¢".

2.3. POLARITONES

Todo lo que hemos estado discutiendo tiene relacion directa con las
excitaciones propias del sistema. Si buscamos la solucién de la ecuacion
de ondas (1.13) en forma de ondas planas E =Egexp[—i(eot - kx)]

obtendremos la ecuacion de dispersion (apéendice A)

2

% () =K (2.22)

considerada como una ecuacién @(k) (recordemos que & depende de la
frecuencia). Sustituyendo &= &, pues en los casos que nos interesan
|le;|>> &, podemos resolverla obteniendo dos ramas separadas entre las
cuales hay una banda prohibida o "gap" desde w; hasta w; +2 ¥y . Los
campos con frecuencias entre esos limites no pueden propagarse dentro
del medio, siendo totalmente reflejados, de acuerdo con esta
simplificacion del modelo lineal. En la figura 12 esquematizamos esta
banda.

Estos estados mezcla de luz y materia fueron introducidos por
primera vez por Born y Huang [24] como el acoplamiento entre el campo
y las oscilaciones de la red i6nica (fonones) representado por unas
pseudoparticulas denominadas polaritones [6, 21]. En nuestro caso este

acoplamiento es entre la luz y las excitaciones de los sistemas de dos
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niveles que forman el medio. Los autores de la teoria correspondiente
fueron Hopfield [25] y Agranovich [26].

Kk

Figura 12. Esquema de las ramas polaritonicas. Puede apreciarse la region

de frecuencias prohibidas por encima de la propia del sistema.
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3. PROBLEMA NO LINEAL ESTACIONARIO

Como hemos dicho, en el caso general tenemos que resolver la
ecuacion de ondas no homogénea (1.9) con P la polarizaciéon del medio,
que dependera de E , t, X.

En muchos casos el campo incidente tiene una dependencia

: . 1 i
temporal casi armonica E (x,t)= > E(x,t)e'* +c.c., con la envolvente E
lentamente variable en el tiempo en forma de pulso de duracion 7,

siendo este tiempo muy superior a los propios de relajacion del sistema
T, y T, (ver apéndice B). Entonces la polarizacion eléctrica en el medio
sigue adiabaticamente al campo: responde instantdneamente a la

iot

variacion de éste y podemos escribir P(x,t):%P(E,x,t)e +c.c. de

forma que la dependencia temporal de P(E,x,t) es la misma que la de la

envolvente del campo. Ademas en casi todos los materiales no existe una

polarizacion eléctrica permanente en ausencia de campo externo, es decir,
P(E=0,x,t)=0 con lo cual es posible factorizar

P(E,x,t):Ai’z—x) E(x.1) (3.1)

pudiendo de este modo escribir

D =E +47P :%(lﬂ((E))Eei“" +c.c.5%g(E)Ee”"t +c.c (32)

Introduciendo esta expresion en las ecuaciones de Maxwell, del mismo
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modo que en el caso lineal y teniendo siempre en cuenta que los campos
son transversales (por eso la aproximacion de una dimension) llegamos a
la misma ecuacion de Helmholtz pero en este caso no lineal:

d’E

o+ KIE)E =0 3)

3.1. APROXIMACION DE LA ENVOLVENTE LENTAMENTE
VARIABLE (SVEA)

La solucion de esta ecuacion depende obviamente de la forma
funcional de &(E). Cuando el campo es pequefio, se podra hacer un

desarrollo

e(E)=1+ y(E)~1+ y(0)+ «E + fE*+... (3.4)
y podemos pensar que la solucion no estara lejos de la homogénea

E(x) = E(x)e** (3.5)

una onda plana con una envolvente E, donde la dependencia espacial de

la envolvente es mucho més suave que la parte de onda plana, es decir,

d?E

™ : <<[k,7] (3.6)

<< ko?j_i

Esta aproximacion, ampliamente utilizada, recibe el nombre de

aproximacion de la envolvente lentamente variable (SVEA en la literatura
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en ingleés) [2, 5].
Introduciendo esa expresion en la ecuacion de onda obtenemos

para la envolvente la siguiente ecuacion

o |
X | M

:%@;—1)% (3.7)

que presenta la ventaja de que pueden desacoplarse la amplitud y la fase

de E. Si escribimos

E(x) = [E(x)e""™ (3.8)
obtenemos

d|E Ko =

ddx :k?ei|E| (3.9.a)

49 _ K =

=2 ~1)g] (3.9.b)

Como la funcién dieléctrica dependera sélo del mdédulo (estamos
suponiendo medios isétropos), tenemos una ecuacion diferencial para |I§|
facil de resolver, al menos numéricamente, dependiendo de la forma de la
parte imaginaria de la funcién dieléctrica.

Sin embargo, la SVEA no nos da toda la informacion sobre el
comportamiento del absorbente para intensidades grandes, como veremos

mas adelante.
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3.2. FUNCION DIELECTRICA NO LINEAL

Nuestra funcion dieléctrica estacionaria no lineal cerca de resonancia es

o+

_14+2
C e 57+ AEf

(3.10)

donde & >0 es una constante que depende del medio (ver apéndice B).

Definiendo
g =142 sv15++§'2 (3.11.2)
| =|EJ? (3.11.b)
2
I = 1+95 (3.11.0)

donde &, no es méas que la funcion dieléctrica lineal, | la intensidad del
campo eléctrico e Iy un nuevo parametro que llamaremos intensidad de

saturacion, obtenemos una nueva expresion para la funcion dieléctrica [2,
9]

_L“& (3.12)

E=
1+ 1/1g

Con esta expresion vemos muy claramente que para intensidades muy
bajas recuperamos la respuesta lineal y si son mucho mayores que la de
saturacion & se aproxima a uno, esto es, el medio se hace transparente.
Podemos apreciar esto en las figuras 13 (densidad baja) y 14 (densidad
alta) en las que representamos el indice de refraccion en funcion de la

desintonia. Vemos como para intensidades muy bajas obtenemos los
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valores lineales y para las muy altas el medio se asemeja al vacio (n, ~1,

n, ~ 0) y la absorcidn es casi inexistente.

(@)

[HEN

(b)
05

30

Figura 13. Graficas de la parte real (a) e imaginaria (b) del indice de
refraccion para valores de la intensidad muy por debajo (caso lineal),

igual y muy por encima del de saturacion para ¥ =1.

Veamos qué nos dice la aproximacion SVEA en nuestro problema.
Utilizando las correspondientes relaciones llegamos a la siguiente
ecuacion para la intensidad

i

dr i

o 1
dx ko1+|/|SI (3.13)
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(@)

(b)

Figura 14. Igual que la figura anterior pero para densidad mucho mayor
(¥=20).

que podemos resolver inmediatamente sin mayor dificultad

In :gg i '(O); 109D _y eix (3.14)

Conviene observar que de la ecuacién diferencial se deduce
automaticamente que dl/dx <0 siempre, luego la intensidad del campo

decrece en el material en todo punto, de acuerdo con su condicion de
absorbente.
En esta aproximacion podemos diferenciar dos regimenes bien
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distintos:

a) Regimen lineal (1 << Ig)

En este caso de la ecuacion anterior se sigue que
1(x) ~ 1(0)e "ol (3.15)

La intensidad decae exponencialmente, como en el caso lineal, pero no
exactamente igual pues recordemos que en aquel caso la exponencial era

—Konix

e . Podemos verlo en la figura 15 para 1(0)= 0.1l (linea de puntos).

b) Régimen saturado (1 >> Ig)

Ahora podemos despreciar el término logaritmico y quedarnos con
1(x) ~ 1(0) = I kol X (3.16)

Curiosamente en este caso el decrecimiento es lineal, y tanto mas lento
cuanto menor sea la intensidad de saturacion. En la figura 15
representamos con linea continua el caso en que 1(0)=101I5 que entra
dentro de este régimen.

En el caso general la absorcion comienza siendo lineal para hacerse
exponencial al bajar del valor de saturacién, como se ve para 1(0)=Ig en
la grafica de trazos de la figura 15.

Antes de abordar el problema de la solucion exacta podemos
obtener una serie de conclusiones a partir de un sencillo estudio

cualitativo.
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1 b
| ":‘\
2\
N 1(0)=101 s
A p =1 &
5\
A\
o 1(0)=0.11 S
0 7.5 15

Figura 15. Decrecimiento de la intensidad del campo en el absorbente en
el régimen lineal (linea de puntos), saturado (linea continua) y en uno

intermedio (linea de trazos).

Dado que la intensidad del campo eléctrico depende de la
coordenada dentro el absorbente y que como hemos visto, en lineas
generales el campo ir4 decreciendo segun va penetrando en el material
debido a la parte imaginaria de la funcion dieléctrica, es posible que
aungue el campo alcance valores de saturacion en las proximidades de la
frontera, mas lejos su valor decaiga a magnitudes mas pequefias hasta
alcanzar el régimen lineal.

Si nos centramos en el caso mas interesante para nosotros, que es
aquel en el que la frecuencia del campo esta dentro de esa banda de no
propagacion (band gap) en la que en el caso lineal teniamos reflexion
total del campo (es decir <0, ¥>>|5|>>1), si la intensidad en la
frontera alcanza valores de saturacion tendremos que la parte real de la
funcion dieléctrica sera practicamente uno y la imaginaria muy pequefia.

A partir de la frontera el campo decrecera linealmente hasta algun
punto X, en que la parte real de la funcion dieléctrica cambia de signo
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haciéndose negativa. En ese momento el decrecimiento del campo viene
gobernado por esa parte real en lugar de por la imaginaria y sera muy
rapido en el espacio: el paso de régimen saturado a lineal ocurre en un
espacio mas pequefio que la longitud de onda.

En ese punto x, el campo se reflejard casi totalmente y esa onda
reflejada interferira con la que se propaga hacia adelante desde la
frontera. Como resultado podemos esperar que haya una modulacion en la
amplitud del campo interno tal y como esquematizamos en la figura 16.

Esto influira tambien en la reflexion del campo en la frontera.

Figura 16. Amplitud del campo dentro del absorbente.

3.3. SOLUCION EXACTA ESTACIONARIA

Debemos por tanto intentar resolver la ecuacion diferencial

compleja estacionaria

d’E i+0
— +kll1+2¥ E=0 3.17
dszr 0( * 1+52+(9|E|2j (3.17)
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Es posible resolverla de forma numerica (de forma analitica no podemos
puesto que la parte real y la imaginaria estan acopladas) pero tenemos el

problema de que las condiciones de contorno en la frontera

E, +E = EQ0) (3.18.3)

ik,(E, —E;)= ‘;—5(0) (3.18.h)

no nos permiten utilizarla como origen de la solucién, ya que no
conocemos a priori la relacion entre el campo y su derivada. Cuando
pasemos al formalismo de ecuacion integral este problema desaparecera
al estar las condiciones de contorno incluidas automaticamente en la
ecuacion.

Ahora podemos resolverlo haciendo una suposicién fisica [7]: dado
que el medio es absorbente, a una profundidad x, suficientemente grande
la amplitud del campo serd muy pequefia y a partir de ese punto sera

valida la aproximacion lineal y por tanto en esa region tendremos
E(x) = E(x, )" ) (3.19)
con n el indice lineal de modo que ahi sera

% (o) = onE () (3.20)

y conociendo el valor del campo y su derivada en un punto podemos
integrar la ecuacion diferencial hacia atras, fijando en cada caso la

posicion de la frontera (x =0) donde queramos y obteniendo a partir de
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E(0) y dE(0)dx el valor de los campos incidente y reflejado
correspondientes usando las condiciones de contorno en la frontera y por
tanto los factores de reflexion, transmision, etc.

Aprovechando que la ecuacion diferencial (3.17) es conservativa,
esto es, no tiene ningun término con la derivada primera del campo, para
integrarla numéricamente usamos la regla de Stoermer [27] con un paso
suficientemente pequefio.

Ademas conviene renormalizar nuestras variables para hacerlas

adimensionales. Definimos para ello

e=+6E (3.21.a)
& =koX (3.21.b)

y llamaremos e, a la amplitud del campo incidente estacionario. La

ecuacion diferencial (3.17) normalizada es muy sencilla

2 -
§—§+(1+2 w'ﬁ—az]e =0 (3.22)
o0& 1+ 0" +]€|

3.4. AUTORREFLEXION

Resolviendo dicha ecuacion por el método indicado [7 - 9]
podemos observar que cuando ¥ es pequeiio, lo que ocurre para
absorbentes poco densos, los resultados obtenidos son aproximadamente
los que nos daba la SVEA, sin que aparezca ninguna modulacion
importante al ser el cambio en la funcién dieléctrica y en el indice de

refraccion suave como vemos en la figura 17 para ¥ =1, 6 =-1.

41



Reflexién no lineal en la frontera de un absorbente denso

8
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O ]
0 20 40
kox

Figura 17. Perfil del modulo de la amplitud del campo eléctrico
normalizado |e| =+ 6|E| dentro del absorbente para valores de los

parametros ¥ =1, 6 =-1y campo incidente e, =7. La linea de trazos

representa la solucion SVEA.

Para valores grandes de ¥, y o dentro de la banda prohibida
polariténica (que son los pardmetros que nos interesan) vemos que hay
dos regimenes diferentes: si la amplitud del campo incidente es lo
suficientemente pequefia, sera valida la aproximacion lineal y habra gran
atenuacion y reflexion total. Si por el contrario el campo es lo
suficientemente grande la aproximacion lineal falla por completo y
obtenemos precisamente lo que habiamos supuesto en nuestro analisis
cualitativo anterior: cerca de la frontera hay gran saturacion y el campo
decae en promedio linealmente pero presentando una modulacion (méas o
menos visible dependiendo de los parametros concretos). Cuando el
campo ha decrecido lo suficiente, salimos rapidamente del régimen de
saturacion y la absorcion es muy rapida. En la figura 18 vemos el caso
¥=4,6=-4yenlald ¥=7, 6 =-7. Podemos observar que cuanto

mayor es la densidad, peor aproximacion es la SVEA puesto que la
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modulacion es mayor y la absorcion mas rapida.

Figura 18. Curva de absorcion para ¥=4, 6 =-4 y campo incidente
eo == 15

Figura 19. Curva de absorcion para ¥'=7, o6 =—7 y campo incidente
eo == 15

La explicacion es que en la SVEA estamos suponiendo una sola onda que
se propaga en la direccion del campo incidente mientras que en el caso

real, al haber ese abrupto salto de la funcién dieléctrica (y por ende del
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indice de refraccion) en el paso de una region a otra, el campo se refleja e
interfiere con el que se propaga hacia adelante produciendo esos maximos
y minimos. Es como si en ese punto apareciese un espejo inducido por el

propio campo, por ello hablamos de autorreflexion (véase la figura 20).

||
_ Autorreflejado |
Incidente < )
> < >
||
< Region de |1 Region
Reflejado en saturacion || lineal
la frontera ]

Figura 20. Esquema del fenomeno de autorreflexion inducida en el

medio.

La variacion del indice de refraccion puede apreciarse claramente
en la figura 21 en la que representamos el perfil del indice de refraccion
no lineal dentro del absorbente en el caso correspondiente a la figura 18.
Se observa el salto abrupto en el punto de cambio de régimen que
provoca la autorreflexion.

El campo total reflejado hacia el vacio sera ahora el reflejado en la
superficie frontera méas la parte autorreflejada en el interior que traspase
dicha superficie y que dependera del campo incidente, siendo la
reflectividad por tanto fuertemente dependiente de esta magnitud, como
se ve en la figura 22, en la que representamos reflectividad frente a

campo incidente enel caso ¥=4, 6 =—4.
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Fig 21. Perfiles de las partes real (linea continua) e imaginaria

(discontinua) del indice de refraccion no lineal dentro del medio para
parametros ¥'=4, o =—4 y campo incidente e, =15.

1
r
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0 7.5 15
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Figura 22. Coeficiente de reflexion frente a la amplitud del campo

incidente en el caso ¥ =4, 6 =-4.
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3.5. INFLUENCIA DE LA DESINTONIA

En los ejemplos que hemos visto hasta ahora se ha escogido un
valor concreto para la desintonia dentro de la banda prohibida
polariténica. Al depender el indice de refraccion en la zona lineal
fuertemente de este parametro, tambien lo hara la autorreflexion e incluso
fuera de la banda polaritonica ésta puede ser muy pequefia y
recuperaremos la respuesta que nos daba la SVEA. En la figura 23 vemos
cémo realmente ocurre esto: la modulacion del campo es maxima en el
centro de la banda polaritonica (0 = %) mientras que segun nos alejamos
de ese punto se va haciendo menor y suficientemente lejos apenas es
apreciable. Al coeficiente de reflexion le ocurre lo mismo como vemos en
la figura 24; depende fuertemente del campo incidente en el centro de la
banda prohibida, donde toma su valor més alto, y lejos de ahi su variacion

€S mucho mas suave.

3.6. RESPUESTA MULTIVALUADA

Cuando tenemos densidades de absorcién muy altas obtenemos un
resultado sorprendente: el coeficiente de reflexion puede tomar varios
valores para un mismo campo incidente (figura 25).

Es evidente que la causa de esta respuesta anémala es la onda
autorreflejada en la zona de cambio de régimen de propagacion que
provoca una modulacion muy fuerte del campo en el material.

Para que obtengamos respuesta multivaluada es preciso que el

cociente entre la parte imaginaria del indice de refraccion lineal y su parte
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real sea mucho mayor que la unidad.

20
e S Q
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20

5=0 )
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(d)

0 l

0 25 50
kox

Figura 23. Comportamiento del campo para distintos valores de la

desintonia en el caso ¥ = 4.
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Figura 24. Coeficiente de reflexion en funcion de la amplitud del campo

incidente para ¥ = 4.

Recordemos que ese cociente no es mas que la razon entre la
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longitud de onda del campo en el absorbente y la longitud de penetracion

de este.
1
;
05 F
0 ]
0 15 30
e

Figura 25. Coeficiente de reflexion en funcion del campo incidente para
¥=20, 6=-20.

En el caso de que varias de las posibles soluciones sean estables
puede que nos aparezca algun fenomeno de biestabilidad o
multiestabilidad Optica, pero esto no estd garantizado. Mas adelante lo

VEeremos.

3.7. PARAMETROS CRITICOS PARA LA RESPUESTA
MULTIVALUADA

Como acabamos de explicar, la posibilidad de respuesta biestable
de la reflectividad implica la existencia de varios perfiles del campo
eléctrico dentro del absorbente para un valor fijo del campo incidente, y
la inhomogeneidad espacial es crucial por lo que como ya esta explicado

no podemos usar una aproximacion de campo medio o de envolvente
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lentamente variable para resolver las ecuaciones. Si que podemos usar el
hecho de que la condicion optima en relacion con la desintonia sera que

o0 =— Y, que era la mejor situacion para alta reflexion en el caso lineal.

(@)

(b)

()

0 5 10

Figura 26. Coeficiente de reflexion en funcion del campo incidente en
condiciones Optimas 6 =— ¥ para valores de ¥ por debajo del critico

(a), igual al critico (b) y superior al critico (c).
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En primer lugar hemos realizado una serie de calculos numéricos
del coeficiente de reflexion utilizando la ecuacion diferencial para
observar detalladamente cuando aparece la respuesta trivaluada que

esperamos que dé lugar a biestabilidad.
Hemos encontrado [10] que el valor critico de ¥ es ¥, =4.66,

como puede observarse en la figura 26. Si ¥< ¥, no hay

comportamiento trivaluado de la respuesta optica para ningun valor de &.
Para valores mayores lo hay en un intervalo de desintonias que depende
de la densidad. En la figura 27 presentamos un ejemplo de una familia de
curvas r(e0,5) para un valor fijo de ¥=5.5> ¥,. Como puede verse

hay dos valores criticos de 6 que determinan los limites del intervalo de
respuesta trivaluada y que en ese caso son o =-8.35 y 5% =—3.43.
Ademés se confirma que el caso en que la biestabilidad es mas
pronunciada es ¢ =— ¥ =-5.5, como suponiamos.

Debemos prestar atencion a un hecho en cierta forma sorprendente:
hay valores del campo incidente para los cuales el coeficiente de reflexion
es nulo. Eso significa que no hay onda reflejada a pesar de que
inicialmente teniamos un reflector perfecto. Se nos ocurre una
explicacion sencilla: esto ocurre cuando la longitud de penetracion del
campo es un multiplo entero de la longitud de onda A . Tenemos entonces
una interferencia destructiva en regiones del absorbente distantes /2
una de otra debido a las oscilaciones en contrafase de la polarizacion
eléctrica.

Para finalizar esta seccién comentemos el comportamiento de

r(e,) cuando el parametro ¥ es sensiblemente mayor que su valor

critico y hay dos nuevas caracteristicas que no existian en el caso en que
¥ estaba proximo a ¥, .

51



Reflexién no lineal en la frontera de un absorbente denso

(a)

(b)

()

(d)

(€)

Figura 27. Variacion del comportamiento del coeficiente de reflexion con

la desintonia para un valor fijo ¥ =5.5.
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(@)

(b)

()

0 5 10

Figura 28. Aparicién de una segunda regién de reflexion multivaluada. El
segundo valor critico de ¥ es ¥,'=5.63.

La primera es que hay dos o mas regiones del campo incidente
separadas de respuesta trivaluada. Esto ocurre para ¥ > ¥,'=5.63 como

puede apreciarse en la figura 28. Para densidades mayores a esa puede
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haber biestabilidad en al menos dos zonas del campo incidente para las
que la reflexion disminuye bruscamente.

La segunda es la respuesta multivaluada (nos referimos a que el
coeficiente de reflexion toma mas de tres valores y podrian esperarse mas
de dos estables) que ya hemos mencionado, para ¥ mayor que

™ ~14.87 como muestra la figura 29.

En la Fig. 30 podemos ver los diferentes perfiles del campo
correspondientes al caso ¥=18, 6=—¥ y ¢, =15 (el de la fig 29 c)
para los cinco valores posibles del coeficiente de reflexion: r = 0.90 (a),
0.85 (b), 0.68 (c), 0.42 (d) y 0.31(e). Las soluciones en las ramas de
pendiente negativa de dicho coeficiente se caracterizan por la pendiente
positiva del campo interno cerca de la frontera. Esto nos hace pensar ya
que seran inestables pues el material es absorbente e inicialmente el

campo deberia decrecer.
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05+ w=115

[HEN

(b)

05 - w=y ™Z1487

05 | Y =18.0 dl

Figura 29. La respuesta multivaluada aparece para valores mayores que
it —14.87.
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40
el f=0.90 (@)
20

40

r=0.85 (b)
20

40

r=0.68 )
20

40

r=0.42 (a)
20

40

r=0.31 ()
20 |

0 7.5 15

Figura 30. Perfiles de la amplitud del campo dentro del absorbente para

los cinco valores posibles de la reflectividad correspondientes a un valor
fijo del campo incidente e, =15 y parametros ¥ =18, 6 =—¥.



4. PROPAGACION EN REGIMEN NO
ESTACIONARIO

La posibilidad de una respuesta multivaluada en la reflexion no
implica automéaticamente la aparicion de fenomenos de biestabilidad o
multiestabilidad Optica, puesto que pudiera ocurrir que de los estados
posibles no fuera estable mas que uno, pero es de esperar por analogia
con otros sistemas similares (véanse [16, 17] para resumenes sobre
fenomenos de biestabilidad optica) que al menos las ramas de pendiente
positiva del coeficiente de reflexion respecto al campo incidente sean
estables. Comprobaremos que efectivamente para ciertos valores de los
parametros existe biestabilidad: para un mismo campo incidente la
reflexion puede tomar dos valores igualmente estables, pero para otros no
ocurrira esto.

La biestabilidad optica es conocida desde hace bastante tiempo en
dispositivos que presentan algun tipo de realimentacion, como pueden ser
absorbentes saturables situados en cavidades en anillo (donde el
tratamiento es muy sencillo pues se puede usar la SVEA o incluso la
aproximacion del campo medio: suponer que la amplitud del campo en el
absorbente es constante) o lineales, de tipo Fabry-Perot. La peculiaridad
de nuestro sistema es que no existe tal realimentacion (no hay espejos
externos) o mas bien, esta se autoinduce en el propio material por la
accion del campo incidente.

Con objeto de observar la estabilidad de las distintas soluciones del
campo eléctrico obtenidas por medio de la ecuacion diferencial, hemos

llevado a cabo calculos de la evolucion temporal del sistema con las
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ecuaciones correspondientes. No tratamos de hacer un estudio exhaustivo
de la estabilidad del sistema desde el punto de vista de la teoria de
sistemas no lineales porque nuestro absorbente tiene infinitos grados de
libertad y no es facil reducir su dimensionalidad a unas pocas variables
importantes que definan perfectamente su evolucion. Sin embargo si
veremos los diferentes comportamientos dindmicos que aparecen en el

sistema para distintos valores de los pardmetros.

4.1. EL PROBLEMA DE LAS CONDICIONES DE CONTORNO. LA

ECUACION INTEGRAL

Si tratamos de resolver el sistema de ecuaciones de Maxwell-Bloch

(apéndice B)

N . u - 1
— =i=(ER" -E'R)-=(1+W) (4.1.a)
=2 R ~ER)T
%:-i“—iw—[m +Ti]R (4.1.b)
2
2
%+ ko?E = —4 7ky? uNgR (4.1.c)

nos encontramos con la dificultad del problema numérico y por afiadidura
hemos de imponer unas condiciones de contorno realistas.

Las condiciones iniciales para polarizacién e inversion de
poblacidén serdn sencillas: antes de que aparezca el campo todos los
atomos estan desexcitados, en el nivel inferior y al no haber dipolos

permanentes tendremos
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W(x,0)=-1, x €(0,) (4.2.2)
R(x,0)=0, x €(0,) (4.2.b)

Fuera del absorbente esté el vacio y la polarizacion es idénticamente nula
siempre.

El problema se plantea al imponer condiciones de frontera al
campo eléctrico. Ya vimos que en el caso estacionario habia que recurrir
a la técnica de la integracion "hacia atras" suponiendo que el campo se
absorbia, pero en este caso no podemos imponer una condicion para el
campo eléctrico en todo el espacio -al haber eliminado las derivadas
temporales en la ecuacion de ondas mediante la SVEA hemos perdido la
causalidad, todas las interacciones son instantaneas y el campo sigue
adiabaticamente a la polarizacion eléctrica, y no podemos pensar en un
pulso inicialmente propagandose hacia el absorbente y reflejandose y
absorbiéndose al llegar a él- pues fuera del absorbente tendremos tanto
campo incidente como reflejado. La solucion viene de la mano del
formalismo de ecuaciones integrales.

Puede comprobarse (Apéndice C) que la ecuacion de Helmholtz es

equivalente a la ecuacion integral

0

E(x,t)=E(x,t)+ ZMKoyNojdx' exp(ikolx — x)R(X" 1) (4.3)
0

donde E;(x,t) es la amplitud lentamente variable en el tiempo del campo

incidente,

Ei(x,t)= E;(t)e"" (4.4)
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La forma integral expresa el principio de superposicion: en un punto x el
campo eléctrico es la suma del campo incidente y de los campos
secundarios producidos en todos los otros x'. Esta ecuacion tiene la
enorme ventaja de incluir automaticamente las condiciones de contorno.

El valor del campo en la frontera es

E(0,t)= E;y(t) + 2 zikouN, j dx” exp(ikoX JR(X', 1) (4.5)

0

y la amplitud del campo reflejado sera

E,(t)=E,(0,t)- E,(t) = ZMkOyNOIdx'exp(ikox')R(x',t) (4.6)

0

De forma que conociendo la distribucion espacial de la polarizacion
eléctrica tendremos la reflexion.
Para llevar a cabo los calculos conviene renormalizar también las

variables temporales. Definiendo

t

_— 4.7.a
T (4.72)
T
-1 4.7.b
(41 T2 ( )
tendremos
, 1 1
W=L(eR —eR)-—=(1+W 4.8.a
y (R —eR)-— @+ w) (4.8.2)

R=—ieW —(i5 +1)R (4.8.h)
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e(e0=aleriv]ozenlle-eRE.) @80

donde e,(&, 7)= e, (7" = u/T,h E(7)e” y ¥y & son ya conocidos.

4.2. RESULTADOS DEL CALCULO NUMERICO

Para desarrollar los calculos numéricos debemos discretizar el
sistema. Es imposible trabajar con un absorbente infinito asi que
tomaremos uno de longitud L suficientemente grande como para que el
campo se anule antes de llegar a esa segunda frontera, ya que si no
tendriamos ahi reflexién y el problema seria completamente distinto al
caso semiinfinito. En la practica para un absorbente denso basta con que
L sea mayor que unas pocas longitudes de onda pues la absorcion se
produce antes.

La resolucién de las ecuaciones diferenciales (4.8.a, 4.8.b) se
realizd con un método Runge-Kutta de cuarto orden [27] con un paso
temporal suficientemente bajo como para que los resultados no
dependieran de él y se comprobd su validez en varios casos con un
método de tipo predictor-corrector. En cuanto a la ecuacién integral
acoplada (4.8.c) se utiliz6 un sencillo método de trapecios con pequefio
paso espacial, suficiente para describir adecuadamente el campo oscilante
(en concreto al menos cincuenta puntos en cada longitud de onda). El
método se modifico utilizando una aproximacion debida al doctor Luis
Plaja Rustein para propagar la solucion desde la frontera hacia adentro
que da muy buenos resultados y acelera considerablemente los calculos.

Por dltimo, para el campo incidente monocromatico utilizamos un
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periodo transitorio durante el cual el campo crecia linealmente hasta
alcanzar un valor final estacionario. Sin embargo vimos que la forma y
duracién del transitorio no influia para nada en el resultado final en el

caso de llegarse a soluciones estables.

4.2.1. Ciclo de histéresis 6ptica

En primer lugar tratamos de obtener un ciclo de histéresis cuando
el coeficiente de reflexion es multivaluado para el mismo campo
incidente con ¥ cerca de ¥,. La figura 31 demuestra esa posibilidad
para ¥ =7.

Para obtener esos resultados se operd de dos formas distintas. En el
primer caso (linea continua) variamos el campo a saltos esperando en
cada punto a que el sistema se estabilizase, es una solucion
"casiestacionaria”. La curva discontinua se obtuvo usando un campo
linealmente variable e, =vz con una velocidad de barrido constante
v =0.01 para aumentar y disminuir el campo. Observando la figura 31
puede concluirse que para los parametros utilizados es posible un ciclo de
histeresis. Este hecho, sospechado desde los primeros trabajos de Luis
Roso [7, 8] se confirma ahora por vez primera. Ademas hay una total
correspondencia entre el resultado estacionario obtenido con la ecuacion
diferencial (linea de puntos) y la solucién "casiestacionaria™ excepto por
la rama de pendiente negativa de la reflectividad que resulta ser inestable
como cabia esperar.

El valor de la velocidad de variacion del campo es comparable con
los tiempos propios de relajacion del sistema y por eso la correspondiente

curva discontinua presenta oscilaciones cerca de los puntos criticos del



Propagacion en régimen no estacionario

ciclo, esto es, esos puntos se alcanzan de forma no monétona, son lo que
en el lenguaje habitual de los sistemas no lineales se llama focos, estables
en este caso. El ciclo es mas ancho que el tedrico ya que el sistema tarda

un periodo transitorio en alcanzar el nuevo estado estacionario.

Figura 31. Ciclo de histéresis Optica para pardmetros ¥ =7, 6 =-7. La
curva en linea continua corresponde a la solucion casiestacionaria, la de
trazos se calcula variando el campo incidente con una velocidad v = 0.01.
La linea de puntos representa la solucion estacionaria obtenida con la

ecuacion diferencial.

En la figura 32 mostramos los perfiles del valor absoluto del campo
interno correspondientes a campos incidentes justo al lado de los valores
criticos en que se produce el salto de una rama a la otra y que
corresponden en este caso a e = 6.05 y el*) = 6.53.

Las graficas nos ensefian que los perfiles que corresponden a
pendientes positivas del campo en las cercanias de la frontera se hacen
inestables forzando al sistema a saltar a la otra rama. Como hemos dicho
antes, este tipo de perfiles corresponde a la rama de pendiente negativa

del coeficiente de reflexion que es absolutamente inestable.
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e =e?-0 (@)
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Figura 32. Perfiles de la amplitud del campo eléctrico dentro del
absorbente cerca de los valores criticos del campo incidente e((,l) =6.05y

e((,z) =6.53. ¥'=-0=7 (ver figura anterior).

Si incrementamos el valor de la densidad hasta ¥'=10 vemos que

sigue siendo posible un ciclo de histéresis también en este caso (fig. 33)
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pero una parte de la rama inferior correspondiente a los valores mayores
del campo incidente exhibe una inestabilidad de tipo autooscilacion
aungue no se aprecie claramente en la grafica (véase la siguiente seccion).
Una figura muy parecida puede encontrarse en [28] referente a la
biestabilidad de un laser multimodo en una cavidad de tipo Fabry-Perot.
La regla que deducimos es que a mayor densidad, mas grande es la parte

inestable de esa rama inferior.

st iR

o

Figura 33. Ciclo de histéresis para parametros ¥ =10, 6 =-10. La linea
continua se obtuvo variando el campo incidente linealmente con
velocidad de barrido v=0.02. La linea de puntos representa la solucién

estacionaria para los mismos parametros.

4.2.2. Autooscilaciones

En la figura 34b tenemos una figura parecida a la discutida maés
arriba para los mismos parametros pero con un rango de variacion del
campo incidente mas amplio que cubre la posibilidad de varias areas de

biestabilidad de la reflexion. Se utilizd una velocidad de barrido de 0.02
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para calcularla. Para comparar hemos dibujado en la fig. 34a el resultado

estacionario analogo con la ayuda de la ecuacion diferencial.

1
r (a)
05 |
0 [
1
(b)
05 | il H ‘\‘
b
0 6 9 1|2 15

®

Figura 34. Solucién estacionaria (a) y ciclos de histéresis (b) para las
diferentes regiones de respuesta multivaluada con los mismos parametros

que en la figura anterior.

Como podemos observar en la figura, para el conjunto de
parametros que hemos seleccionado (¥ =10, 6 =-¥) la Unica rama
estable del coeficiente de reflexion es la superior del primer ciclo de

histeresis. El resto son, al menos en parte, inestables.
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e =10 (b)

e =12 (c)
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Figura 35. Autooscilacion del coeficiente de reflexion para valores fijos
del campo incidente. Las figuras estan calculadas aumentando el campo a
saltos y esperando hasta alcanzar un comportamiento estable. Los
parametros son idénticos a los de las anteriores figuras (% =10,
o=-").

Para descubrir la naturaleza de estas inestabilidades y ver si
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siempre son oscilatorias o hay posibilidad de que aparezcan
comportamientos mas complejos, por ejemplo de tipo cadtico, hemos
realizado una serie de calculos, algunos de los cuales pueden verse en la
figura 35. Los célculos estan hechos con los pardmetros anteriores
(¥=10, 6 =—%¥) aumentando el campo a saltos y esperando hasta que
las oscilaciones se estabilicen.

El Unico tipo de inestabilidades que hemos observado han sido
oscilaciones, relacionadas tal vez con la existencia de ciclos limite entre
las diferentes soluciones estacionarias. Su periodo como puede verse
depende del campo incidente, pero siempre es del orden del tiempo de
relajacion de la polarizacion eléctrica T,. Podemos decir también que las
partes mas inestables de la curva son las proximas a los maximos locales
de reflexion.

Para asegurarnos del caracter oscilatorio de estas inestabilidades
realizamos la transformada de Fourier de las series temporales del
coeficiente de reflexion F(r) una vez superado el transitorio. EI método
de anélisis espectral es bastante comun en el estudio de este tipo de

fendmenos y nos puede ofrecer bastante informacion al respecto [29, 30].
Los resultados para valores del campo incidente e, =10, e, =12 vy

e, =14 pueden verse en la siguiente figura (las frecuencias f tienen
unidades de /T, ).

Como puede apreciarse, en todos los casos hay una frecuencia
principal - f =0.56 enel caso (a), f=0.39 enel (b)y f=105 en el (c)-
y contribuciones en multiplos enteros (armonicos) de dichas frecuencias.
Las sefiales son por lo tanto oscilatorias como deciamos.

En la figura 37 podemos ver los perfiles del campo en los

momentos en que la reflectividad alcanza sus limites maximo y minimo
en la oscilacion para amplitud del campo incidente e, =10. Curiosamente
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para ese valor del campo la ecuacion diferencial nos da una Unica
solucidn estacionaria, que como puede observarse no se corresponde con

ninguno de los limites.

F(r) (@)

LlLLL+

(b)

[T

1D U TS S
5

f

0 10

Figura 36. Transformadas de Fourier de la reflectividad en el caso

¥ =10, 6 =— ¥ para distintos valores del campo incidente.
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Figura 37. Perfiles del campo dentro del absorbente para los valores

limite minimo (a) y maximo (b) de oscilacion del coeficiente de reflexion.

la grafica (c) representa la solucion estacionaria teorica.

Para ver si son posibles otros comportamientos dindmicos

realizamos estudios similares con otros parametros mas altos (mayor
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densidad y campos incidentes mas grandes).

1
ro [ ()
05 | €, = 15
0
1.2
(b)
0.6 €,= 17
0
1
(c)
€,= 18
(d)
0.5 |‘ €, = 19

|
0 50 100
t/T,

Figura 38. Evolucion del coeficiente de reflexion a lo largo del tiempo
segun aumentamos el campo incidente de forma discreta para parametros
¥=18,6=-Y.

En las figuras 38 y 39 puede verse lo que ocurre para ¥ =18,
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o=—%. En el primer caso repetimos lo hecho para los pardmetros
anteriores aumentando el campo desde 15 a 19. En el segundo partimos

de campo 19 y lo reducimos hasta 15 realizando el camino inverso.

1
r (a)
0.5 ‘l‘ e, =19
0
1
(b)
€,= 18
1
()
e, =17
(d)
0.6 1\ €, = 15
0 |
0 50 100

t/T2

Figura 39. En este caso estudiamos la evolucién de la reflectividad para
los mismos pardmetros del absorbente pero disminuyendo la amplitud del

campo eléctrico incidente.
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Hay varias cosas que nos llaman la atencion. En primer lugar, el
comportamiento del absorbente no es el mismo cuando el campo crece
que cuando disminuye (podemos apreciarlo para valores del campo
incidente e, =15 y e, =17). Esto no debe sorprendernos pues sabemos
que existen varias posibles soluciones estacionarias en esos c€asos
correspondientes a ramas distintas, que como vemos son inestables.

También es en cierto modo extrafio el encontrar en algin caso
valores de la reflectividad por encima de uno. Desde luego esto es
imposible de forma estacionaria (significaria que se refleja méas de lo que
llega, esto es, aumentaria la energia en el absorbente) pero perfectamente
razonable en periodos transitorios puesto que al haber autorreflexion en el
interior del medio la energia puede reagruparse y en ciertos momentos

reflejarse méas de lo que llega.

F(r)

wy |

0 5 10

Figura 40. Transformada de Fourier de la evolucion temporal de la
reflectividad para campo incidente e, =19 y pardmetros del medio

¥=18,0=-Y.

Por ultimo el caracter oscilatorio de las inestabilidades es bastante

evidente (y se puede comprobar mediante la transformada de Fourier)
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salvo para el valor maximo del campo incidente. Por ello detallamos en la
figura anterior el espectro de la serie temporal correspondiente a ¢, =19.
(En los deméas casos es muy similar a los vistos anteriormente para
densidad mas baja, pero l6gicamente con frecuencias diferentes).
Observamos que la transformada de Fourier tiene maximos en

frecuencias multiplo de una bésica (f;~ 0.8) pero ademas hay

contribuciones apreciables en otras frecuencias colaterales que antes no
aparecian f ~ Nf, + f, con f, ~0.12. No puede hablarse de un espectro

continuo, que seria indicio de comportamiento cadtico, sino de un
fenomeno de casiperiodicidad, que no es nuevo en estos sistemas [29,
30].

4.2.3. Comportamiento caético

Dado que la casiperiodicidad es una de las posibles rutas hacia el
caos, podemos esperar que si aumentamos todavia mas nuestro parametro
de control, que es la amplitud del campo incidente, encontraremos
comportamientos irregulares.

Hemos hecho esto y podemos observar los resultados en las
siguientes figuras. La primera muestra la evolucion temporal del
coeficiente de reflexion segun crece el campo externo. A diferencia de las
anteriores hemos omitido en las graficas un tiempo transitorio prudencial

(cincuenta unidades). Lo primero que se observa es que comienzan a
aparecer irregularidades a partir de e, =19.5 manteniendo aun cierto

caracter oscilatorio. Para campo externo e, =20 la inestabilidad es ya
evidente, pero aparece un nuevo dibujo periddico si lo aumentamos en

una unidad.
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Figura 41. Series temporales de la reflectividad para valores crecientes

del campo incidente con pardmetros ¥ =18, 6 =— ¥.

Si el campo toma valores superiores, el comportamiento es siempre
del tipo del que aparece en la figura 41d para e, =22, absolutamente

inestable. La forma intermitente de alcanzar esta inestabilidad no es
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novedosa sino que se repite en muchos otros sistemas de tipo caotico
[29].

) e,=19.5 @

(b)

L o

(d)

MY

Figura 42. Transformadas de Fourier correspondientes a las series

temporales de la figura anterior.

En esta segunda figura (42) vemos el andlisis espectral de las
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anteriores series que evidencia mucho mejor el paso de un régimen
regular a otro irregular o cadtico, caracterizado por espectros continuos
con ciertas frecuencias privilegiadas que lo distinguen de fendmenos de
ruido.

No hemos desarrollado todavia un método que nos permita reducir
la dimensionalidad del problema (infinita al ser un medio continuo) para
conseguir unas pocas variables que contengan toda la informacién acerca
de la evolucion del sistema. Otra posibilidad es realizar un desarrollo de
nuestras variables (campo eléctrico, diferencia de poblacion y
polarizacion) en modos correspondientes a distintas frecuencias y
quedarnos con unos cuantos que describan bien el comportamiento del
absorbente. Este procedimiento es bastante habitual en la Optica cuantica
[16, 23] pero creemos gque en nuestro caso necesitaremos muchos modos

dada la gran inhomogeneidad y complejidad del sistema.
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CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

A lo largo del presente trabajo hemos realizado un estudio del
fenomeno de propagacion y reflexion de la luz en un medio absorbente
denso, partiendo del caso més sencillo hasta desarrollar una técnica que
nos permite resolver las ecuaciones de evolucion de este sistema en el
caso mas complicado. Podemos resumir los resultados obtenidos en los

siguientes puntos:

. Se han resuelto por vez primera las ecuaciones de evolucion
temporal del sistema, utilizando la forma integral de la ecuacion de
propagacion.

. Se ha comprobado la posibilidad de conmutacion entre las ramas
de los ciclos de histéresis tedricos, confirmando las previsiones de los
primeros resultados en régimen estacionario [2, 7 - 9].

. Se han encontrado comportamientos complejos en la respuesta
dindmica como son autooscilaciones, casiperiodicidad y finalmente

Caos.

De cara a verificar experimentalmente la existencia de estos
fendmenos es necesario encontrar materiales que tengan una respuesta
dieléctrica similar en ciertas zonas del espectro a la que hemos venido
utilizando. Una posibilidad son los cristales organicos con excitones de
tipo Frenkel (antraceno, naftaleno, etc.). La banda prohibida polariténica
en el espectro de excitaciones de estos materiales puede aparecer a bajas

temperaturas debido a la mezcla de excitones y fotones (ver [25, 26, 31]).
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Otra posibilidad son medios semiconductores que manifiesten efectos

polariténicos [32].

Hasta aqui las conclusiones que podemos extraer de este trabajo.
Dado que el tema no esta cerrado, en el futuro pensamos seguir
estudiando este tipo de sistemas centrdndonos principalmente en dos

aspectos:

. Inclusion de los efectos debidos a la correccion del campo local
(ver Apéndice B) que son importantes para estas densidades grandes,
aungue pensamos que no haran variar las caracteristicas principales
del problema.

. Descripcion de la evolucién del sistema por medio de un modelo
simplificado, bien sea encontrando unas pocas variables importantes o
realizando un desarrollo en modos, de forma que podamos explicar
completamente el paso de un régimen a otro (estabilidad,
autooscilaciones, caos) e incluso pronosticar comportamientos

distintos.



APENDICE A
LA ECUACION DE DISPERSION

En el caso de un medio lineal hemos dicho (1.12) que puede escribirse

D=E+47P =(1+4xyE =¢E (A1)

En un medio en general, la polarizacion eléctrica surge como reaccion al
campo externo. Para campos que varian a lo largo del tiempo E (7',t), la

polarizacion P (7 ,t) depende de los valores del campo en el punto 7 y su
entorno inmediato en todos los tiempos precedentes, debido a efectos de
retardo y a las propiedades colectivas de las excitaciones electronicas. En

la aproximacion lineal podemos escribir

I5(F,t):J‘ dr Jd3§ K@, 7;FE(t- 7,7 +5) (A.2)
0

[sl<cr

Donde K(§,7;F) es un tensor cuya dependencia con § caracteriza el
caracter no local del enlace. Debido al principio de causalidad la
integracién en la coordenada espacial se extiende al dominio dentro del
cono de luz correspondiente al pasado. En un medio espacialmente
homogéneo ilimitado el tensor K no depende de F, que sera lo que
supongamos.

En el caso general la permitividad o funcidn dieléctrica se define

como un tensor que liga las transformadas de Fourier de los vectores
desplazamiento y campo eléctrico [5(k, a)] y If(k, a)] respectivamente
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5K o) o 0k o) A3

Es decir, es una relacion de naturaleza dinamica y no estatica [22].
Usando la ecuacion material y la expresion de la polarizacion eléctrica y

aplicando la transformada de Fourier es inmediato que

8(|Z,(0)=1+Jﬂodz' Jd3§K(§, r)expﬁ(a)r+l2§)] (A.4)

Isl«cz

Vemos pues que en general la funcion dieléctrica depende de la
frecuencia y del vector de onda. La primera dependencia se llama
dispersion temporal y la segunda dispersion espacial. Nosotros nos

restringimos a excitaciones locales de forma que
K(s,7)=K(7)5(5) (A.5)

siendo &(3) la distribucion de Dirac, con lo cual s6lo tenemos dispersion

temporal

g(co)=1+jdr K(z)e'" (A.6)

0

De ahi viene la dependencia con la frecuencia del campo de la funcion
dieléctrica que siempre suponemos: su definicion a partir de las
transformadas de Fourier hace que aparezca de forma natural.

Cuando los campos con los que tratamos son monocromaticos o
casimonocromaticos (con envolventes muy suaves), la funcion dieléctrica

se restringe a la zona de frecuencias muy proximas a la del campo vy
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podemos considerarla practicamente constante, que es lo que suponemos

en el caso del medio lineal. Por eso la igualdad (1.11)
P=yE (A.7)

hay gque entenderla para cada frecuencia.

Por otro lado, que cuando el campo eléctrico incidente tiene forma
de onda plana con una funcion dieléctrica concreta en cada caso, la
ecuacion de ondas nos lleva directamente a la ecuacion de dispersion

2

k? —%g(a)):o (A.8)

cuyas soluciones nos dan las excitaciones propias del sistema, entre ellas
los polaritones. (Ver [21, 22])
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APENDICE B
MODELO MICROSCOPICO DEL SISTEMA

Como modelo microscopico de nuestro sistema utilizaremos la
teoria semiclasica: consideraremos clasico el campo eléctrico (suposicién
siempre valida en los rangos de intensidades altas que nos movemos) y
cuantico el sistema atémico, en concreto formado por atomos de dos
niveles.

Partiremos de la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo,
que para un atomo sobre el que actia un campo electromagnético externo
podemaos escribir [5]

(Ho —eE - F)¥(F,t)= ih%” (B.1)

donde H, es el hamiltoniano atdmico

",
Hy =——— VZ +U(r B.2
0 om +U(r) (B.2)

U (r) es el potencial electrostatico atémico. Esta ecuacion es valida en la
aproximacion dipolar o de onda larga, esto es, cuando consideramos que
el campo varia poco en distancias del orden de las atomicas, suposicion
cierta para las longitudes de onda habituales en infrarrojo, visible e
incluso ultravioleta. Por tanto supondremos que a escala atdmica

E (F,t) ~E(t), pero a escalas mayores (distancias entre &tomos) el campo

si depende del espacio.
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Al resolver el hamiltoniano atémico obtendremos como soluciones
un conjunto completo de estados propios (los orbitales atémicos) ¢,(r)
cuyas energias seran &,= fiw,. Dado que estos estados forman una base
del espacio de funciones de onda, podremos escribir la solucion de la

ecuacion de Schrodinger completa como combinacion lineal de ellos:

0= D a6, (F) ®3)

introduciendo esta solucidn en nuestra ecuacion, teniendo en cuenta que
las ¢#,(r) son las soluciones del hamiltoniano atémico y proyectando

sobre la funcién ¢, (F) llegamos a un sistema infinito de ecuaciones

diferenciales ordinarias acopladas para los coeficientes a,

%t ) Vi (020() (B.4)
con
e .o .
Vnm :?J‘¢m (r)r¢n(r)d r-E E;dnm -E (B-5)

—

d., =—er,, es el momento dipolar entre los estados ny m.
Debido a la normalizacion de las funciones de onda tiene que

verificarse que

Dl f =1 )

en todo instante de tiempo. Las poblaciones de los distintos niveles o
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probabilidades de que el sistema se encuentre en dichos niveles seran
2
Pa (1) =, (1) (B.7)

Para hacer la aproximacion de atomos de dos niveles pensemos que
podemos escribir la dependencia temporal del campo eléctrico en la

forma

E(t)e " +c.c. (B.8)

N =

E(t)=

donde E es una envolvente muy lentamente variable en el tiempo y que
la frecuencia de la luz incidente @, estd cercana a la frecuencia de la

transicion entre dos niveles atomicos @, (entre los cuales sea posible una
transicion de tipo dipolar eléctrica) y muy lejos de cualesquiera otras
posibles transiciones atomicas, con lo cual la probabilidad de que ocurran
éstas es practicamente nula, es decir estamos en las proximidades de una
resonancia. Si llamamos a esos dos estados 1 y 2 el esquema de nuestros

sistemas sera el que indica la figura B1.

\% L

Figura B1. Esquema de un sistema de dos niveles con frecuencia del

campo incidente por encima de resonancia.

Si colocamos nuestro origen de energias en el nivel inferior
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(0, =0, @, =w+) Yy tenemos en cuenta que por la paridad definida de

los estados atomicos allzazzzo (no hay momentos dipolares

permanentes) nuestro problema se reduce a las dos ecuaciones

da )
d_tl = _|V12a2 (B.9.a)
dditz — iwra, — IVya, (B.9.b)

Introduzcamos ahora el operador densidad, que en este caso de dos

estados puros toma la sencilla forma matricial [23]

. (alal* alaz*] _ (,011 Plzj (B.10)

a8, aa, Pau P2

Las cantidades p, Yy p,; estan relacionadas con el desplazamiento medio

de los electrones (y por tanto con la polarizacion eléctrica, como
veremos) puesto que para el atomo de dos niveles es inmediato

comprobar que

<a> - alzal*az + 6218.2*8.1 (B.ll)
mientras que o, Y p,, N0 son mas que las poblaciones de ambos niveles.

A partir de las ecuaciones para los coeficientes o bien directamente

usando la ecuacion de evolucion del operador densidad

- d
m?'toz [H.o] (B.12)

completamente equivalente a la de Schrddinger y que podemos emplear
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en el caso mas general de un sistema cuantico formado por muchas
particulas, llegamos a las siguientes ecuaciones de evolucion para los

elementos de la matriz densidad

dﬁt — iV, 0y, +C.C. (B.13.b)
d
,gtz =—iwrpy +iVy (,022 ,011) (B.13.c)

Podemos ver como se conserva la poblacion total p; + p,, =1 debido a
la normalizacién y la ecuacion para p,, es compleja conjugada de la de
0, (B.13.C).

Introduzcamos ahora fenomenologicamente  (aunque  esta
plenamente justificado en la teoria cuantica [23]) en nuestras ecuaciones
la posibilidad de relajaciones en las poblaciones (Unicamente la debida a

transiciones del nivel 2 al 1, puesto que las otras posibles las
consideramos improbables), representada por el tiempo T, que indica el

tiempo de vida media del estado excitado, y en la coherencia, por T,. Las

ecuaciones (B.13) se reducen a

d
Tll = —|_E (o1 - 1021)+ ,022 (B.14.3)
d

ﬁt E (o p21)_ T (B.14.b)
d . uE : 1

'gfl :—'ﬂh (02 _pll)_(la)T +T_2j,021 (B.14.c)

y ya hemos sustituido V,, por su valor
V21 :?dzj_'E E_E (B.15)
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suponiendo que la proyeccion del momento dipolar en la direccion del
campo es real (basta elegir las fases adecuadamente) y pasando ya a la
aproximacion unidimensional que venimos utilizando en este trabajo.
Esas tres ecuaciones gobiernan el comportamiento de un atomo de
dos niveles en presencia del campo externo. En cuanto a éste, su
evoluciéon viene dada por la ecuacion de ondas general (1.9). Para
relacionar la polarizacion macroscopica P con los parametros
microscépicos recordemos que se define como el valor esperado del

momento dipolar por unidad de volumen [3]
1 _
P (x,t)={er) :Ezedlz (P12 +p21)= tNo (P12 +P1 ) (B.16)

donde la suma se realiza sobre un elemento de volumen £ que contiene
muchos atomos pero es pequefio respecto a la longitud de onda del campo
eléctrico y N, es la densidad de atomos en el medio, que consideramos
uniforme; si no lo fuera habria que realizar un promedio con la
distribucion de densidades dependiente de la frecuencia (ensanchamiento
inhomogéneo). EI valor de los elementos de la matriz densidad
promediados p, Y p, dependera ahora de la coordenada x. Por no
complicar la notacion omitiremos de ahora en adelante la barra que indica
los promedios.

Promediando del mismo modo sobre todos los atomos en el
elemento de volumen las ecuaciones del sistema de dos niveles para pasar
a magnitudes macroscopicas tendremos las ecuaciones materiales. El
campo electrico serd ahora el macroscopico, con dependencia de la

coordenada sin salirnos de la aproximacion dipolar como ya explicamos.
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Hagamos ahora la aproximacion de la onda rotante (RWA) o de la
envolvente lentamente variable en el tiempo, es decir supongamos que la
dependencia temporal de nuestras variables es "casiarménica”, que es lo

que hemos venido haciendo siempre:

E(xt)= % E(x,t)e” " +c.c. (B.17.a)

o (X, 1) = % R(x,t)e” ! (B.17.b)

con las condiciones de la SVEA:

2

%TzE << ddlf <<|wy?E| (B.18.9)
2

C:jtzR << @, ((jjlj <<|w¢?R| (B.18.b)

La suposicion de las envolventes suaves es muy razonable en casi todos
los casos de interés practico. En primer lugar el campo eléctrico incidente
tendra forma de pulso de duracion 7, que siempre sera mucho mayor que
el periodo dptico (de hecho sélo recientemente se han conseguido pulsos
cuyo tamafio son unos pocos femtosegundos y cuya propagacion hay que
estudiar fuera de la SVEA, pero no los consideramos aqui. Habitualmente
su duracion sera superior al picosegundo y entonces 7, >>1/w, ). Por
otro lado, de las frecuencias relativas a los procesos microscopicos del
sistema, sélo la de la transicion atbmica @, es comparable a @, (estamos
en resonancia), mientras que tanto la frecuencia de Rabi [5] Q= uE/7,

como T,y T," que son las frecuencias de variacién de los elementos de

la matriz densidad (ver ecuaciones B.14) son mucho menores que la del

campo incidente (salvo para intensidades del campo mucho mayores que
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las que consideramos aqui).

Despreciando entonces completamente las variaciones temporales
de las envolventes en la ecuacion de ondas llegamos a las ecuaciones de
Maxwell-Bloch, que usaremos para resolver la propagacion del campo en

nuestro sistema;:

N . u « «

— =i=(ER" -E'R)-=—(1+W) (B.19.a)
2 =2 )7,

%:—i“—: —[iA +TL)R (B.19.b)
E :

2 ko?E = —4 7k, 1N R (B.19.c)

donde hemos definido una nueva variable llamada diferencia de
poblacion W = p,, —p,; y aparece la desintonia 4 = w; — w,. Estas
ecuaciones fueron usadas por primera vez para describir fendmenos
opticos por Feynman, Vernon y Hellwarth [33].

Veamos como recuperar la expresion de la funcion dieléctrica que
hemos venido utilizando. Para ello resolvamos el sistema en el caso
estacionario. Anulando las derivadas temporales de R y W, despejando
estas variables en funcién del campo eléctrico y sustituyendo en la

ecuacion de propagacion de éste llegamos al siguiente resultado

ZE 2{1+ 4z piNGT,(i+4T))
0

E=0 B.20
X2 n (AT2)2+l+y2|E|2T1T2/h2} (B.20)

Comparando con la ecuacién de Helmholtz (3.3) vemos que la funcion

dieléctrica tiene la forma
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2 .
£(E) =1+ 224 NoT _ '+A2T2 a 2 (B.21)
ho (AT,) +1+ LP|EPT,T,/n
y definiendo los pardmetros
2
W= 2’”‘—hNoT2 (B.22.2)
5=A4T, (B.22.b)
ﬂz
QZ?T]_TZ (B.22.C)
obtenemos la expresion [2]
O+
e=1+2Y¥ B.23
1+ 6° + 4 EF (B.23)

Para valores pequefios del campo eléctrico puede despreciarse |Ef* en el

denominador y llegamos a la funcién dieléctrica lineal

O+1
1+ 652

g =1+2%¥ (B.24)

Es posible en este caso lineal llegar a esa expresion por un método
enteramente clasico, el modelo de Lorentz [5, 6] que considera los &tomos
en presencia del campo eléctrico monocromatico de frecuencia @, como

si fuesen osciladores forzados con friccion con frecuencias propias o;

para llegar a una expresion para la funcién dieléctrica

e=1+ Y A 1 (B.25)
Yw.? — w2 —i
j j o ~ %
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Cuando estamos cerca de una resonancia w, ~ @, podemos despreciar
los términos del sumatorio correspondientes a otras frecuencias propias
pues los denominadores seran muy grandes y quedarnos unicamente con
la contribucién del oscilador resonante. Ademéas podemos hacer la

aproximacion

|A|:|a)k — a)ol<< @, Dy (826)
con lo cual
o —w,’ = (a)k + w, Xa)k — a)o)z 2w,4 (B.27)

y relacionando los pardmetros del oscilador con los del atomo de dos
niveles recuperamos nuestra conocida formula en el caso lineal. De este
modo lo que hemos llamado densidad éptica tiene mucho que ver con las
frecuencias propias de oscilacion de los electrones en el medio. Para una
comparacion detallada entre los dos modelos ver [5].

Estamos considerando como unica contribucién a la respuesta
dieléctrica la de los electrones ligados a los iones (ya sea cuanticamente
como atomos de dos niveles o en la teoria clasica como osciladores
forzados). En un sdlido siempre puede haber otras contribuciones: en
primer lugar las debidas a efectos de relajacion de dipolos microscopicos,
relacionadas con frecuencias por debajo de las que consideramos, que dan
una constante dieléctrica de fondo. En nuestro caso esa aportacion se
reduce a cambiar el 1 en la expresion de la funcién dieléctrica (B.23) por

algin &, lo cual no afecta en absoluto al problema. Tenemos también las

aportaciones debidas al movimiento i6nico (fonones Opticos y acusticos)
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cuyas frecuencias propias estan en regiones mucho mas bajas que las
electrénicas por ser la masa ionica mayor y que por ello no consideramos.
En el caso de metales existe también la contribucion de electrones libres,
que se describe por medio de la frecuencia de plasma, pero nuestro
absorbente es un dieléctrico en el que la frecuencia del campo queda muy
por debajo de la energia de ionizacion y esa contribucion es nula.
Tampoco estamos en el caso de un material semiconductor, que a todo lo
dicho afade las transiciones entre bandas y por todos estos motivos
nuestra expresion es véalida con generalidad dentro del intervalo de
frecuencias opticas en el que nos movemaos (salvo por el hecho del campo
local que veremos a continuacion).

Para explicaciones mas detalladas sobre las distintas contribuciones

a la funcion dieléctrica pueden consultarse [6, 34].

EL PROBLEMA DEL CAMPO LOCAL

Al pasar de las ecuaciones que describen la interaccion de un solo
atomo de dos niveles con el campo eléctrico incidente a las
macroscopicas para la colectividad, hemos realizado simplemente un
promedio, suponiendo que la respuesta de cada atomo no se ve afectada
por la presencia de atomos vecinos. Esto tiene sentido en materiales poco
densos (gases a baja presion, por ejemplo) en que la distancia entre
atomos es relativamente grande, pero en medios sélidos densos como nos
interesan a nosotros hay que considerar la contribucion de los atomos
Vecinos.

Si pensamos que cada atomo en presencia del campo eléctrico se
comporta como un dipolo elemental de momento dipolar ., el campo que
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realmente ve es el campo medio méas el creado por todos los dipolos
proximos que le rodean. Utilizando esta idea Lorentz y otros dedujeron
que el campo microscépico era

4
Eicat =E +?P (B.28)

en el caso de que la simetria de la red idnica fuera cubica, aunque la
expresion es valida también en sistemas sin simetria (gases, liquidos,
solidos amorfos). Si la estructura es mas complicada puede variar el
factor 47/3 pero como es de esperar el campo local es el promedio mas
un término proporcional a la polarizacion. Un analisis del problema del
campo local y las ecuaciones macroscopicas para dieléctricos junto con
numerosas referencias historicas puede encontrarse en [22].

Podemos sustituir entonces el campo en las ecuaciones materiales
por el campo local para incluir el efecto de los &tomos vecinos. En la
ecuacion de ondas sin embargo el campo es el macroscopico, el de
Maxwell, no el que localmente ven los atomos. Realizando este cambio la
Unica variacion en nuestras ecuaciones es que la desintonia se ve

corregida con un término proporcional a la diferencia de poblacién

47 u®N
A=A +?'u—h°WEA+ALW (B.29)

en el caso de simetria clbica. En el caso mas general la expresion sera la
misma pero A, tendrd un valor distinto dependiente igualmente de la
densidad de 4tomos.

Asi pues la presencia de a&tomos vecinos se trasluce en un cambio

en la desintonia, hay un desplazamiento en la frecuencia propia del
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sistema de dos niveles de forma que varian las condiciones de resonancia.
En la figura siguiente vemos representada la variacion de la desintonia en
el caso en que dicha variacion es maxima, que corresponde a una

diferencia de poblacion W = 1.

e
(R R TN

>

Y
Figura B2. Esquema del sistema de dos niveles con la correccién del

campo local en el caso W = —1.

Dado que los niveles atomicos excitados tienen cierta anchura
(relacionada con su tiempo de vida media, en este caso T, y T,) si el
desplazamiento provocado por el campo local no es suficiente para
sacarlos de esa banda, esta correccion apenas tendrd importancia y
podemos prescindir de ella. En otro caso habra que tenerla muy en
cuenta. Hasta la fecha se han publicado varios trabajos analizando la
importancia de esta correccion en gases y solidos pero fuera de las
condiciones de autorreflexion [14, 35 - 38].

Nosotros en este trabajo no hemos considerado esta contribucion
pues pensamos que no afecta cualitativamente a los resultados (aunque si
cuantitativamente), complicando considerablemente los célculos. En estos
momentos estamos trabajando en una ampliacion de la teoria con la

correccion del campo local.
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APENDICE C
FORMA INTEGRAL DE LA ECUACION DE ONDAS

La forma integral de la ecuacion de ondas ya hemos dicho que
puede entenderse como el principio de superposicion lineal: el campo
eléctrico que actia sobre un punto de un material es la suma del campo
incidente mas las interacciones con los dipolos que rodean dicho punto.
Puede obtenerse entonces de forma relativamente simple el teorema de
extincion de Ewald-Olsen (véase por ejemplo [4]) cuya interpretacion es
que la onda incidente desaparece en el medio material como resultado de
la interferencia con el campo dipolar y es reemplazada por otra en general
de diferentes caracteristicas (velocidad, direccion, etc.).

Esta forma es muy apropiada, casi diriamos que indispensable, para
la solucién de problemas de propagacion no lineal en regimenes
transitorios y se ha utilizado particularmente en el estudio de la
propagacion de un campo eléctrico a través de una lamina delgada [11 -
14]. Aqui vamos a comprobar su equivalencia con la forma diferencial
prescindiendo de la interaccion dipolo-dipolo y por tanto de la correccion
del campo local, siguiendo la referencia [15].

Comencemos con el caso méas general sin hacer suposiciones sobre
la forma del campo eléctrico pero restringiéndonos como siempre al caso

unidimensional de incidencia normal. Partimos de la ecuacion de ondas

FPE 1 PE A4xO°P
X2 2 a2 2 Al
Vamos a resolverla usando la teoria de las funciones de Green [39].

(C.1)
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Como es sabido la solucion de una ecuacion diferencial no homogénea
como esta es la suma de la solucion general de la homogénea mas una
solucidn particular de la ecuacion total. Esa solucion particular se halla
mediante la funcion de Green o propagador de la ecuacidn, que es
solucién de la homogénea en todo punto salvo en el origen y que debe

tener una serie de propiedades de simetria.
En nuestro caso la funcion de Green G(x— x',t—t") obedecera la

ecuacion
G 1 7°G , ,
SRR =-0(x—x")5(t-t") (C.2)

donde ¢ es la conocida funcién (distribucion en realidad) de Dirac.

Esa ecuacion tiene dos tipos de solucion: avanzada y retardada,
pero solo nos interesa la segunda que contiene el principio de causalidad:
el efecto de una perturbacién es posterior a que ésta ocurra. La solucion
avanzada solo se utiliza en problemas de teoria cuantica de campos para
fendmenos instantaneos y en nuestro caso no tiene sentido fisico.

Por tanto la solucién es

donde {=x-x', r=t—t' y @ es la distribucion salto de Heaviside

definida mediante
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O(z)=0; z<0 (C.4.9)
O(z2)=1, z>0 (C.4.b)
de(z) (ZZZ) - 5(2) (C.4.0)

De forma equivalente la solucién puede escribirse como

G™(C, T)zg@(r—gj @(T+£j (C.5)

c C

forma en la que es trivial verificar que cumple la ecuacion diferencial.

La solucion de la ecuacion homogénea que se elige es el campo
incidente desde el exterior del absorbente E;(x,t) y que sabemos que

verificara
E;=f(x—ct)+b(x+ct) (C.6)

La solucion de la no homogénea es la superposicion de las ondas
elementales originadas en cada punto del absorbente, esto es, la

propagacion de la perturbacion. Tenemos entonces que

E(x,t)=E;(x,t)—
ol et o Az P (C.7)
—L dx J‘_wdt G (x—x"t-t )C2 ( 3 jt:t'

y sustituyendo la expresion para la funcion de Green e integrando por

partes respecto de la variable temporal llegamos a
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E(x,t):Ei(x,t)—%’rj dx'gp(x ,t—lx;cx'lj (C.8)
0

Dada una onda incidente, la onda transmitida es la solucion de esa
ecuacion para x >0 mientras que la reflejada estd descrita por el término
integral en x <0. Las condiciones de contorno estan implicitas en la
eleccion de la onda incidente como solucién homogénea.

El paso siguiente consiste en hacer la aproximacién de la
envolvente lentamente variable en el tiempo pero no en el espacio, es

decir escribiendo los campos en las conocidas formas

E.(x,t)== E (x,t)e" ™" +c.c. (C.9.a)
E(xt)=> E(x,t)e‘i‘"(’t +cC.C. (C.9.h)
P(x,t):% P(x,t)e”“" +c.c. (C.9.c)

Despreciando en la integral el término &P/&t en comparacion con iwP

obtenemos
E(x,t)=E;(x,t)+

* C.10
+27zikoj dx'’ P(x‘ t—I - )exp(lkolx x'[) (€.10)
0

Como la absorcidn total ocurrird en un intervalo muy pequefio del medio
de pocas longitudes de onda, la contribucion a la integral de puntos mas
alla de esa longitud efectiva sera nula y por tanto es posible despreciar el
tiempo de propagacion |x — x'|//c pagando el precio de perder los efectos

de causalidad pero acelerando los calculos sin variaciones apreciables en
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los resultados obtenidos. Teniendo en cuenta ademas que por nuestras

definiciones se verifica que
P(x,t)= uNyR(x,t) (C.11)

la forma integral de la ecuacion de ondas que utilizaremos se reduce a

E(x,t)=E;(x,t) + 2 zikouN, jdx'exp(ikolx -xDR(x",t) (C.12)

0

donde prescindimos de los efectos de causalidad como ya hemos dicho.
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