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Capitulo 1

Ecuaciones diferenciales de
segundo orden

1.1. Introduccion

Las ecuaciones lineales de segundo orden tienen una importancia primordial
en el estudio de las ecuaciones diferenciales por dos razones principales. La
primera es que las ecuaciones lineales poseen una rica estructura tedrica que
sustenta varios métodos sisteméticos de resolucién. Ademads, una parte sus-
tancial de esta estructura y estos métodos son comprensibles en un nivel
matemaéatico bastante elemental. Otra razén para estudiar las ecuaciones li-
neales de segundo orden es que son imprescindibles en cualquier investigacion
seria de las dreas clasicas de la fisica-matematica.

Una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden tiene la forma

d*y dy
@ =f <x,y, %) (1-1)

en donde f es alguna funcién dada. Se dice que la ecuacién (1.1) es lineal si
la funcion f puede escribirse como

(o ) = ata) = )32 — atey (12)

en donde g, p y g son funciones especificas de la variable independiente x.
En este caso, la ecuacién (1.1) queda,

Y+ p)y +qx)y = g(z) (1.3)
en donde los apdstrofos denotan derivacion con respecto a x. En vez de (1.3),
a menudo se ve la ecuacion

P(x)y" + Q(2)y + R(z)y = G(x) (1.4)
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por supuesto, si (1.4) se divide en P(x), entonces se reduce a la ecuacién

(1.3) con @) @ )
_ Qx o) = R(x o) = G(x

Al analizar e intentar resolver (1.3), es necesario restringirse a intervalos en
los cuales p, ¢ y ¢g son funciones continuas.

Si (1.1) no es de la forma (1.3) o (1.4), entonces se dice que es no lineal. Un
analisis extenso de las ecuaciones diferenciales no lineales de segundo orden
es demasiado dificil para un proyecto de este nivel, por lo que se dira rela-
tivamente poco acerca de ellas. Sin embargo, existen dos tipos especiales de
ecuaciones no lineales de segundo orden que se pueden resolver mediante un
cambio de variables que las reduce a ecuaciones de primer orden.

Un problema con valor inicial consta de una ecuacién diferencial como (1.1),
(1.3) o (1.4) junto con un par de condiciones iniciales de la forma

{ y(zo0) = Yo (16)

(1.5)

Y'(0) = Yo

en donde yo v y;, son numeros dados. Podemos ver que las condiciones iniciales
para una ecuacion de segundo orden prescriben no sélo un punto particular
(x0,90) por el que debe pasar la gréfica de la solucién, también la pendien-
te y, de la grafica en ese punto. Resulta razonable esperar que para una
ecuacion de segundo orden se necesiten dos condiciones iniciales porque, en
términos generales, para hallar una solucién se requieren dos integraciones
y cada una introduce una constante arbitraria. Es de supones que bastaran
dos condiciones iniciales para determinar los valores de estas dos constantes.
Las ecuaciones lineales de segundo orden surgen en muchas aplicaciones im-
portantes. Por ejemplo, el movimiento de una masa sujeta a un resorte y
muchos otros sistemas oscilatorios simples, se describen por una ecuacion de
la forma

m—s- +c— + ku = F(t) (1.7)

en donde m, ¢y k son constantes y F' es una funcién prescrita. Otro ejemplos
son la ecuaciéon de Bessel de orden v,

22y fay + (22 =1y =0 (1.8)
y la ecuacion de Legendre de orden «,

(1—2%)y" — 22y +ala+ 1)y =0 (1.9)



en donde v y « son constantes. La ecuacion de Bessel se presenta en muchas
situaciones fisicas con mayor frecuencia en problemas que comprenden geo-
metria circular, coma la determinacion de la distribucion de temperaturas en
una placa circular. La ecuacién de Legendre se encuentra frecuentemente en
situaciones fisicas que estan relacionadas con geometria esférica.

1.2. Ecuaciones homogéneas con coeficientes
constantes

Se dice que una ecuacién lineal de segundo orden es homogénea si el término
g(x) de la ecuacién (1.3), o el término G(x) de la (1.4), es cero para toda
x. En caso contrario, la ecuacion es no homogénea. Como resultado, el
término g(z), o el G(z), algunas veces se le nombra término no homogéneo.
Se empezara el andlisis con las ecuaciones homogéneas, las que se escribirdn
en la forma

P(a)y’ + Q(2)y + R(z)y = 0 (1.10)

Mas tarde se demostrard que una vez que una vez que se resuelve la ecuacién
homogénea, siempre es posible resolver la ecuacién no homogénea correspon-
diente (1.4), o por lo menos expresar la solucién en términos de una integral.
Por tanto, el problema de resolver la ecuacién homogénea es el fundamental.
Ahora vamos a centrarnos en las ecuaciones para las que las funciones P, ()
y R son constantes. En este caso la ecuacién (1.10) se transforma en

ay” + by +cy =0 (1.11)

en donde a, by ¢ son constantes dadas. Resulta que la ecuacién (1.11) siempre
puede resolverse con facilidad en términos de las funciones elementales de
célculo. Por otra parte, suele ser mucho mas dificil resolver la ecuacién (1.10)
si los coeficientes no son constantes.
Antes de abordar la ecuacién (1.11) , considérese en primer lugar un ejemplo
especialmente sencillo;

y'—y=0 (1.12)

que es de la forma (1.11) con a = 1, b = 0 y ¢ = —1. En otras palabras, la
ecuacion pide que se busque una funcién con la propiedad de que la segun-
da derivada de esa funcién sea igual a ella misma. Al reflexionar un poco se
recordara al menos una conocida funcién del calculo con esta propiedad, con-
cretamente y; (z) = €”, la funcién exponencial. Con un poco més de reflexién
también se puede llegar a una segunda funcién, ys(x) = e~*. Algunos ensayos



mas pueden revelar que los miltiplos de estas dos soluciones también son so-
luciones. Por ejemplo, las funciones 2e* y 5e~* también satisfacen la ecuaciéon
(1.12), como es posible comprobar si se calculan sus segundas derivadas. De
la misma manera, las funciones ci1y;(x) = c1e” y coya(x) = coe™* satisfacen
la ecuacién diferencial (1.12) para todos los valores de las constantes ¢; y
co. A continuacion, es de suma importancia observar que cualquier suma de
soluciones de la ecuacién (1.12) también es una solucién. En particular, dado
que c1y1() y cay2(x) son soluciones de (1.12), asi también lo es de la funcién

y = 1y1(x) + coya(x) = c1€” + coe™* (1.13)

para valores cualesquiera de ¢; v ¢o. Una vez mas, esto puede verificarse
al calcular la segunda derivada y” a partir de (1.13). En efecto, se tiene
Y = 1€ — e y iy’ = c1e® — cpe”®; por lo tanto, y” es igual a y, y se
satisface la ecuacién (1.12).

Ahora un resumen de lo que se ha hecho hasta el momento en este ejemplo.
Una vez que se observa que las funciones y;(z) = €* y yo(z) = e, son
soluciones de ecuacién (1.12), se concluye que la combinacién lineal general
(1.13) de estas funciones también es una solucién. Dado que los coeficientes
c1y ¢o de la ecuacién (1.13) son arbitrarios, esta expresién representa una
familia doblemente infinita de soluciones de la ecuacién diferencial (1.12).
Ahora es posible considerar cémo elegir un miembro en particular de esta
familia infinita de soluciones que también satisfaga un conjunto dado de
condiciones iniciales. Por ejemplo, supongamos que se busca la solucién de
la ecuacién (1.12) que también satisfaga las condiciones iniciales

{ 558;2—1 (L14)

En otras palabras, se busca la solucién que pasa por el punto (0,2) y que
en ese punto tiene la pendiente —1. Primero, se hace xt = 0y y = 2 en la
ecuacién (1.13); con ello se obtiene

1+ cy = 2 (115)

Luego, se deriva la ecuacion (1.13), lo que da por resultado

y = cie” —ce” (1.16)
Entonces, al hacer x = 0 y 3y = —1, se obtiene
Cl1 — Cy = —1 (117)



Al resolver simultdneamente las ecuaciones (1.16) y (1.17) para ¢; y ¢o, se
encuentra que

1 3
C1 = 5,62 = 5 (118)

Por 1ltimo, si se introducen estos valores en (1.13), se obtiene

1 3
y:§em+§e*’” (1.19)
la solucion del problema con valor inicial que consta de la ecuacién diferencial
(1.12) y las condicione iniciales (1.14).

Ahora se regresara a la ecuacién mas general (1.11);
ay’ + by +cy=0

que tiene coeficientes constantes arbitrarios. Con base en la experiencia ad-
quirida con la ecuacién (1.12), también se buscan las soluciones exponenciales
de la ecuacion anterior. Por lo tanto, se supone que y = €", en donde 7 es
un pardametro por determinar. Luego, se sigue que 3/ = re’™ y y” = rye™. Al
sustituir estas expresiones para y, ¥’ y y” en la ecuacién (1.11), se obtiene

(ar?* +br +c)e™ =0

o bien, dado que €™ # 0,
ar* +br+c=0 (1.20)

La ecuacion anterior se llama ecuacién caracteristica de la ecuacion di-
ferencial (1.11). Su importancia reside en el hecho de que si r es una raiz
de la ecuacién polinomial (1.20), entonces y = €' es una solucién de la
ecuacién diferencial (1.11). Ya que (1.20) es una ecuacién cuadratica con
coeficientes reales, tiene dos raices, que pueden ser reales y diferentes, reales
pero repetidas, o complejas conjugadas.

Si se supone que las raices de la ecuacién caracteristica (1.20) son reales y
diferentes, dendtese por r; y ry, en donde, por supuesto, r; # 5. Entonces
y1(x) = e™* y ya(x) = €™ son dos soluciones de la ecuacién (1.11). Asi como
en el ejemplo anterior, ahora se concluye que

y = 11 (x) + coya(x) = 1™ 4 o™ (1.21)

también es una solucién de (1.11). Para verificar este hecho, se puede derivar
la expresion de la ecuacion anterior, con lo que tenemos;

s (1.22)

Y = cirie™® + corqe”®
Y’ = cirie"® + corie



Si se sustituyen estas expresiones para y, ¢y’ y y” en (1.11), se obtiene;
ay” + by + cy = ci(ar? 4+ bry + c)e™* + cx(ars + bry + c)e"* (1.23)

La cantidad entre cada uno de los paréntesis del segundo miembro de la
ecuacién (1.23) es cero porque 11 y 79 son raices de (1.20); por consiguiente,
segin estd definida por (1.21), en efecto y es una solucién de la ecuacién
(1.11), que era lo que se queria comprobar.

Ahora supongamos que se desea encontrar el miembro particular de la familia
de soluciones (1.21) que satisfaga las condiciones iniciales;

{ y(x0) = 10

y(@o) = yo
Al sustituir z = g y y = yo en la ecuacién (1.21), se obtiene
c1€70 4 e =y (1.24)

De manera semejante, al hacer © = xq v ¢y = yg en ¢y = cyri€"™* + carqge™?,
da

c171€"70 + Coree™ ™0 = y| (1.25)

Al resolver simultdneamente las ecuaciones (1.24) y (1.25) para ¢; y ca, se
encuentra que

/ /

= Yo — Yor2 e "I oy = Yo~ Yo p=razo (1.26)

Ty —T2 T = T2
Por lo tanto, no importa que condiciones iniciales se asignen, es decir, sin
importar los valores de xg, yo v y; de (1.6), siempre es posible determinar ¢,
y ¢ de modo que se satisfagan las condiciones iniciales, es mas, sélo existe
una eleccién posible de ¢; y ¢y para cada conjunto de condiciones iniciales.
Con los valores de ¢; y ¢o dados por la ecuacién (1.26), la expresién (1.21)
es la solucion del problema de valores iniciales

ay’ +by +cy=0, ylxo) =1y, ¥ (x0)=1yp- (1.27)

Es posible demostrar, con base al teorema que veremos a continuacién, que
todas las soluciones de ay” + by’ + cy = 0 estan incluidas en la expresién
(1.21), al menos para el caso en el que las raices de ar? +br+c = 0 son reales
y diferentes. Por lo tanto, la ecuacién (1.21) se le conoce como solucién ge-
neral de la ecuacion ay” + by’ + cy = 0. El hecho de que todas las condiciones
iniciales posibles se puedan satisfacer al elegir de manera adecuada las cons-
tantes de la ecuacién (1.21) hace mas facil ver la idea de que esta expresion
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en realidad incluye todas las soluciones de ay” + by’ + cy = 0.

Dado que la solucién general de (1.21) es la suma de dos funciones exponen-
ciales, su comportamiento geométrico es relativamente sencillo: cuando la x
crece, la magnitud de la solucién tiende a cero (si los dos exponentes son ne-
gativos) o bien, crece con rapidez (si por lo menos un exponente es positivo).
También existe un tercer caso que ocurre menos a menudo; la solucién tiende
a una constante cuando uno de los exponentes es cero y el otro es negativo.
Vamos a ver unos ejemplos de estos casos a continuacion.

Ejemplo 1 Hallar la solucion del problema con valor inicial
y'+5y +6y=0, y(0)=2 y(0)=3

Soluciéon: Vamos a calcular la soluciéon general de la ecuacién diferencial.
Se supone que y = €' y suponemos que r debe ser una raiz de la ecuacion
caracteristica

P +5r+6=(r+2)(r+3)=0

Por tanto, los valores posibles de r son r; = —2 y r, = —3. La solucién
general de la ecuacién es, entonces:

Y= cre " 4+ e

Ahora, para satisfacer la primera condicién inicial, se hace x =0y y = 2 en
la solucién general. Por lo tanto, ¢; y ¢y deben satisfacer

Cl+02:2

Para usar la segunda condicion inicial, primero debe derivarse la solucién
general. Esto da lo siguiente;

Y = —2c1e7 %% — 3
Entonces, si se hace x = 0 y ' = 3 se obtiene
—2c1 — 3¢, =3
Al resolver las ecuaciones (1.28) y (1.28) se encuentra que ¢; =9y ¢o = —7.

Si se usan estos valores en la expresion de la solucién general, se obtiene que
la solucién del problema de valor inicial es

y=9e 2 —7e737.



En la figura (1.1) se muestra la grafica de la solucién.

Figura 1.1: Solucién de y” + 5y' + 6y = 0, y(0) = 2, y(0) = 3

Ejemplo 2 Hallar la solucion del problema de valor inicial
dy" =8y’ +3y=0, y(0)=2, y(0)=1/2

Solucién: Si y = €™, entonces la ecuacién caracteristica es 4r2 — 8r +3 = 0
y sus raices son r = 3/2 y r = 1/2. Por lo tanto, la solucién general de la
ecuacion diferencial es

y = 6163:1:/2 + C2ex/2

Si se aplican las condiciones iniciales se obtienen las dos ecuaciones siguientes
para c; y co:

Fe=2 Setie=-
€1 T C =4 201 202 =3
La solucién de estas ecuaciones es ¢; = 1/2, ¢ = 5/2, y la solucién del
problema con valor inicial es
— 1 3x/2 5 x/2
Yy = 5 e + 5 e

En la figura (1.2) se muestra la grafica de la solucién.
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ys= _%eax/Z +g x/2

Figura 1.2: Solucién de 4y” — 8y’ 4+ 3y = 0, y(0) = 2, y(0) = 1/2

Ejemplo 3 FEncontrar la solucion del problema con un valor inicial
y'+y —12y=0, y(2)=2, ¥ (2)=0
Solucién: La ecuacién caracteristica es 72 +1r — 12 = 0 con las raices r; = 3

y 1o = —4, de modo que la solucién general de la ecuacién diferencial es

y = 1 + et

Las condiciones iniciales requieren que c¢; y ¢y satisfagan
c1e® + cpe® = 2, 3c1e® — dege™® =0

Al resolver estas ecuaciones se obtiene

8 _ 6
C1 = <€ 6, Co = —68

7 7

de modo que la solucion del problema con valor inicial es:

§6—663z + 9 eSe~ 4t — §63(a:—2) + Q 6—4(:5—2)

y=7 7 7 7
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1.3. Propiedades algebraicas de las solucio-
nes fundamentales de las ecuaciones li-
neales homogéneas

En la seccion anterior se ha visto como resolver algunas ecuaciones diferen-
ciales de la forma

ay” + by +cy=0

en donde a, b, y ¢ son constantes. Ahora vamos a trabajar con estos resulta-
dos para dar una visiéon mas clara de la estructura de las soluciones de todas
las ecuaciones lineales homogéneas de segundo orden.

En el desarrollo de la teoria de las ecuaciones diferenciales lineales, la intro-
duccién de un operador diferencial facilita la comprensién. Sean p(z) v q(z)
funciones continuas sobre un intervalo abierto I; es decir, para a < x < f3.
Se incluyen los casos a = —o0 0 # = 00, o los dos. Entonces, para cual-
quier funcién ¢ que sea dos veces diferenciable sobre I, se define el operador
diferencial L por la ecuacién

Lig] = ¢" +p¢' +q¢ (1.28)

Obsérvese que L[¢] es una funcién sobre I. El valor de L[¢] en un punto z es

L[g](z) = ¢"(x) + p(x)¢'(z) + q(x) ()

El operador L suele escribirse como L = D? + pD + ¢, en donde D es el
operador derivada. Aqui vamos a estudiar la ecuacion lineal homogénea de
segundo orden L[¢](z) = 0. Dado que se acostumbra usar el simbolo y para
denotar ¢(z), por lo general esta ecuacién se escribird en la forma

Lyl =y" +p(=)y + q(z)y =0 (1.29)
A la ecuacién (1.29) se le asocia un conjunto de condiciones iniciales
y(2o) = Yo Y (o) = yg (1.30)

en donde z( es cualquier punto en el intervalo I, y yo y y; son nimeros
reales dados. El resultado tedrico fundamental para los problemas con valor
inicial de las ecuaciones lineales de segundo orden se enuncia en el siguiente
teorema, aplicable también a las ecuaciones no homogéneas.
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Teorema 1.3.1 (Teorema de existencia y unicidad) Considérese el pro-
blema de valor inicial

y' o)y +q(x)y = g(x), y(@o) =y, ¥(w0) =Yy (1.31)

Sean p(z), q(z) y g(x) funciones continuas en el intervalo o < x < [.
Entonces eziste una y solamente una funcion y(x) que satisface la ecuacion
diferencial (1.31) en todo el intervalo a < = < 3 y las condiciones iniciales

prescritas y(xo) = Yo, ¥ (o) = Y.

Demostracion: Podemos demostrar el teorema de existencia y unicidad
transformando la ecuacién de segundo orden

ay’ +by +cy=0

en un sistema de ecuaciones de primer orden. Sean z; = y y 23 = ¥/, entonces
se deduce que 2] = 25 y ¥ = 2}. Ahora lo sustituimos en la ecuacién anterior
y nos queda;

azh + bz = —cz;

Por lo tanto, z; y 2o satisfacen el siguiente sistema de dos ecuaciones dife-
renciales de primer orden:

1. Existencia de soluciones

= Construccién de soluciones proximadas

Definicién 1.3.1 Sea D C R? un dominio y f : D — R continua
en D. Sea x € I = [x1,125]. Entonces una funcion y(x) definida
en ese intervalo es una solucion de y' = f(x,y) con error € si:

a) y(x) es admisible, es decir, (x,y(z)) esta en D siempre que x
esté en I.

b) y(x) es continua en I.

c) y(x) tiene derivada continua a trozos en I.

d) |y (z) — f(z,y(z))| <€ en I, salvo en un niumero discreto de
puntos.
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Proposicién 1.3.2 Demostremos que, dado (xo, o) en D, tal que
los puntos de un rectdngulo de lados a y b, es decir, R : |v —
xo| < a, |y — yo| < b, pertenezcan todos a D, y dado M € R tal
que |f(x,y)| < M para todo (z,y) € R; se puede construir una
solucion aproxzimada y(x) de

y/ - f<$’y>

en el intervalo | — xo| < h, donde h = min(a,b/M); y de manera
que y(xg) = yo y cuyo error € sea un nimero positivo arbitraria-
mente pequeno.

Para demostrarlo, considérese el rectangulo S : |x — 2| < h, |y —
yo| < Mh, que esta contenido en R por la definicién de h.

Figura 1.3: Rectangulo S : |x — zo| < h, |y —yo| < Mh

Fijemos el € de la proposicién anterior. Dado que f(z,y) es con-
tinua en S, lo es uniformemente por ser este un compacto. Por
tanto, dado € existe § > 0 tal que

|f(f7y) —f($,y)| <e

para (an% (x,y) €1 S: |f_ :E| < 57 |y_ y| < J.
Sea (z1, X2, ..., T,_1) cualquier conjunto de puntos tales que:
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a) 2o < T < T < ...<Typ1<Tp==x9+h

b) z; —xi1 < min (5, %) 1=1,2,....n.
Vamos a construir una solucién aproximada en el intervalo xy <
xr < xg 4+ h; un proceso parecido la determinaria en el intervalo
zo— h <z < .
La soluciéon aproximada serda una poligonal construida de la si-
guiente manera: a partir de (zg, yo) trazamos hacia la derecha un
segmento cuya pendiente sea f(xo,p); cortara la recta © = x; en
un punto (z1,y1). A partir de (z1,y1) trazamos un nuevo segmento
hacia la derecha con pendiente OP(Q), pues tanto (P/O?n =M)y
f(zo,y0) < M. Sucesivamente, (xq,ys) estard también en OPQ).
De aqui que el proceso se pueda continuar hasta x, = zg + h.
Analiticamente, podemos definir y(z) por expresiones recurrentes:

y(z) = y(xic1) + (. — z-1) f (2521, y(2i21))

donde z; 1 <z <uz;;1=1,2,...,n.
Por su definicién, y(z) es admisible, continua y tiene derivada
continua a trozos:

y'(x) = flzicy, y(wi1))

conzr; 1 <x<ziei=12,..n Ademads, si ;1 < r < x;, se
verifica que

ly'(2) = fz,y(@)] = |f(zim1, y(@io1)) — fzy(2))]

donde hemos sustituido literalmente la expresién anterior para la
derivada.

Teniendo en cuenta la segunda propiedad del conjunto de puntos
x;, y la expresion recurrente de y(x),

5
[y(@) = y(@in)| < Mo = @i < M- =9

De aqui, en virtud de la continuidad uniforme de f,

[f (i1, y(wioa) = fla,y(z)] < e
y, por tanto,

[y (z) — f(o,y(x))| < e

salvo en un nimero finito de puntos. Con lo cual, y verifica todas
las hipdtesis necesarias, de forma que es una solucion aproximada.
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= Solucidén exacta

Teorema 1.3.3 Si f(x,y) es continua y lipschitziana respecto
de y en un dominio D, esto es, existe k > 0 de manera que
|f(z,0n) — f(z,y2)] < klyn — wyo|; entonces, dado (zo,y0) € D
existe una solucion exacta de y' = f(x,y) en |x — x| < h, donde
h esta definida como en la proposicion anterior, y tal que:

y(z0) = Yo

Demostracion: Dada una sucesion €, positiva, monétona y que
tenga por limite 0, segin la proposiciéon anterior existe una su-
cesion de funciones y,(x) que satisface que y/,(x) se diferencia de
f(z,y,(z)) en menos de €, e y,(xg) = yo; es decir,

v, () — (2, yn(2))] < €nlz — 20| < h (1.32)

excepto para el nimero finito de puntos determinado.

Acéptese sin demostracién que la sucesién y,(z) converge unifor-
memente sobre |x — 2| < h hacia una funcién continua y(z).
Construimos ahora la sucesién

/x f(@, yn(z))dx (1.33)

que, para |x — x| < h, converge uniformemente a

/x f(z,y(x))dx (1.34)

Para ver esto, tengamos en mente el rectangulo R : |x — z,| < h,
ly—yo| < Mh incluido en D por hipétesis. Por ser f(x,y) continua
en el dominio cerrado R, tenemos que, dado € > 0, existe § > 0
tal que

’f(x’yl) - f(l’,yg)‘ < G(l',yl), (xay2) € Ra ‘yl - y2| < )

Del mismo modo, para este § > 0 existe un N tal que

|f(,yn () = fl2,y(2))| <6 |z — 2| <R

Por tanto, la sucesién {f(z,y,(z))} converge uniformemente a
f(z,y(x)). Luego, por un conocido teorema, podemos permutar
la integracion con el paso al limite en la sucesién. Consecuente-
mente, queda demostrado que (1.33) converge a (1.34).
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Completamos la demostracién viendo que y(z) es derivable, y(x¢) =

Yo e y'(x) = f(z,y(2)), para [z — zo| < h.
Integramos los dos miembros de (1.32) desde zy hasta z obtenemos

| / (dy" - f(t,yn(t))dt) < enf — 2] < enh

pero puesto que y, () es continua, por el teorema fundamental del
calculo

4n() — 90 — / CF (b yalt)dt] < euh

Pasando al limite la sucesiéon como hemos hecho antes, obtenemos

y(z) — y(zo) — /z f(t,yt)dt =

quedando demostrado el teorema de existencia. 0

2. Unicidad

Teorema 1.3.4 Si f(x,y) es continua y lipschitziana respecto de y en
un dominio D, y si (xo,yo) estd en D, e y(x), y(zx) son dos soluciones
exactas de y' = f(z,y) en un intervalo |z — xo| < h tales que y(xy) =
Y(zo) = yo, entonces y(x) = y(x) cuando |x — x| < h; es decir, existe
como mdximo una sola curva integral que pasa por cualquier punto de
D.

Demostracion: Haremos la demostracion para zg < x < xg + h.
Sea p(z) = y(z) — y(z). Como y(z) e y(z) son exactas se verifica

dy dy _

o f(z, )l ,Idx f(z, 7 (1.35)
en el intervalo considerado.

Por otra parte

dy dy dy

o= |———+f($y) f(@,y) + f(z,9) — f(z,9)]

de donde, aplicando la desigualdad triangular, se deduce que

dy dy d dy
& < flay) — S+ 15 = fa )l + 15— T )
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Teniendo en cuenta (1.35) y la condicién de Lipschitz, se deduce que
d
L) < klpl,wo < x < 2o+ b
dx

All4 donde p(z) > 0 (se harfa andlogamente si fuera negativo y trivial-
mente si fuera nulo) se cumple

dp
— <k
dr = p(z)

Por lo tanto, teniendo en cuenta que la exponencial es siempre positiva,
se puede escribir

e (p'(x) — kp(x)) <0

Integrando entre z( y =z,

/ "o (/@) — hpla))de < 0

zo

Con lo que podemos escribir
o bien

ya que p(xg) = 0. De aqui se deduce trivialmente que y(z) = y(z) en
el intervalo considerado, tal y como queriamos demostrar. 0]

Resumiendo lo expuesto anteriormente, el teorema de existencia y unicidad
afirma tres cosas;

1.

El problema con valor inicial tiene una solucién; en otras palabras,
existe una solucién.

El problema con valor inicial tiene una sola solucién; es decir, la solucién
es Unica.

La solucién es una funcién por lo menos dos veces diferenciable en todo
el intervalo I en donde los coeficientes son continuos.
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Para algunos problemas, es facil probar algunas de estas afirmaciones. Por
ejemplo, tenemos el problema de valor inicial

y'—y=0, y(0)=2, y(0)=-1 (1.36)
tiene la solucion 1 9
=—e'+ " 1.
y=ge +ge (1.37)

El hecho de que se encuentre una solucion evidentemente establece que existe
una solucién para este problema con valor inicial. De manera semejante, la
solucién (1.37) es dos veces diferenciable, de hecho lo es cualquier nimero de
veces, en todo el intervalo (—oo, 00) en donde los coeficientes de la ecuacion
diferencial son continuos. Por otra parte, no es obvio, y es més dificil demos-
trar, que el problema con valor inicial (1.36) no tiene otras soluciones que no
sean la dada por la ecuacién (1.37). Sin embargo, el teorema de existencia y
unicidad afirma que esta solucién es unica, de modo que (1.37) es, de hecho,
la tinica solucién del problema con valor inicial (1.36).
Supéngase ahora que y; y yo son dos soluciones de la ecuacién (1.29); en
otras palabras,

L] =yi +py) +qy1 =0 (1.38)

y de manera semejante para y,. Entonces, es posible generar méas soluciones
mediante la formacion de combinaciones lineales de y; v y» Se enunciara este
resultado como un teorema.

Teorema 1.3.5 (Principio de superposicién) Siy; yy2 son dos solucio-
nes de la ecuacion diferencial (1.29),

Lyl ="+ p(x)y + q(x)y =0

entonces la combinacion lineal c1y; + coys también es una solucion para cua-
lesquiera valores de las constantes ¢y y cs.

Demostracion: Para demostrar este teorema solamente es necesario susti-
tuir y por
y = cy(z) + caya(x) (1.39)

en la ecuacién (1.29); el resultado es

Llewyr + coya] = [c1yn + cav]” + pleiyn + caya]” + gleryn + cays]
= C1yy + oY + Py + capys + crqyn + 2qyo
= aly! +py1 + qyi] + c2lys + pys + el
= c1L[y1] + c2L[yo]
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Dado que L{y1] = 0y L[yz2] = 0, se deduce también que L[c1y; + cay] = 0.
Por lo tanto, sin importar los valores de ¢; y ¢y en la expresién (1.39), y
satisface la ecuacién diferencial (1.29) y se ha completado la demostracion
del teorema anterior, el principio de superposicion. 0

Un caso especial de este teorema es si ¢; 0 co son cero. Entonces se concluye
que cualquier miltiplo de una solucién de la ecuacién (1.29) también es una
solucion.

Ahora se regresara a la cuestién de si pueden elegirse las constantes ¢; y ¢o
de modo que satisfagan las condiciones iniciales de (1.30). Estas condiciones
iniciales requieren que ¢y y ¢y satisfagan las ecuaciones

ayr(zo) + c2y2 (o) = vo, 1y (wo) + cays(o) = Y (1.40)

Al resolver las ecuaciones (1.40) para ¢; y ¢y, se encuentra que

yoyé(xo) — yéyg(.l?o) o — —yf)yl(ﬂfo) + yOy/1 ('TO) (141)

O n(mo)vh(wo) — vi@om(me) 7 yn(e)yh(wo) — vi(wo)ya(xo)

o bien en términos de determinantes,

9 y?gmg y}gﬂﬁo; ytl)
Y% Y2\To o — Y1{To) Yo
T TG wo] P ) ) 42
Y1 (o)  ya(wo) Y1 (o)  ya(wo)

Con estos valores de ¢; y co, la expresion (1.39) satisface las condiciones
iniciales de (1.30), asi como la ecuacién diferencial (1.29).

A fin de que las expresiones para ¢; y ¢y de las ecuaciones (1.41) o (1.42)
tengan sentido, es necesario que los denominadores sean diferentes de cero.
Para las dos, ¢; y ¢g, el denominador es el mismo; a saber, el determinante

= y1(0)ya(w0) — Y1 (w0)y2(w0) (1.43)

El determinante W se conoce como determinante wronskiano, o simplemente
wronskiano, de las soluciones y; y y». Algunas veces se utiliza la notacion mas
amplia W (y1, y2)(x¢) para representar la expresion del segundo miembro de la
ecuacién (1.43), haciendo resaltar de esta manera que el wronskiano depende
de las funciones y; v 42, v que se evalia en el punto xy. La argumentacion
precedente basta para establecer el resultado siguiente.
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Teorema 1.3.6 Supongase que y1 y yo son dos soluciones de la ecuacion
(1.29),
Llyl =" + p(x)y' + q(z)y = 0
y que el wronskiano
W = y11h — Y192

es diferente de cero en el punto xy donde se asignan las condiciones iniciales
(1.30)

Z/(iﬁ'o) =% 3/(330) = y6

Entonces existe una eleccion de las constantes ¢y y co para la que y =
c1y1(x) + coya(x) satisface la ecuacion diferencial (1.29) y las condiciones
iniciales (1.30).

El siguiente teorema justifica la expresion ”solucion general” que se introdujo
en la seccion anterior para la combinacién lineal ¢y, + coys.

Teorema 1.3.7 Si y; y y» son dos soluciones de la ecuacion diferencial
(1.29),

Lyl =y" + p(x)y + q(x)y =0

y si existe un punto xg en donde el wronskiano de y, y ys es diferente de
cero, entonces la familia de soluciones

y = cayi(x) + coya ()
con coeficientes arbitrarios c1 y co incluye toda solucion de la ecuacion (1.29).

Demostracién: Sea ¢ cualquier solucién de la ecuacién (1.29). Para probar
el teorema es necesario demostrar que ¢ estd incluida en la combinacion
lineal c1y; + coyo; es decir, para alguna eleccion de las constantes ¢; y o la
combinacion lineal es igual a ¢. Sea xg un punto en donde el wronskiano de
Y1 v y2 es diferente de cero. Entonces, evaliense ¢ y ¢’ en este punto y se
llama a estos valores yo y v, respectivamente. Por tanto,

Yo = ¢(0) Yo = &' (w0)
A continuacion, considérese el problema de valor inicial
y' +p@)y +ql@)y =0, y(zo) =y ¥(x0) =y (1.44)

La funcién ¢ evidentemente es una solucién de este problema con valor inicial.
Por otra parte, como W (yy,ys)(zo) es diferente de cero, es posible por el
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teorema (1.3.6) elegir ¢; y ¢y de modo que y = c1y1 + coy2 también sea una
solucién del problema con valor inicial (1.44). En efecto, los valores adecuados
de ¢; y ¢y los dan las ecuaciones (1.41) o (1.42). La parte de unicidad del
teorema (1.3.1) garantiza que estas dos soluciones del mismo problema con
valor inicial en realidad son la misma funcién; por tanto, para la eleccion
adecuada de c; y o,

P(z) = c1y1(x) + c2y2()

y por lo tanto, ¢ estd incluida en la familia de funciones ciy; + coyo. Por
ultimo, como ¢ es una solucién arbitraria de (1.29), se concluye que toda
solucion de esta ecuacién estd incluida en esta familia. Esto completa la de-
mostracién del teorema (1.3.7). O

El teorema anterior afirma que, en tanto que el wronskiano de y; y o sea
diferente de cero, la combinacién lineal y = ciy;(x) 4 coy2(x) contiene todas
las soluciones de la ecuacién (1.29). Por consiguiente, es natural llamar a la
expresion

y = cyi(z) + caya(x)

con coeficientes constantes arbitrarios, solucion general de (1.29). Se dice que
las soluciones y; vy y» con wronskiano diferente de cero, forman un conjunto
fundamental de soluciones de (1.29).

Puede enunciarse el resultado del teorema (1.3.7) en un lenguaje ligeramente
diferente: para encontrar la soluciéon general y, por lo tanto, todas las solu-
ciones de una ecuacién de la forma (1.29), basta hallar dos soluciones de la
ecuacion dada cuyo wronskiano sea diferente de cero.

Ejemplo 4 Demostrar que y,(x) = 2'/? y yp(x) = 2~ forman un conjunto
fundamental de soluciones de

22%) +3xy —y=0, x>0

Solucién: Vamos a comprobar por sustitucion directa que y; y y2 son solucio-
nes de la ecuacién diferencial. Dado que y}, = 1/20712 y /' (2) = —1/4273/2,
se tiene

1 1 1 3
21 (—Z:B_?’/Q) + 3z <§x_1/2) — 2 = <—§ + 5~ 1) /2 =0

2 3 aod
, asi que

De modo semejante, y5(x) = —x =%y y"'(z) = 22~

20220 )+ 3x(—2 )~ t=4-3-1)z =0
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A continuacién el wronskiano W de y; y ys:

1/2 -1
%x—1/2 2

= ——$_

W= 2

Como W # 0 para x > 0, se concluye que y; y y2 forman un conjunto fun-
damental de soluciones alli.

En varios casos ha sido posible hallar un conjunto fundamental de solucio-
nes y, por lo tanto, la solucién general de una ecuacion diferencial dada. Sin
embargo, a menudo esto es una tarea dificil y puede surgir la pregunta de si
una ecuacién diferencial de la forma (1.29) siempre tiene un conjunto fun-
damental de soluciones. El siguiente teorema da una respuesta afirmativa a
esta pregunta.

Teorema 1.3.8 Considérese la ecuacion diferencial (1.29)

Lyl ="+ p(x)y + q(x)y =0

cuyos coeficientes p y q son continuos sobre algun intervalo abierto I. Elija
algin punto xo en I. Sea y; la solucion de la ecuacion (1.29) que también
satisface las condiciones iniciales

y(xo) =1, y'(x9) =0

y Yo la solucion de (1.29) que satisface las condiciones iniciales

y(xo) =0, ¢'(mg) =1

Entonces y1 y y2 forman un conjunto fundamental de soluciones de la ecua-
cion (1.29).

Demostracion: Primero, observe que la existencia de las funciones y; y y»
estd asegurada por parte de la existencia del teorema (1.3.1). Para demos-
trar que forman un conjunto fundamental de soluciones, basta calcular su
wronskiano en xg:

y1(7o) ya(wo)

Wy, y2) (o) = Y1 (20)  yy(wo)

10

= = 1

Ya que su wronskiano es diferente de cero en el punto x( las funciones y; y
yo forman un conjunto fundamental de soluciones, con lo que se completa la
demostracién del teorema (1.3.8). O]
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Observe que se justifica la parte dificil de esta demostracion, demostrar la
existencia de un par de soluciones, con referencia al teorema (2.2.1). Observe
también que el teorema (2.2.8) no estd dirigido a cémo resolver los problemas
con valor inicial especificados, de modo que puedan encontrarse las funciones
Y1y Y2 indicadas en el teorema.

Ejemplo 5 Encuentre el conjunto fundamental de soluciones especificado
por el teorema (1.3.8), para la ecuacion diferencial

y'—y=0 (1.45)
st se utiliza el punto inicial xg =0

Solucién: Vemos facilmente que las soluciones de la ecuacion (1.45) viendo
la seccién anterior son y(x) = €* y yo(x) = e *. El wronskiano de estas
soluciones es W = —2 # 0, de modo que forman un conjunto fundamental de
soluciones. Sin embargo, no son las soluciones fundamentales indicadas por el
teorema (1.3.8) porque no satisfacen las condiciones iniciales mencionadas en
ese teorema en el punto x = 0. A fin de encontrar las soluciones fundamentales
especificadas por el teorema es necesario hallar las soluciones que satisfacen
las condiciones iniciales adecuadas. Se denota por ys(x) la solucién de la
ecuacion (1.45) que satisface las condiciones iniciales

y(0)=1, ¢ (0)=0 (1.46)
La solucién general de la solucién de la ecuacién (1.45) es
Yy =cre” + cpe” " (1.47)

y satisfacen las condiciones iniciales (1.46) si ¢; = 1/2 y ¢o = 1/2. Por lo

tanto 1 1
ys(z) = 3 e’ + 3 e = cosh(x)

De manera semejante, si y,4(x) satisface las condiciones iniciales

entonces 1

ys(z) = 5 e’ — 5 e ”

= senh(z)
Como el wronskiano de y3 y y4 es

W = cosh’x — senh®z = 1
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entonces estas funciones también forman un conjunto fundamental de solu-
ciones, como se afirma en el teorema (1.3.8). Por lo tanto, la solucién general
de (1.45) puede escribirse como

y = kycosh(x) + kesenh(x) (1.48)

asi como en la forma (1.47). Se han usado k; y ko para denotar las constantes
arbitrarias de (1.48) porque no son las mismas que las constantes ¢; y ¢o de
(1.47).

Una de las finalidades de este ejemplo es aclarar que una ecuacién diferencial
dada tiene mas de un conjunto fundamental de soluciones; de hecho tiene una
infinidad. Como regla, debe elegirse el conjunto que resulte mas conveniente.

El analisis de esta seccién puede resumirse como sigue. Para encontrar la
solucién general de la ecuacion diferencial

y' +p@)y +q(z)y=0, a<z<f

primero es necesario hallar dos funciones y; y y2 que satisfagan la ecuacion
diferencial en el intervalo a < = < 3. En seguida, debe tenerse la seguridad
de que existe un punto en el intervalo en el que el wronskiano de y; y y»
es diferente de cero. En estas circunstancias, y; y y» forman un conjunto
fundamental de soluciones y la solucién general es

y = c1yi(x) + caya(z)

en donde ¢; y ¢y son constantes arbitrarias. Si se prescriben condiciones
iniciales en un punto de o < = < (3, entonces pueden elegirse ¢; y ¢ de modo
que satisfagan estas condiciones.

1.4. Independencia lineal y el wronskiano

La representacion de la solucién general de una ecuacion diferencial lineal
homogénea de segundo orden como una combinacion lineal de dos soluciones
cuyo wronskiano es diferente de cero esta estrechamente relacionada con el
concepto de independencia lineal de dos funciones.

Se dice que dos funciones f y ¢ son linealmente dependientes sobre un inter-
valo si existen dos constantes k; y ko, no ambas cero, tales que

kif(x) + kag(x) =0 (1.49)

para toda x en el intervalo. Se dice que las funciones f y g son linealmente in-
dependientes sobre un intervalo si no son linealmente dependientes; es decir,
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si la ecuacién (1.49) se cumple para toda z en el intervalo sélo si ky = ko = 0.
Aunque puede ser dificil determinar si un conjunto grande de funciones es
linealmente dependiente o independiente, suele ser facil dar respuesta a esta
pregunta para un conjunto de sélo dos funciones: son linealmente depen-
dientes si son proporcionales entre si y linealmente independientes en caso
contrario.

Teorema 1.4.1 Si f y g son funciones diferenciables sobre un intervalo
abierto I y si W(f,g)(xo) # 0 para algin punto zo en I, entonces f y g
son linealmente independientes sobre 1. De manera alternativa, st f y g son
linealmente dependientes sobre I, entonces W (f,g)(z) =0 para toda x en I.

Demostracion: Para probar la primera parte del teorema considérese una
combinacién lineal ky f(z) + kag(z) y supéngase que esta expresién es cero
en todo el intervalo. Si se evalian la expresion y su derivada en xq se tiene

{ kyf(w0) + kag(wo) = 0 (1.50)

klf/(x()) + kQQ’(JZo) =0

El determinante de los coeficientes de las ecuaciones (1.50) es precisamente
W(f,g)(xo), que por hipétesis es diferente de cero. Por lo tanto, la tunica
solucién de las ecuaciones (1.50) es k; = ks = 0, de modo que f y g son
linealmente independientes.

La segunda parte del teorema se deduce de manera inmediata a partir de la
primera. Sean f y g linealmente dependientes y supdngase que la conclusion
es falsa; es decir, W (f, g) no es cero en todo punto de I. Entonces, existe un
punto o tal que W (f, g)(xo) # 0; por la primera parte del teorema esto sig-
nifica que f y ¢ son linealmente independientes, lo cual es una contradiccion,
con lo que se completa la demostracion. 0

El siguiente teorema da una férmula explicita simple para el wronskiano de
dos soluciones cualesquiera de una ecuacion diferencial lineal homogénea.

Teorema 1.4.2 (Teorema de Abel) Siy; y ys son soluciones de la ecua-
cion diferencial
Lyl =y" +p(@)y' + q(z)y =0 (1.51)

en donde p y q son continuas sobre un intervalo abierto I, entonces el wrons-
kiano W (y1,y2)(x) estd dado por

W (30,50)(2) = ¢ exp {— / p<x>d:c} (1.52)
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en donde c es cierta constante que depende de yy y y2, pero no de x. Es mas,
W (y1,y2)(x) es cero para toda x en I (sic=0), o bien, nunca es cero en I

(sic#0).

Demostracion: Para probar el Teorema de Abel, nétese en principio que y;
y 15 satisfacen

{ vy + p(e)yh + a(w)y =0 (L.53)

Yy +p(x)ys + q(x)y2 = 0

Si se multiplica la primera ecuacién por —y, la segunda por y; y se suman
las ecuaciones resultantes, se obtiene

(1195 — vi'y2) + P(y1ys — Yhy2) = 0 (1.54)

Si se hace W(x) = W(y1,y2)(x) y se observa que
W' =11y — yiy» (1.55)

es posible escribir la ecuacién (1.54) en la forma
W+ pW =0 (1.56)

La ecuacién (1.56) es una ecuacion lineal de primer orden que puede resolverse
de inmediato. Por tanto,

W(z) = ¢ exp {— / p(m)dm} (1.57)

en donde c es una constante. El valor de ¢ depende del par de soluciones de
(1.50) que intervengan. Sin embargo, dado que la funcién exponencial nunca
es cero, W(z) no es cero a menos que ¢ = 0, en cuyo caso W (x) es cero para
toda x, con lo que se completa la demostracién del teorema. O

Vamos a buscar una version del teorema anterior si las dos funciones que
intervienen son soluciones de una ecuacion diferencial lineal homogénea de
segundo orden.

Teorema 1.4.3 Sean y; y ya soluciones de la ecuacion (1.53)
Lyl =y" + p(x)y’ + q(z)y =0

en donde p y q son continuas sobre un intervalo abierto I. Entonces, y1 y yo
son linealmente dependientes sobre I, si y solo si W(yy,ys)(x) es cero para
toda x en I. De manera alternativa, y, y y2 son linealmente independientes
sobre I si y solo si W(yy,ya)(x) nunca es cero en I.
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Demostracién: Por el teorema (1.4.2) se sabe que W (y,yq)(z) es cero en
todo punto de I, o bien, no es cero en ningin punto de /. Al probar el teorema
(1.4.3), observe en primer lugar que si y; y y» son linealmente dependientes,
entonces W (yy, y2)(x) es cero para toda z en I, por el teorema (1.4.1). Queda
por demostrar la inversa; es decir, si W (y, y2)(z) es cero en todo el intervalo
I, entonces y; y yo son linealmente dependientes. Sea xy cualquier punto en
I; entonces necesariamente W (yy, y2)(z9) = 0. Como consecuencia, el sistema
de ecuaciones

{ c1y1(zo) + caya(wo) = 0 (1.58)

a1y (o) + coyh(x0) =0

para ¢y y ¢; tiene una solucién no trivial. Si se usan estos valores de ¢y y ¢; sea
() = ayr(x) + coyo(x), Entonces ¢ es una solucion de la ecuacién (1.51),
y, por las ecuaciones (1.58), ¢ también satisface las condiciones iniciales

Por consiguiente, por la parte del Teorema de existencia y unicidad (1.3.1),
¢(x) = 0 para toda z en I. Ya que ¢(x) = c1y1(x) + cayo(z), en donde ¢; y o
no son cero las dos, esto significa que y; y o son linealmente dependientes.
La proposicién alternativa del teorema se deduce de inmediato. O

Ahora es posible resumir los hechos acerca de los conjuntos fundamentales de
soluciones, wronskianos e independencia lineal de la siguiente manera: sean
y1 v y2 soluciones de la ecuacién (1.51),

y' +p(x)y +q(x)y =0

en donde p y ¢ son continuas sobre un intervalo abierto I. Entonces, las
cuatro proposiciones siguientes son equivalentes, en el sentido de que cada
una incluye a las otras tres.

1. Las funciones y; y ¥ son un conjunto fundamental de soluciones sobre

I.
2. Las funciones y; y 92 son linealmente independientes sobre I.
3. W(y1,y2) # 0 para algin zq en I.
4. W(y1,y2)(x) # 0 para todo x en I.

Es interesante observar la semejanza entre la teoria de las ecuaciones dife-
renciales lineales homogéneas de segundo orden y el algebra vectorial bidi-
mensional. Se dice que dos vectores a y b son linealmente dependientes si
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existen dos escalares k; y ks , no ambos cero, tales que kja + kob = 0; en
caso contrario, se dice que son linealmente independientes. Sean ¢ y j vecto-
res unitarios dirigidos a lo largo de los ejes positivos x y y, respectivamente.
Como kyi + koj = 0 sélo si ky = ko = 0, los vectores ¢ y 7 son linealmente
independientes. Ademas, se sabe que cualquier vector a con componentes a
y as puede escribirse como a = a7 + asj; es decir, como una combinacion
lineal de los dos vectores linealmente independiente 7 y 7. No es dificil demos-
trar que cualquier vector en dos dimensiones puede representarse como una
combinacion lineal de dos vectores bidimensionales linealmente independien-
tes cualesquiera. Se dice que ese par de vectores linealmente independientes
forman una base para el espacio vectorial de los vectores bidimensionales.
La expresion espacio vectorial también se aplica a otras colecciones de objetos
matematicos que obedecen las mismas leyes de la adicién y la multiplicacion
por escalares de los vectores geométricos. Por ejemplo, es posible demostrar
que el conjunto de funciones que son dos veces diferenciables sobre el inter-
valo abierto I forma un espacio vectorial. De modo semejante, el conjunto
V' de funciones que satisfacen la ecuacién (1.51) también forma un espacio
vectorial.

Dado que todo miembro de V' puede expresarse como una combinacién lineal
de dos miembros linealmente independientes y; v y» se dice que ese par forma
una base para V. Por esto se concluye que V' es bidimensional; por lo tanto,
es analogo en muchos aspectos al espacio de los vectores geométricos en un
plano.

Ejemplo 6 En el ejemplo 4 de la seccion anterior se comprobd que y(x) =
212y yo(z) = 271 son soluciones de la ecuacion

22%) +3zy' —y=0, x>0 (1.60)
Comprobar que el wronskiano de yy y yo estd dado por la ecuacion (1.57).

Solucién: Con base al ejemplo que acaba de citarse se sabe que W (yy, o) () =
—(3/2)2=%/2. Para utilizar la ecuacién (1.57) es necesario escribir la ecuacién
diferencial (1.60) en la forma estandar con el coeficiente de y” igual a uno.

Por tanto, se obtiene
3 1
" /
— —_— — p— O
vt 927 " 92 Y

de modo que p(z) = 3/(2x). De donde,

3 3
W (y1,y2)(x) = ¢ exp {— / %d:v] =cexp <—§ln x) — cp 3/ (1.61)
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La ecuacién (1.61) da el wronskiano de cualquier par de soluciones de (1.60).
Para las soluciones particulares dadas en este ejemplo es necesario elegir
c=—3/2.

1.5. Raices complejas de la ecuacién carac-
teristica

Vamos a continuar con el andlisis de la ecuacién
ay’ +by +cy =0 (1.62)

en donde a, b y ¢ son nimeros reales dados. Anteriormente hemos visto que
si se buscan soluciones de la forma y = €'*, entonces r debe ser una raiz de
la ecuacién caracteristica

ar’* +br+c=0 (1.63)

Si las raices r; yrp son reales y diferentes, lo que ocurre siempre que el
discriminante b* — 4ac es positivo, entonces la solucién general de (1.62) es

T = 1T 4 cpe™® (1.64)

Ahora, suponga que b*> — 4ac es negativo; entonces las raices de (1.63) son
nimeros complejos conjugados; se les denota por

ri=A+iu, To=A—ipu (1.65)
en donde A\ y p son reales. Las expresiones correspondientes para y son
y1(x) = exp[(A+ip)z],  ya(x) = exp[(A —ip)z] (1.66)

La primera tarea es examinar el significado de estas expresiones, lo cual
comprende la evaluaciéon de la funcion exponencial para un nimero complejo.
Por ejemplo, si A = —1, p =2 y = 3; entonces, por la ecuacién (1.66),

y(3) =e ™ (1.67)

Para explicar este resultado, vamos a ver una importante relacién conocida
como férmula de Euler.

Formula de Euler

Para dar significado a las ecuaciones (1.66) es necesario contar con una de-
finicién de la funcién exponencial compleja. Por supuesto, se desea que la
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definicién se reduzca a la funcion exponencial real conocida cuando el expo-
nente es real. Existen varias maneras de realizar esta extension de la funcion
exponencial. Aqui se aplica un método basado en series infinitas.
Recordemos, por lo visto en calculo elemental, que la serie de Taylor para e*
en torno x = 0 es

x - mn
GZZH —00<x <00 (1.68)
n=0

Si ahora se supone que x puede sustituirse por iz en (1.68), se tiene
n,.2n e (_1)7171 2n—1

w o ()" — (-1)"z . T
‘ :Z n! :Z (2n)! —|—an:0 (2n —1)! (1.69)

n=0 n=0

en donde la suma se ha separado en sus partes real e imaginaria, aplicando
el hecho de que i = —1, i® = —i, i* = 1, etcétera. La primera serie de la
ecuacion (1.69) es precisamente la serie de Taylor para cos x en torno a x = 0
y la segunda es la serie de Taylor para sen x en torno a x = 0. Por tanto, se
tiene

e = cos ¥ +isen (1.70)

La ecuacién (1.70) se conoce como férmula de Euler y es una relacién mate-
matica extremadamente importante. Aunque su deduccién se basa en la su-
posicién no verificada de que se puede usar la serie (1.68) para valores comple-
jos, asi como para valores reales, de la variable independiente, la intencion es
utilizar esta deduccién solamente para que la ecuacién (1.70) parezca razona-
ble. Ahora los hechos se colocan sobre una base firme al adoptar la ecuacién
(1.70) como la definicién de ¢ . En otras palabras, siempre que se escribe
e’ se refiere a la expresiéon del segundo miembro de (1.70).

Existen algunas variantes de la formula de Euler que también vale la pena ha-
cer notar. Sien (1.70) se sustituye x por ux y se recuerda que cos(—z) = cos x
y sen(—x) = —sen x, se tiene

e =cos x—isen x (1.71)

Ademas, si en la ecuacién (1.70) se sustituye z por pz, entonces se obtiene
una versién generalizada de la férmula de Euler; a saber,

e = cos puw +1isen px (1.72)

A continuacion, se desea ampliar la definicion de la funcién exponencial hacia
exponentes complejos arbitrarios de la forma (A + iu)z. Dado que se desea
que las propiedades acostumbradas de la funcién exponencial se cumplan

31



para los exponentes complejos, es evidente que se desea que exp[(A + ip)z]
satisfaga
6()\+ilt)x — ez\a:ei/u: (173)

Entonces, si se sustituye esta expresién por e#* en (1.72), se obtiene
ePMHIT — A2 (cos a4+ isen px) = eMcos px + e sen px (1.74)

Ahora se tomard a la ecuacién (1.74) como la definicion de exp[(A + ip)z].
El valor de la funcién exponencial con un exponente complejo es un niimero
complejo cuyas partes real e imaginaria estan dadas por los términos del
segundo miembro de (1.74). Observe que las partes real e imaginaria de
exp[(A+1iu)x] se expresan por completo en términos de funciones elementales
con valores reales. Por ejemplo, la cantidad de la ecuacién (1.67) tiene el valor

e 30 = ¢73¢cos 6+ ie 3sen 6 ~ 0,0478041 — 0,0139113:

Con las definiciones (1.70) y (1.74) resulta directo demostrar que las leyes
usuales de los exponentes son validas para la funcién exponencial compleja.
También es facil verificar que la férmula de derivacién

d
%(em) =re" (1.75)

también se cumple para valores complejos r.

Soluciones con valores reales

Las funciones y;(z) y y2(z) dadas por las ecuaciones (1.68) y con el signifi-
cado expresado por la (1.74), son soluciones de la ecuacién (1.62) cuando las
raices de la ecuacién caracteristica (1.63) son los nimeros complejos A % ip.
Desafortunadamente, las soluciones y;(z) y y2(x) son funciones con valores
complejos, mientras que en general seria preferible tener soluciones con valo-
res reales, en caso de ser posible. Pueden encontrarse estas soluciones como
una consecuencia del teorema (1.3.5), el que afirma que si y;(z) y y2(x) son
soluciones de (1.62), entonces cualquier combinacién lineal de y;(x) y ya(x)
también es una solucion. En particular, al formar la suma y después la dife-
rencia de y;(x) y yo(z), se tiene

Am(

y1(2) + yo () = e (cos px + isen px) + e (cos px —isen px) = 2e**cos px

y

Y1 () — y2(x) = e (cos px +isen px) — e *(cos px —isen pux) = 2ie**sen px
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De donde, si se desprecian los factores constantes 2 y 2i, respectivamente, se
obtiene un par de soluciones con valores reales,

Meos px,  v(r) = e Msen ux (1.76)

u(z) =e
Observe que u y v son tan sélo las partes real e imaginaria, respectivamente,
de ;. Por célculo directo es posible demostrar que el wronskiano de u y v es

W (u,v)(x) = pe** (1.77)

Por tanto, mientras pu # 0, el wronskiano W no es cero, de modo que u y
v forman un conjunto fundamental de soluciones. (Por supuesto, si p = 0
entonces las raices son reales y no es aplicable el andlisis de esta seccion).
Como consecuencia, si las raices de la ecuacién caracteristica son los niimeros
complejos Atipu, con g # 0, entonces la solucién general de la ecuacién (1.62)
es

A

y = c; = cie™cos px + cpe’sen pa (1.78)

en donde ¢; y ¢p son constantes arbitrarias. Obsérvese que la solucién de
(1.78) puede escribirse tan pronto como se conocen las valores de A y p.

Ejemplo 7 Encontrar la solucion general de

v +y +y=0 (1.79)
Solucidén: La ecuacién caracteristica es

P?4+r+1=0

y sus raices son
—14(1—4)/2 1
r= ( ) =——= zﬁ
2 2 2
Por lo tanto, A = —1/2 y u = v/3/2, de modo que la solucién general de la

ecuacién (1.79) es

V31
2

3
2008 V3z

+ coe % sen

(1.80)

Yy =ce
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Figura 1.4: Una solucién tipica de " + 3 +y =0

Ejemplo 8 FEncontrar la solucion general de
Yy +9y =0 (1.81)

Solucién: La ecuacién caracteristica es 72 +9 = 0 con las raices r = +3i;
por lo tanto, A =0y pu = 0. La solucién general es

Yy = c1cos 3T + casen 3w (1.82)

obsérvese que si la parte real de las raices es cero, como en este ejemplo,
entonces no hay factor exponencial en la solucion.
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Figura 1.5: Una solucién tipica de y” 4+ 9y = 0

Ejemplo 9 Encontrar la solucion del problema con valor inicial
16y" — 8y + 145y =0, y(0)=-2, 4(0)=1 (1.83)

Solucién: La ecuacién caracteristica es 16r% — 8 + 145 = ( y sus raices son
r = 1/4 + 3i. Por tanto, la solucién general de la ecuacién diferencial es

y = c1e"*cos 3z + cpe®/*sen 3z (1.84)

Para aplicar la primera condicién inicial se hace x = O en la ecuacién (1.84);
esto da

y(0) = c1 = =2

Para la segunda condicién inicial es necesario derivar la (1.84) y después
hacer x = 0. Asi, se encuentra que

1
yl(O) = 1_101 -+ 362 =1
de lo cual ¢; = 1/2. Si se usan estos valores de ¢; y ¢ en la (1.84), se obtiene
x/4 1 x/4
y = —2e""cos 3x + g€ sen 3z (1.85)
como la solucién del problema con valor inicial (1.83).

35



10 |- 1
y = -2e*% cos 3x + 2 ex/4 sen 3x

ANANAY
I AVAVE)

5

Figura 1.6: Solucién de 16y” — 8y’ + 145y =0, y(0)=-2, ' (0)=1

Cada una de las soluciones u y v de las ecuaciones (1.76) representa una
oscilacién, debido a los factores trigonométricos, y también crece o decae
exponencialmente, dependiendo del signo de A (a menos que A = 0). En en
ejemplo (7) se tiene A = —1/2 < 0, por lo que las soluciones son oscilaciones
que se extinguen. En la figura (1.4) se muestra la gréfica de una solucién tipica
de la ecuacién (1.79). Por otra parte, A = 1/4 > 0 en el ejemplo (9), por lo
que las soluciones de la ecuacién diferencial (1.84) son oscilaciones crecientes.
En la figura (1.6) se muestra la grafica de la solucién(1.85) del problema con
valor inicial dado. El caso intermedio se ilustra en el ejemplo (8), en el que
A = 0. En este caso la soluciéon no crece ni decrece exponencialmente, oscila
de manera estable; en la figura (1.5) se muestra una solucién tipica de la
ecuacién (1.82).

1.6. Reduccién de orden
Anteriormente se ha tratado como resolver la ecuacién

ay" + by +cy=0 (1.86)
cuando las raices de la ecuacion caracteristica

ar* +br +c=0 (1.87)
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son reales y diferentes, o bien, complejas conjugadas. Ahora se considerara la
tercera posibilidad; que las dos raices r; y 79 sean iguales. Este caso se pre-
senta cuando el discriminante b? — 4ac es cero y, por la férmula cuadratica,

se deduce que
r =1y =—b/2a (1.88)

Vemos que la dificultad esta en que las dos raices dan la misma soluciéon
yi(x) = e~b/2a (1.89)

de la ecuacion diferencial (1.86), y no se ve a primera vista cémo hallar una se-
gunda solucion. Vamos a tratar un ejemplo para intentar aclarar este aspecto.

Ejemplo 10 Resolver la ecuacion diferencial
y'+4y +4y =0 (1.90)
Solucién: La ecuacién caracteristica es
P 4dr+4=(r+2)°=0

de modo que r; = ry = —2. Por lo tanto, una solucién de la ecuacién (1.90)
es y1(z) = e ?*. Para encontrar la solucién general de (1.90) se necesita
una segunda solucién que no sea un multiplo de y;. Puede hallarse esta
segunda solucion por un método ideado por D‘Alembert en el siglo XVIII.
Recordemos que como y;(x) es una solucién de (1.86), también lo es cy;(x)
para cualquier constante c. La idea basica es generalizar esta observacién al
sustituir ¢ por una funcién v(zx) y luego intentar determinar v(z) de modo que
el producto v(x)y;(x) sea una solucién de la ecuacién (1.86). Para realizar
este procedimiento se sustituye y = v(x)y;(z) en (1.86) y se usa la ecuacion
resultante para hallar v(z). Si parte de

y =v(x)y(z) = v(x)e ™ (1.91)
se tiene
y = (x)e ? — 2u(z)e (1.92)
y
y' =" (z)e”* — 4 (z)e”F + dv(x)e > (1.93)

Al sustituir las expresiones de las ecuaciones (1.91), (1.92) y (1.93) en (1.90)
y agrupar términos, se obtiene

[v"(x) — 40 (x) + dv(z) + 40 (2) — Sv(x) + dv(z)]e " =0
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que simplifica a

v'(z) =0 (1.94)
Por consiguiente
V'(z) =
y
v(x) = cx + ¢y (1.95)

en donde ¢; y ¢o son constantes arbitrarias. Por ultimo, al sustituir v(x) de
la ecuacion (1.91) por la expresién dada en la (1.95), se obtiene

y = crze > + cpe (1.96)

El segundo término del segundo miembro de la ecuacién (1.96) corresponde
a la solucién original y;(x) = exp(—2z), pero el primer término surge de una
segunda solucién a saber, ys(x) = = exp(—2x). Es evidente que estas dos
soluciones no son proporcionales, pero puede verificarse que son linealmente
independientes al calcular su wronskiano:

e—2x xe—Qw

— _ =4 —4x —dx _ —dx
W(yr,y2)(x) = D N e 2ze” ™" + 2ze e #0
Por lo tanto,
y(x) = e, yaa) = ze™ (1.97)
forman un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacién (1.90), y la

solucién general de esa ecuacion queda dada por (1.96).

El procedimiento utilizado en el ejemplo (10) puede extenderse a una ecuacién
general cuya ecuacion caracteristica tiene raices repetidas. Es decir, se supone
que los coeficientes de la ecuacién (1.86) satisfacen b*> —4ac = 0, en cuyo caso

n ($) — efbm/Z(z

es una solucién. Entonces se supone que
y = v(@)n(z) = vlz)e b/ (1.98)
y se sustituye en (1.86) para determinar v(z). Se tiene

b

y = (x)e b2 — —y(g)ebe/2 (1.99)
2a
y
y// _ v//(x)e—b;vﬂa _ év’(x)e_bx/% + b—21)($)6_b$/2a (1 100)
a 4a? ‘



Entonces, al sustituir en (1.86) se obtiene

(a {v”(m) _ gv'(w) + f—;v(x)] b ['U’(x) _ %v(w)} + cv(x)) el
(1.101)

Si se cancela el factor exp(—bz/2a), que es diferente de cero, y se reagrupan
los demas términos, se encuentra que

av”(x) + (=b+ b)v'(x) + (— ——+ c) v(z) =0 (1.102)

Es obvio que el término en que aparece v'(z) es cero. Ademas, el coeficiente de
v(z) es ¢ — (b*/4a), que también es cero porque b*> — 4ac = 0 en el problema
que se esta considerando. Por tanto, como en el ejemplo (10), la ecuacién
(1.102) se reduce a
v(x) =0
por consiguiente,
v(x) =+ ey

De donde, por la ecuacién (1.98), se tiene
y = e/ 4 gyl (1.103)
Por tanto, y es una combinacién lineal de las dos soluciones
y(x) = b2 yo(z) = pebe/2 (1.104)

El wronskiano de estas soluciones es

e—bac/Qa xe—bm/?a

W(y1,y2) () = ~bz/2a (1 _ bao—baj2a)| T e tr/2a (1.105)
2a

_%e
Dado que W (y1, y2)(z) nunca es cero, las soluciones y; y y» dadas por la ecua-
cién (1.104) son un conjunto fundamental de soluciones. Ademas, la ecuacién
(1.103) es la solucién general de (1.86) cuando las raices de la ecuacién ca-
racteristica son iguales. En otras palabras, en este caso existe una solucion
exponencial correspondiente a la raiz repetida, mientras que se obtiene una

segunda solucién al multiplicar la solucién exponencial por x.

Resumen
Vamos a resumir los resultados que se obtuvieron para las ecuaciones lineales
homogéneas de segundo orden con coeficientes constantes,

ay’ +by +cy=0
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Sean 11 y 79 las raices del polinomio caracteristico correspondiente
ar* +br+c=0

Siry y ro son reales pero no iguales, entonces la solucién general de la ecuacion
diferencial (1.86) es
Yy =cie" 4+ cpe™”

Si ry y r9 son complejas conjugadas, A + iy, entonces la solucién general es

A

y = c1e"cos px + o

Tsen px
Si iy ro, entonces la solucion general es

y = cie’ + cpe”

Reduccion de orden

El primer procedimiento utilizado en esta seccién para las ecuaciones con
coeficientes constantes es de aplicacion méas general. Supdéngase que se conoce
una solucién y; (), que no sea cero en todo punto, de

Y +p(x)y +q(r)y =0 (1.106)
Para encontrar una segunda solucion, sea
y = v(z)yr(z) (1.107)

entonces

y =@y (z) + v(z)y (),
y' =" @)y (x) + 20 (2 (2) + o(2)yy (z)

Si se sustituyen y, ¥ v y” de la ecuacién (1.106) por sus expresiones que
acaban de darse y se agrupan los términos, se encuentra que

y1v" + (21 + py))v’ + (W) + pyr + qy)v =0 (1.108)

Dado que y; es una solucién de (1.106), el coeficiente de v en la (1.108) es
cero, de modo que la ecuacién (1.108) queda

yiv” + (241 + py)v’ =0 (1.109)
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A pesar de su apariencia, la ecuacién (1.109) es en realidad una ecuacién
de primer orden para la funcién v’ y es posible resolverla como una ecua-
ciéon lineal de primer orden o como una ecuacion separable. Una vez que se
encuentra v’, entonces se obtiene v por integracién. Finalmente, y se deter-
mina a partir de la ecuacién (1.107). Este procedimiento se llama método
de reduccion de orden porque el paso decisivo es la solucion de una ecuacién
diferencial de primer orden para v’, en vez de la ecuacién original de segundo
orden para v.

1

Ejemplo 11 Dado que yi(x) = =" es una solucion de

22%y" +3xy —y=0, >0 (1.110)

hallar una sequnda solucion linealmente independiente.

1

Solucién: Se hace y = v(z)x~"; entonces

y/ _ Ulllﬁ_l o U.CE_Z, y// — UHIL’_l o 21}/3:—2 + 21)517_3

Si se sustituyen y, 3 y 3" de la ecuacién (1.110) y se agrupan términos se
obtiene

202 (vt — 22?4 2027?) + 3x(VaT —vax?) —wvar! =

200" + (=4 + 3 + (4ot =3z —a v =

20" —v' =0

Observe que el coeficiente de v es cero, como debe ser; esto permite tener
una 1util comprobacion de los pasos algebraicos.

Si se separan las variables en la ecuacién anterior y se despeja v'(x), se
encuentra que

V' (z) = cat/?

entonces 9
v(x) = gcxl/z +k
Se concluye que
2
y = gcxl/z—l—kx_l (1.111)

en donde ¢ y k son constantes arbitrarias. El segundo término del segundo
miembro de (1.111) es un multiplo de y;(x) y se puede cancelar, pero el
primer término proporciona una nueva solucién independiente. Si se desprecia
la constante multiplicativa arbitraria, se tiene yy(z) = 2'/2,
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Ejemplo 12 Comprobar que y1(z) = = es una solucién de la ecuacion de
Legendre de orden uno,

(1—a)y" —2ry +2y=0, —-l<ax<l1 (1.112)
y encontrar una sequnda solucion linealmente independiente.

Solucidén: Si y = x, entonces y' = 1Y y” = 0. Si se sustituyen estas
cantidades en la ecuacién (1.112) se ve que y = z es una solucién de esa
ecuacién. Para encontrar una segunda solucién, sea y = zv(x); entonces

y/ — v + v, y// = 2" + 20
Entonces, si se sustituyen y, ' v y” de la ecuacién (1.112), se obtiene
(1 — 23 (20" + 20') — 22(xv +v) + 220 =0

o bien
(1 — 20" + (2 —42*)0 =0 (1.113)

Al separar las variables, es posible escribir la ecuacién (1.113) en la forma

(V") 2 2z

v r  1—a?
de lo cual se deduce que

v'(z) = T (1.114)

en donde ¢ es una constante arbitraria. Como consecuencia,

()_/ dx _/ 1+ 1 dp — _1+111+$
aF)=c m2(1—:p2)_c 2 1-2) T\ T T,

Por lo tanto, si se suprime el multiplicador constante, se encuentra que una
segunda solucién de (1.112) es

r ., 1+
= =1-=1
y2(x) = zv(x) 5 I —
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1.7. Coeficientes indeterminados: método de
la superposicion

Vamos a considerar ahora la ecuaciéon no homogénea

Lyl ="+ p(x)y + q(x)y = g(x) (1.115)

en donde p, ¢ y g son funciones continuas dadas sobre el intervalo abierto I.
La ecuacion

Llyl =" +p(x)y +q(x)y =0 (1.116)
en la que g(x) =0y py ¢ son las mismas de (1.115), se llama ecuacién ho-
mogénea correspondiente a la ecuacién (1.115). Los dos resultados siguientes

describen la estructura de las soluciones de la ecuacién no homogénea (1.115)
y proporcionan una base para construir su solucién general.

Teorema 1.7.1 Si Y] y Y, son dos soluciones de la ecuacion no homogénea
(1.115), entonces su diferencia Y1 — Ys solucion de la ecuacion homogénea
correspondiente (1.116). Si, ademds y1 y yo son un conjunto fundamental de
soluciones de (1.116), entonces

Yi(@) — Ya(@) = ey (@) + cayala) (1.117)
en donde ¢y y co son ciertas constantes.
Para probar este resultado, observe que Y] y Y3 satisfacen las ecuaciones
LVi(2) = g(x), LVil(x) = g(x) (1.118)
Si se resta la segunda de estas ecuaciones de la primera, se tiene
LVil(x) — LIY)(x) = g(x) — g(a) = 0 (1.119)

Sin embargo,
LIYi] — L[Y] = L[Y; — Yy

porque L es un operador lineal, de modo que (1.119) queda
LY, —Y3]=0 (1.120)

La ecuacién (1.120) establece que Y; — Y5 es una solucién de la ecuacién
(1.116). Por dltimo, dado que todas las soluciones de (1.116) pueden expre-
sarse como combinaciones lineales de un conjunto fundamental de soluciones,
por el teorema (1.3.7), se deduce que la solucién Y; — Y, puede escribirse de
esa manera. De donde, la ecuacién (1.117) se cumple y demostracién queda
completa. O
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Teorema 1.7.2 La solucion general de la ecuacion no homogénea (1.115)
puede escribirse de la forma

y = o(x) = cyi(r) + caga() + Y (2) (1.121)

en donde vy, y yo son un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion
homogénea correspondiente (1.116). ¢y y co son constantes arbitrarias y 'Y es
alguna solucion especifica de la ecuacion no homogénea (1.115).

La demostracién del teorema anterior se deduce de inmediato a partir del
teorema precedente. Observe que (1.117) se cumple si Y; se identifica con una
solucién arbitraria ¢ de (1.115) y Y5 se identifica con la solucién especifica
Y. A partir de (1.117) se obtiene en consecuencia

o(x) — Y(x) = cryr(x) + coya(2) (1.122)

que es equivalente a la ecuacién (1.121). Dado que ¢ es una solucién arbi-
traria de (1.115), la expresién del segundo miembro de (1.121) incluye todas
las soluciones de (1.115); por tanto, es natural darle el nombre de solucién
general de la ecuacién (1.115).

El teorema anterior afirma que para resolver la ecuacién no homogénea
(1.115) es necesario realizar tres cosas:

» Hallar la solucién general ¢;y;(z) + cayo(z) de la ecuacién homogénea
correspondiente. Esta solucién suele denominarse solucién complemen-
taria y puede denotarse por y.(z).

» Encontrar alguna solucién sencilla Y'(z) de la ecuacién no homogénea.
A menudo a esta solucién se le menciona como solucién particular y, ().

» Sumar las funciones encontradas en los dos pasos precedentes.

Ya se analizé cémo hallar y.(z) , por lo menos cuando la ecuacién homogénea
(1.116) tiene coeficientes constantes. Por lo tanto, ahora vamos a tratar de
encontrar una solucién particular y,(z) de la ecuacién no homogénea (1.115).

Método de los coeficientes indeterminados: método de la superpo-
sicién

La funcién complementaria y. es la solucién general de la ecuacién homogénea
asociada a la ecuacién (1.115). Anteriormente vimos c6mo resolver estas ecua-
ciones cuando los coeficientes son constantes. El primero de dos métodos que
debemos considerar para obtener una soluciéon particular, y,, se llama método
de los coeficientes indeterminados. La idea bésica es una conjetura acerca de
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la forma de y,. originada por los tipos de funciones que forman el dato g(z).
El método es basicamente directo, pero esta limitado a ecuaciones lineales no
homogéneas, como la ecuacién (1.115), en que los coeficientes p(z) y g(z) son
constantes y g(z) es una constante k, una funcién polinomial, una funcién
exponencial e®, funciones seno o coseno o sumas y productos finitos de esas
funciones. Basicamente, g(z) es una combinacién lineal de funciones del tipo

", x"e™, x"e"cos Pry x"e*sen [x
en donde n es un entero no negativo y oy [ son nimeros reales. El método de
los coeficientes indeterminados no se aplica a ecuaciones de la forma (1.115)
cuando

g(x) =lnzx, g(x) = %, g(z) = tan z, g(z) = sen 'z
El conjunto de funciones formado por constantes, polinomios, exponenciales
e, senos y cosenos tiene la notable propiedad de que las derivadas de sus
sumas y productos son, de nuevo, sumas y productos de constantes, polino-
mios, exponenciales e* senos y cosenos. Como la combinacion lineal de las
derivadas de ay” + by’ + cy debe ser idéntica a g(x), parece lgico suponer
que y, tiene la misma forma que g(z).

Ejemplo 13 Obtener la solucion general con coeficientes indeterminados
y' +4y — 2y =22 —3x+6 (1.123)

Solucién: Primero resolveremos la ecuacién homogénea asociada y” + 4y’ —
2y = 0. Al aplicar la formula cuadratica tenemos que las raices de la ecuacion
auxiliar 72 +4r —2 =0son r, = —2 — /6 yr = —2+ V6 Entonces, la
funcion complementaria es

Yo = cre”FHVOT | () o (-24V0)z

Como la funcién g(z) es un polinomio cuadratico, supondremos una solucién
particular que también tenga la forma de un polinomio cuadratico:

yp = Ax* + Bz + C

Tratamos de determinar coeficientes A, By C especificos para los que y, sea
una solucién de (1.123). Sustituimos y, y las derivadas

y, =24x+ B, y, =24
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en la ecuacién diferencial dada, la ecuacién (1.123), y obtenemos
Yo 4 4y, — 2y, = 2A + 8Ax + 4B — 2Ax* — 2Bx — 2C = 22° — 31 + 6

Como se supone que esta ecuacién es una identidad, los coeficientes de po-
tencias de x de igual grado deben ser iguales:

—24=2 8A-2B=-3, 2A+4B-20=6

Al resolver este sistema de ecuaciones se obtienen A = —1, B = —5/2 y
C = —9. Asi, una solucion particular es
5
2
=—z"——-x—-9
Yp B

La solucion general de la ecuacién dada es

5)
Y= Yo+ yp = cre”FVOT L (20T _p2 579

Ejemplo 14 Resuelva
y' — 2y — 3y =4x — 5+ 6ze*® (1.124)

Solucién: Primero se determina la solucién de la ecuacion homogénea aso-
ciada y" — 2y’ — 3y = 0, solucién que es y, = cie™ — ce3*. A continuacién, la
aparicion de 4x — 5 en g(z) sugiere que la solucién particular contiene un po-
linomio lineal. Ademds, como la derivada del producto ze?** produce 2ze** y

€2 también supondremos que en la solucién particular hay términos en xe?®

y en €%*; en otras palabras, g es la suma de dos tipos bésicos de funciones:

g(x) = g1(x) 4+ g2(x) = polinomio + exponenciales

En consecuencia, el principio de superposicion para ecuaciones no homogéneas
sugiere que busquemos una solucion particular

Yp = Yp1 + Yp2
donde y,1 = Az + By yp = Cxe* + Ee**. Sustituimos

yp = Az + B + Cxe* + Ee*”
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en la ecuacién dada (1.124) y agrupamos los términos semejantes:

Yo — 2y, — 3y, = —3Axr —2A — 3B —3Cxe* + (2C — 3E)e* = 4z —5 —|(— 6xe”
1.125)

De esta identidad se obtienen cuatro ecuaciones:
—3A=4, —-2A-3B=-5, -3C=6 20 —-3E=0

La ultima ecuacion del sistema proviene de la interpretacion de que el coe-
ficiente de €** en el lado derecho de (1.125) es cero. Al resolver el sistema
llegamos a A = —4/3, B=23/9, C = =2y E = —4/3. En consecuencia,

4 23 4
Yp =37 + 9 2re* — 56236

La solucion general de la ecuacién es

4 23 4
y=cie " + coe™ — 3% + 9~ <2$ + §> e

De acuerdo con el principio de superposicién, también podemos hacer es-
te ejemplo resolviendo dos problemas mas sencillos. Comprobamos que al
sustituir

Yy = Az +Beny" -3y —3y=4r -5

Ypo = Cze® — Ee** en ¢ — 3y — 3y = 6xe*”
se tiene

402 0w L) o2
= ——X _— = — X —_ (&
ypl 3 9 yp2 3

Entonces, una solucién particular de la ecuacion (1.124) es y, = Yp1 + Ypo-
Ahora vamos a ver en un ejemplo cémo la hipdtesis obvia de la forma y, no

es una conjetura correcta.

Ejemplo 15 Determine una solucion particular de
y" — 5y + 4y = 8e”

Solucion: Al derivar e” no se obtienen funciones nuevas. Asi, si procedemos
como anteriormente, es légico suponer una solucion particular de la forma
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yp = Ae”. Pero al sustituir esta expresion en la ecuacién diferencial obtene-
mos la afirmacion contradictoria

0 = 8"

y vemos que nuestra hipétesis de y, fue incorrecta.

Aqui, la dificultad se aclara al examinar la funcion complementaria y. =
c1€” + ce*®. Vemos que la supuesta Ae® ya estd presente en .. Esto quiere
decir que e” es una solucion de la ecuacion diferencial homogénea asociada, y
al sustituir un multiplo constante Ae” en la ecuacién diferencial se obtendré,
necesariamente, cero.

Veamos si podemos tener una solucién particular de la forma

Y, = Axe”

Sustituimos y, = Aze, — Ae® y y, = Aze® +2Ae® en la ecuacién diferencial,
simplificamos y obtenemos

Yy, — 5y, + 4y, = —3Aex” = 8¢”

En esta ecuacién vemos que el valor de A es A = —8/3; por consiguiente,
una solucién particular de la ecuacion dada es
8 xr
= ——uze
Yp 3
La diferencia entre los procedimientos que empleamos en los ejemplos (13) y

(15) nos lleva a considerar dos casos. El primero refleja lo que sucede en los
ejemplos (13) a (14).

Caso I

Ninguna funcién en la solucién particular supuesta es una solucién de la
ecuacion diferencial homogénea asociada.

En el siguiente cuadro mostramos algunos ejemplos especificos de g(z) en
(1.115), con la forma correspondiente de la solucién particular. Naturalmen-
te, suponemos que ninguna funcién, en la solucién particular y, supuesta esta
duplicada (o reproducida) por una funcién en la solucién complementaria ..
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g(x) Forma de vy,

1. 1 (una constante) A

2. br+7 Ax+ B

3. 322-2 Az’ + Bx +C

4. P —z+1 A3+ Bx? +Cx+ FE

5. sindx Acosdxr + Bsindx

6. cosdx Acosdxr + Bsindx

7. €* Aed®

8. (9x —2)e™ (Az + B)e™

9. %> (Az? + Bx + C)e’®
10. e**sindx Ae®* cos 4x + Be3® sin 4x
11. 5z?sindx (Ax? + Bx + C) cosdx + (Ex® + Fr + G) sin4x
12. e cosdx (Az + B)e* cosda + (Ca + E)e** sindx

Cuadro 1.1: Soluciones particulares tentativas

Vamos a ver un ejemplo;

Ejemplo 16 Determine la forma de una solucion particular de
a)y’ — 8y +25y =5x%e™ — 7™ (b)Y + 4y = xcos x
(a) y" — 8y + 25y y' + 4y

Solucion:

a)

Podemos escribir g(z) = (523 — 7)e™®. Tomamos nuestro modelo del renglén
9 de la tabla, y suponemos que una soluciéon particular tiene la forma

y, = (A2® + B2® + Cx + E)e ™"

Obsérvese que no hay duplicacién entre los términos y,, y los de la funcién
complementaria y, = €1 (¢ cos 3x + cysen 3x).

b)

La funcién g(z) = xcos = parece a la del renglén 2 de la tabla excepto que
usamos un polinomio lineal y no cuadratico, y cos x y sen x en lugar de
cos 4z y sen 4x, en la forma de y,:

yp = (Az + B)cos x + (Cx + E)sen x

Si g(x) esta formada por una suma de, m términos del tipo de los de la tabla,
entonces, la hipdtesis de una solucién particular y, consiste en la suma de las
formas tentativas yp1, Yp2, -, Ypm, que corresponden a los términos

yp:yp1+yp2+"'+ypm
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Lo que acabamos de decir se puede formular también como

Regla de formacién para el caso I La forma de y, es una combinacion
lineal de todas las funciones linealmente independientes generadas por dife-
renciaciones repetidas de g(x).

Vamos a ver ahora el caso para el ejercicio (15);

Caso 11
Una funcién en la solucién particular supuesta también es una solucién de la
ecuacion diferencial homogénea asociada.

Supongamos de nuevo que g(x) estd formada por m términos de los tipos que
aparecen en la tabla y que la hipétesis normal de una solucién particular es

yp:yp1+yp2+"'+ypm

en donde las y,;, ¢ = 1,2, ...,m son formas tentativas de solucién particular
que corresponden a esos términos. En las condiciones descritas en el caso 11
podemos establecer la siguiente regla general:

Regla de multiplicacién para el caso II Si alguna y, contiene términos
que duplican los términos en y., entonces y,; se debe multiplicar por ™, donde
n es el entero positivo minimo que elimina esa duplicacion.

1.8. Coeficientes indeterminados: método del
anulador

Cualquier ecuaciéon diferencial de segundo orden la podemos escribir de la
siguiente forma;
aaD*y + ay Dy + apy = g(7) (1.126)

en donde Dy = dy/dz, D*y = d*y/dz?. Cuando nos convenga, representare-
mos también esta ecuacién en la forma L(z) = g(x), donde L representa el
operador diferencial lineal de orden n:

L = ayD* + a1 D + ag (1.127)

La aplicacion de los operadores diferenciales nos permite llegar a una solucion
particular de ciertos tipos de ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas.
Antes de hacerlo, necesitamos examinar dos conceptos:
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Factorizaciéon de operadores

Cuando las a;, ¢ = 0,1,...n son constantes reales, se puede factorizar un
operador diferencial lineal, como es el caso de (1.127), siempre que se factorice
el polinomio caracterfstico a,m"+a,_1m" '+...4-aym-+ay. En otras palabras,
si r; es una raiz de la ecuacion

anm"™ + apym™ . Fam+ay =0

entonces L = (D —ry)P(D), donde la expresién P(D) es un operador diferen-
cial lineal de orden n — 1: por ejemplo, si manejamos D como una cantidad
algebréica, el operador D? + 5D + 6 se puede factorizar como (D +2)(D + 3)
o como (D + 3)(D + 2). Asi la funcién y = f(x) tiene segunda derivada

(D* 45D +6)y = (D +2)(D+3)y = (D +3)(D+2)y
Lo anterior es un ejemplo de una propiedad general:

Propiedad 1.8.1 Los factores de un operador diferencial lineal con coefi-
cientes constantes son conmutativos.

Una ecuacién diferencial como y” + 4y’ + 4y = 0 se puede escribir en la forma

(D* 4+ 4D +4)y =0 o0sea (D +2)(D+2)y=0o0sea (D +2)* =0

Operador anulador
Si L es un operador diferencial con coeficientes constantes y f es una funcién
suficientemente diferenciable tal que

L(f(x)) =0

se dice que L es un anulador de la funcién; por ejemplo, una funcién constante
como y = k es anulada por D porque Dk = 0. La funcién y = x es anulada
por el operador diferencial D? porque la primera y segunda derivadas de x
son 1y 0, respectivamente. En forma similar, D322 = 0, etcétera.

El operador D™ anula cada una de las siguientes funciones:

1z, 22, ... "t (1.128)

Como consecuencia inmediata de la ecuacién (1.128) y del hecho de que la
diferenciacion se puede llevar a cabo término a término, un polinomio

co+1x+ e+ -+ ey (1.129)
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se puede anular definiendo un operador que anule la potencia maxima de x.
Las funciones que anula un operador diferencial lineal L de orden n son aque-
llas que se pueden obtener de la solucion general de la ecuacion diferencial
homogénea L(y) = 0.

El operador diferencial (D — «)™ anula cada una de las siguientes funciones

e 1e®® 12 ax" e (1.130)

Para comprobarlo, observemos que la ecuacién auxiliar de la ecuacion ho-
mogénea (D — a)"y = 0 es (m — a)” = 0. Puesto que « es una raiz de
multiplicidad n, la solucién general es

Y= 1€ + coxe™ x4+ - 4 e (1.131)

Cuando a y 8 son ntimeros reales, la férmula cuadrética indica que [m? —

2am + (a? + 3?)]" = 0 tiene las raices complejas a + i3, a — i3, ambas de
multiplicidad n. Llegamos al siguiente resultado:

El operador diferencial [D?*—2aD+(a?+3%)]" anula cada una de las siguientes
funciones:

(1.132)

2 ax n—1_ax

e cos Bx,re cos Br, x’e*cos PBx, ..., x" e cos [x
e*sen fBx,xe*sen Px,xr*e*sen PBx, ..., x" e sen (x

Con frecuencia desearemos anular la suma de dos o més funciones. Si L es un
operador diferencial lineal tal que L(y;) = 0y L(y2) = 0, entonces anula la
combinacién lineal ¢y, (2) +coyo (). Supongamos que Ly y Lo son operadores
diferenciales lineales con coeficientes constantes, tales que Ly anula a y;(x) y
Ly anula a yo(z), pero Li(y2) # 0y La(y1) # 0. Entonces, elproducto de los
operadores lineales, L Lo, anula la suma c1y; () + coye (). Esto se demuestra
con facilidad aplicando la linealidad y el hecho de que LiLs = LoLy:

Ly Lay(y1 + y2) = LiLa(y1) + LiLa(yo)
= LoLi(y1) + L1L2(y2)
= Lo[L1(y1)] + L1[La(y2)] = 0

Coeficientes indeterminados

Supongamos que L(y) = g(z) es una ecuacion diferencial lineal con coeficien-
tes constantes, y que la entrada g(x) consiste en sumas y productos finitos
de las funciones mencionadas en (1.128), (1.130) y (1.132), esto es, que g(z)
es una combinacién lineal de funciones de la forma

m

k(constante), z™, e 2" e cosPx y e senfx
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en donde m es un entero no negativo y a y [ son numeros reales. Ya sabe-
mos que esa funcién g(z) se puede anular con un operador diferencial, Ly, de
orden minimo, formado por un producto de los operadores D", (D — a)™ y
(D?*—2aD+a?+3%)". Aplicamos L; a ambos lados de la ecuacién L(y) = g(z)
y obtenemos LiL(y) = Ly(g(z)) = 0. Al resolver la ecuaciéon homogénea y
de orden superior L L(y) = 0, descubriremos la forma de una solucién parti-
cular, y,, de la ecuacién original no homogénea L(y) = g(x). A continuacién
sustituimos esa forma supuesta en L(y) = g(z) para determinar una solu-
cién particular explicita. Este procedimiento de determinacién de y, se llama
método de los coeficientes indeterminados.

Ejemplo 17 Resuelva
Y+ 3y + 2y = 4a? (1.133)

Solucidén: Primero resolvemos la ecuacién homogénea y” + 3y’ + 2y = 0. A
continuacion, a partir de la ecuacién auxiliar m? + 3m + 2 = (m + 1)(m +
2) = 0, determinamos que m; = —1 y my = —2; por lo tanto, la funcién
complementaria es

Yo = cre” " + coe”

Como el operador diferencial D? anula a 422, vemos que D3(D?+3D+2)y =
4D3x?% es lo mismo que

D*(D*+3D +2)y=0 (1.134)
La ecuacién auxiliar de la ecuacién (1.134), de quinto orden
m*(m* +3m+2)=0 osea m*(m+1)(m+2)=0

tiene las raices m; = mgy = mg = 0, my = —1 y ms = —2. Asi, su soluciéon
general debe ser

Y =c1 + cox + 32 4 e 4 e (1.135)

Los términos cle™® y cse™2® de la ecuacién (1.135) constituyen la funcién

complementaria de la ecuacién original, (1.133). Entonces podemos decir que
una solucién particular, y,, de (1.133) también deberia satisfacer la ecuacién
(1.134). Esto significa que los términos restantes en la ecuacién (1.135) han
de tener la forma bésica de y,:

y = A+ Bx + Cx? (1.136)
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en donde, por comodidad, hemos sustituido ¢y, ¢s y ¢3 por A, B 'y C| res-
pectivamente. Para que la ecuacién (1.136) sea una solucién particular de la
(1.133), se necesita determinar los coeficientes especificos A, B y C'. Deriva-
mos la funcién (1.136) para obtener

y, =B +2Cx y =2C
y sustituimos en (1.133) para llegar a
Yo + 3y, + 2y, = 2C + 3B + 6Cx 4 2A + 2Bz + 2C + X* = 4a?

Como se supone que esta ultima ecuacién tiene que ser una identidad, los
coeficientes de las potencias de igual grado en x deben ser iguales:

2C =4, 2B+6C =0, 2A+3B+2C =0 (1.137)

Resolvemos las ecuaciones en (1.137) para obtener A=7 B= -6y C = 2.
En esta forma, y, = 7 — 6x + 222
La solucién general de la ecuacién (1.133) es y = y. + y,, 0 sea

y=ocre " +ce " +7—06x+ 212

Resumen del método de los coeficientes indeterminados, método
del anulador

La ecuacién diferencial L(y) = g(x) tiene coeficientes constantes y la fun-
cién g(x) consiste en sumas y productos finitos de constantes, polinomios,
funciones exponenciales e**, senos y cosenos.

1. Se determina la soluciéon complementaria y. de la ecuacion homogénea
L(y) = 0.

2. Ambos lados de la ecuacién no homogénea L(y) = g(z) se someten a
la accién de un operador diferencial L; que anule la funcién g(z).

3. Se determina la solucion general de la ecuacién diferencial homogénea
de orden superior L;L(y) = 0.

4. De la solucion obtenida en el paso anterior, se eliminan todos los térmi-
nos duplicados en la solucién complementaria y., que se determiné en
el primer paso. Se forma una combinacién lineal y, con los términos
restantes. Esta serd la forma de una solucién particular de L(y)g(x).
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5. Se construye y, que se determind en el cuarto paso en L(y) = g(z).
Se igualan los coeficientes desconocidos en y, del sistema de ecuaciones
resultante.

6. Con la solucién particular que se determiné en el quinto paso, se forma
la solucién general y = y. + ¥y, de la ecuacién diferencial dada.

1.9. Variacion de parametros

Vamos a explicar ahora otro método para hallar una solucién particular
de una ecuacién no homogénea. Este método, conocido como variacion de
parametros, se debe a Lagrange y complementa bastante bien el método de
los coeficientes indeterminados. La ventaja més importante de la variacién de
parametros es que se trata de método general; en principio, por lo menos, es
posible aplicarlo a cualquier ecuacién y no requiere suposiciones detalladas
respecto a la forma de la solucion. El método de variacién de parametros
al final requiere la evaluacion de ciertas integrales en las que interviene el
término no homogéneo de la ecuacion diferencial, lo cual puede presentar
dificultades. Antes de considerar el método en el caso general, vamos a ver
un ejemplo de su aplicacion.

Ejemplo 18 FEncontrar la solucion particular de
y" + 4y = 3esc x (1.138)

Solucién: Vemos que este problema no cae dentro de los limites del método
de los coeficientes indeterminados porque el término no homogéneo g(z) =
3cse x contiene un cociente (en vez de una suma o un producto) de sen x o
de cos x. La ecuacién homogénea correspondiente a (1.138) es

y' +4y =0 (1.139)
y que la solucién general de (1.139) es
Yo = €108 2x + c1sen 2x (1.140)

La idea basica en el método de variacién de parametros es sustituir las cons-
tantes ¢; y ¢o de la ecuacion (1.140) por las funciones u; y usy, respectivamen-
te, y después determinar estas funciones de modo que la expresion resultante

y = uy(z)cos 2z + uy(x)sen 2x (1.141)
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sea una solucién de la ecuacién no homogénea (1.138).

Para determinar u; y us es necesario sustituir y de la ecuacién (1.138) por
su expresion dada en (1.141). Dado que se tiene una sola ecuacién y dos
funciones desconocidas, es de esperar que existan muchas posibilidades para
u1 v us que satisfagan las necesidades. Un punto de vista alternativo es que
puede imponerse una segunda condicion que se desee, para obtener asi dos
ecuaciones para las dos funciones desconocidas uy y us. Veremos més adelante
que es posible elegir esta segunda condicién de una manera que se hagan a
los calculos marcadamente mas eficientes.

Se deriva la ecuacion (1.141) y se reagrupan los términos, se obtiene

y' = —2u(x)sen 2x + 2uq(x)cos 2x + uy(x)cos 2x + uy(x)sen 2z (1.142)

Si se tiene presente la posibilidad de elegir una segunda condicién sobre u; y
ug, se requiere que los dos dltimos términos del segundo miembro de (1.142)
sean cero; es decir, que

uy(z)cos 2z + uy(x)sen 22 =0 (1.143)
Entonces, de la ecuacién (1.142) se concluye que
Y = —2uy(z)sen 2z + 2uy(x)cos 2x (1.144)

Aunque el efecto final de la condicién (1.143) ain no es evidente, por lo menos
se simplificé la expresion para y'. Ademas, al derivar la ecuacién (1.144) se
obtiene

y" = —duy(x)cos 22 — dugsen 2z — 2uy(x)sen 2z + 2ul(x)cos 2z (1.145)
Entonces, si se sustituyen y y y” de la ecuacién (1.138) por sus expresiones
dadas en (1.141) y (1.145), respectivamente, se encuentra que u; y us deben
satisfacer

—2u} (z)sen 2z + 2uy(x)cos 2x = 3csc x (1.146)

Resumiendo los resultados hasta este momento, se desea elegir u; y us de mo-
do que se satisfagan las ecuaciones (1.143) y (1.146). Estas ecuaciones pueden
considerarse como un par de ecuaciones algebraicas lineales para las dos can-
tidades desconocidas u)(x) y u)(x). (1.143) y (1.146) pueden resolverse de
varias maneras. Por ejemplo, si se despeja u;(x) en ub(z), se tiene

uy(x) = —uy (w)

Luego, si se sustituye uj(x) de la (1.146) por esta expresién y se simplifica,
se obtiene

cos 2x

(1.147)

sen 2x

3 2
uy(x) — w = —3cos x (1.148)
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Ademas, si se sustituye esta expresién para u}(z) en la ecuacién (1.147) y se
aplican las féormulas para el doble de un angulo, se encuentra que

3 2 3(1 — 2sen? 3
uhy () = €05 TR 2T _ ( sen’z) = —cscx —3sen x (1.149)
sen 2x 2sen x 2

Una vez que se obtuvieron ) (z) y ub(z), el paso siguiente es integrar para
obtener ui(x) y us(x). El resultado es

uy(z) = —3sen x + ¢; (1.150)

3
ug(z) = §ln|csc x — cot x| + 3cos T + ¢ (1.151)

Por tltimo, al sustituir estas expresiones en la ecuacién (1.141), se tiene

3
Yy = —3sen rcos 2x+§ln|csc x—cot x|sen 2x+3cos xsen 2x+cycos 2x+cysen 2x

(1.152)
Los términos de la ecuacion (1.152) en los que aparecen las constantes arbitra-
rias ¢; y ¢; son la solucién general de la ecuacion homogénea correspondiente,
mientras que los demas términos son una solucién particular de la ecuacién
no homogénea (1.138). Por lo tanto, (1.152) es la solucién general de la ecua-
ci6én (1.138).

En el ejemplo que acabamos de ver, pudo aplicarse bien el método de varia-
cion de parametros en la determinacion de una solucion particular y, por lo
tanto, de la solucién general de la ecuacion. Vamos a ver si este procedimien-
to lo podemos aplicar a una ecuacion arbitraria.

Consideramos

y' +p(x)y +q(z)y = g(z) (1.153)

en donde p, ¢ y g son funciones continuas dadas. Como punto de partida, se
supone que se conoce la solucién general

ye(x) = cryr () + coya(x) (1.154)
de la ecuacién homogénea correspondiente
Y +plx)y + q(x)y =0 (1.155)

Esta es una suposicién importante porque hasta el momento se ha mostrado
como resolver la ecuacion (1.155) sélo si tiene coeficientes constantes. Si tiene
coeficientes que dependen de z entonces, por lo general, para obtener y.(x)
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deben usarse series, las cuales veremos mas adelante.

La idea fundamental del método de la variacién de parametros, es sustituir
las constantes ¢; y ¢y de la ecuacién (1.154), por las funciones u; y ug, res-
pectivamente; esto da

y = ur(2)y1 () + uz(w)y2() (1.156)

Vamos a intentar determinar u; y us de manera que la expresion de (1.156)
sea una solucién de la ecuacién no homogénea (1.153), en lugar de serlo de
la ecuacién homogénea (1.155). Por tanto, se deriva la (1.156) y se obtiene

Yy = uy(@)y () + wn (2)p) () + ug(2)ya(z) + ua(w)ys(2) (1.157)

Ahora se igualan a cero los términos de la ecuacién (1.157) en los que aparecen
u)y(z) y uhy(x); es decir, se requiere que

uy (z)yr () + uy(2)ya(z) = 0 (1.158)

Vemos que, con base en (1.157), se tiene

/

Yy = w(2)y; () + ua(w)ys(2) (1.159)

Ademas, al derivar una vez mas se obtiene

y' = ui @)y () + ua ()9 (z) + uy(2)ys(2) + ua(r)ys (7) (1.160)

Ahora se sustituyen y, ' y y” de la ecuacién (1.153) por sus expresiones
dadas en (1.156), (1.159) y (1.160), respectivamente. Después de reordenar
los términos de la ecuacion resultante se encuentra que

ur(@)[yi (=) + p(@)y(x) + q(@)yi (2)] + ua(2) Y5 (z) + p(z)ys(x) + q(2)ya(2)]
+ur(2)y (7) + up(2)ya(z) = g(2)
Cada una de las expresiones entre corchetes de esta ecuacion es cero por-

que tanto y; como y son soluciones de la ecuaciéon homogénea (1.155). Por
consiguiente, se reduce a

uy () () + up(2)ys () = g(x) (1.161)

Las ecuaciones (1.158) y (1.161) forman un sistema de dos ecuaciones alge-
braicas lineales para las derivadas u} (z) y u5(x) de las funciones desconocidas.
Al resolver el sistema formado por (1.158) Y (1.161) se obtiene

/ _ y2<l‘)g(l’) u/ ) = yl(x)g(x)
O = W nw@ T W@ (1.162)
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en donde Wy, ys) es el wronskiano de y; y y2. Vemos que es permisible
dividir entre W, porque y; y y2 son un conjunto fundamental de soluciones
y, por lo tanto, su wronskiano es diferente de cero. Al integrar las ecuaciones
(1.162) se encuentran las funciones deseadas ui(z) y us(z);

[ _wpe(z)g(z)
W (y1, y2) (@)

ya(x)g(x)

_ —W(yh yQ)(J;) dx -+ C1, UQ(I‘) =

dx + co
(1.163)

Por tltimo, si se sustituyen las expresiones (1.163) en la ecuacién (1.156) da
la solucién general de la ecuacién (16). Este resultado se enuncia como un
teorema.

uy(z) =

Teorema 1.9.1 Si las funciones p, ¢ y g son continuas sobre un interva-
lo abierto I y si las funciones y, y yo son soluciones linealmente indepen-
dientes de la ecuacion homogénea (1.155) correspondientes a la ecuacion no
homogénea (1.153),

y' +p(@)y +q(2)y = g(z)

entonces una solucion particular de (1.153) es

@ [ @)
YO W™ T Wnww ™
y la solucion general es
y = 1y (z) + coya() + Y (2) (1.165)

Al examinar la expresion (1.164) y repasar el proceso mediante el cual se ob-
tuvo, es posible observar que pueden presentarse dos dificultades importantes
al aplicar el método de variacion de parametros. Como ya se menciond, una es
la determinacién de y;(x) e y2(x), un conjunto fundamental de soluciones de
la ecuacién homogénea (1.155), cuando los coeficientes de esa ecuacién no son
constantes. La otra dificultad posible esta en la evaluacion de las integrales
que aparecen en la ecuacién (1.164). Esto depende por completo de la natu-
raleza de las funciones vy, y2 y g. Por supuesto, aun si no es posible evaluar
las integrales por métodos analiticos elementales, por lo comin es posible
calcularlas de manera aproximada mediante la regla de Simpson o algtin otro
procedimiento numeérico en le caso de que se traten de integrales definidas,
si son integrales indefinidas se calcularan por los métodos conocidos.

1.10. Ecuacion de Cauchy-Euler

Anteriormente hemos visto que determinar soluciones explicitas de ecuacio-
nes diferenciales lineales de segundo orden con coeficientes constantes se hace
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con relativa facilidad. No ocurre lo mismo con las ecuaciones lineales de coe-
ficientes variables. Sin embargo, ahora examinaremos un tipo de ecuacion
con coeficientes variables cuya solucion general siempre se puede expresar en
términos de potencias de x, senos, cosenos y funciones logaritmicas y expo-
nenciales.

Toda ecuacién diferencial lineal de la forma

az®y" + bxy + cy = g(x) (1.166)
donde los coeficientes a, b y ¢ son constantes, tiene el nombre de ecuacion
de Cauchy-Euler, ecuacion de Euler o ecuacién equidimensional. La carac-
teristica observable de este tipo de ecuacion es que el grado de las = coincide
con el orden de la diferenciacion.

Vamos a empezar el desarrollo examinando detalladamente las formas de las
soluciones generales de la ecuacion homogénea de segundo orden

az®y" + bxy + cy =0 (1.167)

Una vez determinada la funcién complementaria y.(x) también podemos re-
solver la ecuacién no homogénea azx?y” + bry' + cy = g(x) con el método de
variacién de parametros.

Vamos a intentar encontrar una solucion de la forma y = 2™, donde m esta
por determinar. La primera y segunda derivadas son, respectivamente

d d?
ﬁ = ma™? d_xz =m(m —1)a™? (1.168)
En consecuencia,
d? d
ar?>Y ey cy = ar*m(m — 1)z™ 2 + bama™ * + ca™
dx? dx

=am(m — 1)z™ 4 bmz™ + caz™

=z (am(m — 1) + bm + ¢)

Asi, y = 2™ es una solucién de la ecuacién diferencial siempre que m sea una
solucién de la ecuacion auxiliar

am(m—1)+bm+c=0 o am®*+(b—a)ym+c=0 (1.169)

Hay tres casos distintos por considerar que dependen de si las raices de esta
ecuacién cuadratica son reales y distintas, reales repetidas (o iguales) o com-
plejas. En el 1dltimo caso las raices serdn un par conjugado.
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Caso I: Raices reales distintas
Sean my y mqy las raices reales de (1.169), tales que m; # my. Entonces
y1 = 2™ y yo = ™2 forman un conjunto de soluciones. Asf pues, la solucién
general es

y = ™ + cox™? (1.170)

Ejemplo 19 Resuelva
22y — 2y — 4y =0

Soluciéon: Vamos a suponer que la solucion es y = x™. Diferenciamos dos
veces

dy mo1 Y m—2
o = ma" ﬁ:m(m—l)x
y sustituimos en la ecuacién diferencial
d? d
x2d—xz — 2xd—i — 4y = 2*m(m — )z™ % — 2oma™ ' — 4a™

=2"(m(m —1)—2m —4) = 2™(m* —3m —4) =0

si m?—3m—4 = 0. Pero (m+1)(m—4) = 0 significa que m; = —1y my = 4,
asi que

Y = clscfl + 02x4

Caso II: Raices reales repetidas
Si las raices de (1.169) son repetidas, esto es, si m; = mg, sélo llegaremos
a una solucién que es y = ™. Cuando las raices de la ecuacién cuadratica
am? + (b — a)m + ¢ = 0 son iguales, el discriminante de los coeficientes
tiene que ser cero. De acuerdo con la féormula cuadrética, la raiz debe ser
my1 = —(b—a)/2a. Podemos formar ahora una segunda solucién y,. Primero
escribimos la ecuacién de Cauchy-Euler en la forma

d>y bdy ¢

da? " axdr ' ax?
e identificamos P(z) = b/ax y [(b/ax)dx = (b/x)Iinz. Asi

—(b/a)lnz
Yo =™ /e— =™ /xb/“x2m1dq:

x2m1

=™ /m_b/“x(b_“)/“da: =™ / @ = z™[nx
x

y=0
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Entonces, la solucion general es

y =™ + cox™ lnx (1.171)

Ejemplo 20 Resuelva
4o’y + 8xy +y =0

Solucidén: La sustituciéon y = 2™ da
2

d d
d—xz+8x£+y:xm(4m(m—l)+8m+l):xm(4m2+4m—|—1)20

4

cuando 4m? +4m +1 =00 (2m + 1)> = 0. Como m; = —1/2, la solucién
general es
Yy = cir V% 4 CQx_l/anx

Caso II: Raices complejas conjugadas
Si las raices de (1.169) son el par conjugado m; = a+i3, me = a—1i3, donde
a vy > 0 son reales, una solucion es

y = 120 4 oypoi0

Pero cuando las raices de la ecuacién auxiliar son complejas, como en el caso
de ecuaciones con coeficientes constantes, conviene formular la solucién sélo
en términos de funciones reales. Vemos la identidad

xiﬁ — (elnx)iﬁ — eiﬁlnr
que, segun la féormula de Euler, es lo mismo que
2" = cos(BInz) + isen(Blnz)

De igual manera ‘
2~ = cos(Blnx) — isen(Binz)

Sumamos y restamos los ultimos dos resultados para obtener

2P+ 27 = 2c0s(Binz) v 2 — 17" = 2isen(Binx)
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respectivamente. Basandonos en que y = ;2% — ¢,2°7% es una solucién
para todos los valores de las constantes, vemos, a la vez para ¢y =co =1y
cp=1,co=—1que

y =22 + 270y oy =@ — 2P

o bien
y1 = 2x%cos(flnx) 'y ys = 2iz®sen([lnx)

también son soluciones. Como W (x%cos(Binx)), x*sen(Binx) = Bx**~1 #£ 0,
3 > 0 en el intervalo (0, 00), llegamos a la conclusién

y1 = z%os(flnz) vy ys = z%sen(Blnx)

forman un conjunto fundamental de soluciones reales de la ecuacion diferen-
cial; por lo tanto, la soluciéon general es

y = x%[cicos(Blnx) + casen(Binx)] (1.172)

Ejemplo 21 Resuelva el problema de valor inicial
2y’ + 30y +3y =0, y(1)=1, y(1)=-5

Solucion: Tenemos que

2 d°y dy 2
g 8o+ 8y =" (m(m = 1) + 3m + 3) = 2"(m* + 2m + 3 = 0

cuando m? + 2m + 3 = 0. Aplicamos la férmula cuadratica y vemos que
my = —1+v2i y my = —1 —/2i. Si identificamos a = —1y 3 = /2 de

acuerdo con (1.172), la solucién general de la ecuacién diferencial es
y = 2 ercos(V2nx) + casen(v2n))

Al aplicar las condiciones y(1) = 1y y(1) = —5 a la solucién anterior, resulta
que ¢; =1y ¢o = —2v/2. Asi, la solucién al problema de valores iniciales es

y = 27 [cos(V2Inz) — 2v/2sen(V2inz)]
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1.11. Ecuaciones no lineales

Entre las ecuaciones diferenciales lineales y no lineales hay varias diferencias
importantes. Anteriormente se expuso que las ecuaciones diferenciales lineales
homogéneas de segundo orden tienen la propiedad de que una combinacion li-
neal de soluciones también es una solucién. Las ecuaciones no lineales carecen
de esta propiedad de superposicién: por ejemplo, en el intervalo (—oo, 00),
yp = €%, yo = € F, y3 = cos r y Y4 = sen x son cuatro soluciones lineal-
mente independientes de la ecuacion diferencial no lineal de segundo orden
(y")* — y* = 0. Pero las combinaciones lineales, como y = c;e® + c3cos z,
Y =coe P 4cysen x 'y y = c1e” + coe” ¥ 4 c3c08 x 4 c45€n x, no son soluciones
de la ecuacién para constantes ¢; arbitrarias distintas de cero.

Pero la diferencia principal entre las ecuaciones lineales y no lineales de se-
gundo orden es la posibilidad de resolverlas. Dada una ecuaciéon lineal, hay
la posibilidad de establecer alguna forma manejable de solucién, como una
solucién explicita o una que tenga la forma de una serie infinita. Por otro
lado, la solucién de las ecuaciones diferenciales no lineales de orden superior
es todo un desafio. Esto no quiere decir que una ecuacion diferencial no li-
neal de orden superior no tenga soluciéon, sino mas bien que no hay métodos
generales para llegar a una solucion explicita o implicita.

Ahora vamos a ver un método de sustitucion que a veces permite determi-
nar las soluciones explicitas o implicitas de tipos especiales de ecuaciones no
lineales.

Uso de sustituciones

Las ecuaciones diferenciales no lineales de segundo orden F'(z,vy',y") = 0
en que falta la variable dependiente y, y las F(y,y’,y"”) = 0 donde falta la
variable independiente x, se pueden reducir a ecuaciones de primer orden
mediante la sustitucién u = y/'.

El siguiente ejemplo muestra la técnica de sustitucién para una ecuacion tipo
F(z,y,y") = 0. Siu =1y laecuacién diferencial se transforma en F'(z,u,u’).
Si resolvemos esta tltima ecuacién podremos determinar y por integracion.
Dado que estamos resolviendo una ecuacién de segundo orden, su solucién
tendra dos constantes arbitrarias.

Ejemplo 22 Resuelva
Y = 2u(y)?

Solucién: Si u = ¢/, entonces du/dx = y”. Después de sustituir, la ecuacién
de segundo orden se reduce a una de primer orden con variables separables;
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la variable independiente es z y la variable dependiente es u:

du 9 u
T = 2xu” o sea 2 = 2xdx
/quu = /Qxdx
—u =2 + ¢

Por comodidad, la constante de integracién se expresa como ¢2. En los proxi-
mos pasos se aclarard la razén. Como u~! = 1/y/, entonces

dy 1
dr 22+ ¢
y asi
/ dz b 1t 71(x)+
=— [ —— obien y=——tan  (—)+c
y 2+ 2 Y ¢ a1 2

A continuaciéon mostraremos la forma de resolver una ecuacién de la for-
ma F(y,vy',y") = 0. De nuevo haremos u = 3/, pero como falta la variable
independiente x, usaremos esa sustitucién para transformar la ecuacién di-
ferencial en una en que la variable independiente sea y y la dependiente sea
u. Con este fin usaremos la regla de la cadena para determinar la segunda

derivada de y:
y du  dudy  du

VoL T Y

Ahora, la ecuacién de primer orden que debemos resolver es

d
F (y,u,ud—Z) =0

Ejemplo 23 Resolver

Solucién: Con la ayuda de u = ¢’ y de la regla de la cadena que mostramos
arriba, la ecuacion diferencial se transforma en
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Partimos de

d d
/_u — [ %Y Obtenemos Infu| = Inly| + ¢
Uu Yy

Al despejar u de la iltima ecuacién en funcién de y, obtenemos u = coy, en
donde hemos redefinido la constante e como co. A continuacién restitui-

mos u = dy/dx, separamos variables, integramos y de nuevo redefinimos las
constantes:

dy _

¢y [ dr osea In|y| =cor+c3 osea y=cue?
Yy

Uso de la serie de Taylor
En algunos casos se puede aproximar una solucién a un problema de valor
inicial en que las condiciones iniciales se especifiquen en x; mediante una
serie de Taylor centrada en zy. Esta serie la veremos mas adelante, ahora no
entraremos en explicaciones.
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Capitulo 2

Aplicaciones de las ecuaciones
diferenciales lineales de
segundo orden

2.1. Movimiento armonico simple

Supdngase que un cuerpo de masa m estd sujeto al extremo de un resorte
flexible, de peso despreciable, suspendido de un soporte rigido.

Cuando el peso esta en reposo, describimos su posicion como la posicién de
equilibrio. Si el cuerpo se desplaza hacia abajo una cierta distancia y luego
se suelta, estara bajo un movimiento vibratorio alrededor de la posicién de
equilibrio. Nuestro propdsito es estudiar el movimiento del cuerpo, conocido
como movimiento arménico simple, en el cual se ignora cualquier fuerza de
friccién con el medio que lo rodea.

67



Fesorte Mbre

e F=0

Posicion de equilibric
myg-ks=10

Cuerpo en mevimients

Figura 2.1: Sistema masa-resorte

En este caso, las unicas fuerzas que actian son:

s Una fuerza de restitucion f, opuesta a la direccién del alargamiento
y proporcional a su magnitud (Ley de Hooke). En términos simples
fr = kd, donde k es una constante de proporcionalidad y d la magnitud
del alargamiento.

= Kl peso del cuerpo, dado por P = mg

Adoptaremos la siguiente convencién; todas las cantidades (desplazamiento,
velocidad, aceleracién y fuerza), medidas hacia abajo desde la posicién de
equilibrio se consideraran como positivas. Las que se miden hacia arriba, son
negativas.

En la posicién de equilibrio

mg — ks =0

Ahora, al desplazar el cuerpo de esta posicion en una magnitud x y soltarla,
de la Segunda Ley de Newton se sigue que

P k(s + x) ks — k
m— =mg — k(s+x) =mg — ks — kx
02 g g
y usando la condicion de equilibrio, resulta
d*x
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El signo negativo indica que la fuerza de restitucion del resorte actia en
direccién opuesta a la del movimiento. Podemos escribir la ecuacién (2.1) en
la forma

d*r  k

e =

o bien »
x 2
— +wr =0 2.2
i (2.2)
donde w? = k/m.
La ecuacién (2.2) es la ecuacién diferencial del movimiento arménico simple
o movimiento vibratorio no amortiguado.

Hay dos condiciones iniciales asociadas con (2.2),
z(0) =z, 2'(0) = vy

que representan el desplazamiento y velocidad iniciales, respectivamente. Por
ejemplo, si g < 0 y vg > 0 entonces el movimiento se inicia en un punto
que estd |zo| unidades arriba de la posicién de equilibrio y con una velocidad
inicial dirigida hacia abajo. Si g > 0 y vg = 0, la masa estd inicialmente en
reposo a xp unidades abajo de la posicion de equilibrio.

La ecuacién auxiliar de (2.2) es

r?+w? =0
cuyas raices son imaginarias puras
T =Wi o= —Ww;
En consecuencia, la solucién general de la ecuacién diferencial (2.2) es
x(t) = ¢1 cos(wt) + ¢ sen(wt) (2.3)

donde ¢; y ¢5 son constantes que dependen de z y de vy. Nétese que indepen-
dientemente de los valores de ¢; y co, la ecuacion del movimiento armoénico
simple (2.3), define una funcién periédica de periodo T' = 27 /w y describe un
movimiento ideal en el que el cuerpo se mueve alternadamente hacia arriba
y hacia abajo de la posicién de equilibrio, infinitas veces.

El periodo T es el tiempo necesario para que se complete un ciclo y su
reciproco f = 1/T se llama frecuencia. El desplazamiento méximo del cuer-
po, medido desde la posicién de equilibrio, se llama amplitud.
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Ejemplo 24 Se encontré experimentalmente que un peso de /4 libras estira
un resorte 6 pulgadas. Si el peso se suelta desde la posicion de equilibrio con
una velocidad dirigida hacia abajo de 4 pulg/s, determine:

1.

2.
3.

/.

La ecuacion diferencial y condiciones iniciales que describen el movi-
miento.

La ecuacion del movimiento
La posicion, velocidad y aceleracion del peso 2 sequndos después.

El periodo, la frecuencia y la grdfica de la solucion.

Solucién: Ya que 6 pulgadas equivalen a 1/2 ft, de la Ley de Hooke tenemos

que

1= (k)5

de donde

b
k=8—
ft

Ademéas m = P/g = 4/32 = 1/8slug

1.

Luego, de (2.2), la ecuacién diferencial que describe el movimiento es

d2x+ 81:—0
ez 1/87

o bien
2

d
d—t“;” + 64z = 0 (2.4)

sujeta a las condiciones iniciales

z(0) =0, 2'(0)=1/3
La ecuacién auxiliar de (2.4) es r? + 64 = 0, cuyas raices son r = +8i.
En consecuencia la solucién general de (2.4) viene dada por

x(t) = c1c088t + casen8t

La condicién inicial 2(0) = 0 implica que ¢; = 0, mientras que z/(0) =
1/3 conduce a 8¢y = 1/3. De modo que ¢; =0, ¢o = 1/24 y la solucién
requerida es

1
x(t) = ﬂsen&f
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Figura 2.2: Movimiento de la masa

3. La posicion, velocidad y aceleracion del peso 2 segundos después, estan
dadas, respectivamente por

1
7(2) = gzsen16 = —0,0011996
, 1
'(2) = 500516 = —0,31922

8
2"(2) = —gsen16 = 0,76774

lo cual indica que el cuerpo se encuentra a 0.011996 ft arriba de la
posicion de equilibrio moviéndose hacia arriba.

4. El periodo y la frecuencia son

21 T 4
= —_— = — f:—
T

T
8 4’

Claramente, la amplitud es de 1/24 ft. La soluciéon muestra que una
vez que el sistema se pone en movimiento, permanece en tal estado con
la masa desplazdndose alternadamente 1/24 ft hacia cada lado de la
posicién de equilibrio z = 0.
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Ejemplo 25 Una fuerza de 9 Ib estira un resorte 3 pulgadas. Un cuerpo que
pesa 24 1b se sujeta al resorte y se suelta desde un punto que esta 3 pulgadas
abajo de la posicion de equilibrio con una velocidad dirigida hacia arriba de

36 pulg/s.

1.
2.

Determine la ecuacion del movimiento x(t)

s En qué instante pasa el cuerpo por la posicion de equilibrio en direccion
hacia arriba por tercera vez?

sEn qué instantes estd el cuerpo 3 pulgadas abajo de la posicion de
equilibrio?

Solucion: Primero debemos observar que es necesario convertir a ft las lon-
gitudes expresadas en pulgadas, usando la equivalencia 1 ft = 12 pulgadas.

1.

Por la Ley de Hooke, se sigue que el valor de la constante del resorte k
es
po Db gl
1/4 ft ft

Ademads, m = 24/32 = 3/4slug. De modo que la ecuacién diferencial

del movimiento es )

d
d—tf + 48z = 0 (2.5)

En este caso, las condiciones iniciales son

Al resolver el problema de valores iniciales (2.5) y (2.6), obtenemos

x(t) = }10034\/§t - ?senél\/gt (2.6)

. Escribimos la solucién (2.6) en forma alternativa. Tenemos que

1 3 1
A=4/ — 4+ — ==
16+16 2

y como ¢ < 0

qb:arctcm(— )+7T:—%—|—7T=—7r

1
V3
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Luego

() = %sen (4\/§t + %)

La gréfica de la ecuacién del movimiento es la siguiente

Y
L

Figura 2.3: Ecuacién del movimiento

Los instantes en los cuales el cuerpo pasa por la posicién de equilibrio
vienen dados por las soluciones de la ecuacion x(t) = 0, es decir

1 5
§sen (4\/§t + EW) =0

De aqui obtenemos la sucesién de valores de ¢

Tlﬂ'—%ﬂ'
th=—90— n=123,..

n 4\/§ )
El tiempo pedido es claramente

t5 = 1,18894 segundos

3. Ahora, debemos hallar los valores de ¢ para los cuales x(t) = 1/4, esto
es

5) 1
4v 3t + = = —
sen<\/§+67r> 5
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Notemos primero que la ecuacién senf = 1/2 tiene como soluciones
todos los nimeros 6 de la forma 7/6 + 2n7w y 57/6 + 2nmw, con n un
numero entero. Luego, el cuerpo estda 3 pulgadas abajo de la posicién
de equilibrio en los instantes

4

—sm+ 2 1 3

N L (P A C RSP
43 3) 6

(2 = 20T i 1,2,3.4, ..
443 6
Obsérvese que en los tiempos t%l) el cuerpo se mueve hacia abajo de
la posicién de equilibrio, mientras que en los tiempos % 1o hace hacia

arriba.

2.2. Movimiento vibratorio amortiguado

En la secciéon anterior se supuso que no actian fuerzas retardadoras sobre la
masa en movimiento, lo cual no es cierto a menos que se encuentre suspendida
en un vacio perfecto.

Vamos a considerar ahora el efecto de la resistencia del medio sobre la masa.
Supongamos que sobre el cuerpo actua una fuerza amortiguadora, dada por
un miultiplo constante de la velocidad dz/dt.

De la segunda ley de Newton, en ausencia de fuerzas externas, se sigue que

Az

dx
moE = k=

donde 3 es una constante de amortiguacién positiva y el signo se debe a que la
fuerza amortiguadora actia en direccién opuesta al movimiento. Obtenemos
asi la ecuacion diferencial del movimiento vibratorio amortiguado libre

d?r [Bdx k

o bien » p
x T
— A= 4 Wl =0 2.7
az g T (2.7)
con 2\ = B/m y w? = k/m.

La ecuacion auxiliar de (2.7) es

2422 r+w? =0
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cuyas raices estan dadas por
ri=—=A+VAN—w?2 rg=-A—VA-w2 (2.8)
Dependiendo del valor de A? — w?, distinguimos los tres casos siguientes;

Primer caso: Movimiento Sobre-Amortiguado.
Si A? —w? > 0, las raices (2.8) son reales y distintas, y en consecuencia la
solucién general de (2.7) es

z(t) =e M (clev AW e 2_w2t> (2.9)

que representa un movimiento suave y no oscilatorio.
Algunas graficas posibles de (2.9) se muestran en la siguiente figura,

i X

-~ ¥

Figura 2.4: Movimiento sobreamortiguado

Segundo caso: Movimiento Criticamente Amortiguado.
Si A? — w? = 0 la solucién general de (2.7) es

z(t) = e (e + caot) (2.10)

puesto que r; — 19 = —A\.

En esta situacion, una pequena disminucién de la fuerza de amortiguamiento
produciria un movimiento oscilatorio. Algunas graficas posibles de la solucion
(2.10) se muestran en la siguiente figura.
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%4 ik

-

Figura 2.5: Movimiento criticamente amortiguado

Un examen de las derivadas de las soluciones (2.9) y(2.10) del primer y se-
gundo caso respectivamente, permite ver que estas funciones pueden tener a
lo mas un maximo relativo o un minimo relativo para ¢ > 0, por lo que el
cuerpo puede pasar a lo mas una vez por la posicién de equilibrio.

Tercer caso: Movimiento Subamortiguado.
Si A% < 0, las raices (2.8) son complejas y se pueden escribir como

M =—-A+Vwr—-A%, ry=-X—Vw? -4

de modo que la solucién general de (2.7) es en este caso
z(t) = e M (clcosv w? — A\t + cpsenvVw? — )\2t> (2.11)

Ahora, el movimiento es oscilatorio, pero la amplitud de las oscilaciones tien-
de a cero cuando t tiende a infinito.

Notese que, en analogia a lo que hicimos en el movimiento arménico simple,
la solucién (2.11) puede expresarse en forma compacta. Cualquier funcién de
la forma de la ecuacién (2.11) con ¢; # 0y cg # 0, puede escribirse como

z(t) = Ae Msen <Mt + q§> (2.12)

A=/ +c3 (2.13)

y el angulo de fase ¢ es tal que;

donde

C
senqb:—l Cos(b:

C2
A Y A
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Es decir

b= { arctcmi—; si ¢y >0 (2.14)

arctcmi—; 4+ 7 si <0

En la forma alternativa (2.12) el coeficiente Ae=* denomina la amplitud
amortiguada de las soluciones, 27 /v/w? — A\? es el cuasiperiodo y vw? — \2/27
es la cuasifrecuencia. El cuasiperiodo es el intervalo de tiempo transcurrido
entre dos maximos sucesivos de x(t), también es igual al doble de tiempo
entre dos ceros sucesivos de la solucion.

L

Figura 2.6: Movimiento subamortiguado

Para representar graficamente la solucién (2.12), es ttil tomar en cuenta las
siguientes observaciones. En primer lugar, las intersecciones con el eje t se
obtienen resolviendo la ecuacién x(t) = 0, esto es

sen <\/w2 — Nt + gb) =0
de donde

Vw? — N2t + ¢ = nm, tn:m—_ﬁ n=0,1,2,..



Por otra parte, la grafica de z(t) es tangente a las curvas exponenciales
11(t) = Ae™™, 15(t) = —Ae ™ en los valores de t, tales que

sen (\/w2 — N2t 4+ (b) =41
Resolviendo esta ecuacion encontramos las soluciones ¢ = 3, dadas por

(2k + 17/2 — ¢)
VoE

ty, =

con k en N.

Ejemplo 26 Se encontrd experimentalmente que un cuerpo de 4 Ib estira
un resorte 6 pulgadas. El medio ofrece una resistencia al movimiento del
cuerpo numéricamente igual a 2.5 veces la velocidad instantanea. Encuentre
la ecuacion del movimiento si el peso se desplaza 4 pulgadas por debajo de la
posicion de equilibrio y se suelta.

Solucion: La ecuacidon diferencial del movimiento es

4 d’x dx
——— = -8 —2,b—
32 dt? ERP7
o equivalentemente
d*x dx
— +20— +64x =0 2.15
az "V T (2.15)

Las condiciones iniciales son
z(0)=1/3, 2(0)=0

La ecuacién auxiliar de (2.15) es r? 4+ 20r + 64 = 0 y sus raices son 7, = —4
y ro = —16, de modo que

z(t) = cre* + cpe 1%
La condicién z(0) = 1/3 implica que
¢+ =1/3 (2.16)
en tanto que z'(0) = 0 nos lleva a

—401 — 1602 =0 (217)
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Resolviendo el sistema compuesto por (2.16) y (2.17) obtenemos los valores

01:4/9, 62:—1/9

L J

Figura 2.7: Solucién del ejemplo

Por consiguiente
4 4 1 g
r(t) = -e ™ — —e” 2.18
(1) =se - 5 (218)
Como se observa en la figura, no ocurren oscilaciones ya que el peso tiene
tanto amortiguamiento que solo retorna gradualmente a la posicion de equi-
librio sin pasar por esta. Se trata de un movimiento sobreamortiguado.

Ejemplo 27 Después de que un cuerpo que pesa 10 Ib se sujeta a un resorte
de 5 ft de largo, el resorte mide 7 ft. Se quita el cuerpo de 10 Ib y se le
reemplaza por uno de 8 Ib. El sistema completo se coloca en un medio que
ofrece una resistencia numéricamente igual a la velocidad instantdnea.

1. Obtenga la ecuacion del movimiento si el peso se suelta desde un pun-
to que se encuentra 1/2 ft abajo de la posicion de equilibrio con una
velocidad dirigida hacia abajo de 1 ft/s.

2. Encuentre los instantes en los cuales el cuerpo pasa por la posicion de
equilibrio en direccion hacia abajo.

3. Construya la grdafica de la ecuacion del movimiento.
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Solucion:

1. De la ley de Hooke es claro que

o 0
2 ft O ft
Ademas
8 b 1

— 2 g
M5 T4t

y 3 =1, asi que la ecuacién diferencial del movimiento es

d*x dx
— 4+ 4— +202 =0 2.19
az g T (2.19)

Resolviendo (2.19) sujeta a las condiciones iniciales z(0) = 1/2 ft y
2'(0) =1 ft/s, obtenemos

1
x(t) = 56_2t(6084t + sendt) (2.20)

2. Escribimos primero la solucién (2.20) en la forma alternativa. Tenemos

) -

T
= arctanl = —
¢ = arctan 1

De modo que

2
x(t) = \/T—G_Qtsen <4t + %)
por lo cual z(t) = 0 si y sélo si

4t+%:n7r, neN

Por lo tanto, los valores
T m

to=nt -
"1 16

con n un entero positivo par, son los instantes en los que el cuerpo pasa
por la posicién de equilibrio moviéndose hacia abajo.
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3. La gréfica se muestra en la figura siguiente

Figura 2.8: Solucién del ejemplo

2.3. Movimiento Vibratorio Forzado

En las dos secciones anteriores estudiamos el problema de un resorte donde
solo se consideraron las fuerzas restauradora y amortiguadora. Veremos ahora
casos dénde actian otras fuerzas externas que varian con el tiempo. Dichas
fuerzas pueden ocurrir, por ejemplo, cuando el soporte que sostiene al resorte
se mueve verticalmente de cierta manera dada, tal como en un movimiento
periédico o cuando al peso se le da un pequeno empuje cada vez que alcanza
la posicién més baja.

Denotemos con f(t) la fuerza exterior que actiia sobre la masa. De la segunda
ley de Newton, la ecuacion diferencial del movimiento es

APz dz
2 = by 22 2.21
mos ke —f—+ f (1) (2.21)
o bien » p
T T
— 42—+ =F 2.22
dt2+ )\dt+wx (t) ( )

donde 2\ = 3/m, w? = k/my F(t) = f(t)/m.

Para resolver la ecuacién no homogénea (2.22) podemos emplear el método
de los coeficientes indeterminados o el de variacién de parametros, segin sea
mas conveniente.
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Ejemplo 28 Un resorte vertical con constante de 6 Ib/ft tiene suspendida
una masa de 1/2 slug. Se aplica una fuerza externa dada por f(t) = 40sen2t,
t > 0. Supongase que actia una fuerza amortiguadora numéricamente igual a
dos veces la velocidad instantdanea y que inicialmente el cuerpo estd en reposo
en su posicion de equilibrio. Determine la posicion del cuerpo en cualquier
tiempo t > 0.

Solucién: Con los valores de k = 6lb/ ft, m = 1/2slug y § = 2, la ecuacién
diferencial de movimiento resultante es

d%x dx
== + 4E + 12z = 80sen2t (2.23)

La solucién complementaria de (2.23) es

To(t) = e (c1c052V/2t + cosen2V/2t)

Usando el método de los coeficientes indeterminados proponemos una solu-
cién particular de (2.23) de la forma

z,(t) = Acos2t + Bsen2t
En tal caso

), (t) = —2Asen2t + 2Bcos2t
) (t) = —4Acos2t — 4Bsen2t

Sustituyendo en (2.23), se sigue que
(8A + 8B)cos2t + (8B — 8A)sen2t = 80sen2t

El sistema de ecuaciones resultante:

8A+8B =0
—8A+ 8B =80
conduce a los valores A = =5y B = 5. Asi que

2(t) = e (c1c052V/2t 4 cr5en2v/2) + 5(sen2t — cos2t)

Empleando las condiciones iniciales 2(0) = 0 y 2/(0) = 0 encontramos que
c1 =5y co =0. Por lo tanto

x(t) = 5eHcos2V/2t + 5(sen2t — cos2t)
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Obsérvese que en el ejemplo anterior la solucién complementaria
(1) = 5e *cos2V/2t
tiene la propiedad de que

lim z.(t) =0

t—00
por lo cual se dice que z.(t) es un término transitorio o una solucién tran-
sitoria. Asi para valores grandes de t, () se aproxima a x,(t). A z,(t) se le
llama solucion estacionaria o de estado permanente.

-------- Solucidn estacionania

Solucidn completa

m T

Figura 2.9: Soluciéon del ejemplo

De hecho, si en la ecuacién diferencial (2.22) ponemos F(t) = Fysenat o
F(t) = Rypcosat, donde Fy y a son constantes, entonces su solucién gene-
ral consiste en la suma de dos términos: término transitorio mas término
estacionario.

2.3.1. Resonancia

Estudiaremos la ecuacion (2.22) en el caso especial en que F(t) = Fysenat,
t > 0, donde Fy y « son constantes positivas. La ecuacién diferencial basica

es
d? d
d_tf + 2/\d—a; + w?r = Fysenat (2.24)
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donde 2\ = 3/m y w* = k/m.

Supondremos que [ es suficientemente pequeno de modo que el amortigua-
miento es menor que el critico. En otras palabras, consideraremos que A < w.
Luego, la solucién complementaria de (2.24) tiene la forma

Te(t) = e M(crcosVw? — N2t + cosenvw? — \2t)

con c¢; y ¢ constantes arbitrarias, que dependen de las condiciones iniciales,
o equivalentemente

To(t) = Ae Msen(senvw? — N2t + @)
donde A = /2 + 3, seng = ¢1 /Ay cosp = ca/A.

Ahora determinaremos una solucién particular de (2.24), utilizando el método
de los coeficientes indeterminados. Sea

z,(t) = Beosat + C'senat
Entonces

x; = —aBsenat + aCcosat

z} = —a’Bcosat — o*Csenat
Sustituyendo z(t), 2/(t) y 2”(t) en (2.24) se obtiene
(—a?B + 2\aC + w’B)cosat + [(w® — a®)C — 2aAB]senat = Fysenat

Igualando los coeficientes en la ultima igualdad, resulta el sistema de ecua-
ciones

(w? —a®)B +2\aC =0
—2XaB + (w* — a®)C = Fy

cuya solucion es

B 20\ F, o (w? — a?)Fy
T2 22 212 2 22 212
(W2 —a?)? + 402\ (w? — a?)? + 402\
Consecuentemente
20[/\F0 (w2 — a2>F0
Tp(t) = — 75— g cosat + ———— g senat
(W2 —a?)? + 402\ (w? — a?)? + 402\

Podemos escribir z,(t) en la forma
xy(t) = Asen(at + )
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donde

-l 2a\Fy 2 N (w? —a?)F, 2
- (W? — a?)? + 4a2\? (W2 — a?)? + 4a2\?
es decir, simplificando

A fo
\/(w2 — a?)? + 4a?\?

El angulo 6 esta determinado por las relaciones

20\ w? —a?
sent) = — cosl) = —
\/(w2 — a?)? + 4a2)\? \/(wQ — )2 + 4a2)\?

Asi que

Fy
z,(t) = sen(at + 0
p( ) \/(w2 —02)? 1 4a2N? ( )

Obsérvese que la soluciéon completa es la suma de dos términos
2(t) = o(t) + 2p(t)

El primero

1.(t) = Ae Msen(y/w? — 2t + @)

representa la oscilacion amortiguada, que seria todo el movimiento del siste-
ma si la fuerza externa F'(t) no actuara. El segundo término
Fy

zp(t) = sen(at + 0
o(1) V(WP = a?)? + 4022 ( )

que resulta de la presencia de la fuerza externa, representa un movimiento
armoénico simple de periodo 27/a y amplitud

Fy
\/(w2 _ 012)2 + A2 \2

g(a) =

Para Fjy, w y A fijos, la amplitud es funciéon de «. Consideremos la funcion
g(a) en el intervalo (0, 00). Se tiene que
() 2Fa(w? — o — 2)?%)
Q) =
g [(WQ _ 042)2 + 4052)\2]3/2
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Luego, ¢'(a) = 0 si y sbélo si @ = ap 0 a = oy = Vw? — 2)2. Se puede verifi-
car facilmente que la amplitud de las oscilaciones alcanza un valor maximo
cuando

a=a; = Vw?—2)\2
El valor maximo de la amplitud es

Fy

) =

Cuando la frecuencia de la fuerza exterior es

o Vw? —2)\2
27 27
5e dice que el sistema esta en resonancia.
En un sistema en resonancia a = «q, la amplitud de la oscilaciéon varia
inversamente con la constante de amortiguamiento. De hecho, se observa que
Fy
Iim g(a;) = lim ————= =0

p—0+ A0t DE — N2

lim o = w
B—0+

Diremos que hay resonancia pura si § = 0. En tal caso a = a1 = w, o sea que
la frecuencia de la fuerza externa es igual a la frecuencia natural del sistema.
Finalmente obsérvese que la resonancia puede ocurrir solamente si

w? > 2\?

esto es

3 < v2km (2.25)
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Ejemplo 29 Un peso de 4 Ib se suspende de un resorte cuya constante es
de k=8 Ib/ft. Suponga que una fuerza externa dada por f(t) = 4cos8t se
aplica al resorte y que no hay amortiguamiento. Describa el movimiento que
resulta si se asume que inicialmente el peso estd en la posicion de equilibrio
y que su velocidad inicial es cero.

Solucion: La ecuacidon diferencial del movimiento es

4 d*x
@W = —8x + 4cos8t
Equivalentemente
TL 64w — 32058t (2.26)
— x = 32cos :
dt?

La solucién complementaria de (2.26) es
Ze(t) = c1c088t + casen8t
Proponemos una solucién particular de la forma
x,(t) = t(Acos8t + Bsen8t)
Sustituyendo en (2.26) se encuentra que A =0y B = 2. Asi que
x(t) = c1c088t + cosen8t + 2tsen8t

De las condiciones iniciales z(0) = 0 y 2/(0) = 0 encontramos que ¢; = 0y
co = 0. Por consiguiente la ecuacion del movimiento es

x(t) = 2tsen8t

Ahora, observamos la grafica. Vemos que en este caso hay resonancia pura
en vista de que # = 0 y la frecuencia de la fuerza externa aplicada es igual a
la frecuencia natural del sistema no amortiguado.
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Figura 2.10: Solucién del ejemplo

2.4. Circuito LRC en Serie

Ahora aplicaremos la teorfa antes vista para determinar la carga ¢(t) y la
corriente i(t) en un circuito como el mostrado en la figura 2.11, en el que se
conectan un inductor o bobina de L henrios, una resistencia de R ohmios, un
condensador o capacitor de C faradios y un generador de voltaje cuya fuerza
electromotriz estd dada por una funcién E(t) voltios.

De la segunda ley de Kirchhoff se tiene

di 1
L—+R;+—=q=FE(t 2.27
o it me=E@) (2.27)
Ya que
. dgdi  d%q
=——=— 2.2
"Tatar ar (2.28)
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et () R

C

Figura 2.11: Circuito LRC

sustituyendo en (2.27) resulta la ecuacién diferencial para la carga eléctrica
en el condensador P J .
q q
L— +R—+ =q=E(t 2.29
iz g et = E0 (2.29)

Noté también que si primero derivamos con respecto a t en (2.27) obtenemos

d?i di 1dgq dE
L—+R—+ =—=—
dt? * dt * cdt dt
y si luego sustituimos las expresiones (2.28), esto nos conduce a la ecuacién
diferencial de la corriente eléctrica
d?i di 1. dE

L— +R— + =1

a” tat o dt (2.30)

Cabe ademads destacar la similitud entre las ecuaciones (2.29) y (2.21), lo cual
permite resolver un problema de movimiento vibratorio en base al analisis
del correspondiente circuito eléctrico y viceversa, identificando

= la carga ¢ con la posicion z,

» la inductancia L con la masa m,

la resistencia R con la constante de amortiguamiento (3,

el reciproco de la capacitancia 1/C' con la constante del resorte k,

la fuerza electromotriz E(t) con la fuerza externa f(t) y
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= la corriente eléctrica ¢ = dq/dt con la velocidad v = dx/dt.

Es claro entonces que podemos aplicar todos los resultados de la seccién an-
terior al estudio de un circuito LRC en serie.

Ejemplo 30 Un circuito en serie consta de un inductor de 0.25 H, una
resistencia de 40 Q, un capacitor de 4x10~* F y una fuerza electromotriz
dada por E(t) = 5senl00t V. Si la corriente inicial y la carga inicial en el
capacitor son ambas cero, determine la carga en el capacitor y la corriente
eléctrica del circuito para cualquier tiempo t > 0.

Solucién: Sustituyendo los valores de L=0.25 H, R=40 Q, C=4210"* F y
E(t) = 5sen100t V en la ecuacién diferencial (2.29) obtenemos

2

dq dq
0.25)—< 4 404
(0.25) 72 +40, + 0

q = 5sen100t

o bien P p
q q
p7e) + 160% + 10000¢g = 20sen100t (2.31)

La ecuacién auxiliar de (2.31) es r? + 160r + 10000 = 0, cuyas raices son
ry = —80+ 607 y 7o = —80 — 60:. Luego

qe(t) = e 3" (10860t + co5en60t)

Adicionalmente, empleando el método de coeficientes indeterminados encon-
tramos que una solucién particular de (2.31) es

1
g(t) = —%60810025
En consecuencia, la solucién general de (2.31) es
—80t 1
q(t) = e " (c1c0560t + co5en60t) — %cosloOt
De las condiciones iniciales ¢(0) = 0y ¢/(0) = 0 se sigue que

1

| = —

=0
800

—80c¢1 + 60cy =0
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respectivamente. A partir de estas ecuaciones encontramos que

1 1

“ 7 800 = 600

Por consiguiente, la carga en el capacitor es

1 1 1
q(t) = ¢80t <%cos60t + @sen60t> — %00510075

y la corriente eléctrica viene dada por

5 1
i(t) = —ﬂe_gotsenGOt + gsenloot

2.5. Vigas horizontales

El problema consiste en determinar la flexion de una viga rectangular some-
tida a una carga. Inicialmente la viga es recta y su eje central coincide con
el eje &, como se muestra en la figura (2.12). Posteriormente, dicho eje se ha
desplazado debido a la accién de la carga en la figura (2.13). Lo que se desea
es obtener la ecuacion de la curva punteada, llamada curva elastica, que nos
da la deformacién de la viga.

Por simplicidad consideraremos la curva eldstica y un punto P(x,y) sobre
ella. De los cursos de Fisica se sabe que el momento M en el punto P es la
suma algebraica de los momentos de las fuerzas externas que actiian sobre
el segmento de la curva. Aqui supondremos que las fuerzas hacia arriba dan
momentos positivos y las fuerzas hacia abajo dan momentos negativos. El
momento estd dado por

Ly

M=F]
dx?

donde F es el médulo de elasticidad de la viga I es el momento de inercia.
Luego, si queremos conocer la ecuacion de la curva elastica debemos resolver
la ecuacién diferencial.
ET @ =M (2.32)
de? '
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v

Figura 2.12: Viga horizontal

Figura 2.13: Aplicacién de una carga a una viga
Veamos un ejemplo concreto.

Ejemplo 31 Una viga de 8 m de longitud estd apoyada en dos columnas
verticales. St la viga tiene una carga uniforme de 500 kg por metro de longitud
y una carga al centro de 5000 kg, scudl es la curva eldstica de la viga?

Solucidn: En la figura (2.14), las fuerzas que actian sobre OP son

1. Una fuerza aplicada en O a x metros de P, dirigida hacia arriba e igual
a la carga total, es decir 15(5000 + 8 - 500).

2. Una fuerza de 500z dirigida hacia abajo que se supone concentrada en
el punto medio de OP.
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Figura 2.14: Diagrama de momentos flectores

Asi el momento flector en P es.
1
M = Fidy = Fydy = 5(5000 + 8 - 500)z — 500 (%) — 45002 — 25022

y la ecuacién diferencial (2.32), en este caso, tiene la forma
E1%Y _ 45002 — 25022 (2.33)
— = x — 250x :
dx?
Podemos resolver (2.33) integrando directamente. Integrando una vez resulta

d 250
EIYY — 9995,2 = 2223 4 ()
dx 3

y volviendo a integrar obtenemos

2225 125
Ely = Tx?’ — 7:104 + 1 + ¢

En O, 2z =y = 0 de modo que ¢ = 0. En Q, z = 8 y y = 0, por lo cual
c; = —36800. Por lo tanto

1 (2225 4 125
Y

- - 4_
=7 5 T 5 T 3680056)

es la curva elastica de la viga.
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2.6. Péndulo simple

Un péndulo simple consiste en una particula de masa m suspendida de una
cuerda (o un hilo inelastico) de largo [ y de masa despreciable. Suponiendo
que la cuerda esta siempre tensa, que las oscilaciones son en un plano vertical
y que las unicas fuerzas que actian son el peso de la particula y la tension
en la cuerda, deseamos hallar la ecuacién del movimiento.

o —————
L]
L
i
L]

mg

Figura 2.15: Péndulo simple

Sean 6 y s como en la figura (2.15). Se tiene que s = 16, de donde

d*s  d*0

a2~ de
Descomponiendo el peso mg en dos componentes, una en la direccion de
la tangente a la trayectoria y la otra perpendicular a ésta, vemos que la
componente perpendicular se compensa por la tensién. La magnitud de la
componente tangencial es mgsenf. Lo podemos ver en la figura (2.16).
Luego, de la segunda ley de Newton se sigue que
d*0

ma = mlﬁ = —mgsent
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Obtenemos asi la ecuacion diferencial

d*0 9 ont
— = —=sen
dt? l
o equivalentemente
d*0 g
e + lsené’ =0 (2.34)

Figura 2.16: Componentes del peso en el péndulo simple

La ecuacién (2.34) no es lineal y no puede resolverse en términos de funciones
elementales. Sin embargo, para angulos pequenos senf ~ 6; que sustituyendo
n (2.34) nos conduce a la ecuacién diferencial lineal

20
=+ %’0 ~0 (2.35)

La solucién general de (2.35) es claramente

= clcos\/7t + czsen\/7

que corresponde a un movimiento arménico simple con periodo

T =2m £
g
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Capitulo 3

Solucion de ecuaciones usando
series

Hasta ahora, nos hemos restringido al uso de ecuaciones diferenciales que
podian resolverse exactamente y con varias aplicaciones que nos conducian a
ellas. Hay ciertas ecuaciones diferenciales las cuales son de gran importancia
en matematicas e ingenieria o en otras aplicaciones cientificas que no pueden
resolverse exactamente en términos de funciones elementales por cualesquiera
de los métodos anteriores. A continuacién vamos a ver un procedimiento que
nos ayudaran a encontrar la soluciéon por medio de series de potencias. La
idea basica es semejante a la del método de los coeficientes indeterminados: se
supone que las soluciones de una ecuaciéon diferencial dada tienen desarrollos
en series de potencias y luego se intenta determinar los coeficientes de modo
que se satisfaga la ecuacion diferencial.

3.1. Generalidades del uso de series
Vamos a considerar una ecuacién diferencial, como por ejemplo la siguiente:
y'+y=0 (3.1)

En célculo aprendimos que gran cantidad de funciones poseen expansiones
en serie del tipo
ao + a1z + asx® + azz® + ... (3.2)

que con frecuencia se llama serie de potencias. Suponiendo que no podemos
resolver la ecuacién (3.1), una manera con la cual podriamos empezar a
resolverla es asumiendo, que si la solucién, si existe, posee una expansion en
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serie del tipo (3.2). Si (3.1) va a ser una solucién en serie, debemos tener;

Yy =ao+ar+ asz? + azz® + ..
Y = a1 + 2a27 + 3azz? + dasx® + ...
Y = 2ay + 6asx + 12a40° + ... (3.5)

Sustituyendo (3.3) y (3.5) en la ecuacién diferencial dada y combinando
términos similares, da

(ag + 2as) + (ay + 6a3)x + (az + 12a4)2* + (az + 20as)z> + ... = 0

Puesto que el lado derecho es cero, esto puede ser una identidad si y sélo si
cada uno de los coeficientes a la izquierda es cero. Asi,

a0—|—2a2:0 CL1—|—6CL3:0 CL2+126L4:0 a3—|—20a5:()...

Esto lleva a

Qo aq aq (05} (05}

R T TR R T T

Sustituyendo estas en (3.3), tenemos

B 1 l’2 l‘4 1’3 1.5 36
y=ao\ oyt ) e\ T Ty e (3.6)

Puesto que (3.6) involucra a dos constantes arbitrarias, sospechamos que ésta
representa la solucion de la ecuacion diferencial dada. Recordando del célculo

33'2 1,4 1'3 $5

cosle—a—kﬂ%—... y senx:x—g—f—a—k,,,

tenemos que y = agcos T + a;sen x.

Vamos a considerar ahora una ecuacién diferencial lineal de la siguiente
forma:
y' +a(@)y +r(x)y =0 (3.7)

donde p(z), g(z) y r(x) son polinomios. Al resolver y” tenemos:

v @)y +r(e)y
p(x)

(3.8)
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Ahora si ha de existir una solucién, deseariamos que y” existiera en x = a 'y
no seria bueno que el denominador p(z) fuese cero para = a. Esto nos lleva
a introducir el siguiente término;

Punto singular o singularidad Un valor z tal que p(z) = 0 se llama punto
singular o singularidad de la ecuacién diferencial (3.7). Cualquier otro valor
de z se llama entonces un punto ordinario o punto no singular.

Vamos a enunciar un teorema cuya demostracion se omitird;

Teorema 3.1.1 Sea
y' +q(x)y +r(z)y=0 (3.9)

una ecuacion diferencial donde p(z), q(x) yr(z) son polinomios. Supongamos
que a es cualquier punto ordinario de (3.9), esto es, p(a) # 0. Entonces
podemos sacar las dos siguientes conclusiones;

» La solucion general de (3.9) se puede obtener al sustituir la serie de
potencias (o serie de Taylor) alrededor de x = a dada por

y=ap+a(r—a)tay(z—a)+tas(z—a)+.. = Za(m—a)i (3.10)

1=0

en la ecuacion diferencial dada. Un resultado equivalente es que la solu-
cion general tiene la forma y = ciui(x) + coug(x), donde uy () y us(x)
son soluciones linealmente independientes, cada una teniendo la forma

(3.10)

= Las soluciones con series obtenidas en la parte 1 convergen para todos
los valores de x tales que |x — a| < R, donde R es la distancia del
punto a a la singularidad mds prozima.Con frecuencia llamamos R al
radio de convergencia. Las series pueden o no pueden converger para
|z — a| = R, pero difinitivamente divergen para |x —a| > R

3.2. El método de la serie de Taylor

El método de la serie de Taylor es un método para hallar soluciones con series
de potencias de la ecuacién diferencial (3.11) alrededor de un punto ordinario
x=0.

y' +aq(@)y +r(x)y =0 (3.11)
Este método usa los valores de las derivadas evaluadas en el punto ordinario,
los cuales se obtienen de la ecuacién diferencial por diferenciacion sucesiva.
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Cuando se encuentran las derivadas, usamos luego la expansion en serie de
Taylor
”CLJ]—6L2 ”’a:z;—a3
y(x) =yla) +y'(a)(z — a) + v )<2' ) +7 ( )(3' ) + ... (3.12)
dando la solucién requerida. Vamos a ver un ejemplo para que quede clara
la aplicacién del método.

Ejemplo 32 Utilizar el método de Taylor para la resolucion de la siguiente
ecuacion,
vy’ —y=0, y(2)=0 y(2)=3
Solucién: Por diferencia sucesiva de zy” — y = 0 tenemos
xy" +y" —y' =0
vy + 2" —y" =0
zyV + 24" — " =0
2V 2V — TV =0
Para x = 2 estas llegan a ser;
2)"(2) +¢"(2) —y'(2) =0
2y (2) +2y"(2) —y"(2) = 0
2y¥(2) +2y"? —y"(2) = 0
2yV1(2) + 24" (2) -y (2) =0
Usando las condiciones y(2) = 0, y/(2) = 3, tenemos;
y'(2) =0
y"(2) =3/2
vV (2) = 32

Asi que

@) = 5@ +y Q) —2) + LAC 2 YO =27y RN = 2)]

V-2 @ -2y

51 6!
:O+3(:v—2)+0+33—/!2($—2)3—|—%!/2(:)3—2)4+%($—2)5+%7!/2(:B—2)6
_ (r—=2)° (-2 (z-2)° 3((z-2)%

B e T Ty T
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El método de Taylor también lo podemos usar para obtener soluciones con
series para ecuaciones diferenciales no lineales.

El teorema (3.1.1) no puede generalizarse al caso donde p(z), ¢(z) y r(x) son
series de potencias en x — a en vez de polinomios. El teorema fundamental
en tal caso es el siguiente,

Teorema 3.2.1 Sea

p(x)y" 4+ q(x)y’ +r(x)y =0 (3.13)

una ecuacion diferencial dada. Sea x = a un punto ordinario (esto es, p(a) #
0) y R la distancia de a a la singularidad mds prérima. Suponga también que
las funciones p(x), q(x), r(z) tienen expansiones en series de potencias de la
forma

ap + ai(r — a) + az(x — a)* + az(z — a)®... (3.14)

las cuales son convergentes para |x — a| < R, esto es, dentro del circulo de
radio R con centro en a (las funciones en tal caso se dice con frecuencia que
son analiticas dentro del circulo). Entonces podemos sacar las dos siguientes
conclusiones:

» La solucion general de (3.13) se puede encontrar al sustituir la serie
y:ao+a1(9c—a)+a2(:v—a)2+...:Zaj(x—a)j (3.15)

en (3.13) usando la serie de potencias en x — a para p(z), q(zx), y r(x).
En forma equivalente, la solucion general tiene la forma y = cyuy(x) +
couz(x), donde ui(x) yug(x) son soluciones linealmente independientes
cada una teniendo la forma (3.15).

= Las soluciones con series obtenidas en la parte anterior, convergen para
todos los valores de x tales que |x—a| < R (esto es, dentro del circulo),
y divergen para todos los valores de x tales que |v — a] > R (esto es,
fuera del circulo). Para los valores tales de x que |v — a| = R (esto es,
sobre el circulo), las series pueden o no pueden converger.

3.3. El método de Frobenius

Anteriormente hemos visto como obtener una solucién con series de potencias
a la ecuacién diferencial

p(@)y" + ala)y +r(z)y = 0 (3.16)
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alrededor de un punto ordinario x = a, donde p(a) # 0. Seria muy ventajoso
encontrar las soluciones con series de potencias alrededor de x = a si a es un
punto singular cuando nos dan, por ejemplo, las condiciones iniciales en un
punto singular.

Frobenius se interesd por esta cuestion a finales del siglo XIX y la investigo.
Como una primera etapa en la investigacion, decidié mirar a la ecuacién di-
ferencial de Euler, la cual tiene un punto singular. Considerd varios ejemplos
de ecuaciones diferenciales de este tipo junto con sus soluciones generales,
tales como;

20%y" + 2xy' +y =0, y=cix+ca?
2y” 20y +2y =0, y=c12°+cx

2y —xy +y=0, y=cix+ coxlne

En estos ejemplos se ve que aunque las ecuaciones diferenciales son muy
similares entre si, sus soluciones son bastante diferentes.
Al asumir una solucién con series de potencias de la forma

y:a0+a1$~|—a2x2+---22ajxj (3.17)

en cada una de estas ecuaciones entrariamos la solucion general en el segundo
caso, una solucion en el tercer caso y ninguna en el primero, a parte de la
trivial y = 0. Frobenius se dio cuenta de que el problema estaba en la serie
asumida en (3.17). Utilizé un tipo mds general de serie como

v =1%ag + a1x + apx® + ...) = Z a;zlte (3.18)

donde ¢ es una constante adicional desconocida y esta serie se reduce al caso
(3.17) cuando la ¢ = 0. Ahora el primer y el segundo caso tienen solucién
general, y el tercero una solucién.

Vamos a ver, bajo que condiciones sobre p(x), ¢(z) y r(x) donde x = 0 es
un punto singular, la ecuacién diferencial (3.16) tendrd una solucién del tipo
(3.18).

Comparemos la ecuacién general de Euler de segundo orden
kox®y” + kixy’ + kay = 0 (3.19)

donde ky, k1, y ko son constantes en (3.16). Dividamos la ecuacién (3.16) por
p(z) y (3.19) por koz? de modo que el coeficiente de 3’ en ambos casos sea
1, con lo que tenemos;

( ) (fv)

ky k;
V7 N/ _O " . —~ =0
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Ahora si tomamos
qxz) ki r(x) ka

p(x)  koxr' p(x) - ko2

o en forma equivalente, si

:L’q(x) = una constante * T(x)

p(x) p(x)

entonces (3.16) es precisamente la ecuacién de Euler.
Si no tenemos (3.20) pero si tenemos;

= una constante (3.20)

lm zq(z) x?r(z)

z—0 p()

= una constante, lim
2=0 p(x)

= una constante (3.21)

significa que los limites en (3.21) existen, entonces (3.16) no serd la ecuacién
de Euler, pero deberia ser muy cercana a la ecuacion de Euler si tomamos x
lo suficientemente cercano a cero. En este caso, suponemos que (3.16) tiene
una solucién del tipo Frobenius (3.18).

Antes de enunciar el teorema, notemos primero que al imponer las condicio-
nes (3.21) estamos colocando una restriccion sobre el punto singular x = 0
puesto que el requerimiento puede o no puede cumplirse. Esto nos lleva a dis-
tinguir entre dos clases de puntos singulares como se expresan en la siguiente
definicién. Enunciamos esta definicion en una forma aplicable a cualquier
punto singular x = a en vez de x = 0.

Definicién 3.3.1 Punto singular regular Sea x = a un punto singular
de la ecuacion diferencial (3.16). Entonces si

- (e-aPrla)
il—% plx) i—nz p(z) (322)

existen ambos, llamamos x = a punto singular reqular; en caso contrario se
llama un punto singular irreqular.

Vamos a ver un ejemplo para aclarar la definicion.
Ejemplo 33 Dada la ecuacion
(1 —2)y’ + 3x +2)y +2'y =0

tenemos p(z) = 2*(1 — z), q(z) = 3x + 2 y r(z) = 2* y hay dos puntos
singulares x =0 y x = 1. Se tiene que

. (22)(3z + 2)
z—0  23(1 — )
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no existe, mientras que
2\ (4
tim AT,
z—0 3(1 — x)
Puesto que uno de los limites no existe, x = 0 es un punto singular irreqular.
Puesto que
(x —1)(3x +2)

Ii -5 lmE_ T _
ol 23(1 — x) 2ol z3(1 — x)

existen ambos limites y x = 1 es un punto singular reqular.
Con todo esto, vamos a enunciar el teorema siguiente;

Teorema 3.3.1 Sea x = a un punto singular reqular de la ecuacion diferen-

cial
p(x)y" + q(x)y +r(z)y =0 (3.23)
donde p(z), q(z) y r(x) son polinomios, y supongamos que
_ N2
i = @a@) e (@ a)'r(@) (3.24)
r—a p(x) r—a p(l‘)

existen ambos. Entonces (3.23) tiene una solucion tipo Frobenius de la forma
y=(r—a)(a+ai(r—a)+a(r—a)’+.)=> ajz—ayt (325

donde la serie aparte del factor (x — a)® converge para todo x tal que |z —
a| < R y donde R es la distancia de x = a a la singularidad mas prézima
distinta de a. La serie puede o no puede converger para |x — a| = R pero
definitivamente diverge para |x — a| > R.

Ejemplo 34 Dada la ecuacién x*(1 —x)y" + (3z +2)y' + 2ty = 0, sabemos
del ejemplo anterior que x = 1 es un punto singular regular, mientras que
x =0 es un punto singular irreqular. Asi existe una solucion tipo Frobenius
de la forma (3.25) donde la serie aparte del factor (x—1)¢ es convergente para
|z — 1| < 1 puesto que la distancia de 1 a la singularidad mds prdozima, 0, es
1. La serie puede o no puede converger para |x — 1| = 1, pero definitivamente
diverge para |x — 1| > 1.

Puesto que x = 0 es un punto singular irregular, no podemos concluir a partir
del teorema (3.3.1) si hay soluciones tipo Frobenius de la forma (3.25).

Como se ha visto en este ejemplo, el teorema (3.3.1) no nos permite sacar
ninguna conclusion que concierne soluciones tipo Frobenius en el caso de un
punto singular irregular. En tal caso siempre podemos obtener una solucién
con series alrededor de un punto ordinario y luego usar el Teorema (3.1.1).
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Ejemplo 35 Encontrar soluciones tipo Frobenius de
dry" + 2y +y =0

Solucién: Tenemos p(z) = 4z, q(z) = 2, r(z) = 1 y x = 0 es un punto
singular regular. Puesto que

2 2
e=0 p(z) 20 4dx 2 =0 p(x) =0 4dx

existen ambos, vemos que x = 0 es un punto singular regular, de modo que
existe una solucién tipo Frobenius de la forma

y = Z a;zlte (3.26)

donde se omiten los limites del sumatorio —oo y 0o, donde a; = 0 para los
enteros negativos j. La diferenciacién de (3.26) produce

Y=Y G+ae ey = G+ +c— el (3.27)
Sustituyendo (3.26) y (3.27) en la ecuacién diferencial dada, tenemos
day" +2y +y = 4G+ +c—Da@? ™+ Y 2(j 4 )aal T+ aalte
=D AU+ et DU+ apna’™ + Y 2+ et Dagaa’+ )y aalt
= (4@ + e+ 1)+ aj + 207 + ¢+ Dajer + aj1 + a5)aj4c
= (25 +2c+2)(2f + 2c+ 1)aj1 + a;)Tjc =0

de donde
(27 +2c+2)(2j+2c+1)ajs1 +a; =0 (3.28)
Puesto que a; = 0 para 7 < 0, el primer valor de j para el cual obtenemos
alguna informacién de (3.28) es j = —1;
(2¢)(2¢ —1)ap =0 (3.29)

puesto que ag # 0
(2¢)(2¢—1) =0 (3.30)

de donde ¢ = 0,1/2. La ecuacién (3.30) para determinar ¢ con frecuencia se
llama ecuacién indicial, y los valores de ¢ se llaman raices indiciales, en este
caso ¢ = 0y ¢ = 1/2. Hay dos casos que deben ser considerados, correspon-
dientes a los valores de c:
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» Caso I, ¢ = 0. En este caso (3.28) llega a ser
aj
27 +2)(2j+ 1)

(2j —+ 2)(2j + 1)aj+1 + a; = 0, Ajr1 = —(

Tomando 7 = 0,1, 2, encontramos;

ag ai ag Qg ao
ME=Ton RETET 4 BT 55T 6
de donde
, x 2 2

» Caso II, ¢ = 1/2.En este caso (3.28) llega a ser;

aj

27+ 3)(25 + 2)

(2] + 3)(2] + 2)aj+1 + CLj = O, aj—i-l = —(

Tomando 57 = 0,1, 2, encontramos

poo G0 @ _ a4 a4
! Al P 5.4 517 7 7.6 71
de donde
A 232 5/2 LT/2
y:Zaij+1/2:a0 (9;1/2_ g + T +> (3.32)

De las soluciones (3.31) y (3.32) encontramos la solucién general

2 3 3/2 5/2 7/2
y:A(1—£+x——x—+...>+B(x1/2—x 7 +)

(3.33)
Vemos que las series de la ecuacién (3.33) representan, respectivamente,
cos\/z y sen+/xz, de modo que la solucién general queda de la siguiente forma;

y = Acos\/z + Bsen\/z (3.34)

También vemos que las series de la ecuacion (3.33) convergen para todos los
valores de z, ya que x = 0 es el Unico punto singular.

Ejemplo 36 Encontrar soluciones de tipo Frobenius para

22y +ay + (22— 1)y =0
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2

Solucién: Aqui p(x) = 2%, q(z) = x, r(z) = 22 — 1y 2 = 0 es un punto

singular. Puesto que

2 2( .2
-1
T PO P T o B T )

z—0 p J}) z—0 2 z—0 p(g;) z—0 €T = -1

sigue que x = 0 es un punto singular regular de modo que, por el teorema
(3.1.1), hay una solucién tipo Frobenius de la forma

Yy = Z ajxj+c
Sustituyendo esto en la ecuacién diferencial dada produce
Y (o) +e—Daa 4> (je)aad T 4 (27 1)) a2t =0
0
Z(j +0)(j+ec—Daja’+ Z(] +c)azzl e+ Z a;zltet? — Z a;r’T¢ =0
lo cual se puede escribir como un solo sumatorio
> ((i+) +e=Da; + (G + ca; +aj-2 — aj)a’™

Haciendo los coeficientes de 277¢ igual a cero y simplificando, obtenemos

(j4+ec+1)(j+c—1aj+aj2=0 (3.35)

Tomando j = 0 en (3.35) produce (¢ + 1)(c — 1)ag = 0, lo cual puesto que
ap # 0 produce la ecuacion indicial

(c+1)(c—=1)=0

de modo que ¢ = —1 y ¢ = 1 son raices indiciales. Tenemos los dos casos;
Caso I, c=-1. Tomando ¢ = —1 en (3.35), tenemos
L aj—2
J(G —2)a;+aj»=0, aj=—— "=
S TG -2

Tomando j = 1 conduce a a; = a_; , pero colocando j = 2 nos conduce a
algo sin sentido para as puesto que asumimos que ag # 0. Asi no podemos
encontrar ninguna solucién en este caso.

Caso II, c=1. Tomando ¢ = 1 en (3.35), produce

aj—2

j+2)ja;+a;—2=0, aj=———"=
( ) J j—2 J ](]+2)
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Tomando j7 = 1,2, 3, ..., conduce a

ag
a; =0, Iy = =5 a3 =10, a4=

as  ag
4.6 2-42-6
Z ao
C6-8  2-42.62-8
Todos los a con j impar son cero porque son todos multiplos de a; = 0. La
solucién requerida esta asi dada por

G5:O, g —

1 x3 z° z’
y=> a’ :a0<x—2.4+2.42.6—2‘42'62.8—1—...) (3.36)

Vemos segin el teorema (3.1.1) que esta serie converge para todo x puesto
que x = 0 es el Unico punto singular.

En este caso vemos que llegamos a una sola solucion. Para encontrar la
solucion general necesitamos encontrara otra solucién linealmente indepen-
dientes. Podemos encontrarla haciendo y = vY;. Lo veremos en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 37 Encontrar la solucion general de
22y +ay + (2 — 1y =0
Solucién: Haciendo y = vY}, tenemos

y/ — ,Ul/ll + ,U/}/'l
y// — 2U/Y'11 + U”}/l + /UY'IH

de modo que la ecuacién dada queda,

22 (20'Y] + 0", +0Y]) + (Y] +0'Y)) + (2* — 1)vY; =0

2?Y10" 4+ (227Y] + 2V + (Y'2? + 2V + (22 = D)Y))v =0 (3.37)

Pero puesto que Y satisface la ecuaciéon dada x?Y)’ + zY{ + (2? — 1)Y; = 0,
de modo que el dltimo término de la ecuacion (3.37) es cero y tenemos

2?10 + (22%Y] + 2V’ =0
una ecuacion de primer orden en v’. Haciendo el cambio v' = u, llegamos a;

2?Yiu' + (22°Y] + 2Y)u =0
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y que al dividir por z2Y;u queda

u 2y 1
-0
U Y1+1:

Integrando y denotando la constante de integracién por LnA, tenemos
Inu + 2InY; + Inx = InA, o lo que es lo mismo jn(uYr) = InA

esto es

uY?z = A, olo queeslomismo v = 5
Yix

de donde J
x
=A| —+2B
o4 f g
donde B es otra constante de integracion. De y = vY; obtenemos ahora

d
y = AV, / Y—fw + BY; (3.38)
1

la cual es la solucién general. El resultado (3.38) muestra que ademds de Y}
tenemos otra solucion linealmente independiente

dx
Yo=Y | — 3.39
=% [ (3.39)
Vamos a ver en que se convierte (3.39) si usamos la solucién conocida Y;, la
cual tomamos como la serie en (3.36) aparte de la constante arbitraria ao,
esto es,

x? x®
Vi =x— 4
s N SV (340)
Tenemos de (3.40)
! ! Y CTE (3.41)
Vi z(l—a22/8424/192.)) = g !

donde hemos usado la divisién sucesiva en el segundo factor y hemos denotado
el coeficiente de 2* por a1, el cual no necesitamos determinar explicitamente.
Si ahora elevamos al cuadrado (3.41) y multiplicamos por 1/x tenemos

32'2

11 A
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donde el nuevo coeficiente de z* se denota por a?. La integracion de (3.42)

conduce a q . . Y
x Qo
— =+ -1 3.43
/fo 5oz T gt —— (3.43)
Multiplicando (3.43) por Y] muestra que
1
Yy = glna + F (3.44)

donde F' es una serie tipo Frobenius. Sin embargo, debido al término que
contiene Inx vemos que Y, no se puede representar por una serie de Frobe-
nius y se ve por qué no se obtuvo la solucién general en el ejemplo (36).

Vemos con los ejemplo anteriores que las soluciones tipo Frobenius que ob-
tenemos dependen de las raices indiciales y que pueden surgir varios casos;

1. Si las raices indiciales difieren en una constante que no es un entero
siempre se obtiene la solucion general.

2. Si las raices indiciales difieren en un entero no igual a cero, hay dos
posibilidades:

a) No se obtiene solucién al usar la raiz indicial mas pequena. Sin
embargo, en todos los casos se puede determinar una solucién al
usar la raiz mas grande.

b) La solucién se obtiene al usar la raiz indicial méds pequena.

3. Si las raices indiciales difieren en cero, esto es, son iguales, se obtiene
solamente una solucion.

En los casos (2a) y (3) se obtiene solamente una solucién y debemos encontrar
otra solucién independiente para determinar la solucién general. Para hacer
esto usamos el siguiente teorema;

Teorema 3.3.2 Supongamos que se cumples las condiciones del teorema
(3.3.1) de modo que una solucion del tipo Frobenius de la forma

(r —a)™ Z a;(z —a)

eziste correspondiente a la raiz indicial ci. Entonces si la sequnda solucion
no es una solucion tipo Frobenius, ésta debe tener la forma

(4— a)cQ(Z bi(x — a) + kin|z — df Z a;(r — a)?)

donde k y ¢y son constantes y donde la serie de potencias Y aj(z — a)’ y
> bj(z — a)? convergen para |z —a| < R, donde R es la distancia de a al
punto singular mas préximo.
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3.4. Soluciones con series de algunas ecuacio-
nes diferenciales importantes

En el proceso de formular diferentes problemas aplicados han sido encon-
tradas varias ecuaciones diferenciales que conducen a funciones especiales
que llevan el nombre de sus descubridores. Una de tales ecuaciones se llama
la ecuacién diferencial de Bessel, en honor del astronomo aleman Wilhelm
Friedrich Bessel, quien la descubrié al formular un problema de movimiento
planetario. Otra se llama la ecuacién diferencial de Legendre, en referencia
al matematico y astronomo francés Adrien Marie Legendre.

3.4.1. Ecuacion de Bessel

La ecuacién
o2y + ay + (2* —n?)y =0 (3.45)

donde n puede tener cualquier valor pero generalmente toma valor entero, se
conoce como la ecuacion de Bessel de orden n. Vemos que la ecuacién tiene
un punto singular regular en x = 0, con lo cual existe una solucién de tipo
Frobenius de la forma,

y = ZaijC, a; =0 para j<0 (3.46)
Si sustituimos (3.46) en la ecuacién dada, tenemos,
z? Z(j—i—c) (j+e—1)a;z/ T 2 4a Z(j—i—c)ajxj“*l—i-xz Z a;z’t—n? Z a;zlte =0
Lo podemos escribir;
Z((] +¢)(j+c—1a; + (j +c)aj + aj_ — na;)z? ™ =0
Con lo que tenemos;
(4 +¢)* +n*)a; +a;2 =0 (3.47)

Tomando j = 0 en (3.47) y suponiendo que a;_, = 0 mientras que ag # 0,
esto se reduce a
(A+nMag=0—c-n*=0

lo cual produce las raices indiciales requeridas ¢ = +n. Consideramos dos
casos, c=n,n>0yc=—n,n>0.
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1. Caso I ¢ =n, n > 0. En este caos (3.47) llega a ser

j@2n+jlaj+aj_o=0 estoes, aj=-—"—"-= (3.48)

Si suponemos j = 1, (3.48) muestra que a; = 0 puesto que a_; = 0.
Ademas, (3.48) también muestra que a3 = 0, a5 = 0, a; = 0, lo que
significa que todas las a con subindice impar son cero.

Tomando j = 2,4,6, ... se produce

—Qg —Q2 Qo

22n+2) T A2n+4)  2-4(2n+2)(2n +4)

Ao =

—Qy N —Aag
22n+2)  2-4-6(2n+2)(2n +4)(2n +6)
donde la regla de formacion es aparente. La solucién con series requerida
esta asi dada por;

g —

2 4

_ gt _ n(q_ z x
y=2 aw “0x< 22n+2) T2 4nt2)2n+4)

136

C2-4-6(2n+2)(2n +4)(2n + 6) i )

que también podemos escribir

y = apz" (1 G S C L) (z/2)°

Int1) 2t D)n+2) BmtDm+2)nrs) )

Al mirar los términos de la serie vemos que los denominadores contienen
factoriales. También estan presentes en estos denominadores (n + 1),
n+0Dn+2), (n+1)n+2)(n+3),..,los cuales llegarian a ser fac-
toriales si multiplicarnos cada término por n!. Otra cosa que vemos es
que todos los términos de la serie contienen x/2, mientras que el factor
multiplicativo en frente involucra solamente a . Una solucién particu-
lar proporcionando estos factoriales e introduciendo x/2 en vez de x en
el factor se obtiene al escoger

en cuyo caso, (1) se convierte en

w1 @2 @2t (/2
(z/2) (g C1l(n+ 1) + 2((n+2)!  3I(n+3

TR ) (3.49)
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Esta es una solucion paran = 0,1, 2, ..., donde definimos O! = 1 de mo-
do que (3.49) concuerde con (1) paran = 0. Para permitir la posibilidad
de que n sea cualquier nimero positivo, podemos usar la generalizacion
del factorial llamada la funciéon gamma. Esta funcién estd definida por

['(n) :/ u" e du, n >0 (3.50)
0

Tenemos la formula de recurrencia
l1—(n+1)=nl(n), I'l)=1 (3.51)
Asi si n es un entero positivo, entonces en general
'n+1)=n!, n=123,.. (3.52)
Tenemos el valor especial
[(1/2) == (3.53)
de modo que al usar (3.51)
['(3/2) =1/2I(1/2) = 1/2/7, T(5/2) =3/2I'(3/2) = 3/2-1/2/7, ...

Para determinar la funciéon gamma para cualquier nimero positivo, es
suficiente debido a (3.51) saber sus valores para los nimeros entre 0 y
1. Estos estan disponibles en tablas. Con este uso de la funciéon gamma
para generalizar factoriales podemos escribir (3.49) como

n 1 (z/2) (z/2)* (z/2)8
@p)(mn+w_1wm+m zmm+$—3wm+®+n>

(3.54)
la cual es una soluciéon de la ecuacion de Bessel para todo n > 0.
Denotamos a (3.54) por J (z).

(z/2)" (z/2)"+2 (z/2)"+ (/2
%@%:Hn+D_1Tm+2y+mmn+$—3mm+4yh“@5@

. Caso II ¢ = —n, n > 0. Para tratar este caso reemplazamos en (3.55)
n por —n, lo que nos lleva a

(/2" (@2 (@2 (/)

D(—n+1) UN(-n+2) 2A0(-n+3) 3(-n+4)
(3.56)

Jn_l(l') =
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Vamos a ver como se interpretaria la funcién Gamma para un nimero
negativo. Por ejemplo, si n = 5/2, los dos primeros denominadores en
(3.56) son I'(—3/2) y I'(—1/2). La definicién (3.50) no se puede usar
puesto que sélo es aplicable para n > 0 donde la integral converja. Po-
demos, sin embargo extender el rango de definiciéon para n < 0 usando
(3.51), esto es

I'(n+1)=nl(n) (3.57)

para todo n. Asi, por ejemplo, colocandon = —1/2 yn = 3/2 en (3.57),
encontramos
I'(1/2)

I'(-1/2) = TTip —2y/m, D(=3/2)=—

I'(-1/2) 47
-3/2 3

Si colocamos n = 0 en (3.57), tenemos 1 = 0I'(0), lo cual nos conduce a
definir 1/T°(0) = 0 0 I'(0) como infinito. En forma similar, si colocamos
n = —1en (3.57), tenemos I'(0) = —1I'(—1) 0o 1/T'(—1) = 0. El proceso
puede continuarse y encontramos
1 1 1 1
roy=0 TI(-1)=0 TI(-2)=0 T(=3)=0’

(3.58)

Usando estas interpretaciones, (3.56) llega a tener sentido para todo
n > 0 y representa una solucién de (3.45).

Ahora si n es positivo pero no es un entero, la solucién (3.56) no
estd acotada en x = 0 mientras que (3.54) estd acotada (y de hecho
es cero) en x = 0. Esto implica que las dos soluciones son linealmente
independientes de modo que la solucién general de (3.45) es

1 dn(z) +cod_p(x), n#0,1,2, .. (3.59)

donde también hemos incluido n # 0 en (3.59), puesto que para n = 0,
Jn(z) y J_p(x) se reducen a Jy(x),y (3.59) claramente no da la solucién
general. Si n es un entero J,(z) y J_,(z) son linealmente dependientes.
De hecho tenemos

J_p(x)=(-1)"J\(x), n=0,1,2,3,... (3.60)
Por ejemplo si n = 3, (3.56) se convierte al usar (3.58) en
(x/2)° | (2/2)°  (2/2)
s TTam T

También de (3.55) tenemos si n = 3

(z/2)°  (2/2)>  (x/2)7
Ja(2) = 1/3! N 4{1! N 5!2!) (362)

J_3(I) = —

+ .. (3.61)
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Comparando (3.61) y (3.62), vemos que J_3(z) = J3(z) concordando
con (3.60) para n = 3. En forma similar (3.60) se puede establecer para
todos los enteros n.

Vamos a buscar una solucién que sea linealmente independiente de
Jn(z) en el caso de que n sea un entero. Encontramos para la solucion

general
y = AJ,(2) + BJ,(x) / W

Esta es la solucién general independiente de si n es entero o no y asi in-
cluye a (3.59). Una desventaja de la segunda solucién en (3.63) es que
no la tenemos en forma explicita de modo que no la podemos graficar.
Para obtener una segunda solucién en forma explicita, suponemos que
n no es un entero, tenemos que J,(x) y J_,(x) so soluciones de (3.45)
y que una solucién esta dada por

(3.63)

cosnmJ,(x)J_,(x)

Yo(r) = (3.64)

sennm

y que esta solucion es linealmente independiente de J,(z). Si por otro
lado n es un entero, (3.64) asume una forma indeterminada 0/0 debido
a (3.60), puesto que cosnm = (—1),. Asi nos lleva a considerar como
una posible solucién para n igual a un entero;

cosprJy(x) — Jp(—)

Y, (x) = lim

p—n senpm

(3.65)

LLamamos a esta solucion, la cual es linealmente independiente de
Jn(z) sea 0 no sea n un entero, la funciéon de Bessel de segunda clase
de orden n, reservando el nombre de funcién de Bessel de primera clase
de orden n para J,(z). Usando esto podemos asi escribir la solucién
general de (3.45) para todo n como

y = AJ,(z) + BY,(v) (3.66)

Vamos a intentar verle un uso practico a esta funcién de Bessel. Vamos
a empezar con el caso mas simple donde n = 0. La funciéon de Bessel de
primera clase en este caso esta dada por

x? xt a0

JO(I) :1—§+@—m+... (3.67)

Ahora podemos hacer con (3.67) tanto como con e”. Por ejemplo, después de
algunos calculos podemos tabular los siguientes resultados,

Jo(0) =1, Jo(1) =077, Jo(2) = =022 Jo(3) = —0,26 Jo(4) = —0,40
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Podemos dibujar Jy(z) para x > 0 y obtener la grafica de la figura (3.1).

0.6

Figura 3.1:

Se ve que el grafico es de caracter oscilatorio, asemejandose a los gréaficos de
las vibraciones con amortiguamiento. También revela que hay raices de la
ecuacién Jy(z) = 0, llamadas ceros de Jy(x), obtenidos como los puntos de
interseccién del grafico con el eje x. La investigacién revela que hay infinitas
raices las cuales todas son reales y positivas.

De manera similar, para J;(z) tenemos

T IL‘S ZL’5

Jl(ﬂf) = ——=+

cuyo grafico es similar al de la figura (3.1). Para otros valores de n los gréficos
de J,(z) son similares. Es posible mostrar que las raices de J,(z) = 0 son
todas reales, y que entre cualesquiera dos raices positivas sucesivas de J,,(z) =
0 hay una y solamente una raiz de J,1(z) = 0. Esto lo podemos ver en
el cuadro (3.1) en la cual hemos listado para propésitos de referencia los
primeros ceros positivos de Jy(z), Ji(x), Jo(z) v J3(x).

Vemos que si tomamos las diferencias entre ceros sucesivos de Jy(n) tienden
al valor de 7. Con las diferencias de ceros sucesivos de Ji(n), J2(n) también
pasa. Esto se debe a que los ceros sucesivos de senx o cosz difieren en T,
con lo que la descripcién aproximada de la funcién de Bessel J, () como una
”onda seno amortiguada” queda clara.
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Ceros de 1 2 3 4 5
Jo(x) 2,4048 5,5201 8,6537 11,7915 14,9309
Ji(x) 3,8317 7,0156 10,1735 13,3237 16,4706
Jo(x) 5,1356 8,4172 11,6198 14,7960 17,9598
J3() 6,3802 9,7610 13,0152 16,2235 19,4094

Cuadro 3.1: Ceros positivos de algunas funciones de Bessel

3.4.2. Ecuacién de Legendre

La ecuacién
(1—2%)y" =22y +n(n+ 1)y =0 (3.69)

es conocida como la ecuacién de Legendre de orden n. Se ve que x = 0 es un
punto ordinario de la ecuacion, de modo que podemos obtener soluciones de

la forma .
y = Z a;r’ (3.70)

Podriamos también usar una solucién de tipo Frobenius pero resultaria con
c =0, lo cual es equivalente a (3.70). Puesto que = & 1 son puntos singulares
de (3.69), la serie (3.70) que se obtiene deberfa al menos converger en el
intervalo -l < z < [.

Sustituyendo (3.70) en (3.69) tenemos;

D G = Daga? ™ = i — Daga? =) 2jaza? +) n(n+aga’ =0

que queda de la siguiente forma,

G+2)0+ Dagiz+ (n+ 1) = jG+D)a; =0 (371)
Tomando j = —2 en la ecuacién (3.71) se ve que qg es arbitraria. Tomando
j = —1 en la misma ecuacién sucede lo mismo con a;. Asi podemos esperar

en obtener dos constantes arbitrarias y por tanto la solucion general. Dandole
valores j = 0,1,2,... a la ecuacién (3.71), la ecuacién (3.70) se convierte en;

nin+1) , nn+1)(nn+1)—-2-3
y:a0<_ (2! ) 2 rn A 1)( (4! ) )—...)
+a1<x_(n(n+1)—1.2) ; (n+1)—1-2(n(n+1)—3-4 .

3! 5!
(3.72)

Si n no es un entero, estas dos series convergen para —1 < x < 1, pero se
puede mostrar que ellas divergen para x = +1. Si n es un entero positivo o
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cero, una de estas series se termina, esto es, es un polinomio, mientras que
la otra serie converge para —1 < x < 1 pero diverge para r = +1.

Vamos a buscar solamente las soluciones polinémicas. Para n = 0,1,2, 3, ...
obtenemos

1, = 1—3z% ..

los cuales son polinomios de gradon = 0, 1, 2, 3, .... Es conveniente multiplicar
cada uno de estos por una constante elegida para que el polinomio resultante
tenga el valor de 1 cuando x = 1. Los polinomios resultantes son llamados
polinomios de Legendre y se denotan por P,(z). Algunos de los primeros
estan dados por

Py(z)=1, Py(z)==z, Py(z)=1/2(32*~-1)...
Para cualquier polinomio de Legendre tenemos
Po(=z) = (=1)"Py(z), P(1)=1 PF(-1)=(-1)"

Deberia notarse que los polinomios de Legendre son las tinicas soluciones de
la ecuacion de Legendre las cuales estan acotadas en el intervalo —1 < x <1,
puesto que las series que producen todas las otras soluciones divergen para
r = =+1.

Puesto que sabemos que P,(x) es una solucién de la ecuacién de Legendre,
encontramos;

dx
(2% = 1)(Pa(z))?

Esta segunda solucion esté relacionada con la serie en (3.73). Si denotamos
la segunda solucién por @, (), la solucién general se puede escribir

y = AP,(z) + BQ,(z) (3.74)

y = AP,(z) + BP,(x) / (3.73)

Estas funciones son a menudo conocidas colectivamente como funciones de
Legendre. Algunos resultados importantes que involucran a los polinomios
de Legendre son los siguientes:

n

2n +1 n

Esto es una férmula de recurrencia para los polinomios de Legendre.

a .,
P — _ 1 .
n(z) 2nn! dx™ (@ ) (3.76)
Esta es conocida como la férmula de Rodrigues para los polinomios de

Legendre.
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V1—2tz +12 —2m:+t2 ZP (3.77)

Esta se llama la funcion generatriz para los polinomios de Legendre.

3.4.3. Ecuacion de Hermite
Esta ecuacién de la forma
y' —2zy +2ny =0

tiene soluciones llamadas polinomios de Hermite para el cason = 0,1,2,3....
Estos polinomios denotados por H,(x) tienen muchas propiedades importan-
tes analogas a las funciones de Bessel y a los polinomios de Legendre. Esta
analogia se establece por los siguientes resultados;

Hyq(x) =22H,(z) —2nH, 1(x) (Férmula de recurrencia)

H,(x) = (—1)"69”25—(6_”2) (Férmula de Rodrigues)
xn

€2tz7t2 Hn(a:)t”

o (Funcién generatriz)

n=0

3.4.4. Ecuacién de Laguerre
Es una ecuacién del tipo
vy’ + (1 —2)y +ny=0

y tiene soluciones llamadas polinomios de Laguerre denotados por L,(z).
Tienen las siguientes propiedades;

Loyi(z) = (2n+1—2)L,(x) —n’L,_i(r) Férmula de recurrencia

——(z"e —z) Férmula de Rodrigues

3

Foérmula generatriz
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3.4.5. Ecuacion de GGauss
Es una ecuacién del tipo;
z(l—2)y"+ (v — (a+ B+ 1)y —aby =0

en la que «, B vy 7 son constantes dadas. Esta ecuacion se llama también
ecuacion diferencial hipergeométrica y sus soluciones se llaman funciones
hipergeométricas, a menudo denotadas por F'(«, 3,7, ).
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Capitulo 4

Métodos numéricos para la
resolucion de ecuaciones
diferenciales ordinarias de
segundo orden

La mayor parte de los métodos numéricos existentes han sido disenados para
la integracién de sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden. Sin
embargo, en la practica, muchos problemas dan lugar a ecuaciones de se-
gundo orden. Los sistemas dinamicos estan basados en fuerzas que provocan
aceleraciones, que no son mas que la derivada segunda de la posicién. Una
posibilidad, para la integracién de ecuaciones de segundo orden, es la reduc-
cion de éstas a un sistema de ecuaciones de primer orden. Pero, debido a la
gran cantidad de problemas que se modelan mediante ecuaciones de segun-
do orden, parece conveniente el desarrollo de métodos especificos para estas
ecuaciones.

4.1. Meétodos de Falkner

4.1.1. Solucién exacta del problema en forma integral

Consideremos el problema de valor inicial de segundo orden dado por

y'(t) = f(t,y(t),y'(t))
y(to) = Yo (4.1)
Y'(to) = o
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para el que suponemos que se dan las condiciones suficientes para garantizar
la existencia de una solucién dnica y(t) sobre un cierto intervalo I € R de
interés.

Notese que la caracteristica f la podemos considerar como una funcion en la
unica variable independiente ¢, dado que la funcién y y su primera derivada
y' son funciones de t, y en tal caso podemos replantear el problema anterior
en la forma:

y'(t) = f(1)
y(to) = Yo (4.2)
Y (to) = Yo

donde, sin lugar a confusién, entenderemos que la funcién f(¢) puede adoptar
distintas formas, segiin que aparezcan como argumentos solo la variable inde-
pendiente, o también las variables y(t) o ¢/(t). Es decir, f(t) hace referencia a
la forma més general f(t,y(t),y'(t)), donde alguno de los argumentos puede
ser nulo.

Para obtener la solucién exacta trataremos de seguir los pasos para la resolu-
cién de una ecuacion lineal de segundo orden mediante el método de variacion
de pardmetros.

Para ello se requiere del conocimiento de la solucion general de la ecuacién
y"(t) = 0 (ecuacién homogénea) y una solucién particular de la ecuacién
completa, a la vez que la determinacion de las constantes involucradas en la
expresion de la solucion de la ecuacién homogénea de forma que se satisfagan
las condiciones iniciales dadas.

Dado que y”(t) = 0 lleva asociada como ecuacién caracteristica \*> = 0,
de raices A = 0 con multiplicidad dos, una solucién para esta ecuacion ho-
mogénea la constituyen las funciones (e, te%), esto es (1,t), y asf la solucién
correspondiente a la ecuacion homogénea sera:

yn(t) = A+ Btcon A,BeR
Consideremos una solucién particular de la ecuacion completa, de la forma
yp(t) = A(t) + B(t)t

Derivando esta solucién particular con respecto a la variable independiente ¢
se tiene que

yp(t) = [A'(t) + B'(1)t] + B(t) = B(t)

ya que [A'(t) + B'(t)t] se anula por ser una solucién de y,; y a la vez
v, () = B'(1)
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Sustituyendo estas expresiones en la ecuacién dada resulta el sistema:
yp(t) = [t y(t),y'(1)) = B'(t)

=B'(t)t = = f(t,y(t),y (1)t = A'(t)

porque [A'(t) + B'(t)t] se anula.
Es decir, se tendran como coeficientes que permitan expresar la solucién
particular del problema completo

A(t) :/t —tf(t)dt
Bmlemﬁ

La solucion general buscada puede escribirse entonces en la forma

y(t) = A+ Bt + / —sf(s)ds + t/t f(s)ds (4.3)

to

Imponiendo ahora las condiciones iniciales senaladas: y(to) = vo, ¥'(t0) = vy,
resulta el sistema de ecuaciones:

{ Yo = y(to) = A+ Bty

o = y/(te) = B+ (—f(to)to) + tof (ts) = B (44)

Resolviendo este sistema se obtiene que la solucién es:

A = 1yo — Yoto
B =1

Sustituyendo los valores anteriores en la solucién exacta del problema, (4.3),
resulta que ésta se puede escribir en la forma:

y(t) = yo — tioto + tiot + [, —f(s)sds +1t [} f(s)ds
= yo + (t = to)go + [ f(s)(t — 5)ds

siendo f(s) = f(s,y(s),y'(s)), esto es

ywzmm+u—mwm+[f@wﬂy@m—@w (4.5)

Si en la férmula de la solucion exacta (4.5) en lugar de considerar el intervalo
[to, t], consideramos el intervalo genérico [t,, t,+1] de la red de puntos discreta,
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dentro de un cierto intervalo I € R donde estd definida la solucién de la
ecuacién y”(t) = f(t,y(t),y'(t)), y siendo h = t,41 — t,, el tamano del paso,
resulta la férmula:

Ylter) = y(ta) + h (1) + / O (b — 1)t (4.6)

la cual nos da el valor de la solucién exacta del problema (4.2) evaluada en
el punto t,41.

4.1.2. Formulacion del método de Falkner explicito

La férmula en (4.5) resulta ser la ecuacién integral equivalente al problema
de valor inicial en (4.1). Dicha ecuacién integral en general es implicita, y
la dificultad para su aplicacién resulta en la evaluacién de la integral. Si la
funcién f es lo suficientemente sencilla como para que la integral se pueda
evaluar, entonces tendremos la solucién exacta del problema (4.1). Pero en
general, esto no sera posible, asi que lo que haremos sera buscar la manera
que nos permita obtener un método para resolver de forma discreta el proble-
ma. Ello se consigue aproximando la integral que aparece en (4.6). Distintas
formas de aproximar la funcién daran lugar a los correspondientes métodos
numéricos. La manera méas usual de aproximar la funciéon es mediante el po-
linomio de interpolacion, y esa es la forma en que se obtienen los métodos
de Falkner (de manera parecida a como se hace para obtener los métodos de
Adams en el caso de ecuaciones de primer orden).

Consideramos k + 1 puntos igualmente espaciados, t,_(—1), .- -, tn, tpy1 Sien-
do el tamano del paso h. El polinomio de interpolacién de Newton en los
primeros k nodos t,_(—1),. .., t, se puede escribir en la forma
k—1 s
p(t) = Z(—l)ﬂ( ; )an,
=0

donde, como es usual, los términos (_]S) son los coeficientes binomiales, y

V7 f, son las diferencias regresivas de orden n siendo f, = f(t,). Si en la
férmula (4.6) aproximamos f(t) por el polinomio de interpolacién anterior, y
llamamos yy, a la aproximacién de y(tx) para k = n,n+ 1, resulta la férmula:

tn+1
tn

tnyr (K1 [ —s .
— gt g+ / <§ j<—1>f( j )vm) (s — 1)t
tn i—0

J]=
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Para calcular la integral anterior efectuamos el cambio de variable s = %,

con lo que resulta t = sh +t,, dt = hds, obteniendo como nuevos limites de
integracion

t=t,=>s=0

t= tn+1 =s=1

siendo t, 41 —t =t, +h—(sh+t,) = h(1 —s), con lo que la férmula anterior
se puede escribir como:

k—1 1 . ‘
Ynt1 = Yn + hy, + Z/ (—1)j( ,8) (1 —s)hV’ f, hds
j=0 70

J
:yn+hy;+h2§ {/01(—1)j (_],5)(1—s> ds] Vif,. (4.7)

Denotando a los coeficientes por

5= [ (T)a- o (18)

se tendra como ecuacién de recurrencia para el método de Falkner explicito

la férmula
k—1

Y1 = Yn +hyl + 2> BV fy (4.9)

j=0

La férmula en (4.9) sera la que usemos en la implementacion de los métodos,
segun veremos méas adelante. Pero también es usual la presentacién de férmu-
las concretas expresadas en términos de las f,,—;. Para obtenerlas utilizaremos

la féormula ‘
j .
vjfn = Z(_1>l (?)fnl .

=0
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Partiendo de la férmula en (4.9) y sustituyendo la anterior y reordenando se
obtiene:

k—1
Ynt1 = Yn + h‘y; + h'2 Zﬁ]vjfn

=0
k—1 J j

=t b+ 02 Y 31 ()
j=0  1=0
k—1 k—1 j

o / 2 1\ .
=0 3=l
k—1 ~

=y + 0yl + 12D Bifac (4.10)
=0

siendo los coeficientes 3, los dados por
k=1 ,.
=0y (1)s (4.11)

7=l

Calculo de los coeficientes.

Para la determinacion de los coeficientes de la formula anterior utilizaremos
la técnica de las funciones generatrices de Euler. Pondremos

Fy(t) = Y Bt
=0

y sustituiremos los coeficientes 3; por el valor dado en (4.8). Podemos escribir

por tanto
Fyt) = iﬂ (/01(—1)9‘ (_js) (1-— s)ds) "




Esta ultima integral se puede resolver utilizando la técnica de integracion por
partes, donde ponemos

—(1-1
— 1 —_— = ——
“ % v In(1—1¢) ’
siendo por tanto
ds
du = —ds, dv =
(1—1)°

y resultando que

B —(1—t)=1"" ! 1
e e I B e tee s

- 1 (1 —t) s=1
" In(1—¢) * (In(1 — t))Q} 5=0
__! 1 - :
In(l1—¢t)  (1—=t)(In(l-1¢)2 (n(l—1))?

(-l -H+1-(1-¢)
B (1 —#)(In(1 —1))?

+(1—t)In(1—t)

(1—1t) In*(1—t)

(4.12)

De esta manera, para calcular los coeficientes bastara hacer el desarrollo en
potencias de t de la funcién Fp(t) y los coeficientes que se obtengan son los
B; que aparecen en la ecuacién de recurrencia del método. Por otro lado, si
lo que se quiere es la forma explicita de las férmulas dadas en (4.10), basta
tener en cuenta la expresién de los coeficientes dados en (4.11) en funcién de

los 3;.

4.1.3. Error de truncamiento local para el método Falk-
ner explicito

Cualquier algoritmo numérico proporciona una manera aproximada de cal-
cular el valor de la soluciéon buscada. La medida del error que se comete en
cada paso se denomina usualmente error de truncamiento local, y depende del
propio algoritmo, del tamano del paso, y en el contexto en que nos situamos,
por supuesto de la ecuacién diferencial que se ha de resolver. En la determi-
nacién del error de truncamiento local se presupone la llamada hipotesis de
localizacién, que consiste en suponer que los valores numéricos previamente
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calculados son exactos. Al igual que para otros esquemas numéricos conside-
ramos una serie de definiciones en relacién con los métodos numéricos que se
abordan en esta memoria.

Definicién 4.1.1 El operador en diferencias L3 asociado con la formula
que aparece en (4.9) se define como

k—1
Lo (2(t),h) = =2(t+h)—=(t) = h2'(t) =1 Y 5V f(t,2(1), 2'(1)),
=0
siendo z(t) € [ty,b] € R una funcion cualquiera suficientemente diferenciable.

Definicién 4.1.2 El método numérico para resolver el problema (4.1), dado
por la férmula (4.9) se dice consistente de orden p si !

L (2(t), h) = O(h"*?)

En particular, st p es al menos uno, el método simplemente se dice que es
consistente.

Definicién 4.1.3 Dada la formula de Falkner explicita en (4.9) se define el
error de truncamiento local como el defecto de la solucion y(t) respecto
de la ecuacion en diferencias, esto es,

k-1

Ls(y(t),h) =y(t+h) —y(t) —hy'(t) — b Zﬁjvjf(t, y(t),y'(t))

Para obtener la expresion del error de truncamiento local del método de Falk-
ner explicito partiremos de la férmula en (4.6). Pasando todos los términos
a un lado se tiene

tnt+h
0 = yltu+h)—y(t,) — hy'(t) — /t F@) b+ h— ) dt.

Efectuando el cambio de variable t = t,,+s h, dt = hds en la integral resulta,

t=t,=>s=0
t=t,+h=s=1
con lo que podemos escribir la férmula anterior como

0 = y(tn +h) — yl(tn) — hy/ () — /0 Ftn + s h)(h— sh)hds.

1Se dice que g(h) = O(hP) si existe C' > 0 tal que |g(h)| < C h? cuando h — 0.
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Si ahora consideramos la igualdad que expresa a f(t) como la suma del polino-
mio de interpolacion en los nodos ¢,,_(x—1), - . . , £, mds el error de interpolacién
correspondiente,

F(1) = Flt +5h) = §<—1>J‘ (7)ot () w2t

y sustituimos esta expresion en la integral, resulta:

0 = y(tn + h) - y(tn) - hy,@ﬂ)

- E(—w‘ () v+ () yk+2><fs>] (1= ) ds

= yltn + fi)o— y(ta) — hy'(ts)
—h? ; /0 1(—1)j (_.S) (1-s)dsV f,

= y(tn+h) —y(ts) — hy/<tn)

k—1 1
02 BV f, — bk / (—1) (_> (1—s5)y"D(E)ds  (4.13)
=0 0 K

donde hemos tenido en cuenta en la tltima igualdad la expresion de los
coeficientes (3; dada en (4.8). En la integral ultima que aparece en la férmula

anterior, como (—1)* (1 — s) no cambia de signo en el intervalo [0, 1],

por el Teorema generalizado del valor medio podemos poner

/01(—1)k (;8) (1= ) y"2 (&) ds = y* (&) /01(—1)’C (_]j> (1—s)ds

lo que se traduce en

/01(—1)k <_k<9> (1—5)y**2(&,) ds = y* ()8,

Si sustituimos en la férmula (4.13) el valor obtenido para esta tltima integral
y tenemos en cuenta la definicién del error de truncamiento local en (4.1.3)
resulta finalmente
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k—1
0 = yltn+h)—ylta) — hy'(t,) = 1> _ BV f,
j=0

—RFT2YRED () 3,
= Ls(y(ta),h) — K22 (B,

es decir, el error de truncamiento local en el punto ¢, resulta ser

L (y(ta)sh) = Bih* 2y 2(E),

lo cual indica que el método de Falkner explicito de k pasos es un método de
orden k y tiene como constante del error (.

4.1.4. Foérmula para seguir la derivada

La férmula explicita de Falkner obtenida en (4.9) resulta insuficiente. Como
observamos, en dicha férmula aparece y/,, la aproximacién de la derivada en
el punto t,. En el primer paso este valor es conocido puesto que es parte de
los datos iniciales, el y;, pero cuando volvamos a querer aplicar el método
necesitaremos el valor de la derivada en el punto siguiente de la red, esto
es, el valor ¥, y asi sucesivamente. Para poder obtener estas aproximaciones
de la derivada en los diferentes puntos de la red se necesita otra férmula.
Considerando la ecuacién diferencial del problema (4.1) escrita en la forma
(') = f(t), la podemos interpretar como una ecuacién diferencial de primer
orden de la funcién g’ y aplicar el método de Adams-Bashforth de k& pasos
para obtener la aproximacion y;, ,,, suponiendo conocido el valor anterior y,,.
El esquema numérico resultante queda

k—1
Yor =Unth > %V fa

J=0

donde los coeficientes del método vienen dados por

wzllmffyw

La funcién generatriz de los coeficientes estd dada en este caso por

—t
= Toma oy
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y el error de truncamiento local se expresa en la forma

L. (y(ty),h) = b yF2(E),

correspondiendo a un método de orden k, y donde la constante del error
esta dada por el coeficiente ;.

Teniendo en cuenta la férmula en (4.9) junto con la anterior para la deri-
vada, podemos concluir que el método de Falkner explicito para resolver el
problema en (4.1) estd dado por la pareja de férmulas

k—1
Yn+1 = YUn + hy; + h2z ﬁjvjfn
e 0 (4.14)
y:H-l = yiz + hz'ij]fn .
5=0

4.1.5. Formulacién del método Falkner implicito

La obtencién de la férmula de Falkner implicita, los coeficientes correspon-
dientes, y la expresion del error de truncamiento local siguen un proceso
similar al del caso explicito. La tnica diferencia estd en que la aproximacion
de la funcién f(t) se realiza mediante el polinomio de interpolacién en los
n0odos t,_(x—1) - - -, tn, tns1. Precisamente la consideracion del nodo anadido
tni1 s lo que le confiere el caracter implicito a la féormula que se obtiene.
Ahora el polinomio de interpolacion se escribe

) = 3 (-1 (‘j) V st

Jj=0

de manera que, si en la féormula (4.6) aproximamos f(t) por el polinomio
de interpolacién anterior, y llamamos y; a la aproximacion de y(tx) para
k =n,n + 1, resulta:

tn+1
Ynt1 = Yn + hy, + / p(t)(tpr1 —t) dt
tn

B , tn+1
tn

Si ahora realizamos el cambio de variable en la integral dado por

Z:(—l)j (_js) ijnﬂ) (tny1 —t)dt.

j=

t:tn+1+8h
tn+1—t:—$h
dt = hds
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resultan los nuevos limites de integracion

t=ty1=>—-sh=0=s=0
t=t,=>h=—-sh=s=-1

y la formula anterior se puede poner como

tn+1
tn

0
=Yn+ hy, + / p(tns1 + sh)(—sh)hds

-1

0o _Fk . A
:yn+hy;—h2/ Z(—l)j(js)vj for1sds
-1 =0
k

=yt hy, + 12y [— /0 (—1)' (_js> s ds] Vo fort (4.15)

=0 -1
k
=Y+ hyy + 02D BV fun
j=0

Denotando a los coeficientes que aparecen en el sumatorio anterior por

5 = — /j(—l)j CS) sds (4.16)

se obtiene como ecuacion de recurrencia para el método de Falkner implicito
la férmula

k
Yt = Yo+ byl + B2 BV friy (4.17)

J=0

Al igual que en en caso explicito, si se quiere expresar la férmula (4.17) en
términos de las f,, 11—, se considera la igualdad

VI frpr = Z(—l)l (g) Jrt1-1,

=0
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y sustituyendo y reordenando en la férmula del método, resulta:

k
Yn+1 = Yn + hy;L + h‘2z ﬁ; \% fn+1

=0
k j i
=y, +hy, + I’ Z B; Z(—l)l (l)fnJrll
=0 =0
k ki
=y, +hy, + 1’ Z [(—1)1 Z (Z)ﬁ;] Jn1—
=0 =l
k —
= Yo +ht + 12 B fari (4.18)
=0

estando los coeficientes 5_1* dados por

B = (—1)12; (”Z)ﬁ] (4.19)

7=l

Calculo de los coeficientes.

De nuevo, para la determinacion de los coeficientes (7 utilizamos la técnica
de las funciones generatrices de Euler. Si llamamos

Fpe(t) = Y Bt/
=0

y tenemos en cuenta la expresién de los coeficientes en (4.16), resulta
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Esta ultima integral se puede obtener mediante el método de integracion por

partes, tomando
u=s, dv=(1—-1t)""ds

con lo que se obtiene finalmente que la funcién generatriz para los coeficientes
del método implicito es

t+(1—1%)In(l —1)

Bt = =00y

En cuanto a los coeficientes 3; que aparecen en la férmula (4.18), una vez
que se conocen los coeficientes (37, pueden obtenerse sin dificultad a partir
de la férmula en (4.19).

Nota

Una vez que se conocen los coeficientes (3;, a partir de la relacién de las
funciones generatrices correspondientes, es posible obtener una relacion de
recurrencia que permite obtener los coeficientes ﬁ;, pues se tiene

Fge(t) = (1 = 1) F(t),

de donde resulta

B4+ Bit+ 3560+ = 0o+ (61— Bo)t + (B — 1) 2 + ..

e igualando los coeficientes de los términos de igual grado se obtiene la recu-
rrencia

By = Bo B; =pB; — Bj-1-

4.1.6. Error de truncamiento local en el método de
Falkner implicito

En el caso del método implicito las definiciones del caso explicito se trasladan
con minimas variaciones.

Definicién 4.1.4 El operador en diferencias Lg- asociado con la formula
que aparece en (4.17) se define como

Ls (2(t),h) = z(t+h)—z(t)—hz'(t)—h2Zﬁ;vjf(t~l—h,z(t+h),z'(t+h)),

J=0

siendo z(t) € [to,b] € R una funcion cualquiera suficientemente diferenciable.
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Definicién 4.1.5 El método numérico para resolver el problema (4.1), dado
por la formula (4.17) se dice consistente de orden p si

L5 (2(t), h) = O(h*?).

En particular, st p es al menos uno, el método simplemente se dice que es
consistente.

Definicién 4.1.6 Dada la formula de Falkner implicita en (4.17) se define
el error de truncamiento local como el defecto de la solucion y(t) respecto
de la ecuacion en diferencias, esto es,

L (y(6), h) = y(t+h) —y(t) = hy'(t) = h* Z BV f(t+h,y(t+h),y (t+h)).

Para obtener la expresion del error de truncamiento local del método de
Falkner implicito partiremos de nuevo de la férmula exacta en (4.6), la cual
escribimos en la forma

0 = yltn +h) — yltn) — by (tn) — /t n F(6)(tn + h—t) dt

y tras hacer el cambio de variable ¢t = t,,11 + sh, dt = hds en la integral y
sustituir la funcién f(t) por la suma del polinomio de interpolacién en los
n0dos t,_(k-1), - -, tn, tny1 Mas el error de interpolacion correspondiente,

0 = farst) = 317 ()Pt (7 ) A6
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resulta;
0=y(t, + h) — y(ta) — hy'(tn)
/ ) (7) VI frpr + (— 1) ( kf 1) RFHLyk+3) (6) sh b ds
= y(tn + h) —y(t,) — hy'(ts)

k 0
S5V = [0 ([T ) shnds
1

= _ k+1
= y<tn + h) - y(tn) - hy,(tn)
2 é j ’ k+1[ —S k+3, k
—h ]Z;ﬁ;vjfn-l-l - |:/1(_1) * (kﬁ—l— 1)Sd3:| h +3y +3)(§s)
= y(tn +h) —y(t,) — hy/(t,) — h? Z BV i

. ﬁ,’;+1hk+3yk+3) (55)
= L} (y(ta), h) — Br hEHR9(€)

de donde resulta que el error de truncamiento local en el punto t, es

L5 (y(ta). h) = By W 2H(E),

lo que indica que el método de Falkner implicito de k£ pasos es un método de
orden k + 1 con constante de error §;_ ;.

4.1.7. Foérmula para seguir la derivada

Al igual que en el caso explicito, la férmula implicita de Falkner obtenida en
(4.17) resulta insuficiente. Se necesita otra férmula poder obtener las apro-
ximaciones de la derivada primera en los diferentes puntos de la red para
poder ir dando sucesivos pasos en la integraciéon. Considerando la ecuacion
diferencial del problema (4.1) escrita en la forma (y') = f(t), la podemos
interpretar como una ecuacién diferencial de primer orden de la funcién y’
y aplicar el método de Adams-Moulton de k pasos para obtener la aproxi-
macion ¥, |, suponiendo conocido el valor anterior /. El esquema numérico
resultante queda

k
Yni1=Ypth ZV;VanH ;

Jj=0
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donde los coeficientes del método vienen dados por

5= () e

La funcién generatriz de los coeficientes estd dada en este caso por
—t
Fo=——
T In(1—t)

y el error de truncamiento local se expresa en la forma

Lo (y(tn),h) = v B2,

correspondiendo a un método de orden k + 1, y donde la constante del error
esta dada por el coeficiente ;.

Teniendo en cuenta la férmula en (4.17) junto con la férmula que acabamos
de indicar para la derivada primera, podemos concluir que el método de
Falkner implicito para resolver el problema en (4.1) estd dado por la pareja
de formulas

k
Yn+1 = Yn + hy; + hQZ ﬁ;vjfn+1
L (4.20)
Ynt1 = Un T hZ%"ﬂvjfnﬂ .

J=0

4.1.8. Obtencién de los Métodos de Stormer-Cowell a
partir de los de Falkner

Métodos de Stormer

La férmula de la que se parte, es la misma que la del método de Falkner
Explicito, pero cambiando el segundo término a negativo, es decir,

Y(tas) = y(ta) — hy/ (1) + / ") (b — 1)t

y tenemos por lo tanto, que,

tn

y(tn-1) = y(tn) =hy'(ta) + [ F(Ey(1) (o — 1) dt

tn—1

~y(t,) — hy (t,) + /0_ p(t)(—h —sh)hds
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haciendo un cambio de variable, ¢t = t,, + s h, obtenemos

Y(ta-1) = y(ta) —hy'(ta) + /_ p(t)(—=h — sh)hds

0
=t [ (D)) ds
-1520 J
k—1

SRS [/O<—1>f(7)<1+s>ds} v,

j=0 /-1

k—1
=y —hy,+ 0> BV f,

=0

5, = /01(—1)1‘ (7)(1 4 s)ds

La funcién generatriz que se obtiene es:

siendo

ng(t) - /1 [Z<_t)j (;8) (1+s)ds
:/_1(1—t)_s(1+s)ds: _th;?[l(_lt_)t) (4.21)

Sumando la ecuacion de Stormer con la de Falkner Explicito, tenemos,

Yn+1 — 2yn + Yn—1 =
k—1

P2 (1) [/01 (_js>(1 —5) ds+/i (7)(1 +5) ds} v fo

=0
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haciendo el cambio de variable s = —v y por tanto ds = —dv, tenemos,

Yn+1 — 2 Un + Yn—1
k—1

e[ (Jomna [(F)eras] w5

j=0

i [ [ o]

k—1

S fuaf) ()] s

Jj=0

1 j—

siendo §; = (—1)J’/ (1—s) {(S) + ( S)] ds los coeficientes de Stormer
0 J J

Explicito.

Sumando los coeficientes de la funcién generatriz de Falkner Explicito con h
(4.12) con los de —h (4.21), tenemos
l—t)ln(l—t)+ (1 —t)(—t —In(1—1))

(1—1t)In*(1 —1t)
Ct+In(l—t)—tln(1—t)—t—In(1—t)+t*+tIn(1—1)
B (1—1)In* (1 —¢)

t
Fﬁj+F~j: +<

t2
T (1—Hi(1—1) (4.22)

que es la funcién generatriz de los coeficientes del método de Stormer.

Métodos de Cowell

Se hace de forma similar, partiendo de la siguiente férmula:

Vltwir) = yltn) — /) + " (1) (s — 1) d

y tenemos por lo tanto, que,
tn—h
ltwss) = y(ta) = hy/(6)+ [ (0) (0~ )t
tn

= yltn) = i/ (ta) + [ pO(-sh)hds



haciendo un cambio de variable ¢t = t,,,1 + s h, tenemos

_92 k

%H:ymg—hmm%ﬁll2}—U(3?VH@K%—3Mh@ (4.23)

k

=t =l e+ 130 [y () o] g a2

J=0

—1 . .
siendo / (—1)’( ,8) (2 + s) ds los coeficientes (3;.

-2 J
Sumando la férmula de Falkner Implicito con h (?7) y con la de —h (4.23),

tenemos
Kk

Ynt1 = 2Un + Yn—1 = h? Z(ﬁ; + @)ijnJrl

J=0

La funcién generatriz de dichos coeficientes es
~-1 o /s
Fﬁ;(t) :/ Z(—t)]( , >(2 +s)ds
-2 5 J
-1
:/ (1—1)*(2 + 5) ds
-2
-1 9
:/ +5 s
o (1=1)
—(1—t) ot 1
=2+ s)(—)] + / ds
s=—2 -

In(1 —¢) o In(1—1¢)(1—1¢)*
haciendo el cambio de variable u = 2+ s, dv = (ld_—st)s, du=dsyv= %,

entonces tenemos

(1 —t)—T:1

(1-1¢)
(1—-1)
—(1—1) (1—1) (1—1)?
(1-1)
(1-1)

= — +
In(1—¢t) %1 —t) In*(1—1)

(1=t —t) -1+ t+ 1+ -2t
B In?*(1 —t)

=t —(1—1t)In(1 —1t)

B In®*(1 —t)

(=)t +In(1 - 1))

B In?*(1 —t)
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Sumando entonces los coeficientes de las funciones generatrices tenemos

t2
F * + F~* = 5, <
g i In?(1—1t)

que es la funcién generatriz de los coeficientes del método de Cowell.

4.2. Meétodos numéricos tipo Runge-Kutta-
Nystrom

4.2.1. Meétodos clasicos de un paso Runge-Kutta-Nystrom

Consideremos el problema de valor inicial;

v' = f(x,y,9), y(xo) =0, ¥ (z0) =y (4.25)

Si reescribimos la ecuacion diferencial de segundo orden como un sistema de
ecuaciones diferenciales de primer orden obtenemos

d

e (,v) =W flz,y,9))

Aplicando una férmula Runge-Kutta explicita para sistemas de primer orden
obtenemos la siguiente aproximacién numérica:

Y1 =1yo+ hz biki, (4.26)
i=1
Y1 ="Yo+ hz biks, (4.27)
i=1
i—1
Fi=yh+h> ak;, (4.28)
j=1
i—1 i—1
ki = f(a:0+cih,yg—i—hZEijkj,y()—i-hZEijkj), (4.29)
j=1 j=1
1=1,..,s
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Insertando (4.28) en (4.26), (4.27) y (4.29), obtenemos la expresién del si-
guiente método

y1 = yo + hyy + h? Zgiku

=1

=1

i—1 1—1
ki = f(wo+ cih, yo + cihyo + B> aiky, yo+h Y asiky),
j=1 J=1
1=1,...,s

con

Gij = Zaikakj b = Z bja;; (4.30)
J

k

Estos métodos de tipo Runge-Kutta disenados para ecuaciones diferencia-
les de segundo orden se denominan habitualmente métodos Runge- Kutta-
Nystrom ya que fueron introducidos por Nystrom en 1925, aunque Nystrom
construyé métodos que no satisfacian necesariamente las condiciones (4.30).
Para este tipo de métodos se suelen usar las abreviaturas RKNG o RKN,
aunque habitualmente se reserva esta iltima abreviatura para los métodos
especificamente disenados para problemas en los que la funcién no contiene
explicitamente a la derivada de la solucién.

y' = flx,y), ylwo) =vo, ¥ (w0) =1y (4.31)

Para este tipo de problemas las férmulas del método serian de la siguiente
forma

y1 = yo + hyy + h* Zl_?i/%,

=1
=y +h Y bik, (4.32)
=1
i—1
ki = f(xo + cih, yo + cihyg + h? Z aijk;),
7j=1

1=1,...,s
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Noétese que los coeficientes @;; ya no aparecen en las férmulas del algoritmo.
En este caso, puede alcanzarse una gran simplificaciéon tanto en la implemen-
tacion del método como en el coste computacional requerido. El interés de
estas féormulas radica en el amplio espectro de problemas que pueden reducir-
se a ecuaciones de este tipo tras un adecuado cambio de variables. A menudo
los coeficientes de un método Runge-Kutta-Nystrom para la resolucion de
un problema de valor inicial con una ecuacién de segundo orden especial (sin
la presencia de la derivada) se disponen en tablas que ayudan a visualizar el
método como queda reflejado en la siguiente tabla:

(&1 ;5
G C2 | a2
Cs | Qg1 Qg2 ... (OAgg—1
b; | by by ... be_1 b
b; | by by ... be_1 b

Para métodos de tipo RKN especificamente disenados para la integracion
numérica de ecuaciones diferenciales de segundo orden se suele definir el
orden del método de la siguiente forma.

Definicién 4.2.1 Se dice que un método RKN tiene orden p si para proble-
mas suficientemente requlares se verifica

y(zo + h) —yr = O(h**™)
Y (zo+ h) —y; = O(hPT)

4.2.2. Meétodos explicitos Runge-Kutta-Nystrom de or-
den 3 y 3 etapas

Vamos a tratar los métodos de 3 etapas y orden 3 para problemas de valor
inicial de la forma

V' =f@uy), vz =w, ¥(w0) =4 (4.33)

en la cual la funcién depende de y'. Vamos a considerar el método RKN
explicito de tres etapas, definido por;

Y1 = U + hyj, + A (arky + asks + azks) + Ty (h)
Ypsr = Y + h(biky + boky + bsks) + Ty (h) (4.34)
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donde

ki = f(xr + aah, yr + arhy, yi),
k (

[z 4 ash, yp + ashyj, + h*Borkr, y;, + hyaikr),
ks = f(xk + ash, yp + ashyy, + h2(ﬁ31k;1 + Bs2k2), vy, + h(ys1k1 + ys2k2)),

y Ti.(h) , T, (h) = O(h*). Contrariamente a la expansién en series de Taylor, la
cual usa operadores diferenciales, Hairer y Wanner han conseguido encontrar
la manera de obtener las ecuaciones necesarias para utilizar métodos RKN
de varios érdenes. También indican cémo los métodos numéricos se puede
obtener desde las ecuaciones de condiciones; sin embargo, no hay soluciones
completas de estas ecuaciones de condiciones de momento.

Vamos a obtener todas la familias posibles de métodos RKN explicitos de 3
etapas y orden 3 para el problema de valor inicial (4.33).

Condiciones de orden y sus soluciones

A fin de que Ty(h*), T} (h*) = O(h*) para el método descrito por (4.34),

tenemos el siguiente sistema de 12 ecuaciones necesario para el orden 3;
a; +as+az=1/2 (4.35)
ayo + azay + azaz = 1/6 ( )
agya1 + as(ys1 + s2) = 1/6 (4.37)
by + by + by =1 (4.38)
biay + bacra + b3az = 1/2 ( )
biaf + byas + bsaz = 1/3 (4.40)
bayar + b3(y31 + v32) = 1/2 (4.41)
bavay + b3(v31 + 732)” = 1/3 (4.42)
bacayor + baas(va1 + v32) = 1/3 (4.43)
bayar0n + b3(ys101 + Y3200) = 1/6 (4.44)
bsysay21 = 1/6 ( )
boBa1 + b3 (31 + Bs2) = 1/6 (4.46)

De (4.45), resulta que
b3 7é 0, Y32 # 0, Y21 7£ 0 (447)

En primer lugar, vamos a establecer los siguientes resultados que ayudan
en la obtencién completa de las soluciones de las ecuaciones (4.35) a (4.46).
Tenemos;

dy = —aq, dy =191 —2, d3="3+"7Y32—0Q3 (4.48)

143



Proposicién 4.2.1 FEl sistema (4.35) a (4.46) necesariamente implica que
bldl - b2d2 - bgdg = 0 (449)

Demostracién: Consideramos las matrices U, V y W

bl bg b3 1 (05] dl
U= blOél bgOéQ bgOég V=11 Q9 dg
b1d1 b2d2 b3d3 1 Q3 d3

1 1/2 0

W=|1/2 1/3 0

0 0 0

De las ecuaciones anteriores se obtiene que UV = W. Puesto que W es sin-
gular bien U o bien V es singular. Si «?U = 0 entonces «?W = 0 y resulta
que u” ha de ser un multiplo escalar del vector (0,0,1). As{ «TU = 0 implica
(4.49). De forma similar si V' es singular, entonces d; = dy = d3 = 0 impli-
cando también (4.49). O

Proposicién 4.2.2 El sistema (4.35) a (4.46) necesariamente implica que
dy = ds = 0 (4.50)

Demostracién: De (4.45) y (4.49) obtenemos d3 = 0. Para a; = 0 en (4.44)
obtenemos dy = 0; para ag # 0 de (4.39) (4.49) tenemos que dy = 0. O]

Como consecuencia de esta proposicién, de (4.36) y (4.37), (4.39) y (4.41),
(4.44) y (4.45) tenemos

arar = bioy = (baya1 + b3yz)oq =0 (4.51)

Ahora, de los resultados anteriores tenemos que el sistema (4.35) a (4.46) es
equivalente al siguiente sistema S, de 8 ecuaciones,

S+ (4.35), (4.36), (4.38), (4.39), (4.45), (4.46), (4.50), (4.51)

Entonces todos los métodos RKN de tercer orden estan caracterizados por el
sistema S y todas las familias de métodos RKN de tercer orden pueden ser
obtenidas a partir de este sistema.
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Familias RKN de tercer orden para a; = 0 Para el caso oy = 0, las
ecuaciones en (4.51) son satisfechas y el sistema S se reduce a un sistema
con 14 parametros y por tanto se puede obtener una familia de métodos
con 5 parametros. Con aw, ag, 21, 332 elegidos como parametros libres, los
restantes pardmetros quedan;

a1 = 0,

ay = [3ag — 1 + 6as(as — a2)]/(602),
as = (1 — 6agas)/(6as),

by = (3az — 2)/[6az(az — a2)],

bg == (30[2 - 2)/[60[3(0[2 - 043)], (452)
bl - 1 - b2 - bg,
Y21 = 2,

Y32 = [az(az — a3)]/[az(3as — 2)],
V31 = Q3 — 732,

f31 = 1/6bg — (ba/b3) P21 — Fa.

Esta solucién es vélida teniendo en cuenta que as # 0, ap # 2/3, a3 # 0y
ay # az. A esta familia la denotamos por Msz(ae, as; as; B21, O32)-

Ahora de (4.45) y (4.45) resulta que ay # 0. Desde by # 0, de la expresién
superior para bs, es facil ver que ay no puede ser igual a 2/3 a menos que
az =0 0 as = asz; vamos a ver estos dos casos;

1. Familias de métodos para a; =0y a3 =0
Con ag, bs, 821 v P32 elegidos como parametros libres, los restantes nos
quedan;

ag=a3=0, ay=2/3,

a; =1/4—a3, ay=1/4,

bi=1/4—bs, by=3/4, (4.53)
Yor =2/3, a1 = —1/4bs, vz = —1/4bs,

B31 = 1/6b3 — (3/4b3) 321 + Bs2.

Esta familia de métodos RKN de tercer orden se denota como Mg(l) (as, bs; Ba1, P32)-

2. Familias de métodos para a; =0y as = a3
Con ag, bs, 821 v P32 elegidos como parametros libres, los restantes nos
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quedan;

a1 =0, a=oa3=2/3,

a; =1/4, ay=1/4— a3,

by =1/4, by=3/4—bs, (4.54)
o1 =2/3, 31 = —1/4bs, 3 = —1/4bs,

P31 = 1/6b3 — (by/b3) 21 — Psa.

Esta familia de métodos RKN de tercer orden se denota como M3(2) (a3, bs; Ba1, Ps2)-

Familias RKN de tercer orden para a; # 0. En este caso por (4.51)
sabemos que a; = b; = 0; por tanto en el sistema S hay 13 parametros de
donde resulta una familia de métodos con tres parametros. Con ay, (21 y (32
elegidas como parametros libres, los restantes quedan como sigue:

as=1/3, az3=a3=1,

ap =0, a=1/2, a3=0,

bi=0, by=3/4, by=1/4, (4.55)
Yor =1/3, 31 =1, 73 =2,

B31=2/3 = 302 — Bsa.

Esta familia de métodos RKN de tercer orden se denota como M (as, bs; Ba1, F32).

Métodos RKN de 3 etapas y tercer orden que se aplican a la ecua-
cién y’ = f(z,y)
Vimos anteriormente las familias de métodos RKN de 3 etapas y tercer or-

den para el problema de valor inicial (4.33). Ahora vamos a encontrar estos
métodos para la ecuacién diferencial

y' = f(z,y) (4.56)

que posee alguna de las dos siguientes propiedades;

(P1) Sigue siendo un método de orden 3 pero tiene dos etapas cuando se
aplica en (4.56),

(P2) Sigue siendo un método de 3 etapas pero alcanza orden 4 cuando se
aplica a (4.56).

146



Métodos que poseen la propiedad P1 El método general RKN de 3
etapas dado por (4.34) se reducird a 2 etapas para y” = f(z,y) siempre, si
al menos una de las siguientes condiciones se cumple;

k1:k27 k2:k37 k?):kl
a1 =by =001 =031 =0, ay=by=03=0

Podemos verificar que los siguientes métodos de Ms(av, as; ag; P21, B32),
M§1)<a37 b3; as; 5217532), M3(2)(Q3, b3; as; 521,532) y Mé‘(oq : 521,532) poseen la
propiedad P1:
My(@y, 0is; @35 0, Bgg), M (g, 2/3;1/4; B21,0) MY (as, bs; 2/9,0)
ME(1/4;1/4:0,2/3), M (a3, 05:2/9,0),  Mi?(1/4,3/4: 821,0)
M;(1/3;0,Bs52), M;(1;2/9,0), Mj(c;0,2/3)

donde
2 — 30[2 _ (]. - 20&2)(1 — 30[2)

BT 31— 2a2) T 4(1— 3as + 302)

—  2(1—3az+303)
32 — 9(1 — 20(2)2 ) (Oég 7é 1/2)

Vemos que para los métodos M?El)(l/ll, 1/4;2/9,0) y Még)(l/él, 3/4;2/9,0) se
reducen al clasico método RKN de tercer orden y 2 etapas cuando ' no esta.

Métodos que poseen la propiedad P2 Se puede verificar que ningin

método de Mg(l)(as, bs; Ba1, B32), Méz)(a:’n bs; Ba1, Bs2) 0 M3 (a; Bar, Bs2) tienen
cuarto orden de precisiéon cuando 3y’ no estd. Podemos ver que cada método
de la subfamilia Moy, o: 33, 33) con

3—40[2 * *
m7 (O‘27A2/373/4)7 a3:b3(1_a3)7

By =1/205, B3, = 1/(24bsa0)

poseen la propiedad P2. Vemos que el método M3(1/2,1;0;1/8,1/2)se reduce
al cldsico método RKN de 3 etapas y cuarto orden cuando la ¢’ no esté.

*

Oé3:

Ejemplo numérico y conclusiones

En esta seccién se ilustrard numéricamente el funcionamiento de alguno
de los métodos anteriores. Vamos a seleccionar dos métodos de la familia
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Método as Tiempo Error y
M;5(1/2,1;0;0,0) az =0 0,406 | 5,86354 - 1072
M3(1/2,1;1/6;0,0) | a3 =1/6 | 0,078 | 9,0876-10~*

Cuadro 4.1: v’ = 23, y(0) =1, /(0) = —1

M3(062,043;a35521,532) que corresponde a ap = 1/2> az =1, o1 = P32 = 0,
y seleccionamos a3 = 0 resultando el método M3(1/2,1;0;0,0) y a3 = 1/6
resultando el método M3(1/2,1;1/6;0,0). Utilizamos estos métodos para re-
solver el problema de valor inicial;

y'=2y°, y(0)=1, ¢ (0)=—1, (4.57)

que tiene como solucion exacta y(z) = 1/1+4x. Vamos a hacerlo con un paso

de h = 0,01.

Se demuestra claramente el deterioro del error relativo del método M;5(1/2,1;0;0,0)
y se confirma las mejores capacidades del método M3(1/2,1;1/6;0,0) el cual
satisface la condicién de estabilidad vista en [17] sobre el método M3(1/2,1;0;0,0),
que no la satisface.

4.2.3. Meétodo de la diagonal individual implicito Runge-
Kutta-Nystrom de sexto orden con una primera
etapa explicita

Vamos a construir otro método semiimplicito Runge-Kutta-Nystrom de sexto

orden con una primera etapa explicita para ecuaciones diferenciales ordinarias
de segundo orden.

Introduccién

La solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden de la
forma

y' = fz,y), ylzo) =m0, ¥(w0) =1y (4.58)

en la cual 3/ no estd de forma explicita puede ser resuelta como hemos visto de
forma directa usando métodos RKN. El método que vamos a usar proporciona
aproximaciones de Y11 ¥ ¥hq & Y(Tnt1) ¥ ¥ (Tni1) como sigue:

Vst = Y+ byl + B2 biky, Y =yh + R Uik (4.59)

7j=1 7=1
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donde

S

ki = f(@n + cihoyn + cihyl, + 12 agky), j=1,2,..s (4.60)
=1

Los coeficientes c;, a;;, bjy b; del método RKN se suponen reales y s es el
nimero de etapas. Aqui ¢ = [cy, o, ..., ¢s|T, b = [by, ba, ..., bs], ' = [0, ), ..., b.]
y A = [a;;] es una matriz szs y el método puede ser representado usando la
tabla de Butcher.

Vamos a construir el método RKN diagonal implicito con ay; = 0 y el resto
de los elementos de la diagonal iguales entre si.

Construccién del método

La estrategia seguida en la construccion del método estd basada en el crite-
rio visto en [20]. Segin éste criterio las siguientes ecuaciones de orden son
necesarias para satisfacer que el método RKN sea de sexto orden;

1. Ecuaciones RKN para y

@ _N"p L © 1 1
L. T Z bi ) 8. Ts = = 5 Z bjaijcj — ﬁo
]
1
2. 71(3) = Zbo - = (7) 1 5 1
[ 9. = — bl P
i 6 T 120 &7 T 5040
@_1§5y 2 b | 1
3. o= 2 Z blci 24 10. 7'27) = 5 Zbicgaijcj' — @
(5) 1 3 1 i
5 1 02 1008
5 7= Zb-a c — ij
3 120 1 ’ 1
i RS TIRIS o
6 (6) = — i 4 = — . 7 1Waijly
) 1 D N b —
7. Ti ) = Z biciaijc; = =0 13. 7y ”Zk biijajkCr 5040
ij
donde Tj(i) es el coeficiente de error para el método de orden 1.
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2. Ecuaciones equivalentes independientes RKN para y

1L oY= Zb - % 8. 279 - Zb Qi

2. Tl(S)ZZbici_l m_ 1 A5_L
1i 6 1 9. 7, 120 Z bic; 5040

3. V= 52 e — o 10. 27" — 2071(7) Z bic; Qi
1 1

4. 7—1(5) "6 Z biei = 120 11. 27’6 — 107'1(7) Zb CiQiz

1 1 12. 67,7 —6 b;iQi
6. Tl(G)Z—ZbZC?:m 7-7 Tl Z QS

13. _ b
7. O _ 470 ZchQﬂ o Z i@

donde

k+2

C
/ =18 k=12, ..
Z“UJ (k+2)(k+1)’ (=18 k=12.)

3. Ecuaciones equivalentes 1ndependlentes RKN para v/

Las ecuaciones correspondientes para 3’ se obtienen reemplazando T

por Tj( y b por b’ y multiplicando la parte derecha de las ecuaciones

(@)
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que no tengan () por i.

L= 51 5

8. 2T — 271(5) Zb/Qz2
2 _ o1
2 _Zb"cl 2 9 ,©_ 1 b -
LT = ) — —
Z 1 boo1204~7 720
3. bic
61 10. 27,9 —201 Zb 20u

11. 27,9 —107,® Zblezz
12. 679 —6r,® = Zb’st

i 13. 7Y Z biay Qi

De las dos ultimas tablas, las siguientes ecuaciones necesitan ser satisfechas
por el método RKN de sexto orden para y.

(k) _

=0,1,2,3,4 4.61
Z b (63 ]{ T 2) k 07 ) 737 ( 6 )
Z b;Qi1 = 0 (4.62)
D bhiQn =0 (4.64)
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y las siguientes ecuaciones necesitan ser satisfechas para i’

1
bick = k=0,1,2,3,4,5 4.65
; ’LC’L (k + 1)'7 Y 7 9 ? Y ( )
Z b;Qin =0 (4.66)
Z biciQin =0 (4.68)
> beiQu =0 (4.69)
Z biciQin =0 (4.70)
Z b;Qiz =0 (4.71)
> bieyQp =0 (4.72)
ij
donde

¢
Qi1 = %: i€~ & (4.73)

¢
Qiz = Z @ijC = 15 (4.74)

ij

c

Qiz = Zaz‘jcj ~ 30 (4.75)

Junto con la ecuacion;
2
c:
E = = 4.76
a J 2 ( )

La ecuacion (4.61) puede ser reemplazada por;

Vamos a ver como se obtienen los coeficientes, usando v como elementos
diagonales;

1. La tnica forma de que (4.73), (4.74) y (4.75) sean satisfechas parai = 1
esqueaj;; =c =0
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9.

Para i = 2 de (4.73), tenemos;

3
ey = %2 N N, (4.78)

La ecuacién (4.74) no se puede cumplir para i = 2, asi de la ecuacién
(4.74) tenemos que tener bycs = 0 y es satisfecha si by = 0. De forma
similar para la ¢’ de (4.74) y (4.75) no pueden ser satisfechas para i = 2,
asi que b, = 0 y por tanto se verifican las ecuaciones (4.68), (4.70) y
(4.71).

Para i = 3 de (4.73) y (4.74) podemos resolver azy y c3 v (4.75) no
puede satisfacer para i = 3, asi que tenemos que tener 0 = 0.

De (4.73), (4.74) y (4.75) para ¢ = 3, podemos resolver ays, as3 y C4.
Usamos (4.65) para resolver by, b}, b, by, ¢5 vy cg.

Usando el valor de ¢5, podemos resolver ass, as3 v asq de (4.73), (4.74)
y (4.75) para i = 5.

Con el valor age, usando las mismas ecuaciones para i = 6, sacamos
ag3, Aeq Y A65-

De (4.77), usando los valores de b, b}, b}, b5 y bf; sacamos by, bs, by, bs
y bs.

2
Obtenemos los valores a;; de ). a;; = =

Los siguientes valores corresponden a un método RKN de sexto orden usando
dos parametros libres, los cuales son v = 0,0125 y ag2 = 0,1.
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cp =0

co = 0,2738612787525831
cs = 0,1886608940314241
¢y = 0,6738586935043744
c; = 0,2566805968955829
c¢ = 0,9512307140517206

a1 =0

age = 0,0125

aze = —0,0045245367394127
azz = 0,0125

ase = 0,1489085855945041
as3 = 0,009512934089365918
agy = 0,0125

aze = —0,02068731943544002
asz = 0,02693123126991072
asy = 0,0002888468100561654
as; = 0,0125

agy = 0,1

ags = —0,2952864321984637
agy = 0,06718974733768617
ags = 0,4465004730680855

ags = 0,0125

by = 0,07734510038470967
by =0

bs =0

by = 0,127804911906989

bs = 0,2878498605756483
be = 0,007000147848943234
b’1 = 0,07734510038470967
W, =0

W= 0

b;t = 0,3918696854561508
bg = (,3872492220349222

bg = 0,1435359921242174
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Method | Stepsize | FCN | STEP EMAX
RKN 6 0,5 160 10 3,77691414 - 1073
RKN 4 > 1072
RKN 6 0,25 320 20 9,4506899 - 10~°
RKN 4 200 20 7,6876863 - 1072
RKN 6 0,1 800 50 4,6889523 - 10~7
RKN 4 500 50 1,839075- 1073
RKN 6 0,05 1600 100 7,593153 - 1077
RKN 4 1000 100 1,15573229 - 10~*
RKN 6 0,025 3200 200 1,2000925 - 10719
RKN 4 2000 200 7,2532044 - 10~¢
RKN 6 0,01 8000 500 4,7826865 - 10713
RKN 4 5000 500 1,86182912 - 1077
RKN 6 0,005 | 16000 | 1000 | 8,83521635 10~
RKN 4 10000 | 1000 | 1,164704247-1078

Cuadro 4.2: Resultados numéricos del ejemplo

Ejemplos numéricos

Vamos a hacer un ejercicio y comparar este método con un RKN de cuarto
orden propuesto en [21]. En las tablas aparecera el término FCN (nimero
de funciones evaluadas), STEP (es el numero de pasos) y EMAX (solucién
obtenida por éste método menos la solucién real).

Ejemplo 38

cuya solucion es;

En la tabla (4.2) nos muestra los resultados del método, y vemos que este
nuevo método proporciona mucha mas precision que el método RKN4.
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Capitulo 5

Estudio practico de los métodos

En este capitulo vamos a ver como se comportan algunos de los métodos
numéricos vistos anteriormente para una ecuacion diferencial dada. Vamos a
considerar el siguiente problema de valor inicial

y'=2y°, y(0)=1, y(0)=-L (5.1)
evaluado entre 0 < z < 5, y cuya solucién exacta es la siguiente
(0) = (52)
x) = .
Y 1+

5.1. Meétodo de Falkner explicito

Vamos a aplicar el método de Falkner explicito para el problema de valor
inicial (5.1). Vemos que en la ecuacién no aparece de forma explicita la v/,
pero para éste método no importaria, los resultados siguen siendo validos. Lo
primero que hacemos escribir el problema y sus condiciones, especificando el
numero de etapas, que es k =n + 1.

glt_, y_, yp_1 := 2 y73;
t0 = 0.;

yt0 = 1.;

yptO0 = -1.;

xfin = 5;

n = 4;

Ahora escribimos la soluciéon del problema, la cual conocemos, y que nos
servirda para hallar los errores que se comenten con el método numérico, y
los coeficientes 3; y 7; del mismo (obtenidos segin vimos a partir de las
correspondientes funciones generatrices)
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solmath = {{y -> Function[{x}, 1/(x + 1)]11}};
sol = solmath[[1, 1, 2]];
solp = D[sol[x], x] // Simplify;

bet [0] = 1/2;

bet[1] = 1/6; bet[2] = 1/8; bet[3] = 19/180;

bet[4] = 3/32; bet[5] = 863/10080; bet[6] = 275/3456;
bet [7] = 33953/453600; bet[8] = 8183/115200;

bet[9] = 3250433/47900160; bet[10] = 4671/71680;

bet[11] = 13695779093/217945728000; bet[12] = 2224234463/36578304000;
bet [13] = 132282840127/2241727488000; bet[14] = 2639651053/45984153600;

gam[0] = 1;

gam[1] = 1/2; gam[2] = 5 /12; gam[3] = 3 /8;

gam[4] = 251 /720; gam[5] = 95 /288; gam[6] = 19087 /60480;

gam[7] = 5257 /17280; gam[8] = 1070017 /3628800;

gam[9] = 25713 /89600; gam[10] = 26842253 /95800320;

gam[11] = 4777223 /17418240; gam[12] = 703604254357 /2615348736000;
gam[13] = 106364763817 /402361344000;

gam[14] = 1166309819657 /4483454976000;

Tomamos un niimero de pasos multiplo de 250, con lo que el tamano del paso
sera variable e igual a la longitud del intervalo de integracion dividido entre
el niimero de pasos.

Do [
npasos = 250 kk;

h = (xfin - t0)/npasos;

Y ahora obtenemos los valores de ¥, y‘y;+1;

yn[0] = sol[t0];
d[0] = gl[t0, sol[t0], solp /. x —> t0];
tieml =
Timing[Do[{yn[i] = sol[tO0 + i h], ypn[i] = solp /. x -> t0 + i h,
d[i] = g[t0 + i h, yn[il, ypnlill}, {i, 1, n}];
Do[Dol[d[i] = d[i + 1] - d[il, {i, 0, n - k}], {k, 1, n}];
listasol = {};

t =t0 + n h;
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nit = IntegerPart[Abs[(xfin - t)/h]];

Do[{s = bet[0] d[n]; sp = gam[0]*d[n];
Do[s = s + d[n - i] bet[i], {i, 1, n}];
Do[sp = sp + d[n - ilxgam[i], {i, 1, n}];
ynn = yn[n] + hxypn[n] + s*h~2;
ypon = ypn[n] + hx*sp;
t =t + h; p=glt, ynn, ypnn];

Dol{pp = p - d[jl, d[jl = p, p = pp}, {j, n, 0, -13}1;

yn[n] = ynn;
ypnln] = ypnn;

Ahora tabulamos los resultados;

listasol = Append[listasol, {t, yn[n], ypn[nl}];}, {ni, 1, nit}];];
Print [npasos, tieml,
Max [Abs[solmath[[1, 1, 2]][listasol[[All, 1]]1] -
listasol[[All, 21117,
Max[Abs[(solp /. x -> listasol[[All, 1]1]) -
listasol[[A11l, 311111 , {kk, 1, 4}]

Obtenemos los siguientes resultados;

Pasos | Tiempo Error y Error 3/
250 0,016 | 0,0000167698 | 8,39095 - 10=°
500 0,047 | 6,44328 1077 | 3,22352- 107"
750 0,062 | 9,10388-1078 | 4,55443 - 1078
1000 0,078 | 2,23846-1078 | 1,11982-107%

Ahora dibujamos las graficas de la solucién, la derivada, y la trayectoria en
el plano fase:

pl = ListPlot[Transpose[{listasol[[All, 1]], listasol[[All, 2]]}],
Joined -> True, PlotRange -> All]
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Figura 5.1: Grafica P1

p2 = ListPlot[Transpose[{listasol[[All, 1]], listasol[[All, 3]1]}],
Joined -> True, PlotRange -> All]
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Figura 5.2: Grafica P2

ListPlot [Transpose[{listasol[[All, 2]], listasol[[All, 3]]1}],
Joined -> True, PlotRange -> All]
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Figura 5.3: Grafica P3

5.2. Variante del método de Falkner explicito

En este caso vamos a utilizar el método de Falkner explicito para obtener
la 9,41 y el método de Falkner implicito para obtener la y;,_ ;. Esperamos
obtener con esta variante del método de Falkner explicito mayor precision
que con el método original.

Lo primero que hacemos escribir el problema y sus condiciones, especificando
el namero de etapas, que es k =n + 1.

glt_, y_1 := 2 y~3;
t0 = 0.;

yto0 = 1.;

yptO0 = -1.;

xfin = 5;

n = 4;

Ahora escribimos la solucién de la funcién, la cual conocemos, y los coefi-
cientes del método 3; y 7} (nétese que estos 1ltimos son los coeficientes de
la férmula implicita para la derivada):

solmath = {{y -> Function[{x}, 1/(x + 1)]1}};

sol = solmath[[1, 1, 2]];

solp = D[sol[x], x] // Simplify;

bet[0] = 1/2;

bet [1] 1/6; bet[2] = 1/8; bet[3] = 19/180;

bet [4] 3/32; bet[5] = 863/10080; bet[6] = 275/3456;
bet [7] 33953/453600; bet[8] = 8183/115200;
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bet[9] = 3250433/47900160; bet[10] = 4671/71680;

bet[11] = 13695779093/217945728000; bet[12] = 2224234463/36578304000;
bet[13] = 132282840127/2241727488000; bet[14] = 2639651053/45984153600;
gamI[0] = 1;

gamI[1] = -(1/2); gamI[2] = -(1/12); gamI[3] = -(1/24);

gamI[4] = -(19/720); gamI[5] = -(3/160); gamI[6] = -(863/60480);
gamI[7] = -(275/24192); gamI[8] = -(33953/3628800) ;

gamI[9] = -(8183/1036800); gamI[10] = -(3250433/479001600) ;

gamI[11] = -(4671/788480); gamI[12] = -(13695779093/2615348736000) ;
gamI[13] = -(2224234463/475517952000) ;

gamI[14] = -(132282840127/31384184832000) ;

Tomamos igual que antes un nimero de pasos multiplo de 250:

Do[
npasos = 250 kk;

h = (xfin - t0)/npasos;

Y ahora obtenemos los valores de yn11 ¥ 45,1 1;

yn[0] = sol[t0];

d[0] = g[t0, sol[t0]];

tieml = Timing[
Do[{yn[i] = sol[tO + i h], d[i] = g[t0 + i h, yn[ill}, {i, 1, n}];
Do[Do[d[i] = d[i + 1] - d[i], {i, 0, n - k}], {k, 1, n}];
listasol = {};

t =t0 + n h;

ypn[n] = solp /. x -> t;

nit = IntegerPart[Abs[(xfin - t)/h]];

Do[{s = bet[0] d[n]; Do[s = s + d[n - i] bet[i], {i, 1, n}];
ynn yn[n] + h*xypn[n] + s*h”2;
t =t +h; p=glt, ynnl;

Dol{pp = p - d[jl, d[j] = p, p = pp}, {j, n, 0, -1}I;

spl = gamI[0]*d[n]; DolspI = spI + d[n - il*gamI[i], {i, 1, n}];
spl = spIl + pxgamI[n + 1];

ypnn = ypn[n] + h*spI;
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yn[n] = ynn;
ypnln] = ypnn;

Ahora tabulamos los resultados;

listasol = Append[listasol, {t, yn[n], ypnln]}];}, {ni, 1, nit}];];
Print [npasos, tieml,
Max [Abs[solmath[[1, 1, 2]][listasol[[All, 1]1]1] -
listasol[[All, 21111,
Max[Abs[(solp /. x -> listasol[[All, 1]1]) -
listasol[[Al1l, 311111 , {kk, 1, 4}]

Obtenemos los siguientes resultados;

Pasos | Tiempo Error y Error 3/
250 0,016 | 2,41735-10=7 | 1,2083-107°
500 0,032 | 4,82460-107° | 2,41168-107°
750 0,078 | 4,60397 - 10710 | 2,30141 - 10719
1000 | 0,093 | 8,54929 10" | 427383 - 10~

Ahora dibujamos las graficas;

pl = ListPlot[Transpose[{listasol[[All, 1]], listasol[[All, 2]]}],
Joined -> True, PlotRange -> All]
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Figura 5.4: Grafica P1

p2 = ListPlot[Transpose[{listasol[[All, 1]], listasol[[All, 3]]1}],
Joined -> True, PlotRange -> All]
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Figura 5.5: Grafica P2

ListPlot [Transpose[{listasol[[A1l, 2]], listasol[[All, 3]]1}],
Joined -> True, PlotRange -> All]
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Figura 5.6: Grafica P3

5.3. Meétodo de Runge-Kutta-Nystrom explici-
to usando coeficientes clasicos

Lo primero que hacemos escribir el problema y sus condiciones;

flx_, y_, y1.1 = 2 y~3;
x[0] = 0;
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y[0] = 1;
y1[0] = -1;
xfin = 5;

Ponemos 500 pasos, con lo que el tamano del paso, sera;

h =0.01;

k = IntegerPart[(xfin - x[0])/hl]
500

s =4,

Escribimos los coeficientes del método como aparecen en [19]

Dol[x[n] = x[n - 1] + h, {n, k}];

a = {{o, o, o, o}, {1/8, 0, 0, O}, {1/8, 0, 0, 0}, {0, 0, 1/2, O}};
al = {{0, o, o, o}, {1/2, o, O, O}, {0, 1/2, 0, 0}, {0, O, 1, O}};
b = {1/6, 1/6, 1/6, 0};

b1 = {1/6, 1/3, 1/3, 1/6};

c =40, 1/2, 1/2, 1};

Ahora resolvemos;

tiem = Timing[Do [{
Do[{
Y[jl] = yln - 1] + c[[j]] h yi[n - 1] + (h"2) \!\(
\*UnderoverscriptBox [\ (\ [Sum]\), \(1 = 1\), \(G - t\)I\CQ\
al\NC(IVNG, 1VNANV] flxn - 11 + cINCOVNGEOVNAN] 1,
Y[il, Y1411\ )N,
Y1[j] = yiln - 1] + h \!\(
\*UnderoverscriptBox [\(\[Sum]\), \(1 = 1\), \(j -
INDINCG@INCIDVNG, 1VNAN] £[
xn - 1] + cNCIVNGOVNANDT h, Y[E], YI[EIDVOV)
}, {3, s},
ym] = yln - 1] + h yi[n - 1] + (0"2) \!\(
\*UnderoverscriptBox [\ (\ [Sum]\), \(j =
AV ESRNCAV I ANGCIANGAVANGAVANGAVA RS 3]
x[n - 1] + cNCIVNGOVNANT b, YGIN , Y131V,
yi[nl = yiln - 11 + h \!\(
\*UnderoverscriptBox [\ (\ [Sum]\), \(j =
1IN, NGOINCORIINCDVNGONAN]T £
x[n - 1] + cNCIVNGOVNANT b, Y31, YI[31DVON}
, {n, k}1;]
{0.313, Null}
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Ahora tabulamos los resultados;

w = Table[{x[n - 1], y[n - 1], N[1/(x[n - 1] + 1],
N[1/(x[n - 1] + D] - (yIn - 1D}, {n, k + 1}];
TableForm[w, TableHeadings ->
{None, {"x", "y", "1/(x+1)", "Error"}}]

Obtendriamos los siguientes resultados;

Pasos | Tiempo Error y Error 3/
250 0,062 | 1,57882-107° | 7,8935 10"
500 0,110 | 9,88624 - 1078 | 4,94273 - 1078
750 0,172 | 1,94737-107% | 9,74965 - 107°
1000 0,250 | 6,18372-107? | 3,09162 - 107

Ahora dibujamos las gréaficas; la primera corresponde a la solucién numéri-
ca, la segunda la solucién exacta, y la tercera una comparacién de las dos
anteriores superponiéndolas.

gl = ListPlot[Transpose[{w[[A1l, 111, w[[A1l, 2]11}],
PlotStyle —> {PointSize[0.005], RGBColor[1, 0, 0]}]

Figura 5.7: Grafica G1

g2 = Plot[1/(x + 1), {x, 0, 1}]
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Figura 5.8: Grafica G2

Show[gl, g2]

Figura 5.9: Comparacion G1-G2

5.4. Meétodo de Stormer-Cowell implicito

Vamos a escribir el problema y sus condiciones;

flt_, y_1 =2 y~3;

t0 = 0.;
yto = 1.;
ypt0 = -1;

xfin = 5 ;
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Ponemos la solucion exacta de la ecuacion, que es

solmath = {{y -> Function[{x}, 1/(1 + x)]}};
sol = solmath[[1, 1, 2]]; solp = D[sol[x], x]

con
n = 4;
Ahora ponemos los coeficientes 0, 07 y 7;;

sig[0] = 1;

sigl1] = 0; sigl2] = 1/12; sigl3] = 1/12;

sig[4] = 19/240; sigl5] = 3/40; sig[6] = 863/12096;

sigl7] = 275/4032; sigl[8] = 33953/518400; sigl[9] = 8183/129600;

sig[10] = 3250433/53222400; sigl[11] = 4671/78848;

sigl[12] = 13695779093/237758976000;

sig[13] = 2224234463/39626496000; sigl[14] = 132282840127/2414168064000;

sigI[0] = 1;

sigI[1] = -1; sigI[2] = 1/12; sigI[3] = 0;

sigI[4] = -(1/240); sigI[5] = -(1/240); sigI[6] = -(221/60480);
sigI[7] = -(19/6048);

sigI[8] = -(9829/3628800); sigI[9] = -(407/172800);

sigI[10] = -(330157/159667200); sigI[11] = -(24377/13305600) ;
sigI[12] = -(4281164477/2615348736000) ;

sigI[13] = -(70074463/47551795200) ;

sigI[14] = -(1197622087/896690995200) ;

gamI[0] = 1;

gamI[1] = -(1/2); gamI[2] = -(1/12); gamI[3] = -(1/24);

gamI [4] -(19/720); gamI[5] = -(3/160); gamI[6] = -(863/60480);
gamI[7] = -(275/24192); gamI[8] = -(33953/3628800) ;

gamI [9] -(8183/1036800) ; gamI[10] = -(3250433/479001600) ;
gamI[11] = -(4671/788480); gamI[12] = -(13695779093/2615348736000) ;
gamI [13] = -(2224234463/475517952000) ;

gamI[14] = -(132282840127/31384184832000) ;

Tomamos igual que antes un nimero de pasos multiplo de 250

Do[
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npasos = 250 kk;
h = (xfin - t0)/npasos;

Y ahora obtenemos los valores aproximados de y y de y/;

SetPrecisionl[
yn[0] = sol[t0];
dd[0] = d4[0] = f[t0, yn[0]];
Do[{yn[i] = sol[t0 + i h], dd[i] = d[i] = f[t0 + i h, yn[i]]}, {i,
1, n}];
Do[Do[dd[i] = d[i] = d[i + 1] - d[i]l, {i, 0, n - k}], {k, 1, n}];

listasol =

Table[{tO0 + i h, yn[i], (solp /. x -> t0 + i h)}, {i, 0, n}];
t = t0 + n h;

ypnl[n] = solp /. x -> t;

nit = IntegerPart[Abs[(xfin - t)/h]];, 20];

tiem = Timing[Do[SetPrecision[
s = sig[0] dd[n]; Dol[s = s + dd[n - i] sigl[i], {i, 1, n}];
ynn = 2 yn[n] - yn[n - 1] + s*h"2;
t =t +h; p=f£f[t, ynnl;

Dol{pp = p - d[jl, d[jl =p, p = pp}, {j, n, 0, -1}1;

sI sigI[0]*d[n]; Dol[sI
sI = sI + pxsigl[n + 1];
ynn = 2 yn[n] - yn[n - 1] + sI*h"2;

sI + d[n - il*sigI[i], {i, 1, n}];

sp = gamI[0]*d[n]; Dolsp = sp + d[n - il*gamI[i], {i, 1, n}];
sp = sp + pxgamI[n + 1];

ypn[n] = ypn[n] + hx*sp;

p = f[t, ynn];
Dol{pp = p - dd[j], d[j]

dd[j] = p, p = pp}, {j, n, 0, -1}]1;

ynln - 1] = yn[n];
yn[n] = ynn;
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Tabulamos;

istasol = Append[listasol, {t, yn[nl, ypn[nl}]l;, 20], {ni, 1, nit}];];

Print [npasos, " ", tiem[[1]], " ", 1 h, " ",
Max [Abs[solmath[[1, 1, 2]][listasol[[All, 1]]1] -
listasol[[A1l1l, 21111, " ",

Max [Abs[(solp /. x —-> listasol[[All, 1]1]) -
listasol[[All, 3]]1111 , {kk, 1, 4}]

Obtenemos los siguientes resultados;

Pasos | Tiempo Error y Error 3/
250 0,046 | 2,52601-107% | 1,50987-1078
500 0,078 | 4,99937 - 10719 | 2,95338 - 1019
750 0,110 | 4,84946 - 107! | 2,83885 - 10~ !¢
1000 | 0,187 | 3,09047 - 10712 | 2,44823 - 10~'2

Dibujamos la graficas de los errores de la solucion y su derivada en escala

logaritmica

ListLogPlot [Transpose[{listasol[[A1l, 1]], erry}], Joined -> True]

w2k
wlE e

wal

wl

—

1

Figura 5.10: Error en y

ListLogPlot [Transpose[{listasol[[All, 1]], erryp}], Joined -> True]
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Figura 5.11: Error en 3/

5.5. Conclusiones

Vamos a tabular los resultados de estos métodos para 500 pasos;

Metodo Tiempo Error y Error ¢/

Falkner explicito 0,047 6,44328 - 10~" | 3,22352- 10"
Variante Falkner 0,032 4,82460 - 1079 | 2,41168 - 10~
RKN explicito 0,110 9,88624 - 1078 | 4,94273-1078
Stormer-Cowell implicito | 0,078 4,99937 - 10719 | 2,95338 - 10710

Vemos que el mejor método desde el punto de vista de la disminucion del
error es el Stomer-Cowell, aunque el tiempo que tarda en realizar los calculos
es mayor que cualquiera de los métodos de Falkner. En el caso de la variante
del método de Falkner, consigue menores errores con menor tiempo de calculo
respecto al método de Falkner explicito. La eleccién entre los dos métodos
de Falkner esta clara; es mucho mejor la variante de Falkner, vemos que la
utilizacién de la férmula implicita para calcular la 3’ aporta més precision en
este método explicito.

En el caso del método de RNK explicito el orden del error es 1078, con lo
que tanto el de Stormer-Cowell implicito y la variante de Falkner explicita
son mejores.

La duda la tenemos entre estos dos, para la eleccion de uno u otro tendriamos
que considerar;

= Si queremos que el tiempo computacional sea lo mas bajo posible, debe-
mos elegir la variante del método de Falkner, consigue errores del orden
de 107 con menor gasto de tiempo que el método de Stormer-Cowell.
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= Si queremos mas precisién y el tiempo de calculo no es relevante, de-
bemos usar el método de Stormer-Cowell, ya que consigue valores del
error del orden de 10719,
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