Kinks, Sistemas Integrables y Geodésicas:
Solitones en el Modelo Sigma O(3) Lineal

Departamento de Matematica Aplicada

Universidad de Salamanca

Memoria presentada por Miguel Angel Gonzéalez Leon

para optar al Grado de Doctor en Matematicas

Salamanca, Enero 2001



Indice

Introduccion 1
1 De Kinks y Sistemas Integrables 11
1.1 Solitones y Kinks . . . . . . .. ... ..o 11
1.1.1  Origenes de la Teoria de Solitones . . . . . . ... ... ... 12

1.1.2  Aplicaciones de la Teoria de Solitones . . . . . . . ... ... 17

1.1.3 Solitones en Teoria de Campos . . . . . . .. .. ... ... 21

1.1.4 Ondas Solitarias y Defectos de tipo pared . . . . ... . .. 23

1.2 El problema de la bisqueda de Kinks como un Sistema Dindmico . 25
1.3 Sistemas Dindmicos Integrables y Separables Hamilton-Jacobi . . . 29
1.3.1 Sistemas Integrables . . . . . ... ... ... ... 30

1.3.2 El Método de Hamilton-Jacobi . . . . . .. ... ... ... 37

1.3.3  Simetrias ocultas y Deformaciones Integrables . . . . . . .. 40

2 De las Ondas Solitarias en el Modelo Sigma O(N) Lineal Defor-

mado 43
2.1 Modelo Sigma O(N) Lineal y sus deformaciones . . . . . ... ... 44
2.2 Modelo Sigma Lineal Deformado y busqueda de Kinks . . . . . .. 48
2.3 Coordenadas Elipticas . . . . . . . ... ... ... . ... ..... 54
2.4 Separabilidad de la Ecuacién de Hamilton-Jacobi . . . .. . .. .. 65

3 De la variedad de Kinks en el Modelo Sigma O(3) Lineal Defor-

mado 75
3.1 Modelo Sigma O(2) Lineal Deformado . . . . ... ... ... ... 77
3.2 Modelo Sigma O(3) Deformado . . . . ... ... ... ....... 86
3.2.1 Soluciéon General de la Ecuacién de Hamilton-Jacobi . . . . 87
3.22 TiposdeKinks . . . . .. .. ... ... ... ... 92

3.2.3 Limites Especiales y Reglas de Suma . . . . .. ... .. .. 111



11

4

3.2.4 Espacio “modular” de Kinks . . . . . .. .. ... ... ... 129

Mecanica Analitica en Variedades Riemannianas 141
4.1 Caélculo Variacional en Sistemas Dinamicos . . . . . . . . ... . .. 142
4.2 Métrica de Jacobi . . . . . ... 146
4.2.1 Teorema de Jacobi . . . . ... ... ... ... ... . ... 147
4.2.2 Hessiano Dindmico y Hessianos Geodésicos . . . . . . . . . . 154

4.2.3 Operador de Desviacion Geodésica y Diagonalizacion de la

Curvatura seccional . . . . . . . .. ... ... .. 163
4.3 Sistemas Pre-Supersimétricos . . . . ... ... ... ... 165
4.3.1 N=2 Pre-Supersimetria . . . . . . .. .. ... ... ... .. 169

De la Estabilidad de los Kinks del Modelo Sigma Lineal Defor-

mado 175
5.1 Geodésicas de tipo Kink en la Métrica de Jacobi . . . . . . . . . .. 176
5.1.1 Modelo O(2) deformado . . . . .. .. ... ... ... ... 176
5.1.2  Modelos Sigma O(3) y O(N) Deformados . . . . . . ... .. 196
5.2 Funcional Segunda Variaciéon. Modelo O(2) . . . . . . . .. ... .. 198
5.2.1 Funcional Hessiano Dinamico: TK1 . . . . . . .. ... ... 199
5.2.2  Funcionales Hessianos Geométricos: TK1 . . . . . . . . . .. 208
5.2.3 Funcional Hessiano Dinamico: TK2 . . . . . . .. ... ... 218
5.2.4 Funcionales Hessianos Geométricos: TK2 . . . . . . . .. .. 225
5.3 Funcional Segunda Variacién. Modelo O(3) . . . . . . ... ... .. 230
5.3.1 Funcionales Hessianos para el kink TK1 . . . .. ... ... 230
5.3.2  Funcional Hessiano Dindmico: TK20y y TK203 . . . . . .. 232
5.3.3 Funcional Hessiano Geométrico: TK209 y TK203 . . . . . . 236
Teoria de Morse de Kinks 241
6.1 El Superpotencial y las Ecuaciones de primer orden . . . . . . . .. 242
6.1.1 Calculo del Superpotencial . . . . . .. ... ... ... ... 245
6.1.2 Ecuaciones de primer orden . . . . . ... ... ... L. 248
6.2 Solucion general de las ecuaciones de primer orden . . . . . . . . .. 252
6.3 Teoria de Morse de Kinks . . . . . .. .. ... .. ... ... ... 271
6.3.1 Laseriede Morsede C . . . . . ... ... ... ... .... 273

6.3.2 Analisis de la estabilidad por el Teorema del Indice de Morse 277

Conclusiones 281



A Modelo Eliptico-Cilindrico
A.1 Planteamiento del Modelo Eliptico-Cilindrico . . . . . . . . . .. ..
A.2 Tipos de Soluciones . . . . . . . . . . .. ...

B Superpotencial del Modelo O(3) en Coordenadas Cartesianas
B.1 Cambio de coordenadas inverso . . . ... ... ... ... .....

B.2 Superpotencial en coordenadas cartesianas . . . . . . .. .. .. ..

C Recopilacién Breve de Geometria Riemanniana
C.1 Conexiones y derivadas covariantes . . . . . . . ... . ... ....
C.2 Tensor de Curvatura . . . . . . . . .. . ... .. .. ... .....

D Calculo Variacional Aplicado a Geodésicas
D.1 Conceptos Basicos del Calculo Variacional . . . . . . ... ... ..
D.2 Variaciones y Teorema Fundamental . . . . . ... ... ... ...
D.3 Calculo Variacional aplicado a Geodésicas . . . . . . .. ... ...
D.4 Desviacion Geodésica . . . . . . . . ...
D.5 Teoriade Morse . . . . . . . . . . . . . ... ...

E Correcciones cuanticas a la masa de Kinks
E.1 Kinks cudnticos en el Modelo Sigma O(3) Lineal Deformado . . .
E.1.1 ElKink TK1 . .. . ... ... ... . ...
E.12 ElKink TK20o . . . . . . . . . . ... .

Bibliografia

11

283
283
292

301
301
304

307
307
314

317
317
318
320
322
323

327

. 330

330
332

339



Introduccion

La finalidad de esta Memoria es el estudio de los defectos topoldgicos de tipo kink
que existen en teorias de campos relativistas con varias componentes escalares
definidas sobre un universo bidimensional.

La literatura existente sobre este tema es abundantisima en lo que respecta a
teorfas con un solo campo escalar real (los ejemplos més famosos de este tipo de
objetos extensos son el kink de la teorfa ¢* y el solitén del modelo de Seno-Gordon
[22]). Sin embargo, son muy escasas las referencias que atanen a sistemas con
varias componentes escalares. Se han obtenido algunos resultados parciales, como
por ejemplo los trabajos citados en las referencias [11] y [18].

El estudio que se ha realizado en este trabajo tiene, como pretendemos de-
mostrar, gran importancia tanto desde el punto de vista fisico como desde el
matematico. Nuestro interés, sin embargo, se centrara en éste tultimo. El objeto
del trabajo, por tanto, sera el desarrollo de técnicas matematicas que nos permi-
tiran calcular explicitamente todas las soluciones de tipo onda solitaria, o kinks, de
la deformacion natural del conocido Modelo Sigma O(N) Lineal, asi como analizar

el espacio funcional que dichas soluciones constituyen y su estabilidad.

Importancia de los kinks en Teorias Fisicas

Las soluciones de tipo solitén, o kink, en una Teoria de Campos, son importantes

por varias razones:

a) Forman parte del espacio de estados (desde la perspectiva cudntica), o del
espacio de soluciones (desde la clasica) de la teoria y, en consecuencia, es necesario
su calculo para disponer del conjunto completo de soluciones.

b) Este tipo de soluciones describen estados extensos con propiedades muy distintas
a las que presentan los cuantos habituales, y con muchas implicaciones en Fisica
Fundamental, Cosmologia y Fisica de la Materia Condensada.
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c) El tipo de kinks que vamos a estudiar en este trabajo, muy poco conocido en la
literatura cientifica hasta este momento, aparece en modelos tan importantes, en

el contexto expuesto en b), como los que enumeraremos a continuacion:

e El sector de Higgs de la teoria electrodébil de interaccién entre particulas
elementales se describe en términos de una accién (ver [106]) susceptible de
admitir defectos de este tipo, si bien en forma de “pared” por ser vistos en
una perspectiva (3 + 1)-dimensional. Lo mismo puede afirmarse del sector
de Higgs de los modelos de gran unificacion.

e El Modelo Sigma O(N) Lineal propuesto por Gell-Mann y Levy en los anos
60, ver [43] y [102], para explicar la fenomenologia hadrénica a baja energia,

es también un sistema con N campos escalares.

e Importantes avances en el estudio de la Gluodindmica N=1 supersimétrica,
[29], v el modelo de Wess-Zumino, [44], se han conseguido mediante el estu-
dio de una configuracién de membrana en una teoria de cuerdas débilmente
acoplada cuyo limite de baja energia da lugar a las teorias de campos alu-
didas, [109]. Los defectos de tipo “pared” que dan lugar a las membranas
bidimensionales aparecen asi en modelos con sector escalar que incluye mas

de un campo.

e Como tultimo ambito en el que sistemas del tipo que estudiamos en esta
Memoria juegan un papel importante citaremos la fisica de la materia con-
densada: para configuraciones estaticas la energia de los modelos a considerar
puede interpretarse como la energia libre de la teoria de Ginzburg, [48], de

las transiciones de fase y sus generalizaciones.

Interés matematico del calculo de soluciones de tipo kink

Es bien conocido, desde los anos 60, que la busqueda de soluciones estaticas a las
ecuaciones de evolucion de los campos en un espacio-tiempo bidimensional equivale
a la resolucién de un sistema mecanico en dimensién N, donde N es el niimero
de campos escalares de la teoria. Por tanto el estudio de los defectos de tipo kink
con N componentes escalares reales se traduce, por medio de esta equivalencia o
“analogia mecdnica”, en el andlisis de sistemas dinamicos con /N grados de libertad.

En el caso de teorfas con un tinico campo escalar (N = 1), el sistema mecanico
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analogo sera unidimensional y, en consecuencia, completamente integrable. Muy
pronto se reconocio el salto en dificultad de resolucién del problema si el niimero
de campos escalares presentes en la teorfa es superior a uno (N > 1), como prueba

la cita de la referencia clésica sobre este tema, el libro de R. Rajaraman [87]:

“Unlike the NV = 1 motion equation which could be integrated by quadra-
ture, there is no simple way of integrating the IV coupled differential equa-
tions ruling the evolution of the N-dimensional mechanical system. Here
the analogy to mechanics does not help. Given a general potential and
end-point boundary conditions, it is not easy to integrate Newton’s law of
motion in two or more dimensions. This may seem surprising in view of the

long history of mechanics and the several classical text on orbit theory”.

El problema, por tanto, reside en el hecho de que para N > 1 no estd asegurada
la integrabilidad del sistema dindamico analogo y, de esta forma, no es posible en
general encontrar las soluciones kink de la teoria. La estrategia que utilizaremos
en este trabajo es la de centrarnos en el estudio detallado de los sistemas completa-
mente integrables y de su integracién efectiva, de cara a la obtencién de soluciones
de tipo kink en teorias con varios campos reales.

El pesimismo de Rajaraman ha sido superado en los tltimos anos por varios
resultados importantes. Un ejemplo de ellos es el Modelo MSTB (de Montonen-
Trullinger-Sarker y Bishop), con N = 2 campos escalares: en [71] y [91] este
modelo se propuso en el contexto de la bisqueda de solitones no topoldgicos cuya
estabilidad proviene de una simetria interna respecto del grupo U(1). En [66],
el modelo MSTB se considerd como la aproximacion continua clasica a un cristal
unidimensional con un parametro de orden de dos componentes. Mas importante
aun que la diversidad de aplicaciones del mismo es el hecho de que en [66] se
reconocié que el sistema mecanico analogo a resolver en la busqueda de kinks es
un sistema completamente integrable. H. Ito, a continuacién, [52], encontré todos
los kinks del sistema usando el hecho de que la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi es
separable. Realmente el sistema dindmico no es otro que el sistema de Garnier,
[42], cuya completa integrabilidad y, de hecho, su integracién explicita, habia sido
demostrada por R. Garnier en 1919 en otro contexto diferente al de la bisqueda
de kinks.

Un segundo aspecto en el que la presencia de mas de un campo escalar produce
un problema cualitativamente mucho mas dificil que en el caso N = 1 es el estudio
de la estabilidad de los diferentes tipos de kinks de un modelo determinado. El
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estudio del espectro de matrices N x N de operadores diferenciales no es tarea
facil en absoluto. Por esta razén hay incluso errores flagrantes en la literatura
sobre esta materia. El método correcto de andlisis de la estabilidad en el Modelo
MSTB fue sugerido en la referencia [53] y desarrollado completamente en la serie
de articulos [67], [68] y [69]. La idea fundamental se basa en la analogia existente
con el estudio de la estabilidad de geodésicas tal como se enmarca en la Teoria
de Morse, [70]. Ello requiere plantear el problema dindmico como un problema
geodésico y la prescripcion para conseguirlo es el principio de Maupertuis-Jacobi:
las trayectorias de una particula en un potencial son las geodésicas en una variedad

riemanniana dotada de la métrica de Jacobi asociada al mismo, [65].

Objetivos de este trabajo

El propdsito fundamental de este trabajo es extender el procedimiento de resoluciéon
del Modelo MSTB citado anteriormente al Modelo Sigma O(N) Lineal Defor-
mado que generaliza el modelo MSTB al caso de N campos escalares. El sistema
dindmico a resolver es entonces el modelo de Garnier en dimensién N, [42]. Las
dificultades analiticas aumentan notablemente pero emerge una estructura en la
variedad de kinks del sistema de gran interés: de modo natural constituye un es-
pacio modular, como los espacios de monopolos BPS, [10], o instantones, [36], si
bien el grupo por el que se ha de tomar cociente es discreto.

En particular, nos centraremos en describir la riquisima estructura del espacio
modular de kinks en el caso N = 3, que da la pauta para los sistemas con N > 3.
El caso N = 2 es bien conocido, sin embargo la amplisima oferta de modelos de
Liouville, con sistemas dindmicos asociados completamente integrables (ver [80]),
que presentan soluciones de tipo kink, sugiere que en teoria de campos escalares
complejos hay multitud de sistemas donde existen defectos tipo kink que se pueden
describir analiticamente con gran precision. En la tesina de Grado de A. Alonso
y en la referencia [4] se ha explotado esta idea y se han encontrado variedades
de kinks con propiedades muy ricas. La posible limitacion a modelos con sistema
dindmico asociado integrable se puede evitar parcialmente estudiando deforma-
ciones realistas de los sistemas en que se conoce la variedad de kinks y analizando
cuales de ellos sobreviven a la deformaciéon. El estudio general del caso N = 2 es
el objetivo de la Memoria titulada: “Kinks, Sistemas Integrables y Supersimetria”
elaborada por A. Alonso y que puede considerarse, en buena medida, paralela a la

que aqui presentamos.
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En lo que respecta a la estabilidad de las soluciones, en la Memoria se estable-
cen con precision, y desde un punto de vista general, las diferencias existentes, al
segundo orden en el calculo de variaciones, entre el criterio de estabilidad propor-
cionado por las variaciones segundas del funcional de accién (estabilidad dindmica)
y las correspondientes a los funcionales de energia y longitud en la métrica de Ja-
cobi asociada (estabilidad geométrica).

El an4lisis general anterior permite completar el estudio del Modelo Sigma O(3)
Lineal Deformado al particularizarlo a sus soluciones kink concretas. La teoria de
Morse del sistema de Garnier queda demostrada asi de modo riguroso y con ello
identificadas las propiedades de estabilidad de los distintos tipos de kink.

Por ltimo, en la Memoria se ha demostrado que el Modelo Sigma O(N) Li-
neal Deformado es un modelo pre-supersimétrico, es decir: admite una extensién
supersimétrica. Se profundiza asimismo en la relacién no trivial que existe entre

la completa integrabilidad de un sistema y su cardcter pre-supersimétrico.

Estructura de la Memoria

En el Capitulo 1 de la Memoria se presentan, a modo de introduccién general,
las ideas fundamentales que se manejan en este trabajo. Se trata por tanto de
una recopilacién de resultados y teorias muy tratadas en la literatura cientifica,
y en la que en ningin caso pretendemos ser originales. Mas bien lo contrario,
hemos procurado seleccionar las que a nuestro modo de ver son las referencias mas
significativas sobre el tema tratado y hemos reproducido de ellas los resultados y
comentarios principales.

Este capitulo esta dividido en tres secciones. La primera de ellas da cuenta de
aspectos historicos acerca de los solitones y sus aplicaciones. Se resalta particu-
larmente la importancia de los solitones en las teorias de campos y se presentan
las diferentes definiciones posibles de los conceptos de solitéon y onda solitaria.
En la segunda se presenta la ya citada “analogia mecanica” que permite calcular
los kinks de una teoria de campos escalares 1+1-dimensionales por medio de la
resoluciéon de un sistema dinamico en Mecanica Clasica. Aunque dicho resultado
estd descrito en varias referencias bibliograficas citadas en la Memoria, es de re-
saltar que la presentacion que aqui realizamos es mas completa que las que pueden
encontrarse habitualmente en la literatura. Finalmente, la tercera secciéon de este
capitulo estda dedicada a exponer los aspectos mas relevantes de la Teoria de Sis-
temas Integrables, y particularmente los separables Hamilton-Jacobi, que van a
ser utilizados en el resto de la Memoria. De nuevo se ha optado por acudir a las
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referencias clasicas sobre el tema para la elaboracién de dicha seccion.

En el Capitulo 2 se resuelve completamente, por el método de separacion de
variables, la ecuacion de Hamilton-Jacobi del sistema de Garnier, asociado via la
analogia mecanica al Modelo Sigma O(N) Lineal Deformado.

En una primera seccién se define el Modelo Sigma O(N) Lineal y se plantean
las diferentes deformaciones del mismo que pueden realizarse. Se describe también
como, desde el punto de vista de las aplicaciones fisicas del modelo, dichas de-
formaciones son inevitables. Se establece, en la segunda seccion, la deformacion
concreta que se estudiard fundamentalmente en esta Memoria, que no es otra que
la generalizacion natural del Modelo MSTB al caso de N campos escalares, y se
analiza el sistema dinamico asociado que, como ya hemos dicho, es el sistema de
Garnier N-dimensional. Tras una seccién dedicada a la definicién y presentacion
detallada de las propiedades de las coordenadas elipticas de Jacobi, se demuestra
la separabilidad, en dichas coordenadas, de la ecuacion de Hamilton-Jacobi del
sistema, procediéndose al planteamiento de las cuadraturas que resuelven comple-
tamente la misma. El planteamiento realizado en esta seccion es muy novedoso y
constituye el punto de partida de las varias aportaciones completamente originales

que contiene esta Memoria.

El Capitulo tercero trata la particularizacion de los resultados anteriores al caso
N = 3, asi como el andlisis pormenorizado de los diferentes tipos de soluciones
kink del modelo. Para favorecer la claridad expositiva se han recordado, en una
primera seccién, los resultados conocidos acerca del Modelo MSTB, presentados
ahora en las coordenadas elipticas antes citadas, lo cual resulta novedoso frente a
la literatura existente.

La rica estructura del espacio de soluciones del Modelo O(3) es tratada de modo
exhaustivo y con precisién. Se demuestran con todo detalle aspectos no triviales
de la misma como son las reglas de suma de las energias de los diferentes tipos
de kink o los limites asintéticos de los mismos, que permiten plantear finalmente
diferentes compactificaciones del espacio modular de soluciones. Los resultados

citados son absolutamente originales y permiten una comprension completa del
Modelo O(3).

Hemos dedicado el cuarto capitulo al planteamiento variacional de la Mecanica
Analitica sobre variedades Riemannianas. Se ha dedicado una primera seccién a ex-
poner brevemente los aspectos fundamentales, o mas conocidos, del mismo. Poste-
riormente nos hemos centrado en el Teorema de Jacobi (o Principio de Maupertuis-
Jacobi) y sus implicaciones en el segundo orden del Calculo de Variaciones. Fi-
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nalmente, de una manera muy novedosa, se relaciona la métrica de Jacobi de un
sistema con su caracter pre-supersimétrico. Podemos resumir, por tanto, en cuatro

puntos concretos los objetivos abordados en este capitulo:

- En primer lugar se trata de formular con precision el Teorema de Jacobi acer-
ca de la equivalencia entre la resoluciéon de un sistema dinamico y el estudio de

las geodésicas en una variedad Riemanniana asociada (Principio de Maupertuis-

Jacobi).

- En segundo lugar, y relacionado con el anterior, hemos demostrado la relaciéon que
existe entre la “estabilidad dindamica”, determinada por el espectro del funcional de
segunda variacién de la accién del sistema, y la “estabilidad geométrica” asociada
al espectro del operador de desviacion geodésica en la variedad asociada. Mediante
dos Teoremas, se establece la no-equivalencia estricta entre ambos conceptos, si
bien se desvela la relacién existente entre los dos espectros citados. Los resultados
aqui demostrados no estan incluidos en ninguna de las referencias que conocemos

sobre el tema.

- Se plantea, en el apartado 4.2.3, un método de diagonalizacién de la ecuacion
de desviacion geodésica que generaliza al planteado habitualmente en la literatura
(ver por ejemplo [70]) para el caso de variedades localmente simétricas. Bajo
ciertas condiciones se demuestra que dicha ecuacién puede diagonalizarse atn en
el caso de variedades no localmente simétricas. Se extiende por tanto, de manera

novedosa, un resultado particular a un caso mucho més general.

- Finalmente se estudian en este capitulo los sistemas pre-supersimétricos y las
consecuencias que dicho caracter tiene sobre la métrica de Jacobi correspondiente.
Se presenta asimismo un elegante y original Teorema que caracteriza los sistemas
con N=2 pre-supersimetria en términos de la curvatura Gaussiana de la variedad

riemanniana asociada via la métrica de Jacobi.

El Capitulo 5 esta dedicado al analisis de la estabilidad de los kinks del Modelo
Sigma O(3) Lineal Deformado. Se aplican, evidentemente, los resultados generales
obtenidos en el capitulo anterior. Para ello se comienza resolviendo las ecuaciones
de las geodésicas de la métrica de Jacobi asociada y, posteriormente, se calculan
los espectros de los funcionales hessianos correspondientes.

Se consigue asi demostrar completamente, y de forma analitica, la estabilidad
e inestabilidad de los diferentes tipos de kinks, algo que, como se ha dicho antes,

no estaba logrado previamente.

En el Capitulo 6 se aborda el estudio de la Teoria de Morse del sistema tratado.
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En una primera secciéon se demuestra que el modelo es pre-supersimétrico, algo que
no habia sido probado hasta ahora. Para ello se integra la ecuacién en derivadas
parciales que determina el superpotencial de la teoria. La obtencion del superpo-
tencial permite el planteamiento de ecuaciones de primer orden para el sistema,
y, en consecuencia, la clasificacién de los kinks en dos tipos: kinks BPS y kinks
no-BPS. Esta clasificacion establece a su vez un criterio acerca de la estabilidad,
cuya aplicacién al Modelo Sigma O(3) Lineal Deformado proporciona, obviamente,
idénticos resultados a los determinados en el capitulo anterior.

En una segunda seccion se resuelven las ecuaciones de primer orden del sis-
tema. Los resultados evidentemente coinciden con los obtenidos por medio de la
integracién de la ecuacién de Hamilton-Jacobi en el Capitulo 3. La nueva reso-
lucion aporta, no obstante, la obtencion de las energias de los kinks como cotas de
Bogomol’'nyi de muy diferentes formas para cada uno de los tipos de kink, segun
las caracteristicas de los mismos.

Finalmente se estudia la Teoria de Morse del modelo. La aplicacion del Teo-
rema del Indice de Morse permite establecer la estabilidad o inestabilidad de cada
solucion de acuerdo con el niimero de puntos conjugados por los que dicha solucién
pase. Se determinan asi cudles son dichos puntos conjugados y cudl es el indice
correspondiente a cada uno de ellos, para aplicar posteriormente el Teorema de
Morse.

La Memoria se completa con cinco apéndices de muy diferente caracter:

- Dedicamos el Apéndice A al estudio de un modelo con tres campos escalares
que engloba al Modelo Sigma O(1) Lineal y al Modelo MSTB. Hemos denominado
a dicho sistema Modelo Eliptico-Cilindrico. Este modelo constituye, en cierto
sentido, un paso intermedio entre el Modelo MSTB y el que hemos denominado
Modelo Sigma O(3) Lineal Deformado. A pesar de ello, presenta aspectos bien
diferenciados de los correspondientes a los distintos modelos del caso general, como
por ejemplo el poseer cuatro puntos de vacio; por esta razén lo incluimos dentro de
un apéndice y no en un capitulo de la Memoria, a pesar de tratarse de resultados
originales de este trabajo.

- El Apéndice B recoge los largos célculos que conducen a la obtencién, en coor-
denadas cartesianas, del superpotencial del Modelo Sigma O(3) Lineal Deformado
que se ha presentado en el Capitulo 6 (en coordenadas elipticas). Con el fin de no
entorpecer el discurso légico de los razonamientos incluidos en dicho capitulo, nos
ha parecido oportuno dedicar un apéndice a las expresiones y calculos citados.
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- Los Apéndices C y D son de una indole muy distinta. Se trata de dos breves
recopilaciones de materias a las que la Memoria se remite con frecuencia y que
habitualmente vienen presentadas en la literatura de formas y notaciones muy
diversas. El primero de ellos estda dedicado a la Geometria Riemanniana y con
el mismo se pretende fijar con precision la notacion escogida y las definiciones
adoptadas. El segundo, por su parte, trata de presentar someramente el Calculo de
Variaciones aplicado a Geodésicas, incluyendo la ecuacién de desviacién geodésica
y una pequena descripcién de los aspectos fundamentales de la Teoria de Morse.

- En el Apéndice E presentamos, de una manera concisa, los resultados que hemos
obtenido acerca de la cuantificacion de las ondas solitarias que se han calculado en
la Memoria. Si bien el proceso de cuantificacién de los kinks escapa, en principio,
a los objetivos perseguidos por este trabajo, razén por la cual se incorporan dichos
calculos en forma de Apéndice, nos parece totalmente adecuado incluir estos resul-
tados, que complementan los objetivos alcanzados y, finalmente, cierran el estudio
completo del Modelo Sigma O(3) Deformado. No estéd de menos resaltar, ademaés,
que la cuantificacién realizada representa una aportacion completamente novedosa
a la literatura sobre el tema.

Por 1ltimo, se ha incluido una lista abundante de referencias bibliograficas.
Algunas de ellas, evidentemente, han representado un papel fundamental en la
elaboracion de esta Memoria, otras, por contra, han sido consultadas tinicamente
para completar algin aspecto puntual de los conceptos citados en la misma. Las
citas que se realizan a lo largo del trabajo a ellas determinan uno u otro carécter.

Pedimos disculpas por aquellas referencias importantes que hayamos podido olvi-

dar.

Creemos adecuado resaltar que los aspectos mas originales del trabajo que
aqui presentamos estan recogidos en los Capitulos tercero, quinto y sexto, y en las
secciones 2.4 y 4.3 de los Capitulos segundo y cuarto, respectivamente.
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Capitulo 1

De Kinks y Sistemas Integrables

Dividiremos este primer capitulo en tres secciones, en una primera se presentan los
conceptos y teorias fundamentales acerca de los solitones y su importancia en las
teorias de campos, en segundo lugar se planteara la biisqueda de soluciones de tipo
soliténico (kinks) en una teorfa de campos, sobre un espacio-tiempo bidimensional,
por medio del analisis de un sistema dindmico en Mecdnica Clasica, y finalizaremos
con una seccién dedicada a revisar la teoria de los Sistemas Dinamicos Integrables
y de los Sistemas separables Hamilton-Jacobi.

1.1 Solitones y Kinks

Existen en la literatura fisica y matematica muchas definiciones del concepto de
soliton, dependiendo del marco de estudio o de la aplicacién concreta que se esté
analizando. Intentaremos en esta secciéon aclarar en buena medida los diferentes
conceptos y definiciones acerca de los objetos solitonicos que aparecen en el ambito
de la Matemdtica Aplicada y de la Fisica Matematica. Nuestro andlisis serd mas
detallado en lo que respecta a la importancia de la Teoria de Solitones en las
Teorias Cuénticas de Campos, marco en el que pueden encuadrarse algunos de los
objetivos principales de este trabajo.

De una manera general se suele denominar solitéon a toda solucién de tipo
onda solitaria de una ecuacién no lineal. Se trata, por tanto, de una onda via-
jera u(x,t) = f(x — vt) tal que f es una funcién diferenciable que tiende a cero
rapidamente en el infinito. La presencia, para algunos tipos de ecuaciones, de pe-
culiares propiedades de scattering de las soluciones (fenémenos de superposicién
no lineal) puede refinar la definicién general, y establece habitualmente en la lite-

11
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ratura una clasificacién entre solitones propiamente dichos (cuando se requiere la
verificacién de las propiedades de superposicién) y ondas solitarias o kinks® (lumps
en el lenguaje de Coleman [22]). Aclararemos todos estos conceptos a continuacion,
utilizando fundamentalmente el siguiente soporte bibliografico: el articulo de R.S.
Palais [79] y los textos de T.D. Lee [63], R. Rajaraman [87], P.G. Drazin y D.S.
Johnson [28], y M.J. Ablowitz y P.A. Clarkson [1].

1.1.1 Origenes de la Teoria de Solitones

La Historia de la Teoria de Solitones se remonta al mes de Agosto del ano 1834,
cuando el naturalista e ingeniero naval John Scott Russell observd, montado en
su caballo, una “Onda de Traslacién” viajando en un canal cercano a Edimburgo
( “Union Canal”). Reproduciendo sus propias palabras, del famoso “Report on
Waves” de 1844 [90]:

“ 1 believe I shall best introduce this phaenomenon by describing the
circumstances of my own first acquaintance with it. I was observing the
motion of a boat which was rapidly drawn along a narrow channel by a pair
of horses, when the boat suddenly stopped-not so the mass of water in the
channel which it had put in motion; it accumulated round the prow of the
vessel in a state of violent agitation, then suddenly leaving it behind, rolled
forward with great velocity, assuming the form of a large solitary elevation, a
rounded, smooth and well-defined heap of water, which continued its course
along the channel apparently without change of form or diminution of speed.
I followed it on horseback, and overtook it still rolling on at a rate of some
eight or nine miles an hour, preserving its original figure some thirty feet long
and a foot to a foot and a half in height. Its height gradually diminished,
and after a chase of one or two miles I lost it in the windings of the channel.
Such, in the month of August 1834, was my first chance interview with
that singular and beautiful pheenomenon which I have called the Wave of
Translation, a name which it now very generally bears; which I have since
found to be an important element in almost every case of fluid resistance,

and ascertained to be the type of that great moving elevation of the sea,

'Es conveniente precisar que la palabra kink no siempre se utiliza en la literatura desde el
punto de vista general que hemos adoptado en este trabajo, y que se especificard en las secciones
siguientes. En varios contextos diferentes es posible encontrar la denominacion kink usada para
describir un tipo de onda solitaria muy concreto.
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which, with the regularity of a planet, ascends our rivers and rolls along our

shores”.

J.S. Russell quedé fascinado con este fendémeno y realizé numerosos experimen-
tos con este tipo de ondas en un tanque de ondas de su propio diseno. Obtuvo la
formula que relaciona la velocidad y la altura de estas ondas:

¢* = g(h+n)

(donde c es la velocidad, g la aceleracion de la gravedad, h la profundidad del canal
y 1 la amplitud de la onda), y propuso que el objeto solitario que habia encon-
trado realmente representaba un tipo general de soluciones de la Hidrodinamica,
que primeramente denomind “ondas de traslacién”, y mas tarde “ondas solitarias”.
A diferencia de la onda de choque, singular en el frente de choque, la “onda soli-
taria” es regular en todas partes, no presenta singularidades. La onda solitaria
es no dispersiva y estable, por tanto es diferente de cualquier paquete de ondas
compuesto por las habituales soluciones en ondas planas.

El éxito de Russell fue mucho menor en lo que respecta a convencer a los
cientificos de su tiempo de estos hechos. Airy y Stokes, las mayores autoridades
en la materia de la época, aparentemente “demostraron” que una onda de ese tipo
era necesariamente inestable. Los trabajos posteriores de Boussinesq (1871) [16],
Lord Rayleigh (1876) [88] y finalmente D.J. Korteweg y G. de Vries (1895) [60]
senalaron los errores de Airy y Stokes y reivindicaron las conclusiones de Russell.

En el articulo citado [60] “On the change of form of long waves advancing in
a rectangular canal, and on a new type of long stationary waves”, Korteweg y de
Vries dieron una explicacion analitica completa de lo que actualmente se denomina
“solucion solitén” de la ecuacién hidrodindmica no lineal (la llamada ecuacién de
Korteweg-de Vries), ecuacién que gobierna la evolucién de ondas propagandose en
un canal de aguas poco profundas, unidimensionales y de pequena amplitud [1]:

on 3 [gd (1, 2 1 0% 1., Th
_ 3 J99 (L, 2 1 O Ly IR 11
or 2\[}@5 (2” Fyntsoga ) o=3h-—o (LY

donde 7 es la elevacion de la onda sobre el nivel de equilibrio A, o es un parametro
constante relativo al movimiento uniforme del liquido, g es la aceleracion de la
gravedad, 7' es la tension superficial y p la densidad. La ecuacién puede pasarse a

la forma no-dimensional: por medio de los cambios

1 1 1 1
t:§\/g/(ha)7', x:—ﬁf, u:§n+§a



14 CAPITULO 1

se obtiene
Uy + 6uly + Upypy = 0 (1.2)

donde el subindice significa obviamente diferenciacién.?
La solucion “onda solitaria” de Korteweg y de Vries es:

u(z,t) = 2k%sech® { k(z — 4Kt — x0) }

con Ky xg constantes.
Podemos ya definir, de una manera precisa, qué se entiende exactamente por
onda solitaria actualmente:
Definicién 1. ([1]) Una solucién “onda solitaria” de una ecuacién en derivadas
parciales:
O(z,t,u) =0

donde x,t € R (variables espacial y temporal respectivamente) y u : R* — R es la

variable dependiente, es una solucion de onda viajera de la forma:

u(z,t) = ¢p(z —t) = ¢(2)

para alguna velocidad vy, y cuya transicion ocurre desde un estado asintotico cons-
tante, cuando z — —o0, hasta otro estado asintético constante cuando z — +0o0.

Una cuestiéon quedo sin resolver en tiempos de Korteweg y de Vries: cuando
tales soluciones estables, no singulares y no disipativas pueden ocurrir en otras
ramas de la fisica, independientemente de la Hidrodinamica.

El estudio de los solitones permanecié en un “estado estacionario” hasta sesenta
anos después. Entre 1954 y 1955 se construyo en Los Alamos una nueva computa-
dora, MANIAC I, para la realizaciéon de los cédlculos necesarios en el disenio de
la primera bomba de hidrégeno. Enrico Fermi y Stanislaw Ulam propusieron un
problema-prueba para calibrar las posibilidades de la nueva maquina; buscaron un
problema sencillo de establecer tal que su resolucién requiriera una cantidad de
calculos tan grande que no pudiera ser resuelto “a mano” ni utilizando las com-
putadoras mecéanicas existentes. Naturalmente, debia de tratarse de un problema
con solucién ya conocida. La propuesta que realizaron fue el estudio de una cuerda
elastica, con extremos fijos, sujeta no sélo a la fuerza elastica usual, de intensidad
proporcional al estiramiento, sino también a un término corrector no lineal. La

2Es importante resaltar que cualquiera de los tres sumandos de la ecuacién puede ser modi-
ficado por una constante arbitraria sin mas que re-escalar adecuadamente las variables indepen-
dientes y dependiente.
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cuestion a estudiar era cémo el movimiento global termalizaria al cabo del tiempo.
Se trataba, por tanto, de verificar un hecho que constituia un articulo de fe en
mecanica estadistica: la creencia de que cuando un sistema mecéanico, con varios
grados de libertad y cercano a una posicion de equilibrio estable, es sometido a una
interaccion no lineal genérica, ésta termalizara su energia total, es decir la ener-
gia estara equidistribuida entre los modos normales del correspondiente sistema
linealizado. Fermi crefa haber demostrado este hecho, [34].

El experimento fue llevado a cabo por Fermi, Ulam y John Pasta, que programo
el MANTAC I. El resultado del hoy conocido como experimento de Fermi-Pasta-
Ulam fue completamente diferente a lo que se esperaba, de hecho no encontraron
termalizacion en absoluto. Los detalles del planteamiento y de los calculos realiza-
dos pueden verse en [79], o en la referencia original [35]; recordaremos simplemente
que el experimento se realiz6 aproximando (discretizando) la cuerda (continua,
unidimensional, con extremos fijos y sujeta a fuerzas eldsticas no lineales) por
un numero finito de puntos, de tal manera que las ecuaciones en derivadas par-
ciales que describen el movimiento de la cuerda pasan a ser un numero finito de

ecuaciones diferenciales ordinarias (en el experimento FPU, exactamente 64).

0y,

= K(WUn+1 = 2Yn + Yn-1) [1 + (Yn41 — Yn—-1)] (1.3)

El resultado del experimento fue que la energia, inicialmente concentrada en
el primer modo, no se distribuyé por igual entre todos los modos sino que fue
pasando sucesivamente casi en su totalidad de modo en modo. De esta manera, al
cabo de un cierto tiempo habia retornado al primer modo con una exactitud del
99% vy el proceso se reinicio.

La explicacion del experimento FPU no fue completada hasta diez anos des-
pués en el famoso articulo de M. Kruskal y N. Zabusky [62]. Kruskal y Zabusky
demostraron que, en un limite continuo, ciertas soluciones de las ecuaciones FPU
podian ser descritas en términos de las soluciones de la ecuacion de Korteweg-de
Vries; probaron ademaés, utilizando célculo numérico para el problema de valor
inicial en la ecuacion KdV, que estas soluciones “pulsos de onda solitaria” o “soli-
tones” (Kruskal y Zabusky fueron los primeros en utilizar esta denominacion,
por analogia con el comportamiento de las particulas), tras interaccionar no-
linealmente, permanecian inalteradas, es decir, y utilizando las palabras de Kruskal
y Zabusky: los solitones se “atraviesan” unos a otros sin perder su identidad tras

interaccionar.?

3Realmente este hecho fue descubierto también por Russell, ver [28].
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Es el momento de precisar, por tanto, qué es un solitén, al menos en la versién
de sus “descubridores”:

Definicién 2. ([1]) Un solitén es una onda solitaria que preserva asintoticamente
su forma y su velocidad bajo interacciones no lineales con otras ondas solitarias,
o de manera mas general, con otra perturbacion localizada arbitraria.

Mucho se ha investigado con relacion a los solitones desde la época de Kruskal y
Zabusky. Por otra parte, se ha diversificado extraordinariamente el campo de apli-
cacion de dichas investigaciones. En las proximas secciones resenaremos algunas
de las aplicaciones méas remarcables.

Para finalizar esta breve exposicién histérica, resaltaremos dos resultados muy
importantes y relacionados entre si. El primero de ellos fue el descubrimiento de
que la ecuacién KdV tenia un niimero infinito de leyes de conservacion independien-
tes asociadas, y, por tanto, un ntumero infinito de cantidades conservadas. Sin
animo de entrar en detalles técnicos, diremos que la importancia de esta pre-
sencia de infinitas simetrias fue crucial, por un lado para la comprensién de las
propiedades de las soluciones solitonicas y, por otro, para la obtencién del segundo
de los resultados, el método del scattering inverso.

En el ano 1967, C. Gardner, J. Greene, M. Kruskal y R. Miura, en uno de los
articulos més citados en la historia de la Matemaéticas, [40], introdujeron el Método
de la Transformacion de Scattering Inverso para resolver la ecuacién KdV. En los
anos siguientes este método cambié la Matematica Aplicada como ningin otro
desde la Transformada de Fourier (con el que estd intimamente relacionado), y
pronto quedé claro que era la llave para la comprension de las propiedades de las
ecuaciones de los solitones.

La idea fundamental del Método del Scattering Inverso fue asociar a la ecuaciéon
KdV una ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo para un proceso de
scattering en la que el potencial no era otro que la solucién de KdV. Este paso
surgi6 de manera natural en la transformacién de Miura (que servia para trans-
formar soluciones de la llamada ecuacién KdV modificada en soluciones de KdV,
y ulteriormente probar que ambas ecuaciones tenian asociadas un ntmero infinito
de leyes de conservacion, como ya hemos citado). En definitiva, el método consta

de tres pasos:

e 1. Problema directo: Dadas las soluciones a tiempo ¢ = 0 (condiciones

iniciales? para la ecuaciéon KdV), resolver el problema de Scattering asociado,

4El Método es efectivo para condiciones iniciales de la forma u(x,0) = f(z) tales que f(x)
tiende a cero lo suficientemente rdapido cuando |x| — o0, como ocurre en las ecuaciones con
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es decir, calcular el espectro de la ecuaciéon de Schrédinger:

Vzz + u(z,0)v = v

e 2. Evolucién temporal: Obtenido el espectro (datos de scattering) a tiempo

cero, su evoluciéon temporal viene determinada por la ecuacion:
v = (7 + uz)v — (4X + 2u)v,

donde 7y es una constante arbitraria. Es posible, por tanto, obtener los datos
de scattering a tiempo ¢.

e 3. Problema Inverso: Reconstruir el potencial de la ecuacion de Schrodinger
a tiempo t (es decir, las soluciones u(x,t)) a partir de los datos de scattering
a tiempo t. El procedimiento es altamente no trivial, requiere la construccién
y resolucién de una ecuacién integral lineal (ecuacién de Gel’fand-Levitan-
Marchenko).

La analogia con el Método de Fourier es clara, los datos de scattering juegan el
papel de transformacién de Fourier y el problema inverso el de la transformacién
inversa de Fourier.

Existen multitud de textos y publicaciones donde el método de Scattering In-

verso estd explicado y detallado desde diferentes puntos de vista, por ejemplo: [77],
3], (1, [28], ete.

1.1.2 Aplicaciones de la Teoria de Solitones

Hemos limitado la seccion anterior a la que posiblemente es la ecuacion de soli-
tones més conocida, la de Korteweg-de Vries, existen sin embargo muchas otras
ecuaciones con soluciones soliténicas o de tipo soliténico u(z,t), las més famosas,
y las que mas relevancia han tenido por su amplio rango de aplicacién son sin
duda la citada KdV, la ecuacién Seno-Gordon (SG) y la ecuacién de Schrodinger
no lineal (SNL).

Ademas de la primera aplicacién de KdV, ya mencionada en el apartado an-
terior, en 1960 Gardner y Morikawa [41] “redescubrieron” la ecuacién KdV en

el estudio de ondas hidromagnéticas. Otras aplicaciones han sido desarrolladas

soluciones solitdnicas.
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en otros campos de la Fisica, como ondas internas estratificadas, ondas idnico-
acusticas, fisica de plasmas, dindmica de redes, etc. Existen, ademads, otras ecua-
ciones hidrodinamicas relacionadas en mayor o menor medida con la ecuaciéon
KdV, como la ecuaciéon de Benjamin-Ono o la ecuaciéon de ondas largas interme-
dia. Una ecuacién muy relacionada con KdV, y que en cierto modo la generali-
za para dos variables independientes espaciales y una temporal, es la conocida
ecuacion de Kadomtsev-Petviashvili. Por otro lado, muchos son los experimentos
y observaciones que se han realizado sobre la presencia de fenémenos soliténicos
hidrodinamicos en la naturaleza; podemos citar como més espectaculares los soli-
tones oceanicos, vistos por primera vez en el Mar de Andaman, por Osborne y
Burch (para detalles, ver [1] y las referencias alli indicadas).

La ecuacion Seno-Gordon aparecié por primera vez, a mediados del siglo XIX,
en el estudio de las superficies de curvatura Gaussiana constante negativa, en
R3, es decir las superficies pseudoesféricas o “pseudoesferas”®. Las ecuaciones
de Codazzi-Mainardi, para este tipo de superficies, se reducen a la ecuacion del
Seno-Gordon®:

Upr = SEN U (1.4)

de tal forma que existe una correspondencia biyectiva entre las clases de isometria
de las inmersiones isométricas del plano hiperbélico en R? y las soluciones de la
ecuaciéon SG7. En este contexto, u no es mds que el angulo entre dos direcciones
asintéticas (z,t) en la superficie a lo largo de la cual la segunda forma de curvatura
es nula, [78].

Esta teorfa dié lugar al concepto de transformaciones de Biacklund (descubiertas
por Bianchi), un hecho verdaderamente notable. Sin 4nimo de extendernos demasi-

ado (ver por ejemplo [100] para detalles), recordaremos simplemente que dichas

5Bianchi denominé a esta ecuacién “I’equazione fondamentale di tutta la teoria delle superficie
pseudosferiche”.

5La denominacién Seno-Gordon (Sine-Gordon en inglés) procede de una aliteracién con el
nombre de la ecuacion de Klein-Gordon, aparecié por primera vez en un articulo de Rubinstein,
y parece que hay cierta disputa, en cuanto al origen de la broma, entre Finkelstein y Kruskal
(ver [87], pag. 35); el “mérito”, en cualquier caso, es discutible (Coleman califica este nombre
como “tonto” [22], pdg. 262).

"Siendo rigurosos, es necesario precisar que esta correspondencia biyectiva existe si se relaja
la condicién de inmersién para admitir singularidades cuspidales a lo largo de curvas. De hecho,
y a pesar de que la ecuacién SG tiene soluciones definidas globalmente en R?, las superficies co-
rrespondientes siempre tienen singularidades. Hilbert demostré que no existe ninguna superficie
completa inmersa en R? con curvatura seccional constante negativa.
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transformaciones permiten, dada una solucién de la ecuacion SG, la creacion de
una familia biparamétrica de nuevas soluciones. Una pequena complicacion es que
ello requiere la resolucion de una nueva ecuacion diferencial ordinaria. La “férmula
de permutacién de Bianchi” permite sin embargo componer facilmente transfor-
maciones de Backlund de manera que una vez se ha encontrado el primer conjunto
de nuevas soluciones, la aplicacién de una transformacién a una de ellas produce
una segunda familia que se escribe, explicitamente, en términos de funciones alge-
braicas de la primera, sin resolver ninguna nueva ecuacién diferencial. Se puede
asi conseguir una serie infinita de familias de soluciones de la ecuacion SG cada
vez mas complicadas. Si se comienza este procedimiento con la solucion trivial,
idénticamente nula, en el primer paso encontraremos la llamada solucion kink de
la ecuacién SG, cuya familia correspondiente de superficies pseudoesféricas es la
familia de Dini (que incluye a la pseudoesfera de Beltrami). Usando la férmula
de Bianchi obtendremos la solucién doble-soliton de SG y correspondientemente
la famosa superficie de Kiien, y asi sucesivamente. Como vemos, los geémetras de
la segunda mitad del pasado siglo conocian muy bien el sector soliténico del con-
junto de soluciones de la ecuacion SG. La explicacién de porqué no descubrieron
realmente los solitones no es dificil de encontrar, por un lado sélo conocian las
soluciones solitonicas, y no sabian nada acerca de la existencia de otro sector
de soluciones, dispersivas y no-solitonicas; no tenian manera alguna, ademas, de
descubrir la transformacion de Scattering Inversa, crucial para comprender com-
pletamente el espacio de todas las soluciones. Por otro lado, y quizas la razén més
importante, nunca se plantearon la ecuacion SG como una ecuacién de evolucion
para una onda unidimensional, con lo cual no percibieron las extranas propiedades
de scattering que sus soluciones tenian.

Sin embargo, el trabajo de estos matematicos no fue en absoluto en vano,
el método de las transformaciones de Bécklund es transportable a la ecuacion
de Korteweg-de Vries y, de hecho, todas las ecuaciones de solitones tienen sus
transformaciones de Backlund asociadas.

Para finalizar con esta presentacion de la ecuacion SG citaremos unicamente
que aparece en muy diversos dominios, como por ejemplo en la modelizacion de
la propagacién de dislocaciones en una red cristalina, o en el estudio del efecto
tunel Josephson en superconductores (ver [27], pag. 164 y siguientes), o como
modelo simplificado de una teoria de particulas elementales que describe bosones
y fermiones simultdneamente (ver [22], pag. 262, 6 [87], pdg. 214) mediante la
identificacién de la ecuacion SG con un sector del Modelo de Thirring masivo.
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La ecuacion de Schrédinger no lineal (SNL),

U = % (e + 2|u|*u) (1.5)
tiene también una historia muy interesante. Fue descubierta “disfrazada” a prin-
cipios de este siglo por el matemaético italiano Da Rios, [25], en su tesis doctoral
bajo la direccién de Levi-Civita. La ecuacién de Da Rios® modelizaba el compor-
tamiento de un filamento vértice fino en un fluido viscoso de la siguiente forma: si
la curva ¥(z, t) representa al filamento en R?, entonces la ecuacién que describe su
movimiento sera: 7; = ¥, X Y,.. Usando las ecuaciones de Frenet: 4, X ¥, = kB.
Es decir, la curva evoluciona en el tiempo en la direcciéon de su vector binormal
y a una velocidad igual a su curvatura. En 1971, Hasimoto, [49], encontré una
transformacion de tipo gauge que transforma la ecuacién de Da Rios en la ecuacion
SNL.

La ecuacion SNL ha sido “redescubierta” varias veces mas en el presente siglo.
Su actualidad, en cualquier caso, radica en su uso como ecuacién envolvente: si una
onda unidimensional de alta frecuencia y amplitud modulada se mueve en un medio
no lineal altamente dispersivo, entonces es una buena aproximacion suponer que la
onda envolvente, en un sistema de coordenadas moviéndose a la velocidad de grupo,
evoluciona de acuerdo con la ecuacion SNL. Este hecho significa en la practica que
el estudio de la ecuacién SNL tiene una gran importancia en la transmisién de datos
por fibra optica, de hecho se estan realizando actualmente serios intentos, tanto
tedrica como técnicamente, para utilizar las soluciones solitonicas en la transmision
de datos por Internet (ver [79], pag. 383).

Muchas otras ecuaciones con soluciones solitonicas han sido estudiadas y apli-
cadas en los ultimos anos; algunas, como la ecuacién de Fisher, simultaneamente
en areas tan dispares como la seleccion genética, las teorias de combustién o la
Cinética Quimica. Desde un punto de vista experimental, cabe resaltar los resul-
tados obtenidos en Optica, fundamentalmente en la 1iltima década, con rayos de
luz que exhiben comportamientos soliténicos al propagarse en medios no lineales
(ver [93] y referencias allf recogidas).

En otros casos, como en el ejemplo citado de la ecuacion SG, las ecuaciones
soliténicas aparecen en muy diversas areas de las propias matematicas. Citando
a C.L. Terng y K. Uhlenbeck: “Soliton theory is an enticingtly elegant part of
modern mathematics. It has a multitude of interpretations in geometry, analysis

8Frecuentemente llamada ecuacién del anillo de humo.
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and algebra” [99]. Algunas referencias importantes a este respecto son [78], [98],
[100] y el libro [99].

Un apartado especial merece la aplicacién de los solitones a la Fisica de la
Materia Condensada y a los Defectos de Tipo pared en Cosmologia, lo que se ha
venido en llamar Teoria de Defectos Topoldgicos o Defectos en Teorias de Campos.
Incluiremos estos resultados en el proximo apartado, no obstante citaremos como
principal referencia de esos temas el libro de A. Vilenkin y E. Shellard [104] (ver
también el trabajo de Tesis Doctoral de W. Garcia Fuertes [39]).

1.1.3 Solitones en Teoria de Campos

Dedicaremos esta seccion a presentar la parte de la Teoria de Solitones en la que
las aportaciones fundamentales de esta memoria se concentran.

Durante los anos 70 fue desarrollada, por un amplio abanico de cientificos de la
Fisica Matemaética, la técnica de evaluar el impacto que en el espacio de estados de
ciertas Teorias Cuanticas de Campos tiene la existencia de soluciones clasicas de
las ecuaciones correspondientes. Existen varias referencias que recogen con detalle
la génesis y el desarrollo de estas ideas, como por ejemplo: [22], [32], [55] y [87], a
las que nos remitimos.

De una forma general, por tanto, se trata de estudiar las soluciones de una
Teoria Cuantica de Campos, en una primera aproximacién, analizando las ecua-
ciones desde un punto de vista clésico, es decir, como ecuaciones que gobiernan
el comportamiento de configuraciones de campos clasicos y no como operadores
cuanticos. La posterior cuantizacion de dichas soluciones permitird “volver” a la
teoria cuantica original.

En este contexto, T.D. Lee [63] define solitones como “soluciones localizadas
espacialmente y no dispersivas de una teoria clasica de campos”. Restringiéndonos
a teorias cldsicas de campos locales y relativistas (de cara a una cuantizacién ul-
terior), consideraremos soluciones de las ecuaciones (en la métrica de Minkowski)
tales que su energia esté localizada espacialmente y tales que preserven su forma, en
definitiva ondas solitarias. En este punto es necesario precisar que en la literatura
al respecto se han denominado habitualmente solitones a estas ondas solitarias,
aunque no necesariamente presenten fenémenos de superposicion no lineal, como
veremos. La explicacion de esta aparente confusion terminolégica es, por otro lado,
evidente: los solitones en esta perspectiva son paquetes localizados no dispersivos
de energia moviéndose uniformemente, es decir “se parecen” a las particulas ele-

mentales reales. Por otro lado, la cuantificacion de las soluciones puede entenderse
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como asociar a cada solucion clasica un estado cudntico de particula-soliton funda-
mental, mas una serie de estados excitados relacionados y obtenidos al cuantizar las
fluctuaciones alrededor de dicho estado fundamental. Existe toda una técnica sis-
tematica, basada en la expansién semiclasica, para obtener todas las propiedades
cuanticas del solitéon cuantico a partir de las correspondientes propiedades del
soliton clasico.

El caracter no dispersivo de las soluciones que consideramos obliga a que estén
presentes en la teoria acoplamientos no lineales, pues en caso contrario todas las
soluciones seran ondas planas y, en definitiva, soluciones dispersivas. Es de re-
saltar entonces que el acoplamiento no lineal puede ser de cualquier magnitud y
por tanto no necesariamente fuerte. Este hecho tiene una gran importancia desde
el punto de vista cuantico, no olvidemos que esta forma de obtener soluciones de
una Teoria Cuantica de Campos es no-perturbativa, de manera que determina-
dos fenémenos, no explicables perturbativamente, son ahora susceptibles de una
explicacién completa.

En el caso de que se estudien las ecuaciones euclideas de una teoria clasica
de campos, que no trataremos en este trabajo, las soluciones de tipo onda soli-
taria reciben el nombre de instantones, y son configuraciones clasicas localizadas
de accién finita de la versién euclidea de las ecuaciones de cualquier modelo con-
siderado. A nivel clasico, los instantones no son muy diferentes de las soluciones
estaticas solitonicas de las ecuaciones independientes del tiempo, de hecho los ins-
tantones de un modelo d-dimensional son esencialmente los solitones estaticos del
mismo modelo d + 1-dimensional. Su traduccién cuéantica, sin embargo, es muy
diferente, mientras que los solitones conducen, como hemos dicho, a estados ex-
tensos de particula, los instantones son los responsables de efectos tinel entre los
diferentes estados de vacio del sistema, que pueden conducir, como en el modelo

de Higgs dos dimensional abeliano, a fenémenos de confinamiento de la carga.

La cuantizacién de los solitones se puede realizar por varios métodos: Exis-
ten métodos semicldsicos como los del tipo Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB),
desarrollados por Dashen, Hasslacher y Neveu [26], métodos basados en el for-
malismo de integral funcional (Faddeev y Korepin [32]), o métodos variacionales
(similares al método de Born-Oppenheimer) debidos a Goldstone y Jackiw [46].

De manera general tendremos que las soluciones clasicas pueden ser de diver-
sos tipos: soluciones constantes (independientes del tiempo y del espacio), solu-
ciones estaticas (dependientes tinicamente del espacio), soluciones dependientes del
tiempo y del espacio y, por ultimo, las citadas soluciones euclideas que conducen
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a soluciones de tipo instantén y que no trataremos.

El significado cudntico de las soluciones constantes es claro: se trata de la
primera aproximacién a los valores esperados en el vacio de los campos cuanticos,
y frecuentemente senalan el fenémeno de Goldstone de ruptura espontanea de la
simetria. Las soluciones estaticas, y las dependientes del tiempo y del espacio,
senalan, por su parte, la presencia de estados de particulas que no aparecen, como
ya hemos comentado, desde el punto de vista perturbativo.

1.1.4 Ondas Solitarias y Defectos de tipo pared

Tal y como hemos comentado y siguiendo a Rajaraman [87], definiremos el con-
cepto de solitén, en este contexto, utilizando la densidad de energia de la solucion,
més que la solucién misma’. De esta manera consideraremos un sistema con n
campos ¢1(Z,1),...,¢,(Z,t), con una densidad de energia £(,t), funcién de los
campos, y tal que su integral a todo el espacio, E|[¢;], serd la energia total, es de-
cir una cantidad conservada. Dada la arbitrariedad en la definicién de la energia
podemos, sin pérdida de generalidad, suponer que el valor minimo que alcanza
E es cero. En este contexto, llamaremos localizada a toda configuracion de los
campos, solucion de las ecuaciones del sistema y tales que la densidad de energia a
ellos asociada sea una funcién localizada en el espacio para cualquier tiempo finito
t, es decir, que sea finita en una regién espacial concreta y que tienda a cero en el
infinito espacial lo suficientemente deprisa para que su integral converja. Una vez
definida la localizacién en este sentido, podemos definir:

Definicién 3. ([87]) Llamaremos solitén a toda solucién no singular y localizada
de una teoria de campos no lineal, tal que su densidad de energia sea localizada y

con una dependencia espacio-temporal de la forma:
e(Z,t) = e(Z — ut)

para algin vector velocidad .

Dicho con otras palabras, se trata de que la densidad de energia se mueva, sin
distorsionarse, con una velocidad constante.

Esta definicion sugiere interesantes comentarios, en primer lugar toda solucién
estdtica (independiente del tiempo) y localizada, desde este punto de vista, es
un soliton; en segundo lugar, y dado que estamos interesados en soluciones de las

9Rajaraman distingue entre onda solitaria y solitén, de manera andloga a como nosotros lo
hemos hecho en las definiciones 1 y 2, si bien desde el punto de vista de la densidad de energia.
Nosotros llamaremos de manera genérica solitén a ambos, como es comun en la literatura.
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ecuaciones en el espacio de Minkowski, es decir, en el estudio de teorias relativistas,
tendremos que la invarianza relativista nos conduce a que toda solucién estatica
que verifique la definiciéon 3 puede ser transformada, mediante una transformacion
de Lorentz, en una dependiente del tiempo y del espacio, y reciprocamente. Con-
cluimos, por tanto, que, a nuestros efectos, nos bastara con estudiar las soluciones
independientes del tiempo para analizar la totalidad de las soluciones de caracter
solitonico.

La definiciéon anterior engloba a los solitones de cualquier dimensién espacio-
temporal. Sin embargo, nos limitaremos en este trabajo a teorias en 14+1 dimen-
siones, cuyas soluciones soliténicas denominaremos kinks. Las razones por las
cuales nos restringimos al estudio de los kinks son varias y de diferente indole.
Tal y como puede verse con detalle en la referencia ya citada [39], los llamados
defectos topoldgicos en teorias de campos, soluciones soliténicas como a las que
nos estamos refiriendo, se denominan kinks en el caso 141 dimensional, vortices
en el 2+1 y monopolos en el 34+1. El estudio de los kinks es relevante por varios
motivos, por un lado existe una larga tradiciéon en Fisica de utilizar modelos 141
dimensionales, que permiten un calculo matematico simplificado frente a dimen-
siones mayores, sin que se pierdan por ello todos los aspectos significativos de un
modelo concreto; en definitiva, se obtiene informacion de un caso simplificado, que
permitira después “saltar” a modelos mas realistas en dimensiones mayores. No
hay que olvidar, por otra parte, que el conocido teorema de Derrick, [87] y [63],
no permite la existencia de soluciones solitonicas estaticas en teorias de campos
escalares de dimensiones espaciales iguales o superiores a dos. Para esos casos, por
tanto, es necesario considerar campos mds complejos, no sélo campos escalares!?.
Se obtienen soluciones solitonicas con D > 1 considerando, por ejemplo, campos
de espin no nulo o soluciones dependientes del tiempo aunque no dispersivas. El
primero de estos casos nos lleva a solitones gauge topoldgicos!! (como los vértices
de Nielsen-Olesen [76] en dos dimensiones espaciales o los monopolos magnéticos
de t'Hooft [97] y Polyakov [83] en dimensién espacial 3). El segundo de los casos
conduce a solitones no-topoldgicos multidimensionales (ver [63] y [38]).

Existe otra razén que motiva el estudio especifico de las teorias en 1+1 di-

mensiones y no es otro que la abundancia de problemas que son modelizables

0] Teorema de Derrick establece que para D > 1 (D es la dimensién espacial) las tinicas
soluciones independientes del tiempo de energia finita son los estados fundamentales, es decir
¢a(Z,t) = Cte., siendo ¢, un cero (y minimo) de la densidad de energia potencial considerada
en el modelo (ver [63] para la demostracién y detalles).

11,5 distincién entre solitones topolégicos y no-topolégicos se hard en la préxima seccién 1.2.
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realmente en este contexto. Asi por ejemplo, en Fisica de la materia condensada,
problemas tales como las cadenas de polimeros lineales, o cristales tridimensio-
nales pero fuertemente anisétropos de tal manera que los electrones se mueven
predominantemente sobre uno de los ejes cristalinos, o las uniones Josephson en
superconductores, ya citadas anteriormente al referirnos a las aplicaciones de la
ecuacion SG, son algunos ejemplos de problemas fisicos estudiables en 141 di-
mensiones. En algunos de estos casos se han obtenido resultados que podriamos
calificar de espectaculares, como por ejemplo la cadena lineal del poliacetileno,
donde se ha observado un proceso de fraccionizacién de la carga eléctrica, algo que
Jackiw y Rebbi habian encontrado de manera tedrica al tratar con un modelo de
interaccién fermion-solitén sobre la recta, donde aparecian ntmeros fermiénicos

semienteros, ver [56].

Otro ejemplo remarcable y que ha generado mucha literatura en los tultimos
anos son las paredes de dominio o “domain walls” en Cosmologia. En este caso,
se estudian defectos topolégicos en 341 dimensiones pero tales que son triviales
en dos de las variables espaciales, es decir, se reduce el problema real a 141
dimensiones. Las soluciones kink estaticas, unidimensionales, l6gicamente son en
realidad “muros” tridimensionales (espacialmente) al considerar todos los valores
posibles de las dos variables trivializadas. Aparecen incluso fenémenos de defectos
dentro de defectos (por ejemplo “domain ribbons” dentro de “domain walls”, [72]),
al calcularse, para los modelos en los que es posible, kinks en otra variable, es
decir, kinks dentro de kinks. De las muchas referencias existentes en este campo,
destacaremos las de Vilenkin, [103] y [104].

1.2 El problema de la biisqueda de Kinks como

un Sistema Dinamico

Siguiendo la notacion y las definiciones adoptadas en el apartado 1.1.4, conside-
raremos una teoria relativista de campos escalares en 141 dimensiones determi-

nada por la accién

S:/+Oodx0/+oodx1{%@5-8"5—‘/()} (1.6)

[e.o] [e.o]



26 CAPITULO 1

donde p = 0, 1, se utiliza el convenio de sumacion de indices repetidos de Einstein,
la métrica de Minkowski 141 dimensional se ha tomado de la forma:

(10
=10 -1

y (E = (¢1,...,0n) es un campo vectorial de N componentes escalares, es decir una
aplicacién del espacio tiempo RV de Minkowski en la representacién irreducible
fundamental de O(N), RY. En este “espacio interno” RY de la teorfa consideramos
el producto escalar euclideo estandar.

Sin pérdida de generalidad podemos considerar que el potencial V' ( ﬁ) es semide-
finido positivo, de tal forma que se anule en sus valores minimos.

La energia derivada de la accién (1.6) es:

E:/+mdxl{1a¢ 99 | 199 a¢+V(*)} (1.7)

oo 2020 020  20z! Ox!
de manera que la condicién de energia finita se traduce en unas condiciones
asintoticas concretas: las configuraciones solitonicas tienen que ser tales que tien-
dan a uno de los ceros de V(¢) cuando |z!| — oo.

Consideraremos en general la existencia de n minimos (y por tanto ceros) no

degenerados de la funcién V(¢), de manera que el conjunto de todos ellos lo de-

nominameos:

V:{ﬁb,&é)"'aﬁn}

variedad de vacio del modelo. El significado cuantico de las configuraciones v
es muy claro y justifica el nombre de variedad de vacio. v; son las soluciones
constantes de la teoria clasica con energia finita, y se corresponden por tanto con los
valores esperados del operador de campo cuantico sobre los estados fundamentales
o de vacio en la teoria cuantica correspondiente.

Tal y como se explico en la seccion anterior, dada la invarianza relativista, nos
basta con buscar las soluciones estaticas para obtener todos los kinks, puesto que
un boost aplicado a un kink estatico nos proporciona directamente la correspon-
diente solucién soliténica de velocidad arbitraria.

Para las configuraciones estaticas ¢,(z°, ') = ¢,(z'), el funcional de energia
se reduce a:

v (147 df
— 1 _—— o ———
E[cj]_/oo da {del - +V(cj)} (1.8)
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donde ¢ = (¢1,92,.-..,q9n). El espacio de configuracién de la teorfa de campos es,
en definitiva, el espacio de funciones ¢: R — RY, tales que E[q] < oo:

C = {q(=")/E[q] < oo}
y, por tanto, las condiciones asintéticas:

dq

lim — =0; lim ¢=7; 1.9
al—too dat zl—=o0 4 ( )
para algtin vector o; = (v},...,vY) de V, deben ser satisfechas. El estudio de la

estructura de C en diversos modelos de interés fisico serd uno de los objetivos que
se abordaran en este trabajo.

La presencia de mas de un elemento en V., esto es, la degeneracion del estado
fundamental de la teoria cuantica, conduce a la identificacién dentro de C de
diversos sectores, diferenciados por los vacios que se tomen en las condiciones (1.9)
cuando ! — —oo y cuando ' — +oo. Dos configuraciones correspondientes a
valores asintéticos diferentes estan separadas, ademads, por una barrera infinita de
potencial, de modo que hay que descartar que la evolucién temporal, ya sea clasica
o cudntica, transforme la una en la otra (ver [39] y referencias alli recogidas para
detalles). C se separa, de esta forma, en sectores topoldgicos determinados por las
aplicaciones de OR = {—o0,+00} en V. Dado que card(V) = n, tendremos 2"

sectores topoldgicos disconexos:

n
C = |_| C (@)
ij=1

donde los superindices denotan el vacio alcanzado en —oo y en +00 respectiva-
mente.

Es usual en la literatura asociar a cada campo una “carga topolégica”, depen-
diente de los puntos de vacio alcanzados en 2! — —oo y en 2! — +o00, de la
forma:

QF = 5 (@u(~00) ~ dul+o0)),  VYa=1,.. N (1.10)

donde ¢, = ¢,/|v*| y siendo v* la componente a-ésima del vacio correspondiente
alcanzado ¢. Tenemos, de esta forma, en un modelo con N campos, un vector
de cargas topologicas QT(@, que toma idéntico valor para configuraciones en un
mismo sector de C. Llamaremos solitones topoldgicos, desde esta perspectiva, a
aquéllos pertenecientes a sectores con carga topoldgica diferente de cero (del vector
nulo), mientras que serdn no-topolégicos los que “salen” (en —oo) y “llegan” (en

+00) al mismo punto de vacio, y por tanto tienen carga nula.
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Légicamente, para que existan los solitones topoldgicos es necesaria la condicién
impuesta de que el vacio del modelo esté degenerado, para los no-topolégicos esta
restriccion no es obligada.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange de la accién (1.6) son:

oV
I¢a

que son verificadas trivialmente por las configuraciones constantes citadas

D¢a =

(1.11)

¢0<I0,$1>:Ui, z:l,,n, UIGV

dado que los puntos de vacio v; son los minimos del potencial.

Las pequenas deformaciones en torno a la solucién estable 50 que siguen siendo
soluciones de las ecuaciones (1.11) se corresponderan con los cuantos fundamen-
tales de la teorfa cuantica. La funcién

OI(R; 2 2h) =T+ Zc‘i(ﬁ)emf 7= (K%k"), 7= (22" (1.12)

es una solucién en ondas planas de (1.11) si se verifica la relacién de dispersién:

A
a¢aa¢b

M?(7) es de esta manera la matriz de masas en el punto critico escogido. Dado que

Sup(K)? = bup(i')? + ME(E),  ME() ()

los puntos v que consideramos son todos minimos de V', no tendremos autovalores
negativos de M2 (¥) y asf las soluciones de pequenas deformaciones (1.12) alrededor
del minimo constante ¥ dependen del tiempo de la forma gine’ (con K? € R), es
decir, no divergen con el tiempo.

Las ecuaciones (1.11), para las configuraciones estaticas, gg = ¢, se reducen a
la forma:

Lo _ OV
A2~ Oq,

que pueden reinterpretarse, mediante lo que llamaremos Método de la Analogia

(1.13)

Mecéanica, como las ecuaciones de Newton para un sistema dindmico en Mecanica

Clasica donde U = —V es el potencial al que se ve sometida una particula en

1

el espacio RY, cuya posicién a “tiempo” t = z' estd determinada por el vector

q(t) = (q(t), ..., qn(t)).
d*q,  OU
a2 _aqa

(1.14)
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La accién de dicho sistema mecéanico sera:

+00 - g +00 - o

Jid :/_OO dt{%%-%—U@} :/_OO dt{%%.%+w@} _ B[

(1.15)
es decir, coincide exactamente con la energia total de la configuracién estatica en
la teoria clasica de campos.

Las condiciones asintéticas (1.9) se trasladan al sistema dindmico y asi las
trayectorias de accion J finita estdan en correspondencia biunivoca con los kinks,
de energia £ = J. Como veremos en los proximos capitulos dichas condiciones
determinaran que las trayectorias del sistema que corresponden a soluciones kink de
la teoria de campos son exactamente las soluciones separatrices entre el movimiento
acotado y el no acotado del sistema.

Se puede concluir, por tanto, con que la busqueda de kinks en un modelo de
este tipo se traduce, mediante la analogia mecanica, en la resolucién de un Sistema
Dinamico. Dedicaremos la seccién siguiente a recordar conceptos fundamentales de
la Teoria de Sistemas Dindamicos de cara a abordar, en las siguientes, la integracion
del sistema mecanico asociado al Modelo Sigma Lineal Deformado, objeto principal
de este trabajo.

1.3 Sistemas Dinamicos Integrables y Separables

Hamilton-Jacobi

Una vez establecida la necesidad de estudiar sistemas dinamicos clasicos de cara
a encontrar las soluciones de tipo onda estacionaria o kink de las teorias de cam-
pos bajo consideracion en este trabajo, presentaremos ahora una breve exposicion
de los principios, definiciones y propiedades fundamentales de los primeros, con el
unico objetivo de fijar la notacion y los métodos principales que van a ser utilizados
a lo largo de la memoria. No pretendemos en ningin momento ser exhaustivos, ni
detallaremos en ningtn caso las demostraciones de los teoremas expuestos. Poste-
riormente, en el Capitulo 4, desarrollaremos algunos de los aspectos que aqui cita-
mos y nos extenderemos en el andlisis de los aspectos variacionales de la Mecanica
Analitica en variedades riemannianas, con el objetivo final de estudiar la estabili-
dad de las soluciones de un sistema dindmico.

La exposicion que presentaremos a continuacion esta basada fundamentalmente
en el soporte bibliografico proporcionado por el texto de V.I. Arnold [9] y las
referencias complementarias [12], [61], [64] y [80].
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Plantearemos esta seccion utilizando una notacion rigurosa desde el punto
de vista geométrico, pero sin olvidar que trataremos en este trabajo con sis-
temas mecéanicos clasicos estandar; no profundizaremos, de esta manera, en las
muchas generalizaciones matematicas que estos conceptos admiten y que estan

muy tratadas en la literatura.

1.3.1 Sistemas Integrables

Comenzaremos este resumen de los conceptos fundamentales acerca de los Sistemas
Dinamicos desde un punto de vista Lagrangiano. Un sistema dinamico estard

determinado, por tanto, por un funcional de accién:

Slo] = /t 1 L(q(t), q(t))dt

donde o : [tg, t1] — M es una curva diferenciable en una variedad riemanniana M,
(7,9) = (q1,--,Gn; G, - - -, Gn) son un sistema de coordenadas canénico'? en TM,

fibrado tangente de la variedad M, y L, lagrangiana del sistema, es la funcién real
en TM'3:
iy I
E(q,d) =T-U= §Zgijqiqj—U(cf) (116)
17]
siendo g;; la métrica riemanniana de M y U(q) = U(n(¢,¢)) una funcién real en
M = m(TM), energia potencial del sistema y caracteristica del mismo.
Dada la curva citada o : [tg,t1] — M, su vector velocidad vendra determinado
por o' : [to,t1] — T M, y asi, si llamamos x;(t) = x;(c(t)) a las componentes de o

i; (ﬁ)(t) = ¢;(0'(t)) = z4(t), tendremos que ¢;(t) = ¢;(0'(t)) = dx;(0'(t)) = dxd;t(t) _

T De esta manera:

St = [ 5 2 sula(e) G g~ v ) a (1.17)

0 1,j=1

El principio de accion de Hamilton nos dice que las trayectorias solucion del

sistema se corresponden con aquéllas que hacen extremal el funcional de accion,

12Ge llama sistema de coordenadas canénico al construido de la siguiente forma: Sea
(z1,...,2,) un sistema de coordenadas locales en un abierto V' de M, entonces el sistema de
coordenadas canénico asociado a él en 7= (V) C TM, (4,q) = (q1,---,qn;q1,-- ., Gn) se define:
gi =x;0mYy ¢ = dz;.

13Nos restringiremos, como ya hemos dicho, a funciones lagrangianas estandar, es decir de la
forma £ =T — U siendo T la energia cinética (forma cuadratica no degenerada) y U la energia
potencial, llamadas frecuentemente en la literatura lagrangianas naturales.
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es facil comprobar que la condiciéon 65 = 0 conduce a las ecuaciones de Euler-
Lagrange (ver Apéndice D):

— — —— =0, Vi=1,...,n (1.18)

Si sustituimos en las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.18) la expresion del la-
grangiano (1.16) 6 (1.17), y recordamos la definicién de los simbolos de Christoffel
asociados a la métrica riemanniana g, (1.18) se escribirdn'*:

xi _ pioo 9% g, OU 1.19
WE W) g 9 D1 (1.19)

que no son mas que las ecuaciones de Newton del sistema generalizadas para una

métrica riemanniana cualquiera'®

. El gradiente de la funcion energia potencial,
cambiado de signo, es asi la fuerza generalizada. Evidentemente, si consideramos
el caso de energia potencial nula, las ecuaciones (1.19) se reducen a las ecuaciones
de las geodésicas sobre la variedad M.

No es dificil demostrar, por otro lado, que si se define la energia total o funcién
hamiltoniana del sistema como la funcién real en TM: H = 2T — L =T + U,
entonces H es constante sobre las trayectorias solucién del sistema, es decir, es
una constante del movimiento.

La presencia de més integrales primeras del sistema, que nos sirvan para simpli-
ficar la resolucién de las ecuaciones (1.18), estd a menudo asociada con la existencia
de simetrias en el sistema.

Llamaremos simetria del sistema, desde el punto de vista lagrangiano que es-
tamos tratando, a todo difeomorfismo 1) de M que deje invariante a la funcién
lagrangiana £9. Légicamente, £ es una funcién en TM, de manera que v actia
sobre £ por medio del difeomorfismo inducido v, de ¥ en T'M, asi v es una simetria
del sistema si L(1«(v)) = L(v), Vv € TM. Un campo de vectores X se denomina
simetria infinitesimal del sistema si genera un grupo uniparamétrico de simetrias.

Sea X una simetria infinitesimal y sea 1) el grupo uniparamétrico de difeomor-
fismos de M por él generado, asociamos entonces a X una funcién X en TM, que
llamaremos su funcién momento conjugado, de la forma X (v) = (v, X,()) (donde

14En el Capitulo 4 y en el Apéndice C estdn detalladas estas ideas.

15En la expresién (1.19) se ha tomado el convenio de Einstein de suma sobre fndices repetidos.
g% son las componentes de g~ 1.

16Para lagrangianas naturales, las simetrias del sistema no serdn méas que las isometrias de M

que preserven la energia potencial U.
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el paréntesis denota el producto escalar en TM y 7 es la proyeccion natural de
TM en M). Tenemos entonces el conocido Teorema de E. Noether:

Teorema de Noether. EI momento conjugado de una simetria infinitesimal es

una constante del movimiento.

Es decir, la funcion X es constante sobre las trayectorias solucién. En las

coordenadas candnicas antes citadas tendremos:

L (@
ai dS s=0

0
9q;
que para los lagranglanos naturales, a los que 1nos estamos restrlnglendo, seran:

X(q.q) =

Los momentos conjugados a los campos »— seran denotados por P; = Z?Zl 945,

P, = g—é, los momentos generalizados. De hecho, (q1,...,qn; P1,..., P,) es un

sistema de coordenadas locales en T'M. Es posible escribir asi las ecuaciones de
Euler-Lagrange (1.18), o las equivalentes ecuaciones de Newton (1.19), en funcién
de estas coordenadas:

dg; L dp; - oL

at At g
Por otro lado, y teniendo en cuenta que la funcién hamiltoniana se puede

escribir H = ). P,¢; — L, tras un breve calculo se obtienen las ecuaciones, equi-
valentes a las anteriores:

dgg OH  dP,  OH
& —op @ - g (1.20)

ecuaciones de Hamilton del sistema considerado!”.

Desde un punto de vista general, un sistema mecanico como el que hemos des-
crito se dice integrable si las ecuaciones que determinan su dindmica, (1.18), (1.19)
6 (1.20) son resolubles, es decir son integrables por cuadraturas. Sin embargo, esta
definicion aparentemente sencilla no lo es tanto a la hora de llevarla a la practica.
Sin dnimo de extendernos demasiado en las diferentes definiciones de integrabili-
dad que pueden darse, recordaremos simplemente dos frases oportunas sobre este
concepto, una de ellas debida a Birkhoff [12]: “When, however, one attempts to
formulate a precise definition of integrability, many possibilities appear, each with
a certain intrinsic theoretic interest”, y una segunda, citada en [12], de Poincaré:

“a system of differential equations is only more or less integrable”.

1"Nétese que estas ecuaciones de Hamilton estdn deducidas sin abandonar el punto de vista
lagrangiano. A pesar de que los abusos de notacién son habituales en estos contextos, y de que
nosotros hemos incurrido en ellos, hemos denotado a los momentos con maytsculas, reservando
las mintsculas para el formalismo hamiltoniano propiamente dicho.



SISTEMAS INTEGRABLES Y SEPARABLES HAMILTON-JACOBI 33

Utilizaremos en este trabajo el concepto de integrabilidad de un sistema dina-
mico asociandolo al Teorema de Arnold-Liouville que expondremos mas tarde.

Plantearemos a continuacién el Formalismo Hamiltoniano, es decir, el estudio
de la dindmica del sistema en el fibrado cotangente (espacio de fases) de la variedad
M (espacio de configuracién).

El mecanismo de paso del Formalismo Lagrangiano al Hamiltoniano es la Trans-
formacién de Legendre. Para los lagrangianos naturales, a los que nos hemos res-
tringido, esta transformacion es un isomorfismo de fibrados, de manera que ambas
formulaciones son absolutamente equivalentes. No nos extenderemos, por tanto,
en detalles sobre las transformaciones de Legendre, pertinentes cuando uno estudia
el caso general'®,

En el fibrado cotangente T* M, tenemos definida de manera natural una forma
simpléctica w (dos-forma cerrada, no degenerada e independiente de la métrica
que pueda estar definida en M).

De manera analoga al fibrado tangente, en T* M podemos dar unas coordenadas
locales naturales (qi,...,qn;p1,---,Pn), de tal forma que la transformacion de
Legendre L : TM — T*M se comporta de la forma ¢; 0o L = ¢;, p;o L = P;,
siendo P; el momento generalizado antes definido.

Con el abuso de notacion habitual en la literatura, llamaremos de nuevo funcién
lagrangiana £ y funciéon hamiltoniana H a las transformadas de las definidas en el
formalismo lagrangiano: £ = Lo L™, H = Ho L™

La forma simpléctica citada anteriormente viene dada, en las coordenadas natu-

rales (¢, p), por la expresién

w:idp,»/\dqi

=1

de hecho se denominan coordenadas candnicas a cualesquiera coordenadas locales
(@1,---,Gn;P1,---,pn) del fibrado T*M en las que w se escriba de esa forma. En el
caso que nos ocupa son las coordenadas naturales, pero su existencia esta garan-
tizada, localmente, en toda variedad simpléctica general (€2, w), por el conocido
Teorema de Darboux. Por este motivo las coordenadas candnicas se llaman a
menudo coordenadas de Darboux.

La estructura simpléctica nos permite definir, asociado a cada funcién dife-

renciable f en T*M (o en 2 para el caso general), un campo Xy en T*M, que

18Para los lagrangianos singulares la transformacién de Legendre no es un isomorfismo y ambas
formulaciones no son equivalentes.
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llamaremos campo hamiltoniano, por medio de la contraccién interior con w, de la
forma: iXw = df. La funcién f se llama funcién hamiltoniana de Xy.

Toda variedad simpléctica tiene una estructura asociada de variedad de Pois-
son. El paréntesis de Poisson asociado a w se define de la siguiente forma: Vf, g

funciones diferenciables en T* M, se define

{fvg} = W(XﬁXg)

Es trivial comprobar entonces que en un sistema de coordenadas canonico, el
paréntesis de Poisson tiene la siguiente expresion:

N~ [0f 0g Of Og

=1

Es necesario comentar, aun siendo reiterativos, que estamos restringiendo nues-
tro analisis al caso de lagrangianas naturales e independientes del tiempo. Es posi-
ble generalizar totalmente este analisis desde varios puntos de vista. En particular,
es habitual en la literatura (ver por ejemplo [80]) plantear un sistema dindmico
simplemente como una variedad de Poisson con una funcién hamiltoniana (energia)
determinada'®.

Las ecuaciones de Hamilton, ahora ya en las coordenadas naturales candnicas
(¢, p), se escriben en la forma:

OH 0H

. dp; _ - .

da; _
dt N 0pi

En general, por tanto, si f es una funcion diferenciable en T* M, tendremos:

f=1{Hr}

de manera que toda funcién f tal que {H, f} = 0 es una constante del movimiento,
una integral primera del sistema.

Existe un analogo evidente al teorema de Noether en versién hamiltoniana,
donde se construyen los invariantes por medio de la aplicacion momento. Puede
verse con detalle en muchas de referencias, resaltaremos [19] y [80].

Independientemente del origen de las integrales primeras, es facil demostrar
que el paréntesis de Poisson de dos de ellas es otra integral primera, de tal manera

que las integrales primeras de un sistema dinamico, con el paréntesis de Poisson,

9L, estructura de variedad de Poisson es més general que la de variedad simpléctica, toda
variedad simpléctica es de Poisson, pero el reciproco no es cierto.
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constituyen un algebra de Lie. Se dice, por otro lado, que dos integrales primeras
estan en involucion si su paréntesis de Poisson es nulo. Como ya hemos comentado
anteriormente, la existencia de integrales primeras en un sistema esta vinculada
a la integrabilidad del mismo, en el sentido ya citado de reducir la integracién de
las ecuaciones a la evaluacién de cuadraturas, es decir, integrales indefinidas de
funciones conocidas. El Teorema siguiente, formulado inicialmente por Jacobi en
1842, demostrado independientemente por Bour y Liouville en 1855, y reformulado

por Arnold en los afios cincuenta, establece con precisién esta vinculacién?’:

Teorema de Arnold-Liouville. ([80]) Sea T*M ~ R*" = (q,p) el espacio de
fases de un sistema hamiltoniano con el paréntesis de Poisson estindar y hamil-

toniano H(p,q,t). Supongamos que el sistema tiene n integrales primeras en in-

volucion Fy, ..., F,, es decir:
OF;
3_75]+{Fj’H} =0, {F;,Fx,} =0 (1.22)
Si las funciones Fi, ..., F, son funcionalmente independientes en el conjunto:
Mz ={(p,q;t) e R xR : F;(p,q,t) =a;, j=1,...,n} (1.23)
entonces las soluciones de las ecuaciones de Hamilton:
. 0H . OH
Pj = =7 4y = 75—
J 8q] J ap]

pertenecientes a Mz pueden obtenerse por cuadraturas.

Evidentemente, para los sistemas que no dependen explicitamente del tiempo,

como los que estamos considerando, la condicién (1.22) se reduce a que:
{F;,H} ={F;, F},} =0, Vi k=1,...,n

Existen varias generalizaciones de este teorema (en [80] pueden encontrarse
seis), para una exposicién detallada, asi como las demostraciones correspondientes
nos remitiremos al texto de Arnold [9]. Citaremos la primera generalizacién, a
variedades cualesquiera (no necesariamente tales que 7% M = R?" globalmente):

Teorema de Arnold-Liouville I1. Sean F,..., F, funciones diferenciables en
1mvolucion en una variedad simpléctica 2n dimensional 2 = T*M :

{F,F}=0, ij=1...n

Si se cumple:

20Es habitual denominar a este teorema como Teorema de Arnold-Liouville, a pesar de los
demas autores citados.
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o 1. Fi,...,F, son independientes en cada Mz (definida en (1.23)), es decir
sus diferenciales son linealmente independientes en cada punto de Mz.

e 2. Los campos hamiltonianos X; = Xp, son completos en M.
entonces se verifica:

e a) Mz es una variedad diferenciable invariante bajo el flujo de fase inducido

por las funciones hamiltonianas H = F;, Vj =1,...,n.

e b) cada componente conexa de Mz es difeomorfa al producto de un toro k-
dimensional y un espacio vectorial euclideo (n — k)-dimensional: Mz ~ T* x
R" k. Si Mz es compacta, entonces: Mg ~ T".

e ¢) existe una eleccion de coordenadas 1, ..., 0k, Y1s- - Yn—k €n Mz tal que

las ecuaciones de Hamilton para la funcion hamiltoniana F; toman la forma:
P = Wy, Us = Csj (w=w(a), c=cte.)

e d) Si Mz es compacta, entonces eziste un entorno de Mz en Q que es difeo-
morfo simplécticamente a varias copias de T™ x D", siendo D™ la bola n-
dimensional en R™ y siendo la estructura simpléctica de T™ x D™ la del
entorno de T™ x {0} en el fibrado cotangente T*T™ =T™ x R".

Es habitual en la literatura denominar sistemas completamente integrables bien
a los que verifican las hipotesis de este teorema, bien a los que verifican inicamente
la primera de ellas (la segunda es dificil de establecer en muchos sistemas). Nos
quedaremos con la segunda opcion.

La propiedad c) establecida en el teorema IT nos permite introducir las variables
de accion-dngulo. En el caso Mz compacto, las variables Fj, ¢, j,k = 1,...n, for-

man un sistema de coordenadas en 7% M, no necesariamente canénico, pero no es

dificil demostrar que existen n variables I, ..., I,,, dependientes iinicamente de las
funciones F}, y tales que la forma simpléctica, en coordenadas I, ..., Iy, ¢1, ..., @n,
se escribe:

=1

es decir, coordenadas canénicas en T*M. Fijando asi las constantes de movimiento
Fj, y por tanto, las I}, se determina el toro invariante que describe la dinadmica,
las variables ¢; determinaran la posiciéon de un punto en dicho toro y variardn

linealmente con el tiempo (ver [9] para los detalles).
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1.3.2 El Método de Hamilton-Jacobi

Una vez establecido con claridad el concepto de Sistema Completamente Inte-
grable, dos son los problemas fundamentales que permanecen: el primero, obtener
el nimero necesario de integrales primeras (si es que existe) para saber si el sistema
es completamente integrable y el segundo, y en general nada facil, integrar real-
mente el sistema de ecuaciones resultante. Tal y como afirma Arnold [9], de todos
los métodos existentes para integrar las ecuaciones diferenciales de la Dinamica el
mas efectivo sin duda es el llamado Método de Hamilton-Jacobi, desarrollado por
Jacobi para integrar las ecuaciones de Hamilton, de ahi su nombre. La técnica de
Hamilton-Jacobi consiste en calcular funciones generadoras de transformaciones
canodnicas, conceptos que definiremos a continuacién, y en definitiva, se reduce a
integrar una ecuacion en derivadas parciales, la ecuacion de Hamilton-Jacobi. Una
vez mas, no dispondremos de un método general para resolver esta ecuacion. La
técnica mas efectiva para hacerlo, y la que mayores éxitos ha conseguido en la his-
toria de la Mecanica, es el método de separacion de variables. Este método requiere
encontrar un sistema de coordenadas en el cual la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi sea
separable, lo cual en principio no es trivial en absoluto. No conviene olvidar, sin
embargo, una célebre frase de Jacobi ([54], recogida en [9] y [61]): “La principal
dificultad para integrar una ecuacién diferencial dada estriba en la introduccién
de variables adecuadas, para cuyo hallazgo no existen reglas. Por lo tanto, debe-
mos recorrer el camino inverso y después de encontrar alguna sustitucion evidente,
buscar problemas para los cuales se puede aplicar satisfactoriamente”?!.

Por otra parte, un teorema de Jacobi asegura que si un sistema es comple-
tamente separable en unas determinadas variables, entonces una soluciéon gene-
ral (dependiente por tanto de n-pardmetros independientes) de la ecuacién de
Hamilton-Jacobi se encuentra por cuadraturas, pero también entonces el sistema
correspondiente de ecuaciones candnicas podra ser integrado por cuadraturas.

Otro teorema, éste de Stackel, nos relacionara la separabilidad de la ecuacion de
Hamilton-Jacobi con la existencia de un determinado tipo de integrales primeras,
como veremos también en esta seccion.

La idea del método de Hamilton-Jacobi consiste en lo siguiente: bajo transfor-
maciones candnicas de coordenadas en el espacio de fases (cambios de coordenadas

que preservan la forma simpléctica, es decir, cambios de coordenadas canodnicas a

21No est4 de més precisar, con respecto a esta frase, que Jacobi llamaba sustitucién “evidente”
a situaciones del estilo al hallazgo de las coordenadas elipticas, que veremos en un apartado
posterior.
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nuevas coordenadas candnicas) se conservan las ecuaciones de Hamilton, como se
puede probar facilmente. De esta manera, si se consigue encontrar una transfor-
macién canoénica que convierta la funcién hamiltoniana en una funcién tal que
sea posible integrar las ecuaciones de Hamilton, entonces las ecuaciones originales
también seréan integrables.

Sin animo de extendernos demasiado, y remitiéndonos de nuevo al texto de
Arnold [9], diremos que este proceso, es decir, la obtencién de la transformacion

canodnica correcta para estos fines, requiere integrar la ecuacion:

H (%,@t) = K(Q) (1.24)

caso especial de la llamada ecuacion de Hamilton-Jacobi:

oS oS
E + H (a—(j,q,t> =0 (1'25)

donde se estd considerando el cambio de coordenadas candnicas (¢, p) a nuevas

coordenadas canodnicas (Q, ]3) de tal forma que la funcién hamiltoniana H (p, q) se

—

convierta en K(Q). S es la funcién generadora de dicha transformacién candnica,

—

es decir una funcién dependiente de (Q)) y de (¢) y tal que verifica:

— —

D _ . 95Q.aD) _

— s )
dq oQ
Las ecuaciones candnicas, en variables (@, P) tomaran la forma:

0K
Qi

de tal manera que las nuevas coordenadas (); seran constantes sobre las soluciones

del sistema.

Con todos estos ingredientes, podemos plantear el teorema:

Teorema de Jacobi. ([9]) Si se encuentra una solucidn general (integral com-
pleta) S(@,cj’) de la ecuacion de Hamilton-Jacobi (1.24), dependiente de n pard-

metros arbitrarios Q;, y tal que®?

0%S
Det (a@aq) £0 (1.26)

22Esta condicién hace que la transformacién canénica sea “libre”, ver [9].
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entonces las ecuaciones candnicas del sistema:
B o0H . oH
B 8pz»’ b= 0q;

G

!

se pueden resolver explicitamente por cuadraturas. Las funciones Q = Q;(q, D)
determinadas por las ecuaciones
05(Q,q) _ 7
9q

son integrales primeras de las ecuaciones (1.27).

Un comentario pertinente a este respecto es el de Arnold: “El Teorema de Ja-
cobi reduce la solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (1.27)
al hallazgo de una integral completa de la ecuacién en derivadas parciales (1.24).
Puede parecer sorprendente que esta ‘reduccion’ desde la simple a la complicada
nos proporcione un método efectivo para resolver problemas concretos. Sin em-
bargo, el resultado es que éste es el método mas valioso conocido para la integracién
exacta, y muchos problemas que fueron resueltos por Jacobi no pudieron serlo por
otros métodos”.

El proceso de separacién de variables para la resoluciéon de la ecuacién de
Hamilton-Jacobi o directamente de las ecuaciones de movimiento ha sido muy
investigado, fundamentalmente en el siglo pasado y en los principios del presente.
Un andlisis muy completo de los casos mas importantes puede verse en el texto
ya citado de Perelomov [80]. Resaltaremos aqui el caso de los sistemas llamados
de Stackel, asi como los teoremas relacionados con ellos, puesto que nos seran de
utilidad en los capitulos proximos.

Llamaremos sistema de Stackel a todo sistema dinamico cuyo hamiltoniano se

escriba de la forma (en un adecuado sistema de coordenadas):

=Yl an) 397+ Ula] (1.25)

Para este tipo de sistemas Stéckel (ver [80] y referencias alli recogidas) demostrd
el siguiente teorema:

Teorema de Stickel. Un sistema con hamiltoniano de la forma (1.28) admite
separacion de variables en su ecuacion de Hamilton-Jacobi si y solo si existe una
matriz B, n x n, cuyos elementos b;; dependan inicamente de la coordenada q;, y
tales que:

DetB#0, Y bi(gr)ar(q, ... qn) = (1.29)
k=1
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Si se denota por A = (a;;,) a la matriz inversa de B, entonces se tiene que los
coeficientes a; del hamiltoniano (1.28) seran

a; = a1

Un segundo resultado que puede deducirse para los sistemas de Stackel es que

las funciones:

1
=Y ay [52?22 + Ui(%)} ,  h=H (1.30)

forman un conjunto de integrales primeras en involucién para el sistema (1.28).
Finalmente, el teorema de Stackel puede reformularse en una versién mas fuerte
(debida a L.A. Pars, ver [80]):

Teorema de Stickel I1. Para un sistema dindmico con hamiltoniano (1.28), los
siguientes enunciados son equivalentes:

e 1) La ecuacion de Hamilton-Jacobi es separable.

o 2) Existe una matriz invertible B, cuyos elementos b;; dependen dnicamente

de la coordenada q; y que satisface las ecuaciones (1.29).

e 3) Existen n integrales primeras funcionalmente independientes y en in-

volucion, cuadrdticas en los momentos y con la forma (1.30).

Como vemos, los sistemas que verifican el teorema de Stéckel tienen asociadas n
integrales primeras en involucién y ademads ortogonales (se dice que son ortogonales
en el caso en que no contienen términos cruzados en los momentos, es decir términos
de la forma a;;pip;, © # 7).

Como ya hemos dicho, un analisis detallado de diversos sistemas separables y
algunos resultados generales sobre los mismos puede verse en [80], en particular, se
estudian los conocidos sistemas de Liouville, que no son més que un caso particular
de los sistemas de Stackel.

1.3.3 Simetrias ocultas y Deformaciones Integrables

En el primer apartado de esta seccion recordabamos el teorema de Noether, que nos
permite calcular constantes de movimiento de un sistema dindmico cuando cono-

cemos una simetria de dicho sistema. Como resultado directo se obtenia que las
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cantidades conservadas (o invariantes Noether), para funciones lagrangianas natu-
rales, eran funciones lineales y homogéneas de las velocidades J Una exposicion
detallada de este hecho puede verse en [85].

Tenemos, por tanto, desde el punto de vista Hamiltoniano, que a cada grupo de
transformaciones que conservan la accién Hamiltoniana le corresponde una integral
primera de las ecuaciones de movimiento. El enunciado reciproco es también cierto
en el siguiente sentido ([61]): El flujo de fase de un sistema Hamiltoniano con
una integral primera adicional conocida tomada como Hamiltoniano transforma
soluciones de las ecuaciones de movimiento originales en soluciones de las mismas
ecuaciones.

Se suele utilizar en la literatura el nombre de simetrias ocultas o generalizadas
para denominar la situacién antedicha, es decir, la existencia de integrales primeras
de un sistema dinamico no explicables por medio de la aplicacién del Teorema de
Noether a simetrias obvias del mismo. Muchos y variados son los ejemplos de este
tipo de situaciones, como el problema de Kepler, las geodésicas de un elipsoide o
el caso ya citado de las ecuaciones que dan origen a soluciones soliténicas (KdV,
SG, etc), donde aparecen infinitas cantidades conservadas independientes (ver [9],
apéndice 13 y referencias alli recogidas).

En algunos casos, y particularmente en el sistema dinamico asociado al Mode-
lo Sigma O(N) Lineal Deformado que estudiamos en este trabajo, la presencia de
integrales primeras que no son invariantes Noether correspondientes a la accion de
ningin grupo esta asociado precisamente al hecho de tratarse de deformaciones de
sistemas que si que admiten dichas simetrias Noether. De esta forma se parte de
un sistema completamente integrable gracias a la presencia del suficiente niimero
de integrales primeras en involucién, debidas a una simetria del sistema bajo la
accién de un grupo de Lie (més la integral obvia de la energia) y se llega a un
nuevo sistema, también completamente integrable, donde las integrales primeras
han sufrido a su vez la deformacién, de tal manera que se corresponden en el modelo
deformado con simetrias ocultas. En el caso del sistema citado, que analizaremos
mas adelante, la deformacién del modelo considerada rompe una invarianza bajo la
accién del grupo O(N), el nuevo grupo de simetria es discreto, no tiene por tanto
invariantes Noether asociados y, sin embargo, el sistema contintda siendo com-
pletamente integrable. Llamaremos a este tipo de modificaciones Deformaciones
Integrables.
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Capitulo 2

De las Ondas Solitarias en el
Modelo Sigma O(N) Lineal
Deformado

Una vez introducidos, en el Capitulo primero, los principales temas que se estu-
dian en este trabajo, dedicaremos el Capitulo segundo a presentar el que hemos
denominado Modelo Sigma O(N) Lineal Deformado y a calcular explicitamente
todas las soluciones de tipo kink del mismo.

En una primera seccién recopilaremos brevemente las caracteristicas principales
del Modelo Sigma Lineal, asi como sus aplicaciones. Especificaremos también las
posibles deformaciones que de dicho modelo pueden realizarse al mismo tiempo
que analizaremos la necesariedad e interés de las mismas desde diferentes puntos
de vista.

En la Seccién 2.2 se planteard el sistema mecanico analogo al modelo y sus
propiedades. El sistema dinamico resulta ser completamente integrable en el sen-
tido del Teorema de Arnold-Liouville comentado en el Capitulo precedente. De
hecho se trata de un sistema ya tratado en la literatura matematica, si bien desde
un punto de vista diferente al que aqui nos ocupa, por R. Garnier en 1919 [42].

Tras una seccion dedicada al estudio de las coordenadas elipticas, resolvere-
mos finalmente la ecuacion de Hamilton-Jacobi del sistema, que resulta ser una
ecuacion separable en las coordenadas citadas. Demostraremos ademas, usando
razonamientos dindmicos, que las ondas solitarias de este modelo estan restringi-
das a una determinada regién en el espacio interno RY del sistema, una elipse y su
interior para el caso N = 2 (como era ya conocido en la literatura desde los afios
ochenta, si bien no estaba demostrado), un elipsoide y su interior para N = 3 y
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en general un hiperelipsoide y su interior para N > 3.

En el Capitulo 6 abordaremos otra resolucién de este sistema dindmico a partir
de las ecuaciones de primer orden que para el mismo se derivan de su caracter pre-
supersimétrico. Estudiaremos alli la equivalencia, para los sistemas de este tipo,
entre ambos planteamientos.

2.1 Modelo Sigma O(N) Lineal y sus deforma-

ciones

Los origenes del Modelo Sigma O(N) Lineal se remontan a principios de los afnos
sesenta, cuando Gell-Mann y Levy estudiaron la fenomenologia hadrénica de baja
energfa introduciendo una teoria Lagrangiana efectiva de este tipo (ver [43] para
detalles). El modelo viene dado por el funcional de accién:

1 A2
sv= [ {Jox-ow = (vv-at?) 21
(donde ¥ = (x1,---,xn) es un campo vectorial que representa a N campos es-

calares en 141 dimensiones, A\* y o son constantes) y describe sistemas en Teorfa
Cuantica de Campos con ruptura espontanea de simetria y bosones de Goldstone
en el espectro de particulas.

Originariamente las deformaciones del modelo fueron usadas para tratar a los
mesones ligeros como pseudo-particulas de Goldstone. Ademas de convertirse en
una parte central del algebra de corrientes, el Modelo Sigma Lineal pasé a tener
una crucial importancia en la Fisica fundamental como el sector de Higgs para
las teorfas gauge de las particulas elementales (una exposicién detallada de estos
aspectos puede verse en [102]). Como ejemplos, podemos citar el modelo sigma
O(4), en su version lineal, que corresponde al sector de Higgs de la teoria elec-
trodébil, o el caso O(24) x O(5), que proporciona el sector bosénico de la teoria
de gran unificacién SU(5) minima. Hoy en dia estas teorias se consideran también
como limites de baja energia de teorias de cuerdas fundamentales. En esta linea,
consideraremos también en esta memoria deformaciones del Modelo Sigma O(N)
Lineal similares a las propuestas en [11]; se trata de modelos tales que su renormal-
izacién falla (en dimensiones fisicas como 2+1 o 3+1, no asi en 141 dimensiones)
pero que describen correctamente los aspectos de baja energia.

Estudiaremos en este trabajo las soluciones de tipo soliténico o kinks de una
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deformacién natural del Modelo Sigma Lineal de N campos

sl = [ dQIB{%%%-é’“Y—%(% 7 Z% } 2.2)

donde 32 son constantes y se ha supuesto el Convenio de Einstein de suma en los

9[\9

indices griegos.

Los motivos que nos llevan a considerar una deformacion y la razén de que
tomemos especificamente ésta son varios. Por un lado la estructura de solitones
que encontraremos es muy rica, con solitones topoldgicos y no-topolégicos. Desde
el punto de vista de la aplicacién a la Cosmologia, ya citada en el Capitulo anterior,
los solitones de esta teoria (“domain walls” desde esta perspectiva), al tener es-
tructura interna, permitiran la existencia de defectos dentro de defectos, situacion
similar a la propuesta por Morris en [72].

Por otro lado, el teorema de Coleman prohibe la existencia de bosones de
Goldstone en teorias en 141 dimensiones debido a la presencia de divergencias
infrarrojas (ver [23]). De esta forma, no es posible una cuantizacién correcta del
Modelo Sigma Lineal en 1+1 dimensiones pues la ruptura espontanea de la simetria
de un grupo continuo (O(N)) produciria tales bosones de Goldstone. Se hace
necesaria, por tanto, una deformacién que conduzca a que en lugar de una ruptura
espontdnea de la simetria de O(N) por una variedad de vacio degenerada S™V~!,
aparezcan términos de masa que rompan explicitamente la simetria O(N) a una
discreta. Se trata, en definitiva, de considerar en el modelo original la deformacién
que se generaria, en cualquier caso, al introducir las correcciones cuanticas. La
deformacién que trataremos principalmente en este trabajo sera, desde este punto
de vista, la més sencilla posible y rompera la simetria O(N) explicitamente a un
grupo discreto, Z?N . Ello permitird la existencia de un vacio degenerado, con
ruptura espontanea de la simetria al tomar uno de los puntos de vacio posibles,
pero sin la presencia de bosones de Goldstone.

La historia de este modelo, o de la versién deformada del Modelo Sigma O(N)
Lineal, se remonta a los trabajos de C. Montonen [71] y S. Sarker, S.E. Trulliger y
A.R. Bishop [91] sobre el modelo para dos tinicos campos escalares, que es llamado
por ese motivo modelo MSTB en la literatura. Los autores citados propusieron el
modelo en el contexto de la busqueda de solitones no topolégicos con estabilidad
garantizada por una simetria interna (U(1)). R. Rajaraman, [86], utilizando la
técnica de las érbitas de prueba, encontré algunas soluciones soliténicas para este
modelo. Posteriormente E. Magyari y H. Thomas demostraron, en 1984 [66], que



46 CAPITULO 2

el sistema dinamico asociado via la analogia mecanica al modelo MSTB era un sis-
tema hamiltoniano completamente integrable, apuntando ademas que este modelo
podia verse como una aproximacion continua clasica a un cristal unidimensional
con un parametro de orden de dos componentes.

H. Ito, en 1985 [52], demostré que el sistema dindmico no sélo era completa-
mente integrable sino ademas separable Hamilton-Jacobi, y calculé explicitamente
la totalidad de las soluciones del problema mecanico y, por tanto, todas las con-
figuraciones solitonicas de la teoria. La resolucion de Ito aclaraba completamente,
por otra parte, la peculiar regla de suma de las energias de los diferentes tipos de
kinks, que constituia hasta entonces un hecho casi empirico.

El mismo Ito y H. Tasaki analizaron la estabilidad de estas soluciones mediante
el uso de una generalizacién del Teorema del Indice de Morse [53]. Finalmente
J. Mateos Guilarte, [67] y [68], estudié completamente estos aspectos utilizando
Teoria de Morse a la Bott, tras identificar la topologia del espacio de configuracion
como la del espacio de caminos en la esfera S2.

En la seccién 3.1 del préximo capitulo describiremos el célculo de los kinks de
este modelo y sus principales propiedades.

En el articulo [4] A. Alonso Izquierdo, M.A. Gonzélez Leén y J. Mateos Guilarte
estudiamos dos sistemas muy similares al modelo MSTB, uno de ellos consistente
en una deformacion de éste, mientras que el segundo trata con una energia po-
tencial del tipo Chern-Simons-Higgs, que surge en las teorias gauge planas au-
toduales. En la referencia [3] se extiende dicho estudio a toda una infinidad de
modelos con dos campos escalares reales, al realizarse un estudio general de los
sistemas dinamicos bidimensionales completamente integrables asociados.

Trataremos en este trabajo, como ya hemos citado, el modelo andlogo al MSTB
para el caso de N campos escalares. Una primera presentacién de los resultados
obtenidos puede verse en [5] y en [7].

A la hora de generalizar a N campos la deformacion del Modelo Sigma Lineal
que presenta el modelo MSTB surgen diferentes opciones, segin los diferentes
valores que puedan tomar las constantes (3, introducidas en (2.2). Un punto de
vista clarificador es el de considerar todas las posibilidades dentro de una familia

de modelos caracterizados por una densidad de energia potencial:

v:§<zeaxz—a2) IS 9) S AN

a=1 a=1 b=1
donde €,, 5% y 72, son los pardmetros de la familia. Las divergencias ultravioletas
en la teoria cuantica asociada estan controladas por el orden normal del producto
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de operadores, pero surge la necesidad de introducir un punto de renormalizacién
12, y la dependencia de los pardmetros renormalizados en p? estard determinada
por la ecuacién del grupo de renormalizacion.

Una solucion especial, con un flujo del grupo de renormalizacién especifico,
podria llevar al “punto”

efw) =1, BEWH=0, ARW)=0, Vab=1,...,N

en el espacio de teorias cuanticas de campos asociadas a la familia. Este punto
es, logicamente, el Modelo Sigma O(N) Lineal, con su correspondiente grupo de
simetria G = O(N). La érbita de vacfo, como ya hemos dicho, serd SV =1, y apare-
cen, por tanto, N — 1 particulas sin masa, bosones de Goldstone, como corresponde
a una situacion con grupo continuo de simetria.

Otro punto distinguido ocurre en el caso:
) =1, VB (u?) =0, VYa,b=1,...,N

pero BR(u2) = -+ = BR(u2) = 0y BR,(42) < -+ < B%(42). La orbita de vacio
serd ahora S™! y tendremos, en consecuencia, r — 1 bosones de Goldstone.
Como ya se ha citado anteriormente, el Teorema de Coleman impide la exis-
tencia de bosones de Goldstone en teorias 141 dimensionales. El comportamiento
asintotico infrarrojo de las funciones de Green de dos puntos de un campo escalar
cudntico prohibe los polos en k? = 0. De esta manera, no es posible buscar el
Modelo Sigma Lineal, o la deformacién que acabamos de explicar (con grupo O(r)
espontdneamente rota a O(r — 1)), en el flujo del grupo de renormalizacién. Los

puntos permitidos mas cercanos a éstos seran los de la forma:

) =1, VB (u?) =0, Ya,b=1,...,N

a

B (p?) =0 < B (1) = Ba < -+ < BR(1?) = B
Nos centraremos en el caso de méaxima simetria explicitamente rota, es decir,
cuando tenemos las desigualdades estrictas y, por tanto, nuestro modelo a tratar

serd el de la ecuacién (2.2) con constantes de deformacién que producen méxima
anisotropia en los términos armoénicos:

Pir=0<fr < <Oy (2.4)

Los demas casos permitidos corresponden a situaciones del tipo:

Bi=0<fh="r= 0 <Prsr=r =l <+ < Brya =+ = Oy
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que presentan un espectro de particulas degenerado pero no bosones de Goldstone.
Los generadores de subgrupo de simetria O(r; —1) x O(ry —r1) X -+ X O(N —ry)
estaran todos en el grupo pequeno del vacio. El grupo de simetria es G = Zgy X
O(ry — 1) x O(rg — r1) X - -+ X O(N —1y,), el grupo pequeno o grupo de simetria
remanente tras escoger uno de los vacios es H = O(r; — 1) x O(rg — 1) X -+ X
O(N —7y), v, en definitiva, la variedad de vacio V puede entenderse como la rbita
de uno de sus elementos por la accién del grupo: V = G/H = Zo.

Existe una gran analogia entre los razonamientos expuestos y el teorema c de
Zamolodchikov [112]: las deformaciones en el espacio de teorfas de campos (14 1)-
dimensionales que conducen de sistemas conformes a sistemas integrables son las
mas interesantes. En este caso la situacion es andloga pero finito-dimensional,
el papel del grupo conforme lo representa el grupo O(N) y la integrabilidad de
sistemas con infinitos grados de libertad es sustituida por la integrabilidad de un
sistema mecanico N-dimensional.

Trataremos a continuacién, como ya hemos citado, la deformacion maximal-
mente asimétrica. Por otro lado, analizaremos mas adelante las consecuencias que
tiene sobre la estructura de la variedad de soluciones kink los diferentes valores
relativos que puedan tomar las constantes del modelo, avanzaremos simplemente
que el caso m4s rico se corresponde con el rango 32 < @?A\? Va =1,..., N, al que

nos restringiremos por ahora.

2.2 Modelo Sigma Lineal Deformado y busqueda
de Kinks

Tal y como hemos comentado en la seccién anterior, estudiaremos una teoria

de campos (1+1)-dimensional con N campos escalares reales, que representare-

mos agrupados en un campo vectorial N-dimensional ¥ = (x1, X2, .-, Xn), Cuya
dindmica viene determinada por el funcional de accién':
— 1 — — r 7
S0 = [ {50,007~ Vi (25)

donde p = 0, 1, se estd considerando la métrica g, del espacio de Minkowski 141

(1 0
=10 -1

LComo ya se ha especificado, se utiliza el Convenio de Einstein de suma en indices repetidos

dimensional en la forma

Unicamente en los indices denotados con letras griegas.
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y el producto escalar es el euclideo estdndar en RY.
La densidad de energia potencial de la deformacién del Modelo Sigma Lineal

que consideramos es:

= N, om? 2 Y 53 2
V(le'“aXN)_Z(X'X_F) +;Zxa (2.6)

Como ya hemos comentado, nos restringiremos al caso en el que los parametros

verifican 3, # 3y, Va # b, y dentro del rango determinado por las inecuaciones?:

2 2
B85 < m”.
Introduciendo variables sin dimensiones, de cara a obtener expresiones méas
m V2, . B2 2 )
sencillas para la accién®: ¥ — (ID Y — LEx; % — 0, tendremos:

- oo +°° 1 - -
S[®] = F dx/ {Eaﬂq»a“cb—V(qzﬁl,...,ng)} (2.7)

N
V(g on) =5 (88 -1) +5 3 0262 (28)
a=1

mientras que la condicién (2.4), junto con los rangos de pardmetros tomados, se

traducen en la eleccion
c1=0<o09 < - <ony<1 (29)

de las constantes de la deformacion.
La busqueda de ondas solitarias o kinks de la teoria de campos nos lleva a
centrar nuestra atencién en las configuraciones estdticas, es decir: ®(z% x!) =

g(x'). Para ellas, el funcional de energfa se reduce a la expresion:

3 +00 1 d(j dq—*

El espacio de configuracion que consideraremos es por tanto el conjunto de
aplicaciones ¢ : R — R¥ tales que la energia E[q] sea finita:

C = {q(=")/E[q) < +oo}

’ . 2 a .
ZNétese que se ha escogido la constante a? de la forma: o? = % asf 32 < a?)\? equivale a

A2
B2 < m?.
3Es necesario precisar, en este punto, que en la expresién (2.5) se han utilizado unidades

naturales.
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de tal forma que perteneceran a C aquellas configuraciones ¢ continuas que sa-
tisfagan las condiciones asintoticas

lim — =0, lim ¢(z') = (2.11)

donde ¥ es un vector constante de V), la variedad de vacio del modelo, es decir, los
minimos, y simultdneamente ceros, de la densidad de energia potencial tomada.

Obviamente, para este caso, sera un conjunto de dos elementos:
V= {0" = (£1,0,...,0)} (2.12)

y, por tanto, la variedad de vacio, a pesar de estar degenerada, es un conjunto
discreto.

Las simetrias del sistema serdan, ademaés de la invarianza natural bajo la accién
del grupo de Poincaré bidimensional, una invarianza o simetria interna bajo la
accién del grupo discreto G = Zy X - -+ X Zsg, generado por g, — (—1)%bq,, Vb =
1,..., N. La variedad de vacio puede verse asi como la érbita de un elemento bajo
la accion del grupo:

V= G/Hgi = ZQ

donde Hy+ es el grupo pequeio o grupo de isotropia del vacio ¢+, al que rompe
G al elegir el vacio concreto, es decir, el grupo de simetria restante al cuantizar
alrededor de .

Los ceros de V' son al mismo tiempo soluciones constantes de las ecuaciones de
los campos (2.13): por ser minimos del potencial verifican

ov
=0 YVa=1,...,N
9qa | gy
y, por tanto, cumplen las ecuaciones
oV
Og, = — 2.13
q 0. (2.13)

de manera trivial.
Por otro lado, el espectro de particulas, M2 (%), matriz de masa en cada punto

critico tomado, serd

0 g% o 0 m2
2

M?*(7%) = (2.14)
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cuya simetria es exactamente el grupo pequeno del vacio considerado Hz+. Al ser
los puntos @ minimos de V, los autovalores M?(5+) son todos positivos y asi, tal y
como se explico en la Seccion 1.2, las soluciones de pequenas deformaciones alrede-
dor del minimo constante ¥* no serdn divergentes con el tiempo. Si entendemos
el modelo como una aproximacién continua de un cristal unidimensional con un
pardmetro de orden con N componentes (de manera similar a lo apuntado por
Magyari y Thomas, [66], para el modelo MSTB), encontramos que el espectro de
particulas esta dado por IV ramas de fonones en una tunica fase.

La existencia de dos vectores de vacio, " y ¥, en V, hace que el espacio de
configuracion del modelo sea la unién, en este caso, de 4 sectores topolégicamente

disconexos
C=CctPHyctIyc=Hyct

Esta estructura topoldgica es la misma que la del modelo MSTB, profunda-
mente analizada en las referencias [67, 68]. Utilizando la identidad 7y(C) = mo(V)
entre los grupos de homotopia de orden cero de C y V y las condiciones asintéticas
(2.11) encontraremos que my(C) = Zy (ver [17] para detalles).

Teniendo en cuenta que los dos vacios o de nuestro modelo tienen todas las
componentes nulas salvo la primera, es posible definir la carga topoldgica de cada
configuracion como un escalar dependiente inicamente del primero de los campos,

q1- De esta forma:
L. .
Q@) = 5(@1(00) = di(=00))
_ qi 4

donde ¢; = o] - Podemos utilizar QT para etiquetar las clases de homotopia y
asf la carga topoldgica serd nula para las configuraciones de los sectores C(H+) y
C(—7), kinks no-topolégicos, mientras que los sectores C*7) y C(=F) contienen
kinks topoldgicos, con cargas +1 y -1 respectivamente, y que denominaremos en
adelante kinks para el sector C(=1), y antikinks para el C(H7).

El sistema de ecuaciones (2.13) se reduce a un sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias para estas soluciones estacionarias:

d*q, oV

(a1 = a—qa (2.15)

junto con las condiciones asintéticas (2.11).
La resolucién de este sistema es equivalente, por la analogia mecanica explicada

en la Seccion 1.2, a encontrar las soluciones de un sistema dindamico Lagrangiano

4Mantenemos la definicién similar a la (1.10) si bien en este caso |v;| = 1 independientemente
del vacio alcanzado, con lo que se podria obviar esta “normalizacion”.
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en el cual la coordenada ' = ¢ representa al “tiempo” mecdnico, mientras que ¢(t)
nos determina la posicién de la “particula” descrita por dicho sistema Lagrangiano
en el espacio RY. Esta interpretacién cobra sentido si tomamos como energia

potencial de la “particula” a U(§) = —V(q). Las ecuaciones (2.15) se escriben,
desde esta perspectiva:
d%q, oU
= — 2.16
dt? 0qq ( )

La accion del sistema mecanico no es mas que la energia de las configuraciones

estéticas (salvo las constantes multiplicativas):

+oo > o 2
J[d :/ dt{lﬁ Lda U(cj)} - ‘2? Elq (2.17)

@ 7-1)°-2) o2g (2.18)

y asi las trayectorias ¢(t) de accién J finita estdn en correspondencia biunivoca

con los kinks, de energia E = \;’5\2 J.

Como ya hemos comentado, el método de la analogia mecanica fue utilizado
exitosamente en el modelo MSTB por Magyari y Thomas [66], demostrando que el
sistema mecéanico asociado era completamente integrable en el sentido de Arnold-
Liouville. Ito, [52], demostr6 que ademas el sistema era separable Hamilton-Jacobi,
encontrando de forma explicita todas las trayectorias. Demostraremos a conti-
nuacién que este modelo con N campos mantiene estas propiedades dinamicas y
calcularemos todas su soluciones.

Las ecuaciones de movimiento de la particula (2.16), escritas de forma explicita,

seran:
d*qq
dt?

=2¢. (77— 1) +02q, (2.19)

donde a=1,...,N.
Las condiciones asintéticas (2.11) se traducen en:

dqa
= li =4 2.2
A =0 I d(t) = Ha (2:20)
Utilizaremos el Formalismo Hamiltoniano para integrar el sistema mecénico.

El momento candnico asociado a la variable g, sera, logicamente:

0J _dqa

palt) = =-() = SE )
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De esta forma (q,, p,) constituiran un sistema de coordenadas locales del espa-
cio de fases del sistema. La funciéon de Hamilton se calcula facilmente:

- 1 (& AR
I == 2 _ = 2_1) == 202 2.21
1= ;:1 Pa= 3 <a§:1 4, ) 5 ;:1 0ola (2.21)
que nos conduce a las ecuaciones canénicas, equivalentes a (2.19):

dqa dpa

— =11 afs _:[7(1
el CR O, o = Upal

donde se utiliza el paréntesis de Poisson estandar definido de manera natural en

el espacio de fases:

N
oF 0G O0F O0G
(r6r=3 (5. a7 o5 o)

R. Garnier, en su articulo de 1919 titulado: “Sur une classe de Systémes
différentiels Abéliens deduits de la Théorie des équations linéaires”; [42], integrd
las ecuaciones (2.19) en términos de las funciones theta. El sistema mecédnico
dado por (2.17), asociado al sistema de ecuaciones (2.19), ha sido frecuentemente
llamado Sistema de Garnier por esta razon.

La técnica empleada por Garnier se basaba en la separabilidad de las ecuaciones
en coordenadas elipticas, si bien Garnier no las empleaba explicitamente. FEn el
articulo citado se demuestra la integrabilidad de un tipo general de sistemas de
ecuaciones diferenciales de los cuales (2.19) no es mas que un caso particular. Este
hecho tal vez sea el causante de que durante anos se hayan publicado diferentes
articulos exponiendo resultados parciales acerca de la integracién del sistema (2.19)
sin conocer sus autores que dicho problema estaba resuelto.

El Sistema de Garnier ha sido utilizado en el campo de la Geometria Algebraica
para estudiar espacios de moduli de ciertas variedades abelianas. Desde este punto
de vista el Sistema de Garnier constituye un ejemplo de sistema completamente
integrable algebraico (ver el Capitulo VII de la referencia [101] para detalles).

En 1980, Grosse demostro que las funciones:

N N
1
Ko=) ———lo+ni+Q-o)a-a) g (2.22)
b=1b#a b a b1

cona=1,...,N y donde
lab = PaGp — Pv4a
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son integrales primeras del sistema dindmico y que, ademas, estan en involucion:
{I,K,} =0; {K, Ky}=0, Va,b (2.23)

Las funciones K, constituyen un conjunto completo® de integrales indepen-
dientes. Aparentemente tenemos un conjunto, por tanto, de N + 1 integrales
primeras en involucién {I;, K1, ..., Ky}. No se trata, sin embargo, de un sistema
sobreintegrable o superintegrable puesto que es facil comprobar que K; + Ky +
-o-+ Ky =2I; + 1, es decir s6lo N de las integrales son independientes.

De acuerdo con el Teorema de Arnold-Liouville, el sistema es completamente
integrable.

La verificacién de las condiciones asintéticas (2.20), por otra parte, determina
que las trayectorias del sistema que constituyen las soluciones de tipo onda solitaria
de la teoria de campos subyacente son aquéllas para las cuales las constantes de

movimiento toman los valores siguientes:
[1:K2:K3:"':KNZO, Klzl

como puede comprobarse facilmente.

Dado que las integrales primeras son cuadréticas en los momentos, pero no
ortogonales (contienen términos de la forma p;p;, con ¢ # j), no es posible aplicar
directamente el Teorema de Stéckel. Sin embargo, el sistema resulta ser no sélo
completamente integrable, sino separable. Es decir existe algin sistema de coor-
denadas en el que las ecuaciones reducen a un conjunto de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias no acopladas, o, alternativamente, si se utiliza el Formalismo de
Hamilton-Jacobi, como nosotros haremos, la ecuacion de Hamilton-Jacobi es sepa-
rable e integrable por cuadraturas. Evidentemente, en este sistema de coordenadas
si que se verificaran todas las hipotesis del Teorema de Stackel citado. El sistema
de coordenadas adecuado a nuestro modelo no es otro que las coordenadas elipticas
de Jacobi, a las que dedicaremos la proxima seccion.

2.3 Coordenadas Elipticas

Las coordenadas elipticas fueron descubiertas por G. Lamé en 1837 e indepen-
dientemente por C.G.J. Jacobi [54] en 1838.

5En el sentido del Teorema de Arnold-Liouville.
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Jacobi encontré el sistema de coordenadas ortogonales que permitia separar
las ecuaciones de las geodésicas sobre el elipsoide triaxial y escribir las cuadra-
turas que determinaban dichas geodésicas: las coordenadas elipticas. Sin embargo,
Jacobi no pudo calcular explicitamente dichas cuadraturas, pues se necesitaban
las funciones theta de género dos, absolutamente desconocidas en su época. Fue
K. Weierstrass, en 1861, quien resolvié definitivamente el problema. Un estudio
cualitativo del comportamiento de dichas geodésicas puede verse en el texto de
V.I. Arnold [9], mientras que una exposicién detallada del proceso de integracién
de las cuadraturas con funciones theta, asi como de las principales propiedades
de las coordenadas elipticas puede encontrarse en [81]. Otra referencia importante
sobre las coordenadas elipticas y el proceso de separacién de variables que veremos
en la préxima seccién es [111].

Lamé estudiaba los problemas de la transmisién del calor en un elipsoide, es
decir la ecuacién de Laplace tomando el elipsoide como superficie equipotencial.
Histéricamente, sin embargo, se ha conocido a estas coordenadas como Coorde-
nadas Elipticas de Jacobi. Estos resultados historicos se refieren al caso bidi-
mensional, no es dificil, sin embargo, generalizar la definicién y las propiedades
de estas coordenadas al caso N-dimensional. Las coordenadas elipticas han sido
usadas, ademads, para la resolucién del problema de la fuerza eldstica sobre el elip-
soide triaxial (Jacobi [54]) o, mds recientemente, para el problema de los billares
elipsoidicos (Chang y Friedberg [24]).

Dados N numeros reales positivos y diferentes 0 < a; < as < ... < ay,

podemos construir la ecuacién:

N2
Q@) =) —5=1 (2.24)

J=1

donde Q,(Z) puede verse alternativamente como una funcién de RY, es decir de
las variables (z1,...,zy) = ¥ € RY, 0 como una funcién de la variable compleja
A, a 7 fijo.

Es posible escribir esta ecuacién en la forma:

) H()\ =)

[T - a)

J=1

—0 (2.25)

Ly

N
1—QA(£'):1+Z)\
j=1

donde se ha tomado por un lado comin denominador, con lo que éste serd un
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polinomio de grado N en Ay, por otro, dado que el numerador también es un poli-
nomio de grado N, se ha escrito factorizado en términos de sus raices (A, ..., An).
El hecho crucial es que dichas raices, del numerador y por tanto de la ecuacion,
son numeros reales y ademds separados por las constantes tomadas (ay,...,ay)

de la forma:

)\1<Q1<)\2<6L2<...<)\N<(1N

(ver Figura 2.1)S.

Se llaman coordenadas elipticas del punto Z = (z1,...,zy) € RY a las raices
(A1,...,An) de dicha ecuacién (2.24).

Figura 2.1: Gréfica de la funcién @ (%) sobre el eje real (\) parael caso 0 < a; < as < as
y de la recta y = 1. Los puntos de corte definen las coordenadas elipticas A1, Ao y As.

Desde un punto de vista geométrico, la ecuacion (2.24) con A = \; y vista por
tanto en las incégnitas (z1,...,zy), representa una familia de cuddricas en RY,
de forma que el hiperplano “eliptico” A; =cte. mnos proporciona la ecuacién de
un hiperelipsoide, mientras que \; =cte, Vi = 2,..., N se corresponden con los
hiperhiperboloides de todas las signaturas posibles en RY.

Por simplicidad en la notacién, llamaremos a los dos productos que aparecen

SEs facil demostrar que las rafces son reales: el dominio real de Qx (&) (como funcién de \) es
R—{a1,...,an} = (—00,a1)U(a1,a2)U...U(an,o0), que coincide con su dominio de continuidad
y de derivabilidad. La derivada de (1 — Qx(Z)) es diferente de cero para todo A del dominio, de
esta forma tendra a lo mas una raiz en cada parte conexa del mismo. Como ademads en todos
los intervalos del dominio excepto en el Ultimo (ay,o0), la funcién 1 — Q(Z) cambia de signo,
por el Teorema de Bolzano queda probada la existencia de N raices reales.
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en la ecuacion (2.25) de la siguiente manera:

N

AN =TT =x): AN =]~ )

J=1 J=1

de manera que (2.25) se reescribe:

S A= _ A
1+2)\—ak_ N = A0
" H(A - a;)

Para calcular la expresién de las coordenadas cartesianas (1,
minos de las coordenadas elipticas (A1,...,Ax) podemos seguir

equivalentes en sus resultados:

57

(2.26)

...,Ty) en tér-

varios caminos

e Una primera posibilidad es plantear la ecuacién (2.24) para todos los va-

lores de las coordenadas elipticas A\ = )\;, obtendremos asi un sistema de N

ecuaciones lineales en las incégnitas x?

2 2 2
T e R T - M—
alf)q + agf/\l + + O«n*)\l o 1
2 2 2
1 ) R T S —
alf)\z + a27/\2 + + G«n*)\Q o 1
2 2 2
Ty T3 . Th _
a17)\n + azf/\n + + G«n*)\n o 1

La matriz asociada a dicho sistema es conocida en la literatura como la

“matriz de Cauchy”:
a1 —A1 Y apn—M

1 1
a1—XAn " an—>An

No es dificil pero tampoco trivial demostrar que su determinante vale

[T —a) [T = M)
A — i<k _ i<k
H(aj = k)

y construir sus soluciones directamente, por la Regla de Cramer.
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e Alternativamente, podemos ver la ecuacién (2.26) como una ecuacién en la

variable compleja A y calcular los residuos de ambos miembros en cada polo

A = a;. Para el primer miembro tendremos, trivialmente:

Res (1 — Qx(2))]y—q, = 77

mientras que en el segundo aplicamos la propiedad que nos da el residuo de

un cociente de funciones analiticas:

A()\) A(&i)
Res———= =
AN o, A'la)
de manera que
N
A H(ai =)
22 = (a:) S , i=1,2,...,,N (2.27)

donde, obviamente, A'(q;) = 444

- Escrito de forma explicita ten-

‘ A=a;
dremos:

2 _ (a; — A1) (a; — X)) ... (a; — An)
Y (ag—ar)(ap—ag)... D (a; — aw)

donde la notacién escogida refleja evidentemente que falta el factor (a; — a;)

T

en el denominador.

Incluiremos una tercera deduccién alternativa de estas expresiones. El mo-
tivo de hacerlo es que, a pesar de ser menos elegante que las anteriores, nos
proporcionara al mismo tiempo varias identidades que relacionan expresiones
algebraicas en coordenadas elipticas y en cartesianas, que nos resultaran mas
adelante de crucial utilidad. Si escribimos el primer miembro de (2.26) en la

forma:
N N

H()\—aj)jLZx? ] A=a

j=1  j=lj#i

[T =a))

N
j=1

el denominador es exactamente lo que hemos denominado A(\), mientras que
el numerador es igual al polinomio A()\) de grado N en A. Desarrollamos el
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numerador en potencias de A\ e igualamos al desarrollo correspondiente de
A(X), para obtener la igualdad polindmica:

A—aj)+ Y 27 [ A—ax) =AN) (2.28)

j=1 G=1 k=1k#j

:;]2

AN - <Z CL]‘> )\N_l + (ZZC@'(%’) /\N_2 + ...+ (-1)N Haj +

j=1 i<j j=1
N N N
e (o (3 w0 T ) -
j=1 i=1,i#j i=1,i%j
N N
— AN 4 AN-1 <_ Zaj + Zﬁ) + (2.29)
j=1 =1
(T -3 -
1<J = 1=1,i#£j
N
—(ZAj>AN L4 (ZZ)\)\))\N2 DY
7j=1 1<J j=1
Si particularizamos la ecuacién (2.28) para A = a;, obtenemos de forma

inmediata la expresion (2.27) del cambio de coordenadas, como puede com-
probarse facilmente.

Por otro lado, igualando término a término los dos miembros de la ecuacion
(2.29) tenemos N identidades no triviales. Resaltaremos las dos primeras,

correspondientes a los términos en AV} V-2

N N
A=Y aj— Y (2.30)
j=1 j=1

y en

'Mz

Jj=1

ZZAA—ZZ@,QJ Za: Z a; (2.31)

1<j 1<j = i=1,i#j

Manipulando (2.31) y utilizando (2.30), podemos reescribir (2.31) de la

forma:
N N
Zz/\ Za]xi Z Zaz + ZZazaJ (2.32)
j=1 j=1

1<J 1<J
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Una vez deducidas las expresiones (2.27), es trivial observar que el cambio de
coordenadas no es biunfvoco, la transformacién (@1, ...,zx) — (A, ..., Ay) es 2V
a uno al estar las coordenadas cartesianas elevadas al cuadrado en las ecuaciones
que determinan dicho cambio.

En general el cambio inverso es imposible de obtener en términos analiticos.
Para el caso bidimensional no es dificil pues requiere resolver ecuaciones cuadrati-
cas. Para 3 y 4 dimensiones, las ecuaciones (2.27) son cibicas y cudrticas re-
spectivamente, con lo que cabe aplicar las féormulas de Cardano-Tartaglia, si bien
el resultado es extraordinariamente complicado. Para dimensiones mayores evi-
dentemente las ecuaciones ya no son resolubles por radicales de manera general.
Por este motivo, las identidades que se deducen de (2.29) cobran una gran impor-
tancia, aunque no conozcamos el cambio inverso de coordenas, estas identidades
permiten al menos expresar en términos de las coordenadas cartesianas relaciones
algebraicas sencillas de las coordenadas elipticas’.

Existe una importante propiedad de las coordenadas elipticas que no podemos
olvidar, y que sera también de gran utilidad en el proceso de separacion de variables

en la ecuacién de Hamilton-Jacobi que realizaremos en la proxima seccion:

Lema (Jacobi). La expresion

s

; (ar —aq)(ag —ag) ... B (a — ay)

donde (ay, . .., ay) son cualesquiera nimeros reales que verifiquen oy < g < -+ <
ay Yy S es un nuimero entero no negativo, es exactamente igual a0 sis < N —2 y
alsis=N-—1.

Demostracion: La manera mas facil de demostrar el Lema, y de obtener ademaés

nuevas identidades de las coordenadas elipticas, es considerar la funcién:

z

fi(?) = 57—

[1Gz—ay)

J=1

"Un ejemplo claro de este hecho son las identidades que se deducen para el caso tridimensional:

M A A+ A3 =a— (22 + 9%+ 2%)
MA2 + A A3 + Aodg = b —a(2® +y* + 22) + a12® + agy® + az2? (2.33)

)\1)\2)\3 = aja2as3 — 112a3(£2 - a1a3y2 — a1a222

donde a = a1 + as + a3z y b = azas + ai1as + ajas.
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con N polos en el plano complejo (en cada z = a;) més un posible polo en el
infinito, dependiendo del valor de s. Si integramos f,(z)

1

en una curva cerrada 7y en el plano complejo tal que todos los polos finitos de la
funcién pertenezcan a la regién interior a la curva, obtendremos, por aplicacién
directa del teorema de los residuos de Cauchy, el resultado:

N
> "Res(f,)(ax) = —Res(f,)(0) (2.34)
k=1
El primer miembro de (2.34) es obvio:
N N as
_ k
;Res<fs)(ak) = ; (ar — a)(ap — az) ... B (a, — ay)

mientras que el residuo de f(z) en el infinito se calcula con relativa facilidad
teniendo en cuenta que su denominador,

N

[1G=a)

i=1
es un polinomio de grado N. Podemos asi escribir la funcién en la forma:

fs(Z) — ZS—N 1 —

1-— (Z]-Oéj) Iy (Zziqai%‘)%_---

N N 2 N 1
:ZS—N 1—|—ZOéj;+ (ZQj) —ZZO@O@' ;—i‘
j=1 j=1

i<j
El residuo Res(f,)(c0) serd menos el coeficiente de 1, de manera que, para los
diferentes valores de s, obtendremos:

N S
Qg
=0, Vs < N —1
;(O‘k_al)(ak—az)--. &) (ap — an)
N —
> o _1
=1 (ak—m)(ak—ag).., (k)~-(04k:—OéN)

Q.E.D.
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Si consideramos el Lema para el caso o = A;, Vj = 1,..., N, las expresiones

anteriores se traducen en:

I _ =0, Vs<N-1 2.35

; A'(Ag) (23
N A]-V_l

J =1 2.36

Dy ew (2:30)

puesto que el denominador en este caso no es mas que
NG = = ADN = A) oo D (=)

Mientras que si o; = a;:

N om

& 0 Vs<N-1
ZA’aj)’ s < N —
7j=1
N N—-1
A
jzlA(a])

Por otro lado, la demostracién que hemos hecho implica mas resultados de los
que hemos resaltado, es posible calcular facilmente los residuos para valores del
exponente s mayores o iguales que N. Asi por ejemplo, para s = N y o = A

tendremos:
N N N
A\l
j
= ; 2.
DRI 29
Jj=1

Jj=1

mientras que para s = N + 1:

; X/J-(Aj) _ (Z Aj) I (2.38)

j=1 1<j

y asi sucesivamente®.

8Nétese que estas expresiones son ficilmente combinables con las anteriormente comentadas
que se derivaban de la ecuacién (2.29). Por ejemplo y de nuevo para el caso tridimensional:

C C C
NOw) +A’()\2) +A’()\3) =0, VC =cte.
A1 n Ao n A3 _0

N(A) - N(A2)  A(As)
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Las consecuencias del Lema de Jacobi no terminan aqui. No es dificil de-

mostrar, por ejemplo, que fijados los indices i y k (con i # k) se verifica:

N 2
> o
= (a; = X)(a; = Ax)
Efectivamente:
N ) N Aay)
Z T _ Z Al(ay) B
1 (aj — Ai)(a; — Ax) = (aj — Ni)(a; — Ax)

N N

_ Z =1 _ Z 1=1,l#1,1#k _
Aa;)(a; = X)(a; = ) 4 Al(ay)

aj.v_z—aj-v_?’ Z )\l+...+(—1)N’2 H A

N
Z =113,k 1=1,14,l#k

Al(ay) =0

por aplicaciones sucesivas del Lema.

Si recordamos que la ecuacién inicial (2.24)

[

N
W@=Y 5 @@=1

j=1 "

era la ecuacion de la familia de cuadricas citada para los diferentes valores de A

(elipsoide si A < aq, e hiperboloides en los demds casos). Entonces

i = ) = (725

CLJ'—)\

puede verse como el vector normal a la cuddrica en el punto ¥ = (z;) y asi la

expresion
N 1‘2
> j =0
= (a; = X)(a; = Ax)
2 2 2
N(A) - N(Az2)  AN(As)
NN
=) A s
0w TRy RO T
Moo

+ +

_ 2
o T Wog T o — AT Onde Ak £ ko)

y asi sucesivamente.
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deducida anteriormente, no es mas que el producto escalar de los vectores normales
a dos de las cuddricas (A = A; y A = A;) en el mismo punto

an ni(Ag) =0

Concluimos por tanto que todas las cuadricas son ortogonales entre si y, por
tanto, las coordenadas elipticas constituyen un sistema ortogonal.

Calcularemos, por tltimo, el elemento de linea en este sistema de coordenadas.
La métrica euclidea estandar en cartesianas,

N
ds® = Z dx?
j=1

puede expresarse en coordenadas elipticas de la forma:

N
ds® = > gydhid);

ij=1
Diferenciando en (2.27) tendremos
2dx; " d
i =1 4Tk
y, usando el Lema de Jacobi,
dA?
4da?
7 Z Dy

que, tras sustituir (2.27), nos proporciona la expresion:

-3 Z M; () (X

donde:

N 2
_ Z . _ _ kFAgk=1
(ar — Aj)?

k=1

que evidencia que la métrica es definida positiva a pesar del signo del ultimo

miembro.
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En definitiva:
LA(A))
955 = T Ay
1A

es decir comprobamos de nuevo que se trata de un sistema ortogonal de coorde-

gij = 0, Vi #j (2.39)

nadas en N dimensiones.

La energia cinética es ahora facilmente calculable:

N

N
1 . 1 .
Jj=1

k=1

que, si definimos 7;, momento asociado a la coordenada A;:

oT

T = ——

O\
y, abusando de la notacién, volvemos a llamar 7" a la energia cinética en el forma-
lismo Hamiltoniano:

N

N 1 a1 YA
T:Zﬂ'j)\j—T: 52—7?]2 = _QZA’()\J]-)W? (2.41)
j=1 j=1

=1 Yii

2.4 Separabilidad de la Ecuacién de Hamilton-

Jacobi

Tal y como se apuntaba en la primera seccién de este capitulo, el sistema dinamico
asociado al Modelo Sigma O(N) Lineal Deformado que estamos considerando no
solo es completamente integrable, sino que ademas es Hamilton-Jacobi separable si
se utilizan las coordenadas elipticas de Jacobi que hemos introducido en la seccién
anterior.

Definimos coordenadas elipticas en RY visto como espacio de configuracién
del sistema dindmico. Pasamos por tanto de nuestras coordenadas candnicas § =
(¢1,---,qn) & X = (A1, ..., An) definidas por las ecuaciones (2.27) en las que son
¢o quienes juegan el papel de coordenadas cartesianas x; y donde se ha tomado

una familia de constantes adecuada al sistema, de la siguiente forma:
-2 2 .
aN—iy1 =0, =1 —o07, Vi=1,...,N

de manera que la condicién (2.9) se traduce ahora en que

oy <oy <--<or=1
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La ordenacién en los indices de las constantes 2, inversa a la presentada para
las constantes que definen el cambio de coordenadas en la secciéon anterior, nos
conduce a una identificacién de las coordenadas concretas g, con las genéricas de

la Seccion 2.2, x;, de la forma:
Ti = (gN—i+1 ; i=1,2,...,N

De esta forma la ecuacién del cambio de coordenadas (2.27) se mantiene for-

malmente en nuestro caso:

N
[1@2 - AG?)
2 b=l B o B
Yo = N - A,(a_g)u Va = 1,...,N (242)
H (05 — 3)
b=1,b#a

Las variables elipticas estaran separadas en la forma:
00 <A <O <A <Fy  <--<Fi<Ay<l

El producto escalar estandar euclideo que teniamos en las variables ¢, se trans-
forma como hemos visto en el apartado anterior:

dQ—i(d )Q—i (d\)? _ AN o va £
s = o) = Gbb b) 9o = 1 A(/\b)agab— , va
b=1

a=1

Y, en definitiva, el Lagrangiano pasa a ser

L= 33 (%) Ul = 3 X ) (52) ~0h0n ) 203

a=1

El célculo de la expresion de Uy(A, ..., A\y) estd lejos de ser trivial y requiere
la utilizacién de las identidades que hemos obtenido en el apartado anterior (2.29,
2.35, 2.36, 2.37, 2.38). Si pasamos al formalismo Hamiltoniano, la funcién Hamil-
toniana sera:

N N
1= —4A(N) , AT —(a—DN + (1 —a+p)N !
H:§§ — » S

b=1 fo(A) b=1 2 fo(A)
donde las constantes « y (3 se escriben en términos de las 62 de la forma:

N 1 N N
N A I s
b=1

a<b

(2.44)
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7, es el momento candnico asociado a la variable \,,
i X dA,
Taq = ab™7, — Yaa—>5,
Jab”qp = Jaa" gy
b=1
y donde se ha denotado f,(X) = A’(\,)°.

El Hamiltoniano puede escribirse como una suma, en forma de sistema de

Stéackel (ver [80]):

N ,
S gy o

con
1
Hy = —2A(\)72 — 3 AT = (=N + 1 —a+8N

de tal manera que la ecuacién de Hamilton-Jacobi

oS i (68 oS

— _— L, = = 2.4
ot a)\l’ 76)\N7>\17 a)\N) 0 ( 6)

es completamente separable, si bien de una manera no trivial. Demostraremos a
continuacion este hecho.
Si escribimos S de la forma:

N
S=—Lt+) S(N) (2.47)
b=1
donde I} = H, integral primera evidente del sistema, entonces (2.46) se reduce a:
s, dS, = A,
L=H(—,...,—A1,...,A\v | = = 2.48
1 (d)\17 ’d)\N’ 1, ’ N) ;fa()\) ( )

La ecuacién (2.46) es entonces equivalente a un sistema de ecuaciones diferen-

ciales ordinarias desacopladas:

dsS
Hb (d—)\z, >\b> = 771)\1])V_1 + 7’/2)\{)\[—2 + ...+ 77N—1>\b + NN (249)
para cada b=1,..., N, y donde:
dS dS\* 1
Hy [ 520 ) = =240) [ 2 ) — = (AW —(a— DAY + (1 —a+ BN
d)\b d)\b 2

(2.50)

9La notacién utilizada habitualmente en la literatura es A’()\;) = Hiv:1 azb(Aa — Ap). Se ha
elegido aqui la notacién fb(X) = A ()\p), al igual que en la referencia [7], para enfatizar el hecho
de que esta funcion depende de todas las componentes de X y no sélo de Ap.
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Esta equivalencia es facilmente demostrable si se tiene en cuenta la identidad

N H, ANV ANV |
=1 = + ..+ —
ZAW ! ”EA/(A) ”2;A'<Ab> ”N;wb)

b=1 b

que se deriva de las identidades deducidas en la Seccién anterior a partir del Lema

de Jacobi:

N yN-1
> Ny (2.51)

oo A ()
>
b .
=0, Vi > 1 (2.52)
oo ()
Las constantes 7,, a = 1,..., N son, evidentemente, arbitrarias.

Hemos demostrado, por tanto, que las soluciones del sistema de ecuaciones
(2.49), sustituidas en (2.47), conducen a una S solucién de la Ecuacién de Hamilton-
Jacobi (2.46).

Es posible demostrar la proposicién reciproca, es decir: las ecuaciones (2.49)
son deducibles directamente de (2.48) y, por tanto, las soluciones que resulten de
(2.49) son todas las soluciones de (2.46) de la forma (2.47). Veamos: si escribimos
(2.48) de forma explicita:

Hi(\) .\ Hy(M) L
n =22 =) (r = Av) | Ca = A0 — Aa) -~ (g — Aw)
+ Hy ) =1 (2.53)

O — M) O = Ao) - Oy — An 1)

entonces cada uno de las funciones H,(A,) es de la forma (2.50) debido a la su-
posicién (2.47). Multiplicando (2.53) por (A1 — A2) y tomando A; = A2 se obtiene
que Hy(\) = Hs(A) y, por simetria, todos los H,(A),a =1,..., N, serdn idénticos.
De esta manera es suficiente con calcular uno de ellos, por ejemplo H;(\). Si
multiplicamos (2.53) por f1(X) obtendremos:

Hy(A1) + Po(X)Hy(Ng) + -+ Py (N Hy(An) = Ii(A — M)A — Ag) -+ (A — Aw),

(2.54)
donde cada Pa(X), a = 2,3,---,N, es un polinomio de grado N — 1 en \;.
Derivando (2.54) N veces con respecto a A\; tendremos

dNHy(\)

= NI!I 2.55
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y asi H1(A) es necesariamente un polinomio de grado NV en A con I; como coeficiente
del término de mayor grado, lo que concuerda con (2.49).

El conjunto de constantes de separacion n;, ¢ = 1,..., N, es otro conjunto
completo de integrales primeras. Su expresion en términos de las coordenadas
elipticas del espacio de fases, \y, vy m, = j—iﬁ, se obtiene facilmente resolviendo
el sistema de ecuaciones (2.49), lineales en las incégnitas 7;, pues resulta ser un
sistema de tipo Vandermonde.

Tenemos ademas otro conjunto de N invariantes en involucion: se trata de las
N — 1 raices del polinomio

AN TNz o NS TN (= B)a— ) (A — Fi)
I I f 1
mas la energia Fy = I;. Los dos conjuntos estan relacionados por las expresiones:
m=1ny

na= (=1L Y FF,...F; a=12..N, i,=23...

11 <ig<-+<ig

, N

Se concluye entonces que todas las constantes 7, son proporcionales a I;. De
esta manera, si tenemos en cuenta las condiciones asintdticas (2.20), que era nece-
sario imponer al sistema dindmico de cara a obtener soluciones de energfa (de los
campos, es decir accion del sistema mecdnico) finita, tendremos [;|,_, . =0, y
al ser una constante del movimiento, Iy = 0, V¢t € (—o0, +00). Por tanto n, = 0,
Va=1,...,N.

El imponer n, =0, Va = 1,..., N, convierte a las ecuaciones (2.49) en las que
describen las trayectorias separatrices entre el movimiento acotado y el no acotado
del sistema. Son estas separatrices las que estan en correspondencia biunivoca
(médulo la identificacién Z®N) con los kinks u ondas solitarias de la teorfa de
campos original.

Definiremos el polinomio B(A;) de la forma
BX\) =N = (= DN + (1 —a+ B8+ 2n)N " 2N T+ + 20y

con el fin de escribir una expresion sencilla para Sp:

1 dS
§i(w) = gsign CM: / Ab

y asi la solucién general de la Ecuacion de Hamilton-Jacobi sera:

- | dS
S:—mt—kz&,:—mt—kzésign dA: /
b=1 b=1

d)\b (2.56)
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La integracion completa de estas cuadraturas, para cualesquiera valores de
las constantes de separacion, es un problema complejo y solo resoluble utilizando
funciones theta (de géneros dependientes del N considerado, légicamente). Sin
embargo, los valores de las constantes que imponen las condiciones asintéticas
simplifican las integrales de tal manera que se consigue sin dificultad la integraciéon
efectiva, como veremos en el proximo capitulo para el caso tridimensional. De
hecho, la consideracién del limite tendiendo a cero de las constantes de separacion
conduce a que alguno de los periodos de los que dependen las funciones theta tienda
a infinito, con lo que las mismas son expresables en términos de arcotangentes
hiperbdlicos o, alternativamente, de combinaciones de logaritmos neperianos.

La accién restringida a las trayectorias correspondientes a los valores 7, = 0,

Va =1,..., N, es finita, incluso en tiempo infinito!°
N N Ab(+00)
~ ~ 1 dsS, b
S=N"8 =5 Zgjon | Z 2.57
25 2y (dAb> /Awo) 0

y su valor, como ya hemos demostrado en anteriores apartados, no es mas que la
energia del correspondiente solitén (salvo constantes multiplicativas).

La Teoria general de Hamilton-Jacobi nos determina la forma explicita de las
trayectorias solucion, asi como de la dependencia temporal de las mismas, por
medio de las ecuaciones:

oS
Ya = o,

a=1,...,N

donde 7, son constantes.
Sobre la hipersuperficie del espacio de fases determinada por 7, = --- =ny = 0,

la primera ecuacion del sistema,

A AN=14), AN,
m=-—t+ ; 551gn(7ra) AN \/‘ AV — (o — 1))\{1V(+><1 —a+ B)AN-1
- (2.58)
nos indica la dependencia temporal de la particula en su movimiento a lo largo de
su 6rbita, mientras que las otras N — 1 ecuaciones,

N 1 )\Nfi
Vi = Z ésign(ﬂa)/ |A((1/\ )|d)\a :
a=1 a

10T,5, tilde sobre una letra significa que la funcién correspondiente debe ser evaluada con-
siderando 1, = 0,Ya=1,..., N.

A\
T (0~ DAY + (1 —a + AT
(2.59)
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i=2,...,N

Y

determinan dicha érbita, la trayectoria de la particula como interseccion de N — 1
hipersuperficies en el espacio de configuracion.

Es interesante, por tltimo, escribir las ecuaciones (2.58) y (2.59) en forma

diferencial:
3 sign(my) Ay~ dA
dt = Z a a a (260)
a=1 2\/‘A()\a) (AN — (a = DAY + (1 —a+ B)AN-1)]
_ EN: sign(my) AN ~id)\, 2.61)
= 2/1AN) AV — (= DAY + (1 —a+ B)AN-1)]
para i = 2,...,N. Volveremos a analizar estas ecuaciones en el Capitulo 6 donde

se deduciran por medio de la descomposicién de Bogomolny que, como veremos,
el sistema mecanico admite.

Antes de pasar al Capitulo tercero en el que estudiamos con detalle las solu-
ciones (2.58, 2.59) para los casos N = 2y N = 3, demostraremos que los valores de
las constantes de movimiento deducidos de las condiciones asintoticas del sistema
obligan a que las érbitas (2.59) del sistema dindmico estén restringidas necesaria-
mente a una regién finita del espacio RV o, alternativamente, a una regién finita
del espacio “eliptico”.

Para demostrar este hecho recordemos el hamiltoniano (2.45):

con
1
Hy = —2A(\)m2 — 3 AT = (=N + 1 —a+N )

Utilizando las identidades (2.35) no es dificil obtener una expresion de H,
diferente a la anterior pero que sigue verificando la ecuacién (2.45). Efectivamente,
es posible escribir para H la expresion:

H=Y — (2.62)

donde ahora:
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Esta aparente arbitrariedad en la forma de elegir el potencial del modelo queda
aclarada completamente, como hemos citado, si se consideran las identidades
(2.35):

N 28
— =0
25

Vs < N — 1. Dado que la diferencia entre H, y H, se reduce a un polinomio de
grado N — 2, la contribucion de dicha diferencia al hamiltoniano H es nula.

Si tomamos entonces en la ecuacién (2.49) las funciones Hj, e imponemos que las
constantes 7, se anulen para todo b, como prescriben las condiciones asintoéticas,
tendremos que H, = 0,¥b = 1,..., N, necesariamente para las soluciones del
sistema en las que estamos interesados (soluciones de accién finita).

Por otro lado, las coordenadas elipticas )= (A1, ..., Ax) varian en la regién
Py (00) determinada por las inecuaciones:

0 <A\ <Oy <N <oxn  <--<Fi<Ay<l1

Es decir, las coordenadas As,..., Ay estan acotadas por definicién. Fijemos
nuestra atencién por tanto en la coordenada A;. Segun lo expuesto tendremos:
_ 1 1 A
H=0=_-m+-"1—= 2.63
! 2" T8N 1 (2.63)

y esta ecuacion, (2.63), puede interpretarse como la que describe la dindmica de
una particula con energia cero que se mueve bajo la influencia de un potencial de

la forma:

V(N = —00 < A < Gy

ool

I
8 7
L

oa <A\ <00

Como puede verse en la Figura 2.2, el potencial tiene un méximo en A\; = 0
y tiende a —oo cuando \; tiende a —oo; por tanto el movimiento acotado ocurre
tinicamente en el intervalo \; € [0,5%].

Este razonamiento nos conduce a que las trayectorias kink del sistema estan

restringidas a la region finita Py (0) C Py(0c0) dada por:
0< A\ <ox<AM<oy , <--<d3<Ayv<l

El hiperplano A\; = 0 que “cierra” la regiéon Py(0) se corresponde en coorde-

nadas cartesianas con el hiperelipsoide:

2 2 2
g+l B Iy (2.64)

03 03 ON
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V(A1)

A1

Figura 2.2: Gréfica del potencial V(A1).
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Capitulo 3

De la variedad de Kinks en el
Modelo Sigma O(3) Lineal
Deformado

En el capitulo anterior hemos resuelto de forma general la ecuaciéon de Hamilton-
Jacobi correspondiente al modelo que hemos denominado Modelo Sigma O(N)
Lineal Deformado. Dedicaremos este capitulo a particularizar dichos resultados
a casos concretos. En primer lugar detallaremos la resolucion del Modelo Sigma
O(2) Lineal Deformado (modelo MSTB) como paso previo al estudio del modelo
O(3). Como ya se ha comentado, el Modelo MSTB estd muy estudiado en la
literatura, la inclusién en esta memoria de los aspectos mas relevantes del mismo,
asi como del andlisis de su variedad de soluciones, esta plenamente justificada si se
tiene en cuenta que este modelo esta contenido como submodelo dentro del caso
N = 3 y de una manera no trivial, como veremos.

Realizaremos un andlisis detallado del Modelo O(3) que revelara el hecho de
que las soluciones recogidas en las ecuaciones (2.58) y (2.59), para valores reales
de las constantes arbitrarias en ellas involucradas, no incluyen a la totalidad de las
soluciones del sistema. Las razones de este comportamiento son, por un lado, la
singularidad de las coordenadas elipticas sobre determinadas regiones del espacio
y, por otro, la peculiar estructura del espacio de soluciones, que nos llevara a
clasificar los kinks de cada modelo es tres categorias: embebidos, envolventes y
genéricos. Demostraremos que todas las soluciones pueden ser descritas de una
manera conjunta si se amplia el espacio de parametros de que dependen incluyendo
casos singulares que dan cuenta de las soluciones no genéricas.

Antes de abordar el estudio del Modelo O(2) es recomendable, de alguna ma-

75
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nera, “empezar por el principio”, es decir, comentar, aunque sea brevemente, el
caso N = 1. El Modelo Sigma O(1) Lineal' no es otro que el conocido Modelo ¢*
(ver [87] y [22]). El sistema mecanico andlogo es evidentemente unidimensional y
en consecuencia integrable.

El funcional de accién correspondiente al modelo sera:

_ 2 1 1z _)‘_2 2_22 ’
S[X]—/dy{2auXaX 1 v

mientras que la accién del sistema mecénico andlogo (escrita ya en variables sin

dimensiones y obviando la constante multiplicativa) sera:

ﬂd=/ﬁ{%€%ﬁ+%@%%f}

La tunica integral primera del sistema, su energia [y, se escribe entonces en la

_1dq2122
n=g () a0

y las condiciones asintéticas (2.20) nos imponen evidentemente que [; sea nula

forma:

para las trayectorias de tipo kink.

I; = 0 conduce directamente a las cuadraturas:

[
q_

y, en consecuencia, a las soluciones:

q(t) = £ tanh(t — to) (3.1)

Es habitual denominar soluciéon TK1 (kink topolégico de una componente) al
kink ¢(t) = tanh(t — t,), perteneciente al sector topolégico (=), y ATK1 (anti-
kink topolégico de una componente) a q(t) = — tanh(t — t;), de C*7).

Comentaremos mas detalles acerca de este tipo de kinks en las secciones si-
guientes.

INétese que para el Modelo O(1) la distincién entre el modelo deformado y no deformado es
innecesaria, ambos son equivalentes (siempre y cuando o2 sea menor que 2, puesto que en ese
rango la deformacién puede ser “absorbida” por una adecuada redefinicién del campo ).
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3.1 Modelo Sigma O(2) Lineal Deformado

Como ya hemos comentado, el Modelo Sigma O(2) Lineal Deformado (o Mo-
delo MSTB) estd muy estudiado en la literatura. Ito, en [52], demostré la se-
parabilidad de la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi del sistema mecanico asociado al
modelo, utilizando para ello coordenadas elipticas bidimensionales (en su versién
trigonométrica). En la referencia [4] se plantea dicha resolucién en coordenadas
elipticas bidimensionales de Euler y ahora presentaremos el planteamiento en coor-
denadas elipticas de Jacobi.

El interés de incluir esta seccion dedicada al Modelo MSTB reside en que,
por un lado, se trata de un buen primer acercamiento, en orden de complejidad,
al caso N = 3 que veremos posteriormente; se presentaran, ademas, pautas de
comportamiento de las soluciones que se repetiran en modelos con mayor niimero
de campos. Por otro lado, el Modelo MSTB esta contenido dos veces en el Modelo
O(3) y, en consecuencia, estd justificada su presencia en si misma de cara a un

analisis detallado de las soluciones de éste tltimo.

La accién (2.2), para el caso N = 2, se escribe:

_. 1
S =[5 @0+ B )
A2 m2\ 2 ﬁQ 52
-7 (xf +X5 — p) - X TG (3.2)
que, en variables sin dimensiones (definidas en el capitulo anterior de forma gene-
ral), sera:
. m2 +o00 0 +o0 ) 1 . o
S[®] = el dz /OO dz {§8M©-8MCI> — V(gbl,gbg)}
Lo 2 2 0f o 03 5
V(¢17 ¢2) = 5 (¢1 + (/52 - 1) + Eﬁbl + 79252 (3-3)

De acuerdo con lo expuesto en el capitulo anterior podemos tomar sin pérdida
de generalidad:

o1=0<o09=0

y, ademas, 0 < 1 de cara a considerar el caso en el que el espacio de soluciones es
més interesante?.

2Es facil comprobar que para el caso o > 1 las unicas soluciones de tipo onda solitaria que
presenta el modelo son el kink y el antikink del Modelo O(1) comentado anteriormente.
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Para las configuraciones estaticas, ®(20, 21) = q(z?) = (q1 (1), ga(21)), el fun-

cional de energia se escribe:

m> [t |1 dgr \ 2 dgs \ 2

— 00

1 9 o2
Vigna) =5 (6 +a—1)" + 3@15 (3.5)

de manera que el sistema mecanico analogo vendra determinado por el funcional

g = /_ :c (cj, fl—‘z) dt (3.6)

-t (di) + (di) — U(gr, ) (3.7)

de accion:

2 dt dt

siendo t = z' y U(qy, ¢2) la funcién (ver Figura 3.1):

2

1 9 O
Ular, ) = =5 (i +a-1) — =a¢ (3.8)

2

IR
R

Figura 3.1: Representacion gréfica del potencial “mecénico” U(q1,q2).

El cambio de coordenadas (2.42) se escribird, para este caso:

1

G = % (IT=p)(L=p2): 4 o (6% — 1) (5% — po) (3.9)

donde 62 = 1 —0? y se han denotado (1, u12) a las coordenadas elipticas de Jacobi

bidimensionales?®.

3Para evitar confusiones reservaremos la notacién A para el caso tridimensional.
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Evidentemente se tiene:
—00 < iy < FF < g < 1

y se trata de un cambio de coordenadas en el que se identifica el plano R? con el
paralelogramo infinito P»(oc). El cambio no es biyectivo, como ya se ha comentado,
la invarianza Zs, X Zs conduce a que se trate de una aplicacién 22 a 1. En la Figura

3.2 puede verse representado dicho cambio de coordenadas.

dz M2

1
Ea

Figura 3.2: La aplicacién de R? en P»(occ0) debida al cambio de coordenadas (3.9).

Los razonamientos expuestos en el Capitulo 2 para el caso general pueden
repetirse ahora para demostrar en que las soluciones de tipo kink del modelo se
restringen en P»(00) a la region P(0) determinada por las desigualdades:

0< y<a?<py<l1

0, equivalentemente en el plano R?, a la elipse:

q2
G+==1 (3.10)

5=
y su interior.

Tal y como se ha indicado en la Figura 3.3, hemos denotado por la letra D a
los puntos de vacio (en elipticas es un tnico punto, mientras que en cartesianas:
D, =7, Dy = 1), por F a los focos de la elipse (3.10) y por B a los puntos de
la elipse determinados por su semieje menor (en la recta ¢; = 0).

Realizaremos la presentacion de los diferentes tipos de kinks en este modelo
(tanto para el caso que nos ocupa, con N = 2, como para el caso general), de
acuerdo con una clasificacién natural, en las siguientes categorias:

e Kinks Embebidos: Llamaremos de manera general kinks embebidos a las

ondas solitarias de un modelo que provienen de la inclusién en el mismo
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Hz

=
w

Figura 3.3: Elipse (3.10) en R? y paralelogramo “eliptico” P»(0).

de otro modelo con un menor nimero de campos. Como veremos en las
secciones siguientes, esta situacién es comun a los modelos procedentes de
deformaciones del Modelo Sigma O(N) Lineal.

Kinks Envolventes: Hemos adoptado la denominacién envolventes para deno-
tar a aquellas ondas solitarias que aparecen sobre la curva (en general hiper-
superficie) A; = 0 que, como vimos, limitaba el “espacio eliptico” Py(c0) a
la regién finita Py (0), en la que se desarrollaba la dindmica de las soluciones
acotadas en los sistemas mecanicos asociados al modelo para los diferentes
valores de N.

Kinks Genéricos: Denominaremos kinks genéricos a las soluciones de la
ecuacion de Hamilton-Jacobi regulares, asociadas a valores finitos de las

constantes de integracion.

Una vez establecida esta clasificaciéon, describamos la situacién presente en el

Modelo O(2):

Kinks Embebidos

Los kinks del caso N = 1 estan presentes en el modelo correspondiente a N = 2

de una manera trivial. Si restringimos el sistema a la recta determinada por la

ecuacién ¢o = 0, tenemos entonces que el sistema dindmico se reduce al carac-

teristico del caso N = 1. De esta manera encontramos las soluciones TK1 y ATK1

(kink y antikink topoldgicos de una componente “cartesiana” no nula):

FI(E) = (taght ) U ( — ) (3.11)
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En coordenadas elipticas®, el kink TK1 recorre dos tramos de la frontera de
PQ(O)i
I. Arista DF:

q 1 — tanh?(+t
A1) = () (312)

5.2

recorrida dos veces, de acuerdo con los rangos de variacién de t siguientes:
t € (—oo,arctanh(Fo)] U [arctanh(+0), 00)

II. Arista FO:

=2

~TK1 g
t) = 3.13
fin () 1 — tanh?(Ft) (3.13)

De nuevo se recorre dos veces la arista, para los valores de t pertenecientes al
intervalo:

t € [arctanh(Fo), arctanh(+0)]

(ver Figura 3.4). En las expresiones (3.11), (3.12) y (3.13) se ha escogido, por
simplicidad, que la constante ty sea nula. Mantendremos esta consideracion en lo

sucesivo, a menos que se especifique lo contrario.

92 Hz2

TK1 Tt

Figura 3.4: Trayectoria del kink TK1 representada en coordenadas cartesianas y
elipticas.

4En coordenadas elipticas, ambos kinks, TK1 y ATK1, son indistinguibles debido a la simetria.
Los denominaremos conjuntamente TK1 y mantendremos este criterio en los kinks sucesivos de
este modelo y del correspondiente a N = 3, a pesar del evidente abuso de notacién en el que
incurrimos.
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Kinks Envolventes

Los primeros kinks genuinos del modelo O(2) aparecen sobre otra de las aristas del
borde de P,(0), DB. Si consideramos ahora p; = 0 como 6rbita, es decir la elipse
(3.10), tendremos que:

) ( qiiz(t) ) _ ( tanh (1) ) (314
qy (1) +5 sech(+ot)

son kinks topoldgicos de dos componentes no nulas. Teniendo en cuenta las dife-
rentes combinaciones de signos que pueden darse, encontramos en total cuatro
kinks con denominacién genérica TK2. Siguiendo la notacién habitual en la lite-
ratura, podemos particularizar los kinks del tipo TK2 en la siguiente forma: lla-
maremos kink TK2 propiamente dicho al correspondiente al sector topolégico
C=*%) y en el que se considera la segunda componente positiva, es decir so-
bre la semielipse g2 = +7+/1 —¢?. Andlogamente, llamaremos TK2* al kink
perteneciente al mismo sector pero definido sobre ¢; = —74/1 — ¢?. Los antikinks

asociados, en C*7), recibiran los nombres de ATK2 y ATK2*, respectivamente.
En coordenadas elipticas, todos ellos (debido a la invarianza Zs X Zs) se re-

presentan como un unico tramo:

0
_TK2
1) —
) (1—a2tanh20t>

recorrido dos veces (la trayectoria completa se obtiene al considerar la sucesién de
aristas DB+BD). Ver Figura 3.5.

q2 H2
TKZ2 _

TK2*

Y
-

Figura 3.5: Trayectorias de los kinks del tipo TK2 en coordenadas cartesianas y en
elipticas.
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Kinks Genéricos

Los kinks genéricos del modelo N = 2 se obtienen integrando la ecuacion de
Hamilton-Jacobi para este caso. El Hamiltoniano se escribe ahora de la forma

g L4 = 1) (i = 0%)mt — 41 = po) (o — 0%)75 — (43 — °pd) + (3 — °p13)

1
2 1 — M2
(3.15)

y la integracién de (2.59) conduce, tras simplicaciones evidentes, a la ecuacién de

o> sign(m1)
VI —o| [VIZmt N e g
ST —fato| |VT-m—1 ’

parametrizadas por la constante de integracion real ~s.

a B 0
NTK2 9,
Dl D2
NTK2
D F

Figura 3.6: Varias trayectorias kink del tipo NTK2 en coordenadas cartesianas y en

las trayectorias

VI—m+1
\/1—/,L1—1

(\/l—pl—a '
V- +o

elipticas.

La dependencia temporal viene dada por la integracién de (2.58), que propor-

ciona la expresion:

\/1—,ul+a \/1—;12—1—0

La constante v, equivale, evidentemente, a la denominada ¢y en la descripcion

&2sign (m2)

= 0rt7(3.17)

del Modelo O(1) y su presencia en la ecuacién (3.17) representa la invarianza de
las soluciones bajo la accién del grupo de traslaciones temporales.

Los kinks descritos por las ecuaciones (3.16) y (3.17) en coordenadas elipticas
no son facilmente expresables en coordenadas cartesianas, dada la complejidad de
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las mismas. Es posible, a pesar de ello, analizar su comportamiento en el plano
“cartesiano” R2.

Evidentemente la distincion entre kinks topoldgicos y no-topoldgicos carece de
sentido desde el punto de vista de las coordenadas elipticas. Se han representado al-
gunas de las trayectorias descritas por la ecuacion (3.16) en la Figura 3.6 (b); como
puede observarse en la misma, cada una de las soluciones se compone de cuatro
tramos diferenciados por las distintas posibilidades de eleccién de los signos co-
rrespondientes. Su “traduccién” a coordenadas cartesianas requiere la imposicion
de dos requisitos: la trayectoria ha de ser continua y ademas diferenciable en todo
punto de la misma. Si se elige entonces, arbitrariamente, el punto D; = ¥~ como
punto inicial y el cuadrante (¢; < 0,go > 0) como regién a la que pertenece el
primer tramo (el asociado a los signos sign(m;) = sign(my) = +1), entonces dichos
requerimientos obligan a que las trayectorias sean similares a las representadas
en la Figura 3.6 (a). Se trata, en consecuencia, de kinks no topoldgicos de dos
componentes cartesianas no nulas y se les denomina, por tanto, NTK2.

Desde el punto de vista de las coordenadas elipticas tenemos que un kink NTK?2
genérico parte del punto de vacio D y en un primer tramo (determinado por la
eleccién citada de signos en (3.16)) alcanza la arista OB, para continuar hasta
el punto F, foco de la elipse (3.10). Las dos posibilidades de eleccién de signos
restantes reproducen en P5(0) la misma situacién, retornando finalmente al punto
de vacio original.

La parametrizacién de la familia NTK2 en términos de la constante de inte-
gracién 7, tiene un significado geométrico claro. En coordenadas cartesianas 7
esta relacionada con la tangente del angulo de incidencia de la solucion NTK2

tomada sobre el punto focal F de la forma:

207772
fanf = £ (3.18)

1 — 620'6'272
(ver [3] para detalles). De esta manera, cada valor 7, fijado determina una trayec-
toria y un angulo de incidencia concreto sobre el punto focal.

Es posible expresar los kinks embebidos y los kinks envolventes como solu-
ciones genéricas si consideramos incluidas en las mismas los limites en los cuales
la constante v, de la ecuacién (3.16) tiende a sus valores asintéticos 00.

Dada la libertad en la eleccion de los signos ambos limites son equivalentes.
De esta manera consideremos 72 — —oo. El primer miembro de (3.16) es nulo si

se tienen las siguientes situaciones:
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e (a) sign(m) = —1, uy = 0, para los dos posibles signos de 7. Tenemos
entonces, en coordenadas cartesianas, los cuatro kinks del tipo TK2.

e (b) sign(m) = +1, u; = 62, con las dos elecciones sign(my) = £1 nos deter-
mina el tramo del kink TK1 que yace en la arista FO.

sign(my) = +1, g = 2 dos veces (sign(m) = £1), el otro tramo del kink
TK1, sobre DF. En coordenadas cartesianas tenemos por tanto el TK1 com-
pleto.

De acuerdo con la interpretacién geométrica antedicha de la constante 7, los
limites asintoticos calculados concuerdan perfectamente con la intuicién geométrica
del problema: el limite v — 400 conduce en la ecuacién (3.18) a que tanf — 0,
de manera que el angulo de incidencia tiende a cero, es decir los kinks NTK2 en
el limite tienden, en su primera parte, al kink TK1. Consecuentemente su con-
tinuacién tiende a un kink TK2 del sector topoldgico contrario (ver Figura 3.6).
Estas consideraciones se plasman completamente si analizamos las energias de los
diferentes tipos de kinks del modelo.

Como ya se ha explicado, la energia de cada uno de los kinks equivale (salvo
constantes multiplicativas) al valor de la accién del sistema mecanico sobre la
solucion correspondiente. De esta forma tendremos, teniendo en cuenta el niimero

de veces que cada intervalo de variacion de las coordenadas elipticas es recorrido:

=2

Exrke m_3 4/161/12L+2 JdulL -
A2V2 S 2T = 0 21—

m? o? 4
= ——|20|1—— = 3.19
w7 (1-5) 3) 519
mientras que:

3

E m 2/U2d o g, _om
T e T eyt T LT, ) T a3

m? ! U2 m? o?
E = — (2 d = 2 11— — 3.20
Am( / “QW—M) \2y2 “( 3) (3.20)

Y tenemos por tanto demostrada la regla de suma de las energias:

Enxtke = Erke + Bk

ya comentada.
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Queda asi probado que la combinacién de kinks TK2+TK1 puede interpretarse
como un miembro de la familia uniparamétrica NTK2, correspondiente al valor
V9 — F00 del pardmetro.

Con el objetivo de sintetizar la presentacion de las soluciones del modelo en
estudio, definiremos el Espacio Modular de Kinks como el espacio de soluciones de
tipo onda solitaria cociente por la accion del grupo de simetria propio del sistema.

Hemos comentado ya que el grupo de simetria del Modelo MSTB es G =
Zio X 7. El cambio de coordenadas cartesianas a elipticas, por su parte, lleva
aparejada una invarianza bajo la accion de G, de tal manera que dicho cambio es
un isomorfismo entre R?/G y Py(00).

La conclusién evidente del razonamiento anterior es que si se considera el espa-
cio de soluciones kink desde el punto de vista de las coordenadas elipticas, entonces
el cociente bajo la accién de G ya estd intrinsecamente tomado y, en definitiva,
dicho espacio coincide con el Espacio Modular de Kinks del modelo. Este hecho
es trivialmente generalizable a dimensiones superiores dado que, para cualquier
N que se considere, el grupo de simetria interna del Modelo Sigma O(N) Lineal
Deformado es G = ZSY, y exactamente el mismo grupo es el que determina la
simetria del cambio de coordenadas N-dimensional.

El espacio de soluciones kink del Modelo MSTB, inicialmente isomorfo a la recta
real R dada por los valores de la constante v, puede ser, como hemos visto, com-
pletado por el infinito, y donde ademas se identifican las soluciones que aparecen
en +o0o y —oo. El resultado (ver [67] y [68] para detalles) entonces es evidente-
mente homeomorfo a la esfera S'. Concluimos por tanto que el espacio modular
de soluciones kink del Modelo Sigma Lineal O(2) Deformado es:

M~ Gt

3.2 Modelo Sigma O(3) Deformado

Estudiaremos en esta seccién el caso N = 3 del Modelo Sigma O(N) Lineal Defor-
mado que hemos considerado de manera general en el Capitulo 2. Como veremos,
la pauta de comportamiento marcada por el Modelo Sigma O(2) Lineal Defor-
mado se repetird en este caso. De esta manera el Modelo O(3) presentard tres
tipos diferentes de soluciones kink: los kinks embebidos (el Modelo O(2)), los
kinks envolventes (en este caso sobre la superficie del elipsoide de ecuacién A; = 0)
y los kinks genéricos.
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El Modelo O(2) aparecerd embebido dos veces en el O(3), como veremos. Sin
entrar en detalle, vislumbraremos mas tarde una estructura similar de inmersién
del caso N—1enel N. Es adecuado, por tanto, analizar detenidamente el caso N =
3, pues todos los aspectos significativos del caso general quedardn aqui recogidos,
si bien con una estructura de soluciones mucho mas compleja que la que obtuvimos
para el caso N = 2.

3.2.1 Solucién General de la Ecuacion de Hamilton-Jacobi

La expresién de la funcién Hamiltoniana (2.21) del sistema, en las coordenadas
originales o “cartesianas”, sera, para el caso N = 3:

Lo, 2. o Lo 2 o 2 05 5 03,
H=o@i+p+0) -5 (d+a+d-1) - Fa - (3.21)

donde ya se ha tomado el valor oy = 0, de acuerdo con la elecciéon (2.9). En
coordenadas elipticas tridimensionales, el Hamiltoniano (3.21) se escribird en la

forma:

H:i ! m, (3.22)

donde 1
H, = =2A00)7, = 5 (A2 (A = 33) (A = 33))

que no es mas que la expresiéon (2 44) para el caso N = 3, y donde se ha de tener

en cuenta que ahora: g5 =1—03, 63 =1—03,y

2 2 ~2 | -2 ~2-2 | -2 -2
a=3—0;—03=1+0;+03, [=0505+0;+0;3

mientras que las funciones A(\,) y fo(X) = A/(\,) se reducen, en tres dimensiones,
a:

A()‘ ) = (>‘a - 1><)‘a - 52)<)‘ - 5?%)
) = (=)A= A3); o(X) = (D2 = M)A2 = A3); f3(X) = (s — M) (Ag — o)

Las dos ecuaciones de las trayectorias, (2.59), serdn en este caso:

3
1 / d)\,
Yo = —sign(, (3.23)
P O — 030 — DV =0
3
1 d\,
= 5sign(m, 3.24
V3 ; 2818;1f1(7r )/ Ao |(Na — 32N — 32| VI = o (3.24)
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cuya integracion y simplificacién conduce a las expresiones:

CQI

donde Cy = exp{2v,0903(c

Cs =

\/1—)\1+03

\/1—)\2—0'2

con C3 = exp{2730903050;

\/]_—/\3+0'3

\/1—)\1—0'2
V1= + 09

\/1—)\3+02

VI—N -1
VI A\ 1
VI= A —

\/1—)\2+02

VI— -1
VI s+l
\/1—)\3—0'3

103103 - of

V1I—=X 409

\/1—/\2—0'2

ossign(my)

ossign(me)

o3sign(ms)

\/1—>\3—0'2

oo 6§sign(7r1 )

o353sign(mz)

0203(05 03 sign(71)

o253sign(ms)

)}

VI—)Xy—1
VT =+ 1
VI—X —
' V1= + 03

0203(02 03 sign(m3)

2 —02)} es constante y:

(VI=A+o
\/1—)\1—0'2

o) 6§sign(7r2)

(VI=Xs+0
\/1— 3 — 02

o35 3sign(m)

o203(03—032)sign(ma)

o3 Egsign(Trg)

CAPITULO 3
ﬂ — oy oosign(my)
‘ vV 1-— )\1 + o3
m o 0_3 azsign(WQ)
2% 3.25
V1—=XA+ o3 (3.25)
m o 0_3 stign(7r3)
' \/1 — )\3 + o3

(3.26)

La dependencia temporal de la particula en cada trayectoria viene marcada por

la integracion de la cuadratura (2.58) que, en este caso tridimensional, se escribe

en la forma:

1 AgdAg
+t: - a
ntt=2 psien(m) /M — 52\ — 33|

3

a=1

y que conduce a la expresion siguiente:

Ci(t) =

ﬂ—az
VI=X+o
V1= + 09
VI-X -0,
m—az
V1I=X3+ 09

o3G3sign(m1)

035 3sign(ma)

o353sign(ms)

‘ \/1—)\1—0'3
‘ \/1-)\24‘03

‘ \/1—)\3—03

11—

oo 5’% sign(m1)

\/1-)\14‘0’3

oo 5'% sign(m2)

\/1—)\2—0'3

o252sign(ms)

\/1-)\34‘0’3

(3.27)

(3.28)
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con C1(t) = exp{2(71 +1t) (02 —03)0903}. Tenemos, en definitiva, que las soluciones
estdn parametrizadas por tres constantes arbitrarias 7;, v2 y 3. El significado de
la constante v es claro: su arbitrariedad refleja la invarianza del sistema mecéanico
frente a traslaciones temporales, un valor concreto de v, fija el “centro” del kink,
el punto donde la densidad de energia alcanza su valor maximo. Obviando por
tanto la constante “temporal” v; podemos hablar, sin pérdida de generalidad, de
una familia biparamétrica de trayectorias solucién en términos de v, y vs.

Las ecuaciones (3.25, 3.26) representan la totalidad de las trayectorias solucién
en la region del espacio donde las coordenadas elipticas estan bien definidas. Sin
embargo, existen varias superficies donde el cambio de coordenadas es singular vy,
por tanto, el analisis de las posibles trayectorias solucion del sistema dinamico debe
realizarse con especial cuidado. Es conveniente, por ello, describir los detalles del
cambio de coordenadas (2.42) para el caso particular tridimensional. Tendremos:

1
G = %(1—)\1)(1—/\2)(1—&)
—1
P — b © A VAT R VAT Z R 2
0 05(05_0_3)(02 1)(05 — A2) (05 — A3) (3.29)
_1 3 B B
G = 55— (05 — M) (05 — X2)(05 — A3)

03(02 - 03)

de manera que el espacio total R? se aplica en el paralelepipedo infinito Ps(c0):
—0 <N <3< A <ds<A3<1

El cambio de coordenadas es, de esta manera, singular en los planos coordena-
dos (g3 = 0), (g2 = 0) y (¢ = 0). Las identificaciones se realizan de la siguiente

forma:

e El plano g3 = 0 se corresponde con las caras Ay = 62 y A\; = o3 del borde
OP3(00) del paralelepipedo Ps(00).

e El plano R?*(go = 0) se aplica en las caras Ay = 55 y A3 = 05.

e Por dltimo, la imagen del plano ¢; = 0 es una unica cara en 9P3(c0), A\3 = 1.

Dado que las componentes de la métrica en coordenadas elipticas se escribian

de la forma: .
1 fa(N)
Jaa = _ZLA()\,I)’

gab:07 va#b
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es trivial comprobar que, sobre todas las caras citadas del paralelepipedo P3(00),
se verifica:

911(53, X2, A3) = gaa(A1, 55, A3) = gaa(A1, 55, A3) =
= g33(A1, A2, 03) = g33(A1, Ao, 1) = 00

y, por tanto, el cambio de coordenadas es singular sobre dichas regiones, como se
ha afirmado.

Las ecuaciones (3.29) son invariantes bajo la accién del grupo G = Zgy X Zg X Zs,
dado por las transformaciones: g, — (—1)%*q,, b = 1,2, 3. Este hecho provoca que
un punto interior de Ps(0o) se corresponde con 2% = 8 puntos de R3. Las regiones
singulares (los planos coordenados citados) lo son, en este sentido, debido a que
se trata de las regiones invariantes bajo los diferentes subgrupos no triviales del
grupo G. Detallaremos dichas invarianzas posteriormente.

Tal y como se demostré de manera general en el Capitulo 2, las trayectorias
de accién finita permanecen en la regién acotada (paralelepipedo finito) P3(0)
determinado por las inecuaciones:

0< M <Fa<h<oa<i<l1

cuya unica cara no-singular (desde el punto de vista del cambio de coordenadas)
es A\ = 0, que, en coordenadas cartesianas, no es otro que el elipsoide

0, B, G
=+ = =1 3.30
¢+ 52 + (_7§ ( )
en R®. Denominaremos P;(0) al paralelepipedo P3(0) junto con su borde 9P;(0),
es decir:

P3(0) = P3(0) L 9P5(0)

En la Figura 3.7 pueden visualizarse D? y P3(0), donde hemos denominado D?
a la region cerrada de R3 limitada por el elipsoide (3.30).

Existen elementos distinguidos en el dominio D? y en el paralelepipedo P5(0)
dignos de ser resaltados por el importante papel que desempenaran con respecto

a las trayectorias solucién:

Puntos:

e El origen O. Se trata del unico punto fijo bajo la accién de todo el grupo
G = 7y X Ty X Ly y ast un tinico punto O de D? se aplica en el vértice O de
Pg(OO) O Pg(O)
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A3

Q
(o)

F3 M

Figura 3.7: Elipsoide (3.30), con sus elementos caracteristicos, y paralelepipedo P5(0).

e Los puntos B, C y D. Se corresponden con los puntos de interseccién entre
las tres elipses maximales de (3.30), es decir: ¢f + ?22 =1, ¢g+5% ,2 =1y
g—% q3 = 1. Son puntos fijos bajo la accién del subgrupo Zs x Zs de G y, por

2

tanto dos puntos del borde de D? se aplican en un tinico punto del borde

de P3(0). D es evidentemente el punto que se corresponde con los dos vacios

del sistema, v~ y v,

e Los focos Fy, Fy y F3 de las elipses maximales mencionadas. La simetria es

idéntica a la de los puntos B, C y D, y, en consecuencia, dos puntos de D3
son correlatos de uno del borde de P;(0), 0P5(0).

e Los puntos umbilicos A del elipsoide (3.30). Se trata ahora de puntos inva-
riantes bajo la accién de un tnico Z,. Cuatro puntos de dD?3 son aplicados
en un vértice de P3(0).

Curvas:

e La elipse, perteneciente al plano g3 = 0, con focos Fy y que pasa por los focos

F3 y Fla 5 9
41 43
et =1 (3.31)

Se trata de la arista A\; = Ay = 73 de 9P53(0). Cuatro puntos diferentes
de (3.31) se corresponden con uno sélo de la arista de dP5(0) debido a la
invarianza bajo la accién del subgrupo Zy de G. La aplicacién de los puntos
F y F3 es, sin embargo, 2 a 1 por tener un grupo mayor de simetria: ZoXxZy C

G.
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e La hipérbola, del plano ¢ = 0, que pasa por Fy y por los puntos umbilicos
A, teniendo sus focos en Fj,

2 2
qi 43
- - =1 3.32
P (3.32)
que se corresponde (ambas hojas) con la arista AFy (Ay = A3 = 03) de

J0P;5(0).

Tras el analisis realizado, es facil concluir que para obtener todas las soluciones
solitonicas de este modelo es necesario estudiar las zonas singulares del cambio
de coordenadas independientemente. Como veremos en el siguiente apartado, las
superficies singulares contienen una variedad muy rica de soluciones (exceptuando,
claro esta, el plano ¢; = 0, excluido por las condiciones asintoticas al no contener
los vacios del modelo). Demostraremos también cémo estas soluciones “singulares”
(desde este punto de vista) se pueden obtener como los casos limite de las solu-
ciones generales (3.25) y (3.26) para los valores asintéticos de las constantes, de
una manera altamente no trivial. Todas estas soluciones van a ser, como hemos
comentado anteriormente, resultado de la inmersién del modelo N = 2 (modelo
MSTB) en el N = 3. Sin embargo apareceran también nuevas soluciones, las
que denominaremos envolventes, sobre la superficie del elipsoide (3.30), es decir
restringidas a la cara A\; = 0 del paralelepipedo P;(0).

3.2.2 Tipos de Kinks
Kinks Embebidos

El estudio de las soluciones del Modelo Sigma O(3) Deformado sobre los planos
¢2 = 0y g3 = 0 se reduce a dos casos del Modelo Sigma O(2) Lineal Deformado
que hemos estudiado en la seccién 3.1 utilizando coordenadas elipticas de Jacobi
bidimensionales. Se tratara ahora dicho modelo en coordenadas tridimensionales
restringidas a las correspondientes caras de 9P3(0).

Como ya se comentd en la seccién 3.1, encontramos que el Modelo N = 1
esta inmerso en el N = 2, precisamente ocupando la region singular que queda
determinada por el cambio de coordenadas que convierte el sistema dinamico en
separable Hamilton-Jacobi. Se repite la situacién, como vemos, al analizar la
manera en la que el modelo N = 2 esta inmerso en el N = 3. Por otro lado,
los kinks TK2® que aparecieron en el modelo N = 2 como trayectorias singulares

°Los kinks y antikinks que recorren la elipse (3.10).
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desde el punto de vista dinamico, que no geométrico, tendran ahora su equivalente
en las familias de kinks NTK3, trayectorias sobre el elipsoide (3.30), que hemos
incluido obviamente en la categoria de Kinks Envolventes.

Es de resaltar, por iltimo, el hecho de que los kinks embebidos del caso N = 2,
es decir los del tipo TK1, aparecen ahora como intersecciéon de los dos modelos
N = 2 embebidos en el caso N = 3. De esta manera el Modelo O(3) posee un
tnico tipo de kinks unidimensional (es decir con una componente cartesiana no

constante).

I. Modelo O(1) Embebido en el Modelo O(3)

Si consideramos el modelo restringido a la drbita:

M, = {(QIaQ%QS) ER?/go=q3 = 0}

tendremos de nuevo el modelo ¢* analizado en la introduccién de este capitulo. No
es necesario, evidentemente, acudir a la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi, las integrales
primeras K, y K3 (ver (2.22)) son idénticamente nulas, mientras que la ecuacién
K, =1 es la conocida ecuacion de Bogomol'nyi:

dQI 2
— =4 —1
dt ((h )
cuyas soluciones son:
tanh(t — to) — tanh(t — to)
FY(t) = 0 , PRt = 0 (3.33)
0 0

donde ¢T®1(t) denota, una vez més, solucién de tipo kink, topoldgica (pues su

carga topologica asociada es 1, a “tiempo” ¢t = —oo la “particula” estard en el
vacio U7 = Dj, mientras que a “tiempo” t = oo alcanza el vacio 7 = Dy) y
de una séla componente no nula. La correspondiente ¢*TX!(¢) serd el antikink

asociado, es decir la misma trayectoria recorrida en sentido contrario. Desde el
punto de vista mecanico, ambas son soluciones heteroclinicas.

En coordenadas elipticas la trayectoria TK1 (y la ATK1) transcurre sobre tres
aristas del paralelepipedo P3(0): DF3, F3Fy y F20, como puede comprobarse en
la Figura 3.8.

Podemos calcular las expresiones del kink TK1 en cada uno de los tramos
citados:
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B
ém »
D F3 2 > F: D
2
B

Fa)\ 1

Figura 3.8: Kink TK1 en coordenadas cartesianas (a) y en elipticas (b).

e Primer tramo: Se trata de la arista DF3 determinada por las ecuaciones:

Si sustituimos dichos valores directamente en la ecuacién I; = 0 tendremos

d\
d—tl — 4+20/1 — \;

de manera que la integracion directa nos conduce a la soluciéon:

que ésta se reduce a:

1 — tanh?(t — to)

YTK1 _
AL = 03

para los valores del pardmetro ¢ siguientes:

t € (—o0,ty + arctanh(—o3)| L [tg + arctanh(os), o)

e Segundo tramo: la arista F3Fy dada por:
)\1 = 5’;, )\3 = 5’%

En este caso la ecuacion a integrar sera:

% = 32Xy 1 - X\

y asi la solucién se escribe de la forma:

~2
03
M= 1 = tanh?(t — t))

2
03
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con:

t € [to+arctanh(—o3), to+arctanh(—oy)|U [tg+arctanh(oy), to+arctanh(os)]

e Finalmente el tercer tramo es la arista FoO dada por:

La ecuacién I; = 0 se reduce ahora a:

d\ ——
d—tg — :|:2)\3 1 - )\3

con solucién:

03
YTK1 _ —9
A = 05

en el rango:
t € [ty + arctanh(—o2), ty + arctanh(og)]

Los tramos anteriormente presentados describen en coordenadas cartesianas
unicamente el trayecto D; —O. La trayectoria completa del kink TK1 (o del

antikink ATK1) requiere, evidentemente, que dichos tramos se recorran dos veces.

II. Modelos O(2) Embebidos en el Modelo O(3)

Existen dos planos del espacio en los que el modelo en estudio se reduce al caso
N = 2, es decir al ya citado modelo MSTB. Son, evidentemente, los determinados
por las ecuaciones ¢; = 0y g3 = 0. Se reproducen, por tanto, en este subapartado,
los resultados ya expuestos en la secciéon anterior al tratarse este modelo. En este
caso las coordenadas que utilizaremos son las elipticas de Jacobi tridimensionales,
restringidas a la region determinada por esas ecuaciones.

Ambos modelos contienen como submodelo (a su vez embebido en ellos) al caso
N =1y precisamente en la interseccion de ambos. Dado que ya lo hemos detallado
en el apartado anterior no repetiremos aqui las expresiones de los correspondientes
kinks.

II.A. Modelo MSTB en el plano ¢y = 0.
La restriccién al plano®
M, = {(q1,42.q3) € R®/q = 0}

SEn este apartado y en los siguientes utilizaremos la palabra “planos” en coordenadas carte-

sianas, no obstante la regién interesante desde el punto de vista dindmico estd limitada al interior
y al borde del elipsoide (3.30).
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reduce el sistema tridimensional al caso N = 2 (modelo MSTB) sobre el plano
coordenado por ¢q; v qs.
En coordenadas elipticas, M, se traduce en dos caras del paralelepipedo P3(0):

Ay = G2 y A3 = 3. De esta manera tendremos que:
Mo, = {(M1; A2, A3) /A = 33} U {(A1, Ao, Ag) /Ao = 03} = My, LI M3

y estudiaremos, en consecuencia, el problema en dos regiones separadamente:

e 1. En M2103 tomaremos coordenadas restringidas de la forma: X3 = &3
(g2 =0)y
1
i = —1=M)1-N)
a3
1
3 = —=(05 = \)(05 — Ao
93

El rango de variacion de estas coordenadas elipticas restringidas sera:

0< )\ <G <\ <03

El Hamiltoniano reducido a ]\/[2103 se escribe de la forma:
—2AA)7E = A — 03) (M — 03) | —24(Ne)m5 — (A2 — 03) (A2 — 53)
_I_
A= A As — A

de forma que la integracién de la correspondiente ecuacién de Hamilton-

H =

Jacobi nos conduce a la expresion de las trayectorias solucién sobre esta cara

VI— A +1
Vi -1

e

20’35’%’)/2 — ( V 1-— )\1 — 03
o3~ sign(mz)
: ) (3.34)
\/1—)\2+03 \/1—>\2—1

de an (O)
o3~ sign(my)
V1= +o03 ) '
(\/1—)\2—0'3 \/1—)\2+1

Esta ecuacién describe, por tanto, la porcion de las trayectorias que pertenece
a la regién del plano g; = 0 limitada por las aristas de P3(0): AD, AF,, FyF3
y F3D. Su equivalente en coordenadas cartesianas serd la regién limitada (en
un cuadrante del plano g = 0) por la elipse

2
2, 43

+==1
N a3

entre el punto D y el punto umbilico A, el eje ¢; y la hipérbola caracteristica
(3.32).
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e 2. En M7 , de manera andloga: Ay = 03 (g2 = 0)

1
Q% = (1—)\1)(1—)\3)
o3
1, _
GG = —=(05 = M)(35 — N3)
03
0< )\ <03 Gy < A3 <1

Las ecuaciones de las trayectorias en la superficie determinada por las aristas:
AF,, F20, OB y BA sera:
03) sign ()

02030372 (‘ V1I—=XA —o3
sign(m3)
) (3.35)

vV 1-— )\1 + 03
El método de Hamilton-Jacobi nos proporciona también la dependencia tempo-

VI=A+1
V- -1
VI=X+ 17
V1—)5—1

(‘ﬂ—ag
\/1—)\3+0'3

ral sobre las trayectorias solucién indicadas de manera que tendremos la ecuacion:

'ﬂ— o[ ‘ﬂ—
\/1—/\1+O'3 \/1—/\2+03

: 1
para la parte de la trayectoria que transcurre en JM%3 y que se corresponde con

&gsign(WQ)

(3.36)

los rangos de variacion del “tiempo” ¢ siguientes:
—oo<t<ty; t<t<ts; t4<t<0

donde %1, t5,t3 y t4 son los valores que resultan de resolver el sistema de ecuaciones
(3.34, 3.36) cuando se alcanzan las aristas del borde de M, .

En la region ]\42203 tendremos, andlogamente:

6§sign(7r3)

&2sign(m
2(y1+t)o 'v1—>\1— 3 3g(1).‘v1—>\3—03
\/1—/\1+O'3 \/1—/\3—|—0'3

(3.37)

para t en los rangos:
1 <t<ty t3<t<1iy

"Dichos valores, t1,ts,t3 v t4, dependen evidentemente de ~1,72,02 v 03 y determinan los
valores del pardmetro t correspondientes a la interseccién de una trayectoria solucién con la
arista AFs de 0P5(0), ver Figura 3.9.
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Para cada valor finito de la constante 7, se tiene, en consecuencia, un kink
no topolégico. Los sectores involucrados son, en definitiva, C(*+) y C(—7) in-
distinguibles en coordenadas elipticas. La distincion kink-antikink es confusa en
este caso, de cualquier manera dos son las soluciones asociadas a cada trayectoria
puesto que cada una de ellas puede recorrerse en ambos sentidos. En la Figura
3.9 se representan algunas soluciones de esta familia que denominaremos NTK203
(particularmente del sector C¢~7)) en coordenadas cartesianas y elipticas.

Figura 3.9: Kinks NTK203 del sector C(~7) en coordenadas cartesianas, (a), y en
elipticas, (b).

El Modelo MSTB queda completo si se consideran ahora por un lado los kinks
del tipo TK1 (kinks embebidos del Modelo N =1 en el N = 2, ya comentados en
el apartado anterior) y por otro los kinks del tipo TK2 (kinks envolventes del caso

N = 2). Sobre la elipse maximal:
g+ = =1 (3.38)
del elipsoide (3.30), contenida en Ms,, y correspondiente en coordenadas elipticas

a la unién de las aristas DA y AB, {\; = 0,3 = 73} vy {\ = 0,\y, = 73}

respectivamente, las soluciones seran:

tanh o3(t — to) —tanh o3(t — to)
Ko 0 PTKws 0
gy sech o3(t — to) —agsech os(t — to)
tanh og(t — o) —tanh og(t — tg)
K2 _ 0 | TR 0

—a3sechos(t — tg) agsech o3(t — to)
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en coordenadas cartesianas (como se deduce directamente de la seccién 3.1). En

coordenadas elipticas hemos de analizar, como hemos dicho, dos aristas diferentes
de (9P3(0)

e Tramo DA: {\; = 0,3 = 53}. La ecuacién I; = 0 se convierte en este caso

ddA; = 42Ny — 32)/1 — A

de manera que obtenemos la solucién®:

en la expresion:

)\TK20'3(I (t) -0 )\TKQUs I (t) —1_ O_g taHhQ(Jgt) >\3TK203(I) (t) — 5%

para los valores de t pertenecientes a los intervalos:

-1 o
t e (—oo, — arctanh —21 L
03 O3

1 02
— arctanh —, 0o
3 03

e Tramo AB: {\; = 0, \y = 63}. La ecuacién a integrar es ahora:

% — 90— VT
que conduce a la solucién:
MA@y =0 0@ =62 AT (1) = 1 - 02 tanh?(ot)
donde ahora se tiene:

1 oy 1
t € |—— arctanh —2, — arctanh —
o3 03 03 03

Evidentemente los tramos anteriormente descritos se recorren dos veces (la
trayectoria completa ha de entenderse de la forma: D— A — B — A — D).
En la Figura 3.10 estd representada la trayectoria de los kinks TK203 y ATK203.

I1.B. Modelo MSTB en el plano g3 = 0.

De similares pero no idénticas caracteristicas es la inmersién en el modelo
N = 3 del modelo N = 2 a través de la superficie:

M2G‘2 = {(Q1;Q2,QB) S R3/q3 = 0}

que, en coordenadas elipticas, se corresponde con:

MQUQ = {()\1, )\2, )\3)//\1 = 5’%} L {(/\1, /\27 /\3)/)\2 = 5’%} = M2162 L M2202

8Por simplicidad en las expresiones se ha tomado, una vez més, la constante tog = v; = 0.
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B
QD »
D Fs R F F D
2
B

Fa)\ 1

Figura 3.10: Uno de los kinks TK2 del plano g2 = 0 en coordenadas cartesianas, (a), y
en elipticas, (b).

e 1. En M2102 se tiene: \; = 53, y asf necesariamente: g3 = 0. Las coordenadas

elipticas restringidas seran ahora:

1
G = —(1=X)(1—x3)
03
1 _
G = _—02(05—/\2)(03—/\3)
2

dentro de los rangos:
5'§<>\2<5'§<)\3<1

Desde el punto de vista de las coordenadas cartesianas esta regién no es
otra que el interior de la elipse (3.31). La integracién de la ecuacién de
Hamilton-Jacobi para este caso nos proporciona las ecuaciones de las trayec-

o2 ) sign(m2)

o2~ sign(ms)
) (3.39)

torias solucién:
20’26'%72 _ ( AV 1 — )\2 — 09
vV 1— )\2 + 02

(\/1—/\3—0'2
\/1—)\3+02

VIi—XA+1
VI -1
V1—)3+1
VI -1

e

e 2. En M2202: Ay = 75 es la ecuacién que proporciona ahora la restriccion

g3 = 0. El cambio de coordenadas se escribird por tanto en la forma:

9 1

G = =1 =X2)(1—A3)
03
1 _

G = —(05—M)(35— \s)
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para el rango
0§>\1<5'?2), 5'§<)\3<1

de tal manera que las soluciones verifican la siguiente ecuacién para las

trayectorias:
62025572 _ V 1-— )\1 — 09 \/1_7)\1+ 1 o2y sign(m1) .
1_)\1+02 \/1—)\1—1

(‘\/_143—02 \/_1—A3+1”2)Sig“<”3> (3.40)
\/1—)\3+02 \/1—)\2—1 .

Las expresiones anteriores se complementan con las correspondientes ecuaciones

que determinan la dependencia temporal. Se tiene asi:

52sign(ms)

&2sign(m
2i+t)or _ |V — Ao — o) g(z). ViZ A —o (3.41)
\/1—)\2+02 V1I—=XA3+ 09 ‘
para los tramos pertenecientes a M2102 y:
52sign(m &2sign(m
'ﬂ—@ P | VT =0y — o (3.42)
\/1—/\1+02 \/1—/\3+02 .
2
para M;

Figura 3.11: Kinks NTK20y del sector C(~7) en coordenadas cartesianas, (a), y en
elipticas, (b).

Encontramos de nuevo que para valores finitos de la constante 7, se obtiene una
familia uniparamétrica de trayectorias kink no topoldgicas, que denominaremos
ahora como NTK20,, pertenecientes al plano g3 = 0, como puede verse en la
Figura 3.11.
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Una vez mas el modelo se completa con los kinks del tipo TK1 ya comentados
y con los kinks de tipo TK2.
Los kinks envolventes del Modelo MSTB se corresponden en este caso, para

M, , con las soluciones que transcurren sobre la elipse:

q2
G +==1 (3.43)

g2
es decir, otra de las elipses maximales contenidas en (3.30). Consecuentemente,

tenemos las soluciones:

tanh oo (t — to) — tanh oo (t — o)
q—STK202 = 09 sech 09 (t — to) , (jATKZjQ —09 sech 09 (t — tg)
0 0
tanh 0'2(75 — to) — tanh O'g(t — to)
g2z —Gysechoy(t —tg) |, gTK2o2 gq sech oo (t — to)

0 0

que denotaremos genéricamente por TK20,.

En coordenadas elipticas tendremos que las trayectorias del tipo TK20, parten
del punto D, llegan al punto C y retornan a D, dentro de la elipse (3.43). Se
corresponden, por tanto, con una tunica arista perteneciente a 9P3(0).

Sobre DC tenemos: A\; = 0, A\ = 2. De esta manera las integrales primeras
nos proporcionan una tnica ecuacion:

Dy (As—73) V1=

dt

y asi la expresion de los kinks del tipo TK205 se reduce, en elipticas, a la expresion:
AP =0 NOPRWH) =063 A\ %(t) =1 — o5 tanh®(02(t — 1))

con t € (—oo,00) y donde evidentemente la arista DC se recorre una vez en cada
sentido.

En la Figura 3.12 esta representada la trayectoria correspondiente a los kinks
TK209% y ATK205%.

Kinks Envolventes

Como ya se ha comentado anteriormente, la parte del borde de la regién Py(0)

determinada por la ecuacién A\; = 0 constituye la tnica frontera no singular con



MODELO SIGMA O(3) DEFORMADO 103

B
i | e i As
D E F> [ E D
C
2
B

Fa)\ ]

Figura 3.12: Kinks del tipo TK209 embebidos en el Modelo O(3) en coordenadas carte-
sianas y elipticas.

respecto al cambio de coordenadas que estamos utilizando. Hemos denominado
kinks envolventes a los que pertenecen a ella y, para el caso N = 2, se trataba de
los kinks del tipo TK2. Como veremos a continuacién, en el modelo tridimensional
aparecen cuatro familias (desde el punto de vista “cartesiano”, simplemente una
en coordenadas elipticas) uniparamétricas de kinks sobre el elipsoide A\ = 0. Se
tratara de kinks no topoldgicos y, de hecho, los kinks del tipo TK2 ya estudiados
dentro de los Kinks Embebidos del modelo constituiran los limites singulares de
dichas familias cuando los parametros que las caracterizan tienden a sus valores
asintoticos. Encontraremos, de esta manera, que las soluciones TK2 constituyen
la interseccién entre los Kinks Envolventes y los Embebidos.

Por otra parte, es de resaltar el hecho de que las soluciones envolventes, para
N = 2, son de tipo topoldgico mientras que para N = 3 se trata de kinks no
topolégicos. Un andlisis detallado de los modelos con N > 4 (que no hemos
incluido en este trabajo) permitird concluir que se trata de un hecho asociado al

caracter par o impar de la dimension en cada caso.

Consideraremos, por tanto, como superficie de prueba el elipsoide (3.30), cuya

ecuacién en coordenadas elipticas es simplemente A\; = 0:
M3z = {(M1, A2, A3) /A1 = 0}

El Hamiltoniano restringido a M3 es

1 —4A(N) 2 123 (A2 — 03) (N2 — 03) (3.44)
2f2(07)\27)\3) 2 f2(07)\27)\3)
1 —4AQs) 5 1A (N —03) (A3 — a3)

o
2f3(07>\27>\3) 3 2 f3(07>\27>\3)

H

(3.45)
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y tenemos, en definitiva, un tercer modelo bidimensional (desde el punto de vista
eliptico, en coordenadas cartesianas las tres coordenadas son no constantes) dentro
del modelo general, que a su vez es completamente integrable y Hamilton-Jacobi

separable:
H, Hj

+
J2(0, A2, A3)  f3(0, Az, A3)
La resolucién de la ecuacién de Hamilton-Jacobi nos lleva a unas ecuaciones

H =

para las trayectorias:

Joaos(od-oBm  _ ’—m ossign(m2) . @ oasign(m2)
V1=t 0, VI=2X—o03
’—Vl—%—@ N YA T TR . T P
V1—A3+ 09 V1= s — 03 .
que podemos ver representadas en la Figura 3.13.
¢ B

999,
(0

Q
‘ /‘020‘

Figura 3.13: Kinks NTK3 en coordenadas cartesianas, (a), y en elipticas, (b).

La dependencia temporal para estas soluciones resulta ser:

0353sign(ma)
20n+2) (03 —0)or0s  _ VI= o — a7 VT = X+ 0y
V1= + 0y V91— — o3
o35 2sign(m
VI= X5 — o |77 1 T=05 + 04
V1—=XA3+ 09 V1—2A3 — o3

Las trayectorias son de tipo homoclinico, desde el punto de vista dinamico, vy,

Ug&%sign(ﬂz)

ag&%sign(wg)

(3.47)

por tanto, se trata de soluciones no topoldgicas que denotaremos como NTKS3.
Como puede observarse, se trata de una familia uniparamétrica de trayectorias
en elipticas que se corresponde con cuatro pares de familias en cartesianas. Dada

una trayectoria en elipticas existen cuatro en cartesianas segin se escoja el vacio,
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Ut, o U7, y segun se considere la trayectoria en el semielipsoide de inecuacién
g3 < 06 g3 > 0. Ademas, a cada trayectoria le corresponden, como es habitual,
dos soluciones segun el sentido en el que se recorre con respecto a t.

Todas las trayectorias convergen en el punto A (correspondiente en elipticas a
los puntos umbilicos del elipsoide), que constituye asi un punto conjugado al vacio
D. Se observa una clara similitud entre estas soluciones y las estudiadas NTK205
y NTK203, si bien para las familias NTK3 son los puntos umbilicos los que juegan
el papel de los focos de las elipses correspondientes.

Kinks Genéricos

Las trayectorias-solucién generales del modelo son las correspondientes a valores
finitos y no nulos de las constantes Cy y (s, o, alternativamente, a valores finitos
de 72 vy 73 en las ecuaciones (3.25) y (3.26).

Figura 3.14: Ejemplo de Kink TK3 en el interior del elipsoide, (a), y en P3(0), (b).

Fijadas Cy y C3(6 72 v v3) (ver como ejemplo la Figura 3.14), la trayectoria kink
correspondiente es una curva alabeada, en el interior de P3(0), que comienza en el
punto de vacio D, alcanza la cara superior BCF;O, corta a la arista AF, para con-
tinuar hasta cortar a la arista F1F3, volver a la cara superior, cortar una segunda
vez a AF,, alcanzar por tercera vez la cara superior y terminar definitivamente en
el punto D.

La traduccion de este recorrido genérico a coordenadas cartesianas es delicada
debido a la presencia de varias ambigiiedades. La no unicidad del cambio de coor-
denadas (ocho a uno) complica, légicamente, esta lectura. Un cuidado especial se
hace necesario en los cortes con las cénicas (3.31) y (3.32), pues varias posibilidades
son aparentemente validas a priori. El requerimiento, para las soluciones, de con-

tinuidad y derivabilidad en los puntos de corte con dichas cénicas (aristas AFy y
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F,F3 de 9P5(0), respectivamente), dentro del elipsoide (3.30), aclara notablemente
el andlisis del comportamiento de las trayectorias cartesianas. Si fijamos ademés
el vacio de partida y el cuadrante del plano ¢; = 0 en el que se corta por primera
vez la trayectoria con dicho plano?, entonces una tnica curva queda determinada
por el cambio inverso de coordenadas.

La trayectoria representada en la Figura 3.14 se puede describir, por tanto, de
la forma siguiente:

La curva parte del punto de vacio D= ¢~ y, tras cruzar el plano ¢; = 0 en el
cuadrante escogido, corta a la rama ¢; > 0 de la hipérbola caracteristica (3.32),
para retornar hacia la elipse (3.31); en este corte la curva pasa al semiespacio
g3 < 0 y continia hasta cortar a la otra rama (¢; < 0) de la hipérbola, después
de haber cortado de nuevo el plano ¢; = 0. Tras este corte con la otra rama de la
hipérbola (donde corta de paso al plano g2 = 0), la curva vuelve a cortar al plano
¢1 = 0 para terminar definitivamente en el otro punto de vacio D=v*.

Evidentemente se trata de kinks topolédgicos (en los sectores c-ty C(+’_)),
que denominaremos TK3 de manera general®C.

Las elecciones realizadas nos recuerdan que una séla trayectoria en coordenadas
elipticas tiene asociadas ocho en cartesianas. Como veremos en el apartado 3.2.4,
la descripcion en coordenadas elipticas de las soluciones nos facilitara el analisis
del Espacio Modular de Kinks del modelo, al estar considerado de manera natural
en las mismas el cociente bajo la accion del grupo de simetria, G = Zgy X Zo X Zo,
del sistema.

Variando las constantes v, y 73 encontraremos la totalidad de trayectorias de
la familia TKS3.

Otras Parametrizaciones de los Kinks Genéricos

De manera similar a lo ocurrido en el analisis del Modelo MSTB, en la seccion 3.1,
los pardmetros v, v 73 tienen una interpretacion geométrica muy interesante, tanto
en el espacio R® como en P3(0). Es posible plantear unas ecuaciones similares a
(3.18) que relacionen los pardametros con angulos de incidencia sobre diferentes
puntos (o curvas) distinguidos de la regién D? (o P3(0)). La complejidad de las
mismas para este caso hace que nos centremos preferentemente en otros aspectos
de la geometria de las soluciones.

90 alternativamente el octante del elipsoide por el que la trayectoria comienza a trazarse.
108 se especifica el sector, la notacién habitual impone que TK3 corresponda a C(— 1) y ATK3
al ¢+,
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Figura 3.15: Varios kinks TK3 en el interior del elipsoide (a) y en P3(0) (b).

Como veremos, el estudio de otras parametrizaciones de los kinks genéricos
aclarara en buena medida los limites asintéticos de la familia TK3 que analizaremos
en la seccion siguiente. El grado de complicacion de los mismos sera mucho mayor

que en el caso bidimensional ya detallado en 3.1.

Partiendo de la parametrizacion inicial en las constantes v, y 73, que estable-
cen univocamente una trayectoria TK3 (desde el punto de vista “eliptico”, obvia-
mente en cartesianas se corresponde con ocho trayectorias diferentes, como ya se
ha comentado), tendremos que el espacio de soluciones TK3 es isomorfo a R? o,
equivalentemente, al plano complejo C.

Introduciremos a continuacion una nueva parametrizacion de la familia de kinks
TK3, equivalente a la anterior, que se revelarda muy ttil a la hora de estudiar de-
terminados limites asintéticos de los kinks, tanto analitica como geométricamente.

Definiremos las nuevas constantes, v y 7, de la forma:

Y =303 —Y2; Y =V305 — Yo

037y — 037, N e
Yo = P} 2 V3 = 2 2

Podemos entonces manipular las ecuaciones (3.25, 3.26) para expresarlas en

) sign()

sign(m2)
) L (348)

) sign(s)

términos de v y 74 de la forma:

62025%7: \/1—/\1—1‘72. 1/1—)\1‘f‘0'2
\/1—/\1—0'2

02. \/1—)\2—|-0'2
\/1—)\2—0'2
02. \/1-)\34‘0’2
\/1—)\3—0'2

VI=A+1
(ﬂ—l
VI +1
(ﬂ—l
VI=A3+1
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V1 =X +o03
. ﬂ—03
VTt 0
V=X =05

V1—=2A3+03
. m—a3

203527 _ (ﬂ—l ”

VI=X+1

VI—A -1

(‘\/1—)\2—1-1

VI—X3—1]7
(==

) sign(my)

sign(m2)
) e

) sign(m3)

Veamos a continuacién algunas de las interpretaciones geométricas que estas

parametrizaciones admiten:
Puntos de corte con la cara \3 =1

Cada uno de los kinks de la familia TK3 corta la cara superior de P3(0) (plano
¢1 = 0 en coordenadas cartesianas) tres veces a lo largo de su recorrido completo.
Fijado uno de dichos puntos de corte (es decir los valores correspondientes de
A1 ¥y A2) los dos restantes quedan a su vez determinados. De esta manera, la
arbitrariedad en los valores que puedan tomar las dos constantes que parametrizan
a la familia de kinks (bien 9 y 73, bien vy 7) es equivalente a fijar las coordenadas
de uno de los puntos de corte con la cara OF;BC de dP3(0) (por ejemplo el segundo
de ellos). Esta equivalencia se plasma analiticamente en las ecuaciones siguientes:

Dada una eleccién tomada de las constantes (72, 73), los puntos de corte con la
cara A3 = 1 vienen determinados por las soluciones (Aj, A2) de las ecuaciones:

VI=X —o03]7

sign(71)
. vV 1-— )\1 + o3 ) ‘
03 m_ o3 oz>s1gn(7r2) (3.50)
\/1 - /\2 + 03 '

e

2y20903(03—03) _ ( V=X +o0, 7
V 1— )\1 — 02

. V 1 - AQ + 02

V 1-— )\2 — 029

627302036563 (O’% —0’%) —

__<ﬂTX—1m”ﬁ“»ﬂTX+@“% V=X — oy

0252 sign(my)
\/1 - >\1 + 03 > '

o262 Si8n(72)
) (3.51)

\/1—/\1+1 \/1—>\1—O'2

(e e A N e
\/1—)\2—|—1 \/1—)\2—0'2 \/1—)\2+03
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Equivalentemente, cada par (7,7) conduce a unas ecuaciones con idénticas

> sign(my)

sign(m2)
> (3.52)

soluciones que (3.50, 3.51):
6202657 — \% 1- )\1 —1 -

V1= +1

(‘\/1—&—1 ”

V1= + 09
\/1—)\1—0'2
\/1-)\24‘0’2
\/1—)\2—0'2

VI— A+ 1

sy _ (ﬂ—l”ﬂ mHg)Slg“”_
V1= +1 VI=X —o03
VI= =17 [VI= g+ 05|\ ™™ 4o
(== == (3:59)

Detallaremos en la préxima seccién cémo se comportan las ecuaciones (3.50,

3.51) por un lado, y (3.52, 3.53), por otro, cuando alguno de los puntos de corte
con A3 = 1 se considera muy cercano a alguna de las aristas de la cara OF;BC (se
tratara evidentemente de un limite singular en el que una o varias de las constantes

tiendan a £00).
Puntos de corte con las aristas AF, y FF3

El Modelo O(3) presenta dos regiones especialmente distinguidas en el espacio
de configuracion del sistema mecanico: se trata de las conicas que hemos denomi-
nado caracteristicas, la elipse (3.31) y la hipérbola (3.32). Desde el punto de vista
dindmico, se trata de los tinicos conjuntos de puntos de P(0) (exceptuando los
vacios D1 y Dy) que son atravesados por infinidad de soluciones kink. Desde esta
perspectiva, su papel en el sistema es equivalente al representado por los focos de
la elipse (3.10) en el modelo MSTB. Se tratard, por tanto, de curvas de puntos
conjugados a los de vacio del sistema. En el Capitulo 6 de esta memoria volveremos
sobre este tema a la hora de estudiar la Teoria de Morse del modelo.

Cada punto de la elipse (3.31), arista F1F5 de P3(0), es cortado una vez por
cada trayectoria TK3 mientras que cada punto de (3.32), arista AF, de P3(0), lo es
dos veces (en cartesianas se cortard una vez cada rama diferente de la hipérbola).
Una vez fijado uno de los cortes con la arista AF5, el otro queda autométicamente
determinado, se tienen por tanto dos libertades desde este punto de vista: el corte
con F1F3 y uno de los cortes con AF,.

De forma analitica, tendremos que la parametrizacién en las constantes v y 7
es mucho més adecuada que la determinada por v, y 3 para explicitar el calculo
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de dichos puntos de corte y, en definitiva, la posibilidad de caracterizar cada una
de las soluciones kink por los mismos.
Si tomamos el limite Ay — 73, A3 — 73 (limite que nos conduce a la arista AF,

en P3(0)) en las ecuaciones (3.48, 3.49) obtendremos, por un lado, la expresién:

2030’7_(\/1_/\1_103 V1—XA+o3 )Slgnm) (3.54)
N \/1—)\1+1 \/1—/\1—0'3 .

cuyas soluciones denominaremos \; de manera que (A1, Ao, A3) = (\y, 53,53, ) serdn

los dos puntos de corte con la arista AF5, determinados en definitiva por el valor de
la constante 7. La otra ecuacién nos conduce a una expresion de la forma (donde
se ha de sustituir ya A; por una de las soluciones de (3.54)):

. i VY 1— A3 —o09
X 1l1m 1m ——F————
)\2—>U /\3—>02 Vv1— )\2 — 09

de manera que la indeterminacion del segundo miembro puede conducir a cualquier

202037 (3.55)

valor posible de la constante v (dado que se trata de dos limites en variables
diferentes).

En lo que respecta a la elipse (3.31), de manera andloga a la anterior, deberemos
tomar los limites \; — 73 y Ay — 73 simultdneamente. Las ecuaciones (3.48, 3.49)

nos conducen ahora a las expresiones:

62025%7 _ ( \/1—)\3—1 o2
VI +1

\/1-)\3"‘0’2
\/1— 3 — 02

li li V 1— )\2 — O3
X 11Im 1m —7
A1—52 Aa—52 4/ 1— )\1 — 03

de manera que, fijada 7, la ecuacién (3.56) determina el punto de corte con F;F3:

sign(m3)
) (3.56)

(3.57)

620’35’%7

(A1, A2, As) = (52,52, \g), donde A3 es una raiz (tnica en este caso) de (3.56). Por
su parte, la ecuacion (3.57) permite que todos los valores de 4 sean compatibles
con dicho punto de corte.

Tenemos, en consecuencia, que una vez que se ha fijado el punto de corte
con una rama de la hipérbola, mediante una eleccion de 7, la segunda constante,
v, parametriza a toda una subfamilia de trayectorias TK3 que, manteniendo los
cortes con la hipérbola fijos, intersecan con todos los puntos de la elipse FFs3,
exceptuando los propios F; y F3. Una situacion similar es la que se obtiene si
se fija un valor constante de 7 de manera que queda determinado el punto de
interseccién con la elipse (3.31). Existe otra subfamilia, dependiente del parametro
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~, o, equivalentemente, de los puntos de corte con las dos ramas de la hipérbola
(3.32).

Evidentemente, el andlisis anterior puede repetirse en funcién de las constantes
Y2 v 3. La dificultad que se plantea es que, al tomar los limites adecuados para
alcanzar una de las dos cénicas caracteristicas, las dos ecuaciones, (3.25) y (3.26),
dependen de limites indeterminados. Es posible entonces manipular las ecuaciones
resultantes de manera que en una de ellas se elimine la indeterminacién, man-
teniéndose en la restante, el resultado que se obtiene es exactamente el sistema
(3.54, 3.55) para los cortes con la hipérbola, y (3.56, 3.57) para la elipse. No in-
cluiremos, por tanto, dichos calculos en esta memoria puesto que conceptualmente
no aportan ninguna novedad.

En lo que respecta a los extremos de las aristas estudiadas, es decir los vértices
A Fq, Fy vy F3, se trata de puntos no accesibles para las soluciones correspondientes
a valores finitos de las constantes. Se alcanzan, como veremos en la préxima
seccion, cuando las constantes 7o y 73, o alternativamente v y 7, tienden a sus
limites asintéticos.

3.2.3 Limites Especiales y Reglas de Suma

La energia de cada solucion kink, tal y como se establecié en la Secciéon 1.2, no es
mas que la accion de la trayectoria solucién correspondiente en el sistema mecanico
andlogo (salvo constantes multiplicativas). De esta forma, los kinks genéricos
(TK3) poseen una energia que se determina mediante el siguiente célculo:

V22

m3

Erks = 28, (A1) + 48, (A2) + 68y, (A3) =
TN [T e [ (as
= ————d)\ + — 2+ B = (3.
/0 2T — A /(,3 2T /0 Iy, P = (358)
4 9

2
= 5 + 50'3(3 — O'g) + 50'2(3 — 0'5)

donde, evidentemente, se ha considerado el nimero de veces que cada tramo es
recorrido por una unica trayectoria TK3 (dos veces para A, cuatro para Ay y seis
para A3).

Analizaremos en esta seccién las energias de los diferentes tipos de kinks que
hemos estudiado en la precedente. De manera andloga a lo ocurrido para el caso
del Modelo MSTB, pero de una forma mucho mas compleja, encontraremos una
serie de reglas de suma para los diferentes tipos de kinks y demostraremos que
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dichas reglas no son en absoluto casuales; por el contrario, se corresponden con el
hecho de que diferentes combinaciones de kinks envolventes y embebidos pueden
ser considerados kinks genéricos si se pasa al limite asintotico en el espacio de los
parametros que caracterizan a estos ultimos. Estos razonamientos nos llevaran, en
la proxima seccién, a presentar diferentes compactificaciones posibles del Espacio
Modular de soluciones kink de la teoria.

Regla | Erks = ENTK205 + ETK20,

Con un razonamiento similar al utilizado en (3.58), calcularemos la energia de los
kinks de la familia embebida NTK203'!:

m3

73 )\1 )\2
Extkaes = —=— (2 | ———d\+4 [ —2—
At \/§A2< /0 2T /gg 2/T— X,
1 3 2
)\3 m 4 O3
1 2y = (420 (1-2
" / 2T 3) Vax? <3+ 03( 3))

Por su parte, para el kink TK205:

m3 ! A3 m3 o2
Brkog, = —— |4 | —=—d)s| = —205 (1 - 22
TK202 \/5)\2(/052/—1—)\3 3 \/5)\2 02( 3)

de manera que se observa la regla de suma:

~2
g3

dXs +

Erks = ExnTK2os + ETK20, (3.59)

Por otro lado, demostramos en la Seccién 3.1 que la energia EnTka,, puede
escribirse como:
Entk20s = Frkoo, + ETK1 (3.60)

puesto que Frxi = %% Y Erkac, = 53203 (1 -3

La interpretacion de la regla de suma (3.59) es clara: la suma de trayectorias
NTK203 + TK20, tiene que ser, de alguna manera, un elemento limite de la familia
TK3, con un “tiempo” reescalado, evidentemente. Calcularemos, por tanto, los
limites asintéticos de la familia TK3, utilizando para ello las ecuaciones (3.48,
3.49).

En el limite ¥ — —oo encontraremos kinks en la ecuacién (3.48) en tres dife-
rentes circunstancias:

1E] resultado, aunque calculado en otras coordenadas, es evidentemente igual al obtenido en
la Seccién 3.1.
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e 1. Cuando el signo de m; se considera positivo (sign(m) = +1), el limite
7 — —oo se consigue en la ecuacion (3.48) si Ay — 0. En esta situacién, la
ecuacion (3.49) nos indica que 4 podra mantener un valor finito sélo cuando
Ay — &2 dentro de la eleccién sign(my) = +1. Se trata de un limite no trivial
en el que obtendremos dos veces el tinico tramo (arista DC) correspondiente
al kink TK20,'? (segin se considere sign(m3) = +1), en el plano g3 = 0,
siempre y cuando A tienda a 0y A tienda a 3, VA3 € (53,1) de la siguiente
forma concreta:

o
g

(A1, 22)— 1-— — 03

— 2030 < _/\3_1
V1I—=A3+1

Existen otras posibilidades, para los casos:

\/1—/\3+0'3
\/1—)\3—0'3

> —sign(rs)

(sign(my ), sign(ms), sign(ms)) = (+1, —1, £1)

que no corresponden con limites kink en este caso v — —oo. Seran relevantes,

por contra, en el limite asociado v — oo.

e 2. Si \y — G2 para los casos (sign(m),sign(ms), sign(n3)) = (£1,—1,£1),
se obtiene directamente, sin mas restricciones en la ecuacién (3.49), que

v — —oo. De hecho, cuando \; — 73, la ecuacién (3.49) se reduce a

0'2—103‘ 09 + 03 6203557 _ <\/1—)\1—103. \/1—>\1+0'3 )SlgnWﬂ
o9+ 1 09 — O3 V- +1 V1—XA — 03

( VIZ = 1" [VI= A+ )g ) 361)
\/1—>\3—{—1 \/1—)\3—03 .

que no es otra que la ecuacién de las trayectorias solucién de la Ecuaciéon

de Hamilton-Jacobi para la parte de los kinks NTK203 que pertenecen a la
regién M2202.

e 3. Finalmente, el tercer caso relevante surge cuando A3 tiende a 63 dentro
de la eleccién de signos:

(sign(my), sign(ms), sign(ms)) = (£1,+1,—1)

I2N6tese que el kink completo precisa recorrer dos veces dicha arista.
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En esta situacion, encontramos que v — —oo de nuevo directamente, sin

maés restricciones. La ecuacion (3.49) se convierte entonces en

0'2—103. O'2+0'3 620355’7 . (\/1—)\1—103. \/1—)\1+O'3 )Sign(ﬂl)
0'2+1 09 — O3 \/1—)\1+1 \/1—)\1—0'3

02

VI= 2= 1" [VI= g+ 05|\ ™™ "

(=l =2 362
que corresponde a la ecuacién de la parte de los kinks NTK203 que pertenece
alM, .

Queda, por tanto, demostrado que, en el limite v — —oo, puede verse la
combinacion NTK203+TK205 como un miembro de la familia TK3, tal y como
apuntaba la regla de suma (3.59).

El analisis no estara completo, sin embargo, si no estudiamos qué ocurre en el
limite v — oo. El resultado es idéntico al ya tratado v — —oo. Tomar el limite
v — o0 equivale, en el andlisis anterior, a cambiar todas las elecciones de signos

de 7, ™o y w3 por las opuestas. Las tres opciones serian ahora:

e 1. A\; — 0 produce 7 — oo si sign(m) = —1. De nuevo ¥ finito nos pro-
porciona la arista (doblemente recorrida) del kink TK205, siempre y cuando
Ay — 3 en los casos con sign(me) = —1, y con un comportamiento apropiado

de los limites, dependiendo del valor de A3 en su recorrido por la arista DC.

e 2. )y — 032, para los casos (sign(m),sign(my),sign(ms)) = (&1, +1,+1),
reduce la ecuacion (3.49) a la de la familia NTK203 en M22(,3'

e 3. Y finalmente, A3 — &3 con (sign(m; ), sign(my), sign(73)) = (£1,+1, +1),
proporciona el limite v — 0o. La reduccién de (3.49) es ahora la ecuacion
de NTK203 en M2103.

En definitiva, los limites v — 400 en la familia TK3 proporcionan como re-
sultado la familia NTK203 més el kink TK20,. La regla de suma (3.59) queda
completamente explicada.

Es posible estudiar ahora la combinacién entre las reglas de suma (3.59) y
(3.60):

FEtks = FErtkao, + Frkoe; + ETK1 (3.63)

Esta regla se puede demostrar considerando, dentro de los limites v — o0
ya tomados, la posibilidad ¥ — Zo0o en las ecuaciones reducidas (3.61, 3.62).
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Comenzando por el caso ¥ — oo encontraremos dos posibilidades en ]\4503 y tres
en M2103 que conducen a diferentes tramos de soluciones kink:

e A. En ]\42203 Ay = 73):

— 1. Sisign(m) = +1, 7 — oo cuando A\; — 75 en la ecuacién (3.61). En
esta situacién \; — 3 y Ay = G2 proporciona el tercer tramo del kink
TK1, que hemos denotado anteriormente como TKI(III). Se obtiene,
ademads, dos veces, como debe de ocurrir de cara a completar toda la

trayectoria solucién, de acuerdo con las dos posibilidades:
(sign(m), sign(m), sign(ms)) = (+1, -1, +1)

— ii. Sisign(m) = —1, 5 — oo cuando A; = 0. Encontramos en este caso
el segundo tramo (arista AB) del kink topolégico bidimensional en el
plano ¢ = 0, TK205(II).

e B. En ]\/[2103 (A3 =73):

— iii. Para la posibilidad: sign(m;) = +1, se alcanza 7 — oo si \; = 3.

Se obtiene, de manera andloga, el tramo TK1(II) (dos veces de nuevo).

— iv. Para sign(m) = —1, ¥ — oo si Ay = 0. La contribucién es ahora
TK204(I1).

— v. Por tltimo, en la situacién sign(my) = +1, 7 tiende a oo si Ay = 73,

obteniéndose el tramo restante, TK1(I).

El limite ¥ — —o0, después del v — +o00, nos proporciona exactamente el
mismo resultado. De esta manera hemos completado el analisis de la regla de
suma (3.60): la combinacién TK2c3 mas TK1 es un miembro limite de la familia
NTK20;.

Ambas demostraciones nos prueban (desde esta perspectiva) la regla de suma
conjunta, (3.63).

Desde el punto de vista geométrico, los limites anteriormente calculados tienen
una interpretacién muy clara e intuitiva: cada valor fijo y finito de la constante
~ determina los puntos de corte de las correspondientes trayectorias TK3 con la
arista AF5, por medio de la ecuacién (3.54). El limite v — 400 conduce, por su
parte, a que el punto de corte con la arista F1F3 tienda al foco F3 (ver ecuacién
(3.56)). En lo que respecta a los puntos de corte con la cara A3 = 1 de 0P;(0),
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el limite v — 400 hace que uno de los cortes tienda al punto C mientras que los
otros dos restantes se sitian en la arista BO (dependiendo los puntos concretos,
evidentemente, del valor que tome 7). La situacién, por tanto, coincide con lo
demostrado analiticamente, puesto que la combinacién NTK203 + TK20, es la
Unica posible que conduce a que todos sus miembros pasen por el punto F3, corten
cuatro veces a la arista AFy, dos veces a la arista BO y pasen por el punto C.

En la Figura 3.16 se muestra una trayectoria TK3 muy cercana al limite expli-
cado.

o]
J

F3

Figura 3.16: Trayectoria TK3 correspondiente a una valor grande de la constante .

Si posteriormente se toma el limite 4 — 400 entonces, en (3.54), necesaria-
mente los cortes con la arista AF, se realizan en los extremos, A y Fy, mientras que
los cortes con BO se consiguen a su vez en B y en O. Dicha situacién corresponde,
evidentemente, a la sucesién de aristas que proporciona la configuracion: TK2e05 +
TK203 + TK1. En la Figura 3.19 estd representado un kink cercano a este limite.

Regla | Erks = ENTK205 + ETK204

De manera similar al caso anterior, existen otras reglas de suma que involucran a las
demas familias de kinks embebidos que hemos analizado en la seccién precedente.

La familia de kinks no topoldgicos del plano g3 = 0 tiene la energia siguiente:

~2 ~2
m 72

3 s A A2
E oy = — |2 —d\ 2 B —
NTK205 NG ( /0 NN 1+ /C_rg Wi

1 3 2

A3 m 4 op

4 ———d)\; | = — (= +2 1——=
/53 21— A3 3) V2)2 (3+ 02( 3))

dXgy +
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Y conocemos, ademas, que la energia de los kinks TK203 es:

Brios, = m 2/02 R g, +2/1 &g =
’ V22 \ e 2V1 =X 52 2VT =X

m3 0'2
= 2 1- 2
VN "3( 3)

Se verifican, por tanto, las reglas:

Erks = ENTK20, + ETK20s (3.64)

Extk20, = ETK205 + ETKI (3.65)

andlogas a las (3.59, 3.60).

Para demostrarlas (desde el punto de vista de los limites asintéticos) conside-
raremos primeramente, en las ecuaciones (3.48,3.49), el limite ¥ — oo. Esto nos
conducira a tres posibilidades, diferentes de las encontradas en el anteriormente
considerado caso v — toc:

e 1. En todos los casos con sign(m) = —1, el limite ¥ — oo se alcanza si
A1 tiende a 0. Sin embargo v permanece finita, de acuerdo con la ecuacion
(3.48), sélo en algunos de estos casos:

— a) en los casos (sign(my), sign(ms), sign(ms)) = (—1, £1, —1), si A3 tiende
a o5 de tal manera que se verifique
lim V1 As — 0 =
(A1,23)—(0,52) |\/ 1— X — 1|”2
— @620255W V19— Ay — 1 7 V91— Ao + 09 ~ign(m)
202 \/1—>\2+1 \/1—)\2—0'2

para cada valor concreto de Ay y para cada una de las dos posibles

elecciones del signo de 7y, entonces se encuentra exactamente el primer
tramo del kink bidimensional topoldgico en el plano ¢o = 0, es decir
TK203(1) (obviamente dos veces, para sign(my) = +1 y para sign(my) =
—1).

— b) si, en los casos (sign(m ), sign(ms), sign(ms)) = (=1, —1,+1), Ay tiende
a o5 de tal manera que

lim [V1— A — o =

(A1 A2)—(0,62) [v/1 — Ay — 1oz

_E6202057< "1_)\_3_102.—1_)\3+U2
202 \/1—)\3+1 \/1—)\3—02

) —sign(ms3)
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para cada valor de A3 y cada signo de 73, tenemos TK203 (II).

e 2. En los casos con sign(my) = +1, el limite Ay — &3 implica que 7 tienda
a 00 sin mas restricciones en la ecuacién (3.48). En este limite, Ay = 72, la

ecuacién (3.48) se reduce a:

o3+ 1 02, 03 — 02 62@637 _ (m—l 02_ ﬂ+02 )Sign(m)
o3 —1 O3 + 09 \/1—)\1—{—1 \/1—)\1—02

(e oA ey
\/1—)\3+1 \/1—)\3—0'2 '

es decir, la ecuacion de las trayectorias de la familia NTK205 restringidas a

s 2
la region Mj .

e 3. La tercera posibilidad consiste en que sign(m;) = +1. Entonces \; ten-

diendo a 72 equivale a ¥y — 00, y la ecuacién (3.48) se reduce a:

o34 1|" (03— 0] ooy _ ([VIZRe 1] VI At oo\
os =1 oyt VI X+l V=X -0

(m_1 | VT= 2 + 05
\/1—)\3—|—1 \/1—>\3—0'2

que da cuenta de la familia NTK20, en el sector M2102.

sign(rs)
) (3.67)

De forma similar al caso anterior, el limite ¥ — —oo proporciona los mismos
resultados con el intercambio correspondiente de signos.
Las tres posibilidades son ahora:

e 1’. Para el caso sign(m;) = —1, A\; tendiendo a &3 equivale a ¥ — —oo. La
ecuacion (3.48) se reduce a ecuacién de la familia NTK205 en la region ]\42102

de manera similar al caso 3 anterior.

e 2'. Si sign(my) = —1, encontraremos ¥ — —oo para Ay — 3. La ecuacién
(3.48) reducida no es otra que la ecuacién de los kinks NTK20, en M2202,

como en el caso 2 anterior.

e 3’. Por ultimo, cuando sign(m) = +1, ¥ — —oo se obtiene si Ay — 0.
v permanece finito en dos casos diferentes: a) Si A3 — 5 de la manera
adecuada (y dependiente de ), obteniéndose TK2a3(I). b) Si Ay — 73 en
un modo similar al caso 1.b) (salvo los signos intercambiados, obviamente),
entonces el limite 7 — —oo es el que proporciona TK205(I1).
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Se ha demostrado, por tanto, que partiendo de las ecuaciones de la familia TK3
en la parametrizacion dada por las constantes v y 74, se alcanza, en los limites
v — +oo, la combinacién: familia NTK20, mas TK2035. Queda probada asi la
regla de suma (3.64).

De manera similar al caso anterior, la regla de suma (3.64) puede conducirnos
a su vez a la regla (3.63) si se calcula el limite v — o0 en las ecuaciones reducidas
(3.66, 3.67), tras calcular el correspondiente limite 7 — 400. Si combinamos, por
ejemplo, los limites ¥ — 400 y v — 400, encontraremos dos posibilidades, tanto

en M2 como en M} , que conducen a kinks:
72 92
: 2 _ 52).
o A. En laregion M; (A2 = 03):

— 1. Si sign(m) = —1, se alcanza el limite v — oo cuando A; tiende a 0.
Ay = Er§ vy A1 = 0 determinan el tramo TK205(I).

— ii. Si sign(ms) = 1, A3 — 5 equivale a v tendiendo a oo y ello nos
proporciona TK1(I).

e B. Para M21(;2 (A1 = G2) encontramos:

— iii. Si sign(my) = +1, ¥ — oo se corresponde con que Ay tienda a 3.

Obtenemos asi el tramo TK1(III), para el que Ay = 3 y Ay = 75.

— iv. Para la posibilidad sign(m3) = +1 tendremos v — oo si Ay — 03 y
asi obtenemos TK1(II) en este limite.

Si hubieramos considerado el limite v — —oo después de haber tomado ¥ —
400 habriamos obtenido exactamente el mismo resultado final. Queda asi probada
la regla de suma (3.65), puesto que la combinaciéon TK205 + TK1 ha quedado es-
tablecida como un miembro de la familia NTK205 en el limite v — £o00. Combi-
nando (3.64) y (3.65) se demuestra (3.63) y, en definitiva, se tiene a la combinacién
TK20y + TK203 + TK1 como un miembro de la familia TK3 en un limite de los
parametros muy particular.

Nuevamente es posible una interpretacién geométrica clara de los calculos ante-
riores. La consideracién de ¥ — 400 (para un valor finito de 7) hace que mientras
los cortes con la arista AF, se sitian en los extremos de la misma (ver ecuacién
(3.54)), los correspondientes (en esta situacién se presentan dos puntos de corte)
a la arista F1F3 dependen directamente del valor de v (ver ecuacién (3.56)).

Por su parte, en lo que respecta a los cortes con la cara A3 = 1, el limite
considerado hace que uno de los cortes esté en el punto B mientras que los otros
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dos, de acuerdo con las ecuaciones (3.52, 3.53), pueden estar, bien en la arista CFy,
bien en F;0 (realmente pueden estar los dos en la primera o uno de ellos en la
primera y el otro en la segunda, un anélisis detallado de esas ecuaciones muestra
que no pueden estar las dos soluciones en la arista F10), en funcién de los valores
correspondientes de v y de las constantes oy y o3 propias del modelo.

La unién de los dos razonamientos nos conduce inequivocamente a la configu-
racion NTK20, + TK203, como se ha demostrado analiticamente. En la Figura

3.17 esta representado un kink TK3 cercano a dicho limite.

Figura 3.17: Trayectoria TK3 correspondiente a una valor grande de la constante 7.

El posterior limite con 7 — £00 nos lleva a la misma situacion geométrica del
caso anterior y, en definitiva, a la combinacién TK20, + TK203 + TKI.

Regla | Erks = Entks + ETKl‘

Existe un tercer conjunto de reglas de suma de las energias de los kinks TK3, y de
alguna manera mas especial que los anteriormente expuestos.

La energia de los kinks envolventes (tridimensionales y no topoldgicos) que
estudidbamos sobre el elipsoide A; = 0, es decir las familias denotadas como NTK3,
es:

3

m 2m? o3 + o}
Entis = m (4855, (A3) 4+ 28),(N2)) = Wit (02 + 03— 3 )

De manera que pueden comprobarse facilmente las reglas de suma:

Erxs = Entks + B (3.68)
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Entks = Erkoes + E1K20, (3.69)

Esperaremos asi que un proceso de paso al limite como los anteriores nos de-
muestre que, efectivamente, la combinacion NTK3+4TK1 puede ser vista como un
miembro de la familia TK3 en las condiciones que dichos limites determinen. En
esta ocasién, como veremos, las ecuaciones mas adecuadas para efectuar dicho
procedimiento seran las que se obtienen directamente de la ecuacion de Hamilton-
Jacobi del sistema, es decir las ecuaciones (3.25) y (3.26), parametrizadas por las
constantes 75 vy 73 (o alternativamente Cy y C3). Cuando se estudia en ellas el
limite v3 — —o0 o (3 tendiendo a cero, resultan cinco casos relevantes:

e 1. Sisign(m)=+1y A tiende a 0.

Encontramos entonces que C3 — 0 en cualquiera de las cuatro opciones:

(sign(my ), sign(ms), sign(ms)) = (+1, £1, £1)

La ecuacion (3.25) se reduce entonces a

L=0o|™ |1t os|™ [ _ [VI= Aot op|™
1—|—O'Q 1—(73 2 \/1—)\2—0'2

oasign(ms3)

R T T i R/ D Y i 'm_ o3
\/1—)\24-0'3 \/1—)\3—0'2 \/1-)\3"‘0’3

es decir, la ecuacién de la familia NTK3 parametrizada por la constante v,

(0 Cy).

e 2. Cuando sign(m;) = +1y A tiende a 3. El comportamiento de la ecuacién
(3.25), con 72 finita, nos conduce a tres subcasos diferentes:

—2.a) Si Ay — 05 y Ay — &5 simultdneamente, para las opciones de

signos:
(Sign<ﬂ-1)7 Sign(ﬂ-Q)? Sign(ﬂ'g)) - <+17 +]-7 j:]-)
entonces la situacion 7 tendiendo a —oo, y al mismo tiempo v, per-

maneciendo finita, se consigue de una forma no trivial en absoluto. Es

necesario que el limite

li ’ﬂ — 03’”255
1m _
(MAe)—(53,63) [VI — Ny — 047373
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sea nulo, para obtener 73 — —o0, mientras que el limite

T e i 11
(A1 A2)—(32,62) |V 1 — Ag — 0973

es necesariamente no nulo y dependiente del valor de A3 y del signo

sign(ms), para que pueda obtenerse el valor correcto de la constante o

fijada. El limite tiene que ser exactamente igual a

0_2 +0_3 02—03 (20.3)0'2

09 — O3 (20’2)03

( VT— 2+ 03| |VI= 25— 03 02)_5@(@)
\/1—)\3—02 \/1—)\3+O'3

Esta situacién tan especial, en la que los dos limites tienen que valer

2y20203(0%—03)

(&

g3

simultaneamente los valores indicados, es posible gracias a que las cons-

tantes que determinan el modelo verifican que o3 > 73.

La situacién descrita se corresponde exactamente con el tramo TK1(III),
y obviamente dos veces, como esperamos, de acuerdo con los dos posi-

bles signos de 3.
2.b) Si consideramos ahora A\; — 3 y Ay — &2 al mismo tiempo, para
las posibilidades
(sign(m), sign(ms), sign(my)) = (+1, -1, %1)

encontramos una situacion diferente, el limite

li VI = Xi — 03|72

im -

(MA2)—(33.53) [VI — Ay — 03’0203

es cero y, en consecuencia, el limite correspondiente en la ecuaciéon

(3.25):

lim | Ll 03|02
(AA2)—(32,63) |1 — Ay — 0372

es nulo también. Para que, en estas circunstancias, se mantenga la

hipétesis de v3 — —o0 y 74 fija y finita, la tinica posibilidad es que A3
tienda a 3 junto con que sign(m3) = —1. Esto significa que el tramo
de signos (+1,—1,+1) del kink genérico TK3 original se convierte, en

esta situacion limite, en inicamente un punto, concretamente el Fs.
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— 2.c) Cuando \; — 72 y A\3 — &3 simultdneamente, para las opciones de
signos:
(Sign<ﬂ-1)7 Sign(ﬂ-2)7 Sign(ﬂ'g)) - <+17 j:la +1)
Un analisis similar de este subcaso nos conduce al tramo TK1(II), siem-
pre y cuando se verifique

li Wﬁ — 03|025§
11m _
(A1,A3)—(52,52) |m _ 02|aga§

mientras que el limite

TR AV Bl V| i
(A1a)—(02,63) | V1 — A3 — g8

permanece no nulo y dependiente del valor de Ay y del signo sign(ms)

de una manera similar al limite analizado en el subcaso 2.a).
e 3. Para sign(m) = +1 y Ay tendiendo a 3, dos son los subcasos relevantes:

— 3.a) \; — 07 y Ay — 05 simultdneamente, para las siguientes opciones

en los signos:
(Sign(ﬂ-l)a Sign(ﬂ-2)7 Sign(ﬂ-3)) = (_]—7 +17 :tl)

Esta situacién presenta caracteristicas andlogas a las del subcaso 2.b).
Los dos limites relevantes, en las ecuaciones (3.25) y (3.26), son nulos
y asf el valor de A3 estara fijado en G3; se obtiene de esta manera que

todo el tramo original se reduce, al pasar al limite, al punto F3.

— 3.b) Ay — 75 y A3 — 03 para la eleccién de signos:
(Sign(ﬂ-l)a Sign(ﬁ2)7 Sigﬂ(ﬂ'g)) = (ila +17 +1)

Se obtiene en este subcaso el tramo (I) del kink TK1 siempre y cuando

se verifique, en la ecuacién (3.25), que

Wm0l
P2 ra)—(52.62) |1 — A3 — 0978
0_2 +0_3 02—03 (20_3)02

092 — O3 (20’2)03 .

( VI= N +05 " | VI= X — o3 ”2)‘Sig“<“l>
\/1—)\1—0'2 \/1-)\1‘1‘03

2v20903(05—03)

e
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al mismo tiempo que

VT = — 03|77

lim — =0
(Meda)—(32,53) [v/1 — A3 — 072|737
para asegurar que 73 tienda a —oo.
e 4. En la situacién sign(my) = —1 y Ay — &2, dos son los subcasos posibles:

— 4.a) Si Ay — 02 y Ay — G2, con signos:
(sign(m ), sign(ms), sign(ms)) = (=1, -1, £1)

entonces no existe ninguna posibilidad que conduzca a los valores de las
constantes 72 y 3 que hemos tomado.

— 4.b) Para el limite Ay — 75 y A\3 — 03 con
(sign(m), sign(ms), sign(ms)) = (&1, ~1, +1)

se obtiene, de una manera similar a los analisis precedentes, el punto

Fs.

e 5. Caso sign(ms) = —1 y A\3 — 5. Tres casos son ahora los relevantes, si

bien ninguno de ellos produce soluciones kink.
— 5.a) A — 03 y A\3 — G5, con signos:
(sign(m ), sign(ms), sign(ms)) = (—1,+1, —1)

Se trata de unas hipdtesis incompatibles con la elecciéon de las constantes

Y2 y 3 realizada.

— 5.b) Ay — 05 y A3 — 03, con signos
(sign(m).sign(rs). sign(m) = (£1, 1, ~1)

Esta situacién conduce, de manera similar al caso previo 4.b), al punto
Fs.

— 5.c) \y — 02 y A3 — 03, con una eleccién de signos:
(sign(m), sign(m), sign(ms)) = (+1, -1, —1)

De nuevo nos encontramos con un subcaso imposible.
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Una vez completado el andlisis de todas las posibilidades, es conveniente re-
saltar que el limite v3 — 400 conduce exactamente al mismo resultado, intercam-
biando en dicho cédlculo todos los signos y, por tanto, unos subcasos con otros,
de esta manera las situaciones antes mencionadas como imposibles se convierten
ahora en los casos importantes, que nos conducen a los limites esperados.

Queda demostrado por tanto que, en los limites v3 — +o00, la familia TK3 se
convierte en la familia NTK3 maés el kink TK1 y, en definitiva, la regla de suma
(3.64) queda aclarada completamente.

La regla de suma (3.65) puede también obtenerse ahora si, tras haber tomado
el limite v3 — —oo (o alternativamente v3 — ©0), consideramos el limite vy, —
—oo. La condicién A\; = 0 se alcanza en tres posibles subcasos que exponemos

sucintamente:

e 1. sign(m) = +1, Ay = G2. Se obtiene el unico tramo de que consta el kink
TKZUQ.

e 2. sign(my) = —1, \y = 75. Andlogamente para el tramo TK203(II).
e 3. sign(ms) = —1, A\3 = 75. Tramo TK203().

Y ademas dos veces cada uno de ellos, tal y como se espera. Se obtendria el
mismo resultado si se toma el limite v, — 0o (tanto en el caso 3 — oo como en el
3 — —00). Se prueba, por tanto, que la combinacién de los dos kink topolégicos
bidimensionales es una trayectoria limite de los kinks de la familia NTK3 y, en
definitiva, la regla de suma (3.65). La combinacién de las dos reglas de suma

obtenidas, (3.64) y (3.65), nos proporciona una vez mas la regla de suma (3.63).

Desde el punto de vista geométrico, 73 — +00 nos conduce, en las ecuaciones
(3.50, 3.51), a que dos de los cortes con la cara A3 = 1 tengan lugar en la arista BC
(en puntos concretos dependientes del valor de v2) mientras que el tercer punto
de corte se sitia en el punto O. Los puntos de corte con las aristas caracteristicas
se realizan en los extremos, A, Fy y F3, debido a que v3 — 0o conduce a que
vy 7y — £oo, y asi las ecuaciones (3.54) y (3.56) determinan dichos puntos. La
situacion, por tanto, coincide con la calculada analiticamente.

El limite posterior 75 — +oo lleva a que los puntos de corte con BC se sitien
en los extremos del segmento y se reproduce la situacién conocida.

En la Figura 3.18 esta representada una trayectoria TK3 correspondiente a un

valor grande de la constante ;.
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F3

Figura 3.18: Trayectoria TK3 cercana al limite 3 — oo (con -2 finita).

Regla | Erks = Erkos, + Erkoes + BTk

Como hemos visto en todos los apartados anteriores, las diferentes reglas de suma

que hemos obtenido desembocan finalmente en la regla (3.63):

Erks = Etkos, + ETk20s + ETK1

Sin embargo, no son éstos los tinicos caminos posibles para obtener dicho re-
sultado. Maés aun, se trata de limites muy especiales y delicados en su compor-
tamiento, como hemos detallado. La regla de suma (3.63) es, desde este punto de
vista, la mas general de todas, y puede obtenerse directamente del anélisis de las
ecuaciones de la familia TK3 por dos procedimientos generales.

En primer lugar, si se considera el limite v — +00 permaneciendo ~3 finita, se
obtiene, sorprendentemente, que, independientemente del valor de 73, el resultado
es NTK3= TK203+ TK20,+TK1, de forma directa. Mostraremos de manera
resumida esta situacién para el caso concreto en el que 75 — —o0. Se tienen en

este caso cuatro contribuciones al limite:
e 1. Si \; — 2 en los tramos dados por:
(sign(m ), sign(ms), sign(ms)) = (+1,+1, £1)
tendremos los siguientes subcasos:

— l.a) (A1, A2) — (63,53) en (sign(m ), sign(ms), sign(ms)) = (+1, +1, £1).
Situacion imposible.

— 1.b) (A1, A2) — (62,53) en (sign(m), sign(ms), sign(m3)) = (+1, —1, +1).
El punto Fj.
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— 1.c) (A1, A3) — (63,53) en (sign(m; ), sign(my), sign(m3)) = (+1, +1, +1).
Imposible.

e 2. Si Ay — 57 en los tramos:
(sign(my ), sign(ms), sign(ms)) = (£1,+1, £1)
Subcasos:
— 2.a) (A, \g) — (03,052) en (sign(m), sign(m), sign(m3)) = (=1, +1,+1).
Imposible.

— 2.b) (A2, \3) — (02,52) en (sign(m; ), sign(my), sign(m3)) = (£1,+1,+1).
Imposible.

— 2.¢) (A, X2) — (0,52) en (sign(m; ), sign(my), sign(m3)) = (=1, +1, £1).
Se obtiene el kink TK20y siempre y cuando se verifiquen los limites
relativos adecuados.

e 3. Si \y — 75 en los tramos determinados por:
(Sign(ﬂ-l)a Sigﬂ(ﬂ'z), Sign(ﬂ-?))) = (:l:L _17 il)
obtendremos los subcasos:

— 3.a) (A1, \2) — (62,53) en (sign(m ), sign(ms), sign(ms)) = (=1, —1, £1).
Esta situacion proporciona, con los limites relativos adecuados, el tramo
(III) del kink TK1.

— 3.b) (A2, \3) — (62,53) en (sign(m), sign(m), sign(m3)) = (£1, —1,+1).
Se obtiene el punto Fs.

— 3.¢) (A, X2) — (0,53) en (sign(m; ), sign(my), sign(73)) = (—1,—1, £1).
De manera analoga, el tramo (II) del kink TK203.

e 4. Para \3 — &3 con la eleccién:
(Sign(ﬂ-l)> Sign(ﬂ'2)7 Sign(ﬂ-S)) = (:EL :i:lv _1)
tendremos:

— 4d.a) (A, A3) — (03,52) en (sign(m ), sign(ms), sign(m3)) = (=1, £1, —1).
Con los limites adecuados se obtiene en tramo TK1(II).
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— 4.b) (A1, A3) — (0,52) en (sign(m), sign(my), sign(m3)) = (=1, +1, —1).
El tramo TK203(I).

— 4.¢) (A2, \3) — (03,053) en (sign(m), sign(ms), sign(ms)) = (£1, +1, —1).
De nuevo el punto Fs.

— 4.d) (A2, A\3) — (63%,53) en (sign(m),sign(ms), sign(ms)) = (+1,—1, —1).
Finalmente el tramo restante: TK1(I).

Laregla (3.63) queda, por tanto, explicada en la situacién citada (2 — 400 con
73 finita). En la Figura 3.19 se representa un kink cercano a este comportamiento

limite.

Figura 3.19: Trayectoria TK3 cercana al limite TK203+ TK20,+TKI1.

Por 1ltimo, la situacion més general de paso al limite, es decir, que ambas
constantes, v, v 73, tiendan a +oo sin que se verifique ninguna de las condiciones
especiales que han sido expuestas (sin que =y ni 7 sean finitas, y sin considerar los
valores especiales de los limites relativos que han sido considerados anteriormente),
conduce de manera trivial a la solucién esperada: TK3 = TK203+ TK20,+TKI1.

Para finalizar esta seccidn, es interesante recordar todos los resultados que se

han obtenido en la misma:

e 7 — F00, con 7 finita: TK3 = NTK203 + TK20,. Tomando posteriormente
4 — #£oo se concluye en TK3 = TK203+ TK20,+TKI1.

e ¥ — +o00, con 7 finita: TK3 = NTK20, + TK203. El limite posterior
4 — 400 produce el resultado esperado TK3 = TK203+ TK20,+TKI1.
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e 73 — +o00, con 7, finita: TK3 = NTK3 + TK1. Considerando después
Y2 — F00 se obtiene de nuevo TK3 = TK203+ TK20,+TKI1.

® v, — *£00, con 73 finita: TK203+ TK20,+TKI1 sin necesidad de considerar
mas limites.

e Todas las demas posibilidades de alcanzar el infinito en el espacio de los
parametros: TK3 = TK203+ TK20,+TKI1.

3.2.4 Espacio “modular” de Kinks

Como ya se ha comentado en la Seccion 3.1, denominaremos Espacio Modular de
kinks al espacio de ondas solitarias soluciones del modelo en estudio cociente por
la accién del grupo de simetria del sistema. En el caso del modelo que nos ocupa,
el grupo no sera otro que G = Zy X Zo X Zs.

Tras la descripcion de los diferentes tipos de kinks involucrados en el Modelo
Sigma O(3) Lineal Deformado que se ha realizado en los apartados anteriores,
es facil comprobar que los kinks que hemos denominado genéricos, descritos por
la solucién general de la ecuacién de Hamilton-Jacobi para valores finitos de las
constantes de integracion, no son invariantes bajo la accién de ningin subgrupo
no trivial de G. Por otro lado, un kink del tipo TK3, cuya érbita esta descrita
en coordenadas elipticas por las ecuaciones (3.25, 3.26) (o alternativamente por
(3.48, 3.49)), se corresponde, como ya se ha detallado, con ocho kinks de dicho
tipo en coordenadas cartesianas debido a la invarianza bajo la acciéon de G del
cambio de coordenadas. Es entonces adecuado estudiar el espacio de soluciones
TK3 en coordenadas elipticas, pues de esta forma el cociente bajo la accion de G
queda considerado automaticamente.

En el apartado 3.2.2 se demostro que el espacio de soluciones del tipo TK3 era

isomorfo al plano R? ~ C, tenemos por tanto que:
MTKg = R2 ~C

En el apartado 3.2.3 se ha calculado el comportamiento de dicho espacio modu-
lar cuando se considera el limite para los valores no finitos de las constantes. El
objetivo que perseguimos ahora es describir cémo los demés tipos de kinks pre-
sentes en el sistema (kinks embebidos y kinks envolventes) pueden ser incluidos en
el espacio modular anterior, compactificando para ello el plano abierto R? al incor-
porar al espacio el borde del mismo. Existiran, como veremos, diferentes maneras

de realizar dicha compactificacion no trivial, unas més adecuadas que otras de



130 CAPITULO 3

cara a incorporar unos u otros tipos de kinks. La razon de dicha variedad de posi-
bilidades reside en las diferentes formas que tenemos en el plano para alcanzar el
infinito, o, si se quiere, en la complejidad inherente al calculo de limites con dos
variables independientes.

La incorporacion al espacio de kinks TK3 de otros tipos de soluciones requiere,
evidentemente, que éstas posean la misma energia. Las reglas de suma deducidas
anteriormente nos permitiran ahora establecer las combinaciones de kinks adecua-
dos para dichos razonamientos.

Plantearemos, de esta manera, tres formas diferentes de describir Mrks y su
compactificacion:

e 1. Sise considera la pareja de constantes de integracion (7,,3) como sistema
de coordenadas ortogonales en R? ~ C, entonces Mryk3'® puede verse como
un cuadrado abierto a través de la proyeccion:

L'y I's
== =" Iy, T 3.70
<72 1_|F2|773 ].-ng’) —)< 2, 3) ( )
que se visualiza en la Figura 3.20.
Y3 s
Y2 8l Rk

[SEY

Figura 3.20: Proyeccién (3.70) en el plano.

Los lados superior e inferior, I's = +1, se corresponden con las lineas del
infinito 73 = 4o00; cada punto en estos lados, de acuerdo con los limites

calculados en el apartado anterior, no es mas que una combinacion entre

13Consideraremos, siempre que no se especifique lo contrario, que M se refiere a espacio
modular de soluciones tomadas en P3(0). El cociente bajo la accién del grupo G esta por tanto
implicitamente tomado.
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un kink concreto de la familia de kinks no topoldgicos tridimensionales,
NTK3, més el kink topolégico unidimensional TK1. El espacio modular
de kinks envolventes NTK3 estd a su vez parametrizada por I'y € (—1,1), y
asi MNTK3+TK1 RP! ~ &1 /Zs, como se deduce del hecho de que ambos

extremos, 'y = 1 y I'y = —1, se corresponden exactamente con la misma
situacién: TK20,; +TK203 + TK1.

Los lados laterales del cuadrado, I'y = +1, se alcanzan cuando la constante
v tiende a 00 y, como vimos, el limite en ese caso, indepentemente del valor
tomado por la constante 73, es siempre la combinacién: TK20, +TK203 +

TK1. Asi, todo punto de I'y = £1 se corresponde con dicha combinacién.

La compactificacién de Mrks por medio de la incorporacion de su fron-
tera, Mnrrs+TK1 Y MTK20y4+TK205+TK1 = UL punto, esta representada en la
Figura 3.21 (a). Las identificaciones naturales hacen que la primera de las
compactificaciones de Mk pueda verse como una curva eliptica “singular”,
de ecuacién y? = 23+ 22 (ver por ejemplo [58]) , que topolégicamente es una
esfera (ver Figura 3.21 (b)).

_ 1 N
M(TI)gg = Mrks U 2Mntrs+Tr1 U 2M K20 + TK205 +TK1 = S?

]
)

S SN R
SN
eSS AREER S
ERESS AR T
s\ ) e
Y y 0 =
O K =
IS S XM 22’
TN ———/
W \aa? \§§§=§§/gfa
% e
Z

Figura 3.21: Compactificacién tipo 1.

e 2. Utilizando como coordenadas ortogonales, en R?, la pareja de constantes
vy 7, tendremos que Mrks puede ser visto también como un cuadrado
abierto si proyectamos de la forma:

(7 _ %m,y _ 1_L|P|> D) (3.71)
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H

H

Figura 3.22: Proyeccién (3.71).

(ver Figura 3.22).

Los lados izquierdo y derecho, I' = +1, parametrizan, para los diferentes
valores de T, el espacio modular de kinks no topolégicos bidimensionales del
plano ¢ = 0 mas el kink topolégico de dos componentes en el plano g3 = 0,
es decir: MNTK204+TK205 = RP'. De igual manera, los lados superior e infe-
rior del cuadrado, I' = £1, conducen a MNTK205+TK205 = RP', es decir, al
espacio modular de los kinks embebidos restantes. Los cuatro vértices nos
proporcionan el limite Mrkog,+TK20,+TK1 =punto. Después de las identifi-
caciones obvias, la segunda compactificacién de M3 es un toro (ver Figura
3.23):

— (2
M(TI)<3 = Mrks U 2MNTK20s+ TK200 U 2MNTK205 4+ TK 205 LU

1 1
LAM K205+ TK205+TK1 = S° X S

3. Finalmente, propondremos una tercera versiéon que se revelard la mas
eficaz a la hora de analizar como son alcanzados los limites singulares. Como
acabamos de ver, la primera compactificacion deja fuera los kinks embebidos
y la segunda hace lo propio con los envolventes, conseguiremos ahora describir

todos los tipos de kinks en una tnica parametrizacion.

La idea es introducir coordenadas polares en el plano Mrxs = R? de la

p=vVy+3% Gzarctan%

Podemos entonces proyectar, de manera andloga a las anteriores, si bien

forma:
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Figura 3.23: Compactificacién tipo 2.

ahora el resultado de la proyeccion

(p _ %,e) —(R.0) (3.72)

sera el disco abierto de radio R < 1 centrado en (0,0) (ver Figura 3.24).

]
(=Y

Figura 3.24: Proyeccién (3.72).

En el borde, R = 1, del disco, encontraremos diferentes configuraciones
dependiendo del camino por el cual accedamos a él. Dicho camino estara
definido, de manera general, en el espacio de curvas sobre el espacio de
soluciones. Si nos acercamos al borde a través de una direccion radial fijada,
0 = 6y, encontraremos la combinacion TK203 + TK20, + TK1 para todo
valor de 6 exceptuando tres direcciones especiales:

—a) By =006 6, = m. El proceso de alcanzar el borde a lo largo de
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esta direccién (en ambos sentidos) equivale a tomar el limite cuando A
tiende a £oo en la familia de rectas: v = A, para A € R. Si pasamos a
coordenadas polares proyectadas, las rectas v = A se convierten en las

curvas:

A

R:A+COS€

(3.73)

que pueden verse representadas en la Figura 3.25.

Figura 3.25: Curvas (3.73) para los valores A = j:%, +1,+2, +4, +10, +100.

Todos los puntos de cada una de esas curvas se corresponden con kinks
del tipo TK3 que pasan por un mismo punto de la arista F1F3 de 9P3(0).
Los distintos puntos de una misma curva parametrizan por tanto el
punto de corte con la arista AF,. Encontramos entonces que valores
muy grandes de la constante A implican necesariamente que el punto
de corte de los correspondientes kinks TK3 con la arista FiF3 esta
muy cercano al foco F3 (ver Figura 3.16). En el limite A — +oo se
tiene 7y — 00 y, en consecuencia, se alcanza el borde R = 1 de tal
manera que dicho borde describe exactamente el espacio modular de
las configuraciones del tipo: NTK2034+TK20,. Todos los miembros de
esta familia embebida en el Modelo O(3) pasan por el foco F3 y estéan
parametrizados por el punto de corte con la arista AFs.

La compactificacion evidente que este proceso de paso al limite su-
giere es la incorporacién al espacio modular de las curvas A — +o00 en
el borde del disco abierto. Teniendo en cuenta, no obstante, que los
puntos antipodales de la circunferencia R = 1 han de ser identificados,
encontramos que la compactificacién correcta del espacio modular es,
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en este caso, de la forma:

2
— (3.1 ~ S
M(TK; = Mrks U 2MNTK05 1+ TK20, = RP? = 7

2
— b) Oy = 5060y = 37“ Encontramos ahora una situacién absolutamente
similar a la anterior intercambiando v por 7. Las rectas 7 = A se

convierten ahora, en coordenadas polares proyectadas, en las curvas:

A

= 3.74
A+ senf ( )

ver Figura 3.26.

Figura 3.26: Curvas (3.74) para los valores A = i%, +1,+£2, +4,+10, +100.

En este caso encontramos que todos los kinks TK3 de una de las rectas
4 = A, es decir todos los puntos de la curva (3.74) para ese valor de
A, pasan por un tnico punto de la arista AF,*. Se diferencian por
tanto en el punto de corte con la otra arista singular, F1F3. En este
caso valores arbitrariamente grandes de A nos indican que uno de los
puntos de corte con AFjy estd arbitrariamente cerca de A (y el otro
evidentemente de Fy) y, finalmente, el limite A — oo nos lleva al borde
R =1 identificado con el espacio modular de configuraciones NTK20,
+ TK203 (ver Figura 3.17) . La compactificacién en este caso es, por
tanto, de la forma:
SZ

M(Ti(l? = Mrks U 2MNTK20,+ TK20, = RP? = 7
2

14Recordemos que realmente la arista AF, se alcanza dos veces por parte de cada solucién,
un punto de corte, no obstante, determina el otro inequivocamente. Por ello nos referimos
Unicamente a uno de los puntos de corte.
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—c)by=75606)= %’r. En este caso, el proceso de paso al limite hacia el

borde del disco R < 1 lo realizaremos a través de las rectas ¥y = v — A
y, por tanto, tomaremos también A — 4oo. Tenemos entonces que
la constante relevante es ~3, puesto que 73(53 — 5%) =~v—-75=A
A diferencia de lo que ocurre con la parametrizacién en (v,7), que
hemos tomado como coordenadas ortogonales en R?, las rectas v, =cte
no son ahora perpendiculares a las 3 = cte. puesto que las primeras

N2 N2
corresponden a los valores: 6 = arctan (%) o arctan (g—i) + 7, que

5

no difieren en general en 7 del 0y = § o 0y = °F.

™
4
En coordenadas polares proyectadas las rectas 4 = v — A se traducen

en las curvas:

B A
A +cosf —senf

que estan representadas en la Figura 3.27.

vz
%

R (3.75)

Figura 3.27: Curvas (3.75) para los valores A = :l:%, +1,+2,+4, 410, +100.

Todos los kinks del tipo TK3 que pertenecen a una de esas curvas
(para un valor fijo de A) tienen en comun el valor de la constante s,
diferenciandose en el correspondiente de 5. La intuicién geométrica de
lo que esto significa es menos clara que en los casos anteriores. El limite
para valores arbitrariamente grandes de |A[, sin embargo, tiene una
implicaciéon muy clara en la geometria de dichas soluciones: los puntos
de corte con la cara OF1BC de 0P5(0) tienden a situarse de la siguiente
forma: dos de ellos se aproximan a la arista BC (los puntos limites
de la misma concretos dependen del valor que tome la constante ~9)
mientras el punto de corte restante se aproximan al punto O (ver Figura

3.18). Tenemos, en consecuencia, que en el limite R = 1 se alcanzan
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dichos cortes en BC y en O, respectivamente, y, necesariamente, se tiene
el espacio modular de la combinacién NTK3 + TK1 (parametrizado
por el correspodiente valor de 73). De nuevo se deben identificar los
puntos antipodales del borde, R = 1, y asi la compactificacién de M3
correspondiente sera:

SZ

M'(I?I’(I;I) = MTK?) U 2MNTK3+TK1 & RPQ = Z
2

Como se ha dicho anteriormente, cualquier otro camino que se considere en el
disco R < 1 para alcanzar su borde (no necesariamente a través de curvas or-
togonales a las rectas radiales 6 = 6), nos conduce a la configuracion TK2o3
+ TK20,; + TKI1. De esta manera, tendremos una cuarta compactificacién
posible:

— (3,IV)
Miis’ = Mrks U Mrkoss+ TK20,+TK1

Podemos resumir todos los aspectos relativos al espacio modular de soluciones
kink del Modelo Sigma O(3) Lineal Deformado que hemos detallado en los si-

guientes puntos significativos:

e Las soluciones naturales del sistema, tridimensionales y correspondientes a
los valores regulares de las constantes que parametrizan a la totalidad de las
soluciones, son kinks con las tres componentes no constantes, topolégicos y
tales que sus trayectorias, descritas en coordenadas elipticas, pertenecen al
interior de del paralelepipedo P3(0). El espacio modular de las mismas es
el plano abierto, si se considera la parametrizacion original, o bien el disco
abierto o el cuadrado abierto si se toman las proyecciones descritas por las
ecuaciones (3.70), (3.71) 6 (3.72).

e Existen mds tipos de kinks especificos del Modelo Sigma O(3) Lineal De-
formado, los kinks tridimensionales no topolédgicos. El calificativo tridimen-
sional, como ya hemos comentado, se refiere a que sus tres componentes
cartesianas son no constantes. Realmente se trata de soluciones sobre una
superficie y, de hecho, en coordenadas elipticas vienen descritos tinicamente
por dos coordenadas no nulas: pertenecen a la cara A\; = 0 de 9P3(0). Su
espacio modular es la recta real (o el intervalo abierto (—1,1), si se proyecta
a través de (3.70)) y, si se anade a cada uno de sus miembros el kink TK1,

tendremos que MrksiTk1 pertenece al borde de M(TQI)@ y M%’Q
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e Sobre dos de las caras singulares de OP3(0), A\3 = 63 y Ay = 73, el sistema
posee como soluciones a los kink no topolégicos de dos componentes que
hemos denominado NTK203. De manera andloga, en otras dos caras sin-
gulares, \; = o3 y Ay = 73, aparece el otro tipo de kinks bidimensionales
no topoldgicos existente en el modelo, la familia NTK20,. Ambas familias,
NTK203 y NTK205, no son mas que las soluciones regulares del Modelo
Sigma O(2) Lineal Deformado, de manera que se observa ahora cémo el
Modelo bidimensional esta inmerso dentro del tridimensional de dos formas
no equivalentes. Los espacios modulares son, en ambos casos, la recta real
o los intervalos abiertos si se toma la version proyectada de los mismos. Si
se anade el kink TK20, a la familia NTK203, o bien el kink TK203 a la
NTK20,, los espacios modulares resultantes son parte de la frontera de los

espacios modulares totales compactificados, /\;l%){3 y /\;lg})(3

e El kink topoldgico de dos componentes cartesianas no constantes TK203
determina su trayectoria sobre las aristas (singulares) (A\; = 0,\3 = 73) y
(A1 = 0,)s = 72) de dP5(0). El otro kink de similares caracteristicas, que
hemos denotado por TK20,, se traza por el contrario sobre una tnica arista
de P5(0), la de ecuaciones (A\; = 0, \y = 52). Cada uno de ellos forma parte
del correspondiente Modelo Sigma O(2) Lineal Deformado embebido dentro
del Modelo tridimensional y sus espacios modulares son discretos, se reducen

respectivamente a un sélo punto.

e Finalmente, el kink unidimensional topoldgico, TK1, se corresponde en coor-
denadas elipticas con una trayectoria sobre tres de las aristas de 9P3(0) sin-
gulares restantes (\y = 63, A3 = 75), (A = 725, \3 = 73) y (A = 75, Ay = 73).
Puede verse como la solucién tnica del Modelo Sigma O(1) Lineal, que esta
inmerso simultdneamente en los dos sub-modelos O(2) y en el total O(3).

Como hemos visto, los tres kinks unidimensionales presentes en el modelo for-
man el “punto” TK203 + TK20, + TK1, que aparece varias veces dentro de la
frontera de los espacios modulares compactificados ./\;l(TO%37 a =1,2,3. Existe una
analogia remarcable con la estructura del espacio modular de las superficies de
Riemann; en la compactificacion de Mumford-Deligne, [75], el borde de M,, una
variedad compleja de dimensiéon 3g — 3, incluye a todos los espacios modulares
Mg, Vg1 < g, donde g es el género de la curva algebraica.
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Generalizacién a N campos

Como ya se ha comentado, no incluiremos en esta Memoria un analisis equivalente
al realizado para los modelos N = 2 y N = 3 para el caso de N > 4 campos
escalares. Es posible, no obstante, plantear las caracteristicas principales de la
estructura del espacio de soluciones, desde el punto de vista general, si se tiene en
cuenta, por un lado, la sistematica que apuntan los casos estudiados y, por otro,
los calculos que hemos realizado a tal respecto.

Es evidente que la caracterizacién de los diferentes tipos de kinks en las ca-
tegorias embebidos, envolventes y genéricos, continuara siendo natural para un
nimero superior de componentes. De esta manera, en el Modelo Sigma O(N)
Lineal Deformado, encontraremos:

e Kinks Genéricos: Se tratard de ondas solitarias de tipo topolédgico si N es
un numero impar y no-topolégico para N par. Estas soluciones, salvo en
su punto inicial y final, permaneceran en el interior del hiperelipsoide de

ecuacion: ) )
2, 4 adn
G+ttt =1
lop oy

en coordenadas cartesianas, o A\; = 0 en elipticas N-dimensionales. Sus
ecuaciones se obtienen a partir de la integracion de la ecuacién de Hamilton-
Jacobi descrita en el Capitulo 2 y las trayectorias dependeran de N — 1

constantes arbitrarias.

Los diferentes kinks intersecaran en los puntos de las siguientes cuadricas

singulares:
2 2 2
91 + 93 + IN—1 -1 =0 N = N\ = 52
52, | 52, —6 T 7252 . N = 1=A2=0
7% " %7 G N
2(1% + = & zt+ 0 T qNQ =1, gnv-1=0; )\2:)\3:5'2
IN-1 ON-1792 ONTOIN-1 ’ ’ N-1
2 2 2
@ 9% B ) A — =0: = = g2
52 7253 52,57 L, ¢@=0; Av—1 = AN =03

¢ Kinks Envolventes: Sobre el hiperelipsoide anterior encontraremos 2V~! fa-
milias (en coordenadas cartesianas, tan sélo una en elipticas) de kinks no-
topoldgicos si N impar, y topoldgicos, si N par. Las trayectorias de dichos
kinks dependen de N —2 constantes arbitrarias y su comportamiento serd tal
que cada congruencia de kinks intersecard en las subvariedades “umbilicas”:

)\120 > )\a:(TN_aH:)\aH 5 \V/CL:2,3,...,N—1
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e Kinks Embebidos. La estructura de los kinks embebidos es, posiblemente,

la méas compleja de todas. El modelo con N campos admitird, como sub-
modelos, N — 1 copias del Modelo Sigma O(N — 1) Lineal Deformado. Cada
una de ellas, evidentemente, posee una estructura similar. La interseccién
de cada dos de estos sub-modelos consiste, precisamente, en una copia del
Modelo Sigma O(N — 2) Lineal Deformado, embebido en ambos Modelos
O(N —1). Las diferentes intersecciones a su vez intersecan en copias del
Modelo O(N — 3) y asi sucesivamente hasta finalizar en una tnica copia del
Modelo O(1). Se tiene, por tanto, un proceso iterativo de tal manera que la

N -1
variedad de kinks del Modelo Sigma O(N — r) estd incluida ( ) en

-
la variedad de kinks del sistema O(N).



Capitulo 4

Mecanica Analitica en Variedades
Riemannianas

En la Seccion 1.3 del primer capitulo de esta memoria se resumian los aspectos
fundamentales de los Sistemas Dindamicos Integrables y del Método de Hamilton-
Jacobi. Este tltimo fue la técnica utilizada en el Capitulo 2 para obtener las ondas
solitarias del Modelo Sigma O(N) Lineal Deformado.

De cara a estudiar la estabilidad de las soluciones kink del modelo, analizare-
mos ahora uno de los aspectos ya citados de la Teoria de Sistemas Dinamicos, el
planteamiento variacional de la Mecanica sobre una variedad riemanniana dada.
En una segunda seccién, detallaremos el Teorema de Jacobi acerca de la inter-
pretacion de las trayectorias solucién de un sistema dinamico como las geodésicas
en una variedad riemanniana, dependiente del sistema, y dotada de la que denomi-
naremos “métrica de Jacobi” asociada. Esta técnica nos permitira abordar el es-
tudio de la estabilidad desde un punto de vista diferente al presente habitualmente
en la literatura. Para finalizar este capitulo, se particularizan los resultados gene-
rales de las dos primeras secciones al caso en el que la teoria es pre-supersimétrica
(entendiendo por tal cardcter el que posee toda teorfa que pueda ser extendida a
una teoria supersimétrica), como ocurre en los modelos que estudiamos fundamen-
talmente en este trabajo.

Algunos de los teoremas que se incluyen en este capitulo son bien conocidos,
hemos considerado oportuno detallar sus demostraciones sélo en aquellos casos en
los que las mismas han sido reelaboradas en la notaciéon que estamos utilizando o
cuando las técnicas empleadas requieran una especial atencion o interés. En los
Apéndices C y D de esta memoria se han resumido algunos resultados fundamen-
tales de la Geometria Riemanniana y del Calculo Variacional aplicado a Geodésicas
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que se utilizan con frecuencia en este capitulo.

Se ha procurado adoptar una notacién clara y estandar, con la evidente sub-
jetividad que tales adjetivos implican. En cualquier caso, resaltaremos que se ha
utilizado el Convenio de Einstein de suma en indices repetidos, asi como la no-
tacion habitual de subindices y superindices que se intercambian por medio del

tensor métrico.

4.1 Calculo Variacional en Sistemas Dinamicos

El Principio Variacional de Accién de Hamilton establece que las trayectorias
solucién de un sistema dinamico son aquéllas que hacen extremal el valor del
funcional de accién de dicho sistema:

to
ﬂdi/ﬁﬁ
t1

donde ¢(t) es una curva parametrizada en una variedad diferenciable M, y L es
la funcién lagrangiana que caracteriza al sistema dindmico en estudio. Como ya
hemos comentado, nos restringiremos a lo que se suele llamar en la literatura

“lagrangianas naturales”, de la forma:

czz@@:%@@—U@m

donde se considera que M es una variedad riemanniana (M, g) y (, ) denota el
producto escalar en TM: g(X,Y) = (X,Y).
En un sistema de coordenadas locales x = (z!,...,2") en M, tendremos:

c:lty,ta] = M

ct) = (z'(t),...,2"(t))

Tal y como se detalla en el Apéndice C, M estara dotada de la correspondiente
conexion de Levi-Civita. Por otro lado, en el Apéndice D se especifica la notacion
variacional escogida, de manera que c(t,¢) denota una variacién de la curva c(t)
(€ € (—¢&,¢)), ¢(t,&) y V(t,€) son los campos sobre ¢(t,§) siguientes:

(9= S Ve = 59

y, evidentemente:

¢(t) = é(t,0); V(t)=V(t0)
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¢(t) es asi el campo que asocia a cada punto de la curva el vector velocidad en

ese punto, mientras que V' (t) es el campo asociado a la variacién considerada.

Las Ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas al Principio Variacional de Hamil-

ton no son mas que las ecuaciones de Newton del sistema mecanico. De cara a

presentar de manera uniforme los resultados de esta seccién, asi como mostrar las

técnicas que utilizaremos posteriormente para el calculo del Hessiano del funcional

de accién, incluiremos en la siguiente Proposicion la demostracion de este hecho.

Proposicién 4.1. Para cada curva c en M, la funcién S[c|(€) definida en (—¢,¢)

de la forma:
s = [t (3le(t.9.0.) - U(e.6)) )

es diferenciable con respecto a £, y ademas:

d%S[c](O) - /t th<%¢(t,0) + grad U(c(t,O)),V(t,O)>

para toda variacién propia definida sobre c.!

Demostracién:
BHO @ [ (3200~ 92)"
- / it (e ~ lerad(0), 1))
B / “ (<%V’C>—<grad<U>,V>) @
B jdt (%<‘/70> <V7aC>—<grad<U),v>):

donde se ha utilizado:

e (a) La derivacién bajo el signo de integral.

e (b) La conexién de Levi-Civita es métrica, y por tanto se verifica (C.8):

o, . /D¢ . . D¢
a_s<c’c>_<a_s’c>+<c’a_£>

I'Nos remitimos al Apéndice D para las definiciones precisas de la variacién uniparamétrica

c(t, &) de la curva c(t), as{ como la definicién de variacién propia.
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y la derivada (C.17):

oU  oU 0z Jc
%O <grad(U), 8_§> = (grad(U),V)

siendo grad (U) el gradiente de la funcién U : M — R, definido en (C.16):

_ 59U 9
—9 oxt 0xd

grad(U)

e (c) La conexidn es simétrica (libre de torsién) y por tanto se verifica (C.12)-
(C.13):
D dc D oc D, D

égzﬁ'—»égz%::> 5502: ng’

D_ . a ... D
<;§Z‘C(Z> —»Zﬁ;(Vﬂc)-— <‘C;§zc>

e (d) De nuevo (C.8):

Para £ = 0 tendremos:

%5[6](0) = (V(t),¢c(t)) % — /tl2 dt <V(t), %c’(t) - grad(U)>

y, para el caso de variaciones propias: V(t2) = V(t1) = 0, (D.1), y se obtiene el
resultado buscado.
QE.D.

Aplicando el Teorema Fundamental del Célculo Variacional (ver Apéndice D),

las trayectorias extremales de la accién S|c] verifican las ecuaciones:

D

%é + grad(U) = Ve + grad(U) =0 (4.1)

que no son mas que las ecuaciones de Newton del sistema dinamico considerado.
Para la variacién segunda de la curva tendremos el teorema:

Teorema 4.2. Si ¢(t) es una trayectoria extremal del funcional S[c], entonces,

para cada variacion de c, se tiene:

d2d§£0] 0 = — /j it (<]2;/ + RV V> + HU)(V, V)) +

. <DV > e <D¢ v> 1270
e € a0
06 /|y eco \OE

11,6=0
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donde H(U) es el hessiano de la funcién potencial U.

De la definicion C.5 del Apéndice C se tiene: H(U) = VdU, donde VdU denota
la diferencial covariante de dU, que en coordenadas locales se escribe (C.18):

H(U) = VdU = (V_o dU)da’ =

OxJ

2
<88U aUFk)dxi(X)dxj

xidxk  Oxk Y
mientras que de forma intrinseca, utilizando la proposicién (C.19):
H(U)(X,Y) = VAU(X,Y) = (Vxgrad(U),Y)

para cualesquiera dos campos tangentes X e Y.

Demostracién:

d£2 df/ (< > — (grad(U), V)) _
- /: dt ((985 < > gg <grad(U),V>) (@
- /: dt <<0'é(]9)t‘/ c> <[()9_tv’]8)_§é> <azgrad(U) v> - <grad(U)7%>) o)
_ / at <<R<c-,v>v,c-> . <%%> . <%%>

—(Vygrad(U),V) — <grad(U), %>) ©

= /t dt ((R(c VIVie)+ o <% > B <%3—5>

donde se ha utilizado:
e (a) La propiedad (C.8) del Apéndice C.

e (b) La propiedad (C.28), que para este caso se escribe:

DDV DDV )
y la propiedad (C.12).

e (c) Las propiedades (C.8) y (C.12) de nuevo.
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Podemos aplicar a su vez la propiedad (C.26) del tensor de curvatura:

Restringiendo para el caso & = 0, y teniendo en cuenta que por hipdtesis la
curva ¢(t,0) = ¢(t) es una extremal de la accién S[c], es decir:

De
d_tc +grad(U) =0

se obtiene:

diggc] (0) = /: dt <— <D;t‘2/ + R(, V), v> — VAU (V. V))

. <DC V> t2,£=O+ <DV > t2,6=0
) e C
73 t1.6=0 73

donde se ha usado finalmente la Proposicién C.2 del apéndice C que nos dice, para

t1,6=0

este caso, que:
HU)(V,V) = VdU(V,V) = (Vygrad(U),V)

Q.E.D.

Si recordamos la expresién de la curvatura seccional (ver Apéndice C), para

cualesquiera dos campos tangentes X,Y € I'(T'M) se tenia:
Kx(Y)=R(X, V)X

K(X,Y) = (Kx(Y),Y) = (R(X,Y)X,Y)

y nos restringimos a variaciones propias; podemos escribir finalmente la expresion

del funcional hessiano de un sistema dinamico como:

4.2 Métrica de Jacobi

Presentaremos en esta seccion el Teorema de Jacobi que permite calcular las curvas
solucién de un sistema dindmico, definido en una variedad riemanniana (M, g), por
medio de las ecuaciones de las curvas geodésicas en la variedad (M, h), siendo h
la métrica de Jacobi asociada al sistema. La idea basica de dicho resultado radica

en la utilizacion de la integral primera de la energia.
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4.2.1 Teorema de Jacobi

Antes de introducir el Teorema, demostraremos dos Lemas, relativos a trasforma-
ciones conformes en una variedad riemanniana, el primero, y al comportamiento
de las derivadas covariantes a lo largo de curvas bajo reparametrizaciones de las
mismas, el segundo.

Lema 4.3. Dada una transformacion conforme en una variedad riemanniana:

(Mag)H(Mvg)v §:f(x)9

sean V y V las respectivas conexiones de Levi-Civita asociadas. Entonces se
verifica, para cualesquiera campos tangentes X,Y, 7 € T'(TM)

. 1 1 1
VxV = VY + (FY)X + (R X)Y — (X.V)F (4.3)

-~ 1 1
VxVyvZ = VXVyZ—F§<F,Z>V)(Y—|—§<F,Y>sz

_%<y, Z}VXF+%(F,X>VYZ+
+ (1<F Yy Z) + S(F, Z0EY) — 2 v, 2)(F F>) X+
A 2\ ’ 4 ’
- (%(VXF, Zy + %(F, VxZ) + i(F, Z><F,X>) Y+ (44)
+ (%(VXF, Y) + %(F, Vi) + }L(F, X)(F, Y)) 7+
—1 1 1

1 1
—Z<F,Y><X,Z>> F

donde los productos escalares estan tomados en la métrica g, y F' = grad (Ln f)
(gradiente con respecto a g).

La expresion (4.3) puede reescribirse de la forma:

~ 1
VxY =VyxY + 3 (Y(ln /)X + X(In /)Y — (X, Y)grad(In f)) (4.5)
Demostracion:
Los simbolos de Christoffel de la métrica g, referidos a los de g, pueden obte-
nerse facilmente por calculo directo teniendo en cuenta su definicién:

i 1 ~ir ~ ~ ~
F;'k = 59 (Okgjr — OrGj + 0 Grk)
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y la relacién entre ambas métricas:

~ ~ij L
gijngz‘j; QJZFQJ

El resultado es:
- . . 1 . . .
I =T + 3 [grad(ln nm ((%gmk + 5}99@) — gjrgrad(In f)l]

De esta manera:

Y'?
oxJ

. 0 0
i k . 9 k

VxY = XIV;Y = X/ (
donde

. . 1 . ) . .
AL XIYE = 3 [grad(In £)™ (0% gk + 0,9m;) — gjegrad(In f)'] X/V* =

= % ((grad(In f),Y) X" + (grad(In f), X)Y"*) — %(X, Y)grad(In f)*

y, en definitiva:
~ 1 1 1
VxY =VxY + §<grad(ln HYX + §<grad(ln £, X)Y — §(X, Y)grad(In f)

que no es otra que la expresién (4.3).

Para demostrar (4.4) tendremos simplemente que derivar covariantemente am-
bos miembros de (4.3) y aplicar de nuevo dicho resultado a la expresién resultante.
Tras simplificar se obtiene directamente (4.4).

Q.E.D.

Lema 4.4. Dada una curva (diferenciable) ¢ : [t;,ts] — M en una variedad
riemanniana M, sea c¢(s) = c(t(s)) una reparametrizacion (admisible) de la misma,
conds = f(x(t))dt (f(x(t)) # 0,Vt € [t1,1ts]). Entonces se verifican las igualdades
siguientes, VX € I'(TM):

DX 1 DX

VeX =it = g = VX (4.6)
Vuod = f(i()2 (Vie — (grad(In f), ¢)eé) (4.7)
VoVaX = -1 (VoVeX — (grad(In f), é) VaX) (4.8)

f(x)?
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dc(t) de(s)

YC() ds *

siendo é(t) =
Demostracion.

Las tres identidades se demuestran facilmente por calculo directo:

DX dX’ 0 dXtdt . .dt o 1
o X = = (= + T2 X" = —=——— + I i~ X* = _V.X
v ds < ds * ) oxi ( dt ds Tt ds ) Ozt fv

Para (4.7):

, _l.,_ dx" i iy 0 1d i s e L i_
VC/C = fvcc f < dt +F kx ax fdt f +F kx f2 81.2 —

_ % (vée—ak In kaxaim) J} (Veé — (grad(ln f), ¢)¢)

Mientras que (4.8):

VoV X =V (%VéX) =V <%) VX + %VéVéX =

dt d (1 1 )
T (?) VX + FVC-VC-X e (V VX — (grad(In ), ¢) V:X)
Q.E.D.

Una vez establecidos los Lemas anteriores, tenemos las herramientas que per-
mitirdn una demostracion sencilla del Teorema de Jacobi que expondremos a con-
tinuacion. La idea fundamental, como ya hemos comentado, se basa en la con-
servacién de la energia mecanica sobre las trayectorias solucién de un sistema
mecanico.

El Teorema de Jacobi es conocido también como “Formulacién de Jacobi del
principio de minima accién” (ver [65]), y, para Arnold, [9], es el “Principio de
minima accién en version Maupertuis-Euler-Lagrange-Jacobi”. Para el caso de
movimiento libre de una particula en una variedad riemanniana, se escribe [9]:
“Una masa puntual reducida a una variedad riemanniana uniforme se desplaza
por las lineas geodésicas”. Se entiende entonces la métrica g de la variedad (M, g)

como la “métrica cinemdtica” que describe Laugwitz, [65], escribiendo:

dx* da?

i —dt?
RECI TP

2 i
ds® = g;;dx da?

Para el caso de movimiento en una variedad bajo una energia potencial, la
métrica cinematica se ve sustituida por la métrica de Jacobi, como veremos a

continuacion.
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Definicién. Dado un sistema dinamico determinado por el funcional de accién

Sl = / ar (%@, &) — U(c(t)))

sobre una variedad riemanniana (M, g), llamaremos métrica de Jacobi asociada
a dicho sistema a la métrica:

ds® = hijdz' @ da? = hy;dx'da’

donde h;; = 2(iy — U)g,; e i1 es una constante que verifica i, > U en todo punto
de M 2

Por simplicidad, si h es la métrica de Jacobi asociada a un sistema dindmico,
denotaremos VX, Y € I'(T'M):

h(X7Y)2<X’Y>J; ||X||J: <XvX>J

y llamaremos grad” al gradiente con respecto a la métrica h.

Teorema de Jacobi. Las curvas extremales del problema variacional asociado a

la accion de un sistema dinamico:

sid = [ ar (6.0 - vte)

donde c : [t1,ts] — M y (M, g) es una variedad riemanniana, correspondientes al
valor constante i, de la integral primera de la energia, son las curvas geodésicas
de la variedad (M, h), donde h es la métrica de Jacobi asociada al sistema.

Demostracién:

Dado que la métrica de Jacobi se obtiene por medio de una transformacién
conforme y que las geodésicas de la misma vendran expresadas en términos del
parametro-arco s y no del pardametro ¢ del sistema dindmico, los dos Lemas ante-
riores son fundamentales para la demostracién que nos ocupa.

Si llamamos ¢(s) a una curva geodésica de la métrica h, la ecuacién que la

determina sera, evidentemente:

D7¢

2De la definicién se deduce que ds,% = 2(i; — V)dsz, denotaremos en general ds al elemento
de arco dsy,.
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donde se ha denotado ¢ = % y V7 es la conexién de Levi-Civita asociada a la
métrica de Jacobi h.

Aplicando el Lema 4.3 (4.3) para la métrica de Jacobi: f(x) = 2(i; —U), (4.9)
se convierte en:

Veod + (grad(Ln(2(i; — U))), ) — %(c’, grad(Ln(2(i; — U))) =0  (4.10)

Por otro lado ds* = 2(i; — U)g;jdx*dx?, de manera que:

Dado que las trayectorias del sistema dinamico a las que se refiere el Teorema
verifican i = 1(¢, ¢) + U, tendremos, para este caso, (¢,¢) = 2(i; — U) de manera
que la relacién entre el pardmetro arco de la métrica de Jacobi y el parametro

temporal del sistema dinamico, sobre las trayectorias de energia 71, se escribe:

ds ,
La aplicacién del Lema 4.4 (4.7) a la expresion (4.10) conduce a:
Vi (e dgrad(In 2~ U) =0 (412
—— Vi — ——— (¢, ¢)ygrad(Ln(2(i; — = :
(20 = V))* 2(2(ir — U))*

que, aplicando de nuevo la restricciéon a energia constante: %(c’, &y =i —-U,y
simplificando (gracias a que i; es necesariamente mayor que U) finalmente produce:

Vi +grad(U) =0

es decir, las ecuaciones de Newton el sistema dindamico.

Q.E.D.

Un primer hecho resenable acerca del Teorema es que permitira calcular no
solo las ecuaciones de las geodésicas y, por tanto, las ecuaciones de las trayectorias
solucién del sistema (como establece el Principio de Maupertuis propiamente di-
cho), sino que también se determina completamente la dependencia temporal sobre
dichas trayectorias, usando el valor conocido de la integral primera de la energia.
Una vez resueltas las ecuaciones de las geodésicas, la dependencia temporal se

obtiene implicitamente integrando la ecuacion:

ds , :
%:2¢m_U@@mT=m—U@@»
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(siendo T" evidentemente la energia cinética).

Otra precisiéon interesante es que la métrica de Jacobi de manera general dara
lugar a curvatura no nula aun cuando la métrica inicial sea plana; volveremos a
este hecho, y a su relacion con el caracter pre-supersimétrico, en la tercera seccion

de este capitulo.

El Teorema de Jacobi abre multitud de posibilidades de aplicaciéon de resul-
tados de la Geometria Riemanniana a la Mecdnica Analitica. En [65] se recogen
algunas de ellas, como diversos teoremas sobre curvas braquistécronas o el estudio
de la estabilidad de movimientos planetarios. En este ultimo caso, se trasladan
criterios sobre la estabilidad de las lineas geodésicas, gobernada por la Ecuacion de
desviacién geodésica y, en definitiva, por el signo de la curvatura de la variedad (al
menos para el caso bidimensional), al caso mecanico de trayectorias solucién de un
sistema mecanico. Demostraremos en el proximo apartado la relacion que existe
entre la que podemos llamar “estabilidad mecanica” y la “estabilidad geodésica”.
De manera general, no obstante, es preciso considerar que la métrica de Jacobi
estd definida para un valor concreto de la energia mecanica, y, por tanto, sélo so-
bre una hipersuperficie del espacio de fases del sistema. El criterio de estabilidad
que pueda proporcionar, en definitiva, estara limitado a estabilidad frente otras
trayectorias de igual energia y no frente a la totalidad de las soluciones del sistema
considerado. En el caso de las soluciones de tipo kink, éste no serd un inconve-
niente, como veremos, por estar restringida la existencia de ondas solitarias, como
se especificd en el Capitulo 1, al valor fijo de la energia i; = 0.

Desde el punto de vista del Calculo Variacional, es interesante analizar la
relacion que existe entre el funcional de accién del sistema mecanico considerado
y los funcionales de energia y longitud de la variedad (M, h). Tal y como se de-
talla en el Apéndice D, las curvas extremales de la energia y de la longitud son
las geodésicas de la variedad que unen dos puntos determinados. Como hemos
demostrado en el Teorema de Jacobi, dichas curvas son exactamente las trayec-
torias solucion del sistema dinamico parametrizadas en funcion de la longitud de
arco de la métrica de Jacobi. En general, el valor de los funcionales de energia y
longitud sobre dichas curvas no coinciden con el valor de la accién de las mismas.
Sin embargo, para el caso de sistemas dindmicos del tipo que estudiamos en este
trabajo, es decir sistemas procedentes de la busqueda de soluciones de tipo kink en
una teoria de campos, de manera que las condiciones de contorno de la teoria de
campos nos imponen la restriccién de que la energia mecanica de las trayectorias

sea nula, tenemos el siguiente hecho resenable:
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Proposicién 4.5. Sea c¢(t) una curva extremal del funcional de accion:

st = [ar (3.0 - vte)

correspondiente a una energia mecédnica i, = 0. Entonces, si L'[c] denota al

funcional de longitud de la métrica de Jacobi asociada a la accién S|c|:

L7l = / Vi, e) ds = / ds; s1 = s1(t1), 52 = s2(t2)

se verifica:

Slc] = L[]

Demostracién:
Sii; = 0, entonces se verifica: 3(¢,¢) = —U(c), y, por tanto: h;; = (—2U(c))gi;-
De esta manera: ds = —2U(c)dt sobre las soluciones, y asi:

L[] = / ds = /tlt2(—2U(c))dt: /: (%(e, & — U(c)) dt = S|c]

Q.E.D.

Teniendo en cuenta que las geodésicas de (M, h) estdn parametrizadas por el
arco de longitud, es evidente, a partir de la Proposicion anterior, que el funcional
energfa de Jacobi, E”[c]:

S2 1 7
EJ[C]:/ 5(0’,c’> ds

1

verificara, sobre las soluciones:

Bl = %LJ[C] _ %S[c] (4.13)

Es adecuado comentar, a este respecto, que la definicién de funcional energia
que hemos tomado no siempre es la habitual en la literatura. En varios textos,
por ejemplo [70], se define E|c] como el doble de la expresién que aqui se ha
planteado. Por otro lado, resaltamos que la férmula (4.13) es sélo cierta si s
denota al parametro longitud de arco y ¢ es una curva geodésica.

Varias precisiones son necesarias acerca de estos ultimos resultados expuestos:
La consideracién de energia mecanica nula sélo tiene sentido, desde el punto
de vista de la métrica de Jacobi, si la energia potencial U es definida negativa,
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pues en caso contrario la métrica de Jacobi no seria definida positiva, como se ha
supuesto en todo el capitulo. Evidentemente, para los sistemas que estudiamos en
esta memoria, asociados, via la analogia mecanica, a la buisqueda de kinks en una
teoria de campos, esto se verifica al menos parcialmente. La energia potencial U es
por definicién U = —V, donde V es el potencial de la teoria de campos subyacente,
y estd tomado de manera general semidefinido positivo (ver Capitulo 1).

Los resultados anteriores son por tanto validos en toda la variedad M conside-
rada exceptuando los puntos en los que se anula la energia potencial, es decir,
los vacios de la teoria. Teniendo en cuenta el tipo de potenciales que se esta
estudiando, con un numero finito de ceros aislados, tendremos que el paso del
punto de vista dinamico al geométrico conlleva aplicar la variedad riemanniana
(M, g) (en general M =R y g;; = 0;;) en la variedad riemanniana (M’, h), donde
M’ es la variedad M con los ceros del potencial excluidos.

Por otro lado, las geodésicas correspondientes a los kinks del sistema seran las
que unen precisamente estos puntos singulares de la variedad M’, debido a las
condiciones asintéticas ya expuestas®. Si se estudiara la totalidad de las soluciones
del modelo (sin restringirnos a las de tipo onda solitaria, es decir incluyendo las
soluciones periédicas), encontrariamos que, para las soluciones periddicas, la ener-
gia i1 tomaria valores negativos, de tal manera que, al ser —U > 0, sélo estaran
definidas las soluciones en la region determinada por i1 — U > 0, excluyéndose
en consecuencia los “puntos de retroceso” de dichas soluciones, determinados por
11 —U = 0. El célculo de las soluciones kink puede verse, desde este punto de vista,
como un proceso de paso al limite singular en el espacio de curvas geodésicas sobre
el espacio de variedades de Jacobi asociado al sistema dinamico.

En el Capitulo 5, dedicado, en su primera seccion, al calculo explicito de solu-
ciones, analizaremos con detalle la delicada situacién que presentan los puntos de

vacio de la teoria para el Modelo Sigma Lineal Deformado.

4.2.2 Hessiano Dinamico y Hessianos Geodésicos

De cara a estudiar la estabilidad de las trayectorias solucién de un sistema dinamico,
surgen ahora varias posibilidades. Tal y como hemos comentado en la seccién an-
terior, por un lado tenemos la expresion del funcional hessiano (4.2), ya deducida,

que da cuenta de la variacion segunda del funcional de accion del sistema consi-

3Esta situacién estd estudiada en la literatura, incluso en casos mas complicados en los que
las singularidades de la métrica de Jacobi no son puntos aislados, ver por ejemplo [95] y [96].
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derado. Por otro lado, por medio de la métrica de Jacobi, el sistema puede verse
como un problema de calculo de geodésicas y, en consecuencia, como un problema
variacional asociado bien al funcional de energfa (accién), E”[c|, de las curvas en
(M, h), bien al funcional de longitud, L/[c]. En el Apéndice D se detalla la relaciéon
y equivalencias entre ambos funcionales.

Demostraremos en los dos teoremas siguientes como ni siquiera en el caso que
nos ocupa principalmente, con energia mecanica i; = 0, coinciden dichos fun-
cionales sobre las curvas solucion. Computaremos, no obstante, la diferencia exis-
tente entre ellos, y plantearemos un método para abordar el problema, basado en
la diagonalizacion del tensor de curvatura sobre una base que se traslade para-
lelamente sobre las curvas solucién. Esto proporcionara, en algunos casos, una
separacion de las ecuaciones espectrales en ecuaciones no acopladas que permitira
resolver completamente la estabilidad de las soluciones estudiadas, como se vera
en el Capitulo 5.

Los funcionales hessianos de la energia y de la longitud (ver Apéndice D), en
el caso de la métrica de Jacobi, y sobre variaciones propias, se escribiran:

de—gzM(O) = / ds (=VIVIV — R/, V), V) =
- [Ca(EE ko) e
d2§€°’2[0] (0) = /52 ds (—~VAVIVE — BRI,V VY =
- / s <_2_:D;ZL - K«E]'(VL%VL>J (4.15)

respectivamente. V' representa la componente ortogonal a la curva c(s) del campo
asociado a la variacién:
c T J
VJ_ =V - <T,V> T =V - <C/,V> C,
I <]
teniendo en cuenta que s es el pardmetro arco y, por tanto, |||/ = 1. R’y

K7 denotan respectivamente a los tensores de curvatura y de curvatura seccional
asociados a la métrica de Jacobi h.

Ademas de los Lemas 4.3 y 4.4 necesitaremos, en los teoremas posteriores,
conocer cémo se comporta el tensor de curvatura bajo trasformaciones conformes,

demostremos por tanto el siguiente Lema:
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Lema 4.6. Dada una trasformacion conforme en una variedad riemanniana,
(M, g) — (M,§), § = f(x)g, sean R y R los correspondientes tensores de curvatura
asociados, entonces se verifica, para cualesquiera campos X,Y, 7 € T'(T'M):

1 1
RIX.Y)Z  =R(X.Y)Z ~ (X, Z)VyF + 5 (Y. Z)VxF +

+ (% (VY F.7) — i (F.2) (F.Y) + v, 2) (P, F)) X+

4
4 (—% (VxF, Z) + }1 (F, 2) (F, X) — i (X, 7) (F, F)) Y+
+ (% (Vy P, X) — % (Vi F, Y>) 7+ (4.16)

+ (;1 (B,Y)(X,Z) — 411 (F, X) (Y, Z)) F

siendo V la conexion de Levi-Civita asociada a la métrica g, F = grad(Ln f) y

donde los productos escalares y el gradiente estan tomados con respecto a g.

Demostracidn:

Si recordamos la definicién del tensor de curvatura:
R(X,Y)Z = =Vx(VyZ) + Vy(VxZ) + Vixy 1 Z

tendremos que aplicar la expresién (4.4) del Lema 4.3 a los términos —V x (Vy Z) +
Vy(VxZ) para pasar de las derivadas covariantes segundas en funcién de § a las
correspondientes con respecto a g.

Para el término @[Xy]Z (con [X,Y] = VxY —Vy X por tratarse de la conexién
de Levi-Civita y ser ésta libre de torsién?) aplicaremos (4.3).

Simplificando directamente todas las expresiones resultantes se obtiene el re-
sultado buscado (4.16).
Q.E.D.

Teorema 4.7. Sea ¢ una curva extremal del funcional de accién S|c|, y sea E’|c|
el correspondiente funcional de energia en la métrica de Jacobi asociada a S|c|,
entonces los funcionales hessianos correspondientes verifican:

25 24/, to
d 552[ ](0) — dd§£ ](OH/tl dt2<c’,%> (F,V) (4.17)

4Nétese que por aplicacién directa de (4.3) se tiene que si V y V son conexiones libres de
torsién, entonces:

[X,Y]=VxY —VyX =VxY - VyX



METRICA DE JACOBI 157

donde F' es el campo vectorial: F' = grad Ln (2(i; — U)).

Demostracion:

Partiendo de la expresién del hessiano (4.14) se trata, en primer lugar, de
cambiar la métrica de Jacobi h por la propia del sistema, g. En segundo lugar, se
reparametrizaran las expresiones resultantes (dependientes de la longitud de arco
en la métrica de Jacobi) en funcién del pardmetro temporal ¢ del sistema dindmico.

La transformacion (M, g) a (M, h) es conforme, como ya hemos visto. Pode-
mos aplicar entonces el Lema 4.3 relativo al comportamiento de las derivadas
covariantes bajo transformaciones conformes.

Considerando, por tanto, (4.4) para este caso tendremos:

1 1
ViVLY = VxVxY + FEY)VXX +(F,X)VxY = o(X,Y)VxF +

+ ((F, ViY) + §<F, Y)WF, X) — i(X, YWF, F) + %(VXF, Y)) X +

1 1 1
+ (§<VXF, X) + S(FVxX) + (F, X)Q) Y +

\)

+ (-3 (VXY - (X VY] - HRYIXX) = R X)) ) F

De manera que:

1 1
VIVIV = VuV.V + 5<F, VIVl + (F,d\VV — 5<c’, VI\VuF +

4 ((F, VoV + Z<F, VI, ) — i(c’, V)(FF) + 5(VeF, v>> d+

1 1 1
+ (§<V0/F, C/> + §<F, Vc/c’> + Z(F, CI>2> V +
1 / / 1 1y 1 N
+ _§<VC’C,V>—<C,VC/V>—Z<F,v><C,C>—Z<F,C><C,V> F

En lo que respecta a la curvatura seccional, particularizando el Lema 4.6 al
tensor de curvatura seccional se obtiene:

=
S
>
[
Z
<

1 1
) — 5(0’,0')VVF + §<V, ANV F +

n (%WVF, &)~ HUE V) + L{V.E)F, F)
1
>
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—_

+ (%I(VC/F, Y+ =(F, ) — i(c’,c/ﬂF, F>> V+

W

+(HEVIE - im0 F

Sumando las expresiones anteriores y simplificando:

1
VIVIV 4 KUV) = VoWV + Ke(V) 4 S(F V)V +
1
+(F, WV V — §<C/’ VyF + (4.18)
1
+(uivdvy+§uzvxF¢®+<Vch7>d+

1 1 1
+ (§<F, VC/C/> + §<F, C/>2 - Z(C/,C/><F, F)) V+

— 1
(7<VC/C/, V> — <Cl, VC/V> — §<F, C,><V, Cl>> F
Una vez obtenida (4.18), que depende tinicamente de la métrica g, es necesario

reparametrizar en funcion del tiempo ¢ del sistema dindmico. Tenemos:
ds =2(iy — U)dt

de manera que
, de  dcdt 1 .1

C = —C

ds dtds 20 -U) f
donde se ha denotado, por simplicidad: f = 2(i; — U).

Para los demas campos, que no dependen de derivadas con respecto a s, la

reparametrizacion se obvia con el habitual abuso de notacion:

V=V(s0) = 9c(s,€) =V (s(t),0) =V (t,0) =V

96 |e—o
y andlogamente para el campo F'.
La derivada covariante segunda, tal y como se calcula en el Lema 4.4, se

trasforma:

1 1 )
FV@V@V — F(F, c>V¢V

mientras que la curvatura, debido al caracter tensorial, se comporta de la siguiente

VoVoV =

manera:

Ko(V) = R(¢, V) = R (%c V) % _ %R(e, V)i — %Ké(V)
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Sustituyendo en (4.18), se obtiene:

VINVIV+KI(V) = % VeVeV + Keo(V) + %(F, V)Veé
—%«;, OV F + (F,VaV)é+ (Vi F,é)é
+%(F, Vi)V — i“’ O, FYV
—%(Véc’, VVF — (¢, V.V)F

Ahora bien, F' = grad Ln (2(i; — U)), de manera que podemos calcular, VX €
T(TM):

(gradU, X)gradU

_grad 1
VyF = Vy ( &ta U> - ¥ yeradl —

1
1nw—U 1nw—U (17 — U)?
La conservacién de la energia mecanica sobre las trayectorias a las que nos
estamos restringiendo se traduce en que:
1
Lot —i
2 <C7 C> + 7/1
y finalmente, las curvas ¢ son soluciones del sistema, luego:
Ve = —gradU
Teniendo en consideracién todos estos resultados:
1
VIVIV +KJ(V) = 7 [VeVeV + Ke(V) + VygradU] +
2 . N
+F [(gradU, V)gradU — (gradU, V:V)é — (VygradU, ¢)é

, (gradU, V) (gradU, ¢)¢ + (¢, V:V)gradU
(i1 = U)
De esta manera, la forma cuadratica hessiano se escribira:

(VINIV + K2(V), V) =

1

- (V.V. K.
=0 (V:ViV + Ki(V) + VygradU, V) +

1
dU,v)? —
2(i, — U) L‘l—U@ra A

i i U(varadU, e, V) — ﬁ(gradm V) (gradU, ¢){(¢, V) +
1
11— U

T (gradU, Ve V) (¢, V) (4.19)

+ (¢, V:V)(gradU, V>]
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La expresién (4.19) se puede simplificar notablemente si se utiliza la Proposicién
C.2 del Apéndice C: (VygradU,¢) = (VigradU, V), y se calcula la derivada:

0 .
S (EV)EV))

Utilizando a su vez las ecuaciones de Newton, V.¢ = —gradU, se concluye que:

(VIVIV + K(V), V) =

1 0 . 1 .
+ma (<F, V> <C, V>) + m<c, VCV> <gradU, U>

Finalmente, el funcional hessiano, utilizando que ds = 2(i; — U)dt sobre las
trayectorias solucion, se escribe:
d*E’ J

d_g[cl(o) _ _/32d5<v§v§V+KJ<V>,V> -

S1

to

t1

n / : di2(¢, VeV)(F V) = (F V{6, V)2

t1

que, para variaciones propias (V(t1) = V(t2) = 0), se reduce al resultado buscado:

e 0=TG 0 [Cae v ey

con F' = grad Ln(2(i; — U)).
Q.ED.

Si utilizamos un sistema de coordenadas locales en (M, g) de manera que ¢(t) =
(x1(t),...,2N(t)), el teorema se expresa de la siguiente forma:

B[, d?S[d] B2 GOU dVT 005 0U
e (0) = e (0)+/tl Ll — Ugirx axkv - o U:E T Oz axkv \% }

Es interesante asimismo calcular la expresién reciproca de la (4.17) que acaba-

mos de demostrar. Cambiando la parametrizacién y la métrica de nuevo y, sim-
plificando los resultados adecuadamente, no es dificil demostrar que se verifica:

d2§£6] (0) = d25;2[0] (0)—/:2 ds {2 <C/, V({,V>J <FJ, V>J _ (<FJ’ V>J>2] (4.21)
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donde F’ = grad’ Ln(2(i; — U)), es decir el gradiente con respecto a la métrica
de Jacobi del logaritmo neperiano del factor métrico 2(i; — U).

Para el funcional de longitud, el hessiano (4.15) conduce al siguiente teorema:

Teorema 4.8. Sea ¢ una curva extremal del funcional de accién Slc] y sea L”][c|
el correspondiente funcional de longitud en la métrica de Jacobi asociada a S|c|,
entonces los funcionales hessianos correspondientes verifican:

2 JC 2 c to 5
L ) T80 ) /t d— (Ve VY= GV (422)

de? d§? 2(iy = U)

Demostracion:
En el Apéndice D esta detallado el calculo del funcional hessiano de la Longitud,
tenemos asi:

d*L7[c]
o

52
_ _/ ds (VIVIVE + KI(vh), vhY

S1

donde:

n c T
/ /
v :V‘<Hc'||J’V> e =V e

o, alternativamente:

0) = _/2d5<vg,vgv+Kg(V),v>"—/2ds ((c’,viv>")2

S1 S1

_ %(0) — / ds (<c’,v;§v>")2

S1

d*L7[c]
dg?

Podemos por tanto utilizar el Teorema 4.7 anterior para el funcional hessiano
de la energia y computar su diferencia con el de la Longitud en términos de la
métrica g y la parametrizacion en t.

d*L7[c] d*E’[c] 52 A
o0 = St - [Cas(wviny’) -
d?S|c] b2

- L0+ / 2 VVWEV) + / A(t)dt

t1 t1

donde, si denominamos f = 2(i; — U), F = grad Ln f, se tiene:

to 82 7\ 2 to 9
/ A(t)dt = —/ ds <<c’,vg,v> ) :—/ dt f3 (' VIV
t1

S1 t1
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Aplicando el Lema 4.3, las ecuaciones de Newton, V.¢c = —gradU = gF .y

simplificando, la expresién anterior sera:
to to 1 f 2
/ At)dt = —/ itk ((c', Vo) + L(F, v>)
t1 t1 f 2
y, finalmente:

= (&, VoV — (Ve VY]

L[], d*S|c] 21
e U= g _/n 7
Q.E.D.

De manera andloga al teorema anterior, podemos calcular la expresion reciproca
de (4.22), obteniéndose:

d*S|c]
dg?

0 -

(0)+/82 ds [(F7, V)" - <c’,VcJ,V>]2 (4.23)

51
con F’ = grad’ Ln(2(i, — U)).

Si se restringe el funcional hessiano de la accién del sistema dindmico al caso
de variaciones propias ortogonales a las soluciones, es decir tales que: (¢, V) =0
idénticamente, los teoremas anteriores se simplifican notablemente.

Dado que la métrica de Jacobi se define por medio de una transformacion con-
forme con respecto a la métrica “dinamica” g, la ortogonalidad de las variaciones
se mantiene en una con respecto a la otra; sin mas que sustituir los resultados

conocidos se tiene:

1 ¢ ¢
V=V -, V=V (e, V)=V — <—V> —
2(iy = U) ] el
Si V = V<1, entonces evidentemente (¢, V1) = 0 alo largo de toda la trayectoria
¢y, por tanto, %(é, V+) = 0 que desarrollando nos conduce a:

(6, V) = —(Vee, VY

Mientras que el mismo razonamiento sobre la geodésica c(s) de la métrica de
Jacobi nos proporciona:

(VIVE &) = (V2. Vh =0

por ser ¢(s) geodésica (VI =0).
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Con estas consideraciones es facil obtener los resultados:

?L7[c],  d®S[c] & ,
o= - /t d12(iy — U)(F, V12
o bien: 250 dQLJ[ ] .
c c 2
e |, = —d{’? (0) + /81 ds (<FJ7VJ->J>

donde de nuevo F/ = grad” Ln(2(i; — U)), es decir el gradiente calculado con

respecto a la métrica de Jacobi h.

4.2.3 Operador de Desviacion Geodésica y Diagonalizacion

de la Curvatura seccional

Una vez establecidos los teoremas anteriores, el estudio de la estabilidad de las
curvas solucion pasa por resolver el problema espectral que nos proporciona cada
uno de los funcionales hessianos que hemos calculado. De una manera general,
podemos simplificar dicho problema si utilizamos una base que se traslade parale-
lamente a lo largo de dichas curvas.

Cualquiera de los hessianos calculados contiene el llamado operador de desvia-
cién geodésica:

VoV + R(Cl, ')Cl =VoVy+ Kc/(-) (4.24)

donde utilizamos una notacion general que englobe todos los casos tratados, es
decir V es la conexién de Levi-Civita y K la curvatura seccional relativas a una
métrica riemanniana h genérica con respecto a la cual ¢(s) es una curva geodésica
de (M, h) parametrizada en funcién del arco de longitud.

El nticleo del operador (4.24) esta formado por los llamados Campos de Jacobi
de la variedad, que corresponden a variaciones propias de la curva c(s) tales que
transforman geodésicas en geodésicas, como es bien conocido.

La idea crucial, que permitira simplificar el anélisis de los operadores hessianos,
es considerar una base de los campos tangentes sobre la variedad que se traslade
paralelamente a lo largo de la curva geodésica. Si By = {Vi(sg),..., Va(so)} es
una base ortogonal del espacio tangente Ti,M, entonces, evidentemente, su
extension a los campos vectoriales paralelos sobre ¢(s) (ver C.7, Apéndice C)
B = {Vi(s),...,Va(s)} constituye una base ortogonal de cada T, M y, obvia-
mente:

DV _

c V;
v ds

0, Vi=1,....n
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De esta manera todo campo V' sobre ¢(s) puede escribirse en la base B de la

forma:

V= i vV =o'V
i=1

utilizando el convenio de Einstein de suma de indices repetidos. Y asi:

dv’ d?v’
VCIV — E‘/“ vc’vc’v - W‘/z

Por otro lado, escribiremos la curvatura seccional de un campo V' en términos
de la base B:
Eo(Vi) = plVj, Vi = Ko(V) = v'glV;

De esta manera, el operador (4.24) en la base paralela B se reduce a:

>
VoV V 4+ Ku(V) = (W + Ung) Vi

La Ecuacion de Desviacion Geodésica o Ecuacion de Jacobi se descompone en

n ecuaciones ordinarias de segundo orden acopladas:

v ;
W—I—Upi:(), Vi=1,....n (4.25)
mientras que ocurre otro tanto con la ecuacién espectral de (4.24):
d*v

ds?

VoVoV 4+ Ku(V) = AV = +olpl =M, Vi=1,...,n  (4.26)

En el texto “Morse Theory” de J. Milnor [70], se considera la ecuacién (4.25)
para el caso en el que la variedad M es un espacio riemanniano localmente simétrico
(ver [50] para detalles). Utilizando el Teorema que establece que la condicién
necesaria y suficiente para que una variedad riemanniana sea un espacio localmente
simétrico es que la curvatura seccional sea invariante bajo todas las traslaciones
paralelas [50], Milnor propone la diagonalizacién de la curvatura seccional en un

punto de la curva c(sg), es decir, construir By tal que:
Ko(Vi(so)) =&V, Vi=1,....n

donde, evidentemente, no hay sumacién en indices repetidos. El teorema citado
garantiza entonces que la base B, traslado paralelo sobre ¢(s) de la base By de
Te(s9)M, sigue siendo una base de autovectores de K para cada punto de la curva
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y con los mismos autovalores. Como consecuencia inmediata, las ecuaciones (4.25)

se escriben:
d?v7
ds?

es decir, un sistema de ecuaciones ordinarias no acopladas de segundo orden lineales

+e=0,¥=1,....n (4.27)

y con coeficientes constantes (resaltemos una vez més que en (4.27) no se utiliza

el convenio de suma). Es facil concluir entonces que las ecuaciones del problema

espectral, para el caso en el que M es localmente simétrico, son del mismo tipo:
d*v’
ds?

Desgraciadamente, como veremos en el proximo capitulo, la condicién de espa-

+e = 7 Vj=1,...,n (4.28)

cio localmente simétrico es muy restrictiva y las variedades riemannianas (M, h),
siendo h la métrica de Jacobi asociada a un problema dindmico, no lo verifican
salvo en casos muy sencillos.

En cualquier caso, demostraremos que bajo la hipotesis mas débil de que la cur-
vatura seccional mantenga sus autovectores por traslado paralelo, aunque cambien
los autovalores, las ecuaciones (4.26) podran escribirse como un sistema de ecua-
ciones ordinarias no acopladas de segundo orden lineales con coeficientes variables.

Efectivamente, si partimos de:

KCI(V;'(S())):(?Z"/Z', ‘v’z:l,,n

y trasladamos paralelamente la base de los autovectores V;(sqg) a lo largo de ¢ de
tal manera que los campos V;(s) forman una base de autovectores de K. en el
punto ¢(s) tendremos:

Ko (Vi(s)) =ei(s)Vi(s), Vi=1,...,n

y asi las ecuaciones (4.26) seran, en esta base:

d;’;g ey ()i (s) = A(s), Vi=1,....m (4.29)

Comprobaremos en el proximo capitulo que éste es precisamente el caso de la

variedad (M, h) asociada al sistema dindmico derivado del Modelo Sigma Lineal
O(N) Deformado.

4.3 Sistemas Pre-Supersimétricos

Finalizaremos este capitulo con una seccién dedicada al estudio de los sistemas
dinamicos asociados a la busqueda de soluciones, de tipo onda solitaria, en una
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Teoria de Campos que admita una extension supersimétrica (en principio, N=1
supersimétrica). No entraremos en el andlisis detallado de la teorfa supersimétrica
propiamente dicha, para la que nos remitiremos, entre las muchas posibles, a las
referencias [3], [37] y [107]. Nos centraremos, por tanto, en las consecuencias que la
supersimetria de la teoria tiene sobre el sistema mecanico asociado. Las teorias de
campos que estamos estudiando constituyen, en este marco, la parte bosonica del
modelo supersimétrico en consideracion. Desde este punto de vista, llamaremos
Sistema Dinamico Pre-Supersimétrico a aquel para el cual la energia potencial U

se puede escribir de la forma:

1
U= —§<gradVV, gradW) (4.30)

para alguna funcién W : M — R.
Evidentemente, con respecto a la teoria de campos original, el potencial V =
—U se escribira:
V= %(gradVV, gradW)

y W no serd mas que el superpotencial de la extensién supersimétrica.

En primer lugar analizaremos los sistemas dindamicos de este tipo, veremos como
la expresion (4.30) permite calcular un sistema de ecuaciones de primer orden cuyas
soluciones satisfacen el sistema de ecuaciones de segundo orden de Newton. En
la segunda parte de la seccion, detallaremos el caso de N=2 supersimetria para
sistemas dindmicos definidos en R? = C, obtendremos un método de resolucién
directo de las ecuaciones de primer orden, y caracterizaremos, ademas, todos los
sistemas que admiten extensiones supersimétricas de este tipo por medio de la

curvatura de la métrica de Jacobi asociada a los mismos.

Como hemos comentado, si tenemos un sistema pre-supersimétrico, la energia
potencial no es més que —3|gradW||?. Esto permite escribir la accién S[c] del
sistema (energia de las configuraciones estaticas de la teoria de campos original)
en la llamada forma de Bogomol'nyi [13]:

sil = | "t 2+ earad(V), 6+ eqrad (1)) — / "t (e grad(0)) =

= /t2 dt % ¢+ egrad(W)||* — e (W(c(ty)) — W(c(ty))) (4.31)

donde ¢ = 41, y se ha supuesto, en principio, que la funcion W : M — R
es diferenciable en cualquier punto de la variedad riemanniana M. Veremos en el

siguiente capitulo cémo esta suposicién no siempre es adecuada y de qué manera la



SISTEMAS PRE-SUPERSIMETRICOS 167

no diferenciabilidad de W en determinados puntos puede alterar la descomposicién
de Bogomol'nyi (4.31) para un sistema concreto.
El sistema de ecuaciones de primer orden al que hemos aludido anteriormente
no es otro que:
|c +egrad(W)|| =0= ¢+ egrad(W) =0 (4.32)

cuyas soluciones verifican, evidentemente:
Sle] = —e (W(c(tz)) = W(c(th)))

es decir, la accion esta determinada tinicamente por los valores del superpotencial
en los puntos inicial y final de la curva solucién. Es obvio comprobar también
que dichas soluciones satisfacen la condicién de energia mecanica nula, tal y como
imponian las condiciones asintéticas vistas en el Capitulo 2 de esta memoria, condi-
ciones necesarias para que las soluciones del sistema dindmico se correspondieran

con soluciones de tipo onda solitaria de la teoria de campos.

(68 +U = % (6 é) — % (erad (W), grad (W)

((—e)* = 1) (grad (W), grad(W)) = 0

1 =

N =N =

Demostraremos a continuacién que, ademds, las ecuaciones (4.32) satisfacen
las ecuaciones de Newton del sistema. El enunciado reciproco no es cierto de
manera general. Tal y como veremos en la seccion siguiente, y en el Capitulo 6,
un mismo sistema pre-supersimétrico puede admitir mas de un superpotencial; de
esta manera, diferentes sistemas de ecuaciones de primer orden conducen a solu-
ciones distintas del modelo, todas ellas correspondientes a las mismas ecuaciones
de segundo orden.

Calculemos en primer lugar las ecuaciones de Newton para un sistema pre-

supersimétrico.

Proposicion 4.9. Las ecuaciones de Newton de un sistema mecanico pre-super-
simétrico se escriben de la forma:
D¢
E — Vgrad(w)grad(W) = 0 (433)
Demostracion:
Es posible demostrar el resultado (4.33) utilizando la demostracién de la Propo-
sicion 4.1 acerca de las propias ecuaciones de Newton generales asociadas a un
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sistema dindmico en una variedad riemanniana dada. Por sustitucion directa de

la expresién (4.30) en la derivada variacional tendremos:

1 D
9 ——(gradW, gradW) | = — ( —gradW, gradW ) = —(V graawgradW, ¢’)
3 2 o€
donde se ha usado la Proposicion C.2 del Apéndice C. De esta manera, para

variaciones propias, la primera variacion de la accién se escribira en la forma:

d 2 D
d—?(O) = —/ dt <§c — VgraawgradW, V>
t1

que, aplicando el Teorema Fundamental del Célculo Variacional al principio de
accién extremal, conduce a las ecuaciones (4.33).
Q.E.D.

Utilizando un sistema de coordenadas locales en M, la ecuacién (4.33) se con-

vierte en el sistema de ecuaciones:

iF 4 Thitt — g* (grad(W)) [H(W)], =0, k=1,...,N (4.34)
donde: ;
PW oW
HW), = ——— — T}
[ ( )]1[ OriOx! il orr

es el hessiano de W.

Proposicion 4.10. En un sistema dinamico pre-supersimétrico las soluciones de
las ecuaciones de primer orden (4.32) son soluciones de las ecuaciones de Newton
(4.33).

Demostracién:
La demostracién es evidente por célculo directo, si ¢(t) es una solucién de las

ecuaciones (4.32):
¢ = —egrad(W)

entonces las ecuaciones de Newton (4.33) se escribiran de la forma:

V _cgradow)(—€grad(W)) — Vgaaw)grad(W) =
- vgrad(W)grad(W) — Vgrad(w)grad(W) =0

Q.E.D.
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4.3.1 N=2 Pre-Supersimetria

Una teoria de campos es N=2 pre-supersimétrica si admite dos supercargas. No
entraremos, una vez mas, en los detalles de la teoria supersimétrica propiamente
dicha (ver por ejemplo: [20], [94],[6], [3]), sino que nos centraremos en las reper-
cusiones que la N=2 pre-supersimetria tiene sobre el sistema mecéanico asociado a
la busqueda de kinks en dichas teorias.

En particular, analizaremos en detalle los llamados modelos de Wess-Zumino
(en 341 dimensiones), [108], que, por reduccién dimensional, producen en 1+1
dimensiones teorias de campos N=2 supersimétricas, siempre y cuando el super-
potencial de la teoria sea una funcién arménica de los campos (ver [94] y [3]).

Recientemente estos modelos han cobrado un renovado interés en el estudio
de las intersecciones entre defectos de tipo pared o domain walls (ver Capitulo
1), dando lugar a un creciente nimero de publicaciones como [44], [92], [6] v las
referencias alli recogidas.

Restringiéndonos inicialmente, como hemos comentado, al caso de dos cam-

pos escalares, podemos establecer como objeto de estudio un sistema dinamico

bidimensional: )

Sle] = / dt (5 (¢,¢) — U(c(t)))
donde U = =V, y V es el potencial de la teoria de campos N=2 supersimétrica.
Por tanto:

1
V=35 lgrad(w)] (4.35)

con W una funcion armoénica. Si, por simplicidad, partimos de una métrica
euclidea en el espacio de configuracién R? y consideramos R? = C! podremos
escribir:

z2=q +iqa; W(z,z*):%(Wl—l—z’WQ)

de manera que (4.35) se reduce a:

o[ ()]

mientras que en términos de la variable compleja z:

ow ow

U=V =92"_ 4.
U=V 5 0 (4.36)
La ecuacién de Laplace se escribe ahora de la forma:
o ow
= (4.37)

0z 02+
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Por otro lado, el potencial U = —V es necesariamente real, de manera que el

superpotencial W ha de verificar, ademés de (4.37), la condicién:

oW, OW, N oW, OW,y
o1 Oq 0q2 0qo

=0 (4.38)

como se deduce de manera inmediata de (4.36).

Las soluciones de (4.37) son de la forma: W(z,z*) = f(z) + g(z*). Si se
impone a una solucion de este tipo la condicion de que U sea real, tendremos que
necesariamente f'(z)* = ¢’(z*), condicién que satisface automaticamente f = g, y,
en consecuencia, consideraremos: W (z, z*) = f(z) + f(z*). Esta solucién verifica
obviamente (4.38).

Podemos escribir entonces (4.36), para este tipo de soluciones, como:

wevoa (M) (A s

y, en definitiva, hechas todas estas consideraciones, podemos definir el superpoten-
cial simplemente como una funcién holomorfa W(z), que, utilizando (4.39), pro-
duce un potencial real y que satisface obviamente la ecuacién de Laplace (4.37).
Este es precisamente el punto de partida habitual en la literatura relativa a estos
modelos.

Con este criterio, es evidente que las funciones Wy y Wy satisfaran las ecua-
ciones de Cauchy-Riemann:

ow, oWy oWy oWy

— : - — 4.40
oq gy 0q2 oq ( )

de manera que es facil comprobar que:

v=2(5) () () (R -G - ()]

y, en definitiva, tanto W como el doble de su parte real y el doble de su parte ima-

ginaria son superpotenciales vélidos de la misma teoria N=2 pre-supersimétrica.
Es importante resaltar, en este punto, que si se multiplica el superpotencial W
por un nimero complejo de médulo uno, el resultado sigue siendo superpotencial
de la teoria y, en consecuencia, el doble de su parte real y de su parte imaginaria
otro tanto. Se dispone, por tanto, de toda una familia uniparamétrica de parejas
de superpotenciales reales para toda teoria N=2 pre-supersimétrica.
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Si se plantean las ecuaciones de primer orden (4.32), para un sistema de este
tipo, tendremos dos posibilidades:

(dg o,
—— —_ —€
dt aql
(4.41)
dqs oW,
- — —€
L dt 8q2
( dql 8W2
_ — —€
dt 8(]1
(4.42)
dq2 GWQ
— f— —€
L dt (9q2
que conducen, respectivamente, a las ecuaciones ordinarias de las orbitas de las
soluciones:
oWy oW,
_ dags =0 4.43
0q2 o Iq1 & ( )
para el caso de (4.41), y:
oW, oW,
dg, — dgs =0 4.44
0qs n oq & ( )

para (4.42). Las ecuaciones diferenciales (4.43) y (4.44) no sélo son sencillas sino
que su integracién resulta automatica si se aplican a ellas las ecuaciones de Cauchy-
Riemann (4.40).

Efectivamente, sustituyendo (4.40) en (4.43), se tiene:

OW. OW-
2dgi + —=2dgy = dWs = 0
oq gy
mientras que en (4.44):
oW oW
Ldgr + =L dge = dW, =0
oq g2

de forma que las trayectorias solucién de las ecuaciones de primer orden asociadas

al superpotencial W resultan ser las curvas dadas por
con v =cte. Andlogamente, para el superpotencial W5 las curvas solucién son:

Wi=vy1 (4‘46)
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con v, constante. Es facil observar, ademds, que las trayectorias (4.45) son exac-
tamente las curvas ortogonales a las (4.46), como se deduce de manera evidente
de (4.43), (4.44) y (4.40).

Con este razonamiento se han calculado recientemente (ver [6]) todas las solu-
ciones de tipo kink de un modelo Wess-Zumino con un superpotencial de tipo
polinémico propuesto por Gibbons y Townsend [44] para demostrar la existencia
de intersecciones de defectos tipo pared.

N=2 Pre-Supersimetria y Métrica de Jacobi

Como ya hemos comentado anteriormente, existe una profunda y elegante relacion
entre la N=2 pre-supersimetria de una teoria de dos campos escalares y la curvatura
de la métrica de Jacobi del sistema dindmico asociado. Finalizaremos este capitulo
explicitando dichas ideas.
La métrica de Jacobi del sistema dindmico bidimensional asociado al potencial
(4.39) se escribe:
hij = =2Ud;; = 2V ;5 (4.47)

La pre-supersimetria de la teorfa conduce a escribir (4.47) de la forma:

)

k=1

y, para el caso N=2 pre-supersimétrico, dicha expresién sera valida tanto para el
doble de la parte real como para el doble de la parte imaginaria de uno de los
superpotenciales holomorfos de la teoria.

Planteamos entonces el siguiente Teorema para este tipo de sistemas N=2 pre-

supersimétricos:

Teorema 4.11. La condicion necesaria y suficiente para que una teoria de dos
campos escalares sea N=2 pre-supersimétrica es que la métrica de Jacobi del sis-

tema dindmico asociado sea plana.

Demostracién:

Las coordenadas cartesianas (q', ¢?) resultan ser, si la métrica de partida es la
euclidea, como en este caso, un sistema de coordenadas isotermo para la métrica
de Jacobi del sistema’.

No es dificil obtener la expresion del tensor de curvatura en este sistema de

coordenadas. Hemos de tener en cuenta, por otro lado, que, para el caso de

5Un sistema de coordenadas locales se dice isotermo en una variedad riemanniana si la ex-
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dos dimensiones, la componente Rl,,, y las que resultan de los intercambios no
triviales de sus indices, es la tinica no necesariamente nula del mismo. De esta
forma tendremos que calcular inicamente la expresion:

O?\ 0?\

1 _ —
i = g oty

Tenemos que demostrar, por tanto, que la condicién de N=2 pre-supersimetria,

es decir, la presencia de un superpotencial arménico W, es necesaria y suficiente
para que A = Lnv/2V sea una funciéon armonica.
La condicién necesaria se demuestra facilmente por célculo directo:

2 2
SiA=ILnv2VyV = % [(‘37”1/) + (‘37”2/) } tendremos:

AN = 2%/2 B ((@.W)* = (2 W)?) (1 W)* = (3282W)2)} *

% [0/W 01 (AW) + 0, W 05 (AW)] — %alazw W W AW =

AW [1
= T2 {1 (2:W)* = (aW)*) (ha W —azaQW)—alaQW31W32w}+
1

577 (O 01 (AW) + 62V 0, (AW)]

0
8_(]1.‘
Y entonces, trivialmente, la armonicidad de W implica la de A y, en definitiva,

donde evidentemente 0; =

la curvatura es nula si el superpotencial es armoénico.

Es posible demostrar la suficiencia de varias formas equivalentes. Utilizaremos
ahora un razonamiento de caracter mas geométrico:

Tal y como demostraron el propio Riemann y Christoffel, la condicién necesaria
y suficiente para que una métrica dada sea isométrica a la euclidea es que su
curvatura se anule®.

presién del tensor métrico en las mismas se escribe de la forma (ver por ejemplo [110]):
ds® = e** (dq1 ®dg' +dg* ® dq2)

Es evidente entonces, con A = Ln+/2V, que las coordenadas cartesianas del sistema mecanico
son isotermas de h;;.
6Realmente la condicién de isometria que demostraron era general entre dos métricas cua-

lesquiera, aqui la particularizamos al caso en el que una de ellas es la euclidea. Riemann demostré
la condicién necesaria en su famoso trabajo acerca de la conduccién del calor, conocido habi-
tualmente como Pariserarbeit (1861) por haber sido presentado a un premio de la Academia
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En consecuencia, la condicion de curvatura plana implica la existencia de un
cambio de coordenadas:

up = ui(qr, q2)
uy = u(qi,q2)
de manera que:
ds* =2V (dg; + dg3) = dui + duj

y entonces, desarrollando esta ecuacién, necesariamente se verifican las condi-

dui\? (0w \?  [Ous\®  [Ous)’
( U/l) + ( U/l) _ Uo + U2 — 2V
oq 0o Iq g2
es decir, tanto u; como us son superpotenciales de la teoria, y ademaés:

3u1 8u2 8u1 au2

O da:’  Oa  Oa

clones:

es decir, las funciones u; y us son holomorfas conjugadas, y, por tanto, W =
uy + tus es un superpotencial armoénico del sistema. La teoria es N=2 pre-
supersimétrica.

Q.E.D.

de Ciencias de Parfs (que no gand), fue publicado péstumamente en sus Obras Completas [89].
Christoffel demostré la condicién necesaria en un trabajo en el que generalizé la invarianza bajo
isometrias a tensores de cualquier rango, [21].



Capitulo 5

De la Estabilidad de los Kinks del
Modelo Sigma Lineal Deformado

Dedicaremos este Capitulo al estudio de la estabilidad de las soluciones kink del
Modelo Sigma O(3) Lineal Deformado, obtenidas en el Capitulo 3. La técnica que
se utilizara para ello sera el analisis de los espectros correspondientes a los fun-
cionales hessianos sobre las soluciones. Aplicaremos, de esta forma, los resultados
generales que hemos obtenido en el Capitulo 4 acerca de la métrica de Jacobi aso-
ciada al sistema dindmico y de la relacién existente entre los funcionales hessianos
dindmicos y geométricos.

En el Capitulo 6 abordaremos este problema de la estabilidad desde dos puntos
de vista diferentes pero relacionados con el que ahora nos ocupa.

La estructura de este capitulo es la siguiente: En una primera seccién estu-
diaremos las geodésicas de la métrica de Jacobi para este modelo, comenzando con
el caso O(2) (modelo MSTB), contenido dos veces en el O(3), como ya hemos visto.
Dicha resolucion se limitara a algunos kinks concretos puesto que el tratamiento
general de las ecuaciones de las geodésicas conduce a un problema ain méas com-
plicado que el de enfrentarse directamente a las ecuaciones de segundo orden del
sistema dinamico, al que por otra parte es absolutamente equivalente. Los calculos
realizados para el Modelo O(2) se generalizardn facilmente al Modelo O(3) y al
general con N campos escalares.

En la segunda seccion estudiaremos los funcionales hessianos y sus espectros,
utilizando para ello tanto la “versién dinamica” como la “versién geométrica”. Se
estableceran de forma explicita las diferencias existentes entre una version y otra,
demostradas de manera general en el capitulo anterior (Teoremas 4.7 y 4.8). Una
vez mas, la complejidad de los calculos restringira los anélisis a algunos tipos de
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kinks, tanto en el modelo de dos campos como en el tridimensional.

En lo que respecta a la notacion utilizada, salvo que se especifique lo contrario,
no se utilizara en este capitulo el convenio de Einstein de suma en los indices
repetidos. Se adoptard, ademads, la notacién vectorial (no usada en el Capitulo 4)

en todos los casos en los que pueda presentarse confusion.

5.1 Geodésicas de tipo Kink en la Métrica de

Jacobi

Tal y como hemos comentado, plantearemos en esta seccion de manera general las
ecuaciones de las curvas geodésicas en la Métrica de Jacobi asociada al Modelo
Sigma O(2) Lineal Deformado (Modelo MSTB), para calcular posteriormente, de
manera explicita, la expresion (como segmentos geodésicos) de algunas de las ondas
solitarias de dicho modelo. Finalmente, generalizaremos dichos resultados al caso
del Modelo O(3) y al modelo N-dimensional.

5.1.1 Modelo O(2) deformado

Coordenadas Cartesianas

En el Capitulo 3 de esta memoria estudiamos el Modelo O(2) Deformado (MSTB)
con detalle. Utilizaremos ahora la notacién propia del mismo introducida entonces,
a pesar de que nuestro interés actual estd en dicho modelo como parte embebida
en el correspondiente modelo O(3). Escribiremos asi ¢; y ¢go como coordenadas y
o como parametro de la deformacién; en el apartado 5.1.2 extenderemos dichos
resultados a la situacion (q1,¢2) = (¢1,0,q3) y 0 = o3 por un lado, y (q1,¢2) =
(q1,q2,0) con o = o5 por otro.

Desde el punto de vista de la métrica de Jacobi, y en coordenadas cartesianas?,
tendremos la siguiente situacion:

La métrica de partida del sistema dindmico no es otra que la euclidea habitual:

gi; = 5ij Vi, g =1,2

'Dado que la resolucién completa de las ecuaciones para obtener todas las soluciones requiere
el uso de coordenadas elipticas, la restriccién al uso de coordenadas cartesianas nos permitira
analizar inicamente los kinks TK1, TK2 y un caso particular de la familia NTK2 para el cual
los céalculos se simplifican notablemente.
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y, por tanto, todos los simbolos de Christoffel correspondientes son nulos:
=0, Vi, j k=12
La métrica de Jacobi asociada al modelo es:
hij = 2@1 - U)gij

donde i; = 0 para las trayectorias del sistema asociadas a soluciones kink de la

teorfa de campos subyacente, y donde?:
1,5 5 2
Ulgr,a) = =5 (@ + & = 1) — 5@

por lo que resulta:
hij = [(Q% + q% - 1)2 + 02(1%} 0y

A

‘\\\\\\\‘ \\“ AN QM""'""”II 11! i
s N
‘ngk\gg\\}s‘&?’: 1 ///ﬁ/

Figura 5.1: Representacion gréfica del factor métrico (¢f + g3 — 1)2 + 02¢3 frente a las
coordenadas q; y go.

El célculo de los simbolos de Christoffel de h conduce a las expresiones:

m = 2 2 2 2.2 )
(¢ +a5 —1)" +0%g
2 2 2 —1 2
rLJ (@ +q¢—1)+0°g 5.2)

2
(i + a5 —1)" + 0%

2Por simplicidad en la notacién denominaremos, en el resto del Capitulo, ¢; v ¢ a las co-
ordenadas ¢' y ¢?>. Como ya se ha comentado, no se utilizard, en ningiin caso, el convenio de

FEinstein para suma de indices repetidos.
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mientras que el resto de los simbolos puede ser escrito en funcién de éstos:
1J _ _p2J _ _plJ
Iy =—T%5 =Ty

2J 2J __ 1J
I‘11 - _F22 - _FIQ

ademas de los deducibles trivialmente de la simetria I‘;g = I’}gj .

En definitiva, las ecuaciones de las geodésicas de este modelo, VI = 0, se
escribiran de la forma (la prima denota, evidentemente, derivacién con respecto al
pardmetro longitud de arco, s) :

2q1(qf +¢5 — 1) 22(qf + @5 — 1) + *ge
(67 + ¢ — 1) + 0% (¢f + g3 — 1)* + 0%q3
o 2g2(¢7 + 5 — 1) + 02(12( 2 _ 2 A (gt + g5 — 1)
(g7 + g5 — 1)* + 0%q; (67 + g5 — 1)* + 0%q;

q + (¢ — q2) +2 dgb=0 (5.3)

2 1 G =0 (54)

La resolucion de este sistema de ecuaciones no es facil, como ya se ha comentado
en esta memoria. Podemos, sin embargo, resolverlas para algunos casos concretos,
de una manera similar a la técnica de la érbita de prueba utilizada por Rajaraman.
Analizaremos, con esta estrategia, los kinks TK1 y TK2 por un lado, y uno de los
kinks de la familia NTK2, para el caso concreto en el que la constante o del
modelo toma el valor %, por otro. Tal y como veremos, la ecuacién de la orbita,

muy complicada en general, se simplifica enormemente en las condiciones citadas.

TK1

Para obtener la solucion kink TK1 consideraremos, légicamente, las ecuaciones de

las geodésicas (5.3, 5.4) en la métrica de Jacobi restringidas a la érbita:

qo = 0
La ecuacion (5.3) se reduce a:
2
s (55)
qi — 1

mientras que la ecuacién (5.4) se trivializa a 0 = 0.
(5.5) es una ecuacién lineal de segundo orden que no contiene explicitamente a
la variable independiente, es posible entonces reducirla a una ecuacién de primer

orden utilizando el cambio:
da, _

P1= ds =q
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o _dpy _ dpy day _ | dpr
ds? ds  dqi ds 1dql
y asi la ecuacion se escribe de la forma:
dpy _ 2q0

= 5.6
i g (5.6)

Ademas de una solucion evidente, p; = 0, tendremos la cuadratura:

dp _/ 2q dg
— = 1
Y4 - Q%

que produce la solucion

ok
C1-¢

P1

siendo k una constante de integracién.

Si sustituimos ahora la expresién de p; obtenemos:

dq1 k
4t 5.7
ds 1—¢} (57)
y, finalmente:
=3
@ — %1 = k(s + so0) (5.8)

donde se ha denotado ¢; a la solucién, criterio que mantendremos en lo que sigue.

La solucién singular, p; = 0, de la ecuacién (5.6), conduce al resultado ¢ (s) =
constante. La interpretacion de esta soluciéon es evidente: todo punto de la érbita
considerada es en si mismo una geodésica de la variedad (M, h), son las geodésicas
triviales. Sin embargo, desde el punto de vista dindmico, sé6lo los ceros de la funcion
potencial son soluciones triviales de las ecuaciones de movimiento, dicho con otras
palabras: en los deméas puntos la particula descrita por el sistema “no permanece”
para todo instante de tiempo.

Este razonamiento se plasma analiticamente si tenemos en cuenta que el arco de
longitud s y el tiempo del sistema dindmico estan relacionados, sobre esta orbita,
por la ecuacién: ds = (1 — ¢?)?dt. Para todo punto q; =cte # +1 se verificard
(por tratarse de una geodésica de longitud nula): ds = 0 = dt = 0, y, por tanto,
¢1 es constante pero también el tiempo se ve reducido a un instante concreto. Por
el contrario, para g = 1, tendremos ds = 0dt, y asi la particula “permanece” en
dichos puntos para todo t € R.

Esta situacién nos permite clasificar los puntos de la variedad (M, h) en “puntos
geodésicos dindmicos”, es decir los ceros del potencial, y simplemente “puntos
geodésicos” para el resto.
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El razonamiento anterior estd intimamente relacionado con el hecho de que
la métrica de Jacobi esté degenerada sobre los puntos geodésicos dindamicos, en
este caso, como vemos, dos puntos aislados de (M,h). En las referencias [95]
v [96] se analizan con detalle las situaciones en las cuales las geodésicas de una
métrica de Jacobi atraviesan regiones singulares de la propia métrica, para el caso
Riemanniano como el que nos ocupa aqui y para métricas mas generales, de tipo
Lorentziano.

Para el resto de las soluciones de (5.6), es decir, para las soluciones incluidas
en la expresiéon general (5.8), obtenemos, légicamente, una dependencia en dos
constantes arbitrarias, k y so. El significado geométrico de las mismas es claro:
las ecuaciones de las geodésicas (5.3, 5.4) son invariantes bajo reparametrizaciones
afines de la forma: s — as + b, con a y b constantes. La presencia de la constante
arbitraria sy corresponde a la invarianza bajo traslaciones en la longitud de arco y
podemos fijarla nula determinando el origen de longitudes. El valor de la constante
k, por el contrario, es significativo y determina el tipo de parametrizacion escogida
de las curvas solucion. Dado que buscamos soluciones parametrizadas en funcién

4

de la longitud de arco, dicho valor quedara fijado por la condicién de “velocidad

uno” (utilizando (5.7)):
dq dq
17 =12/ Lh M = V2 =1 = k= +1
ds ds

De esta manera, las soluciones (5.8), geodésicas de la métrica de Jacobi h sobre

la érbita go = 0, se escriben:

7
G — = = +s (5.9)

3
Las condiciones asintoticas del sistema dinamico, necesarias para que la energia
de la teoria de campos original fuera finita, imponian que las trayectorias solucion
tendieran, en ¢ — =400, a los puntos de vacio del sistema, es decir, a los ceros
del potencial, los antes denominados “puntos geodésicos dindmicos” del sistema:

(q1,q2) = (£1,0). Estas condiciones, sobre la ecuacién (5.9), se traducen entonces

2 2
T 3} de tal manera

que si escogemos el signo positivo en el segundo miembro de la ecuacién (5.9)

en que la longitud de arco s variard en el intervalo [sq, o] = [

tendremos:

qi(s1) = —1

VA
I
VA
u
|
|
4

qi(s2) =1

4

V)

I

¥2)

no

|
Wl Wl o
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es decir, la solucion TKI1, mientras que la eleccién del signo negativo en (5.9)
produce el antikink ATKI1.

En ambos casos, y de acuerdo con lo demostrado en el capitulo anterior, se
verifica que la longitud del segmento geodésico considerado coincide exactamente
con la accién mecanica sobre la solucion (y, salvo las constantes multiplicativas,
con la energia de dichas ondas solitarias):

52 4 A2V/2
LJ[CTKl] = / ds = sy — 51 = g = S[CTK1] = m3 Erxi

Para recuperar la expresion de las soluciones TK1 y ATKI1 en funcién del
parametro “temporal” del sistema dindmico tenemos que considerar, en la ecuacion
(5.7), la expresién de ds en funcién de dt ya escrita: ds = (1 — ¢3)?dt. De esta
forma tendremos:

L = +dt
1 —qi

dgi  dq 2\ —2 +1 dq
—_— — ]_ —_ p—
ds dt ( ql) 1—¢} =
y en definitiva:
(jl(t) ==+ tanh(t + to)

La ecuacién (5.9) nos proporciona la expresién de ¢ (s) de forma implicita. Su
resolucién, por medio de las férmulas de Cardano-Tartaglia (ver por ejemplo [2]),
nos permitira obtener la forma explicita del kink “visto” como segmento geodésico
de h. Si tenemos en cuenta que la solucién esta restringida al intervalo q; € [—1, 1],

sélo una de las tres raices de la cibica (5.9) toma valores reales entre s; = —% y
So = %Z
TKI . 0 0
¢ (s) = qu(s) = — cos 3 + V3 sen 3 (5.10)

siendo 6 = arctan

\/ 2 ., .
4—25 (y donde la funcién arcotangente se considera valorada

—3
en el intervalo [0,7]). Ambas expresiones, ¢(t) v ¢i(s), para el kink TK1, estén
representadas en la Figura 5.2.

Por tltimo, un comentario interesante acerca del calculo realizado es el si-
guiente: la ecuacién (5.9), que proporciona la longitud de arco sobre la geodésica en
términos de la variable g, coincide exactamente con la expresion del superpotencial
W que esta teoria admite, restringido a la érbita del kink TK1. Estudiaremos con
detalle el caracter pre-supersimétrico del modelo en el Capitulo 6, precisaremos
aqui simplemente que este resultado es evidente si se tiene en cuenta que la longitud
en la métrica de Jacobi se escribe L7 = f ds y que la accion del sistema dinamico,
que coincide con la longitud L7 sobre las soluciones, se escribe, para los sistemas
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w| N
w| N

Figura 5.2: Representacion grafica de las funciones 1 (¢) y ¢i(s) para el kink TK1.

pre-supersimétricos, y de acuerdo con la descomposicion de Bogomol'nyi expuesta
en el Capitulo 4, como S = f dW , sobre las soluciones de las ecuaciones de primer
orden del sistema. Como ya hemos dicho, demostraremos en el Capitulo 6 que
el Modelo Sigma O(N) Lineal Deformado es un modelo pre-supersimétrico. En
particular, para el caso del Modelo O(2), puede comprobarse que el potencial V'
admite una pareja de superpotenciales dados por las expresiones (realmente son
cuatro los superpotenciales si se tiene en cuenta la posibilidad de cambiar el signo
globalmente):

1
(a1, 92) \/q1 +43 200 + 0? l—

3 (q% + qg Foq + 02) — 1] (5.11)

que, para la drbita (q1,¢2) = (G1,0), se reducen a:

-3 3
W*(@,0) = — (q_1 - q—?)l) + <—U+ %)

es decir, coincide con la expresion del arco s (5.9) sobre la curva TK1 salvo en una

constante aditiva.

TK2

Estudiaremos ahora las ecuaciones (5.3, 5.4) para el caso de las soluciones del tipo
TK2. La érbita de prueba que consideramos en este caso no es otra que la elipse
de ecuacion:

q +
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Como ya se demostro en el Capitulo 3, sobre esta elipse existen cuatro solu-
ciones de tipo kink: TK2, TK2* ATK2 y ATK2*. Restringiremos el anélisis a
aquellas soluciones que transcurren sobre la semielipse superior (TK2 y ATK?2):

G =51/1-¢ (5.12)

donde 7 = V1 — o2.

La métrica de Jacobi
hij = [(CI% +q; — 1)2 + ‘72(1;} 0ij
sobre dicha curva se escribird de la forma:
hij = [0*(1 = @) (1 — o?¢7)] 6

Los simbolos de Christoffel de h restringidos a esta érbita por medio de la

sustitucién (5.12) se reducen a:

—2¢1

1J _ _ plJ _p2J
Iy = 1— o242 g -y =195

1J _ 7(2q; — 1) — _r2J 127

= = =T;

12 11 22
V1—gi(l—o%q)

De esta manera, las ecuaciones de las geodésicas (5.3, 5.4), utilizando (5.12) y

sus derivadas primera y segunda, se reducen a una tunica ecuacién para la variable

qi:
202(]1 2

1
@1 gt =0 19

La resolucién de (5.13) se realiza de manera andloga a la de (5.5). La sustitucién
adecuada sera:
r "o @
4y = P1; @ = D1 g
de manera que se obtiene trivialmente (ademds de p; = 0, similar a la obtenida en

el caso TK1):

= — j — -
1 —o%¢? 4 ds 1—o2¢?

para alguna constante de integracién k. La integracién de esta ultima ecuaciéon es

b1 /_@ i

evidente y conduce a la solucién:

o
Q1 — o k(s — so0) (5.14)
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Una vez mas la exigencia de que la geodésica esté parametrizada en funcion de
la longitud de arco fijara el valor de la constante k:

117 = 1= Va@ihad + Ghags =1
Conocemos ¢, = # y es trivial calcular:
1

- 5-q_1 )

p=0\/1-q@ ==

de manera que:
|17 =1=k0* =1

y, en definitiva: k = o~}
Sustituyendo el valor £ = % y tomando sy = 0 en (5.14) obtendremos:

23
o <q‘1 - 03q1> =5 (5.15)

es decir, una cibica, similar a (5.8), que nos proporciona implicitamente la com-

ponente ¢; de la solucién TK2 en funcién del pardmetro arco de la métrica de

Jacobi, que evoluciona, de acuerdo con las condiciones asintoticas, en el intervalo

0'2 O'2
e (3): eefeo3)

Evidentemente, £ = —% conduce a la solucién ATK2. Para la componente ¢s, a

s € [s1, 2], con:

partir de la expresién (5.12), no es dificil encontrar la ecuacién cuasi-ctibica:
O /o9 of_ 2 O g 2 9
FrAVA R - ?(U —@)) =s (5.16)

La longitud del segmento geodésico TK2 no es mas, como en el kink TK1, que
la accién de la correspondiente onda solitaria:

7 52 0.2
L [CTKQ] = / dS = 20' (1 — §> = S[CTKQ]

Para obtener la expresion del kink en funcién del tiempo ¢, tenemos que recor-
dar que en este caso: ds = 0%(1 — ¢?)(1 — o?¢?)dt, de tal manera que resulta la

[ [ s
I —qi

cuadratura:
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y en definitiva:
¢ = £ tanh(o(t —to))
que, tomando £y = 0 y el signo positivo, se reduce a la citada soluciéon TK2:
q1 % (t) = q1(t) = tanh(ot)
Recordando (5.12) tendremos:
@& 3 (t) = @(t) = V1 — o2 sech(ot)

La solucion ATK2 se obtiene, como ya hemos dicho, tomando el otro signo posi-
ble para la constante k. Los kinks TK2* y ATK2* son el resultado de considerar
la semielipse inferior, y, por tanto, el signo opuesto al tomado en (5.12).

En la Figuras 5.3 y 5.4 puede visualizarse el kink TK2 en funcién del pardmetro
longitud de arco y del parametro “tiempo” del sistema dinamico.

G €) %)

Y a;

Figura 5.3: Gréficas de las componentes del kink TK2 en funcién de: (a) pardametro
temporal, y (b) pardmetro arco.

Por 1ltimo, las ecuaciones (5.15) y (5.16) pueden ser resueltas por las férmulas
de Cardano-Tartaglia, de manera similar a la utilizada en el caso TK1, obteniéndose,
para el rango s € [sq, $9|, las expresiones:

0 V3 0

1
¥ (s) = qu(s) = —;COS§+7sen§

(5.17)

5 20 20
g5 (s) = qals) = 3\/—2+02+COS§+V§SQD§
g

. —0g2
siendo # = arctan —V4_323

gente toma valores en el intervalo [0, 7]).

(y donde de nuevo se considera que la funcién arcotan-
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a (t) i (S)

Figura 5.4: (a) Gréficas del kink TK2 y TK2* frente al tiempo ¢. (b) Gréfica del kink
TK2 frente a la longitud de arco s.

Si calculamos la expresion de los superpotenciales W¥ restringidos a la elipse,
por medio de la sustitucién (5.12), tendremos ahora:

o2q? 2
w* (CILU\/l—Q%) =—0 ((]1— 3q1) :Fg

de forma que, salvo constantes aditivas, encontramos de nuevo el resultado antes

comentado: la longitud de arco sobre el segmento geodésico coincide con el super-
potencial de la teoria sobre la érbita solucién.

NTK2(0) con o = 1

Las soluciones no topoldgicas del modelo MSTB, analizadas en el Capitulo 3,
constituyen una familia uniparamétrica de kinks (NTK2) determinada por las

ecuaciones (3.16) para las drbitas y (3.17) para la dependencia temporal de las

U) sign (1)

o sign(m2)
) — 6206272

mismas. Si recordamos la ecuacién (3.16):

(‘M—a VIt
Aofuto| |Vicm-1
('m—a VIt 1

Aojmto| |Viem-1

observamos que los diferentes valores de la constante v, determinan los diferentes

kinks dentro de la familia. Para cada valor de 5 tendremos, segin la eleccion
de los signos sign(m) y sign(my) cuatro tramos cuya sucesién continua y diferen-
ciable proporciona la solucién completa (recordemos que las coordenadas elipticas
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bidimensionales p; y po representan el plano “cartesiano” mediante una corres-
pondencia 2? = 4 a 1, de manera que la exigencia de continuidad y derivabilidad
entre los diferentes tramos nos conduce a que cada uno de ellos estd situado en un
cuadrante diferente). Para el caso particular en el que la constante v, es nula, las
cuatro elecciones de signos se reducen a dos, se trata de la solucion “simétrica” con
respecto al cambio ¢u — —¢o. Si ademads consideramos el caso o = % tendremos

que la ecuacién (3.16) se reduce a:

‘vl—ul—% ‘erl ‘\/1—/@—%
VI—m+3 (VI -1 VI—+1

para la eleccién de signos iguales, sign(m) = sign(ms),

‘m—é 'MH' VT i+ |

N[

‘m“' 1 (5.18)

]_—[1,2—1

N

=1 (5.19)

m—l'

VI Va1 Ve Ve
para el caso de signos diferentes: sign(m;) = —sign(my).

Si simplificamos (5.18) y (5.19) adecuadamente se convierten en:
\/1—7/11(1—#1) VI <1—H2> =0
4 4
para (5.18) y
VI (-m) = Vi (- ) =0
para (5.19). Ambas ecuaciones pueden escribirse conjuntamente de la forma:
g1 (41— 3) — pia (4 — 3)* = 0 (5.20)

Finalmente, no es dificil comprobar que (5.20) puede simplificarse a la ex-
presion:
(1 = pi2) (411 = 3)° + (4pa = 3)* = 9+ 161 419) = 0

de manera que la érbita se reduce por un lado a un punto: pu; = py =1 —0? =

= 0o

(el foco de la elipse propia del sistema) y, por otro, a la expresién:
(4p1 —3)* + (42 — 3)> = 9+ 16100 = 0
que, en coordenadas cartesianas (recordemos que o = %)

G = A1 — )1 — po)

3 3
2 f— — —_— — —_— —
@B = 4(4 Ml) (4 Mz)
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se escribe:

N>, 9
(qliz) +a =15 (5.21)

y, por tanto, en coordenadas cartesianas, la érbita en cuestién se traduce en dos
circunferencias. Evidentemente, el signo positivo en (5.21) nos conduce a que la
solucion pertenezca al sector topoldgico C~~ mientras que el negativo estd asociado
aCtt.

Continuaremos nuestros razonamientos refiriéndonos a la primera de las posi-
bilidades. Consideraremos por tanto la circunferencia:

1N, 9
n+) +E=3 (5.22)

(ver Figura 5.5).
En la referencia [87] se obtuvo esta drbita tanteando sobre las ecuaciones de

segundo orden del sistema.

Figura 5.5: Gréfica de la circunferencia (5.22) interior a la elipse (5.12).

Podemos ahora calcular la ecuacién del correspondiente kink como geodésica
de la métrica de Jacobi, de igual manera que lo hemos realizado para los kinks
TK1 y TK2. La métrica de Jacobi se restringe a (5.22) de la forma:

3
h11:h22=§(1+ﬁh)§ hia = ha1 =0

mientras que los simbolos de Christoffel se reducen a:

8 —V2 g1 +3
DY =—gms T =+—y/l-q -2
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donde la ambigiiedad de signos se corresponde con la eleccion de una de las semi-
circunferencias: ¢ = i%m , v donde el resto de los simbolos no nulos
dependen de los anteriores de la forma ya explicitada en las secciones precedentes.

Las ecuaciones de las geodésicas (5.3, 5.4), restringidas a la drbita (5.22), se

reducen a una Unica ecuacion en la variable ¢:

g

cuya resolucion se realiza de manera andloga a las correspondientes a los kinks

TK1 y TK2 realizadas anteriormente. Se obtiene:

d
‘h = kT - 2, (5.24)
y, tras integrar la cuadratura correspondlente:
k5+50:—\/1—2cjl

La determinacién de la constante k se realiza de forma andloga a los casos

anteriores:

/HJ d(h

dq dgq. dgq.
—hu q1 QQh22 q2

=1 2
d ds (5.25)

le

donde evidentemente:
dgp _ 1 —(1+4q) da

s "2v2\/1—q —2¢ ds

Simplificando (5.25) obtenemos:

64 8
B=_—_—=k=%+t—r
27 3v3

por tanto la solucién buscada se escribe de la forma, 3:

ivs =—/1-2q (5.26)

y, en definitiva:

132,
2 27
(5.27)

4
G@s) = :|:2—75\/81—6452

3Evidentemente la eleccién del signo del primer miembro depende del correspondiente signo

del parametro s.
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Las condiciones asintéticas tomadas imponen que la solucién parte y llega al
punto (¢1,q2) = (—1,0) de manera que (5.27) obliga a que el rango de variacién
tomado para s sea [s1, $2], con:

$1=——, Sg = +—
T8 2778
La longitud del segmento geodésico proporciona, una vez mas, la accion del

sistema mecanico sobre esta trayectoria y, en consecuencia, la energia de la onda

7 9 A2
L7 [enrxo) :/ ds = 1= 3 Enrre

solitaria:

coincidente con el valor calculado en el Capitulo 3 de esta memoria (para el caso

O':%).

Si queremos obtener la expresion de la solucion en funcion del parametro tem-
poral ¢, recordemos: ds = g(l + ¢1)dt, utilizando (5.24) y el valor calculado de k,
conduce a la cuadratura:

dt

/ +/3dqg B
(I+q)vIT—2q

y, finalmente, a la solucion:

3
1+ cosht

1 1 1
) = 44— (- ——
©(1) \/1+cosht (2 1—|—Cosht)

Podemos ver representadas estas expresiones en las figuras 5.6 y 5.7.

(5.28)

Finalmente es interesante estudiar en este caso el comportamiento de los dos
superpotenciales del modelo. La eleccion realizada de la érbita (5.22), en el sector
topolégico C~7, y, por tanto, soluciones tales que parten y llegan al punto de vacio
(¢1,q2) = (—1,0), determina que s6lo uno de los superpotenciales es vélido para la
descripciéon de dichas soluciones. Este hecho quedara completamente de manifiesto
en el estudio de las ecuaciones de primer orden que realizaremos en el Capitulo
6. De esta manera, la solucién calculada verificara la identidad entre la longitud
de arco de la métrica de Jacobi y el superpotencial del modelo sobre la solucién
unicamente para la funciéon W™, mientras que las correspondientes soluciones de
C** tendrdn como superpotencial asociado a W,
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612 t)
G )

0y ¢ Elz 6)

Figura 5.6: Graficas de las funciones (g1 (t), g2(t)) y de las correspondientes (g1 (s), g2(s))
para el kink NTK2(0) (o = ).

Figura 5.7: Representacién tridimensional de la curva (5.22) frente al pardmetro ¢ (en
(a)) y s (en (b)) con las parametrizaciones (q1(t), g2(t)) y (gi(s), G2(s)) respectivamente.
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Si calculamos W™ restringido a la érbita (5.22) tendremos®:

- 9 1 3v/3 _
W ql,i\/ﬁ - ((Ch + _> = —T 1 —2(]1 (529)

4
y, en definitiva, W~ coincide con s sobre las soluciones.

Coordenadas Elipticas

Por 1ltimo, plantearemos en este apartado la situacion que se presenta si se uti-
lizan, en el Modelo MSTB, las coordenadas elipticas bidimensionales.

De acuerdo con lo establecido en el Capitulo 3, denominaremos pi; y p2 a dichas
coordenadas.

La métrica en elipticas se escribia (ver Capitulo 2) de la forma:

0
g=| (5.30)
0 g2

g _ 1 M1 — 2 , g -1 M2 — 1
11 — — o\ ) 22 — —
4 (p = 1) (= 0?) 4 (p2 = 1)(p2 — 02)

y donde la definicién de las coordenadas establecia los rangos de variacion si-

donde:

guientes: 0 < iy <62, 62 <y < 1.
El Lagrangiano del sistema dindmico se escribird entonces de la forma:

1 1 1
L= =012+ g2+ —— 3 52,2 3 -2 2
2911u1+2922u2+2(u2—u1)( (3 + 0% ui + py — a2 p5)

Los simbolos de Christoffel de la métrica (5.30) son:

o 1 2= (1407
" 2(p — p2) 21 — 1) (1 — 72)
—1
rl, — ——
2 2(p1 — p2)
T (1 — 1) (g — 72)
FZQ

2(p2 — 1) (2 — 0%) (1 — p2)

4Es apropiado recordar, dada la definicién de superpotencial que se hizo en el Capitulo 4, que
si W es un superpotencial valido para una teoria, entonces —W también lo es. De esta manera
(5.29) coincide completamente con la expresién (5.26).



GEODESICAS EN LA METRICA DE JACOBI 193

(o — 1)(pp — 7°)

3, = =
o 2(p1 = 1) (1 — 02)(p2 — 1)
-1
r = ———
" 2(p2 — 1)
2 1 202 — (1 +5%)
I = -

2pz — 1) 2(p2 — 1) (p2 — 7°)
La métrica de Jacobi para este caso se escribira:

1 ) .
h= [— (1} — 3%13) + (5 — 3%13)] 9

_M2—M1

mientras que los simbolos de Christoffel son:

pi = 203 (1 +6%) + pio* (% + 4) — 2ma*

1J

N = S D — o) — ) (1 — %)) + pagas + pialn — %))

+ —p3(1+6%) + p3(1 +62)0” + 2 (3 — p30°)

201 — D) (1 — 02) (1 — pr2) (pa(pa — 02)) + papig + pa(ppe — %))

ry = —Mz(?ﬂz —257) _

2(p1 — p2) (pa(pr — 02) + pa(p2 — %) + pafiz)
Tl — pa(pn — 1_)(#1 — 52)(3fi1 — 25?) _

2(p1 — p2)(p2 — 1)(p2 — 02) (pa(pn — 02) + pap2 — 02) + papiz)
F%J — —p2(pi2 —_1)(,[12 - 52)(?#2 —25°) _

2(p1 = p2) (= 1) (1 = 02) (pa(pa = 02) + pa(p2 — 62) + papa)
r2) — M1(3ft1 —25%) ]

2(p1 — p2) (pa(pn — 02) + pa(p2 — 02) + papto)
par =m0+ 2 = 1= )it — )

2(p2 — V) (p2 — 02) (—pi(pn — 02) + p3(p2 — 7))
ademés de los resultantes de las simetrias obvias de los mismos.

Las ecuaciones de las geodésicas seran, en estas coordenadas:

pi + T i + 2035 iy + Do iyt = 0 (5.31)
py + T3 i 4 2055 ity + T35 i = 0 (5.32)

De la expresiéon de los simbolos de Christoffel se intuye que la resolucion de
(5.31, 5.32) es complicada y, por tanto, no nos detendremos en realizarla, habida
cuenta, por otra parte, que conocemos sus soluciones, obtenidas en el Capitulo 3
por el método de Hamilton-Jacobi.

En el caso particular de los kinks tipo TK2, las ecuaciones (5.31, 5.32) se
simplifican notablemente. Mostraremos a continuacién dicho calculo.
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TK2

2
La elipse ¢} + % = 1, sobre la que yacen los kinks de este tipo, tiene por ecuacién
en coordenadas elipticas:

=0

La métrica de Jacobi restringida a la elipse se escribe de la forma sencilla:

hij = (Mg - 52#2)9@'

y los simbolos de Christoffel sobre la misma se reducen a:

1+ 62
1J
b 252
12 —9
2pa(p2 — G2)
o= o
27— (2 —1)(Bue — 26%)
M= o
27 _ po — 2
2 2pa(p2 — 1)

De esta manera, las ecuaciones de las geodésicas (5.31, 5.32), sobre la elipse,

se simplifican a una unica ecuacion:

" M2 — 2 2
4+ ——— u; =0 5.33
Ho 2“2(,”2 . 1)#2 ( )

—T
con iy = s -
La resolucién de (5.33) se realiza con el mismo cambio de variable utilizado en

las secciones anteriores:
T, " o__ @
P2 = [g; Ha = P2 ity
que nos conduce a la ecuaciéon de primer orden:
dpy 2 —2
dua — 2pa(p2 — 1)

cuya integral general es:
kv1—po

2

D2 =
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Sustituyendo e integrando obtenemos:

—2
VI (24 fi2) = 5 = 50 (5.34)

ecuacion que nos proporciona de manera implicita la dependencia de la solucién
en el parametro arco de la métrica de Jacobi.

La constante sy puede ser fijada de nuevo, sin pérdica de generalidad. Tomare-
mos de esta forma sy = 0. En lo que respecta a la constante k£ encontramos,
una vez mas, que la condicién de parametro longitud de arco para la variable s
determina su valor inequivocamente:

iz, dii

ds 22%21:>k:j:2

y, en consecuencia, escribiremos (5.34) de la forma:

i%\/l — 224 fiz) = s (5.35)

Una vez més encontramos que la longitud de arco, dada por la ecuacién (5.35),
coincide con el valor del superpotencial sobre la solucién, en este caso en coorde-
nadas elipticas (que serd calculado en el Capitulo 6). Teniendo en cuenta que W=+

se expresa en términos de las coordenadas elipticas como®:

1 1
W=y, o) = Vi— pa(pn +2) £ IVi— pa(pi2 +2)

obtendremos:

1
W*(0, fip) = ig 1 — fig(2 + fi2)

como habiamos comentado.
Si se considera que la relacion entre la longitud de arco de la métrica de Jacobi

y el parametro temporal del sistema se escribe, para este caso, en la forma:
ds = pip(pig — 7°)dt
es facil deducir la expresion de o en términos del pardametro t. Integrando:
dpy = +£2+/1 — po(pa — 7°) dt
el resultado coincide, evidentemente, con el obtenido en la seccion 3.1:

fiz(t) = 1 — o tanh?(ot)

5De nuevo salvo signos globales.
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5.1.2 Modelos Sigma O(3) y O(/N) Deformados

En el apartado anterior hemos restringido la resolucion de las ecuaciones de las
geodésicas al Modelo Sigma Lineal O(2) Deformado. Generalizaremos ahora dichos
resultados al caso tridimensional, el Modelo O(3), y al caso general con N campos
escalares. Como ya se ha comentado, la resolucién general, aunque interesante, es
dificil y no aporta resultados cualitativamente novedosos. Por esta razén limita-
remos nuestro analisis al planteamiento del problema y a las particularizaciones
triviales, como son el célculo de las soluciones TK1, TK20, v TK203.

Modelo O(3)
La métrica de Jacobi para el modelo tridimensional se escribe en la forma:
2
hi = (6 + @+ —1)° + o3ad + 0363 8y

Los simbolos de Cristofell en este caso son:

2 (G+ G+ —1)

Fh] - 2 2 2 2 2.2 2.2
(¢ + 43 +q3 — 1)" +o05q5 + 0343
py - _eQEtara-) o)
(@7 + ¢ +aq—1)" + 03¢ + 0343
o Q3(2(q%+q§+g§—1)+0§)
(@7 +@+ad—1)" + 03¢ +03q
iy — —2q1 (qf+Q§2+q§—l)
(¢f + 5+ a3 — 1) + 03¢5 + 033
r = 0
o —2q (Qf+Q§2+Q§—1)
(¢ + ¢ +aq;—1)" + 03¢ + 0303
2y —qz(Q(Q%’+CJ%4-2q§—1)+U§)
(@7 +@+a—1)" + 03¢ +0iq
I—\%QJ _ 2q, (Q%‘Fqg;‘ qg—l)
(@7 + ¢ +aq;—1)" + 03¢ + 0303
rz/ = 0
FSQ" _ q2 (2(q%+q§+2q§—1)+0§)
(¢ + ¢ +aq;—1)" + 03¢ + 033
2y ¢ (2(F+d3+a5—1)+03)

2
(i + 5+ a3 —1)" 4+ 03¢5 + 0343
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@ 2(E+@E+¢—1)+03)

2J
Iy = 2 2 2 2 2 9 2 9
<Q1 +q5 +q35 — 1) + 03495 + 0343
g 2@ +@+¢—1)+03)
11 - 2
(@i + ¢ +aq3—1)" + 03¢5 + 0343
rfy =0
3 — 201 (¢ + ¢ +¢5 — 1)
13 - 2
(@i + ¢ +aq3 —1)" + 03¢5 + 0343
ras _ 2(+d3+q3—1)+03)
22 - 2
(i + ¢ +aq3 —1)" + 03¢5 + 0343
37 _ @ (2(¢+6+6G—1)+03)
23 - 2
(i + ¢ +aq3 —1)" + 03¢5 + 0343
r3J e (2(¢+6+¢—1)+03)
33

2 2 2 2 2.2 2.2
(¢f +43+ a3 — 1) + 0345 + 0343
Escribiremos en consecuencia las ecuaciones de las geodésicas de manera com-
pacta:

g1 +T1i'at’ + 2015 dhas + 2015 15 + Tas'a5 + Tailqs? = 0
g5 + 17 ¢ + 2055 10 + 2055 ghq + T35 + T3 =0 (5.36)
¢y + U3’ + 200 dig + 2155 dhdy + 13505 + T33/a” = 0
Particularizaremos a continuacién las ecuaciones (5.36) a los tipos de kinks que
se han descrito en la seccién anterior.

TK1

Las ecuaciones (5.36), restringidas a la 6rbita ¢go = g3 = 0, se reducen exactamente
a la misma ecuacién que obteniamos en el apartado anterior.
La primera de la ecuaciones (5.36) se escribe sobre la érbita TK1 de la forma:

" 2QI 2

=0

mientras que las dos restantes se trivializan a la identidad 0 = 0.

La resolucion de este caso es, por tanto, la realizada para el modelo MSTB.

TK20’2

La restriccion a la elipse

I
o

— ==L
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reduce los simbolos de Christoffel a los correspondientes del Modelo O(2) y las
ecuaciones (5.36) reproducen las ya escritas para los kinks del tipo TK2. En este
caso se tiene el plano coordenado por (g1, go,0) y la constante o es ahora os.

TK20’3

Finalmente, la orbita:

conduce a idénticos resultados en el plano coordenado por (g1, 0, g3) y con constante

asociada: o = os3.

Modelo O(N)

La generalizacién al caso tridimensional de los céalculos realizados para el modelo
MSTB conduce facilmente a la extensién de dichos resultados al caso de N campos
escalares.

La métrica de Jacobi serd ahora, de manera genérica:

N 2 N
h= <Zq§ - 1) +Y ora| g
a=1 b=2
siendo ¢ la métrica euclidea.
Los simbolos de Christoffel asociados son
re/ =o; Ya #b,b# c,c# a
Qa (2 (Zivzl G — 1) + 03)
2
(ZXi@ -1) + X0t
o (2(ZX¢ —1)+0?)
P} )
(Zivzl q — 1) + Zizvzz qug

Iy’ =-Tels  Va,b

aa ?

re’ = ;Va=1,...,N

aJ __
ab T

Va,b

5.2 Funcional Segunda Variacién. Modelo O(2)

Calcularemos en esta seccion los funcionales hessianos de la accion y de la longitud
y energia, en la métrica de Jacobi, asociada correspondientes a los kinks TK1 y
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TK2. Las expresiones generales de dichos funcionales asi como los teoremas que
relacionan unos con otros han sido detallados en el Capitulo 4.

La determinacion del espectro de estos funcionales sera llevada a cabo uti-
lizando las técnicas desarrolladas en el capitulo precedente acerca de la diagona-
lizacién de la curvatura seccional en una base que se traslade paralelamente a
lo largo de la curva solucion. Este razonamiento geométrico, aplicado en el caso
del funcional variacién segunda de la accién del sistema dinamico, nos permitird
establecer analiticamente la estabilidad de la solucion TK2 y la inestabilidad del
TK1, para el Modelo MSTB.

Con respecto a la notacién utilizada, de cara a evitar posibles confusiones hemos
estimado oportuno cambiar algunos criterios con respecto a los adoptados en el
Capitulo 4, donde se demostraban los resultados generales. De esta manera hemos
incluido el simbolo de vector sobre los campos asociados a las variaciones de las
curvas y hemos abandonado el criterio de Einstein de suma en indices repetidos,
como en la secciéon anterior. La notacion tensorial de indices arriba y abajo, de
acuerdo con el caracter covariante o contravariante, ha sido también abandonada
de manera general.

5.2.1 Funcional Hessiano Dinamico: TK1

d?S|c]
dg?

Segun se establecié en el Teorema 4.2, el funcional hessiano (0), para varia-

ciones propias, se escribe:

ddigc] (0) = —/:dt <<%T‘2/+K¢(V),X7> + H(U)(V, V)) -

to D2‘7 . .
_ /t at (g + KelV) + Vommad(U),V ) = (537)

t2 - -
- /t dt <AV,V>

1

donde A es el operador diferenciable (operador Hessiano):

D2V

AV = ——
v ot?

— Ko(V) = Vpgrad(U)

y donde ademas, de acuerdo con lo antedicho, se ha adoptado la notacion vectorial

—

(V) para los campos de cara a una mayor claridad.
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Si tenemos en cuenta que para el sistema en estudio, en coordenadas carte-

sianas, la métrica es euclidea, se verificara:

Gij = 0ij = Flk—O ka 0; %:E
Vi, j, k,l, y de esta manera podemos calcular:
2 2 2 2
V sgrad(U Zl ]21 Vid,(gradU)’ 8; = Zl ]21 3 aq] Visike, (5.38)

donde se ha denotado €; = 0; = ai a la base de campos natural, en I'(TR?),

del sistema de coordenadas tomado. De acuerdo con los criterios de notacién

—

que hemos mencionado, escribiremos en adelante para toda variacion V: V =
V1€ + v9€s, v asi (5.38) se reescribe de la forma:

La soluciéon TK1 nos venia dada por las expresiones:

con t € (—o0, 00).

Tal y como comprobaremos en el préximo apartado, es interesante considerar,
ademés de la parametrizacién “natural”® en el “tiempo mecénico” t, otra pa-
rametrizacion de las soluciones, en términos de su propia primera componente,
¢1. La razén es clara, cuando pasemos a estudiar los funcionales Hessianos en la
métrica de Jacobi asociada, el parametro “natural” es la longitud de arco s en
dicha métrica. De acuerdo con los calculos efectuados en la secciéon anterior, la
obtencion de la ecuacién explicita que relacione ¢ y s requiere la sustitucion de
las férmulas de Cardano-Tartaglia en las expresiones (5.39), con la consiguiente
dificultad de calculo. Sin embargo, las expresiones de ¢, tanto en términos de
t como de s, son sencillas. De esta manera escribiremos, junto con (5.39), las

ecuaciones:
@ = 72=0 (5.40)
de tal manera que
671 =1- Cﬁ; ('jz =0 (5.41)

6«“Natural”, evidentemente, en tanto en cuanto se trata de un sistema dindmico con un

“tiempo” definido.
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con q; € (—1,1).
Con todas estas consideraciones, podemos finalmente escribir las componentes
del operador hessiano sobre la soluciéon TK1 en la forma:
d?v,  0°U 0*U dzvl
o 0q3 v 0q10q T T e
d?vy  0°U 0*U d?v,
A T g 0qog
donde q; = ¢ (t) = tanht. Y, en definitiva:

AV d2+4 0 2 d2+ 2 7. (5.42)
= -—— — v é —_ — | weé )
dt? cosh?t) dt?  cosh?t) 7

— 4 — 19, O
AV = dt‘2 + cosh2 2 ) ) vl
0 a2 to°— cosh?t V2

O bien, en términos de ¢;:

+ (67 — 2)v;

+ (247 — 2+ 0%y

2

- d d
AV = < (1—-q )d2+2q1(1 —+6cjf—2) V1€ +

)
) aa
d? d 9 .
+ ( (1—¢)? pr —|—2q1(1—q1)d 7 +23 —2+0 ) v9ly  (5.43)
Se observa, por tanto, que el operador hessiano A es diagonal para este caso.
De esta forma, la determinacién de su espectro de autovalores y autofunciones
separa en dos problemas independientes, cada uno de ellos equivalente a un sistema
unidimensional determinado por una ecuacién de Schrodinger con un potencial de
tipo Posch-Teller, de espectro bien conocido.
Las caracteristicas especiales del caso TK1 (la solucién permanece sobre la
recta go = 0) nos conducen, ademads, a considerar independientemente variaciones
Vi tangentes a la solucion y variaciones Vi ortogonales a las mismas de manera

natural, sin mas que escribir:

V= Ulgl + 0252 = Vtg + VJ'

Vtg = ’0151 ) VJ_ = Ugéé
En este caso, por tanto, la base ordinaria de los campos tangentes a la va-
riedad esta formada por un vector tangente a la solucién y otro ortogonal a la
misma. En general, para otro tipo de soluciones, esto, evidentemente, no ocurre.
Por analogia con el método empleado para estudiar la ecuaciéon de desviaciéon
geodésica, o si se quiere, el problema espectral de los funcionales de energia y de
longitud geométricos, expresaremos siempre las variaciones en una base de estas

caracteristicas, a las que denominaremos, por razones evidentes, bases de Frenet.
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Variaciones Tangentes

Dada una variacién tangente a la solucién: V' = v,¢;, tendremos:

At (- +a- -5 Ve (5.44)
dt? cosh? ¢ '
o bien
7t _2\2 d? — —2 d =2 >
AVE = | —(1=q) == +2q0(1 — ¢)-— +6q; — 2 | viel (5.45)
dQ1 dq

El espectro de (5.44) es bien conocido, como ya hemos dicho (ver por ejemplo
[68], v [73] para el caso general). De hecho, la ecuacién espectral del operador A,
escrito de la forma (5.45), se reduce a la ecuacién que determina los polinomios
de Legendre o, alternativamente, a la correspondiente a los polinomios de Jacobi
(los polinomios de Jacobi dependientes de la variable tanh ¢ son equivalentes a los
polinomios de Legendre en la variable ¢, ver [2] y [28]).

El espectro consta de una parte discreta y otra continua’:

e Espectro discreto. Formado por dos autofunciones:

— vgo) (t) = sech®t, con autovalor A = 0.

— () = tanht “con A = 3.

e Espectro continuo:
) () = e (3tanh®t — 1 — 3ik tanht — k*)
con autovalores correspondientes A\, = k* + 4, con k € R. La autofuncién

correspondiente al caso k =0 (A = 4) es:

3
2 cosh?t

y frecuentemente es denominada “estado semi-ligado”, por tratarse de la

primera autofuncién del continuo.

En la expresion anterior, se han escrito las autofunciones del continuo de ma-

nera explicita. Como ya se ha comentado, dichas funciones admiten una expresion

(A

"Denominaremos, en este caso y en los siguientes, v; ) a la autofuncién de autovalor A, es

decir: A (UZ(/\)E;‘) =\ (v?‘)é}-)
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general en términos de los polinomios de Jacobi de segundo orden y también en
términos de las funciones hipergeométricas:

1 et
ﬁma%:———zﬂ<k—1k+&k+L7———
e

ikt
= "™ Py(tanh t
cosh® ¢ et) a )

donde es necesario precisar que se ha denominado (como es habitual, por otra

—ik,ik)

parte) P, al polinomio de Jacobi P2( , correspondiente a la notacion general

b . )
p )(x), soluciones de la ecuacion:

1—a®y" +b—a—(a+b+22)y +(n(n+a+b+1))y=0

. . . ~ (M) . ., .
Las expresiones anteriormente escritas para ;""" constituyen la soluciéon més

general del espectro continuo de este problema. Si imponemos que las soluciones
del problema se correspondan con funciones reales, tendremos que considerar, de
forma estandar, combinaciones lineales de estas autofunciones y sus complejas
conjugadas, de tal manera que se cancele la parte imaginaria de las mismas. Con-

. . ~(\ .
sideraremos, por tanto, en lugar de las autofunciones vg ’“), las expresiones:

v%A’“)(t) = (3tanh*t — 1 — k?) cos(kt) + 3k tanh ¢ sen(kt) (5.46)

o, alternativamente:
v?‘k)(t) = (3tanh”®¢ — 1 — k?) sen(kt) — 3k tanh¢ cos(kt) (5.47)
Puede comprobarse facilmente que la primera de las autofunciones anteriores

se corresponde con una funcién par mientras que la segunda es una funcién impar.

La interpretacion del espectro obtenido es clara si tenemos en cuenta que
las variaciones tangentes a la solucién representan las reparametrizaciones de la
misma. El modo cero da cuenta de la invarianza bajo traslaciones temporales vy,
evidentemente, la autofuncién no es mas que la derivada de la solucién, es decir,
el vector velocidad:

7i6) — 0@ + 08 — I
(t) =v (t)er + €2 = ———5— €1 = CTK1
cosh”t
Los restantes modos, todos de autovalor positivo, nos indican que las demas

reparametrizaciones posibles aumentan la accién del sistema.

Es facil escribir el espectro expuesto en términos del parametro ¢;. Tendremos:

e v\ (q)=1-¢
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e v(q) =g /1- ¢

. v?”((ﬁ) = (3¢ — 1 — k?) cos(k arctanh q;) + 3kq; sen(k arctanh q;), o bien:

v?’“)((jl) = (3¢2 — 1 — k?) sen(k arctanh q;) — 3kq, cos(k arctanh q;)

Es necesario precisar que las autofunciones anteriores no se corresponden en
general con variaciones propias del sistema. Es facil comprobar que unicamente
Ve =% y Vte = p¥¢ se anulan en los extremos de la solucién TK1, es decir,
en t — =00, o alternativamente en ¢; = £1. Por otro lado, es posible construir

variaciones propias, a partir de las autofunciones del espectro continuo, sin més
_L L

272
que la variacion se anule en sus extremos, y considerar, posteriormente, el limite

que restringir el rango de variacién de t a un intervalo finito | ], imponer
cuando la constante L tiende a infinito.
Siguiendo el procedimiento habitual (ver por ejemplo [87]) impondremos que,

para valores grandes de |t|, las variaciones (5.46) admitidas verifiquen:

I

U(/\kn)<t)

1

1
NEEY cos {knt + 5(5(/{:”)}

n

donde 6(k,) recibe el nombre de defasaje. Teniendo en cuenta que para |t| grande
se tiene tanht — =£1, obtendremos:

o) — (2 = k) cos(kut) = Bk, sen (k)

y de esta manera, igualando las dos expresiones anteriores, resulta:

d(k,) = £2arctan (5.48)

n
— 12
2 —k2
La condicién de variacién propia se obtiene imponiendo:

(m)( L) _ 1
2 VE2+4

de manera que, finalmente, seran admisibles como variaciones propias las corres-

L 1
cos [iknE + 55(1@1)]

pondientes a los valores de k, solucion de la ecuaciéon trascendente:

3k,
+k,L + 2 arctan Py =2n+ )7

Vn € Z.
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Por su parte, para las variaciones (5.47), correspondientes a funciones impares,
consideraremos, de manera analoga:

A ~ 1
o) = VE2+4

que conduce a la misma expresion, (5.48), para el defasaje d(k,). En este caso los

sen [k’nt + %5(16”)]

valores de k,, validos seran las soluciones de la ecuacion:

k
+k,L + 2arctan Sk 2nm
P

Vn € Z.

Para las dos variaciones discretas y propias que obtuvimos, el funcional hessiano
verifica:

dQSd[—?m(m = [ a{a (o) m) -

o)

o 1
= / dt 0 — =0
oo cosh™ t

d?S|ec o0 . ~
—d[ngl] 0) = /OO dt <A <U§3)61> ,v§3)el> -
o] h2
= / gt 39
oo cosh” t

lo cual confirma la estabilidad mencionada en la direcciéon tangente.

Variaciones Ortogonales
Para las variaciones ortogonales a la recta ¢ = 0:
VJ' = 051 + Uggg

tendremos

AVt = —d—2+02— 2\ e (5.49)
N dt? cosh?t) 27 '

En este caso el espectro esta formado por un modo discreto, de autovalor

negativo, y un espectro continuo. Veamos:

e Modo discreto: ]
(=1+0?)
1) =
V2 (*) cosht

con autovalor A = —1 + ¢2.
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e Espectro continuo®:

o) (4) = e (ik — tanht)

con autovalores respectivos: A\, = k? + 02, k € R. Si consideramos funciones
reales, de manera analoga al caso anteriormente descrito, tendremos entonces
que

vé)"“)(t) = sen(kt) tanht — k cos(kt) (5.50)

son autofunciones pares y
o) (#) = cos(kt) tanht + k sin(kt) (5.51)
son las impares.

La “traduccién” de este espectro al parametro q; es trivial:

e Modo negativo:

e Espectro continuo:

Uyk) (q1) = g1 sen(k arctanh q;) — k cos(k arctanh q;)

UgAk) (@1) = @1 cos(k arctanh q;) + k sen(k arctanh ¢ )

Es necesario precisar, en este punto, que el operador hessiano tiene, ademas,
un “modo” cero ortogonal, dado por la expresion:

véo)(t) = ¢"(0 — tanht)

y con autovalor evidentemente nulo. No se trata de una variacién propia y, por
tanto, no esta incluida en el espectro discreto propiamente dicho. Sin embargo, se
trata de una autofuncién que se revelara muy importante en el siguiente apartado,
pues se correspondera, desde el punto de vista geométrico, con un campo de Jacobi
sobre la geodésica. Esta variacion se anula en el punto inicial de la trayectoria,

8 Aligual que en el caso de las variaciones tangentes, la expresién general del espectro continuo
puede escribirse en términos de funciones hipergeométricas o utilizando polinomios de Jacobi.

De esta manera:
ﬂé)\k)(t) _ eikt(ik — tanh t) = eiktpl (tanht)
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(¢1,q2) = (—1,0), y nuevamente en el foco de la elipse q%—i—g—% = 1, de coordenadas?:

(q1,42) = (0,0).
Con respecto al parametro ¢, se escribe:

o arctanh g1 (

Uéo)(%) =e o—q1)

La presencia de un modo negativo (tinica variacién propia genuina de todo el
espectro, por otra parte) nos indica la inestabilidad de la solucién TK1 con respecto
a las variaciones ortogonales a la misma. Si calculamos el Funcional Hessiano para
esta variacion tendremos:

d?Slerk] (0) = /Oo ~1+0?
de> oo cosh®t

Esto demuestra analiticamente lo que observamos en el Capitulo 3 al estudiar

dt = —262 <0

las energias de las diferentes soluciones, TK1 tiene més energia (desde el punto de
vista de la teoria de campos, accién para el sistema dindmico) que la solucién TK2,
y ambas pertenecen al mismo sector topoldgico de la teoria, la solucién estable
serd, en consecuencia, la de energia minima. Demostraremos analiticamente en
la siguiente seccion que el kink TK2 es estable, particularmente con respecto a
las variaciones dadas en la misma direccién que las Vi que aqui producen la
inestabilidad; se tratara, por tanto, de la direcciéon “més peligrosa”, en el espacio
de variaciones, con respecto a la estabilidad.

Al igual que en el caso de las variaciones tangentes, el espectro continuo cal-
culado puede ser “discretizado” de tal manera que podamos admitir como propias
variaciones que realmente lo son en un proceso limite. Si consideramos ahora que
las variaciones (5.50), vé’\’“)(t), para valores muy grandes de |¢|, se escriben de la

forma: ) )
(>\k ) ~
Vy TV ———— COS knt—f——ékn]
o g on [t 300
y teniendo en cuenta que en el limite se verifica:
vé)"“") — +sen(k,t) — k, cos(k,t)

es facil deducir que el defasaje, en este caso, se expresa de la forma:

1
d(k,) = £2arctan .

n

9Es conveniente precisar que se estd describiendo tinicamente el caso en el cual se considera el
sector topolégico C(— 1) es decir la solucién TK1. Si se tomara en cuenta la solucién ATK1, nos
aparecerfa un modo cero equivalente de la forma e~?%(o +tanh t), que se anula en (g1, g2) = (1,0)
y en el foco (¢1,¢2) = (—0,0).
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Por su parte, la imposicién de variaciéon propia conduce a que los valores de k,

validos son precisamente las soluciones de la ecuacién:

1
+k, L £+ 2 arctan o= 2n+1)m

n

con n € 7.
Para las variaciones impares, (5.51), la ecuacién a satisfacer por los valores de
k, admisibles sera:

1
+k, L £+ 2 arctan = 2nm

n

conn € Z.

5.2.2 Funcionales Hessianos Geométricos: TK1

Segtun se demostré en el Capitulo 4, las expresiones de los funcionales variacion
segunda de la Energia y de la Longitud en un sistema dindmico (via la métrica de

Jacobi asociada) se escriben respectivamente de la forma:

N J
PE[c 52 D’ D’V L
d—gg[](o) = / d$<—% 7 —K;’,(V),V> =

_ J
d2LJ c 52 DJ DJvJ_ . .
de[ ] (O) = / ds <_$ ds j(vL)7 VL> =

para toda variacién propia V, y donde A’ es el operador hessiano (operador de
desviacién geodésica, en el lenguaje propio de la Geometria Riemanniana):

D’ DV
ds ds

ANV = — KJ(V)

Como puede observarse, la expresion de los dos funcionales Hessianos geomé-
tricos es formalmente idéntica exceptuando el hecho de que el correspondiente a la
longitud sélo actia sobre variaciones ortogonales a la geodésica solucién (o, si se
quiere, sobre la componente ortogonal de una variacién genérica). Desde un punto
de vista geométrico es facilmente entendible la razén por la cual el hessiano de la
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longitud no se ve afectado por las variaciones tangentes. Las variaciones de las cur-
vas solucion en la direccién tangente representan reparametrizaciones de las mis-
mas y la longitud de las curvas geodésicas es independiente de la parametrizaciéon
tomada.

Tal y como se demostr6 en los Teoremas 4.7 y 4.8, los funcionales Hessianos

geométricos verifican, con respecto al funcional hessiano dinamico, las ecuaciones
(4.16) y (4.21):

d’E’[d] d?S|c] t2 DV /= -

d ;jc’] 0) — ddggc] (0) + /“2 dtﬁ (v V) = (e.9.0)]

donde F' = grad Ln(2(i; — U)).

Para variaciones ortogonales a la trayectoria solucién estas expresiones se sim-

plificaban notablemente, resultando:

d*L7]c]
e

0=

(0)] L—/t2dt2(i1—U) <ﬁ,17i>2

V=v t1

y reciprocamente:

d*S|c]
e

(0)

oo dQZQM (0) + / ds (<ﬁJ VL>J)2

donde: FY = grad’ Ln(2(iy — U)).

Una vez recordadas las expresiones demostradas en el capitulo anterior pode-
mos analizar ahora los espectros de estos funcionales. Todos los elementos nece-
sarios relativos a la métrica de Jacobi han sido ya calculados en las secciones
precedentes, salvo el tensor de curvatura, cuyas componentes son

2 2 2 2.2
—(G+e—-1)"+0'g

Riz = (4— 0% = —R}{,
(@ + ¢ — 12+ 02¢3)°

2J __ 2J __ 1J
R121 - _R211 - _R122

mientras que todas las demas componentes son nulas.
Ya hemos calculado la solucién TK1 como segmento geodésico de la variedad
(M, h), donde h es la métrica de Jacobi asociada al modelo en estudio. Como se ha

explicado en el apartado anterior, usaremos como parametro a la componente ¢
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sobre la solucion TK1, que hemos denotado ¢;, obviando por tanto la dependencia
en la longitud de arco ¢; = @i(s), dada por la férmula de Cardano-Tartaglia (5.10).
El tensor de curvatura seccional sobre la solucion TK1 sera:

4 — g2 .
7 V262

(1—aq)

mgﬂ05<o sm? )(“)
- b2
1

donde ahora: ¢ = .
1

Como ya se ha comentado, para el caso del kink TK1, las variaciones tangentes

K (V) =R/, V) = §,q, R} va6s =

CTK1

y normales a la solucién son de la forma Ve = ¢, y Vi= V€5, Tespectivamente.
Como puede observarse, la curvatura seccional sélo actia de manera no trivial
sobre la componente ortogonal a la trayectoria. Evidentemente este hecho no es
una propiedad particular ni de este modelo y ni de esta solucion, la antisimetria
del tensor de curvatura conduce de manera inmediata a que la curvatura seccional
K. (ad) = 0 para cualquier campo ac¢ tangente a la curva c(s).

El célculo directo del funcional hessiano nos proporciona la siguiente expresion
para el operador hessiano A”:

. . D%y Dv 4 — g2 ~
A7 (v18] + 128) = Le + ( 2 _ 402) €y =

T as? ds? (1-3)
d2U1 4(?1 dUl 2@% + 2 .
B ) o . T _mav) et
ds (1—q7)* ds (1—a7)
d21)2 4(?1 dU2 2q_% — 2+ O'2 -
+(_%2+ﬂ—ﬁﬁE' —ar )"

con q; = qi(s), o bien en funcién unicamente de §;:
—1 d2U1 2@1 d’Ul 2(7% + 2 -
72\2 72 s - T g at
(1-gq)?*diy  (1—¢)Pda  (1-4)
-1 d* 2q dv 242 — 2+ o .
3 _22 + 1_2 3—_2 + 1—_24112 €2
(1—q)?*dit  (1-¢)Pdn  (1-¢)

Tal y como se comento6 en el Capitulo 4, para el caso de variedades localmente

AJ (Ulgl + 0252)

simétricas la diagonalizacion paralela de la curvatura seccional permite resolver de
forma casi trivial la ecuacion de desviacién geodésica y, en definitiva, el espectro
del operador hessiano. En este caso, el espacio no es localmente simétrico, sin
embargo, el procedimiento descrito en la seccion 4.2.3 nos permitira simplificar
dicho analisis.
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Si queremos expresar las variaciones en una base que se traslade paralelamente
a lo largo de la solucién TK1, tendremos que resolver las ecuaciones del traslado
paralelo, V7,0 = 0, sobre el TKI1:

dU. _ _
—— AT+ TG0, = 0
dU. _ _
A THQU ATl = 0
que se reducen a:
2q
U g —_U 1= 0
(- )2
2q
Uy — —B 1, =0
L)
Manteniendo la parametrizacion en la componente ¢; y recordando que:
dn_ o, _ 1

= ql = 5
ds 1—-q
las ecuaciones son féciles de resolver y obtenemos:

a b
- — P U2 - —
1-q 1—q

Ui

para constantes arbitrarias a y b.
El tensor de curvatura seccional es diagonal en la base tomada {éi,é>} de
manera que €; es un vector propio con autovalor nulo (A\; = 0) y € es un autovector
_ 4—c2 — —
con autovalor \y = =0 Vg € (—1,1). Tenemos por tanto que el autovector é;
1
lo es en cada punto de la curva con un autovalor diferente.
Podemos entonces construir el traslado paralelo de dicha base de diagona-
lizacién a lo largo de la curva solucién. Para ello tomaremos como condiciones

iniciales:

. 1 4 - 1 0
U, = = 1% , U, = —
g ( 0) g (L%)
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de tal manera que U; es un vector propio de la curvatura seccional con autovalor

4-2°_ Fvidentemente nos encontramos en
(i—g)y Bvidentemente nos encontramos e
la situacién descrita en el Capitulo 4, el traslado paralelo de los autovectores de la

A =0y (72 lo es con autovalor Ay =

curvatura seccional a lo largo de la trayectoria soluciéon nos produce un campo de
autovectores con diferente autovalor en cada punto de la curva.

Se verifica, por otro lado, que U'l es exactamente ¢y, es decir, el vector
tangente a la geodésica, mientras que (72 es ;. Ambos son, por tanto, unitarios
en la métrica de Jacobi.

Podemos considerar, de esta manera, las variaciones propias 1% expresadas en

funcién de la base paralela de autovectores de la curvatura seccional en la forma:

— —

V(s) = wi(s)Ui(s) + wa(s)Ua(s)
y, por tanto, al ser 1% paralelo, tendremos:

d2w1 — d2w2 =
ds? Ur = ds? Ve

de manera que podemos escribir el operador hessiano del funcional de energia en

—VIVIV = -

la métrica de Jacobi como:

- d>wy )\ ~ d?>w,y 4 — g2 -
AV = (— ) U + (— — ——w > U (5.52)
ds? ! ds*  (1—g)*t )7

donde q; = ¢1(s), o bien, finalmente en el pardmetro g;:

— —1 d2w1 2@1 dwl) —
AV = ( - U, +
Q-2 dgg  (1—@)Pda) '
-1 d*ws 2q, dwy, 4 —o? >ﬁ
+ — — — — — — —— W U- 5.53
((1—@2 i@ (-@pdn  Q-gitz) 65

Para el funcional de Longitud L”, el operador hessiano es formalmente idéntico

pero restringido a actuar sobre variaciones ortogonales a la soluciéon tinicamente,

de manera que se tiene:

- - d*w 4 —o? -
A‘]VJ‘ = AJ(U)QUQ) = <— d822 - (1 — (7%)411}2) Uy (5'54>

con q; = qi(s), o bien, en términos de §;:

; 1P 2 d 4— o7 q
_( w2 AL U w2> Uy (5.55)

(1—¢)? di (1—-g)Pdn (1—3)*
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Variaciones Tangentes

Como ya hemos comentado, las variaciones tangentes solo aparecen en el estu-
dio del Hessiano de la Energfa. Segin (5.52), en términos de la base paralela
{U,(s),Us(s)}, tenemos que, sobre una variacién V& = wy(s)U,(s), el operador
Hessiano se escribe en la forma:

d2w1 -

-5 U (5.56)

ATVE =
o bien en términos de ¢;:

— —1 d2w1 2(71 dw1> -
AV = < — U 5.57
1-@)2dg (1-¢)@dn) (5.57)

Antes de analizar el operador (5.56), o equivalentemente el (5.57), es facil

calcular los términos que diferencian el funcional Hessiano geométrico de la energia
del correspondiente funcional dindmico. De acuerdo con la férmula (4.16) antes

escrita tendremos que computar

[2 2(¢, vV ) (F.V)

1

para obtener la relacion siguiente entre ambos hessianos:

d2EJ dQS to ) )
i (0) = d_§2(0>+/tl dt 4(1 — tanh® t)v]

y por tanto la diferencia entre ambos afecta tinicamente a las componentes tan-
gentes de las variaciones, mientras que la parte ortogonal de ambos coincide.

De esta manera podemos escribir facilmente el funcional hessiano de la energia
para variaciones tangentes a la soluciéon y en términos del pardmetro temporal

dindmico ¢, V8(t) = v1(t)é, de la forma:

MTH 0= [ de (2750, E)

)
con
2

. d ~ d? 2 .
A VE — <_ﬁ +2¢; + 2) v1€) = (_ﬁ +4— COSth) 1€ (5.58)

El espectro de (5.58) es del mismo tipo que los ya analizados. De hecho si

denotamos por Q y Q" a los operadores diferenciales:

d d
Q:—%—i—Qtanht; Q+:%+2tanht



214 CAPITULO 5

tendremos que el operador hessiano dindmico asociado al kink TK1 no es otro que
QQ* mientras que el operador geométrico correspondiente, A/, es exactamente
Q1 Q. Es asf muy facil computar el espectro de A’ obteniéndose:

e Un modo discreto positivo:

con autovalor A = 3.

e Una parte continua:
vg)"“) (t) = cos(kt) tanh t + k sen(kt)

o bien:
UEA’“)(t) = sen(kt) tanht — k cos(kt)

con autovalores respectivos A\, = k% 4+ 4, k € R.

Los autovalores de este operador coinciden con los del correspondiente dinamico
salvo en el primero, el modo traslacional. Tenemos, en definitiva, que la energia
geométrica “pierde” el modo cero tangente frente a la accion mecanica. La expli-
cacion de este hecho reside en que el funcional de energia en la métrica de Jacobi
no es invariante més que bajo las reparametrizaciones afines del parametro arco.
De esta manera, en funcién de s siempre existird un modo cero tangente (corres-
pondiente a la variacién dada por el vector tangente ). Dado que el pardmetro
t no es afin frente a s, dicho modo cero se pierde, el primer modo propio tiene
autovalor 3 (energia que ha “costado” la reparametrizacion).

Plasmar analiticamente este razonamiento es una tarea delicada que abordare-
mos a continuacién. Si se analiza el funcional Hessiano de la energia para varia-

ciones tangentes a la solucién en la base ordinaria:

2 10 J 52
dE—[CTKl](o):/ d5<—V/ V. V%K

d§2 CrKk1 ¥ °TK1 CTK1

((/’tg>7 f/’tg>
S1
resulta evidente que la variacién V&(s) = ¢y, (s) = U (s) es propia y de autovalor
nulo (por ser la solucién geodésica de la métrica y por las propiedades ya expuestas
de la curvatura seccional), es el modo cero citado.

El espectro de (5.56), por otro lado, es trivial, se trata de las ondas planas e
. Cémo se “traduce” entonces el espectro ahora calculado sobre el operador (5.56) o
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(5.57)7 La respuesta es que la “traduccién” se realiza sobre las formas cuadraticas
hessianas (los funcionales hessianos), no sobre los operadores correspondientes.

La variacion V(s) = 1U,(s), es decir w(s) = 1, es un modo nulo también de

(5.56):
d*E’ ek 3 21- -\’
—d§2 (0) = /—§ ds <_EU1’U1> =0
La variacién propia V& = vf’)eﬁ = —1—¢) de (5.58) se escribe de la forma:

V(@) = (1-3): Ui(q)

en términos de ¢; y en la base paralela de autovectores de la curvatura. Si calcu-
lamos A’V (g) con la expresién (5.57) tendremos:

3

g\ 3 =, 3 =
A—gn (1-3)2 Ui(q) = V(@)

(1—aq)

con lo que estrictamente hablando no se trata de una autofuncién. Sin embargo

ATV (gy) = A7 ((1 ok ﬁl(q_l)> -

se verifica:

%(0) = /_?, ds <AJ‘7tg(q_1),‘7tg((j1)>J =

Wl

= /11(1 — &)dq <ﬁvtg(ql),{7tg(ql>>‘] _

1 3 1
= /_1(1—Q%)d%m(l—qf)gZ/_ldq13:6>0

utilizando que ||Uy]|; = 1.

_ 1

Si calculamos tomando el pardmetro ¢: Vs (t) €1, tendremos:

= [ (s )

—/dt 5 =6>0

2
o cosh”t
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Variaciones Ortogonales

Ya hemos calculado que el funcional hessiano de la energia se diferenciaba del
dindmico unicamente en la parte del mismo que afectaba a las variaciones tan-
gentes, sobre las variaciones ortogonales, por tanto, coinciden. Para el funcional
hessiano de la longitud, dado que coincide con el de la energia sobre éstas tltimas,
se verificard otro tanto. No es dificil, no obstante, aplicar la férmula (4.21) y

- /;2 dtf(t) <ﬁ VL>2

donde f =2 (iy — U)|pgy = (1 — @22y F = gradLn f. De esta forma F o & y
asi:

computar el término:

<grad Ln(l — )%, VL> =0
es decir, no existe diferencia entre el funcional hessiano de la longitud y el dindmico
restringido a variaciones ortogonales.
Si utilizamos el parametro ¢ y, en principio, escribimos una variaciéon ortogonal

en términos de la base ordinaria, V'(g;) = v2(q1) €2, tendremos:

dQEJC d2LJC ! = ~ 7 ) e AN
% o (0):%(0):/ (1=a)da (A7 (va(1) &), va(@) &)
V=vi -1
donde:
1 d?vy 2q1  dvy  23i —2+0°
A7 (va(q1) é: :{_ 7 q g T V2| €2 =
(v2(@) &) C-@rdg  (-qrdn (@ )
1 -
= mA(/UQeQ)
1

siendo A el correspondiente operador hessiano dindmico para variaciones ortogo-
nales, descrito en la seccién anterior (y expresado en la parametrizacion g ).

Los autovalores y las autofunciones ortogonales de A son, por tanto, traslada-
bles a A7, resultando:

1462) L PN —1+ 02 o
() - () -

A’ (Ué’\’“)é'g> = A’ ((q1sen(karctanh q) — k cos(k arctanh G;))é,) =

kK +o% _ -
= A=z (g1 sen(k arctanh ;) — k cos(k arctanh q))és
1
A’ <U§A’“)€2> = A7 ((q cos(karctanh q;) + ksen(k arctanh q,))é;) =
k% + o2

- T_or (q1 cos(k arctanh ¢;) + ksen(k arctanh gy ))és
— 4
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siendo el modo negativo la tnica variacién propia (estrictamente hablando, recorde-
mos que las autofunciones del continuo pueden ser “discretizadas” de tal manera
que puedan admitirse como componentes de variaciones propias). Una vez maés,
por tanto, las autofunciones del operador dindmico dejan de serlo al pasar al ope-
rador geométrico, puesto que los autovalores dejan de ser constantes al aparecer
el factor (1 — ¢?)~*. El problema se resuelve, de nuevo, sobre la forma cuadrética
hessiano.

Para el modo negativo, tendremos, sobre el funcional:

dQLJ[CTKl] d2E‘][CTK1]

o o] 0=

“/‘
O' — - 0'2 — — J
= / < ( o Q1)€2>,U§ o )(CI1)€2> =

! 1+o Lo
- /(1—ﬁﬂ%——ﬁrﬂ»QH@%@V:2F1+£)<0
-1 (1_(11)

al verificarse: (&,&)” = (1 — @)2.

Si utilizamos la base paralela {ﬁl, (jg}, el operador A’ se escribe ahora:

d2 FE J [CTKl]
de2

d*L’
I e

= /1(1 —41)dq <AJ (wz((ﬁ) ﬁ2> , wa(q1) 2>J

1

=

A’ <w2(§1)ﬁ2> = [—

1 d2w2 2(?1 de 4 — 0‘2 :| —
— — w
1-¢)? dgt  (1-@)Pda (A—a)* 7]
o bien, en términos de la longitud de arco s:

& () o)) = |- -

El espectro de A se “traduce” ahora, teniendo en cuenta que

)] Tl

—

‘/L :wgﬁg = W9 = V9 (1 —(ﬁ)

en la forma:
—1+40?
L) = T
(=) = T= o

A’ (1-):0,
A’ ((1 — @3)(qy sen(k arctanh q;) — k cos(k arctanh qﬁ)@)
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k% + o2 oy _ o
= m(l — q;)(qu sen(k arctanh q;) — k cos(k arctanh ¢, ))Us
— 4
A ((1 — @)(q1 cos(k arctanh @) + ksen(k arctanh cjl))@) =
kQ + 0-2 _92 _ _ _ g
= m(l — G;)(q1 cos(k arctanh gy ) + ksen(k arctanh ¢;))Us
-0

Y los funcionales geométricos verifican, para el modo negativo, el resultado
antes calculado

d’E’

dg?

27J
_ L

popr  d€?

+1 R
:/ dql(—1+02)<U2,U2> =2(-1+0%) <0

-1

(0)

Por 1ltimo, y desde un punto de vista puramente geométrico, es interesante
comentar que el operador de desviacién geodésica, A7, posee un campo de Jacobi'®

no trivial:
‘_/'L _ (1 N q%>eoarctanhql (0_ _ 61)[72
AJ ((1 _ q%)eaarctanhql (O’ o 61)[72> -0 [72
Este campo se anula cuando ¢ — —1 y en ¢; = 0. Tenemos por tanto que

el punto de vacio (—1,0) y el foco (a,0) de la elipse ¢ + 6 2¢3 = 1 son puntos

1

conjugados'’. Demostramos por tanto un hecho que utilizaremos en el préximo

Capitulo 6 al estudiar la Teoria de Morse en el espacio de soluciones del sistema.

5.2.3 Funcional Hessiano Dinamico: TK?2

Analizaremos en este apartado el espectro del Funcional:

—dQSd[gm] (0) = /_ "t (av,7)

[e.9]

donde A es ahora el operador hessiano dinamico sobre la solucion TK2.
El kink TK2 nos venia dado por las expresiones:

¢:(t) = tanh ot; G2(t) = g sech ot

0Recordemos que los campos de Jacobi se definen como las soluciones no triviales de la llamada
“ecuacion de Jacobi” o ecuacion de desviacién geodésica: VCer/V—K ¢ (17) = ( en una variedad
riemanniana dada. Constituyen, por tanto, el nticleo del operador de desviacién geodésica.

"De acuerdo con la definicién, dos puntos pertenecientes a una geodésica son conjugados
precisamente si existe un campo de Jacobi no trivial que se anula simultdneamente en ambos.
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que parametrizan a la elipse!?

Er2=

con & =+v1— o2,

En funciéon del parametro ¢; las expresiones anteriores se reescriben como:

donde ¢, € [-1,1].

Base ordinaria. Si calculamos el operador A sobre esta solucion en la base
B = {é}, &} de los campos, tendremos la siguiente expresién resultante:

. . d> 22+ 0% _tanhot ] |
Ae +o.) = K—% T oot ) T T eoshiot 2
tanh ot d? 2(30% — 2)
46 ——tot - £y (5.59
{ T oot T < a7 " cosh®ot ) 24 (559

mientras que el mismo operador, en la misma base, pero con parametro ¢, se
escribe:

" d? d
AV = [( (1—611)d +2Jq1(1—ﬂh)d—1+2(2+0) —202)vl+

+45Q1 1 —Glup| & + [40611 1 — givi+ (5.60)

2 d .
( (1 — ql) 07 —— + 202 q1(1 —ql)d— +4 — 502 —2(2 - 302)(13) ’U2:| €y
q1

Como podemos observar el operador en este caso no es diagonal, el andlisis
directo del espectro del mismo conduce a un sistema de ecuaciones acopladas vy,
por tanto, ya no equivalente a dos ecuaciones de Schrodinger unidimensionales
independientes. Construiremos a continuacién bases de Frenet dadas por vectores
tangentes y ortogonales a la solucién, y por tanto a la elipse, de manera que
se pueda abordar el estudio del espectro de A al menos para un determinado
tipo de variaciones, que seran precisamente las importantes desde el punto de
vista de la estabilidad dado que el resto de las variaciones mueven los puntos de
vacio y, por tanto, llevarian las soluciones a curvas no pertenecientes al espacio de

configuracion.

12Realmente estas ecuaciones sélo parametrizan a la semielipse superior, recuérdese que nos
estamos limitando a estudiar sélo el kink TK2 y no sus kinks asociados TK2*, ATK2 y ATK2*.
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t13

Bases de Frenet'”. Para obtener un vector tangente unitario a la semielipse

sobre la que transcurre la solucion TK2 calculamos directamente:

' 1
_,tg(t _ C1K2 (& — 5

U = — = €, — dsenh ot &)
leriell  cosh ot V1 — o2 tanh? ot

mientras que un vector ortogonal unitario sera:

1
ﬁJ_(t) = (—5' senh ot 51 — 52)
cosh ot \/1 — o2 tanh? ot

La expresién del operador A en la base unitaria Br = {u*8(t), @+ (t)} resulta
extraordinariamente complicada e inmanejable a efectos de calculo. Por otro lado,
de cara a obtener las variaciones propias del espectro de A, no es necesario en
absoluto que la base considerada sea unitaria. De esta manera, podemos tomar
como base la determinada por los vectores @'8(t) y a+(t) definidos de la forma:

a'®(t) = €, — o senh ot é; a*t(t) = gsenhot ey + &

y tendremos que B} = {a@%(t),a*(t)} es una base ortogonal pero no ortonormal.
Varias son las razones que nos conducen a tomar esta base de Frenet, B.

Como veremos, si expresamos una variacion genérica tangente a la curva, V', en

la forma:

V(1) = vy (£)a*™(t) (5.61)

y una ortogonal como:

V() = vy(t)a*(t) (5.62)

encontraremos que de manera general no existen autofunciones del operador con
estas caracteristicas. Sin embargo, dada la forma concreta de los vectores de

=, sl proyectamos las variaciones tangentes y ortogonales sobre las direcciones
mas peligrosas, desde el punto de vista de la estabilidad, esto es, las direcciones de
menor coste en energia con respecto a las soluciones, obtendremos variaciones bien
definidas en las que, ademas, el comportamiento de las autofunciones compensa
el hecho de que los vectores de B} tengan norma infinita en los extremos de la
trayectoria. De esta manera, las variaciones “proyectadas” seran propias y su

contribucién serd finita.

13Como ya se ha comentado, denominaremos Base de Frenet sobre una curva a toda base de
los campos tangentes a la variedad tal que, para cada punto de la curva, uno de los vectores sea
tangente y el otro ortogonal a la misma.
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Variaciones Tangentes

Consideremos una variacién tangente genérica y escrita de la forma (5.61), el
operador hessiano A sobre ella sera:

d? 6o .
A(UlC_I:tg> = [—@ + 40’2 — m] v1€] +
B d? coshot d 602 .
+(-gsenhat) [_@ a 2Usemh otdt  cosh? at] e

cuya segunda componente puede ser simplificada si se integra por partes el fun-
cional para el caso de variaciones propias, obteniéndose:

. d? 602 .
A(vlatg) = [—% —+ 40’2 — m] V161 +
_ d? 602 o? .
+ (—a senh ot) {—@ + 207 — - + — at] v165(5.63)

Como puede observarse en esta expresion, (5.63), en cada componente nos
aparece un operador de tipo Schrodinger. En la primera se trata, una vez mas, de
un potencial de tipo Posch-Teller, sin embargo, en la segunda, aparece un término
singular, la cosecante cuadrado, que produce una barrera infinita en t = 0; eviden-
temente esto es un reflejo de que las variaciones generales en esta direccién supo-
nen un incremento infinito de energia. Evitaremos esta singularidad proyectando
el operador sobre la primera componente.

Si definimos los operadores de proyeccion m; y 7 en la forma:

T (.CEl €1+$2€2>I$1€1; 9 (1'1 €1+£C2€2)I£L'252

tendremos entonces que el hessiano que presenta un buen comportamiento es:

d? 602
m (A(Ulﬁtg)) = |—— 4402 — °

_— Zs 5.64
dt? cosh? ot vl ( )

El espectro de (5.64) es muy similar al de las variaciones tangentes del caso
TK1, antes descrito. Tendremos:

e Un modo cero:

Oy _ 1L
v () = cosh? ot

e Un modo positivo:
~ tanhot

~ cosh ot

302
v ()

con autovalor A\ = 3¢02.
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e Un espectro continuo:
5 () = ¢! Py(tanh ot) = ¢***(3tanh® ot — 1 — 3ik tanh ot — k)

con autovalores respectivos A\, = 0%(k* 4+ 4), que comienza (con k = 0) en la
autofuncion:

B 3
2 cosh? ot

de autovalor \g = 402%. Restringiéndonos a variaciones reales, reescribiremos

W) =1

el espectro continuo en la forma:

UEA’“)(t) = (3tanh*(ot) — 1 — k?) cos(kot) + 3k tanh(at) sen(kot)
para autofunciones pares y, para las impares:

vg’\’“)(t) =(3 tanh?(ot) — 1 — kQ) sen(kot) — 3k tanh(ot) sen(kot)

Como puede observarse, solo las dos primeras autofunciones, v§0) y v§302), con-
ducen a variaciones propias, el resto de las presentes no se anulan en ¢t — +o0.

Una vez mas, es posible “discretizar” las autofunciones del continuo y restringir
las mismas a las que son propias por medio de un proceso de paso al limite, similar
al aplicado en el caso del kink TK1, en la seccién anterior. Como puede deducirse
facilmente de la expresion de v§/\’“)(t), los resultados que se obtienen son idénticos
a los del caso citado sin mas que sustituir ¢ por ot.

La presencia del modo cero se interpreta de manera analoga al caso del kink
TKI1, es decir, representa la invarianza bajo traslaciones temporales, que no altera
la accién del sistema. Como ya hemos comentado en el caso del kink TK1, se trata
de la derivada de la solucién (salvo una constante multiplicativa):

- 1 senh ot 1
Vel =03 = ——— & ———— & = —¢
(®) ! cosh®ot coshlat © o

La ausencia de modos negativos indica, evidentemente, estabilidad con respecto
a las variaciones en esa direccién.

Podemos definir ahora el funcional hessiano “proyectado”, o forma cuadrética

“proyectada”, my <d2d‘2£‘:] (O)), como el funcional hessiano correspondiente al opera-

dor hessiano proyectado, es decir:

™ (dgc] (0)) def /t f dt <7r1 <m7> ,V>
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L_a*, tendremos:

y, de esta manera, para la variacién V' =

cosh? ot
d*S|c] o 1 1
0) | = dt Al ——a®) ), ——a®)=0
™ ( dg? (0) /_ 0o m cosh? ot cosh? ot
mientras que para la variacién Vie = %@‘Zt&*g resultara:
d*S|c] ) / o < ( ( senh ot )) senh ot >
0 = dt Al ———a® )|, ——a® ) =
m ( dg? (0) e ™ cosh? ot cosh? ot
> h? ot
- / 302"~ 95 >0
o cosh” ot

Si consideramos el parametro ¢, el espectro anterior se escribe:

e Modo cero:

0)/— .
U§ )((h) = —Q%

302) , _ _ _
U§ )(611)2611\/1—(1%

e Espectro continuo, autofunciones pares:

e Modo positivo:

k k
v%Ak)(t) = (3@% —1- k2) cos (; arctanh q1> + 3kq, sen (E arctanh ql)

e Espectro continuo, autofunciones impares:

g

K k
v™(t) = (33 — 1 — k?) sen (— arctanh ql) + 3k cos (; arctanh ql)

Variaciones Ortogonales

Para las variaciones ortogonales que hemos considerado, V1 (t) = vy(t)a*(t), el

operador hessiano dinamico resulta:

A (1)2(75)&’l (t)) = A (va(t) g senh ot ey + va(t) €) =

d? hot d 202
= (g senh ot) {———2 o819 2 7

O — + -—
dt? senh ot dt cosh? ot

d? 202
SRV V- . A PO
+ { dt? + ? cosh? at} va(t) &
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o bien, si se integra por partes en la expresion del funcional para eliminar la

derivada primera (y sélo para variaciones propias, claro estd), se obtiene:

A (va(t) @-(1)) (7 senh ot) [ A B i ()& +
v a = o Ssenn o —_ o — e
2 dt? cosh®?ot  senh? ot 2 !
d? 202
+|l——44—-30%2 - ——— t) é. 5.65
[ dt? ’ cosh? ot va(1) € (5.65)

Observamos nuevamente que para una de las componentes (la primera, en este
caso) el operador de Schrodinger que resulta presenta una barrera infinita, una
singularidad, en ¢ = 0, mientras que para la segunda componente se obtiene un
potencial de tipo Posch-Teller.

Proyectaremos entonces en la segunda componente, de igual manera que se
hizo con las variaciones tangentes sobre la primera de ellas. Por otro lado, como
ya se ha citado, si recordamos la situacion que encontrabamos en el caso TKI1, la
direccion del vector €5 era precisamente en la que aparecia el modo negativo que
nos indicaba la inestabilidad del kink.

Escribiremos, por tanto, el operador hessiano proyectado en la forma:

i) (A (Ug(t)6L<t>)) = ( d2 + 4 — 30’2 — L‘-Q) Ug(t) 52 (566)

Cde? cosh? ot

cuyo espectro presenta un unico modo discreto y una parte continua:

e Modo discreto:
1

cosh ot

452
o' (t) =
con autovalor A = 4(1 — 0?) = 452.
e Espectro continuo:

{}é)\k)(t) _ eikatpl (tanh O't) _ Gikat(ik’ — tanh O't)

con autovalores respectivos Ay = (k% — 3)0* + 4. Las autofunciones reales

seran ahora:
o) (¢) = tanh(ot) cos(kt) + ksen(kt)

vé)"“)(t) = tanh(ot) sen(kt) — k cos(kt)
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Como podemos observar, la tnica autofuncién que conduce a una variacién
propia es el modo discreto, el espectro continuo no lo hace asi por tratarse de
funciones que no se anulan en ¢ — +00. De nuevo es posible aumentar el espacio de
funciones por el proceso limite ya descrito. En este caso los resultados son idénticos
a los obtenidos para las variaciones ortogonales al kink TK1 si se intercambia ¢
por ot en los mismos.

— =2
Si calculamos el funcional “proyectado” sobre la variacién: V© = 0540 )c?L(t),

7r2 (digﬁ(())) = /_ " (mo (AVH) V) =

tendremos:

00 4(1 — 2 8—2
= / dt( 20): 7 >0
—oo  COsh®ot o

que nos confirma la estabilidad de la solucién TK2.
Por 1ltimo, este espectro es trivialmente calculable en funcién del parametro
q1, resultando:

e Modo discreto:

462) , _ _
Ué )(Ch): 1—61%

e Espectro continuo, autofunciones pares:

k k
vé/\k)(fﬁ) = @1 sen (— arctanh C]l) — kcos (— arctanh Ch)
o o

e Espectro continuo, autofunciones impares:

k k
vé/\k)<q—1) = q, cos (— arctanh (jl) + k sen (— arctanh (jl)
o o

5.2.4 Funcionales Hessianos Geométricos: TK?2

Analizaremos en este apartado los funcionales Hessianos geométricos sobre la
solucion TK2.

Las expresiones del kink TK2 visto como segmento geodésico en la métrica
de Jacobi se han deducido ya en la seccion anterior. La métrica h, sobre estas

soluciones, se escribe:

hij = (0*(1 = @(s))(1 = 0 (s))) &
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donde @(s) viene dado por una de las ecuaciones de Cardano-Tartaglia. Evi-
dentemente, usaremos de nuevo ¢; como parametro para simplificar los calculos,

teniendo en cuenta que

a1 = q1; 672:5\/1—q_%§ ds = o(1—o?q})dq

El tensor de curvatura de la métrica de Jacobi restringido al kink TK2, y en
funcién ya del parametro ¢, viene determinado, como se especificé en el apartado
5.2.2, por una unica componente (las demds no triviales son iguales, en valor
absoluto, a ésta):

1 —20% + o?q
PA—) 1 - FP

y, de esta manera, el tensor de curvatura seccional sobre el TK2 se escribe:

Rizy = (4= 0%

522 P
P [ it VM= v W
C’( ): 41 — @2)(1 — g232)4 __oq _
a*( ai)( o2qy) i 1 :
1

siendo V' = v1€] + v2€5 un campo tangente a la curva TK2.

Base ordinaria. Podemos calcular directamente la expresion del operador de
desviaciéon geodésica A’ para esta solucién, de manera andloga a lo expuesto para
el TK1:
2EJ 52 R - J
@B lorss| dgm] (0) = / ds <AJV(3),V(3)> -
1 o o J
= / o(1 - o*ad)day (A'V (@) V(@)
-1
d2LJ 52 . . J
L lenel ) s (8770 7)) =
dg? 51
1 o 5 J
= [ ol - oy (84 a@). V@)

1
de forma que se obtiene, para una variacion V() = v1 ()@ +va2(q )@ cualquiera:

—1 d2U1 2(?1 dv1
2(1 _ ~2:2\2 J-2 + 2(1 _ 72 99 2_—+
g (1 g ql) dgi g (1 ‘h)(l o Ch) dq
2(2q; — 20" (37 — 2) + o°@ (G — 1) + 0*(1 = 7¢; + 2q1))
ot(1—q)%(1 — o2q;)*
20 dvy  20(0% = 2)q1 (14 o2(q} — 2))

+ -— = v
o2 /1= B(1 — 02¢2)3 dan H(1— @)1 - 2@t

M) = |

_|_

V1 +

—

€1 +
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—1 d21)2 i 2@1 dUQ 4
o*(1—0%¢})* dgi ~ o*(1—q})(1 - 0%¢})* dgy
V4= AGt 4 o*(—7+12q; — 4q}) +20*(1 - 3¢ + )

(5.67)

(1= @)1 — 2 "
0°Gi(2 - 34 +241)
o1 - 21— 2@t
25 dv,  46q (1 + (g} — 2)) L
_ V1| €2

o?/1-@(1 - @ din  o'(1-g})2 (1 - o2q)!
El operador no es diagonal, evidentemente, y su andlisis claramente requiere

utilizar una base mas adecuada en la que resulte una expresién mas sencilla.

Base paralela de autovectores de la curvatura. Procederemos de manera
similar al caso del TK1. Calculemos en primer lugar las soluciones de la ecuacion
de traslado paralelo sobre el TK2.
Las ecuaciones del traslado paralelo son
Ve U=0

/
CTK2

Una solucién evidente es el propio campo vectorial ¢k, puesto que, como
sabemos, las lineas geodésicas son las autoparalelas. La otra solucion que buscamos
es la dada por el vector normal a la curva soluciéon. Escritas las ecuaciones en la
variable ¢; tendremos:

dU; N @ (20%¢ — 1 — UQ)U o

do, - (1-*@)1-@) " JT-@(1- o)

dU. 7 (2 2-2 1 — 2
_2 + — _ Ul + ql( “ 31_2 (3-2)

dq 1—3@(1—023) (1 —o%q)(1 —q)

Uy =0

Qi

Uy=0

despejando en una ecuacion y sustituyendo en la otra Us, obtenemos a partir del
sistema anterior una ecuacién de segundo orden:

/ *U ] AU, 20%(1 — 42
1— (1 _026%) Ly il (702(ﬁ _3_402) 1 40 ( Q1>U1 —0

AN i i@

cuya integracion no es dificil, a pesar de su aspecto, y conduce finalmente a las

soluciones:

U, = G+ G -¢
V1I—G(1—o%q)
g, — Q0-@) +Grayl—g
o1 = aqi(1-o%q)
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para constantes arbitrarias C y Cs.
Si tomamos ahora C; = 0y Cy = ’71 obtenemos exactamente el campo tangente

a la curva:
= 1 - oq S

U, = Gy = —¢] — e
L TK2 a(l—aQQ%) ! a\/l—cﬁ(l—ﬂq_%) ?

paralelo y unitario (||U]|; = 1). Para obtener una base ortonormal imponemos

que el campo U, verifique: <(j1, (72> =0y ||(j2||J = 1, de manera que obtenemos
C’lzg, Cy =0y ast:

. —5q 1

U, = o ¢ &

2 1 — —
o/1- G —-o2q) ol—0oq)

Si se diagonaliza ahora la curvatura seccional, que hemos escrito anteriormente,

se obtiene un campo de autovectores con autovalor nulo determinado por la di-
reccién del vector [71 y un segundo campo, con autovalor dependiente del punto
de la curva en el que nos encontremos, precisamente en la direccién de @(q‘l).
Tenemos por tanto, V@i, el resultado:

K[:{ ([j 1) =0 (j 1

KT = - 02)(_1 +o%(qt - 2))(72

ot(1- a1l - oG)?
Con todos estos resultados podemos escribir finamente la expresién del ope-

rador hessiano correspondiente al funcional de energia en la métrica de Jacobi en

funcién de la base paralela ortonormal de autovectores de la curvatura seccional

{[71, [72}:

Uy =

) } P, - Pwy (4 01+ 0%(G - 2))
y S :
A <w1 Up + wy U2> = ds2 U+ { ds? ot(1 = q7)* (1 — o%q7)? wg}
—1 d2w 2q dw =
= |2 TR Q1272 g0 | O
o*(1 —o%q7)* dgi  (1—0°q)® dqy

i —1 d2UJ2 2@1 d'lUQ
o*(1=0*@)? dg (1 0°q)? dg
4 — 2 1 2(-2 2 5
(=0 +otdE -2) T
ol(l—q@)*(1 - o*q)’?

Como puede observarse en la expresion anterior, la parte del operador hessiano
que actua sobre las variaciones tangentes a la curva solucién es muy simple vy,
de hecho, similar a la obtenida en el caso del kink TK1. Centraremos por tanto
nuestra atencion en la parte méas compleja del operador, la que actia sobre las

componentes ortogonales a la solucion.
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Variaciones Ortogonales

— —

Para una variacién ortogonal: VL (s) = wy(s)Us(s), 0 bien V(q) = wa(q1)Us(q1)
tendremos:

N () = [, GzONemE) 2 g

“a - gera-ogey ) T 0%
-1 d2w2 B 2@1 dw2
T T
4 — g2 2072 _ .
(4U)g+0@yéﬁw 7,
o1 —@)2(1 — o233)3

La variacién propia deducida en el hessiano proyectado dinamico:

VL = o5 = /1 - gat

se escribe, en la base {ljl, (72}, de la forma:

Vi = w§4&2) Uy=—0cy/1— G —a*q) U,
de manera que:

— - 45’4 ~2 —
AJ< (402)U): (4U)U
V) T —gra-acgr 7

Tal y como ocurria con la soluciéon TK1, la traduccion de una autofuncion del
hessiano dinamico no lo es estrictamente del geométrico.
El valor de las formas cuadraticas hessianas geométricas sobre dicha variacién

es infinito, como puede comprobarse facilmente:

dQLJ[CTKQ] _ d2LJ[CTK2]

de? ©) de?

1 oy oy L\
= / O'(]_ — 0'2q%)d(71 <AJ <U}§402) U2> ,w§402) U2> =

1

/1 d7 45.4
= q1 — — = 0
o o(l=ag)(1 - o)

Sin embargo, si proyectamos, de manera andloga a lo realizado en el caso del

hessiano dindmico, obtendremos:

- <AJ (w(4a2) i )) _ 454 RN ([7 -
2 o - @PA-og)
454 (462)  —€9
= w. _—
ct(1-a)(1-ag) " o(l-aoq)




230 CAPITULO 5

y de esta manera:

- <d2L;£CQTK2] (0)) o (d2LJ[cTK2] 0

;
= [ ot g (s (&7 (45 ) 0 5 =

1

YL
~ M=

462 45t
= — + —23rctanha >0
o o

Queda probada, por tanto, la estabilidad, tanto dindmica como geométrica-
mente, de la soluciéon TK2. Una vez maés insistiremos en que este hecho estaba
demostrado ya utilizando el argumento que nos proporciona la energia de los dife-

rentes tipos de kinks.

5.3 Funcional Segunda Variacién. Modelo O(3)

Finalizaremos este capitulo con una secciéon dedicada a generalizar los resultados
obtenidos en el caso del Modelo MSTB al caso tridimensional, el Modelo Sigma
O(3) Lineal Deformado.

Como veremos, para los kinks TK1, TK20, y TK203, la generalizacion citada
no sera dificil en absoluto dado que introducira, en los operadores hessianos co-
rrespondientes, tinicamente una componente desacoplada con las demas, es decir,
un término diagonal. Ademas, dicho término conduce a un problema espectral

conocido y similar a los ya expuestos en la secciéon anterior.

5.3.1 Funcionales Hessianos para el kink TK1

En el caso del kink TK1, los resultados que se obtuvieron en la seccién anterior
seran validos ahora sin mas que abordar el problema desde el punto de vista

tridimensional. Manteniendo los criterios de notacion ya utilizados, escribiremos:

‘7:1}151 +U2€2+U3€3
para toda variacion propia considerada.
Es entonces trivial demostrar que la forma cuadratica hessiana dinamica sobre
la solucién TK1, (G1, Gz, G3) = (tanht,0,0), determinada por el funcional:

dzsd[—;”“](()) - /Oo dt <AV, V>

o0
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tiene asociado el operador hessiano A que actia en la forma:

AV = (—d—2+4— 6 )v€+
N dt? cosh®t) "

(L, 2 5 +
— — | vy e
dt?  coshZt) °°

+ i + 0o 2 -
———— | vs€
Cde2 3 cosh?t) °7°

Se trata por tanto de un operador diagonal y, en consecuencia, tendremos que

el problema espectral separa en tres ecuaciones de Schodinger con potencial de
Pésch-Teller, en lugar de las dos ecuaciones que obteniamos para el Modelo O(2).

El espectro de variaciones tangentes que ya analizamos se repite ahora de ma-
nera idéntica, mientras que el espectro de variaciones ortogonales aparece tanto
en la direccién de € como en la de & (evidentemente sustituyendo la constante o
por oy, para la direccién é,, y por o3 para €3) .

Ninguno de los resultados, como hemos dicho, difiere de los obtenidos y, por
tanto, no incluiremos los mismos en este apartado. Nos remitimos a la seccién
5.2.1 con las sustituciones antedichas.

De esta forma, tendremos ahora dos direcciones de inestabilidad para el kink
TK1. Las variaciones V =

——Ehy V= €3, ambas ortogonales a la trayectoria

osht co sht

solucion, verificaran:
sz[cTKl] —1 —|—O'2 _9
d—€2(0> = /Oo Wdt 20'2 <0
para la primera y:
d2S[CTK1] —1 —|—0'3
——(0) = —3dt = —25?
T (0) /OO olZ ;<0

para la segunda. En el primer caso el resultado nos informa de la pérdida de
energia presente en la direccion que conduce al kink TK205 y, en el segundo, de la
correspondiente al kink TK203.

En lo que respecta a las formas cuadraticas hessianas geométricas, encontramos
la siguiente situacién: la curvatura seccional se escribe de manera sencilla sobre la

solucion, en la formas:

0 0 0 v1

J = 4—03
Kr W) =10 a=p 0 vy
0o 0 =% Vs

(1-g3)*
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y, por tanto, es facil comprobar que se reproducen los resultados obtenidos para
las variaciones tangentes, mientras que los correspondientes a las variaciones orto-
gonales son ahora validos tanto para la componente segunda como para la tercera.

Desde el punto de vista geométrico tendremos en este caso dos campos de
Jacobi independientes para la correspondiente ecuacion de desviacién geodésica,
por un lado encontramos:

‘7 — 602 arctan q (0_2 o q_l) 6—»2

que nos muestra que el foco Fy es un punto conjugado del de vacio, v~. Y, por
otro:

‘7 — 603 arctan q1 (03 _ ql) 6—'3

que hace otro tanto con el foco F3. Este hecho demuestra que el indice de Morse
del kink TK1, considerado como integrante del espacio de soluciones del Modelo
O(3), es dos. Utilizaremos este resultado en el Capitulo 6.

5.3.2 Funcional Hessiano Dinamico: TK20, y TK203

Analizaremos a continuacion los funcionales hessianos sobre las soluciones que
hemos denominado TK20y v TK203 que, como vimos en el Capitulo 3, se corres-
ponden con los kinks envolventes de cada uno de los Modelos O(2) que constituyen
los kinks embebidos del Modelo Sigma O(3) Lineal Deformado. Con respecto a los
resultados obtenidos en la seccion anterior para el kink TK2, encontraremos ahora
que una parte del hessiano coincide con la calculada entonces (intercambiando la
constante o por la que corresponda en cada caso), mientras que la perspectiva

tridimensional se refleja en la aparicién de una nueva componente.

TK20'2

En el plano g3 = 0 encontrabamos, entre otras, la solucion TK20s:

q_l = tanh(agt); q_g = 09 SGCh(O'Qt); q3 = 0

Si V = vi€] + v2€5 + v3€3 denota una variacion propia cualquiera, tendremos
que el funcional

d*S|cTK0,) b2 S
T_[l dt <AV,V>
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presenta la siguiente expresion para el operador A:
- d? 2(2 + 02) tanh(ot)
AV = |5 +4- —5—2 4\/1—72— 2
K a2t col(oot)) T T cosh(oat) ) T
tanh(oot) d? 2(303 — 2)
44/1 — o2 ———-2 —— 202 7 2
* {( 7 cosh(agt)) ot ( dt? e cosh?(oat) v2) 2t

+ [(_d_2 + 0'2 - 2;‘%) U3:| 53
dt2 7% cosh?(oot)

AV =
N R I VAR 0 o
WIS it 03— ey o e
0 0 _% +03 - 60555(20'275) v3

El problema espectral asociado a este operador es obviamente separable en dos
partes desacopladas. Las variaciones de la forma: V= v1€] + v2€5 conducen a un
problema espectral similar al tratado para el modelo MSTB y, en consecuencia,
no repetiremos aqui los resultados obtenidos.

Por su parte, las variaciones de la forma V = 036 proporcionan un problema
espectral nuevo consistente en una ecuacién de Schrodinger idéntica a algunas de
las ya analizadas.

Variaciones en la direccién e;
Restringiéndonos a variaciones en la direccion del vector €j:
V= V3 53
el operador A actuara de la manera siguiente:
d? 202
A(v3és) = || == + 03 — —52— ) v3] &
3 3| €3
dt? cosh?(yt)

El espectro es facilmente calculable y se obtiene:

e Modo discreto:

1
U= cosh(oat)

con autovalor asociado: A = 02 — o73.
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e Espectro continuo. Las autofunciones del continuo son:
o) = o2t (i — tanh(out))

con

M\, = k*03 + 03

Vk € R. Una vez mas, las autofunciones del continuo complejas antedichas
pueden combinarse para determinar variaciones reales de tipo par e impar.

Tendremos asi, para las variaciones pares:
UéAk) = sen(koot) tanh(ogt) — k cos(oat)
y, para las impares:

vé)"“) = cos(kot) tanh(oat) + ksen(oat)

De manera analoga a lo que encontramos en el caso del kink TK1, el operador
hessiano, en esta direccién, posee un “modo” cero (variacién no propia) dado por

la autofuncién™:

02

vy = e3¢ (@ - tanh(aﬂ))

Si bien tnicamente el modo discreto conduce a una variacion propia genuina,
es posible admitir como propias a las variaciones que resultan del proceso limite de
discretizacion que puede realizarse sobre las autofunciones del continuo, de manera
absolutamente idéntica a lo efectuado en la secciéon anterior.

1

Para la variaciéon propia: wvs tendremos que la forma cuadrética

cosh(oat)”?
hessiana toma el valor:
d*S|crrao,| * o3 —o03 02— o2
d¢ oo Cosh®(oot) op)

que nos confirma el resultado que obteniamos por medio del anélisis de las energias,

en el Capitulo 3, se trata de una solucién estable.

14Como en el caso citado, realmente son dos las autofunciones de autovalor nulo puesto que

vy = e 93¢ (—03 — tanh(@t))

02

relacionada con la otra por medio de inversiéon “temporal”, también es un “modo” nulo. Eviden-
temente, una de ellas estd asociada al kink TK205 y la otra al correspondiente antikink.
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TK20’3

En el caso de la solucion TK2c03, de ecuaciones:

¢1 = tanh(ost); g2 = 0; g3 = o3 sech(ost)

el calculo anterior se repite sin mas que intercambiar los papeles de la segunda y
la tercera componentes en todas las expresiones, ademés de sustituir o, por o3, y
reciprocamente.

El operador hessiano actuara, en este caso, en la forma:

AV =
_a _ M /1 _ 2tanh(ost)
dt? +4 cosh?(o3t) 0 4y/1 73 cosh(ost) U1
0 _ a2 + 02— _ 203 0
dt? 02 cosh?(o3t) ) U2
/1 _ _2tanh(ost) _d? 2 2(305-2) v
4y/1 g3 cosh(ost) 0 dt? + 03 cosh?(o3t) 3

y, en definitiva, el problema espectral separa nuevamente en dos problemas de-
sacoplados. Las variaciones del tipo Vo= v1 €1 4+ vz €3 producirdn el espectro
encontrado para el caso del Modelo MSTB (cambiando o por o3 y recordando que
se plantea ahora el problema en las componentes primera y tercera).

Por su parte, las variaciones del tipo V' = v €5 son ahora las novedosas.

Variaciones en la direccion é5

Una vez mas no sera necesario realizar nuevos calculos sino que el apartado anterior

nos proporciona directamente los resultados:

. d? 202 .
A (v96y) = [(—% + 03 — —3) ’U2:| 2

cosh?(ost)
para el operador y, el espectro:
e Modo discreto: !
7 cosh(ost)

con autovalor asociado: A = 02 — o73.

e Espectro continuo:

vé)"“) = sen(kost) tanh(ost) — k cos(ost)

o) = cos(kost) tanh(ost) + k sen(ost)
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con
M = k203 + o3
Vk e R.
Para la variacion propia: vy = m, obtendremos:
d?S[cTK0s] / * 03— o03 o3 — o2
d¢ _oo cosh®(ost) o3

En este caso, el hecho de que o3 sea menor que o3 nos determina inestabilidad
de esta solucién y, precisamente, en la direcciéon que conduce hacia el kink estable,
TK20’2.

Nuevamente tenemos autofunciones nulas del operador hessiano en esta di-
reccion, en este caso:

vy = 72! (@ — tanh(agt))

g3

vy = e 7% (—@ — tanh(agt))

g3

Observando el comportamiento asintético de ambas, es trivial deducir que la
primera de ellas nos va a proporcionar, en la versiéon geométrica, un campo de
Jacobi asociado a la solucién kink, mientras que la segunda estara asociada a la
solucion antikink.

5.3.3 Funcional Hessiano Geométrico: TK20, y TK203

Computaremos a continuacion las formas cuadraticas hessianas geométricas para
las variaciones en la direccién €3, en el caso del kink TK20,, y para la direccion
€, en el del TK203. Dado que en ambos casos se trata de variaciones ortogonales,
plantearemos tinicamente la forma cuadrética asociada al funcional de longitud,
dado que, para ese tipo de variaciones, coincide con el de la energia.

El funcional sera por tanto:
dzLJ[CTKQJ ] 52 I o
R / ds <A v, v>
con

AV ==V, V), V-K, (V)

/
CTK209  “TK209
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Si computamos la curvatura seccional de la métrica de Jacobi sobre el kink
TK209, tendremos (para V= V1€ + V€5 + v3€3):

J N
KC/TK20'2 (V) -
(4 — 03)53qi (1 + 03q; — 203) (4 — 03)o2qu (1 + 03¢7 —203) |
- |~ 401 — 32)2(1 — 02a2)4 U1 — 1 NS 2 24 V| €1 +
02( %) ( Uz‘h) o5(1 —q1)2(1 —03q7)
(4 = 03)a2q1 (1 + 0347 — 2073) (4 —05)(1 + 03 —203) |,
- 4 _9\ 3 2-9 U1 — 4 =2 2-2\4 V2| €2 +
o5(1—q)2(1 — 03¢})* o3(1 = qf)(1 — 03q7)

+

—oi +05(4—03)(1 — G&)* + 03(303 + 03) + 03033 (030 —2) ]
o3 1 — 2)2(1 — 027 ) Us| €3
2 qi 24q1

Repitiendo los argumentos que se utilizaron en la seccién anterior, calcularemos
a continuacion una base que se traslade paralelamente sobre la curva crka,,. De
esta manera, si escribimos V = w U 4+ wolUs + wgﬁg, siendo {[71, (72, (73} tal base,

tendremos: » P »
CITKQUQ C/TKQO'QV - d82 Ul _'_ d52 US _I_ d82

La resolucion de la ecuacién del traslado paralelo:

3 =
Us

U=0

J
CTK209

fijando como condicién que las soluciones sean autovectores de la curvatura sec-
cional sobre la curva, nos proporciona la base paralela de autovectores ortonor-
males:
- 1 . V1-o%q -
U = 1 — o2y ™ = 22,2
oa(1 — 03G7) o9/1 — @i (1 — 03G7)

U = — €1 — — 5562
o2y/1 = G (1 = 03G;) o2(1 — 03q3)
. 1

é:
oo/ 1 — @1 — 3@
tales que (71 es autovector de la curvatura con autovalor nulo, U, tiene autovalor:

(4—-03)(1 +03(q —2)
o5(1—q)*(1 — 03G7)3

y (73 tiene el valor propio asociado:

3

Ay = —

—03 +03(4 = 03)(1 = §)* + 03(305 + 03) + 030343 (0343 — 2)
05(1 = 7)*(1 — o37)*

As =
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El operador A”, sobre esta base, se escribe:

A <w1U1+w2U2—i—w3U3> = — ds? U1 +
d? 4—03) (14 03(qF —2 -
_ W ( . Uz)(_g 02(%2_2 ))w2 U, +
ds? o5(1 — q7)*(1 — 03Gi)?
_ Zos o3 - o) (1~ 6))* + 05305 + 03) + 03030 (034¢ = 2) | 1
oy(1 = )*(1 — o3q3)*

 ds?
mientras que si utilizamos el parametro ¢:
d? 1 d? 2q d

ds? o021 —o2g?)2dg?  (1—02@)3 dq

|: d2w3

El problema vuelve a ser separable. El analisis de las variaciones en las direc-
ciones U, y Us es el ya realizado para el modelo O(2). Para la componente en Us

(variaciones binormales a la geodésica) se tiene:

= 1 ., o . ~
V = ———é3 = w3Us; w3:02(1_Qf)\/1_‘7%q%

cosh oot

2 2
03 — 03

A7 (w (7 = w (7
(wslls) = S —ozge U

de manera que, para la variacion discreta, la de minimo autovalor, tendremos:
2 2

—

dQLJ[CTKg 2] ! 0'2 — 0
g — 1 _ 22 d* 3 2 w2 U =
aé? ,Kf“ 7 g o 1l
= _ag—ag/ldq1:2_a§—a§ >0
02 -1 02

Como vemos, el funcional hessiano dindmico y el geométrico coinciden para las
variaciones en la direccién de €3 (o de Us). Este hecho no es, obviamente, casual.

Si calculamos el término que diferenciaba ambos funcionales, para esta geodésica,

tendremos que el campo FY verifica:

i J ‘ o3 [ 2)

F = grad lIlf o ] PN —4q_1(]_ — (jl 51+
TR (03(1 = @) (1 — 03d}))

TK202
+(~wﬁr—ﬁﬁ+2@w1—ﬁ)@+na}

con f=(FZ+ @+ 3@ —1)° + 033 + 02q2. De esta forma:

<FJ, w3(73> =0
J
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y, en consecuencia, el término de diferencia se anula.

Si repetimos ahora los célculos para el kink TK203 tendremos idénticos resulta-
dos salvo el intercambio entre las constantes o5 y 03. Dicho intercambio produce,
obviamente, que la forma cuadratica sea definida negativa y, por tanto, se confirma

la inestabilidad también desde el punto de vista de la métrica de Jacobi.

Finalmente, hemos obtenido en el apartado anterior que existen modos nulos
en la direccién del vector binormal, tanto para el kink TK205 como para el TK20s3.
Dado que los funcionales hessianos dinamico y geométrico coinciden, en este caso,
dicho hallazgo se traduce en la existencia de campos de Jacobi no triviales.

Para el caso TK20, tendremos el campo de Jacobi:

V = eost (@ — tanh(agt)) 2
02

que se anula en el punto de partida, v~ = (—1,0), en t — —o0, y no se anula
en mas puntos, dado que o3 > 05. No existe, en consecuencia, ningin punto
conjugado del de vacio a lo largo de dicha solucién. Analogamente, la variacion
V = e ost (—Z—; — tanh(agt)) €3 nos condce a la misma situacién con respecto al
antikink ATK20,. Hemos demostrado, en consecuencia, que, como veremos en el
Capitulo 6, el indice de Morse de la trayectoria TK20, es nulo.

En lo que se refiere al kink TK203, los campos de Jacobi seran ahora:

V =t (@ - tanh(ayf)) 2

03

‘7 = €7G2t (—@ - tanh(a;;t)) 52

03

El primero de ellos se anula en el punto de vacio ¥, cuando t — —o0, y en
uno de los puntos umbilicos del elipsoide, cuando t = U% arctanh Z—i Un célculo
elemental nos muestra que se trata del segundo de los punto umbilicos que la
solucién TK203 atraviesa (correspondiente a g; > 0). Demostramos, por tanto,
que dicho punto es conjugado de v~. Anélogamente, el segundo campo de Jacobi
establece una situacion idéntica referida ahora al anti-kink ATK203, el otro punto
umbilico atravesado (con ¢ < 0) es conjugado de v = (1,0).
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Capitulo 6

Teoria de Morse de Kinks

En el Capitulo 5 hemos establecido la estabilidad o inestabilidad de las soluciones
kink del Modelo Sigma O(3) Lineal Deformado por medio del estudio de los espec-
tros de los funcionales Hessianos correspondientes. Abordaremos ahora el analisis
de la Teoria de Morse aplicada a dicho problema. La Teoria de Morse presenta, de
una manera elegante y precisa, todos los aspectos relativos a la estabilidad y a las
caracteristicas de las soluciones kink que se han obtenido. Establece, ademés, una
relacion entre dichos aspectos y la topologia del espacio de configuracién. Deter-
minaremos, por tanto, como la caracterizacién de las soluciones en kinks BPS y
no-BPS (que realizaremos en este capitulo) y los espectros de los operadores Hes-
sianos (obtenidos en el anterior), se sintetizan ahora por medio de la aplicacién
del Teorema del Indice de Morse, estableciéndose, a través de las desigualdades
de Morse, las propiedades topologicas del espacio de configuracién de la teoria de
campos.

Como hemos visto, el analisis de los operadores Hessianos podia ser replanteado
en términos del operador de desviacion geodésica en la métrica de Jacobi asocia-
da. Se demostrd, de manera general, que el funcional de accién mecanica y los
funcionales de energia y longitud en la métrica de Jacobi asociada, compartian los
puntos criticos (curvas solucién), en lo que respecta a la primera variacién de los
mismos. En lo que respecta a la segunda variacién, si bien los funcionales no coin-
cidian (puesto que la curvatura en las regiones préximas a las trayectorias criticas
asi lo determinaba, aunque se mantuviera el signo de la curvatura seccional), si
que lo hacian las dimensiones de los subespacios de estabilidad e inestabilidad.
Utilizaremos de nuevo estas consideraciones en el estudio de la Teoria de Morse.

El método que aqui plantearemos aparecié por primera vez en la literatura
en [53] y fue desarrollado completamente para para el Modelo Sigma O(2) Lineal

241



242 CAPITULO 6

Deformado (modelo MSTB) en [67] y [68]. Consiste esencialmente en calcular el
grado de inestabilidad (indice de Morse de la geodésica, desde esta perspectiva),
por medio del Teorema del Indice de Morse, como el nimero de veces que la
curva pasa por puntos conjugados al punto inicial de la misma, contados con su
multiplicidad.

Estructuraremos el Capitulo 6 de la siguiente forma: En la seccién 6.1 de-
mostraremos que el Modelo Sigma O(3) Lineal Deformado es un modelo pre-
supersimétrico como los que se han estudiado de manera general en la Seccion
4.3 del Capitulo 4. Para ello, calcularemos explicitamente la funcién superpo-
tencial correspondiente y obtendremos ocho soluciones posibles. El cardcter pre-
supersimétrico del modelo permite una descomposicion a la Bogomol'nyi de la
accion del mismo, que conduce a las correspondientes ecuaciones de primer orden.
Encontraremos, ademés, que la existencia de puntos singulares de los superpo-
tenciales (puntos de no diferenciabilidad) permite clasificar las soluciones kink en
las de tipo BPS y tipo no BPS. En la seccién 6.2 se resolveran las ecuaciones de
primer orden. Las soluciones son idénticas a las obtenidas, aplicando el método
de Hamilton-Jacobi, en el Capitulo 3. El interés de este planteamiento reside en
que permite una mejor interpretacién del espacio de soluciones del sistema, asi
como una correcta determinacion de los puntos conjugados respecto de los puntos
de vacio del modelo. Podremos ademés computar las energias de las diferentes
familias o tipos de kinks como cotas de Bogomol'nyi. Estos resultados nos permi-
tiran abordar en la seccién final el estudio de la Teoria de Morse y analizar asi la
estabilidad o inestabilidad de las soluciones desde el punto de vista antedicho.

6.1 El Superpotencial y las Ecuaciones de primer

orden

Como ya hemos comentado, calcularemos en esta seccién un superpotencial (real-
mente todo un conjunto de superpotenciales equivalentes) para el Modelo Sigma
O(3) Lineal Deformado.

Tal y como se definié en el Capitulo 4, decimos que un sistema mecanico es
pre-supersimétrico si existe una funciéon W : M — R tal que su energia potencial
verifique (4.30):

1
U= ) (gradW, grad W)

donde M es la variedad riemanniana sobre la que esta definido el sistema, es decir
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el espacio de configuracion del mismo. Si el sistema mecénico en estudio es el
resultado de aplicar el método de la analogia mecanica en una teoria de campos
en la que se buscan soluciones del tipo onda solitaria, como en la situacién que

aqui planteamos, el potencial V' = —U de la teoria de campos verificara:
1
V= 5 (gradW, gradW)

En nuestro caso, M = R? y la métrica es la euclidea, con lo que la bisqueda de
un superpotencial se reduce a la resolucién de la ecuacion en derivadas parciales
siguiente:

oW\ 2 (aw>2 (8W>2 s 9 9 N2 59 99
" o) “@reta-1) +ongto 6.1
( I ) g2 dqs (@ +a+a—1) 235 + 0395 (6.1)

En la seccién 4.3 del Capitulo 4 se detallaron las propiedades de los sistemas
pre-supersimétricos, la descomposicién de Bogomol'nyi que en ellos se plantea
conduce a la existencia de ecuaciones de primer orden para el sistema en estudio,
ecuaciones que evidentemente satisfacen (sus soluciones) las ecuaciones de segundo
orden (de Euler-Lagrange, o si se quiere, de Newton).

La descomposicién de Bogomol'nyi se realizaba de la forma (4.31) para el fun-
cional de accion del sistema:

o0 1 oo
Sld = / It 5 (¢ -+ earad(IV), ¢ + egrad (W) — ¢ / dt (é,grad(W))  (6.2)
donde ¢(t) = (q1(t),...,qn(t)) v € = £1.
Podemos escribir (6.2) para el caso de la métrica euclidea estdndar en R3. Si
fijamos, por simplicidad, € = 1, tendremos:

3 3
1 dg;  OW\ (dg; = OW eloo) oW
S[C]—§/_ dtZ(EjLaqi)(EjLaqi)_/C( quz-aqi (6.3)

=1 —00) =1
y las ecuaciones de primer orden: ¢ = —egradWW, se escribirdn entonces de la
forma:
dt N 8ql-

Resulta evidente que si ¢(t) es una solucién de las ecuaciones de primer orden y
W es diferenciable en todos los puntos de dicha solucién ¢(t), entonces el integrando
del segundo término de (6.2) es una diferencial exacta: (¢, grad(W)) = £¥, y, por
aplicacién del Teorema de Stokes, la accién de dicha solucién (la energia de la
teorfa de campos) depende tinicamente de los valores que toma el superpotencial
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en los puntos inicial y final de la trayectoria, determinados, por otra parte, por las
condiciones asintoticas del sistema y, en definitiva, por las propiedades topoldgicas
de las soluciones. Es habitual en la literatura denominar a este tipo de soluciones
kinks BPS (de Bogomol'nyi-Prasad-Sommerfeld).

La accién de la solucién dindmica (energia del kink desde el punto de vista de
la teoria de campos original) es entonces una cota topoldgica (llamada Cota de
Bogomol'nyi) y los kinks de este tipo seran minimos absolutos del funcional de
energia y estables frente a pequenas fluctuaciones.

Esta situacién cambia si la funcion W no es diferenciable a lo largo de todas las
curvas solucién del sistema. Tal y como veremos, existen soluciones (para el modelo
en estudio) tales que el superpotencial W presenta un conjunto discreto de puntos
de no diferenciabilidad a lo largo de las mismas. En este caso, W sdlo es, por tanto,
diferenciable a trozos, y asi la aplicacién del Teorema de Stokes conduce a que S|c]|
depende de los valores que tome W en dichos puntos de no diferenciabilidad. La
energia deja de ser entonces una cota topoldgica y los correspondientes kinks no
son estables. Estrictamente hablando, por otra parte, y tal y como detallaremos
en las secciones siguientes, para dichas soluciones no existen unas ecuaciones de
primer orden propiamente dichas, sino un conjunto de diferentes ecuaciones de
primer orden que se satisfacen en los diferentes intervalos de derivabilidad del su-
perpotencial. En este caso denominaremos a dichas soluciones kinks no-BPS. Dado
que las singularidades de los superpotenciales pueden ser “genuinas”, dinamicas,
o debidas a los cambios de coordenadas que se realizaran, pueden surgir equivocos
acerca del caracter BPS o no-BPS de las diferentes soluciones. Por ello definiremos
kink BPS de una manera no ambigua: Llamaremos kink BPS a toda solucién de
tipo onda solitaria de una teoria pre-supersimétrica tal que su energia dependa
unicamente de la diferencia entre los valores que alcanza el superpotencial de la

teoria en los extremos de dicha solucién.

Analizaremos en este capitulo estos aspectos que, como veremos, atanen no
solo a los kinks no topoldgicos sino también a algunos de los topoldgicos. De-
mostraremos cémo, de hecho, los unicos kinks que satisfacen unas ecuaciones de
primer orden propiamente dichas y, por tanto, son estables (y BPS), son los del
tipo TKZ205, lo cual concuerda con los resultados de los analisis de los espectros
de los funcionales hessianos realizado en el capitulo precedente.
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6.1.1 Calculo del Superpotencial

Para resolver la ecuacién (6.1) utilizaremos, una vez més, coordenadas elipticas de
Jacobi. Si utilizamos el cambio de coordenadas deducido en el Capitulo 3 para el
caso tridimensional tendremos:

9 (1= A)(1 = A)(1 = A3)

"
~2 ~2 ~2
2 (03 — A)(03 — A2)(03 — A3)
= 4
: ~o3(e} — o3) o4
2 = (735 — M)(75 — X2)(75 — As)
’ 03(0f — 03)

donde las constantes de separacién tomadas eran, respectivamente, 63 = 1 — 03,

2 = 1— 02 y 1. De esta forma, el espacio R? se representaba (ocho a uno)
en el paralelepipedo infinito P3(00) = dPs(00) U Ps(00) formado por los puntos
(A1, A9, A3), donde:

El cambio (6.4) conducia a la siguiente expresién para el potencial del modelo:

o LA = a3) (M —03) | AS(Ma —03) (N —a3) | A5(As — G3) (s — G3)
v = 2 ( (A1 = A2) (A1 = A3) (A2 = A1) (A2 — Az) (A3 = A1)(Az = Ag) )
(6.5}

con A = ()\1, )\2, )\3)
Y la métrica euclidea asociada a las coordenadas cartesianas se convertia, por
medio de (6.4), en la métrica “eliptica”:

1 (A1 = A2) (A1 — A3) _ A
g11 = _Z()\l — DM —a2) (M — (7%) a 4A(\)
_l e e mdy) AR
g2 = —7 e — )Xo —62) (A2 —52)  4A(\)
1 (A3 — A1) (A3 — Aa) _ —A(A3)
P8 =T 08— Dg — 02 (s — 2)  4A(N)

Y 9i5 =0,Vi # j.
Si se escribe el primer miembro de (6.1) en forma de producto escalar

OWN?  [OWN?  [oW\?
-7 Z ) = d
(&]1) + (8(]2) + (8q3> (gradW, grad W)
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es facil calcular de forma directa la expresién de la ecuacién (6.1) en coordenadas

o (WY | o (OW
0o O3
o explicitamente:

SN2 (), — 32) D —33) _ g~ 40— D — 3 (M = 33) (W)
> 2 700 (&) ©o

Si buscamos soluciones separadas de la forma: W (A1, Ao, A3) = Wi(\) +

elipticas:

2V = (gradW, gradW) = ¢' (giv)
1

Wa(A2) +Ws(A3), entonces las soluciones del sistema de tres ecuaciones ordinarias:

dw,\ 2 22
(d)\a> 11— ) T (6.7)

satisfacen de forma evidente la ecuacién (6.6).
La integracion de (6.7) es trivial:

Al a1 /1
Wéaa) — _(_1)0&@ / m = (—1) ag()\a + 2) 1 - Aa7 Oéa, — O) ]_

salvo constantes (aditivas) arbitrarias que hemos hecho nulas en esa expresién.

Tenemos en definitiva 8 soluciones de (6.6):

P20 (X Ay, \g) = % ((-1)&1@1 F VT -\
F(=1)™ 00 + 2 VT =X + (-1) 05 +2)V/T = Ag) (6.8)

segun se consideren las diferentes combinaciones posibles de los parametros ar-
bitrarios a1,z y as (y, en consecuencia, los signos relativos (—1)*, (—=1)*2 y
(=1)%).

Un comentario importante en este punto es el siguiente: La ecuacién (6.6) no
es otra que la ecuacién de Hamilton-Jacobi (ecuacién (2.46) del Capitulo 2) res-
tringida a considerar todas las constantes de separacién nulas (como imponen las
condiciones asint6ticas del modelo) y donde se debe identificar el superpotencial W
con la parte de la accién S independiente del tiempo (W es asi la frecuentemente
llamada funcién caracteristica de Hamilton). De esta forma, las soluciones W,
coinciden con las soluciones S, deducidas entonces y, en definitiva, la completa
integrabilidad (y separabilidad Hamilton-Jacobi) del sistema equivale a su cardcter
pre-supersimétrico.
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En el Apéndice B de esta memoria hemos calculado la expresién de W (@1:02.03)
en coordenadas cartesianas. Hemos decidido separar dicho calculo del discurso
general por razones de claridad. La dificultad de calculo que plantea el cambio de
coordenadas inverso a (6.4) hace que la obtencién del superpotencial en coorde-

nadas cartesianas sea compleja.

Dada la complicacion de la expresion del superpotencial en coordenadas carte-
sianas que se obtiene en el Apéndice B, no es trivial observar en qué puntos del
espacio dicha funcién no es diferenciable. Para realizar este calculo seguiremos uti-
lizando las coordenadas elipticas: Si se tienen en cuenta los rangos de variacion de
las coordenadas elipticas, se tiene que los superpotenciales W (@1:22:93) (X} Ay, A3)
son funciones diferenciables en todo punto del “espacio eliptico” excepto en el
“plano” A3 = 1. La presencia de la métrica no euclidea en la expresion (6.6) obliga
a analizar, ademds, las regiones fa(X) = N (X\;) = 0 como singulares.

En coordenadas cartesianas la métrica no introduce, evidentemente, ningin
punto de singularidad.

A3 = 1 se corresponde en cartesianas con el plano ¢; = 0 sobre el cual
W(alm’%)(ql,qg,qg) es diferenciable, y, por tanto, se trata de una singularidad
inducida por el cambio de coordenadas, no de una singularidad genuina. Por su
parte, f;(X) = A’(\;) = 0 comprende las siguientes zonas:

° a)
AN =N =0 =)A= X3) =0= A = \y = 52

e h)
SN = AN As) = A3 —A)As— Ao) =0 = A3 = Ay = 2

e ¢) Finalmente f(X) = A'(A2) = (A2 — A1)(A2 — A3) = 0 reproduce las dos

situaciones anteriores.

Observamos entonces cémo las singularidades de la ecuacién (6.6) se correspon-
den exactamente con las regiones de dP3;(o0) en las que dos de las coordenadas
elipticas se hacen iguales. Tenemos entonces dos aristas “singulares” de 0Ps(00):

e La arista F1F3, correspondiente a la situacién a). En coordenadas cartesianas
dicha arista se traduce en la que hemos llamado (ver Capitulo 3) “elipse
caracteristica” del cambio de coordenadas, de ecuacién (sobre el plano g3 =

0):
2 2
q q
L4+ 2= =1 (6.9)
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e La arista (infinita) Ay = A3 = G2 se corresponde, en coordenadas carte-
sianas, con la “hipérbola caracteristica”. Dicha hipérbola representa el lugar
geométrico de los puntos umbilicos de cada uno de los elipsoides que resul-
tan de tomar A\; =cte. En particular, para el elipsoide A\; = 0, frontera
“dindmica” del paralelepipedo P3(0) determinado en el Capitulo 2, se res-
tringe a la arista (finita) AF,. La ecuacion de toda la hipérbola, en el plano
g2 =0, es:

2 2
Lot (6.10)

No es dificil comprobar que las funciones W (*1:92:23) (g, g5, ¢3) no son diferen-
ciables precisamente sobre estas dos curvas, (6.9) y (6.10).

Por otro lado, este hecho pasa a ser casi una trivialidad, sin necesidad de
realizar cdlculos tediosos (aunque sencillos), si se tiene en cuenta el punto de
vista de la teoria general de resolucién de las ecuaciones cibicas. La funcion
Wianezas) () Ay \3) es diferenciable, como ya hemos dicho, ¥(A1, A2, A3) € P3(c0)
(con la excepcién comentada del caso A3 = 1). Por tanto, W(@e2:03) (g (X),
¢2(X), g3(X)) serd diferenciable cuando lo sean las ecuaciones del cambio de co-
ordenadas (B.3). Evidentemente, si tenemos en cuenta la expresion de 0, las
singularidades de dichas ecuaciones aparecen exactamente en la regién ¢ 412 = 0
(ver Apéndice B). Ahora bien, que ¢* + 72 se anule significa que dos de las raices
de (B.2) coinciden. De hecho, si calculamos el limite

lim 6=0
¢3+1r2—0,r<0
entonces, sustituyendo en (B.3), obtenemos A\; = Ay = 73, la elipse (6.9).
Y de manera analoga:

lim 6O=m7
¢3+r2—0,r>0

conduce a Ay = \3 = 73, la hipérbola (6.10).
Por cualquiera de los dos caminos queda demostrado por tanto que W (@1:92:23)(7)
es no diferenciable sobre ambas curvas de R3.

6.1.2 Ecuaciones de primer orden

Si escribimos la expresién de la energia de la teoria de campos original del Modelo
Sigma O(3) Lineal Deformado para las configuraciones estéticas, utilizando los
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superpotenciales que hemos deducido en la seccién anterior, tendremos’:

m3 00 3 ~d)\, dN\ o oW (anaz,a3) g/ anaz,as)
= — d (N —s - —= ~L(\
2>\?\/§/_oo mﬂ; {g W e Ny N }
(6.11)
y donde:
oW (a1,a2,03) A
—_— = (=) ——— =1,2,3
O\, (=1) 21 =X, “=5

Podemos escribir entonces, como ya hemos comentado, la energia en forma de

Bogomol'nyi:

3
d)\ Lo OW (enazas)
— L) — .
2/\2\/_ / Zg“” 2 e N5
d/\b & ) QW (e1:02,09)
+Zgbd ||t

m3 oW enazas) _ gy
N [ a 5
BSYNG ‘/ $; o N

donde la primera de las dos integrales proporciona una contribucién semidefinida

] (6.12)

positiva y, por tanto, existe una cota a la energia de un kink, que satisface la

3
oW (an,a2,a3)
> —\|d\,
—wz/p,(; W

con la integral calculada sobre la trayectoria Pg del kink correspondiente.

desigualdad:

(6.13)

De aqui se deduce, de manera evidente, que si se satisfacen las ecuaciones de

primer orden?:

d)\l o 1y )\1()\1—0'%)()\1 ) —
i v nswrw AT

dAs _ 1vaz )\2()\2— 53) (A2 — 73) —

P (—1) 200 0 ) V1= (6.14)
dAs aso3(As — 03) (A3 — 73)

dr (=1)%2 (Ag—Al)(Ag—Az) VI

Dado que adoptaremos en este apartado, y en las secciones siguientes, el punto de vista de
la Teoria de Campos original, escribiremos la energia E de la misma en lugar de la accién S
del sistema dindmico asociado. Consecuentemente, volveremos a utilizar el “tiempo” z' = z en
lugar del equivalente “tiempo dinamico” t.

2Mantendremos, como hicimos en la ecuacién (6.3), el criterio de tomar el signo arbitrario

positivo, € = 1.
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entonces la desigualdad (6.13) se convierte en igualdad, decimos entonces que la
cota de Bogomol'nyi esta saturada.

Dado que, en el sistema (6.14), los pardmetros oy, ay v as pueden tomar ar-
bitrariamente los valores 0 6 1, realmente (6.14) constituye un conjunto de ocho
sistemas de ecuaciones ordinarias de primer orden diferentes®. Como veremos en
la Seccion 6.2, la integracion de dichos sistemas conduce a la obtencion de todas
las soluciones kink de la teoria. Sin embargo, la presencia de singularidades del
superpotencial, demostrada en el apartado anterior, hace que dicha integracién no

sea en absoluto trivial, como detallaremos.

Es interesante resaltar, por otro lado, que (6.14) se podria haber obtenido re-
solviendo (algebraicamente) el sistema de ecuaciones no lineales que se determina
cuando se impone que las integrales primeras del sistema (en coordenadas elipticas)
tomen los valores que para ellas determinan las condiciones asintéticas que resul-
tan de considerar soluciones de tipo kink. EIl mismo razonamiento es valido en
coordenadas cartesianas. Para el caso del modelo bidimensional (el ya referido
modelo MSTB), este punto de vista, muy directo a partir de las expresiones de las
integrales primeras Iy e I, permite demostrar de manera casi trivial el cardcter
pre-supersimétrico del mismo. Para el modelo que nos ocupa, tridimensional, di-
cho tratamiento es casi inabordable en coordenadas cartesianas, habida cuenta la
gran complejidad de la expresién del superpotencial deducido en el Apéndice B.

Antes de proceder a la resolucién del sistema (6.14) analizaremos brevemente
el mismo.

Si escribimos el sistema (6.14) de la forma:

d\, _ dz
(_1)aa2)\a()\a - 5%)()\a - 5:‘%) \% 1 - /\a fa(x>

(6.15)

y sumamos las tres ecuaciones, obtenemos

3

dA, B
; (=1 22X, (A — 32) (Mg — FDVI — Ay 0 (6.16)

a

3La existencia de ocho superpotenciales diferentes segtin las elecciones de signos que se realicen
equivale en la prictica a las diferentes descomposiciones de Bogomolny posibles. En (6.12) se ha
tomado un signo concreto para la descomposicién y se ha utilizado genéricamente W (@1:@2,23)
Alternativamente podemos fijar uno de los superpotenciales concretos y considerar todas las
descomposiciones posibles. Cualquiera de las dos técnicas conducen evidentemente a los mismos
sistemas (6.14).
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Por otro lado, si multiplicamos cada una de las ecuaciones (6.15) por A\, — Ay,

a # b y sumamos las seis ecuaciones resultantes tendremos:

3

AadAg B
D W = e v (6.17)

a=1

donde se han usado para la simplificacién las ecuaciones (6.15).

Por ultimo, multiplicando cada ecuacion de (6.15) por la correspondiente funcién

—

fa(A) y sumando los resultados, se obtiene:

3

> A = dx (6.18)
(=12 20(Ag — 32) (Mo — F)VI =Ny '

a=1

Las expresiones (6.16) y (6.17) que hemos obtenido son exactamente las ecua-
ciones cuya integracion proporciona las trayectorias solucién que fueron obtenidas
en el Capitulo 3 por medio de la separacion de la ecuacién de Hamilton-Jacobi del
sistema, tras imponer que las integrales primeras fueran nulas, como consecuen-
cia de las condiciones asintéticas del mismo. La dependencia “temporal” de las
soluciones viene determinada, evidentemente, por la ecuacién (6.18), coincidente
también con la obtenida por el método de Hamilton-Jacobi.

Las posibilidad de realizar las elegantes simplificaciones anteriores, que nos
han permitido pasar del sistema (6.14) al nuevo sistema ((6.16), (6.17), (6.18))
en el que las variables estan separadas, no se debe, evidentemente, al azar. La
“magia” de estos calculos radica en el Lema de Jacobi demostrado en la seccion
2.2 del Capitulo 2, y, de hecho, son calculos facilmente generalizables al caso N-
dimensional. Se trata, en definitiva, de simplificaciones similares a las realizadas

por el propio Jacobi en sus cdlculos de las geodésicas del elipsoide triaxial (ver
[81]).

Las ecuaciones (6.14) permiten también deducir facilmente otro resultado im-
portante que ya obtuvimos por el método de Hamilton-Jacobi. Se trata de la
demostracion de que el movimiento, para las soluciones kink de este sistema, esta
restringido a la regién limitada por el elipsoide de ecuacion:

2 2
G+t =1
03 O3

en R3) o, equivalentemente, \; = 0 en P3(c0), que queda reducido entonces al
paralelepipedo finito P3(0).
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Si se eleva al cuadrado la primera de las ecuaciones presentes en (6.15), y se
recuerda que el momento candnico asociado a la variable \; es: m = 911()\)%,

tendremos entonces que dicha ecuacién equivale a:

A

o L A
hga —1

1
-7 + (6.19)
2

La ecuacién (6.19), como ya se expuso para el caso general N-dimensional en
el Capitulo 2, describe el movimiento de una particula con energia nula bajo la
influencia de un potencial:

V(/\l) = —00 < /\1 < 5'%

= 00, 73 < Ap < 00

V(A1) tiene un méximo en A; = 0 y tiende a —oo cuando \; tiende a —oo; por
tanto, el movimiento acotado ocurrird inicamente en el intervalo A\, € [0, 53].
Si consideramos ademds las condiciones asintdticas que conducen a energia

finita de los kinks, y que en coordenadas elipticas se escriben de la forma:

_dAg : : _ : _
g =0 mA@ =0l () =0, lip (@) =2
(6.20)

tendremos demostrado entonces que las configuraciones kink permanecen en el
paralelepipedo P3(0): 0 < A\ < a2 < A <2 < A3 < 1.

6.2 Solucion general de las ecuaciones de primer

orden

Plantearemos en esta seccién la resolucién de las ecuaciones de primer orden (6.14),
0, mas exactamente, como ya hemos comentado, de los diferentes sistemas de
ecuaciones de primer orden que se incluyen en (6.14) debido a las ocho posibilidades
de eleccion de signos relativos con las que nos encontramos.

Por otro lado, y dado que el cambio de coordenadas (6.4) es singular en la
frontera de P5(0), 0P5(0), con la excepcién de la que hemos llamado “frontera
dindmica”, la cara A\; = 0 (es decir, el elipsoide ¢? 4 &, 2¢2 + &5 2¢2 = 1 en coorde-
nadas cartesianas), comenzaremos el analisis de las ecuaciones (6.14) estudiando
su comportamiento limite sobre dP3(0). El sistema se reduce dimensionalmente
sobre diferentes caras de 9P;(0) y observaremos, de acuerdo con lo calculado en
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el Capitulo 3, como aparecen sobre esta frontera los kinks embebidos y los kinks
envolventes del modelo. Existe una excepcién: el plano ¢; = 0 de R? o, equivalen-
temente, la cara A3 = 1 de 0P5(0); quedard fuera de este andlisis por una razén
evidente, no contiene a los puntos de vacio. Como ya se comenté en el Capitulo
3, es una cara que serd cortada por todas las soluciones (excepto las soluciones
constantes, es decir los propios puntos o~ y @+, o el punto D de P5(0)) una o varias
veces, pero no existen soluciones totalmente contenidas en ella. No es una regién
singular si se considera en coordenadas cartesianas en R?.

Posteriormente analizaremos los puntos regulares, del interior de P3(0), para
obtener las familias de kinks TK3, soluciones que hemos denominado genéricas de
la teoria en estudio.

Mostraremos cémo las ecuaciones (6.14) conducen a idénticos resultados a los
obtenidos en el Capitulo 3 de esta memoria y nos centraremos en la obtencién de
la energia de los diferentes tipos de kinks como cotas de Bogomol'nyi en distintas
situaciones, hecho que nos conducira a clasificar los kinks en BPS y no-BPS de
acuerdo con el criterio establecido anteriormente. Esta clasificaciéon permite, a su
vez, establecer un nuevo criterio de estabilidad, ya comentado, que proporciona
el mismo resultado obtenido, desde el punto de vista del analisis espectral de los
Hessianos, en el capitulo anterior.

Como ya establecimos en la seccién anterior, las soluciones de las ecuaciones

de primer orden (6.14) saturan la cota de Bogomol'nyi:

E[)\K]:—)\Q 7 /P ) AV (1 -2:05)

De esta manera, si el superpotencial es una funcion diferenciable a lo largo de

todo el camino Py (trayectoria del kink), entonces ’ i) P dW(al,OAQ,OB)‘ dependera

tinicamente de los valores que alcance W(@1:92:93) e los extremos de la misma;
es habitual, en la literatura, referirse a este tipo de situaciones diciendo que
‘ J Pr dW(O‘1’O‘27a3)’ es entonces una cantidad topolégica. En este caso, la energia del
kink serd un minimo absoluto en el sector topolégico correspondiente del espacio
de configuracion; la onda solitaria sera absolutamente estable y tendremos estados
topolégicos BPS (ver [13], [10]). Como veremos, en nuestro sistema tnicamente
un tipo de kink pertenece a esta categoria a pesar de que la totalidad de los kinks
satisfacen ecuaciones de primer orden. La razén, ya citada, estd en el hecho de que,
para los demas kinks, las trayectorias atraviesan puntos de no diferenciabilidad del
superpotencial, de esta manera ‘ / Py dW(al’QZ""B)’ no es una cantidad topoldgica,

aq,02,

puesto que depende de los valores que tome W @3) en los puntos singulares.
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Por 1ltimo, la resolucién que realizaremos pondra de manifiesto explicitamente
la relacion existente entre los puntos singulares que cada trayectoria kink atraviesa,
singularidades del superpotencial, y los puntos conjugados a los puntos de vacio
que el modelo presenta y que seran estudiados en la proxima seccion a la hora de

aplicar el Teorema del Indice de Morse al modelo que estamos estudiando.

Cara )\; = 0. Kinks no topolégicos envolventes

Como se ha comentado, la cara A\; = 0 de dP5(0) se corresponde en coordenadas
cartesianas con el elipsoide de ecuacién

2 2
d+Z+E5 =1
gy 03

en R3. Sobre esta superficie el superpotencial se reduce a la expresion:

— 1 [e3% QU
weres) () = 3 <(—1) Y +2)v/ 1=+ (=1)* (2 + 2)3/1 = M2> (6.21)
donde se ha denotado Ay = 1 y A3 = po como las componentes del vector bidi-
mensional i = (u1, po) que parametriza el paralelogramo P (62,532): 62 < puy <
o5 < pp < 1.
La métrica reducida a P5(52,53) se escribe de la forma:

7 = & pa(pn — pho)
911(,“) = 1 (/h — 1)(,“1 . 53)(,“1 - 5?%)
go2(fi) = 1 pia(piz — )

4 (p2 = 1)(p2 — 73) (2 — 73)
y asi las ecuaciones de primer orden, (6.14), para este sistema bidimensional se
reducen a las ecuaciones:

d — 52 — 52
% _ (_1)a12(ﬂl 3) (1 3)-ﬂ

(p1 — p2)
dus Ly (B2 —03)(pe —03)
e V1— 1 (6.22)

Con razonamientos similares a los empleados en la seccién anterior, no es dificil
obtener, a partir de las ecuaciones (6.22), las correspondientes expresiones en varia-
bles separadas cuya integraciéon proporciona las ecuaciones de la orbitas de los
kinks, por un lado, y la dependencia temporal de los mismos, por otro. Asi encon-

tramos:
2

dita B
; (07200 — D) e — VI —fta (6.23)
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para las orbitas, y:

2

fadpta .
2 020 — D) e — VT =T (6.24)

en lo que respecta a la dependencia frente al “tiempo” .

a=1

La integraciéon de (6.23) proporciona la ecuacién (3.46) del Capitulo 3 (con
el cambio de notacién comentado, por supuesto), mientras que la integracion de
(6.24) conduce a la ecuacién (3.47).

Como ya se explico en dicho capitulo, la familia de kinks resultante sobre esta
superficie, A\ = 0, estd compuesta por soluciones no topoldgicas que pasan, todas
ellas, por el punto A de 9P5(0). En el espacio “cartesiano” R? esto se traduce en
cuatro familias de kinks no-topoldgicos que salen y llegan a uno de los dos puntos
de vacio y pasan respectivamente por cada uno de los cuatro puntos umbilicos del
elipsoide, representados en coordenadas elipticas por el tnico punto A. Dado que
se trata de curvas alabeadas, con las tres componentes no nulas, recibieron en el
Capitulo 3 el nombre de NTK3, de acuerdo con la notacién que estamos utilizando
en esta memoria. Se les clasificd, también, como los kinks envolventes del sistema,
dado que permanecen en el elipsoide citado (cara A; = 0), fuera del cual no existen
soluciones kink.

La energia de cada uno de los miembros de estas familias es idéntica y fue

calculada también en el Capitulo 3, obteniéndose:

E(NTK3) = 2By, (\) +4Ey,(\s)
m3 02 + o2
_ ™ [, _ 0ty
s (2o 257))

debido a que los rangos correspondientes de las variables Ay y A3 se recorren tres y
cuatro veces, respectivamente, en cada uno de los miembros de la familia NTK3.

Nos centraremos en este momento en la obtencion de la energia citada desde
el punto de vista de las ecuaciones de primer orden y las cotas de Bogomol'nyi
correspondientes. Para ello, conviene estudiar con detalle la 6rbita de un kink
NTK3 cualquiera, desde un punto de vista no incluido en el andlisis que realizamos
en el Capitulo 3.

Si consideramos el punto inicial de la trayectoria tomada, evidentemente el

punto D, que se alcanza en x — —oo, sus coordenadas en el paralelogramo
du o, dug
dx y dx
cercanias de dicho punto, necesariamente positivas. Como puede observarse en la

P»(52,52) son D= (52,53) y asi, evidentemente, las derivadas son, en las

Figura 3.13 esta situacién se mantiene hasta el punto P; donde el kink alcanza la
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arista superior de P,(52,52), que corresponde a o = 1 (o, si se quiere A3 = 1).
A partir de este punto la derivada %’;—2 pasa a ser necesariamente negativa, puesto
que po decrece desde el valor 1 que alcanza en Py, como hemos dicho, hasta el
valor s = 3 que recupera en el punto umbilico A. A partir de A, la situacién se
repite, pero ahora con % negativo. Si denominamos x; al valor que la variable x
toma en Py (y que obviamente es arbitrario al existir invarianza bajo traslaciones
en la coordenada espacial), xy al correspondiente al punto A y xs al relativo al
punto Py, en el que el kink “toca” la arista BC por segunda vez, en el “camino de
vuelta” hacia el punto D, tendremos que las ecuaciones que se verifican en cada

tramo son las siguientes:

e a) D — Py; x € (—o0,z1]. Las ecuaciones (6.22) que se verifican en este

tramo se corresponden con la eleccion de signos: a3 = 0, ap = 0.

e b) Py = A; z € [11,20]. En este caso los signos adecuados en (6.22) son
o] = 0, Qg = 1.

e ¢) A — Py; x € [zg,x5]. Ahora encontramos a; =1, ag = 0.
e d) Py — D; x € [x9,00). Finalmente, la posibilidad restante: ay =1, ap = 1.

Dado que encontramos cuatro sistemas de ecuaciones de primer orden para este

tipo de kinks, la descomposicién de Bogomol'nyi puede escribirse de la forma*

)\2\/§ aq s
—“B(NTKS) = —/NTK a (Wi + i) =
3

= - /Dpl a (W +wg”) - /PA a(w” +wi)

1
D

P2
- / a(wi”+wi¥) - / a(wi”+wi) =
A P

2

4Como ya se comenté en la seccién precedente, existe una ambigiiedad en la eleccién global del
signo a considerar en la descomposicién de Bogomol’'nyi, ambigiiedad, por otra parte, equivalente
a la invarianza de los célculos si se cambia el signo de la funcién superpotencial en su definicién.
Tal y como se han escogido las ecuaciones de primer orden en este caso, con € = 1, resulta
evidente que la energfa sera:

m3

A (e2)
A2v/2 [nTKs

E(NTK3) = —

En general, se puede considerar EF(NTK3) = /\’2”—\;5 UNTK:; dW(a1’a2)’ y despreocuparse de dicho

signo global, dado que el resultado es necesariemente positivo.
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3 3
= 2 (02 - %) +2 (03 - %) (6.25)

Concluimos por tanto que E(NTK3) no es una cantidad topolégica, dado que
en su computo final intervienen los valores que alcanza en un punto intermedio,
A, de la trayectoria, y no sélo de los valores alcanzados en los puntos inicial y
final de las soluciones®. Los kinks NTK3 serdn en consecuencia inestables, del tipo
no-BPS.

Plano ¢; = 0. Modelo O(2) embebido en el modelo O(3): 1

La reduccién del sistema al plano ¢z = 0 de R? se convierte, sobre P3(0), en
reduccién a dos caras del mismo, la cara \; = 3 y la cara Ay = 72, como se detalld
en el Capitulo 3. La arista de unién entre ambas no es otra que \; = \y = 73,
es decir, la linea F{F3 o, equivalentemente en coordenadas cartesianas, la elipse
caracteristica del plano q3 = 0 que pasa por F; y F3 y tiene focos en Fs.

A. Sobre la cara \; = 3 tomaremos coordenadas

Ao =viN3=1v] = 7= (vl vd)
de manera que el superpotencial reducido se escribe:
1
W ene2) () = 3 ((—1)“1@{ +2)\/1 — v+ (=1)(vs +2)4/1 — u2f> (6.26)

5Es interesante apuntar que los diferentes superpotenciales se anulan en la arista BC, es
decir, en los puntos P; y P5. Su contribucién al célculo de la energia se reduce, por tanto, al
cambio en los signos relativos que produce el paso por estos puntos. Evidentemente, el diferente
comportamiento de estos puntos frente a los umbilicos, A, radica en el hecho de que éstos 1iltimos
son puntos de no diferenciabilidad genuinos del superpotencial, mientras que la existencia de los
primeros se debe a las especiales caracteristicas del cambio de coordenadas. Intuitivamente, por
otra parte, se observa que la energia no puede depender de dichos puntos puesto que en tal caso
no coincidirian las energias de los diferentes kinks de la misma familia.
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La métrica:

1 (—w)

g (7)) = D)
I T (s
92(7) = =Tl =2

y, finalmente, las ecuaciones de primer orden reducidas:

dvy vi(vi — 03)
e S N N S VAN O |
dx (=1) (vl —vl) i
dvy vy (v — 03)
— (—=1)222 a1 =l 6.27
dr ( ) (V2[ . V{) Vs ( )

De esta forma es facil deducir que las ecuaciones de las trayectorias kink estan

determinadas por la integracién de:

2 I
3 vy =0 (6.28)
= (D)2l (vl —a3)\/1 - vl

y la dependencia temporal por la ecuacion

22: vIdy!
— (—1)*2!l(v] —a3)\/1— VI
Por analogia con la notacién del caso anterior denotaremos a esta cara (para-
lelogramo): Py(62,62): o2 <vl <a2<uvl<1.
B. Para la cara \y = G2, tenemos resultados andlogos:

(6.29)

)\1_7/1 7>\3_V2 ) = _'II (Viilvyi”)
1
Wlene2) (i) = 3 ((—1)@1@1” + 24/ 1=l 4+ (=1)* (1" +2)4/1 - VQH)
(6.30)
q (1711) _ 1 ( II_V2II)
! AT =1 —0a3)
922(1711) _ _1 (1/211_1/111)
4 (" = 1)(y' —a3)
dvy’ oVl (Vi — 3
W - Vg oy v
dv!! 11/, 11 _ =2
o _ (e W =) [0 (6.31)

dx
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2

dVII
" - =0 (6.32)
2 T — i
2 I, IT
d
Yo WV dx (6.33)

= (D (Wl —o3)/T—vlT

ahora sobre el paralelogramo P(0,53): 0 < vif <52 52 <vil <1.

La integracién de las ecuaciones (6.28) y (6.32) nos proporcionard, evidente-
mente, las ecuaciones de los kinks (3.39)-(3.40), que hemos denominado familia
NTK20, en el Capitulo 3 por tratarse de kinks no topoldgicos de dos compo-
nentes (cartesianas) no nulas. De manera andloga, (6.29) y (6.33) nos conducen
a la dependencia temporal de dichas soluciones, (3.41)-(3.42). Las soluciones que
se obtienen son obviamente las mismas que las obtenidas en el Modelo O(2), si
bien ahora expresadas en términos de las coordenadas elipticas tridimensionales
y no en las bidimensionales. La familia resultante depende de dos constantes ar-
bitrarias, una de ellas es la responsable de la invarianza bajo traslaciones en la
variable x, mientras que la otra, que aparece en las ecuaciones de las orbitas, es
la que nos diferencia entre unos y otros kinks de la misma familia uniparamétrica.
Por supuesto, en coordenadas cartesianas existen dos familias de este tipo, la
perteneciente al sector topolégico C(—~) y la del sector C+1).

La energia de cualquiera de los kinks de estas familias coincide, ya fue calculada
en el Capitulo 3, y resultaba

E(NTK20y) = 2B\ (A1) + 2B, (Ao) + 4By, (\s)

3 2
- )\T—ﬁ E + 205(1 — %)} :
debido a que los rangos de variacién de cada una de las variables (A1, Aa, A3) se
recorren 2, 2 y 4 veces respectivamente sobre una solucién cualquiera de las fami-
lias.

De la misma manera que hicimos en el caso de los kinks NTK3, describiremos
ahora con detalle cémo esta energia puede verse como cotas de Bogomol'nyi a
través de las ecuaciones de primer orden. Para ello detallemos la trayectoria de un
kink cualquiera de estas familias.

Si, partiendo del punto D, denominamos P; y Ps a los puntos de interseccién
entre la trayectoria y las aristas CF; y F1F3 respectivamente, que el kink alcanza
antes de pasar por el foco Fy y, de manera analoga, llamamos P3 y P4 a los pasos
por las mismas aristas en sentido inverso, en el “camino de retorno” al punto D,

tendremos los siguientes tramos a considerar, en sentido cronoldgico:
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e En la cara \y = 72:

. dI/II dl/II .
1. D — P;. En este tramo, evidentemente, —L- y —2- son necesariamente
positivos, puesto que en el mismo v = \; crece desde su valor minimo
vl = 0 hasta el valor que alcanza en Py, mientras que v = X3 pasa

desde 72 hasta 1. En consecuencia las ecuaciones de primer orden que
se verifican en este tramo son las correspondientes a la eleccién de sig-
nos tales que a; = 0 y ap = 0. El intervalo de tiempo empleado sera
entonces (—oo, x1] siendo z; el valor (arbitrario, como ya hemos comen-

tado) en el cual la solucién alcanza el punto P;.

2. P; — Py. En este caso la coordenada v!! contintia siendo creciente pero
vi decrece desde su valor méximo 1 hasta el correspondiente al punto
P,. Se tiene, por tanto, que las ecuaciones que se satisfacen ahora seran
las correspondientes a los valores a; = 0 y as = 1, en el intervalo de

tiempo [z1, x2).

e En la cara A\, = 73:

. dv! oy
3. Py — F5. En este caso la derivada 24 es positiva, puesto que v = Ay
dzx ) 1
;. _92 . dy21 .
crece hasta alcanzar su valor méximo o3 mientras que —2 es negativa, al
decrecer v = \3 hasta su minimo 2. Tendremos asi, en las ecuaciones
2 3 2 )
(6.27), la eleccién oy = 0y ay = 1. El tiempo empleado en este tramo

serd [xa, To).

I
4. Fy — Pj3. Se trata evidentemente de la situacién opuesta, %1 <0y

dvi y
> 0. La eleccién es ay = 1y ap = 0 en [z, 23).

e Nuevamente en la cara Ay = 73

duél
dx

VII
5. Py — Py. dd; <0y > 0. Consecuentemente a; = 1, ap = 0 en
[953,334]-

II ITI
6. P, — D. Finalmente, en [z4,00), tendremos ds; <0y d;; < 0y asf

) = 1= Q9.

Con todas estas consideraciones, podemos calcular la energia separando la in-

tegral general en los tramos cronoldgicos descritos:

A2V/2

m3

E(NTK209) = _/ d(W (erezas)y —
NTK202
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F

P P2 2
_ _/ dW(O’O)<17H)—/ dW(O’l)(ﬁH)—/ dW(O’l)(ﬁ])
D P
D

P P
_/ 3 dW(LO)(ﬁI) . / 4 dW(LO)(ﬁII) . / dW(Ll)(ﬁII) —
Fa P3 Py

4 o2
= — 4 9255(1 -2
3+ 0'2( 3)

Y concluimos, finalmente, que E(NTK20,), al igual que E(NTK3), no es una
cantidad topoldgica puesto que depende de los valores que alcanza el superpotencial

en puntos intermedios de la trayectoria. Se trata, por tanto, de kinks inestables,
no-BPS.

Ademas de los kinks NTK205 en el plano g3 = 0 existen dos tipos de kinks, que
ya hemos estudiado, se trata del tipo TK205 (que incluyen el TK20, propiamente
dicho y el ATK20,, TK205* y ATK20,*) y el kink TK1 (y su correspondiente
antikink ATK1). Nos detendremos brevemente en analizarlos desde la perspectiva

que estamos adoptando en esta seccion:

e La orbita del kink TK20, se reduce, en coordenadas elipticas, a la arista DC
de OP53(0): A\ =0y Xy = 2. Sobre ella, el sistema de ecuaciones de primer
orden (6.14) se reducen a una tnica ecuacién:

% = (=1)%(\s — 621 — As (6.34)

cuya integracion directa nos proporciona la dependencia temporal de la coor-

denada A3 y asi escribimos el kink explicitamente de la forma:
ME22 () =0, AN72(z) =062, A\ 272(z) = 1 — otanh®(092)

Su energia es trivialmente calculable:

m®
A24/2

Y esta expresion puede calcularse como una cota de Bogomol'nyi si tenemos

E(TK205) = 2E,,(A3) = {202( - %3)] (6.35)

en cuenta que el kink TK20, recorre la arista DC dos veces, en primer lugar

% es positivo en D— C, mientras que en C — D sera negativo al decrecer

A3 desde su valor maximo, 1, hasta su minimo 3. Las ecuaciones de primer
orden se verifican en ambos tramos con signos opuestos. FExiste, sin em-

bargo, una diferencia sustancial entre esta “singularidad” (en A\3 = 1) y las
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observadas en los puntos umbilicos para el caso NTK3, o el foco Fy para los
kinks NTK205,. La tnica singularidad que presenta el kink TK205 es debida
al cambio de coordenadas, es decir, A3 = 1 no es una region de singularidad
en las coordenadas cartesianas y, de hecho, los valores que alcanza el super-
potencial en el punto C no influyen en la energia, al ser nulos. Tenemos de

esta manera:

m3 (a3) m3 C (0) (1)
( 2) )\2\/§ T'K202 ’ /\2\/§ |:/) ’ C ’

m3

= 5 W3 (s = 33) | :AT—ﬂ[m( —%ﬂ

Podemos afirmar asi que E(TK203) es una cantidad topoldgica y, en con-

secuencia, los kinks tipo TK20, son absolutamente estables y, por tanto,

defectos topoldgicos de tipo BPS.

En lo que respecta al kink TK1, contenido tanto en el plano g3 = 0 como en
el go = 0, su drbita en OP5(0) consta de tres tramos, cada uno de los cuales
se recorren dos veces. Partiendo del punto D, el primero de los tramos, la
arista DF3 corresponde a Ay = 2 y A3 = 75, de manera que 0 < \; < 52. El
segundo tramo consiste en la arista F3Fy, A\; = 63, A3 = 73, 63 < Ay < 73.
Finalmente el tercero sera F3O, con A\ = 6%, Ay = 05, 05 < A3 < 1. Las
ecuaciones de primer orden en cada tramo, asi como su integracién explicita,
se detallan a continuacién (y donde las dos opciones de signo, + o -, estén
asociadas, evidentemente, a la primera y segunda vez que se recorre el tramo,
respectivamente):

1. )\2 = 5'% and )\3 = 5'%

dA f—
d—l - :|:2)\1 1 - )\1
X

x € (—oo, — arctanh o3] U [arctanh o3, 00)

MEYz) =1 —tanh*2, N5 (z) =62, N5 Yz) =2
2. )\1 = 5'?2) and )\3 = 5’%.
d)s
d_ - :|:2)\2\/ 1— )\2
Xz

x € [— arctanh o3, — arctanh o9] U [arctanh o9, arctanh o)
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ATKUz) =62, ATKN(2) =1 —tanh®z, A%'(z) = 62
3. A\ =052 and \y = 75.

d\
— 23— 1oM1 = A
a

x € [— arctanh o9, 0] LI [0, arctanh o]

M @) =063, A(2) =03, A"(2) =1 tanh’s

Como vemos, las tres componentes elipticas son no nulas (aunque cada una
de ellas lo es en un tramo diferente). En coordenadas cartesianas, como ya
se ha detallado anteriormente, se tiene de una tinica componente no nula, ¢;.
Se trata, por otro lado, de la solucién kink del Modelo Sigma Lineal O(1).

La energia que se computo en el Capitulo 3:

m® 4

A2V2 3

puede verse ahora desde el punto de vista de la cota de Bogomol'nyi. Siguien-

E(TK1) = 2B, (A1) + 2E,,(As) + 2By, (A3) = (6.36)

do los razonamientos que se han detallado en los anteriores casos estudiados

tendremos la siguiente expresion:

\24/2

m3

E(TK1) = _/ WD 4 s 4 ppten))
TK1

F3 F2 O
= - / awl® — / awi? — / dw?
D F3 Fa
Fo F3 D
- / aws? — / awy" — / awy) =
O Fa F3

4

3

de manera que el kink TK1 satisface seis sistemas de ecuaciones de primer

orden diferentes en los seis tramos de que consta la solucion:

x € (—oo, —arctanh 03], x € [—arctanh os, — arctanh o]
x € [—arctanh 09, 0], = € [0, arctanh oy

x € |arctanh oy, arctanh 03], x € [arctanh o3, 00)

Su energia depende de los valores que el superpotencial alcanza en los puntos
singulares Fy y F3, ademés del punto D y, en definitiva, se trata de una

solucion inestable, no-BPS.
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Plano ¢, = 0. Modelo O(2) embebido en el modelo O(3): II

De manera similar al caso anterior, nos encontramos ahora con que el plano ¢, = 0
de R? se corresponde con dos caras de P3(0), en este caso se trata de Ay = 73
y A3 = 05. La arista comun es ahora la hipérbola caracteristica que pasa por los
puntos umbilicos y por el Fy, teniendo como focos a los puntos F3. Escribiremos

a continuacion unicamente las expresiones resultantes en ambas caras:

o A. Cara \y =53

)\1 = 10{7 )\3 = p£7 = ﬁI = (p{7p£>

Wlenea)(5) = % ((—1)&1 (p1 +2)/1 = p{ + (1) (py + 2)y/1 - pé)

(6.37)
o1 (ph=ph
gu(p’) = D)
922(51) = _1 o )

4 (py —1)(ph — 73
1

dpl aoPLP1 —05)
dr A P (p1 — p3) ~ A
doi _ 1)@20?(/[)2 >) [i — pt (6.38)

dr
2
dp!
& =0 (6.39)
; ( 1)aa2pa(pa - 03) V 1- IO(z
2 I .1
d
3 Pa®fa = dr (6.40)

= (—1)*2pl(pl — 73)\/1 — pl

en el paralelogramo P(0,53)): 0 < p! < a2, 63 < pl <1.

e B. Cara \3 =73

)‘1 = P{17 )‘2 = péla = ﬁU (pl 7:02 )

((—1)“1@{1 L)1l (1)l 1 21— péf)

(6.41)

W(al,ocg) (p—»II) _

Wl =
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gll(p—»II) _ 1 (p{l - pél>
4 (pi" = 1)(pi" — 73)
ga(P') = 1 (py' = pi")
4 (py" —1)(ps" — 03)
dpl! Iy 11 =2
P (_1)a12P1 (I/IH I‘;z) /1= pl
dr (p1" = o)
dpy' pa'(py' — 03)
T D L T B VA Yo 6.42
dx (=1) (pa" — pi) 2 (6:42)
2
dpy'
Z (=1)a2pH (pll — 52)\/T — pIf =0 (6.43)
a=1 a a 2 pa
2 14,01
Pa %Py = dx (6.44)

= (U2l (ot — )T

para el paralelogramo P5(0,5%): 0 < plf <52 < plf <52

La integracién de (6.39) y (6.43) nos proporcionard las ecuaciones (3.34)-(3.35)
de las familias de kinks NTK203 obtenidas en el Capitulo 3. Se trata de dos familias
(en coordenadas cartesianas) uniparamétricas de kinks no topoldgicos, similares a
los descritos en el plano g3 = 0. La integracién de (6.40) y (6.44) conduce a las
ecuaciones de la dependencia temporal (3.36)-(3.37).

Aunque se trata de kinks similares a los NTK20,, como hemos dicho, existen
diferencias en la energia debidas a los diferentes valores de las constantes oy y
03. De hecho, la descripcion de las soluciones NTK203 en coordenadas elipticas
tridimensionales es muy diferente a la de las NTK20,, a pesar de ser formalmente
idéntica en elipticas bidimensionales. La razén es esencialmente que los puntos
singulares que estas soluciones atraviesan, en el plano ¢gs = 0, son los correspon-
dientes a la hipérbola caracteristica, y no a la elipse, esto hace que el nimero de
tramos a considerar sea superior (8 en lugar de los 6 del caso g3 = 0), aunque,
finalmente, las energias de ambos tipos de kink coincidan formalmente si se cambia

un parametro por otro.
E(NTKQO‘;J,) = 2E)\1()\1)+4E>\2(>\2)—|—4E/\3()\3) (645)
m® [4 o2
= ——|=4203(1-2 6.46
v s (1-5) 040

Si denominamos P1, P3, P4 y Pg a los puntos de corte de una solucién cualquiera
de este tipo con la hipérbola citada (arista AFz de dP3(0)), y Py y P5 a los de
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corte con la arista BO (eje ¢1 = g2 = 0 en cartesianas) respectivamente, podemos
describir dicho kink, cronolégicamente en el “tiempo” x, de la forma siguiente:

e En la cara \3 = 73:

. . d Ir d Ir .
1. D — Py. En este primer tramo, las derivadas <L y <2 son evidente-

mente positivas, las ecuaciones de primer orden (6.42) que se satisfacen
son las correspondientes a los valores a3 = 0y ay = 1 (ndtese que
las caracteristicas de la segunda de las ecuaciones, (6.42), hace que se
obtenga el signo positivo considerando ay = 1).

e En la cara \y = 03

2. Py — Ps. p{ = )\, continua siendo creciente y ,05 = )3 crece también, en
este caso desde su valor minimo &3 hasta su maximo 1. Las ecuaciones
a considerar, (6.38), son las relativas a a3 = 0, ap = 0.

3. Py — P3. De manera andloga al anterior se deduce que los valores a
considerar seran: a; = 0, ay = 1.

e En la cara \3 = 53

4. P3 — Fy. En el tramo en el que se alcanza el foco Fy se tiene: a3 = 0,
ay = 0 en las ecuaciones (6.42).

o. F2—>P4. CY1:1,042:1.
e De nuevo en la cara \y = 73:

6. P4—>P5. 041:1,042:0.

7. P5—>P6. 041:(), OéQZO.
e Finalmente en \3 = 62

8. P6—>D.Oé1:1,052:0.
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Con todas estas consideraciones podemos calcular la energia:

22
A {E(NTKQO’g) = —/ d(W(m,az,aa)) —
m NTK202
Pq Py Ps
= _/ dw(O,l)(ﬁH)_/ dW(O’O)(ﬁI)—/ dW(O’l)(ﬁI)
D Py Po
Fo Py Ps
_/ dW(O,O)(p—»H)_/ dW(l,l)(p—»H)_/ dW(l’O)(p_’I)
P3 Fy Py
e 0,0)( =1 b Loy~ 4 o3
—/ dW(’)(p)—/ AW (1) = 5 + 2051 - )
PS P(j

Una vez maés, la energia, en este caso E(NTK203) no es una cantidad topoldgica
puesto que depende del valor que el superpotencial alcanza en el punto intermedio
Fy (las contribuciones de los demds puntos “singulares” se cancelan mutuamente,
cuando no son nulas). Estos kinks son nuevamente inestables, no-BPS.

De manera similar a lo ocurrido en el plano g3 = 0, encontraremos ahora dos
tipos més de kinks. Por un lado, el kink TK1, compartido por ambos planos, y
que no repetiremos, y, por otro, el kink topolégico TK203 (cuatro kinks de nuevo
si se observa desde R?).

En este caso, el kink TK203 tiene cuatro tramos y, como veremos, va a ser
inestable al atravesar su orbita uno de los puntos umbilicos del elipsoide A; = 0.

El kink TK203 recorre la arista DA, para pasar a la arista AB y, posteriormente,
repetir dicho camino en sentido inverso.

En primer lugar, tendremos la arista DA, \; = 0 y A3 = G3. Sobre ella el
sistema de ecuaciones de primer orden (6.14) se reduce a la ecuacién:

d\

d—2 = 42Ny — 32)V/1 = A (6.47)
x

donde los dos signos corresponden a las dos veces que se recorre dicha arista en

sentidos opuestos. Integrando (6.47) tendremos la solucién:

NTE29(0) = 0, ATK2(2) = 1 — of tanh2(ogz),  ATK*(2) = of  (6.48)

Esta solucién sera vélida en los intervalos de “tiempo”: = € (—o0, ;—31 arctanh g—i]
U [+ arctanh 22, 00).

o3 g3

Para la arista AB, \; = 0, Ay = 73, tendremos que las ecuaciones se reducen

dX
d—; = +2(\3 — 32)/1 — A3 (6.49)

en este caso a
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cuya integraciéon nos proporciona:
AME28 (1) =0, A\ 28(2) =62, A3 2%%(x) = 1 — o2 tanh®(03) (6.50)

para x € [;—; arctanh 2, %3 arctanh Z—;] .
En coordenadas cartesianas tendremos, obviamente, cuatro kinks: TK2o03,
TK2"03 y los correspondientes antikinks. La energia de todos ellos es:

E(TK203) = 2By, (\2) + 2By, (\3) = AT—;ﬁ {203( - %g)] . (6.51)

Como se ha indicado, en el tramo D — A tendremos la ecuacién (6.47) con
signo positivo. Igualmente ocurrird para A — B, mientras que los signos de los
dos tramos restantes son negativos. De esta forma, la energia puede calcularse por

medio de la expresion:

mS

_)\2\/§ TK203
m* T o [P

= — dw. +/ AWy 4+
\2y/2 |:/D 2 A s

A D
+/ " +/ dWQ“)} -
B A

_ /\T\j§ {203(1 - %‘3)}

En definitiva, las soluciones TK2c3 verifican dos sistemas diferentes de ecua-

E(TK203) = AW 4 W)y =

ciones de primer orden, se trata de un tipo de kinks inestables, no-BPS.

Kinks Genéricos en el interior de P3(0)

La integracion de (6.16) y (6.17):

(1) A -

B e e N
(-1 i, )
; 2 /Aa(Aa—cr%)(Aa—o%) - (6.53)

donde v, y 73 son constantes de integracion reales, conduce a las ecuaciones ge-
nerales de las érbitas de los kinks TK3, (3.25) y (3.26), deducidas por medio del
método de Hamilton-Jacobi en el Capitulo 3. Nétese que (6.52, 6.53) no son més
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que las cuadraturas (3.23, 3.24). Por su parte, la integracién de (6.18) proporciona
la dependencia temporal de las mismas:

3
(—1)% / A,
=y +z, 6.54
> Ca— D)0 —a2)yT -2, 77 (6:54)

a=1

que depende de la constante de integracién ~; y que coincide con la expresion
(3.27) deducida en el Capitulo 3.

No repetiremos aqui las ecuaciones resultantes de las cuadraturas (6.52), (6.53)
y (6.54). Dichas ecuaciones, asi como la descripcién detallada del comportamiento
de los kink TK3 tanto en el espacio “cartesiano” R? como en el paralelepipedo
eliptico P3(0) estdn desarrolladas en el Capitulo 3. Nos centraremos ahora en la
deduccién de la energia (o accién mecéanica) de dichos kinks como una cota de
Bogomol'nyi.

Tal y como se calculd en el Capitulo 3, tenemos que cada rango de variacion
posible de las coordenadas elipticas (A1, A2, A3) se recorre, por una solucién TK3
cualquiera, 2, 4 y 6 veces respectivamente. En consecuencia:

m3 (% M\d)\
By (\) =
x (M) )\2\/5/0 W=\

m® (7 Aad)g
E)\Q()\Z) - )\2\/5 /o-g 9 /—1 —A2

m3 ! )\3d>\3
E)\g ()\3) )\2\/§ 5_% 2 /—1 — )\3

y asi:

E(TK3) = 2E,,(M)+4E,,(\2) + 6E,,(A3)
A )

= ——= |4+ |02(3—0 03(3 — o2 6.55
(342G mi-a]) 59
y es, evidentemente, la misma cantidad para cualquiera de los kinks de la fa-
milia. Como ya se comentd, en coordenadas cartesianas se trata de dos familias
biparamétricas de kinks topoldgicos, en los sectores C(=1) y C(+7) respectivamente.
Analicemos con detalle los diferentes superpotenciales y, en consecuencia, las
diferentes ecuaciones de primer orden, (6.14), que estan asociados a cada tramo

de un kink cualquiera de la familia.

En orden “cronolégico”:
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. El primer tramo une el punto de vacio D con un punto de la cara superior

A3 = 1 de OP3(0) al que denominaremos P;. Evidentemente, las tres coor-
denadas son crecientes en este tramo, particularmente A3, que recorre todo
su rango de variacién. En definitiva: para z € (—oo, ;] tendremos que,

necesariamente: a; = oy = a3 = 0, y asi el superpotencial a considerar sera:

T/ (0,0,0)

. A continuacién, el kink pasa a través del interior de P3(0) hasta llegar a

la arista AFs, en un punto que llamaremos P,. En este caso tendremos el
superpotencial W% puesto que A3 es decreciente en este intervalo. El

tramo transcurre en el intervalo [y, z5].

P, — Ps3. El kink pasa de la arista AF, a la arista F1F3; Ay decrece pero
A1 ¥ A3 aumentan. En consecuencia, en el intervalo [z, x3], tendremos las

ecuaciones de primer orden correspondientes a a; =0, as =1y ag =0y asi

W (0.1,0)

P3; — P,. Nuevamente alcanzamos la cara superior del paralelepipedo y asi

a3 = 0. En este caso oy =1y ag = 0 en [x3, z4].

P, — P5. Se trata de un tramo similar al segundo explicado, pero con \;

1,0,1)

decreciente. Tendremos, por tanto, W en (x4, x5).

P5 — Pg. Pasamos ahora de la arista AF, a la cara superior, se trata de un
ramo idéntico al segundo considerado pero recorrido en sentido inverso, de

esta manera se tiene oy = 1, ag = 1 y a3 = 0 en [z5, z¢].

Por 1ltimo, desde Pg se retorna a D de manera similar al primer tramo pero

con sentido opuesto. Se finaliza por tanto con WL en [z, 00).

Con todo ello, concluiremos que la energia se puede calcular de la forma.

E(TK3) = - / AW (0209) — _ / AW + Wit 4 W)
TK3 TK3

P1 P2 P3
— _/ dw(0,0,0) _ / dw(o,o,l) - / dw(O,I,O)
D Py Po

Py Ps Pg
_ / J 00 _ / a0 _ / J L0
P3 Py Ps

D
4 2
—/P aw ) = 3t3 [02(3 — 03) + 03(3 — 03)]

6

m3
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Una vez més, concluimos que F(TK3) no es una cantidad topoldgica y asi los
kinks TK3 son ondas solitarias no-BPS y, en definitiva, inestables.

6.3 Teoria de Morse de Kinks

Aplicaremos en esta seccién la Teoria de Morse a la Bott en el espacio de soluciones
kink del Modelo Sigma O(3) Lineal Deformado. Los aspectos fundamentales de la
misma se han expuesto sucintamente en el Apéndice D.

Para conseguir dicho objetivo, y de acuerdo con la notacién introducida en el

Apéndice D, realizaremos las siguientes identificaciones:

1. M denotara a la variedad riemanniana P3(0), considerada con la métrica de

Jacobi asociada al sistema

hao(X) = 2U(X) gap(X)

2. QM (espacio de caminos cerrados con un punto fijo en la variedad M) es el
espacio de configuracién de los kinks, C. Es necesario precisar que, como ya se
explicé en el Capitulo 3, en coordenadas elipticas dicho espacio sélo tiene una
componente conexa como consecuencia de que el cambio de coordenadas es
ocho a uno. Los cuatro sectores desconectados aparecen inicamente cuando
se considera el problema en coordenadas cartesianas. De esta manera, C sera:

c=CcucucHIuctHh,

3. mp (punto fijo de los caminos considerados en QM) sera evidentemente el

punto (nico en elipticas) de vacio D en P5(0).

4. El papel del funcional de Longitud L del espacio de lazos lo representara el
funcional £/ [X] y, por tanto, las geodésicas (kinks) estaran parametrizadas
necesariamente por el arco de longitud en la métrica de Jacobi.

El primer objetivo a abordar es la determinacion de los puntos conjugados a D,
punto de vacio. En la seccién 6.1.2 hemos demostrado que la elipse caracteristica
(6.9) (arista F1F3 de 9P5(0)) y la hipérbola caracteristica (6.10) (arista AF5) eran
los puntos singulares de la ecuacién (6.1) 6 (6.6), de manera que, en ellos, las
ecuaciones de primer orden no estaban definidas. Si escribimos ahora las ecua-
ciones de los flujos de las trayectorias solucion, comprobaremos que dichas curvas
constituyen la totalidad de los puntos conjugados al punto D.
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Los flujos de las trayectorias se deducen de las ecuaciones de primer orden de

manera trivial y resultan ser:

Do XM= —a3) M-X)  [T-X (=D)*
d\i MM =AM =52 Ma—X3) V1—A (=)=
(6.56)
s XM —a3)Ns—33) (M—X)  [T=Ag (=1)*
d/\1 a )\1(/\1 — 5'%)(/\1 — 5’%) (A3 — /\2) 1-— )\1 (—1)0‘1

Dichos flujos no estan definidos en las siguientes regiones:

e (1). Si A\ =03 =\, Z—i‘i’ = %. Asi, cada punto de la arista abierta F1F3 es
un punto conjugado de D. Por cada uno de los puntos de la linea focal FF3
pasa una congruencia de kinks parametrizados por un circulo S* alredor del
punto en el plano en el que el flujo estd indefinido. En consecuencia, la
multiplicidad de los puntos conjugados en la arista F'1F3 es 1. Esto implica,
segiin se ha comentado, la existencia de un tnico modo cero ortogonal no
trivial (campo de Jacobi) del operador hessiano geométrico del funcional E”
(operador de desviacién geodésica).

e (2). Si X = 05 = s, j—f\‘i’ = 3. Cada punto de la arista abierta AF,
es asimismo un punto conjugado a D. AF, es una linea focal formada por
puntos conjugados de multiplicidad 1 por las mismas razones expuestas en

el caso anterior.

 (3). Si A =0, Ay = 73, A3 = 63, ambos flujos estardn indefinidos: %2 = 3y
Z—f\‘i’ = %. Por tanto, el propio punto D es conjugado de si mismo con multipli-

cidad 2; el flujo esta indefinido en una variedad de dimension dos rodeando
a D, es decir, existe una congruencia de trayectorias kink que, partiendo del
punto D y parametrizadas por una seccién bidimensional, vuelven al punto
D. Desde el punto de vista del operador de desviacién geodésica, existen dos

campos de Jacobi independientes que se anulan en D.

e (4). Los dos flujos estdn también indefinidos en los puntos A, Fy y F3. La
razén, en este caso, estriba en el hecho de que por estos puntos pasan dos fa-
milias unidimensionales de kinks. Las trayectorias de los espacios modulares
MnNTK3+TK1L Y MNTK205+TK20, atraviesan el foco F3. De manera analoga las
trayectorias kink en MytksiTk1 ¥ MNTK20,+TK205 CONVergen en el punto
umbilico A y en el foco Fy. En la Secciéon 5.3 se calcularon explicitamente
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los campos de Jacobi que demuestran que estos tres puntos son conjugados
de D.

6.3.1 La serie de Morse de C

Una vez establecidos los puntos conjugados a tener en cuenta, aplicaremos ahora
el Teorema del Indice de Morse para computar el indice de cada una de las trayec-
torias kink de la teoria. Dado que estamos estudiando la teoria de Morse para
espacios de lazos, tendremos que calcular dicho indice considerando kinks no
topoldgicos necesariamente o bien, como haremos, tomar la “unién” de dos kinks
topoldgicos del mismo tipo. Desde el punto de vista de las coordenadas elipticas,
como ya se ha comentado, la distincion entre kink topolégico y no-topoldgico carece
en buen medida de sentido, dado que los puntos de vacio son indistinguibles. Sin
embargo, el cémputo del ntimero de veces que una solucién kink incide sobre la
cara superior del paralelepipedo P;(0), si que permite que dicha distincién sea
planteada. Por otro lado, es necesario precisar que cuando nos referimos al con-
cepto de “trayectoria kink” estamos aludiendo a dos soluciones kink que transitan
sobre la misma curva; evidentemente, las dos soluciones se diferencian en el “orden
cronologico” en el que recorren dicha trayectoria, es decir, estan relacionadas por
medio de inversién temporal, o, desde el punto de vista de la teoria de campos,
por inversién espacial. Queda plenamente justificado, por tanto, el considerar la
“unién” de dos soluciones kink atin en el caso de la perspectiva “eliptica”.

Otra cuestién a advertir es que “deformaremos” la arista DC al punto D en
P;3(0) (de manera analoga a las referencias [67], [68] y [69] para el caso del Modelo
MSTB). Ello no cambiar4 la topologfa del espacio de trayectorias en P3(0) con la
métrica de Jacobi, y inicamente dejara fuera de la cuenta en la serie de Morse de
C a los kinks de tipo TK205 que, por otro lado, son estables.

Veamos entonces:

I. Vacio: D. Para las trayectorias constantes, reducidas a un punto, y, por tanto,
unicamente el punto D, el indice de Morse es evidentemente nulo: p(D) = 0.

I1. TK203 U ATK203.
La drbita sobre las aristas DA y AB (y “vuelta”) en P3(0) incluye, en el sentido
comentado anteriormente, dos soluciones de tipo kink:

e 1) El kink TK203: Esta solucién parte del punto D en el “instante” x = —oo

y alcanza el punto umbilico A en z = ;—31 arctanh Z—i, habiendo permanecido
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para ello en DA. En el punto A la soluciéon “gira” un angulo recto y, a través
de la arista AB, llega al punto B en x = 0. El kink se completa, en el semieje
x € R, realizando el “camino” inverso: pasard por A en x = 0—13 arctanh g—z

y finaliza en D a “tiempo” x = 4o00.

e 2) El kink ATK203: el proceso es idéntico al anterior con el cambio de x
por —z (inversién temporal o espacial segiin se considere un punto de vista

u otro de los citados)

Aunque sélo en el segundo paso de los kinks por el punto umbilico A éste es
un punto conjugado a D, pues es entonces cuando estas soluciones se encuentran
con las congruencias correspondientes de kinks NTK3 (y ANTKS3), la érbita, o
trayectoria kink, TK2030 ATK203, considerada como un todo, tiene indice de

Morse dos:
w1 (TK203 U ATK203) = 2

Los razonamientos anteriores pueden simplificarse si, desde el punto de vista
de las coordenadas elipticas, planteamos la érbita o trayectoria TK203 y tenemos
en cuenta que, en sus dos “pasos” por el punto A, éste debe ser computado como
punto conjugado al punto D.

III. TK1 U AK1.
La orbita sobre las aristas DF3, F3Fy y FoO de Pg(O), incluye también dos
soluciones de tipo kink:

e 1) El kink TK1: parte del punto D en & = —o0, recorre la arista DF3 hasta
alcanzar F3 en x = — arctanh o3, contintia por F3F, hasta Fy, donde “llega”
en x = — arctanh 5. El tercer tramo es F,0O y pasa por O a “tiempo” z = 0.
La trayectoria se completa, en x € RT, con el camino inverso hasta alcanzar
D en z = +4o0.

e 2) El kink ATK1: de nuevo se trata del mismo proceso intercambiando = por

—X.

Al igual que en el caso del kink TK2c3, el indice de Morse se computa con
el razonamiento anterior, teniendo en cuenta que los puntos conjugados (Fs y
F3) lo son tunicamente la segunda de las veces que se pasa por ellos, pues ahi
es donde inciden las congruencias correspondientes de kinks NTK20, y NTK205
(v los antikinks asociados). La combinaciéon TK1 U ATK1 tendra, en definitiva,

indice cuatro.
p(TK1 LU ATKL) =4
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IV. TK3 U ATKS.
Una trayectoria TK3 pasa por la arista F1F3 una vez y dos por la correspon-
diente AF5. Por su parte, el antikink ATK3 posee un comportamiento idéntico en

el sentido opuesto. Tendremos, por tanto, que:
u(TK3 U ATKS3) =6

La variedad critica formada por este tipo de configuraciones, que denotaremos
Ne = ./\;l%)<3 L ./\;lf%m, ha sido escogida en la tercera de las compactificaciones
analizadas en el Capitulo 3, y debe ser entendido, por tanto, que las congruencias
de configuraciones NTK3+TK1, NTK203+TK20y v NTK209+TK203 se tienen
en cuenta al considerar las trayectorias que atraviesan los puntos A, Fy y F3. La
inclusion de las configuraciones en el borde de la variedad de moédulos esta en
el espiritu del principio de compleccion de las variedades criticas, crucial para la
demostracion de que el funcional de longitud de un camino en un grupo de Lie
y el funcional de Yang-Mills sobre una superficie de Riemann son funcionales de
Morse perfectos (ver [15]).

Encontraremos, de esta manera, que el polinomio de Poincaré de N, sera:
P,(N.) = 1+ 12, y, por tanto, la contribucién de la combinaciéon TK3 LI ATK3 al
polinomio de Morse serd: (1 + ¢*)t°.

Las combinaciones analizadas son realmente las unicas que deberian ser in-
cluidas debido a que son las unicas que comienzan y finalizan en el punto D.
Estrictamente hablando, D no puede ser atravesado por ninguna trayectoria puesto
que la métrica de Jacobi esta degenerada en dicho punto. Desde el punto de vista
dinamico, el punto D sélo puede ser alcanzado, una segunda vez, en tiempo infinito.

Si admitimos la posibilidad de enlazar varias soluciones kink (lo que denotare-
mos por el simbolo #), obviando el razonamiento anterior (siguiendo el criterio
adoptado en las referencias [67], [68] y [69]), encontraremos que las siguientes

variedades criticas a considerar seran:

V. (TK203 # TK3(1)) U (ATK203 # ATK3(1)).

La trayectoria TK203 seguida de un unico kink TK3, precisamente TK3(1)=
TK20, + TK203 + TK1. Las dos trayectorias estan unidas en el punto D, que
contribuye, por tanto, con dos unidades al indice de Morse, dada su multiplici-
dad. Légicamente se considera, simultaneamente, la composiciéon de anti-kinks

correspondiente. Con estas consideraciones se tiene:

1 ((TK203 #TK3(1)) U (ATK203 #ATK3(1))) = 10
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VI (TK1 # TK3(1)) U (ATK1 # ATK3(1)).

Aplicando idénticos razonamientos obtendremos ahora:

1 ((TKI#TK3(1)) U (ATK1#ATK3(1))) = 12

VII. (TK3 # TK3) U (ATK3 # ATK3).
El enlace de dos familias de kinks TK3 requiere, una vez mas, la aplicacién de
la Teoria de Morse degenerada. El indice de Morse de un miembro concreto de la

familia combinada es:
p((TK3#TK3) U (ATK3#ATK3)) = 14
pero el Polinomio de Poincaré de la variedad critica es:

PAMG M) U (MG M) = 1+ 2

Iterando los elementos explicados obtendremos la serie de Morse completa:

Mt(E|C) = 1+(1—|—t2) t2—|—(1+t2) t6—|—(1+t2) t10+(1—|—t2) AU
o0 1
— 2 2(2k+1) __
= 1+(1+t)k§_0t =

Dado que los coeficientes de las potencias impares en t se anulan, el Principio
Lacunario establece que las Desigualdades de Morse se convierten en igualdades
(ver [14]), y asi tendremos:

M (Ble) = R (€) =

=D (Q5?)

Es decir, el espacio de configuraciéon de la teoria de campos es del mismo tipo
homolégico que Q53, el espacio de lazos en la esfera S®. Existe, de esta manera,
una universalidad topolégica y los primeros términos de M, ( E|.) nos informan de
que la existencia de los kinks TK203 LI AK203 se debe al hecho de que el grupo de
holonomia Hy(C,R) = R es no trivial, los kinks TK1 U AK1 estan asociados a que
H4(C,R) =R, los correspondientes TK3 LI AK3 lo estaran con que Hg(C,R) =R

y asi sucesivamente.
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6.3.2 Analisis de la estabilidad por el Teorema del Indice
de Morse

El indice de Morse de cualquier trayectoria kink puede ser computado por medio del
Teorema del Indice de Morse, tal y como hemos hecho anteriormente. Aplicaremos
ahora este hecho al estudio de la estabilidad de las ondas solitarias en los diferentes
sectores topoldgicos del espacio de configuracién C. Utilizaremos, por tanto, en
este andlisis, el punto de vista de las coordenadas cartesianas. Como veremos,
los resultados confirmaran lo obtenido desde las demas perspectivas abordadas en
esta memoria.

Si recordamos la jerarquia en las energias, dentro de cada sector topoldgico,

como referente de los resultados ya obtenidos acerca de la estabilidad, tendremos:

A. Sectores topoldgicos, C(—F) y C+):

E(TK3) > E(TK1) > E(TK203) > E(TK20>)
E(AK3) > E(AK1) > E(AK203) > E(AK20y)

B. Sectores no-topoldgicos, C(—~) y C+H):
E(NTK204(%)) > E(NTK205(£)) > E(NTK3(£)) > E(7%)

donde los signos, evidentemente, denotan el vacio asociado al sector correspon-
diente.

Los resultados obtenidos por el andlisis de las energias nos han demostrado que
en los sectores topoldgicos C—) y C+) tinicamente los kinks del tipo TK205 son
estables (se trata, recordemos, del kink TK2c9y propiamente dicho y de los kinks
TK205*, ATK205 v ATK20,%). En los sectores no-topoldgicos, C(—7) y C(++),
s6lo eran estables los estados fundamentales, 7~ y U, respectivamente.

El grado de inestabilidad de cada tipo de kinks viene marcado, por otra parte,
por su energia frente a la de los demas, y esta medida por su correspondiente indice
de Morse. Comprobaremos ahora este hecho computando el indice de cada uno de
los tipos de soluciones, para ello aplicaremos el Teorema del Indice de Morse en el

espacio R3, es decir, en coordenadas cartesianas, como ya se ha comentado.

1. Kinks en el sector topolégico C(—):

A. (TK3) = 3. El Teorema se aplica a una trayectoria de tipo TK3 de la siguiente

manera: La curva parte del punto de vacio v, atraviesa una rama de la
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: i 4 q a5
hipérbola focal =% >+~ = 1, continlia hasta la elipse focal % + 25 =
U 0'3 70’ 0'370'2

1, alcanza de nuevo la hlperbola caracteristica (esta vez en la otra rama
de la misma), y finalmente llega a ¢". Se cruzan, por tanto, tres puntos
conjugados, cada uno de ellos de multiplicidad uno, del punto ¢~ (D) y
tenemos, en consecuencia, tres direcciones ortogonales de inestabilidad en C
para cada uno de los kinks TKS3.

B. u(TK1) = 2. Con los mismos argumentos que se presentaron en coordenadas

elipticas es facil concluir que la trayectoria TK1 atraviesa dos veces los focos
Fy y F3 del elipsoide ¢? + ,% % = 1, sin embargo, unicamente en el
segundo de dichos pasos se deben computar como puntos conjugados a v,
puesto que en ese caso es cuando convergen en los mismos congruencias, en
este caso de NTK20y y NTK203 respectivamente, asociadas al mismo punto
de partida v~. El indice es por tanto 2, existen unicamente dos direcciones
de inestabilidad en un entorno del kink TK1 en C, como se ha demostrado

explicitamente en el Capitulo 5.

C. u(TK203) = 1. Una trayectoria TK203 pasa por dos puntos umbilicos del

elipsoide. Por un razonamiento andlogo al anterior, es Unicamente en el
segundo de dichos puntos donde debe computarse el indice de Morse, pues
es alli donde converge una familia de kinks NTK3 asociada al mismo punto
inicial. El indice es uno y existe por tanto una séla direccién de inestabilidad,
de acuerdo ademés con lo demostrado en el Capitulo 5 por medio del analisis

del funcional hessiano correspondiente.

D. u(TK20,) = 0. El kink TK205 no cruza inguna de las lineas focales, como ya

hemos comentado, se trata de la inica solucién topoldgica estable, su indice
es nulo y no tiene ninguna direccion de inestabilidad asociada, su forma
cuadratica hessiana, como vimos, es semidefinida positiva. En la Seccién 5.3
obtuvimos, ademas, que ningin campo de Jacobi asociado al operador de
desviacion geodésica, para esta solucion, se anulaba simultaneamente en dos

puntos de la misma.

No repetiremos este anglisis para el sector topolégico C(H7), es evidentemente

idéntico en sus resultados al expuesto.

2. Kinks en el sector topolégico C(—)

A. M(NTK203) = 3. Toda trayectoria del tipo NTK203 alcanza la hipérbola focal

q12 — 2q3 — 1 en un total de cuatro puntos. Unicamente el segundo y el
0'2 0'370'2
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cuarto de dichos cortes pueden ser considerados puntos conjugados a v~. El
recorrido de una trayectoria de este tipo se realiza de la siguiente manera: 1)
el segundo corte con la hipérbola caracteristica coincide con el primer corte
a la misma de una congruencia de kinks TK3; 2) El kink NTK203 pasa por
el foco F3 al mismo tiempo que todos los demas kinks de la misma familia,
NTK203; 3) El cuarto punto de incidencia con la hipérbola focal (en la otra
rama de la misma, evidentemente) es simultdaneo al realizado por la familia
TK3 antedicha.

Estos razonamientos aclaran la afirmacion inicial, el indice de Morse de los
kinks NTKZ203 es 3, es decir, existen tres direcciones de inestabilidad en el
espacio TNTk204C-

B. u(NT205) = 2. Un kink del tipo NTK20, corta a la elipse focal de ecuacion:
2

2
5—12 qu_?UQ = 1 dos veces. Evidentemente, sélo el segundo de esos cortes es un
3 3 2

punto conjugado de v~. El recorrido es, por tanto, el siguiente: 1) Todos los

kinks de la familia NTK205 inciden en el foco Fy. Fsy es, por tanto, un punto
conjugado del punto de partida con multiplicidad uno; 2) El segundo corte de
un miembro concreto de la familia con la elipse focal, como hemos dicho, es
también un punto conjugado. La razon, en este caso, es la presencia en dicho
punto de una congruencia uniparamétrica de kinks TK3, la multiplicidad, en

consecuencia, sera también uno.

El indice de Morse es, en definitiva, 2 y asi existen dos direcciones de inesta-
bilidad en TNTKQO—QC.

C. p(NTK3) = 1. Cada kink de una familia NTK3 interseca con todos los demads
en un punto umbilico del elipsoide. Dicho punto es, por tanto, conjugado del
de vacio U~ y, ademads, con multiplicidad uno. El indice es, de esta forma,

uno.

D. u(v7) = 0. Se trata, obviamente, de la tinica solucién estable dentro del sector
).

De nuevo omitimos el analisis correspondiente al otro sector, en este caso, de
kinks no topolégicos, Ct+1), por tratarse de una situacién absolutamente andloga.

Resumimos, en definitiva, el analisis realizado, comentando que se dispone de
una estratificacion de cada componente conexa del espacio de configuracion C por
medio de los “puntos criticos” del funcional E. La Teoria de Morse relaciona, de
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esta manera, la estructura de tales puntos criticos con la homologia del propio
espacio de configuracion.



Conclusiones

Las conclusiones mas importantes que hemos obtenido tras la realizacién de este
trabajo, poniendo énfasis en lo que respecta a las aportaciones originales acerca
de los temas tratados, son las siguientes:

1 Resolucién de la Ecuacion de Hamilton-Jacobi del Sistema Dindmico asociado,
via la analogia mecénica, al problema del célculo de las soluciones kink del Modelo
Sigma O(N) Lineal Deformado.

2 Demostracion de que las soluciones de dicho sistema estéan restringidas a una
regién acotada del espacio de configuracién, de manera general un hiperelipsoide
y su interior. Este hecho estaba observado en la literatura para el Modelo O(2),
si bien no explicado.

3 Descripcién completa del espacio de soluciones kink del Modelo Sigma O(3)
Lineal Deformado, incluyendo la rica estructura de limites especiales que el mismo
presenta y que conducen, finalmente, a diferentes posibilidades de compactificacién

del espacio modular de ondas solitarias.

4 Planteamiento del problema de la bisqueda de soluciones de tipo onda soli-
taria como el calculo de curvas geodésicas en una variedad riemanniana dotada de
la métrica de Jacobi asociada. Demostracion de los Teoremas que relacionan la
estabilidad de las soluciones desde el punto de vista dindmico y geométrico.

5 Descripcion de las ecuaciones de un sistema dindmico asociado a la busqueda
de kinks en una teoria pre-supersimétrica. Enunciado y demostracion, en el caso
de N=2 pre-supersimetria, del teorema que relaciona dicho caracter con la cur-
vatura de la métrica de Jacobi asociada. FEste teorema proporciona un criterio
para clasificar las teorfas N=2 pre-supersimétricas.

6 Analisis de la estabilidad de las soluciones kink del Modelo Sigma O(3) Lineal
Deformado en términos de los espectros de las correspondientes formas cuadraticas
hessianas, tanto desde el punto de vista dindmico como geométrico.
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7 Planteamiento del Modelo Sigma O(3) Lineal Deformado como un modelo pre-
supersimétrico, incluyendo el calculo explicito del conjunto de superpotenciales
validos para este modelo. Resolucion de las ecuaciones de primer orden asociadas
(equivalentes a la integraciéon de la ecuacién de Hamilton-Jacobi anteriormente
realizada) y andlisis completo de las soluciones, incluyendo la clasificacién en kinks
BPS y no-BPS, con las consiguientes conclusiones acerca de la estabilidad que dicho

caracter proporciona.

8 Estudio de la Teoria de Morse del espacio de soluciones del Modelo y aplicacion
del Teorema del Indice de Morse a las mismas, como mecanismo sintetizador de
todos los resultados obtenidos acerca de la estabilidad de dichas soluciones.

9 Fuera de los objetivos marcados por este trabajo, pero relacionados con los
mismos: resolucién completa del Modelo Eliptico-Cilindrico, caso “intermedio”
entre los Modelos Sigma O(2) Lineal Deformado y el correspondiente Modelo O(3),

y célculo de las correcciones cuanticas a la masa de los Kinks del Modelo O(3).



Apéndice A

Modelo Eliptico-Cilindrico

Dedicaremos el primero de los apéndices a exponer someramente el modelo que
hemos denominado Eliptico-Cilindrico, por razones que se revelardn evidentes al
detallar la estructura del mismo. Como ya se comentd en la Introduccion de la
Memoria, se trata de un modelo de alguna manera “intermedio” entre el MSTB y el
Modelo Sigma O(3) Lineal Deformado. A pesar de ser un modelo no perteneciente
estrictamente a la familia estudiada en este trabajo, constituye una buena muestra
de otras posibilidades a analizar dentro del esquema general de teorias de tres
campos escalares con sistema dinamico asociado completamente integrables. Por

otra parte, se trata de un modelo no tratado en la literatura al respecto.

A.1 Planteamiento del Modelo Eliptico-Cilindrico

Llamaremos Modelo Eliptico-Cilindrico a la deformacién del Modelo Sigma O(2)
Lineal Deformado siguiente:

1
S = [ {5 00+ 0000 + g0t
)‘2227”225122532)‘227”2@22
- (Xl + X3 — V) R (i Chaly (Xg - T) Al)

Como vemos, se trata de anadir al potencial del Modelo Sigma O(2) Lineal
m2a2
)\2
una constante positiva), que no es mas que el correspondiente al Modelo Sigma

O(1) Lineal, el citado modelo ¢*.

Deformado un término dependiente del tercer campo, ’\72 (X% — (siendo a
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Pasando a variables sin dimensiones, obtendremos:

2

S[®] = TZ +ood3: /+ood:v { ~0,8 - 0"® — V(¢1,¢2,¢3)}
2 2
V(or6a00) =5 (G 46— 1)+ Dot 4 Dt (6 -a)  (A2)

Y, al igual que en el Modelo Sigma O(2) Lineal Deformado, tomaremos:
c1=0<o0=0<1

De esta manera, la energia de las configuraciones estaticas, 5(1;0, ') = qlat) =
(1 (2), g2(2), g3 (1)), serd ahora:

s 2 [ 3 () (22) < (2)) i)
(A.3)

1 2 1
S+ a -1+ Ta+ 5 (6 - (A.4)

La variedad de vacio para este modelo estd compuesta por cuatro puntos:

V(Q17Q27Q3) =

V={'=(-1,0,a),7* = (1,0,a),7® = (—1,0, —a),v* = (1,0,—a)}  (A.5)

El modelo es invariante bajo la accion del grupo discreto G = Zg X Zgy X Zo
generado por las trasformaciones g, — (—1)%bq,, Vb = 1,2,3, mientras que el
grupo de isotropia de uno cualquiera de los elementos de V es H = Z,, de manera
que V puede verse, de manera similar a los modelos analizados en el Capitulo 2,
como la orbita de un elemento bajo la acciéon del grupo G cociente el grupo de
isotropia de dicho elemento:

V:G/H:ZQXZ2

El espacio modular de vacios V° = V/G consta de un tinico elemento, es asf el
mismo que en el Modelo Sigma O(N) Deformado. Evidentemente:

W=V/G=e

El espacio de configuracion que se considera para las soluciones de tipo kink
es el conjunto de aplicaciones ¢ : R — R3 para las cuales el funcional de energfa
(A.3) es finito:

C ={q(=")/E[q] < +oo}



MODELO ELIPTICO-CILINDRICO 285

lo cual conduce a las condiciones asintéticas siguientes:

i R =0l et =0 (A0
para algun 7 € V.
El espectro de particulas, matriz de masa en cada punto critico %, Vi = 1,.. ., 4,
sera:
4 0 0 5
M =0 o2 0 m?
0 0 4

Dada la estructura de la variedad de vacio, V, el espacio de configuracién C

serd la unién de 16 (2*) sectores topolégicamente disconexos:

C = |i| C (49

,j=1

donde el superindice (i, 7) significa obviamente que los elementos de dicho sector
alcanzan el vacio 7% en 2! — —oco y el ¥V en 2! — +o00.

La carga topolégica de cada sector serd ahora un vector de tres componentes
(siendo la segunda de ellas nula permanentemente, al ocurrir otro tanto con la se-

gunda componente de los puntos de vacio). Tendremos, en definitiva, las siguientes

posibilidades:

Sector QT Sector QT
ch (0,0,0) cBh (0,0,1)
c2) (1,0,0) C(:2) (1,0,1)
c13) (0,0, 1) CcB3) (0,0,0)
c4) (1,0, 1) cB4) (1,0,0)
ch (—1,0,0) ch | (=1,0,1)
c2) (0,0,0) c+2 (0,0,1)
CZ3) | (=1,0,-1) c*3 | (=1,0,0)
c4) (0,0, —1) c44) (0,0,0)

y denominaremos, como es habitual, kinks no-topoldgicos a los que pertenecen a
sectores cuya carga sea el vector nulo y kinks topoldgicos a los de sectores con carga
no nula. La distincién kink-antikink es, una vez mas, arbitraria, especialmente en
este modelo. Utilizaremos el nombre de kink para las configuraciones con cargas
de componentes positivas y antikink para las de componentes negativas. En las
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configuraciones con ambos signos en la carga, el signo de la primera componente
sera el que nos marque el criterio de distincion.
Utilizando la analogia mecanica, el sistema dinamico asociado al Modelo Eliptico-

Cilindrico vendra determinado por la funcional de accién:

Jld = / :Oz (J, fl—f) it (A7)

1 dq ? dga 2 dqs ?
L=-((% 42 s ) _y A8
siendo t = 2!, y el potencial:

1 9 02 1 2
Ul 42, 35) = = (¢ +a—1) — 7(13 -3 (45 — a?) (A.9)

J[q] es evidentemente igual a la energia de la configuracion ¢'en la teorfa de campos,
salvo las constantes multiplicativas, que se han obviado.

El sistema es de nuevo completamente integrable, se trata, por tanto, de otra
deformacién “integrable” del modelo sigma lineal. Las coordenadas adecuadas
para estudiar la separabilidad de la ecuacién de Hamilton-Jacobi seran las eliptico-
cilindricas, es decir, las coordenadas elipticas bidimensionales mas la tercera coor-

denada, ¢3, que se mantiene “cartesiana’:

1
G = ;(1 — p1)(1 — po2)
1

G = ;(52—N1)(/£2—52) (A.10)

43 = 43

donde, al igual que en el Modelo MSTB, se ha adoptado el nombre p en lugar del
A habitual con el fin de establecer una inequivoca distincién entre las coordenadas
elipticas bidimensionales y las coordenadas tridimensionales restringidas a bidi-
mensionales, que no son equivalentes en sentido estricto. Las constantes tomadas
en la definicién (A.10) siguen la misma notacién que el caso general ya estudiado,

de manera que las coordenadas variaran en los rangos:
pm<oi=l-o’=l-0i<pu<l=d=1-o0}

Los vacios se escriben, en las coordenadas (A.10), de la forma: (uq, o, q3) =
(0,02, a) para o' y 92, (u1, pi2,q3) = (0,02, —a) para ¢° y ¢*. El cambio de coor-
denadas, como vemos, no es biunivoco sino cuatro a uno, como le corresponde a

dos coordenadas de tipo eliptico.
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La correspondencia se establece por tanto del espacio “cartesiano” R? a la
region infinita P3(—o00, +00):

Py(—00, +00) = {(1, pr2, q3)/ — 00 < pg < G2, 2 <y <1, —o0 < q3 < +oo}

Sin embargo, y con los mismos razonamientos que se utilizaron en la seccién 2.4
para el caso general N-dimensional, las soluciones del modelo que consideramos
no estaran en todo P3(—o00,4+00) (0 equivalentemente en todo R?). El andlisis en
este caso se repite dos veces, la separacion del problema en un sistema analogo al
del Modelo Sigma O(2) Deformado mds un modelo Sigma O(1) determina en este

caso la restriccién a una subregion P3(0,+a) de P3(—o0, £00), el paralelepipedo:
P3(0,%a) = {(p1, pt2,43)/0 < py < 6°, 6° < pp <1, —a < g3 < a}

puesto que las soluciones del sistema dinadmico exteriores a esa region se iran al
infinito asintéticamente, no pudiendo verificar las condiciones (A.6).

El paralelepipedo “eliptico-cilindrico” P3(0, £a) se corresponde en coordenadas
cartesianas, mediante el cambio (A.10), con la frontera y el interior del cilindro

eliptico de ecuaciones:

q
qf+6—22—1 (A.11)
—a<q3 < +a (A.12)

La notacién escogida para reflejar las equivalencias es la siguiente:

e Los vacios @' y @ se corresponden con el vértice o de P3(0, +a) mientras

que 7 y #* con el denotado 7.

e Los focos de la elipse (A.11) situada a la “altura” g3 = a se identifican con
el punto F™, mientras que los relativos a g3 = —a se corresponden con F~¢.
Légicamente todos los focos correspondientes a elipses intermedias (las lineas

focales) se aplican a la arista FT*F~¢.

e El segmento del eje g3 del cilindro delimitado por las elipses superior (g3 = a)
e inferior (¢3 = —a) estd en correspondencia uno-uno con la arista OT*O~.

e Los segmentos del cilindro determinados por los semiejes menores de la elipse
(A.11) se aplican en la arista BT*B~.
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Es conveniente en este punto, de cara a obtener una notacién clara, recordar
las funciones A y A introducidas en el Capitulo 2, y particularizarlas para el caso
de dos coordenadas elipticas y de las constantes que hemos considerado:

Ap)=(n—1D(p—-20%);  Ap) = (p—pm)(p— p)

Se puede escribir ast:

. _ A
"o
. _ A
EECD

Las coordenadas eliptico-cilindricas son obviamente ortogonales y es trivial deducir
que la métrica estandar en coordenadas cartesianas pasa a ser, en estas coorde-

nadas:

LN ) oy IN(1) o
—= ~ = dp2 +d
4A<M1) Hq 4A<,U,2) o ds3

definida positiva a pesar de los aparentes signos negativos.

ds® = dq} + dg; + dq; =

El lagrangiano L se escribe:
LA () (din\* 1A (o) (dps\* | (dgs\®
- btk Il Va2l (a2 ~13 —U
4 A(,LL1> dt 4 A(,LLQ) dt + dt (/’L17M27Q3)
(A.13)

Ul ) = = |3 107 S0 =T S| ()

El paso al formalismo hamiltoniano requiere el calculo de los momentos genera-

1
£=3

lizados:

_ oL _ 1A’(,u1)du1' _ oL _ 1A (p2) dps o oL _ dgs
M g T i A i T pim T A AGm) @ P a
0 w7 (1) 37 (12) aﬂ

que conducen a una expresién para el Hamiltoniano:
1 [—4A(m) o | —4A(k) 2
H = - m + T +
2 NG T N P
1 2 _ =2 1 2 _ =2 1
C1pi(u —0%)  1pg(pe 0)_”_@§_a52 (A15)

2 AN(m) 2 N(p2) 2

que, teniendo en cuenta las expresiones de A'(u1) y A’(u2) para este caso! :

N(p) = —N(p2) = p1 — po
INétese que de acuerdo con la notacién introducida en el Capitulo 2 tendremos: A'(y,) =

fa(fi) = pa — po. De esta forma: fi(fi) = — f2(fi) = p1 — pia.
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se puede escribir de la forma:

1
H(W1,7T27P37M17M27Q3) = (Hm —HM) + H3 (A‘16)
K1 — f2
donde:
H = _—14A 2 _1 2 )
mo = 5 AAw)mr = Sl = o)
-1 1 B
H,, = 74A(N2>W§—§M§(M2—02)
1 1 2
Hy = 5?3—5(?2,_@2)

Es evidente, por tanto, que la ecuacion de Hamilton-Jacobi va a ser separable en
estas coordenadas. La forma sencilla del hamiltoniano permite que la parte eliptica
del mismo separe de manera inmediata, sin necesidad de recurrir a las férmulas
de Jacobi, obligadas para el caso N-dimensional, como vimos en el Capitulo 2.
Buscaremos de esta manera una soluciéon del tipo:

S(t; p, pr2, q3) = —Iit + Si(p1) + Sa(p2) + S3(gs)
para la ecuacion de Hamilton-Jacobi:

08 (2808 08
ot O’ Opg’ Ogs

y pasaremos asi de una ecuacién en derivadas parciales a ecuaciones diferenciales

;N17N27Q3) =0 (A17)

ordinarias.

El primer paso del proceso de separacion nos conduce evidentemente a la
ecuacién: iS. dS. dS

L =H (d_/ti’ d_/iz’ d_qjvﬂlaﬁL%%) (A.18)

donde la constante I; no es mas que el valor de la integral primera de la energia
del sistema dindmico.

Varias posibilidades equivalentes pueden ser escogidas para continuar el proceso
de separacién de variables en la ecuacién (A.18), tomaremos:

1S | S, dsS,
I, — H; | — = H —_— — H — =1, (A.19
1 3 (d(]g 7‘]3) (1 — fio ( p1 (dul7ul> w2 <dlu2a,u2)) 2 ( )

donde se ha introducido una nueva constante de separacién . La ecuacién (A.19)

descompone en dos ecuaciones independientes. La primera de ellas puede escribirse

como

dSs\? s o2
3
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y nos proporciona la soluciéon para S3 mediante la cuadratura:

. dsS
S3(q3) = sign (d_q3) / \/211 — 20+ (g3 — a2)2 dqs (A.21)
3

mientras que la segunda es una ecuacion acoplada:

S\’ S\’
—4A(p) (d_/h) + 4A(p2) (d_m> — 13 — %) + 5 (pe — 0%) = 2Ly (1 — pia)

(A.22)
pero separable en las dos ecuaciones siguientes:
S, \?
4A () (d_ul) i =% + 2l = I (A.23)
1
dSs 2 2 —2
4A(,U,2) m + /Lz(ﬁbz — 0 ) + 2]2/12 = 13 <A24)
2
ecuaciones formalmente idénticas y que conducen a la cuadratura:
1. as; Iy — pi(ps — 02) — 2L,
Si(;) = = dp; A.25
(1) = 5sian ( dm) / \/ A, p (A.25)

parat=1,2.

Podemos, finalmente, escribir la solucion general de la ecuacion de Hamilton-
Jacobi, dependiente de las tres constantes arbitrarias Iy, Is y I3:
I3 — pi(pi — 02) — 21op;
Ap

2
1 ds;
S= —Lt+ (—sign( Z) /\/ dm)
; 2 d; i)

. dSs 912
+sign <d_q3> /\/2[1 21 + (g3 — a?)” dgs (A.26)

Las ecuaciones de las trayectorias solucién, asi como la dependencia temporal
de las mismas, vienen dadas por las derivadas parciales de la funciéon generatriz
(A.26) con respecto a las constantes de movimiento Iy, I y I3 de la forma:

o5 05 oS
N - P Ol

con nuevas constantes arbitrarias (1, (s y (3. Las ecuaciones de las trayectorias se

escribiran, por tanto:

g oS 1Sign (d81> / — U1 d/Ll
2 = 7 =35 o
ol, 2 dpn VIA(p1) (Is — 13 (1 — 62) — 2Lop11)|
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1 — g d
+= 81gn < > / 52 e — (A.27)
dp2) J \/1A(p) 13 — 113(p2 — 52) — 2L515)]
—sign ( ) /
d
o \/ ‘211 — 2L + (¢ — a2)’
oS 1. dS, djiy
G = - = sign (L _
ol 4 dpn \/|A(M1) (I3 — M%(Hl —0?) = 2l
1 d d
+- Slgn( 82> 2M2 — (A.28)
dpsa VIA(ka) (Is — 13 (pa — 02) = 2Iap1))]
mientras que la dependencia temporal viene determinada por la ecuacion:
oS dS.
tc= 28— i (35 / (A.29)
oI dqs
‘211 — 2Ly + (2 — a?)?

La integracion general de estas cuadraturas requiere la utilizacion de funciones
hiperelipticas de género 2 (ver [81]), dado que estan involucradas raices de poli-
nomios de quinto grado. Sin embargo, no serd necesario realizar tales integraciones
si tenemos en cuenta que las soluciones que buscamos, es decir, las soluciones
clasicas que corresponden a soluciones soliténicas de la teoria clasica de campos
subyacente a nuestro modelo mecanico, han de verificar las condiciones asintéticas
(A.6), lo cual impone unos valores concretos de las constantes de movimiento del
sistema dinamico. Como ya se comenté en el Capitulo 2 este tipo de cuadraturas
conducen a funciones theta que, para los valores particulares de las constantes
de integracién que deben considerarse de cara a la obtenciéon de soluciones de
tipo onda solitaria, se reducen a funciones més sencillas, del tipo trigonométricas
hiperbdlicas.

Efectivamente, las condiciones (A.6) nos restringen el anélisis al caso I} = I, =
I3 = 02, para el cual las ecuaciones (A.27) (A.28) y (A.29) serdn, respectivamente:

= 1 iegn(m diny
Gz = gsien( 1)/(52—u1)ﬂ
1 . d[,bg
+§s,1gn(7rg)/ TS Nie= (A.30)

) d
Iy

q3 — a?

2Este hecho puede comprobarse muy facilmente sin més que sustituir las condiciones
asintéticas (A.6) en la definicién de las coordenadas eliptico-cilindricas y posteriormente éstas
en la definicién de Il, IQ y 13.
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G = sien(m) | din

= —sign(w

’ 4o p1(0? — pn)v/1T—
1‘ d,ug
+—sign(m A.31
Rl e (A.31)

y para la dependencia temporal:

. d
t + (1 = sign(ps) / 2&
a3

— a2

(A.32)

A.2 Tipos de Soluciones

Kinks Unidimensionales

Llamaremos kinks unidimensionales a aquellas soluciones que poseen sélamente
una componente no constante. Consideraremos asi una “érbita de prueba” con
esas caracteristicas en el espacio determinado por las variables (qi,q2,q3). En-
contraremos, de esta manera, que existen este tipo de soluciones en ocho de los
sectores topoldgicos que hemos descrito anteriormente, si bien los agruparemos en
cuatro tipos, dado que por cada kink perteneciente a un sector topolégico Ct)

con i # j tendremos su correspondiente antikink en el sector 9.
e Kinks unidimensionales en los sectores C(1?) y C(%1),

La orbita de prueba sera:
M;ra = {(Q17q27q3) € RS/ —1 S q1 S 1>Q2 = 07Q3 = CZ}

Las condiciones asintGticas nos restringen, evidentemente, al intervalo [—1, 1] den-

tro del eje ¢;. El lagrangiano del sistema dindmico restringido sera:

1 dC_I]_ 2 1 2 2
L=-|— = -1 A.33
() a6 (A9
mientras que la energia, inica integral primera no trivial para este sistema restrin-
gido sera:
1 dq1 2 1 2 2
I=-|—/—| —= -1 A.34
() 26 =2

que, debido a las condiciones asintéticas, tomara el valor constante cero sobre las
trayectorias solucion, como ya se ha comentado anteriormente.

La ecuacién I = 0 se despeja de manera evidente:

dg

o= (5 — 1) (A.35)
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y su integracion nos proporciona las soluciones del tipo TK1 siguientes:

tanh(t — o) — tanh(t — to)
Frici(+a)(t) = 0 s QATKI(+a)(t) = 0 (A.36)
a a

donde hemos tomado la ya mencionda convencion arbitraria de denominar a la
primera solucién (perteneciente al sector C?)) como Kink y a la segunda (perte-
neciente a C>) como Antikink, atendiendo al signo del vector carga topoldgica.

e Kinks unidimensionales en los sectores C34 y C(43),
La 6rbita de prueba para este caso sera:
M ={(q1,¢2.q3) ER*/ =1 <1 < 1,45 =0,¢3 = —a}

Observamos, por tanto, que se repite el caso anterior sin mas que intercam-
biar el signo de la tercera componente, ¢q3. No repetiremos las expresiones pues,

exceptuando el signo citado, son absolutamente analogas a las escritas para M.
e Kinks unidimensionales en los sectores C(53) y €31,
En este caso, la 6rbita de prueba es el segmento vertical
M= {(q1,42,43) €ER?Jp = 1,42 = 0, —a < g3 < a}

El Lagrangiano del sistema restringido a M;* se escribe de la forma:

]. dQ3 2 1 2 2\ 2
== = — A.
L Z(dt) +2(q3 a?) (A.37)
Y, de nuevo, el valor constante y nulo de la tnica integral primera no trivial, la
energia:
1 (dgs\> 1,5, o2
I==-(—/| —= — A.
2(dt) 5 (45 =) (A.38)
proporciona una ecuacion de primer orden separable y, en definitiva, las soluciones:
-1 -1
Jrii(-1)(t) = 0 ;o qatki(-n(t) = 0
atanh(at — t) —atanh(at — tg)
(A.39)

e Kinks unidimensionales en los sectores >4 y C(42),
De manera analoga al caso anterior, tendremos:
MV ={(q1,@2.03) €ER’ /1 = +1,q0 = 0,—a < g3 < a}

luego en coordenadas cartesianas el inico cambio serd, con respecto al caso ante-

rior, el del signo de la coordenada ¢ .
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Kinks Bidimensionales

Una vez establecidos los kinks (denotados genéricamente como K1) con una tnica
componente cartesiana no nula, estudiaremos los bidimensionales (K2), que apare-
ceran tanto en sectores topoldgicos (TK2 y ATK2), como no-topolégicos (NTK2
y ANTK?2).

e Kinks Bidimensionales Topoldgicos.

Existen dos tipos de kinks bidimensionales topoldgicos en este modelo, por un
lado encontraremos kinks en las aristas de P3(0, £a) correspondientes en coorde-
nadas cartesianas a las elipses determinadas por las secciones q3 = +a del cilindro
eliptico. Por otro lado, la restriccion al plano g2 = 0 nos reduce el sistema a uno
bidimensional en el que las soluciones tienen carga topoldgica no nula, apareciendo
asi toda una familia uniparamétrica de kinks topolégicos bidimensionales.

I. La primera regiéon de prueba que tomaremos es la seccion eliptica del cilindro
que estamos considerando, tanto la correspondiente a g3 = a, como la de qg3 = —a.
En el primer caso, tenemos una curva que nos conecta los vacios ' y #2, mientras

que, en el segundo, se tratard de ¢ y #*. Vamos a obtener, por tanto, kinks y

antikinks en los sectores C(b?), ¢(21) ¢34 v c(43),

Describiendo ambas situaciones simultaneamente, podemos escribir:

2
e(+a q
Ml( ) = {(¢1, 42, 93) ERB/Q%+5—22:17 g3 = *a}

donde e(+a) denota a la elipse correspondiente al valor +a o —a de la coordenada
q3- En coordenadas eliptico-cilindricas nos encontramos con que toda la elipse
se traduce en una tnica arista del paralelepipedo P5(0,+a), v"B™® para la elipse
e(+a) y v~ B~ para e(—a).

De esta forma, resulta especialmente facil en este caso buscar las soluciones
directamente en coordenadas eliptico-cilindricas, la restriccion a Mi(ia) se traduce,
como hemos dicho, en que sélo la coordenada 5 es no constante (1 = 0, g3 = +a).

Los resultados que se obtienen son, evidentemente, dos copias de los kinks
envolventes del Modelo Sigma O(2) Lineal Deformado. Denotaremos asi a dichos
kinks como: TK2(+a) para los kinks topolégicos pertenecientes a la semielipse
dada por la inecuacién ¢; > 0, y ATK2(+a) para sus correspondientes antikinks,
mientras que llamaremos: TK2*(+a) y ATK2*(+a) a los kinks y antikinks cuyas
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trayectorias coinciden con la semielipse ¢; < 0.

tanh o (t — to) —tanho(t — to)

qrK2(ta) = osecho(t —to) |, qarkea) = —asecho(t — tg)
+a +a

tanh o (t — to) —tanho(t — to)

Grior(+a) = | —osecho(t —to) |, Garkera) = | Gsecho(t — to)
+a +a

Los kinks denotados TK2(a) pertenecen al sector topolégico C(%?) al igual que
los TK2*(a). Los antikinks ATK2(a) y ATK2*(a) pertenecen a C?Y. De igual
forma TK2(—a) y TK2*(a) estan en C*% mientras que ATK2(—a) y ATK2*(—a)
lo hacen en C*3).

I1. Consideraremos en segundo lugar, como ya hemos comentado, la superficie de
prueba determinada por la ecuacion: ¢o = 0. En coordenadas eliptico-cilindricas
se trata de dos caras del paralelepipedo P;(0,+a), la determinada por p; = 6% y
la de ecuacién py = G2.

Es facil comprobar, en este caso, que las coordenadas mas adecuadas para
plantear la resolucién del sistema son las cartesianas, para las cuales se encuentra

un sistema de ecuaciones directamente separado. El Lagrangiano se escribira:
1 /dp\® 1 5 o 1 (dgs\? 1 2 2
L=-|— — (g7 —1 | = — (g5 —
2(&) T+ ) tale—a)

En este sistema el paso al formalismo hamiltoniano es trivial y obtenemos una

funcién Hamiltoniana:

1, 1
H=_p’—=
aP17 5

das
dt -

y Hj3 son a su vez integrales primeras en involucion del sistema. Las condiciones

1 1
(ﬁ—1f+§£—§(ﬁ—af:}h+ﬂg (A.40)

donde p; = % y p3 = Es facil también comprobar que los hamiltonianos H;

asintoticas (A.6) fijan de nuevo su valor en 0 y, en definitiva, las ecuaciones:
1 dql 2 2 2
- —) - —1)" =0
2(&) (a1 1)

1 (das\" _
2 \dt

nos proporcionan directamente las cuadraturas ya resueltas en anteriores apartados

1
§ 1

1,, .

3 (5—a)” = 0 (A.41)

y, por tanto, las soluciones. No es necesario, de esta forma, aplicar el Método de

Hamilton-Jacobi, que conduciria evidentemente a idénticas soluciones.
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Tenemos en este caso cuatro familias de soluciones, pertenecientes a los sectores
C4 y €23 para los kinks, y a los sectores C*1) y C32)| para los antikinks. Los
denotaremos como TK2:, TK2:i, ATK2: y ATK2ii respectivamente.

tanh(t — to) — tanh(t — to)
Jrr2i = 0 , QKo = 0
—atanh(at — t1) —atanh(at — t;)
—tanh(t — to) tanh(t — ¢o)
qATK2i = 0 , QATK2ii = 0
atanh(at — t) atanh(at — t;)

Las constantes de integracion ¢y y t; nos proporcionan la parametrizacion de
cada una de las familias. No se trata, sin embargo, de familias biparamétricas.
Si tenemos en cuenta que el criterio que se ha adoptado en este trabajo ha sido
el de denominar solucion kink al conjunto de infinitas soluciones equivalentes por
reparametrizaciones de tipo traslacién en el tiempo ¢, nos encontraremos en este
caso con que la presencia de dos constantes significa realmente que cada familia esta
parametrizada realmente por una séla constante, que no es otra que la diferencia
entre tg y t1. Si calculamos la ecuacion implicita de las trayectorias, eliminando el

tiempo de las expresiones anteriores®, obtendremos la ecuacién:

—sign(p3)
a

signp1

g1 —1
¢ +1

g3 —a
q3+a

e =

(A.42)

donde la constante v es exactamente v = t; — ¢y, y donde las diferentes elecciones
de los signos relativos nos proporcionan los kinks de los diferentes sectores.

En coordenadas eliptico-cilindricas la region que estamos estudiando, es decir
el plano g; = 0, se traduce en dos de las caras del paralelepipedo P3(0,+a), la
determinada por pu; = 62, y la correspondiente a puy; = 2. Las expresiones de las

familias TK2i y TK2ii* en estas coordenadas seran:

1 — tanh®(t — t,)
HTK2 = o (A43)
—atanh(at — t;)

30 alternativamente resolviendo el sistema por el método de Hamilton-Jacobi.
4Nétese que en coordenadas eliptico-cilindricas los vacios @' y ©2 se corresponden con un
mismo punto, y otro tanto con @° y v*. Las expresiones para TK2i y TK2ii son por tanto

indistinguibles en estas coordenadas.
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para el rango
t € (—o0,ty + arctanh(—o)] U [ty + arctanh o, 00)
mientras que la expresion valida en el rango:
t € [to + arctanh(—0), o + arctanh o]

sera:
52
prr2 = | 1 — tanh?(t — to) (A.44)
—atanh(at — t;)

Los sectores de antikinks tienen, logicamente, las mismas ecuaciones cambiando

el signo de la tercera coordenada.
e Kinks Bidimensionales no-Topolégicos.

La restriccion del modelo a los planos g3 = 4-a reduce el mismo al ya comentado,
y bien conocido, Modelo MSTB, es decir al Modelo Sigma O(2) Lineal Deformado,
los kinks TK1(+a) y los TK2(4a) son también soluciones pertenecientes a estas
superficies de prueba, si bien de caracter topolégico. Los Kinks no topoldgicos
en estas regiones se corresponden con las soluciones generales de la ecuacién de
Hamilton-Jacobi para este sistema reducido. Una vez més, no repetiremos los
resultados y nos remitiremos a lo expuesto en el Capitulo 3.

Kinks Tridimensionales

Finalmente, existen dos tipos de kinks con las tres componentes cartesianas no nu-
las, por un lado tendremos dos pares de familias (kinks y antikinks) uniparamétricas
de soluciones topoldgicas que permanecen en la superficie del cilindro eliptico
de ecuacion p; = 0 y que, en cierto modo, son una generalizaciéon de los kinks
TK2(+a) antes estudiados. Por otro lado, encontraremos otros dos pares de fa-
milias, en este caso biparamétricas, de soluciones también topoldgicas que se cor-
responden con las trayectorias generales del sistema, es decir, las soluciones que se
obtienen para valores no singulares de las constantes de integracién en la resolucién
de la ecuacion de Hamilton-Jacobi para el sistema completo.
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e Kinks tridimensionales sobre la superficie cilindrica.

La restriccién del sistema a la superficie del cilindro eliptico de ecuaciones
(A.11) y (A.12) se realiza de una manera facil si se utilizan coordenadas eliptico-
cilindricas. Como ya hemos comentado en estas coordenadas la superficie cilindrica
se reduce a la ecuacién p; = 0 dentro del rango para g3 determinado por (A.12).

El Lagrangiano restringido se escribe:

1 2 dyiz 1 o das
£_8(1—u2)(u2—02)(dt) + gt (ke “)+ n

(A.45)
mientras que el Hamiltoniano puede separarse de la forma:
H=H,, + H; (A.46)
1- — a2 1
i, = T L (o)
M2
1 1 2
Hy = opi—35 (6 — )

La ecuacion de Hamilton-Jacobi resulta ser, obviamente, separable y no es

dificil obtener su solucién:

Fps 13
S= —Et - d
 sign(ma) /\/ 2(1 — p2)( M2—02)+41—/~02 e

+sign(ps /\/QE —2F + (¢3 — a2) dqs

donde F y F son las constantes de separacién, cuyo valor viene fijado por las
condiciones asintéticas (A.6), de manera que las soluciones que nos interesan,
asociadas a soluciones kinks de la teoria de campos subyacente, se obtendran para
el caso £ = F = 0.

Las ecuaciones €; = aE V €y = 28

OF
y las ecuaciones de las trayectorias, respectivamente, de estas soluciones, que de-

nos proporcionaran la dependencia temporal

nominaremos como TK3ec. Particularizando los resultados para la hipersuperficie
E = F = 0 obtendremos:

_ . |sign(ps)
1 g2l (A47)
q3 +a
para la evolucién temporal, y:
_ sign(p3) 1 sign(mo)
ot ‘\/\/ Vi T = ¥ (A.48)
g3 +a l—po+o
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para las ecuaciones de las orbitas.
Es posible combinar ambas ecuaciones, (A.47) y (A.48), de manera que ob-
tenemos explicitamente las ecuaciones paramétricas de esta familia de soluciones

TK3c en funcién del tiempo t:

0
prkse = | 1 — o?tanh® (—sign(ps)(t + €)) (A.49)
atanh (—sign(ps)a(t + 1)

y donde, evidentemente, la eleccién del signo de p3 determina el caracter kink o
antikink de la trayectoria.

Una vez mas, tenemos una familia uniparamétrica de soluciones, o, para ser mas
precisos, de trayectorias, recordemos que hemos adoptado el criterio de considerar
las familias por las orbitas, de forma que cada érbita o trayectoria, determinada
en este caso por un valor concreto de la constante e; (e = € + €3), representa
realmente a toda una familia de soluciones de las ecuaciones, parametrizadas a su
vez por la constante “temporal” e;.

Los sectores topoldgicos involucrados en este caso, C%), ¢31 C24 y c(42) ge
ponen de manifiesto al pasar las soluciones (A.49) a coordenadas cartesianas, cada
eleccién de signos nos proporcionara uno de los sectores. La expresion general que

engloba todas las posibilidades sera:

+ tanh (—sign(m)(t + €))
JTK3c = 7 sech (—sign(mo)(t + €)) (A.50)
atanh (—sign(p3)a(t + €))

e Kinks generales.

Por ultimo, presentaremos el caso general, las cuatro familias biparamétricas
de trayectorias soluciéon de la ecuacién de Hamilton-Jacobi asociada al sistema
dindmico que estamos considerando.

La integracion de las expresiones (A.30) y (A.31) nos proporciona las ecua-

ciones:
_ sign(mq) sign(mg) sign(p3)
ﬂ_a i . \/1_:u2_0- 7 . g3 —a “ :672C2 (A51)
Vi—pi+o VI—ps+o g3+ a ’
— 4 sign(m) — Signéwl)
‘\/1 i — 1 ' Vi—pp+o
V9= +1 VIi—jp—o
sign(m sign(ra)
Vi 1 VEm o e
V91— —1 V91— 4o '
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y tenemos, en definitiva, kinks pertenecientes al interior de la regién cilindrica, con
las trayectorias parametrizadas por dos constantes arbitrarias, (o y (3.

Se trataréd de kinks topolégicos pertenecientes a los sectores C4 y ¢4 por
un lado, y a C?% y €32 por otro. Los denominaremos de manera genérica kinks

TKS3.
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Superpotencial del Modelo O(3)
en Coordenadas Cartesianas

Hemos incluido en este apéndice los calculos que conducen a determinar la ex-
presién del superpotencial del Modelo Sigma O(N) Lineal Deformado en coor-
denadas cartesianas. En el Capitulo 6 hemos obtenido dicho superpotencial en
coordenadas elipticas, (6.8):

1
Wene2as) (X Xy, Ag) = 3 ((—1)a1()‘1 +2)V1I-=N

(=12 + 2)V/T = dg + (1) (A3 + 2)/1 = A3 )\3>

B.1 Cambio de coordenadas inverso

Para obtener la expresion de W (@1:22:%3) en coordenadas cartesianas necesitaremos,
en primer lugar, conocer las expresiones que determinan el cambio de coordenadas

inverso al dado por:

9 (1= A)(1 = A)(1 = A3)

n 0303

o (03— X)(33 — M)(03 — As)
== ) _02(03 U%z

q§ _ (o5 — >‘1)< )(‘7 A3)

Us(“s U%)

Para ello cambiaremos ligeramente la notacién con el propdsito de simplificar
las ecuaciones que resultan en dicho calculo.
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Denotaremos:

= Gi+0s+05=1+05+0;

0105 + 0105 + G505 = G5 + 05 + 0304
= 51030} = 03}

= ¢+ +a

4 + 0505 + 0505

2 2 @ R
Il

<
I

W= G+ 036 + 5403

Tal y como se explicé en el Capitulo 2, las coordenadas elipticas se construyen
a partir de la ecuacion:

z:%iA:1 (B.1)

Se demostré en dicho capitulo que (B.1) tiene exactamente tres raices reales
distintas en la incognita A, raices que no son otras que las coordenadas elipticas
A1, A2 ¥ A3 presentadas anteriormente.

Manipulando trivialmente (B.1), esta ecuacién puede escribirse como una ecua-

cién cubica en A:
N+ (a—u)N+(B—aut+v) A+ (Bu—av—w—7) = N>+ e 2+ +cp =0 (B.2)

Para resolver (B.2), por las formulas de Cardano-Tartaglia (ver [2]), definiremos
las cantidades:

11, 1
q = gcl—gcgz§(35—a2—au+3v—u2)
1 1
ro o= 6(0102—300)—2—703—
1/1, 3 9 1, 1 1 a, 1 1,
= —(Za3-2 Z —(a®>—6 U — —w— — S — —
9 (3“ 2“6*'27>_%18(a B ut gu=guw—qgu’+ guv — o

Como hemos comentado, (B.2) tiene tres raices reales diferentes. Segin la
teorfa general de resolucién de las ecuaciones cibicas ([2]) ello implica necesaria-
mente que ¢ +r? < 0. Un calculo simplificado de esta expresién proporciona el
resultado:

1
¢ +r?= 108 (463 — a?B% + 40y — 18afy + 2772) +

L (CaBla® —48) + 31(0* ~ 68)) u+ = (' = 503 + 38+ 9an) v +
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1 1
—l—m (—a* + 20”8+ 83% — 6ay) + — (2% + 33)v° +

27
1 1 1
+a(4o¢3 — 198 + 9y)uv + 5—4(—a3 + 4af — 2y)u® + 5—4(a2 — 108)u*v +
20 5 1 4 2 4 L oyoy @ 3 L 3 L
= — — (= 4 _ _ = — -
+27uv + 50 +108( a” +48)u TogY 54uv—|—27uw+4w
1/1 3 9 1 1 1 1
-3 <§a3 — 5045 + 57) w— 1—8(a2 — 68)uw + 1—804u2w — Favw — cuvw

y, necesariamente, como ya hemos dicho, toma valores negativos.

Definiendo entonces las cantidades s; y sg en la forma:

1 1
o (7’—|— q3+r2>3; Sg = (r—\/q3+r2>3

tendremos finalmente las raices:

C
)\7; = 81+ S9— 52
1 c \/§
)\ii = —5(31 + 82) — §2 + 27(81 — 82)
1 c \/5
)‘zu = —§<81 + 82) — 32 — 27(81 — 82)

que, para nuestro caso, con ¢°> + r? < 0, se escribirdn:

1 1
51 = (r—l—i\/\q3+r2\>3; Sg = (r—i\/|q3—|—r2|)3

y, en definitiva:

0 .0 u—a«
A= —V/l|q] (cosg%—\/gsmg)— 3

0 .0 u—«
Ao = —/|q] (COSg—\/§SID§)— 3 (B.3)

0 u—«

Ay = 2 |q\cos§— 3

con:

r

f = arctan

y donde se ha considerado unicamente el caso 6 € [0, 7] (las demds posibilidades
conducen a una redistribucién de los indices: A1 pasa a ser Ay, Ay pasa a A3, etc.)
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B.2 Superpotencial en coordenadas cartesianas

Una vez encontrado el cambio de coordenadas (B.3), su sustitucién en la expresién

(6.8) nos conduce a los superpotenciales en coordenadas cartesianas:

1 0
W (anaz,a3) — -1 a1\/3_ -6 b
(91,42, 93) 573 (1) a+u |q\cos3
0 0 .0
| 6+a—u+6 |q]cos§ +(—1)*y /3 —a+u+3+y/]q| COS§—\/§SIH§ .

-(6+a—u+3\/H(—cos§+\/§sing)) (B.4)

0 0
—|—(—1)a3\/3 —a+u-+3/|q| (cosg +V/3sin §> :

: (6+a—u—3 lq] (cos§+\/§sin§))}

Volviendo a escribir en términos de las variables ¢q, g2 y ¢3 se tiene:

1 0
(O{l,ag,ag) , , — _1 al\/ 2 + 2 + 2 + 2 _'_ 2\ 6 .
W (q1,92,43) _3\/5 [( ) o5+ o5+ (7 + a3 +q3) |q,C033

9
'(9—03—03_(Q%+Q§+Q§)+6 IqICOS§> +

7 6
—l—(—l)aQ\/a% + 03+ (¢} + 6 + 63) + 3V g (COSg — V/3sin §>
2 2 2, 2. 2 4 0
N9-03—05— (¢ +& +45) +3V]d] —cosg—i—\/gsmg (B.5)

0 0

+(—1)a3\/05 + 05+ (i + 6 + 63) + 34| (cosg + \/§Sin§
2 2 2, 2., o 4 .0
(9-0f =i = (af + 3+ a5) —3V/al ((cos 3 + VBsin g

V163 +r2|

y donde 6 = arctan ~———, con
1 2
d=-a = 3 ((Qf + a5 +q3) — (03 +03) q1® + (205 — 03) G5+
+ (203 — 03) g5 + 03 + 05 — 0303)
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y
1 1
ro= = (205 + 08) = (0305 + 030%)) + 12 (03 + 0 — do3od)
1 2
(F+B+a6)+ =05 +03) (+ 6 +a)

18
1
(67 + 6 + 65) (033 + 0365) + ¢ (20303 — 03) 45 +

D~ =

1
(20505 —03) @3 — == (di + & + q§)3

+ 57
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Apéndice C

Recopilaciéon Breve de Geometria

Riemanniana

Incluimos en esta Memoria un apéndice en el que se resumen algunos de los con-
ceptos basicos de la Geometria Riemanniana. El objetivo de esta inclusion es
presentar, por un lado, la notacién que se ha adoptado a lo largo de este trabajo y,
por otro, las propiedades y teoremas que se han utilizado en los diferentes capitulos
del mismo. De las muchas y excelentes referencias que existen en la literatura so-
bre este tépico, se han seguido esencialmente las siguientes: [50], [59], [57], [65] y
[70].

Dado el caracter recopilatorio de este apéndice, hemos obviado las demostra-
ciones de las Proposiciones y Teoremas que se han incluido (y que pueden encon-
trarse, evidentemente, en las referencias citadas). Se ha hecho una excepcién con
la Proposicion C.2 debido a que su demostracion no esta recogida en ninguno de
los textos citados y, ademas, se trata de un resultado que se utiliza repetidas veces

en el Capitulo 4 de esta Memoria.

C.1 Conexiones y derivadas covariantes

Sea M una variedad riemanniana (i.e. variedad diferenciable tal que en cada
espacio tangente T, M, Vp € M, estd definida una métrica riemanniana g = g;;dz'®
da?).

Prescindiendo, por innecesaria en este contexto, de la nocién general de conexion

en un fibrado principal', nos centraremos en la definicién de conexién en un fibrado

Ver por ejemplo [59] para la teorfa general.
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vectorial sobre una variedad (particularmente en el fibrado tangente a la variedad
riemanniana dada M).

Definicién C.1. Una conexion (o conexion afin) sobre el fibrado vectorial V' sobre
la variedad diferenciable M es toda aplicacion V de I'(V) @ T'(T'M) en I'(V) que
verifica las propiedades’:

V(K,X)=VyxK, VX eD(TM), VK eT(V)

° fo+gyK = fVxK 4+ gVy K, VX,Y € F(TM), Vf,g € COO<M), VK €
).

o Vx(fK) = fVxK + X(f)K, VX € D(TM),Vf € C*(M), VK € T(V).
Vx(K + K') = VxK + VxK', VX € T(TM), VK, K' € T(V).

V x K recibe el nombre de derivada covariante de K con respecto a X.

La Definicién C.1 puede ser reinterpretada de la forma:
V:I'V) - T(V)T'(T*"M)

de manera que V(K) = VK actia sobre un campo vectorial tangente X € I'(T'M)
de la forma:
VK(X)=VxK eT'(V)

Desde este punto de vista, se denomina a VK diferencial covariante de la
seccién K.

Dos son los casos en los que nos centraremos fundamentalmente: en primer
lugar cuando el fibrado vectorial no es otro que el fibrado tangente a la variedad
M (V. = TM), y en segundo, y generalizando al anterior, el caso del fibrado
tensorial sobre M (V =T7(M)).

Conexiones en el Fibrado Tangente. Para el caso de los campos vectoriales, la
conexién se convierte en una ley de composicién interna: V : I'(TM) @ I'(TM) —
['(TM) de manera que

V(X,Y)=VyX

y la diferencial covariante de un campo vectorial X € I'(TM) es un tensor (;) que
actua de la forma:

VX(Y)=VyX € (TM)

2Evidentemente, I'(V') denota a las secciones de dicho fibrado.
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Si (x!',...,2") son coordenadas locales en un abierto U de M, entonces la base
de los campos vectoriales en M sera: {%, cee 8%}, de manera que la conexion

V esta determinada por los simbolos de Christoffel de la forma:

V o 0 _pr 9 (C.1)

ozt 07 9 Oxk

De esta manera, si X = X i% eY =Y % son dos campos en M, tendremos
que la derivada covariante se escribe en componentes de la siguiente manera:
oy*

) . 0 .
= L _— k J _— = ¢ .
VYV =X ( o T THY ) 55 = XY (C.2)

donde se ha denotado V; =V o .

oz .
Por su parte, para la diferencial covariante, tendremos: VY = V,;Y ®@ da’, y

asi:
. ) o .

(V,;Y ®da’) (XZ%) =V,;YX'! =V,;YX =VxY
Conexiones en el Fibrado Tensorial. De cara a particularizar la Definicion C.1
para el caso de campos tensoriales, es conveniente entender un campo tensorial K
de tipo (2) como una aplicaciéon multilineal tal que, Vo € M, actia en T, M x .$.

xT, M y toma valores en Tf(z) (tensores tipo ({)), es decir, K € I'(T7M)
K :T(TM)x .5. xI(TM) — T}

De esta manera, la derivada covariante V y K con respecto a un campo X del
campo tensorial K es un nuevo campo tensorial del mismo tipo que K.

La diferencial covariante de K € I'(T7 M) se definird, en consecuencia, como
un campo tensorial VK de tipo (511) de la forma:

(VE) (X1,..., X X) = (VxK)(X1, ..., X,)

Es trivial entonces demostrar la proposicién siguiente (ver [59]):

Proposiciéon C.1. Con las definiciones anteriores se verifica:

(VK) (X1,..., X5 X) = Vx(K(Xy,...,Xy))

S

=Y K(Xy,...,VxX,... X)) (C.3)
i=1
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Para el caso de uno-formas (tensores ((1))) K=w=uwdzs; w:T(TM)— TJ.
Vw sera un tensor (g) de manera que:

(Vw)(¥;5 X) = (Vxw)(Y)
que, de acuerdo con la proposicion anterior verificara:
Vu(V;X) = (Vxw)(Y) = Vx(w(Y)) —w(VxY)
En componentes:
Vu(V; X) = Vx(wY") —w(VxY) = X79;(wY") —w(X'V,;Y) =

XY ' 0jwi+ X7 wi0;Y' —wp, X(0Y*+THY") = XY (0jw; — Thwy) = X7 (V,w)(Y)

de manera que:

Vxw=X'"Vw= X’ (9jw; — Ffiwk) da’ (C.4)

En el caso en el que w = df = 9, fdz!, tendremos:
0 f
OxIOxt

xa)(V) =y (2L~ thou ©)
Curvas y traslado paralelo. Si c: [t1,t3] — M es una curva (diferenciable) en
M, un campo X a lo largo de ¢(t) es una funcién que asigna a cada t € [t1,ts] un
vector tangente X; € T, ;) M.

Todo campo de vectores a lo largo de una curva tiene asociado otro, su derivada

covariante a lo largo de la curva, de la forma:

DX (dX* dd_, .\ 9  dd(t) .
= — = _— D — .. J _— . = o - = :
ViX=— ( o+ o ThX ) G = VX = VX = VX (C6)
donde c(t) = (c'(t),...,c™"(t)) en coordenadas locales en un abierto de M, y donde

utilizamos, evidentemente, el abuso de notacion habitual al identificar % e I'(TR)

con £ =é=%=c(d)cT(TM).
DX

Un campo vectorial X a lo largo de una curva c(t) se dice paralelo si =+ = 0
idénticamente.

En general, dada una curva ¢ sobre una variedad diferenciable dotada de una
conexién y un vector tangente Xy en c(fp), existe un campo de vectores paralelo
X alo largo de ¢ y s6lo uno que extienda al vector Xy. Las componentes de dicho
campo X seran, logicamente, las soluciones del sistema de ecuaciones:

dXx* dct

. |
— X =0 (C.7)
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con las condiciones iniciales X5

El vector X, serd el traslado paralelo de Xy a lo largo de c.

Conexiones métricas y libres de torsion. Llamaremos en general conexion en
una variedad riemanniana M a toda conexién definida sobre su fibrado tensorial.
Definicién C.2. Una conexion V definida en una variedad riemanniana M se
dice “compatible con la métrica” o simplemente conexion-métrica si el traslado
paralelo conserva el producto escalar.

Esto equivale a decir que para cualquier curva en M y cualquier par de campos
vectoriales X e Y paralelos a lo largo de ¢, el producto escalar (X,Y") es constante
Vi € [ty ty).

La condicion de conexion-métrica tiene las siguientes consecuencias faciles de

demostrar:

e Con la notacién de la Definicién C.2:

fon-(BE-(cB)

e De manera general:

XY, 2)) = (VxY, Z) + (Y,VxZ), VX,Y,ZcT(TM) (C.9)

e Si g es la métrica riemanniana definida en TM, es decir: (X,Y) = ¢; XY,
entonces:

Vg=0 (C.10)

es decir, la diferencial covariante del tensor g es nula idénticamente (g es paralela
con respecto a V).

Definicién C.3. Dada una variedad M con conexion V sobre T'M, se define el

tensor de torsién Ty de la forma:
Ty(X,Y)=VxY - VyX — [X,Y] (C.11)

para X, Y € I'(T'M).
Se dice que la conexién V es libre de torsion o conexion simétrica si se verifica

que Ty = 0 idénticamente.

Para las conexiones libres de torsion, si X e Y son dos campos vectoriales cuyo
paréntesis de Lie se anule, es evidente que

VxY =VyX
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En particular, si s : R* — M, s(u,v) € M, es una superficie (parametrizada)
sobre una variedad riemanniana y denotamos, de manera similar al caso de las

curvas QZS*(a)—asya%Es*(a)Zé tendremos que

> Ou T ou) — u ov) = v
D 0s D 9s

. . o 071 _ D D
como consecuencia directa de que [ Bu Bv} = 0, y donde & y 5, denotan a las
derivadas covariantes sobre la superficie s, generalizacion evidente de la derivada
covariante a lo largo de una curva: Si X es un campo sobre s, es decir un campo
que asocia a cada (u,v) € R? un vector Xuw) € TsuwyM, entonces, para v = vy

fijo, X|s( es un campo a lo largo de la curva s(u,vg) y se puede definir

U’?UU)

DX o D X‘s(u,vo)
ou du

DX
ov *

Si denotamos § = 2 y ' =
ou

y anadlogamente para

Js

5, entonces (C.12) se escribe en la forma:

Vis' = Vg (C.13)

Teorema Fundamental. Sea M una variedad riemanniana, entonces existe una
tinica conexion definida en M que sea simultaneamente compatible con la métrica
de M y libre de torsion. Dicha conexion recibe usualmente el nombre de conexion
de Levi-Civita.

Una consecuencia directa del Teorema anterior es que los simbolos de Christof-
fel de la conexién de Levi-Civita estdn determinados de manera tnica por las

componentes del tensor métrico y sus derivadas. En un sistema de coordenadas

1 0gjx ~ Ogix 09y
l kl
i =59 (a;i T ouk (C.14)

donde se observa trivialmente la simetria de Fﬁj con respecto a los indices ij

locales:

(simetria derivada de ser la conexién libre de torsion).
Es facil demostrar, por calculo directo, que las derivadas de las componentes
del tensor métrico se escriben de la forma:

99
oxd

En el resto del Apéndice nos referiremos, siempre que no se especifique lo

= gpl% + gul (C.15)

)
Jp

contrario, a la conexién de Levi-Civita.
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Gradientes y Hessianos.

Definicién C.4. Dada una variedad riemanniana (M, g), sea (x!',...,2") un

sistema de coordenadas locales en M. Se define el gradiente de toda funcion
diferenciable f € C*(M) como el campo vectorial gradf € T'(T M) siguiente:
O 9

9
oxt
entonces la derivada covariante de una funcién con respecto a X no es mas que la

Es evidente, a partir de la definicién, que si X = X*-% es un campo en M,

correspondiente derivada direccional:

Vx[=X(f) = (X gradf) (C.17)

Definicién C.5. Dada una funcién dos veces diferenciable f : M — R (f €
C?*(M)) en una variedad riemanianna (M, g), se llama Hessiano de f a la forma

bilineal Vdf. En un sistema de coordenadas locales (z*,...,2") se tiene (segin
(C.5)): oy o

df = 7=5—= — =510 ) do' @ da? C.18

vdf ((%czﬁx? Oxk ”) v @dr ( )

Proposiciéon C.2. Sea f una funcién dos veces diferenciable en una variedad
riemanniana (M, g), v sean X e Y dos campos vectoriales cualesquiera en M,

entonces se verifica:

Vdf(X7 Y) = <VXgrad(f)7 Y> = <ng1“ad(f), X> (019)

Demostracién. Es evidente a partir de la expresién (C.4) y de tratarse de la
conexion de Levi-Civita que

(Vdf)(Y; X) = (Vdf)(X;Y) (C.20)
De esta manera basta con demostrar la primera de las igualdades. De acuerdo

con la definicién de gradiente: Oy f = gip(grad(f))?, v asi:

VA0 Y) = 07 (2 (auamad (1)) - Thanglerad () ) -
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= X7Y! <%(grad( P+ glpw - F?:gkp(gradm)p)

que, utilizando (C.15), conduce a:
XY gi; (95(grad(f))" + Tj,(grad(f))?) = (Vxgrad(f),Y)

Q.E.D.

C.2 Tensor de Curvatura

Tal y como ya hemos comentado, nos restringimos a la conexién de Levi-Civita en
una variedad riemanniana (M, g), definimos en consecuencia el tensor de curvatura
de dicha conexion, obviando la definicion general de curvatura de una conexién
cualquiera.

Definicién C.6. El Tensor de Curvatura R de la conexion de Levi-Civita V de

una variedad riemanniana (M, g) se define de la forma3:

R(X,Y)Z = =Vx(VyZ)+ Vy(VxZ) + VixyZ (C.21)

para cualesquiera tres campos X, Y, Z € I'(T'M).

En un sistema de coordenadas locales en M, tomemos X = X' 8‘2“ Y = Yj%,
Z = Z":%. Entonces:

o 0 0 0
— YiyIigk
R(X,Y)Z—XYZR( port a:j> ?

como consecuencia de las propiedades ya mostradas de la conexién. Es habitual

o o\ o ., 0
R (a_ a_) ook~ Tk g

de manera que, por calculo directo, se obtiene:

denotar:

kT g oxt

Es usual asimismo la siguiente definicion:

+ T T, = T, T, (C.22)

Rijk’l = gth?jk (C23)

3Existen dos criterios diferentes a la hora de definir R segtin el signo que se considere, hemos
seguido en este caso la notacién de [70].
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g 0 g 0

El tensor de curvatura de la conexion de Levi-Civita verifica las siguientes
identidades:

que conduce a que

R(X,Y)Z+R(Y,X)Z=0; R, =-Ry (
R(X,Y)Z+R(Y,Z2) X+ R(Z,X)Y =0 (

(RX,Y)Z, W)+ (R(X, Y)W, Z) =0 Rijii = —Rijix (C.26
(RIX,Y)Z, W) =(R(Z,W)X,Y); Rijii = Ryij (

Por ultimo, si X es un campo sobre una superficie s(u,v) definida en M (ver

seccién anterior), es trivial obtener la expresion:

X (C.28)

DDX DDX (05 05
ov Ou  Ou Ov ou’ Ov

Definicién C.7. La curvatura seccional de un plano generado por los vectores
tangentes X,Y € T,M se define como:

K(X,Y) = (R(X,Y)X,Y) (C.29)

De esta manera, si definimos Kx : T,M — T,,M como la transformacién lineal
Kx(Y) = R(X,Y)X, podremos expresar la curvatura seccional de la forma:

K(X7 Y) = <KX(Y)7Y>
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Apéndice D

Calculo Variacional Aplicado a
Geodésicas

Hemos incluido un Apéndice dedicado al Calculo Variacional, y particularmente a
Calculo Variacional aplicado a geodésicas, con el dnimo de resumir los elementos
fundamentales del mismo que han sido utilizados en las demostraciones y razona-
mientos de los capitulos de la memoria. Por razones evidentes se restringe el
apéndice al caso de funcionales expresables como una integral simple de una séla
variable en la que el integrando depende de una funcién (en general vectorial) y
de su derivada primera. Asimismo nos centraremos en los casos de variaciones
propias, es decir, en problemas variacionales con fronteras fijas.

De manera anéloga al Apéndice C, omitiremos las demostraciones de la mayor
parte de los resultados aqui recogidos, que pueden encontrarse en multitud de
textos sobre el tema. Las referencias fundamentales a las que nos remitimos seran

[31], [84] y [70].

D.1 Conceptos Basicos del Calculo Variacional

Como es bien sabido, el calculo variacional estudia los métodos que permiten
obtener los valores extremales de los funcionales.

El primero que se planted el calculo de variaciones fue Newton al determinar el
sélido de revolucién de resistencia minima en un fluido (publicado en 1687 en su
libro “Philosophiae Naturalis principia mathematica”). La verdadera formulacién
del problema, sin embargo, se debe a Johann Bernouilli, que en 1696 propuso a

la atencién de los matematicos determinar la curva que debe recorrer un cuerpo
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pesado en el menor tiempo posible, es decir la linea de deslizamiento mas rapido o
braquistécrona. El propio Johann Bernouilli, Jakob Bernouilli, Newton, Leibnitz
y L’Hopital resolvieron el problema. FElI mismo Johann Bernouilli propuso, en
1697, el problema de calcular las lineas geodésicas o de menor longitud en una
superficie dada, resuelto por él mismo en 1698 y de una manera general por L.
Euler en 1728. Un tercer problema discutido por los hermanos Bernouilli (Johann
y Jakob), el llamado problema isoperimétrico (determinacién de la curva cerrada
que contiene drea maxima), cuya solucién se conocia desde la Grecia Clésica, y
que asimismo fue resuelto de manera general por Euler, contribuyé al desarrollo
definitivo del Calculo Variacional tal y como lo entendemos hoy en dia. Puede
citarse, por tanto, a Leonard Euler como el fundador del Calculo Variacional y a
J. Lagrange como el primero en establecer una técnica sistemética de resolucién de
los problemas variacionales. Hacia 1832 Gauss estudio el calculo variacional para
funcionales determinados por integrales dobles, necesario para sus estudios sobre
la capilaridad, y Poisson extendié mas tarde dichos estudios al caso de integrales
de cualquier orden.

D.2 Variaciones y Teorema Fundamental

En una notacién similar a la del Apéndice C, sea ¢(t) una curva en una variedad
riemanniana (M, g)*.
¢ty to] = M

Definicién D.1. Una variacion de la curva c(t) es toda funcion:
@[t to] X (—€,6) = M
diferenciable y tal que

©(t,0) = c(t), Vt € [ty ta]

Evidentemente ¢(t,£) define una superficie en M.
Denominaremos variacién propia (o variacién con fronteras fijas) a aquélla que
verifica:

p(t1,8) = c(t1), @(t2,§) = c(ta); VE € (—¢,€)

!Entenderemos por curva, si no se especifica lo contrario, a toda funcién de clase C* depen-

diente de un pardmetro real en la variedad (M, g).
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En cada punto ¢(t, ) de M, la variacién define dos vectores tangentes: %—f(t, £)
%g(t, ¢). En particular, sobre cada punto de la curva ¢(t) tendremos los vectores:
2(1.0) v %(0.0).

%—f(t, 0) no es mas que el vector tangente ¢(t) a la curva en ¢(t), mientras que

Qv <

g—‘g(t, 0) serd un campo vectorial sobre la curva al que se denomina campo asociado
a la variacién? . No es dificil demostrar la proposicién siguiente (ver [84]):
Proposicién D.1. Si ¢ es una variacién propia de la curva c(t), entonces se
verifica:

dp

¢ (10) = 5(12,0) =0 (D.1)

Es cierta ademas la proposicién reciproca:

Si X es un campo sobre la curva c(t) tal que X (¢;) = X(t2) = 0, entonces
existe una variacién propia de ¢(t) definida en [t1, o] X (—¢€, €9) (para algin €j) tal
que X sea su campo vectorial asociado.

Con el fin de simplificar la notacién, utilizaremos la siguiente equivalencia:

c(t, &) = o(t,€)

de manera que denotaremos:

(o= an=2w0
V(t,6) = g—ga,@; V(t) = §—§<t,o>

Completamos la presentacion de los ingredientes basicos del Calculo de Varia-
ciones aplicado a geodésicas con el Teorema Fundamental del Célculo Variacional
(ver por ejemplo [31] para la demostracion):

Teorema Fundamental. Si para cada funcién continua n(zx) se tiene:

/ " ded () = 0

1

siendo ®(x) una funcién continua en el intervalo [z, xs], entonces se verifica:

VY S [I’l, 132].

2Tal y como se especificé en el Apéndice C, se utiliza en la practica un abuso de notacién
frecuente al identificar ¢(t) = 4 = c. ().
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D.3 CaAlculo Variacional aplicado a Geodésicas

Energia y Longitud. Consideremos el espacio de curvas de la variedad (M, g)
que pasan por los puntos Py () de M, QjQD. Para cada curva c € Qg:

c: [t ta] — M, c(t1) = P,c(tz) = Q

se define el funcional de energia, E|c|, de la forma:

Eld = / it %@(t), H)

t1

donde ¢é(t) € TewyM es el vector tangente a la curva en c(t). En un sistema de

coordenadas locales en M, de forma que c(t) = (z'(t),...,2"(t)), tendremos:

dz' 0 ;0
= =

)= o Oz

El funcional de longitud se define de manera anéloga como:

1

to to
Ll = [ e oy etent = [ helar
t1 t1
Reparametrizaciones. El funcional de longitud es invariante bajo reparametri-
zaciones de la curva, algo que no ocurre con el de energia.
Proposicién D.2. Sea ¢ = ¢(t) una reparametrizaciéon admisible® de la curva
c(t), entonces Lc(t)] = Le(9)].
El funcional de longitud nos permite construir el parametro-arco para cada
curva c(t) de Q%:
t
s(t) = [ arte(o). (o)}
t1
para cada t € [t1,1]*. Evidentemente s(t3) = L[c]. Aplicando el Teorema Funda-
mental del Célculo tenemos:

ds = (&(t), é(t))2dt

de manera que, para curvas regulares (es decir, tales que ¢(t) # 0, Vt € [tq,1s]), el

parametro-arco sera una reparametrizacion admisible. En estas condiciones:

s(t2)
Lic] = / ds
0

3Entenderemos por reparametrizacién admisible aquella tal que ¢'(t) # 0,Vt € [t1,ts).

4Una notacién més rigurosa, pero engorrosa, serfa s, (t).
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y es trivial demostrar la proposicion:
Proposiciéon D.3. Sea c(s) una curva definida en una variedad riemanniana M
y tal que el pardmetro s € [s1, S| es la longitud de arco, entonces

1 (s)[| = (¢'(s). ¢/ (s)) =1
Vs € [81, 82].

Variacion primera de F y L.

El teorema que presentamos a continuacién permite caracterizar las curvas
geodésicas de la variedad M como extremales de los funcionales anteriormente
definidos con respecto a variaciones propias consideradas en el espacio de curvas
Q.

Teorema D.5. Para cada curva ¢ en M, las funciones E[c](§) y Lc|(§) definidas
de la forma:

Ble) = [ di5(e(t.€),¢60.)

t1

o=

LL(€) = / CdHe(t ), 6(1,€))

t1
son diferenciables con respecto a £ y ademas:

A0 = @A - [Cagio. ey 02
a b (B <c',2e>>
—L[c](0) = g A L A D.3
a1 /t ((c‘,c‘)2 (¢,¢)z (03)

La demostracion, en el caso del funcional de energia, es similar a la corres-
pondiente a la Proposicion 4.1, del Capitulo 4, relativa a la variacion primera
del funcional de accién de un sistema dinamico. Para el funcional de longitud se
procede de manera anéloga (ver por ejemplo [57] y [70]).

Para el caso de variaciones propias, el teorema anterior conduce a la siguiente

expresion de la variacion de la energia:

d%E[c](O) - /: dt<%é(t),c’(t)> (D4)

La condicién de extremal, d%E[c](O) = 0, segtin el Teorema Fundamental antes

expuesto, se verifica si y sélo si

50 =0 (D.5)
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es decir, si la curva es autoparalela o geodésica. Queda demostrado, por tanto,
que toda curva extremal del funcional de energia es una geodésica de la variedad
riemanniana, y reciprocamente.

Si consideramos curvas parametrizadas en funcion del arco de longitud, la
variacion de la longitud (para variaciones propias) conduce a idéntico resultado.
Llegamos asi a la siguiente conclusion: Las curvas extremales del funcional energia
son las curvas autoparalelas de la conexion de Levi-Civita (a las que denominamos
geodésicas®) y son, a su vez, curvas extremales del funcional de longitud siendo
su parametro la longitud de arco. En este punto, el lenguaje de la Dinamica
es clarificador: Los extremales de la energia son las curvas de longitud extremal
recorridas a velocidad constante (parametrizadas en funcién del arco o funciones
afines del arco, es decir ||‘é—i | =cte y, por tanto, t = as + b, con a y b constantes
arbitrarias), mientras que los extremales del funcional longitud son las curvas de
longitud extremal, independientemente de la velocidad con la que son recorridas.

No es dificil demostrar® que los extremales del funcional longitud (en cualquier

parametrizacién) satisfacen las ecuaciones:

De(t) ,
—= = A¢(t D.
40— et (D.6)
donde A = —%5 . (%)2, siendo t el parametro del que depende la curva y s el arco

de longitud sobre dicha curva. Es ahora evidente que para el caso de parametriza-
ciones afines, las ecuaciones escritas son exactamente las de las curvas geodésicas.

D.4 Desviacion Geodésica

Si tomamos ahora una curva geodésica c(t) en M (curva que une los puntos c(ty)
y ¢(t1)), podemos calcular la variacién segunda de los funcionales £ y L:7
Teorema D.6. Sea c : [t;,t5] — M una curva geodésica, entonces la variacion
segunda del funcional energia sobre dicha curva es:

d? b2 D% .
d—ng[C](O) = —/t dt<6t2 +R(c,c)c,c>+

1

Conviene precisar que la definicién de geodésica no es tinica, algunos autores llaman curvas
geodésicas a los extremales del funcional de longitud, independientemente de la parametrizacién
que se considere. Tal y como estamos demostrando, ambas definiciones no son totalmente
equivalentes.

6Sustituyendo s = s(t) en las ecuaciones % = 0 y aplicando la regla de la cadena.

"Milnor realiza este célculo utilizando una variacién dos-paramétrica de los funcionales, los

resultados son equivalentes a los mostrados aqui.
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+<Dc’ > t2+ < , Dé>
_’C c’_
AR ¢

La variacion segunda del funcional de longitud requiere un calculo mas deta-
llado:
Teorema D.7. Sea c : [t1,ts] — M una curva geodésica donde ademds t es una

to

t1

parametrizacion afin (t = as+ b siendo s el parametro arco), entonces la variacion

segunda del funcional longitud sobre dicha curva es:

d2L 1 to D2C/L
i e dt = Sy A RN A
ae " ||e||< / < gz T RECT)EC >

Dd D+, \\|?
(Gen) ),

donde ¢+ es la componente de ¢’ ortogonal a ¢, es decir:
C/L — Cl— <i C/> i
lell™ /- 1lel

2 . . . . <2 o
El operador %%—R(c, -)é recibe el nombre de “operador de desviacion geodésica”.

Los campos pertenecientes a su niicleo son llamados, a su vez, campos de Jacobi
de la variedad.

D.5 Teoria de Morse

Finalizaremos este apéndice con una breve exposicién de los aspectos fundamen-
tales de la Teoria de Morse sobre espacios de curvas cerradas.

Sea Q= {7 : S = M /~(0) = v(1) = mg} el espacio de caminos cerrados
con un punto-base fijo my en una variedad riemanniana n-dimensional M. La
teoria de Morse establece una relacion entre las propiedades topoldgicas del espacio
Qm, v las caracteristicas de los puntos criticos del funcional de longitud L =
J 17|l dt definido en §,,,, es decir, las curvas geodésicas cerradas 7. en M (para
detalles ver por ejemplo [70] y [74]). Plantearemos a continuacién una versién de
la teoria de Morse a la manera de Bott [14].

Sea

Py (Quy) = Y by t"
k=0
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el polinomio de Poincaré de €1,,, en la incégnita t. Los coeficientes by, de dicho
polinomio no son mas que los nimeros de Betti de €2,,,, es decir, las dimensiones

de los grupos de homologia de dicho espacio:
bk = dim Hk (Qmo, R)

y, por tanto, la topologia de €,,, estd determinada por P; (,,,)-
Sea

M (L) =" P (N,) tH)
Nc

el polinomio de Morse del funcional L. Por su parte M,(L) codifica la estructura
de las curvas criticas de L puesto que la suma se lleva a cabo sobre las variedades
criticas, IN,., formadas, segin sean las caracteristicas geométricas de la variedad
M, bien por una geodésica aislada, bien por un conjunto continuo de geodésicas.
P,(N,) es el polinomio de Poincaré de N, y p(N.) es el indice de Morse de la
variedad critica N,, que se define de la forma:

p(Ne) es la dimensién del subespacio del espacio tangente T, €,,,, en el cual la
forma cuadratica Hessiano de L en v, € N, es definida negativa en las direcciones
ortogonales a N..

Las desigualdades de Morse
My(L) = P (o)

informan de que las caracteristicas de la topologia de €,,, imponen la existencia
de muchos de los puntos criticos de L.

El indice de Morse puede ser entendido, de manera equivalente, como el niimero
de autovalores negativos del operador de desviacién geodésica y, por tanto, p(N,)
nos informa de la estabilidad o inestabilidad de una geodésica dada ~. € N.. Por
otra parte, este hecho nos permite evitar la resolucién del problema espectral (en
general dificil) calculando el indice, p(V,), por aplicacion directa del Teorema del
Indice de Morse:

Teorema del Indice de Morse. El indice de Morse de una geodésica . € Qo
es igual al niumero de puntos conjugados al punto base my por los que pasa 7.,
contados con su multiplicidad.

Recordemos entonces que se llama punto conjugado o focal de mg a todo punto
de M™ tal que existen infinitas geodésicas de ,,, (y por tanto, que pasan por
mo) que pasan por el mismo. Este enunciado es equivalente a decir que existe
un campo de Jacobi (es decir un campo solucién de la Ecuacién de Jacobi, y por
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tanto perteneciente al nucleo del operador de desviacién geodésica) no trivial que
se anula simultdneamente en mg y en el punto en cuestion. La multiplicidad del
punto conjugado viene determinada por la dimension de una seccién transversal
a la congruencia de geodésicas cerca del punto focal (ver [52], [67] y [68] para
detalles). Equivalentemente, la multiplicidad serd igual al nimero de pardmetros
independientes de que depende el conjunto infinito de geodésicas de la congruencia.
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Apéndice E

Correcciones cuanticas a la masa
de Kinks

En este Apéndice calcularemos la energia del estado fundamental, en el sector
topolégico del Modelo Sigma O(3) Lineal Deformado, al primer orden en la ex-
pansién semi-clasica. Como es bien sabido, los kinks estables, en modelos con un
solo campo escalar, dan lugar a un estado cuantico que es el fundamental en el
sector topologico del sistema, y a una “torre” de estados excitados sobre él, con
propiedades muy interesantes (ver [87] para detalles). La generalizacién a mo-
delos con varios campos escalares no existe practicamente en la literatura, para
conseguirla, se han de salvar dos dificultades: a) Identificar los kinks estables, un
problema mucho mas dificil que en el caso N = 1, y que ha sido discutido profusa-
mente en la Memoria. b) Relacionado con él, manejar el espectro del operador de
segunda variacion (Hessiano) aunque sea mediante técnicas asintdticas.

El método que utilizaremos esta desarrollado de forma completa en la Refe-
rencia [30] y sintetizado en [8]. Nos limitaremos a continuacién a exponer la
formula que proporciona la correccién cuantica y a calcular cada uno de sus
términos. En cualquier caso, de cara a obtener un estado propio del Hamilto-
niano del sistema cuantico a partir de una solucion clasica, uno debe partir de un
kink estable. De acuerdo con la elecciéon que hemos realizado en la Memoria para
los pardmetros de deformacién: 1 > o2 > 03, el tnico candidato a dar lugar a
un buen autoestado es, por tanto, el kink TK205. Consideraremos, sin embargo,
las siguientes situaciones: 1) 02 > 02 > 1, en la que el kink TK1 es estable y
no existen los kinks TK20y y TK203; 2) 02 > 1 > 02, es decir, TK1 inestable,
TK203 estable, y no existe el TK203; y 3) 1 > 03 > 03, existen los tres, y sélo

el kink TK20, es estable. La consideracion de estas tres posibilidares resultara,
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como veremos, muy iluminadora.
La aproximacién semi-clasica a la energia del estado fundamental en el sector
topoldgico se escribe en la forma (ver [87]):

E, [gEK] _E, [54 + g {5 [&’K] 4 Oue [Q?K} + Ope [M } oY) (B1)

Donde

es la energia debida a la incertidumbre en los modos de fluctuaciéon en torno

al kink, medida respecto a la misma cantidad en el sector de vacio. A [gz_g K]

y A [qﬁv] son pues los operadores segunda variaciéon (Hessianos) en torno a

las soluciones cléasicas, ¢x v ¢y. Si definimos la funcion zeta generalizada

asociada a un operador A que actia en un espacio de Hilbert como la serie
formal, [45]:

CA(S)ZZALS, seC

donde A,, son sus autovalores, podemos escribir:

e [3n] = () ~ o (3

3
- 1 1 o0 -
S (3) [ oo )
OmE [(ﬁK} i ;CAQ[%] <2> /_OO dr A, ( Pk
se debe a la contribucién de los contra-términos, que han de ser introducidos

de cara a renormalizar la masa, es decir:

A, (¢K) = % (¢K> - % ((/5\/)

() =i G () = (3

OFe [5}{} = % /°° dz ZAa (Q_;K)
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compensa el hecho de que usualmente A <¢K) tiene mas autofunciones, mo-

dos de fluctuacién, que A ((Ey), y las constantes cosmologicas en el sector

topoldgico v en el vacio deben renormalizarse de distinta formal.

El problema con el que nos encontramos al considerar la férmula (E.1) es que las

cantidades: CA[d?K] (—%), CA[&/] (—%) y CA[Q;V] (%), que entran en la definicién de

E, [@(} , son estrictamente divergentes. En vez de utilizar el método convencional
de imponer un corte ultravioleta, bien en la energia, bien en el niimero de modos,
usaremos el método de la funcion zeta generalizada para regularizar las cantidades
divergentes. La idea es tomar el valor de (a(s) como definicién, donde s es un
punto del plano Complejo que no es un polo de (a, y, posteriormente, tomar el
limite s — —5 y 5 — 5 para obtener una respuesta finita, ver [30].

Para ello, es conveniente usar la definicion de la funcién zeta como la transfor-

mada de Mellin de la funcién del calor

o) = 105 g ()
Ci(s) = % / T A [T (eP2) = my)

En la segunda férmula, la contribucion de los mg modos cero ha sido sustraida.
Tr (e*BA) es la traza del nicleo de la ecuacion del calor. Ademaés, A es de la forma:
pe
T dx?
y, por ello, admite una expansién asintotica si # < 1

a) gm0 ()

Aab 5ab + Vab( )

Tr (e T Z
n<no
a partir de la cual se determina la estructura de (o como funcién meromorfa de s.

Los coeficientes a, (A) son

3
= Z /d:vafba(x,x)
a=1

y se calculan de modo recurrente en términos de V.

'En realidad, la expresién de 6 es la siguiente:

o= [dx| = % /_ O; de {i {aijwb () - 6%5% (¢V)}]

a,b=1
pero en todos los casos que consideraremos los términos no diagonales bien son nulos, bien
proporcionan contribucién nula a la integral.
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E.1 Kinks cuanticos en el Modelo Sigma O(3) Li-

neal Deformado

Si usamos variables sin dimensiones en el modo elegido en la Secciéon 2.2, el po-

tencial de la teoria de campos es

(¢2+¢2+¢2_1>2+U_§¢2+U_§¢2
1 2 3 9 27T 5P

N —

V(1, 2, 03) =

En cualquiera de las configuraciones de vacio, q;‘jﬁ = &€}, el Hessiano A [(Ey} =
AP es:
&2
A’ = == O+ Vi
con:

0 _ 0 _ 2 0 _ 2
Vii =4, Vs = 03, Viy = 03

y VO =0sia#b.
_1
Recuperar las dimensiones correctas requiere multiplicar (a0 (—3) por (25) 2
y para regularizar por el método de la funcién zeta es necesario introducir un
‘ . . , . 2\ ¢
pardmetro p con dimensiones de masa. Asi, debemos considerar p (%) Cao(S).
Si ponemos el sistema en un intervalo de longitud sin dimensiones mL, es facil

concluir que
Tr (e_ﬁA()) _ mb <€_4B +e 30 4 e_"gﬁ>

V8T
y de ahi:
mL T (s — %)
Var  T(s)

E.1.1 El Kink TK1

CAO(S) — (21—25 4 0,5—25 4 0%—23)

Estudiemos, en primer lugar, el rango o2 > o5 > 1 en que el tnico kink existente
es el kink topoldgico de una componente, que es ademas estable. Si denotamos

por A [gz;TKl} = A! el Hessiano evaluado en la configuracién TK1, resulta que

d2

da?

Atllb - Oab + Valb
con

Vi =V — 6sech’z, Vo = Vay — 2sech® Vi = Vi — 2sech®
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V31 =0 sia#b. Por tanto:

Tr (e”BN) —Tr <675AO> —1 = ¥ 4708 4 o508 4 Erfe[24/0] +

s (6—36 JRPRCERRLY: +€—<a§—1>ﬁ) Erfc[y/f]

De ahi se obtiene

Car(s) — Cao(s) = (U% — 1) + <O§ — 1)

1 T'(s+1 1 1
_ﬁ% (2F1 (5’5+§’5+1;5’%> + 2F1 (8,5"‘5,3"’1;5’%)) +

1 T'(s+1 2 1 13 1 1
T (St (e D) 50

Vo T(s) 35+ 277292 73) 7 I

y, por ello:

e [fra] = tim e (25) (G000) — o)

La contribucién que proviene de los contratérminos que renormalizan la masa

es:

Onre [Qng} =

s 2\ 5% EWo
= lim lim (M_) v _de (6¢a, (8) +2¢a,(8) +2¢a,(8)) =

_me cosh?z
2v2

omL 1 T(s—3)
wl) = el Te

~ mL 1 I(s—1)
wl) = UE ot T

El término corrector

S e [5 ] m /°° p 10 10m
= — x —
F Tl 27vV2 ) cosh? ™2
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completa la féormula de la masa del kink TK1:
h - - -
Py [5 |:¢TK1:| +on€ [¢TK1} +dre [¢TK1H =

2
_ hm - ;. 1 . T(s+3)
_2_\/5[\/0—2 L4\ Jo? -1 7 Jm

1 1
'<2F1 (s,s—l—§,s—|—1;5§) + oF) <5;5+573+155§>>]

hm L F(s+%).

+— m
22 | VT sy T(s)

om0

1\/3 5, Vo1 L, Vo1 L ®2
—4 /= — arcsen — ———— arcsen — .
6V2 m/2 T2 02 ™2 03

Como cabrfa esperar, si 02 y/6 o2 son menores que 1, hay términos imaginarios

= hm

que indican que el estado TK1, en ese régimen, es una resonancia.

E.1.2 El Kink TK20,

En los rangos 02 > 1 > 05 y 1 > 03 > 03, el kink TK20, existe y es estable.
El kink TK1 no da lugar a un estado estacionario, véase (E.2), donde es patente
que su energia deviene imaginaria. Denotamos por A <5TK2(,2 = A?? ¢l Hessiano
evaluado en la configuracién TK20,:

2

A% = — 2 O F Vi (x)
con:

22+ 03) tanh oo

V22 — VO . 2 V22 — V22 — 47

() 1 a2 ooz 15 (T) o1 (7) OQ—COSh oot

2(305 — 2) 202

Vi () = Vi — ——5——=, Vi3 (2) = Vi (z) = 0, Viz (2) = Vi — —5>—
cosh” o9 cosh” o9

Introduciendo los operadores:

A2 A2 g 00 0
o=| a2 Az o], d=|o0o0 o
0 0 0 00 AZ
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resulta que: A* =0 +d, [0,d] =0, y, por tanto,
Tr <e_ﬁA22> =Tr (e_ﬂa) + Tr (e_ﬁd)
Caz2(s) = Ca(s) + Ca(s)

La funcién del calor y la funcion zeta generalizada del operador diagonal d se

pueden calcular exactamente:

d) —Tr ( EA?’) — ¢ Alo5—3) (1 — Erfc| 02\/_)

1 1 T(s+12 1 9
cd(s>—<A3<s>:—ﬁg_%s% o= %5)

El operador 0, sin embargo, no es diagonal, y su espectro es muy dificil de

Tr (6_5

QFl (S, s +

tratar. Su funcion del calor asociada se puede aproximar, sin embargo, si § > 1,

mediante la expansién asintotica:

Tr (6*53) — Ty (e*ﬁao) —1="Tr* (e*ﬁa) — Tr (67560) _
— L N —4p 11 —o2B 22 n—1
=—-1+ \/E <nZ:O <6 Q, ((9_)+e a, (a—))ﬁ >
donde:
_a_ (1 0 (AL AL [ A0
- (00%>’ 80_<A81 A ) L0 A

Los coeficientes de la expansion se definen como la integral:

ai{(@)z/dmafﬂ(as,x;a), i,j=1,2
de los coeficientes de Seeley:
af (z,2;0_) = 1

ai'(z,2;0-) = —Vi(2)

ai’(z,2;0-) = =V =ai'(z,2;0-)

at*(z,2;0-) = —Viy(2)
ol (w,0;0-) = —E50 + LV (@)Vy; (@) + $Via (0)Via (o)
al?(z,2;0.) 10V Ve (2) [V (2) + Vig (2) 4+ 4 — o]
a3 (w,;0.) = —150 4+ LV () [Vir(e) + Vi () — 4 + o]
B, 300) = —§5F + Ve @)Va(@) + 3Va @)V (@)
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Pt 2y PN vy OV
Az, 2;0_) = —LHTH + V()50 + Wi (0) 5% + S5 5+

1 5
v, vy, _
"’ﬁ pra %(‘/12 x))z(Vm( ) 4+02)
1 —
3

—s(Vii(@))° = 3(Viz (@ ))QVH(x)
0 22 _ 8 0 1; 0 0 22
a%Q(x,m;ﬁ_) = _% a:‘n/‘l Vz(m) a:;:? + Vlz( )3‘22 112 gx g:v +
d
+ 5 — L(Vig(2))2(Vi(2) + 4 — o)
—5(Vna(2))? = 5(Viz(2))*Vap (2)

donde V- =V?22 — V0,

La funcién zeta generalizada es, por tanto

Ca(s) — Con(s) = ﬁ {/01 s (-3 '+

bno (8) / \/E Z Z VOB u ﬁs—&-n—f

=1 n=ng

B(s) = /1 4B [T (e ) — Tr ()]

Despreciar b,,(s) y B(s) da lugar a una muy buena aproximacién, de modo
que:

. N 1 1 2 no—1 Z 1
G3(s) — Gonls) = 5 [—g+; >y sen—t]

donde 7[z; ¢] es la funcién Gamma incompleta (ver [45]).

Las distintas contribuciones a la masa del kink TK205, a orden un lazo son,
por tanto:

2s+1

19 |:¢?TK202:| = hm 25'u

S—‘—E

— [C5(8) = Coo () + Cals) — Cas(s)] =

2 no—1 ,L,L

= [‘ ZZM [sen-3)

I'(s+13)
sI'(s)

02
lim
4}1

V2 VT

1 2
2F1|:S,S—|— S—|—11 :|
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. ) ) 28 Iu2 5*%
* Oue [gbm”} e (W) '
s—3

(202 + 03)Ca, (5) +2(305 — 2)Ca, (5) + 205Ca, (5)) -
/;\% dx
_mL cosh? ooz
22

may - T(s—5)
8+2) lim ———=~
vV 27T< )SH% F(S)

o e |:¢?TK20'2i|

—0o0

- 1 [ 2(2 +03) + 2(30% — 2) + 203 1009m
® Jpe [ . } = —— d - _
P& [ Oriczos 27 v [ cosh? o9z T2

La primera correccién a la masa del kink TK205 es pues:
h - - -
5 {5 |:¢TK20’2:| +0nme€ [¢TK202:| +0re |:¢TK202:| } =

_h_m . _L 2 no—1 ag(a_) S n_l‘ 0
T 22 Lb( EYERPIPD mms)”[ ! Q’V“D "

i=1 n=1
. 802F( —l)— hm oy .. F(S—i-l) 1 o2
lim —= - —— lim ———=2%% ,F, — s+ 11— =
MY e | Tae | VAT Tt T
20, I' (s — 1 h
—|—111’I12 ( 2) — m50'2:

s—1y/m I(s) ™2

_ hm [ 1 = ay (0-) s n_l- 0
e LL;( s%)*zzmr(sﬂ[ : Q’V”D+

i=1 n=1

8oy I'(s—1 1009 hm 09 o9
+£%_7T (F<S)2) -+ Wor- —E—ky/a%—a%arcsen— (E.3)

03

La férmula (E.3) ha de entenderse en dos partes:

e . La contribucién del operador 0 se ha computado asintéticamente. De un

lado:
2

h i 5T 5Vl 8oal (s — 1)
5[}?;;“1(5-) 0s) o /AT

cancela exactamente con —%hm.
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De otro lado los coeficientes a”’, de n = 2 an = 9, se muestran en la siguiente

Tabla para distintos valores de . 2
oo = 0.5 o9 = 0.7 o9 = 0.8
i al a2 al az? al a?
1 17.9984 -9.99909 14.2285 -3.02857 13.2 04
2 34.9975 16.3313 27.5051 4.95579 25.632 2.42133
3 47.9636 -16.8309 38.5365 -3.88117 36.3858 -1.46193
4 49.4219 13.2491 40.9039 2.58248 33.7529 -0.53935
5 40.6415 -8.41779 34.5847 -1.43041 33.7529 -0.53935
6 27.7911 4.4983 24.2279 0.696572 23.9672 0.267282
7 16.2632 -2.08006 14.4768 -0.30375 14.4819 -0.117869
8 8.31759 -0.849979 7.53962 0.119982 7.61204 0.0464771
9 3.77771 -0.295903 3.47957 -0.0425253 3.53989 -0.0162638
10 1.51992 0.0884623 1.44002 0.0132872 1.47558 0.00497705
o9 =0.9 o9 = 0.95 ogp > 1
i at! @3> art az? at! az?
1 12.4889 191111 12.2211 2.97895 12.0 4.0
2 24.5218 1.67378 24.1951 1.952444 24.0 2.66667
3 35.3368 -0.241656 35.16.16 0.310882 35.2 1.066667
4 38.8216 0.341514 38.9553 0.230323 39.3143 0.304762
5 33.8715 -0.16798 34.2227 -0.053986 34.7429 0.0677249
6 24.361 0.0863412 24.7475 0.0372813 25.2306 0.0123136
7 14.8742 -0.0370868 15.1758 -0.0145382 15.5208 0.0018944
8 7.88516 0.0140749 8.07351 0.00547229 8.27702 0.000252587
9 3.69263 -0.0046464 3.79191 -0.00173035 3.89498 | 2.9713410°
10 1.54847 0.001313 1.594006 0.0003535 1.63998 | 3.12591106
De ella se deduce la correccion cuantica a la masa del kink debida a la parte

no diagonal del Hessiano A??, con un error debido a los términos by (—1) y

B (—3), que se encuentra cuantificado en [8].

o9 = 0.5 o9 = 0.7 o9 = 0.8 o9 = 0.9
—0.852622hm | —0.58383bhm | —0.524363hAm | —0.505708hAm
o9 = 0.95 o9 = 1.0 o9 = 1.2 o9 =14
—0.511638hAm | —0.528311hAm | —0.518426Am | —0.509645hm
o9 =1.6 o9 = 1.8 o9 = 2.0 o9 = 2.5
—0.502291Am | —0.496369Am | —0.49172~hm | —0.484183hm
o9 = 3.0 o9 = 4.0 o9 = 5.0 o9 = 6.0

—0.480101Am | —0.476181hm

2Se han incluido en la Tabla, para valores de o5 > 1, los coeficientes de la expansién asintética
para A ¢TK1} = Al y la subsecuente aproximacién a la correccién cudntica de la masa del kink
TK1, que es tanto mejor cuanto mas alejado del valor o3 = 1 se considere, toda vez que para ese

valor existe un segundo autovalor cero.
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Figura E.1: Comparacién de las contribuciones de 9, como funciones de o, calculadas
mediante el desarrollo asintético (puntos) y la respuesta exacta (tramo continuo), para
los regimenes de estabilidad del TK1 (o > 1), donde los dos son calculables, y TK2
(0 <1).

e II. Ello debe sumarse a la contribucién del operador d, que se puede calcular

exactamente y se encuentra recogida en la férmula (E.3):

hm |: 09 4 9 2& cse 02:| hmag
—— o5 — 05 arcsen — | —
2v2r | 2 s o3 ™

En el rango 1 > 0% > 03, el kink TK203 también existe. El Hessiano en esta
soluciéon A |:§;TK20—3:| = A%,

d2
AZ = o2 Sap + Vi (2)

es también no diagonal:

2(2 + 03) _ tanhosz
Vi (x) =V — m , ViR () = Vi (x) = 403m
252 2(302 — 2)
Vi (x) = Vo — —5—, Vg (a) = Vg — ——5——, Vi5(x) = V5 (2) = 0
cosh” o3z cosh” o3z

y formalmente idéntico al A??2. Hay, por tanto, un término en la férmula de la
masa del kink TK2¢3 cuantico de la forma

hm 5 5 03
05 — o5 arcsen —

2 3
2V 21 02

proveniente de A%, que es imaginario puro e indica que el kink TK203 es una

resonancia.
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