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Resumen

El llamado limite de Buchdahl es una relaciéon que atin no se comprende bien en el
contexto de teorias extendidas de la gravedad que superan el marco einsteiniano. En
este Trabajo de Fin de Méster, presentaremos un enfoque sistemético del problema para
teorfas f(R) en el formalismo métrico, comenzando con un anélisis exhaustivo de las
condiciones de pegado en estas teorias. Esto nos permitird demostrar que las soluciones
de fluido perfecto generalmente no se pueden pegar con un exterior de Schwarzschild.
Estudiaremos las soluciones estaticas y esféricamente simétricas en las teorias f(R) y
generalizaremos el limite de Buchdahl para dichas soluciones. Mostraremos que en estas
teorias las estrellas pueden tener una un contenido material adicional, y su corrimiento al
rojo gravitacional puede ser mayor que 2, lo cual esté prohibido en Relatividad General.
Esto nos proporciona un test observacional para comprobar la validez de la Relatividad
General, y por ende de modelos f(R) que se juzguen viables.



Abstract

The so-called Buchdahl limit is a relationship that is still not well understood in
the context of extended theories of gravity that go beyond the Einstein framework. In
this Master’s Thesis, we will present a systematic approach to the problem for f(R)
theories in the metric formalism, starting with a comprehensive analysis of the matching
conditions in these theories. This will allow us to demonstrate that perfect fluid solutions
generally cannot be matched with a Schwarzschild exterior. We will study static and
spherically symmetric solutions in f(R) theories and generalize the Buchdahl limit for
such solutions. We will show that in these theories, stars can have additional material
content, and their gravitational redshift can be greater than 2, which is prohibited in
General Relativity. This provides an observational test to verify the validity of General
Relativity and, consequently, of viable f(R) models.



Notacion

A lo largo de este trabajo vamos a utilizar el sistema de unidades geometrizadas, en
el que la velocidad de la luz ¢ y la constante de gravitacion universal G se fijan en la
unidad, es decir, que consideramos ¢ = G = 1. Ademas, tendremos en cuenta la signatura
(— + ++). También vamos a usar la siguiente notacion:

0

» Derivada parcial: 9, = Eym
x

» Tensor métrico: g,

= Simbolos de Christoffel: T, = 59 (039,58 + 959y, — 0pgsy)

= Tensor de Riemann: R ; = 0,1'g5 — 0sI'3, + ') I'gs — Il
» Tensor de Ricel: Ry, = Rj,;

» Escalar de Ricci: R = g"' R,

s Derivada covariante: V

» Operador de d’Alembert: O = V#V,

: df(R d*f(R dBf(R
» Derivadas respecto de R: fr = %, for = dff({Q ), far = df}; )
: : . df . dif
» Derivadas respecto del tiempo ¢: f = e f= ¥

En general, los indices griegos tomaran los valores de 0 a 3 y los indices latinos de 1 a 3.
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1. Introduccion

A pesar de ser la teoria de gravedad més importante, actualmente la Relatividad Ge-
neral (RG) presenta algunos problemas. En primer lugar, no es una teoria renormalizable,
lo cual es necesario para poder cuantizarla de manera convencional. Por otro lado, es nece-
sario introducir un nuevo tipo de materia, la materia oscura, para poder explicar algunos
efectos gravitacionales, como las curvas de rotacion de las galaxias. Ademés, también es
necesario introducir una energia oscura para poder explicar la expansion del universo.
Segun el modelo ACDM y los datos observacionales, se estima que la cantidad de mate-
ria y energia del universo se divide aproximadamente de la siguiente manera: un 4 % de
materia bariénica (materia ordinaria), un 20 % de materia oscura y un 76 % de energia
oscura [1]. Pero a dia de hoy no se ha demostrado experimentalmente ni la existencia de
la materia oscura ni la de energia oscura, lo cual plantea un gran problema, ya que el
95 % del contenido del universo es totalmente desconocido para nosotros.

Las teorias de gravedad modificada o teorfas de gravedad extendida son teorias al-
ternativas a la RG de Einstein, que intentan explicar algunos de estos fenémenos sin la
necesidad de introducir nuevos tipos de materia o energia. Aunque puede parecer que estas
teorias de gravedad son muy actuales, pocos anos después de hacerse publica la teoria de
la RG, tanto Weyl en 1919 como Eddington en 1923 comenzaron a realizar modificaciones
a la teoria |2,3]. Entre las teorias de gravedad extendida mas simples se encuentran las
teorfas f(R), que reemplazan el Lagrangiano de la RG por una funcion del escalar de Ric-
ci. Estas teorfas son interesantes tanto en el campo de la gravitacién como en astrofisica
y cosmologia.

En este trabajo vamos a estudiar las teorias de gravedad métrica f(R) (o formulacion
métrica), que se trata de teorias de gravedad de cuarto ordenE]. En la primera parte del
trabajo vamos a desarrollar la formulaciéon métrica e introduciremos las ecuaciones de
campo para estas teorias, asi como algunas propiedades interesantes. También presenta-
remos algunos modelos de teorias f(R) y comentaremos sus aplicaciones.

A continuacion, hablaremos sobre las condiciones de pegado necesarias para poder jun-
tar diferentes regiones del espacio-tiempo. Para ello, veremos algunos conceptos basicos
sobre geometria diferencial de hipersuperficies. Con esto, podremos discutir cuales son las
condiciones de pegado, tanto en Relatividad General como el las teorias f(R). Ademas,
obtendremos estas condiciones para el caso de una estrella estatica y con simetria esférica.

Después, estudiaremos las soluciones de las ecuaciones de campo para el caso de es-
trellas estaticas y esféricamente simétricas. Primero analizaremos las soluciones que ob-
tendremos para RG, donde obtendremos por separado la soluciéon interior y la exterior.
En segundo lugar, resolveremos las ecuaciones de campo para el modelo f(R) = R+ aR?,
utilizando ecuaciones de estado correspondientes a estrellas de neutrones y discutiremos
los resultados. En tercer lugar, hablaremos sobre la definicion de masa gravitacional en
las teorias de gravedad f(R).

Finalmente, trabajaremos con una relaciéon conocida como limite de Buchdahl, que se

ISe llaman de cuarto orden porque en las ecuaciones de campo van a aparecer derivadas de cuarto
orden de la métrica. La gravedad métrica es un ejemplo de este tipo de teoria.



trata de una desigualdad que aparece en Relatividad General. Esta relacion da lugar a
un limite maximo para la relacion entre la masa y el radio que puede tener una estrella.
Primero, desarrollaremos el caso particular en el que tenemos una estrella inmersa en
el vacio de Schwarzschild para teorias f(R) y discutiremos la validez de los resultados.
Para concluir, generalizaremos la expresion del limite de Buchdahl para el modelo f(R) =

R+ aR2



2. Gravedad métrica f(R)

En las teorias de gravedad, la accion total se descompone habitualmente como

S = SEH(g;wa R) + SM(g;un ¢) (21)

donde el primer término es la acciéon de Einstein-Hilbert y el segundo la accién asociada
a los campos escalares de materia ¢. En las teorias f(R) la acciéon toma la forma

S= i / /=G (R) + / B/ =G Ls. (2.2)

donde k = 81y L, es el Lagrangiano asociado a la materia. Lo inico que cambia respecto
a la RG es que en la accion de Einstein-Hilbert en lugar de R aparece la funcion f(R),
siendo el resto de la expresion exactamente igual. En las formulaciones mas usuales de la
gravedad f(R) hay acoplamiento minimo de la materia con la métrica, es decir, que en
el Lagrangiano no hay términos en los que aparezcan juntos los campos de materia y la
curvatura, sino que estos se pueden escribir por separado.

En el formalismo métrico, para obtener las ecuaciones de campo se aplica un principio
variacional en el que se varia la accion respecto de la métrica [4], obteniendo la expresion

1
R;wfR - Eg,uz/f(R) + (g,uVD - v,uvl/) fR = 5T;w> (23)

donde 7}, se trata del tensor energfa-momento asociado a los campos de materia, que se
define como

o2 L
Mg g

y satisface la ecuacion de continuidad V#7),, = 0 |4]. Si tomamos f(R) = R en la ecuacion
(2.3]), recuperamos las ecuaciones de campo de la RG, es decir,

(2.4)

1
R, — §RQW = KT, (2.5)

La traza de la ecuacion ([2.3)) se obtiene contrayendo indices a ambos lados con la métrica
g", de manera que

KT 4+ 2f(R) — 30fr
fr ’
que se trata de una ecuacion dinamica. Sin embargo, en RG seria R = —kT', que se trata

de una ecuacion algebraica. Esto hace pensar que las teorias f(R) van a admitir una
mayor cantidad de soluciones que la RG.

Por otro lado, en estas teorias se viola el Teorema de Birkhoff [1], como comprobaremos
més adelante. En efecto, en vacio (T" = 0) ya no tiene por qué cumplirse que R sea 0 o
que sea constante. Las soluciones maximalmente simétricas se obtienen para 7' =0y R
constante, de manera que se reduce a

faR — 2f(R) = 0. (2.7)

Esta se puede tratar como una ecuaciéon algebraica en R. Si consideramos R = C' como
la raiz de esta ecuacion, donde C' es una constante, tenemos que fr(C) = 2f(C)C.
Sustituyendo esto en (teniendo que cuenta que R es constante y que T" = 0), se
obtiene que R, = Cg,,/4. Por tanto, existen 3 soluciones maximalmente simétricas:

4



s (' =(0 — Minkowski.
» C >0 — de Sitter.

» ' < () — anti-de Sitter.

Podemos observar que, a diferencia de la RG, con esta teoria hemos llegado a las solucio-
nes de de Sitter y anti-de Sitter sin necesidad de introducir una constante cosmologica.

Las ecuaciones de campo (2.3)) que se obtienen el teorias f(R) se pueden escribir con
la forma de las ecuaciones de Einstein de la siguiente manera
1 1

1
Gu = Ry — §g/wR = E {”T;i\z//[ + §guu (f(R) = Rfr) +(V,.V, —g,0) fr|, (2.8)

donde ahora hemos usado T;% para denotar al tensor de energia-momento asociado a la
materia. Podemos escribir esta ecuacion como

Gy = 1 (T + T = KT, (2.9)

siendo T}, el tensor de energia-momento total, que estd compuesto por una contribucion
efectiva de la materia

. ™
™ = 2.10
"= Fa (210)
y una contribuciéon asociada a la curvatura, que viene dada por
1 |1
/f]lj = — _g/u/ (f(R) - RfR) + (VMVV - gMVD) fR (2'11)
/ifR 2

y se anula para f(R) = R. Este procedimiento puede parecer cuestionable y poco natural,
puesto que esta no es la teoria de Einstein y estamos forzando a tener una interpretacion
en términos de las ecuaciones de Einstein. Sin embargo, esta expresion puede resultar util
en algunos casos, como veremos mas adelante.

Para estudiar fenémenos astrofisicos y cosmologicos se suele considerar la métrica de
Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW), que viene dada por

2

1—kr?

ds? = —dt? + a*(t) ( + TQdQQ) : (2.12)
donde a(t) es el factor de escala y d? = d#? + sin? fd¢?. Si tomamos k = 0 (espacio-
tiempo plano) e introducimos esta métrica en las ecuaciones de campo, se obtienen las
ecuaciones

2 K Rf/(R) - f(R) S5 ¢l
H = o {,0—1— > _3HRf (R)] , (2.13)
2= [P +p+ R2f"(R) — HRf"(R) + Rf”(R)] , (2.14)

a
donde p y P hacen referencia a la densidad y la presion asociadas a la materia; y H = — es
a
el pardmetro de Hubble. Si tomamos f(R) = R, recuperamos las ecuaciones de Friedmann
K

H? = 37 (2.15)



2H = —k (P +p). (2.16)

A continuacion, vamos a presentar algunos ejemplos de modelos de gravedad f(R):

f(R) o< R%. Este modelo es el mas sencillo. Sin embargo, tiene una gran utilidad,
debido a que para curvaturas altas el término R? se comporta como una constante
cosmologica efectiva. Por tanto, puede servir para describir la época inflacionaria
del universo [5].

f(R) = R+eR1. Estos modelos también se pueden utilizar para modelizar la energia
oscura. Sin embargo, las teorfas con modificaciones de la RG mayores que R? estan
limitadas por los experimentos del sistema solar [6].

f(R) = R™. Con estos modelos se pueden obtener soluciones exactas de las ecuacio-
nes de campo, por lo que resulta mas sencillo de comparar con las observaciones |7].
2 c1 (R/mZ)n . .
f(R) = R — m*—=~5-—. Este se conoce como modelo de Hu-Sawicki, que es
. CQ(R/m )n—i-l. )
capaz de explicar la expansion acelerada para valores adecuados de los parametros.
Ademas, satisface tanto las pruebas en el sistema solar como a nivel cosmolégico,
sin la necesidad de introducir una constante cosmologica [§].



3. Condiciones de pegado

En RG, las condiciones de pegado, también conocidas como condiciones de continuidad
o de juntura, son un conjunto de reglas que han de verificarse en las fronteras entre
diferentes regiones del espacio-tiempo. Estas condiciones establecen la manera en que las
soluciones de las ecuaciones de campo de Einstein deben unirse para que la teoria sea
fisicamente coherente. Esto es importante porque las ecuaciones de campo son ecuaciones
en derivadas parciales que deben ser resueltas en cada punto del espacio-tiempo, asi que
las soluciones en diferentes regiones deben ser compatibles entre si para que la solucion
global tenga sentido fisico. El estudio de estas condiciones tiene una gran utilidad ya que
los modelos fisicos a menudo requieren la unién de soluciones en diferentes regiones del
espacio-tiempo, como por ejemplo en el limite entre una estrella y el exterior que la rodea.

3.1. Geometria diferencial de hipersuperficies

Una hipersuperficie es una subvariedad de codimensiéon 1 embebida en una variedad
que actia como espacio ambiente. La métrica inducida en la hipersuperficie describe la
geometria de esta vista desde dentro del espacio ambiente. La métrica inducida se obtiene
al restringir el tensor métrico del espacio ambiente al espacio tangente de la hipersu-
perficie. En otras palabras, es el pull-back del tensor métrico del espacio ambiente a la
hipersuperficie. La métrica resultante codifica las distancias, angulos y areas en la hiper-
superficie de una manera intrinseca, es decir, no depende del espacio ambiente.

Para estudiar el espacio-tiempo consideramos una variedad semi-riemanniana (V, g) de
dimension 4 con signatura +2. También consideramos una hipersuperficie de V', es decir,
una variedad diferenciable de dimension 3, que denotaremos por . Entonces podemos
definir un mapa diferenciable de clase C?

b:¥ —V (3.1)
y— (y) = z(y) (32)

que es un embebimiento de ¥ en V. Si consideramos las coordenadas {y*} en ¥ y las
coordenadas {x*} en V, este embebimiento viene dado por las funciones (ecuaciones
paramétricas)

% = x%(y). (3.3)
De manera local, la hipersuperficie ®(X) € V se puede definir a través de una funcion
S : V. — R que cumple la ecuacion

S($0,ZE1,ZE27$3) =0. (34)
Los vectores tangentes a Y se definen como
ox®
e _ 3.5
= G (35)

es decir, que esos son los vectores tangentes a las curvas contenidas en 2.

Las hipersuperficies, igual que ocurre con los vectores, se pueden clasificar en 3 tipos:
espacio  si g*99,805S < 0.

¥ es de tipo { tiempo  si ¢*?9,505S > 0. (3.6)
nulo si ¢*70,505S = 0.



El vector normal (unitario) a la hipersuperficie se define como

a,S
n,=¢ = : (3.7)
V09%%0,5055|
de manera que
o — ¢ — —1 s? Y es de t%po e'spacio. (3.8)
+1 si X es de tipo tiempo.

Por otra parte, la métrica inducida en ¥ es un tensor 2-covariante simétrico y tangente
a la hipersuperficie que, actuando sobre dos vectores tangentes a la hipersuperficie, tiene
la misma accién que la métrica del espacio-tiempo. Esta métrica se define a través del
pull-back (P*g),
. 0z 9xP
hap = (P g)ap = gaﬁa—yaa—yb = gageley (3.9)

y esté definida solamente en la hipersuperficie, por lo que permite subir y bajar indices de
tensores tangentes a ¥. Es inmediato verificar que la proyecciéon de la métrica g, sobre
la hipersuperficie X es

haﬁ = Gap — ENNg3, (310)

que se conoce como proyector o métrica transversa. La relacion entre la métrica inducida

y la métrica transversa es

hap = gagef:ef = hageg‘ef, (3.11)

ya que los vectores normales n® y n? son ortogonales al tensor h,gz. Por tanto, h,s es una
matriz degenerada (debido al vector nulo n®) y hy, es una matriz no degenerada.

La primera forma fundamental es una forma bilineal simétrica y definida positiva que

se define en el espacio tangente de una superficie. Por ejemplo, si U es un abierto de R?
y S una superficie en R? definida por

(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), (3.12)

la primera forma fundamental de S se escribe como
E F du
I = (du, dv) ( F oG > < v > : (3.13)

E=r,r, F=r,-rm G=7,-T,. (3.14)

donde

Esta define las propiedades métricas de una superficie al especificar como esté curvada
la superficie en su espacio de ambiente. Proporciona una manera de calcular la longitud
de una curva en la superficie, el &ngulo entre dos vectores tangentes en un punto y el area
de una pequena Seccién de la superficie. La métrica inducida en una hipersuperficie es un
ejemplo especifico de la primera forma fundamental, que es un concepto mas general que
se puede aplicar a cualquier superficie o subvariedad.

Por otro lado, se define la curvatura extrinseca de una hipersuperficie como la curvatura
que se observa desde el espacio ambiente que la contiene. El tensor de curvatura extrinseca



es un tensor 2-covariante simétrico y tangente a una hipersuperficie [9]. De manera general,
se define la curvatura extrinseca de ¥ en V' como

Kap = b5V my,. (3.15)

Las componentes del tensor K también se pueden escribir en funcién de las componentes
del vector normal?]
K.3 = Vang —n'n,V ng. (3.17)

Este tensor contiene la informacion sobre la evolucién de la métrica de una superficie a
otra, ya que esta relacionado con la derivada de Lie de la métrica inducida en la direccion
de n® mediante [

1
Kag = 5Luhas. (3.21)

Equivalentemente, si la hipersuperficie esta parametrizada por x(y®), el tensor de curva-
tura extrinseca se puede definir como

Ky = e;’“efvang = efjefKag, (3.22)

de manera que solo esta definido en X. A K, también se le conoce como segunda forma
fundamental de la hipersuperficie. Este tensor mide cuanto deja de ser «normal» el vector
n® al transportarlo paralelamente sobre la hipersuperficie de un punto a otro.

Por otro lado, el escalar de la curvatura extrinseca viene dado por la traza
K =h"K,, = h" Ky = V,n, (3.23)

que es igual a la expansion de una congruencia de geodésicas que intersecan ortogonalem-
tente a la hipersuperficie, es decir, que su vector tangente es igual a n® en la hipersuper-
ficie. Por tanto, se cumple que la hipersuperficie es convexa si K > 0 (la congruencia es
divergente) y es concava si K < 0 (la congruencia es convergente).

En resumen, mientras que hg, esta asociado a los aspectos puramente intrinsecos de
la geometria de la hipersuperficie, K, esta asociado a los aspectos extrinsecos, ya que
describe la forma en que la hipersuperficie estd embebida en la variedad ambiente. Estos
dos tensores proporcionan una caracterizacion completa de la hipersuperficie [9).

2Como n-n =1 (con el producto escalar de R3), se cumple que ngvanﬁ = 0. Entonces se comprueba
facilmente que

Kop = hohgVun, = (gh —enfna) (95 —en”ng)Vun, = Vang — n*ngV,ng (3.16)

3Considerando una conexién métrica y usando que ngVanB = 0, entonces
'V hag = 1" (Vugag — Vunang) = —n'naVung —ntngVng (3.18)
hugVan* = gugVant —n,umgVaent = Vang (3.19)

Con esto se prueba que

1 1
iﬁnhaﬁ = i(nuvﬂho‘g + hugvanﬂ + ha#Vgn“) = Vang — n“navung = KQB (320)



3.2. Condiciones de pegado en Relatividad General

Siguiendo la notacion de [9], consideramos dos espacio-tiempos VT y V= de clase C3
con respectivas métricas g* y g~ de clase C? y fronteras ¥+ y X~ (de tipo tiempo), que
vamos a identificar como una tnica hipersuperficie 3 que separa las dos regiones V7' y
V'~ del espacio-tiempo. Para estudiar las condiciones que se deben satisfacer en X, se
introduce la notacion

[A] = AV )l = AV )]s, (3.24)

donde A es cualquier magnitud tensorial definida en ambas regiones.

En RG existen diferentes formulaciones de las condiciones de pegado, como por ejemplo
la de Darmois-Israel [10,11]. Segun esta formulacion, la primera condiciéon de pegado indica
que la primera forma fundamental de los dos espacio-tiempos V™ y V= en la frontera X
debe ser la misma, es decir, que

[hab) = 0. (3.25)

La segunda condicion de pegado se impone sobre el término [K ], pero esta condicion
depende del tipo de frontera que tengamos. Segun [11], podemos diferenciar dos tipos de
frontera dependiendo del valor de [K):

» Si [Ka) # 0 se dice que X es una hipersuperficie singular de orden 1 o, de manera
més descriptiva, una capa superficial. En este caso, la segunda condicién de pegado
se puede expresar como

[K]hab - [Kab] = KTab, naTab = 07 (326)

donde 7,4 es un tensor que contiene la parte singular del tensor de energia-impulso.
Un ejemplo es el de una estrella rodeada por vacio pero con una capa superficial
de polvo. Este polvo se trata de una fuente material cuyo tensor de energia-impulso
tiene una distribucion del tipo delta de Dirac localizada en la frontera.

» Si [Kup) = 0 en toda la frontera, se dice que ¥ es una hipersuperficie de orden
superior. En este grupo se incluyen todas las hipersuperfices de discontinuidad, que
se caracterizan por la existencia de saltos en el tensor de energia-impulso. Un ejemplo
es el de la hipersuperficie que separa una estrella perfecta del vacio que la rodea, sin
materia de por medio.

Una estrella realista puede tener algin tipo de material en la superficie, como una capa
de polvo, por lo que serfa una hipersuperficie singular de orden 1. En el caso de que la
estrella sea perfecta y en la superficie haya un salto, seria una hipersuperficie de orden
superior. A la hora de usar estas condiciones, nosotros consideraremos este ultimo caso,
ya que es un modelo mas simplista. De manera que cuando hablemos de estrellas, salvo
que se indique lo contrario, con 3 nos referiremos a una hipersuperficie de discontinuidad.

Por otro lado, también existen las condiciones de pegado de Lichnerowicz [12], que
exigen la continuidad de la métrica y sus derivadas de primer orden en Y en coordenadas
que atraviesan la hipersuperficie, es decir, en un sistema de coordenadas gaussianas nor-
males (estas se conocen como coordenadas admisibles). En |13] y [14] se demuestra que las
condiciones de Darmois-Israel y las de Lichnerowicz para hipersuperficies de orden supe-
rior son equivalentes en dichas coordenadas. Sin embargo, mientras que las condiciones de
Lichnerowicz estan restringidas a las coordenadas admisibles, y puede resultar complicado
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transformar la métrica a a este sistema de coordenadas, las de Darmois-Israel no tienen
esta restriccion. Por esta razon, se considera que las condiciones de Darmois-Israel son las
condiciones de pegado mas apropiadas en RG.

Segun [9], en una hipersuperficie se debe cumplir que
] =0 (3.27)

ya que las coordenadas deben ser continuas a lo largo de X. Por tanto, para hipersuperficies
de orden superior las condiciones de pegado son

[hab] =0 [haﬁ] =0, (328>
[Kup) = 0 <= [Ka5] = 0. (3.29)

Ademas, segin [9] el vector normal a ¥ también debe ser continuo, es decir, que
[n] = 0. (3.30)
Por tanto, la primera condicion de pegado es equivalente a
[9ab] = 0 <= [gap] = 0. (3.31)

Por ejemplo, en la métrica de Schwarzschild podemos definir una hipersuperficie de
radio constante S(r) = r — ry (suponemos que la hipersuperficie es no nula), por lo que
el vector normal es

No = \/Grr0,, = ———=. (3.32)

De manera que la métrica transversa y la curvatura extrinseca son

2M
=== 00 0
(hag) = 000 0 (3.33)
0 0 r? 0
0 0 0 r2sin?6

(3.34)

k-2t M 1
—r 1_M 7"2 ,—(1_M)3

3.3. Condiciones de pegado en teorias f(R)

Ahora vamos a recopilar las condiciones de pegado mas generales para el formalismo
métrico de las teorias de gravedad f(R), tal y como aparecen en [15], donde se diferencian
los casos en los que se permite la existencia de capas superficiales o membranas de los que
solamente tienen saltos de discontinuidad en el tensor de energia-momento:

» Si se trata de una membrana o capa superficial, [K,5] # 0. En este caso se debe
cumplir

(K] =0, (3.35)

es decir, que la traza de la segunda forma fundamental debe ser continua en la

hipersuperficie incluso para el caso de capas superficiales o membranas, lo cual
difiere con la RG.
Podemos diferenciar dos casos dependiendo del valor de f3r(R):
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e f3r(R) # 0. En este caso genérico se deben cumplir dos condiciones mas:
[R] =0, (3.36)

RTag = fQR(RE)n'u[V R] aBf — fR(RE)[K ], nO‘Tag =0. (337)

Es decir, que en el caso de una capa superficial en la que f3r(R) # 0, las con-
diciones de pegado en la hipersuperficie exigen la continuidad de la primera
forma fundamental, de la traza de la segunda forma fundamental y del esca-
lar de Ricci. Ademas, el tensor de energia-momento de la membrana o capa
superficial vienen dado por la expresion ((3.37)).

e f3r(R) = 0. Este caso permite discontinuidades en R, de manera que podemos
tener [R] # 0 y el tensor de energia-momento tendria una parte singular. En el
caso de una capa superficial en la que f3gr(R) = 0, las condiciones de pegado
en la hipersuperficie exigen la continuidad de la primera forma fundamental y
de la traza de la segunda forma fundamental. El tensor de energia-momento
adquiere una expresion mas complicada en términos de distribuciones, tal y
como se detalla en [15].

» Si no hay ninguna capa superficial ni membrana, [K,3] = 0 y el tensor de energia-
momento solo puede tener saltos de discontinuidad. En este caso, ademas de la
condicién anterior, también se deben cumplir

[R] =0, (3.38)
[VoR] = 0. (3.39)

Esto nos indica que necesariamente se deben cumplir las condiciones de pegado de
RG, ya que la primera y la segunda forma fundamental deben ser continuas en la
hipersuperficie. Sin embargo, estas condiciones no son suficientes, si no que se deben

complementar con (3.38)) y (3.39).

De estas dos tultimas condiciones, deducimos que R, como funcién, debe ser diferen-
ciable en todos los puntos, y ademas se debe cumplir que

1n®[Ras] = 0. (3.40)

Por otro lado, las discontinuidades del tensor energia-momento vienen descritas por
la expresion

fr (Bs) [Rap] + Dhag far (Bs) = &[T, (3.41)

donde D es una funcién definida en ¥ y viene dada por
D =n®n’[V,V;R], (3.42)

es decir, que D representa la discontinuidad de la derivada segunda de R a través
de X. Si tomamos la traza,

(n—1)D for (Rs) = k[T (3.43)
Usando ((3.40) y (3.41)), se llega a la condicion
n[T,s) = 0. (3.44)
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Esto resulta ser idéntico al caso de RG, ya que se exige la continuidad de las com-
ponentes normales del tensor de energia-momento a través de la hipersuperficie. Sin
embargo, en f(R) las discontinuidades de T, no solo se deben al tensor de Ricci,
si no también a la discontinuidad de la segunda derivada de R, representada por D,
como puede verse en la ecuacion ([3.42)).

Generalmente, las soluciones de pegado de RG no son soluciones en teorias f(R), ya
que estas teorias requieren una mayor cantidad de condiciones. Esto es lo que ocurre en
la mayoria de soluciones de RG con vacio en el exterior, como se discute en [15].

3.4. Ejemplo: Estrella estatica y esféricamente simétrica de fluido
perfecto en teorias f(R)

A continuacion, considerando las teorias f(R), vamos a estudiar cuales son las condi-
ciones de pegado necesarias en el caso de una estrella estatica y con simetria esférica, que
esta formada por un fluido perfecto. En primer lugar, veamos cuales son las consecuencias
de aplicar la condicion (3.44]) al caso de un fluido perfecto en el interior (V=) y con vacio
en el exterior (V1). En esta situacion tenemos un tensor de energia-momento de la forma

Tos(VT) =0 (3.45)
Top(V™) = (p + P)uats + Pgas, (3.46)

donde p y p son la densidad y la presion del fluido perfecto, y u, es el campo vectorial de
velocidades. La condicion (3.44]) en este caso exige que

pls =0, (3.47)
pnugyls = 0. (3.48)

La primera de ellos determina las hipersuperficies de pegado factibles para fluidos perfec-
tos, mientras que la segunda indica que el fluido debe ser o bien tangente a la hipersu-
perficie o la densidad de energia debe ser nula en .. Estas dos condiciones se también se
deben cumplir en RG.

Para estudiar el caso de una estrella estatica y esféricamente simétrica, consideramos
el elemento de linea de la métrica interior
2

- 2m(r)

ds*™ = —B(r)dt* + + r2dQ?, (3.49)

r

donde m(r) es lo que se conoce como funcién de masa. Supongamos que en el exterior
tenemos la solucion Schwarzschild. La hipersuperficie de pegado viene dado por r = 1y,

de modo que
p(ry) =0 (3.50)

y la masa de la solucion exterior de Schwarzschild es
M =m(r). (3.51)
Por la condiciéon , también se debe cumplir
p(ry) = 0. (3.52)
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Lo cual prohibe el caso de una estrella de densidad constante. Sin embargo, si que coincide

con los casos en los que hay una ecuacion de estado p = p(p) tal que p(p = 0) = 0, pero
ademaés, segun |15] la condicion ([3.39)) exige

d(p — 3p)

o (1) =0. (3.53)

Es decir, que realmente los tnicos casos de RG que cumplen estas condiciones de pegado
son aquellos cuyo interior cumple

d d

d—f(T‘b) = d—f(rb) =0. (3.54)
Por tanto, aunque en f(R) hay muchas soluciones interiores estéticas y esféricamente
simétricas que se pueden pegar con un exterior de Schwarzschild, las soluciones de fluido
perfecto de la RG generalmente no van a estar entre ellas. Ademas, teniendo en cuenta
que en el exterior de Schwarzschild R = 0, a partir de las condiciones y (3.39), se
debe cumplir que

R(Tb) =0= R/(Tb). (355)
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4. Soluciones estaticas y esféricamente simétricas en
teorias f(R)

En esta Seccion, vamos a estudiar las soluciones de las ecuaciones de campo en teorias
de gravedad f(R). En primer lugar, las resolveremos de manera analitica en relatividad
general. Después, resolveremos las ecuaciones de campo de manera numérica para un mo-
delo f(R) particular. Luego, presentaremos varias soluciones analiticas conocidas como
soluciones de Clifton. Finalmente, veremos como se define con estas métricas la masa
gravitacional que mediria un observador en infinito para las teorias f(R).

Como hemos comentado anteriormente, en las teorias de gravedad modificada f(R)
ya no se cumple el teorema de Birkhoff. Este teorema afirma que la tnica solucion de
las ecuaciones de campo en vacio que es esféricamente simétrica es la métrica de Sch-
warzschild [9]. En particular, esta solucion es estética y asintoticamente plana. Aunque se
ha demostrado que este teorema es cierto en RG, en las teorfas de gravedad modificada
aparecen otras soluciones validas que no son Schwarzschild.

Una métrica estatica y esféricamente simétrica se puede escribir de manera general de
la forma

ds* = —B(r)dt* + A(r)dr? + r*dQ% (4.1)

Asumiendo que tenemos un objeto que se puede describir como un fluido perfecto, el
tensor de energia-momento en el interior del objeto se puede escribir como

T,uzz = (p +p)u,uuu +pgw/- (42>

Ahora, sustituyendo las ecuaciones (4.1)) y (4.2)) en las ecuaciones de campo de la formula-
cion f ( ), ¥ teniendo en cuenta la conservacion del tensor de energia-momento V, 7" = 0,
se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales independientes para el interior
del objeto (desarrollo en Apéndice [Al):

a0 =28 ks s arm) - in (G4 20) - (B4 28 ] a9)

3fr 2rB 2B
(ALY A (Y
=R (g 2= 2) - o=+ k-] - )
A (4.)

donde aqui hemos usado el simbolo ' para denotar la derivada respecto a la coordenada
radial.

En el interior del objeto, las soluciones que buscamos son A(r), B(r), R(r), p(r) v
p(r). Necesitamos otra ecuacion mas, ya que tenemos 5 incognitas y 4 ecuaciones —
, por lo que usamos la ecuacion de estado, que relaciona la densidad y la presion, de
manera que p = p(p). Para resolver las ecuaciones necesitamos dar 6 condiciones iniciales:

A(0), B(0), B'(0), R(0), R'(0) y p(0). Segun |16], tenemos fijas las condiciones iniciales
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A(0) =1, B'(0) =0, R'(0) =0y p(0) = p. (presion central), mientras que B(0) y R(0) son
dos condiciones iniciales que quedan libres. Para R(0) se toma el valor que tendria en RG,
es decir, R(0) = —xT'(0), siendo T la traza de tensor de energia impulso (" = ¢"*7},). En
cuanto al valor de B(0), este se obtiene a partir del método del disparo, que explicamos
en el Apéndice [B]

Por otro lado, en el exterior del objeto consideramos que tenemos vacio, por lo que
tanto la presion como la densidad se anulan. En esta region solo buscamos las soluciones
para A(r), B(r) y R(r), asi que en el espacio-tiempo exterior tinicamente tenemos que
resolver las tres ecuaciones diferenciales

a=ZA { F(R) = fa (— ¥ %) - (— 3‘”) me'] (4.7)

3fR 2r
W _B (A B\ 2AB 2B[(B 2 . Af(R)
B _7(Z+§)+ A fR [( ;)fQRR_—Z :|7 (4.8)
(A Y2 A fsrR?
=R (-5 - 2) - o ek - 2p(m) - P (19)

En este caso, las condiciones iniciales se establecen en el radio de la estrella, y debido
a las condiciones de pegado, su valor sera igual que el de la solucién interior en ese
radio. De esta manera, conseguimos juntar la solucién interior con la exterior. Ademas,
como a distancias muy grandes la métrica deseablemente debe comportarse como la de
Schwazrschild, sabemos que estas funciones deben cumplir que

rlggo A(r)B(r) =1, rlggo R(r) =0. (4.10)

Con esto, ya tendriamos todas las condiciones iniciales y de contorno necesarias para
resolver el sistema de ecuaciones diferenciales en el interior y el exterior de la estrella.

4.1. Fenomenologia en Relatividad General

A continuaciéon vamos a resolver el sistema de ecuaciones de la Seccién anterior para
el caso de RG, es decir, para f(R) = R. Pero las ecuaciones que hemos escrito antes son
validas para teorfas f(R) que no son RG, por esa razon aparecen término con 1/ for, que
en RG no tendrian sentido. En este caso, las ecuaciones tienen la bien conocida forma

, 2rA AR 3B
B = % (% %) 2A — 2kABp — ABR, (4.12)
R="Fk(p— 3p) (4.13)
p=-PT2y (4.14)

2
De primeras, podemos ver que hemos obtenido que R = k(p — 3p) como cabria esperar,
va que en RG R = —kT y para un fluido perfecto se cumple que T = 3p — p.

La solucién de estas ecuaciones depende de la regién donde nos encontremos, ya que
en el interior de la estrella tenemos un fluido perfecto y en el exterior hay vacio. Por
tanto, en el contexto de la RG la solucion serd Schwarzschild. Asi que vamos a resolver
por separado las ecuaciones para cada region.
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4.1.1. Solucién interior

En primer lugar, vamos a obtener la soluciéon interior. En el interior de la estrella
hemos dicho que tenemos un fluido perfecto. Vamos a considerar el caso més sencillo, un
fluido de densidad constante, que ademas se puede resolver analiticamente. Por ejemplo,
consideramos una estrella con una presion central [{ p, = 2,4 - 10~*km ™2 y una densidad
constante p = 7,8 - 10~*km 2. Segtn [17], en RG el radio de un objeto con esta métrica y
con densidad constante viene dado por

3 )’
e o - (L) (4.15)
8mp p+ 3pc

por lo que el radio del objeto es r, = 9,07km. Por otro lado, en el interior de la estrella,
la funcién masa es

4
m(r) = §7Tp7“37 (4.16)

ya que la densidad es constante. De esta manera, obtenemos que la masa total de la
estrella es

4
M = gmr}j = 2,44km. (4.17)

En [17], se obtiene que la solucién interior para este caso es

Alr) = (1 _ 2M;’2> - (4.18)

T

B(r) :% [3\/(1—%) —\/(1— 2]\7~4§r2)]2’ (4.19)

p(r) _, (1 . 2M7“2/7"§)1/2 . (1 . QM/Tb)I/Q |
(1 —2M/r)V/2 — 3 (1 — 2M72 /1)
A continuacién, vamos a obtener la solucion numeérica para la region interior, que
compararemos con esta solucion analitica. Para ello, resolvemos el sistema de ecuaciones
diferenciales anterior teniendo en cuenta las condiciones iniciales. Resolvemos el sistema
para un cierto conjunto de valores del radio desde r = 0 hasta un valor arbitrario que sea
mayor que 7. Después, consideramos el valor numérico del radio del objeto como aquel en
el que la presion se hace 0. Con el programa se obtiene que este radio es r, = 9,07km, que
coincide con el valor tedrico. Por tanto, solamente debemos tener en cuenta las soluciones
en el rango 0 < r < 1y, ya que para valores del radio mayores estariamos fuera de la
estrella y en esa region las ecuaciones son diferentes. Las soluciones que hemos obtenido se
muestran en la figura [I] junto con los resultados analiticos. Podemos ver que, en principio,
ambas soluciones coinciden con bastante exactitud, y también coinciden con las soluciones
obtenidas en [18]. Para conocer la precision de estas soluciones, es necesario obtener el
error numérico relativo correspondiente EL como se muestra en la figura , en la que se
aprecia que los errores relativos de las soluciones son bastante aceptables.

(4.20)

4En unidades geometrizadas la masa tiene unidades de [longitud], y la densidad y la presion tienen
unidades de [longitud] >
SEl error numérico relativo de una funcién h(r) se puede calcular como

hnumérico(r) - hanalitico (T)

Rnumerico (T)

(4.21)
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Figura 1: Soluciones interiores de las ecuaciones de campo para RG con densidad cons-
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tante: A(r) en (a), B(r) en (b), p(r) en (c) y R(r) en (d).
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Figura 2: Error numérico relativo de las soluciones interiores de las ecuaciones de campo
en RG con densidad constante: A(r) en (a), B(r) en (b), p(r) en (¢) y R(r) en (d).
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4.1.2. Solucion exterior

En el exterior se cumple que p = p = 0, de manera que las ecuaciones son

, 2rA[AR 3B’
A= { 2 er}’ (422)

, B (A B\ 24B
B _7<Z+§)+ — —ABR, (4.23)
R=0, (4.24)
P =0. (4.25)

Teniendo en cuenta que R = 0 y definiendo ) = B’/ B, solamente nos quedan dos ecua-
ciones diferenciales

A = —Avy, (4.26)
W (A 2A
=== — . 4.27
V=glg-Y)+ 3 (4.27)
En primer lugar, vamos a resolver analiticamente estas ecuaciones. Teniendo en cuenta
que A’ = —Aq, la otra ecuaciéon nos queda
, 2
W= (v (4.28)
cuya soluciéon es
1
R 4.29

donde C' es una constante que vamos a tomar como C' = 1/2M para que nos aparezca la
solucion de Schwarzschild, de manera que

oM\
A(r) = (1 — —) , (4.30)
T
2M
B(r) = (1 — —) . (4.31)
r
Con esto, como hemos dicho, se obtiene la métrica de Schwarzschild
2M oM\
ds* = — (1 — —) dt* + (1 — —) dr? + r?dQ. (4.32)
r r

Segiin el teorema de Birkhoff, en el caso de la RG esta es la inica métrica esféricamente
simétrica que es solucion de las ecuaciones de campo en vacio.

Ahora, teniendo en cuenta las condiciones iniciales en el radio de la estrella, resolvemos
numéricamente las ecuaciones — y representamos las soluciones numéricas junto
con las soluciones analiticas, como se muestra en la figura[3] No representamos en este caso
la presion y el escalar de Ricci porque en el exterior son idénticamente nulos. Podemos
observar que la solucién numérica y la analitica son muy similares. En la figura [4] se
muestra el error numérico relativo de las soluciones, que resulta ser bastante aceptable,
por lo que lo que podemos asumir que nuestro codigo es aceptable.
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Figura 3: Soluciones exteriores para RG con densidad constante: A(r) en (a) y B(r) en
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Figura 4: Error numérico relativo de las soluciones exteriores de las ecuaciones de campo
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Figura 5: Soluciones numeéricas para RG con densidad constante: A(r) en (a) y B(r) en
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Figura 6: Ecuaciones de estado de [19] para materia formada fundamentalmente por neu-
trones. Se basan en métodos de teorias de campo efectivas. Los datos se han ajustado por
splines.

Como ya hemos comprobado que nuestra soluciéon numérica es correcta tanto en la
region interior como en la exterior, podemos combinar ambas soluciones, como vemos
en la figura Con estas soluciones, comprobamos que para r — oo se cumple que
A(r) = 1/B(r) = 1, como cabia esperar. Sin embargo, debemos tener en cuenta que,
aunque este modelo simplista sirve para hacernos una idea de cémo son las soluciones de
las ecuaciones de campo en RG, estas no son soluciones correctas, ya que no cumplen las
condiciones de pegado que hemos estudiado en la Seccion [3.4] Por ejemplo, a simple vista

vemos que no se cumplen las condiciones (3.54)) y (3.55)).

4.2. FEstrellas de neutrones

Para poder resolver el sistema de ecuaciones en el interior en de objetos compactos, ne-
cesitamos una ecuacion de estado que relacione la densidad y la presion. Pero esta relacion
depende del tipo de objeto que estemos considerando. Nosotros vamos a estudiar el ca-
so de las estrellas de neutrones, que son objetos de gran interés en astrofisica y cosmologia.

Para estos objetos no existe una ecuacion de estado analitica que describa de manera
completa la relacion entre la densidad y la presion. En estos casos, se recurre a ecuaciones
de estado numéricas obtenidas a partir de modelos y resultados observacionales. Nosotros
usaremos tres de las ecuaciones de estado que aparecen en [19], que se denominan Soft,
Middle y Stiff. En la figura [6] podemos observar los datos de las ecuaciones de estado,
asf como el ajuste de cada una. Vemos que Soft es la ecuacién de estado en la que més
lentamente crece la presion con la densidad, y Stiff es en la que més rapido crece.
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4.3. Fenomenologia en f(R) = R+ aR?

En este caso ya no tenemos una funcion f(R) que sea lineal, sino que es un polinomio
cuadratico en R, de modo que

fr=142aR, (4.33)
for = 2a, (4.34)
far = 0. (4.35)

Para tener un modelo realista, debemos tener en cuenta que la RG ha conseguido supe-
rar las pruebas a escalas de sistemas estelares. Asi que las correcciones que introducen las
teorfas f(R) deben ser pequenas y limitadas al entorno de cuerpos compactos. Esto quiere
decir que, a grandes distancias se debe cumplir que |aR?| < |R|. Con esta consideracion,
este modelo se puede considerar como la RG con pequenas desviaciones.

Como hemos dicho, vamos a estudiar una pequena perturbacion de la RG, por lo que
el escalar de Ricci se podra escribir como

R=R,+ R, conR,< R,=—kT. (4.36)

donde R, es el valor para RG y R; es una perturbacién. Para garantizar la estabilidad
de la solucion, esta perturbacién debe mantenerse acotada y evitar un rapido crecimien-
to. Sustituyendo la expresion anterior en (4.5) y quedandonos a primer orden en R, ﬂ
obtenemos una ecuacion dinamica para R,, que viene dada por

"= it (A B2 f3r (Ro) L
fp = ~Ho - f (2A 2B ;) For (R )R (4.38)
A /
B ?’fT(RO) (ROfR <Ro) —2f (RO)) + 5Rp + ’7Rp’ (4.39)

donde los coeficientes § y v se definen como

= = _Z_ —7 (4.40)

A
Y =3 hn () [Rofm (Ro) + fr (Ro) — ﬁg ; (2f (Ro) + Rofr (Ro))] (4.41)
R/Q
oty (0~ ) (1.42)
Para la solucién exterior, en la que R, = R) = 0, el coeficiente v es

A 2/3r(0)£(0)
=—— | fr(0) = —————— ). 4.43
7= 27w (O - 255 (449)
Para garantizar que la perturbacion no crece de manera exponencial, se debe cumplir que
v < 0, de modo que la perturbacién en R, es una funcién oscilatoria de r.

6Para la funcion f(R) usamos una expansiéon en serie hasta primer orden en R;, de modo que

f(R) = f(R,) + Rpfr(Ro), (4.37)

y hacemos el mismo desarrollo para las derivadas fr, for v f3r-
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Por otro lado, como nuestra solucién exterior va a ser tipo Schwarzschild, las soluciones
para r — oo tienden a B(r) = A7'(r) = 1 — 2. Asi que A(r), B(r) y B'(r) son positivas,
mientras que A'(r) es negativa y R, se anula. Entonces, sustituyendo esto en ([(4.40),
tenemos que & < 0, es decir, que 0 es un término de amortiguamiento que hace que la
perturbacion disminuya cuando aumenta 7. Por tanto, si v < 0, una pequena perturbaciéon
en la solucién de Schwarzschild dara lugar a oscilaciones amortiguadas. Ademas, en |20]
se demuestra que los modelos f(R) con f(0) # 0 no admiten una solucién exterior que
se pueda juntar con un espacio-tiempo de Schwarzschild a distancias muy grandes. Como
queremos estudiar una pequena perturbacion de la métrica de Schwarzschild, vamos a
considerar el caso f(0) ~ 0, de manera que la ecuacion (4.43)) queda

v = ARO (4.44)

 3f2r(0)

Esta condicion de estabilidad constituye un requerimiento teérico que hay que tener en
cuenta a priori. Aplicando la condicién de estabilidad (4.44)) al modelo f(R) = R + aR?,
es trivial el pardmetro a debe ser negativo para que las soluciones sean estables.

A continuacion, resolviendo numéricamente las ecuaciones — para el interior
y las ecuaciones - para el exterior, y aplicando las condiciones de pegado estu-
diadas en la Seccion [3.3] obtenemos las soluciones numéricas que se muestran en la figura
[7l En este caso hemos obtenido que el radio del objeto es 7, = 12,17km. A diferencia
de la solucion de Schwarzschild, en este caso A(r) y R(r) en el exterior se convierten en
funciones oscilatorias. Ademas, R(r) y R'(r) ya no se anula en la frontera, por lo que
verificamos que esta no es la soluciéon de Schwarzschild. También podemos comprobar
que para r — oo las funciones A(r), B(r) y R(r) cumplen las condiciones (4.10). Por
otro lado, tanto la presiéon como la densidad disminuyen conforme aumenta la distancia
al centro de la estrella, y en el borde se tiene que p(ry) = p(r) = 0.

Ahora, para poder confirmar que las ecuaciones diferenciales se han resuelto con pre-
cision, necesitamos calcular el error relativo de las soluciones. En la figura [8| se presentan
las soluciones numéricas con sus respectivos errores relativos, donde podemos ver que los
errores de las soluciones son muy bajos. En r = r, estos errores aumentan para todas las
soluciones (aunque siguen siendo errores bajos), lo cual se debe a la precision con la que
se ha calculado el radio del objeto, que hemos considerado que es el radio para el cual
la presién es menor que 1 - 1071%m. Por tanto, como hemos obtenido unas soluciones
numeéricas con bastante precision, podemos confiar en los resultados de nuestro codigo.

4.4. Integracién hacia dentro para f(R) = R+ aR?

Para comprobar de otra forma la validez de nuestras soluciones, podemos realizar la
integracion de fuera para dentro, es decir, desde r — oo hasta r = 0. Para ello, vamos
a empezar a integrar en el mismo valor de r que el radio final que considerabamos en
la figura 7| (r = 5000km). Como valores iniciales de A(r), B(r) y R(r) consideramos los
valores finales correspondientes para el caso de la integracion hacia fuera. Ademas, con-
sideramos que el radio de la estrella es r, = 12,17km, que se trata del resultado obtenido
en el caso anterior. Asi que, en primer lugar, integramos las ecuaciones de campo en el
exterior desde el radio final hasta » = r;,. Una vez hecho esto, aplicamos las condiciones de
pegado e integramos las ecuaciones de campo en el interior hasta un radio » = 0,0001km.
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De esta manera, obtenemos las soluciones presentadas en la figura [9] Podemos ver que
con la integracion hacia dentro obtenemos los mismos resultados que con la integracion
hacia fuera. Efecto, recuperamos los mismos valores de A(0), B(0), p(0), p(0) y R(0) que
habiamos considerado en la Seccion como valores iniciales. Por tanto, podemos confiar
en la validez de nuestro programa.

4.5. Soluciones de Clifton en teorias de gravedad modificada

A continuacion, vamos a presentar dos soluciones analiticas de las ecuaciones de campo
en vacio y con simetria esférica, para el caso de las teorias de gravedad de cuarto orden.
Como buscamos soluciones parecidas a la métrica de Schwarzschild, en la que R = 0 en el
exterior, vamos a considerar el limite de curvaturas bajas. Si f(R) es una expansion en serie
de potencias de R, en este limite el término dominante serd aquel con la menor potencia.
Teniendo en cuenta esta aproximacion, en [21] se considera el modelo f(R) = R'*° (con
d # 0), con el cual recuperamos la RG en el limite 6 — 0. En [21] se presentan dos
soluciones de las ecuaciones de campo para este caso.

2
» Solucion 1: ds? = —A;(r)dt? + ar + r2dQ? donde
By(r)
Ay(r) = r¥55 (1 + %) , (4.45)
r- 1-5
B (1—0)2 o
Bur) = (1 —26+46%)(1 —26(1 + 6)) b ps (4.46)

y C] es una constante.

» Solucion 2: ds? = —Ay(r)dt? + a?(t) By(r)(dr? + r2dQ?) donde

1_C 2/q
As(r) = ( ; ) : (4.47)

14 <
C 4
By(r) = (1 - —2> Ag(r)rt2-1) (4.48)
T
alt) = 715 (4.49)
@ =1—26+ 48 (4.50)

y (5 es una constante.

A simple vista vemos que estas dos soluciones se reducen a la métrica de Schwarzschild en
el limite 6 — 0. Sin embargo, en el limite r — oo las soluciones tienen comportamientos
diferentes. Mientras que la Solucién 2 tiende a una métrica tipo FLRW para un espacio
plano, para § > 0 las funciones que aparecen en la Soluciéon 1 no tienden a un valor
constante e independiente de la coordenada r, sino que en este limite A;(r) = P27
Con la primera métrica demostramos que la soluciéon de las ecuaciones de campo en vacio
y con simetria esférica no tiene por qué ser asintéticamente plana, y con la segunda
métrica demostramos que en estas condiciones la solucion no es tinica. Con estos ejemplos
comprobamos de forma practica que en las teorias de gravedad métrica f(R) se viola el

teorema de Birkhoff.
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4.6. Masa gravitacional para un observador lejano

La definicion de la masa en teorias f(R) es diferente a la masa que conocemos en RG.
En fisica newtoniana la masa de un objeto con simetria esférica se define como la integral
de volumen de la densidad de dicho objeto, es decir, que la masa es lo que esta contenido
dentro del radio de la estrella, y se calcula como

M= 47r/ p(r)rdr. (4.51)
0

Otra forma de definir la masa es a través del potencial Newtoniano, que para distancias
suficientemente grandes es — M /r. Por tanto, el parametro M que aparece en la métrica de
Schwarzschild se puede interpretar como la masa Newtoniana que mediria un observador
en infinito.

Sin embargo, sabemos que en las teorias f(R) podemos tener soluciones que no son
Schwarzschild, en las cuales el potencial gravitatorio puede ser diferente. Siguiendo el
razonamiento de [16], resulta ttil usar una parametrizacion de la métrica del tipo

2M ()

B =120, A = 50,

(4.52)

donde M (r) y U(r) son funciones arbitrarias que dependen tnicamente de la coordenada
radial. En este caso, M(r) no es un parametro constante como ocurre en RG, sino que
se trata de una funciéon que depende de la distancia. Como en el infinito sabemos que la
métrica tiende a la de Schwarzschild, las funciones de deben cumplir las condiciones

M
lm U() =0 1im 27

r—00 T—00 T

— 0. (4.53)

Como se discute en |16], al elegir la definicion de masa en teorias f(R), debemos tener en
cuenta que las correcciones que introducen estos modelos deben ser pequenas y limitadas
al entorno de objetos compactos. De modo que, al observar una estrella desde lejos, es
necesario recuperar el potencial newtoniano tradicional —M /r, que permite interpretar
la masa total de una estrella de manera natural. El potencial efectivo en este caso es
—M(r)/(r(14+U(r))), asi que al igualarlo al potencial newtoniano, se puede identificar la
funcion de masa gravitacional como

M(r)
M =— 4.54
f(R)(T) 1 + U(T’)’ ( )
de modo que la masa que mediria un observador en el infinito seria
M})?R) = lim Mf(R)(T>. (455)

r—00

Siguiendo el procedimiento numérico desarrollado en el Apéndice [C] obtenemos el
resultado que se muestra en la figura . La funcién Myg(r) oscila siempre entorno a
M(r), por lo que aparece como una banda con cierta anchura. Sin embargo, pero en el
infinito tiende a un valor constante, que es M}’E’R), igual que ocurre con M(r). En este

caso, la masa que mediria un observador en infinito seria M;?R) = 4km = 2,7M,.
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Una vez que sabemos como calcular la masa que medirfa un observador en infinito tanto
para RG como en teorias f(R), podemos crear un diagrama masa-radio considerando una
ecuacion de estado y diferentes valores de la presion central. De esta manera, podemos
comparar la relacion masa-radio que se obtiene en RG, con la que se obtiene en la teoria
f(R) = R+ aR? para diferentes valores de o. A partir de los programas utilizados en
las secciones y 4.3}, obtenemos el diagrama masa-radio que se muestra en la figura [I1]
En dicha figura, podemos observar que cuando la teoria f(R) se aleja de la RG, podemos
tener estrellas compactas con mayor masa. Esto nos da un indicio de que, en teorias de
gravedad f(R) los objetos compactos pueden tener una cantidad de masa extra.
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5. Limite de Buchdahl

Cuando en RG consideramos una métrica en vacio estatica y con simetria esférica,
sabemos que un objeto realista no pueden tener cualquier masa o cualquier radio. Esto se
debe a que en este caso tenemos la métrica de Schwarzschild en el exterior, y esta presenta
una singularidad coordenada en r = 2M, que se conoce como radio de Schwarzschild. De
manera que si un objeto tiene un radio menor que 2M , sabemos que se trata de un agujero
negro. Por tanto, en principio cualquier estrella debe tener un radio r, > 2M.

Ademés, en este tipo de métrica aparece otra restriccion para la relacién masa-radio. De
la ecuacion tenemos que para el caso de un fluido perfecto con densidad constante,
la presion central de un objeto viene dada por

1— (1 —2M/ry)/?
(1—2M/r)2 =3

Para que se trate de un objeto realista desde el punto de vista fisico, se debe cumplir la
condiciéon de energia débil, es decir, que la presion y la densidad no pueden ser negativas.
De la expresion (5.1) se deduce que para que la presion central sea mayor o igual que

. . . 9 -
cero, la relacion masa-radio que se debe cumplir es r, > —M. Esta condiciéon se conoce

como limite de Buchdahl y es mas restrictiva que la del radio de Schwarzschild. Por tanto,
seglin este limite, no podemos tener ninguna estrella estable cuyo radio se encuentre en
el rango

9
2M <1y < ZM’ (5.2)

es decir, que se trata de un rango prohibido en RG. Ademas, en [17] se demuestra que
en RG el limite de Buchdahl es independiente del modelo, es decir, que se cumple para
cualquier ecuacion de estado. Una consecuencia de esta restriccion es que el corrimiento
al rojo (o redshift) gravitacional z en la superficie de la estrella, que segun [22| viene dado
por

2= —=—1, (5.3)

cumple que z < 2, ya que r, > %M.

Al modificar la teoria de gravedad, es natural preguntarse si es posible tener estrellas

més masivas en estas teorfas. O lo que es lo mismo, si la relacién masa radio de una
estrella compacta puede situarse en la region prohibida en RG, lo cual implicaria que el
redshift gravitacional de la estrella fuera mayor que 2. En la Seccién ya hemos visto
que en teorfas f(R) podemos tener estrellas con mayor masa que en RG, de manera que
la relacion masa-radio es diferente. Asi que ahora nos interesa estudiar cémo se modifica
el limite de Buchdahl para estas teorias. La resoluciéon de este problema tiene una gran
importancia debido a que, si podemos probar que el redshift gravitacional de una estrella
compacta puede ser mayor que 2, esto serviria como test experimental para probar la
validez de la RG en el régimen de gravedad fuerte.
El redshift gravitacional se puede medir a través de observaciones terrestres, del sistema
solar y astronémicas. Por ejemplo, el redshift gravitacional se puede calcular a través
del desplazamiento hacia el rojo de las lineas espectrales, conocida la composicion de la
estrella [23]. Otra posibilidad es medir esta magnitud en el Sol utilizando métodos 6pticos,
como se detalla en [24].
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5.1. Estrellas inmersas en el vacio de Schwarzschild en teorias
f(R)

En esta Seccion vamos a reproducir los resultados desarrollados en [25]. Para ello,
vamos a considerar un modelo f(R) general en el que tenemos una estrella formada por
un fluido perfecto que esta inmersa en el vacio de Schwarzschild. Como hemos razonado
en la Seccion [3.4] las soluciones de fluido perfecto para estrellas estaticas y esféricamente
simétricas generalmente no se pueden pegar con un exterior de Schwarzschild, ya que no
se cumplirian las condiciones de pegado, en concreto la condicion . Sin embargo,
vamos a estudiar este caso porque ademas de ser el mas simple, se ha probado que la
métrica de Schwarzschild es un buen modelo para describir el exterior de una estrella,
como por ejemplo el Sol.

Como ya hemos visto anteriormente, para estudiar estrellas estaticas y esféricamente
simétricas podemos considerar una métrica de la forma

2

ds? = —c*(r)dt* + n + r?dQ?, (5.4)

. 2m(r)

donde hemos redefinido ¢(r) = /B(r), y tanto ¢(r) como m(r) son funciones al menos de
clase C?. También consideramos que la materia que forma la estrella se comporta como
un fluido perfecto.

Como hemos visto en la ecuacion (2.9), en las teorfas f(R) podemos expresar las
ecuaciones de campo en funciéon del tensor de energia-momento total, que tiene una con-
tribucion de materia T;% y otra de curvatura Tfy. Para el caso que vamos a estudiar, el

tensor energia-momento total se puede expresar como

T, = diag [=p(r), p (1), po(r), po(7)] , (5.5)
donde hemos definido
o) = 5 ), (5.6
p(r) = 25 ), 5.7
tr) =25 ), 53

separando las correspondientes contribuciones de materia y curvatura. Como podemos
ver, al considerar un fluido perfecto no tenemos anisotropias en la presiéon asociada a
la materia, es decir, que en p,.(r) y pg(r) la contribucion de la materia es la misma. Sin
embargo, no podemos imponer la misma condicién sobre la parte de la curvatura. Haciendo
uso de la definicion (2.11f) para T/f; y de la métrica , tenemos que la anisotropia de

la presion asociada a la curvatura es

it = | (5 R (1222 (h) + 20 ) | 659

kfr roor?

Por otro lado, dado que estamos considerando una estrella inmersa en un exterior vacio
de Schwarzschild, la masa efectiva total de la estrella sera igual a la masa de Schwarzschild
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en el exterior, que denotaremos por M. A partir de la ecuacion de campo Gy = KT\
llegamos a que /

p = zm = m(r / p(x)z?dr, (5.10)

KT 0

de modo que podemos interpretar la funcién m(r) como la masa efectiva encerrada en
una esfera de radio r, que esté generada tanto por la materia como por la curvatura. En
la superficie de la estrella m(r,) = M es la masa efectiva total de la estrella, que en la
region exterior se corresponde con la masa de Schwarzschild. El resto de ecuaciones de
estado sirven para relacionar la masa efectiva con los términos de presion. Por ejemplo,
desarrollando G} = T} tenemos que

2c 2 2
P <1 _ _m> _2m (5.11)

Ademas, usando la segunda identidad de Bianchi V,G¢ = 0 = V,T¢ llegamos a la si-
guiente expresion
2c
(epy) +cp= - (pg — pr) - (5.12)
Ahora, sustituyendo las ecuaciones (5.10) y (5.11)) en la izquierda de la ecuacion (5.12) y
simplificando, obtenemos

,/1—277”% [%,/1—27mc’]_c{(r3) +p9;pr]. (5.13)

La ecuacion se utiliza a menudo en la literatura para estudiar variaciones del limite
de Buchdahl en el caso de estrellas con anisotropias en la presién. Pero debemos tener
en cuenta que estas anisotropias aparecen por el hecho de haber introducido términos de
curvatura en el tensor de energia-momento. Por esta razon, la anisotropia depende del
escalar de Ricci y su derivada.

Como no hay anisotropias asociadas a la materia, de las ecuaciones (5.7)) y (5.8 vemos
que pg — p, = pit — pE. Entonces, usando las ecuaciones (5.9) y (5.13) y simplificando,

obtenemos
cfr d 1 2m d |1 2m p
\/17%5( ;) = fae [-m—Tc o [;\/I—T(fR)]. (5.14)

El término m/r? del lado izquierdo se trata de la densidad media efectiva de la estrella
para un radio r. Podemos observar en la expresion anterior que las funciones ¢(r) y fr
juegan un papel simétrico en la parte de la derecha. Ademés, para fr = 1 recuperamos
la expresion que aparecen en RG, que se puede usar directamente para obtener el limite

de Buchdahl.

Con el fin de construir un modelo estelar estable (en lo que a la termodinamica se
refiere) y continuo que se pueda juntar con un exterior vacio de Schwarzschild, es nece-
sario imponer ciertas condiciones de pegado a las componentes de la métrica interior, asi
como establecer restricciones a las diferentes cantidades termodindmicas de la estrella.
Aunque ya hemos mencionado anteriormente que en esta situacién no se pueden cumplir
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todas las condiciones de pegado necesarias, vamos a seguir el desarrollo de [25]. Ademas,
para evitar la presencia de fantasmas o taquiones y garantizar que la solucién de Schwarzs-
child sea una solucion viable de la teoria, existen ciertas condiciones sobre la funcion f(R).

En primer lugar, para asegurar la naturaleza atractiva de la gravedad, es decir, la
ausencia de fantasmas y taquiones, en el interior de la estrella debemos tener

fr>0, far <0. (5.15)

Adicionalmente, como se demuestra en para que el espacio-tiempo de Schwarzschild sea
solucion, la funcién f(R) debe ser al menos de clase C® con

f(0)=0, fr(0)#0. (5.16)

A continuacion, veamos cuales son las condiciones de pegado que se imponen en [25].

Dado que tenemos conocimiento de que todos los objetos astrofisicos se encuentran inmer-
sos en un espacio-tiempo que es mayoritariamente vacio, la geometria de Schwarzschild
es una posible aproximacion para describir la region externa alrededor de una estrella con
simetria esférica.
En nuestro caso, vamos a pegar dos espacio-tiempos V* y V= en una frontera X, que
consideramos como una hipersuperficie de discontinuidad, y que se trata de una esfera
de radio r = r,. Como ya hemos visto en la Seccion [3] las condiciones de pegado en RG
exigen la continuidad de la primera y segunda forma fundamental en la hipersuperficie
Y. Ademaés, en esa misma Seccién comentamos que para teorias f(R) hay condiciones
adicionales, como la continuidad del escalar de Ricci y su derivada a lo largo de .

Por un lado, la continuidad de la métrica requiere que

c (ry) = (1 — %) : (5.17)

'y

Mientras que la continuidad de la curvatura extrinseca implica que p, (r,) = 0, es decir,
que la componente radial de presion total debe anularse en la superficie de la estrella (se
cumple que pM (ry) = pZ (r,) = 0). Usando esta expresion en (5.11)), tenemos que

1

/

_ LM 1

) = (5.18)
Th

Por otro lado, las condiciones de pegado extra para teorias f(R) imponen que
R (’l“b) =0= R/ (Tb) . (519)
Ya que en el exterior de Schwarzschild estas cantidades se anulan.

Ahora vamos a introducir las condiciones que nos impone la termodinamica. Por una
parte, se exige que las componentes de la métrica y las funciones termodinamicas deben
ser al menos de clase C? en el interior de la estrella. Entonces, en el centro de la estrella,
las derivadas respecto del radio de dichas funciones deben anularse, esto es

¢(0) =p'(0) = p'(0) = R'(0) = 0. (5.20)
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Estas condiciones en [25] se denominan condiciones de regularidad. A partir de las condi-
ciones mencionadas hasta ahora, podemos ver que /(1) > 0y ¢/(0) = 0. Como ¢(r) esta
relacionado con el potencial gravitacional, para que la estrella sea termodindmicamente
estable esta funcion no debe tener ningtn extremo local en ningin punto que no sea el
centro. Por tanto, en el interior se debe cumplir

d(r)>0. (5.21)

Asi que ¢(r) debe ser una funcién mondtona creciente y positiva.
Por otra parte, para que la estrella sea estable su densidad total efectiva debe ser una
funciéon decreciente con el radio, es decir, que

% (g) <0. (5.22)

Por ultimo, segin [25] para evitar que dentro de la estrella tengamos fr = 0, debemos
imponer que

R(r) > 0. (5.23)
Por tanto, como R(0) > 0y R(r,) = 0, para tener un modelo estelar que sea viable,
también debemos imponer que R(r) sea una funcion decreciente, es decir, que

R'(r) > 0. (5.24)

Ahora vamos a pasar a calcular el limite de Buchdahl para el caso de una estrella
que cumple todas las condiciones anteriores, desde (5.15)) hasta (5.24]). Vamos a definir la

funcién

1 2m
=—4/1—-— 5.25
br) = 11— = (5.25)
de modo que
1 2M
=—4/1 - —. 2
6(m) = —\1- = (5.26)

Veamos la siguiente proposicion

Proposicion 1. Con las condiciones (5.15))-(5.24), para el caso de un exterior de Sch-
warzschild se cumple que para cualquier radio r en el espacio-tiempo interior, la funcién
fr(R(r))c (r) es positiva y esta acotada inferiormente.

Demostraciéon. Usando las ecuaciones (5.14) y (5.22)), tenemos

d

161 ]+ elr) < [0(r) Falr)] <0 (527)

Tr(r) dr

Integrando esta expresion desde r a 7, (con r € [0,r,]) y reordenando, nos queda

[froCT + [cofrl," <2 / fonRdodr. (5.28)

Por las condiciones de la proposicion, en el interior las funciones R/, ¢’ y ¢ son positivas y
far <0, de modo que la integral de la derecha sera menor que 0. Entonces, desarrollando
los términos de la izquierda, nos queda

fr(B () ¢ (ry) & (ry) = fr(R(r)(r)c(r) +c(ry) & (o) for(R (rs)) B (rs)
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—c(r)p(r) far(R(r))R'(r) < 0. (5.29)

Por el mismo razonamiento, podemos quitar el altimo término de la expresion anterior sin
alterar la desigualdad. Ademaés, usando la condicion (5.19)), vemos que el tercer término de
la ltima expresion se anula. Sustituyendo pues, (5.18)) en la expresion (5.29)), concluimos

que
fR(O) M’I“

3 .
Ty 1= 2m
s

fr(R(r)d(r) = (5.30)

O

Puesto que esta desigualdad es cierta ¥r € [0,r,] y ningtn término cambia de signo,
podemos realizar la integral en este intervalo en ambos lados, de modo que

Fr(0)e () — i (B( / fonRedr > 12OM / \/7 (5.31)

Para quitarnos la integral de la parte derecha de la expresion anterior, veamos c6mo
podemos acotarla inferiormente:

Proposicion 2. Para un modelo estelar con un exterior de Schwarzschild, que sea es-
table desde el punto de vista termodinamico y cumpla con las condiciones ({5.15))-(5.24)),
se verifica que la integral de (1/¢(r)) desde 0 hasta r, estd acotada inferiormente por

(rp/2M) [1 =1y (ry)]-

Demostraciéon. Usando la condicion (5.22)), tenemos que la densidad efectiva en el inte-
rior de la estrella debe ser una funcién decreciente, lo cual implica que

3
oM 5 <2m Vre|0,m) (5.32)
Ty

Por lo tanto, se cumple

L 1=y ()] (5.33)

/ v ordr S / " rdr _

o Ji_2m Jo | Jr_2me2 2M
T Ty

Usando este resultado en el lado derecho de ([5.31)), tenemos

Fr(0)e () — fr (R cO—/ fanBedr > 110 (1- 1_ﬂ>. (5.34)

Ty

Debido a que for < 0y tanto R’ como ¢ son positivos en el interior, podemos escribir

/Tb farR'c(r)dr
0

Por otra parte, también hemos visto que ¢(ry,) > ¢(r) ¥r € [0, 7], entonces

b
) / ngR/dT’
0
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— /rb forR'c(r)dr =
0

= c(ro) (fr (R(0)) = fr(0)), (5.36)

< c(m

/Tb farR'c(r)dr
0




de modo que podemos usar esta desigualdad en (5.34)). Usando también la expresion (5.17))
y reordenando, nos queda

LM [fR2(0) s

T

> fr (R(0)) co. (5.37)

Finalmente, veamos el siguiente teorema:

Teorema 1. En teorias de gravedad f(R), en el caso de una estrella estética y esférica-
mente simétrica de radio 7, inmersa en el vacio de Schwarzschild, se establece un limite
maximo para la masa total efectiva de la estrella debido a las condiciones de regularidad
y estabilidad termodinédmica. Este limite superior se encuentra en un punto intermedio
entre el limite de Buchdahl de la RG y el limite de Schwarzschild dado por r, = 2M.

Demostraciéon. Debido a las condiciones (5.15) y (5.20]), el término de la derecha de
(5.37)) es siempre positivo en el interior de la estrella, asi que

1— i—M [fRéo) + /r (R(O))} - fRz(O) > 0. (5.38)

Elevando al cuadrado ambos lados de la expresion y reordenando, nos queda

{1 + z%r (1 _ %) -1, (5.39)

Despejando el término 2M, finalmente obtenemos

fr(R(0)) fr(R(0))
4 fr(0) [1+ fr(0) }

2
fr(R(0))
[1 +2 fr(0) ]

OIM < (5.40)

Por las condiciones ([5.15]), sabemos que %}g)) > 1. Cuando se alcanza la igualdad

recuperamos el limite de Buchdahl dado por 2M < (8/9)r,, y cuando esa fraccion es
mucho mayor que la unidad, la expresion tiende al limite de Schwarzschild r, = 2M. [

Este teorema nos garantiza que al modificar la teoria de la RG mediante una funciéon
f(R) # R, es posible tener estrellas esféricas y estables con cuya masa se encuentre en el
rango (8/9)r, < 2M < 1y, que es considerado una region prohibida en RG. Esto implica
que en estas teorias podemos tener estrellas compactas mas masivas pero estables, lo cual
que podria ofrecer una soluciéon al problema de la materia oscura |[1].

Si ahora consideramos una pequena perturbacion de la RG, podemos escribir

fr (R(0))
—— =1+, 0<8KL 5.41
fr(0) (541)
En este caso, el limite de Buchdahl a primer orden en [ se expresa como
8 BB
M < =14+ = —=— . 42
< 9 ( + 6 6 ) Ty (5 )
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Luego, el incremento de masa relativo, definido como dM = (M — Mggr)/Mgr (siendo
Mc¢r el limite superior en RG), se puede escribir como

oM
Mecr

4
= =B(1-8). (5.43)

Por tanto, vemos que esta teoria proporciona una explicacion sencilla v natural para la
)

presencia de estrellas de neutrones extremadamente masivas en el universo. Ademaés, nos

permite calcular el corrimiento al rojo superficial maximo para estas estrellasm

2 < Zmax = 2(1 + f). (5.45)

que puede tener un valor mayor que 2. Asi que, en principio, cualquier variaciéon de la
RG en el régimen de curvaturas altas podria verificarse experimentalmente a partir de los
datos observacionales de las estrellas compactas.

Analogamente a lo que ocurria en RG, este limite se obtiene imponiendo solamente
condiciones de pegado y condiciones para la estabilidad termodindmica. También hemos
visto que el resultado obtenido es independiente del modelo. Sin embargo, en la Seccién
.4 hemos llegado a la conclusion de que las soluciones de fluido perfecto generalmente
no van a poder juntarse con un exterior de Schwarzschild, ya que no se cumplen todas
las condiciones de pegado. En concreto, cuando en [25] se habla de las condiciones de
pegado, no se menciona la condiciéon , la cual no se cumple para las soluciones de
fluido perfecto. Por tanto, los resultados que se obtienen, y que hemos reproducido en
esta Seccion, no son correctos. La tnica posibilidad de pegar un exterior de Schwarzschild
con una solucion de fluido perfecto, seria considerando algin tipo de capa superficial en
la estrella. Por lo que hemos discutido en , en el modelo f(R) = R+ aR?, a pesar de
la continuidad de la primera y segunda forma fundamental, tendriamos que [R] # 0. Por
tanto, cabria la posibilidad de pegar las soluciones mencionadas.

5.2. Generalizacion del limite de Buchdahl en teorias f(R)

A pesar de que se ha probado que la métrica exterior de Schwarzschild es un buen
modelo para las estrellas, como por ejemplo el Sol, esto no significa que sea la tinica solu-
cién. En efecto, como hemos visto en la Seccién en teorfas f(R) podemos tener otras
soluciones que se parecen a Schwarzschild a grandes distancias. Ademas, ya sabemos que
un exterior de Schwarzschild no se puede pegar con una soluciéon de fluido perfecto.

A continuacion vamos a tratar de generalizar el limite de Buchdahl para una métrica
exterior cualquiera, que sea estatica y esféricamente simétrica. Para ello, vamos a seguir
un procedimiento analogo al descrito en la Seccion [5.1], pero sin considerar que en el exte-
rior tenemos la métrica de Schwarzschild. En este caso, seguimos considerando la métrica
dada por . Por tanto, como en el interior tenemos las mismas condiciones que que
las presentadas en la Seccion , las ecuaciones — siguen siendo validas. Sin

"Con la ecuacion (5.3) y el limite de Buchdahl, vemos que

= 1 ! —1=2(14 )+ 0(a®) = zmax, (5.44)

1<
— 2 8 _ 45 40
Vi— % \/1—§—W+T7

donde nos hemos quedado a segundo orden en (.
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embargo, como ahora Schwarzschild no tiene por qué ser la soluciéon exterior resultante,
no tenemos las condiciones de (5.16) (aunque f(R) debe seguir siendo al menos de clase
C3). Ademas, debemos tener en cuenta que ahora no se va a cumplir que m(ry,) = M, ya
que ahora la definiciéon de masa es diferente.

Las condiciones de pegado que vamos a aplicar siguen siendo las mismas. Por la
continuidad de la curvatura extrinseca sabemos que pM (r,) = 0. Sin embargo, ahora
pr(13) = p2(ry) no tiene por qué ser 0. En efecto, usando la ecuacion (2.11]) tenemos que

1
" fr
que siempre es cero en RG, pero en teorias f(R) no tiene por qué anularse. Ahora, eva-
luando la ecuacion (5.11)) en 7 = 7, y despejando ¢ (r), tenemos

= (T"%); = (f Rfr)+ ViV’ fr —Ofr| (5.46)

' - m(Tb) C(Tb) pﬁ(rb)rb C(Tb)

De nuevo, como no tenemos Schwarzschild en el exterior, no podemos imponer que

R(Tb) =0=FR (Tb>.

En cuanto a las condiciones de regularidad y estabilidad termodinamica, puesto que se
establecen para el interior de la estrella, las condiciones - siguen siendo ciertas
en este caso. Por ultimo, en general no es necesario considerar las condiciones y
(5.24), ya que en la Seccidon hemos visto que no tienen por qué cumplirse.

Veamos en este caso como podemos demostrar la siguiente proposicion:

Proposicion 3. En el caso general, con las condiciones ([5.20)-(5.22)), se cumple que
para cualquier radio 7 en el espacio-tiempo interior la funcion fr(R(r))c (r) esta acotada
inferiormente.

Demostraciéon. De nuevo, usando la ecuacion ((5.14)) y la condicion (5.22) nos queda

alr) < [BOIC0N] + elr) 5 [90r) folr)] < 0 < 0. (5.48)

Integrando desde r a 7, (con r € [0,r,]) y reordenando, tenemos

[froC]" + [co frl,” —2 / " forR$d7 < 0. (5.49)

Como ahora no sabemos si R’ es positivo o negativo, no podemos deshacernos del tercer
término. Sin embargo, si que podemos quitar ¢(r)o(r) foar R, ya que es negativo. Asi que,
desarrollando esta expresion y reordenando, nos queda

fRe s RO mirerr L fa(Rm) o))

Ty \/ 2m( rb \/1 2 \/1_ 2m(7“b)\/1_2_m
Th r

+f2R<R(Tb))R’(Tb) c(rp)ry/1 — 2m(ry)

T /1 _ 2m /1 2m

/ farR'd pdr. (5.50)
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Si tuviéramos en cuenta las consideraciones del caso anterior, recuperariamos la ex-
presion (5.30). Pero en este caso, aunque si que obtenemos que fr(R(r))c esta acotada
inferiormente, no podemos asegurar que la funcién sea positiva.

A continuacién, para conocer el comportamiento de los términos que aparecen en
, necesitamos considerar un modelo f(R) particular. Por ejemplo, vamos a estudiar
el caso f(R) = R+ aR?, para el cual hemos obtenido las soluciones de las ecuaciones
de campo en la Seccion [1.3] Basdndonos en estos resultados, podemos realizar algunas
consideraciones.

En primer lugar, vamos a considerar
pR(ry) > 0, (5.51)

lo cual es cierto para nuestro modelo, ya que

—aR(ry)  far(ry)R(ry) .

ST daR(m)  2fa(n) (5-52)

pr(ry) =

Ademas, en la ﬁgural 7| vemos que R(r}) es positivo. Por tanto, podemos quitar el término
con p? de la desigualdad ([5.50) - ya que siempre es positivo, con lo que nos queda

2m(r
,  Jr(R(r)) m(ry)c(ry)r f2R(R(7‘b))R'(Tb) c(rp)ry/1 — T(b b)
fr(R(r))c" = 3
Ty \/ 2m( rb \/1 Ty 1— 2m
(5.53)
r " / /! ~
2= [ forRodr. (5.54)
1 — 2m Jy
En segundo lugar, para nuestro modelo también se cumple que
Tb
—/ for R pdi > 0. (5.55)

Con esta condicion se simplifica la desigualdad anterior, ya que podemos eliminar el dltimo
término, de modo que

fu(e s TR0 mlnlen)r | fanROw) R ) ory L

Ty \/ 1 2m(re) [ _ 2m Tp 1_ 2m
! ' T (5.56)
Por otro lado, como hemos comentado anteriormente, se cumple que
R'(ry) < 0. (5.57)

Con esto, tenemos que el ultimo término de la desigualdad ([5.56)) es positivo, asi que nos
queda

fr(R(ry))  mlry)e(ry)r 5.58
7“2 \/ 2m( T”)\/l _m ( )
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Puesto que la expresion anterior es cierta para todo r € [0, 7], podemos integrar en ese
intervalo sin que cambie la desigualdad, de modo que

fr(£R(rs))

Fr(R)e () = f (RO) o = [ poner > 255 M) o [ W

(5.59)

Para simplificar la integral del miembro derecho, usamos la siguiente proposicion:

Proposicion 4. En general, para cualquier modelo estelar que sea estable desde el punto
de vista termodindmico y cumpla con las condiciones ((5.15)-(5.24)), se verifica que la
integral de (1/¢(r)) desde 0 hasta r, esta acotada inferiormente por (rj /2M) [1 — 70 ()]

Demostraciéon. Usando la condiciéon ([5.22)), tenemos que en el interior de la estrella se

verifica .

2m(7“b)% <om Vre|0,n) (5.60)
b

Por tanto, se cumple

3 3
Ty [ Qm(rb)
/ /1 / 2m(rb)r2 2m(7“b) 1 =0 () 2m(ry) Tp
(5.61)
O
Usando este resultado, tenemos que la ecuacion (5.59)) queda
R(r 1
fr(R(re))c (re) — fr (R(0)) co — / forR'cdr > Mc(m) —1
1 — m(ry
T
(5.62)

Ahora, teniendo en cuenta la condicion (5.55) y que ¢(ry) > ¢(r) Vr € [0, 73], tenemos que
= c(r) |fr(R(0)) — fr(R(rs))] -

T Tb
/ fQRR/Cd’I“ ) / fQRR/d’I“
0 0
(5.63)

Por tltimo, vamos a tener en cuenta que fr(R(0)) — fr(R(rp)) > 0, ya que en nuestro
modelo

< c(rp

Tb
- / fQRR/CdT =
0

fr(R(0)) = fr(R(rs)) = 2a(R(0) — R(ry)) > 0, (5.64)

y en nuestro caso se cumple que R(0) < R, y o < 0. Con esta condicion, se cumple que

- /orb farB edr < c(ry)(fr(R(0)) = fr(R(r))). (5.65)

Aplicando este resultado a la ecuacion (5.62) y quitando el término fr(R(0))cy, que
es positivo, tenemos que

Jr(B(ry))e(ry) + c(rp) (fr(R(0)) = fr(R(ry))) > ———=
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Simplificando esta expresion, nos queda que

 2m(rs) fr(R(0))
== (1+gﬁuﬂm»)>1. (5.67)

Elevando al cuadrado ambos lados, tenemos que

(1—2730)(1+2£§g%%)2>1 (5.68)

. Despejando 2m(r) llegamos a la desigualdad que buscabamos

4 R (R(0)) [1 . fR(R(O))]

Qm(rb)< FrR(R(r)) ( fR)(R(2Tb)) - (5.69)
fr(R(0)
[1+2mmm»]

. Podemos ver claramente que si tenemos en cuenta las consideraciones de la Seccion 5.1
para el caso de Schwarzschild en el exterior, recuperamos la ecuacioén . La ecuacion
seria la expresion del limite de Buchdahl en teorias f(R) para una métrica exterior
que cumpla las condiciones (5.51)), (5.55)), (5.57) v (5.64]).

En RG se cumple que fr(R(0)) = fr(R(ry)) = 1. Por tanto, para considerar una
pequena perturbacion de la RG, podemos escribir

fr(R(0))
——=1+7 0<yK1 5.70
FalR(r) 10
de modo que podemos expresar la relacion ((5.69) como
8 v
2 — 14+ = —-—= 71
m(rb)<9<+6 6)rb, (5.71)

donde nos hemos quedado a segundo orden en 7. Por tanto, el corrimiento al rojo super-
ficial para estas estrellas cumple

2 < Zmaz = 2(1 +7), (5.72)

Por ejemplo, en el caso en que f(R) = R+ aR?, en el cual ya hemos visto que se cumplen
las consideraciones anteriores, tendriamos que a segundo orden en «
fr(R(0)) 1+ 2aR(0)
fR(R(Tb)) 14 QOéR(Tb)

De modo que en este caso v = 2a (R(0) — R(ry)) —4a*R(ry) (R(0) — R(rp)). Sustituyendo
esta relacion en (5.71) y desarrollando a orden 2 en «, nos quedaria la expresion

~ 1+ 2a (R(0) — R(r)) — 402R(ry) (R(0) — R(r)). (5.73)

om(ry,) < S 14 %a (R(0) — R(ry)) — gaQR(O) (R(0) — R(r)) | . (5.74)

Por tanto, el corrimiento al rojo a segundo orden en « seria
2 < Zmaz = 2(1 4+ 4a (R(0) — R(13)) — 240 R(13,) (R(0) — R(r3))). (5.75)

42



de modo que, igual que ocurria en para un exterior de Schwarzschild, podemos tener un
corrimiento al rojo mayor que 2.

Como hemos discutido en la Seccion [4.0] la masa que aparece en estas ecuaciones no
es la que medirfa un observador en infinito, por lo que nos interesa obtener una expresion
como pero que dependa de la masa en el infinito. Para ello, debemos trabajar con
la métrica en el exterior de la estrella. Como podemos ver en los resultados de la Seccion
, la funcion #(r)/r en el exterior, habitualmente tiende a 1 de manera oscilatoria.
Por tanto, en el exterior la funcién m(r) no es una buena definicion de la masa, ya que
no tiene sentido que sea una funcién que oscila. Asi que, para estudiar el espacio-tiempo
exterior es mas adecuado considerar la métrica de la forma

ds* = —B(r)dt* + A(r)dr? + r*dQ? (5.76)

Asi que, como mencionamos en la Seccion , usamos la parametrizacion de (4.52)) (donde
M(r) no es la masa de Schwarzschild ni la masa m(r) utilizada en esta Seccion). Para
obtener un resultado del limite de Buchdahl que dependa de estas funciones que apare-
cen en la métrica, comparamos directamente las métricas (5.4) y , de manera que
tenemos las siguientes identificaciones

A(r) = B(r) = ”{ﬂ (r) (5.77)
1 1+U(r)
T A(r) = (0] (5.78)
Despejando m(r) de (5.78)) nos queda
_ M(r) r U(r) r Ulr)
) = 1 0m et om e T gy 79)

En el infinito, A(r) y B(r) deberian coincidir, de modo, que también lo deben hacer m(r)
y M(r). Para que esto sea cierto, usando las condiciones (4.53)) en la expresion anterior,
se debe cumplir

lim rU(r) = 0. (5.80)

r—00

Es decir, U(r) es una funcion que a grandes distancias decrece mas rapido que 1/r. Usando

las condiciones para U(r) en (5.79), se verifica que
m(r) = My (r). (5.81)
Con esta relacion, la expresion del limite de Buchdahl de (5.69)) quedaria

Ja(R(0) Ja(R(0)
AR (R [1 + fR(Rm))]

2
Jr(R(0))
[1 + QfR(R<rb>>]

2M (R (rs) < (5.82)

Sin embargo, antes hemos mencionado que nosotros no podemos medir experimen-
talmente el valor de My g)(ry), asi que queremos encontrar alguna relacién entre esta
magnitud y la masa que medirfa realmente un observador en infinito, que es M??R)' Por
tanto, proponemos la siguiente relacion

FLF(R(ry))IMTR) < Myr) (1), (5.83)
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donde F[f(R(rp))] es un funcional que depende de la funcion f(R) evaluada en r = 7.
Sabemos que para f(R) = R, este funcional debe tener un valor igual a 1, ya que en RG
la masa M en el borde de la estrella se corresponde con la masa Newtoniana que mide
un observador en infinito. Ademas, sabemos que conforme la teoria se diferencie mas de
la RG, el valor de M [/My(r)(r) aumenta, ya que cada vez la masa en el infinito se
diferencia més de la masa en r = 7. Asi que la funcién F' debe ser menor que 1 cuando
consideremos perturbaciones de la RG.

Proponemos una expresion del tipo

FIf(R(ry))] = [1+ far(R(r))]" (5.84)

con n un namero real positivo. Estudiemos ahora la validez de este funcional para el caso
f(R) = R+ aR? en el que

FIFROD)] = (14255 ) (589
1km

que cumple las condiciones mencionadas. En la expresion anterior hemos escrito o/ (1km?)

para conseguir una expresion que sea adimensional, ya que en este modelo for(R(1p)) = 2«

tiene unidades de km®. Si redefinimos el pardmetro a@ = a/(1km?), la relacion (5.83)

tendria la forma

A partir de los resultados obtenidos en la Seccién calculamos la relaciéon entre M]??R)
y My (rs). De esta manera, podemos verificar si existe algtin valor de n para el cual
la desigualdad anterior cierta para cualquier ecuacion de estado (de las tres que estamos
estudiando) y para cualquier valor de « (que cumpla |a| < 1, pues estamos considerando
pequenas perturbaciones de la RG). Como podemos comprobar en las figuras y ,
para n = 4 la relacion [5.86| es cierta en todos los casos, de modo que tenemos la relacion

(1+ 2a)4M;2§R) < Myw)(rp), (5.87)

que solamente alcanza la igualdad para o = 0, como cabia esperar. También podemos ver
que para las ecuaciones de estado Stiff y Middle la relacion con n = 4 da lugar a
una desigualdad muy poco restrictiva. Por lo que n = 1,5 darfa una cota més precisa en
estos casos.

Por otra parte, observamos que para la ecuacion de estado Soft, la relacion Mgy (ry)/ Mg
en funciéon de a es menor que para Middle, que a su vez es menor que para Stiff. Por
tanto, cuanto més lentamente crece la presion con la densidad, menor es la relaciéon
My (r)(rs) /Mgy en funcion de a. Entonces, como (1 + 2a)* es una buena cota para
Soft, en principio la relacion es cierta para cualquier ecuacion de estado en la que
la presion crezca mas rapidamente con la densidad que en Soft.

Finalmente, sustituyendo la relacién anterior en ([5.82)), nos queda el resultado

Fr(R(O) Fr(R(0)
1 AR [1 + fR<R(m>)}

[+ far(R(rs))]* [1 9 Ja(R(O) ]2

2M ) < (5.88)

fr(R(rs))

Puesto que solamente hemos comprobado la veracidad de estos resultado para la familia
de funciones f(R) = R + aR?, tnicamente podemos asegurar que esta relacion es valida
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para este modelo. Si de nuevo consideramos pequenas perturbaciones de RG, que para
nuestro modelo seria tomando || < 1, y desarrollamos la expresion anterior a segundo
orden en «, tendriamos que

M < o |1+ 2 (R(0) — R(ry) — 24) — 202 (R(0) + 4) (R(0) — R(ry) — 60)]| ry.

9 3 3
(5.89)
donde hemos redefinido R = R/ (1km_2) para que sea adimensional, igual que . Entonces,
el incremento de masa con respecto a la masa de RG es
oM 8

o = 7 [0 (BO) = B(1) = 24) = 20 (R(0) + 4) (R(0) = R(ry) = 60)] . (5.90)

A continuacién, vamos a comparar la desigualdad obtenida en |25 para el caso

de un exterior de Schwarzschild con la expresion generalizada que hemos obtenido
nosotros, con el fin de dilucidar cual de las dos desigualdades es mas restrictiva. Para ello,
representamos la masa que mediria un observador en infinito en funcién del radio de la
estrella, usando las dos desigualdades mencionadas. En la figura [I2] vemos que conforme
el valor de o aumenta, hay una mayor diferencia entre nuestro limite y el de la RG. Para
valores de « alrededor de —0,015km?, nuestro limite de Buchdahl sobrepasa el limite de
ry, = 2M, por lo que deja de ser una soluciéon valida. Por tanto, confirmamos que nuestro
resultado solamente es cierto en el régimen de pequenas desviaciones de la RG, que en
el caso que representamos seria para |a| < 0,014km2. Ademés, vemos que conforme « es
mas proximo a cero, nuestro limite se aproxima al limite de la RG.
Por otro lado, podemos observar que nuestra expresion generalizada del limite de Buch-
dahl es menos restrictiva que la obtenida para un exterior de Schwarzschild, es decir, que
permite un mayor rango de masas y radios. El limite obtenido en |25] es muy poco restric-
tivo, ya que para valores pequenos de « el resultado siempre es muy proximo al limite de
Buchdahl de la RG. Se necesitarian valores de a@ mas grandes para ver una diferencia, pero
entonces ya no estariamos realizando pequenas perturbaciones de la RG. Asi que, ademés
de no ser un resultado correcto, tampoco aporta informacion nueva. En la figura (12| no
representamos los resultados para otras ecuaciones de estado y otras presiones centrales
porque no se observan cambios significativos. Por tanto, nuestro resultado es vélido para
las tres ecuaciones de estado que estudiamos.

Para cuantificar la masa extra que introduce nuestra expresion del limite de
Buchdahl, en la figura |13 representamos el incremento de masa relativo, que hemos calcu-
lado usando la expresion . Ademas, en esta figura también se muestra el incremento
de masa correspondiente al resultado obtenido en [25], que hemos calculado con la ecua-
cion (5.43). En ambos casos, tenemos que la diferencia de masa relativa es positiva y
que esta aumenta conforme nos alejamos de la RG, es decir, conforme aumentamos el
valor de a. Observamos que la masa extra que introduce el resultado para un exterior
de Schwarzschild, para el rango de valores de o que estamos considerando, es del orden
de 1-1073%, por lo se trata de valores muy complicados de medir. En cuanto a la masa

extra que introduce nuestro resultado, vemos que para estos valores de « es esta entre un
2% y un 10 %.

Para finalizar, en la figura[14] mostramos el valor del redshift maximo zpx que obtene-

mos con nuestros resultados, usando la ecuacion ((5.75)), junto con los resultados obtenidos
para un exterior de Schwarzschild, usando la expresion ([5.45). Vemos que para los dos
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Figura 12: Comparacion de nuestro limite de Buchdahl generalizado («generaly) con el
obtenido en [25] («Goswami et al.») para el modelo f(R) = R+ aR? con distintos valores
de a. Hemos considerado la ecuacion de estado Middle y p, = 5 - 10~*km 2. También se
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Figura 13: Incremento de masa relativo que se introduce en un modelo f(R) = R + aR?
para diferentes valores de «. Hemos considerado la ecuacion de estado Middle y una
presion central p, = 5-10~*km 2. El panel (a) muestra el resultado para nuestro limite
de Buchdahl («generaly). El panel (b) muestra el resultado para el limite de Buchdahl
obtenido en [25] («Goswami et al.»). Como los valores de a son negativos, cuanto menor
es su valor, mas nos alejamos de RG.

resultados, cuando aumenta el valor de «, también aumenta el valor de z,4.. Ademas,
para todos los valores de « el nuestro resultado es mayor que el que se obtiene para un
exterior de Schwarzschild.

] e Goswami et al.
[ ] ® general

—-0.014 -0.012 -0.010 -0.008 -0.006 -0.004 -—0.002
alkm?)

Figura 14: Comparacion de zps obtenido con nuestro limite de Buchdahl («generaly)
comparado con el de [25] («Goswami et al.») para el modelo f(R) = R+ aR? en funcién
de a. Hemos utilizado la ecuacion de estado Middle y una presion central p, = 5-10~*km 2.
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6. Conclusiones

En este Trabajo de Fin de Master hemos presentado la formulacion métrica de las
teorias de gravedad f(R) y hemos estudiado el limite de Buchdahl en estas teorias para
el caso de soluciones estaticas y esféricamente simétricas.

Hemos estudiado el limite de Buchdahl en teorias f(R) en el caso de una soluciéon de
fluido perfecto con un exterior de Schwarzschild. Sin embargo, hemos confirmado que en
teorias f(R), generalmente estas soluciones no se pueden pegar, ya que no se cumplen
las condiciones de pegado necesarias. Para poder pegar estas soluciones, seria necesario
considerar una capa superficial en la frontera de la estrella.

Después, hemos generalizado la expresion del limite de Buchdahl en teorias f(R) para
una métrica exterior cualquiera, que cumpla las condiciones de pegado correspondientes.
Al contrario de lo que ocurre imponiendo un exterior de Schwarzschild, nuestro analisis
no necesita introducir ninguna capa superficial para garantizar el cumplimiento de las
condiciones de pegado. Para este caso, hemos comprobado todos nuestros resultados nu-
méricamente utilizando tres ecuaciones de estado que describen la materia formada por
neutrones. La expresion del limite de Buchdahl obtenida en este trabajo, ademés de ser
valida para las tres ecuaciones de estado que hemos estudiado, también se cumple para
cualquier ecuacion de estado cuya presion decrezca mas rapidamente con la densidad que
en Soft.

Finalmente, hemos podido comprobar que las teorias f(R) permiten la existencia de
estrellas cuya masa y radio se encuentra el rango 2M < 1, < 9M /4, que se trata de
un rango prohibido en Relatividad General. Una consecuencia de este suceso, es la po-
sibilidad de tener redshift gravitacional mayor que 2. Este efecto puede servir como test
experimental para probar la validez de la Relatividad General en el régimen de gravedad
fuerte, lo cual podria verificarse experimentalmente a partir de los datos observacionales
de las estrellas compactas.

Para continuar avanzando en este tema, se podria estudiar el caso de una soluciéon
de fluido perfecto que se pega con un exterior de Schwarzschild, pero considerando una
capa superficial en la frontera. Otra posibilidad seria entender como se comportan las
expresiones que hemos obtenido en el caso de ecuaciones de estado que describan otro
tipo de materia, como estrellas de quarks. También serfa interesante tratar de mejorar la
expresion del limite de Buchdahl que hemos obtenido en este trabajo.
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Apéndices

A. Derivacion de las ecuaciones de campo en teorias
f(R)

El caso que vamos a estudiar es el de una métrica estatica y esféricamente simétrica,
que de forma general se puede escribir como

ds?> = —B(r)dt* + A(r)dr® + r*dQ>. (A1)

Asumiendo que tenemos un objeto que se puede describir como un fluido perfecto, el
tensor de energia-momento en el interior del objeto se puede escribir como

Ty = (p + p)uyty, + DGy (A.2)

Como la métrica estatica, consideramos que el fluido esta en reposo, de manera que las
componentes espaciales de la velocidad son cero. Ademaés, si normalizamos la velocidad,
se debe cumplir que u,u” = —1, asi que las componentes de la cuadrivelocidad son
u=+B (1,0,0,0). Esto hace que el tensor de energia-momento sea diagonal, siendo sus
componentes

T = p(r)B(r), (A.3)
Ty = p(r)A(r), (A.4)
Tyo = p(r)r?, (A.5)
Ty = Tyosin® 6. (A.6)
De manera que el escalar asociado al tensor de energia-momento es
T = g"T,., =3p—p. (A.7)

A continuacién, vamos a calcular las componentes del tensor de Ricci, que se obtienen
a partir de los simbolos de Christoffel como

R, = Ro,, = 0,19, —9,I9 + T2 1% —T7 1 (A.8)

puov opT pv vpT o

Segun [17], para esta métrica los simbolos de Christoffel diferentes de cero son

. A . B . r , rsin® @
Ue=gp Ta=gp Tw="7 Tw=""7— (A.9)
1 B’
0y, =T% ==, I} = 25’ Y, =—sinfcosf, T% = cotd. (A.10)
r

Por tanto, las tinicas componentes del tensor de Ricci Aue son diferentes de cero son

B// B/ B/ A/ B/
- Z (242 )+ 2 A1l
Ru =57 4A<B+A>+rA’ (A.11)
B// B/ B/ A/ A/
Rrr:_ﬁ‘{'ﬁ (E—i—z) +7’_A’ (A.l?)
1 r (B A
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R¢¢ = sin2 9R99. (A14)

Asi que es escalar de Ricci es

R:gMVRN,U:

B (A N B’ B 2B’ n 2A' 2 N 2 (A15)
2AB\ A B AB rAB rA?2  Arz 2’ '
Una vez que conocemos las componentes de los tensores g,,,,, T, y ., las sustituimos

en las ecuaciones de campo ({2.3]), de manera que se obtienen tres ecuaciones independien-
tes:

B" B (B A B’ 1 A 2 B B
A a\Eta) a7 |wB-B —— )t S5 Al
24 4A<B+A>+ [HP (w TA)fRﬂLAfR 2f(R)],( 6)

TA fR
B” B /B A Al 1 B’
_ﬁ -+ E (E + Z) H == f_R |:I<LpA (QB ) fR + f( ):| (A17)
1 r (B A 1 r? B'r?  Ar? r?
1____ - = _ 2 " enm = o / o
A7 24 (B A) Fr {’W AR (2AB 242 +A) Jr+ 2f(R>1
(A.18)

Si imponemos la conservacion del tensor de energia-momento, es decir, que V, 7" = 0,

obtenemos otra ecuacion,

+pB

Con esta tltima, tenemos cuatro ecuaciones independientes.

Ahora, con el objetivo de poder resolver las ecuaciones numéricamente, lo que queremos
es aislar las derivadas de orden superior y escribirlas en funciéon del resto de términos.

Realizando la combinacién GQ‘EGD + d2 AD + ( ISD , obtenemos
]_ A, ]_ 1 1 3B/ A/
- R Ip) — — [
e T, {2(’” P) = g4/ <4AB Ve )fR+ o/ )}
(A.20)

Para aislar A’, necesitamos expresar f7 en funcion de derivadas de orden inferior. Para ello,
realizando la combinacion 22 (A18) +4 (A16) —2A(A20) y despejando f7, se obtiene la

expresion
AR A 24 2 3B A1
S S A21
fR( 2rA  r? +r2+2TB>+fR (2A+r> ( )

Introduciendo esta ecuacion en y reordenando los términos EL se obtiene la ecuacion
([4.3). Por otro lado, usando la relacion fj; = fspR? 4+ fogR” y teniendo en cuenta la
expresion del escalar de Ricci, podemos aislar el término R” de manera que se
obtiene la ecuacion . Por 1ltimo, la expresion para B” se obtiene a partir de la
ecuacion , sustituyendo A’ por la relaciéon que aparece en . Con esto, obtenemos
un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales independientes en las que tenemos aisladas
las derivadas de orden superior.

8Se usa que fj = % = %% = forR'
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B. Método del disparo para obtener el valor de B(0) en
el formalismo métrico

Para emplear este método, vamos a seguir el procedimiento de [16], que es valido para
cualquier teoria f(R). Nosotros lo usaremos para determinar el valor de B(0), solamente
haciendo uso de la condiciéon

lim B(r) =1, (B.1)

r—00

que se debe a que, a distancias muy grandes, la métrica se debe comportar como la de
Schwarzschild. La idea principal del método del disparo es empezar con un valor cual-
quiera de B(0) e integrar el sistema de ecuaciones hasta un cierto radio. El resultado que
obtenemos de B(r) normalmente no va a satisfacer la condiciéon anterior, pero nos sirve
para dar un valor mas acertado de B(0). Este proceso se repite de manera iterativa hasta
que conseguimos una solucion de B(r) que satisface la condicién mencionada de manera
suficientemente buena.

Para aplicar este método, debemos elegir un radio de referencia suficientemente grande
hasta el cual vamos a realizar la integracion, que vamos a denotar por ary, siendo 7, el
radio de la estrella y @ un parametro. Para cada valor de a, elegimos B,(0) de manera
que se cumpla que

B, (ary) = 1. (B.2)

Después, vamos aumentando el valor de a y calculando los respectivos B,(0) que hacen
que se cumpla (B.2). Con esto, podemos representar los valores que hemos obtenido
de B,(0) en funcién de a y realizamos un ajuste con una funciéon del tipo by + by/a®,
siendo los b* pardmetros del ajuste, como podemos observar en la figura Esta figura
se ha realizado para el caso f(R) = R + aR? con o = —0,05km? y una presion central
pe = 1-107%km 2 Con este ajuste, podemos calcular B, soo(r = 0), que se corresponde
con el valor inicial B(0) que satisface la condicion . Con esto, ya podemos resolver
el sistema de ecuaciones diferenciales para obtener las funciones A(r), B(r), R(r) y p(r),
que cumplen todas las condiciones iniciales y condiciones de frontera.

C. CaAlculo numérico de la masa gravitacional en teorias
f(R)

En esta parte vamos a seguir el procedimiento desarrollado en [16], de modo que
consideramos la parametrizacion del tipo

B(r)=1— ——, A(r):1+—U(T)

r B(r) ’ (C.1)

con M(r) y U(r) funciones arbitrarias. Para calcular correctamente la funcion M(r) a
partir de B(r), teniendo en cuenta que el método del disparo explicado en (B introduce
cierto error, se define la funcién

M(B,r) = pr+ M(r), (C.2)

donde (5 es un parametro. En la figura |16 representamos la funcion M(r)/r directamente
calculada a partir de B(r). Por otro lado, en la figura[17se representa la funcion M (5, r) en
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Figura 15: Valor inicial B,(0) en funcién del pardmetro a que hace que se cumpla la
condicion de contorno en r = ary. Extrapolando a — oo obtenemos By, (0) = 0,21055.
Hemos utilizado la ecuacion de estado Middle y una presion central p, = 2,4 - 10~*km 2.

funcién de la distancia, y podemos observar que decrece de manera lineal para distancias
muy grandes, debido al error que introduce el método del disparo. Por tanto, de esta
tltima figura no podemos obtener el valor de la masa para r — oo. Sin embargo, podemos
realizar un ajuste de la funciéon representada en la figura [17| para calcular el valor de 3
correspondiente y asi poder obtener la funcién M (r), que en infinito debe tender a un
valor constante. Ademas, una vez que hemos resuelto A(r) y B(r) correctamente, podemos
calcular la masa gravitacional en f(R), que se define como

M(r)

Mf(R)(T) = TU(T)

(C.3)

De modo que podemos comparar Mj(g)(r) con M(r), como se muestra en la figura [10]

D. Resultados para comprobar la relaciéon ([5.87

Queremos comprobar para qué valores de « es cierta la relacion (5.87)). Para cada
ecuacion de estado de las tres que estamos estudiando, y para tres presiones centrales
diferentes, vamos a representar M(g)(7s) /MJ??R) para varios valores de «, asi como la
curva (1 + 2a)™ paran = 1,5 y n = 4. Los resultados se encuentran en las figuras ,
y . Vemos que la curva para n = 1,5 es una buena cota para las ecuaciones de
estado Middle y Stiff, pero no para Soft. Sin embargo, la curva para n = 4 es valida para
las tres ecuaciones de estado.
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Figura 16: M(r)/r para el B(0) obtenido con el método del disparo. Hemos utilizado la

ecuacion de estado Middle y una presion central p, = 2,4-10~*km 2. Como cabria esperar,
M (r)/r se trata de una funciéon que decrece con la distancia.
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Figura 17: M(f3,r) para el B(0) obtenido con el método del disparo. Hemos utilizado la
ecuacion de estado Middle y una presion central p. = 2,4-10~*km 2. Esta funcién decrece
de manera lineal con r a partir de distancias del orden de 13000km, lo cual se debe al
factor (Gr.
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Figura 18: M) (ry) /Mg, (1+20)" y (142a)"” en funcion de o, para p. = 5- 10~km 2
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Figura 19: My(g)(rs) /Mg, (14+2a)" y (1+2a)" en funcion de a, para p, = 1-10~*km ™
y diferentes ecuaciones de estado.
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(¢) Ecuacion de estado Soft.

Figura 20: My(g)(rs) /M), (14+2a)" y (1+42a)" en funcion de a, para p, = 1-10~*km ™
y diferentes ecuaciones de estado.
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