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Capitulo 1

Introduccion

El concepto de residuo de una 1-forma diferencial en un punto del plano complejo es
una de las nociones principales que estudia el Anélisis Complejo. El calculo de residuos
posibilita el computo de multiples integrales definidas y sumas infinitas.

En 1968 el matematico estadounidense John Tate da en [20] una definicién algebraica
de este concepto, hasta entonces puramente analitico. Para ello, introduce, de manera
auxiliar, una nueva nocién en el 4mbito del Algebra Lineal: un endomorfismo en un espacio
vectorial infinito dimensional serd «de potencia finita» si la imagen de alguna de sus
potencias es de dimension finita. Como en un espacio vectorial de dimensién finita todo
endomorfismo verifica esto, podemos pensar los endomorfismos de potencia finita como
una generalizacién del concepto ya conocido de endomorfismo en un espacio vectorial de
dimensién finita. La nociéon de endomorfismo de potencia finita también generaliza los
conceptos de endomorfismo nilpotente y endomorfismo de rango finito.

En este trabajo se pretende recopilar un estudio de estos endomorfismos para comprender
después su aplicacién en la definiciéon de Tate de residuo.

En el Capitulo 2, comenzamos dando una serie de nociones preliminares que seran de
gran utilidad a lo largo del trabajo. Entre otras cosas: se introducen conceptos asociados a
endomorfismos en dimension finita para luego generalizarlos; se dan algunas propiedades
de los espacios vectoriales de dimensién infinita de uso recurrente en el trabajo y se define
la relacion de «conmensurabilidad» entre sus subespacios; y se comenta la nociéon de curva
en Geometria Algebraica asi como la definicion clasica de residuo del Analisis Complejo.
El Capitulo se cierra con una breve exposicion del estudio publicado en 1985 por Graeme
Segal y George Wilson en [18], pues es a partir de este que los profesores de la USAL
Daniel Herndndez Serrano y Fernando Pablos Romo introducen en 2013 en [7] un analogo
multiplicativo al estudio del residuo de Tate.

El Capitulo 3 se centra en los endomorfismos de potencia finita. Inicialmente, definimos
endomorfismo de potencia finita mediante tres caracterizaciones distintas, introduciendo
las nociones de «descomposicion AST» del espacio vectorial y de «descomposicion Core-
Nilpotente» del endomorfismo. Estas dos descomposiciones las extraemos, respectivamente,
de lo hecho en 2007 en [1] por Martin Argerami, Fernando Szechtman y Ryan Tifenbach y
del trabajo de Fernando Pablos publicado en 2020 en [13]. A continuacién, baséndonos
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en la clasificacién ya conocida de los endomorfismos en espacios vectoriales de dimension
finita, se da, segin [12], una clasificacién de los endomorfismos nilpotentes en dimensién
arbitraria, que se generaliza a los de potencia finita. Cabe mencionar que el estudio de
descomposiciones y clasificacion que se efectiia hasta este punto depende en gran medida
del hecho de que los endomorfismos de potencia finita de un cierto espacio vectorial admiten
un polinomio anulador. Esto puede observarse en [11], donde se generaliza la clasificacién
aqui dada a una valida para todo endomorfismo en un espacio vectorial de dimensién
arbitraria que tenga un polinomio anulador.

Una particularidad de los endomorfismos de potencia finita es que, al igual que para los
operadores de clase de traza que analizamos en los preliminares, es posible definir para
ellos nociones de traza y determinante, de modo que dichas definiciones generalicen las ya
conocidas en dimensién finita. Es en esto en lo que fijaremos nuestro interés durante el
resto del Capitulo 3, dando multiples propiedades y comparando estas definiciones con
otras como, por ejemplo, la definicion de Alexander Grothendieck de determinante dada
en 1956 en [4] para operadores de rango finito.

Para finalizar el Capitulo 3, se ejemplifica este estudio para un endomorfismo concreto
con el fin de facilitar la comprensién del lector.

Los Capitulos 4 y 5 sirven de conclusién al trabajo, aplicando lo aprendido sobre los
endomorfismos de potencia finita al analisis de Tate del residuo y a su andlogo multiplicativo.
Ambos capitulos terminan también centrando nuestra atencién en un ejemplo especifico
para una mejor asimilaciéon de los contenidos.



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Determinante, traza e indice de endomorfismos
en espacios de dimension finita

Sean k un cuerpo, V un k-espacio vectorial de dimensién finita n y 7' € Endg (V).

Si suponemos ch(k) # 2 y denotamos €2,(V') al conjunto de los tensores hemisimétricos
n-covariantes, se tiene un endomorfismo Q,(7") : 2,(V) — Q, (V') definido por

[Qn(T) ()] (v1; o vn) 1= (T (01), ..., T(vn)).
Como dimg(22,(V)) = 1, Q,(T) ha de ser una homotecia, i.e., Q,(T)(,) = X, para
cierto escalar A.

DEFINICION 2.1. Se define el determinante de T como el escalar det(7") dado por la
homotecia Q,(T).

Para mas detalles sobre esta definicién, constltese [5].

Omitiendo ya las suposiciones sobre la caracteristica del cuerpo, damos las dos definiciones
siguientes:

DEFINICION 2.2. Se define la traza de T, Tr(7), como la traza de la matriz asociada a
T en cualquier base.

DEFINICION 2.3. Se define el indice de T, i(T"), como el indice de la matriz asociada a
T en cualquier base; i.e., si A es la matriz de T en cierta base, i(T') es el minimo m € N
tal que tk(A™) = rk(A™*1), donde rk(A) denota al rango de la matriz.

Observacion 2.4. Estas definiciones de determinante, traza e indice son validas para V' no
trivial, i.e., V' # 0. Si fuese de otro modo, se impone por definiciéon que la traza y el indice
son nulos y el determinante es 1.

Observacion 2.5. Si cp(x) es el polinomio caracteristico de T, entonces (—1)" det(T") es su
término independiente y — Tr(7T) su coeficiente de grado n — 1.
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2.2. Descomposicion CN de matrices en dimensién
finita

Sean k un cuerpo, V un k-espacio vectorial de dimensién finita n y 7 € Endg (V).

Denotando ap(x) al polinomio anulador de T', se tiene que ar(x) = 2™p(z) con (z,p(x)) =1
para algin m € N. V descompone entonces como V = ker p(T) @ ker T™. Denotando,
respectivamente, por W y U a dichos subespacios y considerando la base de Jordan del
endomorfismo, la matriz de T" en dicha base es de la forma

D 0
(7 3)
donde D es la matriz de Ty, que es invertible, y N la de T'|y;, que es nilpotente.

Por lo tanto, sean A la matriz de T en alguna base y P el cambio de base a dicha base
desde la de Jordan, A descompone de modo tinico como suma de dos matrices A; y Asg,
verificando:

L] Z(Al) S ]_,
= A, es nilpotente y
L] A1A2 - A2A1 - 0

En efecto, basta tomar

(D 0\ ... (0 0)

La unicidad de esta descomposicion se tendra posteriormente, como consecuencia del
Teorema 3.5. A esta descomposicion se le denomina descomposicién Core-Nilpotente (CN),
siendo A; la parte Core (i(A;) < 1) y Ay la nilpotente.

Observacion 2.6. A partir de las definiciones dadas con anterioridad, se verifica que
det(14+7T) =det(1+ T|w), Te(T) = Te(T|w) e i(T) = i(T|v), i.e, el orden de nilpotencia
de N o, lo que es lo mismo, el exponente de x en el anulador.

2.3. Espacios vectoriales de dimension infinita

Sean k un cuerpo y V un k-espacio vectorial de dimension infinita.

DEFINICION 2.7. = Un subconjunto de V' es linealmente independiente si todos
sus subconjuntos finitos lo son.

= El subespacio generado por un subconjunto es el subespacio formado por las
combinaciones lineales finitas de elementos de dicho subconjunto.

» Un subconjunto de V' es una base (de Hamel) de V si es linealmente independiente
y V es el subespacio que genera.
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Los lectores pueden encontrar en [8,9] los siguientes resultados:

Proposicién 2.8. » Todo vector no nulo se escribe de modo unico como combinacion
lineal finita de elementos de cualquier base.

= Todo sistema de generadores no nulo contiene una base. En particular, todo espacio
vectorial no nulo admite una base.

= Las bases de V' tienen el mismo cardinal, por lo que puede definirse la dimension
de V' precisamente como dicho cardinal.

= Todo conjunto de vectores linealmente independiente puede completarse, anadiendo
vectores de cualquier base, hasta formar una base.

» Todo subespacio admite suplementario.

2.4. Conmensurabilidad

Sean k un cuerpo y V un k-espacio vectorial de dimensién arbitraria.

En [20], Tate define un preorden en el conjunto de subespacios de V: sean A, B dos
subespacios cualesquiera, A < B si y solo si (A + B)/B es de dimensién finita (o,
equivalentemente, si A C B+ W, con W de dimension finita). A partir de este preorden,
se define la relacién de equivalencia de conmensurabilidad:

DEFINICION 2.9. [20] Se dice que dos subespacios A, B de V' son conmensurables si
A< By B < A.

Proposicién 2.10. [7] Se verifica que dos subespacios A, B de V' son conmensurables si
difieren en uno de dimension finita, i.e, dim((A+ B)/(AN B)) < co. Esto equivale a que
A y B descompongan como suma directa de su interseccion y un subespacio de dimension
finita.

Demostracion. Es facil ver que si dos subespacios son conmensurables segin esta nueva
definicion, lo son segtin la dada por Tate. El reciproco se tiene también sin dificultad
considerando la siguiente sucesion exacta:

00— A/(ANB) — (A+B)/(AnB) — (A+B)/A—0
la] — [a] ;o la+b] — Ja+0b

pues A/(ANB) ~ (A+ B)/B, luego el espacio intermedio serd de dimensién finita al serlo
los de los extremos. O

Propiedades. [20] Sean A, B, Ay, ..., Ay, By, ..., B, subespacios de V' y ¢ € Homy(V, E)
con E un k-espacio vectorial arbitrario:
= Si A es un subespacio de B, entonces A < B.

» A< B= ¢p(A) < ¢(B).
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i=1 j=1

Demostracion. Las dos primeras propiedades se comprueban sin dificultad, al igual que,
si >t Ay <M=y By, entonces A; < B; V1 <4 < m;1 < j < n. Veamos el reciproco. Se
reduce a probar:

» Si A< By A< By, entonces A < (B N By) (para cualesquiera subespacios
A, By, Bs). En efecto, basta considerar la sucesién exacta:

00— (ANB)/(ANB NBy) — A/(ANB NBy) — A/(ANB;)—0
o] — la; [a] — d]

y tener en cuenta que el primer término es de dimension finita por sumergirse en un
espacio vectorial de dimension finita:

(ANBy)/(ANB1NBy) — A/(AN By).
la] +— [d]

» Si Ay < By Ay < B, entonces (A; + Ay) < B (para cualesquiera subespacios
Ay, Ag, B). En efecto, esté claro que, si Ay C B+ Wy y Ay C B+ Wy con Wy y Wy
de dimensién finita, entonces A} + Ay C B+ Wy + Wy v Wi + W5 es de dimension
finita.

]

2.5. Curvas en Geometria Algebraica

Sea k un cuerpo.

DEFINICION 2.11. Una curva (algebraica) sobre k, C, es un k-esquema algebraico
de dimension 1, es decir, una pareja (C, O¢) formada por, respectivamente, un espacio
topolégico de dimensién 1y un haz de anillos en él (al que denotaremos simplemente O si
no hay lugar a confusién) de modo que:

1. Para cada = € C, la fibra en dicho punto, O,, es un anillo local.

2. Existe un recubrimiento por abiertos de C, {U; }ies, tal que, para todo i € I, (U;, Op,)
es afin (i.e., es el k-esquema que produce el espectro de un anillo) y viene dado por
una k-algebra de tipo finito.

3. O(C) es una k-algebra.

DEFINICION 2.12. Sea C una curva sobre k, se dice que es integra si, para todo abierto
afin U, O(U) es un anillo integro. De ser asi, todos estos anillos tienen el mismo punto
genérico g y, en consecuencia, el mismo cuerpo de fracciones ¥, que se denomina cuerpo
de funciones de la curva.
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DEFINICION 2.13. Sea C una curva integra sobre k, se dice que es regular (o no
singular) si todos sus puntos son no singulares, es decir, para todo x € C, O, es un anillo
de valoracion.

DEFINICION 2.14. Sea C una curva integra sobre k, se dice que es completa si todo
anillo de valoraciéon domina a un unico O,.

Cuando se tratan las curvas completas y regulares, es inevitable encontrarse con el concepto
de variedad de Riemann. Sea k& — X es una extension de k de tipo finito y grado de
trascendencia 1. Definimos entonces una curva, C, del siguiente modo:

1. Los puntos son el trivial (X) y los anillos de valoracién de X (triviales sobre k).

2. La topologia viene dada por considerar cerrado cualquier conjunto finito de puntos
no triviales.

3. El haz O¢ en cada abierto viene dado por la interseccién de los anillos de valoracion
contenidos en dicho abierto.

Este es un concepto de uso frecuente en el estudio de la Geometria Algebraica por lo
que procedemos a enunciar el siguiente teorema sin demostracién (para méas detalles,
véase [16]):

Teorema 2.15. Si k — X es una extension de k de tipo finito y grado de trascendencia
1, entonces define del modo anterior una curva integra, reqular y completa de cuerpo de
funciones 3, C, a la que se denomina la variedad de Riemann de Y.

Ademds, si ¥ C X/ es una extension finita de cuerpos de este tipo, induce un epimorfismo
finito de esquemas C' — C, para C' la variedad de Riemann de X',

Teorema 2.16. [10] Sea C curva integra, completa y reqular de cuerpo de funciones 3.
Entonces:

s Para todo haz de modulos quasicoherente en C, M, se verifica que el i-ésimo grupo
de cohomologia de M en C, H(C, M), es nulo sii > 1.

» Para todo haz de médulos coherente en C, M, se verifica que H°(C, M) y H(C, M)
son ambos k-espacios vectoriales de dimension finita.

Demostracion. Considerando un elemento ¢t € ¥ trascendente sobre k, la extension finita
k(t) < X induce un morfismo epiyectivo y finito (en particular, afin) = : C — P;. Como
la imagen directa de morfismos afines conserva la cohomologia de los haces quasicoherentes
(por el Teorema de De Rham) y la de morfismos finitos preserva quasicoherencia y
coherencia, se reduce la demostracion al caso C = P}.

Suponiendo ahora ya que C = P}, el primer enunciado se obtiene aplicando la sucesién
exacta de Mayer-Vietoris a P, = Spec k(t) U Spec k(1/t). Para la segunda parte, vamos a
proceder por induccién sobre 7, el rango de M. Si r = 0, el haz es flasco, luego todos los
grupos de cohomologia son nulos. Como el resultado es cierto para haces de linea, también
se tiene para r = 1. Si r > 1, podemos suponer que M viene dado por un médulo sin
torsién, de modo que podemos considerar un elemento no nulo s de su fibra genérica M,
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y definir el submédulo de linea £ dado por
LU)={seMU):s =fseM,paraalgin f € k(t)}.
La sucesion exacta larga de cohomologia asociada a la sucesion exacta corta de haces
0—L—M—>M/L—0

permite concluir, al ser el teorema cierto para el haz de linea £ y para M /L por induccion.
m

2.6. Residuos en Analisis Complejo

Sea U un abierto del plano complejo, U C C, y sea f(z) una funcién analitica en U (i.e.,
holomorfa en un abierto de U de complementario discreto). Consideremos un punto zy € U
y un entorno V' de dicho punto de modo que f sea holomorfa en V — z.

DEFINICION 2.17. Con la notacién anterior, se define el residuo en el punto z, de la
1-forma diferencial w = f(z) dz del modo siguiente:

res,, (f dz) = ;m/f(z) dz
gl

para 7y cualquier circunferencia centrada en zy y contenida en V.

Se comprueba que esta definicion no depende de la circunferencia v elegida. Ademas,
considerando el desarrollo de Laurent de f en el disco delimitado por =,

f(z) = Z an(z — z)",

neL

se comprueba que el residuo de f dz en z es el coeficiente a_;.

Este concepto es de gran importancia para el Analisis Complejo pues de él deriva el
conocido Teorema de los residuos, entre cuyas aplicaciones esta, por ejemplo, el computo
de ciertas sumas infinitas. A continuacion, vamos a enunciar dicho teorema:

Teorema 2.18 (Teorema de los residuos). Sea U un abierto de C y f una funcion analitica
en U. Sea V un abierto de cierre compacto contenido en U que cumpla las condiciones
para ser una subvariedad con borde reqular de clase C* a trozos de modo que f no tenga
singularidades en su frontera. Entonces hay un nimero finito de singularidades de f en V'

Y

/f(z) dz =2mi Y res, (f dz).

20€V

2.7. Operadores de clase de traza

Sea H un espacio de Hilbert con producto interior (-, -). Sea {e;};cr una base ortonormal
de H. Denotemos por #(H) al conjunto de los endomorfismos lineales acotados (i.e.,
continuos) de H.
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Lema 2.19. [2] Sea A € B(H), A es autoadjunto (es decir, es su propio operador adjunto
A*) siy solo si (Ax,x) € R para todo x € H.

DEFINICION 2.20. [2] Un operador acotado A € Z#(H) es positivo si es autoadjunto y
(Az,x) > 0 para todo x € H.

DEFINICION 2.21. [2] Sea A € H(H) un operador acotado positivo. Se define el

operador raiz cuadrada de A como el tinico operador positivo A2 € Z(H) tal que
(A1/2)2 — A

Lema 2.22. [2] Sean A € B(H) y {f;}jes otra base ortonormal de H, se tiene que

> (Alei ey = > (Alf;, f)

iel jeJ
donde |A| denota al operador raiz cuadrada de A*A, que verifica

[Az][ = [l Al

DEFINICION 2.23. [2] Se dice que un operador continuo de H, A € Z(H), es un
operador de clase de traza si

> (|Ales, €;) < o0.

iel

Observacion 2.24. El Lema 2.22 asegura que la definiciéon de operador de clase de traza no
depende de la base ortonormal elegida.

Teorema 2.25. [2] El conjunto de todos los operadores de clase de traza, %,(H), es un
espacio de Banach con la norma

1Al = > _(|Ales, e:).

el

Teorema 2.26. [2] El conjunto de los operadores acotados de H que son de rango finito,
PBoo(H), es un subconjunto denso de B1(H).

Teorema 2.27. [2] Con la notacion anterior, si A € B1(H), entonces se comprueba que

> (e, €5)] < 0.

el

Ademdas, si {f:}.c; es otra base ortonormal de H, se verifica que
’ JjIjed ’

Y (Aei e) =D (Afs fi)-

iel jeJ
DEFINICION 2.28. [2] Se define la traza de un operador de clase de traza A como

Tr(A) :=> (Ae;e;) € C.

iel
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Observacion 2.29. El Teorema 2.27 garantiza que la definicién de traza para operadores de
clase de traza no depende de la base ortonormal escogida.

Teorema 2.30. [2] Sea A € %,(H), entonces A* € B,(H). Ademds, se tiene que

Tr(A") =Te(A) g (AL = [lA]lL-

Teorema 2.31. [2/ Sean A € %,(H) y B € $(H), entonces AB, BA € %,(H). Ademds,
se verifica que

Tr(AB) = Te(BA) y [ Te(BA)[ < |[BJl[[Allx-

2.8. El 2-cociclo de Segal-Wilson

En esta seccion vamos a hacer una breve introduccién a la teoria de Segal-Wilson expuesta
en [18, p. 10-23] al ser la inspiracién de [7] para dar el andlogo multiplicativo al residuo de
Tate, que estudiaremos en el Capitulo 5.

Sea H un C-espacio de Hilbert separable con una descomposicion fija H = Hy & H_ como
suma directa de subespacios cerrados, infinito dimensionales y ortogonales.

DEFINICION 2.32. [7,18] Se define el Grasmaniano de H, Gr(H), como el conjunto
de todos los subespacios cerrados de H tales que la proyeccion ortogonal en H, es un
operador de Fredholm (i.e., su nicleo y su conticleo son de dimension finita) y la proyeccién
en H_ es un operador compacto.

Sea g € GI(H). Fijadas bases de H, y H_, denotamos a la matriz de g respecto a la
descomposicion por

a b

c d)’

DEFINICION 2.33. [7,18] Se define el grupo lineal general restringido, Gl,.s(H),
como el subgrupo cerrado de Gl(H) formado por los operadores g € GI(H) tales que by ¢
son operadores compactos (lo que asegura que a y ¢ son operadores de Fredholm).

Lema 2.34. [18] Gr(H) es Gl,es(H)-conjunto.

Sea ahora H el espacio de todas las funciones complejas con raiz cuadrada en la cir-

cunferencia, S?, con base ortonormal {z*}icz; v sean los subespacios H, = (2*);>0 v
_ [k

H_ — <Z >k;<0

Lema 2.35. [7,18] Sea T el grupo de las aplicaciones continuas de S* en C*. Entonces
' C Glyes(H).

Sean ', y I'_ los subgrupos formados, respectivamente, por las funciones f, : S* — C*
reales y analiticas que extienden a funciones holomorfas del disco unidad cerrado (i.e.,
extienden a funciones holomorfas en un entorno de este) de modo que f(0) = 1, y por las
funciones f_ : S' — C* que extienden a funciones holomorfas del complementario del
disco unidad abierto de modo que f(oco) =1 y no se anulan en ningin punto.
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Por otro lado, considérese el subgrupo Gl (H) de Gl,.s(H) definido por

GlL(H) = {g = (Z Z) € Gles(H) : b y ¢ son operadores de clase de traza} :

Proposicién 2.36. [7, 18] Se tiene una extension central de grupos
1 —C*— Gl — GL(H)" —1

donde G11(H)° es la componente identidad de Gly(H) (i.e., el mayor subgrupo conexo que
contiene al neutro) y G1} es el cociente del subgrupo de Gl,(H)? x GI(H,) formado por
parejas (g,q) tales que aqg~* — Id es un operador de clase de traza, por el grupo de las
endomorfismos t de Hy invertibles tales que t — Id es un operador de clase de traza.

Proposicion 2.37. [7,18] Si denotamos GI1Y al abierto de Gl;(H)° cuyos elementos
son los g € Gli(H) tales que a es invertible, existe una seccion s : G} — Gy del
morfismo G} — G1,(H)°, que induce un 2-cociclo

(,-): GI¥xGIY — C*
(91,92) det(a1&2a3_1>

donde g3 = g19>.
Observacion 2.38. [7,18] En general, G11% no es grupo y el morfismo s no es multiplicativo.

Consideramos los subgrupos Gl y Gl de G1; formados, respectivamente, por aquellos
elementos tales que ¢ = 0 y por aquellos tales que b = 0. La restriccion de s a estos
subgrupos es un morfismo de grupos inyectivo. Ademds, se tiene que I', € Gl yI'_ C GI; .

Teorema 2.39. [7, 18] Para cada par de subgrupos G1, Gy C GIIY tales que las acciones
de cada uno en Gr(H) conmutan, se puede definir un morfismo, al que denominaremos
2-cociclo de Segal- Wilson asociado a Gy y Go,

(), s Gix Gy — CX
(91,92) — det(a1a2af1a;1)

Observacion 2.40. [7,18] En el teorema previo, tiene sentido tomar el determinante del
conmutador puesto que, sabiendo que ¢g; y g2 conmutan, deducimos que

arasaytayt =1 — bicsartay ' + bycraytay?

y b1, 1, by y o son operadores de clase de traza por definicion de G} € Gl;(H).

Proposicién 2.41. [7,18] Sean g1 € Ty, go € I'_. Se verifica que
(92, 91)1"r, = det(asaraz’ar") = exp(Tr([n, aa])),

Q 62’
Y

) Yy [0417612] = Qp0rp — Q.
K

para g; = €xp <

1






Capitulo 3

Endomorfismos de potencia finita

3.1. Definicion

Sean k un cuerpo y V un k-espacio vectorial de dimension arbitraria.

DEFINICION 3.1. Un endomorfismo ¢ € End (V) se dice de potencia finita (fp) si
existe algin nimero natural n tal que la dimension de la imagen de ¢" sea finita.

En 2007, Argerami, Szechtman y Tifenbach demostraron, para cada endomorfismo de po-
tencia finita, la existencia de una descomposicién (a la que denominaremos descomposicién
AST) del espacio V, inica cumpliendo ciertas propiedades. Ademés, esta descomposicion
es inherente a este tipo de endomorfismos, i.e., los caracteriza. Esto es:

Teorema 3.2. [1] Si ¢ € Endg(V) es de potencia finita, existe una descomposicion
V =W, @ U, inica cumpliendo:

» W, y U, son subespacios p-invariantes, i.e, o(W,) C W, y o(U,) C U,.
= W, es de dimension finita y plw, € Auty(W,,).
= |y, es nilpotente.
Ademdas, para cualquier ¢ € Endg(V), a partir de la existencia de una descomposicion de

V' cumpliendo estas propiedades, podemos afirmar que ¢ es de potencia finita.

Demostracion. Sean U, y W, los subespacios ¢-invariantes de interseccién nula
Uy, :={veV:z™v=0paraalgin m € N} y

W, :={veV: f(zr)v=0 para algin f(z) € k[z] con (z, f(x)) = 1}.

Considérese entonces el subespacio ¢-invariante W = ¢"(V'), de dimensién finita para n
suficientemente grande. Al ser de dimensién finita, existe un polinomio anulador (no nulo),
f(z), para la pareja (W, ). Por lo tanto, f(z)z™ anula a V', que serd pues un k[z]-mddulo
de torsion. Sea su polinomio anulador a,(x) = 2™p(x) con (z,p(z)) = 1 para algin m € N.
Se tiene entonces que U, = ker o™, W, = kerp(p) y V. =W,, @ U, a partir de lo cual es

13
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evidente que ¢|y, es nilpotente. Como W, Nker ¢ = 0, @[y, debe ser inyectiva. Es por esto
que W, ~ ¢"(W,) C ¢™(V) es de dimensién finita y, por lo tanto, ¢|w, es automorfismo.

A continuacién, vamos a ver que esta descomposicion es tnica. Sea V = W & U otra
descomposicion de estas caracteristicas. Para comenzar vamos a probar que W C W,,. Dado
we W, w=uv+vy, convy €U,y vy € W,. El polinomio anulador de W, ¢(x), debe ser
relativamente primo con z (luego con z™) pues ¢ es isomorfismo (en particular, inyectivo)
sobre W. Por el Lema de Bezout, existen polinomios a(z),b(z) € k[x] de modo que
a(z)q(x) +b(x)z™ = 1. Juntando todo lo anterior, se tiene que w = b(x)z™vy € W,,. Como
este razonamiento es reversible, W = W,,, y, al ser ¢|y nilpotente, se tiene también que
U C U,. De esto y la existencia de ambas descomposiciones, se deduce que necesariamente
debe ser U = U,, con lo que concluimos.

Finalmente, sea ¢ € End;(V) de modo que existe una descomposicién V' = U, & W,
cumpliendo estas propiedades, si ¢"™(U,) = 0, entonces p™ (V) = p™(W,,) = W, es de
dimension finita y se deduce que ¢ es de potencia finita. O

A partir de esta caracterizacion, es facil generalizar la ya conocida definicién de indice a
endomorfismos de potencia finita del siguiente modo:

DEFINICION 3.3. Sea ¢ un endomorfismo de potencia finita, se define el indice de ¢
como el orden de nilpotencia de |y, .

Dada esta definicion, es facil comprobar el siguiente:

Lema 3.4. Sean ¢ € Endy (V') de potencia finita y V = U, & W, su descomposicion AST,
ni(p) <ls kerp=U, & Imp=W,.
» i(p) =0 U, =0%V es de dimension finita y ¢ es un automorfismo.
» i(p) =1 < ker(p) =U, #0.

Ahora vamos a dar una tltima caracterizacién de endomorfismo de potencia finita, estudiada
en 2020 en [13]. En este caso, se comprueba que todo endomorfismo de potencia finita
descompone como suma de dos, también de potencia finita, siendo la descomposicién tinica
verificando ciertas hipotesis. Denominaremos a dicha descomposicion Core-Nilpotente,
pues uno de los endomorfismos sera la parte Core (de indice menor o igual que 1) y el otro
la nilpotente. De nuevo, la existencia de una tal descomposicién nos permitira asegurar
que un endomorfismo es de potencia finita. Veamoslo:

Teorema 3.5. [13] Si ¢ € Endg(V) es de potencia finita, ¢ descompone como suma de
dos endomorfismos de potencia finita, p = @1 + @2, de modo unico cumpliendo:

= o es nilpotente.
= P10y = o9 =0.

Ademds, si un endomorfismo descompone como suma de dos de potencia finita de estas
caracteristicas, entonces dicho endomorfismo es de potencia finita.
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Demostracion. Definimos ¢; como la tinica aplicacién lineal nula sobre U, y que coincide
con ¢ sobre W,,. Andlogamente, ¢, serd la tnica aplicacién lineal nula sobre W, y que
coincide con ¢ sobre U,. Con estas definiciones, ¢; es de rango finito (la dimensién de su
imagen es de dimensién finita), luego de potencia finita, U,, = U, y W,,, = W,,. Por otra
parte, @9 es nilpotente (luego de potencia finita) y 1 0 s = @9 0 3 = 0. Ademads, si ¢ es
biyectivo, ¢ = ¢y, por lo que i(¢1) = 0; y, si no, i(p;) = 1.

Veamos ahora que esta descomposicion es tnica. Sea ¢ = #; + 0y otra descomposicién
verificando las hipotesis del enunciado. Sea n el orden de nilpotencia de 65, como 65060, = 0,
63 o "' = 0. Restringiendo a W, sobre el que ¢ es automorfismo, obtenemos que
W, C kerfy, por lo cual ¢ coincide con ¢, sobre W,. Por otro lado, sean u € U, e
i(p) = m, esta claro que m > n, luego U, C ker#; y ¢ coincide con 6, sobre U, con lo
que se concluye.

Finalmente, si ¢ € End(V') admite una descomposiciéon de estas caracteristicas, sea n el
orden de nilpotencia de ¢, " = 7, luego Im ¢" = Im ] = W,,, es de dimensién finita y

se concluye. O]

Corolario 3.6. [138] Sea ¢ = p1 + o la descomposicion CN de un endomorfismo de
potencia finita p. Entonces p = p1 < i(p) < 1.

Observacion 3.7. Esta descomposicién generaliza la descomposiciéon Core-Nilpotente de
matrices cuadradas de orden n X n, mencionada en los preliminares.

Los resultados comentados en esta secciéon son de gran importancia para el presente
trabajo pues se tratan las diferentes caracterizaciones del concepto fundamental en el que
se cimienta, el de endomorfismo de potencia finita. Es por esto que, a continuacién, vamos
a resumirlo en el siguiente:

Corolario 3.8. [1,13] Sea ¢ € Endy(V), son equivalentes:
1. ¢ de potencia finita, i.e., dimy(Im ¢™) < oo para algin n € N.

2. V=W,®U, (descomposicion AST) de modo unico cumpliendo:

W, y U, son subespacios p-invariantes, i.e, o(W,) C W, y p(U,) C U,,.

W, es de dimension finita y plw, € Auty(W,,).

¢lu, es nilpotente.
3. ¢ = @1+ @y (descomposicion CN (Core-Nilpotente)) de modo unico cumpliendo:

= ) Y Yo son endomorfismos de potencia finita.

i(p1) < 1.

Yo es nilpotente.

10 P2 = a0 ¢ =0.
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3.2. Clasificacion

Sean k un cuerpo y V un k-espacio vectorial de dimension arbitraria.

Notacion. [12] Consideremos la clasificacién de endomorfismos en dimensién finita y
sea p(z) € k[z] irreducible. Vamos a denotar v;(V,p(T)) (1 < i < n) a los factores
invariantes para el par (ker p(T")",T"). Entonces v,,(V, p(T)) # 0 siempre y cuando este sea
un k[z]-médulo de anulador p(x)™. En este caso, denotando K = k[z]/p(z),

v;(V,p(T)) = dimg (ker p(T)" /[ker p(T)"~' 4 p(T) ker p(T)"]).

Siguiendo la estructura de [12], para comenzar vamos a clasificar los endomorfismos
nilpotentes de V. Para ello, primero vamos a estudiar la existencia de bases de Jordan
para dichos endomorfismos.

Sea ¢ un endomorfismo nilpotente de orden n, se tiene la siguiente cadena de subespacios

0 g ker ; ker ©? ; ; ker "1 ; ker " = V.

Fijando cierto H? suplementario de ker ¢" !, podemos definir por recurrencia H;, para
1 <4 < n, como un suplementario (fijo) de ker 't + " (H?) + ... + p(H,;) en ker "
Se comprueba entonces que ker p' = ker o't @ " (HZ) @ ...  o(Hf,) ® HY, usando

Lema 3.9. 571 <17 <n,

GTHD) N [P HE ) + o+ @ T(HE) +ker g = {0} Vi€ {i+ 1. n—1}

Demostracion. Fijados iy j, sea ¢’ (hj) = ¢~ (hjy1) + ... + ©"*(h,) + v un elemento
de dicha interseccién (con v € ker o'~y hy, € Hf, Vj < k < n). Entonces, aplicando ¢' !,
queda @' H(h; — p(hjp1) — ... — "I (hy,)) = 0, es decir, h; puede escribirse como una
suma de vectores de ker ¢~ 4+ "V (H?) + ... + ¢(H ), por lo que debe ser nulo.  [J

Teniendo en cuenta que
ker o' @ ¢"T(HY) @ ... ® p(Hf ) = ker ' + p(ker ™)

se tiene que HY ~ V/ker "t Hf =~ ker¢'/[ker o' + p(ker 1] para 1 < i < n
vy HY ~ ker ¢/[p(ker ©?)]. De esto se deduce facilmente que las dimensiones de los H
(1 < i < n), a las que denotaremos ;(V, ), son independientes de los subespacios
suplementarios elegidos. Ademas, p,(V, ) # 0.

Observacidon 3.10. Obsérvese que no existe ninguna relaciéon de orden entre los 1;(V, ).
Por ejemplo, sea V' un k-espacio vectorial de dimensién numerable, {vy, ..., vy, ...} una base
de V' y p, 1, los siguientes tres endomorfismos nilpotentes de orden 2:

(v:) = Vi1 sit=3n paraalginn > 1
Pi)=13 o en caso contrario
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. (1 Si¢ 7é 1 N (%) sit=1
¢@0_{0 sii=1 7@0—{0 sii1
entonces, denotando Ny al cardinal del conjunto de niimeros naturales,
ker ¢ = <Ui>z’7é3>\ con AeN ker ¢ = <U1> kery = (02703, >
HY = <Uj>j:3,\ con AEN Héb = (vg,v3,...) Hy = (v1)
Hf: <Ul,Ug,U5,U8,'U11,...> Hiﬁ =0 Hiy: <’U3,U4,...>
p2(V, @) = Vo p2(V, ) =R p2(V,y) =1
(V) =R m(V,9) =0 (V) = Ro.

Notacion. Para indexar las bases de H;, vamos a considerar subconjuntos S, v,,) de los
nimeros naturales de cardinal p;(V, ¢) e interseccién vacia.

Proposicién 3.11. Sean {Usz-}sl-esu.(v,@ bases de cada HY (1 <i<n),
1. {¢"(vs,) Fsies, v,y €5 una base de " (HY) Vre{l,...i—1}.

2. Una base de Jordan de V' para ¢ es

U U {U8i790(vsz‘)7"‘7¢i_1(vsi)}

1<isn [ 8i€5,,(v,p)

Demostracién. La primera parte es consecuencia inmediata de la inyectividad de ¢7| ¢
para i € {2,...,n} y j € {1,...,i — 1}. La segunda se obtiene a partir de la primera
considerando la descomposiciéon de V' dada por la construccién de los HY. O]

Observacion 3.12. Decimos que la base obtenida es de Jordan pues, a partir de ella,
se tiene una descomposicion de V en subespacios ¢-invariantes de dimension finita
(Vs;, 0(Vs,), ., 1 (vs,)) ¥, en cada uno, una base de Jordan de la restriccién del en-
domorfismo.

Notacion. Dados ¢, 1) dos endomorfismos en V', por lo general denotaremos para abreviar
1) a su composicion, es decir, al producto en la k-dlgebra Endg (V).

Ahora ya si vamos a tratar de clasificarlos. Recordemos que los automorfismos dan una
relacién de equivalencia en los endomorfismos (la que viene dada por las 6rbitas del
Auty(V)-conjunto):

o~ ¢ < ¢ =71pr ! para algtin 7 € Autg(V)

y, en particular, los nilpotentes de orden n forman clases propias (al igual que los de
potencia finita).

Lema 3.13. Sean 7 € Auty(V) y ¢’ = 1771,
» T(kerp') =ker¢'t Vi>1
» 7lker "1 + p(ker o T1)] = ker ' 71 4 o (ker ¢/ TTY) Vi > 1.

Proposicién 3.14. Sean 7 € Auty, (V) y ¢’ = 1771, entonces pu;(V, ') = u;(V, ) para
todo 1 <137 <n.
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Demostracion. Por el Lema 3.13, podemos tomar Hf, = 7(H/), con lo cual se termina. [

Observacion 3.15. Sean {v, }s;es, ., Pases de cada H (1 <i < n), una base de Jordan
de V para ¢ = 777! (7 € Autg(V)) es

U U A7) ¢ (7(vs), @ H 7 (0:))}

1<i<n [8:€5,,(v,e)

Teorema 3.16 (Clasificacion de endomorfismos nilpotentes). Sean ¢, ¢" dos endomorfismos
nilpotentes de orden n de V,

o~ e (V)= wu(V,¢) para todo 1 <i <n.

Demostracion. =) Ver Proposicion 3.14.
<) Fijamos H y Hf (1 <14 < n). Sean {vs,}ses, v.,) ¥ {Vs }sies,. (v, bases de Hf y
HY ', respectivamente, podemos definir un automorfismo T € Auty (V) por

TP (vs)] = ¢ (v,)
para todo s; € Sy, vy, 1 <t <ny0<r <i—1

1

Entonces 77t = ¢/, pues ambos coinciden sobre una base:

/

(e e’ " (WL,)] = (1) [@" (vs,)] = Tl (vs,)] = " " (v

v,,) = @'l (V)]

]

Observacion 3.17. Si V' un k-espacio vectorial de dimension finita y ¢ € Endg (V) es
nilpotente de orden n con invariantes {1;(V, ¢) b1<i<n, se cumple que 1;(V, ) = v5(V, @) y
el 2° Teorema de descomposicién determina un isomorfismo de k[z]-mddulos

V ~ (k[z] /2" V) @ @ (k] ) V).
Por lo tanto, la clasificacién dada en dimensién arbitraria generaliza a la ya conocida en el
caso finito-dimensional.

Corolario 3.18. Sea V un k-espacio vectorial de dimension Ry. Si denotamos End} (V)
a los endomorfismos nilpotentes e Y = {0} UN U Rq, hay una biyeccion

(Endy(V)/~) — U

neN

o] — (1 (V,9)s oy (V)

]

n

para

IIY ={(y1,..yn) €Y" 1y, # 0 € y; = Ry para algin j}.

n
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Demostracion. Gracias al Teorema 3.16, la aplicacion es inyectiva. Falta ver que es epiyec-
tiva. Sea {v1, ..., Uy, ...} una base de V, si p;(V, ) = Ro y ;(V, ) > 1 V1 <i < n, basta
considerar el endomorfismo ¢ dado por

0 81h:k1n+lcon0§k1§;c1(‘/,<p)
o(vp) = Vie1 + Vi1 sih=kn+icon0 <k <u(V,p)ei#l
©(vj) si h=kin+iconk; > u;(V,p).

Si p;(V, ) = 0, basta hacer el siguiente cambio respecto al endomorfismo previo:
o(op) =v; sih=kipn+i+1con0<kiy < pip1(V, o)

mientras que, si p;(V,¢) = 1, serdn necesarias estas dos modificaciones respecto al ¢
inicial:
O(Vnti) = p(v;)
o(vp) =vpyy sih=kipn+i+1con0 <k <pr(V,p).
m

Conocida ya la clasificacion de los nilpotentes y la de los endomorfismos en dimension
finita, vamos a clasificar todos los de potencia finita. A partir de ahora, ¢ pasara a denotar
un endomorfismo de potencia finita cualquiera.

Lema 3.19. Sea 7 € Auty (V). Si ¢’ = 7771, la descomposicion AST de V inducida por
¢ esV =1(U,) ®1(W,).

En particular, esto implica que ¢'|ly_, = (T’Uw)(QO‘Uw)(Th};) es del mismo orden de nilpo-
tencia que olu, y ¢'lw,, = (T|W¢)(¢\Ww)(rh}}w) tiene el mismo polinomio anulador y el
mismo polinomio caracteristico que @lw,, .

Demostracion. Es fruto de la unicidad de la descomposicion AST, teniendo en cuenta que
¢’ es nilpotente sobre 7(U,) y un isomorfismo sobre 7(WV,,). O
Lema 3.20. Sean 7 € Auty(V) y p(z) € klz]. Si ¢’ = 177!,

o rlkerp(olw, )] = kerp(@'lw, )i € W ¥i>1

= 7[p(elw,) kerp(elw, )’ = p(¢'lw,,) ker p(¢'|w,, )" € W Vi > 1.

Proposicién 3.21. Sean 7 € Auty(V), ¢’ = 7077 y ay)y,, (¥) = pi(z)™..p.(x)" el
anulador de ¢lw,, entonces

w1, (Uy, SOI\le) = 11i(Uy, ¢lu,) para todo 1 < i < n = orden de nilpotencia de p|y, .
. Vs(th/,pj((p‘Ww)) = vs(Wo, pi(¢lw,)) para todo 1 < j <r;1<s < nj.

Demostracion. Es consecuencia inmediata de los lemas 3.19 y 3.20 y el Teorema 3.16 de
clasificacién de endomorfismos nilpotentes. O
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Teorema 3.22 (Clasificacién de endomorfismos de potencia finita). Sean ¢, dos endo-
morfismos de potencia finita en V. Se verifica que

i) =i(y) =n,
Qolw, (ZE) = a7/1|ww (ZL’),

1i(Uy, 0lu,) = pi(Uyp, ¥lu,) para todo 1 <i <n (

VS(W¢/7pj((p|W¢,)) = vs(Wo, pi(¢lw,)) para todo 1 < j <r;1 < s <mnj

donde ayy,, () y Ay, (z) denotan, respectivamente, al polinomio anulador de ¢|w, y

¢|W¢'

Demostracion. =) Ver Lema 3.19 y Proposicién 3.21.

<) Supongamos construidas, mediante los procedimientos expuestos y los ya conocidos,
bases de Jordan de Uy, Uy, W, y W), para los endomorfismos ¢|v,, ¥|v,, ©lw, ¥ ¢|w,,
respectivamente. Cabe mencionar que para una construccién detallada de una base de
Jordan de un k[z]-médulo de dimensién finita puede consultarse [11]. Podemos dar entonces
dos isomorfismos 7 : U, — Uy y 72 : W, — Wy, tinicos de modo que manden una
base a la otra. Estos dos inducen un tercero 7 € Autg(V), el tnico que coincide con
ellos al restringir. Se comprueba entonces, del mismo modo que en el Teorema 3.16, que
Y = 777!, con lo que acabamos. O

Observacion 3.23. Por lo visto en la Observacion 3.17, es evidente que esto es una genera-
lizacion de la clasificacion ya conocida a endomorfismos de potencia finita en dimension
arbitraria. Cabe mencionarse que, si bien no es de nuestro interés al ya tener clasificados
todos los endomorfismos de potencia finita, existe una clasificacién aiin mas general para
cualquier endomorfismo cuyo polinomio anulador sea no nulo (veédse [11]).

Observacion 3.24. Sean V, V' k-espacios vectoriales y ¢ : V. — V’ un isomorfismo,
denotando End/?(V) a los endomorfismos de potencia finita en V' y End/?(V))/ Aut, (V)
a su cociente por la relacion de equivalencia dada por los automorfismos, se tiene una
biyeccion:
End/?(V)/ Aut,(V) = End/?(V")/ Aut, (V")
[l — lppo™].

Es decir, la clasificacion obtenida es estable por isomorfismos de espacios vectoriales.

3.3. Traza

Sean k un cuerpo y V un k-espacio vectorial de dimension arbitraria.

DEFINICION 3.25. [20] Sea ¢ € End, (V) de potencia finita. Se define la traza de ¢
como el tinico escalar Tt} () € k que verifica:

1. Si V es de dimensién finita, Tr¥(¢) es la traza ordinaria.



3.3. TRAZA 21

2. Si W es un subespacio p-invariante,

Try () = Trgy () + Ty ()

donde Tr}, () denota a la traza del endomorfismo restringido a W y Tr’f//W(cp)
denota a la traza del endomorfismo de V/W obtenido por factorizacién de 7o ¢ a
través de m, el paso al cociente.

3. Si ¢ es nilpotente, Tr(¢) = 0.

Teorema 3.26 (Existencia y unicidad de la traza). [1,20]
La traza de ¢ esta bien definida, es decir, dicho escalar existe y es unico.

Demostracion. Supongamos que existe dicho escalar y veamos que, de ser asi, es tnico. Sea
W' cualquier subespacio ¢-invariante finito dimensional que contenga a ¢"™(V') para algin
n € N (por ejemplo, ™ (V') para m suficientemente grande). Entonces Tr¢ (o) = Tk, ()
puesto que ¢ € Endg(V/W’) es nilpotente. Se da asi la unicidad como consecuencia de la
unicidad de la traza ordinaria.

Veamos ahora la existencia. Sea Wj = ¢™(V') con m el menor nimero natural tal que
©"™(V) = ™ (V) para todo n € N. Se tiene que este es el minimo subespacio verificando
las condiciones impuestas en el parrafo anterior. Ademas, W) = W, y m = i(¢). Tomando
pues Tr¥ (o) = Trlkjvw (¢), vamos a ver que se verifican las tres propiedades. La tercera es
trivial y la primera es obvia a partir de lo visto en la Observacién 2.6. Veamos entonces
que se verifica la segunda propiedad.

Supongamos primero que W es tal que existe una descomposicién p-invariante V= U G W,
con |y nilpotente (de orden de nilpotencia necesariamente menor o igual que m). Entonces

W, =¢™(V) C W y la descomposicién AST de W es W = (W NU,) ® W,,. Por lo tanto,
Try () = Tryy, () = Tryy ().

Sea ahora W un subespacio y-invariante cualquiera, su descomposiciéon AST es:
W=WnU,) & (WnW,).

Por lo que Tr, (¢) = Tr{},mwv(go).

Por otra parte, V/W = (U, ® W,,)/(W NU,) ® (W NW,)) y hay un isomorfismo de
k[x]-mo6dulos

U, @ W) /(W Up) & (WNW,)) — (Up/(WNUp)) & (W,/(WNW,))
[utw] — ([u], [w]).

Como ¢y, es nilpotente, el endomorfismo inducido en U,/(W N U,) también lo sera.
Tenemos asi una descomposicién p-invariante de V/W con g0|U¢ J(wnu,) hilpotente, luego

k k
TI"V/W(@ = Trww/(mew)(SD)-
Ademas, sabemos que, en el caso finito dimensional, la traza de un endomorfismo en un

espacio vectorial es igual a la suma de las trazas de los endomorfismos que induce en un
subespacio y en el cociente por dicho subespacio.
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A partir de todo esto:

Try () = Trfy, (0) = Trtyew, (©) + Tely, jowew,) (©) = Tey (0) + Tey ().
0

Observacion 3.27. Hemos probado pues que una definicién equivalente de traza seria
TrY (@) = Trlévw (). Con esta definicién, es evidente que, si ¢ = @1+ 9 es la descomposicién

CN de ¢, Try () = Tri (1),
Corolario 3.28. [7] SiV =V, & Vi, con Vi y V, subespacios p-invariantes, entonces:

Try (p) = Trf, (@) + Trp, ().

Demostracion. Es consecuencia inmediata de la propiedad 2 de la definicién de traza,
teniendo en cuenta que (V; @ V3)/Va ~ V). O

Proposicién 3.29. [12] Sean v, dos endomorfismos de potencia finita tales que @ ~ 1
(mod Auty(V)), entonces Tt} (p) = Trt(¢)).

Demostracion. Es consecuencia inmediata de lo visto en la Observacion 2.5 y el Lema
3.19, al ser los polinomios caracteristicos de p|w, y ¥|w, iguales. O

Observacion 3.30. La traza puede pensarse como una aplicacion de los endomorfismos
de potencia finita en el cuerpo base. No obstante, en [14] se ha demostrado mediante un
contraejemplo que esta asignacién no es lineal. De ahi, la importancia de las siguientes
definiciéon y proposicion.

DEFINICION 3.31. [20] Se dice que un subespacio F' de End, (V') es de potencia finita
si existe n € N tal que para n cualesquiera endomorfismos de F', 64, ...,0,,, el subespacio
01(...(0,(V)...) es de dimensién finita.

Observacion 3.32. Es evidente entonces que todos los endomorfismos de un subespacio de
potencia finita son de potencia finita.

Proposicién 3.33. [20] Si F' es un subespacio de potencia finita de Endg(V'), entonces
Ty« F — k es k-lineal.

Demostracion. [7) Sean ¢, € F'y k(p, 1) la k-algebra no conmutativa de los polinomios
en las variables ¢ y 1. Denotamos (¢, ) al ideal bilatero generado por ¢ y ¥ (el menor
ideal bilatero que los contiene). Este ideal (bildtero) es un subespacio de potencia finita de
Endg (V). Sea n un ntiimero natural tal que para cualesquiera n elementos de F' la imagen
de su composicién es de dimensién finita. El subespacio finito-dimensional

W=(oe)"(V)= 3 ImO(.0.(V).)= 5 Im6(.(0.(V)).)

es (¢ + v)-invariante y contiene a Im [(¢ + ¢)"(V)]. Por lo tanto, teniendo en cuenta la
linealidad de la traza en dimension finita, se tiene que

Try (0 +9) = Tryy (¢ + ¥) = Tryy () + Try () = Ty () + Try ().
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Por otro lado, sean ¢ de potencia finita y A € k, Ap es de potencia finita, Uy, = U,,
i(Ap) = i(p) y Wy, = W,. Aplicando la linealidad de la traza en dimension finita,
Try (Ap) = ATig (). O

Proposiciéon 3.34. 20/ Sip: V' — V y ¢ : V. — V' son k-lineales y p o) es de
potencia finita, entonces ¢ o @ también es de potencia finita y Trt(p o 1)) = Trk. (¢ o ).

Demostracién. Sea ng € N lo suficientemente grande para que (o)™ (V) = (o))" (V).
Como (V') es un subespacio gi-invariante, existe n; € N tal que ()" (p(V)) es el
mismo subespacio que (¢1))" ™ (p(V)) y de dimension finita. Aplicando 9, obtenemos que
Y es de potencia finita.

Sea n un nimero natural mayor o igual que ambos, consideramos W = (o))" (V) C V' y
W' = ()" (V') C V'. Esté claro que v define un isomorfismo entre estos dos subespacios,
de inversa . Luego, al tener W y W’ la misma dimension, se obtiene que

Try (o) = Trjy (pv) = Trgy, (Id) = Tryy, (Id) = Trjy () = ey (V).

3.4. Determinante

Sean k un cuerpo y V un k-espacio vectorial de dimension arbitraria.

DEFINICION 3.35. [7] Sea ¢ € End, (V') de potencia finita. Se define el determinante
de 1 + ¢ como el tinico escalar dett, (1 + ) € k que verifica:

1. Si V es de dimensién finita, det? (1 4 ¢) es el determinante ordinario (de 1 + ¢).

2. Si W es un subespacio p-invariante,
dety, (1 4 @) = detyy, (1 + @) detyyy (14 @)

donde detf;, (1 4+ ¢) v det"“,/w(l + ) denotan, analogamente, a los determinantes de
los anteriormente mencionados morfismos definidos por ¢.

3. Si ¢ es nilpotente, det} (14 ¢) = 1.

Teorema 3.36 (Existencia y unicidad del determinante).
El determinante de ¢ estd bien definido, es decir, dicho escalar existe y es unico.

Demostracion. Se demuestra de modo andlogo a la traza. O

Observacion 3.37. Al igual que para la traza, una definicién equivalente de determinante
serfa det} (1 + ¢) = detlévw(l + ¢). De nuevo, con esta definicién, es evidente que, si

© = 1 + @y es la descomposicién CN de ¢, det (1 4 ) = deth (1 + ).
Corolario 3.38. [7] SiV =V, @& Va, con Vi y Va, subespacios p-invariantes, entonces:

det"“/(l + )= det@l(l + ) det"“@(l + ).
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Demostracion. Es consecuencia inmediata de la propiedad 2 de la definicion de determi-
nante, teniendo en cuenta que (V3 @ V3)/Va ~ V7. O

Proposicién 3.39. [7] Si F es un subespacio de potencia finita de Endg(V'), entonces,
de modo andlogo a la linealidad de la traza, se obtiene que, para cualesquiera @, € F':

dety (1 + ¢) dety (1 + 1) = det, (1 + @) (1 + 1)) = dety, (1 + ¢)(1 + ).

Demostracion. Se sigue un argumento analogo al de la Proposicion 3.33, usando que en
dimension finita el determinante de la composicion es el producto de determinantes y que
el subespacio W que considerabamos en dicha proposicién es (¢ + ¥ + @i)-invariante y
contiene a (¢ + ¢ + )" (V) para algin n € N. O

Lema 3.40. [7] Sean ¢ y ¢ endomorfismos de potencia finita tales que el conmutador
[p, V] = pib — Yy es de rango finito, entonces (p, 1) es un subespacio de potencia finita
de End, (V).

Demostracion. Considerando un n € N suficientemente grande para que @™ (V') y ™ (V)
sean de dimensién finita, al multiplicar 2n — 1 elementos de (p, 1) y sustituyendo ¢
por @i — [p, 1], se consigue un polinomio formado por monomios en los que o bien
aparece la variable [p, 1] o bien o™ é ™. Se concluye pues la imagen del endomorfismo
correspondiente es de dimensién finita. O

Proposicién 3.41. [7] Si ¢ es un endomorfismo de potencia finita, se verifica que

deth (1 4+ @) # 0 < (1+ ) es invertible.

Demostracion. =) Como detﬁ,@(l + ¢) es no nulo, 1 + ¢|w, es invertible. Si i(yp) = n,
construimos ¢, el inverso de 1 + ¢, como el inico endomorfismo verificando:

(1+ §0|W¢,)_1<U) siveW,
i(v) =

(1 + Z 90|U¢> v)  sivel,

<) Supongamos que 1 + ¢ es invertible. Sea ahora ¢ el inverso de 1 + ¢, denotamos
Y =08—1=—pd = —dp. Entonces, si i(p) = n, Y™ (V) = "0"(V) C ¢"(V) = W,,. Por
lo tanto, 1 es un endomorfismo de potencia finita tal que [, 7] es nulo. Usando el Lema
3.40 y la Proposicién 3.39, se llega a que det}, (1 + ¢) det}(1 4 1) = deti(1) = 1y, por
tanto, detf (1 + ) # 0. O

Proposiciéon 3.42. [7] Si k — K es una extension finita de cuerpos de norma
Ngp + K* — k*, V es un K-espacio vectorial y ¢ es un endomorfismo K-lineal
de potencia finita de V' tal que 1 + ¢ es invertible:

det} (1+ ) = Nigsp, [det (1 + ¢)] .
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Demostracién. Como dets (1 + ) = det@w(l + @) y deth (1 4+ ¢) = det{}@(l + ), este
resultado se deduce de tenerlo para el caso finito-dimensional:

det},(T) = Nicji |dety’,(T)]

para T' € Autg (V') con V' K-espacio vectorial de dimension finita. O

3.4.1. Generalizacion de la definiciéon de Grothendieck

Segun [7], todo ¢ € Endi (V) induce morfismos A" ¢ € Endg(A" V), para todo ntimero
natural > 0, definidos por:

[/\ 90] (Vi Ao Av) = (1) A A ()

donde A"V denota a la componente de grado r del dlgebra exterior de V.

Ademds, si ¢ es de potencia finita, entonces A" ¢ también y, para todo r > dimy(W,,), es
claramente nilpotente, luego de traza nula.

A continuacién, vamos a demostrar que la definicién de determinante que hemos dado
generaliza la dada en [4] por Grothendieck de determinante de un endomorfismo de rango
finito. Esto es:

Proposiciéon 3.43. [7] Si ¢ es un endomorfismo de potencia finita (por ejemplo, de
rango finito) en 'V,

dety, (1 +¢) =1+ ZTr];\rV </\ gD) :

r>1

Demostracion. \" W, es un subespacio A" ¢-invariante de dimensién finita de A"V que
. T o r 1i(p) k r - k r

verifica A" W, = [A" ¢]"* (V). Por lo tanto, Trpry (A" @) = Trprw, (A" ¢). Se concluye

usando que Tr’;\r w, (A" ¢) = 0 parar > dimy(W,,) y que el resultado es cierto en dimension

finita:

det(l + golww) =1+ Hﬁ: Tr V\(ﬂl@)] :

r=1

Corolario 3.44. [7] Sean p € k y ¢ un endomorfismo de potencia finita,

dety (1 + pp) = 1+ ZMTr’;\rV (/\gp) :

r>1

Corolario 3.45. [7] Sean ¢, € F para F C Endy (V) subespacio de potencia finita.
Entonces o y 1y son de potencia finita y

ZTY];\TV </\wgp> = ZTI"];\TV (/\gp@b) .
r=>1 r>1
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Ademds, se deduce que
det? (1 + @) = deth (1 + ¥p).

Demostracion. La primera parte es consecuencia de lo visto en la Proposicién 3.33 y de
que, en dimensién finita, Tr(7773) = Tr(T51}), para T, Ty dos endomorfismos cualesquiera.
La segunda parte se obtiene de manera inmediata al aplicar la Proposicion 3.43. O]

Corolario 3.46. [7,12] Sean ¢ un endomorfismo de potencia finita y ¢ un automorfismo,
det(y (1 + ppgt) = deti (1 + ).

En particular, si ¢, son de potencia finita tales que @ ~ 1 (mod Autg(V')), se tiene que
det} (1 + ) = dety (1 + ).

Demostracién. Por una parte, la Proposicién 3.34 nos garantiza que ¢! es de potencia
finita, al serlo ¢ = ¢! (). Por otra parte, para todo nimero natural r > 1 se verifica
que A" = (A" ¢71) (N dyp) es de potencia finita, luego, por la Proposicién 3.34, A” ppg~?

también y
.

Tr];\’“ V(/\ (1590(?71) = Trlj\’“ V(/\ ©).

Se concluye aplicando la Proposicion 3.43. O

Observacion 3.47. [7] Al generalizar ambos la definicién de Grothendieck, se observan
similitudes entre el estudio algebraico del determinante de endomorfismos de potencia
finita y el estudio analitico hecho en [15] y [19] de los determinantes de operadores de clase
de traza, probandose por ejemplo en este propiedades analogas a las de las Proposiciones
3.39 y 3.41 y al Corolario 3.46.

3.4.2. Relaciéon con el producto exterior infinito
En esta subseccion trabajaremos con espacios vectoriales de dimension numerable, tratando
de obtener un resultado analogo a la definicién de determinante en dimensién finita.

DEFINICION 3.48. [7] Considerando la k-algebra ® V' y el ideal generado
neN

J(V) = (®v, : v; = v; para ciertos i # j € N)

se define el producto exterior infinito de V como la k-dlgebra AV = (Q V)/J(V).
neN
Al igual que en dimensién finita, sea {v, }neny una base de V, 0 £ vg A ... Av, A ... € ATV,
Por otra parte, tal y como antes definfamos A" ¢, para ¢ € Endy(V'), construimos ahora
la aplicaciéon k-lineal
AN A=V — A V.
wi A Awy A p(w) A A p(wg) A
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Lema 3.49. [7] Sean ¢ endomorfismo nilpotente y {v¢}nen base de Jordan de V para ¢
(como la definida en la Proposicion 3.11), se da el siguiente resultado:

o0

AL+ A AVEA L] =0 A LAV L

Proposicién 3.50. [7] Sean ¢ un endomorfismo de potencia finita y {v¥}nen base de
Jordan de V para ¢ formada por unién de bases de Jordan para W, ({vf,...,v2}) y para

Uy, ({ve}nsm), se verifica que:

o0

AL+ @) of A AvE A =det(1+¢) - (A AVEA ).

Demostracion. Es consecuencia inmediata del lema previo y del resultado analogo en
dimensién finita:

(L4 @lw, ) @) A AL+ lw,)(vf) = det(l + 80|W¢> (v AL A,

3.4.3. Relacion con los valores propios

Sea ¢ un endomorfismo de potencia finita con A, ..., \,, sus (posiblemente repetidos)
valores propios no nulos en la clausura algebraica de k, es decir, los valores propios del
isomorfismo |, en la clausura algebraica de k.

Proposicién 3.51. [7] Con la notacion anterior, se verifica que:

m

deti, (1 + @) = JT(1+ N).

=1

Demostracion. Sea K una extensién de k que contenga todos los valores propios de ¢,

m

detlévg,(l +¢lw,) = deté(w@m[l + (elw, @ )] = TT(1 4+ X).
=1

]

Observacion 3.52. [7] La Proposiciéon 3.51 nos dice que la definiciéon que hemos dado
de determinante de un endomorfismo de potencia finita es la andloga a la dada en [3]
del determinante de un operador de clase de traza, siendo ambos escalares el mismo si
consideramos un endomorfismo de potencia finita que sea también un operador de clase de
traza.

Corolario 3.53. [7] Con la notacién previa, para p € k cualquiera,
detiy (1 + ) = 1+ > w"Sr( Ay oy A
r=1

siendo Sp(Z1, ..., Tm) = Yo1<ii<.. <ir<m Lis--- T4, las funciones simétricas elementales.
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Corolario 3.54. [7] Con la notacién previa, para todo nimero natural r > 1,

r

Trlj\v-v(/\ ©) = Sr(ALy ey Am)-

En particular, considerando r =1,
Tr]xf/(@) = Z Ai-

Observacion 3.55. [7] De este modo se prueba que dado un endomorfismo de potencia finita
que sea también un operador de clase de traza, las dos definiciones de traza (algebraica
y analitica) coinciden por el Teorema de Lidskii ( [19] ). Ademas, de esto se deduce que
para tales endomorfismos la definicion algebraica de determinante aqui estudiada coincide
con la definicién analitica que se da en [19].

Proposicién 3.56. [7] Sea H un C-espacio de Hilbert separable y sea o : H — H un
endomorfismo de potencia finita con valores propios no nulos {\;}Y.,. Se tiene entonces

que
N

Tep(¢") = A7

i=1

de lo que se deducen las siguientes propiedades:

1. SipeC* y|ul-méx|\| <1, entonces

det5 (1 + pyp) = exp(Tr%(ln(l + ugo))).

2. Si denotamos ag(p) = 1, a1 (p) = T (p) v, para m > 2,

TrS () m—1 0 . 0 0
TS (p?) 5 () m—-2 ... 0 0
TrC (3 TrC (2 Tr¢ 0 0
() = H'<90 ) (@) f{(so)
Tr%(c(gpm_l) Tr%(gpm_Q) Tr%(cpm_3) . Trgl(gp) Cl
Trg(e™)  Trg(e™ ') Trg(e™?) ... Trg(e®) Trg(e)

se verifica que

de lo que se deduce que

\_/

o0
detS (1 4 py) = Zum
m=0
Demostracion. Como la descomposiciéon AST de H es la misma para ¢ que para ", se

concluye que el niimero de valores propios de ambos es el mismo. Como {A?}, son valores
propios de ¢", el Corolario 3.54 nos da la afirmacién inicial.
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La primera propiedad se deduce de que bajo estas hipotesis
_ H k
(1 + pp) = =3, - ((=9)")

k>1

y, aunque la traza no sea lineal en general, la convergencia de la serie asegura que
C T k
Tryg(In(1+ pg)) = = > == Tr((=9)")-

k>1
La segunda propiedad se comprueba por induccion. O
Observacion 3.57. [7] La segunda propiedad que se obtiene en la Proposicién 3.56 es la

andloga a la férmula de Plemelj-Smithies dada en [19] para los operadores de clase de
traza.

3.5. Exponencial

Sean k un cuerpo de caracteristica 0 y V' un k-espacio vectorial arbitrario. Denotamos
k((z)) al cuerpo de series de Laurent, es decir, al cuerpo de fracciones de las series formales;
v V. al k((z))-espacio vectorial V ®j, k((z)). Ademads, si ¢ es un endomorfismo de potencia
finita en V', denotamos ¢ ® 1 al endomorfismo inducido en V..

Teorema 3.58 (Definicién de la exponencial). [7/
Con la notacion anterior, se tiene que la aplicacion exponencial
explz€ : Endgp(V) — Autk((z))(vz)
Z2le®l)?  Pleel)’

o — Id@1+z2(p®1)+ 5 + i + ...

esta bien definida. Ademds, el endomorfismo de V,

2 2 3 3
_ ®1 ®1
p=expt(p)—Ild®1=2(p®1)+ : (@2 ) + 2 (903‘ ) + ..

es de potencia finita.

Demostracion. Teniendo en cuenta que ¢ es de potencia finita, podemos considerar el
subespacio y-invariante W = ¢"(V'), de dimension finita para n suficientemente grande.
Sea {w1, ..., w, } una base de W, tomando cualquier v € V| se sigue que

n—1

(n—1)!

exp’i(gp)(v@l) =vR1+2(p®1)(v@1l)+...4+ (e®1)" (v@1)+s1(2)w; +...45,(2)w,

con s;(z) € k((2)). Por lo tanto, exp®(¢)(v ® 1) € V, y la exponencial est4 bien definida.

Este morfismo valora en los automorfismos pues exp®(0) = Id y, dados dos endomorfismos
de potencia finita ¢, 1) que conmuten entre si, se cumple:

exp’ (i + 1) = expt () expl ().
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Que ¢ sea de potencia finita resulta del Lema 3.40, teniendo en consideracién que ¢ se

escribe
n—1

(n—1)!

es decir, como suma de un endomorfismo de potencia finita y uno de rango finito. O

n

(p® 1)”1] + {Z!(g& @)™+ ...

o= |2(p@1) +... +

Proposicién 3.59. Sea ¢ € End{"(V),

dety ™ (expl(p)) = exp(Tr}(¢)) € k((2))"

donde k((2))* denota a los elementos de k((z)) invertibles.

Demostracion. Para empezar, cabe mencionarse que el primer término de la igualdad tiene
sentido pues exp®(¢) = 1 + @ y acabamos de ver que ¢ es de potencia finita. Visto esto ya
solo hace falta reducir el enunciado al ya conocido en el caso finito dimensional:

det(exp(T')) = exp(Tr(T))
para T un endomorfismo arbitrario en cualquier espacio vectorial de dimensién finita.

Basta considerar W subespacio ¢-invariante de dimensién finita que contenga a ¢" (V)
para algin n € N y tener en cuenta que W, verifica condiciones analogas para ¢, con lo
que:

ety (expt(p)) = deti\ (1 + @) = deti (1 + @) = dety ™ (exph(olw)) =

= expt(Try (¢lw)) = expt(Try(¢)).

3.6. Ejemplo

Sean k un cuerpo arbitrario y V un k-espacio vectorial de dimension numerable. Sea
{€n}nen una base de V. Consideramos el endomorfismo ¢ : V' — V' definido por

e si n par
‘P(en) = { ' P

€n+1 Si n impar.

¢ es un endomorfismo de potencia finita pues Im p? = {ey, e5). Se verifica que el polinomio
anulador de ¢ es a(z) = z* — 2? = 2?(x 4+ 1)(z — 1) y la descomposicion AST es

V=U,®W, = (e2n—1 — €1, €2, — €2)n>2 ® (€1, €2).
Por lo tanto, la descomposicion CN de ¢ es ¢ = @1 + o, con

| ex sinpar | eny1 —e2 sinimparyn #1
rlen) = { ey sl n impar y  palen) = { 0 en otro caso.

Se comprueba que ¢ pertenece entonces a la clase de equivalencia de los endomorfismos
de potencia finita tales que:
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El orden de nilpotencia de ¢35 es 2, i.e., i(p) = 2.

El polinomio anulador de ¢1|w, es p(z) =2? — 1 = (z + 1)(z — 1).

11Uy, 02) = 0y p12(Uy, 2) = Ro.
(We, o1 +1) =y ni(We, 01 — 1) = 1.

donde hemos usado que
ker o) N U(p = <€2n — €2>n22; ker QO% M U@ = UW’ Hf = O, Hép = <62n,1 — €1>n22;
ker(yy + 1) N W, = ker(yg + 1)2 NW,=(e1 —e); ¥y

kel"(901 - 1) N W@ = ker(gpl — 1)2 M W@ = <€1 + 62).

Observacion 3.60. Como V no es de dimension finita, i(p;) = 1, de lo que se deduce que
el polinomio anulador de ¢; es z - p(z).

Sabiendo que W,, = (ej, e2), podemos calcular la traza del endomorfismo asi como el
determinante de 1 + ¢. En efecto,

Try (@) =Ty, (9) =0y dety(1+ @) = detyy, (1+¢) =0

porque la matriz de p|w, en la base {e1, ez} es

0 1

1 0)°
Observacion 3.61. Teniendo en cuenta que los valores propios del automorfismo ¢y, son
1y —1, se verifican la Proposicion 3.51 y el Corolario 3.54, puesto que

deth(14+¢9) =1+ D1+ (-1)=2-0=0 y Tri(p)=1+(-1)=0.

También se estd verificando la Proposiciéon 3.41, dado que 1 4 ¢ no es invertible por ser
ker(1+ ¢) = (e; — ea).
Finalmente, suponiendo que el cuerpo es de caracteristica 0, se define la exponencial de ¢

como el automorfismo k((z))-lineal exp®(p) : V, — V. definido por

1 1
[expi(p)| (0@ l) =v@l+p) @+ 5P ® 2+ Zel(v) @ 2 + .

Y, por la Proposicion 3.59, sabemos que el determinante de este endomorfismo es

detit ™ (exp()) = expk(Trf () = exph(0) = 1.






Capitulo 4

Teoria de Tate para los residuos

Sean k un cuerpo y V un k-espacio vectorial de dimension arbitraria.

Fijado un subespacio A C V, Tate define en [20], de manera auxiliar para la definicién de
residuo, los siguientes subespacios de End(V):

E :={0 € Endy(V):0(A) < A}

Ey:={0 € Endi(V):0(V) < A}
Ey :={0 € Endi(V) : (A) < (0)} = {0 € Endi(V) : (A) es de dimensién finita}

EO = E1 N EQ.

Proposicién 4.1. [20] Se verifica que:
1. E es sub-k-dlgebra de Endg (V).
2. Ey, By y Ey son ideales bildteros de E.

3. Dados dos subespacios conmensurables A y B de V', ambos producen los mismos
cuatro subespacios, i.e., EA = BB E{* = BB E3t = EP y B = EJ.

4. E=Fy+ Es.
5. Ey es de potencia finita, luego Tr"“/ : By — k es k-lineal.

Proposicién 4.2. [20] Con la notacion anterior, si se da alguna de las dos condiciones
stquientes:

1.peEyyy ekl
2. pe By yv € Ey

entonces [, V] = e — P estd en Ey y tiene traza nula.

Demostracion. Inmediato a partir de las proposiciones 3.34 y 4.1. O

33
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Teorema 4.3 (Definiciéon de residuo). [20] Sean K una k-dlgebra conmutativa con
unidad, V' un K-modulo y A un sub-k-espacio vectorial de V tal que todo f € K pensado
como endomorfismo verifica f € E4. Entonces, denotando por Q}(/k al K-mdédulo de las
1-formas diferenciales, existe una unica aplicacion lineal

resy : Oy — k
tal que, st f,g € K,
resy (f dg) = ey ([f1, ¢1])

para cualesquiera f1,g1 € E que satisfagan las dos condiciones siguientes:
1. En el anillo cociente E/Es, [fi] = [f] v [91] = [g]-
2. f1€E1 691€E1.

Demostracion. Para comenzar, veamos que la aplicacién

KxK — &k
(f.9) — Ty ([f1, 1))

esta bien definida. Lo primero es ver que, para cualesquiera f,g € K, existen f,g; € F
verificando las hipodtesis. En efecto, como E = E; + FEs, basta considerar fi, g; € F; tales
que f=fi+foy g= g1+ go, con fo,g2 € Ey. A continuacién, probemos que [f1, g1]
es de potencia finita, viendo que [fi, g1] € Ey = Ey N Es: por ser [f, g] = 0 y la primera
condicion, [[f1,g1]] = [[f,g]] = 0 (mdd. Ey), luego [f1,g1] estd en Es; y también estd en
Ey, por la segunda condicién. Finalmente, la Proposicion 4.2, nos da la independencia de
los fi1, g1 escogidos: supongamos sin pérdida de generalidad que f; € Ej,

L1+ f2, 00 + g2] = [f1, 1] + [f1, 2] + [fos 91 + 92

por lo que aplicando dicha proposicion y la linealidad de la traza sobre Ej terminamos,
dado que o bien fy € Ejy o bien g1 + g5 € FEj.

Ademsds, se comprueba que esta aplicacion es k-bilineal. Por lo tanto, por la propiedad
universal del producto tensorial, induce una aplicacién k-lineal
r. K Rk K — k
fog w— Tu(lfi,0))

Por definicién de Q} T sabemos que existe otra aplicacion k-lineal epiyectiva

f®g +— fdg

cuyo nucleo estd generado (como k-espacio vectorial) por los elementos de la forma
f®gh—fg®h—fh®g, con f,g,heK.

El morfismo residuo, de existir, serd pues el inico morfismo k-lineal 7’ que hace conmutativo
el diagrama:
K®, K —— k.

| A

Qe
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Para concluir la demostracién basta con comprobar que r se anula sobre los generadores
de ker(c). Dados f,g,h € K, podemos tomar fi1,g1,h; € E; de modo que difieran del
correspondiente elemento en uno de E5. Entonces para cualesquiera dos de ellos, por
ejemplo f, g, puede elegirse (fg); = fig1 € F1. Por la Proposicién 4.2 y la linealidad de la
traza sobre Ejy, se llega a que

0 =Ty (g, L1, l]) = Th (1, g1ha] — [frgn, ] — [fiha, g1]) =
=Ty ([f1, 1)) — Tel ([frg1, ha)) — TG ([frha, 1)) =
=r(f@gh)—r(fg@h)—r(fh@g)=r(f@gh—fg@h— fh®g)

a partir de lo cual se acaba, obteniéndose la existencia y unicidad del morfismo residuo. [

Observacion 4.4. [20] Para cualesquiera dos elementos f,g € K, el célculo de resY (f dg)
puede llevarse a dimension finita tal y como veremos a continuacion. Considérense los
subespacios de V'

B=A+gA vy

C=Bnlf(AIN[(fo) (A]={veB:fveAy fgve A}

El subespacio A+ fA+ fgA puede pensarse como suma directa de A y los dos subespacios
de dimension finita formados por los elementos de fA que no estan en A y los de fgA que
no pertenecen a fA. Con esta descomposicién definimos 7 : A+ fA+ fgA — A como la
proyeccién k-lineal que se queda con la parte en A. Entonces dimg(B/C) < oo (existen
suplementarios de ANC en Ay de gANC en gA de dimensién finita) y

resy (f dg) = Ty, (7 f, g)).

Efectivamente, extendiendo m a 7 : V' — A (por ejemplo, dando el valor 0 en el su-
plementario de A + fA + fgA), se verifica que nf € Ey y nf ~ f (méd. Ey), luego
resk (fdg) = Tt} ([nf,g]). Como [rf, g] tiene su imagen en B y C estd en su niicleo,
Tiy ([7f, g]) = Trp([nf, 9]) = Trly e (7 f, 9]) ¥ se concluye.

Proposicion 4.5. [20] El morfismo residuo verifica las siguientes propiedades:

1. Sea V' un sub-K-mddulo de V' para el que A siga siendo sub-k-espacio vectorial,
! . . . 7’
entonces res'; = resy . En consecuencia, a partir de ahora y siempre que no dé lugar
a confusion, simplificaremos notacion a res,.

2. Si A~ A" por conmensurabilidad, entonces res, = res .

3. (Continuidad en f y g) Si fA+ fgA+ fg>A C A, entonces resa(fdg) = 0. En
particular, esto ocurre si fA C A ygA C A, luego resa es idénticamente nulo si A
es sub-K-modulo de V.

4. Sea g € K. Se verifica que, para todo entero n > 0, resa(g™ dg) = 0. Ademds, si g es
invertible, lo mismo ocurre para todo entero n < —2. En particular, se tiene que

resa(dg) = 0.

5. Si g € K es invertible y h € K verifica hA C A, se prueba que

resa(hg™! dg) = Trl;l/(AmgA)(h) - TISA/(AﬂgA)(h)'
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En particular, si g € K es invertible y gA C A, se obtiene

ress(g " dg) = dimy(A/gA) € N.

6. Sea B otro sub-k-espacio vectorial de 'V tal que fB < B para toda f € K, se verifica
que
f(A+B)<A+B y f(ANB)<ANB para toda f € K

y se deduce que
resq +resgp = resapyp +resans .

7. Sea K' una K-dlgebra conmutativa que, como K-mddulo, es libre de rango finito n.
Sean V' el K'-médulo K' @ V' y A’ el sub-k-espacio vectorial Y-; x; @ A C V' (para
(x;) una K-base fija de K'). Entonces:

s A" < A’ para todo f' € K'.

s La clase de conmensurabilidad de A" depende inicamente de la de A. Esto es,
sea B otro subespacio de V', (z}) otra K-base y B' =Y, 2, ® B, entonces A ~ B

)

si y solo si A’ ~ B'.

Ademds, se verifica que, para todo f' € K' y g€ K,
resa (f'dg) = resa((Trgryx f) dg)

donde Tr )i f' es la traza de f' como endomorfismo de K-mdodulos de K'.

Demostracion. 1) Se deduce de manera inmediata de lo visto en la Observacion 4.4.

2) Dado que la definicién de residuo solo depende del subespacio A por medio de sus subes-
pacios asociados y estos son los mismos a igual clase de conmensurabilidad (Proposicién
4.1), se termina.

3) Basta observar que, si fA+ fgA+ fg?A C A, los subespacios B y C considerados en
la Observacion 4.4 son el mismo.

4) Eligiendo ¢, € E; de modo que g; ~ g (méd. Es), resa(g" dg) = Trk.([g7, g1]) = 0 para
n > 0 pues g; y ¢ conmutan. Ademas, si g es invertible, se concluye razonando del mismo
modo, pues g~*> " dg = —(g~')"d(g~') para n > 0.

5) La segunda parte se obtendra de la primera tomando h = 1 y teniendo en cuenta que
A/gA es de dimension finita porque, de g7'A < A, se llega a A < gA. Para la primera,
parte, tomamos f = hg~! en la Observacién 4.4 y, en lugar del subespacio C, consideramos
el subespacio A N gA C C. Mediante argumentos analogos a los empleados en dicha
observacion, se llega en este caso a que

resa(f dg) = Tr?A+gA)/(AﬂgA)([7Tf7 ql)-

Por la linealidad de la traza, como [ f, g| = 7h — 7 h para 7 = gmg~! proyeccién de V
en gA, se verifica que

resa(f dg) = TYIEA+9A)/(AmgA)(Wh) - TrfA-f—gA)/(AﬂgA)(ﬂlh)'
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Usando que 7 y 71 son proyecciones en A y gA, respectivamente, y que hA C Ay hgA C gA,
se tiene que h como endomorfismo de (A+gA)/(ANgA) valoraen A/(ANgA) y coincide
con h sobre este subespacio, a la vez que m1h como endomorfismo de (A + gA)/(AN gA)
valora en gA/(A N gA) y sobre dicho subespacio coincide con h. A partir de esto y la
igualdad anterior, se deduce el resultado buscado.

6) A partir de la definicién y propiedades de la conmensurabilidad (estudiadas en la Seccién
2.4), se comprueba la primera parte

fA<A<A+B

fB<B<A+B}:>f(A+B):fA+fB<A+B y

ANB< A= f(ANB)< fA< A
ANB<B= f(ANB)< fB< B

Sabiendo esto, podemos pasar a probar la igualdad de residuos. Para ello, basta ver que

resa(f dg) — resa(f dg) = resanp(f dg) — resp(f dg).

Considerando las proyecciones k-lineales w4, g, a1 v Tanp de V en los subespacios
A, B,A+ By AN B, respectivamente, que restringidas al correspondiente subespacio son
la identidad y se anulan sobre el resto, se tiene que 74 + 7 = T + Tang. Ademads, bajo
estas hipdtesis sobre A y w4, se comprueba que maf € Ey y maf ~ f (méd. Es), luego
resa(f dg) = el ([maf, g]). Por lo tanto, llegamos a que

resang(f dg) —resp(fdg) = Try([ransf,g)) — Ty ([nsf, g]) =
= Try ([(mans — 78) f, 9]) = Ty ([(ma — wasn) f,9)) =
= Try([7af, g)) — Ty ([massf.g]) =
=resa(f dg) —resarp(fdg)

}:>f(AmB)<AmB.

usando que [Tangf,g] v [TBf, g] estdn en un subespacio de potencia finita (sobre el que la
traza es lineal), al igual que [maf, g] v [Ta1Bf, g]. Veamos que efectivamente es asi. Vamos
a probarlo solo para [Tangf,g] v [7Bf, g] por la similitud de ambas comprobaciones. En
este caso, ambos estan en el subespacio de potencia finita

{p € Endp(V) : (V) < B,p(B) < ANBy p(ANB) < (0)}.
En efecto,

(mansf, gl (V) = (manpg — 9manB)(f(V)) < (TanBg — gmans)(V) <
< mans(g(V)) + g(mans(V)) < (ANB)+g(ANB)< AN B < B.

mef, 9l (V) < (mpg—gmp)(V)<mp(9(V))+g(rs(V)) < B+gB < B,

[mansf, 9] (B) < (mang — 9manB)(B) < manp(9(B)) + g(manp(B)) <
<ANB+g(ANB)< ANB,

[m6f,91(B) < (7pg — gnp)(B) = (mp — 1d)(9(B)) < (75 — 1d)(B) = (0),
[WAme, g] (Aﬁ B) < (WAﬂBg — gT('AmB)(Aﬂ B) < <7TAmB — [d)(Aﬂ B) = (0) y

78/, 9] (AN B) <lrsf g](B) < (0).
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7) Si denotamos por B a un suplementario de A y consideramos la proyeccién k-lineal de

Ven A
™. V=A®B — A,
(a,b) — a

la aplicaciéon 7" de V' en A" que verifica 7'(3; z; ® v;) = ¥; ; ® w(v;) es una proyeccién
k-lineal. Ademas, podemos tomar f, = f'n’ € EX y g1 = g, luego

vesu(f' dg) = Tk ([f'7", ).

Por las propiedades universales de la suma directa y el producto directo, dar un endomor-
fismo k-lineal de V', ¢, equivale a dar n x n endomorfismos k-lineales de V', ¢;;, de modo
que

@ (Z 2 ® Uj) =7 ® py(v;)
J 1,J
para cualesquiera v; € V. Ademas, si £ C End, (V') es un subespacio de potencia finita,
entonces también lo es

F'={p € Endi(V') : p;; € F Vi, j} C Endy (V')
y, sea ¢ € F'  se verifica que

Try, (¢) = > ey (pis)-

Si denotamos f'x; = 32, w; f{; y aplicamos lo anterior al endomorfismo [f'7’, g], que verifica
Lf'7", glij = [fi;7, 9], se concluye que

Tl"%//([flﬂla g]) = Z Tr@([fz‘ﬂﬂ gl)

pues el subespacio F' generado por los [f;;m, ¢g] es de potencia finita.

Por otro lado, con la notacién que estamos empleando, se tiene que
TrK//K f/ = Z Jii
i
y, por lo tanto, como podemos tomar (X, fi;)1 = >.; fum € E{!, se concluye que

resa((Trgeryie [') dg) = resa((Y fi) dg) = Ty ([3_ furr, g)) = Ty (3L, 1),

(2

Terminamos por la linealidad de la traza sobre el subespacio de potencia finita F', pues al
desarrollar ambos lados de la igualdad hemos llegado a la misma expresion. O

Observacion 4.6. Cabe recalcarse que, en la demostracion de la dltima propiedad, la
hipétesis de que K’ sea de rango finito si se estd utilizando y es de gran importancia pues
permite asegurar que todas las sumas consideradas son finitas.
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4.1. Residuos en curvas algebraicas

Sea k un cuerpo y sea C una curva (algebraica) sobre k integra, completa y regular de
cuerpo de funciones K. Entonces la curva viene determinada moédulo isomorfismo por
dicho cuerpo de funciones K.

Con estas hipétesis, se tiene una correspondencia biunivoca entre los puntos cerrados de la
curva (i.e., los puntos distintos del genérico) y los anillos de valoracién discreta de cuerpo
de fracciones K que contienen a k, que asigna a cada punto la fibra en dicho punto. En lo
sucesivo, denotaremos por A, al completado de la fibra en el punto x, A, = @x, y K, al
cuerpo de fracciones del anillo A,.

DEFINICION 4.7. [20] Con la notacién anterior, se define el residuo en un punto
x € C como la aplicaciéon k-lineal

res, : Q}(m/k — k

que verifica

res, (f dg) = resiy’ (f dg).

Estd bien definido, i.e., fA, < A, para todo f € K,. En efecto, por ser A, ~ k(z)[[t]]
para k(x) el cuerpo residual de A,, existe un elemento primo ¢, € A, (el correspondiente a
t por el isomorfismo). Como k(z) = A,/(t,A,) es de dimensién finita sobre k, A, ~ t, A,.
Por el mismo motivo t" 1A, ~ t"A, para todo n > 1, luego podemos concluir mediante
inducciéon que A, ~ t¥ A, para todo n € N. Ademas, al pensarlos como subespacios de K,
A, ~ tlA, para todo n € Z. Sea entonces f € K, no nulo, f es producto de una potencia
de t, y un invertible, luego fA, = t? A, para algin n € Z y, en particular, fA, < A, para
todo f € K.

El siguiente teorema asegura que la definicién dada de residuo en un punto coincide con la
definicién analitica clasica:

Teorema 4.8. [20] Sea x € C un punto racional sobre k, de modo que A, ~ k[[t]] y, por
lo tanto, Ky ~ k((t)). Si [ =Yepait’ y g =3 ez bjt! son elementos de K, entonces

res,(fdg) = Y jaibj,

i+5=0

es decir, es el coeficiente en t=' de f(t)g'(t).

Demostracion. Se deduce de las propiedades del morfismo residuo. En efecto, por la
propiedad 3, podemos suponer que solo hay un nimero finito de coeficientes a; y b; no
nulos. La propiedad 4 deja entonces el calculo del residuo en términos del coeficiente
deseado,

res,(f dg) = resa, (t7"dt) > jab;
i+j=0

Finalmente, aplicando la propiedad 5 se llega a que resa, (7 dt) = 1y se concluye. [
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Teorema 4.9. [20] Sea S una coleccion de puntos cerrados de la curva y denotemos
por O(S) al subanillo de K formado por la interseccion de las fibras en dichos puntos.
Entonces, para cada w € Q}(/k, se verifica que

> resg(w) = resfg)(w)
z€S

donde la primera es una suma finita (i.e., casi todos los sumandos son nulos).

Demostracion. Para simplicar notaciéon, denotamos

As=1J]A: vy Vs={f=(fs) € [[ K: : f= € A, para casi todo z}.

€S z€S

Teniendo en cuenta que el nimero de polos de una funciéon f € K es finito, K puede
pensarse como un subespacio del K-espacio vectorial Vg mediante la inyeccién que manda
f € K al elemento (f) de Vs formado por tantas copias de f como puntos haya en S.
Aplicando la propiedad 6 del residuo a los subespacios K y Ag de Vg, cuya interseccién
es precisamente O(S), se tiene que resyg +resg = resp(s) +resg4Ag- No obstante, al ser
K un K-moédulo, por la propiedad 3 del residuo, resx = 0; y lo mismo ocurre para Vg.
Suponiendo ahora que Vg /(K + Ag) fuese de dimensién finita (se demostrard mas adelante),
Vs y K + Ag serian conmensurables y, por la propiedad 2 del residuo, resgya, = 0.

Queremos probar entonces que ress (w) = > ,cgres;(w). Sea w = fdg, se considera un
subconjunto S’ € S finito que contenga a todos los polos en S de f y de g y denotamos
T =S5 — 5" Entonces

VS:VTXHKx y AS:ATX HAI

xeS’ xS’

y aplicando sucesivas veces la sexta propiedad del residuo se llega a que

resa,(f dg) = resa,.(f dg) + Z res,(f dg).

zeSs’

Sin embargo, por la eleccién de S’ y la tercera propiedad del residuo, se verifica que
resa, (fdg) = 0y res,(fdg) =0 para todo x € T', con lo que se terminaria. Hemos dejado
pendiente no obstante demostrar que Vg/(K + Ag) es de dimensién finita. En lo sucesivo,
vamos a denotar Vi; y Ay al andlogo de Vs y Ag para U abierto de C. Como V¢ /(K + A¢)
se proyecta en Vs /(K + Ag) por el morfismo inducido por la proyeccién de V¢ en Vg, basta
probar que V¢ /(K + A¢) es de dimensién finita.

Vamos a ver que Ve /(K + Ac) ~ H'(C, O), que es de dimension finita por el Teorema 2.16.
Considérese la sucesion exacta de haces de grupos abelianos

0—0—K" 23K 50

donde las asignaciones a cada abierto U de C de K°(U), la imagen de K en V, y de
K'Y U) = Vy /Ay = @,ev K./ A, definen, respectivamente, los haces flascos K° y K*,
siendo los morfismos considerados las correspondientes proyecciones. El morfismo ¢ es el
inducido por los cocientes Vi — Vi; /Ay v es epiyectivo en fibra por ser K + A, = K.
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La sucesion exacta larga de cohomologia asociada a esta sucesion exacta corta de haces,
nos da el isomorfismo buscado:

H'(C,0) = coker(5(C)) = (Ve/Ac)/K(C) = Ve /(K + Ac).

Corolario 4.10. [20] Con la notacién anterior, tomando S = C — g, se llega a que

D res,(w) =0

T#g

para cada w € Qe .

Demostracion. Por ser la curva completa, aplicando el Teorema 2.16, se tiene que
O(C—g)=0(C)=H"(C,0)

es de dimensién finita, es decir, O(C — g) ~ (0). Por lo tanto, por la propiedad 2 del residuo
y el Teorema 4.9, se concluye. O

Teorema 4.11. [20] Sea C' - C el epimorfismo finito inducido por una extension finita

K C K’ segin el Teorema 2.15. Entonces, para f' € K', g€ K yx € C,
> resy(f'dg) = res,((Trr i ) dg).

z'en—1(x)
Andlogamente, si ' € 7 '(x), ' € K. y g € K,
resy (f' dg) = res,((Trx /i, f') dg).
Demostracion. Por la séptima propiedad del residuo,

ves,((Texoy /') dg) = resg, (f' dg).

donde B, denota al cierre entero de O, en K’. Se concluye aplicando ahora el Teorema 4.9
a By, lo cual es posible por [6, Teorema 12.25]. Del mismo modo, se prueba para A,. O

4.2. Ejemplo

Sea k un cuerpo de caracteristica 0 y sea C = P} = Proj(k[zo, z1]) la recta proyectiva,
cuyo cuerpo de funciones es k(t) para t = = Sea x € C distinto del genérico, vamos a

calcular res,(f dg) para
5)
= = =3t
f=5 (=) y g

con la intencién de comprobar que se verifica el Corolario 4.10.

Como todos los puntos (distintos del genérico) de la recta proyectiva son racionales, por el
Teorema 4.8, para calcular el residuo en (¢ — 3) (respectivamente, (1/t)) basta calcular
el coeficiente en ¢! del desarrollo de Laurent de f(t + ) ¢'(t + 3) (respectivamente,

f(1/t)g'(1/t).
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= Si =0, se verifica que
15
f)g' () = 57— = —15 Z £
2t —1)
luego reso(f dg) = —15 (donde ress(f dg) denota al residuo en (¢ — f3)).

= Si =1, haciendo el cambio de variable z =t — 1, se tiene que

/ o ]'5 o Z—l - — n\2
luego res; (f dg) = 15.

= Si §#0,1, denotando u =t + 3, se observa que

/ _ 15 —
) = G g -1

BB B SEC

tiene coeficiente en ¢~! nulo, luego resz(f dg) = 0.

ol
» Six =00, es decir, z = (1/t), mediante el cambio de variable ¢ = 1/t se llega a que
o, 15t
f)g ) = — = —15t2t

Por lo tanto, resy(f dg) = 0.

Hemos calculado de modo analitico los residuos y comprobado que su suma es nula. A
continuacién, vamos a comprobar que este cdlculo analitico efectivamente coincide con el
calculo algebraico propuesto en la Observacion 4.4, segiin la cual

res, (f dg) = Ty 0. ([7f, g])
para B, = A, + gA,, Co ={ve B, : fve A,y fgve A}y

m: V=A, &N, — V
(az,nz) +—> ag

para cualquier suplementario N, de A,.
Como todos los puntos (distintos del genérico) de la recta proyectiva son racionales,

tenemos que A, ~ k[[t]] y que K, ~ k((t)). Por lo tanto, en los puntos de la forma (¢ — 3),
se comprueba que

k[[t]] si B =
B, ~k[[t]] 'y Co=A{vek[[t]: fveklt]}= { k[[E]] i p=
k[[E]]  siB#

Por otro lado, en el punto del infinito llegamos a que By, = Cu, >t E[[t]].

0
1
0,1.

Concluimos de nuevo que el residuo es cero tanto si x = oo como si 3 # 0, 1. Veamos que
ocurre en los otros dos casos:
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s Si =1, sellega a que

15 > n o i) _ -1 S n\2
f@E) = oy =B X v ) = =5 ()

Consideréandose la base {[1]} de k[[z]]/zk[[2]], se comprueba que
resy (f dg) = Teg e [T (2)9(2) — g(2)7 f(2)] =
= (mf(2)9(2) — 9(z)7f(2))([1]) = 15.

= Si =0, se obtiene que

15 5

FOA) = o =1 S 1y ) = g = Y e

Considerandose la base {[1], [t]} de k[[t]]/t?K[[t]], se verifica que
reso(f dg) = Trfi ergy (7 (0)g(t) — g(O)7f (1)) = =15

porque, en dicha base,
—15 —15
0 0o /-

mf(t)g(t) — g(t)m f(t)






Capitulo 5

Ley de reciprocidad de Segal-Wilson

Sean k un cuerpo de caracteristica 0 y V' un k-espacio vectorial de dimensién arbitraria.
Fijemos un subespacio A de V.

En este capitulo vamos a estudiar el andlogo multiplicativo, expuesto en 2013 en [7], a la
definicion de John Tate de residuo.

Para ello, vamos a dar primero algunas definiciones y propiedades asociadas a la exponencial,
ahora que ya se ha introducido el subespacio de potencia finita Ey, que recordemos depende
solo de la clase de conmensurabilidad de A.

Proposicién 5.1. [7] Si ¢, € Ey, entonces

detit ™ (expt () expt (1)) = dety ™ (exp”()) detit™ (exp(¥)).

Demostracion. Como FEj es un subespacio de potencia finita, ¢ y 1 son de potencia finita
y el lado derecho de la igualdad tiene sentido. Veamos ahora que el lado izquierdo también
y que se verifica la igualdad. Segun el Teorema 3.58,

P2le®1)?  Ple®1)

¢ =expF(p) —Id=z2(p®1) + 5 + al +...y

_ 21?2 PYel)?

b= expb(v) ~ 1d =@ 1)+ I ZWOD

son de potencia finita. Por otra parte, como el producto de cualesquiera dos elementos de
Ey es de rango finito, el Lema 3.40 nos asegura que (p, 1)) es un subespacio de potencia
finita. Sabemos ya que W = {,%)?(V) es un subespacio finito-dimensional y-invariante y
y-invariante tal que @i (V), (V) C W. Usando que la cardinalidad de N x N es Ry, se
tiene que

[6,0] (V) = (e ® 1), 2(0 © 1)] (Vi) + [z(so o1, 2WEY

V) +...CcW,

con W, =W ® k((z)) vy, por tanto, {@, ﬂ es de rango finito. Aplicando otra vez el Lema

3.40, (@, 1) es un subespacio de potencia finita. Finalmente, mediante la Proposicién 3.39

45
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se concluye:
dety ™ (exph(p) expl (1)) = detyt (14 @)(1+ ) =
= det:VSZ”u + @) det@gi”u +9) =
= dety ™ (exp® (i) dety  (exph (1))

Proposicién 5.2. [7] Si ¢, € Ey, entonces
detyf ™ (expt(p + 1)) = ety (exp!(i2)) detyf™ (expt ().

Demostracion. Al ser Fy subespacio, ¢ + ¢ € E; serda de potencia finita. Por lo tanto,
podemos hablar del determinante de su exponencial. Gracias a la linealidad de la traza
sobre Ey (Proposicién 4.1) y a la Proposicién 3.59, se termina:

deti ) (expk (@ + 1)) = exph(Trk (o + ) = exph(Trk () + Trk (1)) =
= exph(Tr () exph (T (1)) =
= dety! (exp(p)) ety ™ (expt (1))).

k
\%
k
\%

Corolario 5.3. [7] Si g, € Ey, entonces

detys ™) (expt (e + 1)) = dety ) (exp® () exph (1))

Si definimos ahora
eXPIZci : Endf;p(V) — Autk((z))(‘/;), . '
Pe®1)?  Peal)’
2 3!

mediante una argumentacion andloga a la de la demostracion del Teorema 3.58 se tiene
que la definicion es valida y exp’; —Id es un endomorfismo de potencia finita de V..

o — IdR1+2(p®1)+

+ ..

Para todo nimero natural n > 1, denotamos a un elemento de A, = ]\, {exp’;-(Eo)}

por a, = {exp*(¢1), ...,exp¥.(0,)} (con @1, ..., p, € Ey). Considerando, para m > n, las

aplicaciones
Omn © Am — Ay
Gy, +—> ap

se tiene un sistema proyectivo {A,, ¢m,} cuyo limite proyectivo es

lim A, = f[l {exp’;-(Eo)} :

Abusando ligeramente de notacion al usar [] tanto para el producto cartesiano de conjuntos
como para el producto de elementos de un cuerpo, se puede definir para cada nimero
natural n > 1 un morfismo:

Gl A k)
a, +— H?Zldetvi(z))(exp’;(goi)).
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Observacion 5.4. [7] Considerando la inyeccion
An — Autk (Z))(V )
an +— Tl expli(ei)
la definicién dada cobra sentido pues se verifica que

dety! ™ (TT expli() = [T ety (expi(0).
i=1

i=1
Lo siguiente serfa dar una definicion andloga sobre el limite proyectivo. No obstante, si
bien se tiene una inyeccion
@ A, <= Autk( (2)) (V)
{an} = {expt(p1), ..y expln(pn), ..} > TI2; expli(e)

para

[Texpli(p) =Id®@ 1+ (o1 ® 1)z +

=1

+ iy ® 1) 22+ ..,

en [7] no se llega a una definicién sobre todo el conjunto Lo que si se obtiene es una
definicién sobre los elementos {a,} compatibles con detv c Ap — E((2)):

DEFINICION 5.5. Sea {a,} € lim A, compatible con detv : A, — k((2)), es decir,
existe m € N tal que, para todo n > m,

detyt (a,) = dety ™ (ay).
Se define su determinante por
k((z k((z
deti ™ ({a,}) = detit ™ (a) € k((2)).
Esto es,

dety (T exp () := detit (] expli(v1)) = 11 dety\ ) (exp (¢:)).

=1 =1

Lema 5.6. [7] Sea {@;}i>1 C Ey una coleccion de endomorfismos tales que Tr¥, (¢;) = 0
para todo n > m € N. Entonces se verifica que

00 m—1
detyt ™ (T expli(pi) = TT dety? (expli()) € k((2)).
i=1 =

Demostracion. Andlogamente a la demostracion de la Proposicion 3.59, se prueba que,
para i > 1y ¢ € End/?(V) cualquiera, det%(z))(exp’;(gp)) = exph(Trl (v)) € k((2))*.
Luego, si Tt} (¢) = 0, det%(z))(exp’;(go)) =1 para todo i > 1.

Aplicando esto a la familia {¢; };>1, se llega a que sus exponenciales son compatibles con
el determinante, i.e., para todo n > m — 1,

TT dety\ (expi(¢))) H dety @ (expti (¢4)

y se concluye. O
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Observacion 5.7. Sea {p;}i>1 como en el Lema 5.6. Denotando ¢ = 0 y considerando la
coleccion {¢)}i>1 con ) = ¢, (que verifica las condiciones de dicho lema para m’ = m+1),
se deduce del Lema 5.6 que

k((z 00 k((=z 00 m’ — k((z
ety (TT32, exphis (1)) = dety ™ (IT, exphi(p))) = T detyl™ (exphi(#) =
=Tt detk((z))(expgm(%)) € k((2)).
A partir de estos resultados, se demuestra el siguiente:

Teorema 5.8. [7,17] Con la notacion anterior, la aplicacion

ca: KxK — k((2)*
(f,9) — ety (exph(f1) expt(g1) exph(—(fi + 1))

X

es un 2-cociclo de K con coeficientes en k((z))*, i.e., verifica ca(1,1) =1 y, para cuales-

quiera f,g,h € K,
calf,9) -ca(f +g,h) = ca(f,g+h) - calg, h).
En particular, se tiene una extension central de grupos,

1 — k() — Ky — K — 1.

Demostracion. Veamos primero que esta aplicacion estd bien definida. Denotando

e(f,9) = expl(f1) expt(g) expl(—(f1 + 91))

y utilizando la féormula de Zassenhaus

expt(f1 +g1) = expL(f1) expt(g1) [ explics (W) ’
i>1

con

Ci=fi,al, Ca=2[[fi,q], 3] = [f1,[f1, 91]l,
Cs = 3([[f1, g1, 1), ¢1] = 3[Lf1; [fr, aalls ga) + Lo, U, Lo anllls -

se llega a que
_ ] [ k. ( g1, fl)
T ( (i + 1)! )

1>1

Teniendo en cuenta que Tr},(C;) = 0 para i > 2 por la Proposicién 4.2, podemos aplicar lo
visto en la Observacion 5.7 para concluir que

alf.9) = et (el 9)) = det (expha( 11, 01)

estd bien definida dado que [f1, g1] € Ej.

De esto tltimo se deduce también la propiedad de 2-cociclo aplicando la Proposicién 5.2 y
teniendo en cuenta que

o] + i+ g1, a] = [f1, 91 + ha] + [g1, P
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Finalmente, segun se prueba en [17], todo 2-ciclo produce una extension central de grupos,
siendo en este caso K4 el grupo k((z))* x K con el producto

(av f) ’ (b7 g) = (CA(fv g)abaf +g)
O

Observacion 5.9. [7] Se deduce de la anterior demostracion, aplicando la Proposicién 3.59,
que

ca(f,g) = det’f/i(z)) (expzz(;[fl,gl])> = exp,2 (; Tr@([fl,gl])> = exp,2 (; resa(f dg)) )

Observacion 5.10. [7] La definicién de cy4 estd claramente inspirada en el 2-cociclo de la
Proposicién 2.37. Por otro lado, si fijamos un suplementario B de A en V' y bases para
ambos subespacios, denotando

a b

a la matriz de f € K asociada a dicha descomposicion V' = A@® B, se observa que podemos

tomar
a 0

Ademas, se puede generalizar la formula

det(exp(A) exp(B) exp(—A) exp(—B)) = exp(Tr([4, B))

detyt ™ (exp, (f1) exp, (g1) exp, (— f1) exp,(—g1)) = exp.a (Trf([f1, 91]))-

Por lo tanto, se tiene otra analogia con la teoria de Segal-Wilson pues esta tltima expresion
es similar a la obtenida en la Proposiciéon 2.41.

A partir de la Observaciéon 5.9, se deducen de forma inmediata, de las propiedades ya
vistas del morfismo residuo, las siguientes propiedades del 2-ciclo c4:

Proposicién 5.11. [7]

1. Si A ~ A’ son dos subespacios conmesurables de V', entonces ca(f,g) = ca(f,g).
Esto es, el 2-cociclo depende del subespacio A elegido solo en cuanto a su clase de
conmensurabilidad respecta. En particular, K, = K.

2. Si fACAygAcC A, entonces ca(f,g) = 1. De ser ast, K, es el grupo k((2))* x K
con el producto habitual

<a7f> : (bag) = (ab>f+g)'

3. ca(l,g) =1=calg,1) para todo g € K.
4. Si g € K es invertible y h € K wverifica hA C A, entonces

_ 1 1
ca(hg 1,9) = €XP,2 <2 TIZ/(AﬂgA)(h)) * €XD,2 <—2 Tr];A/(AﬂgA)<h)> :
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5. Si B es otro sub-k-espacio vectorial de V' tal que fB < B para todo f € K, entonces

CA+B(f7 g) : CAﬂB(fv g) = CA(f7 g) : CB(f> g)

Finalmente, de la Observacion 5.9 y el Corolario 4.10, se deduce el siguiente:

Corolario 5.12 (Ley de reciprocidad). Sea C una curva (algebraica) sobre k integra,
completa y regular de cuerpo de funciones K. St denotamos S = C — g para g el punto
genérico de la curva, A, = O, y K, el cuerpo de fracciones del anillo A,, se verifica que

H CAz<f7.g) =1

zeSs
para cualesquiera f,g € K.

Ejemplo 5.13. Continuando con el ejemplo del capitulo previo (ver Seccién 4.2), vamos

a comprobar que
H ca,(f,9) =1
x#g

Recordemos que, segiin la Observacion 5.9, se tiene que

ca,(f,g) = exp,2 (; res, (f dg)) :

Por lo tanto,
exp,2(—2) sif=0

ca, (f,9) =1 expa(£) sif=1

1 sif#£0,106z= 0.
Como las constantes conmutan entre si,

15 15 15 15

expz2(_?) : eszz(?) = exng(—? + ?) = €XDP,2 (O) =1

y se concluye que efectivamente

H CAz(fvg) =1L

zF#g
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