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Capítulo 1

Introducción

El concepto de residuo de una 1-forma diferencial en un punto del plano complejo es
una de las nociones principales que estudia el Análisis Complejo. El cálculo de residuos
posibilita el cómputo de múltiples integrales definidas y sumas infinitas.

En 1968 el matemático estadounidense John Tate da en [20] una definición algebraica
de este concepto, hasta entonces puramente analítico. Para ello, introduce, de manera
auxiliar, una nueva noción en el ámbito del Álgebra Lineal: un endomorfismo en un espacio
vectorial infinito dimensional será «de potencia finita» si la imagen de alguna de sus
potencias es de dimensión finita. Como en un espacio vectorial de dimensión finita todo
endomorfismo verifica esto, podemos pensar los endomorfismos de potencia finita como
una generalización del concepto ya conocido de endomorfismo en un espacio vectorial de
dimensión finita. La noción de endomorfismo de potencia finita también generaliza los
conceptos de endomorfismo nilpotente y endomorfismo de rango finito.

En este trabajo se pretende recopilar un estudio de estos endomorfismos para comprender
después su aplicación en la definición de Tate de residuo.

En el Capítulo 2, comenzamos dando una serie de nociones preliminares que serán de
gran utilidad a lo largo del trabajo. Entre otras cosas: se introducen conceptos asociados a
endomorfismos en dimensión finita para luego generalizarlos; se dan algunas propiedades
de los espacios vectoriales de dimensión infinita de uso recurrente en el trabajo y se define
la relación de «conmensurabilidad» entre sus subespacios; y se comenta la noción de curva
en Geometría Algebraica así como la definición clásica de residuo del Análisis Complejo.
El Capítulo se cierra con una breve exposición del estudio publicado en 1985 por Graeme
Segal y George Wilson en [18], pues es a partir de este que los profesores de la USAL
Daniel Hernández Serrano y Fernando Pablos Romo introducen en 2013 en [7] un análogo
multiplicativo al estudio del residuo de Tate.

El Capítulo 3 se centra en los endomorfismos de potencia finita. Inicialmente, definimos
endomorfismo de potencia finita mediante tres caracterizaciones distintas, introduciendo
las nociones de «descomposición AST» del espacio vectorial y de «descomposición Core-
Nilpotente» del endomorfismo. Estas dos descomposiciones las extraemos, respectivamente,
de lo hecho en 2007 en [1] por Martin Argerami, Fernando Szechtman y Ryan Tifenbach y
del trabajo de Fernando Pablos publicado en 2020 en [13]. A continuación, basándonos
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

en la clasificación ya conocida de los endomorfismos en espacios vectoriales de dimensión
finita, se da, según [12], una clasificación de los endomorfismos nilpotentes en dimensión
arbitraria, que se generaliza a los de potencia finita. Cabe mencionar que el estudio de
descomposiciones y clasificación que se efectúa hasta este punto depende en gran medida
del hecho de que los endomorfismos de potencia finita de un cierto espacio vectorial admiten
un polinomio anulador. Esto puede observarse en [11], donde se generaliza la clasificación
aquí dada a una válida para todo endomorfismo en un espacio vectorial de dimensión
arbitraria que tenga un polinomio anulador.

Una particularidad de los endomorfismos de potencia finita es que, al igual que para los
operadores de clase de traza que analizamos en los preliminares, es posible definir para
ellos nociones de traza y determinante, de modo que dichas definiciones generalicen las ya
conocidas en dimensión finita. Es en esto en lo que fijaremos nuestro interés durante el
resto del Capítulo 3, dando múltiples propiedades y comparando estas definiciones con
otras como, por ejemplo, la definición de Alexander Grothendieck de determinante dada
en 1956 en [4] para operadores de rango finito.

Para finalizar el Capítulo 3, se ejemplifica este estudio para un endomorfismo concreto
con el fin de facilitar la comprensión del lector.

Los Capítulos 4 y 5 sirven de conclusión al trabajo, aplicando lo aprendido sobre los
endomorfismos de potencia finita al análisis de Tate del residuo y a su análogo multiplicativo.
Ambos capítulos terminan también centrando nuestra atención en un ejemplo específico
para una mejor asimilación de los contenidos.



Capítulo 2

Preliminares

2.1. Determinante, traza e índice de endomorfismos
en espacios de dimensión finita

Sean k un cuerpo, V un k-espacio vectorial de dimensión finita n y T ∈ Endk(V ).

Si suponemos ch(k) ̸= 2 y denotamos Ωn(V ) al conjunto de los tensores hemisimétricos
n-covariantes, se tiene un endomorfismo Ωn(T ) : Ωn(V ) −→ Ωn(V ) definido por

[Ωn(T )(Ω′
n)](v1, ..., vn) := Ω′

n(T (v1), ..., T (vn)).

Como dimk(Ωn(V )) = 1, Ωn(T ) ha de ser una homotecia, i.e., Ωn(T )(Ω′
n) = λΩ′

n para
cierto escalar λ.

Definición 2.1. Se define el determinante de T como el escalar det(T ) dado por la
homotecia Ωn(T ).

Para más detalles sobre esta definición, consúltese [5].

Omitiendo ya las suposiciones sobre la característica del cuerpo, damos las dos definiciones
siguientes:

Definición 2.2. Se define la traza de T, Tr(T ), como la traza de la matriz asociada a
T en cualquier base.

Definición 2.3. Se define el índice de T, i(T ), como el índice de la matriz asociada a
T en cualquier base; i.e., si A es la matriz de T en cierta base, i(T ) es el mínimo m ∈ N
tal que rk(Am) = rk(Am+1), donde rk(A) denota al rango de la matriz.

Observación 2.4. Estas definiciones de determinante, traza e índice son válidas para V no
trivial, i.e., V ̸= 0. Si fuese de otro modo, se impone por definición que la traza y el índice
son nulos y el determinante es 1.

Observación 2.5. Si cT (x) es el polinomio característico de T, entonces (−1)n det(T ) es su
término independiente y −Tr(T ) su coeficiente de grado n− 1.

3



4 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES

2.2. Descomposición CN de matrices en dimensión
finita

Sean k un cuerpo, V un k-espacio vectorial de dimensión finita n y T ∈ Endk(V ).

Denotando aT (x) al polinomio anulador de T , se tiene que aT (x) = xmp(x) con (x, p(x)) = 1
para algún m ∈ N. V descompone entonces como V = ker p(T ) ⊕ kerTm. Denotando,
respectivamente, por W y U a dichos subespacios y considerando la base de Jordan del
endomorfismo, la matriz de T en dicha base es de la forma

J =
(
D 0
0 N

)

donde D es la matriz de T |W , que es invertible, y N la de T |U , que es nilpotente.

Por lo tanto, sean A la matriz de T en alguna base y P el cambio de base a dicha base
desde la de Jordan, A descompone de modo único como suma de dos matrices A1 y A2,
verificando:

i(A1) ≤ 1,

A2 es nilpotente y

A1A2 = A2A1 = 0.

En efecto, basta tomar

A1 = P

(
D 0
0 0

)
P−1 y A2 = P

(
0 0
0 N

)
P−1.

La unicidad de esta descomposición se tendrá posteriormente, como consecuencia del
Teorema 3.5. A esta descomposición se le denomina descomposición Core-Nilpotente (CN),
siendo A1 la parte Core (i(A1) ≤ 1) y A2 la nilpotente.

Observación 2.6. A partir de las definiciones dadas con anterioridad, se verifica que
det(1 + T ) = det(1 + T |W ), Tr(T ) = Tr(T |W ) e i(T ) = i(T |U ), i.e, el orden de nilpotencia
de N o, lo que es lo mismo, el exponente de x en el anulador.

2.3. Espacios vectoriales de dimensión infinita

Sean k un cuerpo y V un k-espacio vectorial de dimensión infinita.

Definición 2.7. Un subconjunto de V es linealmente independiente si todos
sus subconjuntos finitos lo son.

El subespacio generado por un subconjunto es el subespacio formado por las
combinaciones lineales finitas de elementos de dicho subconjunto.

Un subconjunto de V es una base (de Hamel) de V si es linealmente independiente
y V es el subespacio que genera.
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Los lectores pueden encontrar en [8, 9] los siguientes resultados:

Proposición 2.8. Todo vector no nulo se escribe de modo único como combinación
lineal finita de elementos de cualquier base.

Todo sistema de generadores no nulo contiene una base. En particular, todo espacio
vectorial no nulo admite una base.

Las bases de V tienen el mismo cardinal, por lo que puede definirse la dimensión
de V precisamente como dicho cardinal.

Todo conjunto de vectores linealmente independiente puede completarse, añadiendo
vectores de cualquier base, hasta formar una base.

Todo subespacio admite suplementario.

2.4. Conmensurabilidad

Sean k un cuerpo y V un k-espacio vectorial de dimensión arbitraria.

En [20], Tate define un preorden en el conjunto de subespacios de V : sean A, B dos
subespacios cualesquiera, A < B si y solo si (A + B)/B es de dimensión finita (o,
equivalentemente, si A ⊂ B +W , con W de dimensión finita). A partir de este preorden,
se define la relación de equivalencia de conmensurabilidad:

Definición 2.9. [20] Se dice que dos subespacios A, B de V son conmensurables si
A < B y B < A.

Proposición 2.10. [7] Se verifica que dos subespacios A, B de V son conmensurables si
difieren en uno de dimensión finita, i.e, dim((A+B)/(A ∩B)) <∞. Esto equivale a que
A y B descompongan como suma directa de su intersección y un subespacio de dimensión
finita.

Demostración. Es fácil ver que si dos subespacios son conmensurables según esta nueva
definición, lo son según la dada por Tate. El recíproco se tiene también sin dificultad
considerando la siguiente sucesión exacta:

0 −→ A/(A ∩B) −→ (A+B)/(A ∩B) −→ (A+B)/A −→ 0
[a] 7−→ [a] ; [a+ b] 7−→ [a+ b]

pues A/(A∩B) ≃ (A+B)/B, luego el espacio intermedio será de dimensión finita al serlo
los de los extremos.

Propiedades. [20] Sean A,B,A1, ..., Am, B1, ..., Bn subespacios de V y φ ∈ Homk(V,E)
con E un k-espacio vectorial arbitrario:

Si A es un subespacio de B, entonces A < B.

A < B ⇒ φ(A) < φ(B).
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m∑
i=1

Ai <
n⋂
j=1

Bj ⇔ Ai < Bj ∀1 ≤ i ≤ m; 1 ≤ j ≤ n.

Demostración. Las dos primeras propiedades se comprueban sin dificultad, al igual que,
si ∑m

i=1 Ai <
⋂n
j=1 Bj, entonces Ai < Bj ∀1 ≤ i ≤ m; 1 ≤ j ≤ n. Veamos el recíproco. Se

reduce a probar:

Si A < B1 y A < B2, entonces A < (B1 ∩ B2) (para cualesquiera subespacios
A,B1, B2). Én efecto, basta considerar la sucesión exacta:

0 −→ (A ∩B1)/(A ∩B1 ∩B2) −→ A/(A ∩B1 ∩B2) −→ A/(A ∩B1) −→ 0
[a] 7−→ [a]; [a] 7−→ [a]

y tener en cuenta que el primer término es de dimensión finita por sumergirse en un
espacio vectorial de dimensión finita:

(A ∩B1)/(A ∩B1 ∩B2) ↪→ A/(A ∩B2).
[a] 7−→ [a]

Si A1 < B y A2 < B, entonces (A1 + A2) < B (para cualesquiera subespacios
A1, A2, B). En efecto, está claro que, si A1 ⊂ B +W1 y A2 ⊂ B +W2 con W1 y W2
de dimensión finita, entonces A1 + A2 ⊂ B +W1 +W2 y W1 +W2 es de dimensión
finita.

2.5. Curvas en Geometría Algebraica

Sea k un cuerpo.

Definición 2.11. Una curva (algebraica) sobre k, C, es un k-esquema algebraico
de dimensión 1, es decir, una pareja (C,OC) formada por, respectivamente, un espacio
topológico de dimensión 1 y un haz de anillos en él (al que denotaremos simplemente O si
no hay lugar a confusión) de modo que:

1. Para cada x ∈ C, la fibra en dicho punto, Ox, es un anillo local.

2. Existe un recubrimiento por abiertos de C, {Ui}i∈I , tal que, para todo i ∈ I, (Ui,OUi)
es afín (i.e., es el k-esquema que produce el espectro de un anillo) y viene dado por
una k-álgebra de tipo finito.

3. O(C) es una k-álgebra.

Definición 2.12. Sea C una curva sobre k, se dice que es íntegra si, para todo abierto
afín U , O(U) es un anillo íntegro. De ser así, todos estos anillos tienen el mismo punto
genérico g y, en consecuencia, el mismo cuerpo de fracciones Σ, que se denomina cuerpo
de funciones de la curva.
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Definición 2.13. Sea C una curva íntegra sobre k, se dice que es regular (o no
singular) si todos sus puntos son no singulares, es decir, para todo x ∈ C, Ox es un anillo
de valoración.

Definición 2.14. Sea C una curva íntegra sobre k, se dice que es completa si todo
anillo de valoración domina a un único Ox.

Cuando se tratan las curvas completas y regulares, es inevitable encontrarse con el concepto
de variedad de Riemann. Sea k −→ Σ es una extensión de k de tipo finito y grado de
trascendencia 1. Definimos entonces una curva, C, del siguiente modo:

1. Los puntos son el trivial (Σ) y los anillos de valoración de Σ (triviales sobre k).

2. La topología viene dada por considerar cerrado cualquier conjunto finito de puntos
no triviales.

3. El haz OC en cada abierto viene dado por la intersección de los anillos de valoración
contenidos en dicho abierto.

Este es un concepto de uso frecuente en el estudio de la Geometría Algebraica por lo
que procedemos a enunciar el siguiente teorema sin demostración (para más detalles,
véase [16]):

Teorema 2.15. Si k −→ Σ es una extensión de k de tipo finito y grado de trascendencia
1, entonces define del modo anterior una curva íntegra, regular y completa de cuerpo de
funciones Σ, C, a la que se denomina la variedad de Riemann de Σ.

Además, si Σ ⊂ Σ′ es una extensión finita de cuerpos de este tipo, induce un epimorfismo
finito de esquemas C ′ −→ C, para C ′ la variedad de Riemann de Σ′.

Teorema 2.16. [10] Sea C curva íntegra, completa y regular de cuerpo de funciones Σ.
Entonces:

Para todo haz de módulos quasicoherente en C, M, se verifica que el i-ésimo grupo
de cohomología de M en C, H i(C,M), es nulo si i > 1.

Para todo haz de módulos coherente en C, M, se verifica que H0(C,M) y H1(C,M)
son ambos k-espacios vectoriales de dimensión finita.

Demostración. Considerando un elemento t ∈ Σ trascendente sobre k, la extensión finita
k(t) ↪→ Σ induce un morfismo epiyectivo y finito (en particular, afín) π : C −→ P1

k. Como
la imagen directa de morfismos afines conserva la cohomología de los haces quasicoherentes
(por el Teorema de De Rham) y la de morfismos finitos preserva quasicoherencia y
coherencia, se reduce la demostración al caso C = P1

k.

Suponiendo ahora ya que C = P1
k, el primer enunciado se obtiene aplicando la sucesión

exacta de Mayer-Vietoris a P1
k = Spec k(t) ∪ Spec k(1/t). Para la segunda parte, vamos a

proceder por inducción sobre r, el rango de M. Si r = 0, el haz es flasco, luego todos los
grupos de cohomología son nulos. Como el resultado es cierto para haces de línea, también
se tiene para r = 1. Si r > 1, podemos suponer que M viene dado por un módulo sin
torsión, de modo que podemos considerar un elemento no nulo s de su fibra genérica Mg
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y definir el submódulo de línea L dado por
L(U) = {s′ ∈M(U) : s′ = fs ∈Mg para algún f ∈ k(t)}.

La sucesión exacta larga de cohomología asociada a la sucesión exacta corta de haces
0 −→ L −→M −→M/L −→ 0

permite concluir, al ser el teorema cierto para el haz de línea L y paraM/L por inducción.

2.6. Residuos en Análisis Complejo

Sea U un abierto del plano complejo, U ⊂ C, y sea f(z) una función analítica en U (i.e.,
holomorfa en un abierto de U de complementario discreto). Consideremos un punto z0 ∈ U
y un entorno V de dicho punto de modo que f sea holomorfa en V − z0.

Definición 2.17. Con la notación anterior, se define el residuo en el punto z0 de la
1-forma diferencial ω = f(z) dz del modo siguiente:

resz0(f dz) = 1
2πi

ˆ
γ

f(z) dz

para γ cualquier circunferencia centrada en z0 y contenida en V .

Se comprueba que esta definición no depende de la circunferencia γ elegida. Además,
considerando el desarrollo de Laurent de f en el disco delimitado por γ,

f(z) =
∑
n∈Z

an(z − z0)n,

se comprueba que el residuo de f dz en z0 es el coeficiente a−1.

Este concepto es de gran importancia para el Análisis Complejo pues de él deriva el
conocido Teorema de los residuos, entre cuyas aplicaciones está, por ejemplo, el cómputo
de ciertas sumas infinitas. A continuación, vamos a enunciar dicho teorema:

Teorema 2.18 (Teorema de los residuos). Sea U un abierto de C y f una función analítica
en U. Sea V un abierto de cierre compacto contenido en U que cumpla las condiciones
para ser una subvariedad con borde regular de clase C1 a trozos de modo que f no tenga
singularidades en su frontera. Entonces hay un número finito de singularidades de f en V
y ˆ

γ

f(z) dz = 2πi
∑
z0∈V

resz0(f dz).

2.7. Operadores de clase de traza

Sea H un espacio de Hilbert con producto interior ⟨·, ·⟩. Sea {ei}i∈I una base ortonormal
de H. Denotemos por B(H) al conjunto de los endomorfismos lineales acotados (i.e.,
continuos) de H.
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Lema 2.19. [2] Sea A ∈ B(H), A es autoadjunto (es decir, es su propio operador adjunto
A∗) si y solo si ⟨Ax, x⟩ ∈ R para todo x ∈ H.

Definición 2.20. [2] Un operador acotado A ∈ B(H) es positivo si es autoadjunto y
⟨Ax, x⟩ ≥ 0 para todo x ∈ H.

Definición 2.21. [2] Sea A ∈ B(H) un operador acotado positivo. Se define el
operador raíz cuadrada de A como el único operador positivo A1/2 ∈ B(H) tal que
(A1/2)2 = A.

Lema 2.22. [2] Sean A ∈ B(H) y {fj}j∈J otra base ortonormal de H, se tiene que∑
i∈I
⟨|A|ei, ei⟩ =

∑
j∈J
⟨|A|fj, fj⟩

donde |A| denota al operador raíz cuadrada de A∗A, que verifica

∥Ax∥ = ∥|A|x∥.

Definición 2.23. [2] Se dice que un operador continuo de H, A ∈ B(H), es un
operador de clase de traza si ∑

i∈I
⟨|A|ei, ei⟩ <∞.

Observación 2.24. El Lema 2.22 asegura que la definición de operador de clase de traza no
depende de la base ortonormal elegida.

Teorema 2.25. [2] El conjunto de todos los operadores de clase de traza, B1(H), es un
espacio de Banach con la norma

∥A∥1 :=
∑
i∈I
⟨|A|ei, ei⟩.

Teorema 2.26. [2] El conjunto de los operadores acotados de H que son de rango finito,
B00(H), es un subconjunto denso de B1(H).

Teorema 2.27. [2] Con la notación anterior, si A ∈ B1(H), entonces se comprueba que∑
i∈I
|⟨Aei, ei⟩| <∞.

Además, si {fj}j∈J es otra base ortonormal de H, se verifica que∑
i∈I
⟨Aei, ei⟩ =

∑
j∈J
⟨Afj, fj⟩.

Definición 2.28. [2] Se define la traza de un operador de clase de traza A como

Tr(A) :=
∑
i∈I
⟨Aei, ei⟩ ∈ C.
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Observación 2.29. El Teorema 2.27 garantiza que la definición de traza para operadores de
clase de traza no depende de la base ortonormal escogida.

Teorema 2.30. [2] Sea A ∈ B1(H), entonces A∗ ∈ B1(H). Además, se tiene que

Tr(A∗) = Tr(A) y ∥A∗∥1 = ∥A∥1.

Teorema 2.31. [2] Sean A ∈ B1(H) y B ∈ B(H), entonces AB,BA ∈ B1(H). Además,
se verifica que

Tr(AB) = Tr(BA) y |Tr(BA)| ≤ ∥B∥∥A∥1.

2.8. El 2-cociclo de Segal-Wilson

En esta sección vamos a hacer una breve introducción a la teoría de Segal-Wilson expuesta
en [18, p. 10-23] al ser la inspiración de [7] para dar el análogo multiplicativo al residuo de
Tate, que estudiaremos en el Capítulo 5.

Sea H un C-espacio de Hilbert separable con una descomposición fija H = H+⊕H− como
suma directa de subespacios cerrados, infinito dimensionales y ortogonales.

Definición 2.32. [7, 18] Se define el Grasmaniano de H, Gr(H), como el conjunto
de todos los subespacios cerrados de H tales que la proyección ortogonal en H+ es un
operador de Fredholm (i.e., su núcleo y su conúcleo son de dimensión finita) y la proyección
en H− es un operador compacto.

Sea g ∈ Gl(H). Fijadas bases de H+ y H−, denotamos a la matriz de g respecto a la
descomposición por (

a b
c d

)
.

Definición 2.33. [7, 18] Se define el grupo lineal general restringido, Glres(H),
como el subgrupo cerrado de Gl(H) formado por los operadores g ∈ Gl(H) tales que b y c
son operadores compactos (lo que asegura que a y c son operadores de Fredholm).

Lema 2.34. [18] Gr(H) es Glres(H)-conjunto.

Sea ahora H el espacio de todas las funciones complejas con raíz cuadrada en la cir-
cunferencia, S1, con base ortonormal {zk}k∈Z; y sean los subespacios H+ = ⟨zk⟩k≥0 y
H− = ⟨zk⟩k<0.

Lema 2.35. [7, 18] Sea Γ el grupo de las aplicaciones continuas de S1 en C×. Entonces
Γ ⊂ Glres(H).

Sean Γ+ y Γ− los subgrupos formados, respectivamente, por las funciones f+ : S1 −→ C×

reales y analíticas que extienden a funciones holomorfas del disco unidad cerrado (i.e.,
extienden a funciones holomorfas en un entorno de este) de modo que f(0) = 1, y por las
funciones f− : S1 −→ C× que extienden a funciones holomorfas del complementario del
disco unidad abierto de modo que f(∞) = 1 y no se anulan en ningún punto.
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Por otro lado, considérese el subgrupo Gl1(H) de Glres(H) definido por

Gl1(H) =
{
g =

(
a b
c d

)
∈ Glres(H) : b y c son operadores de clase de traza

}
.

Proposición 2.36. [7, 18] Se tiene una extensión central de grupos

1 −→ C× −→ Gl∧1 −→ Gl1(H)0 −→ 1

donde Gl1(H)0 es la componente identidad de Gl1(H) (i.e., el mayor subgrupo conexo que
contiene al neutro) y Gl∧1 es el cociente del subgrupo de Gl1(H)0 ×Gl(H+) formado por
parejas (g, q) tales que aq−1 − Id es un operador de clase de traza, por el grupo de las
endomorfismos t de H+ invertibles tales que t− Id es un operador de clase de traza.

Proposición 2.37. [7,18] Si denotamos Glreg1 al abierto de Gl1(H)0 cuyos elementos
son los g ∈ Gl1(H)0 tales que a es invertible, existe una sección s : Glreg1 −→ Gl∧1 del
morfismo Gl∧1 −→ Gl1(H)0, que induce un 2-cociclo

(·, ·) : Glreg1 ×Glreg1 −→ C×

(g1, g2) 7−→ det
(
a1a2a

−1
3

)
donde g3 = g1g2.

Observación 2.38. [7,18] En general, Glreg1 no es grupo y el morfismo s no es multiplicativo.

Consideramos los subgrupos Gl+1 y Gl−1 de Glreg1 formados, respectivamente, por aquellos
elementos tales que c = 0 y por aquellos tales que b = 0. La restricción de s a estos
subgrupos es un morfismo de grupos inyectivo. Además, se tiene que Γ+ ⊂ Gl+1 y Γ− ⊂ Gl−1 .

Teorema 2.39. [7, 18] Para cada par de subgrupos G1, G2 ⊂ Glreg1 tales que las acciones
de cada uno en Gr(H) conmutan, se puede definir un morfismo, al que denominaremos
2-cociclo de Segal-Wilson asociado a G1 y G2,

(·, ·)SWG1,G2 : G1 ×G2 −→ C×

(g1, g2) 7−→ det
(
a1a2a

−1
1 a−1

2

)

Observación 2.40. [7, 18] En el teorema previo, tiene sentido tomar el determinante del
conmutador puesto que, sabiendo que g1 y g2 conmutan, deducimos que

a1a2a
−1
1 a−1

2 = 1− b1c2a
−1
1 a−1

2 + b2c1a
−1
1 a−1

2

y b1, c1, b2 y c2 son operadores de clase de traza por definición de Glreg1 ⊂ Gl1(H).

Proposición 2.41. [7, 18] Sean g1 ∈ Γ+, g2 ∈ Γ−. Se verifica que

(g2, g1)SWΓ−,Γ+ = det
(
a2a1a

−1
2 a−1

1

)
= exp(Tr([α1, α2])),

para gi = exp
(
αi βi
γi δi

)
y [α1, α2] = α1α2 − α2α1.





Capítulo 3

Endomorfismos de potencia finita

3.1. Definición

Sean k un cuerpo y V un k-espacio vectorial de dimensión arbitraria.

Definición 3.1. Un endomorfismo φ ∈ Endk(V ) se dice de potencia finita (fp) si
existe algún número natural n tal que la dimensión de la imagen de φn sea finita.

En 2007, Argerami, Szechtman y Tifenbach demostraron, para cada endomorfismo de po-
tencia finita, la existencia de una descomposición (a la que denominaremos descomposición
AST) del espacio V , única cumpliendo ciertas propiedades. Además, esta descomposición
es inherente a este tipo de endomorfismos, i.e., los caracteriza. Esto es:

Teorema 3.2. [1] Si φ ∈ Endk(V ) es de potencia finita, existe una descomposición
V = Wφ ⊕ Uφ única cumpliendo:

Wφ y Uφ son subespacios φ-invariantes, i.e, φ(Wφ) ⊂ Wφ y φ(Uφ) ⊂ Uφ.

Wφ es de dimensión finita y φ|Wφ ∈ Autk(Wφ).

φ|Uφ es nilpotente.

Además, para cualquier φ ∈ Endk(V ), a partir de la existencia de una descomposición de
V cumpliendo estas propiedades, podemos afirmar que φ es de potencia finita.

Demostración. Sean Uφ y Wφ los subespacios φ-invariantes de intersección nula

Uφ := {v ∈ V : xmv = 0 para algún m ∈ N} y

Wφ := {v ∈ V : f(x)v = 0 para algún f(x) ∈ k[x] con (x, f(x)) = 1}.

Considérese entonces el subespacio φ-invariante W = φn(V ), de dimensión finita para n
suficientemente grande. Al ser de dimensión finita, existe un polinomio anulador (no nulo),
f(x), para la pareja (W,φ). Por lo tanto, f(x)xn anula a V , que será pues un k[x]-módulo
de torsión. Sea su polinomio anulador aφ(x) = xmp(x) con (x, p(x)) = 1 para algún m ∈ N.
Se tiene entonces que Uφ = kerφm, Wφ = ker p(φ) y V = Wφ ⊕ Uφ, a partir de lo cual es

13
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evidente que φ|Uφ es nilpotente. Como Wφ∩kerφ = 0, φ|Wφ debe ser inyectiva. Es por esto
que Wφ ≃ φn(Wφ) ⊂ φn(V ) es de dimensión finita y, por lo tanto, φ|Wφ es automorfismo.

A continuación, vamos a ver que esta descomposición es única. Sea V = W ⊕ U otra
descomposición de estas características. Para comenzar vamos a probar que W ⊂ Wφ. Dado
w ∈ W , w = v1 + v2, con v1 ∈ Uφ y v2 ∈ Wφ. El polinomio anulador de W , q(x), debe ser
relativamente primo con x (luego con xm) pues φ es isomorfismo (en particular, inyectivo)
sobre W . Por el Lema de Bezout, existen polinomios a(x), b(x) ∈ k[x] de modo que
a(x)q(x) + b(x)xm = 1. Juntando todo lo anterior, se tiene que w = b(x)xmv2 ∈ Wφ. Como
este razonamiento es reversible, W = Wφ, y, al ser φ|U nilpotente, se tiene también que
U ⊂ Uφ. De esto y la existencia de ambas descomposiciones, se deduce que necesariamente
debe ser U = Uφ, con lo que concluimos.

Finalmente, sea φ ∈ Endk(V ) de modo que existe una descomposición V = Uφ ⊕Wφ

cumpliendo estas propiedades, si φm(Uφ) = 0, entonces φm(V ) = φm(Wφ) = Wφ es de
dimensión finita y se deduce que φ es de potencia finita.

A partir de esta caracterización, es fácil generalizar la ya conocida definición de índice a
endomorfismos de potencia finita del siguiente modo:

Definición 3.3. Sea φ un endomorfismo de potencia finita, se define el índice de φ
como el orden de nilpotencia de φ|Uφ .

Dada esta definición, es fácil comprobar el siguiente:

Lema 3.4. Sean φ ∈ Endk(V ) de potencia finita y V = Uφ ⊕Wφ su descomposición AST,

i(φ) ≤ 1⇔ kerφ = Uφ ⇔ Imφ = Wφ.

i(φ) = 0⇔ Uφ = 0⇔ V es de dimensión finita y φ es un automorfismo.

i(φ) = 1⇔ ker(φ) = Uφ ̸= 0.

Ahora vamos a dar una última caracterización de endomorfismo de potencia finita, estudiada
en 2020 en [13]. En este caso, se comprueba que todo endomorfismo de potencia finita
descompone como suma de dos, también de potencia finita, siendo la descomposición única
verificando ciertas hipótesis. Denominaremos a dicha descomposición Core-Nilpotente,
pues uno de los endomorfismos será la parte Core (de índice menor o igual que 1) y el otro
la nilpotente. De nuevo, la existencia de una tal descomposición nos permitirá asegurar
que un endomorfismo es de potencia finita. Veámoslo:

Teorema 3.5. [13] Si φ ∈ Endk(V ) es de potencia finita, φ descompone como suma de
dos endomorfismos de potencia finita, φ = φ1 + φ2, de modo único cumpliendo:

i(φ1) ≤ 1.

φ2 es nilpotente.

φ1 ◦ φ2 = φ2 ◦ φ1 = 0.

Además, si un endomorfismo descompone como suma de dos de potencia finita de estas
características, entonces dicho endomorfismo es de potencia finita.



3.1. DEFINICIÓN 15

Demostración. Definimos φ1 como la única aplicación lineal nula sobre Uφ y que coincide
con φ sobre Wφ. Análogamente, φ2 será la única aplicación lineal nula sobre Wφ y que
coincide con φ sobre Uφ. Con estas definiciones, φ1 es de rango finito (la dimensión de su
imagen es de dimensión finita), luego de potencia finita, Uφ1 = Uφ y Wφ1 = Wφ. Por otra
parte, φ2 es nilpotente (luego de potencia finita) y φ1 ◦ φ2 = φ2 ◦ φ1 = 0. Además, si φ es
biyectivo, φ = φ1, por lo que i(φ1) = 0; y, si no, i(φ1) = 1.

Veamos ahora que esta descomposición es única. Sea φ = θ1 + θ2 otra descomposición
verificando las hipótesis del enunciado. Sea n el orden de nilpotencia de θ2, como θ2◦θ1 = 0,
θ2 ◦ φn−1 = 0. Restringiendo a Wφ, sobre el que φ es automorfismo, obtenemos que
Wφ ⊂ ker θ2, por lo cual φ coincide con θ1 sobre Wφ. Por otro lado, sean u ∈ Uφ e
i(φ) = m, está claro que m ≥ n, luego Uφ ⊂ ker θ1 y φ coincide con θ2 sobre Uφ, con lo
que se concluye.

Finalmente, si φ ∈ Endk(V ) admite una descomposición de estas características, sea n el
orden de nilpotencia de φ2, φn = φn1 , luego Imφn = Imφn1 = Wφ1 es de dimensión finita y
se concluye.

Corolario 3.6. [13] Sea φ = φ1 + φ2 la descomposición CN de un endomorfismo de
potencia finita φ. Entonces φ = φ1 ⇔ i(φ) ≤ 1.

Observación 3.7. Esta descomposición generaliza la descomposición Core-Nilpotente de
matrices cuadradas de orden n× n, mencionada en los preliminares.

Los resultados comentados en esta sección son de gran importancia para el presente
trabajo pues se tratan las diferentes caracterizaciones del concepto fundamental en el que
se cimienta, el de endomorfismo de potencia finita. Es por esto que, a continuación, vamos
a resumirlo en el siguiente:

Corolario 3.8. [1, 13] Sea φ ∈ Endk(V ), son equivalentes:

1. φ de potencia finita, i.e., dimk(Imφn) <∞ para algún n ∈ N.

2. V = Wφ ⊕ Uφ (descomposición AST) de modo único cumpliendo:

Wφ y Uφ son subespacios φ-invariantes, i.e, φ(Wφ) ⊂ Wφ y φ(Uφ) ⊂ Uφ.

Wφ es de dimensión finita y φ|Wφ ∈ Autk(Wφ).

φ|Uφ es nilpotente.

3. φ = φ1 + φ2 (descomposición CN (Core-Nilpotente)) de modo único cumpliendo:

φ1 y φ2 son endomorfismos de potencia finita.

i(φ1) ≤ 1.

φ2 es nilpotente.

φ1 ◦ φ2 = φ2 ◦ φ1 = 0.
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3.2. Clasificación

Sean k un cuerpo y V un k-espacio vectorial de dimensión arbitraria.

Notación. [12] Consideremos la clasificación de endomorfismos en dimensión finita y
sea p(x) ∈ k[x] irreducible. Vamos a denotar νi(V, p(T )) (1 ≤ i ≤ n) a los factores
invariantes para el par (ker p(T )n, T ). Entonces νn(V, p(T )) ̸= 0 siempre y cuando este sea
un k[x]-módulo de anulador p(x)n. En este caso, denotando K = k[x]/p(x),

νi(V, p(T )) = dimK(ker p(T )i/[ker p(T )i−1 + p(T ) ker p(T )i+1]).

Siguiendo la estructura de [12], para comenzar vamos a clasificar los endomorfismos
nilpotentes de V . Para ello, primero vamos a estudiar la existencia de bases de Jordan
para dichos endomorfismos.

Sea φ un endomorfismo nilpotente de orden n, se tiene la siguiente cadena de subespacios

0 ⫋ kerφ ⫋ kerφ2 ⫋ ... ⫋ kerφn−1 ⫋ kerφn = V.

Fijando cierto Hφ
n suplementario de kerφn−1, podemos definir por recurrencia Hφ

i , para
1 ≤ i < n, como un suplementario (fijo) de kerφi−1 + φn−i(Hφ

n ) + ...+ φ(Hφ
i+1) en kerφi.

Se comprueba entonces que kerφi = kerφi−1 ⊕ φn−i(Hφ
n )⊕ ...⊕ φ(Hφ

i+1)⊕H
φ
i , usando

Lema 3.9. Si 1 ≤ i < n,

φj−i(Hφ
j ) ∩

[
φj−i+1(Hφ

j+1) + ...+ φn−i(Hφ
n ) + kerφi−1

]
= {0} ∀j ∈ {i+ 1, ..., n− 1}.

Demostración. Fijados i y j, sea φj−i(hj) = φj−i+1(hj+1) + ...+φn−i(hn) + v un elemento
de dicha intersección (con v ∈ kerφi−1 y hk ∈ Hφ

k , ∀j ≤ k ≤ n). Entonces, aplicando φi−1,
queda φj−1(hj − φ(hj+1) − ... − φn−j(hn)) = 0, es decir, hj puede escribirse como una
suma de vectores de kerφj−1 + φn−j(Hφ

n ) + ...+ φ(Hφ
j+1), por lo que debe ser nulo.

Teniendo en cuenta que

kerφi−1 ⊕ φn−i(Hφ
n )⊕ ...⊕ φ(Hφ

i+1) = kerφi−1 + φ(kerφi+1)

se tiene que Hφ
n ≃ V/ kerφn−1, Hφ

i ≃ kerφi/[kerφi−1 + φ(kerφi+1)] para 1 < i < n
y Hφ

1 ≃ kerφ/[φ(kerφ2)]. De esto se deduce fácilmente que las dimensiones de los Hφ
i

(1 ≤ i ≤ n), a las que denotaremos µi(V, φ), son independientes de los subespacios
suplementarios elegidos. Además, µn(V, φ) ̸= 0.

Observación 3.10. Obsérvese que no existe ninguna relación de orden entre los µi(V, φ).
Por ejemplo, sea V un k-espacio vectorial de dimensión numerable, {v1, ..., vn, ...} una base
de V y φ, ψ, γ los siguientes tres endomorfismos nilpotentes de orden 2:

φ(vi) =
{
vi+1 si i = 3n para algún n ≥ 1
0 en caso contrario
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ψ(vi) =
{
v1 si i ̸= 1
0 si i = 1 γ(vi) =

{
v2 si i = 1
0 si i ̸= 1

entonces, denotando ℵ0 al cardinal del conjunto de números naturales,

kerφ = ⟨vi⟩i ̸=3λ con λ∈N kerψ = ⟨v1⟩ ker γ = ⟨v2, v3, ...⟩
Hφ

2 = ⟨vj⟩j=3λ con λ∈N Hψ
2 = ⟨v2, v3, ...⟩ Hγ

2 = ⟨v1⟩
Hφ

1 = ⟨v1, v2, v5, v8, v11, ...⟩ Hψ
1 = 0 Hγ

1 = ⟨v3, v4, ...⟩
µ2(V, φ) = ℵ0 µ2(V, ψ) = ℵ0 µ2(V, γ) = 1
µ1(V, φ) = ℵ0 µ1(V, ψ) = 0 µ1(V, γ) = ℵ0.

Notación. Para indexar las bases de Hφ
i , vamos a considerar subconjuntos Sµi(V,φ) de los

números naturales de cardinal µi(V, φ) e intersección vacía.

Proposición 3.11. Sean {vsi}si∈Sµi(V,φ) bases de cada Hφ
i (1 ≤ i ≤ n),

1. {φr(vsi)}si∈Sµi(V,φ) es una base de φr(Hφ
i ) ∀r ∈ {1, ..., i− 1}.

2. Una base de Jordan de V para φ es

⋃
1≤i≤n

 ⋃
si∈Sµi(V,φ)

{vsi , φ(vsi), ..., φi−1(vsi)}
 .

Demostración. La primera parte es consecuencia inmediata de la inyectividad de φj|Hφ
i

para i ∈ {2, ..., n} y j ∈ {1, ..., i − 1}. La segunda se obtiene a partir de la primera
considerando la descomposición de V dada por la construcción de los Hφ

i .

Observación 3.12. Decimos que la base obtenida es de Jordan pues, a partir de ella,
se tiene una descomposición de V en subespacios φ-invariantes de dimensión finita
⟨vsi , φ(vsi), ..., φi−1(vsi)⟩ y, en cada uno, una base de Jordan de la restricción del en-
domorfismo.

Notación. Dados φ, ψ dos endomorfismos en V , por lo general denotaremos para abreviar
φψ a su composición, es decir, al producto en la k-álgebra Endk(V ).

Ahora ya sí vamos a tratar de clasificarlos. Recordemos que los automorfismos dan una
relación de equivalencia en los endomorfismos (la que viene dada por las órbitas del
Autk(V )-conjunto):

φ ∼ φ′ ⇔ φ′ = τφτ−1 para algún τ ∈ Autk(V )

y, en particular, los nilpotentes de orden n forman clases propias (al igual que los de
potencia finita).

Lema 3.13. Sean τ ∈ Autk(V ) y φ′ = τφτ−1,

τ(kerφi) = kerφ′ i ∀i ≥ 1

τ [kerφi−1 + φ(kerφi+1)] = kerφ′ i−1 + φ′(kerφ′ i+1) ∀i ≥ 1.

Proposición 3.14. Sean τ ∈ Autk(V ) y φ′ = τφτ−1, entonces µi(V, φ′) = µi(V, φ) para
todo 1 ≤ i ≤ n.
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Demostración. Por el Lema 3.13, podemos tomar Hφ′

i = τ(Hφ
i ), con lo cual se termina.

Observación 3.15. Sean {vsi}si∈Sµi(V,φ) bases de cada Hφ
i (1 ≤ i ≤ n), una base de Jordan

de V para φ′ = τφτ−1 (τ ∈ Autk(V )) es

⋃
1≤i≤n

 ⋃
si∈Sµi(V,φ)

{τ(vsi), φ′(τ(vsi)), ..., φ′ i−1(τ(vsi))}
 .

Teorema 3.16 (Clasificación de endomorfismos nilpotentes). Sean φ, φ′ dos endomorfismos
nilpotentes de orden n de V ,

φ ∼ φ′ ⇔ µi(V, φ) = µi(V, φ′) para todo 1 ≤ i ≤ n.

Demostración. ⇒) Ver Proposición 3.14.
⇐) Fijamos Hφ

i y Hφ′

i (1 ≤ i ≤ n). Sean {vsi}si∈Sµi(V,φ) y {v′
si
}si∈Sµi(V,φ) bases de Hφ

i y
Hφ′

i , respectivamente, podemos definir un automorfismo τ ∈ Autk(V ) por

τ [φr(vsi)] = φ′ r(v′
si

)

para todo si ∈ Sµi(V,φ), 1 ≤ i ≤ n y 0 ≤ r ≤ i− 1.

Entonces τφτ−1 = φ′, pues ambos coinciden sobre una base:

(τφτ−1)[φ′ r(v′
si

)] = (τφ)[φr(vsi)] = τ [φr+1(vsi)] = φ′ r+1(v′
si

) = φ′[φ′ r(v′
si

)].

Observación 3.17. Si V un k-espacio vectorial de dimensión finita y φ ∈ Endk(V ) es
nilpotente de orden n con invariantes {µi(V, φ)}1≤i≤n, se cumple que µi(V, φ) = νi(V, φ) y
el 2º Teorema de descomposición determina un isomorfismo de k[x]-módulos

V ≃ (k[x]/xn)µn(V,φ) ⊕ ...⊕ (k[x]/x)µ1(V,φ).

Por lo tanto, la clasificación dada en dimensión arbitraria generaliza a la ya conocida en el
caso finito-dimensional.

Corolario 3.18. Sea V un k-espacio vectorial de dimensión ℵ0. Si denotamos EndNk (V )
a los endomorfismos nilpotentes e Y = {0} ∪ N ∪ ℵ0, hay una biyección

(
EndNk (V )/ ∼

)
−→ ⋃

n∈N

[∏̄
n
Y
]

[φ] 7−→ (µ1(V, φ), ..., µn(V, φ))

para ∏̄
n

Y = {(y1, ...yn) ∈ Y n : yn ̸= 0 e yj = ℵ0 para algún j}.
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Demostración. Gracias al Teorema 3.16, la aplicación es inyectiva. Falta ver que es epiyec-
tiva. Sea {v1, ..., vn, ...} una base de V , si µj(V, φ) = ℵ0 y µi(V, φ) > 1 ∀1 ≤ i ≤ n, basta
considerar el endomorfismo φ dado por

φ(vh) =


0 si h = k1n+ 1 con 0 ≤ k1 ≤ µ1(V, φ)
vi−1 + vn+i−1 si h = kin+ i con 0 ≤ ki ≤ µi(V, φ) e i ̸= 1
φ(vj) si h = kin+ i con ki > µi(V, φ).

Si µi(V, φ) = 0, basta hacer el siguiente cambio respecto al endomorfismo previo:

φ(vh) = vi si h = ki+1n+ i+ 1 con 0 ≤ ki+1 ≤ µi+1(V, φ)

mientras que, si µi(V, φ) = 1, serán necesarias estas dos modificaciones respecto al φ
inicial:

φ(vn+i) := φ(vi)

φ(vh) = vn+i si h = ki+1n+ i+ 1 con 0 ≤ ki+1 ≤ µi+1(V, φ).

Conocida ya la clasificación de los nilpotentes y la de los endomorfismos en dimensión
finita, vamos a clasificar todos los de potencia finita. A partir de ahora, φ pasará a denotar
un endomorfismo de potencia finita cualquiera.

Lema 3.19. Sea τ ∈ Autk(V ). Si φ′ = τφτ−1, la descomposición AST de V inducida por
φ′ es V = τ(Uφ)⊕ τ(Wφ).
En particular, esto implica que φ′|Uφ′ = (τ |Uφ)(φ|Uφ)(τ |−1

Uφ) es del mismo orden de nilpo-
tencia que φ|Uφ y φ′|Wφ′ = (τ |Wφ)(φ|Wφ)(τ |−1

Wφ
) tiene el mismo polinomio anulador y el

mismo polinomio característico que φ|Wφ.

Demostración. Es fruto de la unicidad de la descomposición AST, teniendo en cuenta que
φ′ es nilpotente sobre τ(Uφ) y un isomorfismo sobre τ(Wφ).

Lema 3.20. Sean τ ∈ Autk(V ) y p(x) ∈ k[x]. Si φ′ = τφτ−1,

τ [ker p(φ|Wφ)i] = ker p(φ′|Wφ′ )i ⊂ Wφ′ ∀i ≥ 1

τ [p(φ|Wφ) ker p(φ|Wφ)i] = p(φ′|Wφ′ ) ker p(φ′|Wφ′ )i ⊂ Wφ′ ∀i ≥ 1.

Proposición 3.21. Sean τ ∈ Autk(V ), φ′ = τφτ−1 y aφ|Wφ (x) = p1(x)n1 ...pr(x)nr el
anulador de φ|Wφ, entonces

µi(Uφ′ , φ′|Uφ′ ) = µi(Uφ, φ|Uφ) para todo 1 ≤ i ≤ n = orden de nilpotencia de φ|Uφ.

νs(Wφ′ , pj(φ|Wφ′ )) = νs(Wφ, pj(φ|Wφ)) para todo 1 ≤ j ≤ r; 1 ≤ s ≤ nj.

Demostración. Es consecuencia inmediata de los lemas 3.19 y 3.20 y el Teorema 3.16 de
clasificación de endomorfismos nilpotentes.



20 CAPÍTULO 3. ENDOMORFISMOS DE POTENCIA FINITA

Teorema 3.22 (Clasificación de endomorfismos de potencia finita). Sean φ, ψ dos endo-
morfismos de potencia finita en V . Se verifica que

φ ∼ ψ ⇔



i(φ) = i(ψ) = n,

aφ|Wφ (x) = aψ|Wψ (x),

µi(Uφ, φ|Uφ) = µi(Uψ, ψ|Uψ) para todo 1 ≤ i ≤ n y

νs(Wφ′ , pj(φ|Wφ′ )) = νs(Wφ, pj(φ|Wφ)) para todo 1 ≤ j ≤ r; 1 ≤ s ≤ nj

donde aφ|Wφ (x) y aψ|Wψ (x) denotan, respectivamente, al polinomio anulador de φ|Wφ y
ψ|Wψ

.

Demostración. ⇒) Ver Lema 3.19 y Proposición 3.21.
⇐) Supongamos construidas, mediante los procedimientos expuestos y los ya conocidos,
bases de Jordan de Uφ, Uψ, Wφ y Wψ para los endomorfismos φ|Uφ , ψ|Uψ , φ|Wφ y ψ|Wψ

,
respectivamente. Cabe mencionar que para una construcción detallada de una base de
Jordan de un k[x]-módulo de dimensión finita puede consultarse [11]. Podemos dar entonces
dos isomorfismos τ1 : Uφ −→ Uψ y τ2 : Wφ −→ Wψ únicos de modo que manden una
base a la otra. Estos dos inducen un tercero τ ∈ Autk(V ), el único que coincide con
ellos al restringir. Se comprueba entonces, del mismo modo que en el Teorema 3.16, que
ψ = τφτ−1, con lo que acabamos.

Observación 3.23. Por lo visto en la Observación 3.17, es evidente que esto es una genera-
lización de la clasificación ya conocida a endomorfismos de potencia finita en dimensión
arbitraria. Cabe mencionarse que, si bien no es de nuestro interés al ya tener clasificados
todos los endomorfismos de potencia finita, existe una clasificación aún más general para
cualquier endomorfismo cuyo polinomio anulador sea no nulo (veáse [11]).

Observación 3.24. Sean V, V ′ k-espacios vectoriales y ϕ : V −→ V ′ un isomorfismo,
denotando Endfpk (V ) a los endomorfismos de potencia finita en V y Endfpk (V )/Autk(V )
a su cociente por la relación de equivalencia dada por los automorfismos, se tiene una
biyección:

Endfpk (V )/Autk(V ) ∼−−→ Endfpk (V ′)/Autk(V ′)
[φ] 7−→ [ϕφϕ−1] .

Es decir, la clasificación obtenida es estable por isomorfismos de espacios vectoriales.

3.3. Traza

Sean k un cuerpo y V un k-espacio vectorial de dimensión arbitraria.

Definición 3.25. [20] Sea φ ∈ Endk(V ) de potencia finita. Se define la traza de φ
como el único escalar TrkV (φ) ∈ k que verifica:

1. Si V es de dimensión finita, TrkV (φ) es la traza ordinaria.
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2. Si W es un subespacio φ-invariante,

TrkV (φ) = TrkW (φ) + TrkV/W (φ)

donde TrkW (φ) denota a la traza del endomorfismo restringido a W y TrkV/W (φ)
denota a la traza del endomorfismo de V/W obtenido por factorización de π ◦ φ a
través de π, el paso al cociente.

3. Si φ es nilpotente, TrkV (φ) = 0.

Teorema 3.26 (Existencia y unicidad de la traza). [1, 20]
La traza de φ está bien definida, es decir, dicho escalar existe y es único.

Demostración. Supongamos que existe dicho escalar y veamos que, de ser así, es único. Sea
W ′ cualquier subespacio φ-invariante finito dimensional que contenga a φn(V ) para algún
n ∈ N (por ejemplo, φm(V ) para m suficientemente grande). Entonces TrkV (φ) = TrkW ′(φ)
puesto que φ ∈ Endk(V/W ′) es nilpotente. Se da así la unicidad como consecuencia de la
unicidad de la traza ordinaria.

Veamos ahora la existencia. Sea W ′
0 = φm(V ) con m el menor número natural tal que

φm(V ) = φm+n(V ) para todo n ∈ N. Se tiene que este es el mínimo subespacio verificando
las condiciones impuestas en el párrafo anterior. Además, W ′

0 = Wφ y m = i(φ). Tomando
pues TrkV (φ) = TrkWφ

(φ), vamos a ver que se verifican las tres propiedades. La tercera es
trivial y la primera es obvia a partir de lo visto en la Observación 2.6. Veamos entonces
que se verifica la segunda propiedad.

Supongamos primero que W es tal que existe una descomposición φ-invariante V = U⊕W ,
con φ|U nilpotente (de orden de nilpotencia necesariamente menor o igual que m). Entonces
Wφ = φm(V ) ⊂ W y la descomposición AST de W es W = (W ∩ Uφ)⊕Wφ. Por lo tanto,
TrkV (φ) = TrkWφ

(φ) = TrkW (φ).

Sea ahora W un subespacio φ-invariante cualquiera, su descomposición AST es:

W = (W ∩ Uφ)⊕ (W ∩Wφ).

Por lo que TrkW (φ) = TrkW∩Wφ
(φ).

Por otra parte, V/W = (Uφ ⊕Wφ)/((W ∩ Uφ) ⊕ (W ∩Wφ)) y hay un isomorfismo de
k[x]-módulos

(Uφ ⊕Wφ)/((W ∩ Uφ)⊕ (W ∩Wφ)) ∼−−→ (Uφ/(W ∩ Uφ))⊕ (Wφ/(W ∩Wφ))
[u+ w] 7−→ ([u] , [w]).

Como φ|Uφ es nilpotente, el endomorfismo inducido en Uφ/(W ∩ Uφ) también lo será.
Tenemos así una descomposición φ-invariante de V/W con φ|Uφ/(W∩Uφ) nilpotente, luego
TrkV/W (φ) = TrkWφ/(W∩Wφ)(φ).

Además, sabemos que, en el caso finito dimensional, la traza de un endomorfismo en un
espacio vectorial es igual a la suma de las trazas de los endomorfismos que induce en un
subespacio y en el cociente por dicho subespacio.
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A partir de todo esto:

TrkV (φ) = TrkWφ
(φ) = TrkW∩Wφ

(φ) + TrkWφ/(W∩Wφ)(φ) = TrkW (φ) + TrkV/W (φ).

Observación 3.27. Hemos probado pues que una definición equivalente de traza sería
TrkV (φ) = TrkWφ

(φ). Con esta definición, es evidente que, si φ = φ1+φ2 es la descomposición
CN de φ, TrkV (φ) = TrkV (φ1).

Corolario 3.28. [7] Si V = V1 ⊕ V2, con V1 y V2 subespacios φ-invariantes, entonces:

TrkV (φ) = TrkV1(φ) + TrkV2(φ).

Demostración. Es consecuencia inmediata de la propiedad 2 de la definición de traza,
teniendo en cuenta que (V1 ⊕ V2)/V2 ≃ V1.

Proposición 3.29. [12] Sean φ, ψ dos endomorfismos de potencia finita tales que φ ∼ ψ
(mod Autk(V )), entonces TrkV (φ) = TrkV (ψ).

Demostración. Es consecuencia inmediata de lo visto en la Observación 2.5 y el Lema
3.19, al ser los polinomios característicos de φ|Wφ y ψ|Wψ

iguales.

Observación 3.30. La traza puede pensarse como una aplicación de los endomorfismos
de potencia finita en el cuerpo base. No obstante, en [14] se ha demostrado mediante un
contraejemplo que esta asignación no es lineal. De ahí, la importancia de las siguientes
definición y proposición.

Definición 3.31. [20] Se dice que un subespacio F de Endk(V ) es de potencia finita
si existe n ∈ N tal que para n cualesquiera endomorfismos de F , θ1, ..., θn, el subespacio
θ1(...(θn(V )...) es de dimensión finita.

Observación 3.32. Es evidente entonces que todos los endomorfismos de un subespacio de
potencia finita son de potencia finita.

Proposición 3.33. [20] Si F es un subespacio de potencia finita de Endk(V ), entonces
TrkV : F −→ k es k-lineal.

Demostración. [7] Sean φ, ψ ∈ F y k⟨φ, ψ⟩ la k-álgebra no conmutativa de los polinomios
en las variables φ y ψ. Denotamos ⟨φ, ψ⟩ al ideal bilátero generado por φ y ψ (el menor
ideal bilátero que los contiene). Este ideal (bilátero) es un subespacio de potencia finita de
Endk(V ). Sea n un número natural tal que para cualesquiera n elementos de F la imagen
de su composición es de dimensión finita. El subespacio finito-dimensional

W = ⟨φ, ψ⟩n(V ) =
∑

θi∈{φ,ψ}
Im θ1(...(θn(V ))...) =

∑
θi∈⟨φ,ψ⟩

Im θ1(...(θn(V ))...)

es (φ+ ψ)-invariante y contiene a Im [(φ+ ψ)n(V )]. Por lo tanto, teniendo en cuenta la
linealidad de la traza en dimensión finita, se tiene que

TrkV (φ+ ψ) = TrkW (φ+ ψ) = TrkW (φ) + TrkW (ψ) = TrkV (φ) + TrkV (ψ).
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Por otro lado, sean φ de potencia finita y λ ∈ k, λφ es de potencia finita, Uλφ = Uφ,
i(λφ) = i(φ) y Wλφ = Wφ. Aplicando la linealidad de la traza en dimensión finita,
TrkV (λφ) = λTrkV (φ).

Proposición 3.34. [20] Si φ : V ′ −→ V y ψ : V −→ V ′ son k-lineales y φ ◦ ψ es de
potencia finita, entonces ψ ◦ φ también es de potencia finita y TrkV (φ ◦ ψ) = TrkV ′(ψ ◦ φ).

Demostración. Sea n0 ∈ N lo suficientemente grande para que (φψ)n(V ) = (φψ)n+1(V ).
Como φ(V ) es un subespacio φψ-invariante, existe n1 ∈ N tal que (φψ)n1(φ(V )) es el
mismo subespacio que (φψ)n1+1(φ(V )) y de dimensión finita. Aplicando ψ, obtenemos que
ψφ es de potencia finita.

Sea n un número natural mayor o igual que ambos, consideramos W = (φψ)n(V ) ⊂ V y
W ′ = (ψφ)n(V ′) ⊂ V ′. Está claro que ψ define un isomorfismo entre estos dos subespacios,
de inversa φ. Luego, al tener W y W ′ la misma dimensión, se obtiene que

TrkV (φψ) = TrkW (φψ) = TrkW (Id) = TrkW ′(Id) = TrkW ′(ψφ) = TrkV ′(ψφ).

3.4. Determinante

Sean k un cuerpo y V un k-espacio vectorial de dimensión arbitraria.

Definición 3.35. [7] Sea φ ∈ Endk(V ) de potencia finita. Se define el determinante
de 1 + φ como el único escalar detkV (1 + φ) ∈ k que verifica:

1. Si V es de dimensión finita, detkV (1 + φ) es el determinante ordinario (de 1 + φ).

2. Si W es un subespacio φ-invariante,

detkV (1 + φ) = detkW (1 + φ) detkV/W (1 + φ)

donde detkW (1 + φ) y detkV/W (1 + φ) denotan, análogamente, a los determinantes de
los anteriormente mencionados morfismos definidos por φ.

3. Si φ es nilpotente, detkV (1 + φ) = 1.

Teorema 3.36 (Existencia y unicidad del determinante).
El determinante de φ está bien definido, es decir, dicho escalar existe y es único.

Demostración. Se demuestra de modo análogo a la traza.

Observación 3.37. Al igual que para la traza, una definición equivalente de determinante
sería detkV (1 + φ) = detkWφ

(1 + φ). De nuevo, con esta definición, es evidente que, si
φ = φ1 + φ2 es la descomposición CN de φ, detkV (1 + φ) = detkV (1 + φ1).

Corolario 3.38. [7] Si V = V1 ⊕ V2, con V1 y V2 subespacios φ-invariantes, entonces:

detkV (1 + φ) = detkV1(1 + φ) detkV2(1 + φ).
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Demostración. Es consecuencia inmediata de la propiedad 2 de la definición de determi-
nante, teniendo en cuenta que (V1 ⊕ V2)/V2 ≃ V1.

Proposición 3.39. [7] Si F es un subespacio de potencia finita de Endk(V ), entonces,
de modo análogo a la linealidad de la traza, se obtiene que, para cualesquiera φ, ψ ∈ F :

detkV (1 + φ) detkV (1 + ψ) = detkV ((1 + φ)(1 + ψ)) = detkV ((1 + ψ)(1 + φ)).

Demostración. Se sigue un argumento análogo al de la Proposición 3.33, usando que en
dimensión finita el determinante de la composición es el producto de determinantes y que
el subespacio W que considerábamos en dicha proposición es (φ+ ψ + φψ)-invariante y
contiene a (φ+ ψ + φψ)n(V ) para algún n ∈ N.

Lema 3.40. [7] Sean φ y ψ endomorfismos de potencia finita tales que el conmutador
[φ, ψ] = φψ − ψφ es de rango finito, entonces ⟨φ, ψ⟩ es un subespacio de potencia finita
de Endk(V ).

Demostración. Considerando un n ∈ N suficientemente grande para que φn(V ) y ψn(V )
sean de dimensión finita, al multiplicar 2n − 1 elementos de ⟨φ, ψ⟩ y sustituyendo ψφ
por φψ − [φ, ψ], se consigue un polinomio formado por monomios en los que o bien
aparece la variable [φ, ψ] o bien φn ó ψn. Se concluye pues la imagen del endomorfismo
correspondiente es de dimensión finita.

Proposición 3.41. [7] Si φ es un endomorfismo de potencia finita, se verifica que

detkV (1 + φ) ̸= 0⇔ (1 + φ) es invertible.

Demostración. ⇒) Como detkWφ
(1 + φ) es no nulo, 1 + φ|Wφ es invertible. Si i(φ) = n,

construimos δ, el inverso de 1 + φ, como el único endomorfismo verificando:

δ(v) =


(1 + φ|Wφ)−1(v) si v ∈ Wφ(

1 +
n−1∑
i=1

(−1)iφ|iUφ

)
(v) si v ∈ Uφ.

⇐) Supongamos que 1 + φ es invertible. Sea ahora δ el inverso de 1 + φ, denotamos
ψ = δ − 1 = −φδ = −δφ. Entonces, si i(φ) = n, ψn(V ) = φnδn(V ) ⊂ φn(V ) = Wφ. Por
lo tanto, ψ es un endomorfismo de potencia finita tal que [φ, ψ] es nulo. Usando el Lema
3.40 y la Proposición 3.39, se llega a que detkV (1 + φ) detkV (1 + ψ) = detkV (1) = 1 y, por
tanto, detkV (1 + φ) ̸= 0.

Proposición 3.42. [7] Si k ↪→ K es una extensión finita de cuerpos de norma
NK/k : K× −→ k×, V es un K-espacio vectorial y φ es un endomorfismo K-lineal
de potencia finita de V tal que 1 + φ es invertible:

detkV (1 + φ) = NK/k

[
detKV (1 + φ)

]
.
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Demostración. Como detKV (1 + φ) = detKWφ
(1 + φ) y detkV (1 + φ) = detkWφ

(1 + φ), este
resultado se deduce de tenerlo para el caso finito-dimensional:

detkV ′(T ) = NK/k

[
detKV ′(T )

]
para T ∈ AutK(V ′) con V ′ K-espacio vectorial de dimensión finita.

3.4.1. Generalización de la definición de Grothendieck

Según [7], todo φ ∈ Endk(V ) induce morfismos ∧r φ ∈ Endk(
∧r V ), para todo número

natural r > 0, definidos por:[
r∧
φ

]
(v1 ∧ ... ∧ vr) = φ(v1) ∧ ... ∧ φ(vr)

donde ∧r V denota a la componente de grado r del álgebra exterior de V .

Además, si φ es de potencia finita, entonces ∧r φ también y, para todo r > dimk(Wφ), es
claramente nilpotente, luego de traza nula.

A continuación, vamos a demostrar que la definición de determinante que hemos dado
generaliza la dada en [4] por Grothendieck de determinante de un endomorfismo de rango
finito. Esto es:

Proposición 3.43. [7] Si φ es un endomorfismo de potencia finita (por ejemplo, de
rango finito) en V ,

detkV (1 + φ) = 1 +
∑
r≥1

Trk∧r
V

(
r∧
φ

)
.

Demostración. ∧rWφ es un subespacio ∧r φ-invariante de dimensión finita de ∧r V que
verifica ∧rWφ = [∧r φ]i(φ) (V ). Por lo tanto, Trk∧r

V (∧r φ) = Trk∧r
Wφ

(∧r φ). Se concluye
usando que Trk∧r

Wφ
(∧r φ) = 0 para r > dimk(Wφ) y que el resultado es cierto en dimensión

finita:

det
(
1 + φ|Wφ

)
= 1 +

dimkWφ∑
r=1

Tr
[
r∧

(φ|Wφ)
]
.

Corolario 3.44. [7] Sean µ ∈ k y φ un endomorfismo de potencia finita,

detkV (1 + µφ) = 1 +
∑
r≥1

µr Trk∧r
V

(
r∧
φ

)
.

Corolario 3.45. [7] Sean φ, ψ ∈ F para F ⊂ Endk(V ) subespacio de potencia finita.
Entonces φψ y ψφ son de potencia finita y

∑
r≥1

Trk∧r
V

(
r∧
ψφ

)
=
∑
r≥1

Trk∧r
V

(
r∧
φψ

)
.
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Además, se deduce que
detkV (1 + φψ) = detkV (1 + ψφ).

Demostración. La primera parte es consecuencia de lo visto en la Proposición 3.33 y de
que, en dimensión finita, Tr(T1T2) = Tr(T2T1), para T1, T2 dos endomorfismos cualesquiera.
La segunda parte se obtiene de manera inmediata al aplicar la Proposición 3.43.

Corolario 3.46. [7,12] Sean φ un endomorfismo de potencia finita y ϕ un automorfismo,

detkV (1 + ϕφϕ−1) = detkV (1 + φ).

En particular, si φ, ψ son de potencia finita tales que φ ∼ ψ (mod Autk(V )), se tiene que
detkV (1 + φ) = detkV (1 + ψ).

Demostración. Por una parte, la Proposición 3.34 nos garantiza que ϕφϕ−1 es de potencia
finita, al serlo φ = ϕ−1(ϕφ). Por otra parte, para todo número natural r ≥ 1 se verifica
que ∧r φ = (∧r ϕ−1)(∧r ϕφ) es de potencia finita, luego, por la Proposición 3.34, ∧r ϕφϕ−1

también y

Trk∧r
V (

r∧
ϕφϕ−1) = Trk∧r

V (
r∧
φ).

Se concluye aplicando la Proposición 3.43.

Observación 3.47. [7] Al generalizar ambos la definición de Grothendieck, se observan
similitudes entre el estudio algebraico del determinante de endomorfismos de potencia
finita y el estudio analítico hecho en [15] y [19] de los determinantes de operadores de clase
de traza, probándose por ejemplo en este propiedades análogas a las de las Proposiciones
3.39 y 3.41 y al Corolario 3.46.

3.4.2. Relación con el producto exterior infinito

En esta subsección trabajaremos con espacios vectoriales de dimensión numerable, tratando
de obtener un resultado análogo a la definición de determinante en dimensión finita.

Definición 3.48. [7] Considerando la k-álgebra
⊗
n∈N

V y el ideal generado

J(V ) = ⟨⊗vn : vi = vj para ciertos i ̸= j ∈ N⟩

se define el producto exterior infinito de V como la k-álgebra ∧∞ V = (
⊗
n∈N

V )/J(V ).

Al igual que en dimensión finita, sea {vn}n∈N una base de V , 0 ̸= v0 ∧ ...∧ vn ∧ ... ∈
∧∞ V .

Por otra parte, tal y como antes definíamos ∧r φ, para φ ∈ Endk(V ), construimos ahora
la aplicación k-lineal∧∞ φ : ∧∞ V −→ ∧∞ V.

w1 ∧ ... ∧ wn ∧ ... 7−→ φ(w1) ∧ ... ∧ φ(wn) ∧ ...
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Lema 3.49. [7] Sean φ endomorfismo nilpotente y {vφn}n∈N base de Jordan de V para φ
(como la definida en la Proposición 3.11), se da el siguiente resultado:

∞∧
(1 + φ)[vφ1 ∧ ... ∧ vφn ∧ ...] = vφ1 ∧ ... ∧ vφn ∧ ... .

Proposición 3.50. [7] Sean φ un endomorfismo de potencia finita y {vφn}n∈N base de
Jordan de V para φ formada por unión de bases de Jordan para Wφ ({vφ1 , ..., vφm}) y para
Uφ ({vφn}n>m), se verifica que:

∞∧
(1 + φ)[vφ1 ∧ ... ∧ vφn ∧ ...] = detkV (1 + φ) · (vφ1 ∧ ... ∧ vφn ∧ ...).

Demostración. Es consecuencia inmediata del lema previo y del resultado análogo en
dimensión finita:

(1 + φ|Wφ)(vφ1 ) ∧ ... ∧ (1 + φ|Wφ)(vφn) = det
(
1 + φ|Wφ

)
· (vφ1 ∧ ... ∧ vφm).

3.4.3. Relación con los valores propios

Sea φ un endomorfismo de potencia finita con λ1, ..., λm sus (posiblemente repetidos)
valores propios no nulos en la clausura algebraica de k, es decir, los valores propios del
isomorfismo φ|Wφ en la clausura algebraica de k.

Proposición 3.51. [7] Con la notación anterior, se verifica que:

detkV (1 + φ) =
m∏
i=1

(1 + λi).

Demostración. Sea K una extensión de k que contenga todos los valores propios de φ,

detkWφ
(1 + φ|Wφ) = detKWφ⊗kK [1 + (φ|Wφ ⊗ 1)] =

m∏
i=1

(1 + λi).

Observación 3.52. [7] La Proposición 3.51 nos dice que la definición que hemos dado
de determinante de un endomorfismo de potencia finita es la análoga a la dada en [3]
del determinante de un operador de clase de traza, siendo ambos escalares el mismo si
consideramos un endomorfismo de potencia finita que sea también un operador de clase de
traza.

Corolario 3.53. [7] Con la notación previa, para µ ∈ k cualquiera,

detkV (1 + µφ) = 1 +
m∑
r=1

µrSr(λ1, ..., λm)

siendo Sr(x1, ..., xm) = ∑
1≤i1<...<ir≤m xi1 ... xir las funciones simétricas elementales.
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Corolario 3.54. [7] Con la notación previa, para todo número natural r ≥ 1,

Trk∧r
V (

r∧
φ) = Sr(λ1, ..., λm).

En particular, considerando r = 1,

TrkV (φ) =
m∑
i=1

λi.

Observación 3.55. [7] De este modo se prueba que dado un endomorfismo de potencia finita
que sea también un operador de clase de traza, las dos definiciones de traza (algebraica
y analítica) coinciden por el Teorema de Lidskii ( [19] ). Además, de esto se deduce que
para tales endomorfismos la definición algebraica de determinante aquí estudiada coincide
con la definición analítica que se da en [19].

Proposición 3.56. [7] Sea H un C-espacio de Hilbert separable y sea φ : H −→ H un
endomorfismo de potencia finita con valores propios no nulos {λi}Ni=1. Se tiene entonces
que

TrkH(φn) =
N∑
i=1

λni

de lo que se deducen las siguientes propiedades:

1. Si µ ∈ C× y |µ| ·máx |λi| < 1, entonces

detCH(1 + µφ) = exp
(
TrCH(ln(1 + µφ))

)
.

2. Si denotamos α0(φ) = 1, α1(φ) = TrCH(φ) y, para m ≥ 2,

αm(φ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

TrCH(φ) m− 1 0 . . . 0 0
TrCH(φ2) TrCH(φ) m− 2 . . . 0 0

TrCH(φ3) TrCH(φ2) TrCH(φ) . . . 0 0
...

...
...

. . .
. . .

...

TrCH(φm−1) TrCH(φm−2) TrCH(φm−3) . . . TrCH(φ) 1
TrCH(φm) TrCH(φm−1) TrCH(φm−2) . . . TrCH(φ2) TrCH(φ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
se verifica que

TrCH(
r∧
φ) = αr(φ)

r!
de lo que se deduce que

detCH(1 + µφ) =
∞∑
m=0

µm
αm(φ)
m! .

Demostración. Como la descomposición AST de H es la misma para φ que para φn, se
concluye que el número de valores propios de ambos es el mismo. Como {λni }Ni=1 son valores
propios de φn, el Corolario 3.54 nos da la afirmación inicial.



3.5. EXPONENCIAL 29

La primera propiedad se deduce de que bajo estas hipótesis

ln(1 + µφ) = −
∑
k≥1

µk

k
((−φ)k)

y, aunque la traza no sea lineal en general, la convergencia de la serie asegura que

TrCH(ln(1 + µφ)) = −
∑
k≥1

µk

k
TrCH((−φ)k).

La segunda propiedad se comprueba por inducción.

Observación 3.57. [7] La segunda propiedad que se obtiene en la Proposición 3.56 es la
análoga a la fórmula de Plemelj-Smithies dada en [19] para los operadores de clase de
traza.

3.5. Exponencial

Sean k un cuerpo de característica 0 y V un k-espacio vectorial arbitrario. Denotamos
k((z)) al cuerpo de series de Laurent, es decir, al cuerpo de fracciones de las series formales;
y Vz al k((z))-espacio vectorial V ⊗k k((z)). Además, si φ es un endomorfismo de potencia
finita en V , denotamos φ⊗ 1 al endomorfismo inducido en Vz.

Teorema 3.58 (Definición de la exponencial). [7]
Con la notación anterior, se tiene que la aplicación exponencial

expkz : Endfpk (V ) −→ Autk((z))(Vz)

φ 7−→ Id⊗ 1 + z(φ⊗ 1) + z2(φ⊗ 1)2

2 + z3(φ⊗ 1)3

3! + ...

está bien definida. Además, el endomorfismo de Vz

φ̄ = expkz(φ)− Id⊗ 1 = z(φ⊗ 1) + z2(φ⊗ 1)2

2 + z3(φ⊗ 1)3

3! + ...

es de potencia finita.

Demostración. Teniendo en cuenta que φ es de potencia finita, podemos considerar el
subespacio φ-invariante W = φn(V ), de dimensión finita para n suficientemente grande.
Sea {w1, ..., wr} una base de W, tomando cualquier v ∈ V , se sigue que

expkz(φ)(v⊗1) = v⊗1+z(φ⊗1)(v⊗1)+...+ zn−1

(n− 1)!(φ⊗1)n−1(v⊗1)+s1(z)w1+...+sr(z)wr

con si(z) ∈ k((z)). Por lo tanto, expkz(φ)(v ⊗ 1) ∈ Vz y la exponencial está bien definida.

Este morfismo valora en los automorfismos pues expkz(0) = Id y, dados dos endomorfismos
de potencia finita φ, ψ que conmuten entre sí, se cumple:

expkz(φ+ ψ) = expkz(φ) expkz(ψ).
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Que φ̄ sea de potencia finita resulta del Lema 3.40, teniendo en consideración que φ̄ se
escribe

φ̄ =
[
z(φ⊗ 1) + ...+ zn−1

(n− 1)!(φ⊗ 1)n−1
]

+
[
zn

n! (φ⊗ 1)n + ...
]

es decir, como suma de un endomorfismo de potencia finita y uno de rango finito.

Proposición 3.59. Sea φ ∈ Endfpk (V ),

detk((z))
Vz (expkz(φ)) = expkz(TrkV (φ)) ∈ k((z))×

donde k((z))× denota a los elementos de k((z)) invertibles.

Demostración. Para empezar, cabe mencionarse que el primer término de la igualdad tiene
sentido pues expkz(φ) = 1 + φ̄ y acabamos de ver que φ̄ es de potencia finita. Visto esto ya
solo hace falta reducir el enunciado al ya conocido en el caso finito dimensional:

det(exp(T )) = exp(Tr(T ))

para T un endomorfismo arbitrario en cualquier espacio vectorial de dimensión finita.

Basta considerar W subespacio φ-invariante de dimensión finita que contenga a φn(V )
para algún n ∈ N y tener en cuenta que Wz verifica condiciones análogas para φ̄, con lo
que:

detk((z))
Vz (expkz(φ)) = detk((z))

Vz (1 + φ̄) = detk((z))
Wz

(1 + φ̄) = detk((z))
Wz

(expkz(φ|W )) =

= expkz(TrkW (φ|W )) = expkz(TrkV (φ)).

3.6. Ejemplo

Sean k un cuerpo arbitrario y V un k-espacio vectorial de dimensión numerable. Sea
{en}n∈N una base de V . Consideramos el endomorfismo φ : V −→ V definido por

φ(en) =
{

e1 si n par
en+1 si n impar.

φ es un endomorfismo de potencia finita pues Imφ2 = ⟨e1, e2⟩. Se verifica que el polinomio
anulador de φ es a(x) = x4 − x2 = x2(x+ 1)(x− 1) y la descomposición AST es

V = Uφ ⊕Wφ = ⟨e2n−1 − e1, e2n − e2⟩n≥2 ⊕ ⟨e1, e2⟩.

Por lo tanto, la descomposición CN de φ es φ = φ1 + φ2, con

φ1(en) =
{
e1 si n par
e2 si n impar y φ2(en) =

{
en+1 − e2 si n impar y n ̸= 1

0 en otro caso.

Se comprueba que φ pertenece entonces a la clase de equivalencia de los endomorfismos
de potencia finita tales que:
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El orden de nilpotencia de φ2 es 2, i.e., i(φ) = 2.

El polinomio anulador de φ1|Wφ es p(x) = x2 − 1 = (x+ 1)(x− 1).

µ1(Uφ, φ2) = 0 y µ2(Uφ, φ2) = ℵ0.

ν1(Wφ, φ1 + 1) = y ν1(Wφ, φ1 − 1) = 1.

donde hemos usado que

kerφ2 ∩ Uφ = ⟨e2n − e2⟩n≥2; kerφ2
2 ∩ Uφ = Uφ;Hφ

1 = 0;Hφ
2 = ⟨e2n−1 − e1⟩n≥2;

ker(φ1 + 1) ∩Wφ = ker(φ1 + 1)2 ∩Wφ = ⟨e1 − e2⟩; y
ker(φ1 − 1) ∩Wφ = ker(φ1 − 1)2 ∩Wφ = ⟨e1 + e2⟩.

Observación 3.60. Como V no es de dimensión finita, i(φ1) = 1, de lo que se deduce que
el polinomio anulador de φ1 es x · p(x).

Sabiendo que Wφ = ⟨e1, e2⟩, podemos calcular la traza del endomorfismo así como el
determinante de 1 + φ. En efecto,

TrkV (φ) = TrkWφ
(φ) = 0 y detkV (1 + φ) = detkWφ

(1 + φ) = 0

porque la matriz de φ|Wφ en la base {e1, e2} es(
0 1
1 0

)
.

Observación 3.61. Teniendo en cuenta que los valores propios del automorfismo φ|Wφ son
1 y −1, se verifican la Proposición 3.51 y el Corolario 3.54, puesto que

detkV (1 + φ) = (1 + 1)(1 + (−1)) = 2 · 0 = 0 y TrkV (φ) = 1 + (−1) = 0.

También se está verificando la Proposición 3.41, dado que 1 + φ no es invertible por ser
ker(1 + φ) = ⟨e1 − e2⟩.

Finalmente, suponiendo que el cuerpo es de característica 0, se define la exponencial de φ
como el automorfismo k((z))-lineal expkz(φ) : Vz −→ Vz definido por

[
expkz(φ)

]
(v ⊗ 1) = v ⊗ 1 + φ(v)⊗ z + 1

2φ
2
1(v)⊗ z2 + 1

3!φ
3
1(v)⊗ z3 + ...

Y, por la Proposición 3.59, sabemos que el determinante de este endomorfismo es

detk((z))
Vz (expkz(φ)) = expkz(TrkV (φ)) = expkz(0) = 1.





Capítulo 4

Teoría de Tate para los residuos

Sean k un cuerpo y V un k-espacio vectorial de dimensión arbitraria.

Fijado un subespacio A ⊂ V , Tate define en [20], de manera auxiliar para la definición de
residuo, los siguientes subespacios de Endk(V ):

E := {θ ∈ Endk(V ) : θ(A) < A}

E1 := {θ ∈ Endk(V ) : θ(V ) < A}

E2 := {θ ∈ Endk(V ) : θ(A) < (0)} = {θ ∈ Endk(V ) : θ(A) es de dimensión finita}

E0 := E1 ∩ E2.

Proposición 4.1. [20] Se verifica que:

1. E es sub-k-álgebra de Endk(V ).

2. E0, E1 y E2 son ideales biláteros de E.

3. Dados dos subespacios conmensurables A y B de V , ambos producen los mismos
cuatro subespacios, i.e., EA = EB, EA

1 = EB
1 , E

A
2 = EB

2 y EA
0 = EB

0 .

4. E = E1 + E2.

5. E0 es de potencia finita, luego TrkV : E0 −→ k es k-lineal.

Proposición 4.2. [20] Con la notación anterior, si se da alguna de las dos condiciones
siguientes:

1. φ ∈ E0 y ψ ∈ E

2. φ ∈ E1 y ψ ∈ E2

entonces [φ, ψ] = φψ − ψφ está en E0 y tiene traza nula.

Demostración. Inmediato a partir de las proposiciones 3.34 y 4.1.

33
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Teorema 4.3 (Definición de residuo). [20] Sean K una k-álgebra conmutativa con
unidad, V un K-módulo y A un sub-k-espacio vectorial de V tal que todo f ∈ K pensado
como endomorfismo verifica f ∈ EA. Entonces, denotando por Ω1

K/k al K-módulo de las
1-formas diferenciales, existe una única aplicación lineal

resVA : Ω1
K/k −→ k

tal que, si f, g ∈ K,
resVA(f dg) = TrkV ([f1, g1])

para cualesquiera f1, g1 ∈ E que satisfagan las dos condiciones siguientes:

1. En el anillo cociente E/E2, [f1] = [f ] y [g1] = [g].

2. f1 ∈ E1 ó g1 ∈ E1.

Demostración. Para comenzar, veamos que la aplicación
K ×K −→ k

(f, g) 7−→ TrkV ([f1, g1])
está bien definida. Lo primero es ver que, para cualesquiera f, g ∈ K, existen f1, g1 ∈ E
verificando las hipótesis. En efecto, como E = E1 + E2, basta considerar f1, g1 ∈ E1 tales
que f = f1 + f2 y g = g1 + g2, con f2, g2 ∈ E2. A continuación, probemos que [f1, g1]
es de potencia finita, viendo que [f1, g1] ∈ E0 = E1 ∩ E2: por ser [f, g] = 0 y la primera
condición, [[f1, g1]] = [[f, g]] = 0 (mód. E2), luego [f1, g1] está en E2; y también está en
E1, por la segunda condición. Finalmente, la Proposición 4.2, nos da la independencia de
los f1, g1 escogidos: supongamos sin pérdida de generalidad que f1 ∈ E1,

[f1 + f2, g1 + g2] = [f1, g1] + [f1, g2] + [f2, g1 + g2]

por lo que aplicando dicha proposición y la linealidad de la traza sobre E0 terminamos,
dado que o bien f2 ∈ E0 o bien g1 + g2 ∈ E0.

Además, se comprueba que esta aplicación es k-bilineal. Por lo tanto, por la propiedad
universal del producto tensorial, induce una aplicación k-lineal

r : K ⊗k K −→ k

f ⊗ g 7−→ TrkV ([f1, g1])

Por definición de Ω1
K/k, sabemos que existe otra aplicación k-lineal epiyectiva

c : K ⊗k K −→ Ω1
K/k

f ⊗ g 7−→ f dg

cuyo núcleo está generado (como k-espacio vectorial) por los elementos de la forma
f ⊗ gh− fg ⊗ h− fh⊗ g, con f, g, h ∈ K.

El morfismo residuo, de existir, será pues el único morfismo k-lineal r′ que hace conmutativo
el diagrama:

K ⊗k K k.

Ω1
K/k

r

c
r′
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Para concluir la demostración basta con comprobar que r se anula sobre los generadores
de ker(c). Dados f, g, h ∈ K, podemos tomar f1, g1, h1 ∈ E1 de modo que difieran del
correspondiente elemento en uno de E2. Entonces para cualesquiera dos de ellos, por
ejemplo f, g, puede elegirse (fg)1 = f1g1 ∈ E1. Por la Proposición 4.2 y la linealidad de la
traza sobre E0, se llega a que

0 = TrkV ([g1, [f1, h1]]) = TrkV ([f1, g1h1]− [f1g1, h1]− [f1h1, g1]) =
= TrkV ([f1, g1h1])− TrkV ([f1g1, h1])− TrkV ([f1h1, g1]) =
= r(f ⊗ gh)− r(fg ⊗ h)− r(fh⊗ g) = r(f ⊗ gh− fg ⊗ h− fh⊗ g)

a partir de lo cual se acaba, obteniéndose la existencia y unicidad del morfismo residuo.

Observación 4.4. [20] Para cualesquiera dos elementos f, g ∈ K, el cálculo de resVA(f dg)
puede llevarse a dimensión finita tal y como veremos a continuación. Considérense los
subespacios de V

B = A+ gA y
C = B ∩ [f−1(A)] ∩ [(fg)−1(A)] = {v ∈ B : fv ∈ A y fgv ∈ A}.

El subespacio A+ fA+ fgA puede pensarse como suma directa de A y los dos subespacios
de dimensión finita formados por los elementos de fA que no están en A y los de fgA que
no pertenecen a fA. Con esta descomposición definimos π : A+ fA+ fgA↠ A como la
proyección k-lineal que se queda con la parte en A. Entonces dimk(B/C) <∞ (existen
suplementarios de A ∩ C en A y de gA ∩ C en gA de dimensión finita) y

resVA(f dg) = TrkB/C([πf, g]).

Efectivamente, extendiendo π a π : V ↠ A (por ejemplo, dando el valor 0 en el su-
plementario de A + fA + fgA), se verifica que πf ∈ E1 y πf ∼ f (mód. E2), luego
resVA(f dg) = TrkV ([πf, g]). Como [πf, g] tiene su imagen en B y C está en su núcleo,
TrkV ([πf, g]) = TrkB([πf, g]) = TrkB/C([πf, g]) y se concluye.

Proposición 4.5. [20] El morfismo residuo verifica las siguientes propiedades:

1. Sea V ′ un sub-K-módulo de V para el que A siga siendo sub-k-espacio vectorial,
entonces resVA = resV ′

A . En consecuencia, a partir de ahora y siempre que no dé lugar
a confusión, simplificaremos notación a resA.

2. Si A ∼ A′ por conmensurabilidad, entonces resA = resA′.

3. (Continuidad en f y g) Si fA + fgA + fg2A ⊂ A, entonces resA(f dg) = 0. En
particular, esto ocurre si fA ⊂ A y gA ⊂ A, luego resA es idénticamente nulo si A
es sub-K-módulo de V .

4. Sea g ∈ K. Se verifica que, para todo entero n ≥ 0, resA(gn dg) = 0. Además, si g es
invertible, lo mismo ocurre para todo entero n ≤ −2. En particular, se tiene que

resA(dg) = 0.

5. Si g ∈ K es invertible y h ∈ K verifica hA ⊂ A, se prueba que

resA(hg−1 dg) = TrkA/(A∩gA)(h)− TrkgA/(A∩gA)(h).
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En particular, si g ∈ K es invertible y gA ⊂ A, se obtiene

resA(g−1 dg) = dimk(A/gA) ∈ N.

6. Sea B otro sub-k-espacio vectorial de V tal que fB < B para toda f ∈ K, se verifica
que

f(A+B) < A+B y f(A ∩B) < A ∩B para toda f ∈ K

y se deduce que
resA + resB = resA+B + resA∩B .

7. Sea K ′ una K-álgebra conmutativa que, como K-módulo, es libre de rango finito n.
Sean V ′ el K ′-módulo K ′ ⊗K V y A′ el sub-k-espacio vectorial ∑i xi ⊗A ⊂ V ′ (para
(xi) una K-base fija de K ′). Entonces:

f ′A′ < A′ para todo f ′ ∈ K ′.

La clase de conmensurabilidad de A′ depende únicamente de la de A. Esto es,
sea B otro subespacio de V , (x′

i) otra K-base y B′ = ∑
i x

′
i⊗B, entonces A ∼ B

si y solo si A′ ∼ B′.

Además, se verifica que, para todo f ′ ∈ K ′ y g ∈ K,

resA′(f ′ dg) = resA((TrK′/K f
′) dg)

donde TrK′/K f
′ es la traza de f ′ como endomorfismo de K-módulos de K ′.

Demostración. 1) Se deduce de manera inmediata de lo visto en la Observación 4.4.
2) Dado que la definición de residuo solo depende del subespacio A por medio de sus subes-
pacios asociados y estos son los mismos a igual clase de conmensurabilidad (Proposición
4.1), se termina.
3) Basta observar que, si fA+ fgA+ fg2A ⊂ A, los subespacios B y C considerados en
la Observación 4.4 son el mismo.
4) Eligiendo g1 ∈ E1 de modo que g1 ∼ g (mód. E2), resA(gn dg) = TrkV ([gn1 , g1]) = 0 para
n ≥ 0 pues g1 y gn1 conmutan. Además, si g es invertible, se concluye razonando del mismo
modo, pues g−2−n dg = −(g−1)n d(g−1) para n ≥ 0.
5) La segunda parte se obtendrá de la primera tomando h = 1 y teniendo en cuenta que
A/gA es de dimensión finita porque, de g−1A < A, se llega a A < gA. Para la primera
parte, tomamos f = hg−1 en la Observación 4.4 y, en lugar del subespacio C, consideramos
el subespacio A ∩ gA ⊂ C. Mediante argumentos análogos a los empleados en dicha
observación, se llega en este caso a que

resA(f dg) = Trk(A+gA)/(A∩gA)([πf, g]).

Por la linealidad de la traza, como [πf, g] = πh− π1h para π1 = gπg−1 proyección de V
en gA, se verifica que

resA(f dg) = Trk(A+gA)/(A∩gA)(πh)− Trk(A+gA)/(A∩gA)(π1h).
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Usando que π y π1 son proyecciones en A y gA, respectivamente, y que hA ⊂ A y hgA ⊂ gA,
se tiene que πh como endomorfismo de (A+gA)/(A∩gA) valora en A/(A∩gA) y coincide
con h sobre este subespacio, a la vez que π1h como endomorfismo de (A+ gA)/(A ∩ gA)
valora en gA/(A ∩ gA) y sobre dicho subespacio coincide con h. A partir de esto y la
igualdad anterior, se deduce el resultado buscado.
6) A partir de la definición y propiedades de la conmensurabilidad (estudiadas en la Sección
2.4), se comprueba la primera parte

fA < A < A+B
fB < B < A+B

}
⇒ f(A+B) = fA+ fB < A+B y

A ∩B < A⇒ f(A ∩B) < fA < A
A ∩B < B ⇒ f(A ∩B) < fB < B

}
⇒ f(A ∩B) < A ∩B.

Sabiendo esto, podemos pasar a probar la igualdad de residuos. Para ello, basta ver que

resA(f dg)− resA+B(f dg) = resA∩B(f dg)− resB(f dg).

Considerando las proyecciones k-lineales πA, πB, πA+B y πA∩B de V en los subespacios
A,B,A+B y A ∩B, respectivamente, que restringidas al correspondiente subespacio son
la identidad y se anulan sobre el resto, se tiene que πA +πB = πA+B +πA∩B. Además, bajo
estas hipótesis sobre A y πA, se comprueba que πAf ∈ E1 y πAf ∼ f (mód. E2), luego
resA(f dg) = TrkV ([πAf, g]). Por lo tanto, llegamos a que

resA∩B(f dg)− resB(f dg) = TrkV ([πA∩Bf, g])− TrkV ([πBf, g]) =
= TrkV ([(πA∩B − πB)f, g]) = TrkV ([(πA − πA+B)f, g]) =
= TrkV ([πAf, g])− TrkV ([πA+Bf, g]) =
= resA(f dg)− resA+B(f dg)

usando que [πA∩Bf, g] y [πBf, g] están en un subespacio de potencia finita (sobre el que la
traza es lineal), al igual que [πAf, g] y [πA+Bf, g]. Veamos que efectivamente es así. Vamos
a probarlo solo para [πA∩Bf, g] y [πBf, g] por la similitud de ambas comprobaciones. En
este caso, ambos están en el subespacio de potencia finita

{φ ∈ Endk(V ) : φ(V ) < B,φ(B) < A ∩B y φ(A ∩B) < (0)}.

En efecto,

[πA∩Bf, g] (V ) = (πA∩Bg − gπA∩B)(f(V )) < (πA∩Bg − gπA∩B)(V ) <
< πA∩B(g(V )) + g(πA∩B(V )) < (A ∩B) + g(A ∩B) < A ∩B < B.

[πBf, g] (V ) < (πBg − gπB)(V ) < πB(g(V )) + g(πB(V )) < B + gB < B,

[πA∩Bf, g] (B) < (πA∩Bg − gπA∩B)(B) < πA∩B(g(B)) + g(πA∩B(B)) <
< A ∩B + g(A ∩B) < A ∩B,

[πBf, g] (B) < (πBg − gπB)(B) = (πB − Id)(g(B)) < (πB − Id)(B) = (0),

[πA∩Bf, g] (A ∩B) < (πA∩Bg − gπA∩B)(A ∩B) < (πA∩B − Id)(A ∩B) = (0) y

[πBf, g] (A ∩B) < [πBf, g] (B) < (0).
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7) Si denotamos por B a un suplementario de A y consideramos la proyección k-lineal de
V en A

π : V = A⊕B −→ A,
(a, b) 7−→ a

la aplicación π′ de V ′ en A′ que verifica π′(∑i xi ⊗ vi) = ∑
i xi ⊗ π(vi) es una proyección

k-lineal. Además, podemos tomar f ′
1 = f ′π′ ∈ EA′

1 y g1 = g, luego

resA′(f ′ dg) = TrkV ′([f ′π′, g]).

Por las propiedades universales de la suma directa y el producto directo, dar un endomor-
fismo k-lineal de V ′, φ, equivale a dar n× n endomorfismos k-lineales de V , φij, de modo
que

φ

∑
j

xj ⊗ vj

 =
∑
i,j

xi ⊗ φij(vj)

para cualesquiera vj ∈ V . Además, si F ⊂ Endk(V ) es un subespacio de potencia finita,
entonces también lo es

F ′ = {φ ∈ Endk(V ′) : φij ∈ F ∀i, j} ⊂ Endk(V ′)

y, sea φ ∈ F ′, se verifica que
TrkV ′(φ) =

∑
i

TrkV (φii).

Si denotamos f ′xj = ∑
i xif

′
ij y aplicamos lo anterior al endomorfismo [f ′π′, g], que verifica

[f ′π′, g]ij = [f ′
ijπ, g], se concluye que

TrkV ′([f ′π′, g]) =
∑
i

TrkV ([fiiπ, g])

pues el subespacio F generado por los [fijπ, g] es de potencia finita.

Por otro lado, con la notación que estamos empleando, se tiene que

TrK′/K f
′ =

∑
i

fii

y, por lo tanto, como podemos tomar (∑i fii)1 = ∑
i fiiπ ∈ EA

1 , se concluye que

resA((TrK′/K f
′) dg) = resA((

∑
i

fii) dg) = TrkV ([
∑
i

fiiπ, g]) = TrkV (
∑
i

[fiiπ, g]).

Terminamos por la linealidad de la traza sobre el subespacio de potencia finita F , pues al
desarrollar ambos lados de la igualdad hemos llegado a la misma expresión.

Observación 4.6. Cabe recalcarse que, en la demostración de la última propiedad, la
hipótesis de que K ′ sea de rango finito sí se está utilizando y es de gran importancia pues
permite asegurar que todas las sumas consideradas son finitas.
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4.1. Residuos en curvas algebraicas

Sea k un cuerpo y sea C una curva (algebraica) sobre k íntegra, completa y regular de
cuerpo de funciones K. Entonces la curva viene determinada módulo isomorfismo por
dicho cuerpo de funciones K.

Con estas hipótesis, se tiene una correspondencia biunívoca entre los puntos cerrados de la
curva (i.e., los puntos distintos del genérico) y los anillos de valoración discreta de cuerpo
de fracciones K que contienen a k, que asigna a cada punto la fibra en dicho punto. En lo
sucesivo, denotaremos por Ax al completado de la fibra en el punto x, Ax = Ôx, y Kx al
cuerpo de fracciones del anillo Ax.

Definición 4.7. [20] Con la notación anterior, se define el residuo en un punto
x ∈ C como la aplicación k-lineal

resx : Ω1
Kx/k −→ k

que verifica
resx(f dg) = resKxAx (f dg).

Está bien definido, i.e., fAx < Ax para todo f ∈ Kx. En efecto, por ser Ax ≃ k(x)[[t]]
para k(x) el cuerpo residual de Ax, existe un elemento primo tx ∈ Ax (el correspondiente a
t por el isomorfismo). Como k(x) = Ax/(txAx) es de dimensión finita sobre k, Ax ∼ txAx.
Por el mismo motivo tn−1

x Ax ∼ tnxAx para todo n > 1, luego podemos concluir mediante
inducción que Ax ∼ tnxAx para todo n ∈ N. Además, al pensarlos como subespacios de Kx,
Ax ∼ tnxAx para todo n ∈ Z. Sea entonces f ∈ Kx no nulo, f es producto de una potencia
de tx y un invertible, luego fAx = tnxAx para algún n ∈ Z y, en particular, fAx < Ax para
todo f ∈ Kx.

El siguiente teorema asegura que la definición dada de residuo en un punto coincide con la
definición analítica clásica:

Teorema 4.8. [20] Sea x ∈ C un punto racional sobre k, de modo que Ax ≃ k[[t]] y, por
lo tanto, Kx ≃ k((t)). Si f = ∑

i∈Z ait
i y g = ∑

j∈Z bjt
j son elementos de Kx, entonces

resx(f dg) =
∑
i+j=0

jaibj,

es decir, es el coeficiente en t−1 de f(t)g′(t).

Demostración. Se deduce de las propiedades del morfismo residuo. En efecto, por la
propiedad 3, podemos suponer que solo hay un número finito de coeficientes ai y bj no
nulos. La propiedad 4 deja entonces el cálculo del residuo en términos del coeficiente
deseado,

resx(f dg) = resAx(t−1 dt)
∑
i+j=0

jaibj.

Finalmente, aplicando la propiedad 5 se llega a que resAx(t−1 dt) = 1 y se concluye.
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Teorema 4.9. [20] Sea S una colección de puntos cerrados de la curva y denotemos
por O(S) al subanillo de K formado por la intersección de las fibras en dichos puntos.
Entonces, para cada ω ∈ Ω1

K/k, se verifica que∑
x∈S

resx(ω) = resKO(S)(ω)

donde la primera es una suma finita (i.e., casi todos los sumandos son nulos).

Demostración. Para simplicar notación, denotamos

AS =
∏
x∈S

Ax y VS = {f = (fx) ∈
∏
x∈S

Kx : fx ∈ Ax para casi todo x}.

Teniendo en cuenta que el número de polos de una función f ∈ K es finito, K puede
pensarse como un subespacio del K-espacio vectorial VS mediante la inyección que manda
f ∈ K al elemento (f) de VS formado por tantas copias de f como puntos haya en S.
Aplicando la propiedad 6 del residuo a los subespacios K y AS de VS, cuya intersección
es precisamente O(S), se tiene que resAS + resK = resO(S) + resK+AS . No obstante, al ser
K un K-módulo, por la propiedad 3 del residuo, resK = 0; y lo mismo ocurre para VS.
Suponiendo ahora que VS/(K+AS) fuese de dimensión finita (se demostrará más adelante),
VS y K + AS serían conmensurables y, por la propiedad 2 del residuo, resK+AS = 0.

Queremos probar entonces que resAS(ω) = ∑
x∈S resx(ω). Sea ω = f dg, se considera un

subconjunto S ′ ∈ S finito que contenga a todos los polos en S de f y de g y denotamos
T = S − S ′. Entonces

VS = VT ×
∏
x∈S′

Kx y AS = AT ×
∏
x∈S′

Ax

y aplicando sucesivas veces la sexta propiedad del residuo se llega a que

resAS(f dg) = resAT (f dg) +
∑
x∈S′

resx(f dg).

Sin embargo, por la elección de S ′ y la tercera propiedad del residuo, se verifica que
resAT (f dg) = 0 y resx(f dg) = 0 para todo x ∈ T , con lo que se terminaría. Hemos dejado
pendiente no obstante demostrar que VS/(K + AS) es de dimensión finita. En lo sucesivo,
vamos a denotar VU y AU al análogo de VS y AS para U abierto de C. Como VC/(K +AC)
se proyecta en VS/(K +AS) por el morfismo inducido por la proyección de VC en VS, basta
probar que VC/(K + AC) es de dimensión finita.

Vamos a ver que VC/(K +AC) ≃ H1(C,O), que es de dimensión finita por el Teorema 2.16.
Considérese la sucesión exacta de haces de grupos abelianos

0 −→ O −→ K0 δ−→ K1 −→ 0

donde las asignaciones a cada abierto U de C de K0(U), la imagen de K en VU , y de
K1(U) = VU/AU = ⊕

x∈U Kx/Ax definen, respectivamente, los haces flascos K0 y K1,
siendo los morfismos considerados las correspondientes proyecciones. El morfismo δ es el
inducido por los cocientes VU −→ VU/AU y es epiyectivo en fibra por ser K + Ax = Kx.
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La sucesión exacta larga de cohomología asociada a esta sucesión exacta corta de haces,
nos da el isomorfismo buscado:

H1(C,O) = coker(δ(C)) = (VC/AC)/K0(C) = VC/(K + AC).

Corolario 4.10. [20] Con la notación anterior, tomando S = C − g, se llega a que∑
x ̸=g

resx(ω) = 0

para cada ω ∈ Ω1
K/k.

Demostración. Por ser la curva completa, aplicando el Teorema 2.16, se tiene que

O(C − g) = O(C) = H0(C,O)

es de dimensión finita, es decir, O(C−g) ∼ (0). Por lo tanto, por la propiedad 2 del residuo
y el Teorema 4.9, se concluye.

Teorema 4.11. [20] Sea C ′ π−→ C el epimorfismo finito inducido por una extensión finita
K ⊂ K ′ según el Teorema 2.15. Entonces, para f ′ ∈ K ′, g ∈ K y x ∈ C,∑

x′∈π−1(x)
resx′(f ′ dg) = resx((TrK′/K f

′) dg).

Análogamente, si x′ ∈ π−1(x), f ′ ∈ K ′
x y g ∈ Kx,

resx′(f ′ dg) = resx((TrK′
x/Kx f

′) dg).

Demostración. Por la séptima propiedad del residuo,

resx((TrK′/K f
′) dg) = resBx(f ′ dg),

donde Bx denota al cierre entero de Ox en K ′. Se concluye aplicando ahora el Teorema 4.9
a Bx, lo cual es posible por [6, Teorema 12.25]. Del mismo modo, se prueba para Ax.

4.2. Ejemplo

Sea k un cuerpo de característica 0 y sea C = P1
k = Proj(k[x0, x1]) la recta proyectiva,

cuyo cuerpo de funciones es k(t) para t = x1
x0

. Sea x ∈ C distinto del genérico, vamos a
calcular resx(f dg) para

f = 5
t2(t− 1) y g = 3t

con la intención de comprobar que se verifica el Corolario 4.10.

Como todos los puntos (distintos del genérico) de la recta proyectiva son racionales, por el
Teorema 4.8, para calcular el residuo en (t− β) (respectivamente, (1/t)) basta calcular
el coeficiente en t−1 del desarrollo de Laurent de f(t + β) g′(t + β) (respectivamente,
f(1/t)g′(1/t)).
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Si β = 0, se verifica que

f(t)g′(t) = 15
t2(t− 1) = −15

∞∑
n=0

tn−2

luego res0(f dg) = −15 (donde resβ(f dg) denota al residuo en (t− β)).

Si β = 1, haciendo el cambio de variable z = t− 1, se tiene que

f(z)g′(z) = 15
z(z + 1)2 = 15z−1(

∞∑
n=0

(−z)n)2

luego res1(f dg) = 15.

Si β ̸= 0, 1, denotando u = t+ β, se observa que

f(u)g′(u) = 15
(x+ β)2(x+ β − 1) =

= −15
 1
β2

( ∞∑
n=0

(
− z
β

)n)2

+ 1
β

∞∑
n=0

(
− z
β

)n
− 1
β − 1

∞∑
n=0

(
− z

β − 1

)n
tiene coeficiente en t−1 nulo, luego resβ(f dg) = 0.

Si x =∞, es decir, x = (1/t), mediante el cambio de variable t = 1/t, se llega a que

f(t)g′(t) = 15t
t− 1 = −15t

∞∑
n=0

t
n
.

Por lo tanto, res∞(f dg) = 0.

Hemos calculado de modo analítico los residuos y comprobado que su suma es nula. A
continuación, vamos a comprobar que este cálculo analítico efectivamente coincide con el
cálculo algebraico propuesto en la Observación 4.4, según la cual

resx(f dg) = TrkBx/Cx([πf, g])

para Bx = Ax + gAx, Cx = {v ∈ Bx : fv ∈ Ax y fgv ∈ Ax} y

π : V = Ax ⊕Nx −→ V
(ax, nx) 7−→ ax

para cualquier suplementario Nx de Ax.

Como todos los puntos (distintos del genérico) de la recta proyectiva son racionales,
tenemos que Ax ≃ k[[t]] y que Kx ≃ k((t)). Por lo tanto, en los puntos de la forma (t− β),
se comprueba que

Bx ≃ k[[t]] y Cx ≃ {v ∈ k[[t]] : fv ∈ k[[t]]} =


t2k[[t]] si β = 0
tk[[t]] si β = 1
k[[t]] si β ̸= 0, 1.

Por otro lado, en el punto del infinito llegamos a que B∞ = C∞ ≃ t−1k[[t]].

Concluimos de nuevo que el residuo es cero tanto si x =∞ como si β ̸= 0, 1. Veamos que
ocurre en los otros dos casos:
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Si β = 1, se llega a que

f(z)g(z) = 15
z(z + 1) = −15

∞∑
n=−1

(−z)n y f(z) = 5
z(z + 1)2 = 5z−1(

∞∑
n=0

(−z)n)2.

Considerándose la base {[1]} de k[[z]]/zk[[z]], se comprueba que

res1(f dg) = Trkk[[z]]/zk[[z]][πf(z)g(z)− g(z)πf(z)] =

= (πf(z)g(z)− g(z)πf(z))([1]) = 15.

Si β = 0, se obtiene que

f(t)g(t) = 15
t(t− 1) = −15

∞∑
n=−1

tn y f(t) = 5
t2(t− 1) = −5

∞∑
n=0

tn−2

Considerándose la base {[1], [t]} de k[[t]]/t2k[[t]], se verifica que

res0(f dg) = Trkk[[t]]/t2k[[t]](πf(t)g(t)− g(t)πf(t)) = −15

porque, en dicha base,

πf(t)g(t)− g(t)πf(t) ≡
(
−15 −15

0 0

)
.





Capítulo 5

Ley de reciprocidad de Segal-Wilson

Sean k un cuerpo de característica 0 y V un k-espacio vectorial de dimensión arbitraria.
Fijemos un subespacio A de V .

En este capítulo vamos a estudiar el análogo multiplicativo, expuesto en 2013 en [7], a la
definición de John Tate de residuo.

Para ello, vamos a dar primero algunas definiciones y propiedades asociadas a la exponencial,
ahora que ya se ha introducido el subespacio de potencia finita E0, que recordemos depende
solo de la clase de conmensurabilidad de A.

Proposición 5.1. [7] Si φ, ψ ∈ E0, entonces

detk((z))
Vz (expkz(φ) expkz(ψ)) = detk((z))

Vz (expkz(φ)) detk((z))
Vz (expkz(ψ)).

Demostración. Como E0 es un subespacio de potencia finita, φ y ψ son de potencia finita
y el lado derecho de la igualdad tiene sentido. Veamos ahora que el lado izquierdo también
y que se verifica la igualdad. Según el Teorema 3.58,

φ̄ = expkz(φ)− Id = z(φ⊗ 1) + z2(φ⊗ 1)2

2 + z3(φ⊗ 1)3

3! + ... y

ψ̄ = expkz(ψ)− Id = z(ψ ⊗ 1) + z2(ψ ⊗ 1)2

2 + z3(ψ ⊗ 1)3

3! + ...

son de potencia finita. Por otra parte, como el producto de cualesquiera dos elementos de
E0 es de rango finito, el Lema 3.40 nos asegura que ⟨φ, ψ⟩ es un subespacio de potencia
finita. Sabemos ya que W = ⟨φ, ψ⟩2(V ) es un subespacio finito-dimensional φ-invariante y
ψ-invariante tal que φψ(V ), ψφ(V ) ⊂ W . Usando que la cardinalidad de N× N es ℵ0, se
tiene que

[
φ̄, ψ̄

]
(Vz) = [z(φ⊗ 1), z(ψ ⊗ 1)] (Vz) +

[
z(φ⊗ 1), z

2(ψ ⊗ 1)2

2

]
(Vz) + ... ⊂ Wz

con Wz = W ⊗k k((z)) y, por tanto,
[
φ̄, ψ̄

]
es de rango finito. Aplicando otra vez el Lema

3.40, ⟨φ̄, ψ̄⟩ es un subespacio de potencia finita. Finalmente, mediante la Proposición 3.39

45
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se concluye:

detk((z))
Vz (expkz(φ) expkz(ψ)) = detk((z))

Vz ((1 + φ̄)(1 + ψ̄)) =
= detk((z))

Vz (1 + φ̄) detk((z))
Vz (1 + ψ̄) =

= detk((z))
Vz (expkz(φ)) detk((z))

Vz (expkz(ψ)).

Proposición 5.2. [7] Si φ, ψ ∈ E0, entonces

detk((z))
Vz (expkz(φ+ ψ)) = detk((z))

Vz (expkz(φ)) detk((z))
Vz (expkz(ψ)).

Demostración. Al ser E0 subespacio, φ + ψ ∈ E0 será de potencia finita. Por lo tanto,
podemos hablar del determinante de su exponencial. Gracias a la linealidad de la traza
sobre E0 (Proposición 4.1) y a la Proposición 3.59, se termina:

detk((z))
Vz (expkz(φ+ ψ)) = expkz(TrkV (φ+ ψ)) = expkz(TrkV (φ) + TrkV (ψ)) =

= expkz(TrkV (φ)) expkz(TrkV (ψ)) =
= detk((z))

Vz (expkz(φ)) detk((z))
Vz (expkz(ψ)).

Corolario 5.3. [7] Si φ, ψ ∈ E0, entonces

detk((z))
Vz (expkz(φ+ ψ)) = detk((z))

Vz (expkz(φ) expkz(ψ)).

Si definimos ahora
expkzi : Endfpk (V ) −→ Autk((z))(Vz),

φ 7−→ Id⊗ 1 + zi(φ⊗ 1) + z2i(φ⊗ 1)2

2 + z3i(φ⊗ 1)3

3! + ...

mediante una argumentación análoga a la de la demostración del Teorema 3.58 se tiene
que la definición es válida y expkzi −Id es un endomorfismo de potencia finita de Vz.

Para todo número natural n ≥ 1, denotamos a un elemento de An = ∏n
i=1

[
expkzi(E0)

]
por an = {expkz(φ1), ..., expkzn(φn)} (con φ1, ..., φn ∈ E0). Considerando, para m ≥ n, las
aplicaciones

ϕmn : Am −→ An
am 7−→ an

se tiene un sistema proyectivo {An, ϕmn} cuyo límite proyectivo es

lim←−
n

An =
∞∏
i=1

[
expkzi(E0)

]
.

Abusando ligeramente de notación al usar ∏ tanto para el producto cartesiano de conjuntos
como para el producto de elementos de un cuerpo, se puede definir para cada número
natural n ≥ 1 un morfismo:

detk((z))
Vz : An −→ k((z))

an 7−→ ∏n
i=1 detk((z))

Vz (expkzi(φi)).
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Observación 5.4. [7] Considerando la inyección

An ↪→ Autk((z))(Vz)
an 7−→

∏n
i=1 expkzi(φi)

la definición dada cobra sentido pues se verifica que

detk((z))
Vz (

n∏
i=1

expkzi(φi)) =
n∏
i=1

detk((z))
Vz (expkzi(φi)).

Lo siguiente sería dar una definición análoga sobre el límite proyectivo. No obstante, si
bien se tiene una inyección

lim←−nAn ↪→ Autk((z))(Vz)
{an} = {expkz(φ1), ..., expkzn(φn), ...} 7−→ ∏∞

i=1 expkzi(φi)
para

∞∏
i=1

expkzi(φi) = Id⊗ 1 + (φ1 ⊗ 1)z +
(

(φ1 ⊗ 1)2

2 + φ2 ⊗ 1
)
z2 + ...,

en [7] no se llega a una definición sobre todo el conjunto. Lo que sí se obtiene es una
definición sobre los elementos {an} compatibles con detk((z))

Vz : An −→ k((z)):

Definición 5.5. Sea {an} ∈ lim←−nAn compatible con detk((z))
Vz : An −→ k((z)), es decir,

existe m ∈ N tal que, para todo n ≥ m,

detk((z))
Vz (an) = detk((z))

Vz (am).

Se define su determinante por

detk((z))
Vz ({an}) := detk((z))

Vz (am) ∈ k((z)).

Esto es,

detk((z))
Vz (

∞∏
i=1

expkzi(φi)) := detk((z))
Vz (

m∏
i=1

expkzi(φi)) =
m∏
i=1

detk((z))
Vz (expkzi(φi)).

Lema 5.6. [7] Sea {φi}i≥1 ⊂ E0 una colección de endomorfismos tales que TrkV (φi) = 0
para todo n ≥ m ∈ N. Entonces se verifica que

detk((z))
Vz (

∞∏
i=1

expkzi(φi)) =
m−1∏
i=1

detk((z))
Vz (expkzi(φi)) ∈ k((z)).

Demostración. Análogamente a la demostración de la Proposición 3.59, se prueba que,
para i ≥ 1 y φ ∈ Endfpk (V ) cualquiera, detk((z))

Vz (expkzi(φ)) = expkzi(TrkV (φ)) ∈ k((z))×.
Luego, si TrkV (φ) = 0, detk((z))

Vz (expkzi(φ)) = 1 para todo i ≥ 1.

Aplicando esto a la familia {φi}i≥1, se llega a que sus exponenciales son compatibles con
el determinante, i.e., para todo n ≥ m− 1,

n∏
i=1

detk((z))
Vz (expkzi(φi)) =

m−1∏
i=1

detk((z))
Vz (expkzi(φi))

y se concluye.
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Observación 5.7. Sea {φi}i≥1 como en el Lema 5.6. Denotando φ0 = 0 y considerando la
colección {φ′

i}i≥1 con φ′
i = φi−1 (que verifica las condiciones de dicho lema para m′ = m+1),

se deduce del Lema 5.6 que

detk((z))
Vz (∏∞

i=1 expkzi+1(φi)) = detk((z))
Vz (∏∞

i=1 expkzi(φ′
i)) = ∏m′−1

i=1 detk((z))
Vz (expkzi(φ′

i)) =
= ∏m−1

i=1 detk((z))
Vz (expkzi+1(φi)) ∈ k((z)).

A partir de estos resultados, se demuestra el siguiente:

Teorema 5.8. [7, 17] Con la notación anterior, la aplicación

cA : K ×K −→ k((z))×

(f, g) 7−→ detk((z))
Vz (expkz(f1) expkz(g1) expkz(−(f1 + g1)))

es un 2-cociclo de K con coeficientes en k((z))×, i.e., verifica cA(1, 1) = 1 y, para cuales-
quiera f, g, h ∈ K,

cA(f, g) · cA(f + g, h) = cA(f, g + h) · cA(g, h).

En particular, se tiene una extensión central de grupos,

1 −→ k((z))× −→ K̃A −→ K −→ 1.

Demostración. Veamos primero que esta aplicación está bien definida. Denotando

e(f, g) = expkz(f1) expkz(g1) expkz(−(f1 + g1))

y utilizando la fórmula de Zassenhaus

expkz(f1 + g1) = expkz(f1) expkz(g1)
∏
i≥1

expkzi+1

(
−Ci(f1, g1)

(i+ 1)!

)
,

con
C1 = [f1, g1], C2 = 2[[f1, g1], g1]− [f1, [f1, g1]],

C3 = 3[[[f1, g1], g1], g1]− 3[[f1, [f1, g1]], g1] + [f1, [f1, [f1, g1]]], ...
se llega a que

e(f, g) =
∏
i≥1

expkzi+1

(
−Ci(−g1,−f1)

(i+ 1)!

)
.

Teniendo en cuenta que TrkV (Ci) = 0 para i ≥ 2 por la Proposición 4.2, podemos aplicar lo
visto en la Observación 5.7 para concluir que

cA(f, g) = detk((z))
Vz (e(f, g)) = detk((z))

Vz

(
expkz2(1

2[f1, g1])
)

está bien definida dado que [f1, g1] ∈ E0.

De esto último se deduce también la propiedad de 2-cociclo aplicando la Proposición 5.2 y
teniendo en cuenta que

[f1, g1] + [f1 + g1, h1] = [f1, g1 + h1] + [g1, h1].
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Finalmente, según se prueba en [17], todo 2-ciclo produce una extensión central de grupos,
siendo en este caso K̃A el grupo k((z))× ×K con el producto

(a, f) · (b, g) := (cA(f, g)ab, f + g).

Observación 5.9. [7] Se deduce de la anterior demostración, aplicando la Proposición 3.59,
que

cA(f, g) = detk((z))
Vz

(
expz2(1

2[f1, g1])
)

= expz2

(1
2 TrkV ([f1, g1])

)
= expz2

(1
2 resA(f dg)

)
.

Observación 5.10. [7] La definición de cA está claramente inspirada en el 2-cociclo de la
Proposición 2.37. Por otro lado, si fijamos un suplementario B de A en V y bases para
ambos subespacios, denotando

f =
(
a b
c d

)
a la matriz de f ∈ K asociada a dicha descomposición V = A⊕B, se observa que podemos
tomar

f1 =
(
a 0
0 0

)
.

Además, se puede generalizar la fórmula

det(exp(A) exp(B) exp(−A) exp(−B)) = exp(Tr([A,B]))

a
detk((z))

Vz (expz(f1) expz(g1) expz(−f1) expz(−g1)) = expz2(TrkV ([f1, g1])).
Por lo tanto, se tiene otra analogía con la teoría de Segal-Wilson pues esta última expresión
es similar a la obtenida en la Proposición 2.41.

A partir de la Observación 5.9, se deducen de forma inmediata, de las propiedades ya
vistas del morfismo residuo, las siguientes propiedades del 2-ciclo cA:

Proposición 5.11. [7]

1. Si A ∼ A′ son dos subespacios conmesurables de V , entonces cA(f, g) = cA′(f, g).
Esto es, el 2-cociclo depende del subespacio A elegido solo en cuanto a su clase de
conmensurabilidad respecta. En particular, K̃A = K̃A′.

2. Si fA ⊂ A y gA ⊂ A, entonces cA(f, g) = 1. De ser así, K̃A es el grupo k((z))××K
con el producto habitual

(a, f) · (b, g) := (ab, f + g).

3. cA(1, g) = 1 = cA(g, 1) para todo g ∈ K.

4. Si g ∈ K es invertible y h ∈ K verifica hA ⊂ A, entonces

cA(hg−1, g) = expz2

(1
2 TrkA/(A∩gA)(h)

)
· expz2

(
−1

2 TrkgA/(A∩gA)(h)
)
.
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5. Si B es otro sub-k-espacio vectorial de V tal que fB < B para todo f ∈ K, entonces

cA+B(f, g) · cA∩B(f, g) = cA(f, g) · cB(f, g).

Finalmente, de la Observación 5.9 y el Corolario 4.10, se deduce el siguiente:

Corolario 5.12 (Ley de reciprocidad). Sea C una curva (algebraica) sobre k íntegra,
completa y regular de cuerpo de funciones K. Si denotamos S = C − g para g el punto
genérico de la curva, Ax = Ôx y Kx el cuerpo de fracciones del anillo Ax, se verifica que∏

x∈S
cAx(f, g) = 1

para cualesquiera f, g ∈ K.

Ejemplo 5.13. Continuando con el ejemplo del capítulo previo (ver Sección 4.2), vamos
a comprobar que ∏

x ̸=g
cAx(f, g) = 1.

Recordemos que, según la Observación 5.9, se tiene que

cAx(f, g) = expz2

(1
2 resx(f dg)

)
.

Por lo tanto,

cAx(f, g) =



expz2(−15
2 ) si β = 0

expz2(15
2 ) si β = 1

1 si β ̸= 0, 1 ó x =∞.
Como las constantes conmutan entre sí,

expz2(−15
2 ) · expz2(15

2 ) = expz2(−15
2 + 15

2 ) = expz2(0) = 1

y se concluye que efectivamente ∏
x ̸=g

cAx(f, g) = 1.
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