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RESUMEN

En este trabajo se estudia el modelo de gravedad modificada f(R) = aR? y se compara con
las predicciones de Relatividad General en el contexto de estrellas de neutrones, considerando
diferentes ecuaciones de estado. Se discuten las condiciones de pegado en la superficie estelar
para ambas teorias, y se obtienen soluciones estaticas y esféricamente simétricas para el interior
y el exterior de las estrellas, analizando la curvatura (no nula en el exterior para el caso f(R),
donde se comprueba que la métrica es también oscilante) y la definicién adecuada de la masa
en f(R), donde emerge una “esfera gravitacional” que contribuye a la masa percibida por un
observador asintético. Ademas, se comparan los diagramas masa-radio entre ambas teorias y
se evalta el impacto del pardmetro a sobre los resultados. Finalmente, se analizan las 6rbitas
de particulas masivas y no masivas alrededor de las estrellas, y se estudia el impacto de estas
modificaciones en la precesién del periastro y la deflexién rasante de la luz, concluyendo que el
segundo no se ve afectado por a dada la proximidad a la estrella y por tanto la evasién de los
efectos de la esfera gravitacional, motivando asi un posible test observacional para comprobar

la validez de estas teorias.

Palabras clave: teorias f(R), condiciones de pegado, ecuaciones de estado de estrellas
de neutrones, diagramas masa-radio, érbitas, precesién del periastro, deflexiéon gravitacional
de la luz.

ABSTRACT

In this paper we study the modified gravity model f(R) = aR? and compare it with
General Relativity in the context of neutron stars, considering different equations of state.
We discuss the junction conditions at the stellar surface for both theories, and obtain static
and spherically symmetric solutions for the interior and exterior of the stars, analysing the
curvature (non-zero in the exterior for the f(R) case, where the metric is also found to be
oscillating) and the proper definition of the mass in f(R), where a “gravitational sphere’
emerges that contributes to the mass perceived by a distant observer. Furthermore, the mass-

)

radius diagrams between the two theories are compared and the impact of the a parameter
on the results is assessed. Finally, the orbits of massive and non-massive particles around
stars are analysed, and the impact of these modifications on the periaster precession and the
light-trailing deflection is studied, concluding that the latter is not affected by a given the
proximity to the star and therefore the avoidance of the effects of the gravitational sphere,
thus motivating a possible observational test to check the validity of these theories.

Keywords: f(R) theories, junction conditions, neutron star equations of state, mass-radius

diagrams, orbits, periapsis precession, light ray gravitational deflection.
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INTRODUCCION

1. Introduccion

La teorfa de la Relatividad General de Einstein ha sido extraordinariamente exitosa
para describir la gravitacion y el comportamiento del universo a gran escala. Sin
embargo, presenta ciertos problemas al intentar explicar fenémenos como la rotacion
de las galaxias o la expansion acelerada del universo. Para ello, se han propuesto
componentes adicionales como la materia y la energia oscuras. En el modelo cosmolégico
estdndar, conocido como AC DM, aproximadamente el 76 % del contenido energético
del universo corresponde a energia oscura en forma de constante cosmoldgica, un 20 % a
materia oscura, y solo un 4 % a materia ordinaria. Esto implica que, segtiin este modelo,
desconocemos el 95 % del contenido total del universo.

Debido a estos desafios, desde poco después de la publicacién de la Relatividad
General se han ido proponiendo diversas modificaciones que intentan explicar fendmenos
como la inflaciéon césmica, las curvas de rotacion de las galaxias o la expansion acelerada
sin necesidad de introducir nuevos tipos de materia o energfa[l].

Entre las teorias mas simples de gravedad modificada se encuentran las teorias
escalar-tensor f(R), que anaden al lagrangiano una funcién del escalar de curvatura R.
El interés de estas teorias de gravedad modificada en concreto se remonta a los anos
60 del siglo pasado, donde se observo que la cuantizacion de los campos de materia
llevaba a acciones de esta forma [2]. En los 70 se observé ademés que ciertas teorias
f(R) presentan propiedades més favorables de renormalizacién [3], y en los 80 se vio
que estas podian explicar la expansion acelerada del inicio del universo [4], recuperando
la métrica de de Sitter y de anti-de Sitter sin necesidad de una constante cosmologica.
Ademas, estas teorfas han mostrado la capacidad de describir la gravitacién asignando
la contribucién de la materia oscura a un nuevo modo escalar [5, 6], asi como de unificar
la expansién acelerada actual con la inflacion del universo primitivo, dando asi una
imagen completa de la evolucién del Universo y de sus estructuras a gran escala [6, 7,

).

Algunos ejemplos comunes de modelos f(R) son el modelo cuadrético de Starobinsky
f(R) < R? [9], util para describir el origen del contenido de materia oscura, asi como la
inflacién césmica [6, 8] o el modelo de Hu-Sawicki [10, 11], capaz de recuperar la expansion
acelerada en el universo tardio. En este trabajo introduciremos el formalismo necesario
para describir estas teorias y derivaremos las ecuaciones de campo correspondientes,
estableciendo comparaciones con la Relatividad General (RG) en el contexto de objetos
compactos sometidos a fuertes campos gravitacionales, como las estrellas de neutrones.
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Desarrollaremos soluciones particulares tanto para el interior como en el exterior de
estas estrellas, bajo el supuesto de simetria esférica y estdtica, en el modelo f(R) = aR?,
dada su simplicidad y visto que en regimenes de gravedad fuerte sus efectos pueden ser
apreciables frente Relatividad General, e impondremos las condiciones necesarias de
pegado en la superficie estelar para asegurar la continuidad de las soluciones métricas.
En particular, estudiaremos las propiedades de la curvatura y cémo esta difiere de las
predicciones de la Relatividad General en el vacio exterior.

A partir de estas soluciones, introduciremos una definicién de la funcién de masa
adecuada para las teorias f(R), con el objetivo de identificar y analizar la contribucién
de la “esfera gravitacional” que aparece en estas teorias y como afecta a la masa total
medida por un observador lejano. Esta herramienta nos permitira estudiar los diagramas
de masa-radio y comparar las predicciones de f(R) con las de la Relatividad General,
evaluando ademas el impacto del parametro a en la estructura gravitacional.

Finalmente, analizaremos las ecuaciones geodésicas y las érbitas de particulas masivas
y no masivas en torno a las soluciones obtenidas. Prestaremos especial atenciéon a dos
pruebas clasicas de la Relatividad General, como son la precesion del periastro y la
deflexion de la luz, con el fin de explorar cémo estas podrian diferenciarse en el contexto
de las teorfas f(R). Esto nos permitira estudiar posibles discrepancias observacionales
que podrian revelar la presencia de la esfera gravitacional caracteristica de estas teorias.
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2. Teorias de gravedad modificada f(R)

En Relatividad General (RG), la accién total de un sistema se escribe en dos términos
desacoplados:

S = Sgn(guw, R) + Sm(gu, 8), (2.1)

donde Sgp es la accién de Einstein-Hilbert, dependiente de la métrica g,,' v del escalar
de curvatura R,? y Sy es la accién asociada a los campos de materia ¢. En los modelos
f(R), se modifica la accién de Einstein-Hilbert,

_ 1 4 —
SEH—%/dx\/ 7R, (2.2)

donde xk = 87 en unidades naturales® y ¢ es el determinante de la métrica, afiadiendo
una funcién genérica del escalar de curvatura [12],

S = o [ ate =g IR+ f(R)) (23

de tal manera que para f(R) = 0 se recupera la accién de Einstein-Hilbert original y
por tanto la Relatividad General.

Existen varios enfoques para obtener las ecuaciones de campo a partir de esta accién.
En el formalismo de Palatini [13], la accién se varia con respecto a la métrica y a la
conexion por separado; en el métrico-afin se considera la acciéon asociada a la materia
como un funcional de la métrica y de la conexion; y en el formalismo métrico, que
utilizaremos en este trabajo, se asume la conexion de Levi-Civita y se varia la accion
unicamente con respecto a la métrica. De esta manera, obtenemos las ecuaciones de
campo:

1
1+ fr

donde T}, es el tensor energia-materia y fr = df(R)/dR (far, fsr y fir denotardn las
derivadas de orden superior). Tomando la traza de estas ecuaciones contrayéndolas con

1 1
R;u/ - §Rguu = [_KJT;W - vqufR + guuvavafR + i(f(R) - RfR)g;w]a (24)

g"”, obtenemos una relacion dinamica entre Ry 71"

kT — 2f(R) — 3V°V, fr
1—fr '

1A lo largo de este trabajo tomaremos la signatura (+, —, —, —) para la métrica.

ZNuestra definicién del tensor de Riemann es R, = 0I5, — 0,17, + Fg/\Ff;,, — FZ,\F;)Im del que
se obtiene el de Ricci R, = R 40« ¥ finalmente el escalar de curvatura R = RZ.

3Tanto en estas expresiones como en el resto de este trabajo se hard uso de las unidades naturales,

de modo que G =c=1.

R:

(2.5)
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Al tratarse (2.5) de una ecuacién diferencial, y no sencillamente algebraica como
en el caso de la Relatividad General (R = kT'), cabe esperar un mayor nimero de
soluciones posibles. En concreto, veremos que las teorias f(R) violan el teorema de
Birkhoff, por lo que existiran soluciones de vacio, estaticas y esféricamente simétricas,
distintas a la de Schwarzschild, en las que R no tendra por qué ser constante.
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3. Estrellas de neutrones

A la hora de estudiar teorias de gravedad modificada es natural explorar regimenes
de campo gravitatorio fuerte en los que sus predicciones difieren en mayor medida de las
de la Relatividad General [14]. Las estrellas de neutrones, como entornos de gravedad
extrema, ofrecen una buena oportunidad para poner a prueba estas teorias.

En estos objetos la densidad de neutrones va aumentando desde una corteza com-
puesta principalmente por ntcleos en un mar de electrones, pasando por un interior
extremadamente rico en neutrones, hasta estados posiblemente mas exéticos de la
materia en las altas presiones del nicleo. La modelizacion de estas estructuras se lleva
a cabo principalmente a través de las ecuaciones de estado (equations of state o EoS),
que relacionan la presion con la densidad de energia, y tienen un impacto fundamental
en la masa de estos objetos, asi como en las ondas gravitacionales emitidas por sus
mergers [15].

Para integrar los sistemas dindmicos de ecuaciones a los que nos enfrentaremos en
este trabajo, serd necesario especificar una ecuacién de estado para la materia nuclear.
Dado que las densidades de las estrellas de neutrones son muy superiores a la densidad
de saturacion nuclear pg, estas son inaccesibles experimentalmente, por lo que todas
sus FEoS se deducen de manera tedrica.

Si bien tradicionalmente las ecuaciones de estado se obtenian por métodos no
perturbativos de muchos cuerpos, basados en interacciones entre dos y tres neutrones
de acuerdo con datos experimentales de scattering a bajas energias, las versiones més
modernas hacen uso de la teorfa quiral de campo efectivo (EFT) en cromodinamica,
basadas en el modelo estandar. A su vez, el reciente descubrimiento de una estrella de
neutrones de masa 2,01 & 0,04 M* [16] ha descartado una gran cantidad de ecuaciones
de estado exdticas, cuya suavidad a altas densidades imposibilita en general la obtencion
de masas tan altas.

Teniendo asi en cuenta el estado del arte, en este trabajo consideraremos las ecuacio-
nes de estado expuestas en [15], etiquetdndolas de la misma manera que en [17] como
soft, middle y stiff en referencia al aumento de la presion a medida que la materia se
compacta. Una interpolacion suave de estas tres EoS se puede observar en la Figura 1.

4En este documento, el simbolo M, se refiere a masas solares.
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Figura 1: Ecuaciones de estado de materia nuclear para estrellas de neutrones basadas en EFT,
obtenidas de [15]. Las curvas son interpolaciones polinémicas de orden 1 de los puntos utilizados.
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4. Condiciones de pegado

A la hora de estudiar objetos compactos en distintas teorias de la gravedad, es
necesario tener en cuenta las condiciones de pegado. Estas son condiciones que deben
verificarse en las fronteras entre regiones espaciotemporales, por ejemplo entre el interior
y el exterior de estos objetos. Se derivan de un analisis de geometria diferencial y, como
veremos, dependen de la teoria con la que se trabaje.

Dado que en las teorias f(R) la unicidad de la solucién exterior garantizada por
el teorema de Birkhoff ya no se mantiene, imponer estas condiciones de pegado nos
permitird encontrar las soluciones adecuadas al integrar las ecuaciones diferenciales
correspondientes desde el centro de las estrellas hasta el infinito, pasando por su frontera.

4.1. Condiciones de pegado en Relatividad General

Dada una variedad n-dimensional, una hipersuperficie es una subvariedad de n — 1
dimensiones embebida en la primera, de tal manera que al restringir el tensor métrico
de una a otra a través de un pull-back se obtiene la denominada métrica inducida.

Sean (M=, g*) dos espaciotiempos de dimensién n con sus métricas correspondientes.
Dadas en ellos dos hipersuperficies temporales correspondientes X* que actiian como
fronteras de las regiones V*, se busca encontrar un espaciotiempo total M definido como
la unién disjunta de V* y V'~ de manera que X" y ¥~ se identifiquen como X. Para que
este espaciotiempo esté bien definido, es necesario que exista una extension continua de
las métricas g% que coincida con cada una de ellas en las regiones correspondientes V.
Para ello, es indispensable que tanto la primera como la segunda forma fundamental
coincidan en ¥, como se explica detalladamente en [18]. En esta seccién daremos una
intuicién del significado de estos objetos y veremos las consecuencias practicas de
imponer su continuidad en la superficie de las estrellas, que utilizaremos posteriormente
para obtener nuestros resultados.

La primera forma fundamental da cuenta de la geometria intrinseca de la hiper-
superficie, independientemente del espacio ambiente, y coincide con la métrica in-
ducida anteriormente mencionada. Dados dos sistemas de coordenadas locales {z% }
en M¥*, y un tercer sistema de coordenadas {£%} intrinsecas a la hipersuperficie 3
(wyv,---=0,1,...,n—1; a,b,---=1,...,n— 1), la concordancia de la primera forma
fundamental en ambos espaciotiempos se expresa
ozl Oz,

5 96 (4.1)

h:b = Ny, h;tb = gffy(x(f))
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Los vectores normales a > vienen determinados, a excepcién de un signo, por las
condiciones de ortogonalidad a la superficie y de norma unidad

“w

nH aé‘a -

0, nip™ =1, (4.2)

al ser estos de tipo tiempo. Escogiendo, por ejemplo, n, hacia el exterior de V'~ y nj
hacia el interior de V', las bases de los espacios tangentes se identifican:

ozt B _, Ozt
{nﬂt’ 8{‘1} = {n " 3 }, (4.3)

de manera que podemos eliminar la notaciéon =+ y la primera forma fundamental viene

descrita por el proyector sobre X::
Py = Guw — Ny, (4.4)

cuya expresion se verifica de forma inmediata viendo que anula los vectores normales a
la superficie
v v 12
hyn” = gun” —nnn” =n, —n, =0, (4.5)

y que es idempotente

WLy [T’ v v N TR N IR 7 ! v I v _
thp_(gl/ nnl/)(gp nnp)_g ugp gV’I’L’er nnl/gp_l_nnVnnP_

— gl ol ol T S TN N )
=g",—nfn, —n'n, +nfn, =g", —n'n, = 1",

(4.6)

En definitiva, el primer objeto cuya continuidad en ¥ debemos garantizar es este
proyector. En las coordenadas intrinsecas a la hipersuperficie ¥, este vendra dado por

ox* 0z”

hab = hwﬁifaﬁifb

(4.7)

La segunda forma fundamental da cuenta de la curvatura extrinseca de la hipersu-
perficie, esto es, segin se percibe desde el espacio ambiente. En concreto, esta se puede
ver como la derivada covariante del vector normal a la superficie proyectada sobre esta

misma;:
Koy = W' ohVyng,,° (4.8)

y es el segundo objeto cuya continuidad debemos garantizar en la hipersuperficie 3.

5En este trabajo se utiliza la notacién de coma y de punto y coma para las derivadas parcial y
covariante, respectivamente (0,4, = A, ., V, A, = A,).
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Para un caso estatico y esféricamente simétrico como el que nos ocupara en este
trabajo, y en el sistema de coordenadas esféricas en cuatro dimensiones espaciotemporales
{t,r,0, ¢}, la forma mas general de la métrica es

ds®> = A(r)dt? — B(r)dr? — r2dQ? = e*Wdt?* — 2 dr? — r2(d6? + sin® 6d¢?), (4.9)

donde las exponenciales se introducen por simplicidad y para evitar singularidades de
coordenadas, y v(r) y A(r) son funciones radiales tanto en el exterior (V1) como en el
interior (V) de la estrella u objeto compacto de interés [19]. A su vez, la hipersuperficie
de pegado X viene descrita simplemente por la condicion

r=ry (4.10)
con ry el radio de la estrella. Asi, la primera forma fundamental en ¥ queda

dsfy) = e*0)dt* — r(d6* + sin® 0d¢?). (4.11)

A partir de esta expresion se observa que la continuidad de la primera forma
fundamental en la hipersuperficie 3 implica las siguientes igualdades entre el interior y
el exterior de la estrella:

t‘int = tlext + cte

’r0|int =To |ext

9|int = 9|ext = A(T0)|int = A(T0)|ext (4'12>
¢‘int = ¢’ext + cte

V(r0)|int - V(TO)|ext

Para la segunda forma fundamental, calculamos primero h*, en el mismo sistema de
coordenadas, teniendo en cuenta que dada la simetria el vector normal a la superficie es
completamente radial (n oc dr = n, = e* n® = e ") = g(n,n) = nn, = 1):

h*, = g*, — ntn, = 6", — nfn, = diag(1,1,1,1) — diag(0, 1,0,0) = diag(1,0,1,1).
(4.13)

Para la derivada covariante del vector normal, asumimos la conexion de Levi-Civita y
utilizamos su expresion con los simbolos de Christoffel, obteniendo asi tres componentes

no nulas:
Ny = V/<T)e2l/(r)e—>\(r)
Ny = Ny — L na = —nge’\(r) = Nosp = —re ) , (4.14)
Neip = —T sin? fe A"
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Uniendo ambos resultados obtenemos la expresion de la segunda forma fundamental
en la hipersuperficie:

Ktt _ e?u(ro)e—/\(ro)yl (TO)
Kgg = —Toe_k(m) . (415)
Ky = —rgsin’ GeAr0)

Asi, la continuidad de la segunda forma fundamental en ¥ implica

int — )\(ro)‘ext} N { B(r0)|int = B(TO>|ext

V/(r0)|int = V/(TO)lext A/(r0)|int - A/(TO)|ext ‘

e*A(T’O) ‘

(4.16)

En consecuencia, a la hora de integrar numéricamente cualquier sistema de ecuaciones
atravesando la superficie de la estrella, deberemos garantizar en esta la continuidad
del coeficiente métrico radial B(r), asi como del temporal A(r) y su derivada A’(r). La
solucion exterior en Relatividad General es bien conocida y viene garantizada por el
Teorema 1, visto més adelante. Asi, introduciendo ademas las expresiones de A(r) y
v(r) deducidas con méas detenimiento en la Seccién 5, tenemos

oM 1/2
e, = (1 _ T(T))
= M(To) = M[), (417)
\ 2MO 1/2
0l (12 220)
r

47 Pr3 + M (r)
r(r—2M(r))
! . MO

V(1) ]ext = m

donde M(r) es la masa encerrada en una esfera de radio r, M es la masa total de la

V(1) ime =
= P(ry) =0, (4.18)

estrella y P(r) es la presién a una distancia r del centro.

4.2. Condiciones de pegado en teorias f(R)

Para el caso de las teorfas f(R), un andlisis de distribuciones como el realizado en
[Senovilla] permite ver que para que las ecuaciones de campo (2.4) tengan sentido, deben
cumplirse condiciones adicionales a las de la Relatividad General. Estas ecuaciones se

10
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pueden reescribir de la siguiente manera

B = 35 (R — ForR) (VR = ¥, V7 R) —

—fsr(R) (V,RV,R — 9, V,RV’R) = kT,,.

(4.19)

En estas ecuaciones, el término que acompana a for contiene expresiones del tipo
V.V.,Ry V,RV,R (donde los simbolos subrayados representan magnitudes entendi-
das como distribuciones, que contienen deltas de Dirac 6> en la hipersuperficie), con
singularidades de la forma

Fsr(R) (Vu(H8™) + [RIn,d”) (V. (HS™) + [R]n,6") (4.20)

donde H es la parte singular de la distribucién escalar de curvatura R, que debe anularse
para que las ecuaciones de campo tengan sentido, y la notacion [A] simboliza el salto
en la magnitud A a través de la hipersuperficie Y. Estas singularidades no pueden
cancelarse en las ecuaciones de campo, de manera que se requiere inevitablemente que
[R] =0, a no ser que f3g = 0.

Precisamente, en este trabajo nos centraremos en la teorfa f(R) = aR?, de tal manera
que fsgr = 0. No obstante, veamos que la condicién [R] = 0 se mantiene en nuestro
caso: dado que nuestra intencién es describir la frontera entre un interior de materia y
un exterior de vacio perfecto, debemos excluir la posibilidad de capas superficiales o
membranas [18]. Esta restriccion, de manera préctica, se traduce en que el tensor de
energia momento 7}, solo puede presentar discontinuidades finitas en la hipersuperficie
> para el contenido de materia (la densidad de energia p). La distribucion de 7}, en el
caso de fsr = 0 toma la forma

T,, = T:VQ + Tu_y(l —0) + (1 + 70y + 1y, + Tn,ml,)éz + L, (4.21)

donde 8 es la distribucién asociada a la funcién escalén de Heaviside, que vale 1 en el
exterior (V) de la estrella (donde aparece por tanto 7)) y 0 en el interior V= (donde
aparece entonces TM_V) Los tltimos dos términos, regidos por la delta de Dirac 6 y la
distribucién L,
energia-momento presente solo las discontinuidades finitas en p que hemos mencionado.

contienen las partes singulares que deben anularse para que el tensor de

Como se demuestra en [18], esta imposicion conduce a

[KBM] = 0.
for(Re)[R] =0 (4.22)
ng(Rz)np[va]

11



CONDICIONES DE PEGADO 4.2 Condiciones de pegado en teorias f(R)

donde la primera condicién coincide con RG, y las tltimas dos, para nuestro caso
f(R) = aR? en el que fyr # 0, implican

[R]=0, n’[V,R] =0, (4.23)

es decir, que el salto del escalar del curvatura y de su derivada covariante a través de X
(en direccién radial) deberan anularse necesariamente.

En conclusién, para las teorfas f(R) que se estudiardn en este trabajo, serd necesario
imponer, de manera anadida a las condiciones de pegado de RG (4.12) y (4.16) la
continuidad y la diferenciabilidad de la funcién R(r) al integrar radialmente. Es por
esto que, generalmente, las soluciones que cumplan el pegado en Relatividad General
no lo serdn a su vez en las teorias de gravedad métrica f(R) [18].
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SOLUCIONES EN RELATIVIDAD GENERAL 5.2 Soluciones interiores

5. Soluciones en Relatividad General

Revisadas ya las condiciones de pegado a tener en cuenta al atravesar la superficie
de la estrella, y habiendo escogido ya las ecuaciones de estado a utilizar, es momento de
obtener las funciones de interés en el interior y el exterior de las estrellas de neutrones.
Tal y como se expuso en la Seccion 4, consideraremos soluciones estéaticas y esféricamente
simétricas, cuya métrica mas general toma la forma (4.9), siendo los coeficientes métricos
A(r) y B(r) independientes del tiempo.

5.1. Solucién exterior

En Relatividad General, para una regién de vacio perfecto (1,, =0 = p=P =
0) alrededor de una fuente esféricamente simétrica, contamos con un resultado bien
conocido:

Teorema 1 (de Birkhoff). En Relatividad General, toda solucion de vacio
esféricamente simétrica de las ecuaciones de Finstein es necesariamente
estdtica y coincide con la métrica de Schwarzschild:

—1
ds? — (1 _ 2MO> dt? — <1 - 2M°) dr? — 12402, (5.1)

T r

donde My es la masa de la fuente.

En el caso que nos ocupa, las estrellas seran estaticas ademas de presentar simetria
esférica, aunque cabe destacar que el teorema de Birkhoff predice una métrica exterior
estatica aunque la estrella no lo fuese, siempre y cuando esta mantenga su simetria
esférica (estrellas pulsantes u objetos en colapso gravitacional, por ejemplo).

Gracias a este resultado, no sera necesario por nuestra parte resolver ningun sistema
de ecuaciones en el exterior en Relatividad General, y tomaremos las funciones analiticas

Awalr) = (1~ 2M“) Bl =(1- 2M°)_1 (5.2)

r r

como referencia para garantizar el pegado con las soluciones interiores.

5.2. Soluciones interiores

Por ser estatica y esféricamente simétrica, la métrica interior de la estrella tiene la
forma general de la ecuacion (4.9), con v(r) y A(r) funciones desconocidas en este caso.

13



SOLUCIONES EN RELATIVIDAD GENERAL 5.2 Soluciones interiores

Para encontrarlas basta resolver las ecuaciones de campo de Einstein,
1
R;w - iRg;w = K'T/u/a (53)

con k£ = 81 en unidades naturales. Por simplicidad, consideraremos que el interior
de la estrella de neutrones se puede describir como un fluido perfecto, cuyo tensor de
energia-momento es de la forma

T;w = (p + P)uuuu - pgw/a (54>

donde p es la densidad de energia, P es la presion y u, es la cuadrivelocidad del
fluido. Antes de resolver las ecuaciones de campo, consideraremos las condiciones de
conservacion

v, " = 0. (5.5)

Al tratarse de un fluido estético, la cuadrivelocidad es puramente temporal (u = u'9;).
Teniendo en cuenta su normalizacion para particulas masivas, tenemos

uuu“ = Utut = gttutut = ezy(T) (ut>2 =—1 = u'= eiy(r)a (56>

por lo que el tensor energia-momento es diagonal, al serlo también la métrica y ser
la cuadrivelocidad puramente temporal. Dada la simetria del sistema, la conservaciéon
de las componentes angulares y temporal de T}, es trivial y no aporta informacion
relevante. Para la componente radial, sustituyendo las expresiones correspondientes,

0
VI = o T DT 4 LT = Pl=—(p+ PV, (5.7)

donde la prima representa la derivada con respecto a la coordenada radial r.

Las ecuaciones de campo (5.3), sustituyendo igualmente las cuadrivelocidades y las
componentes del tensor energia-momento, se escriben

2r\N + e — 1 ory — e 1
22X = 87p, 22X
r2e r2e

= 8P, (5.8)

donde hemos omitido las correspondientes a las componentes angulares por no aportar
estas mas informacion. La primera igualdad se puede reformular con la derivada de un
producto, obteniendo una ecuacion diferencial para la masa cumulativa:

da
dr

dM(r)
dr

{7‘(1 - e‘”)} =8mpr? = = d7pr?, (5.9)
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SOLUCIONES EN RELATIVIDAD GENERAL 5.3 Condiciones iniciales y de pegado

con M(r) = 3r(1 — e *') la masa contenida en una esfera de radio 7. Despejando la

exponencial, tenemos la relaciéon

B(r) = ) = (1 . <T)>1, (5.10)

que podemos sustituir ahora en la segunda ecuacién de (5.8), obteniendo

A Pr3 + M
B 5.11
v r(r—2M) (5:11)
Despejando v/ de la ecuacién (5.7) e igualando, se tiene
dpP 4 Pr3 + M
—_— = P)——m— 5.12
dr (p+ )r(r—2M)’ ( )

que se conoce como la ecuacion de Tolman-Oppenheimer-Volkoff o TOV [19].

Por ultimo, recordando la expresion del coeficiente temporal de la métrica dado en la
ecuacion (4.9), reescribimos (5.7) introduciendo ademads la expresion de P’ proporcionada
por la ecuaciéon TOV:

A 2P’ 2(47r3P + M)
A :2V Al :2/21/:2/A 2 _
(r)=e = (r) Ve VA(r) = I o P F(r — 20)
(5.13)

De esta manera, tras estas manipulaciones, las ecuaciones (5.9), (5.12) y (5.13),
junto con una ecuacién de estado p(P) forman un sistema completo de ecuaciones
diferenciales para las funciones P(r), p(r), M(r) y A(r):

M’ = 4xpr?
A7 Pr3 + M
P = _(pt+p)t T
(p+P) r(r — 2M)

A" 2(4rr’P 4 M)
A r(r—2M)
p=p(P)

(5.14)

5.3. Condiciones iniciales y de pegado

La obtencion de soluciones interiores es lo que se conoce como un problema de
contorno libre: ya que no conocemos a priori el radio estelar rg, deberemos integrar el
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SOLUCIONES EN RELATIVIDAD GENERAL 5.3 Condiciones iniciales y de pegado

sistema de ecuaciones (5.14) hasta dar con una condicién que garantice que este se
ha alcanzado. En nuestro caso, dado que de la integracién obtenemos directamente la
funcién P(r), la condicién (4.18) sera la senal para detener la resolucion.

En la practica, dado que las ecuaciones de estado p = p(P) que utilizaremos (Figura
1) son interpolaciones y no funciones analiticas, la resolucién del sistema serd numérica.
En consecuencia, se tomaran varias precauciones al implementar el cédigo: en primer
lugar, la integracion no podra comenzar en ri,;; = 0, ya que esto daria lugar a divergencias
en (5.12) y (5.13). Por otro lado, dado el error del método, es posible que las condiciones
(4.17) y (4.18) no se den nunca, por lo que en su lugar se detendra la integracién cuando
P(r) o M(r) alcancen un valor suficientemente pequetlo.

Dado que sélo tres de las ecuaciones del sistema a integrar son diferenciales, necesita-
remos tres condiciones iniciales para resolverlo. Ya que el radio inicial sera despreciable,
la masa M (riy) contenida debajo de este lo serd también:

M(Tinit) — 0. (515)

En lo referente al coeficiente métrico A(r), este esta restringido por la condicién
de pegado (4.12) junto con la solucién exterior fija (5.2), como ya hemos mencionado.
Dado que la ecuacién diferencial (5.13) es invariante bajo un reescalado uniforme de A
(esto es, si A(r) es solucién, entonces k - A(r) con k constante también lo es), garantizar
el pegado es sencillo: en primer lugar, se escoge un valor inicial arbitrario A,... Tras la
integracién se obtiene una funcién A*(r), de manera que el valor de A*(r() no coincidira
con el exterior (1 —2My/rg). No obstante, la solucién puede ser reescalada,

1-— 2M0/7“0

A) = A°0) -

(5.16)
garantizando asi el pegado con la métrica de Schwarzschild exterior. Veamos que
esta resolucion garantiza también la continuidad de A’(r) exigida por las condiciones
de pegado de la Seccion 4: derivando la expresion de A (r) de la ecuaciéon (5.2) y
evaluandola en 7y, obtenemos

2M,
Aext(TO) = 720 (517)

7o
Sustituyéndola en la ecuacién diferencial interior (5.13) evaluada asimismo en r = ry =
P =0, M = M, (lo que implica asumir la condiciéon de pegado A’(ro)|imt = A'(70)|ext),
obtenemos

QMO/T(Q) 2M0 2M0
AO 7’0(7"0 — 2M0) 0 To ’ ( )
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que coincide con la solucién exterior en r = ry, demostrando asi que la sustitucién era
correcta y por tanto A’(r) es continua en la superficie de la estrella.

En lo que respecta al coeficiente B(r), basta ver que la expresion explicita interior
(5.10) coincide directamente con la de la métrica de Schwarzschild con M,. Asi, la
continuidad del coeficiente radial de la métrica se desprende directamente de la de la
funciéon de masa.

De esta manera quedan garantizadas las condiciones de pegado expuestas en la
Seccién 4, por lo que el valor inicial restante, la presién central P(ri,;;) = P., queda libre.
Sera barriendo distintos valores de P, que elaboraremos, por ejemplo, los diagramas
masa-radio de las Secciones 5 y 6.

5.4. Resultados

Una vez fijados los valores iniciales para el sistema (5.14) se puede resolver el sistema
(5.14) y representar los perfiles radiales de presion, densidad de energia y masa cumulativa
en el interior de la estrella,’ como se muestra en la Figura 2. Su comportamiento es
el esperado: la presion es estrictamente decreciente y se acerca arbitrariamente a cero
en el radio de la estrella, mientras que la masa es estrictamente creciente y alcanza un
valor My en el mismo punto. Si bien tanto el radio como la masa son mayores para
cada EoS, los perfiles de densidad se cruzan, de manera que Soft da lugar a estrellas de
mayor densidad central que sin embargo decae rapidamente, y lo contrario para Stiff.

También integrando se obtienen los coeficientes métricos A(r) y B(r). La Figura 3
muestra en el interior y exterior estelar el primero de ellos antes y después del ajuste de
su valor inicial, como se indica en la ecuacién (5.16), mientras que B(r) no depende él
y por tanto se muestra directamente pegado. A partir de ambos coeficientes, es posible
calcular y representar también el escalar de curvatura a partir de su definicién. Como
se observa en la Figura 4 la curvatura es nula en el exterior de la estrella, resultado
conocido de Relatividad General que se desprende directamente de la traza de las
ecuaciones (5.3) (en el vacio, T'= 0 y por tanto R = 0).

Para comprobar la condicién de pegado restante (4.16), se muestran en la Figura
5 las derivadas radiales de los coeficientes métricos. En efecto, A’(r) es claramente

5Todos los calculos numéricos, desde la implementaciéon de las ecuaciones de estado hasta la
integracién de los sistemas de ecuaciones, pasando por la elaboracién de gréaficas, métodos de biseccién
y disparo, etc. son trabajo propio y original. El cédigo escrito en Mathematica se puede consultar en
https://github.com/NestorRiveroGonzalez/TFM_NestorRiveroGonzalez.
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Figura 2: Perfiles interiores de presién, densidad de energia y masa cumulativa obtenidos tras la
integracién del sistema (5.14) para las ecuaciones de estado Soft, Middle y Stiff y una presién central
P.=4-10"* km~2. Las dos primeras se anulan en el radio de la estrella g, en este caso 9,855 km
para Soft, 12,011 km para Middle y 13,805 km para Stiff; mientras que la funcién de masa alcanza en

este su valor méximo, equivalente a la masa total My = 1,824 Mg para Soft, 2,499 Mg, para Middle y
2,942 M, para Stiff.

continua en la superficie estelar y, aunque no se ha impuesto en el procedimiento, B'(r)

también lo es. La diferencia aparece en la segunda derivada, que sigue siendo continua
para A pero ya no para B.

Dado que la presiéon central es un valor inicial libre que da lugar a masas y radios
estelares diferentes, barriendo un rango de valores se puede construir un diagrama
masa-radio parametrizado por P.. En la Figura 6 se muestran los obtenidos para las
tres ecuaciones de estado Soft, Middle y Stiff. Si bien a presiones centrales bajas las
masas obtenidas son muy similares para todas las EoS, cada cual da lugar a masas
maximas mayores, obtenidas a altas presiones centrales. Los radios estelares, por otro

lado, si estdn claramente diferenciados entre ecuaciones de estado para todo el rango de
presiones.
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Figura 3: Coeficientes métricos A(r) y B(r) obtenidos tras la integracion del sistema (5.14) para la
ecuacién de estado Middle y una presion central P, = 7-10~* km™2. Para el coeficiente A se muestran
ademaés dos soluciones interiores con valores desviados de Aj,j¢, por arriba y por abajo. Se observa
claramente como el error en la condicién inicial se propaga por la funcién, imposibilitando el pegado
con la tnica solucién exterior de Schwarzschild. Por otro lado, la condicién inicial de B(r) estd fijada
a priori, lo que garantiza el pegado tal y como se observa. A distancias mayores, ambos coeficientes
tienden a 1, A por debajo y B por arriba, recuperando en el infinito la métrica de Minkowski.

x1072

— i

Rext
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Figura 4: Escalar de curvatura R(r) obtenido tras la integracién del sistema (5.14) para la ecuacién
de estado Middle y una presién central P, = 7-107% km™2. A partir del radio de la estrella rg, la
funcién es idénticamente nula salvo la precision en el método de integracion.
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Figura 5: Primeras y segundas derivadas radiales de los coeficientes métricos A(r) y B(r) obtenidos tras
la integracion del sistema (5.14) para la ecuacién de estado Middle y una presién central P, = 7-10~*
km~2. De las cuatro, sélo B”(r) presenta una discontinuidad clara en r = r.
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Figura 6: Diagramas masa-radio correspondientes a las ecuaciones de estado Soft, Middle y Stiff para
el rango de presiones P. = [6-107%,8 - 107%] km~2 en Relatividad General.
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SOLUCIONES EN EL MODELO f(R) = aR? 6.1 Soluciones interiores

6. Soluciones en el modelo f(R) = aR?

En esta seccion, considerando la misma métrica estatica y esféricamente simétrica
de la ecuacién (4.9), obtendremos las funciones correspondientes en el interior y exterior
de la estrella para el modelo f(R) = aR?, a € R” y las compararemos con sus andlogas
en Relatividad General. Dado el modelo concreto, las derivadas con respecto a R que
apareceran en las ecuaciones seran

fR =1 + 2&R
for = 2a : (6.1)
fsr =10

siendo esta ultima de especial importancia por simplificar algunas ecuaciones, y por lo
discutido en la Seccion 4.

6.1. Soluciones interiores

Al igual que en Relatividad General, consideraremos el interior de la estrella como
un fluido perfecto cuyo tensor energia-momento viene descrito por la ecuacién (5.4). No
obstante, las ecuaciones de campo a resolver ya no son las de Einstein, sino las expresiones
(2.4). Calculando el tensor de Ricci a partir de la métrica (4.9) y sustituyéndolo en
estas, obtenemos tres ecuaciones independientes:

E T A N U
B\BTA) 2B B 1+fal 62
B’ 2\, A, A '
+A (5= ) = gl G s
A" A (B A B’ 1
m+m<B+A>‘7~B:1+fR[‘“PB
W 9 B (6.3)
+(g5+ 2) - G )|
1 r B A 1 , T,
B—HZB(‘B*A)—Hle_”PT+BfR o

Ar:2 B2 r .2
+(55a 35 + ) fam R+ SR,

A lo largo de este trabajo omitiremos las unidades de R (km~2) y de a (km) por cuestiones de
claridad y limpieza.
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SOLUCIONES EN EL MODELO f(R) = aR? 6.2 Soluciones exteriores

donde hemos utilizado la expresién (5.4) del tensor energia-momento 7),,. Llevando a
cabo una breve manipulacién detallada en [17] para despejar las derivadas de mayor
orden, se llega al siguiente sistema de cuatro ecuaciones diferenciales acopladas:

" A (B A’ 2B'A 2A
A _2<B+A> rB +(JHrfR)l_mgp
i v " (6.5)
B () s - Erim)|
,  2rB B 3A’
B_MlmB(p+3P)+2R—2TA+Bf(R) »
B, 34 3., 34, 00
—fR<2 +27’A> _<7’+2A>f2R 17
" B’ A 2 B
R_R<QB—2A—T>—3f2R[%(p—3P) 6
— (1 R 20 ()] - g
2R
,  p+PA
P=-t T 09

vélido para cualquier teorfa f(R).® Estas, junto con la ecuacién de estado p = p(P), nos
permitirdn obtener las cinco funciones de interés P(r), p(r), A(r), B(r) y R(r). Al ser
las ecuaciones de campo distintas a las de Einstein, en ningin momento de la derivacion
aparece una funciéon de masa cumulativa, como si ocurria en Relatividad General. Su
obtencion a partir de las soluciones del sistema se explicara en la Subseccion 6.4.

6.2. Soluciones exteriores

A diferencia de la Relatividad General, las teorias f(R) no cuentan con ningun
teorema que garantice la unicidad de la solucion exterior. No obstante, el sistema de
ecuaciones (6.5) — (6.8) mantiene su validez en el exterior de la estrella, al derivarse de
la métrica (con la misma forma dentro y fuera del objeto), el tensor energia-momento
(que se anulard en este caso al tener un vacio perfecto) y las ecuaciones de campo (2.4).
Dado que la presién y la densidad de energia en el exterior son idénticamente nulas, la
ecuacion (6.8) desaparece y con ella la necesidad de una ecuacién de estado. Por tanto,

8En nuestro caso, dado que f3r = 0, el ltimo término de la ecuacién (6.7) desaparece y esta pierde
su dependencia con R'?, lo que facilitara la integracion.

22



SOLUCIONES EN EL MODELO f(R) = aR? 6.2 Soluciones exteriores

el sistema a resolver en el exterior sera
A (B A 2B'A 2A B A2 , B
_2<B+A> "B +<1+fR>l‘z (m*) farlt —zf““’”)]’ (6.9)

A//

p=_2P lBR 4 Bf(R) = [r <§R+ 3’4,) — (i + 3A/> fQRR’] :

31+ fr) |2 2A 2r A 24

(6.10)
/" / E . i/ _g . B . . . . @ /
R' =R <23 o 7~> 3fm[ (1— fr)R —2f(R)] ngRQ. (6.11)

Dado que la solucién exterior se obtiene integrando a partir del radio estelar, la
implementacion de las condiciones de pegado es trivial en este caso. Conociendo las
funciones interiores, bastara con fijar los valores iniciales de sus analogas exteriores a
los obtenidos en rq:

Aext (7’0) = Alnt (7’0)
A (r0) = Ajy(r0)
Bext(ro) = Bing(r0) (6.12)
Rext(To) = Rint(To)
R (r0) = Ry (o)

garantizando asi las condiciones (4.12) y (4.16) que ya se imponfan en RG, asi como las
adicionales de (4.16), correspondientes a f(R).?

Antes de continuar, veamos que ya es posible extraer informacion del sistema de
ecuaciones (6.9) — (6.11) sin necesidad de integrarlo. Dado el éxito predictivo de la
Relatividad General, podemos realizar un analisis perturbativo del escalar de curvatura
alrededor de la solucién de RG Ry, tomando R = Ry + R; con

Rl < Ro = /'iT, (613)

donde la perturbacion R, debe estar acotada para garantizar la estabilidad de la solucién.
Introduciéndola en (6.11) tal como se muestra en [17] obtenemos la ecuacion dindmica

1= u (B A2 far(Ro) .,
R <2B T24° r> " FonlBo) (6.14)
B / .
~ 3fon(Ro) (Rofr(Ro) — 2f(Ro)) + 0R} + vRy,

9La condicién de pegado referente a la derivada covariante de R se corresponde con la de R’ = %,
como se menciona en la Seccién 4.
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donde los coeficientes d y v se definen como

B A 2 2Ryf3r(Ro)

52@—ﬂ—;—m, (6.15)
V= gy [+ Rofan(Ra) + fa(Ro)

- ﬁﬁggi (2f(Ro) + RofR<Ro>>] (6.16)
iy (R0~ 155

Particularizando ahora para la solucién exterior, es decir, Ry = R{, = 0, el coeficiente
~ toma la forma

B 2f3r(0)f (0)>
7 3f2R(0) ( fR( ) fQR(O) ( )
mientras que la ecuacién (6.14) queda
2f(Ry)B
R = =—2— + 0R| + VR;. 6.18
1 3f2R(RO) 1 7 1 ( )
Por simplicidad, consideremos ahora las teorfas f(R) = aR? que son las que

estudiaremos en este trabajo. Asi, sustituyendo las expresiones (6.1) en esta tltima,
obtenemos la ecuacién diferencial

B
R! =6R, + —Rj;. 6.19
1 1+6a 1 (6.19)

Las soluciones de la ecuacién (6.19) dependerén del signo de a (dado que B es
estrictamente positivo), de manera que un valor positivo darfa como solucién una
combinacion lineal de exponenciales creciente y decreciente. Dado que la primera no
estd acotada sino que se aleja arbitrariamente de 0 y por tanto imposibilita el acuerdo
con RG, deducimos que es necesario un valor negativo de a para lograr soluciones
asintéticamente Schwarzschild (a = 0 serfa simplemente la Relatividad General). Siendo
asi, el dltimo sumando de (6.19) serd un término de amortiguamiento, la perturbacién
Ry serd entonces una funcién oscilatoria del radio, y asi debera reflejarse en el perfil de

R(r).
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6.3. Condiciones iniciales

Dado que las ecuaciones (6.5) y (6.7) son de segundo orden, serdn necesarias seis
condiciones iniciales en el interior de la estrella, y no cuatro:'® A, A, B, R, R'y P en
r = 0 (en nuestro caso, un valor 7y, muy cercano a 0, por los mismos motivos que
en Relatividad General). La presién, como magnitud fisica, debe ser finita en todo el
espacio, y particularmente en el centro de la estrella. Al estar acoplado, el sistema (6.5)
— (6.8) debe ser regular para evitar que cualquier divergencia se propague a la presion.
Asi, tomando el limite r — ry,;, en la ecuacién (6.4), los términos multiplicados por r

desaparecen y tenemos
1
———1=0 = B(rig)=1. 6.20
B (Tinit) (T t> ( )

Procediendo de la misma manera sobre la ecuacion (6.2), en el limite r — 7y, los
términos que multiplican a 7~ deben anularse. Asf,

A/ ini
Alrinie) _ A (Piit) = 0
B (6.21)
2A(Tmie) fr - 2A(Tiie) for B (Tinie) 0 = R(rm) =0 ’ '
= == init) —
(1+ fr)B(rinit) (1+ fr)
donde se ha utilizado la regla de la cadena para sustituir'! fj = % = %% = forR,

y A(rinit) no puede anularse ya que darfa lugar a una divergencia en la derivada de la
presién expresada en la ecuacién (6.8). Tras este andlisis de regularidad quedan fijadas
tres de las condiciones iniciales,

1
A/(Tinit) =0 s (622)
0

y P(rinit) = P. serd nuestro parametro libre al igual que en Relatividad General.

Llegados a este punto, quedan por fijar los valores de A y R en el centro de la
estrella. Dado que el pegado en la superficie estelar se garantiza por construccion,
encontraremos las condiciones iniciales restantes del interior imponiendo otro requisito:
a distancias suficientemente grandes, debemos recuperar la métrica de Schwarzschild

0T,as cuatro ecuaciones expuestas, junto con las definiciones triviales A” = dA’/dr y R” = dR'/dr,
forman un sistema de seis ecuaciones diferenciales acopladas de primer orden, por lo que se necesitaran
seis condiciones iniciales.

A pesar de consistir en funciones de R, los factores fr no se consideran nunca nulos, y ni siquiera
se explicita su dependencia con r, ya que este procedimiento debe ser vélido para toda teoria f(R).
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que medimos experimentalmente. Esta condicion asintética es mucho méas desafiante
que las que encontramos en RG, dado que requerira una integracion interior y exterior
hasta grandes distancias, y no contamos con ninguna propiedad de reescalado como
la que aplicamos sobre la ecuacion (5.13). Por ello, y por limitaciones en el tiempo de
computacién, seguiremos este procedimiento sélo para el coeficiente A(r) y tomaremos
para R(r) el valor R(rpi) ~ KT (Tinit) = £(p(rimi) — 3P.) (esto es, el de Relatividad
General, extraido de la traza de las ecuaciones de Einstein), que resulta ser una buena
aproximacién como se demuestra en [17].

Para el coeficiente A(r), la propiedad de ser asint6ticamente Schwarzschild se obtiene
tomando el limite de su expresién en (5.2):

7—00 T—00 r

lim A(r) = lim (1 - QMO) ~ 1. (6.23)

No obstante, dado que la integracion hasta el infinito no es posible, haremos uso del
método del disparo para encontrar el valor inicial de A: partiendo de un valor arbitrario
Aaux en el centro de la estrella, resolveremos el sistema interior, impondremos el pegado
como ya se ha explicado e integraremos en el exterior hasta un cierto valor ary (esto
es, un nimero « de radios estelares). Por lo general, la condicion A(ary) = 1 no se
cumplird en r = ary, pero la medida en la que ambas difieran nos permitira escoger un
mejor valor de A, e integrar de nuevo a partir de é1.!? Iterando suficientes veces, la
condiciéon A(arg) = 1 se cumplird con precision arbitraria.

Por tltimo, para encontrar el valor inicial de A que cumple la condicién (6.23)
debemos tomar el limite o — oo, lo que conseguiremos por extrapolaciéon: conocida para
varios valores de « la condicién inicial A(ri,;) que satisface A(arg) = 1, se realizard un
ajuste hiperbdlico de la funcién A, () como se muestra en la Figura 7'y se extraerd de
él el valor asintético Apit(00), que serd finalmente el que garantice la condicion (6.23).

De esta manera quedan fijadas las condiciones iniciales de integracién en f(R), a
partir de las cuales se obtendran las soluciones interiores y exteriores, asi como otras
curvas parametrizadas por la presion central P..

6.4. Funcion de masa f(R)

En Relatividad General, como hemos visto en la Seccién (5), la definiciéon de masa
gravitacional como una integral de volumen de una densidad se deduce directamente,
y como funcién del radio es creciente en el interior y constante (con valor My) en el
exterior de los objetos compactos, dando lugar a los coeficientes exteriores de (5.2), que

12En nuestro caso, el mecanismo iterativo utilizado serd el método de biseccién.
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Figura 7: Condiciones iniciales A;nir que cumplen A(arp) = 1 para distintos valores de «, y ajuste no
lineal de la forma c; + co/a® con pardmetros c; constantes para la teorfa f(R) = —0,05R2, la ecuacion
de estado Middle y una presién central P, = 7 - 10~%. En este caso se obtiene un valor extrapolado
Ainit(OO) = C1 = 0,08734.

cumplen ademas

Aext(r) - Bext(1) =1 (6.24)

En las teorias f(R), esta funcién de masa queda atin por definir, y nada garantiza
que sea constante en el exterior de las estrellas. Asi, por analogia con la métrica de
Schwarzschild (que debemos recuperar de manera asintética, como ya hemos discutido),
introducimos la parametrizacion

2M*(r)

Ay=1- 20 gy 21U

" Al (6.25)

presentada ya en [17], donde M*(r) puede no ser constante en el exterior, y U(r) mide
la diferencia entre la relacién de los coeficientes en f(R) y en Relatividad General, de
manera que con U(r) — 0 se recupera la identidad (6.24).

Es importante remarcar que nada garantiza que M*(r) se corresponda con una masa
gravitacional. Para definir una funcién de masa M/(r) de manera apropiada, acudiremos
de nuevo a una propiedad asintotica: para r — oo, debemos recuperar el potencial
gravitatorio Newtoniano
M*(r)

ma

(6.26)

VNewton = -
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Resolviendo las ecuaciones geodésicas con los coeficientes (6.25), obtenemos una
expresion valida para toda teoria f(R):

e mL? (1 - 2Mf(R)(7”)> My (r)m

;
— 1+ U(r =F, 6.27

1 UE) + ) : (627)
donde m seria la masa de la particula que orbita a la fuente, E su energia y L su
momento angular, ambos conservados. Fijando a 0 a este ultimo para considerar una
particula en caida libre totalmente radial, tenemos

_m o My (r)m E  m, Myg(r)m _
15_57«<1+U(7~))—fT = W_2T—M_EC+EP
_ Lp My r)(r)
= Ve T AUy
(6.28)

donde E¢ es la energia cinética, de expresion conocida, y Ep = V - m es la poten-
cial. Igualando la expresion de V' con la de Viewton, identificamos la funciéon de masa
gravitacional en teorfas f(R):

M*(r) M*(r)

Myry(r) = 00 - ANBG) (6.29)

cuyo limite Mgy = lim, o0 My(r)(r) es la masa asintética f(R), que usaremos para
etiquetar estrellas en diagramas masa-radio y otras curvas dependientes de la masa,
dado que seria la masa medida experimentalmente por un observador lejano. Esta sera
una funcién de tendencia general creciente en el exterior,’® lo que se puede interpretar
como la aparicién de una “esfera gravitacional” en las teorias f(R), una regién de
vacio cuya curvatura no nula contribuye a la masa gravitacional total percibida por un
observador lejano [20].

En la practica, la obtencion de MZig) es complicada debido a la precision del
método del disparo, cuyo error se propaga a través de la funcién A(r) y por tanto a la
pseudo-masa M*(r). Para corregir esta tltima suponemos que, al ser asintética, para
distancias r > r, debemos obtener % ~ 0 (esto es, una funcién aproximadamente
plana). Obtenidos de la integracién los coeficientes A(r) y B(r), podemos representar
M*(r) = 5(1 — A(r)) hasta un radio considerable rp., como se muestra en la Figura 8.
Observamos en ella que, a partir de cierta distancia, la funcién es aproximadamente

lineal, con una pendiente [ extraida de su ajuste. Apoyados en nuestra suposicién,

13Dado que Ay (r) es estrictamente creciente en Relatividad General (ecuacion 5.2), y sabiendo que,
como veremos, en f(R) su tendencia general es la misma (Figura 10), la funcién M*(r) = 5[A(r) — 1]

lo serd también.
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consideramos asi ad hoc una nueva funcién

c*orregida(,r) = M*(T) - 57‘ (630>

que sera plana por construccion para valores altos del radio. Sera con esta tltima con la
que realmente calculemos My (r)(r), considerando M) ~ M(r)(Tmax) como la etiqueta
asintética de masa aproximada.

2.85 T —_

281 — M*(r)
AN --- Ajuste

2751

2.5

02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24
r/km x10*

Figura 8: Perfil radial de pseudo-masa M*(r) hasta rmax = 20000 km para la teoria f(R) = —0,05R?,
la ecuacién de estado Middle y una presién central P, = 7 -10~* km~2, y ajuste lineal de sus tiltimos

[

valores, de donde se obtiene la pendiente 5 = —1,22 - 107° Mg /km.

6.5. Resultados

Fijados los valores iniciales conocidos y encontrado el correspondiente A(ry,;) con
el método del disparo, las soluciones interiores y exteriores de las ecuaciones de campo
se presentan en las Figuras 9 y 10. En este caso las condiciones de pegado se cumplen
por construccion, luego no es necesario comprobarlas graficamente. Los resultados
P(ro) = p(rg) = 0 que también teniamos en Relatividad General se cumplen sin
problema, y permiten obtener el radio estelar de la misma forma.

Por otro lado, comprobamos inmediatamente en la Figura 10 como el método
perturbativo realizado sobre R(r) en esta misma seccién es correcto: en el interior la
solucion se asemeja a RG, pero en el exterior presenta oscilaciones amortiguadas, por lo
que tendera satisfactoriamente a la solucién de Relatividad General. No es de extranar
entonces que estas mismas oscilaciones estén presentes en los coeficientes A(r) y B(r).
Para compararlos adecuadamente con sus analogos en RG, representamos en la Figura
11 la funcién U(r) definida en la ecuacién (6.25), que mide la desviacion de A(r) - B(r)
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A X102

P/km™2

Figura 9: Perfiles radiales de presién y densidad obtenidos tras la integracion del sistema interior (6.5)

— (6.8) con f(R) = —0,05R? para la ecuacién de estado Middle y una presién central P, = 7-10~*

km™2.

con respecto a 1, su valor fijo en Relatividad General (6.24). Se observa asi claramente
como en el exterior de la estrella la desviacién de los coeficientes con respecto a la
Relatividad General consiste fundamentalmente en una oscilaciéon en torno al cero.

En lo referente a la masa, realizando el ajuste lineal mostrado en la Figura 8,

*

obtenemos tanto la pseudo-masa corregida M, opida

(r) como la masa f(R), Msr)(r),
ambas en la Figura 12. Si bien la primera oscila, la segunda lo hace con mucha mayor
amplitud al introducir de nuevo en su definicién (6.29) los coeficientes A y B. Dada su

alta frecuencia, esta ultima aparenta ser una banda, pero una inspeccién mas cercana

*

revela las oscilaciones, desfasadas con respecto a las de M, qida

(r). Tras la correccion,
se hace patente que ambas funciones tienden a un valor finito cuando r — co, de modo
que se extrae sin problema la etiqueta de masa asintotica FoR)-

Para contrastar los resultados potencialmente medibles de f(R) con los de Relativi-
dad General, en la Figura 13 se comparan dos diagramas masa-radio de ambas teorias.
Al igual que sucedia en Relatividad General con distintas ecuaciones de estado, el rango
de radios estelares en RG y f(R) son casi idénticos,'® mientras que las masas MZCR)
son claramente superiores para la segunda. En la misma figura se observa un diagrama
con la masa desnuda calculada en la superficie de la estrella, M;f( R) = My (ry(r0), que
coincide casi totalmente con el de Relatividad General, confirmando asi que, para valores
pequenos de a, el aumento de masa aparente se debe fundamentalmente a la contribucion
de la esfera gravitacional emergente, y no a otros efectos de métrica oscilante. Una
manera de estudiar esta contribucién es representando directamente la masa asintotica
en funcion de la desnuda, como se observa en la Figura 14. La apariencia claramente

14Se ha escogido en este caso representar el diagrama de RG con los mismos puntos que los demés
para facilitar la comparaciéon uno a uno, en lugar de trazar una curva suave.
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Figura 10: Coeficientes métricos A(r), B(r) y escalar de curvatura R(r) obtenidos tras la integracién
de los sistemas (6.5) — (6.8) y (6.9) — (6.11) con f(R) = —0,05R? para la ecuacién de estado Middle y
una presién central P, = 7-10~* km~2. Los resultados presentan la misma tendencia general que los de
Relatividad General, con la salvedad de oscilaciones que se aprecian claramente en las funciones B(r)
y R(r), aunque en A(r) son imperceptibles. El escalar de curvatura se obtiene tanto por integracién
directa como calculado a través de su definicién, sustituidos A y B. La concordancia entre ambos
corrobora la validez del método de integracion.

lineal sugiere que para cada valor de a la contribucién de la esfera gravitacional a la
masa medida por un observador lejano es un porcentaje fijo de la masa desnuda de la
estrella.

La masa asintética f(R) es una funcién creciente del pardmetro |a| para todas las
ecuaciones de estado consideradas, como se muestra en la Figura 15. Esto concuerda con
el andlisis perturbativo sobre R, ya que el aumento de |a| en la ecuacién (6.19) da lugar
a oscilaciones de mayor amplitud en R, y por tanto a una mayor contribucién de la
curvatura exterior a la masa percibida por un observador lejano. A esta presién central
P, =4 x 107 km™2, para todas las ecuaciones de estado las masas son mayores a las
observadas experimentalmente para valores de |a| > 0,1 (la mayor masa medida ronda
las dos masas solares, mientras que en estos casos (Tablas 3, 4 y 5 en los apéndices)
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0.2
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Figura 11: Funcién U(r) calculada a partir de los coeficientes A y B en la teoria f(R) = —0,05R?

para la ecuacién de estado Middle y una presién central P, = 7-10~% km~2. En el exterior, la amplitud

y frecuencia de la funcién decrecen lentamente con el radio, por lo que lim,_,o U(r) = 0, recuperando
la solucién de Schwarzschild de Relatividad General.

— My (r) 2931
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Figura 12: Pseudo-masa corregida M7 coiqa ¥ funcién de masa f(R) calculadas a partir de los

coeficientes A y B en la teorfa f(R) = —0,05R? para la ecuacién de estado Middle y una presién central
P, =17-10"% km~2. El valor asintético extraido en este caso es M]?OR) = 2,902 Mg. A la derecha, una
ampliacién en la que se observan claramente las oscilaciones de ambas, desfasadas entre si.

obtenemos masas desde 3.3 hasta 13.6 masas solares), lo que lleva a pensar que, de
existir, la contribucién f(R) ha de ser pequenia en comparaciéon con los efectos de
Relatividad General.'?

15De hecho, el valor inflacionario de a para el modelo f(R) = aR? estd restringido a a ~ —2,74 x 10~49
por las anisotropias del fondo césmico de microondas, [21]. Este valor proporcionaria correcciones
despreciables a la Relatividad General. Asi pues, el modelo y el rango de valores de a utilizados en este
trabajo deben entenderse como correcciones efectivas de RG que aparecen en regimenes de curvatura
extrema como los que caracterizan a las estrellas de neutrones.
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Figura 13: Diagramas masa-radio en RG y f(R) = —0,05R? para la ecuaciéon de estado Middle y
un rango de presiones centrales P, = [5-107°,8 - 1074] km~2. Para el segundo, se muestra ademés
un diagrama con la masa desnuda M}l( R)’ solapado casi perfectamente con el de RG. Para cada
presién central se observa cémo el radio es muy similar en todos los casos, mientras que la masa es

consistentemente mayor, mas atin a mayor P,.
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Figura 14: Masa asintdtica Mg frente a masa desnuda Mg = My(g)(ro) (ambas de (6.29)) en

(R

f(R) para la ecuacién de estado Middle, un rango de presiones centrales P, = [5-107°,8 - 1074] km—?2
y distintos valores de a. Un ajuste lineal devuelve una pendiente de 1,02 para a = —0,01, de 1,17
para a = —0,05 y de 1,39 para a = —0,1, de modo que para estos valores de a, la esfera gravitacional
contribuye un 1, un 17 y un 39 % adicional de la masa desnuda respectivamente, independientemente

de la presién central.
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Figura 15: Masa asintotica M}’?R) en funciéon de |a| para una presion inicial P, = 4 -107% km~2.
Si bien la ecuacién de estado Soft da lugar a las masas més pequefias para valores bajos de |al, su
crecimiento se dispara para valores mayores, mientras que Mid y Stiff dan lugar a curvas de la misma
forma, la segunda con masas algo mayores.
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7. Orbitas en métricas estaticas

Habiendo obtenido para RG y para f(R) = aR? las métricas exteriores con pegado
suave e interiores realistas para estrellas de neutrones en las secciones anteriores, estamos
ahora en posicién de emplearlas en nuestros calculos. Uno de los andlisis més relevantes
en este contexto es el estudio de las trayectorias de particulas masivas y rayos de luz en
las proximidades de la estrella, lo cual es fundamental para comprender la dindmica en
presencia de campos gravitatorios fuertes.

7.1. Ecuaciones geodésicas

Para llevar a cabo este analisis serd necesario resolver las ecuaciones geodésicas,
que describen cémo las particulas masivas o no (luz) se mueven bajo la influencia de
la curvatura del espaciotiempo. Encontraremos primero estas ecuaciones en ambas
teorias, siguiendo el procedimiento expuesto en [22], y las resolveremos numéricamente
para encontrar las érbitas correspondientes y estudiar algunas de sus caracteristicas
principales.

7.1.1. Relatividad General

Dado que hemos introducido las teorfas f(R) como una modificacién del lagrangiano
de Relatividad General (més concretamente, de la accién de Einstein-Hilbert), serd a
partir del lagrangiano correspondiente que encontraremos las ecuaciones geodésicas en
ambos casos.

En adelante, y sin pérdida de generalidad dada la simetria esférica del sistema,
consideraremos unicamente érbitas en el plano ecuatorial, de manera que 6 = 7. Asi, el

a yo] 1/2
£:< dx dx) 7 (7.1)

lagrangiano

90 dr
donde T es el tiempo propio que parametriza la 6rbita (u otro pardmetro afin en el caso
de la luz), toma la siguiente forma dada la métrica exterior de Schwarzschild (5.2):

s {029 () [0 () (B)]) e
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Considerando ahora las ecuaciones de Euler-Lagrange

oL _ d (ac) )

Ozr®  dr \ 0z
vemos inmediatamente que

oL

= =0
ot

oL _ (1—2M°) dt =k, k=0, (7.4)

ol ro)dr

que no es mas que la conservacion de la energia E' o< k a lo largo de la érbita. La misma
observacion se puede aplicar a ¢:

oL oL - .
— =0 = —==r’=h, h=0, 7.5
96 93 ¢ (7.5)
obteniendo asi la conservacién del momento angular L o< h.
Recordamos ahora que, previa normalizacion, el lagrangiano serd Lrg = € con € = 1

para érbitas de tipo temporal (correspondientes a las particulas masivas) y € = 0 para
las de tipo nulo (correspondientes a la luz). Asi,

oMo\ [dt)’ OM\ ! [ dr)” do\’
‘ ( r dr r dr tr dr (7.6)
Sustituyendo aqui las expresiones de k y h, obtenemos

; [7;2 + 2 (1 _ 2]7\440” _ Moe? _ ; (kg B 62) ' (7.7)

r

Dado que nos interesa obtener una ecuacién explicita r = r(¢), sustituimos 7 =
(bg—;. No obstante, para eliminar r de los denominadores y facilitar asi la resolucién,
introducimos el cambio de variable & = %:

a\? IMoe? .k — ¢
— 1—2My¢) — = . 7.8
Por tultimo, dado que no nos interesa tratar con el cuadrado de %, derivamos para
obtener
d2€ 2 M0€2
a0 3Mo&”™ + & = Sk (7.9)

que es una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden para &(¢), y como tal
requerira dos condiciones iniciales en el punto de partida de la particula (r, ¢) = (7par, 0):
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la posicion £(0) = i y su derivada %(0). Esta ultima se puede despejar de la ecuacion
(7.8) con ¢ =0 = & = £(0), obteniendo asi

2 (1 _ €2 1/2
0) = |[EZU2WEOT ) onpeqopeor| . (o)

dg
do

Fijando los valores de k y h (y asi la energia y el momento angular) a nuestra
conveniencia, una simple integraciéon numérica devuelve de esta manera la funcién £(¢),
de la que es trivial extraer r(¢) revirtiendo el cambio de variable. En la Figura 16 se
observa la clara diferencia entre las soluciones de tipo temporal (particulas masivas,
con € = 1 y que orbitan a la estrella), donde el radio es una funcién perioédica de ¢, y
las de tipo nulo (rayos de luz, cuya trayectoria se curva perceptiblemente sélo en las
proximidades de la estrella y es aproximadamente rectilinea a mayor distancia), en las
que el radio alcanza un minimo y a continuacién tiende a infinito. Ademaés, utilizando
las relaciones con las coordenadas polares,

X =1T"-Cos ¢

)1 sinG (7.11)

podemos representar las trayectorias en el plano cartesiano. Las 6rbitas mostradas en
la Figura 17 revelan ademas la precesién orbital para el caso de particulas masivas, asi
como la deflexion de los rayos de luz, que estudiaremos posteriormente en comparacion
con los resultados en f(R).

1,800 F
1,600
1,400
1,200

£ 1,000}

= so0f

600

400
Materia (e = 1)

200 LUz (e = 0)
0 2 ‘ : : ‘ ‘ ‘ ‘

4 6 8 10 12 14 16 18 20
¢/ rad

Figura 16: Radio de la érbita en RG alrededor de una estrella de P, = 7 - 10~° km~2 para fotones y
particulas masivas frente a su dngulo, con radio inicial 7p.r = 500 km, k = 1, h = 20. Mientras que
la 6rbita de materia es periédica, barriendo mayor angulo en las proximidades de la estrella, la luz
mantiene una trayectoria de ¢ = cte para valores de r Z 200 km, barriendo la mayoria de su dngulo en
las proximidades inmediatas de la estrella y escapando de nuevo.
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Figura 17: Orbitas de materia (e = 1) y luz (e = 0) obtenidas para Relatividad General en el plano
cartesiano a partir de la integraciéon de (7.9) para una estrella de P, = 7-107* km~2 y ecuacién de
estado Middle. Se observan una rapida precesion y una deflexién muy notable dado el régimen de
gravedad extrema debido a la corta distancia a la estrella.

7.1.2. f(R) = aR?

Dado que los coeficientes métricos A(r) y B(r) no son funciones analiticas en
las teorias f(R), las ecuaciones geodésicas dependeran explicitamente de estos. El
lagrangiano presenta ahora la forma mas general (valida no solo para f(R) sino para
cualquier métrica estatica y esféricamente simétrica)

1/2

L= [A? - Bi? —1?¢?| (7.12)
por lo que las ecuaciones de Euler-Lagrange resultan en
At =k

26— (7.13)

Sustituyendo en la expresion del lagrangiano £ = € y realizando el cambio & = %
analogamente al caso de RG, tenemos

e = A? — Bi? — r?¢?

L A
A rt\ do¢ r2 (7.14)
k2 2 dg ? 22

—Z—Bh <d¢> — h*¢
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donde hemos usado la regla de la cadena

dr  drd¢ d()dg 1 d¢
£

G dede T E\E)de T @do (7.15)

Derivando ahora (7.14) con respecto a ¢ y simplificando, llegamos a

d¢ d*¢
5%%( d)) +2B ng?]‘%%%g (7.16)
d¢

2
donde podemos sustituir (@) despejandolo de (7.14). Asi, las ecuaciones geodésicas

dAd

h2
A do

= —k*A?

generalizadas quedan

k?dAJag  dBlag [kQ — Aé? i ] d?

Es trivial comprobar que la sustitucién de los coeficientes métricos de Schwarzschild
(5.2) en cualquiera de las expresiones de este desarrollo devuelve la correspondiente
ecuacion de RG vista en el apartado anterior, luego el procedimiento seguido aqui es
correcto.

Las condiciones iniciales se extraen de la misma manera al caso de RG, tomando en

s s e e . o 1 . .z
la posicién inicial (r, ¢) = (rpar, 0) €l valor £(0) = o ¢ introduciéndolo a su vez en la
expresion de la derivada para obtener igualmente su valor inicial, que en este caso seria

1/2
HUR K= Alr)e” SO 1 (7.18)

A(rpar) B(rpar )b B(rpar)
devolviendo también la ecuacién (7.10) al sustituir los coeficientes de la métrica de
Schwarzschild (5.2).

De la misma manera que en RG, integrando numéricamente la ecuacién (7.17) con
estas condiciones iniciales y para distintos valores de h y k, obtenemos las orbitas de
fotones o particulas masivas en el espaciotiempo de la teorfa f(R), como se muestra en
la Figura 18. Si bien estas no muestran a simple vista diferencias cualitativas frente a
los resultados de Relatividad General, veremos a continuacién que si lo hacen de manera
cuantitativa, y en gran medida dado el régimen de campo gravitatorio extremo. Para
ello estudiaremos, calcularemos y compararemos dos tests fundamentales del estudio de
orbitas: la precesion del periastro y la deflexion de la luz.
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Figura 18: Orbitas de materia (e = 1) y luz (e = 0) obtenidas para f(R) = aR? en el plano cartesiano
a partir de la integracién de (7.17) para una estrella de P, = 7-10~* km~2 y ecuacién de estado
Middle. Se observan una rapida precesién y una deflexién muy notable. Los resultados no presentan
ninguna diferencia cualitativa con respecto a los de Relatividad General.

7.2. Precesion del periastro

En mecénica Newtoniana, las 6rbitas de las particulas (planetas, por ejemplo)
alrededor de fuentes de campo gravitatorio (como estrellas) vienen descritas por las
ecuaciones de Kepler [Kepler|, tomando la forma de elipses con uno de sus focos en
el centro de masas del sistema y con el eje mayor fijo. De este modo, si una particula
se encuentra en su punto mas cercano al centro de masas (periastro), lo alcanzara de
nuevo pasada una vuelta exacta (360°).

La Relatividad General, no obstante, predice una orbita diferente: si bien uno de los
focos se mantiene en el baricentro, el eje mayor de la elipse ird rotando a medida que la
particula traza su trayectoria, haciendo que esta regrese al periastro tras (360 + A¢)°
donde A¢ se conoce como la precesion del periastro (perihelio en caso de ser el Sol),
dando lugar a trayectorias como las de la izquierda en la Figura 17.

Dado que, como hemos visto, tanto las masas estelares como las ecuaciones orbitales
en RG y en las teorias f(R) son claramente diferentes, esperamos 6rbitas diferentes y
por tanto valores distintos de la precesion del periastro para las mismas condiciones
iniciales. En efecto, la Figura 19 muestra una clara diferencia entre dos 6rbitas con
las mismas condiciones iniciales en torno a una estrella de la misma presion central y
ecuacion de estado para RG y f(R) = —0,05R?.

Obtenida la funcién r(¢) como se ha explicado en las anteriores subsecciones, el
calculo numérico de la precesion es sencillo: extrayendo los minimos de la funcién, que se
corresponden con el periastro, podemos restar los angulos de los minimos consecutivos,
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Figura 19: Orbitas de particulas masivas con las mismas condiciones iniciales (k = 1, h = 20,
Tpar = 500) partiendo desde el punto (500,0) en torno a una estrella de P, = 7-107% km™2 para
Relatividad General y f(R) = —0,05R2. Se aprecia claramente cémo la precesiéon de la érbita es mayor
para la segunda, de manera que ambas trayectorias se van desfasando mas notablemente en cada vuelta.
En la figura de la derecha, una ampliacion en la que se aprecia una diferencia clara ya antes de la
primera vuelta, en las proximidades de la estrella.

obteniendo un valor superior a 360°. El excedente con respecto a la vuelta completa
sera la precesion del periastro, y tomando la media para varios minimos consecutivos
obtendremos nuestro resultado.

En la Figura 20 se muestran las precesiones orbitales frente a la presion central, la
masa desnuda de la estrella y la masa asintdtica tanto para Relatividad General como
para f(R) = —0,05R? (en Relatividad General, estas dos tltimas se identifican). Vemos
claramente que, para una misma presién central, la precesiéon es muy similar en RG y
en f(R). Dado que sabemos que la masa desnuda para cada P, en f(R) es muy similar
a la de RG para este valor de a (como se mostré en la Figura 13), es natural encontrar
aqui que la precesion es también muy similar para valores iguales de la masa desnuda.
La diferencia mucho mayor frente a la masa asintética es una consecuencia de que las
orbitas estudiadas son muy cercanas a la estrella, por lo que la particula “percibird” a
lo largo de su trayectoria una masa mucho mas cercana a la desnuda que a la asintdtica.

Por el mismo motivo, aunque la masa asintdtica es una funcién creciente de |al
(Figura 15), la precesién del periastro en este caso no lo es. Como se observa en la
Figura 21, a medida que |a| aumenta y por tanto nos alejamos mas de la Relatividad
General, la precesion disminuye, siendo notable s6lo a partir de valores relativamente
grandes de a,'% lo que probablemente se deba a que la mayor masa de la estrella para
mayor a acelere mas la particula en sus proximidades, teniendo menos tiempo para
curvar su Orbita y por tanto alejandose a un angulo menor. No obstante, en la Figura

6Para los calculos orbitales, valores mayores de |a| (y por tanto de la masa) resultan en general
en distancias mayores alcanzados por la particula, lo que dificulta enormemente los cdlculos ya que
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Figura 20: Precesién del periastro frente a la presién central, masa desnuda y masa asintética
para RG y f(R), en torno a una estrella de P, = 7-107* km~2 y ecuacién de estado Middle. La
tendencia con respecto a las dltimas dos es polinémica, mientras que para la presién central se tiene
un comportamiento aparentemente asintético explicable a partir de los diagramas masa-radio de la
Figura 13, en los que a altas presiones centrales la masa varia solo ligeramente. Las irregularidades en
la curva f(R) se deben tanto a la precisién numérica como a la naturaleza ondulatoria de su solucién
exterior, cuya funcién de masa Mgy varfa perceptiblemente en intervalos muy cortos de espacio, como
se observa en la Figura 12.

21 se observa un comportamiento ligeramente distinto para la ecuacion de estado Soft,
probablemente debido a que las masas estelares para esta son tan elevadas para valores
altos de |a| (Figura 15) que incluso en el poco tiempo que la particula pasa en sus
proximidades, la estrella consigue curvar su trayectoria y compensar el efecto.

requeriria integrar hasta distancias muy altas para obtener la métrica exterior necesaria. Es por esto
por lo que las figuras mostradas en este trabajo o bien no alcanzan valores muy altos de |al, o bien
cuentan con pocos puntos.
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Figura 21: Precesion del periastro en funcién de |a| para una presién inicial P, = 4-10~* km~2. Si
bien esta se mantiene aproximadamente constante para valores bajos de |a|, la tendencia general es
descendente para valores mayores, con la excepcién de Soft, cuyo comportamiento es algo mas errético,
debido probablemente a su aumento drastico de masa asintética mostrado en la Figura 15.

7.3. Deflexion de la luz

El fotén, como particula sin masa, presenta en su movimiento un comportamiento
radicalmente distinto al de la materia. Su trayectoria, como se observa a la derecha de
las Figuras 17 y 18, es aproximadamente recta a cierta distancia de la estrella y, si la
curvatura del espaciotiempo es suficientemente alta, se curva perceptiblemente en sus
proximidades. El efecto neto es una desviacion de la direccién original del fotén, de tal
manera que un observador lejano que recibiese dicha luz percibiria la fuente en una
posicion incorrecta, desplazada un cierto angulo d conocido como dngulo de deflexion
de la luz. Como se puede observar en la Figura 22, este angulo depende en gran medida
de la distancia minima a la que el rayo pase de la estrella. Para medir esta ultima, se
utilizan dos pardmetros de impacto a menudo mezclados en la bibliografia, a los que
nos referiremos como pardmetro de impacto asintotico by, que mide la distancia entre
el centro de la estrella y la recta extrapolada a partir de la trayectoria del foton en el
infinito; y pardmetro de impacto tangencial b,,, que no es mas que la minima distancia
alcanzada entre el foton y el centro de la estrella. Todos estos conceptos se esquematizan
limpiamente en la Figura 23.

A la luz cuya trayectoria cumple b;,,, = 79 se la conoce como luz rasante, dado
que en su punto mas cercano alcanza la superficie de la estrella de manera tangencial,
y denotaremos su parametro de impacto asintético como 0. . Esta nos sera de gran
utilidad a la hora de etiquetar, dado que su deflexién ¢, es la méaxima que permite
cada estrella de unas ciertas caracteristicas. La Figura 24 muestra para RG y f(R) la
deflexion rasante frente a la presion central, la masa desnuda y la masa asintética. De
nuevo, tal y como ocurria para la precesion del periastro, para a = —0,05 la deflexién
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Figura 22: Trayectorias de rayos de luz para distintos valores de b,, en torno a una estrella de
P.=7-10"* km~2 y ecuacién de estado Middle para Relatividad General. A la derecha una ampliacién
a las proximidades de la estrella, en la que se observa la regién espacial donde la luz se curva
notablemente.

Figura 23: Esquema explicativo de la deflexién de la luz y los pardmetros de impacto. Figura extraida
de [23], modificada a posteriori.

de la luz es practicamente idéntica a la de Relatividad General para todas las presiones,
y por ende para todas las masas desnudas. La separacion en la grafica con respecto a la
masa asintoética es ain mayor dado que al tratarse de luz rasante, la masa “percibida” es
practicamente la desnuda en el intervalo en el que la mayoria de la deflexién se produce
(rozando a la estrella).

En la Figura 25 se aprecia claramente que, aunque la métrica exterior sea muy
distinta para diferentes valores de a (con oscilaciones mayores a medida que aumenta
su valor absoluto y nos alejamos mas de la Relatividad General), la deflexién rasante
parece ser independiente de este. Esto parece apuntar a que los efectos principales de
las teorfas f(R) sobre las 6rbitas (al menos las de fotones) se reducen a los producidos
por la contribucion de la esfera gravitacional a la masa efectiva, que la luz rasante
no sufre en gran medida al pasar tan cerca de la estrella cuando su curvatura es mas
pronunciada. Este resultado podria tener interés observacional, dado que motiva un
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Figura 24: Deflexion rasante de la luz frente a la presiéon central, masa desnuda y masa asintdtica
para RG y f(R), en torno a una estrella de P, = 7-107* km~2 y ecuacién de estado Middle. La
tendencia con respecto a las tltimas dos es exponencial, mientras que para la presion central se tiene
un comportamiento aparentemente lineal explicable a partir de los diagramas masa-radio de la Figura
13, en los que a altas presiones centrales la masa varfa solo ligeramente. El error en la curva f(R) es
mucho menor que para el caso de la precesion del periastro (Figura 20), ya que la integracién en este
caso es mucho mas corta, y llega a distancias mucho menores en las que la precisiéon de la métrica

numérica es mayor.

posible test de validez de las teorfas f(R): un objeto compacto cuya masa estimada por
orbitas lejanas sea consistentemente mayor a la calculada a partir de observaciones de
deflexién rasante (o cercana a la rasante) seria un indicador de una funcién de masa
creciente en el exterior de la estrella, rasgo caracteristico de las teorias f(R).
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Figura 25: Deflexién rasante de la luz en funcién de |a| para una presién inicial P, = 4 - 10~*

km~2. Incluso en el intervalo de valores de |a| utilizado, cuyo limite superior da lugar a masas
desproporcionadamente altas (Figura 15) y por ende no realistas, esta parece mantenerse constante.
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8. Conclusiones

En este Trabajo de Fin de Master hemos presentado el formalismo y las ecuaciones
de campo de las teorfas f(R), centrandonos en el modelo f(R) = aR? y estudiado su
comportamiento en comparacion con la Relatividad General para objetos compactos en
régimen de campo gravitatorio fuerte, concretamente en estrellas de neutrones. Hemos
explorado las diferencias en las predicciones de ambas teorias, destacando en la Seccién
4 que las teorias f(R) imponen requisitos mas restrictivos en las superficies de estas
estrellas al exigir condiciones adicionales de pegado.

A través de las ecuaciones de campo, hemos obtenido en la Seccién 6 soluciones
interiores y exteriores estdticas y esféricamente simétricas para el modelo f(R) = aR?,
garantizando que los coeficientes métricos y la curvatura respeten las condiciones de
pegado impuestas. Esto constituye una diferencia clara con respecto a otros trabajos de
la bibliografia [24] en los que se asume una métrica exterior de Schwarzschild para las
teorias f(R), lo que incumple las condiciones de pegado y por tanto es un resultado
no fisico. Otra ventaja del procedimiento llevado a cabo en este trabajo es que las
soluciones obtenidas, pese a ser numéricas, se desprenden de una resolucién directa
de las ecuaciones de campo en f(R), y no de métodos perturbativos como es también
comun en la bibliografia [25].

En particular, hemos determinado que las soluciones métricas para f(R) muestran
una oscilacion decreciente en amplitud y frecuencia con el radio, ademés de que en el
vacio exterior la curvatura no es nula a diferencia de la Relatividad General, lo que
introduce una modificacién significativa en la estructura gravitacional exterior (Figura
10). Con respecto al pegado, las condiciones requeridas por la teoria se han impuesto por
construccion, y se ha comprobado numéricamente que en RG esto garantiza ademas la
continuidad de las derivadas de los coeficientes métricos de un orden mayor al necesario
(Figura 5).

A partir de estas soluciones, hemos explorado en la Seccién 6 una definiciéon adecuada
de la funcién de masa para las teorfas f(R). En estas aparece una “esfera gravitacional”
cuya curvatura contribuye a la masa total observada desde el infinito, lo que nos ha
permitido asignar una etiqueta de masa asintotica a las estrellas. Con ella se han podido
comparar los diagramas masa-radio entre Relatividad General y f(R) (Figura 13) en los
que, para valores de |a| <0.3, se aprecia que tanto los radios como las masas desnudas
son practicamente idénticas a las de RG (Tablas 3, 4 y 5). Se ha concluido asi que la
diferencia fundamental reside en la contribucién de la curvatura no nula en el vacio (la
esfera gravitacional) a la masa asintética.
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Vista la importancia de esta contribucion exterior, se ha estudiado su dependencia
con la masa desnuda, que ha resultado ser lineal y de pendiente creciente con a, de
manera que a mayor valor del parametro, la esfera gravitacional contribuye un porcentaje
mayor de la masa, independientemente de la presién central y la masa desnuda de la
estrella (14).

Finalmente, hemos aprovechado las soluciones exteriores obtenidas en Relatividad
General y f(R) para estudiar en la Seccién 7 las ecuaciones geodésicas y las orbitas
de particulas masivas y no masivas alrededor de estas estrellas. Comparando con dos
test clasicos de la Relatividad General, como lo son la precesion del periastro y la
deflexion de la luz, hemos encontrado que mientras que la primera se ve afectada por la
curvatura exterior y la esfera gravitacional emergente (Figura 21), la segunda no muestra
variaciones significativas en el rango de a estudiado (Figura 25). Esto sugiere que un test
observacional podria diferenciar estas teorias, ya que la masa medida mediante érbitas
lejanas (a mayor distancia, mas influencia de la esfera gravitacional) no coincidiria
con la inferida por la deflexién (donde la luz percibe practicamente la masa desnuda
al curvarse casi exclusivamente en las proximidades de la estrella), revelando asi la
existencia de la esfera gravitacional caracteristica de f(R).

Dado el extenso tiempo de computacion requerido para elaborar muchas de las
graficas presentadas en este trabajo, se han excluido algunos resultados que seria
interesante explorar en el futuro, aprovechando el cédigo original que se ha escrito ya.
Entre ellos, seria de interés:

» El uso de otras ecuaciones de estado respaldadas por observaciones de LIGO/-
VIRGO [26], que favorecen ecuaciones mas “suaves” (que producen estrellas con
una caida radial de presién mas rapida) como WFF1 [27] o APR4 [28].

= El estudio de estrellas de densidad constante, cuya simplicidad podria arrojar
resultados analiticos [19, 29| utiles para establecer limites superiores de densidad,
por ejemplo.

= La consideracién de érbitas mas lejanas a la estrella, donde los efectos de la esfera
gravitacional serian mas determinantes para caso como el de la precesion del
periastro, permitiendo asi comparaciones mas detalladas con otros tests como el
de la deflexiéon rasante.

» La exploracién de otros modelos f(R) como el f(R) = R+ R", n > 1, cuyas
diferencias métricas con respecto a la Relatividad General son todavia més notables
que las de f(R) = aR? para regimenes de gravedad fuerte.
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= Aprovechando las expresiones de la métrica exterior ya obtenidas, y continuando
con el estudio de geodésicas, el desarrollo de las ecuaciones de desviacion geodésica
en f(R) y el estudio sus consecuencias, como las fuerzas de marea en objetos
extensos, en comparaciéon con la Relatividad General.

» El cédlculo de sombras de agujeros negros en teorfas de gravedad modificada [30],
aprovechando los resultados de trayectorias luminicas ya expuestos en este trabajo,
asi como el codigo desarrollado para obtenerlas.

s El estudio de mergers de estrellas de neutrones y las ondas gravitacionales emitidas
[17], de especial interés en las teorias f(R) y similares dado que estas anaden un
grado de libertad escalar que se propaga con las ondas [5].
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Apéndices

A. Tablas de datos

P./100%km™=2 71y /km My /My by /km 6, /deg A¢ / deg

0.5 11.462 1.120 13.590 46.881 7.823

0.6 11.629 1.246 14.067 53.705 9.858

0.8 11.861 1.454 14.851 66.420 13.8462
1.0 12.007 1.619 15.477 78.225 17.640
1.2 12.101 1.752 15.995 89.362 21.285
1.5 12.183 1.911 16.631 105.174 26.235
2.0 12.228 2.097 17.407 129.232 33.255
24 12.212 2.197 17.837 146.496 37.665
3.0 12.151 2.299 18.291 170.332 42.660
3.5 12.083 2.357 18.557 188.971 45.834
4.0 12.010 2.399 18.754 206.923 48.290
5.0 11.862 2.454 19.015 241.872 51.627
6.0 11.720 2.484 19.161 276.619 53.640
7.0 11.589 2.499 19.227 311.330 54.621
8.0 11.466 2.504 19.241 347.190 54.965

Tabla 1: Valores de radio estelar, masa estelar, pardmetro de impacto asintético, deflexién rasante
y precesion del periastro (k = 1, h = 20) para distintas presiones centrales y la ecuacién de estado
Middle en Relatividad General.

P./107%km™2 7y /km A Mg /My My /Mg bs /km 6§, /deg A¢ / deg

0.5 11.472  0.529 1.123 1.312 13.631 46.751 7.287
0.6 11.638  0.490 1.249 1.468 14.113 53.538 8.978
0.8 11.866  0.427 1.456 1.717 14.825 66.181 10.822
1.0 12.009  0.378 1.620 1.913 15.430 77.934 14.199
1.2 12.102  0.340 1.753 2.069 16.005 89.006 20.795
1.5 12.183  0.294 1.912 2.256 16.675 104.726 26.235
2.0 12.226  0.241 2.098 2.478 17.336 128.629 32.675
2.4 12.211  0.211 2.197 2.577 17.776 145.809 37.197
3.0 12.150  0.177 2.299 2.688 18.325 169.484 42.889
3.5 12.083  0.157 2.357 2.774 18.614 188.041 42.747
4.0 12.010 0.141 2.399 2.831 18.785 205.924 47.455
5.0 11.863  0.117 2.454 2.881 18.965 240.699 50.567
6.0 11.723  0.100 2.485 2.894 19.078 275.473 51.097
7.0 11.592  0.087 2.500 2.902 19.151 310.081 51.961
8.0 11.471  0.078 2.505 2.907 19.186 346.168 52.447

Tabla 2: Valores de radio estelar, valor inicial de A(r), masa desnuda, masa asintética, pardmetro de
impacto asint6tico, deflexién rasante y precesion del periastro (k = 1, h = 20) para distintas presiones
centrales y la ecuacién de estado Middle en la teorfa f(R) = —0,05R.
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la] 7o / km Ainit My /Mg My /Mg b /km 6./ deg Ag¢ / deg

0 9.855 - 1.824 1.824 14.635 159.002 23.400
0.01 9.855 0.19531 1.824 1.860 14.673 159.190 22.487
0.02 9.855 0.19534 1.824 2.043 14.643 159.919 21.614
0.03 9.855 0.19536 1.824 2.321 14.593 159.064 21.560
0.04 9.854  0.19538 1.824 2.588 14.676 158.051 19.247
0.05 9.854  0.19541 1.824 2.800 14.672 157.698 22.262
0.1 9.850 0.19529 1.823 4.806 14.763 157.433 8.208
0.2 9.840 0.19493 1.821 9.685 14.625 157.150 13.746
0.3 9.831 0.19468 1.820 13.613 14.314 156.572 -

Tabla 3: Valores de radio estelar, valor inicial de A(r), masa desnuda, masa asintética, pardmetro de
impacto asintético, deflexién rasante y precesién del periastro (k = 1, h = 20) para distintos valores de
la| v la ecuacién de estado Soft.

la]  ro /km A Mg/ Mg My /Mg b /km 4, /deg A¢ / deg

0 12.011 — 2.399 2.399 18.754 206.924 48.289
0.01 12.011 0.14089 2.400 2.433 18.782 208.860 48.152
0.02 12.011  0.14091 2.400 2.508 18.761 207.644 47.474
0.03 12.010 0.14092 2.399 2.587 18.744 206.799 48.265
0.04 12.010 0.14093 2.399 2.691 18.694 206.254 46.856
0.056 12.010 0.14091 2.399 2.831 18.785 205.924 47.455
0.1 12.009  0.14094 2.398 3.379 18.714 205.906 41.954
0.2 12.007  0.14087 2.398 5.505 18.952 205.824 32.764
0.3 12.005  0.14081 2.398 7.166 18.432 205.499 21.123

Tabla 4: Valores de radio estelar, valor inicial de A(r), masa desnuda, masa asintética, pardmetro de
impacto asintético, deflexién rasante y precesion del periastro (k= 1, h = 20) para distintos valores de
la| v la ecuacién de estado Middle.

la] 7o / km Ainit Mg/ Mg My /Mg bo/km 6, /deg A¢ / deg

0 13.805 — 2.942 2.942 22.670 286.202 99.486
0.01 13.805 0.10490 2.942 2.961 22.737 287.218 99.853
0.02 13.805 0.10490 2.942 3.015 22.680 286.949 99.329
0.03 13.805 0.10491 2.942 3.103 22.655 286.757 98.800
0.04 13.805 0.10491 2.942 3.226 22.721 285.947 98.125
0.05 13.805 0.10491 2.942 3.283 22.584 285.343 97.477
0.1 13.806  0.10487 2.942 3.951 22.522 284.830 99.927
0.2 13.807  0.10472 2.944 6.141 22.811 285.029 87.993
0.3 13.808  0.10462 2.945 7.729 22.468 285.760 76.806

Tabla 5: Valores de radio estelar, valor inicial de A(r), masa desnuda, masa asintética, pardmetro de
impacto asintético, deflexién rasante y precesion del periastro (k = 1, h = 20) para distintos valores de
la| y la ecuacion de estado Stiff.
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