UNIVERSIDAD DE SALAMANCA
MASTER UNIVERSITARIO EN MODELIZACION MATEMATICA

Redes Neuronales Diferenciales:
Fundamentos y Aplicaciones

AUTOR: Jaime Gabriel Vegas

TUTOR: Angel Maria Martin del Rey

Curso 2023-2024






3

aster Universitario en
odelizacion

atematica
_— i =

e VNIVERSIDAD
348 DSALAMANCA

CAMPUS DE EXCELENCIA INTERNACIONAL

UNIVERSIDAD DE SALAMANCA
MASTER UNIVERSITARIO EN MODELIZACION MATEMATICA

Redes Neuronales Diferenciales:
Fundamentos y Aplicaciones

Fi rmado por GABRI EL VEGA
dia 06/07/2024 con un c
por AC DN E 006

JAI VE (FIRVR) el
icado enitido

AUTOR: Jaime Gabriel Vegas

TUTOR: Angel Marfa Martin del Rey

Curso 2023-2024






odelizacion

stemitica P SALAMANCA

e

e VN i\IERSiD‘\D 3 Facvltad P Ciencias
(57 DSALAMANCA M e o VNiVERSIDAD

" CAMPUS DE EXCELENCIA INTERNACIONAL

MASTER UNIVERSITARIO EN MODELIZACION MATEMATICA
Facultad de Ciencias

Universidad de Salamanca

e-mail: mumoma@usal.es
https://www.usal.es/modelizacion-matematica

CERTIFICADO DEL TUTOR DE TRABAJO DE FIN DE MASTER

MASTER UNIVERSITARIO EN MODELIZACION MATEMATICA

D. Angel Maria Martin del Rey, profesor del Departamento de Matematica
Aplicada de la Universidad de Salamanca

HACE CONSTAR

Que el trabajo titulado “Redes Neuronales Diferenciales: Fundamentos y
Aplicaciones”, que se presenta, ha sido realizado por Jaime Gabriel Vegas, con
DNI numero ***25300C y constituye la memoria del trabajo realizado para la
superacién de la asignatura Trabajo Fin de Master del Master Universitario en
Modelizacion Matematica de la Universidad de Salamanca

Salamanca, a fecha de la firma electrénica

Firmado: Fi rmado por MARTI N DEL REY
ANGEL MARI A - ***5320** el dia
06/ 07/ 2024 con un certificado
emtido por AC FNMI Usuari os






Resumen

En este trabajo explicaremos los fundamentos de las ecuaciones diferenciales ordi-
narias neuronales (ODENets) y las redes neuronales informadas en fisica (PINNs), dos
técnicas de aprendizaje profundo empleadas para resolver ecuaciones diferenciales ordina-
rias y en derivadas parciales, respectivamente.

Las ODENets son una familia de modelos de aprendizaje profundo en la que se emplea
una red neuronal para parametrizar el campo vectorial. La salida de la red neuronal
es calculada después por un algoritmo de resolucién de ODEs que consideraremos una
caja negra, de forma que la propagacion hacia atras de la red se hace sin acceder a las
operaciones internas. Estos modelos tienen ventajas sobre otros métodos tradicionales de
resolucion de ODEs, como un coste de memoria constante, la adaptabilidad de la estrategia
de evaluacién a cada entrada o la posibilidad de intercambiar precisiéon numérica por
velocidad, ademas de poder ser aplicados a datos con ruido y esparcidos en el tiempo.
Explicaremos su funcionamiento y aplicaremos esta técnica a un ejemplo concreto.

En segundo lugar, las PINNs son redes neuronales entrenadas para resolver tareas
de aprendizaje supervisado obedeciendo una cierta ley fisica descrita por una ecuacion
diferencial en derivadas parciales. Describimos su funcionamiento para el caso en tiempo
continuo para sus dos modos: soluciones basadas en datos y descubrimientos basado en
datos. Este nuevo modelo permite obtener aproximaciones de la solucion de EDPs y
estimaciones de sus parametros. Explicaremos en qué consisten y como funcionan para
después aplicar este método a un caso concreto.

Todos los ejemplos realizados en este trabajo pueden encontrarse en [1].

Palabras clave: Inteligencia artificial-aprendizaje profundo-redes neuronales-ecuaciones
diferenciales-ODFENet-PINN.
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Capitulo 1

Introduccion

La inteligencia artificial es un area de las ciencias de la computacién que ha logrado
una enorme popularidad en los ultimos anos, pero cuyos origenes se pueden remontar a la
década de 1950. Aunque hubo trabajos en anos anteriores, el nacimiento de este campo se
suele establecer en 1956, donde un grupo de investigadores entre los que destacan nombres
como John McCarthyh de Stanford, Trenchard More de Princeton, Arthur Samuel de IBM
o Ray Solomonoff y Oliver Selfrindge del MIT, se reunieron durante el verano de ese ano
en la Universidad de Stanford. El objetivo era realizar un estudio en base a la conjetura
de que cada aspecto del aprendizaje o cualquier otra caracteristica de la inteligencia
puede describirse con tanta precisiéon que una maquina puede ser hecha para simularlo.
Este grupo no consiguié ningun logro rompedor durante ese verano, pero si hizo que
se conocieran sus integrantes, cuyos estudios dominarian el campo durante los proximos
anos. Fue un momento decisivo para la consideracion de la inteligencia artificial como una
rama independiente de la teoria de control o la teoria de decisiones. Ese mismo ano dos
investigadores de la actual Universidad Carnegie Mellon, Allen Newell y Herbert Simon,
afirmaron “haber inventado un programa de ordenador capaz de pensar de manera no
numérica y, por tanto, haber resuelto el venerable problema del cuerpo-mente”, llegando
a afirmar que el programa habia llegado a probar teoremas sencillos. [2, 3].

Los primeros logros fueron recogidos muy positivamente ya que resultaba sorprenden-
te ver a un ordenador realizar algo remotamente inteligente cuando unos anos atras se
velan como maquinas capaces de hacer inicamente operaciones aritméticas. No obstante,
pronto comenzaron a llegar las decepciones, acompanados con la publicacion de informes
que senalaban la incapacidad de los algoritmos en ese momento de cumplir con las expec-
tativas, lo que llevo a una retirada de fondos generalizada y a un periodo conocido como
“el invierno” de la inteligencia artificial, alrededor de los anos préximos a 1980 [3, 4].

Siguiendo a anos de subidas y bajadas del entusiasmo en el drea [2], en la década
de 1990 comenzé el aumento en popularidad que ain dura, gracias principalmente a la
popularizacién de redes neuronales artificiales fomentada por la disponibilidad de grandes
cantidades de datos de entrenamiento y a la disponibilidad de cada vez mas elevado poder
computacional. Algunos ejemplos son la victoria del algoritmo DeepBlue frente campeén
del mundo de ajedrez Gary Kasparov (1997) [5], la introduccién de arquitecturas como
LeNet para el reconocimiento de imégenes (1998) [6], la invencion de las redes generativas
adversarias capaces de generar contenido nuevo como imagenes o audio [7] o, por supuesto,
la arquitectura Transformer que esta detrés de productos como ChatGPT [8].
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Desde el inicio se ha tratado de aplicar estas técnicas a ambitos cientificos-matemati-
cos, siendo quizas uno de los mas conocidos el proyecto AlphaFold, que usa aprendizaje
profundo para predecir la estructura tridimensional de proteinas a partir de su secuencia
de aminodacidos, logrando una precision que compite directamente con los experimentos
[9]. Las grandes organizaciones cientificas, como el CERN o la ESA han sido tradicional-
mente impulsores de estas nuevas técnicas, sobre todo enfocadas al andlisis de datos [10,
11].

El objetivo de este trabajo sera el estudio de dos técnicas de aprendizaje profundo para
el modelado de ecuaciones diferenciales ordinarias, las ecuaciones diferenciales ordinarias
neuronales, y parciales, las redes neuronales informadas en fisica. Siendo el capitulo 1
esta introduccion, en el capitulo 2 estableceremos los fundamentos matematicos de las
redes neuronales prealimentadas, caracterizadas por la direccion del flujo de la informa-
cién, unicamente hacia delante, entre sus capas. Primero introduciremos y explicaremos
el concepto neurona artificial, el elemento constituyente de las redes neuronales. Después
hablaremos de su organizacion dentro de la red y el funcionamiento de esta. Por tltimo,
hablaremos del proceso por el cual una red neuronal artifical prealimentada aprende, el
entrenamiento, y de cémo lo hace gracias al uso del descenso del gradiente y la propaga-
cién hacia atras. También detallaremos un ejemplo sencillo del uso de estos modelos, en
concreto para clasificacion.

El capitulo 3 discurrira sobre las ecuaciones diferenciales ordinarias neuronales u
ODENets. Estas son una familia de modelos de aprendizaje profundo, concretamente una
aplicacion de las redes neuronales prealimentas explicada en el capitulo 2, con el que
modelar ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs). En lugar de apredener la solucién de
la ecuacion, la red neuronal modela el campo vectorial, para luego obtener una solucion
mediante el uso del algoritmo de resoluciéon de EDOs (ODESolver) que consideremos. Este
algoritmo se trata como una caja negra, de forma que el entrenamiento de la red se lleva a
cabo sin acceder a sus operaciones internas. Esto permite el entrenamiento de la red con un
coste de memoria constante en funcién de la profundidad de la red al no tener que guardar
los valores intermedios del ODESolver, lo que es un cuello de botella importante en el
entrenamiento de modelos profundos. Este método también tiene asociadas otras ventajas,
como la posibilidad de emplear un ODESolver con estrategias de evaluacién adaptativas
para cada entrada, una disminucion del ntimero de parametros de la red necesarios para
aprender una cierta tarea comparado con otras arquitecturas de redes neuronales, o la
posibilidad de aprender a partir de datos reales esparcidos aleatoriamente en el tiempo,
pudiendo incluso extrapolar fuera de este intervalo temporal [12].

Explicaremos los fundamentos matematicos de esta técnica y la aplicaremos a un ejemplo
concreto

En el capitulo 4 describiremos las redes neuronales informadas en fisica o PINNs, una
aplicacién de las redes neuronales prealimentadas. Esta serd tutil en casos donde no se
disponga de muchos datos o la obtencion de estos sea muy costosa, pero si dispongamos
de conocimiento fisico previo del sistema, concretamente la EDP que dicta su compor-
tamiento. Esto amplifica la informacién contenida en los datos y nos ayuda a obtener el
comportamiento del sistema, es decir, la solucion de la EDP. También, como veremos mas
adelante, se puede usar este método para ajustar una EDP, es decir, estimar el valor de
sus parametros. Esta formulacién tiene varias ventajas respecto a otros intentos previos
de anadir informacién fisica a algoritmos de aprendizaje automatico, como procesos de
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regresion gaussiana [13]. Por ejemplo, intentos de extender esta técnica a problemas no
lineales [14, 15] requieren linealizar localmente los términos de orden superior, limitando
la aplicabilidad. Ademéds se requiere hacer unas ciertas asunciones previas que pueden
limitar la capacidad de representacién del modelo [16].

Explicaremos el funcionamiento de este algoritmo y lo aplicaremos al problema de la
ecuacion del calor.
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Capitulo 2

Fundamentos matematicos del
aprendizaje automdtico

2.1. El aprendizaje automatico

La inteligencia artificial es un concepto para el que podemos encontrar varias defini-
ciones, todas alrededor de la misma idea [17]:

“La inteligencia artificial es el estudio y desarrollo de sistemas computacionales
que puedan copiar el comportamiento humano inteligente.”

Siendo esta definiciéon tan general, podemos pensar que el concepto de inteligencia
artificial no es algo nuevo. Al fin y al cabo, vivimos rodeado de dispositivos “inteligentes”,
que toman decisiones en base a una légica pre-programada por nosotros. Por ejemplo, el
termostato que tenemos en casa enciende o apaga la calefaccién siguiendo una serie de
reglas con un aspecto similar a las siguientes (siendo 7' la temperatura y h la hora):

s Si T <21 C = encender los radiadores.
» Si 7T > 21" C = no encender los radiadores.

» SiT <21"Cy00:00<h<07:00= no encender los radiadores.

De esta forma, el programa que ejemplifica esta lista de reglas es inteligente de acuerdo
a la definicion dada. No obstante, no es la inteligencia artificial en la que nos vamos a
centrar en este trabajo. Nosotros nos centraremos en una rama de la inteligencia artificial
llamada aprendizaje automdtico, también conocido como por su nombre en ingles, machine
learning, y mas concretamente en el aprendizaje profundo o deep learning.

Arthur Lee Samuel, pionero del aprendizaje automaético, lo definié como “el campo
de estudio que da a los ordenadores la habilidad de aprender sin ser explicitamente pro-
gramados” [18]. De esta forma, continuando con el ejemplo anterior, un algoritmo de
aprendizaje automatico aprenderia cuando encender o apagar los radiadores no mediante
una lista de reglas, sino observando ejemplos y aprendiendo automaticamente las normas
que gobiernan el fenémeno.
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El paradigma del aprendizaje automatico en que nos centraremos serd el de las re-
des neuronales artificiales, las cuales describiremos més en profundidad en los siguientes
apartados.

2.1.1. Conceptos generales
Conjunto de datos (dataset) de entrenamiento

Un conjunto de datos o dataset es una coleccion de informacién sobre un determinado
fenémeno, como la variacién de la temperatura o la velocidad de un objeto en funcion
del tiempo, imagenes, audios, etc. Este conjunto de datos es la informacion a partir de la
que nuestro algoritmo de aprendizaje automatico aprendera, de forma que para que este
sea lo més efectivo posible, el conjunto de datos debe ser representativo del fendmeno que
queremos modelar. En este sentido, si queremos crear un modelo que distinga imagenes de
perros de cualquier otra cosa, no es 6ptimo que nuestro conjunto de datos de entrenamiento
contenga imagenes solo de perros pequenos, o perros de un color, o de una sola raza, porque
no seria representativo de la poblacién total de perros. Muy ligado a esta cualidad, esta
el hecho de que el conjunto de datos sea lo mayor posible. Siguiendo con el ejemplo, seria
recomendable tener fotos del mismo tipo de perro desde distintas perspectivas, distintas
distancias, distinta luz ambiental, etc. Un buen conjunto de datos, abundante y de calidad,
es crucial si queremos obtener buenos resultados. Muchas veces, conseguir el conjunto de
datos de entrenamiento es de las partes mas complejas de todo el proceso, y también de
las mas limitantes [19].

Entrenamiento y tipos de aprendizaje

El entrenamiento de un algoritmo de aprendizaje automético es el proceso por el cual
este aprende sin intervencién humana explicita. Una definicion cominmente aceptada de
“aprender” en el contexto del aprendizaje automatico es la siguiente: “Un algoritmo estéa
aprendiendo de una experiencia F con respecto a cierta clase de tareas T" y medida de
desempeno P si su desempeno en cierta clase de tareas 1" medido por P mejora con la
experiencia E” [20].

Se distinguen principalmente los siguientes tipos de aprendizaje:

= Los algoritmos de aprendizaje supervisado son aquellos en los que el conjunto de en-
trenamiento contiene tanto la entrada x como la salida deseada para dicha entrada,
y(x). En muchos casos las salidas y pueden ser dificiles de conseguir automética-
mente, de forma que deben ser proporcionadas manualmente por un “supervisor”
humano, aunque para el caso automatico el nombre es el mismo. Un ejemplo de
aprendizaje supervisado aplicado a la clasificacion lo podemos encontrar en el apar-
tado 2.4

» Los algoritmos de aprendizaje no supervisado son aquellos que observan caracteristi-
cas de los datos, pero no tienen una etiqueta como si ocurre en el caso supervisado.
Un ejemplo clasico de este tipo de aprendizaje es el de encontrar la mejor represen-
tacion de un conjunto de datos, donde “mejor representacién” generalmente indica
aquella que preserve tanta informacién acerca de x como sea posible al mismo tiem-
po que se obedece algtin tipo de penalizacion o ligadura con el objetivo de mantener

15



la representacién lo mas simple posible, pero mas accesible que x en si. Otros casos
serian obtener muestras de una distribucion, eliminar el ruido de una distribucién o
encontrar cimulos en los que agrupar subconjuntos del conjunto de datos [21]. Al-
gunos ejemplos de aplicaciones serias algoritmos de agrupamiento espacial de datos
(clustering) o deteccién de anomalias [22].

= El aprendizaje semi supervisado es aquel que combina datos etiquetados con no
etiquetados. Un ejemplo es el auto entrenamiento, en el que un algoritmo clasifica-
dor es entrenado con una pequena cantidad de datos etiquetados, como en el caso
supervisado, y luego es usado para clasificar otro conjunto de datos no etiquetados.
Los puntos de este ultimo conjunto de datos que se hayan clasificado con mayor
seguridad son anadidos al conjunto de entrenamiento. El algoritmo es reentrenado
y el proceso se repite [23].

= En el aprendizaje por refuerzo un agente auténomo debe aprender a realizar una
tarea por prueba y error, recibiendo una recompensa si lo hace correctamente o una
penalizacién si lo hace incorrectamente. Este tipo de técnicas ha obtenido muy bue-
nos resultados en problemas de toma de decisiones secuencial, siendo muy conocidos
los logros en el ajedrez y el Go de AlphaZero, un algoritmo de aprendizaje reforzado
que ha logrado capacidades superhumanas [24].
Los videojuegos son un entorno muy cémodo para entrenar este tipo de algoritmos,
ya que es sencillo tener acceso a numerosas métricas en todo momento y crear gran-
des bancos de datos. Un ejemplo del éxito en este ambito es StarCraft, un videojuego
de estrategia en tiempo real conocido por su complejidad, en el que hay que tomar
decisiones sobre la economia de la partida mientras se controla a cientos de unida-
des individuales. AlphaStar fue clasificado como Gran Maestro en este juego, por
encima del 99,8 % de jugadores humanos [25].

Otros conceptos importantes son:

] Epoca: Un paso completo sobre todo el conjunto de entrenamiento por el algoritmo
de aprendizaje automatico. Cominmente un entrenamiento consiste en varias épocas
[26].

= Sobre ajuste: situacion en la que el modelo se ajusta demasiado 6 exactamente a los
datos de entrenamiento, lo que causa que no sea capaz de generalizar a datos que no
ha visto nunca [26]. Suele ocurrir cuando el nimero de épocas de entrenamiento es
exageradamente grande, y es la principal razon por las que se separa el conjunto de
datos de entrenamiento en los subconjuntos de entrenamiento y validacién, ya que
un signo claro de sobre ajuste es obtener buenos resultados en el primer subconjunto
y malos resultados en el segundo.

2.2. Las redes neuronales artificiales
Las redes neuronales artificiales, a partir de ahora simplemente redes neuronales, son

un tipo de modelo dentro del aprendizaje automéatico que han logrado muy buenos re-
sultados dentro de campos como el reconocimiento de imégenes [27] o procesamiento de
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lenguaje natural [28], asi como otros tan llamativos como ganar al campeén mundial de
Ajedrez [5] o Go [29].

Matematicamente, podemos definir a una red neuronal como una funcién f(x,y(x), 0)
tal que f : R xR™ xR™ — R™. La red neuronal dependera de unos ciertos parametros
internos 6 y de unos datos de entrenamiento y(X), y trataremos de obtener su salida para
una nueva entrada X.

En los siguientes apartados explicaremos en detalle su funcionamiento y objetivo.

2.2.1. La neurona artificial

La neurona artificial (a partir de ahora, neurona) es el elemento constituyente de las
redes neuronales. Una neurona es una funcién que recibe un ntmero de entradas, cada
una con un peso asociado, y produce una tunica salida. Veamos el funcionamiento de una
neurona apoyandonos en una de las formas més sencillas, el Perceptron [30, 31]. Se suele
representar como vemos en la Figura 2.1.

O—> salida

N

Figura 2.1: Neurona con cuatro entradas y una salida.

La salida del perceptréon se calcula de la siguiente forma:

0 siz<0
o(z) = T 7, z=w-x+beR, (2.1)

1 siz>0.
En la anterior ecuacién, x = (x1, 2, ...,z,) € R" es el vector de entradas de la neurona,
w = (wy,ws,...,w,) € R™ el vector de pesos asociados a cada entrada, “-” es el pro-

ducto escalar entre ambos, y b € R es el sesgo de la neurona. Cada neurona tiene como
pardametros asociados n pesos, siendo n el nimero de entradas, y un sesgo. La funcién o(-)
que calcula la salida de la neurona se denomina funcion de activacion, siendo su valor la
activacion de la neurona. Existen numerosas funciones de activacion, compartiendo todas
las propiedades de continuidad y no linealidad. En la tabla 2.1 podemos ver algunas de
las més empleadas. El argumento de la funcién de activacion siempre es la transformacion
afin 2 = w - x + b, al que se suele llamar suma ponderada.

2.2.2. La arquitectura de una red neuronal prealimentada

Una red neuronal es una estructura organizada en capas, estando cada capa formada
por un nuimero determinado de neuronas. La primera capa se denomina capa de entrada,
la ultima, capa de salida, y las restantes, capas ocultas. Las neuronas de la capa de entrada
reciben los valores que hayamos introducido a la red y se lo pasan a todas las de la capa
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Nombre Expresion Rango

Funcién de Heaviside o(z) = {O stz <0, {0,1}
1 en otro caso
1
Sigmoide o(z) = = (0,1)
Tangente hiperbdlica o(z) = tanh(z) (—1,1)
Valor absoluto o(z) = abs(z) 0, +00)
ReLU o(z) = méx(0, z) 0, 00)
lzsiz <
Leaky ReLu o(z) = 001z stz <0, (—00,00)
z en otro caso
Softmax fla)y= —0 [0, 1]

S e

Tabla 2.1: Algunas de las funciones de activaciéon més empleadas [32].

siguiente sin realizar ninguna operacién. Después, cada neurona recibe como entradas
todas las salidas de aquellas de la capa anterior, y con sus pesos y sesgos, calculan una
salida, la cual pasan a todas las neuronas de la capa siguiente. Podemos ver un ejemplo
de red neuronal en la Figura 2.2.

En el ejemplo de la Figura 2.2, la red estd formado por cinco capas: una de entrada,
con tres neuronas; tres capas ocultas, cada una con cinco neuronas; y una capa de salida,
conformada por tres neuronas. En este caso, todas las neuronas de las capas ocultas tienen
el mismo niimero de neuronas, pero esto no tiene por qué ser asi. Por otro lado, el niimero
de neuronas de la capa de entrada y de salida si estan fijados para cada caso, debiendo
ser igual al nimero de entradas y salidas de la funcién que deseamos aproximar.

Al nimero de capas se le suele denominar profundidad, mientras que al nimero de neu-
ronas de cada capa se llama anchura [21]. De esta forma, una red neuronal més profunda
tendra mas capas ocultas que una menos profunda, y de igual manera con la anchura.

Las redes neuronales con la arquitectura vista en la Figura 2.2 se denominan redes
neuronales prealientadas, (feedforward neural networks), ya que la informacién siempre se
mueve en la misma direccion, y de una capa a la siguiente. También se suele referir a las
capas de este tipo de redes como completamente conectadas, porque todas las neuronas
de capas consecutivas estan conectadas entre si. En otras arquitecturas, como en las redes
neuronales recurrentes [21] o redes neuronales de transformadores [34], esto no ocurre, .

., . k . ., .
Respecto a la notacion, la etiqueta hf ) se refiere a la activacién de la neurona i-ésima
(k)

de la capa k-ésima. De igual forma que z;, el argumento de la funcién de activacion,

: k k
representa la suma ponderada de esa misma neurona, tal que hg ) = O'(ZZ-( )
individuales los denotaremos como wg j), indicando el peso de la neurona i-ésima de la
capa k-ésima asociado a la entrada recibida de la j-ésima neurona de la capa anterior.

). Los pesos
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Capas ocultas
Capa de Capa de

entrada salida
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Figura 2.2: Ejemplo de red neuronal. Esta y todas las Figuras de redes neuronales a lo
largo del trabajo han sido adaptadas de [33].

Podemos ver en la Figura 2.3 un diagrama que puede facilitar la compresién de esta
notacion. También, bgk) indica el sesgo de la neurona i-ésima de la capa k.
Usaremos la convencion de empezar a numerar en el cero las capas pero no las activaciones.
De esta forma, la i-ésima activacion de la primera capa sera hEO) (los datos de entrada),
la de la segunda capa (primera capa oculta) serd hgl), y asi sucesivamente hasta la ultima
capa, que denotaremos como capa L y cuya salida i-ésima serd hEL) . Por 1ltimo, ng, n;, ny,
se refieren al nimero de neuronas de la capa de entrada, de la i-ésima capa oculta y de
la capa de salida, respectivamente, para el caso general.

La expresion general para la salida de la neurona ¢ de la capa k, seria

ng_1
W =o(zM) =0 (Z w4 b§k>> , (2.2)
j=1

Para ser més concisos podemos adoptar una notacién matricial, siendo W®*) € RXmk-1
la matriz con todos los pesos de las neuronas de la capa k. Sus elementos seran los pesos
wl(f;-) explicados anteriormente. De igual forma, h®) b*) € R™ denotan los vectores con
las activaciones y los sesgos de las neuronas de la capa k. Con la notaciéon matricial, las
salidas de toda la capa seria la siguiente:

h*) = & (W(k) D b(k))

k k k —
) ey
k k k k—1 k
w. w . e w. h b
=0 2,1 2,2 277:Lk—1 2 2 ’ (23)
. . . : k:__l _k
wii),l w'SL]?,Q e wg?ﬁkfl hglk71) bng)



Figura 2.3: Conexiones entre dos capas ocultas de la red, donde se han resaltado las
conexiones de la neurona 1 de la capa k con todas las de la capa k — 1.

entendiendo que en este caso la funcién o(-) actiia elemento a elemento y que h*=) es el
vector transpuesto aunque no se explicite. En la ecuacion anterior podemos ver claramente
como la salida de las neuronas de una capa depende de las salidas de las capas anteriores.

2.3. Entrenamiento de una red neuronal

El objetivo de nuestra red neuronal serd aproximar una cierta funcién de la que dis-
ponemos unos ciertos valores y(x) € R™ para unas ciertas entradas x € R". Estos datos
se denominan datos de entrenamiento, y el proceso por el cual la red aprende a aproximar
las reglas subyacentes que dominan a nuestra funcién, entrenamiento. El dato y(x) se de-
nomina objetivo, y serd la salida deseada de nuestra red para su entrada correspondiente,
X.

Para cuantificar la calidad de la salida de nuestra red, h(x)(L) € R" respecto a la
salida deseada, y(x), necesitamos definir una funcién de coste o funcion de pérdida. Una
funcion de pérdida ampliamente empleada es el error cuadratico medio,

L) y) =~ [y — h]? (2.4

Cuanto mas alejada esté la salida de nuestra red, h(x)(L), de la salida deseada para

la entrada correspondiente, y(x), mayor serd el valor de la funcién de coste. El objetivo
del proceso de entrenamiento sera entonces minimizar su valor. Esto se hara encontrando
unos valores de los pesos y los sesgos que hagan que la salida de red sea lo mas parecido
a su respectivo dato de entrenamiento para un cierto conjunto de datos de entrenamiento
(y1(x1),¥2(x2), ..., ¥n(x,)). Es una practica muy comun dividir el conjunto completo de
entrenamiento en dos subconjuntos, el de entrenamiento y el de validacion. De esta forma,
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la red neuronal se entrena solo con los datos del subconjunto de entrenamiento, y una vez
entrenada se comprueba su desempeno con el subconjunto de validacién. De esta forma,
podemos comprobar como de bien generaliza a datos que no ha visto nunca.

Minimizar la ecuacién (2.4) analiticamente en la practica serd imposible, ya que el
numero de pardametros de una red neuronal puede ser del orden de millones. Aqui es don-
de hablamos de los optimizadores, algoritmos que emplearemos para minimizar numéri-
camente la funcién de coste.

2.3.1. Optimizadores

Como hemos dicho, necesitamos minimizar la funcién de coste (2.4), lo que hare-
mos numérica e iterativamente. El algoritmo que decide como variar los parametros para
minimizar la funcién de coste se denomina optimizador. A continuaciéon, explicamos bre-
vemente algunos de los optimizadores mas populares.

Descenso estocastico del gradiente (SGD)

El algoritmo SGD [26], el mas sencillo de todos, consiste en calcular numéricamente
el gradiente de la funciéon de coste y modificar los valores de los pesos y los sesgos de
la red en la “direccion” del gradiente negativo de la funcién de coste. Este proceso esta
representado de forma ilustrativa en la Figura 2.4.

Figura 2.4: Uso del método del descenso del gradiente para hallar el minimo de una funcién
de dos dimensiones. Computacién hecha en Mathematica adaptada de [35].

Sea @ = (01,0s,...,0,,) = (will), wg o ws bgl), bgl) Ce bng)) un vector con todos
los pardametros de la red. Denotamos al numero total de parametros como m. A su vez,
sea AO = (Aby,...,AHd,,) otro vector con unos ciertos incrementos de los pardmetros.

Podemos ahora escribir el incremento de la funcién de coste como

“~ OL
AL = —Af0; = VLy - AB, 2.5
2 oA 29
donde VL = (g—aLl, ey a%—i). De esta forma, podemos comprobar que si los incrementos
de los parametros tiene la forma
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siendo n € R™ un pardmetro denominado tasa de aprendizaje, la variacién de la funcién
de coste sera
AL =VLy- A0 = —||VLy|* <0, (2.7)

lo que garantiza que estamos disminuyendo su valor. La manera en que se actualizan los
parametros de la iteracién t — 1 a la t es, por tanto,

0,=6,1—-nVL(0;_1). (2.8)

La estocasticidad se introduce al darnos cuenta de que nuestra red puede tener miles
o millones de parametros, de forma que calcular el gradiente completo puede ser muy
costoso. Lo que se hace entonces es realizar este proceso con un subconjunto de todos los
datos de entrenamiento, lo que se suele llamar minibatch. De esta forma obtenemos una
aproximacion del gradiente que nos ayudara a llegar al minimo mas réapido. Esto es una
préactica comun, de forma que si no se indica lo contrario los gradientes de la funcién de
coste no se hacen para todos los datos de entrenamiento, sino para un cierto minzbatch.

Durante el proceso de entrenamiento se repite la operacién (2.8) hasta que considera-
mos que estamos lo suficientemente cerca del minimo.

Descenso estocastico del gradiente con momento (SGD con momento)

Debido a la sencillez, el método anterior es sencillo de implementar, pero puede resultar
en una convergencia muy lenta.

En el ejemplo de la Figura 2.4, vemos una trayectoria similar a la que podria seguir
una particula al descender esa misma pendiente. Intuitivamente, podemos pensar que a
medida que la particula desciende por una parte empinada, esta va acumulando velocidad
o momento. No obstante, esto no ocurre con el descenso estocastico de gradiente, ya que
si la particula se desliza por una superficie de pendiente constante, esta lo hara siempre a
la misma “velocidad”. De esta forma, en el algoritmo de descenso estocdstico del gradiente
con momento [36] lo que se hace es anadir momento al descenso de la siguiente manera:

Vo = O, (29)
Vi = YVi_1 + 'r]VL(Bt_l), (210)
Bt = 015—1 — Vg, (211)

donde el pardmetro v € Rt se denomina momento, y suele fijarse en v = 0,9 o un valor
cercano [36]. De esta forma, el término del momento aumenta para dimensiones cuyos
gradientes apuntan en la misma direccién durante varias iteraciones, mientras que se
reduce para dimensiones cuyos gradientes cambian de direccion, lo que causa en muchos
casos que la convergencia se acelere.

Nesterov Acelerated Gradient (NAG)

La adicion del momento ayuda a que la convergencia sea més réapida, pero sigue tenien-
do aspectos mejorables. Por ejemplo, siguiendo con la analogia de la particula, a medida
que esta baja por un valle va acumulando velocidad, lo que ocasiona que al alcanzar la
vaguada esta comience a subir por la pendiente contraria durante algunas iteraciones,
para después comenzar un pequeno movimiento oscilatorio alrededor del minimo.
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Estas oscilaciones no hacen sino aumentar el tiempo de convergencia, de forma que
para solucionar este inconveniente podemos recurrir al gradiente acelerado de Nesterov, o
NAG por sus siglas en inglés [37]. Este algoritmo obtiene una estimacién de la posicién
futura del gradiente, de forma que si nos encontramos en la situaciéon anterior podamos
reducir el efecto no deseado. Esto es, en lugar de calcular el gradiente con respecto a los
valores de los parametros actuales, podemos calcularlos con respecto a la aproximacién
de los futuros valores,

vo = 0, (2.12)
Vi = Vi1 + VL0, — Vi), (2.13)
0t = et_l — V. (214)

De esta forma, evitamos descender demasiado rapido en situaciones en las que esto nos
podria perjudicar.

Adaptive Gradient (Adagrad)

El siguiente algoritmo es el de gradiente adaptativo, y se suele denominar Adagrad [38].

Durante en el entrenamiento, no todos los parametros de la red afectan de igual medida
a la salida de la red. En este sentido, puede haber ciertos pardmetros que solo intervengan,
o que intervengan de una manera apreciable, en un nimero muy limitado de los casos del
entrenamiento, y otros que lo hagan en casi la totalidad de los casos. Esto causa un
problema, ya que habra ciertos pardmetros que converjan mucho mas lentos que otros
debido simplemente a que su valor se actualiza un ntimero menor de veces. Adagrad
permite adaptar la tasa de aprendizaje para cada parametro, de forma que se realiza
cambios mas grandes en los parametros que afectan con menos frecuencia y cambios
mas pequenos en los pardmetros que afectan con mas frecuencia. Recordemos que en los
algoritmos anteriores actualizabamos todos los pardametros @ al mismo tiempo debido a
que todos los parametros individuales ; tenfan la misma tasa de aprendizaje 7.

Denotemos como g, ; el gradiente de la funcién de coste con respecto al pardmetro 6;
a tiempo t,
OL(6:)

00;

Por claridad, con esta notacién, la regla de actualizacion para el caso del descenso es-
tocastico del gradiente se escribiria como

Gri = Vo, L(6;) = (2.15)

‘9t+1,i = 9t,i — 1 G- (2-16)

La regla de actualizaciéon de Adagrad, en cambio, modifica el parametro n para cada
iteracion t y cada parametro #; basado en gradientes anteriores calculados para 6;:

Ui

Ori 1 = O — — e - s,
t+1, t, \/m Gt,

donde G, € R%*? es una matriz cuya diagonal es la suma de los cuadrados de los gradientes
con respecto a 6; hasta la iteracion ¢, mientras que € es un parametro para evitar la division
entre cero que suele establecerse en un valor del orden de 10~® de forma predeterminada

(2.17)
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[36]. No obstante, en algunos casos los resultados son sensibles a la modificacién de este
valor [39].

Tomando la multiplicacién entre matriz y vector elemento a elemento, ®, entre G; y g,
podemos expresar la regla de actualizaciéon como

n
\/Gt+€

Si no se indica lo contrario, todas las operaciones con vectores para el resto del apartado
se haran elemento a elemento.

Uno de los grandes beneficios de Adagrad es el hecho de que elimina la necesidad de
elegir un valor para la tasa de aprendizaje, que se suele dejar a n = 0,01 por efecto [36].
Por otro lado, la principal debilidad es la acumulacion de gradientes al cuadrado en el
denominador, ya que, al ser todos los términos positivos, la suma puede crecer tanto que
se acabe dividiendo por un nimero tan grande que el aprendizaje acabe desapareciendo.

0t+1 = Ot — ® gt (218)

Adadelta

Adadelta [40] es un algoritmo cuyo objetivo es eliminar el agresivo y monétono de-
crecimiento de la tasa de aprendizaje que ocurre en Adagrad. Esto se logra ponderando
con un peso cada vez menor los gradientes mas antiguos, de forma que estos se vayan
“olvidando”.

En lugar de almacenar los d gradientes anteriores, la suma de los gradientes se define
recursivamente como una media decreciente de todos los gradientes al cuadrado pasados.
El promedio E[g?]; a tiempo ¢ depende solo de las medias anteriores del gradiente actual:

E[g*; = vE[g*i-1 + (1 — 7)gf, (2.19)

donde 7, similar al momento y que se suele denominar factor de olvido, se establece
alrededor de 0,9 [36]. Si el vector de actualizacién de los pardmetros, A@;, para el caso

de Adagrad era

AO, =1L o, (2.20)

\/Gt+€

para Adadelta reemplazamos la matriz diagonal G; con el promedio decreciente sobre los
gradientes al cuadrado anteriores, F[g?];,

Elg?], + = RMS(g];

donde en la segunda igualdad hemos escrito el denominador como la media cuadratica,
RM S|[], para simplificar la notacién.

Es en este punto cuando el autor del algoritmo se da cuenta de que las unidades de la
regla de actualizaciéon no son las mismas que aquellas de los pardmetros (como por otra
parte ocurre con el descenso estocastico del gradiente con y sin momento, o en Adagrad).
Para arreglar esto, se define otro promedio exponencialmente decreciente, esta vez de las
actualizaciones de los parametros al cuadrado,

E[A6)], = YE[A6];_1 + (1 — 7) A6, (2.22)
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La media cuadratica de la actualizacion de los parametros es entonces

RMS[AG], = \/ E[A6%]; + <. (2.23)

No sabemos cuénto vale RM S[A@);, asi que lo aproximamos por la media cuadrética de
las actualizaciones de los pardmetros hasta la iteracion en la que estamos, t. Si ahora
reemplazamos la tasa de aprendizaje n por la regla de actualizacién previa, RM S[AB];_1,
obtenemos finalmente el algoritmo Adadelta,

RMS[A8)],_,
RMS[g), "
9t+1 - Ht + AOt (225)

A, = — (2.24)

De esta forma, no tenemos que preocuparnos por establecer una tasa de aprendizaje
inicial.

RMSprop

RMSprop [41] es un algoritmo adaptativo que no ha sido publicado sino descrito en
una clase de Coursera por el profesor Geoff Hinton . Es muy similar a Adadelta, ya que
ambos fueron desarrollados para tratar de eliminar los gradientes menguantes de Adagrad.
Su regla de actualizacion es la siguiente,

Eg’ =vE[g’] + (1 — v)g;, (2.26)
n

0, 1=0, — — o 92.97

t+1 t E[gQ]t n ggt ( )

El autor sugiere unos valores predeterminados de v = 0,9 y n = 0,001.

Adaptive Moment Estimation (Adam)

El algoritmo Adam, del inglés Adaptative Moment Estimation [42], es el méds popular
en la actualidad, y suele ser el predeterminado en la mayoria de casos. Es también un
algoritmo que modifica la tasa de aprendizaje para cada parametro. Ademas de almacenar
un promedio exponencialmente decreciente de los gradientes al cuadrado, v;, como hace
Adadelta o RMSprop, Adam también emplea un promedio exponencialmente decreciente
de los gradientes anteriores, m;, similar al momento,

m; = Simy_y + (1 — f1)g, (2.28)
Vi = Bovi1 4+ (1 — 52)&%- (2.29)

m; y v, son estimadores del primer momento (la media) y el segundo momento (la varian-
cia no centrada) de los gradientes, respectivamente, de ahi el nombre del algoritmo. Los
autores de Adam [42] se dieron cuenta de que al inicial m; y v; como vectores de ceros,
se creaba un sesgo hacia el cero, sobre todo en los pasos iniciales y cuando las tasas de
decrecimiento son pequenas, es decir, 51 y B2 son cercanas a 1.
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Para contrarrestar este efecto se halla las estimaciones del primer y segundo momento
insesgados,
my
1—pt
Vi
1—pL

(2.30)

m; =

(2.31)

\A/'t ==
para después actualizar los pardmetros de manera muy similar a Adadelta o RMSprop,

0t+1 - 9 - l’flt, (232)

Ui
V¥ +e
donde, de nuevo, todas las operaciones con vectores son elemento a elemento. Con 3%, /33
se indica la potencia t de los parametros ;1 y f2. Los autores proponen como valores
predeterminados 3; = 0,9, B = 0,999 y & = 1078 [42].

En [42] los autores comparan varios optimizadores en bancos de prueba estandar para
redes neuronales, obteniendo Adam el mejor resultado de entre todos los anteriores. En
la Figura 2.5 podemos ver dos casos concretos.

0.7 MNIST Logistic Regression 0.50 IMDB BoW feature Logistic Regression
: —  AdaGrad I : — Adagrad+dropout
— SGDNesterov : —  RMSProp+dropout
—  Adam 0.45F N 1
0.6 P T T—— : : — SGDNesterov+dropout
Adam+dropout

0.40} it
0.5

training cost
training cost

\ i i i ; i 0.20 ; i i i i i ; i
o s 10 15 20 25 30 35 40 45 0 20 40 60 80 100 120 140 160
iterations over entire dataset iterations over entire dataset

0.2 s ;

Figura 2.5: Comparaciéon de varios optimizadores en bancos dos bancos de prueba
estandar. Imagen sacada de [42].

La demostracién inicial sobre la convergencia de Adam resulto ser incompleta, y se
demostré que el algoritmo no converge para todas las funciones convexas [43]. En los
ultimos anos han surgido varios algoritmos para solucionar esto [43, 44], no obstante,
Adam contintda siendo de los més usados debido a sus buenos resultados practicos.

Nesterev-accelerated Adaptive Moment Estimation (Nadam)

El algoritmo Nadam, del inglés, Nesterev-accelerated Adaptive Moment Estimation
[45], es una combinacién entre Adam, que a su vez lo podiamos ver como una combina-
cién de RMSprop y momento, con NAG. Para incorporar NAG en Adam, necesitamos
modificar el término del momento my.
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Recordamos la regla de actualizacién del descenso estocastico del gradiente con mo-
mento con la notacion actual,

g = VL(0,), (2.33)
my = ymy_; + ng;, (2.34)
0t+1 = 0,5 — 1M;. (235)

Si expandimos la tercera expresiéon obtenemos

011 = 6; — (ymy_1 + ng). (2.36)

Utilizando lo aprendido con NAG, podemos realizar un paso mas preciso si actualizamos
los parametros con el momento m antes de calcular el gradiente. Esto es,

g = VL0, — ym; ), (2.37)
m; = ymy_ + 78, (2.38)
0t+1 = Ot — IMy. (239)

La modificacién del autor de Nadam [45] fue, en lugar de aplicar el paso del momento
dos veces, una para actualizar el gradiente g; y otras para actualizar los parametros 6,1,
aplicar la actualizacién del momento directamente al actualizar los parametros actuales.
Es decir,

g = VL(6,), (2.40)
m; = ym;_q + Ng, (2‘41)
0,41 =0, — (Ymy +1gy). (2.42)

De esta forma, en lugar de usar el momento anterior como en la ecuacién (2.36), usamos

el momento actual, my, para modificar los parametros 8. Podemos hacer algo similar con

Adam, reemplazando el vector de momentos a timpo ¢t — 1 con aquel a tiempo t.
Recordemos la regla de actualizacion de Adam,

m; = fimy_; + (1 — 51)gy, (2.43)
1, = % (2.44)

— b1
9=t (2.45)

1 =05

n “

0 =0, — —my,. 2.46
t+1 t \/{,—t+ c t ( )

Expandiendo la segunda ecuacién con la definicién de m; y m; obtenemos

_p _ Ui Simgy | (1-B1)g
o =0 (125 + 52
P - (1—75)g
=0 (@1mt_1 R ) , (2.47)
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m¢_1

gt €S la correccién
1

donde al pasar de la primera expresion a la segunda hemos usado que
no sesgada del vector de momentos en el paso previo ¢t — 1.

Ahora, de igual forma que pasamos de (2.36) a (2.42), reemplazamos la estimacién no
sesgada del vector de momentos en el paso anterior, m;_1, con aquella en el dltimo paso,
" (1-5)

n - 1—Bi)g:
0,.1=20, m (Blmt + 1——55) , (2.48)
Pese a la novedad, Adam sigue siendo el algoritmo méas empleado por su sencillez y

comprobada eficacia, aunque Nadam puede dar mejores resultados en determinados casos
[45].

2.3.2. Propagacion hacia atras

Ahora ya sabemos de qué manera tenemos que modificar los pesos y los sesgos de la
red neuronal para que esta aprenda, segin la ecuacién (2.6). Lo que nos falta ahora es
saber cémo calcular el gradiente de la funcién de coste. Este proceso se lleva a cabo con
el método de propagacion hacia atras (backpropagation) [26].

Condiciones para la funciéon de coste

Para poder aplicar este método, la funcién de coste L(-) debe cumplir unas ciertas
propiedades a saber:

1. La funcién de coste debe poder escribirse como un promedio de las funciones de
coste individuales de cada dato de entrenamiento. Es decir, si tenemos un conjunto
de entrenamiento de p casos, siendo L; = L(hl(-L),yi) con hEL) = (th), ceey h&ﬁ) ) la
salida de la red neuronal para una cierta entrada x;, el valor de la funcién de coste

para el caso individual ¢, debemos poder escribir
1 p
L=- L;. 2.49
2 (2.49)

2. La funcién de coste debe poder escribirse en funcion de las salidas de la red neuronal

de la forma
L= L(h®). (2.50)

Calculo de gradiente de la funcién de coste

En esta apartado explicaremos un método para calcular el gradiente de la funcion de
coste.

Suponiendo que nuestra funcién de coste cumple las condiciones expuestas en el apar-
tado anterior, hacemos el razonamiento para un ejemplo individual del entrenamiento,
y(x) = (y1,...,Yn, ). Para obtener la funcién de coste total solo tenemos que promediar
sobre todos los datos de entrenamiento. La funcién de pérdida para este ejemplo individual

serd la siguiente:
nr,

Lo = |0 —y|? =" (h{" —y)2. (2.51)

i=1
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Recordando la expresién de la salida de la red neuronal, ecuacién (2.2), podemos
aplicar la regla de la cadena para hallar la derivada de la funcién de coste respecto a los
pesos v los sesgos de la iltima capa,

(L) 2 (1)
0Ly 0z Oh;” 0Ly -1 L L

0= m i m = 720 ), (2.52)
Ow; . Ow; )’ 0z Oh;

(L) 5y (L)
oL, 92" on” oLy o

T~ b 92 = 0 (27)2(h;" = ;). (2.53)
o ap® 90 ot

J

Las derivadas respecto a los parametros de la ultima capa son inmediatas. Sin embargo,
si tratamos de hacer lo mismo para la capa previa obtenemos lo siguiente:

9L, _8(LlahL 1) 9L,

J
L-1 (L—-1) L-1) L-1)’
ow' ) owiY oY anltY

(2.54)

oL, _ 95"V on"" oL (2.55)
(L-1) (L—1) (L-1) (L-1)" )
Ob; Ob; 0z; Oh;
Recordando de nuevo la ecuacién (2.2), todos los factores de la derecha de las ecuacio-
nes anteriores son inmediatos excepto el ultimo, %. No obstante, aplicando de nuevo

la regla de la cadena podemos hallar este factor de la siguiente forma:

OLg _i 0z OhF oL,

i 2.56
DR~ 2 DhET D2E OhE” (2:56)

donde el sumatorio se introduce porque la salida h,(f*l) modifica el valor de la salida de
la red a través de todas las neuronas de la capa de salida, ya que envia su salida a todas
ellas. Juntando la expresién anterior con (2.54) y (2.55) ya podemos hallar la derivada de
la funcién de coste respecto a los parametros de la peniltima capa.

De igual forma, para la antepeniltima capa tendriamos las expresiones

9L, 82§L—2) ah(L—2) L,

— = — (2.57)
o' oo § S onlt
oty _ 0400 o, -
8b§L—2) 8b§L 2) aZ(L 2) ahL 2) :
para las que tendriamos que emplear
Ly =9V onY oL
=Y = i 0 (2.59)

8h}(€L—2) B p 3h,(f_2) 82’2@_1) 8hZ(L—1)'

Empleando las expresiones (2.51), (2.56) y (2.59) podemos hallar la derivada de la funcién
de coste respecto a todos los parametros de la antepentltima capa.

Para hallar la derivada de la funciéon de coste respecto a todos los parametros de la
red y construir su gradiente realizamos el mismo procedimiento para el resto de capas de
la red.
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2.3.3. Diferenciaciéon automatica

La propagacion hacia atrds no es sino un caso concreto de una familia de técnicas para
el calculo eficiente y preciso de derivadas numéricas [46]: la diferenciacion automdtica (AD,
sus siglas en inglés, a partir de ahora). Muchos libros de texto solo explican el proceso de
propagacién hacia atras sin referirse en ningiin momento al concepto de AD. No obstante,
en los 1ltimos anos ha demostrado su versatilidad y eficacia no solo en el mundo de la
inteligencia artificial, sino en el de la computacién numérica en general, como demuestra
la aparicién de populares bibliotecas como JAX ([47]) (antes autograd), Chainer [48]
o PyTorch [49].

AD es un término referido a una familia de técnicas empleadas para calcular evalua-
ciones numéricas de derivadas a través de la acumulacién de valores durante la ejecucion
del programa. Esto proporciona la forma de evaluar derivadas a la precision de la maquina
de manera eficiente evitando todo lo posible error de truncamiento o aproximaciones [46].

Para la gran mayoria de casos, las expresiones de las que queremos hallar su derivada
son composiciones o combinaciones de elementos de un conjunto finito de operaciones
cuya derivada es conocida. Combinando las derivadas de estos componentes a través de
la regla de la cadena, la diferenciacién automatica permite generar algoritmos capaces de
derivar expresiones arbitrarias sin necesidad, en la mayoria de casos, de modificacion.

De esta forma, en la Tabla 2.2, podemos ver la representacion del calculo de la funcién
de ejemplo f(x1,22) = '™ + 2125 — tan(xz) en el punto (z1,x2) = (—1,%) como una
acumulacion de evaluaciones de operaciones elementales. El grafo computacional (grafo
que incluye los pasos para el célculo de la funcién a partir de operaciones elementales)
para este caso lo podemos ver en la Figura 2.6. Adoptamos la notacién en la que la funcion
f :R™ = R™ se construye usando variables intermedias v; de tal forma que, siendo i € N,

= v,_, = x;, 1 <i<nson las variables de entrada,
= v;, 1 <7 <[ son las variables intermedias,

" Yn_i = Vrm—i, M —1>12> 0 son las variables de salida.

X1 |— | U, *;Hjl_»vz:e — | U5 =0y +73 \

v, = V10
Xp |— | © / > /

> vy = —tan(vg)

0, =04 + U5

o

Figura 2.6: Grafo computacional de la funcién f(z;,xs) = 7 + z129 — tan(xy).

Modo de acumulacién hacia delante

El modo de acumulacion hacia delante, también llamado modo lineal tangente [46], es
el més sencillo. Siguiendo con nuestra funcién de ejemplo f(x1, z5) = e +1179 —tan(zs)
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en el punto (xy,x2) = (=1, %), la descomponemos en operaciones elementales:
) v 4 )

vy =x = —1, (2.60)
Vo = Ty = %7 (2.61)
v =1+v_, =0, (2.62)
v =e" =1, (2.63)
Vg = V_1 - Vy = —%, (2.64)

de forma que cada operacién posterior esté en funcién de las anteriores. En el momento
en que no podamos hacer mas operaciones habremos calculado el valor buscado. Asi se
construye el grafo computacional asociado a la funcién, en nuestro caso la Figura 2.6.
Los valores de las variables v; se van acumulando, en el sentido de que cada una esta en
funcién de las anteriores. En la Tabla 2.2 podemos ver todos los pasos necesarios para el
calculo de f(—1,7%).

Para calcular la derivada con respecto a una de las variables, en nuestro caso respecto
a r1, empezamos asociando a cada variable intermedia v; la derivada

._avi

v, = .
‘ 81’1

(2.65)

Como cada variable intermedia v; es una funcién elemental, sabemos calcular su derivada
de manera inmediata, de forma que podemos ir acumulando los valores de manera similar
a como lo hemos hecho para el cdlculo de f(—1, %), es decir:

8301
V-1 =11 9%, ) ( )
8x2
} pu— Y = —-— 0 2-67
Vo = T2 Oy ) ( )
'i)l == ’1.171 - 1, (268)
’02 = €v11')1 = 1, (269)
’[)3 = ’l'}_l - Vg + ’l'}() V-1 = %, (270)

Mediante la aplicacion de la regla de la cadena a cada operacién elemental generamos
la derivada que estamos buscando, y = g—;. Esto lo podemos ver de forma completa en la
parte derecha de la Tabla 2.2.

Este proceso se puede generalizar [46] para el calculo del Jacobiano de una funcién
f:R" = R™, con n variables de entrada z; y m variables de salida y;. Cada ejecucion del
modo de acumulacién hacia delante es iniciado estableciendo una de las variables ; = 1
y el resto a cero. Para cada punto a donde queramos calcular la derivada obtenemos, tras
una ejecucion,

_ %
0z |,

Uj , 7=1...,m, (2.71)
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lo que nos da una columna de la matriz Jacobiana

9y .. On
ox1 Ozn
OYm . Oym
8271 Ozn X=a

Esto hace que la AD en el modo de acumulacién hacia delante sea muy eficiente para
funciones f : R — R™, ya que todas las derivadas se pueden calcular con un solo paso.
Por otro lado, para funciones f : R" — R requerimos n evaluaciones para calcular el

gradiente
dy dy

ya que se corresponde a la primera fila del Jacobiano de la funcién.
En general, para casos f : R® — R™ donde n > m, es aconsejable el empleo de otra
técnica, como la que explicaremos en el apartado siguiente.

Acumulacién hacia delante Acumulacién tangente hacia delante
v, = I = v, = I = om =
Vo = X2 = % 1.}0 == jfg = 0
U1 = 1+ V_1 = 0 ’l.}l = 1.)_1 = 1
Vg = " = 1 Vo = e .7 1
— — s g _ . . "
V3 = V-1 = 7 V3 = VU_1-V+V-v_1 = T
(1 = — tan(vo) = -1 1.]4 = —1.}0 : tan(vo) = 0
(% = Uy + V3 = 1—% 1.}5 = 1')2+1.}3 1—}-%
Ve = V4t U5 = —% 1'16 = ®4+@5 = 1+%
- - - . . B x
y = = I y = s = 1t

Tabla 2.2: Célculo del valor de f(x1,2z2) = '™ + 2129 — tan(zs) y su derivada respecto
a x; en el punto (z1,72) = (=1, 7).

Modo de acumulacion hacia atras

El modo de acumulacion hacia atrds de la AD, también llamado modo adjunto o modo
lineal cotangente [46], se corresponde con una generalizacién del algoritmo de propagacion
hacia atrds. Esto es, propaga la derivada hacia atras (de izquierda a derecha en un grafo
computacional como el de la Figura 2.6) desde una salida dada. Se dice que es una
generalizacién porque la propagacién hacia atréas suele explicarse para el caso concreto de
obtener la derivada de la funcion de coste respecto a los pesos y los sesgos de la red.

Comenzamos definiendo las nuevas variables intermedias v; de la siguiente forma:

_ ayj
L= 291 2.74
U; o, ( 7)
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siendo v; las variables intermedias definidas para el modo de acumulacion hacia delante e
y la funcién de la que queremos hallar su derivada, en nuestro caso y = f(xy, z2).

Es importante senalar que para poder emplear este modo debemos conocer tanto el
grafo computacional de la funcién f(z1,x2) como el valor de las variables intermedias v;
para un cierto punto (xy, z3).

Para explicar el proceso, usaremos la red neuronal de la Figura 2.7. En esta red tenemos
dos entradas, una salida, y solo una capa oculta con dos neuronas Trataremos de hallar
la derivada de la salida h , respecto a una de sus entradas, h =, = v_1, ya que esta
operacién sera amphamente empleada en el capitulo 4. El graﬁco computacional de esta
red lo podemos encontrar en la Figura 2.8, donde también podemos ver el proceso como
combinacion de funciones elementales de las variables intermedias v;.

e

Figura 2.7: Red neuronal sencilla para la que emplearemos el modo de acumulacién hacia
atras.

.—». |Z)1 =z = whov_; + whovy + bP |—> |v3 h = a(vl)|\

[vs = 2P = wvs + Wy + bP| — [vs = y = hP) = o(vs)|

_’_'|02=Z(1) 5)01+w Uo+b( |—>|U4 h(l)IO‘(?Jz |/

Figura 2.8: grafo computacional de la funcion de la salida de la red 2.7.

Estamos interesados en obtener la contribucién v; = % al cambio en la salida, y,
debido al cambio de cada variable intermedia, v;. Para el caso, por ejemplo, de vy, podemos
ver en la Figura 2.8 que la tnica manera que tiene de afectar a y es afectando a vs, de
forma que su contribucion al cambio de y es

Gy ay 81)3 Ovs
o bien v = v3—. (2.75)
(91)1 61)3 (91)1 (%1

Debemos tener cuidado con las variables intermedias que dependen de mas de una
variable intermedia anterior. Por ejemplo, en la Figura 2.8 podemos ver que tanto vy
como vy dependen de vy, de forma que tenemos que tener en cuenta ambas contribuciones
a la forma en que una variacion en vy puede modificar el valor de y. Esto se hace calculando
Up en dos pasos,

ovy Ovs

Vo = Vo1 + Vo2, donde wg; = U18—> Vo2 = Vo 5—

™ Jo’ (2.76)

Lo mismo ocurre con v_; por lo que debemos hacer el mismo proceso en dos pasos. El
proceso completo es el siguiente:

33



Te=7=1 (2.77)

U5 = %2—5? =o' (vs) (2.78)
Ty = Ug,g—zz = o' (vs)w'? (2.79)
U3 = v5g—zz = o' (vs)w'? (2.80)
Vg = 2742—22 = U'(v5)wg)a’(vg) (2.81)
b = @32—5? = o' (vs)w'\ Vo’ (vy) (2.82)
To1 = ”12_5; = o' (v5)w? o’ (v )w!d (2.83)
Tp = To1 + @gg—zz =o' (vs) [wﬁ)a'(vl)wg) + wg)a'(vg)w%)} (2.84)
By =y ;:_11 — o' (vs)w o’ (0wl (2.85)
_ vy

Uy =U_11 + Vg 5o = o' (vs) [wﬁ)a/(vl)wﬁ) + wg)a/(vg)wéll)} (2.86)
~1
De esta forma, después del paso hacia delante, ejecutamos el paso hacia atrds calcu-
lando todas las variables v;, empezando con vg = § = g—z = 1. Asi obtenemos la cantidad

‘ - Ay on{?
que buscdbamos, U_1 = 7% = .

No obstante, observamos que con todos los adjuntos intermedios que hemos ido calcu-
lando podemos obtener de igual forma la derivada respecto a la otra entrada, vy, en solo
una ejecuciéon del algoritmo. Esto hace que el modo hacia atrés sea mas adecuado que el
modo hacia adelante para hallar derivadas de funciones con varias entradas. Ademas, te-
nemos que tener en cuenta que todos los parametros necesarios para hallar la derivada son
aquellos de la red, de forma que una vez entrenada esta, tenemos todos los componentes
necesarios para hallar la derivada.

En el caso extremo, f : R®" — R, solo un paso del modo de acumulacién hacia atras
es necesario para hallar el gradiente completo, comparado con los n pasos necesarios con
el modo de acumulacién hacia atras. Esto es por lo que es tan ampliamente usando en el
campo de la inteligencia artificial, en concreto del aprendizaje profundo, ya que muchas
veces es necesario hallar gradientes de funciones dependientes de millones de parametros
y con pocas salidas. Esto lo ha convertido en el algoritmo de propagacién hacia delante
mas usado [46].

De forma general, para una funciéon f : R" — R™, si denotamos al ntiimero de ope-
raciones necesarias para evaluar la funcién original como ops(f), el tiempo que se tarda
en calcular la matriz Jacobiana m X n por el modo de acumulacion hacia adelante es
n - c-ops(f), mientras que la misma operacién puede realizarse con el modo de acumu-
lacién hacia atrds en m - ¢ - ops(f) operaciones, siendo ¢ una constante tal que ¢ < 6,
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tipicamente ¢ € [2,3] [50]. Esto hace que el modo de acumulacién hacia atrds tenga un
mejor desempeno cuando m < n.

2.4. Ejemplo ilustrativo

Con los fundamentos establecido, pongamos un ejemplo del uso de una red neuronal.
Emplearemos el conjunto de datos Iris, uno de los datasets mas empleados para la evalua-
cién de métodos de clasificacion. Esta compuesto por 3 clases de 50 instancias cada una,
siendo cada clase una especie de planta Iris: Setosa, Versicolour o Virginica. Una de las
clases es linealmente separable de las otras, mientras que las dos restantes no son separe-
bles linealmente entre si [51]. Cada instancia del conjunto de datos tiene cuatro datos: el
ancho y el largo del pétalo y el ancho y el largo del sépalo de cada flor, en centimetros.
Por simplicidad, usarmos solo los datos para el pétalo. Ademads, cada elemento incluye
un valor de objetivo, es decir, a qué especie pertenece. Esto esta codificado en forma de
entero, de forma que el valor del objetivo serd y = 0,1,2 en funcién de si la instancia
considerada pertence a la especie de Setosa, Versicolour o Virginica, respectivamente. No
obstante, nosotros usaremos la llamada codificacion one-hot, en la que cada etiqueta 0, 1
o 2 viene representada con un vector de ceros menos el lugar cuyo indice es la etiqueta,
es decir, y = (y1,%2,¥3) = (1,0,0),(0,1,0),(0,0, 1), respectivamente. Podemos ver una
representacion de los datos en la Figura 2.9.

® Setosa
@ Versicolour
2.5 ® \Virginica ° .. oo
eso0 © 0 O °
o0
0000 © °
2.0 0000 °
c e o °
] e o000 ©
— °
o o0 o °
< 1.5 © 000 o®e
o] ° 0 000 °
Q O 0000000
< o0 O
5 o oo
o 1.0 7 o000 oo
<
[S]
C
< °
0.5 1 o
© 000 ©
000 ©
© 000000 ©
o oo
0.0 1
1 2 3 4 5 6 7

Longitud del pétalo (cm)

Figura 2.9: Anchura frente a longitud del pétalo del dataset Iris.

Nuestro objetivo sera el siguiente: a partir del conjunto de datos anterior, entrenar a
una red neuronal de forma que dada una nueva planta Iris que no se encuentra en el con-
junto de datos, sea capaz de clasificar correctamente a qué especie pertenece. Trataremos,
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por tanto, de contruir el mapa

f:RxR—= R} (2.87)
(21 X 2] = (G192, 93), i €[0,1],

donde la salida sea un vector de probabilidades. Entonces, para una cierta entrada x =

(x1,22), la especie en la que se clasifique la entrada serd argmax(f(x)) = argmax(y),
donde

argmax ¥) ={ilw=y Vjel{l,... ,n}}. (2.88)

La red neuronal empleada tendra cuatro capas. La capa de entrada tendra dos neuro-

nas, ya que hemos dicho que solo usaremos dos datos de entrada, la longitud y anchura del

pétalo. Las dos capas ocultas tendran diez neuronas cada una, y su funcion de activacion
serd la funcién ReLU,

ReLU(z) = méx(0, z). (2.89)

La capa de salida debe tener tres neuronas, una por cada elemento del vector de salida,
y su funcién de activaciéon serd la funcién Softmax,

e

Softmax(z); = . (2.90)
2"
j=1

Esta funcién de activacion nos convierte la salida en una densidad de probabilidad, de
forma que la suma las salidas de las tres neuronas sume uno. Esto es, cada neurona calcula
el valor de su suma ponderada z;, y una vez tenemos la sumas ponderadas de todas las
neuronas, aplicamos las funcién softmax al vector z = (21, 22, 23) con todas ellas. Después,
nos quedaremos con el indice del mayor elemento con la funcién argmax(f(x)). Esto causa
que cada neurona de la tltima capa quede asociada a una especie, en el sentido de que
si la primera neurona tiene una activaciéon mayor que el resto, la entrada sera entendida
como perteneciente a la especie Setosa; si la neurona con mayor activacion es la segunda,
la entrada sera clasificada como Versicolour, y como Virginica para la misma situacion con
la tercera neurona. Estos y otro parametros de la red y el entrenamiento estan recogidos
a modo de resumen en la Tabla 2.3.

Propagacion hacia delante

De una manera més detallada, siendo x = (z1,22) € R? los datos de la longitud y la
anchura de los pértalos de una flor de la especie Iris, la salida de la primera capa oculta
se halla de la siguiente forma:

h¥ = ReLU(WW . x + b)) € R, (2.91)

de acuerdo a la notacién explicada en el apartado 2.2.2, y entendiendo que la funciéon de
activacion actia elemento a elemento. De igual forma, la salida de la siguiente capa oculta
serd

h® = ReLUW® . x + b®@)
= ReLUW® . ReLUW®x + b)) + b@) € R (2.92)
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Parametro/caracteristica

Valor /tipo

Optimizador
Tasa de aprendizaje (1)
Capas ocultas

Neuronas de las capas
ocultas

Funcién de activacion de
las capas ocultas

Neuronas de la capa de
salida

Funcién de activacién de la
capa oculta

Epocas de entrenamiento
Datos de entrenamiento

Tamano del minibatch
Funcién de pérdida

Parametros totales de la
red

Adam
0,01
2

10

ReLU

Softmax

20
150
)

Error cuadratico

medio

173

Tabla 2.3: Parametros de la red y del entrenamiento.

En este punto, antes de obtener la salida de la red, cada neurona de la tltima capa calcula
su respectiva suma ponderada:

-

S wh® o

Y w?) [ReLUW® - ReLU(W®x + b)) + b))+

b i =1,2,3. (2.93)

)

Una vez tenemos las activacion es de las neuronas de la capa de salida, aplicamos la
funcion Softmax de la forma

h®) = softmax (z)) = (51, %2, y3) € R?,

(2.94)

obteniendo un vector cuyos elementos cumples Z?Zl y; = 1. Si el mayor elemento del vec-
tor se salida es el primero, la entrada se clasifica como Setosa. Para el segundo, Versicolour,
y para el tercero, Virginica.
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Calculo de la pérdida y propagacion hacia atras

Una vez hemos hallado la salida de la red para un ejemplo en particular, podemos
calcular el valor de la funcién de pérdida y hacer propagacion hacia atras. Como elejimos
un minibatch de cinco elementos, la funcién de pérdida se calculara de la siguiente forma:

=YL=y (Z(hﬁ“ (x:) = yj<xi>>> . (2.95)

i=1 i=1 \j=1

Para disminiur su valor necesitamos hallar su gradiente, lo cual se explico en profundidad
en el apartado 2.3.2. Como caso particular pongamos que queremos hallar la derivada de
la funcion de coste respecto al primer peso de cada una de las primeras neuronas, es decir,
el peso que cada neurona asigna a la primera neurona de la capa anterior. Lo haremos
pora un caso particular Lg, ya que solo habra que promediar después sobre todos los
elementos del minibatch. Podemos comprobar que para la iltima capa tiene la forma

L,  92Y o oL,
o ow’] 92V onY
= hPReLU (2)2(n — yy). (2.96)

Para la peniltima capa, o segunda capa oculta, tendremos lo siguiente:

L, 927 anl? oL,
ow?  owf) 927 onlY
022 onl? T2 0219 o0 oL,

w022 = ol 92 on!?
nr=3
= BYReLU (1)@ Y wiYReLU' (247 2(h{) — 11)). (2.97)

=1

Y para la antepenultima capa, o primera capa oculta, tendriamos

oLy 02" onlY 8L0

Owi Owll) 8z§1) 8h
~ o o) K 02 an? oL,
 ow <1> 9:M = an{1) 9.2 on®

J J J
02" on{V "Zl 9287 on'? = 9. o oL,
~ 0wl 9200 = on1) 0P = on? 0z o

Np_1=10 nr=3

— z;ReLU’ (V) [ Z wAReLU' (24" Zw(3 ReLU' (22 (hf”)—yz-)] (2.98)

Una vez calculado estas cantidades para todos los pardmetros de la red, empleamos
el optimizador escogido, en este caso Adam, para actualizar los valores de los parametros
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Figura 2.10: Evolucién del valor de la pérdida durante el periodo de entrenamiento.

de forma que disminuyamos el valor de la funcién de coste. En este caso, la evolucion del
valor de la funcion de pérdida la podemos ver en la Figura 2.10.

Una vez finalizado el entrenamiento, podemos evaluar la red neuronal en una regién del
plano y sombrear de un color determinado las regiones en las que la entrada sea clasificada
como una especie determinada. Si hacemos esto, obtenemos la Figura 2.11, en la que
podemos observar que la red ha dividido el plano en tres regiones, una por cada posible
opcion. Esto es, cada flor cuyos datos de longitud y anchura de sus pétalos se encuentre
en la region roja serd clasificada como Setosa, en la region verde, Versicolour, y en la
region morada, Virginica. Observamos que para la Setosa, la regiéon sombreada envuelve
completamente los datos de entrenamiento, mientras que para las otras dos especies esto
no ocurre, ya que existe un intervalo donde ambas especies coinciden. Para consegur un
mejor resultado, habria que mirar al resto de entradas, ya que entre Versicolour y Virginica
no es posible distinguir solo teniendo los datos de longitud y anchura de los pétalos.

De esta forma, hemos logrado una red neuronal que ha aprendido a distinguir entre
tres especies de plantas a partir de un pequeno conjunto de datos, de forma que dado un
nuevo caso no presente en el conjunto de datos de entrenamiento es capa de clasificarlo
de forma probablemente correcta.

2.5. Redes neuronales como aproximadores de fun-
ciones

2.5.1. Teorema de aproximacion universal

Viéndolo desde una perspectiva més general, podemos pensar en una red neuronal
como una “maquina”’ que trata de aproximar una funcion, de forma que recibe un cierto

39



® Setosa
@ Versicolour
2.5 ® Virginica ° .. ot
o000 00 O °
(N )
0000 © °
. 2.01 0000 )
c o0 o
@] o0 o 0 00 o
g ° o)
o [olNe] o o
© 1.5 o 000 0ee
Q o 0 000 [}
Q o
< c0O 00 O
o o 00
o1,0- 000 00
<
[}
C
< °
0.5 4 o
@ 000 ©
000 0
© 000000 °
o oo
0.0 A
1 2 3 4 5 6 7

Longitud del pétalo (cm)

Figura 2.11: Clasificacién realizada por la red neuronal una vez entrenada (zonas som-
breadas).

nimero de entradas y da como resultado un cierto nimero de salidas basandose en las
reglas subyacentes aprendidas de observar los datos de entrenamiento. De esta forma, nos
podriamos preguntar cual es el limite, es decir, cudles son las funciones que pueden ser
aproximadas por una red neuronal y cudles no. La respuesta a esta pregunta nos la da el
Teorema de Aprozimacion Universal [52, 53].

Teorema 2.5.1 (Aproximacién Universal). Sea {z1,...,2,} un conjunto de puntos dis-
tintos en R”, y sea g : R” — R wuna funcion arbitraria.

Sea f : R" — R una red neuronal con una sola capa oculta, de forma que solo esta
capa tiene funcion de activacion. Sea o : R — [0, 1] la funcidn de activacion de la capa
oculta tal que o(-) es no decreciente y cumple

mh_)rgo o(z) =1, xEr_nooa(a:) = 0. (2.99)
Si o alcanza 0 y 1, entonces existe una red neuronal f con n neuronas ocultas y un e > 0
tal que |f(x;) — g(x;)| <e, coni e {1,...,n}.

Esto es, una red neuronal con al menos una capa oculta y un ntimero arbitrario de
neuronas en ella puede aproximar una funcion arbitraria con un error tan pequeno como
queramos. La demostracién del teorema se puede encontrar en [52].

Originalmente era necesario que la funcién de activacién cumpliera las condiciones
expuestas en el teorema 2.5.1. Sin embargo, se demostrd que estos eran casos concretos
de un resultado mas general: mientras la funcién de activacién sea continua a trozos
y localmente acotada, una red neuronal prealimentada como la descrita en el teorema
anterior puede aproximar cualquier funcién continua con precisién arbitraria si y solo si
la funcién de activacién no es un polinomio [54].
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Es importante darse cuenta de que el teorema 2.5.1 nos habla solo del conjunto de
puntos {z1, ..., x,}, que serd el conjunto de entrenamiento. Esto es, no nos garantiza que
si extrapolamos fuera de ese intervalo la aproximacién de la red neuronal sea buena [21].

Por ltimo, aunque el teorema pide que la red neuronal tenga al menos una capa
oculta, empiricamente se comprueba que redes de mayor profundidad (mayor nimero de
capas) obtienen, en general, mejores resultados con el mismo conjunto de entrenamiento.
Esto se puede ver en la Figura 2.12, en cuyo articulo [55] se probé a reconocer digitos en
imagenes de Google Street View.

97 : : ' ' '
96 |- +—e 3, convolutional
+—+ 3, fully connected
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94 - .

93 | *‘\___,L .
92 |- B
91 1 il L 1 L
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Number of parameters x108

Test accuracy (percent)

Figura 2.12: Precision frente a ntimero de pardmetros para distintas arquitecturas de
redes neuronales en funcién del niimero de capas y parametros totales. La leyenda indica
el nimero de capas de cada red neuronal. Figura de [21] adaptada de [55].

En la Figura 2.12 puede sorprender que la red neuronal con 3 capas empeore su
precision al aumentar el nimero de parametros. Este comportamiento es un indicio de
sobrea juste, descrito brevemente en el apartado 2.1.1.

2.5.2. El teorema de “no hay almuerzo gratis”

Mediante el proceso de entrenamiento, una red neuronal encuentra unas reglas que
son probablemente correctas para la mayoria de los casos del conjunto de datos con el
que se ha entrenado [21]. No obstante, nada garantiza que si aplicamos este algoritmo a
un caso distinto para el que se ha entrenado, su desempeno deba ser bueno. Este razo-
namiento intuitivo viene reflejado en los resultados conocidos como Teoremas de No Hay
Almuerzo Gratis para la Optimizacion (No Free Lunch Theorems for Optimization). En
[56] se explica como para cualquier algoritmo, un desempeno superior sobre una clase de
problemas es compensado por su desempeno en otra clase de problemas, de forma que no
existe un algoritmo “universal” éptimo para todos los casos.

Esto hace que debamos elegir el tipo de algoritmo que mejor se adapta a nuestro
problema para poder conseguir un buen resultado.

2.6. Inteligencia artificial en la Fisica

La Fisica ha sido una gran impulsora de técnicas de aprendizaje automatico debido a la
necesidad de analizar datos experimentales. Histéricamente, laboratorios como el CERN
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lideraron los intentos de atajar los problemas del big data, ya que en experimentos como
el detector ATLAS se llegan a generar més de 60 terabytes por segundo [10]. Esto obliga a
desallorar térnicas avanzadas de tratamiento de datos, muchas de las cuales estan dentro
del marco del aprendizaje automatica y el aprendizaje profundo.

Las redes neuronales han sido un recurso ampliamente utilizado dentro de areas de
la Fisica como la fisica de altas energias desde finales de la década de 1980 [10, 57],
siendo en la actualidad una herramienta ampliamente utilizada. Por ejemplo, en 2023 se
logr6 entrenar una red neuronal para distinguir la generacién del tetraquark top (tttt),
una particula con baja probabilidad de producirse, del ruido de fondo causado por las
cerca de 600 millones de colisiones por segundo que ocurren en el LHC [58]. También
se estda estudiando el uso de redes neuronales para reconstruir las colisiones con datos
procedentes de los calorimetros de los detectores. En futuras actualizaciones se aumentara
la luminosidad del colisionador (colisiones por unidad de tiempo), lo que obliga a emplear
técnicas de analisis cada vez mas rapidas. En este sentido, el uso de redes neuronales
parece un camino a considerar debido a la baja latencia que se puede lograr [59].

En astrofisica también podemos encontrar el uso de térnicas de aprendizaje profundo.
El lanzamiento en el ano 2013 del satélite GAIA permitié, y contintia haciéndolo, la
obtencion de la posicién, el movimiento, la luminosidad, la temperatura y la composicion
del orden de mil millones (10%) de estrellas [60]. Esta cantidad de datos empuja al uso de
técnicas lo mas sofisticadas posibles para en andlisis, entre las que se pueden encontrar las
redes neuronales. Por ejemplo, en [11] se emplearemos técnicas de aprendizaje automético
y profundo para derivar la metalicidad de 270905 estrellas RR Lyrae (estrellas que varfan
su brillo periédicamente) a partir de datos de variacién del brillo el funcién del tiempo.

También, en [61] se comenta cémo redes neuronales pueden formar parte del sistema
de control del plasma en los futuros reactores de fusiéon. En concreto, en estos reactores
se debe controlar en tiempo real la estabilidad del plasma, cosa que era casi imposible
debido al elevado coste computacional de los modelos tedricos. El uso de una red neuronal
especialmente entrenada para esta tarea permitiria acelerar mucho este proceso, llegando
incluso a predecir la inestabilidad 300 ms antes de que ocurra.

Los ejemplos anteriores se pueden incluir dentro de los campos de andlisis de datos y
clasificacion, pero en los tltimos anos han surgido nuevas arquitecturas de redes neuronales
que permiten su uso como método numérico, como son las redes neuronales diferenciales
(del inglés, Differential Neural Networks, DNN) o las redes neuronales informadas en
la fisica (Physics-informed Neuronal Networks, PINN), sobre las que hablaremos en los
capitulos siguientes.
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Capitulo 3

FEcuaciones diferenciales ordinarias
neuronales

La gran mayoria de procesos en Fisica estan modelados a través de una o varias
ecuaciones diferenciales. Muchas veces es comin encontrarse en la situacion en la que el
problema es demasiado complejo, de forma que encontrar su resolucién analitica puede no
resultar practico (o posible). Ante esta tesitura el uso de métodos numéricos, algoritmos
mediante los cuales podemos obtener valores numéricos aproximados de la solucién a
nuestro problema original, son una técnica muy empleada.

En 2018 se public6 un articulo [12] donde se explica un nuevo método numérico para
ecuaciones diferenciales ordinarias basado en el uso de redes neuronales. Los autores deno-
minaron a esta arquitectura Ecuacion Diferencial Ordinaria Neuronal (Neural Ordinary
Differential Equations, ODENet). En este capitulo explicaremos su funcionamiento.

3.1. ;Qué es una ecuacion diferencial ordinaria neu-
ronal?

Una ecuacion diferencial ordinaria neuronal (neural ordinary differential equations,
ODENet) es una ecuacién diferencial ordinaria (o sistema de ellas) donde se emplea una
red neuronal para parametrizar el campo vectorial [62],

V)= 1(t.5(2).). 3.)
y(0) = yo (3.2)

En la anterior expresién, 6 € R™ representa un vector de pardmetros de lared, t € [0,7T] €
R la variable independiente, f : R x R™ x R™ — R" es la red neuronal, de forma que
tenemos

f(t,y(t),0) = (fi(t,y(1),0),..., f..(t,y(t),0)), (3.3)

y finalmente y : [0, 7] — R™* es la solucién.
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3.1.1. Similitud con otras arquitecturas de redes neuronales

Este planteamiento puede resultar forzado a primera vista, pero lo cierto es que ciertos
métodos numéricos en ecuaciones diferenciales ordinarias siguen una estructura similar a
algunas redes neuronales, como las redes neuronales residuales (Residual Neural Network,
ResNet).

Motivados por el hecho de que las redes neuronales mas profundas pueden tener di-
ficultades en aprender respecto a otras con menor nimero de capas, los autores de [27]
propusieron la arquitectura ResNet.

Sea H(x) la funcién que queremos aproximar con nuestra red neuronal. Tedricamente,
no hay problema en considerar que la red aproxime g(x) := H(x) — x, de forma que la
funcién original se convierte en H(x) = g(x)+x (para el caso en que el nimero de entradas
y salidas de la red sea distinto, el razonamiento es similar [27]). Aunque el resultado de
aprender una u otra funcién pueda ser asintéticamente igual, el proceso de aprendizaje
no tiene por qué, y de hecho experimentalmente se demuestra que no es asi [27], lo que
nos permite hacer esta traslacién.

Este tipo de redes neuronales se organizan en capas agrupadas en bloques residuales.
Cada bloque estda formado por un conjunto de capas y una conexion de atajo, como
podemos ver en la Figura 3.1. De esta forma, si llamamos h a la salida del bloque de la

Capa de la red
g(x) | funcion ge
Capa de la red

X
ldentidad

g(x) +x

funcion de
activacion

Figura 3.1: Bloque de una red residual. Imagen tomada de [27], traducida y adaptada a
nuestra notacion.

Figura 3.1, esta tendria la forma
h = g¢(x,0) +x, (3.4)

donde hemos explicitado el vector de parametros 6. Si iteramos esta misma estructura
a lo largo de una red con suficientes capas como para tener varios bloques residuales, la
estructura de las salidas de cada uno estos bloques seria

hj+1 = hj + g(.]a hja Oj)a (35)

donde h; y f(j,-,) son el j-ésimo estado oculto y bloque residual, respectivamente.
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Podemos comparar esta expresién con el método de Euler de resolucién numérica de
EDOs. Discretizando temporalmente la expresién (3.1), de forma que ¢;41 —t; = At es el
paso temporal, tenemos, para una cierta condicion inicial yg:

) “3) W)~ p1,.v00,).0). (3.
de forma que
y(tj+1) = y(t;) + Atf(t;,5(t;), 0). (3.7)

Absorbiendo At dentro de f y renombrando y — h, f — g, recuperamos la formulacion
de la ecuacion (3.5).

De esta forma, en el limite en que anadimos mas capas y tomamos pasos tempora-
les mas pequenos, podemos parametrizar la dindmica “continua” de las capas ocultas
de la red usando una ecuacién diferencial ordinaria especificada por una red neuronal.
Explicitamente, tendriamos

dh(t)

3 f(h(t),t,0), h(to) = ho, (3.8)

empezando por la capa de entrada a tiempo t = 0, h(0), y pudiendo definir la capa de
salida h(7") como la solucién de un problema de valores iniciales del tipo (3.1) para un
tiempo T'. Este valor puede ser calculado por un algoritmo de resoluciéon numérica de
EDOs, que consideraremos como una “caja negra”’, evaluando la dinamica de las capas
ocultas, f, las veces que vea necesario para determinar con la precision deseada nuestra
solucion a tiempo T'. Con este punto de vista, el nimero de capas de la red neuronal podria
verse como el nimero de evaluaciones que haga el algoritmo de resoluciéon numérica que
empleemos.

3.2. Propagacion hacia atras en una ecuacion dife-
rencial ordinaria neuronal

Toda red neuronal necesita ser entrenada. Para ello, debemos emplear propagacion
hacia atras y un optimizador, por ejemplo, descenso del gradiente, explicado en el apartado
2.3.1, respectivamente. Sin embargo, aunque la idea es la misma, el proceso por el que se
lleva a cabo es distinto.

Como hemos dicho antes, trataremos al algoritmo de resolucién de EDOs como una
caja negra, sin importar como realiza la resolucién. Privarnos de la informacién de cémo
funciona dicho algoritmo podria parecer ilégico, sin embargo se trata de una forma de
generalizar. La resoluciéon numérica de EDOs es una rama que lleva muchos anos, en la
que se han ideado algoritmos muy sofisticados y en la que se encontraran mejores en el
futuro. Particularizando a un método en concreto seria, a largo plazo, contraproducente.
Ademas, este planteamiento tiene otros beneficies, como menos coste de memoria, mejor
control de errores numéricos y un escalado lineal con el tamafio del problema [12].

Cuando nos refiramos al algoritmo de resolucion numérica también lo haremos con el
nombre de ODESolver.
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3.2.1. Meétodo de sensibilidad adjunta. Propagacion hacia atras
continua en el tiempo

El método de sensibilidad adjunta nos servira para realizar la propagacion hacia atras
de nuestra funcién de pérdida [12]. En primer lugar, recordar que si tenemos un problema
de valor inicial general como el de la expresion (3.8), la solucién exacta para un tiempo
t1 sera

h(t;) =hy =hg + /tl f(h(t),t,0)dt. (3.9)

Consideramos ahora que queremos minimizar una cierta funcién de coste L(:), cuyas
entradas serdn la salida del algoritmo de resolucién de ODEs que estemos usando, h(¢;) =
ODESolver(h(ty), f,to,t1), v el correspondiente dato de entrenamiento para ese mismo
punto, fl(tl). Explicitamente,

L(hy, hy) = (ho + / f(h(t),t,0)dt, h ) = LIODESolver(hy, f, to, 1), hy]. (3.10)

Para optimizar L necesitamos hallar su gradiente respecto los parametros . En primer
lugar, determinamos cémo la variacién de la funcién de coste depende del estado h(t) para
cada instante de tiempo. Llamaremos adjunto a esta cantidad,

oL oL oL
a<t):_8h—(t):_(8h1""’8hm)' (3.11)

Después nos sera ttil la cantidad 22 <> por lo que la hallamos continuacién. En el apar-
tado 2.3.2 vimos que el gradiente de la capa h(t) depende de la capa h(t 4+ 1) aplicando

la regla de la cadena:
dL. dL dh(t+1)

dh(t)  dh(t+1) dh(?)

Para el caso continuo de las ODENet podemos escribir el estado tras un tiempo € como

(3.12)

h(t +¢) = / - F(h,t,0)dt +h(t) = T.(h(t), 1), (3.13)

de forma que la regla de la cadena puede ser aplicada de la misma manera,

dL  dL  dh(t+e)

: T
dh() ~ dh(t+o) dan@ O Pen al)=alt+e)

(3.14)
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De esta forma podemos hallar la cantidad requerida [12]:

da(t) ., a(t+e)—a(t)
- g 2 (219
a . OT. (h(®)
= lim Ete) (;H ?)onw (3.16)
_ 11'1(% a(t+¢e)—a(t+ 5)%@ (h(;f) +ef(h(t),t,0) + O(e?)) (3.17)
a —a I +e2-f(h(t),t,0)+ O(e?
o (t+e)—a(t+e) (1+ ejh(t>f< (t),1,6) + O(=*)) o1
i ~a(t +2) (5% f(gh(t), £,6)+0(=2)) 510
= El_l;r(r)l+ —a(t+ 5)%&’;’0) + O(e) (3.20)
— _a(p 2 B0).1.6) (3.21)

donde al pasar de (3.16) a (3.17) hemos usado la ecuacién (3.14), y en el paso de (3.17)
a (3.18) hemos hecho un desarrollo de Taylor alrededor de h(t).

Pasamos ahora a obtener los gradientes necesarios. En primer lugar, podemos ver a 6
y t como estados con ecuaciones diferenciales constantes, de forma que

00(t) (06, 96, . di(t)
7—(5,...,%)—077—1. (3.22)

En la anterior expresion hemos usado ¢ como variable dependiente e independiente. Esto es
un abuso de notacién que mantendremos para no saturar, ya que el significado se entiende
por el contexto. Lo que hacemos ahora serda combinar las dos expresiones anteriores con
la correspondiente en h para construir lo que se llama estado aumentado [h, 8,t](t), de
forma que su adjunto y ecuacién diferencial correspondiente son, respectivamente,

a dh_(t)
Aaug <= |ag| = #ﬁ) (323)
Ay <%) 07 70)
[ £ (10.6.4)
7 0| (t) = faug ([h,0,1]) := 0 (3.24)
t (1,0,...,0)
El Jacobiano de f,,e tendrd la forma
5 of of of
oh 06 ot
ahf% =0 0 0](@), (3.25)
[, 8,¢] 0O 0 O



donde 0 es una matriz de ceros de las dimensiones adecuadas. Podemos comprobar [12]
que el razonamiento que llevé a la expresién (3.21) sigue siendo cierta para el estado
aumentado, de forma que tenemos

dagg

Ofaug or  or o
dt e (t) = — [agh aff all] (1), (3.26)

:—[a(t) ag(t) at(t)} 9[h, 6, 1] ah 206 A

El primer elemento del resultado anterior es el resultado obtenido previamente para
la evolucién del adjunto, ecuacién (3.21), de donde podemos obtener el gradiente de la
funcion de coste respecto a cualquier de los estados ocultos integrando sobre todo el
intervalo [to,tn], to < tn. En particular, para el instante inicial ¢ y final ¢ obtenemos

a(ty) = dhd(fN), a(to) = a(ty) + /tNO dji(tt)dt:a(t]v)— /tNO a(t)%()t’)t’e)_ (3.27)

En la anterior expresion parece que los limites de integracion deberian estar al revés, pero
no es asi. Hablaremos de esto al final del apartado.

El segundo elemento de (3.26) puede ser empleado para hallar el gradiente de la
funciéon de coste con respecto a los parametros 6, integrando sobre todo el intervalo
[tn, to], to < tn, y estableciendo ag(ty) = 0,

d oL
AT e
d (dL dLof
at (d_O) = T dh o6’ e
dL o dLof o 9f(h(t),t,0)
a0 / oo™ =~ / al) =5 (3:30)

de forma que para el pardametro k-ésimo tendriamos

ﬂ__/“%ﬁdt_/t” OL 0L\ (0h(h(1),1,6)  0f,(h(1).1,0))
do, S\ Oy, 90, D0, ’

N

(3.31)
Finalmente, también podemos hallar los gradientes de la funcién de coste con respecto
a ty y ty, obteniendo lo siguiente,

% = a(ty)f(h(ty), tn, 8), Z—i = ay(to) = ay(t) — / 0 a(ﬂwdt- (3.32)

tn

De esta forma, hemos hallado los gradientes de todas las posibles entradas de un algoritmo
de resolucion de un problema de valor inicial.

3.2.2. Algoritmo para el método de sensibilidad adjunta

Normalmente la forma de obtener la salida de nuestra red neuronal era introduciendo
una entrada h(ty) y haciendo la propagacion hacia delante de la forma vista en el apartado
2.2.2. Sin embargo, este proceso ahora no es posible debido a que nuestra red neuronal
no modela el comportamiento de h(t) sino de su variacién con respecto del tiempo, /q:.
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No obstante, podemos usar el ODESolver en nuestra red para obtener el valor final a un
tiempo ty, h(ty). Atendiendo a la parte superior de la Figura 3.2a, la forma en la que nos
movemos de la parte izquierda (condicién inicial h(tg)) a la parte derecha (punto donde
queremos hallar el valor aproximado de y(tx), h(fx)) es llamando a nuestro ODESolver.

Una vez obtenida nuestra estimacion, lo que queremos hacer es propagar hacia atras
el error, de forma que minimicemos la funcién de pérdida L(-). Como nuestro ODESolver
es una caja negra, nosotros no tenemos acceso a las operaciones que realiza para obtener
la solucién, por lo que la obtencion del gradiente de la funcién de coste la realizaremos
mediante el método del adjunto.

Comenzamos definiendo el pardmetro a(ty) = 9L/on(ty), cantidad que siempre podre-
mos obtener porque la funcién de pérdida debe depender explicitamente de la salida h(¢y).
De esta forma, podemos tratar a este adjunto como una funcion, tal que si hallamos cémo
varia respecto del tiempo podemos integrar hacia atras (con a(ty) como valor inicial del
PVI) y obtener la derivada de la funcién de coste respecto a la entrada, 9L/on(). Esto
viene reflejado en la parte inferior de la Figura 3.2a.

Generalizando el proceso por el cual hallamos como varfa la cantidad a = 9L/an po-
demos obtener el gradiente de la funcién de pérdida L con respecto a los parametros 6,
dL/4g, que es lo que realmente nos interesa para poder emplear el método del descenso del
gradiente u otro que nos convenga més.

En resumen, teniendo la estimacién h(ty), el procedimiento de propagacién hacia atras
es el Algoritmo 1.

Algoritmo 1 Algoritmo de propagacién hacia atras con el método del adjunto [12]

INPUT: paréunetros 0, tiempo inicial, to, y final, ¢y, salida h(ty), gradiente 9L/an(ty)

Sp = [h(tN), ) O‘QJ > Definimos el estado aumentado inicial

def dinamica_aug([h(t),a(t), ],t,0) > Dindmica del estado aumentado

return [f(h(t),t,6), —a(t )gh, —a(t)%] > Hallar los productos vectoriales

[h(to), %, g—ﬂ = ODESolver(sg, dinamica_aug, t1,ty,0) > EDO con ¢ invertido

OUTPUT: 8]; L g—g > Obtenemos los gradientes

Si la funcién de pérdida L(-) dependiera directamente de miiltiples observaciones,
(h(ty), ( ) ., h(t1)), el adjunto debe ser actualizado en la direccién 9L/on(t;) para cada
1=1,2,. N Este caso esta reflejado en la Figura 3.2b.

3.3. Ejemplo

Para ilustrar el funcionamiento y los resultados que se pueden obtener con este for-
malismo, veamos un ejemplo.
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Figura 3.2: Propagacién hacia atréas con el método del adjunto. Imédgenes sacadas de [12],
traducida y adaptadas a la notacion empleada.

El PVI del que nos encargaremos sera el siguiente,

dx

= —0,15 3.33
dt ) x y7 ( )
dy 3

=z —2
dt x y )

(ﬁoayo) = (170)-

alrededor de esta, en la Figura 3.3.

wofl )/

Podemos ver la trayectoria que usaremos de entrenamiento, junto al plano de fases
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Figura 3.3: Plano de fases del sistema de ecuaciones diferenciales de ejemplo.
Para la implementacion de la ODENet emplearemos la libreria de Python torchdiffeqg
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[63], la cual implementa el método del adjunto explicado en el apartado anterior. El cédigo
empleado se puede encontrar en [1].

Trataremos de entrenar a la ODENet con el primer tercio de la trayectoria de la Figura
3.3, y comprobaremos la capacidad de extrapolar al resto de la trayectoria.

En primer lugar, tomamos 500 puntos equiespaciados en ¢t € [0,25/3], empezando
nuestra trayectoria en el punto (z,y) = (1,0). En la Figura 3.4 podemos apreciar c6mo
a medida que va a avanzando el entrenamiento, el cual duré 400 épocas, la ODENet
consigue aproximar cada vez mejor el plano de fases.

El resultado final, junto con la extrapolacién en el intervalo temporal ¢ € [25/3,20] la
podemos encontrar en la Figura 3.5.

Este caso esta muy alejado de lo que nos podriamos encontrar en la realidad, ya que
las medidas nunca coinciden con el valor real debido al error o ruido asociado. En el
caso de la Figura 3.6 hemos planteado una situacion mas normal, con un niimero menor
de medidas, 50, no equiespaciadas en el tiempo y a las que se les ha anadido un ruido
gaussiano con desviacién tipica igual al 5% del valor en cada punto.

En la Tabla 3.1 podemos ver algunos detalles mas de la red empleada y de los entre-
namientos.

Parametro/caracteristica Valor /tipo

Optimizador Adam

Tasa de aprendizaje (1) (caso

-3 _ 102
sin ruido - caso con ruido) 10 10

Runge-Kutta de
ODESolver orden 5 de Dormand-

Prince-Shampine

Datos de entrenamiento (caso

sin ruido - caso con ruido) 500 - 100
Capas ocultas 9
Neuronas de las capas ocultas 20

Funcion de activacion de las

capas ocultas Tangente hiperbdlica

Neuronas de la capa de
entrada
Neuronas de la capa de salida 2

Error cuadratico

unciéon de pérdida medio

Tabla 3.1: Pardmetros de la red y del entrenamiento para las ODENet.
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Figura 3.4: Evolucién del aprendizaje de la ODENet.
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Capitulo 4

Redes Neuronales Informadas en
Fisica

Muchos de los tltimos avances del aprendizaje profundo, como pueden ser la generacién
de imagenes o de texto, han sido posibles en gran medida gracias a dos recursos que se
han hecho muy accesibles en los tltimos anos: una elevada potencia computacional y una
ingente cantidad de datos. Aun asi, no siempre se esta en la situacion de disponer de
todos los datos de los que uno gustaria, ya que la obtencion de estos puede resultar muy
costosa. En esta situacion, sacar toda la informacion posible de los datos disponibles se
vuelve una tarea fundamental.

Es muy habitual que al estudiar un fenémeno de naturaleza fisica dispongamos de
un conocimiento previo. Desde el muy general como la conservacién de la energia, al
mas particular como que cierto parametro no pueda ser negativo. De implementar esta
informacion dentro de nuestra red neuronal, podriamos amplificar la informacién que esta
ve en los datos, pudiendo sacar mucho mas provecho de estos. Este planteamiento, ademés
de las conocidas capacidades de las redes neuronales como aproximadores universales,
llevaron a la creacién de las redes neuronales informadas en fisica [16] (Physics Informed
Neural Networks, PINNs), pudiendo aparecer también como “basadas en fisica”, “guiadas
por fisica” o “guiadas por la teorfa” [64]. A continuacién describimos su funcionamiento.

4.1. Contexto y estado del arte

Las PINNs son una técnica cientifica de aprendizaje profundo empleado para resolver
problemas en los que estan involucradas ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
(EDPs). Una red neuronal informada en fisica aproxima la solucién de una EDP minimi-
zando una funcién de pérdida a la que incluimos un término extra respecto a lo que hemos
explicado en apartados anteriores: ademaés del término que ya hemos descrito de pérdida
respecto a los datos de entrenamiento, que pueden ser condiciones iniciales, de frontera
o dentro del propio dominio espacio-temporal, incluye un término donde se incorpora
las leyes fisicas que gobiernan el problema. Esto permite comparar el resultado obtenido
con el esperado seglin nuestro conocimiento fisico, penalizando aquellas soluciones que no
concuerden con la ecuacion del sistema. Esencialmente, es una técnica de resolucién de
EDPs que convierte el problema de resolver directamente la ecuacion en un problema de
minimizar una funcién de pérdida. En este método no es necesario definir un mallado del
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dominio espacial, lo que puede simplificar mucho el proceso comparado con métodos méas
tradicionales como el método de elementos finitos [64].

La idea de incorporar conocimiento previo a una red neuronal no es nueva, pudien-
do remontarse a mediados de la década de 1990 donde ya se convertia el problema de
resolver la EDP es uno de minimizacion, calculando la pérdida usando un método quasi-
Newtoniano y evaluando los gradientes mediante diferencias finitas [65]. Estos avances
fue altamente inspirado por los resultados de la capacidad de aproximacion universal de
las redes neuronales, de la que hablamos en el apartado 2.5.1. En esa misma década se
publicaron articulos en esta misma linea [64].

La combinacién de la mejora del hardware, el descubrimiento de nuevas préacticas para
mejorar el rendimiento durante el entrenamiento y la posibilidad de acceder a potentes
bibliotecas de c6digo abierto como TensorFlow [66] con técnicas como la diferenciacién
automadtica [46] implementadas, la investigacién para resolver EDPs con redes neuronales
no se detuvo [64]. Todos estos avances durante anos permitieron en 2018 la publicacién del
articulo fundacional de las PINNs [16], cuyo formulacién explicaremos mas adelante. El
formalismo introducido en este articulo permitia aplicar el método a cualquier problema
modelado con una ecuacion diferencial, lo que simplific6 mucho la curva de accesibilidad
y popularizé enormemente esta técnica [64].

En estos anos se han publicado articulos acerca del potencial, las limitaciones y las
aplicaciones de este nuevo método [67], como la modelizaciéon de fluidos, donde se han
obtenido buenos resultados [68, 69]. También se ha tratado de ampliar la metodologia
para la resolucién de ecuaciones integro-diferenciales [70, 71] y ecuaciones diferenciales
estocasticas [72, 73]. Una revisién muchos mas extensa sobre el tema puede encontrarse
en [64].

4.2. Anadir informacion fisica a una red neuronal

En el articulo fundacional [16], realizan los razonamientos primero para modelos en
tiempo continuo y luego para modelos en tiempo discreto. Nosotros nos centraremos en
los primeros.

Numerosos sistemas fisicos estan descritos por una ecuacién de la forma

f(x,t):= 2—3; + N[y; Al =0, (4.1)
y(0) = o, (4.2)

donde N[-] es un operador diferencial, x € 2 C R™ una regién del espacio, t € [0,7] € R
la variable independiente, A € R? se refiere a los parametros del modelo (no confundir
con aquellos de la red neuronal, 8) e y(x,t) € R": es la solucién buscada, la cual aproxi-
maremos por una red neuronal, h(x,t) € R"%. Este supuesto, junto con la ecuacién (4.1),
nos define la red neuronal informada en fisica f(z,t) : R™ x R — R™ la cual podemos
hallar una vez obtenida y mediante diferenciacion automatica, explicada en el capitulo
2.3.3.

La forma, por tanto, de incorporar el conocimiento fisico a nuestra red neuronal es
mediante la funcion de pérdida, la cual pasa a ser

L(h(X, t)7 y(x, t)) = Lh + Lf, (43)
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donde Lj, es la funcién de pérdida con respecto a los datos (la que hemos estado usando
hasta ahora), y Ly es la funcién de pérdida con respecto a la fisica, es decir, respecto a
la expresién (4.1). Si estamos usando como funcién de pérdida el error cuadratico medio,
tendriamos lo siguiente,

Ny Ny
1 1 _
D= 5 26t =yl Ly = 5 DIl (4.4)
i=1 Jj=1

y .

. ., N, . .
En la anterior expresién {x;,t;,y;};; denota el conjunto de datos de entrenamiento,
siendo N, el nimero de intervalos temporales que tenemos en nuestro conjunto de en-

trenamiento. Por otra parte, {x;,; }jvzfl denota aquellos puntos en lo que evaluaremos la
pérdida con respecto al conocimiento fisico del sistema, expresién (4.1). Del mismo modo,
Ny es el nimero de intervalos temporales en lo que evaluaremos la pérdida fisica.

Incorporando la informacion fisica a la funcion de pérdida estamos perjudicando aque-
llos valores de la solucion que no concuerden con nuestro conocimiento previo del sistema,
lo que sumado a las observaciones y;, permite a la red realizar mejores aproximaciones de
la solucion.

4.2.1. Soluciones frente a descubrimientos basados en datos

Con la configuracion descrita en el apartado anterior y dados una serie de datos con los
que estamos trabajando, podemos estar interesados en dos clases de resultados: soluciones
basadas en datos o descubrimiento basado en datos. El primero se refiere a la situacién en
la que tenemos un conjunto de datos, posiblemente con ruido y no equiespaciados en el
tiempo, y deseamos suavizarlos o hacer predicciones: dados unos valores para los parame-
tros A, jqué podemos decir acerca de la solucién y(x,t)? Por otro lado, el descubrimiento
basado en los datos se asemeja mas al ajuste de una ecuacién a unos datos: ;Qué valor de
los pardametros A describen mejor las observaciones? Esto lo podemos lograr incorporando
los pardmetros A del operador diferencial como un pardmetro més de la red neuronal [16].

4.3. Ejemplo: Ecuacion del calor unidimensional

El ejemplo en el que nos fijaremos en este apartado es el de la ecuacion del calor para
el caso unidimensional. En el tridimensional, dado un recinto espacial 2 € R? con frontera
[’ y un intervalo temporal [0,7], T" € R y una condicién inicial uy = u(x,t), la llamada
formulacién fuerte del problema es la siguiente,

¢ KV = f(x.t), (x.8) € Q% [0.7], (4.5)

ot
u=g(x,t), (x,t)el x][0,T], (4.6)

donde C' es la capacidad calorifica del material (J/(kg-K)), p la densidad del material
(kg/m?), y K = %k, donde k es la matriz de conductividades. Esta matriz tiene la siguiente
forma,

ke 0 0
0 k, 0
0

0 k,

k= (4.7)
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siendo k; es la conductividad térmica del material (W/(m - K)) en el eje i. Por 1ltimo,
f(x,t) es el término de fuente, con el que podemos anadir energia al sistema, y g(x,t) es
la condicién de frontera.

Nosotros nos centraremos en el caso unidimensional siguiente,

ou 0*u
OE — km@ = 0, (X, t) € () x [0, T], (48)
u=0, (x,t)el x[0,T], (4.9)
up = sin(mx), (4.10)

con Q =[0,2] y T'= 0,1, es decir, una barra unidimensional con los extremos mantenidos
a 0°C, sin término de fuente y cuyo perfil de temperaturas iniciales se puede ver en la
Figura 4.1.

0.00 A

—0.25 1

Temperatura (°C)

—0.501

—0.751

—1.00 1

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
x (m)

Figura 4.1: Condicién inicial para nuestro caso.

4.3.1. Generacion de los datos de entrenamiento

Para la generacién de los datos usaremos diferencias finitas, concretamente el método
de Euler explicito, para aproximar tanto la primera derivada temporal como la segunda
derivada espacial.

Denotamos At y Ax al intervalo temporal y espacial, respectivamente, de forma que
tiv1 = t; + At, x;0 = z; + Azx. Se puede comprobar que obtenemos la siguiente regla de
actualizacion:

Atk
uf“ ~ uf +—(u

oy gk
a2l + ), (4.11)

donde u¥ = u(x;, t1,).
Durante la generacién de los datos, los pardmetros tomaron los valores recogidos en
la Tabla 4.1, para los cuales se cumple la condicién de estabilidad numérica [74]:
(Az)*

At < ~—L 4.12
ST (4.12)
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Parametro Valor

At (s) 1078
Az (m) 1072
C (J/(kg'K)) 0,3
k. (m?/s) 0,5

Tabla 4.1: Valores de los pardmetros para la generacién de los datos.

Una visualizaciéon de los datos de entrenamiento se puede ver en la Figura 4.2.

T(t, x)
2.0
1.5 0.5
x 1.0 0.0
0.5 -05
0.04 ; ; . .
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

t

Figura 4.2: Datos de la simulacién de la ecuacién del calor unidimensional.

4.3.2. Implementacién computacional

Pese a la relativa novedad de este tipo de redes, ya nos podemos encontrar algunas
implementaciones de PINNs para librerias populares de Python, como PyTorch [75],
TensorFlow [76] o JAX [77]. Nosotros usaremos la implementaciéon en JAX, ya que
parece ser la més rapida para casos similares al que estamos considerando [77]. De todas
formas, como nuestro problema de ejemplo es relativamente simple, la diferencia entre
implementar el problema en una libreria o en otra no deberia ser significativamente grande.
Los programas empleados pueden encontrarse en [1].

4.3.3. Resultados

Como dijimos anteriormente, la funcién de pérdida que queremos minimizar estd com-
puesta de dos términos, la funcién de pérdida respecto a los datos de entrenamiento y la
funcion de pérdida respecto a la ecuacion diferencial que domina el fenémeno. Esto es,

2
L(h(x,t),y(x,t)) =N, ZHh (xi,t5) — ya(xi, )]

4.13
1 gf: o On 92hD) )
+_ x 2 )
Ny j=1 ot (%j.t5) Oz (%j.t5)
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donde x; son los puntos de los que tenemos datos de entrenamiento para tiempo t;,
mientras que X; son los puntos en lo que evaluaremos la pérdida fisica en el tiempo ¢;.

En la Tabla 4.2 podemos ver algunas caracteristicas comunes para los dos casos que
vamos a tratar.

Parametro/caracteristica Valor/tipo
Optimizador Adam
Tasa de aprendizaje (n) 1073
Capas ocultas 8

Neuronas de las capas

ocultas 20

Funciéon de activacién de

T hi (i
las capas ocultas angente hiperbélica

Neuronas de la capa de
entrada

Neuronas de la capa de
salida

Error cuadratico

Funcién de pérdid .
uncion de pérdida medio

Tabla 4.2: Parametros de la red y del entrenamiento para ambas PINNs.

Soluciones basadas en datos

En primer lugar, tratamos de modelizar el comportamiento de la solucién usando
como datos de entrenamiento inicamente algunas temperaturas de la condicién inicial y
de frontera escogidos al azar. También seleccionamos una serie de puntos dentro de todo
el dominio para evaluar la pérdida fisica, lo cual se hara conociendo tanto la ecuacién que
rige el fendmeno como el valor de sus parametros A. Estos datos estdn recogidos en la
Tabla 4.3.

La red neuronal que modeld la solucion u estd formada por 10 capas, estando las 8
capas ocultas formadas por 20 neuronas cada una.

La Figura 4.3 recoge un resumen de los resultados obtenidos por la PINN, ademas
de una comparacion de la prediccion de la red con los datos reales para tres momentos
distintos. La red realizé 30000 épocas de entrenamiento.

Podemos calcular la diferencia media entre los datos de entrenamiento y la predicciéon
de la red. Si hacemos esto, obtenemos el siguiente valor,

Nt N,
1 3
N, N. Z Z |U(.§L’j, 2fl’)prediccién - U(l’j, 2fz’)entrenamiento’ ~2-10 3 C (414)
t

T =1 j=1
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Parametros Valor

N° datos de temperatura

o 10?
inicial
N datos de temperatura 9
10
en la frontera
N? puntos de evaluacién de 4
T s 10
la pérdida fisica
Numero de épocas de 4
. 3-10
entrenamiento
Tiempo de ejecucion 226 s.

Tabla 4.3: Informacion de los datos de entrenamiento empleados para obtener la solucion
basada en datos

u(x,t)
2.0 R IR HIN—¢ OO IO IO K—HH—X— X000
—
x 1.0 0.0
0.5 -0.5
OO ko | kel T
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
t
t=0.025 t=0.050 t=0.075
1.0 1.0 1.0
0.5 A 0.5 A 0.5 A
= = =
x 0.07 x 0.0+ x 0.07
S S S
—0.5 A —0.5 1 —0.5 A
-1.0 T -1.0 T -1.0 T
0 1 2 0 1 2 0 1 2
X X

—— Solucién real (FDM) == Prediccién

Figura 4.3: Salida de la PINN después del entrenamiento para la solucién basada en datos.

Obtenemos que solo observando la condicion inicial y la condicion de frontera, la PINN
es capaz de aproximar el comportamiento del sistema de forma correcta.

En la Tabla 4.4 hemos anadido como varia el error absoluto medio cuando los datos
tienen ruido, algo esperable para el caso de medidas reales. En cada punto se escogié
un valor al azar de una gaussiana con centro en el valor de la solucién en ese punto y
desviacién tipica igual a un porcentaje del valor en ese punto. Vemos una tendencia en
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la que el error es en general mayor cuando también lo es el ruido, pero el aumento no es
demasiado significativo, lo que indica que el método es resistente a la presencia de ruido
en los datos. En [16] se hace un estudio similar variando el nimero de condiciones de
contorno y condiciones iniciales que damos a la PINN, asi como el nimero de capas y
neuronas en cada capa. El resultado es el esperable: al dar mas datos a la red, el error se
reduce. Lo mismo ocurre al anadir mas capas y mas neuronas en cada una, aunque hay
que tener en cuenta que al aumentar la profundidad de nuestra red aumentamos el coste
computacional, de forma que el tamano de esta debe ser un acuerdo entre el tiempo de
computacién y la precisién que queremos.

Ruido (%) Error medio

10 4,7-1073
5 501073
3 1,810
1 451073
0 3,1-1073

Tabla 4.4: Variacion del error absoluto medio para las soluciones basadas en datos cuado
los datos de entrenamiento tiene un ruido gaussiano.

Descubrimiento basado en datos

Este caso sera similar al del apartado anterior, pero no sabremos cuanto valen los
pardmetros C'y k, de la ecuacién del calor, expresién (4.8). Ademds, en este caso no solo
dispondremos de datos de la condicién inicial, sino también de algunos puntos dentro del
dominio, escogidos de nuevo al azar. El nimero de datos para caso esta recogido en la
Tabla 4.5.

De nuevo, la Figura 4.4 recoge un resumen de los resultados obtenidos, ademés de una
comparacion de los datos de entrenamiento con aquellos obtenidos de la PINN.

Si de nuevo calculamos la diferencia media entre las temperaturas de entrenamiento
y las predichas por la red de la misma forma que hicimos en (4.14), obtenemos un valor
aproximado de 4 - 1073 °C.

Un detalle importante sobre este ejemplo en particular es que al ser el término fisico
de la ecuacién (4.18) suma de dos términos, cada uno multiplicado por un parametro, la
PINN se queda atrapada alrededor de la solucién trivial C' = k, = 0, y no proporciona una
solucion vélida. Una manera de solventar este problema es dividir la ecuacion diferencial
en (4.8) por uno de los pardmetros, por ejemplo, C. De esta forma podemos reformular
el problema,

ou K, 0%

E—F@ —0, (X,t) €N x [O,CT}7 (415)
u=0, (x,t)el x]0,T], (4.16)
uy = sin(mz), (4.17)
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Parametros Valor

N° datos de temperatura

o 10?
inicial
N datos de temperatura 9. 103
dentro del dominio
N datos de evaluacién de 10
la pérdida fisica
Numero de épocas de 5
. 2-10
entrenamiento
Tiempo de ejecucion 1623 s.

Tabla 4.5: Informacion de los datos de entrenamiento empleados para obtener la solucion
basada en datos

0.5 1 0.5 1 0.5 1
= = =
X 0.0 X 0.07 X 0.0
S S S
~0.51 -0.5 1 ~0.5 1
~1.0 : -1.0 : ~1.0 :
0 1 2 0 1 2 0 1 2
X X X

—— Solucién real (FDM) == Prediccién

Figura 4.4: Salida de la PINN después del entrenamiento para el descubrimiento basada
en datos.

y nuestra funcion de pérdida pasa a ser

N,
1 Y

L(h(X, t)v Y(X7 t)) = F Z ||h(L) (Xi7 ti) - yi(xi7 ti)||2
=1

Yy .

(4.18
1 gfj o) k, 92hD) )
+ — v )
Ny j=1 ot (%j:t5) ¢ 0Oz (%:t5)
62



Con este pequeno cambio somos capaces de hallar una estimacién del pardmetro k,/C,
pese a que ahora estemos obteniendo menos informacion fisica del sistema.

El valor real de este pardmetro es (%)rea1 = 1.6 m?/s, mientras que la estimacién obtenida

por la PINN es (%)  =1,6329 m?/s.
prediccién

Igual que hicimos en el apartado anterior, hemos hecho un pequeno estudio anadiendo
ruido a los datos. Los resultados se pueden ver en la Tabla 4.6. Observamos que las
estimaciones son muy cercanas para todos los casos, de forma que este modo parece

permisivo con el ruido de los datos, similar al modo anterior.

Ruido (%)  Error medio  Valor de k,/C  Error de k,./C (%)

10 6,6- 1073 1,5784 5,6
5 4,3-1073 1,6509 0,9
3 431073 1,6382 1,7
1 3,1-1073 1,6385 1,7
0 3,7-1073 1,6329 2,1

Tabla 4.6: Variacion del error absoluto medio para las soluciones basadas en datos cuando
los datos de entrenamiento tienen un ruido gaussiano.

De nuevo, en [16] hacen un estudio similar variando el nimero de datos dado a la red
para el entrenamiento, asi como el nimero de capas de la red y el nimero de neuronas
de cada capa. La tendencia que se observa es la misma que para el caso del apartado
anterior: los resultados mejoras cuando mas parametros y més datos tiene la red en el
entrenamiento.
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Capitulo 5

Conclusiones

Tras la introduccién en el capitulo 1, en el capitulo 2 obtuvimos los conocimientos
matematicos basicos sobre en funcionamiento de las redes neuronales, explicando su es-
tructura y el proceso de entrenamiento en detalle, para luego aplicarlo a un ejemplo
sencillo.

En el capitulo 3 se explicaron las ecuaciones diferenciales ordinarias neuronales, una
metodologia novedosa en la que se emplea una red neuronal prealimentada para modelar
ecuaciones o sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias. Se explicé su funcionamiento
y cémo se realiza el proceso de entrenamiento, y se terminé el apartado aplicado lo expues-
to en ese capitulo a un caso concreto. Obtenemos resultados compatibles con aquellos de
la bibliografia [12] incluso en el caso en que tenemos pocos datos y estos tienen un ruido
considerable (5 %), lo que ejemplifica el potencial uso de esta técnica con medidas reales
entre las que destaca la capacidad de extrapolar fuera de las regiones de entrenamiento.

En el capitulo 4 se introdujo el paradigma de las redes neuronales informadas en fisica,
con el que podemos emplear nuestro conocimiento previo sobre la ecuaciéon en derivadas
parciales que debe obedecer un cierto sistema fisico para modelar su comportamiento. De
nuevo, explicamos su comportamiento para el caso en tiempo continuo, y aplicamos sus
dos modos de funcionamiento primarios: soluciones basadas en datos y descubrimiento
basado en datos. Aplicando esta metodologia a la ecuacién del calor, obtenemos que con
en el primer modo podemos hallar la solucion a la ecuacion en derivadas parciales propor-
cionando una condicion inicial y unas condiciones de contorno sin més trabajo extra como,
por ejemplo, definir un mallado espacial; mientras en el segundo caso podemos obtener
también un valor aproximando de los parametros de la ecuacién diferencial si también
proporcionamos datos dentro del dominio espacio-temporal del problema, de nuevo sin
tener que definir un mallado espacial, lo que ejemplifica la sencilla implementacién del
modelo. Obtenemos datos muy similares a la bibliografia sobre el tema [16] para ambos
modos, incluyendo los casos en lo que nuestros datos tienen ruido para porcentajes de
ruido variables, una situacion esperable en el caso de querer trabajar con datos reales.
Un paso que nos ha faltado, no obstante, es la consideracién de incertidumbres en los
resultados, ya sea por el uso de datos reales con incertidumbres y ruido o por la estocas-
ticidad del proceso de entrenamiento de las redes neuronales (si ejecutamos el programa
dos veces, obtendremos un resultado muy similar pero no igual). Ya ha habido avances
en este sentido [73, 78, 79], lo que demuestra que la comunidad estd dando importancia a
este modelo y acerca cada vez mas su posible uso en proyectos cientificos reales.
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Para casos relativamente sencillos, como el que hemos resuelto aqui, quizas es mas
aconsejable el empleo de otro software de resolucién de EDPs,; como FreeFem [80], sobre
todo si no disponemos del equipo adecuado, ya que la principal desventaja de este tipo de
método puede venir en el apartado del hardware. Por como son las operaciones realizadas
durante el entrenamiento de redes neuronales, estas son adecuadas para ser paralelizadas.
Es por esto que el uso de tarjetas graficas (GPU) es muy comin en este ambito, ya que
disponen de un mayor nimero de nucleos que los procesadores (CPUs) [81]. La diferencia
entre realizar el entrenamiento en una GPU a una CPU es tan notable que la no dispo-
nibilidad de una tarjeta grafica puede resultar en tiempos de entrenamiento prohibitivos,
imposibilitando la aplicabilidad del modelo. La diferencia puede ser del orden de 100 veces
mas lento. La disponibilidad, por otra parte, de servicios de procesamiento en la nube en
los que se alquilan ordenadores con los componentes adecuados es una muy buena opcion
si no disponemos del hardware necesario. Este fue el método al que se recurrié para eje-
cutar los programas de las PINN, pasando de un tiempo estimado del orden de decenas
de horas a unos pocos minutos para el caso de soluciones basadas en fisica y media hora
para los descubrimientos basados en fisica. Como se ve, disponer del hardware adecuado
es importante.
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