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Introduccion

La dinamica de poblaciones es un campo de estudio fundamental en la biologia y la
ecologia. En ellas se estudian los cambios en el tamano y la composicion de las poblaciones
a lo largo del tiempo. Para poder entender y predecir estos cambios, se utilizan diversos
tipos de modelos matematicos. Entre estos modelos se incluyen los deterministas y los
estocasticos. Los modelos deterministas se basan en ecuaciones diferenciales ordinarias
(EDOs), mientras que los modelos estocésticos utilizan ecuaciones diferenciales estocésti-
cas (EDEs).

Los modelos deterministas nacieron en el siglo XVIII, con los trabajos pioneros de Thomas
Robert Malthus, quien introdujo el concepto de crecimiento exponencial de la poblacion
humana y sus limites impuestos por los recursos disponibles. Con el paso del tiempo, se
hizo evidente que estos modelos no capturaban completamente la variabilidad inherente
y los factores aleatorios que afectan a las poblaciones en la naturaleza. Asi nacieron los
modelos estocasticos, por la necesidad de cubrir las deficiencias de los modelos determi-
nistas. Sucedia que los modelos deterministas no tomaban en consideracién factores como
el ruido ambiental (clima, desastres naturales, epidemias, etc.), los cuales si pueden ser
representados por un proceso estocastico.

De este modo, el surgimiento de los modelos estocasticos marcé un hito en este campo. A
principios del siglo XX, figuras como Ronald A. Fisher y Andrey Kolmogorov sentaron las
bases para el calculo estocéstico y las ecuaciones diferenciales estocasticas. Estos mode-
los combinan componentes deterministas y estocasticos del comportamiento dindmico, de
modo que se pueden obtener modelos mas realistas. Teniendo esto en cuenta, este trabajo
se va a centrar en el uso de ecuaciones diferenciales estocasticas para determinar diversas
ecuaciones de crecimiento de la poblacion.

Para la aplicacion de las EDEs, es imprescindible tener una buena base en el calculo
diferencial estocastico. Por lo tanto, en el capitulo 1, se presentara un resumen esencial
del calculo estocastico (en el sentido de 1t6), que incluird una introduccién a los procesos
de Wiener, la integral de Ito, asi como el calculo diferencial estocastico y las ecuaciones
diferenciales estocasticas.

Una vez entendido el célculo estocéstico, en el capitulo 2, se estudiaran modelos especifi-
cos de crecimiento poblacional, tales como el modelo de Malthus, el modelo logistico y el

modelo de crecimiento de raiz cuadrada con reversién a la media (CIR).

Muchas veces, aunque se demuestre que existe la solucién de una EDEs, no es posible



darla en forma explicita. Por eso, como se hace con las EDOs, en el capitulo 3 se anali-
zaran métodos numeéricos para la aproximacion de EDE, incluyendo esquemas iterativos
y esquemas adaptados para mejorar la precision en la simulacién de estos modelos.

Finalmente, en el capitulo 4 se presentaran experimentos numéricos realizados con los
modelos mencionados y se concluird comentando los resultados obtenidos. El objetivo
de este capitulo sera comparar los esquemas vistos. Los experimentos matematicos se
realizaran utilizando el software Mathematica.



Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo, haremos un resumen de la teoria de ecuaciones diferenciales
estocasticas (EDE), que serd imprescindible para entender lo que vendra después en este
trabajo. En primer lugar, en la seccion 1.1 presentaremos los procesos de Wiener y algunas
de sus propiedades. En la seccion 1.2, describiremos la integral de It6 junto a algunas de
sus propiedades. En la seccion 1.3, explicaremos el célculo diferencial estocastico. En la
seccién 1.4 trataremos las ecuaciones diferenciales estocasticas, y, por ultimo en la 1.5, las
ecuaciones lineales, que son un subtipo de ellas.

1.1. Procesos de Wiener

En esta seccion, vamos a definir el movimiento Browniano, también conocido como pro-
ceso de Wiener. Robert Brown (1828) fue un botanico escocés, que describié por primera
vez el fenémeno del movimiento errdatico de pequenas particulas de polen suspendidas
en un fluido. Brown concluyé que las particulas exhibian un “movimiento aparentemente
aleatorio”. Mas tarde se explicé que las particulas de polen recibian el impacto de las
moléculas del fluido que se movian rapidamente. Por otro lado, Norbert Wiener estudio
las propiedades del movimiento Browniano.

De aqui en adelante, se considera un espacio de probabilidad (€2, F,P). Empezemos dando
la definicién de un proceso de Wiener.

Definicién 1.1.1 (Proceso de Wiener). Un proceso (unidimensional) de Wiener, tam-
bién conocido como movimiento Browniano (MB), es un proceso estocastico {W;};>o en
(Q, F,P), que cumple las siguientes propiedades:

1. P(Wy=0)=1.

2. Para 0 < s < t, los incrementos Wy — W ~ N(0,t — s), es decir,

P((W,—W,) € B) =

1 _ 2z
—/ e 2(t—s) dx’
V2r(t—s) /B

donde B es un Boreliano de R. Equivalentemente, W, — W, ~ v/t — sN(0,1).



3. Para0 =ty < t; < ... <y, losincrementos de Wiener W (ty), W (te)—W (t1), ..., W (tx)—
W (tr—1), son variables aleatorias independientes.

La importancia de un proceso de Wiener {I;};>¢ es que sirve para representar el efec-
to acumulativo del ruido del proceso. Es decir, si W, y W, 0 < s < ¢, marcan la posicién
del proceso en los tiempos s y t, respectivamente, entonces el incremento W; — Wy refleja
el ruido puro en el intervalo [s, ¢].

A continuacion, vamos a ver algunas propiedades del proceso de Wiener.

Proposicién 1.1.1. Sea {W;}i>o un proceso de Wiener. Entonces, se cumple lo siguiente:
1. E[W] = 0.

E[W?] = V(W] = t. Por lo tanto, W; ~ N(0,1).

E[W, W] = min{t, s}, para todo t,s > 0.

E[(W, = W)l =t - s|.

OroAN o e

Los incrementos de un proceso de Wiener son estacionarios, es decir, la distribucion
de Wy — Wy, 0 < s <t depende solo de la diferencia t — s.

Ahora, vamos a dar la siguiente definicién:

Definicién 1.1.2. Sea {W;};>0 un proceso de Wiener, definido en (Q, F,P). El proceso

de Wiener se puede expresar de la siguiente manera:

W:TxQ—S
(t,w) — X(t,w).

Para cada t € T fijo, tendremos una variable aleatoria:

Wt Q2 — R
wr— Xi(w).

Y para cada w € € fijo, tendremos la siguiente funcién:

W :0,00) — R
t— W¥(1),

llamada trayectoria muestral del proceso.

Una vez visto lo que son las trayectorias de un proceso de Wiener, tenemos la siguiente

proposicion para ellas:

Proposicién 1.1.2. Sea {W,;}1>0 un proceso de Wiener. Entonces, las trayectorias de su
proceso cumplen lo siguiente:

1. Son funciones continuas en c.p.t.

2. Son funciones no diferenciables c.p.t.



3. Tienen variacion ilimitada en cualquier intervalo |a, b].
Y, por ultimo, se tiene la siguiente proposicion:
Proposicién 1.1.3. Sea {W,}i>0 un proceso de Wiener. Entonces:

1. La ley fuerte de los grandes niumeros establece que
Wi

lim — = 0.
t—o00

2. Wy cambia de signo infinitamente en [0,00),

’ Wt , Wt
lim =—1; lim =1 c.s.
t—oo /2t log(log(t)) t—co /2t log(log(t))

1.2. La integral de Ito

Sea {W;}+>0 un proceso de Wiener definido en (€2, F, P). Para una determinada g[to, T'] X
2 — R, el objetivo es definir la variable aleatoria:

x= [ g ami)

0

w € (), o, escrita de forma mas concisa,

T
X = / g(s) dWs,
to
es decir, definir la integral estocastica o también conocida como la integral de Ito.

Dado que para casi todo w la variacién total de W% () es ilimitada, la integral no se
puede interpretar en el sentido de Stieljes (una generalizacion de la integral de Riemann).

La familia de o-dlgebras B, = o({W, : ty < s < t}) contiene la “historia” de W
hasta el instante . Ahora, consideremos una familia de o-dlgebras F;, tal que:

o F C F.

o . C Fisis<t.

o B, C F.

e F; es independiente de B} = o ({W, — W, : t < s < c0}).

Cualquier familia {F;} de este tipo se denomina una filtracién no anticipada respecto al
proceso de Wiener. Las elecciones comunes para {F;} suelen ser ®B; o o (B, ¢), donde ¢
es una variable aleatoria independiente de W;.

La integral de Ito se definira en el siguiente conjunto:
Msto, T] ={g: [to,T] x @ — R : g satisface (1)—(3)},

siendo las condiciones que tiene que cumplir g las siguientes:

b}



1. g es una funcién B[ty, T| x F—medible.
2. g € L%([to, T] x Q), es decir,

/ E[g?(s)] ds < +oo.

to

3. La funcién g estd adaptada a una familia no anticipada {F;}: g(t,-), es Fi-medible
para cada t € [ty,T].

Ahora, para poder definir la integral estocastica en el conjunto Ms[tg, T| que acabamos
de definir, vamos a seguir el siguiente esquema:

o Si Sylto,T] C Mslto, T] es el subconjuto de funciones escalonadas, se definira la
integral estocdstica de una funcién g € Sy[tg, T'.

e Toda funcién de Ms[ty, T es el limite (en algin sentido) de una sucesién de funciones
de Sg [to, T] .

e La definicién se expande a Msty, 7] mediante aproximacion.

Por lo tanto, vamos a empezar definiendo la integral de It6 en funciones escalonadas. Para
ello, definamos primero lo que es una funcién escalonada.

Definicién 1.2.1. Una funcién g € Msty, T] es escalonada si existe una descomposicién
to <ty <---<t, =T, tal que g(s) = g(t;_1) para todo s € [t;_1,1;). Se puede expresar
de la siguiente manera:

g(S) = Z g(ti*I)X[ti—lyti) (5)7

siendo x[,_,+)(s) la funcién indicadora.

Ahora, estamos listos para definir la integral estocastica en funciones escalonadas.
Para ello, sea la siguiente definicién:

Definicién 1.2.2 (La integral de It6 para funciones escalonadas). Para una funcién es-
calonada g la integral estocéstica respecto a W; como variable aleatoria es la siguiente:

T T n
/ gdW = / g(s)dW, =Y " g(tio))(Wy, = Wi,_,).
to to =1

A continuacién, teniendo en cuenta que el conjunto de funciones escalonadas Ssto, 7’|
es denso en Ms[tg, T, tenemos los dos siguientes teoremas:

Teorema 1.2.1. Para toda funcion g € Mslty, T existe una sucesion de funciones esca-
lonadas g, € Salto, T), tal que

T
lim [ El|gn(s) — g(s)|*ds = 0.

n—o0 to



Teorema 1.2.2. Si g € Ms[to,T], y gn € Sa2to, T] es cualquier secuencia de funciones

escalonadas que aproxima g en el sentido del teorema anterior, entonces {ftf gn(s)dW}
converge con media cuadrdtica y el limite no depende de {g,}.

Ahora ya estamos preparados para definir la integral de Ito.

Definicién 1.2.3 (La integral de It6). Definimos la integral It6 como

T
I(g) = (m.c.) lim gn(s) dWy,
n—oo to
es decir,
T 2
lim E (I(g) —/ gn(9) dWs> =0.
n—o0 tO

En cuanto a la notacion:

1(g) = Inyz1(g) = / g(s) W, = / g(5,0) AW, (s).

to

Para t > tg
t
X, = Iy (g) = / ols) W,

to

define un proceso aleatorio { X}, 77-

Una vez definida la integral estocastica, vamos a enunciar algunas de sus propiedades.
En cuanto a la linealidad, tenemos la siguiente proposicion:

Proposicién 1.2.1 (Linealidad). Si g,h € Ms[ty, T|, A\, € R, entonces,

T T T
/()\ng,uh)dW:/\/ gdW—i—u/ hdW.

to to to

En cuanto a las propiedades de la integral de [to como variable aleatoria, tenemos lo
siguiente:

T
Proposicién 1.2.2. X = / g(s) dWy es una variable aleatoria con esperanza nula,
to

T
E [/ g(s) dWS} =0
to
y varianza (isometria de It6):

v U:g(s) dWs] _E (/:g(s) dWS)2] :/t:E[gQ(s)} ds.

Si g = g(s) no depende de w, entonces ftfg(s) dWy sigue una distribucion normal
T
N(0, [, g*(s)ds).




Por tultimo, se tiene la siguiente proposicion:

t
Proposicién 1.2.3. Sea el proceso estocdstico { X by, donde X = / g(s) dWs. En-
t
tonces: ’
1. X, es no anticipativo (un proceso adaptado) con respecto a {F;}.

2. Sit,s € [t,T]
Cov[X:, X5| =E [(j;i g(u) qu> (ftz g(v) deﬂ = LGin{t’s} E [¢%(s)] ds.

3. X tiene trayectorias continuas con probabilidad 1.
4. X; tiene incrementos ortogonales (no independientes en general).

5. Si g(s) no depende de w, entonces {X¢}icp,,r €s un proceso Gaussiano con incre-
mentos independientes, E[X;] = 0 y E[X,; X] = fgm{t’s}E [g%(s)] ds.

1.3. Calculo diferencial estocastico

Una vez definida la integral de 1to en el apartado anterior, vamos a ver el cédlculo
diferencial estocastico. Para ello, empecemos definiendo lo que es un proceso de Ito.

Definicién 1.3.1. Sea g(s,w) € Malto, T, f(s,w) € L'[ty, T] y ¢(w) una variable aleatoria
Fi,-medible, entonces,

X, = C+/t:f($) ds—l—/t:g(s) dW;

define un proceso estocastico, llamado proceso de Ito. Normalmente, se escribe de la si-
guiente manera:

dX, = f(t)dt + g(t) dW,,
y se dice que el proceso X; tiene diferencial estocdstica f(t)dt + g(t) dW;.

Veamos un ejemplo

Ejemplo 1.3.1. Se demuestra que f(f WedW, = Wéft. Entonces, tenemos:

t ¢
W2 = / 2W, dW, +/ 1 ds,
0 0
es decir, el proceso W7 tiene diferencial estocdstica
d(W2) = dt + 2W; dW,.

A continuacién, vamos a enunciar el siguiente teorema que nos da como resultado la
formula de Ito.



Teorema 1.3.1 (Formula de 1t6). Si X, tiene diferencial estocdstica

dXy = f(t)dt + g(t) AW,

U u

e 830 Y 81,2, entonces la

yu: [to,T] x R — R es una funcion con derivadas parciales %
diferencial estocdstica de Y, = u(t, X;) es la siguiente:

ou ou 10%u

%, = d(utt, X)) = (G020 + GHXO(0) + 55500 X000 ) o 5 1. Xg(0ave

(1.1)

Esta es la regla de la cadena del cdlculo diferencial estocdstico, también llamada formula
de Ito.

Por 1ltimo, vamos a ver la regla de integracion por partes en la siguiente proposicion:

Proposicién 1.3.1 (Derivacién de un producto (regla de integracién por partes)). Si

dX1(t) = fi(t) dt + g1(t) AW,
dXo(t) = fao(t) dt + go(t) dW,

entonces
d(Xng) = X d X5 + Xod X + dX1d X5,

entendiendo que el producto de diferenciales se rige por la tabla de “multiplicacion”:

X | dW | dt
dW | dt | 0
dt 0 0

Entonces, tenemos
d(X1X2) = deXQ + XQXm + 91 g2 dt

o la formula estocdstica de integracion por partes:

t t t
X1Xo = Xi(tg) Xa(to) +/ X1 dX, +/ X, dX, +/ g1(5)ga(s) ds.
to to

to

Ejemplo 1.3.2. d(tW,) = W,d, + tdW,.

1.4. Ecuaciones diferenciales estocasticas

En este apartado vamos a presentar las ecuaciones diferenciales estocésticas (EDE).

Consideremos {WV;} un proceso de Wiener, a : [tg,T] xR — Ry b: [ty,T] x R — R dos
funciones medibles y ¢ una variable F;,-medible. Entonces, sea la siguiente definicion:



Definicién 1.4.1. Una ecuacion diferencial estocdstica (EDE) es una ecuacién de la
forma
dXt = a(t,Xt)dt + b(t, Xt>th7 Xto = C, t e [to,TL (12)

que representa la ecuacion integral

t t
Xt:c—l—/ a(s, Xy) ds—i—/ b(s, Xs) dWs,

to to
donde a es el coeficiente de deriva y b es el coeficiente de difusion.
Veamos la siguiente definicién:

Definicién 1.4.2. La solucién de una EDE en [ty, T] es un proceso X; = {X;}icp 17, tal
que:

1. X, es Fr-medible para t € [to, T].
2. a(t,w) = a(t, X;(w)) € L'[to, T] y b(t,w) = b(t, X;(w)) € L%[t, T casi seguro.
3. La ecuacién integral se cumple casi seguro.

A continuacion, enunciaremos un teorema que nos dice las condiciones que tiene que
cumplir una EDE para que su solucion exista y sea unica.

Teorema 1.4.1 ( Existencia y unicidad). Consideremos la siguiente ecuacion diferencial
estocdstica (EDE):

dXt = a(t,Xt)dt + b(t,Xt)th, Xto = C, t e [to, T],

donde {W;} es un proceso de Wiener, c es una variable aleatoria Fy,-medible, y a : [to, T] X
R— R, b:ty,T] x R — R que satisfacen las siguientes condiciones:

1. Condicion global de Lipschitz: para todo t € [to, T], z,y € R
la(t, x) —alt,y)| + [b(t, ) = b(t, y)| < K|z —yl;
2. Crecimiento lineal: para todo t € [tg,T], r € R
la(t, 2)|* + [b(t, 2)|* < K(1+ |),
para una determinada constante K > 0. Entonces, la EDE tiene una solucion unica
{Xthepo,m), tal que X¥(t) = X(t) es continua con probabilidad 1.
Acerca del teorema que acabamos de enunciar, tenemos la siguiente observacién:

Observacién 1.4.1.

e La continuidad de la solucién significa que con probabilidad 1 las trayectorias son fun-
ciones continuas (de t).
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e La unicidad se interpreta en probabilidad: significa que si {Y;}¢cy,, 77 €5 un proceso es-
tocdstico con trayectorias continuas Y“(t) con probabilidad 1 y tal que Y;, = ¢, entonces

P( sup |Xt—Yt|>O):O,

to<t<T

es decir,
P{w: X“(t)=Y“(t) for all t € [ty,T]}) = 1.

e Si las funciones a y b estdn definidas en [tg,00) x R y si las condiciones del teorema
de existencia y unicidad se cumplen en cada subintervalo [to, T], entonces la EDE tiene
solucién tnica {X; }iet,o0)-

Por 1ltimo, vamos a ver un tipo de EDE, que son las lineales.

1.5. Ecuaciones diferenciales estocasticas lineales

3Por lo general, en la EDE (1.2) que hemos visto en el apartado anterior, las funciones
coeficientes a y b suelen tener forma no lineal. Cuando no tenemos linealidad, se utilizan
métodos de aproximacién numéricos para generar una solucién X, de la ecuacién (1.2),
ya que, en general, cuando tenemos ecuaciones no lineales no solemos poder obtener las
soluciones de forma explicita. Pero en algunos casos es posible obtener su solucién (reali-
zando cambio de variables...), como veremos en este apartado. Ademads, tal como el titulo
del apartado indica, describiremos las EDE lineales, y veremos métodos para determinar
la solucion explicita de estas.

Empecemos definiendo lo que es una EDE lineal.

Definicién 1.5.1. La siguiente ecuacién diferencial estocastica
dXt = CL(t,Xt)dt + b(t, Xt)th, Xto =C, te [to,T]

es lineal si las funciones a y b son cada una de ellas funciones lineales de X en [to, T]. Es
decir, si

a(t, X;) = a1 (t) + A(t) Xy,

b(t, X¢) = bi(t) + B(t) X,
donde ay(t),b1(t), A(t) y B(t) son todas aplicaciones de [tg, 7] a R. En tal caso, las EDE
lineales se escriben de la siguiente manera:

dX; = (a1(t) + A(t)Xy)dt + (by(t) + B(t) Xy)dWy, X3, =c¢, t € [to, T).

En este tipo de ecuaciones, para la existencia y unicidad de la soluciéon tenemos el
siguiente teorema:

Teorema 1.5.1 (Existencia y unicidad). Si A(t),a(t), B(t),bi(t) son medibles y acota-
das en [to, T, entonces la ecuacion lineal tiene una solucion tnica en [to, T| para cada
condicion inicial X3, = c. Si las condiciones se cumplen en cada subintervalo de [to, 00),
existe una unica solucion global.
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A continuacion vamos a definir dos tipos de EDE lineales, que son las homogéneas y
las auténomas.

Definicién 1.5.2. Una EDE lineal se dice que es homegenea si a;(t) = by (t) = 0, es decir,
dXt = A(t)Xtdt + B(t)Xtth, Xto =C, te [to, T]

Definicién 1.5.3. Una EDE lineal se dice que es autonoma si a1(t), A(t), b1 (t) y B(t) son
todas independientes de ¢, es decir,

dXt = (CLl + AXt>dt + (bl + BXt)th, Xto =C, t e [to, T],

siendo aq, A, by y B constantes reales. Para este tipo de EDE, siempre existe una solucion
continua y global.

Por ultimo, vamos a proceder a explicar la resolucion de EDE lineales. Para este
tipo de ecuaciones, podremos dar la solucién en forma explicita siempre y cuando nos
encontremos en uno de los siguientes casos:

» Cuando A(t) = B(t) = 0.

» Cuando tenemos ecuaciones lineales homogéneas (estas son reducibles a una forma
mas simple).

= Cuando tenemos ecuaciones no homogéneas, y se utiliza la técnica de variacion de
parametros.

A continuacién, en el paso 1 veremos cudl es la soluciéon general de una EDE lineal
homogénea, y en el paso 2 veremos como se aplica la variacién de un pardmetro a una
ecuacion lineal no homogénea.

e Paso 1: Soluciéon de la EDE lineal homogénea. La siguiente EDE lineal ho-
mogénea:

X(] =C

es reducible y tiene solucién:

X, :cexp{/ot (A@) - %BQ(S)) ds—i—/OtB(s) dWs}. (1.3)

e Paso 2: Variacion de parametros. Sea

B, — exp{/ot (A(s) _ %BZ(s)) ds+/0tB(s) dWs}, (1.4)

la solucién de la ecuacién homogénea con ¢ = 1. Sea X; = @, Y}, la solucién de la
ecuacion lineal completa

dX: = (A(t) Xt + a1 (t)) dt + (B(t) Xi + b1 (t)) dW,.
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Y, = ®; ' X, puede calcularse porque satisface una EDE reducida. Para encontrar Y,
se calcula dY; = d(®; ' X,). Para ello, primero se obtiene la inversa de ®, (1.4):

o —eon{- [ (40— 3520) as- [ Byavf. 0

Ahora, se calcula la derivada de ®; ' (1.5):

do; " = 0, ((—A(t) + B*(t)) dt — B(t) dW) .

Calculando dY; = d(®; ' X,) mediante el cilculo estocéstico, obtenemos la EDE para
Y;:
dY; = d(®;'X;) = &, ' dX; + d®; ' X, + dP; " dX,

=& dX, +dd; 1t X, — (B(t) X, + bi(t) @, B(t)
=@, ((ay(t) — bi(t)B(t))dt + by (t) dW,)

que es una ecuacion reducida con solucién

Y; = Y(0) +/O ®_ 1 (ay(s) — by(s)B(s))ds +/O O 1y (5)dW,.

Por lo tanto, X; = &, Y, es

X, =, (X(O)+/Ot<1>;1(a1(s)—bl(s)B(s))ds—i—/Ot CI);lbl(s)dWs>, (1.6)

la solucién de la ecuacién estocastica lineal.

A continuacién, vamos a analizar el primer y segundo momento de la solucién de una
ecuacién lineal. Sea la siguiente ecuacién lineal:

dX; = (A(t) X, + ay (1)) dt + (B(t) X, + by (£))dW;,  Xo = c,

con solucién

Xt:c—l—/ (A(S)Xs+a1(s))d8+/ (B(s) X¢ + bi(s)) dWs.

to to

Entonces, la esperanza de la solucién m(t) = E[X] serd la solucién de la siguiente
ecuacién diferencial ordiaria (EDO):

m'(t) = A(t)m(t) + ar(t);  m(to) = Ele].
Y el segundo momento P(t) = E[X?] es la solucién de la ecuacién:
P(t) = (2A(t) + B*(t))p(t) + (2a1(t) + B)ba(8))m(t) + bi(t);  plto) = E[c?].

Como tltimo punto, vamos a estudiar la reducibilidad de las EDE. Tal como hemos di-
cho anteriormente, en ocasiones una EDE no lineal sera transformable en una mas simple,
de la que se puede encontrar la solucién explicita. Pero esto no va a poder ser posible para
todas las EDE, ya que tendran que cumplir unas condiciones de reducibilidad. Utilizando
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cambios de variables especificos y comprobando que las condiciones de reducibilidad se
cumplen, podemos determinar si una EDE dada es reducible y encontrar las funciones
necesarias para resolverla.

Para ello, sea la siguiente EDE
dXt = a(t, Xt)dt + b(t, Xt>th,

el cambio de variable y = h(t,z) con inversa = = k(t,y) convierte la ecuacién en la
siguiente EDE resoluble: -
dY; = a(t,Y;) dt +b(t, ;) dWi;

luego X; = k(t,Y;) es la solucién de la EDE original.
h es una funcién tal que @ y b no dependen de y:

dY; = a(t) dt + b(t) dW;
con solucién: . .
Y; = h(0, X(0)) + / a(s)ds + / b(s) dW;.
0 0
En particular, si @(s) = ¢; y b(s) = ¢, (constantes), entonces:
Xt =k (t, h(O, X(O)) + it + CQWt)

resuelve la ecuacién original.

Por tltimo, veamos cudles son las condiciones de reducibilidad. Si dX; = a(t, X;) dt +
b(t, X;) dW; v Y, = h(t, X}) es la solucién de

oh  oh  16%h oh

la ecuacién es reducible si existe una funcién suave e invertible h, tal que:

oh Oh  10%h, ~
(E + %a + 5@1) ) (t,x) = (l(t)

Partiendo de las ecuaciones anteriores, obtenemos:

h 9 (0h  18%h

axaﬁ@{w*ﬁ@b}(f’@—o
on, . b(t)
8_1E(t7x) b(t,l‘)7

y de lo anterior obtenemos

b 19b 0 say  10%
7" (b—za -5 () +§@) ’ (18)
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y la ecuacién es reducible si y solo si

0 1 0b d ra 1 0%
&{b(m—@(ﬁ*é@)}—o

En este caso, b se puede determinar de (1.8), y h y @ se pueden calcular a partir de (1.7).
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Capitulo 2

Modelos estocasticos en Dinamica de
Poblaciones

En este capitulo vamos a ver diferentes modelos estocasticos en Dindamica de Pobla-
ciones. Por lo general, a partir de modelos deterministas bien conocidos en dinamica de
poblaciones, obtendremos los modelos estocasticos. En la seccién 2.1, veremos el mode-
lo de Malthus; en la seccion 2.2, el modelo logistico; y, por ultimo, en la seccién 2.3, el
modelo de crecimiento de raiz cuadrada con reversién a la media (CIR). Obtendremos la
solucion del modelo explicitamente cuando sea posible y, en los casos que no se pueda,
daremos informacion acerca de su distribucién. Ademas, dado que estos modelos estocasti-
cos se utilizan ampliamente en dreas como la Biologia, Economia, Ingenieria, etc., es 1til
especificar sus momentos, en particular la media y la varianza.

2.1. Modelo de Malthus

En este apartado, vamos a presentar el modelo estocastico més sencillo que tenemos en
Dinamica de Poblaciones. Para ello, partiremos de un modelo de crecimiento poblacional
formado por una ecuacién diferencial ordinaria (EDO) y desarrollaremos una ecuacién
diferencial estocastica (EDE), que serd nuestro modelo estocéstico de crecimiento pobla-
cional.

Sea el siguiente modelo de crecimiento poblacional

P _sve, MO =M, 20 (2.1)

donde N(t) es el tamano de la poblacién en el instante ¢, Ny es la poblacién inicial y
a(t) es la tasa de crecimiento relativa de la poblacién, que puede ser determinista o una
constante; si a(t) es una constante, tendremos el modelo de Malthus.

Pero jqué ocurre si a(t) no es determinista o no es una constante? Si a(t) estd sujeto

a fluctuaciones aleatorias que, posiblemente, puedan atribuirse a factores ajenos como el
clima, la ubicacién, el entorno general..., se puede escribir del siguiente modo:

a(t) =r(t) + a(t)&,
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donde r(t) y a(t) son funciones dadas de ¢, y el término de ruido & (unidimensional) sigue
una “ley de probabilidad conocida”. Por tanto, podemos escribir la ecuacién (2.1) de la
siguiente manera:

dN(t

P _ (r1) — eIV, NO) =N, 120 (2:2)
Ahora, si r(t) = r = constante, a(t) = a = constante y el ruido & = dW (t)/dt (siendo
W, un proceso de Wiener con W (0) = Wy = 0), entonces (2.2) se convierte en

) _ ( ; advgt“)) N, N(0) = Ny >0,

AN (t) = rN(t)dt + aN(@)dW (), N(0) = Ny ¢ > 0. (2.3)

Obtenemos una ecuaciéon diferencial estocéstica lineal, auténoma y homogénea. La solu-
cién de esta EDE es (1.3):

N(t) = Noelr=sa?awe, (2.4)

que es un proceso geométrico Browniano.

En cuanto al comportamiento dinamico a largo plazo de las soluciones del modelo es-
tocastico, podemos decir lo siguiente:

1. sir>1a® entonces N(t) — +oo cuando ¢ — 400,
2. sir < 3a? entonces N(t) =0 cuando ¢ — +oo,

3. 8ir = %az, entonces N (t) fluctia entre valores arbitrariamente grandes y arbitra-

riamente pequenos cuando t — +00.

Ahora, calculemos la esperanza y varianza de N(t¢). En cuanto al calculo de la esperanza,

tenemos
1,2

E[N;] = E[Noe"~ 20"+ aWi] = N e(r—30?)ig o), (2.5)

Por la regla de Ito6 sabemos que
1
d(et) = ae®Wt dW, + §oz2eawt dt,
expresada en forma integral obtenemos
t 1 t
Wt = 2Wo a/ eWs qW, + —a2/ eWs (s,

0 2 0

Ahora, tomando las esperanzas y usando la proposicién (1.2.2), tenemos

1 t
E[e*V] = E[e*"°] + §a2E {/ eoWs ds} =
0

1 t
=1+ —a2/ E[e*W] ds;
2 Jo
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diferenciando, se tiene

1
d(E[e*™]) = §a2E[e°‘Wt]dt,

es decir,

d(E[e™"]) -
multiplicando por el factor integrante ez

1 ]. 1
e = d(E[e™) — Sate 2 E[e ™ ]dt = 0

d <e—%a2tE[eaWt]) —0,

esto quiere decir que

6—%o¢2tE[€o¢Wt] — K,

siendo K una constante. Tomando ¢ = 0 obtenemos K = 1, luego
E[e*™] = 2!, (2.6)
que es lo que querfamos calcular. Ahora, sustituyéndolo en la ecuacién (2.5), se obtiene:
E[N;] = Noe" 29V E[e"W!] = Nye™. (2.7)
A continuacién, vamos a proceder al calculo de la varianza

V[Nt] = V[Noe(r_%QQ)t—"_aWt]

- 2.8
— N362(r7§a )tv[eaWt]' ( )
Por lo tanto, vamos a calcular lo siguiente:
V[ee] = B[] — (B[e/])2
Por (2.6),
(E[eaWt])Q (eéaQt)Q

y

E[eZO‘Wt] _ e%(za)% e%(4a2)t
es decir, ) )

V[eaWt] — 65(4a o (65(1 t>2' (29)

Sustituyendo (2.9) en (2.8), obtenemos:
VIV = N362(T7%a2)t <€2a2t — ea2t)
_ N0262(7‘—%a2)t6a2t (6a2t . 1)

— NgeZTt <eo¢2t o 1) .
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2.2. Modelo logistico

En este apartado, vamos a desarrollar el modelo logistico estocastico, partiendo del
modelo logistico determinista. Como bien sabemos, el modelo logistico nace de la necesi-
dad de cubrir las deficiencias del modelo Malthusiano, ya que en el modelo Malthusiano
la poblacién puede crecer sin limites, y esto no es realista porque los recursos de la po-
blacién como el agua, la comida, el area donde viven... son limitados. Por ello, Verhulst
propuso un ajuste a largo plazo del crecimiento exponencial, mediante un mecanismo de
autorregulacion que entra en funcionamiento cuando la poblacion se vuelve “demasiado
grande”, que viene determinado por la capacidad de carga del entorno. Este autor propuso
el siguiente modelo logistico determinista:

_d];f’f) — (1 - %) N(), N(0)= N, (2.10)

donde K representa el tamano limite o la capacidad de carga de la poblacion. Y, como
bien sabemos, su solucion viene dada por

KNy

N(t) =
(t) No + (K — Ny)e ™’

N(0) =Ny, t>0.

Si anadimos a la ecuacién (2.10) el término de ruido multiplicativo N (¢)dW (t), obtene-
mos el siguiente modelo logistico estocastico:

N
dN, = rN, (1 - ?t) dt +aN;dW;, N(0)=N,, t>0. (2.11)

Esta EDE no es lineal pero, aun asi, podemos calcular su solucién explicita. Para ello,
realizaremos un cambio de variable con el fin de obtener una EDE lineal de la que conoz-
camos la solucion. Y, después, deshaciendo el cambio de variable, obtendremos la solucion
explicita de la ecuacién (2.11). En primer lugar, vamos a utilizar la férmula de Ito6 (1.1).
En nuestro caso, partimos de: u(t, N;) = N; *, con lo que

ou ou 0%u

— =0, ——=-—N2 =2N, 3

ot " ON Lt ON? L
N,

f:TNt(l—?t), g = alN;.

Ahora, sustituyendo en la férmula de It6, tenemos lo siguiente:

N\ 1
d(N; ) = <—N[2rNt (1 ~ #) + §2Nt‘3a2N3> dt — N, *aN,dW,

1
- (r (—N;l + E) + a2Nt_1) dt — aN; ' dW;. (2.12)

Si tomamos N, ' = v, (2.12) se escribe

r
dy, = <? + (—r+ OZQ)?Jt) dt — ay, dWr, (2.13)
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obteniendo asi una EDE lineal. Sabemos que la solucién de una ecuacién diferencial lineal
es (1.6). Entonces, para a; = =, A = —r + a2, b, = 0, B = —a, tenemos que la solucién
de la ecuacion (2.13) seré:

r
i’é

g = D(t) {yo + /Ot (%) ‘bslds} ;

B(t) = exp {/Ot(—a)dWS + /Ot (—r + %oﬂ) ds} |
d' = exp {— /08(—a)qu — /0 (—r + %oﬂ) du} .

Ahora, evaluando ®(t) y ®;', tenemos que

1
P, = exp {—aWt + <—7‘ + 5042) t} ,

1
P! =exp {aWs + <7’ — 5042) 5} .
De aqui obtenemos que

1 t 1
y =exps —aW, — [r—=a? )t} x yo+i/exp r——a®)s+aW,|ds
2 K J, 2

y, por tanto, deshaciendo el cambio de variable, obtenemos:

siendo

exp{(r — 302)t + aW;}
{No_l + L [Texp [(r— La?) s+ aW,] ds},

N, = (2.14)

que es la solucién estocéstica logistica de crecimiento de la poblacién, siendo yo = Ny *.
Ahora, vamos a calcular la esperanza y varianza de N;. Para ello, primero vamos a rees-
cribir la ecuacién (2.14) del siguiente modo:

Keap{(r — 302t + aW;}

" {(K/No) +7 [ eap [(r = $a2) s + W] ds}

(2.15)

Suponiendo que el numerador y el denominador de (2.15) son independientes, calculemos,
por un lado, la esperanza del numerador y, por el otro lado, la del denominador. Si
calculamos la esperanza del numerador, tenemos:

]E[Ke(r—%a2)t+awt] _ Ke(r—%OcZ)tE[eoth] _ Ke(r—%a2)t6%a2t _ Kert.

Ahora, calculemos la esperanza del denominador:
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E [g T / (-t >s+awsds] _ % e / B [el=to)eeee] g
K [ bt e
= % + r/ot e"ds
= % + (e = 1)

Dividiendo la esperanza del numerador con la del denominador, obtenemos la esperanza
de N, que es la siguiente:

K K
ElN] = e[K/No+ et —1] 1+ [K/Ny— 1ert’ (2.16)

Para el calculo de la varianza vamos a utilizar
V[Ny] = E[N?] — E[N,]*. (2.17)

Suponiendo que el numerador y el denominador de N? son independientes, podemos calcu-
lar, por un lado, la esperanza del numerador y, por el otro, la esperanza del denominador.
La esperanza del numerador es:

E[K2€2(T—%a2)t+2aWt] _ K262(r—%a2)tE[62aWt] _ K2€2(r—%a2)t€2a2t _ K26(27‘+a2)t'

Ahora, calculemos la esperanza del denominador:

2

K\* ( /t 2 K [ 2
el 4 e(rfl/Za )s+aW5dS + 2_7,/ e(rfl/Za )s+o¢Wsd8
(N0> 0 No Jo

t . 1K ' )
(/ 6(7“71/204 )s+aW5dS> +2_E |:/ e(7‘71/204 )S+aWSd8:|
0 N 0

0
2 ! 2(r—1/2a2)s+2aWs K rt
+r°E e ds| +2—(e" —1)
0 No

E

No

! 2 K
62(7'71/204 )SE[GQQWS]ds + 2_(67"1} o 1)
No

)
)
) +7? /0 t]E[eQ(T_l/QQQ)S”aWS]dS] - 25(6” —1)
)
)

2/
0
t
K
+ ,',,2/ 62(7"—1/2042)5620c28d8 +2 (ert _ 1)
0 No

No
K\? r? 2 K
o i, @rtat) 1 2~ rt 1).
Ng) +27”+Oé2[e ]_'_ No(e )
Por lo tanto, la esperanza del cociente sera:

E[N?] = No(2r + a?) K 2ere®)t
T No(2r 4 a?)(K2/NG) 4 No(2r + a2)r2(e@rta®)t — 1) 4+ 2K (et — 1)
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Por 1ltimo, utilizando la ecuacién (2.17), la varianza de N; es:

B No(2r + o2) [ 2erte?)t
© No(2r 4+ a2)(K2/NZ) + No(2r 4 a2)r2(e@ra®)t — 1) + 2K (ert — 1)
K2
(1+[K/Ny— 1]e=t)?

V]

2.3. Modelo de crecimiento de raiz cuadrada con re-
version a la media (CIR)

El modelo que vamos a ver a continuacion fue introducido por Feller en el contexto
de Dinamica de Poblaciones, aunque hoy en dia se utiliza también en el dmbito de la
economia, y se le conoce como el modelo de Cox, Ingersol y Ross (CIR). El modelo CIR
estd determinado por la siguiente EDE, denominada raiz cuadrada con reversion a la
media:

dX; = (a — BX,) dt + o/ X; dW;, X (0) = X > 0, (2.18)

donde X; es una variable aleatoria que representa el tamano de la poblacion en tiempo
t, y a, By o son estrictamente positivos. Bajo la hipétesis sobre los pardmetros, es bien
sabido que esta EDE tiene solucién unica y no negativa ( la demostracién de esto se puede
encontrar en [6]). Y que, bajo la hipétesis (véanse, bibliografia [4])

200> 02 vy Xy >0,

la solucion es siempre positiva.

Por otra parte, el coeficiente de deriva o — X, garantiza la reversiéon a la media de
X, hacia su nivel a largo plazo, que como veremos después, es % Esto significa que, cuan-
do el valor de la variable sea alto, hay una tendencia a que disminuya y, cuando el valor
es bajo, hay una tendencia a que aumente hacia la media del proceso. A su vez, ov/X; es
el coeficiente de difusion que describe la volatilidad. Dado que el coeficiente de difusién es
singular en el origen, se deduce que el valor inicial no negativo de X; nunca puede volverse
negativo al aumentar ¢.

No se puede obtener la solucién de (2.18) de forma explicita. Por ello, vamos a escri-

bir su solucién en forma de integral para calcular su esperanza y varianza. Integrando la
ecuaciéon entre 0 y ¢, obtenemos lo siguiente:

t t
X, :X0+at—ﬁ/ Xsds—i—a/ VX AW, (2.19)
0 0

A continuacién, vamos a proceder al calculo de la esperanza y varianza de la solucion.
Tomando las esperanzas en (2.19), tenemos:

E[X = Xo+ at — BFE [/thdS}
0

= X, — E|X|ds.

0o+ at B/O [ ]S
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Sea u(t) = E[X}], tenemos lo siguiente:

t
u(t) = Xo + at — B/ u(s)ds,
0
y, diferenciando lo anterior respecto a t, obtenemos:
u'(t) = a — Bu(t).
Multiplicando por el factor integrante e’
Pl (t) = ePta — e Bult)
Pl (t) 4 P pu(t) = ePla
d(e®u(t)) = e’ a.
Integrando lo anterior, y sabiendo que u(0) = E[X,] = X,
t
Phu(t) = u(0) + a/ ePds,
0

de aqui obtenemos la esperanza de X;, que es la siguiente:
u(t) = B[X] = e P"(Xo — a/B) + a/B. (2.20)

Si calculamos el limite de la esperanza, obtenemos

lim B[X;] = % (2.21)

Esto implica que, a medida que el tiempo ¢ avanza, el valor X; no se alejara indefinida-
mente de este valor a largo plazo. En lugar de eso, fluctuara alrededor de él.

En cuanto al cdlculo de la varianza, vamos a utilizar de nuevo (2.17). Por un lado, sabemos
que
E[X/J? = 7 (Xo — a/B)* + (a/B)* + 2(a/ B)e ™ (Xo — a/ B). (2.22)

Por otro lado, vamos a calcular E[X?]. Para ello, vamos a utilizar el mismo proceso que
hemos usado para el calculo de la esperanza. Usando la proposicién del calculo integral
de Ito (1.3.1):

d(XtXt) = Xtht + Xtht + dXtht

= 2X,dX; + (dX;)?;
ahora, sustituyendo (2.18) en lo anterior, tenemos que
2
A(XP) = 2X, [(0 = BX) dt + o /X, dW] + [(a = BX,) dt + o/ X W]
Teniendo en cuenta otra vez la proposicién (1.3.1), (dt)* = 0, (dW;)? = dt y (dt)(dW;) = 0,

obtenemos

d(X2) = 2X,(a — BX})dt + 20 X/ X dW, + 0> Xt
= dt[X;(2a + 0%) — 28X7] + QUXE/Qth;
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integrando lo anterior, obtenemos:

t t t
X2=X2+ (2a+02)/ X,ds — 25/ des+2a/ X32aw,.
0 0 0

Tomando las esperanzas
t t
E[X]] = XZ + (2a + 0?) / E[X,]ds — 2ﬁ/ E[XZ]ds,
0 0

sustituyendo uy(t) = E[X?] y u(t) = E[X{] en lo anterior, tenemos

t t
us(t) = X5 + (2 + 0?) / u(s)ds — Qﬁ/ ug(s)ds,
0 0
diferenciandolo respecto a t:
uy(t) = (2a+ o?)u(t) — 2Buy(t);
y, multiplicAndolo por el factor integrante e2/3t,
d(e*uy(t)) = (2 + o?)e* u(t).

Integrando lo anterior, sabiendo que uy(0) = E[X3] = X2, y sustituyendo (2.20), obtene-
mos:

¥ us(t) = uz(0) + (20 + 0?) /Ot e [e7(Xo — a/B) + o/ B] ds,

es decir,

o —28t
sl =]
(2.23)

Por ultimo, sustituyendo (2.22) y (2.23) en la ecuacién (2.17), obtenemos la varianza de
Xy, que es la siguiente:

uy(t) = B[X?] = X2e %' + (2a + 0?) {M[eﬁt —1]e 2" 4

02<6—,3t . ezﬁt) Oz0'2

VIX,] = Xo z + 5

(1- e*m)%
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Capitulo 3

Métodos numeéricos para ecuaciones
diferenciales estocasticas

Como bien sabemos, aunque muchas veces sepamos que la soluciéon de una EDE existe,
no es posible dar la soluciéon en forma explicita. Por ello, se utilizan métodos numéricos,
que nos permiten aproximar y estimar soluciones de diferentes EDE. En la seccién 3.1,
definiremos qué es un método numeérico; en la secciéon 3.2, veremos la convergencia de un
método numérico; en la seccién 3.3, describiremos diferentes esquemas iterativos; y, por
ultimo, en la seccion 3.4 veremos esquemas adaptados.

3.1. Definicién de un método numérico (esquema)
Sea la siguiente EDE
dXt = a(t, Xt)dt + b(t, Xt>th, Xto = X(], t(] S t < T, (31)

cuyos coeficientes verifican las condiciones del teorema de existencia y unicidad. Como
hemos dicho anteriormente, en general no podemos obtener su solucién en forma explicita.
Por ello, utilizaremos métodos numéricos para aproximar la solucion de la ecuacion.

El objetivo de un método numérico es aproximar el proceso de Ito X, solucién de la
ecuacién (3.1) de tiempo continuo, mediante valores Yy = Xo, Y, ...,..., Yy (siendo N
un entero positivo) que son generados por esquemas iterativos de tiempo discreto. Estos
valores aproximan en instantes de tiempo discreto tg < t; <ty < ... < ty los valores de la
solucién X (t;;to, Xo), i = 1,..., N. Para obtener una“buena”solucién aproximada, los in-
crementos de tiempo A; =t;.1 —1t;, 1 =0,1,2,... deben ser “suficientemente pequenos”.
Cuando la discretizacién del tiempo sea equidistante tendremos que A; = A = (T'—t,)/N.

Por otro lado, dada la naturaleza estocastica de (3.1), las aproximaciones Y;,7 = 0,1,..., N
deben reflejar las trayectorias de la solucion X; de esta EDE. Por lo tanto, no solo se ne-
cesitan los incrementos del tiempo 4A;, sino también los incrementos de Wiener AW; como
aproximacion de Wy, — W,,. Por este motivo, los incrementos de Wiener se generan me-
diante variables aleatorias que se distribuyen normalmente con una media de cero y una
varianza A,.
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3.2. Convergencia de un método numérico

En esta seccion, veremos el criterio que se utiliza para evaluar el rendimiento que
tiene un método numeérico; se hace analizando la convergencia del método. Por un lado,
tenemos la convergencia fuerte y, por otro lado, la convergencia débil.

3.2.1. Convergencia fuerte

El objetivo de los esquemas de un método computacional es aproximar un proceso It6
X; mediante los valores Y; generados por los mismos esquemas. Dado que X (7'), la solucién
exacta de la ecuacion en tiempo T e Y;, son variables aleatorias, es razonable utilizar una
expresion E|Y; — X (T')| para medir el grado de precisién (error) de la aproximacién. Mas
concretamente, una aproximacion discretizada en el tiempo YA de un proceso de tiempo
continuo X converge con orden fuerte v a la soluciéon X en el tiempo 7 si existe una
constante C' (que no depende de A), tal que:

E|YA(T) = X(T)| < CA™.

El criterio indica la tasa a la que el “error medio del punto final”disminuye a medida que

A — 0.

3.2.2. Convergencia débil

La convergencia débil es un criterio menos restrictivo que la convergencia fuerte. Esta
considera la tasa de disminucién de las “medias de errores”. En concreto, una aproximacion
discretizada en el tiempo YA de un proceso de tiempo continuo X, converge débilmente
con orden [ a la soluciéon X en el tiempo 7' si para cualquier funcién polinémica h existe
una constante C}, (independiente de A), tales que:

B(h(X1)) — B(L(YA(T)| < ChA”.

En general, si el tamano del paso A disminuye k veces, entonces el error de aproximacion
disminuye en un k7. Asi que si, por ejemplo, el orden es 0,5 y queremos disminuir el error
100 veces, debemos hacer el tamano del paso 100 = 10000 veces mds pequefio.

El tipo de convergencia de un método numérico (fuerte, débil o ambos) determina su
utilizacion en las aplicaciones. Si nuestro interés respecto a una ecuacién es aproximar
algunas caracteristicas distribucionales de su solucion, por ejemplo, sus momentos, uti-
lizaremos métodos débiles. En cambio, si nuestro interés es aproximar la soluciéon por
trayectorias, utilizaremos métodos fuertes.

3.3. Esquemas iterativos para la aproximacién de EDE

En esta seccidon, veremos diferentes esquemas que se utilizan para aproximar soluciones
de EDE. Veremos la aproximacién de Euler-Maruyama, la aproximacion de Milstein vy,
por ultimo, la aproximacién de Taylor.
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3.3.1. Aproximacién de Euler-Maruyama (EM)

Este esquema de aproximacion es el mas simple de todos. Dada la discretizacién de
tiempo ty < t; < ty < ... < ty = T de [ty,T], la aproximacién de EM para resolver
la ecuacién (3.1) serd un proceso estocéstico continuo en el tiempo Y = {Y;}iep,,m7 que
satisface el esquema iterativo:

Yi—‘rl :YL+a(tz7Y;)Az+b<tuYL)AM7 ? :0717277N_17 (32)

donde Y; = Y (t;), Yo = Xo, A = tip1 — t; y AW; = W,,,, — W;,. De aqui obtenemos
una sucesion discreta {Yp, Y, ..., Yy}, que serd interpolada para aproximar la solucion.
Recordemos que los incrementos de Wiener tienen una distribucién normal con media
cero y una varianza A;. Cuando la discretizacién del tiempo es equidistante, tenemos que
A; = A = (T —ty)/N. En este caso la variable aleatoria AW, sigue una distribucién
normal de media 0 y varianza A, es decir, AW; ~ N(0,A) = VAN (0, 1). Por lo tanto,
fijamos AW; ~ vA Z, donde Z es una v.a que sigue la distribucién gaussiana N (0,1).
En la mayoria de las aplicaciones, las funciones coeficientes a y b dependen solo de Y; y
no de t;; por lo tanto, (3.2) se puede reescribir como

Yipr =Y+ a(Y)A+b(Y,)VA Z, i=0,1,2,...,N —1. (3.3)
En cuanto a la convergencia del método de EM, se demuestra que
E|YA(T) — X(T)| < CA'2,
es decir, el método de EM tiene orden fuerte v = 1/2. Y también que
|E(h(X7)) — E(h(Ya(T)))| < ChAA,

es decir, que el método tiene orden débil f = 1. La demostracién de esto podemos encon-
trarla en el libro [3].

3.3.2. Aproximacion de Milstein

El esquema de Milstein serd como el de EM, pero anadiéndole un nuevo término. Sera
el siguiente:

Oz
donde i = 0,172,...,N— ]_, Y; ~ Y(tz), YE) = X(), Az = ti—l—l —t; y AWZ = V[/tH—l —VVt

Otra vez, si A; = A, es decir, si tenemos una discretizacion equidistante del tiempo,
AW; ~ N(0,A); por lo tanto, fijamos AWi ~ /A Z, donde Z es una v.a que sigue
la distribucién gaussiana N(0,1). Y podemos asumir que las funciones coeficientes a y b

dependen solo de Y; y no de t;; entonces, (3.4) se puede reescribir como

ob(Y;)

T

1
Yier =Y+ at, Y5) Ay 4+ b(t;, Y;) AW, + 55(% Y;) {(AW;)? — A}, (3.4)

A(Z?—1), i=0,1,2,...,N—1. (3.5)

1
Vi =Yi+a(Y)A+b(Y,)VAZ + S(Y)
En cuanto a la convergencia del método, se demuestra que

EYA(T) = X(T)| < CA,
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es decir, el método de Milstein tiene orden fuerte v = 1. Por lo tanto, converge a la
solucién exacta mas rapido que el esquema EM, a medida que el tamano del paso A — 0.
También se demuestra que

|E(h(X1)) — E(MYa(T)))| < G4,

es decir, que el método tiene orden débil § = 1. La demostracién se puede encontrar en
el libro [3].

3.3.3. Aproximacion de Taylor

Los esquemas de Taylor son una generalizacién de los esquemas EM y Milstein. Vamos
a ver dos de ellos. El primero es el Esquema de Taylor de orden débil 2.0. Este
esquema aparece como:

1
Yigr =Y+ al +bAW; + b (AW)* — A)

1 1
+ a,bAZ; + 3 (aam + §amb2) (A)? (3.6)

1
+ (abx + 5bgmb?) (AW)A - AZ), i=0,1,2,...,N —1,

donde Y; = Y (t;), Yo = Xy, a = a(Y;), b = b(Y;), a, denota la derivada de a respecto de
z,y A = A;. AW; = /AU, donde U; es una v.a que sigue la distribucién Gaussiana

N(0,1), y AZ; = AZ sigue una distribucién normal de media 0 y varianza %A:”, es decir,
AZ; ~ N(0,(1/3)A%). Ademds, Cov(AW;, AZ;) = LA?. La pareja (AW;, AZ;) puede ser

2
determinada a partir de dos v.a independientes Uy, Uy N(0, 1) distribuidas, mediante la
transformacién de las medias:
1 U,
AW, = VAU, AZ; = AN (U + —= | .
\/_ 1, 2 1 + \/§

El segundo es el Esquema de Taylor de orden fuerte 1.5. Este esquema aparece
como:

1
Yier = Y5+ al + bAW; + b, (AW)? = A)

1 1
+ a,bAZ; + 5 (aax + §amb2) (A)?

(3.7)
+ (abx + %bmb2> (AW)A — AZ)

1 1
+ 5(bmb2 + b2) <§(AWZ-)2 — A) AW;, i=0,1,2,...,N —1,

donde AW, y AZ; se distribuye como en el anterior esquema de Taylor de orden débil 2.0.

3.4. Esquemas adaptados para la aproximacion de
EDE

En los modelos que hemos visto en el capitulo 2, X; o N, representan el tamano de
la poblacion en el instante t. Como bien sabemos, el tamano de una poblacion tiene que
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ser positiva, ya que no tiene sentido lo contrario. En la secciéon anterior, los esquemas que
hemos definido para aproximar la solucién de una EDE no nos garantizan la positividad
de la solucién. Por lo tanto, en este apartado veremos métodos adaptados que aseguran
que el proceso X; de la ecuaciéon (3.1) sea positivo. A continuacién, veremos un esquema
adaptado de EM y diferentes esquemas adaptados para el modelo CIR.

3.4.1. Esquema adaptado de EM

A continuacién, vamos a ver uno de los esquemas adaptados de EM. Este esquema
serd el mismo que el esquema (3.2), pero en este caso, en cada iteracién de Y 1, i =
0,1,... N — 1, tomaremos el valor absoluto. Por lo tanto, el esquema es el siguiente:

donde Y; = Y (t;), Yo = Xo, Aj = tipn — t; y AW; = W,, ., — W;,. Mediante este esquema,
los valores de aproximacién que obtendremos {Yp,Y7,...,Yn} serdn no negativos. Este
método, al igual que el método de EM, tiene orden fuerte v = 1/2 y orden débil § = 1.

3.4.2. Esquemas adaptados para el modelo de crecimiento de
raiz cuadrada con reversion a la media

Los tres esquemas que vamos a ver a continuaciéon son esquemas que se utilizan para
aproximar la EDE (2.18), es decir, la solucién del modelo CIR.

El primer esquema es el siguiente:

2

GAW; + \Jo2(AW)2 + 4(Y; + (o — T)A)(1 + BA)
Yi-‘rl: ) i:071a2)"'7N_]—7
2(1+ BA;)

(3.9)
donde Y; = Y(t;), Yo = Xo, t € [to,T], A; = tiv1—t; y AW; = Wy, — W, (los incrementos
de Wiener tienen una distribuciéon normal con media cero y una varianza 4;). Esta claro
que con este esquema, cuando 2 < 2, los valores {Y;, Y7, ..., Yy} de aproximacién que
obtenemos seran positivos.

El segundo esquema es el siguiente:

2
AW
Y;-l-l: ((1_§AZ) }/z—i_lo-—m) +(a_02/4>Ai7 Z':071727'~»N_]-7 (310)

2

donde Y; = Y(t;), Yo = Xo, t € [to, T], Ay = tiy1 —t; y AW; = Wy, — W;, (los incremen-

tos de Wiener tienen una distribucién normal con media cero y una varianza A;). Este

esquema esta bien definido para SA; # 2. Ademas, garantiza valores no negativos cuando
2

0° < 4a.

Los esquemas (3.9) y (3.10) tienen orden fuerte entre v = 1/2 y v = 1, dependiendo
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de la relacion entre los parametros a, 3,0. Y tienen orden débil g = 1. La demostracion
se puede encontrar en [1].

El tercer esquema que vamos a ver es el de Milstein implicito, que es el siguiente:

1 ob(t;,Y;
Yier =Y+ altivr, Yir)Ai + b(t;, Vi) AW, + §b(ti; K)%{(Awf - A}, (3.11)
con i =0,1,2,..., N — 1. Se puede demostrar que la soluciéon que se obtiene mediante

el método de Milstein bajo ciertas condiciones siempre sera positiva. En primer lugar,
partimos de la siguiente definicion:

Definicién 3.4.1. Sea X; un proceso estocastico con
P({X; >0 paratodo t})=1.

Entonces, se dice que un esquema de integracion estocastica Y; posee un tiempo de vida
eterno si
P{Yix1>0 | Y;>0})=1.

En caso contrario, tiene un tiempo de vida finito.

Una vez dada esta definiciéon, veamos el siguiente teorema:

Teorema 3.4.1. El método Milstein (3.4) tiene un tiempo de vida eterno si se cumplen
las siguientes propiedades:

1. b(x)V (x) > 0,

b(x)

2. x> W ()

2xb (x)—b(x)
' (x)—2a(z))b () *

La ultima condicion solo es necesaria cuando el denominador es positivo.

3. Al < e

A continuacion, con el siguiente teorema demostraremos que con el método de Milstein
implicito los valores de aproximacion que obtendremos de la solucién del modelo CIR seran
siempre positivos.

Teorema 3.4.2. El método implicito de Milstein (3.11) tiene un tiempo de vida eterno
para la integracion del proceso estocdstico (2.18), independiente del tamano de paso A,;.

Demostracion. Cada paso de la integracion es de la forma
1
Yiii =Y+ (a = Y1) A + oV Y;AW; + 102((AW1)2 —A)).
Podemos reescribirla de la siguiente manera explicita:

o Yitadi+ oV PAW 4 02 (AW’ — A N(Y)
i+ = (1+BA) - DY)
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Ahora, solo tenemos que comprobar que el numerador N(Y;) es positivo. Empleando el
Teorema 3.4.1 con a(z) = a y b(z) = ocz'/2, obtenemos

7

1
N(Y) = Yi+ als + oY AW, + 20* (AW — A)

1
=Y, + (a - 102) A; + g(AW;)
>y, L2} Ar+ min g(AW)
> Y+ OZ—ZU 7 mlréle %
1
L,
:Y;‘F Oé—ZO' AZ—Y;
L A; >0
= o — —0 7 9
4
ya que sabemos que o > 02 O
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Capitulo 4

Experimentos numeéricos

En este ultimo capitulo, exploraremos diversos experimentos numéricos que se han
llevado a cabo para comparar los esquemas presentados en el capitulo 3. Para ello, en
la seccién 4.1 detallaremos los experimentos realizados con el modelo de Malthus; en la
seccion 4.2, los realizados con el modelo logistico; y, por ultimo, en la seccién 4.3 los
realizados con el modelo CIR.

4.1. Simulaciones con el Modelo de Malthus

El objetivo de esta seccién es comparar los esquemas de EM, EM adaptado, Milstein
explicito, Taylor de orden débil 2.0 y Taylor de orden fuerte 1.5. Para ello, se han realizado
diferentes simulaciones con la EDE del modelo de Malthus (2.3).

En primer lugar, como conocemos la solucién exacta (2.4) de dicha EDE, hemos dibu-
jado una trayectoria exacta junto a una aproximada mediante los métodos mencionados
anteriormente, utilizando en todas el mismo incremento de Wiener. El objetivo de esto
es poder hacernos una idea de qué método nos da la mejor aproximacion, pero tenemos
que tener en cuenta que es solo una ilustraciéon y no una comparacién de la que puedan
extraerse conclusiones.

Para esta simulacién, hemos escogido r = 0,5, « = 1,5, 0 <t < 1, Ny = 1 y el ta-
mano de paso A = 1/256. En la figura (4.1), tenemos una trayectoria exacta, junto a
una aproximada mediante el esquema de Euler-Maruyama; en la figura (4.2), la exacta,
junto a una aproximada mediante el esquema de Euler-Maruyama adaptado; en la figura
(4.3), la exacta, junto a una aproximada mediante el esquema de Milstein; en la figura
(4.4), la exacta, junto a una aproximada mediante el esquema de Taylor de orden débil
2.0; en la figura (4.5), la exacta, junto a una aproximada mediante el esquema de Taylor
de orden fuerte 1.5; y finalmente, en la figura (4.6), tenemos la exacta junto a todas las
aproximadas por cada método.
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N(t)

20

— Solucién exacta

1.0 — EM

05

Figura 4.1: Modelo Malthus, una trayectoria exacta junto a la de Euler-Maruyama.

N(t)

20F
151
— Solucién exacta
1.0 — EM adaptado
0.5
. . ! ! N

Figura 4.2: Modelo Malthus, una trayectoria exacta junto a la de Euler-Maruyama adap-
tado.
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20}
15}
— Solucién exacta
1.0 — Taylor orden débil 2
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Figura 4.4: Modelo Malthus, una trayectoria exacta junto a la de Taylor de orden débil
2.0.
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— Solucién exacta

1.0 —— Taylor orden fuerte 1.5

051

L I L L Lt
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.5: Modelo Malthus, una trayectoria exacta junto a la de Taylor de orden fuerte
1.5.

— Taylor orden débil 2
—— Taylor orden fuerte 1.5
Milstein explicito
— EM adaptado
EM

— Solucién exacta

. . L . Lt
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.6: Modelo Malthus, todas las trayectorias juntas.

Como podemos observar en las graficas, aproximan peor la trayectoria exacta los es-
quemas de EM y EM adaptado. Al contrario, los que mejor aproximan son los esquemas de
Milstein y los de Taylor. Esto cabe esperar, ya que sabemos que los esquemas que tienen
mayor orden de convergencia (Milstein y los de Taylor) nos dan mejores aproximaciones.
Ademas, en este caso el esquema de EM y EM adaptado nos dan la misma trayectoria;
esto se debe a que la trayectoria no llega a tocar valores negativos.

Una vez hecho esto, es hora de analizar la precisién de los métodos, calculando los errores.
Vamos a calcular primero los errores débiles de cada método y después los errores fuertes.
Calcularemos los errores débiles para los esquemas de EM, EM adaptado, Milstein y el
de Taylor de orden débil 2.0. Y los errores fuertes para los mismos esquemas, pero en vez
de Taylor de orden débil 2.0, utilizaremos la de Taylor de orden fuerte 1.5.

Para calcular los errores débiles, hemos simulado 1000 trayectorias para cada método;
se ha hallado la media de los mil valores obtenidos en el instante final y, por 1ltimo, se ha
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obtenido el error débil restando a este valor medio obtenido el valor medio exacto (2.7).
El experimento se ha repetido para los tamaifios de paso A = 1/2% k = 3,4,5,6,7, con
r=0,5, « =0,15, 0 <t <1y Ny = 1. En el cuadro (4.1), podemos ver los errores débiles
obtenidos en una simulaciéon para cada método y para cada tamano de paso. Y, en la

imagen (4.7), presentamos la grafica de los errores para poder visualizarlos mejor.

‘ k ‘ A ‘ EM ‘ Milstein ‘ EM adaptado ‘ Taylor 2.0 ‘
3 0.125 0.0360933 | 0.0360995 0.0360933 0.0129489
4| 0.0625 0.0188939 | 0.0188181 0.0188939 0.00662631
51 0.03125 | 0.00707747 | 0.00702695 0.00707747 0.000728714
6 | 0.015625 | 0.00364595 | 0.00366367 0.00364595 0.000480546
7 1 0.0078125 | 0.00282098 | 0.00284513 0.00282098 0.00125199

Cuadro 4.1: Errores débiles para cada método y cada paso de tiempo en el modelo de
Malthus.

Error débil
0.010 -

—— EM
0.005 - —=— Milstein

EM adaptado

—— Taylor 2.0

0.001 +
5.x1074 |
Delta

1 1 1 1
0.01 0.02 0.05 0.10

Figura 4.7: Grafica de errores débiles del modelo de Malthus.

Vamos a proceder a comentar los errores débiles obtenidos. Los errores tienden a dis-
minuir a medida que disminuye A, lo cual es esperado, ya que los métodos generalmente
son mas precisos con pasos mas pequenos. El método de EM y EM adaptado nos dan
errores idénticos, es decir, la adaptacion realizada en el método de Euler-Maruyama no
afecta significativamente a la precision. En cuanto al esquema de Milstein, nos proporcio-
na errores ligeramente menores que el esquema de EM (y su versién adaptada). El método
de Taylor 2.0 es el que obtiene los errores mas pequenos, es decir, es el método que mejor
aproxima la solucién exacta.

En cuanto al orden de convergencia, podemos observar que los esquemas con orden débil

1.0, es decir, el método de EM, el método de EM adaptado y el método de Milstein, nos
proporcionan errores casi idénticos y mayores en comparacion con el esquema de Taylor
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de orden 2.0, que tiene un orden débil mayor, especificamente 2.0. Esto confirma que, a
mayor orden de convergencia, los métodos aproximan mejor la solucion.

A continuacién, se han calculado los errores fuertes de los esquemas. Para ello, hemos
realizado una simulacién calculando 1000 trayectorias para cada método y para la solu-
cion exacta, obteniendo un valor de cada trayectoria y un valor de la exacta en el instante
final. Después, se han restado tomando el valor absoluto, obteniendo asi el error de la
trayectoria. Para finalizar, se suman los 1000 errores y se halla su media, obteniendo asi
el error fuerte de cada método. El experimento se ha repetido para los tamanos de paso
A=1/2% k=23456,7 conr =05 a=150<t<1y Ny=1.En el cuadro (4.2),
podemos ver los errores fuertes obtenidos en una simulacién para cada método y para
cada tamano de paso. Y, en la imagen (4.8), presentamos la gréafica de los errores para
poder visualizarlos mejor.

k| A | EM | Milstein | EM adaptado | Taylor 1.5 |
3| 0125 |0.678714 | 0.150043 0.601749 0.111479
4| 00625 |0.479639 | 0.100328 0.466557 0.0642065
5| 0.03125 | 0.386194 | 0.0590686 0.385566 0.0393838
6 | 0.015625 | 0.344546 | 0.0366496 0.344546 0.0234505
71 0.0078125 | 0.175516 | 0.0173552 0.175516 0.0097446

Cuadro 4.2: Errores fuertes para cada método y cada paso de tiempo en el modelo de
Malthus.

Error fuerte
0500 /

—— EM
0.10} —=— Milstein

EM adaptado

0.05}

—— Taylor 1.5
0.01F

L ‘ L . ‘ R ——— ! Delta

0.01 0.02 0.05 0.10

Figura 4.8: Grafica de errores fuertes del modelo de Malthus.

Como podemos observar tanto en el cuadro como en la grafica, en todos los métodos
a medida que disminuye el tamafnio de paso A, disminuye a su vez el error. Ademas, se
puede apreciar que el método que mejor aproxima nuestra solucion es el de Taylor 1.5,
seguido por Milstein, luego el método Euler-Maruyama adaptado y, por ultimo, el método
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Euler-Maruyama. A partir de k = 6, se observa que los errores proporcionados por los
métodos Euler-Maruyama y Euler-Maruyama adaptado son iguales.

Cabe destacar que, en general, a mayor orden de convergencia, los esquemas aproximan
mejor. En este experimento, se observa este comportamiento: el esquema de Taylor 1.5,
que tiene el mayor orden de convergencia fuerte, proporciona las mejores aproximaciones.
Le sigue el esquema de Milstein (que es el siguiente con mayor orden de convergencia), y
luego los esquemas de Euler-Maruyama y Euler-Maruyama adaptado (que tienen el orden
de convergencia fuerte mas pequeno).

4.2. Simulaciones con el Modelo logistico

En esta seccién, hemos realizado los mismos experimentos numéricos que en la seccion
anterior, pero en este caso con el modelo logistico (2.11). Una vez més, como conocemos
la solucién exacta (2.14) del modelo, hemos dibujado una trayectoria exacta junto a una
aproximada mediante los métodos de EM, EM adaptado, Milstein explicito, Taylor de
orden débil 2.0 y Taylor de orden fuerte 1.5, utilizando en todas el mismo incremento de
Wiener.

Para estas simulaciones, hemos escogido r = 1,5, a = 0,5, K =50, 0<t <1, Ng=10y
el tamano de paso A = 1/256. En la figura (4.9), tenemos una trayectoria exacta, junto a
una aproximada mediante el esquema de Euler-Maruyama; en la figura (4.10), la exacta,
junto a una aproximada mediante el esquema de Euler-Maruyama adaptado; en la figura
(4.11), la exacta, junto a una aproximada mediante el esquema de Milstein; en la figura
(4.12), la exacta, junto a una aproximada mediante el esquema de Taylor de orden débil
2.0; en la figura (4.13), la exacta, junto a una aproximada mediante el esquema de Taylor
de orden fuerte 1.5; y finalmente, en la figura (4.14), tenemos la exacta junto a todas las
aproximadas por cada método.

N()
25

20 [
|

| — Solucién exacta

" /\/”N/ EM
o N M

A Al VA

PR DA A Ll e e e
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.9: Modelo logistico, una trayectoria exacta junto a la de Euler-Maruyama.
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Figura 4.10:
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Modelo logistico, una trayectoria exacta junto a la de Euler-Maruyama adap-

— Solucién exacta

Milstein

0.2

Figura 4.11: Modelo
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logistico, una trayectoria exacta junto a la de Milstein explicito.
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N()
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20 -

— Solucién exacta

—— Taylor orden débil 2.0

Figura 4.12: Modelo logistico, una trayectoria exacta junto a la de Taylor de orden débil
2.0.

N()
25

— Solucién exacta

—— Taylor orden fuerte 1.5

Figura 4.13: Modelo logistico, una trayectoria exacta junto a la de Taylor de orden fuerte
1.5.
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Figura 4.14: Modelo logistico, todas las trayectorias juntas.

Como podemos observar en las graficas, al igual que en el modelo de Malthus, los
que peor aproximan la trayectoria exacta son los esquemas de EM y EM adaptado. Y los
que mejor aproximan son los esquemas de Milstein y los de Taylor. Esto cabe esperar, ya
que sabemos que los esquemas que tienen mayor orden de convergencia (Milstein y los de
Taylor) nos dan mejores aproximaciones. Ademas, en este caso, al igual que con el modelo
de Malthus, el esquema de EM y EM adaptado nos dan la misma trayectoria; esto se debe
a que una vez mas la trayectoria no llega a tocar valores negativos.

Una vez hecho esto, hemos calculado los errores de los métodos de la misma manera
que en la seccién anterior. En este caso, para obtener los errores débiles también hemos
calculado 1000 trayectorias, y el valor medio exacto es (2.16). Se ha calculado el error
para los diferentes tamafios de paso A = 1/2%, k = 3,4,5,6,7, con r = 0,5, a = 0,15,
K =50<t<1y Ny=50.En el cuadro (4.3), podemos ver los errores débiles obtenidos
en una simulacién para cada método y para cada tamafno de paso, y en la figura (4.15),
la grafica de errores.

‘ k ‘ A ‘ EM ‘ Milstein ‘ EM adaptado ‘ Taylor 2.0 ‘
3 0.125 1.76769 | 1.76761 1.76769 1.0718
4 0.0625 0.744151 | 0.744816 0.744151 0.184541
51 0.03125 0.364 0.363658 0.364 0.0466856
6 | 0.015625 | 0.276217 | 0.276454 0.276217 0.0814412
7 10.0078125 | 0.191504 | 0.191748 0.191504 0.0965965

Cuadro 4.3: Errores débiles para cada método y cada paso de tiempo en el modelo logistico.
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Figura 4.15: Grafica de errores débiles del modelo logistico.

Tanto en el cuadro como en la grafica, podemos observar cémo en los métodos de
EM, EM adaptado y Milstein el error disminuye a medida que disminuye el tamano de
paso A. EM y EM adaptado producen los mismos errores y los errores de Milstein son
casi identicos a estos, con un poco de mejora. Se puede ver a simple vista que el método
Taylor 2.0 tiene un desempeno significativamente mejor en términos de errores débiles en
comparacion con los otros métodos. Una vez mas, podemos observar como los esquemas
con orden débil 1.0, es decir, EM, EM adaptado y Milstein, proporcionan errores casi

idénticos y mayores en comparacién con el esquema de Taylor 2.0, que tiene un orden
débil 2.0.

A continuacién, se han calculado los errores fuertes de los esquema de EM, EM adaptado,
Milstein y Taylor de orden fuerte 1.5, de la misma manera que en la seccién anterior. Se
ha calculado el error para los diferentes tamafios de paso A = 1/2%, k = 3,4,5,6,7, con
r=15 a=05 K =50,0<t<1y Ny=10. En el cuadro (4.4), podemos ver los
errores fuertes obtenidos en una simulacion para cada método y para cada tamano de
paso, y en la figura (4.16), la grafica de errores.

‘ k ‘ A ‘ EM ‘ Milstein ‘ EM adaptado ‘ Taylor 1.5 ‘
3 0.125 0.797129 | 0.337484 0.797129 0.450815
4| 0.0625 | 0.611325 | 0.179464 0.611325 0.229039
51 0.03125 | 0.476844 | 0.0895948 0.476844 0.122031
6 | 0.015625 | 0.32775 | 0.0433643 0.32775 0.0556541
7 10.0078125 | 0.226596 | 0.0223335 0.226596 0.0293134

Cuadro 4.4: Errores fuertes para cada método y cada paso de tiempo en el modelo logistico.
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Figura 4.16: Grafica de errores fuertes del modelo logistico.

En todos los métodos, a medida que disminuye A, el error fuerte disminuye. Podemos
observar que el esquema que mejor aproxima, cometiendo los errores mas pequenos, es el
de Milstein, seguido por el de Taylor 1.5, y por tltimo el de EM y su adaptacion. En este
caso, aunque el método de Milstein tiene un orden de convergencia fuerte menor que el
de Taylor 1.5, produce errores mas pequenos.

4.3. Simulaciones con el Modelo CIR

En esta dltima seccion, vamos a comparar los esquemas adaptados; entre ellos, el
esquema (3.9), el esquema (3.10) y el de Milstein implicito. Para ello, se han realizado
diferentes simulaciones con el modelo CIR (2.18).

En este caso, no conocemos la solucién exacta pero si la media de su solucién (2.20).
Por ello, hemos dibujado una trayectoria del valor medio de la soluciéon exacta junto a
una aproximada mediante los métodos mencionados, utilizando en todas el mismo incre-
mento de Wiener.

Para esta simulacién, hemos escogido o = 4,275, § = 0,5, ¢ = 0,365, 0 < ¢t < 1,
Xo =1y A =1/256. En la figura (4.17), tenemos la trayectoria del valor medio de la
solucién junto a una aproximada mediante el esquema de Milstein; en la figura (4.18), la
misma trayectoria del valor medio junto a una aproximada mediante el esquema (3.9); en
la figura (4.19), la misma trayectoria del valor medio junto a una aproximada mediante
el esquema (3.10); y finalmente, en la figura (4.20), todas juntas.
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Figura 4.17: Modelo CIR, una trayectoria del valor medio de la solucién junto a la de
Milstein implicito.
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0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.18: Modelo CIR, una trayectoria del valor medio de la solucién junto a la del

esquema (3.9).

X(t)

w
T

— valor medio de la solucién exacta
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Figura 4.19: Modelo CIR, una trayectoria del valor medio de la solucién junto a la del

esquema (3.10).
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Figura 4.20: Modelo CIR, todas las trayectorias juntas.

De estas imédgenes no podemos extraer informacién sobre qué esquema es el que mejor
aproxima nuestro modelo; por lo tanto, para analizar la precision de los métodos, hemos
calculado los errores débiles, como en las secciones anteriores. Para los errores débiles, se
han calculado 1000 trayectorias con cada método, y en este caso el valor medio exacto
es (2.20). Se ha calculado el error para los diferentes tamafios de paso A = 1/2% k =
3,3,5,6,7, para a = 4,275, f = 0,5, 0 = 0,365, 0 < t < 1y Xy = 1. En el cuadro
(4.5), podemos ver los errores obtenidos en una simulacién para cada método y para cada
tamano de paso. Ademads, esto se puede observar mejor visualmente en la figura (4.21).

| k | A | Milstein implicito | Esquema (3.9) | Esquema (3.10) |
3 0.125 0.0623185 0.0646518 0.0996778
4 0.0625 0.0291765 0.0311465 0.0517709
5| 0.03125 0.00714705 0.00805956 0.0334844
6 | 0.015625 0.00801597 0.00854294 0.0121828
7 1 0.0078125 0.00820993 0.00827967 0.00185003

Cuadro 4.5: Errores débiles para cada método y cada paso de tiempo en el modelo CIR.
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Figura 4.21: Gréfica de errores débiles del modelo CIR.

Como podemos observar tanto en el cuadro como en la grafica de errores, en los tres
métodos, a medida que disminuye el tamano de paso A, disminuye a su vez el error; lo
cual es un buen indicador de que los métodos estan convergiendo hacia la solucién verda-
dera del modelo CIR. Por otro lado, podemos decir que en general el esquema que mejor
aproxima es el de Milstein, después el esquema (3.9) y, por ultimo, el esquema (3.10).
Aunque cabe a aclarar que con A = 0,0078125 la mejor aproximacion se obtiene con el
esquema (3.10).

Por ultimo, como sabemos que a medida que el tiempo t avanza, X; no se aleja inde-
finidamente del limite de su esperanza, es decir, de % (2.21), queremos comprobar si los
esquemas cumplen con lo dicho. En primer lugar, si dibujamos la trayectoria del valor
medio escogiendo o = 4,275, 5 = 0,5, 0 = 0,365, 0 < t < 500, Xg =1y A =1/8, vemos

que efectivamente X; tiende a 5 =8.55, a medida que t — 0o, como se puede observar en
la figura (4.22).

X()

|

t

I10‘0‘ B ‘260‘ = ‘3(‘)0‘ - ‘4(‘)0‘ . K5(‘JO
Figura 4.22: Gréfica ilustrativa del limite de la esperanza de Xj.
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A continuacion, se ha llevado a cabo un experimento en el que se han calculado 1000
trayectorias utilizando el esquema de Milstein, el esquema (3.9) y el esquema (3.10). Pos-
teriormente, se ha calculado la media de estas trayectorias y se ha dibujado junto al
valor 8.55. El experimento se ha realizado con los tres esquemas utilizando los siguientes
pardmetros: o =4.275, f = 0,5, 0 = 0,365, 0 <t <100, Xo =1y A =1/8.

En la figura (4.23), se observa cuél es la media de 1000 trayectorias obtenidas mediante el
metodo de Milstein, y podemos ver como X; no se aleja del valor 8.55. Lo mismo ocurre
al realizar el experimento con el esquema (3.9) (véase la figura (4.24)), donde X; no se
aleja indefinidamente del valor 8.55. Por otro lado, cuando se realiza el experimento con
el esquema (3.10), podemos observar cémo la media de las trayectorias no oscila entre
este valor, sino que el valor queda por debajo de esta media (véase la figura (4.25)).

X(t)
8.65
8.60 |-
8.551

— Media 1000 trayectorias Milstein

8.50 — X(t)=8.55
845

8.40 -

835+

Figura 4.23: Grafica de la media de 1000 trayectorias de X;, mediante Milstein implicito.

8.55

Media 1000 trayectorias Esquema (3.9)
8.50
— X(t)=8.55

8.45 -

8.40 -

20 40 60 80 100

Figura 4.24: Grafica de la media de 1000 trayectorias de X;, mediante esquema (3.9).
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— Media 1000 trayectorias Esquema (3.10)

— X(t)=8.55

Figura 4.25: Gréfica de la media de 1000 trayectorias de X;, mediante esquema (3.10).

En resumen, podemos decir que el esquema que mejor aproximacion nos da es el de
Milstein, seguido por el esquema (3.9) y, finalmente, por el esquema (3.10).
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Capitulo 5

Conclusiones

El objetivo de este trabajo ha sido explorar diversos modelos estocasticos aplicados
a la dindmica de poblaciones y examinar distintos métodos para resolver estos modelos.
Para ello, ha sido fundamental incluir un capitulo de preliminares, en el que se profundiza
en las ecuaciones diferenciales estocasticas (EDE) para poder aplicarlo en la modelizacién
de poblaciones. La importancia de estos conceptos radica en su capacidad para incorporar
la variabilidad y aleatoriedad que caracterizan a los sistemas biolégicos.

Se han presentado y analizado las propiedades y comportamientos de tres modelos es-
pecificos: el modelo de Malthus, el modelo logistico y el modelo CIR. Estos modelos
permiten una representacion mas realista de las dinamicas poblacionales comparando con
los modelos deterministas, al considerar factores como el ruido ambiental (clima, desastres
naturales, epidemias, etc.).

Ademas, dado que la resolucién de la mayoria de las EDE requiere métodos numéricos,
se examinaron varios esquemas, incluidos algunos adaptativos, esenciales en dinamica de
poblaciones para garantizar que los modelos produzcan resultados positivos.

Se realizaron diferentes experimentos aplicando los esquemas a los modelos estudiados, de
los cuales se pueden extraer varias conclusiones. En particular, se observo que los esquemas
con mayor orden de convergencia (débil y fuerte) proporcionan mejores aproximaciones
(tal y como se esperaba) y que, en la mayoria de las veces, los esquemas convergen mejor
a la solucién exacta a medida que se reduce el tamano de paso.

Por tltimo, quiero compartir brevemente mi experiencia en la realizacién de este Trabajo
Fin de Master (TFM) y plantear posibles trabajos futuros. Lo que més me ha interesado de
este proyecto ha sido la oportunidad de ampliar mis conocimientos en modelos estocasti-
cos. Antes de comenzar, tenia un conocimiento limitado sobre el célculo estocéstico y las
ecuaciones diferenciales estocasticas, pero este trabajo me ha permitido profundizar en
estos temas y comprender su aplicacion en la dinamica de poblaciones. Ademads, gracias
a las simulaciones realizadas en el software Mathematica, he mejorado mis habilidades en
la programacion de métodos numéricos.

En cuanto a trabajos futuros, se podrian explorar varias direcciones para profundizar
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en el estudio de modelos estocasticos y su aplicaciéon en la dinamica de poblaciones. Entre
ellos, estaria realizar simulaciones adicionales para comparar la dinamica de los diferentes
modelos estocasticos estudiados, como el modelo de Malthus, el modelo logistico y el mo-
delo CIR, con el fin de identificar las condiciones bajo las cuales cada modelo proporciona
las predicciones mas precisas y utiles. Ademas, seria interesante investigar como diferen-
tes factores externos, como el cambio climatico, la introduccién de especies invasoras o
la intervencion humana, afectan a las dinamicas poblacionales. Esto podria involucrar la
creacion de escenarios de simulacion especificos para evaluar la resiliencia de las pobla-
ciones bajo diversas condiciones ambientales y antropogénicas.
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