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Introduccion

La Ecuacién del Medio Poroso (EMP) es una ecuacion diferencial parcial no lineal que
modela procesos de difusion en medios porosos. En este trabajo nos centramos en una
dimensién espacial (1 — d) con un término de absorcién, siendo el problema de Cauchy
asociado:

u = (u")ze —uP en R x (0,00) (1)

u(z,0) =up(x) en R (2)

donde m > 1, p > 1, u(x,t) es una funcién escalar que en el instante inicial satisface
u(z,0) = up(z), siendo ug(x) un dato continuo, no negativo, de soporte compacto y aco-
tado. Asumiremos sin pérdida de generalidad que uy(z) > 0 en el dominio de positividad
y x = 0 esta incluido en el ya que una traslacién espacial y temporal nos llevan a tener
estas hipotesis adicionales.

La motivacién de incluir el término de absorcién es que la EDP de difusion pura
(uy = (u™)4) olvida efectos de gravedad, conveccién, disipacién... En particular, si tene-
mos en cuenta un efecto de absorcion con densidad volumétrica u?, obtenemos el modelo
de estudio en este trabajo. Esta ecuacién aparece en muchas situaciones, siendo una de
ellas la propagacion del calor en gases ionizados a altas temperatura, en este caso (1)
describe procesos de propagacion térmica con absorcion. Entonces u representa la tempe-
ratura, (u™),, la difusién y el término —u? la absorcién de calor por el medio. Para mas
aplicaciones y usos de esta ecuacién consultar [25] y sus referencias.

Cuestiones relativas a la existencia de soluciones, unicidad, existencia de la frontera
libre, perdida de regularidad, etc, han sido estudiadas ampliamente por varios autores a
lo largo de la memoria de citarén las referencias mas signficativas.

El objetivo principal del trabajo es analizar como la introduccién de un término de
absorcion, modelizado por el término —u?, afecta al comportamiento asintético de las
soluciones, en particular, en las tasas de crecimiento y de la evoluciéon de la frontera libre.
En concreto, veremos cémo la importancia de este término depende del rango de valores
de m y p.

Nuestro estudio del comportamiento asintotico se apoya en tres pilares fundamentales:
la existencia de soluciones especiales de (1), el uso de solucién y ecuacién reescalada y la
obtencion de estimaciones a priori apropiadas de las soluciones, uno de los apartados mas
delicados de este estudio. Asumimos tambien en la memoria por su importancia objetivos



concretos relacionados con estos conceptos.

En particular, resaltaremos la importancia de las soluciones especiales, cada una em-
pleada en un contexto diferente. Mostraremos la importancia de las soluciones reescaladas
que nos ayudaran, eligiendo la tasa correcta, a deducir deducir los diferentes rangos de
parametros en los que debemos hacer nuestro estudio. Por ultimos, surgird de manera
natural en el estudio la necesidad de establecer las estimaciones que nos permitiran ob-
tener el comportamiento asintético de las soluciones, hayando sus tasas de decaimiento y
evolucion de la frontera libre.

Distintos autores han abordado el estudio del comportamiento asinético de las solu-
ciones en alguno de los rangos de pardmetros que presentamos, se puede consultar [25],
[8], [20]. El enfoque presentado permite dar una visién completa del problema, incluyendo
el estudio unificado del comportamiento de las soluciones para los distintos rangos de
parametros en estudio, incluido el de la ecuacion de difusién pura. Es importante mencio-
nar que en la primera parte del trabajo, aunque sigue fundamentalmente las referencias
[25] y [1], se ha realizado el andlisis completo en las secciones correspondientes a las so-
luciones especiales, la ecuacion reescalada y la construcion de familias de soluciones que
muestran la convergencia al perfil. Las aportaciones mas interesantes se encuentran en
el apartado correspondiente a las estimaciones a priori, especialmente en las subsolucio-
nes. Por ultimo destaca que el estudio del comportamiento en el rango de parametros
m < p < m + 2 no ha sido tratado hasta ahora por lo que las estimaciones a priori
obtenidas serian la base para una futura publicacién.

El resultado central de nuestro estudio queda reflejado en el siguiente teorema, donde
agrupamos el comportamiento asintético encontrado para los distintos rangos de m y p.

Teorema 0.0.1. Sea u(z,t) una solucién con soporte compacto y acotada de (1). Entonces
maz{u(z,t)} = O((1+)%) y 5,1 (t) = O((1+¢)?). Donde o y 3 toman diferentes valores
en funcién del rango de pardametros m y p.

» Caso sin absorciéon (EMP pura): a = _m;-i-l y B = m;ﬂ

. Casop<m+2;a:_m+rly5:m;+l

» Casom<p<m+2a=—-yp3=

. _ 1 _
. Casol<p<m.oc——ﬁy6—0

La memoria se organiza de la siguiente manera:

En el Capitulo 1, se aborda el estudio fisico de la EMP, comenzando con la presen-
tacion de las leyes en las que se sustenta: la ley de Darcy, la ley de conservacion de la
masa, la conservacién de la energia y la ecuacion de estado. Posteriormente, se detallara
el proceso de construccién de la EMP a partir de las leyes fundamentales presentadas pre-
viamente. Asi se establecen las bases fisicas que justifican el uso de la EMP para modelar
el comportamiento de los fluidos en medios porosos. La ley de Darcy es una ley empirica



que tiene gran importancia en la justificacion fisica de la EMP.

El Capitulo 2 se dedica al analisis matematico de la EMP, donde se introducen y es-
tudian varios tipos de soluciones especiales que permiten una comprension mas profunda
del comportamiento del problema. Entre estas soluciones se incluyen las soluciones esta-
cionarias, las obtenidas mediante el método de separacion de variables, las soluciones tipo
ondas viajeras y, de especial importancia, las soluciones autosemejantes. Estas soluciones
muestran propiedades clave de las soluciones de la ecuacion, como la aparicién de la fron-
tera libre y la velocidad de propagacion finita. Ademés, son una herramienta fundamental
en el estudio de la ecuacién, jugando un papel importante en la teoria de existencia y
unicidad y en el estudio del comportamiento asintético de las soluciones, etc.

El Capitulo 3 introduce la absorcién en el modelo modelizada mediante el término
—uP. La absorcién anade un término adicional que representa un sumidero, es decir, un
mecanismo por el cual la masa del fluido se pierde a medida que el sistema evoluciona.
Este fenémeno introduce nuevos comportamientos en las soluciones en comparacién con el
caso de difusion pura. En este capitulo, se construyen nuevas soluciones especificas para el
modelo con absorcion y se estudia cémo la absorcion influye en el comportamiento de las
soluciones, tanto en términos de su estructura como de su evolucion temporal. El uso de las
ecuaciones rescaladas y las soluciones autosmejenates de soporte compacto nos permitiran
establecer los exponenetes critico que determinan los distintos comportamientos asinéticos
y la obtencion de estimaciones a priori adecuadas que nos llevaran a describirlo, aportando
las tasas de decaimiento de las soluciones y la evolucién de la frontera libre en cada uno de
los casos.A medida que el término de absorcion se vuelve mas dominante, se analizan sus
efectos sobre la extincion del fluido y la modificacion de las propiedades de propagacion.
Veremos cémo a medida que decrece el exponente p que determina la absorcién del medio,
la importancia de este término aumenta progresivamente, llegando en el caso limite a un
nuevo fenémeno con el que cerramos el estudio: la extincién de las soluciones en tiempo
finito.



Capitulo 1

Estudio fisico de la Ecuacion del
Medio Poroso

En este apartado, presentaremos los fundamentos fisicos de la Ecuacién del Medio
Poroso (EMP), con el objetivo de entender cémo las leyes de conservacién y los modelos
de flujo en medios porosos se integran para describir el comportamiento de fluidos bajo
condiciones especificas. Este estudio es importante para comprender la teoria matematica
de la EMP. La EMP toma la siguiente expresion en tres dimensiones [23]:

up = A(u™) (1.1)

conm>1yu>0.

En primera instancia exploraremos las leyes fisicas que dan lugar a esta ecuacién y a
partir de ellas, la deduciremos.

Para describir la dindamica de los fluidos viscosos mas comunes, como los fluidos new-
tonianos, se utilizan la ley de Navier-Stokes, las leyes de conservacion de la masa y la
energia, y, cuando es necesario, la ecuacién de estado del fluido (si es compresible) [23].
Asi estas leyes nos permiten describir completamente el comportamiento de un fluido y
conocer su evolucién bajo condiciones iniciales y de contorno especificas.

En el caso de medios porosos, el comportamiento es mas complejo, ya que la ecua-
cién de Navier-Stokes no describe adecuadamente los fluidos en estos medios. Por ello,
introducimos la ley de Darcy, desarrollada empiricamente por Henri Darcy en 1856 tras
observar el movimiento de fluidos, principalmente agua, a través de medios porosos como
la arena. Darcy propuso una ley que incorpora la compresibilidad y la absorcién del me-
dio, aspectos que no incluyen las ecuaciones de Navier-Stokes.

Utilizando la Ley de Darcy, junto con otras leyes de conservacion, formularemos la
ecuacion del medio poroso que describe el comportamiento de fluidos en estos entornos.



1.1. Fundamentos fisicos de la EMP

El estudio del flujo de fluidos a través de medios porosos requiere la integracion de
diversas ecuaciones que describen el comportamiento macroscopico de liquidos y gases.
En la fisica de fluidos, tratamos a los fluidos como medios continuos y, en caso de ser
homogéneos (con composicién constante), su estado puede definirse completamente al co-
nocer su velocidad, densidad y presién [9]. Para describir este comportamiento, utilizamos
tres ecuaciones fundamentales:

= Ley de Darcy.
= Ley de conservacién de la masa.

» Ecuacion de estado.

Estas ecuaciones constituyen un sistema cerrado de tres ecuaciones con tres incognitas,
proporcionando asi una descripcién completa del comportamiento del fluido en medios po-
rOSO0S.

La combinacién de estas leyes nos permite formular la ecuacion del medio poroso,
pudiento asi ir estableciendo un marco tedrico donde poder estudiar la EMP.

1.1.1. Ley de Darcy

La Ley de Darcy es esencial para comprender la dindmica de los fluidos en medios
porosos, diferenciandose significativamente de las ecuaciones de Navier-Stokes. Estas lti-
mas son adecuadas para describir fluidos viscosos en contextos donde la porosidad no es
relevante. Junto a la ley de conservacion de la masa, la conservacion de la energia y con
una ecuacién de estado permiten describir el comportamiento de fluidos bajo condiciones
iniciales y de contorno especificas. Sin embargo, en medios porosos, aspectos como la geo-
metria del medio y la interaccion fluido-medio son importantes y no son adecuadamente
abordados por las ecuaciones de Navier-Stokes.

Henri Darcy formulé su ley en 1856, basandose en experimentos sobre el flujo de agua
a través de arena. Esta ley empirica establece una relacién lineal entre dos cantidades
fundamentales, la caida de presién p(z,t) y la velocidad u(z,t) del flujo en la frotera de
un medio poroso. La ley es particularmente aplicable a fluidos incompresibles como el
agua y se expresa matematicamente como:

k
u = —;V(p + pgz), (1.2)

donde u(z,t) representa la velocidad del fluido, p(z,t) es la presién, k es el coeficien-
te de permeabilidad del medio, i es la viscosidad dindmica del fluido, p es la densidad
(supuesta constante) del fluido, g es la aceleracion debida a la gravedad y la variable
z representa la coordenada vertical. Las cantidades p1 y k pueden ser variables, pero en
muchos casos podemos suponer un medio homogéneo y entonces ambas son constantes.
Todas estas cantidades son comunes en el estudio de los fluidos viscosos salvo el coeficiente



de permeabilidad (~area efectiva del poro) del medio k que es altamente variable depen-
diendo del medio en cuestion y su determinaciéon es complicada en el estudio practico de
los medios porosos.

Juntando las leyes complementarias (conservacion y estado) con condiciones iniciales y
de contorno con la ley de Darcy, podemos plantear los principales problemas de filtracion
en forma de sistemas cerrados de ecuaciones en derivadas parciales no lineales.

Podemos encontrar algunos ejemplos detallados de las aplicaciones de la ley de Darcy
en [23].

La mecanica de fluidos se basa en que el fluido es un medio continuo y las magnitudes
bésicas (presién, densidad, velocidad, etc) estan definidas como promedios del comporta-
miento del fluido en un volumen dado. En el caso de los medios porososo el volumen en el
que hacemos el promedio debe ser mayor, para que pueda albergar un ntimero suficiente
de poros y tenga sentido el nuevo promedio.

La ley de Darcy, respaldada por la evidencia experimental, reemplaza efectivamente a la
de Navier-Stokes en medios porosos bajo condiciones especificas, como en flujos con ba-
jo nimero de Reynolds donde los efectos de inercia son insignificantes frente a los viscosos.

1.1.2. Conservacion de la masa

La conservacién de masa, o la ecuaciéon de continuidad, es un principio fundamental en
la mecanica de fluidos que establece que la masa de un fluido debe permanecer constante
en un sistema cerrado. Esta ecuacién asegura que cualquier cambio en la densidad del
fluido dentro de un volumen establecido se debe compensar con un flujo correspondiente
de masa entrante o saliente. Matematicamente, se expresa como:

o
ot

donde p es la densidad del fluido, € € (0, 1) es la porosidad del medio y V representa
la velocidad del fluido.

+V - (pV) =0 (1.3)

La porosidad del medio €, es una magnitud media que se define como el cociente
entre el volumen ocupado por los poros y el volumen total. Es algo asi como el volumen
disponible para el paso del fluido en el medio. La porosidad depende del punto € = ¢(z) y
si el medio es compresible, depende también de ¢. En la primera aproximaciéon podemos
tomar € constante, pero esto no es realista en los medios que son altamente heterogéneos.

1.1.3. Ecuacion de estado

La ecuacién de estado es una relacion termodinamica fundamental que vincula las
variables de estado de un fluido, como la presién, la densidad y la temperatura. Esta
relacién es importante en el estudio de los fluidos en medios porosos, especialmente dado
que los cambios en la presion y la temperatura pueden influir significativamente en el



comportamiento del fluido. La ecuacién de estado proporciona un marco tedrico que nos
permite explicar estas relaciones entre variables.

En el caso de fluidos que se comportan como gases ideales, lo cual es una suposicién
comun en muchos modelos tedricos y practicos debido a su simplicidad, la ecuacién de
estado se expresa como:

p = pop” (1.4)

donde p representa la presion, p la densidad, py es un valor de presion de referencia,

y v es el indice adiabético. El indice adiabatico, ~, describe como la presion de un gas

cambia en respuesta a una compresién o expansion. En nuestro caso v > 1, con v = 1
para procesos isotermos y v > 1 para procesos adiabaticos.

Esta formulacion de la ecuaciéon de estado permite simplificar y resolver analiticamente
muchas situaciones de flujo de fluidos que serfan inmanejables con modelos mas comple-
jos. Por lo tanto, es frecuentemente utilizada en la deduccién de otras ecuaciones mas
complejas que describen el comportamiento de los fluidos.

Estas ecuaciones son la base para poder describir un fluido en el medio poroso y
llegar a la EMP [23], proporcionando asi la herramienta principal para poder entender su
comportamiento.

1.2. Deduccion de la Ecuacion del Medio Poroso

Como hemos introducido en el apartado anterior, la EMP nos va a permitir modelizar
el comportamiento de un fluido en un medio poroso. Este comportamiento se modela
macroscépicamente usando las variables densidad p, la presion p, y la velocidad V, que
son funciones del espacio x y del tiempo t. Las siguientes leyes presentadas anteriormente
relacionan estas cantidades:

1. Ley de Darcy, establece una relacién entre la velocidad del fluido y la presién
en la frontera de un medio poroso como hemos introducido anteriormente (1.2)
(despreciando la gravedad):

V = —EVp
o

2. Ley de conservacion de la masa, relaciona la densidad con la velocidad del fuido.
En mecéanica de fluidos tenemos la siguente ley de conservacion:

Op
L V.- (pV) =
et—l— (pV)=0

3. Ecuacién de Estado que vincula la presién con la densidad del fluido, para gases
ideales (fluido compresible) toma la forma:

P = pop’

7



Nuestra tarea ahora es combinar estas leyes para obtener la ecuacién del medio poroso.
Empezamos sustituyendo la ley de Darcy en la conservacién de la masa:

ap k
oo (o4

Calculando el gradiente de la ecuacién de estado, obtenemos:

Vp = V(pop") = poyp’ ' Vp

Sustituyendo en la conservaciéon de masa:

k
e% +V. (——poypp'Yle) =0
ot i

Simplificando y haciendo el cambio v = m — 1 obtenemos:

Op  kpo(m —1)

“ot wm

V. ( mpm_IVp) =0
Llegando asi finalmente a la ecuaciéon del medio poroso:

0 k -1

S VAR
ot wm

Si definimos ¢ = % y agrupamos términos podemos llegar a una forma maés

compacta de la ecuacion del medio poroso:

— Am 1.
5 = CAP (1.5)

Por simplicidad podemos considerar ¢ = 1 y a través de un cambio de escala en el
tiempo (t' = ct) recuperar nuestra ecuaciéon para cualquier otro valor de ¢, facilitando
asi la resolucién del problema para cualquier constante ¢ utilizando cambios de escala
similares. Esta normalizacion es util para simplificar el estudio y aplicacion de la EMP en
contextos diferentes.

De esta manera, hemos deducido la ecuacién del medio poroso a partir de las leyes
fundamentales que rigen el comportamiento de los fluidos en medios porosos.

A pesar de haber deducido la ecuacion del medio poroso considerando el flujo de un
fluido compresible en un medio poroso, las aplicaciones de esta ley no se quedan ahi. Por
ejemplo, del estudio de filtraciones en suelos, derivamos la ecuacién de Boussinesq, que
es un caso particular de la EMP con m = 2 [23]. Ademas, la ley de Darcy se aplica al
andlisis de flujos incompresibles en medios porosos, filtraciones en diques, transporte de
contaminantes, ... Por completitud, se puede consultar en [25] méds ejemplos.

La ley de Darcy es una ley experimental y por ello es aplicable bajo unas condiciones
especificas. En particular a fluidos con bajo niimero de Reynolds , donde los efectos
de inercia son despreciables en comparacion con los efectos viscosos.



Capitulo 2

Estudio matematico de la EMP

En este capitulo, nos dedicaremos al estudio matemético de la EMP (1.1) conm > 1y
nos centraremos en el estudio de soluciones no negativas u(x,t) > 0. Ademds, tomaremos
el caso mas simple donde trabajaremos tinicamente con una dimensién espacial N = 1, la
solucién que estaremos buscando es u(z,t) que es la densidad del fluido en cada instante
espacio-temporal. Bajo estas condiciones la ecuacién del medio poroso es:

wp = (U™) g (2.1)

que es una EDP parabdlica no lineal que modela efectos de difusion. El problema de
Cauchy asociado a (2.1) es:

up = (u™)z en R x (0, 00) (2.2)

u(z,0) = ug(x),en R (2.3)

Esta ecuacion degenera en u = 0. Esto conlleva a la aparacién de una frontera libre y a
la pérdida de regularidad de las soluciones en la misma, por lo que no podremos encotrar
soluciones clasicas. Esto nos lleva a la necesidad de buscar un nuevo tipo de solucion: las
conocidas como soluciones débiles.

Para apreciar de manera clara esta pérdida de regularidad en u = 0 podemos operar
las derivadas espaciales en (2.2)

y desarrollando la derivada
uy =m(m — 1) (ux)2 w2 4 maugu™ ! (2.4)

Expresada de este modo se observa claramente que la ecuacién (2.2) degenera, perdiendo
su cardcter parabolico cuando u(x,t) = 0.

Por lo tanto, no podemos encontrar soluciones clasicas y es necesario introducir otro
tipo de soluciones, las soluciones generalizadas. La existencia y unicidad de las soluciones
generalizadas de la ecuacién (2.2), ha sido demostrada en [2] y [22]. Ademés, las soluciones



presentan soporte compacto [11], por lo que aparece una frontera libre que delimita la re-
gién donde la solucién es positiva ha sido estudiada en [17]. El comportamiento asintético
de las soluciones y sus interfaces ha sido caracterizado en [4] y [19], donde se muestra
que, en tiempos largos, la soluciéon converge hacia soluciones autosemejantes. El estudio
de la regularidad de las soluciones y de la frontera libre ha sido tratado en [6] y [17], des-
tacando que en estas zonas la ecuacion degenera, lo que afecta la regularidad de la solucién.

Tal y como mencionamos en la introduccién, uno de los objetivos del trabajo es mostrar

la importancia de la soluciones especiales. En este apartado incluimos las correspondientes
a la EMP de difusién pura.

= Soluciones estacionarias: son funciones de una sola variable que no varian en el
tiempo u(z,t) = u(z).

» Soluciones en variables separadas: u(z,t) = X (x)7T'(t).
» Soluciones del tipo ondas viajeras: u(z,t) = f(z —ct), teR.
» Soluciones autosemejantes: u(z,t) = (1 +t)~°f(z(1+t)")

Estas soluciones juntos con algunas propiedades de la ecuacion y también con el princi-
pio de comparacién nos permitiran describir el comportamiento asintotico de las soluciones
de (2.2) en particular, daremos la tasa de decaimiento de la solucién como la tasa de evo-
lucién de la frontera libre.

2.1. Soluciones estacionarias

El primer tipo de soluciones que vamos a estudiar son las mas sencillas y son aquellas
que no cambian en el tiempo. Este tipo de soluciones reciben el nombre de soluciones
estacionarias. La ecuacién del medio poroso bajo la condiciéon u; = 0 resulta en:

Au™ =0 (2.5)

Estamos buscando una solucién de la forma u(z, t) = u(z) que solo depende de la variable
espacial. Para simplificar el problema podemos realizar el cambio de variable v = u™, de
modo que la ecuacién se transforma en la ecuacion de Laplace:

Av =0 (2.6)

Tras hacer este cambio buscamos soluciones armonicas de la ecuacion de Laplace y me-
diante el cambio inverso u = v'/™ obtenemos las soluciones estacionarias de (2.5). Existen
muchas soluciones que verifican esta ecuacién, pero en particular propongo una solucion
de la forma:

v(x) =ayry +agxs + ... +ayry +b (2.7)

donde aq,as,...,ay y b son constantes. Esta solucién cumple la ecuacién (2.6). Al estar
interesados en soluciones de (2.5) deshacemos el cambio u = v'/™ donde v es una funcién
armonica y obtenemos

w(z) = (a7 + asrs + ... + ayzy + b)Y™ (2.8)
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Esta expresién es la solucién buscada para (2.5). Sin embargo, para que esta solucién
tenga sentido, es necesario imponer condiciones sobre las constantes ay, as, ..., ay,b. Es-
pecificamente hay que asegurar que el radicando a;xy + asxs + ... + ayxry + b no sea
negativo para cualquier valor x dentro del dominio de interés. Esta restriccién es especial-
mente importante si m representa una fraccion con un denominador par, ya que en esos
casos, la funciéon de potencia no esta definida.

Para solventar este problema truncamos la solucion y mantenemos la parte positiva,
es decir, se toma como solucién armoénica:

v(x)y = (mr1 +agxe+. .. +anry +b)y = max{a1x; + asxs + ... + ayzy + 5,0} (2.9)

A partir de esta solucion arménica creamos la solucion de la ecuacion del medio poroso
u = v/ que es

u(x) = ((m121 + as@o + ... + anyzy + b)l/m)+ (2.10)
Asi, hemos encontrado de manera general una solucion estacionaria de nuestro problema.
Al estar interesados en el caso unidimiensional podemos particularizar a N = 1. Por tanto,
la solucion particular calculada anteriormente para el caso unidimensional es:

u(z) = ((ax+b)"™), (2.11)

Si buscamos soluciones en x € R, con u(0) = 0, obtenemos unas restricciones sobre las
constantes a y b.
a>0, b=0

con estas condiciones obtenemos una familia de soluciones estacionarias con la forma:

u(z) = (C’xl/m) (2.12)

+

donde C = a'/™ es una cantidad positiva.

— C=1732,m=2)

u(x)

Figura 2.1: Gréfica de la solucién u(z,t) = Cx'/™ param =2y a = 3.
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Estas soluciones son importantes en la teoria de existencia de soluciones globales de
datos iniciales no acotados [25].

2.2. Soluciones en variables separadas

En nuestra busqueda de soluciones vamos continuar con un método clésico y am-
pliamente conocido para resolver ecuaciones diferenciales parciales, que es el método de
separacién de variables.

Buscaremos soluciones de la forma u(x,t) = X (z)T'(t), donde X (x) es una funcién de-
pendiente unicamente del espacio y T'(t) del tiempo. Construiremos este tipo de soluciones
de la ecuacién del medio poroso unidimensional (2.2):

u(z,t) = X(x)T(t)
Sustituyendo las derivadas en (2.2), para la parte temporal obtenemos:
u = T X (x)

y para la espacial:
(u™)ae = (TX)™),, = T XL,

Juntando ambos térmios podemos deducir la relacién:
T, Xpo

A —A
™~ X

con A > 0.

Hemos llegado asi a una ecuacién para T'(t), el factor temporal, y otra para X (z), el
perfil espacial
T,+XT" =0 vy (2.13)

X7 4+ AX =0 (2.14)

Asi, hemos reducido el problema de resolver una EDP en resolver dos EDO para un A.
En el caso A = 0 recuperamos la EDO (2.5) ya resuelta en el apartado anterior, cuya
solucién estacionaria se presenta en (2.10). En el caso A > 0 nos encontramos con un
problema de autovalores cldsico asociado a la ecuacién (2.2) y son la base para estudiar el
problema de Dirichlet por lo que quedan fuera del alcance de este trabajo. Para el estudio
de las mismas se puede consultar [25] y [23]. Por tltimo el caso A < 0 proponemos una
solucién de variables separadas:
—1

u(z,t) = c(ty — t)m12° (2.15)

donde debemos encontrar los valores de 8 y ¢ para (2.15) sea solucién.
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Sustituyendo en (2.1) las derivadas temporales y espaciales, se obtiene la siguiente
expresion:

1(t0 —t) mig? = MmB(mB — 1) (tg — t) w1 g™
m J—

de donde igualando exponentes y coeficientes obtenemos los valores de ¢ y :

—1
m+1\m* 2
¢ (mm_1> A Py (2.16)
Para esa pareja de valores ¢ y f se satisfacen tanto la EDO (2.13) y la EDO (2.14), el A
buscado es: 5 .
N 2mim+1) (2.17)
(m —1)2

Asi, hemos obtenido una solucién a (2.2) que muestra un primer ejemplo de solucién
no global, ya que existe inicamente para t < t; y tiende a infinito a medida que ¢ se
aproxima a ese valor. Este tipo de soluciones se conocen como soluciones de blow-up ya
que explotan en un tiempo finito.

Este tipo de soluciones de blow-up se pueden utilizar junto al principio de comparacién
para probar que no existen soluciones globales en t para datos con crecimiento mayores
que O((z)™=-T1), se puede obtener mas informacién sobre este tipo de soluciones en [25].

2.3. Ondas viajeras

En este apartado vamos a plantear y estudiar un tipo de soluciones que tienen la forma
de una onda viajera, esto es una soluciéon que no cambia su forma al desplazarse en el
espacio.

Proponemos una solucién para (2.2) de tipo onda viajera con la forma:

u(z,t) = f(n) = fz —ct) (2.18)

con = x — ct, donde f es una funcién que depende de 7.

Para verificar que (2.18) es solucién de (2.2) sustituimos f(n) en (2.2) y tomamos
¢ > 0, de ese modo buscamos la EDO que ha de verificar f(n). Luego, calculando las
derivadas y sustituyendo obtenemos que el perfil f(n) ha de verificar:

(f™) +ef =0 (2.19)

Integrandola llegamos a:
(f™") +ef =K (2.20)

donde K es una constante de integracién. Buscando una solucion fisicamente realista de
(2.2), consideramos que la onda avanza hacia una regién 'vacia’ donde f(n) y f’(n) deben
tender a cero cuando 7 es grande. Esto nos lleva a imporner la condicion K = 0, asi
obtenemos:

mfm 4 ef =0 (2.21)
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operando en esta expresion e integrando llegamos facilmente a
mo
_ = K,—cn= — 2.22
—f o —cn = c(no —n) (2.22)

Aparentemente, parece que hemos tenido éxito al integrar esta ecuacién, pero si nos
detenemos a observar, el resultado anterior no cumple la condiciéon de contorno cuando
17 — 00, ya que no tiende a cero, sino que se hace negativa, lo cual fisicamente no tiene
sentido en (2.2).

Figura 2.2: f™~! vs n para distintos valores de m, con los valores g = 5y ¢ = 3.

En este punto podemos tomar dos caminos:

1. Truncar la solucion obtenida.

2. Tomar el enfoque de problema limite donde buscaremos resolver un problema similar
y haciendo el posterior paso al limite recuperar el problema original.

Incluimos aqui el camino 1. El camino 2 lo exponemos completo en los anexos. Entonces,
siguiendo el camino 1 buscamos la solucion u(x,t) y truncando (2.22).

Podemos calcular la expresion de u(z,t) a partir de f(n), para ello partimos de f
expresado en términos de 7 y despejamos f

m—1 m—1

fmt = max {

ctm =0} = ("l ) (2.23)

+
1

m—l:

Despejamos f elevando ambos términos a la potencia

1
m—1

m—1

m

f(n) = ( c(no — 77))

+
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Dado que u(z,t) = f(n) = f(x — ct) obtenemos:

1
m—1

c(no —z+ ct)) (2.24)

m—1

u(w, t) = <

que es la solucién de las ondas viajeras a (2.2).

1
Figura 2.3: Grafica de u(z,t) = ((ZLtc(no — z + ct)))_”:‘1 param=3conny=5yc=3
y para distintos instantes de tiempo.

Como vemos en la gréfica anterior nuestra solucién tiene una frontera s(t) claramente
determinada que aparecen cuando u(z,t) = 0, y esta frontera se va desplazando a medida
que avanza el tiempo.

Definiremos las fronteras libres que delimitan el soporte de la solucién en un instante
t > 0. Estas fronteras corresponden a las interfases de que acotan el soporte de u(x,t)
tanto por abajo como por arriba.

Denotaremos por s_(t) la frontera inferior, definida como:

s_(t) = inf{x : u(x,t) > 0}

es decir, s_(t) representa el valor mas pequeno de z para el cual la solucion es estricta-
mente positiva en el instante .

De manera similar definiremos la frontera superior como s, (t), dada por:
s4(t) = sup{x : u(z,t) > 0}

donde s, (t) indica el valor mas grande de x para el cual u(z,t) sigue siendo positivo.
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Si la condicién inicial es tal que ug(z) > 0 para todo z < s, entonces podemos asumir
que s_(t) = oo.

La frontera la encontramos imponiendo u(x,t) = 0 y asi obtenemos:

si(t) =mo+ct (2.25)

1
1
111

ulx,t)

Figura 2.4: Gréfica de W(x,t) y su frontera para varios instantes de tiempo.

Asi hemos encotrando en este tipo de soluciones lo que anticipamos en la introduccién
del estudio matematico, la frontera libre. En este punto por completitud podemos verificar
que se cumple la Ley de Darcy, que relaciona la velocidad de la frontera con el gradiente
de presion en ella. La ley de Darcy en una dimensién se puede escribir como:

s (t) = —vg(x, 1) (2.26)
donde v(z,t) es la presién y se calcula a partir de la expresion v = mum_l y obtenemos
v(x,t) = c(ny — x + ct).

Es inmediato comprobar que, se verifica la Ley de Darcy:
(s(t)+) =c=—v(z,t), (2.27)

Observamos nos encontramos en presencia de un fenémeno de propagacién a velocidad
finita y coexistencia de dos regiones: la ocupada por el fluido y la vacia, separadas por
una frontera libre sobre la cual la soluciéon no es regular.

En los anexos se incluye otro enfoque que permite resolver el problema mediante pro-
blemas aproximados que no degeneran y cuyas soluciones convergen a la solucién buscada.
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Este enfoque se utiliza en otros contextos en la teoria de existencia de soluciones.

Este tipo de soluciones interviene en la teoria de existencia de soluciones para datos no
acotados junto a las soluciones estacionarias (2.11) y a las soluciones de blow-up (2.15).

2.4. Soluciones autosemejantes. Solucién fundamen-
tal de Barenblatt

Las soluciones autosemejantes juegan un papel fundamental en este trabajo, ya que
nos permiten describir el comportamiento asintético del resto de las soluciones de la EMP.

Este tipo de soluciones se mantienen invariantes bajo ciertas transformaciones de es-
cala. Estas soluciones son ’semejantes a si mismas’ en el sentido de que al realizar un
cambio de escala, la forma de la soluciéon no cambia. El cambio de escala es del tipo:

con
W =ut®y 2’ =at™?

Los exponentes « y 3 son conocidos como exponenetes de semejanza y la funcién f es lo
que llamamos el perfil.

Aunque existen diversos pares de exponentes a y 3 que pueden proporcionar soluciones
validas, nos interesa buscar la solucion fundamental que garantiza la conservacion de la
masa. Aunque estas soluciones son conocidas [5] incluiremos aqui su construccién detalla-
da, empezamos tomando u autosemejante (al tener especial importancia estas soluciones,
las denotaremos con la letra propia W):

Wiz, t) =t f(n) (2.28)
con n = atP.
Luego sustituimos esta forma en (2.2) y obtenemos al desarrollar las derivadas:

to (—af(n) — Bnf =t 2P (f™(n)"

Para eliminar la dependencia temporal, podemos igualar los exponenetes en la expresion
anterior y asi obtenemos la relaciéon que han de verificar « y 5:

am—1)+28=1 (2.29)
Asi para el perfil f nos queda la ecuacion eliptica no lineal:

(f™)" +Bn(f) +af =0 (2.30)

que aun depende del paramétro libre (a 6 ().
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El valor de 8 puede ser fijado utilizando una ley de conservacién, usaremos la conser-
vacién de la masa.

d
— uda:—/utdx—/u’;;dx—/ ur'dS — 0
dt Jp B B oB

cuando r — oo, donde B = B,(0) es la bola de radio r. Particularizando a la solucién
autosemejante obtenemos:

/W(x,t)dx = /t_af(xt_ﬁ)dx = P / f(n)dn = K(t)
lo que implica necesariamente que o = f3.

La conservacion de la masa en nuestra soluciéon no ha impuesto la condicion de que
la tasa de decaimiento de la solucion y la tasa a la que evoluciona la frontera han de
ser iguales. Asi, la disminucién de la altura de la solucién es proporcional a la tasa de
expansion del soporte de la solucion.

Usando (2.29) obtenemos que los exponentes v y 5 han de tomar los valores:

1

N T

Una vez que conocemos los valores de a y [ volvemos a la ecuacién del perfil que
queda en funcion del parametro (:

(f™)"+Bnf' +Bf =0 (2.31)
que se puede integrar de manera sencilla y obtenemos:
(f") +8nf =K
Dado que queremos f — 0 cuando 17 — oo tomamos K = 0, e integrando llegamos a
fmfl —A_ 5(77217; 1>772

siendo A una constante de integacion.

Analizando la expresién matematica de f™~! observamos que es una pardbola inver-
tida. Como buscamos soluciones no negativas de nuestro problema, nos encontramos en
una situacion similar a la que nos encontramos en ondas viajeras, que solventaremos, al
igual que en dicho caso, truncando el perfil. Provocando la aparicién de la frontera libre de
las soluciones construidas a partir del perfil y la falta de regularidad de las mismas en ella.

Asi nuestro perfil queda definido como:
1 L1
f=maz{(A—bln*)=7,0} = (A~ bln|*) 7
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con
plm —1)

2m

Figura 2.5: Representacién del perfil f(n) para unos valores de A =1, m =3y g = 0,25.

Podemos obtener la solucién autosemejante W (z,t) a partir del perfil f(n) haciendo
uso de n = xt=%:
1
1 T
Wz, t) =t (A _ M:ﬂt—?ﬁ)

2m n

También podemos hacer uso de que 8 = « para simplificar la expresion y escribirla en
funcién de un unico parametro:

1

W(x,t)=1" (A - %ﬁw) " (2.32)

Aunque esta solucién toma diversos nombres en la literatura [25] nos referiremos a ella
como solucién de Barenblatt o simplemente Barenblatt [5]. Podemos obtener una familia
bi-paramétrica de soluciones mediante traslaciones espaciales y temporales como se vera
en la Seccion 2.5.

_1
m—1

m—_”(g; + X))t + K)‘%) (2.33)

Wiz + X, t+ K) = (t+ K)™ (A— il —
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Figura 2.6: Soluciéon de Barenblatt para los valores m =3, A=1,=a=025yt = 1.

Estas soluciones mantienen una masa constante en el tiempo como senalamos ante-
riormente:

MI/ de:/ f(n)dnzAmlﬁ/ (1 bs?)mds
0 0 0

de lo que se deduce la relacién entre A y la masa M

Ademas, se observa que la masa inicial se comporta como una delta de Dirac,

lir% W(z,t) = Mi(z)

de forma que nuestra solucion, describe la evolucién de una distribucién de masa M
concentrada inicialmente en un punto.
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—t=1
t=2
— t=5

— t=20

U(x, t)

Figura 2.7: Evolucion temporal de la solucién de Barenblatt para distintos instantes de
tiempo.

La grafica muestra la evolucion temporal de una solucién de Barenblatt en distintos
instantes de tiempo. Se observa claramente como la tasa a la que disminuye la solucion
es proporcional a la tasa a la que se expande el soporte (o = ). Este fenémeno ilustra la
difusion de la soluciéon como era de esperar. También podemos apreciar cémo la masa de
la solucion se mantiene constante en cada instante de tiempo.

Al igual que ocurria en ondas viajeras, en esta solucién de Barenblatt hemos encontra-
do otra vez la frontera libre, que se desplaza a una velocidad de propagacién finita como
se observa en la gréfica. Al conocer W (z,t) podemos obtener la expresién de la frontera
imponiendo la condicién W (z,t) = 0:

1 =
Wiz, t)=t" (A — M:JcQt—%) =
2m n

Asi, obtenemos la expresion de las fronteras:

2mA
Blm —1)

Por completitud al igual que hicimos en las ondas viajeras podemos comprobar si se
verifica la Ley de Darcy. La presion v en la frontera toma la forma

_ m —B(m—1) A— 5(77?, B 1) 2,—-283
v(x,t) e 1t — o x°t

si(t) ==+ tP

su derivada espacial evaluada en frontera es:

omA ? .
Vp(z,t) = = (ﬁ tm+1>
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y la derivada temporal de la frontera es:

2mA Y .
si(t)=p ﬁ tomt

y vemos que, efectivamente, se cumple la Ley de Darcy:

Sil: (t) = _Ux<x7 t)|fronte7"a

o x=s(t)

o x=-s()
U=0 u=0

4 U(x,t)>0

U(x,t)>0

-20 -10 0 10 20

Figura 2.9: Grafica de tres Barenblatt con distinta masa para distintos instantes de tiempo
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Las soluciones de Barenblatt van a tener especial importancia en este trabajo ya que
junto al principio de comparacion nos van a permitir describir el comportamiento asintoti-
co del resto de soluciénes.

2.5. Invarianzas de la PME

En esta seccion se van a presentar las invarianzas de la EMP, que nos seran ttiles a
la hora de estudiar el comportamiento asintético.

2.5.1. Traslacion temporal y espacial

Primero vamos a presentar las invariancias de la EMP bajo traslaciones temporales y
espaciales. Para la una traslacién temporal, definimos v(z, s) = u(x,s + T') y mostramos
que las derivadas vs y (v"™),, coinciden con u; y (u™).., respectivamente, comproban-
do asi que v satisface la ecuacion. Similarmente, para una traslacion espacial, definimos
w(y,t) = u(y + X,t) y verificamos que w; y (w™),, también satisfacen la ecuacién. Am-
bos resultados confirman la invariancia de la ecuacién bajo estas traslaciones. Se pueden
consultar de manera mas extendida las propiedades de la ecuacién en [25].

Estos grupos de transformaciones nos permiten obtener familias biparamétricas de
soluciones a partit de soluciones especiales construidas en el apartado anterior.

2.5.2. Invarianza de Escala

La ecuacion del medio poroso mantiene su forma bajo transformaciones de escala. Si
1

.z . m—1 .,
u(z,t) es una solucion, la funcién escalada w(x,t) = (ﬁ) u(px, gt) también lo es.
Esta invarianza permite generar familias de soluciones autosemejantes, como la solucion
1

de Barenblatt, que se expresa como Wz, t; M,p,q) = (ﬁ) m U(pz,qt; M), donde M

representa la masa total y U la solucién original. Estas soluciones preservan propiedades
como la conservacién de masa y soporte compacto [1]

2.6. Principio de comparacién

El principio de comparacion que utilizaremos es el siguiente:

Principio 2.1. Sean v(x,t) y va(x,t) dos soluciénes de la misma ecuacién, con va-
lores iniciales v1p(x,0) y voo(x,0) respectivamente. Si se cumple vy < v entonces
vi(,t) < vo(x,t) en todo el espacio R*=! x R.
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2.7. Comportamiento asintéotico de las soluciones de
la EMP de difusién pura

En esta seccion presentamos el estudio de la tasa de decaimiento de las soluciones y
de la evolucién de las fronteras libres. Aunque los resultados son conocidos, aportamos
una demostracion personal que es interesante pues es clara y ademas nos servira también
en el caso de absorcién.

Utilizaremos las soluciones autosemejantes de Barenblatt y el principio de compara-
cion.

Teorema 2.7.1. Sea u(z,t) una solucién con soporte compacto y acotada de (2.1). En-
1
tonces maz{u(z,t)} = O((1+t)" ™) y s,y (t) = O((1 + t)r}u)_

Demostracion. Dado un dato inicial u(x,t) = ug cualquiera, puedo tomar un Wiy un Wy
que son las soluciones (2.33) con K =1 con una masa tal que Wj(z,0) sea menor que g
y Wa(z,0) sea mayor que ug:

Wi(z,0) < up(x) < Wa(z,0)
Donde usando el principio de comparacion y estar las soluciones ordenadas obtenemos:
Wi(z,t) < u(z,t) < Wy(z,t)

De donde se concluye:

max{Wi(z,t)} < max{u(z,t)} < maz{Ws(x,t)} vy

514(t) < sus(t) < 524.(2)

(igual para la frontera izquierda: s;_, s,_, sa_). H

Asi podemos concluir que la tasa de decaimiento y la evoluciéon de la frontera de
cualquier solucién u(z,t) con dato acotado y de soporte compacto viene dada por el com-
portamiento de la solucién de Barenbaltt (2.32).

Por completitud, se hace referencia al articulo de J.L. Vazquez [24], donde se demues-
tra que en el limite cuando ¢ — oo, cualquier solucién de la EMP (2.1) con dato inicial
acotado y soporte compacto converge a una Barenblatt con masa fija. Nuestra prueba uti-
liza como hipdtesis que el centro de masa xg = 0, pero puede generalizarse sin dificultad,
utilizando las soluciones autosemejantes obtenidas mediantes traslaciones espaciales.

Distintos resultados sobre el comportamiento asintético de las soluciones, en los que
se muestra la convergencia a las soluciones de Barenblatt pueden encontrarse en [22] y en
el libro [25]
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En este sentido, esta solucion autosemejante esté caracterizada por dos parametros: la
masa total My y el centro de masa inicial . Esto implica que el perfil de cualquier solu-
cién u(x,t) se aproxima cada vez mds a una forma universal que depende solo de estos dos
parametros, independientemente de la forma exacta del dato inicial. El analisis muestra
que el maximo de la solucién decae con una tasa O(t_%ﬂ), mientras que las fronteras de
la solucién se expanden con una tasa O(tﬁ), reflejando asi el comportamiento asintético
controlado por las soluciones de Barenblatt.

Un contexto diferente en el que podemos apreciar este hecho, es el que se crea mediante
el concepto de solucion y ecuacion reescalada que presentaremos a continuacion. Ademéds
este enfoque nos sera muy ttil en el estudio de la EMP con absorcién en el siguiente
capitulo pues nos permitird establecer los rangos de pardmetros donde haremos nuestro
estudio del comportamiento asintotico en funcion de la importancia de la absorcion.

2.8. Soluciones reescaladas de la EMP y convergencias
al perfil

En este contexto, se introduce un cambio de escala en las variables originales, de modo
que la solucién autosemejante (2.33) pasa a ser un perfil estacionario f(n) de la nueva
EDP reescalada al que convergera cualquier otra solucién obtenida mediante el mismo
cambio.

Las soluciones reescaladas son aquellas en las que multiplicamos a una solucién u(z, t)
por una nueva escala, empezaremos introduciendo la funcién

O(n,7) = (1+t)%u(z,t) (2.34)
donde u(x,t) es una solucién de la EMP. Hemos elegido el cambio de escala o = mLH
ya que esperamos que el comportamiento asintotico de las soluciones estd regido por las

Barenblatt.

Definiendo las variables:
T=In(l+¢t), n=z(1+t)“

utilizando que
u(z,t) =0(n,7)(1+ 1)~

es solucién de (2.1) y calculando las derivadas espaciales y temporales necesarias obtene-
mos que #(n, 7) es solucién de la ecuacion reescalada

0. = (0"),, +0,na+ b (2.35)

Si comparamos con (2.31), observamos que tiene como soluciones estacionarias los perfiles
de Barenblatt (2.32) y como soluciones especiales todas las obtenidas mediante el reesca-
lado a partir de las soluciones autosemejantes trasladadas en z y en t.
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Recordamos que el perfil de Barenblatt (2.32) es:

Ulz,t)=t" <A — —B(T;L — 1)3:%25) "

m +
Utilizando las invarianzas de (2.1) presentadas (2.5) podemos crear familias de soluciones.

Traslacion temporal

Haciendo uso de una traslacién temporal en (2.32) obtenemos una familia de solucio-
nes:

Walx,t+ K) = (K +1t)"° (A - Oé(n;—nzl))ﬁ(l( + t)‘%‘) " (2.36)

con K € Z*. Asf hemos creado una familia de soluciones que denotamos como Wa(x,t).

Partiendo de esta familia vamos a construir una soluciéon para la nueva funcién de
variables reescaladas 6(n, 7) que definiremos como W3}

Wi, 7) =14+ t)*Wa(z,t+ K)
Escribiéndola en funcién de las variables n y 7 y simplificando llegamos a:

1

m—1

Wim,7) =1+ (K —-1)e ") (A — 04(7721—”;1)772(1 + (K — 1)6_7)_20‘>

donde podemos introducir K* = K + 1 y asi obtener una expresién mas compacta

1
1 1
Wil m) = (1+K*e ™)™ (A - %nm + K*eT)QO‘) (2.37)
En el caso K* = 0 obtenemos el perfil de Barenblatt. Para cualquier valor de K dis-
tinto de 1 lo que tenemos son perturbaciones del perfil que a medida que 7 crece tienden

al perfil original.
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k=-13 k=27
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Figura 2.10: Grafica que muestra la convergencia de este tipo de soluciones creadas a
partir de una Barenblatt trasladada en t al perfil de Barenblatt con una masa fija.

Independientemente de las condiciones iniciales el sistema evoluciona llegando a un
estado estable en el que el sistema converge hacia una distribucién de temperatura que
solo depende de n y coincide con el perfil de Barenblatt. Vemos como la solucién estacio-
naria se comporta como un atractor.

Cuando 7 — o0 la expresion resultante es:

Wi, ) = <A_ a(z—n:wn?)ml_l

que es precisamente el perfil de una Barenblatt con masa M = CAwm=12 con O =

fooo (1- —“(?Jl)SQ)ﬁds.

El resultado éptimo se recoge en [25] donde se demuestra esta convergencia al perfil
de Barenblatt, para llegar a ese resultado deberiamos de completar con una teoria de es-
tabilidad. Aqui se ha ilustrado como efectivamente estas soluciones reescaladas convergen
a ese perfil.

Traslacion espacial

Partiendo de (2.34) vamos a ilustrar la convergencia del perfil tras aplicar una tras-
lacién espacial. Haciendo uso de una traslacién espacial en (2.32) obtenemos una familia
de soluciones:

1

am =Dy xpay t)_2°‘> "

Walex + X, t)=(1+1¢)~¢ (A— 5
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Realizando célculos similares a los del apartado anterior llegamos a:

1

m—1

M(n + Xe_m)2) (2.38)

) - (a2

o
R
S5

T
—— Barenblatt

Wiln, 7)

Figura 2.11: Grafica en la que aprecia la convergencia de este tipo de soluciones creadas
a partir de una Barenblatt trasladada en x al perfil de Barenblatt con una masa fija.

Cuando 7 — 00, €77 — 0, y la solucién converge al perfil de Barenblatt:

o) (4~ 22y

2m

Familia biparametrica

Por completitud, podemos agrupar los resultados de la traslacion espacial y temporal
en una familia de soluciénes biparamétrica. Asi consideramos:

1

A=y X K)‘Q") m

Walz+ X, t+ K)=(t+K)™“ (A— a

2m

Reescalamos esta solucidn:
O(n,7) = (14+t)*Wa(z + X,t + K)

Usando las variables reescaladas n y 7 y simplificando obtenemos:

e e <A B a(ﬂ;n; : (77 (e"‘ + (jf:' — 1)))‘“ e é — 1))")2> -
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Wi, 1)

Figura 2.12: Solucién reescalada creada a partir de una familia de soluciones trasladadas
en x y en t para distintos instante de tiempo 7

A tiempos largos 7 — oo:

et =1y (1 (Ggey) EraeTy)

Asi cuando 7 — 0o obtenemos:

o) (4~ 22y

2m

Esto ilustra que las soluciones reescaladas convergen a un perfil de Barenblatt con masa
fija.

En realidad, los resultados de comortamiento asintotico en JLV, permiten concluir que
en estas variables reescaladas cualquier solucién converge a un perfil de Barenblatt.
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Capitulo 3

EMP con absorcion

En este capitulo, vamos a estudiar el problema principal el trabajo (1). Como recor-
datorio se vuelve a escribir a continuacion:

uy = Au™ — uP en R" x (0, 00) (3.1)

u(z,0) = up(x),en R" (3.2)

La ecuacién de estudio en una dimension es:
u = (u")ge — uP,en R (3.3)

Recordamos que la motivacion para de incluir un término de absorcion en la ecuaciéon
del medio poroso es ampliar el rango de uso de la EMP y asi poder modelar situaciones
donde nos encontremos pérdidas de nuestro fluido (sumideros).

La existencia, unicidad y propiedades de las soluciones generalizadas de (3.3) se puede
consultar en [12], [14] y [16]. El comportamiento asintético de las soluciones y sus interfa-
ces ha sido estudiado para diferentes valores del exponente de absorcién p (principalmente
cuando p > 1) y se puede consultar en [3], [15] y [16]. El estudio de la regularidad de las
soluciones y la frontera se puede encontrar en [18] y en [21].

Para entender la influencia del nuevo término de absorciéon seguiremos un plantea-
miento similar al capitulo anterior, presentaremos algunas soluciones especiales que seréan
utiles en el desarrollo de la teorfa. En particular demostraremos que hay varios rangos
donde el comportamiento de las soluciones es diferente. Esos rangos son 1 < p < m,
m<p<m+2yp>m+2

Posteriormente, la obtencién de las ecuaciones reescaladas nos permitira establecer los
diferentes rangos de parametros m y p. Por tltimo, la obtencion de estimaciones a priori,
nos llevara a establecer el efecto de la absorcion en las soluciones para tiempos largos en
cada uno de los regimenes encontrados, dando en particular las tasas de decaimiento de
las soluciones y de las fronteras libres en cada caso, lo que nos permitird comparar con
los resultados obtenidos en el caso de difusion pura.

30



Los resultados obtenidos se pueden extender de manera sencilla al caso /N-dimensional
debido a que las técnicas empleadas son validas también en dicho contexto.

3.1. Familia de soluciones planas

Empezamos buscando soluciones homogéneas de la forma wu(z,t) = U(t) por lo que
proponemos:

Ut) = c*(k +1t)° (3.4)

Calculando las derivadas de U(t) y operando, se llega facilmente a que ¢* y « han de
tomar los siguientes valores para que (3.4) sea solucidn:

| . 1 \#T
= — — p—1 — —_—
Q ] y =« p—

Este anélisis proporciona una solucién especial U(t) que satisface (3.3) y queda de la
forma:

U(t) = c*(k + ) (3.5)

El comportamiento de esta solucién depende del parametro p que representa la absor-
cién en el sistema, se observa que a medida que el parametro p aumenta el efecto de la
absorcién disminuye. Independientemente del valor de p la solucién siempre decrece con
el tiempo, cosa que no ocurre en la de difusién pura que se mantiene constante.

Tendra importancia en el estudio del comportamiento asintético y unicidad de las
soluciones [13] y proporcionara la tasa de decaimiento en los rangos de pardmetros en los
que la absorcién comienza a tener importancia frente a la difusion.

3.2. Familias de soluciones estacionarias

Al igual que en el caso de difusion pura, procedemos a buscar soluciones estacionarias
de (3.3), para ello se propone una solucién similar a la encontrada en el caso sin absorcion:

u(z,t) =U(x) = cx” (3.6)

Para hallar los valores que han de tomar ¢ y 7 para que (3.6) sea solucién, calculamos
las derivadas e igualando exponentes y coeficientes encontramos las relaciones que han de
verificar ¢ y v:

1

= (mfmy — )77 = (2 (BELTT 2

m-—-p\m-—p m-—p

Hemos encontrado un conjunto de valores de v y ¢ que verifican que (3.6) sea solucién
de (3.3) con la tnica condicién de que p # m.
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La soluciéon entonces es:

U(z) = (m”f‘p (Zﬁfi)) o (37)

El comportamiento de (3.8) varia en funcién del rango de pardmetros en el que
nos encontremos. Cuando p = m encontramos que la solucién es de tipo exponencial

Uz) = O(Ae™ ).

Usando las propiedades de la ecuacién, podemos realizar una traslacion espacial y asi
construir una familia de soluciones

U(a:+X):< 2m (m”)p_lm) ( + X)75 (3.8)

m—p\m-—p

Estas soluciones juegan un papel importante en la teoria de existencia para datos no
acotados y unicidad de soluciones globales, estos temas se pueden consultar en [13].

3.3. Soluciones autosemejantes con soporte compac-
to

En este apartado, exploramos las soluciones autosemejantes del problema de Cauchy
(3.1)-(3.2) basandonos en el trabajo de Peletier [20]. Este estudio presenta las condiciones
bajo las cuales existen o no soluciones autosemejantes en este rango de parametros para
una pareja p y m.

En el articulo se muestra que si m > 1 entonces (3.1)-(3.2) admite inicamente una
solucion autosemejante no negativa y distinta de la trivial de soporte compacto en el rango
de parametros:

m<p<m-+?2

Una solucién autosemejante es de la forma:
Wiz, t)=14+t)"f(n) con n=x(l+t)"7" (3.9)

Al calcular las derivadas y sustituir en (3.1) encontramos que para que (3.9) sea
solucién de (3.1) los parametros o y 5 han de tomar los valores:

N 1 3 p—m
= —_— y - —————
p—1 2(p—1)
y el perfil ha de verificar la EDO:
(f™)"+Bnf' +af = fF=0 (3.10)

En [20] los autores enuncian el siguiente resultado que nos garantiza la existencia de
soluciones autosemejantes en el rango de pardametros m < p < m + 2:
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Teorema 3.3.1. Suponiendo que m > 1, f(0) =0y m < p < m+ 2. Existe una solucién
f no negativa a (3.10) de soporte compacto.

Ademas, prueban que dicha solucién es simétrica, decreciente para n > 0 y no negativa
obteniendo que no es una solucién en sentido clasico ya que cuando f(rn) = 0, perdemos
la regularidad y nos lleva a expandir nuestro concepto de solucion.

>0 para —1no <1 <1,
f(n) =
=0 para en el resto.

Esto nos lleva a la apariciéon de una frontera libre al igual que en el caso de las Baren-
blatt.

s(t) = no(1+1t)° (3.11)

En una seccién posterior se estudiaran con mas detalle este tipo de soluciones autoseme-
jantes en el rango m < p < m + 2 y se presentara una aproximacién numérica utilizando
el método de Shooting que sera la responsable de describir el comportamiento asintético
de las soluciones en este rango de parametros.

Estas soluciones autosemejantes, en general, como ya hemos visto en la EMP, son
importantes al describir el comportamiento asintético de las soluciones. Esto nos lleva
a preguntarnos qué ocurre para el rango de valores de p y m en los que no existen. En
las siguientes secciones buscamos dar respuesta a estas preguntas y daremos estimadores
sobre el comportamiento asintético en un rango de parametros diferentes.

3.4. Relevancia de la absorcién en el comportamiento
asintético de las soluciones.

A lo largo de la seccién, determinaremos los rangos de pardametros m y p en los que
las soluciones tendran distintos comportamientos en funcion de la importancia de la ab-
sorcién, y deduciremos el comportamiento asintético en cada uno de los casos.

Comenzaremos el estudio en el rango de parametros en los que predomina el término
de difusién frente al de absorcion y para tiempos largos es la EMP de difusién pura la
que rige el comportamiento de las soluciones, fenémeno conocido como ”simplificacion
asintética”. En este caso, el comportamiento de las soluciones vendra determinado por
las soluciones autosemejantes de la EMP de difusiéon pura, que reciben el nombre de ’so-
luciones autosemejantes aproximadas’ de la ecuacion.

Continuaremos estudiando el rango en el que la absorcién empieza a tener mas im-

portancia frente a la difusion y aparecen las soluciones autosemejantes que nos daran el
comportamiento asintético.
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Por 1ltimo, la absorciéon sera todavia mas importante y nos encontraremos el fenémeno
de localizacion.

3.4.1. Simplificacién asintética I: p > m + 2

Para comprender y confirmar cuél es el rango de pardametros en los que el término de
difusion rige el comportamiento asintotico de las soluciones, podemos reescalar la ecuacion
y las soluciones utilizando el cambio de escala asociado a la EMP de difusiéon pura que
introducimos en 2.8. Asf introducimos el cambio:

O(n,7) = (1+1t)u(z,t)

con las nuevas variables

1
r=Ih(l+t), n=20+7 v=_——r
sugerido por las soluciones autosemejantes de la ecuacién de difusién pura. Donde u(x,t)
es solucién de (3.1).

Buscamos la ecuacion para el perfil 6. Para ello calculamos las derivadas necesarias en
funcién de las nuevas variables y sustituimos en (3.1), simplificando llegamos a la ecuacién
para el perfil:

—(p—m—2)
0, = (0™ + Oy +~0 — e w76 (3.12)
Podemos apreciar, supuestas las estimaciones necesarias en #, como en este regimen

el término de absorcion —e™ m+1  "6P es despreciable frente al resto de términos de la

ecuacion (3.12) para tiempos grandes con 6 acotada. Esto es asi pues cuando p > m + 2
el exponente de (3.12) es siempre negativo y la exponencial decreciente.

—(p—m—2)
e mti PP - (0 cuando T — o0

quedando la misma ecuacion del perfil que la encontrada en el caso de difusién pura

0, = (0")ny + Oy + 0

Entonces en este caso es de esperar que el comportamiento asintético de las soluciones
de la EMP con absorcién (3.1) venga dado por la EMP de difusién pura (2.2). Esto se
conoce como simplificacion asintética. Las soluciones de Barenblatt son las responsables
de describir el comportamiento asintético de las soluciones de (3.1) en este rango de
parametros.

Estimaciones a priori

En este apartado buscamos establecer las estimaciones a priori que nos permitiran
deducir el comportamiento asintotico en el caso p > m + 2 para ello necesitamos enunciar
un teorema similar al utilizado para la EMP de difusién pura. En particular, analizaremos
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las tasas de decaimiento de las soluciones y el comportamiento de la frontera libre para
tiempos largos

Las herramientas fundamentales que nos permitiran obtener el resultado es la el prin-
cipio de comparacion y la construccién de supersoluciones y subsoluciones apropiadas de
(3.1)-(3.2) a partir de las soluciones autosemejantes de la EMP de difusién pura. Debido al
término de absorcion la mayor dificultad se encuentra en la construccion de subsoluciones
que muestren el comportamiento asintético requerido.

Teorema 3.4.1. Sea u(x,t) una solucién con soporte compacto y acotada de (3.1)-(3.2)
con dato inicial uy continuo y acotado y con soporte compacto en el rango de parametros

p > m + 2. Entonces maz{u(z,t)} = O((1 + t)_#ﬂ) Y Sur(t) = O((1+ t)ﬁ)

Demostracion. Suponemos sin pérdida de generalidad, que ug en el dominio y positividad
y que x = 0 pertenece al dominio de positividad de ug, ya que las pruebas son validas
para cualquier z (traslacion espacial o temporal).

Consideramos una solucién de u(z,t) de (3.1)-(3.2) que en el instante inicial toma el
valor u(z,0)

Para construir la supersolucién u(z,t), proponemos una soluciéon de Barenblatt
W (x,t) con un M lo suficientemente grande para que en el instante inicial se cumpla:

up(z) < u(z,0) (3.13)

Asi es evidente comprobar que, al ser u(x,t) solucién de (2.2) se tiene que u(z,t) ha de
cumplir:
L) =t — (W")g+u =u">0 (3.14)

y por lo tanto, hemos encontrado que Wy (z,t) es una supersolucién de (3.1).

Aplicando el principio de comparacién, teniendo en cuenta (3.13) que estan ordenadas
para todo tiempo, obtenemos las cotas superiores

max{u(z,t)} <max{Wy(z, 1)}y (su)4(8) < (swy)+(2) (3.15)

Para construir la subsolucién proponemos una perturbacién de una Barenblatt W,,,(x, t)
con un m lo suficientemente pequena para que se cumpla:

Wn(z,0) < up(x) (3.16)

(en los célculos la denotaremos simplemente W para no confundir con el exponente de
difusién)

u=ht)W,(Z,t) con T=zh'(t) (3.17)

Donde h(t) ha de cumplir las condiciones:
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= h(t) es decreciente.
» h = C <1 cuando t — oo.

» h(t) <1 para todo t.

Asi para que u(zx,t) sea subsolucién debe cumplir:
Llu) = 1w — (U )z +u” <0 (3.18)

Las derivadas correspondientes a los términos presentes en (3.1) son:

Qt = h,W + thI(hw)/ + hWt
(u™)zz = WP Wiy

uP = hPTWP
obteniendo
L(u) =y, = VW + hWza (k") + hW; — KWW + hPW?
Donde si usamos que W es solucién de (2.1) e imponemos 1 = m + 2y tenemos
L(u) =hWW + hWzx(hY) + hPWP
usando las propiedades de h(t) tenemos
KWW + BWaz(RY) + WPW?P < hWaz(RYY + W (R + (1 +t) )

calculamos el h que verifique A’ + (1 + 15)_52;+11 = 0 y obtenemos

m+1 -l
ht)= ———(1+t) ™1 + K
(1) = Sty
Donde K ha de ser lo suficientemente pequenio para que se siga verificando (3.16). Asi
sustituyendo y utilizando las propiedades de W y h obtenemos que

L(u) = hWzx(h) = yh'TW, <0 (3.19)
Usando el principio de comparacién junto a (3.16)-(3.19) tenemos
u(x,t) > u(z,t) (3.20)
que implica
max{W,(z, 1)} <méx{u(z, 1)}y (Sw,)+(t) < (Su)+() (3.21)
Juntando los resultados (3.21) y (3.15) podemos concluir:
max{W,,(x,t)} < méx{u(z,t)} < max{Wyy(z,t)} vy (3.22)
(Swi)+(8) < (Su)+ () < (Swy, )+ (1) (3.23)

desigualdades que nos permite concluir la demostraciéon del teorema (3.4.1).
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3.4.2. Comportamiento autosemejante de la EMP con absor-
cion: m < p < m—+2

Tal y como comentamos en la Seccién 3.3 en el teorema (3.3.1) los resultados en

[20], aseguran la existencia de una tnica solucién autosemejante (llamadas soluciones

muy singulares) para un par de parametros p y m que se encuentren dentro del rango

m < p < m+2. Estas soluciones tienen especial importancia ya que seran las responsables
de describir el comportamiento asintotico en este rango de pardmetros.

Por ello en la Seccién 3.5 hemos querido incluir también un enfoque numérico del pro-
blema, se construye una aproximacion numérica de esta solucién autosemejante utilizando
el método de Shooting y un método niimerico de Runge-Kutta de orden 4 para una pare-
ja de parametros m y p. A partir de esta solucién autosemejante, construimos diferentes
familias de soluciones de (3.1)-(3.2) mediante traslaciones espaciales y temporales, que
permiten mostrar en las variables reescaladas el comportamiento para tiempos largos de
estas familias de soluciones.

El resultado general se recoge en el siguiente teorema:

Teorema 3.4.2. Sea u(x,t) una solucién con soporte compacto y acotada de (3.1)-(3.2)
con dato inicial ug > 0 y acotado en el rango de pardametros m < p < m + 2. Entonces

maz{u(z, 1)} = O((1+6)777) y su(t) = O((1 + 1) %D),

Demostracion. Comenzamos haciendo notar que la estimacion superior puede obtener de

1
manera muy sencilla utilizando una solucién plana de la familia (3.5): Ug(t) = c¢*(e+1t) =1
con € se elegido de manera que en el instante inicial se verifique:

up(z) < Ue(t) (3.24)

Esta solucion plana y el principio de comparacién nos permiten obtener de manera trivial
una estimacién superior para la tasa de decaimiento de la solucién u(z,t). Sin embargo,
por su geometria, no aporta informacion sobre el comportamiento de la frontera libre. Es
por ello que necesitamos construir una supersolucién mas elaborada.

Vamos a construir una supersolucion a partir de la solucién autosemejante que nos
permitira deducir ambas estimaciones. Tomamos:

u(x,t) = h(t)W(Z,t) con T =axh’(t) (3.25)
donde h(t) ha de cumplir las siguientes condiciones:
» h(t) > 1 para cualquier instante de tiempo
» h(t) creciente.
= h— C > 1 cuando t — oc.
de modo que se garantice en particular:

uo(z) < u(z,0) (3.26)
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Con esta definicién, calculando las derivadas correspondientes y sustituyendo tenemos:

L(@) = (@) — (@)™ + @) = KW + hWaa(h?) + hW, — h"h2 W™ + RPWP

rxr

Tomando 7 = —™- haciendo uso de que W (z,t) es solucién de (3.1) y usando las
propiedades de h(t) tenemos:

L(@) > KW + hWsz(hY) + AW, — h(W™ + hW? = KW + hiVsz(R?) > 0

obteniendo asi una supersolucién para cualquier funcién h(t) que cumplas las condi-
ciones impuestas, en particular puede ser:

ht) =2 — t% (3.27)

De nuevo el principio de comparacion nos permite concluir:
u(z,t) < u(z,t) (3.28)
de donde deducimos
max{u(z,t)} < max{u(z,t)} y (Su)+(t) < (Sz)+(t) (3.29)

Ahora necesitamos encontrar las estimaciones inferiores y para ello vamos a construir
una subsolucién mediante un enfoque muy similar usado en la construccién anterior.

Proponemos la subsolucion:

u(z,t) = h(t)W(z,t) con T =xh'(t) (3.30)

donde W (x,t) es la solucién autosemejante en este rango de parametros y h(t) que
cumple las condiciones:

» h(t) - C < 1 cuando t — 0.
» h(t) < 1 para todo valor de t.
= h(t) es decreciente.
Si se verifican estas condiciones, en el instante inicial se cumple
up(z) > u(z,0) (3.31)
Calculando las derivadas correspondientes y sustituyendo obtenemos:

L(u) =u, —ul +u? = MW + hWzz(hY) + hW, — "W W2 + hPWP

Tomando de nuevo v = —™= haciendo uso de que W (z,t) es solucién de (3.1) y
usando las propiedades de h(t) tenemos:

L(u) < K'WA+RWaz(B) +hWy—h" B WEAWPW?P < h'WAhWez (b)Y +hW,—hWEAhW? < 0
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simplificando llegamos y usando las propiedades de h(t) y W (x,t) obtenemos:

L(u) < W + hWzx(h") <0

Asi hemos encontrado una subsoluciéon que nos permitira obtener las estimaciones pa-
ra cualquier h(t) que cumpla las condiciones impuestas, por ejemplo podemos tomar la
funcién h(t) obtenida en el rango p > m + 2.

Usando el principio de comparacién obtenemos que las soluciones estaran ordenadas
para todo tiempo y en particular podemos deducir:

max{u(z,t)} > max{u(z,t)} vy (Su)+(t) > (Su)+(2) (3.32)

A partir de las estimaciones (3.29), (3.32), del comportamiento de W (x,t) y de las
funciones h(t) elegidas podemos concluir el resultado del teorema.
[l

3.4.3. Simplificacion asintética Il: 1 <p < m

Al igual que en la seccién (2.8) comenzamos haciendo uso del concepto de solucién
y ecuacién reescalada aplicado a una solucién plana (3.5) que nos permitird confirmar el
rango de parametros en los que la absorcion es dominante frente a la difusién.

En este caso utilizamos las variables reescaldas::
O(n,7) = (1 +t)%u(z,t) (3.33)

con .
T=In(1+t =r a=——
(L+1t) n P
Estas variables reescaladas las elegimos motivados por comportamiento de la solucion
plana (3.5).

Calculando las derivadas y sustituyendo en la ecuacién (1) obtenemos la siguiente
ecuacion en las nuevas variables:

0, =e v 0" +af — 0" (3.34)

Donde obtenemos que en el rango de parametros 1 < p < m el exponente es negativo
y la exponencial decreciente. Supuestas las estimaciones necesarias sobre la solucion 6 el
término de la exponencial converge a cero y asi (3.34) se simplifica a:

0, = ab — " (3.35)

Cuya solucion estacionaria es la familia de soluciones planas. El resto de las soluciones
son perturbaciones de ella y convergen a ella cuando 7 — oo.

De esta manera hemos encontrado el iltimo rango de parametros en el que estudiare-
mos las tasas de decaimiento y evolucién de la frontera de nuestras soluciones.
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Estimaciones a priori

En este rango de parametros debemos imponer unas condiciones al dato inicial, supo-
nemos que el dato inicial ug(z) es continuo, no negativo y con soporte compacto [a,b] de
manera que

up(z) =0 en (—oo,a] U [b, 00) (3.36)
up(z) >0 en (a,b) (3.37)
donde 0 < a < b < co. Para evitar la presencia de tiempos de espera asumiremos que
[ug ™ (a) # 0 (3.38)
[ug' ™ a(a) # 0 (3.39)

Esta condicién permite evitar tiempos de espera infinitos, ya que de ser asi el compor-
tamiento seria distinto [25], una vez que la frontera empieza a moverse lo sigue haciendo
hasta llegar a un valor limite [25].

La influencia de la absorciéon ahora sera tan importante que en este rango de parame-
tros se pierde la propiedad de de positividad débil, fenémeno conocido como localizacién
que aparece por primera vez. De manera que ahora el fluido no llega a todo el espacio
para todo ¢, definimos pues el conjunto de positividad Qo = [J,-, Q(t) € Br(0) donde
Q) ={r eR, talque wu(x,t)>0}. Las fronteras libres estan acotadas, pues {2, es
un intervalo acotado.

Teorema 3.4.3. Sea u(x,t) una solucién con soporte compacto y acotada de (3.1) en el
rango de pardmetros 1 < p < m. Entonces maz{u(xz,t)} = O(1+1t)"%) y (su)- = O(1).

Demostracion. Al igual que en los otros rangos de pardmetros, nuestra busqueda es la de
las tasas de decaimiento y la evolucién de la frontera libre de nuetras soluciones pasa por
la construccién de supersoluciones y subsoluciones adecuadas.

Para buscar la tasa superior usaremos una supersolucién plana (3.5) U.(t) = c¢*(e +

t)fp%l donde € se escoge de manera que el instante inicial se verifique ug(xz) < Uc(0).
Utilizando el principio de comparacion obtenemos para todo ¢

u(z,t) < U(t) (3.40)

De manera que podemos obtener la tasa de decaimiento, pero no nos aporta informacion
sobre la frontera, es por ello que haremos uso de otra supersolucion.

Utilizaremos una solucién autosemejante de tipo onda viajera para describir el com-
portamiento asintético de las fronteras libres. Esta solucion es la unica solucién autose-
mejante que existe en este rango de parametros para mas informacion sobre ella, se puede
consultar [8] y [7].

Wiz, t)=(1+t)"f(n) con n=za(l+t)" (3.41)

con
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1 3 p—m
o= —- y = ———: —
p—1 2(p—1)

El perfil f(n) es solucién de la ecuacién (3.10) en este rango de pardmetros 1 < p < m.
Ademas tiene las siguientes propiedades mostradas en [8], [7], donde 7* es el punto donde
se localiza la frontera en ¢t = 0.

= f(n)=0 para <7’

= f(n) >0 para n>r*

» f(n) es creciente f(n) — ¢* cuando n — oo

Nuestro interés ahora va a ser construir una supersolucién a partir de (3.41), para ello
vamos a hacer uso de las traslaciones temporales y espaciales de la ecuacion presentadas
en 2.5.
La traslaccién temporal nos permite extender la solucion en el instante inicial de manera
que

up(z) < Wi(x,0) (3.42)

Realizamos una traslaciéon temporal y obtenemos
Wiz, t+e) = (e+t)*f(x(e+1)") (3.43)

Donde tomamos un € lo suficientemente pequeno para que se cumpla (3.42). Al realizar
esta traslaccion, la frontera de W se ha desplazado a la derecha (s_(t) = 7*(1 +t)?), por
lo que necesitamos realizar una traslacciéon espacial para que se siga verificando (3.42).

Wa+Ct+e)=(e+t)f((x+C)e+t)") (3.44)
Asi, la frontera la obtenemos de r = (z + C)((e +t)~7)
s (t)=r(1+t)f —C<r* (3.45)
Debemos elegir un C' lo suficientemente grande para que se verifique (3.42).

De esta manera, al realizar una traslacciéon temporal y espacial, podemos garantizar
que se cumpla (3.42) y usando el principio de comparacién obtenemos:

(5)-(8) > (sw)_(t) (3.46)

Por lo que se demuestra la localizacién de la solucién en este rango de parametros y se
deduce el comportamiento de la frontera libre enunciado en el teorema. Para la frontera
derecha obtenemos el mismo resultado usando la simetria.
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Figura 3.1: Grafica ilustrativa de los datos iniciales de u(x,t) = ug y W(x,t) = Wy.
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Figura 3.2: Grafica donde se muestra como una traslacion temporal y espacial nos permiten
acotar el dato inicial ug.

Para obtener la estimacién inferior construimos la subsolucién de la forma

u(x,t) = h(t)w(x) en Oy = UQ(t) C Bg(0) (3.47)
u(x,t) =0 en el resto (3.48)

Donde Q(t) es el dominio de positividad definido como Q(t) = {z € R, tal que u(z,t) >
0} y w(zx) es solucién (problema con condiciones de contorno) del problema

wr = —kw? en  Bs(xg) (3.49)

rx

w=0 sobre dBs(xp) (3.50)

Donde zy € Q y sea d > 0 tal que Bs(zg € o). Aroson y Peletier [4] demuestran que
para cada k > 0, (3.50) tiene una tnica solucién clésica positiva w(z, k) y de acuerdo a
[10] es radialmente simétrica en torno a xg

Elegimos h(t) de manera que verifique
» h(t) <1 para todo t

= h(t) = 0 cuando t — oo

» h(t) decreciente

Asi en el instante inicial se cumple

u(0,t) < up(x) (3.51)

43



Calculando las derivadas correspondientes tenemos
L(u) =u, —ult +uP = h'w — h"wl + hPw?

Donde si utilizamos las propiedades de w(x) y las de h(t) tomando h < C tal que kh™ P <
¢ llegamos a
L(u) < h'w+ ehPw? + hPwP < w (' + (1 4 €)hP)

calculamos la expresion de h(t) de manera que se cumpla A’ + (1 +€)h? = 0 y obtenemos:
h(t) = ((p— (1 + )t + C)) 71 = (14 €)(C + 1)
Donde C' se toma de manera que se cumplan las propiedades de h(t) y la condicién (3.51).

Observamos que tenemos una subsolucién cuyo maximo viene dado por la onda plana,
de forma que hemos podido acotarla bien y asi proporciona la estimacién buscada.

Utilizando el principio de comparacién obtenemos para todo ¢:
u(z,t) <u(x,t) (3.52)
Juntando los resultados (3.52) y (3.40) obtenemos
u(z,t) <up(x) < Ut) (3.53)
y podemos deducir para todo t > 0:
max{u(z,t)} < méx{ug(z)} < max{U.(t)} (3.54)

de donde alcanzamos la tasa de decaimiento que enuncia el teorema.

3.4.4. Fendémeno de extincién en tiempo finito: p < 1

Por completitud incluimos este ultimo resultado para valores del pardmetro p < 1,
caso donde la absorcién domina de modo que se produce la extincién de la solucién en
tiempo finito, de manera que no procede el estudio del comportamiento asintotico de la
misma y permite cerrar nuestro estudio.

Teorema 3.4.4. Sea u(x,t) solucién del problema (1) con dato inicial acotado en el
régimen p < 1, existe un 7™ tal que u(x,T*) = 0.

Demostracion. Construimos una solucién de (3.1) del tipo:

Ut)=c(T—1t)* con a=-—
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Igualando exponentes y coeficientes, obtenemos que ¢ ha de cumplir

Observamos que esta solucién se extingue en tiempo finito. En efecto, a medida que ¢
se aproxima a T', (T" — t)* tiende a cero. Asi, U(t) se extingue en t =T

1

w) * v usando el

Sea v(x,t) una solucién de (1). Tomando un 7" = T* > <

principio de comparacién con v(z,t) y U(t) tenemos que U(0) > ug(x).
Dado que U(t) se extingue en tiempo T, v(z, t) se extinguird en un tiempo igual o menor.
[

Figura 3.3: Extinciéon de cualquier soluciéon para p < 1.
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3.5. Soluciones autosemejantes

Buscamos encontrar numéricamente la soluciéon autosemejante en el régimen m < p <
m + 2. En este intervalo, se espera que haya un cierto equilibrio entre la difusién y la
absorcién lo que nos lleva a esperar soluciones con un comportamiento diferente a las
soluciones de Barenblatt del caso de difusién pura.

Partimos de la ecuacion del perfil con absorcién (3.10):

(f™)" +of +Bnf = fr=0

donde « y 8 toman los valores:

1 5 p—m
o= _—, = —_—
p—1 2(p—1)
Para resolver esta ecuacion, utilizamos el método de Runge-Kutta de cuarto orden.
En este anélisis, consideramos los valores p = 4 y m = 3, asi (3.10) queda:

1 7 p—m
- n
p—1" 2(p-1)

Calculando las derivadas necesarias y sustituyendo (f3)” obtenemos:

(f°)" + ff=fr=0

6F(f'V + 32"+ 3f = Znf' = f1 =0

Simplificando y reoganizando llegamos a:

Donde definimos las variables:

v = f, y2=f/

Reescribimos el sistema de ecuaciones de primer orden:
Y1 = Y2

=295 — gy + gnwe + vt
Y1
Resolvemos este sistema de ecuaciones con y;(0) = k, y2(0) = 0 usando el método de
Runge-Kutta de cuarto orden. Implementamos la resolucion numérica en Python, utili-
zando el método de shooting para ajustar el valor inicial k£ hasta encontrar la solucion
adecuada.

!
Yo
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ya(n)

Figura 3.4: Solucién numerica: perfil autosemejante (m < p < m + 2) usando el metodo
de Shooting y rk4.

La demostracion de la existencia de esta solucién autosemejante en el articulo de
Peletier [20] sigue un enfoque geométrico y utiliza el andlisis cualitativo del sistema de
ecuaciones en el espacio de fases. Para valores de y pequenios o grandes (nuestro parametro
inicial k), las soluciones no cumplen las condiciones de contorno deseadas. Solo un valor
intermedio exacto de yo permite encontrar una soluciéon que se ajusta perfectamente, lo
que demuestra la unicidad de la solucién autosemejante.

Resolviendo iterativamente llegamos a que el k£ buscado es aproximadamente
k ~ 0,69336127435063

En conclusién, numéricamente hemos obtenido muchas soluciones, pero tinicamente una
cumple las condiciones de contorno requeridas y asi nuestro resultado numérico concuerda
con los resultados tedricos.

3.6. Ecuacion en variables reescaladas

Volviendo a utilizar el concepto de ecuacién reescalada presentado en (2.8), buscamos
contruir la ecuacién reescalada asociada a la soluciéon numeérica que acabamos de obtener.
Utilizamos los parametros v y 8 encontrados en (3.3):

1 p—m

RS TR T §

Asi en variables reescaladas tenemos:

O(n,7) = (1+t)%u(z,t) (3.55)
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siendo:

r=In(l+t), n=a(1+t)""

Calculando las derivadas, sustituyendo en (3.1) y simplificando obtenemos que la ecua~
cién en variables reescalada es:

0, = O + b + fnd — 67 (3.56)

n

Si comparamos (3.56) con (3.10), observamos que tiene como soluciones estacionarias
las soluciones autosemejantes que hemos obtenido numéricamente. Son las que describen
el comportamiento asintético de todas las soluciones en este rango.

Al igual que en el caso de difusion pura, las ecuaciones en variables reescaladas nos
ayudan a ilustrar el comportamiento asintotico de las soluciones.

= Traslacciones espaciales y temporales en el rango m <p < m + 2

En este caso hemos calculado el perfil f(z,t) numéricamente. La solucién autose-
mejante obtenida en este caso es:

Wz, t) = (1+8)"fla(1+1)77)
Donde podemos hacer una traslacién espacial:
Wiz +X,t)=14+)"f((z+ X)1+1)7")
Y una traslaciéon temporal:
W, t+T)=1+t+T)*flz(l1+t+T)")
Asi podemos obtener familias de soluciénes a partir de las invarianzas de la ecuacion.
En general, podremos encontrar una familia de soluciones biparamétrica por una
traslaccion espacial y temporal:

W+ Xt+T)=1+t+T)f((z+X)A+t+T)9)

= Comportamiento asintético de las soluciones reescaladas

Partiendo de una familia de soluciones que surge de una translacién espacial:
O(n,7)=(1+t)*W(z+ X,t)
conn=x(l+t)Pyr=In(l+1)
0. 7)=1+t)*(L+t)*f((x+X)(1+1¢) ")

obteniendo:
0(n,7) = fn+ Xe ™)
As{ cuando 7 — o0

0(n,7) — f(n)
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que corresponde al perfil numérico calculado.

Procediendo de la misma forma con la familia que surge de una traslacién temporal
en la solucion reescalada obtenemos:

O(n,7)=(1+Te ") f(n(1+Te™ "))

Asi cuando T — o0

0(n,7) — f(n)

convergiendo nuevamente al perfil.

De forma general, podemos hacer esto para una traslacién espacial y temporal si-
multdneamente obteniendo asi:

eT B
0(n.7) = (L+Te ™) (n (-57) + T)ﬁ>

En el caso en el que 7 — 00, tenemos:

0(n,7) — f(n)

recuperando asi el perfil original. Ademas mostramos que cualquier solucion reesca-
lada de este tipo se comporta a tiempos largos como el perfil que hemos obtenido
numéricamente. Estos resultados son coherentes con los establecidos en el teorema
(3.4.2) para cualquier otra solucién.
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Conclusiones

En este trabajo se ha realizado un andlisis sobre el comportamiento asintotico de las
soluciones de la ecuacién del medio poroso (EMP) con un término de absorcién de la
forma —uP. El objetivo principal, tal como se establecié en la introduccién, ha sido com-
prender cémo este término de absorcién afecta las tasas de decaimiento de las soluciones
y la evolucion de la frontera libre en funcién de los parametros m y p.

El estudio ha demostrado que la importancia de la absorcién depende significativa-
mente del rango de valores de m y p. A continuacién, resumimos los principales resultados
en cada uno de estos rangos:

» Caso p > m + 2 (Simplificacién asintética I): En este régimen, el término de
absorcién es despreciable frente al de difusién a medida que t — oo. Las soluciones
autosemejantes se comportan como en el caso de difusion pura, donde las soluciones
de Barenblatt controlan el comportamiento asintético. Se ha demostrado que las
soluciones presentan una tasa de decaimiento de O((1 4 ¢)~%/(™+1)) y la expansién
de la frontera sigue la tasa de O((1 + t)"/(m+D),

» Caso m < p < m+2 (Soluciones autosemejantes): En este rango, la absorcién
juega un papel mas relevante que en el caso anterior, ahora este término empieza a
adquirir importancia en la descripcion de las soluciones y se observa un equilibrio con
el término de difusién que se refleja en la existencia de soluciones autosemejantes
que involucran ambos pardmetros. Se ha encontrado la existencia de soluciones
autosemejantes con soporte compacto que describen el comportamiento asintético
de las soluciones. Las tasas de decaimiento y expansion de la frontera libre vienen
determinadas por a = —p%l y B = %, respectivamente, lo que confirma que el
término de absorcion influye en la dinamica de las soluciones.

» Caso 1 < p < m (Simplificacién asintética II): En este rango, la absorcién
domina sobre la difusion, provocando la perdida de la propiedad de positividad
débil y el en fenomeno de localizacion de las soluciones. Las soluciones exhiben una
tasa de decaimiento del tipo O((1 4 ¢)~Y/®=D) aunque la frontera libre se expande
a medida que el tiempo crece, esta acotada de manera global para todo tiempo y el
fluido quedara confinado en un regién del espacio.

» Caso p < 1 (Fenémeno de extincién): Se ha comprobado que para p < 1, las
soluciones experimentan el fenémeno de extincién en tiempo finito, lo cual confirma
que el término de absorcion es suficientemente fuerte como para que la solucién se
anule en un tiempo finito.
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En conclusién, los objetivos planteados al inicio del trabajo han sido alcanzados. Se
ha demostrado cémo la absorcion afecta de manera crucial al comportamiento de las
soluciones en funcién de los parametros m y p. Ademas, a través del analisis realizado, se
ha puesto de manifiesto la relevancia de las soluciones autosemejantes en el estudio, asi
como la conveniencia de utilizar las ecuaciones reescaladas asociadas al mismo.
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Apéndices

Ondas viajeras: Construccion alternativa

Ahora vamos a tomar el camino 2 con el enfoque del problema limite para abordar
la problematica encontrada en (2.22). Este método consiste en resolver una versién apro-
ximada del problema donde las dificultades asociadas con las soluciones clasicas no se
presentan. Luego, pasamos al limite y examinamos el resultado obtenido.

En la ecuacién (2.20) imponemos las siguientes condiciones de contorno:

floo) =€ f/o0) =0

De manera que la condicién f(oo) = € nos indica que la solucién tiende a un com-
portamiento asintotico estable en el infinito y que no degenera, mientras que la condicion
f'(00) = 0 sugiere que la tasa de cambio de la magnitud fisica se estabiliza. Con estas
condiciones, la constante K ya no es 0, sino que ahora toma el valor K = ec > 0 y la
ecuacién (2.21) se convierte en:

mfm ' =ce—cf

Donde podemos considerar el caso m = 2 donde la integracién es explicita y operando se
obtiene:
—en+C=2f+2¢n|f — ¢ (3.57)

Donde podemos fijamos C' = 0 sin pérdida de generalidad.

95



— =02
— =05
— =08

Figura 3.5: Gréfica de f(n) calculado numéricamente a partir de la expresion —en + C' =
2f 4+ 2¢eln|f — €| con C' = 0 para distintos valores de € y con ¢ = 3.

Al hacer el paso al limite € — 0, obtenemos:

2f = (=en)y = max{—cn, 0}

35

3.0

Figura 3.6: Gréfica de f(n) = 1 méx {—cn,0} para ¢ = 3.

Este limite no solo tiene relevancia fisica y cumple con las condiciones de contorno
que exigimos a la solucién, sino que también ilustra una caracteristica notable de las so-
luciones no clésicas: la ausencia de derivabilidad en 7 = 0. Esto refleja una pérdida de
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regularidad de la solucion en la frontera libre.

Al conocer la relacién de f(n) con u(x,t) podemos conocer la expresién de nuestra
solucion en este caso es:

(c(ct — x),0) (3.58)

+

N —

u(z,t) = %méx{—c(x —ct),0} = % max {c(ct — x),0} =

Aligual que antes, podemos calcular la expresién de la frontera que aparecen en u(z,t) = 0
y su expresion es:

s.(t) =ct (3.59)

que se desplaza a la velocidad de la onda.

.0

Figura 3.7: Grafica de W (z,t) para m = 2 con ¢ = 3 y 19 y su frontera en varios instante
de tiempo.

En general, para m > 1, la solucién en el limite es:

el gk {—en 4+ C,0) (3.60)

m—1

Lo que coincide con (2.23), de manera que ambos caminos nos han llevado al mismo re-
sultado.
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