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Resumen

Las teorfas de gravedad extendida f(R) surgen en la segunda mitad del siglo XX como
un intento de modificar la Relatividad General anadiendo nuevos términos en la accion
gravitatoria, una revision historica y la importancia de ellas son expuestas en el apartado

introductorio.

Puesto que el objetivo principal es el estudio termodindmico de distintos sistemas bajo
las teorias f(R), en primer lugar se obtendran, paso a paso, las ecuaciones de campo de

dichas teorias.

Posteriormente, utilizando resultados previos, se estudiara la termodinamica del agujero
negro Schwarzschild-Anti-de sitter. Se finaliza el estudio con dos modelos f(R) concretos,
visualizando las distintas regiones termodinédmicas y estudiando la estabilidad local y

global dependiendo de los parametros de cada modelo.

Por otro lado, se estudia la termodinamica del horizonte del Universo Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker en los regimenes de equilibrio y de no equilibrio, siendo este tltimo
inexistente en Relatividad General. De nuevo, se finaliza con un modelo concreto f(R)

con el que se calculan distintas magnitudes cosmologicas y termodindmicas.



Jose Gonzélvez Parraga 3

Abstract

Extended theories of gravity f(R) arose in the second half of the 20th century as an
attempt to modify General Relativity by adding new terms in the gravitational action, ,

a historical review and their importance are exposed in the Introduction.

Since the main objective is the thermodynamic study of different systems under the f(R)

theories, first, the field equations of said theories will be obtained, step by step.

Afterwards, using previous results, the thermodynamics of the Schwarzschild-Anti-de sit-
ter black hole will be studied. The study is finished with two concrete f(R) models, vi-
sualizing the different thermodynamic regions and studying the local and global stability

depending on the parameters of each model.

On the other hand, the thermodynamics of the Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker
Universe horizon are studied in equilibrium and non-equilibrium regimes, the latter being
non-existent in General Relativity. Again, it ends with a specific model f(R) with which

different cosmological and thermodynamic magnitudes are calculated.
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1. Introducciéon

La Relatividad General fue propuesta por Einstein en el ano 1915. Esta teoria propone
describir la gravedad no como una fuerza, sino como una deformacion del espacio-tiempo.
A partir de su publicaciéon, el mismo Einstein propuso varias pruebas para verificar su
teoria: el desplazamiento al rojo de la luz, la precesion del perihelio de Mercurio y la

desviacion de la luz por el Sol [1].

Todas estas pruebas fueron verificadas en los afios posteriores. La primera de las pruebas
expuestas probaba el principio de equivalencia de Einstein mientras que las otras dos

verificaban, en el limite de campo débil, la solucion de Schwarzschild.

Solo unos pocos anos posteriores a la introduccion de la Relatividad General, comenzo
a cuestionarse que esta fuera la Gnica teoria gravitatoria posible. Fue en 1919 cuando se
empezaron a considerar modificaciones a dicha teoria incluyendo términos de mayor orden
de la curvatura escalar en la accidon. En estos primeros anos, fueron motivados tinicamente

por la curiosidad cientifica [2].

No fue hasta los anos 60 del siglo XX cuando se descubrié que, anadiendo mayores 6rdenes
de curvatura en la accién, esta podia normalizarse a un loop, puesto que la Relatividad
General es una teoria no normalizable y, por tanto, no puede ser cuantizada. Especifica-
mente, fue en 1977 cuando se confirmé que acciones de mayor orden en la curvatura son

normalizables [3].

Por otro lado, en los anos 90 del mismo siglo, cuando se tuvieron en cuenta efectos

cuanticos, se pudo descubrir que la accién admitia dichos 6érdenes de magnitud superiores.

Estos hechos motivaron a la comunidad cientifica a considerar modificaciones a la accion
de Einstein-Hilbert. Sin embargo, se consider6 que no todas las modificaciones podian
ser validas. Estos términos adicionales debian modificar, en un principio, la gravedad

unicamente en regimenes de alta energia.

Las modificaciones a la Relatividad General debian ser, por tanto, importante solo a
escalas que fueran cercanas a la escala de Planck como puede ser el Universo temprano
o las proximidades de un agujero negro. De la misma forma, estas correcciones no deben

afectar a la gravedad a energias bajas.

Desde el punto de visto cosmolégico y astrofisico, se tienen también diversas motivaciones.
Por un lado, informaciéon sobre el Fondo Césmico de Microondas proporciona la siguien-
te composicion energética: 4 % materia barionica ordinaria, 20 % materia oscura y 76 %

energia oscura [2]. El término oscuro se refiere a una forma desconocida de materia y de
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energia, respectivamente. Serfa esta energia oscura, que domina sobre los demés términos,

la responsable de la aceleracion actual del Universo.

El modelo mas simple que se adectia a las observaciones experimentales es el modelo
cosmologico estandar ACDM. Este modelo no explica la naturaleza misma ni de la materia

oscura ni de la energia oscura, simplemente se ajusta a los datos experimentales.

El modelo ACDM es esta de acuerdo con las observaciones experimentales del fondo
cosmico de microondas y de la estructura a gran escala del Universo. Por otro lado,
también consigue explicar la aceleracion en la expansion del Universo. Todo ello lo hace

tomando como teoria de la gravedad a la Relatividad General.

Las siglas de este modelo corresponden a la introduccion de la constante cosmologica (A)
en las ecuaciones de Einstein, que describe la energia oscura. La constante cosmolégica se
describe en términos de la densidad de energia oscura, €25, que segiin este modelo es en
torno a 0,70.

Las demas siglas, CDM, hacen referencia a Cold Dark Matter, que simplemente quiere
decir que la materia oscura posee velocidades muy pequenas comparadas con la veloci-
dad de la luz. La densidad de materia total €2, (materia bariénica méas materia oscura)

corresponde al 0,30 restante segtin este modelo.

En este modelo con polvo, el parametro de Hubble viene dado por [1]:

()= T (14 2 4 (1)

3 3
Este modelo presenta distintos problemas. El primero de ellos es el problema de la magni-
tud: el valor de la constante cosmologica es muy pequeno para ser atribuido a la energia
de vacio de los campos de materia. El otro problema es el problema de coincidencia que
se resume de la siguiente forma: si solo hay un periodo, extremadamente corto, de tiempo
en la evolucion del Universo en el cual la densidad de energia de la constante cosmologica

es comparable con la de materia, jpor qué esta pasando actualmente? [2].

Por tanto, se han intentado definir otros modelos: ninguno de ellos carece de problemas.
Otro punto de vista es considerar que, debido a que la gravedad es la interaccion que
domina en las escalas cosmologicas y gobierna la evolucién del Universo, sea su descripcion
la que deba modificarse para poder evitar estos problemas de las componentes oscuras. Por
lo que a partir de este punto se considera que la modificaciéon de la Relatividad General

debe ser a todas las escalas energéticas relevantes, no solo a altas energias.

Si se decide que este es el problema y, por ende, se necesita cambiar la descripciéon de la

gravedad, uno de estos intentos son las teorias f(R). Estas teorias se basan en generalizar
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la accion de Einstein-Hilbert, pasando de tener tnicamente el escalar de Ricci R a una

funcion general f(R).

A la hora de considerar las teorias f(R), podria surgir la pregunta de por qué se consi-
deran tnicamente funciones de R y no de invariantes de mayor orden, como R4pR4%.
La respuesta es que las funciones f(R) ya son lo suficientemente generales para tener
las caracteristicas de la gravedad a 6rdenes superiores asi como son simples para poder

manejarlas matematicamente.

Otra pregunta que surge es qué relacion tendrén las modificaciones de la gravedad a altas
energias con la fenomenologia cosmologica tardia. Esta pregunta es mas sofisticada de
responder, creyéndose que serd una teoria mas fundamental (como puede ser la teoria de
cuerdas) la que tendra que predecir los términos que modifiquen la Relatividad General

para los efectos gravitacionales tardios [2].

Por tanto, las teorias f(R) son unas teorias consideradas simples mateméaticamente, que

permiten entender los principios y limitaciones de la gravedad modificada.

Estas teorias pueden estudiarse, principalmente, en dos formalismos: el métrico y el lla-
mado de Palatini. En el segundo, de forma contraria a lo que ocurre con el primero, se
considera que la métrica y la conexion son independientes y, a la hora de obtener las
ecuaciones de campo, se realizan variaciones respecto a ambas, asumiendo que la accion
correspondiente a la materia no depende de la conexion. Otro formalismo que también se
usa es el métrico-afin, que también considera que métrica y conexion son independientes,

pero aqui la accion de materia si depende de la conexion.

n resente trabaj rmalismo qu usara rmalismo métri nde métri

En el presente trabajo, el formalismo que se usara es el formalismo métrico, donde métrica
y conexion no son independientes. En primer lugar, se obtendran las ecuaciones de campo
para una teoria f(R) arbitraria en la seccion 2, estudiando concretamente el caso en el

que la curvatura escalar es constante.

Posteriormente, en la secciéon 3, usando las ecuaciones de campo, se obtendra la métrica
del agujero negro de Schwarzschild-Anti-de Sitter (Schwarzschild-AdS) para finalizar estu-
diando su termodinamica con el método de la acciéon euclidea, considerando dos modelos

concretos f(R) y visualizando sus distintas regiones termodinamicas.

Por otro lado, en la seccion 4, se acabara estudiando la termodinamica del horizonte del
Universo, teniendo en cuenta unos términos extras, respecto a las ecuaciones de Einstein,
que se denominan componentes oscuras y que permiten modelizar, por ejemplo, la energia
oscura. Finalizara el trabajo estudiando la entropia del horizonte en un modelo concreto,

tanto en lo que se conoce régimen del equilibrio como del no-equilibrio.
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Antes de proceder al desarrollo del trabajo, debe decirse que la signatura escogida para
los célculos es (—,+,+,+). En cuanto a las dimensiones con las que se trabajara, debe
decirse que siempre sera en 4 excepto que se indique lo contrario, como en la secciéon 3 de

agujeros negros.
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2. Ecuaciones de campo para teorias f(R)

El primer paso de este trabajo sera obtener las ecuaciones de campo de las teorias de

gravedad extendida f(R). La accion, en estas teorias, viene dada por:

1
S = %(Smet + Sary) + Su (2)

donde k = 87(G, Spe es el Lagrangiano métrico, dado por:
S = [ doy=gR+ S(R)) g
1%

Sw tiene en cuenta la accién asociada a los campos de materia y Sgyyy es el término de
frontera de Gibbons-Hawking—York [4]:

Sty = 2 ]g Pye/THl(1+ F(R)K (4)

donde h es el determinante de la métrica inducida en la frontera de V', € vale +1 si la
normal en la frontera es de tipo espacio y —1 si es de tipo tiempo y K es la traza de la

curvatura extrinseca.

Este tltimo término debe incluirse siempre en las ecuaciones si el espacio-tiempo consi-

derado tiene frontera.

El primer paso para obtener las ecuaciones de campo es calcular la variacion de la accion

métrica, teniendo en cuenta la condicion:
094 lov =0 (5)

5 St = /V dz* (R + f(R))5v/=g + vV—g0(R+ f(R))). (6)

donde puede escribirse:

0(R+ f(R)) = (14 f(R))R, (7)
siendo f'(R) = df(R)/dR.
Se toma ahora la variacion del escalar de Ricci [4]:
OR = 09" Rap + Vo (¢"%(0T34) — 9" (6T%p)) (8)

y se calcula, en primer lugar, los términos 1'%, v 0I'G,, teniendo en cuenta la variacion
del simbolo de Christoffel:

1
TG, = §5QCD (OBgpa + 0agpB — ODYgBA) 9
9
1
+ §QCD (98(6gpa) + 0a(0g9pB) — Op(69BA))
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y las derivadas parciales de la métrica pueden escribirse en funciéon de sus derivadas

covariantes como
Vpdgas = Opdgas — I'G 40908 — TS 50940 (10)

Introduciendo esta expresion en la variacion del simbolo se Christoffel®:

| =

6T 4 = =09°P (Opgpa + Oagps — Opgpa) + g°PTE 109+ )
11

N —po

+=g“P (V(69pa) + Va(0gps) — Vp(dgsa))

A continuacion, se usa la relacion [5]:

dgap = —gAchD5gCD (12)

6gAB — _gAC’gBD(;gCD
implementando dicha relacion en (11) y teniendo en cuenta que la derivada covariante de

la métrica es nula:

1
TG4 = 09Pgprls 4 — 06" 68 gpul s 4 + 590[) (VB(0gpa) + Va(dgps) — Vp(dgpa))

= %QCD (VB((SQDA) + VA<5QDB) - VD((SQBA)) :
(13)

De la misma forma;:
1
(5F£D = §gCDVA(§gCD). (14)

Finalmente, es conveniente expresar 6I'G , en funcién de dg4%

TG, = ! [940V 5 (69°") + 980V 4 (09°7) — 9Brgan™V° (69")] (15)
donde se ha usado que Vo = ¢“PV . Igualmente:
TRy = —505n ¥ 5g"™) (16)
Volviendo a la variacion del escalar de Ricci (8) con los resultados obtenidos:
(17)

SR = 09*P Rag + gru0(0g"™) — VeV p(6g°7)

1Se esta trabajando en una variedad sin torsién y, por tanto, Fgc = I‘éB
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donde se define 00 = V V. Introduciendo estos resultados en la variacién de la accion

de la métrica:
5 St = / de' ((R+ f(R)5v/—g +v/—g(1 + F(R))SR) =
— [t (—5 e+ ) =ganss
1%
V=9(1+ f(R) [69*" Rap + grnD(0g"") — VcVp(6g°P)] =

= /‘/dm4\/—_g (—%(R + f(R))gAB(SgAB + (1 + f’(R)) [(5gABRAB + gFHD(chFH)

—VCVD((FgCD)D
(18)
Para continuar, deben definirse las siguientes magnitudes [4]:
Mp = (1+ f'(R))gapVp(69™") = 69" gapVp(1 + f'(R)) (19)

N€ = (1+ f'(R))Vp(6g™") — 64"V (1 + f'(R))

y se calcula sus derivadas covariantes (usando, de nuevo, que la derivada covariante de la

métrica es nula):

VPMp =V ((1+ f(R)gasVp (09"7)) =V (09" 945V (1 + f'(R))))
= V?((1+ f'(R))) 948V (65™7) + (1 + f'(R))gas0 (65"7)
— VP (69™") 945V (1 + f'(R))) — 69940 (1 + f'(R))
= (L+ f'(R))gap0 (69"") — 69" g0 (1 + f'(R))

Si se considera su integral:

/ d'z/—gVP Mp = / d'z/=g(1+ f'(R))gasO (6g*7) — / d*zv/=g69" P gas0 (1 + f'(R))
%4 1% 1%

:74 ev/|h|n® Mp
ov

donde en la ultima igualdad se ha usado el teorema de Stokes. Despejando el primer

(21)

miembro de la primera igualdad, se tiene:

/ oy =g(1 + F(R))gasD (64°F) = jg ex/TRIn® Mp
14 14 (22)

n / d'uv/=g0g"Pgap0 (1 + f/(R))
s
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que es una de las integrales que aparece en la variacion de Sye. En cuanto a la derivada

covariante de N¢:
VeN© = Vo ((1+ f(R) Vb (69°7)) = Ve (6997 Vi (1 + f'(R))))
= Ve ((1+ f(R) Vb (69°7) + (1 + f'(R)VeVb (6977)
- Ve (590D) Vp (1+ f/(R)) —69°PVeVp (1+ f(R))
= (1+ f'(R)VcVp (69°7) = 69" VoVs (1 + f'(R))

(23)

De nuevo, considerando la integral de dicha cantidad y usando el teorema de Stokes:

/ d*z/=g(1 + f(R))Vc Vg (69°7) :]{ dPyer/|h|ne N
|4 oV (24)

+/ d*zy/=g6g“"V Vg (1+ f/(R))
|4

que coincide con otra de las integrales que aparecia en la variacion de Sy,e¢. Dicha cantidad

se escribe ahora:

58 mer = / d*zv/=g (1 + f'(R))Rap + gas0(1 + f'(R)) =VaVp(l+ f(R))
v (25)

1
—5(R+ f(R))gAB) 5gP +Jq§ d3yer/|h|n™ M, +]§ d>yer/|hjneN¢
1o} ov

1%
De esta expresion, las integrales de superficie, los dos tultimos términos de la derecha, se
anularan, como va a demostrarse, con la variacién del término de frontera Sy

Para ello, primero se escriben Mp y N¢ en funcién de dgap:

Mp =1+ f'(R)g*"V(6gas) — 6959 " V(1 + f'(R))

26
N =—(1+ f'(R)g“"g""Vp(0g"™) + dgrng“" ¢"" V(1 + f'(R)) 20)

Ahora se calculan estas cantidades en la frontera 0V, teniendo en cuenta que dgap |gy =
5gAB |av =0:

Mplov = (1+ f'(R)g""0p(6gan)

c / CF _DH FH (27)
N% [y = —=(1+ f(R))g"" g " 0p(6g™ ")

Se debe calcular ahora n” Mp y ne N en la frontera, pues son las cantidades que aparecen

en las integrales de superficie en (25):

HDMD |6V = —(1 + f’(R))nD(enAnB + hAB)aD(égAB)

28
= —(1+4 f'(R)n"h*Pap(6gap) ()
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donde se ha usado que un tensor antisimétrico contraido con otro simétrico es nulo. [4].

Por otro lado:
neNC oy = —(1 + f(R)nc(en®nt + b)Y (enPn + WP 0p(6gpy) =
= —(1+ f/(R))n" (en®n™ + hP")op(0gry) = (29)
= —(14 f/(R)n"hP"p(6gru) = 0
donde ahora se usa que nch®" = 0, la definicion nen® = € y que si dgrg es nulo en la

frontera, la derivada tangencial h”?"0p(0gry) también es nula [4]. Asi, (25) queda:

580t = /V d*z/=g (14 f'(R))Rap + gas0(1 + f'(R)) =VaVs(1+ f'(R))

(30)
1 /
—§(R+f(R))gAB) 5gP —j{ d>ye |h|(1+ f (R))nChABﬁc((SgAB)
1%
Ahora se considera la variacion del término Sy :
0SGry = 2% Py/1h| (61 + f'(R)K 4+ (1+ f'(R))0K) =
oV (31)
_ 275 By/Th (F(R)SRE + (1+ f'(R))SK)
v
siendo 0K [4]:
1
5K = —hAB(SFgAnC = —§hABgDC [83 (59[),4) + 8A (59DB) — 8D (5gBA)] ng =
1
= —ghAB [0 (0gp4) + 04 (3gp5) — Op (gpa)| n” = (32)
1
= §hABé?D ((5gBA) nD
y, por tanto,
1
Sty =2 § /I (FRORE + 50+ (R)IP0p (d95.4)n” ) =
oV (33)

2 @y RORE + § dyy/Rl(1+ 1/(R)RP0p (Sgns) n”
oV ov

Como puede observarse, el segundo término de esta tltima variaciéon cancela con el dltimo
término de (30). Por otro lado, debe imponerse también una condiciéon extra, que IR = 0

en la frontera.

Por tanto, la variacion de la accién queda:

08 = i /V d'zv/=g (1 + f'(R))Rap + ga50(1 + f'(R)) =VaVs(1+ f(R))

1
2

(34)

1
(R+ f(R))gAB) 5g*P — 5/ d*z/—gTapdg*?
v
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donde se ha definido el tensor energia-momento,

V—909aB
1 S

Finalmente, imponiendo que la variacion sea estacionaria (esto es T34 = 0) se llega

(35)

a las buscadas ecuaciones de campo de las teorias f(R):

(14 F(R)Rap + (450 = VaVi) f(R) = 5(R+ f(R)gan = wTas (30

A continuacion, se estudian distintas propiedades generales de las teorias f(R) para D > 4
dimensiones. En primer lugar, se va a tener en cuenta que g4p es solucién de la accion

EH con constante cosmolégica, es decir:

D -2
2

1
RAB — §RgAB -+ ADgAB — 87TGDTAB =0 (37)

Asi, gap también sera solucion de cualquier f(R) si se cumple que:

1
f'(R)Rap — 5948[f(R) + (D = 2)Ap] + (9450 — VaVp) f(R) =0 (38)
Esta ultima relacion proviene de introducir la ecuacion (37) en las ecuaciones de campo

f(R) (36). Se consideran ahora algunos casos simples de interés.

En primer lugar si se considera una constante cosmologica nula y que se esta en vacio, la

ecuacion de campo de la gravedad de Einstein proporciona:
1
RAB — §RgAB =0 (39)

que, tomando la traza, se obtiene R = 0 y, por tanto, R4z = 0. Atendiendo ahora a la
ecuacion (38), debe cumplirse que, para que gap sea solucion de cualquier teoria f(R),
f(0) =0.

Otro caso de interés es, considerando vacio, una constante cosmoldgica distinta de cero.
Ahora, de la ecuacion (37), se tiene una curvatura escalar constante e igual a Ry = DAp
y, por tanto, Rap = Apgap. Tomando, con este resultado, la traza de la ecuacion (38), se
llega a la relacion (41) para el Ry encontrado. De aqui se obtiene la condicion que debe
cumplir la funcion f(R): f(DAp) = Ap(2 — D +2f'(DAp)).

Finalmente, antes de pasar a estudiar agujeros negros, se considera el caso sin constante
cosmolégica y materia conforme (es decir, T4 = 0) cuya ecuacién de estado es la de un

fluido perfecto p = (D —1)P siendo p la densidad y P la presion del fluido. De la ecuacion
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(37) se obtiene que R = 0y Rap = 8mG pT4p. Teniendo en cuenta la relacion (38), se llega

(tomando la traza) que para que gap sea solucion, debe cumplirse que f(0) = f/(0) = 0.

Si se tiene tanto materia conforme como constante cosmolégica, se tiene, siguiendo el

mismo desarrollo, que R = DApy Rap = Apgap +87mGpTap. Para que g4p sea solucion
debe cumplirse que f(DAp) = Ap(2 — D + f'(DAp)).

2.1. Caso R = R, constante

Si ahora, a partir de las ecuaciones de campo (36), se considera ahora que la curvatura
escalar es constante e igual a R = Ry y que se esta en vacio. Esto resulta bastante ttil pues
simplifica las expresiones y permite sacar ciertas conclusiones. Por otro lado, también se
usaran estos resultados en el posterior apartado de agujeros negros. Asi, las ecuaciones de

campo quedan:

Rap(L+ (R)) = 3oan(R+ f(R)) =0 (40)

Tomando la traza de esta ecuacion, Ry debe ser solucion de:
2Ro(1 + f'(Ro)) — D(Ro + f(Ro)) =0 (41)

y, por tanto, siempre que se cumpla (1 + f'(R)) # 0, existird una solucién de curvatura

escalar constante dada por:
Raw — Ry + f(Ro)
T F(Ro)

También pueden encontrarse soluciones de curvatura escalar constante si se considera

9AB (42)

2R(1+ f'(R)) = D(R+ f(R)) =0 (43)
como una ecuacion diferencial de f(R). La solucion a esta ecuacion diferencial es:
f(R)=CRP? - R (44)

siendo C' una constante. Asi, si por ejemplo D = 4, cualquier acciéon cuadrética (propor-

cional a R?) tendra siempre asociada una curvatura escalar constante.

Por tanto, en este apartado se ha visto el caso més sencillo que puede considerarse para
un modelo f(R), es decir, se ha analizado el caso en el que R = Ry constante. Por otro
lado, se ha considerado una soluciéon de las ecuaciones de Einstein, g4, y se ha estudiado,
en distintos casos, qué condiciones debe cumplir el modelo f(R) para que dicha solucién

también cumpla las ecuaciones de campo f(R).
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3. Agujeros negros con curvatura constante en teorias
f(R)

El primer objetivo de este apartado es obtener la métrica externa de un objeto no rotante
en teorias en f(R). Para ello, se considera la métrica estatica y esféricamente simétrica

mas general posible en D > 4 |[6]:
ds® = e 22 A2 — A7 (r)dr? — r? Q3 (45)

donde dQ2% _, es la métrica de la (D — 2)-esfera. Si esta métrica se inserta en la accion
gravitatoria Spet (3), considerandose vacio, y haciendo variaciones con respecto a A(r) y
®(r), se obtiene [6]:

(2=D)(1+ f'(R)®'(r) —r [f"(R)R'(r)* + ["(R) (¥'(r)R(r) + R"(r))] =0 (46)

y

2rA(r) f"(R)R ()" + f"(R) 2DA(r)R'(r) — 4A(r) R'(r) + 2r A(r)R"(r) + A'(r)r R'(r)] +
' (R) [~2rA(r)®'(r)? + 2D A(r)®'(r) — 4A(r)®'(r) — rA"(r) + 2r A(r)®" (r)+

A(r)(2—D+3rd'(r))] —r(R+ f(R)) =0
(47)
donde la prima en f denota derivada respecto a R. Si ahora se considera R = Ry, las dos

ecuaciones anteriores se reducen a:

(2= D)1+ [(R))®(r) =0 (48)
y
R+ f(R)+ 1+ f/(R) |A"(r) + (D — 2)%(7") — (2D - 4)—’4(7");1),(7") "

—3A'(r)®'(r) 4+ 2A(r)®"(r) — 2A(r)®"(r)] =0

Por otro lado, para las teorias f(R) con curvatura escalar constante, se habia encontrado
previamente que debe cumplirse la relacion (41) siempre y cuando 2(1 + f'(Ry)) # D.
De esta condicion, se deduce que ®'(r) = 0 de (48), pues si esto no fuera asi, deberia

cumplirse que (1 + f'(Ry)) = 0 y, por tanto, de (41), se tendria que:

f(Ro) = —Ro (50)
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es decir, la accion gravitatoria Sye serfa idénticamente cero. Vista (48), la otra variacion

(49), queda:
A(r)

r

Ro+ f(Ro) + (L+ f'(Ro)) |A"(r) + (D - 2) =0 (51)

Si en esta ultima relacion, se inserta la expresion de f(Ry) dada por (41), se tiene que:

A'(r) 2
A" D -2 =——R 52
() +(D-2)=" = =Ry (52
que es una ecuacion diferencial inhomogénea de segundo orden, cuya solucién es:
A(r) = C1+ Cor®™P — Mo 2 (53)
b D(D —1)

donde C} y (5 son dos constantes. Para intentar obtener alguna de las constantes, puede

calcularse el escalar de Ricci R para la métrica (45) sin considerar, de momento, curvatura

constante. Como la métrica considerada es estatica, R solo depende de la coordenada
radial r [6]:
1

R(r) = = [D* —5D +6+rA'(r) (—2D + 3r®'(r) + 4)

—r2A"(r) — A(r) (D® = 5D + 22 (r)? — 2(D — 2)r®'(r) — 220" (r) + 6)]

(54)

donde la prima denota derivada respecto de r. A continuacion, se calcula la solucion esta-
tica y esféricamente simétrica mas general posible para un escalar de curvatura constante
R = Ry, sabiendo, por el desarrollo anterior, que ®(r) = ®,. Asi, la solucion a la ecuacion
diferencial anterior es:

A(r) =1+ ar® P 4 ar®™P — DD-1) 1)7‘

(55)

donde a; y as son constantes. El resultado obtenido en (55) es el més general posible con
las condiciones que se han impuesto y, por ejemplo, si se considera D =4 y Ry = 0, se

tiene:
aq (05}
Alr)y=14+ —+ = 56
(=1+2+% (56)

donde puede identificarse a; = —2GM y as = Q?, que es la conocida solucién de Reissner-

Nordstrom, un agujero negro de masa M y carga ().

Atendiendo a (55) y comparando con (53), se deduce que C; = 1. Asi, (53) no es méas que,
para Ry negativos, la generalizacion en D dimensiones del agujero negro Schwarzschild-
AdS. Por tanto, escogiendo ®(r) = 0, se llega a [6]:

A(r)=1- - — (57)
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siendo L6r M
RP-3 = TTDE 58
' 27‘(%
Ip—2 = = 5= (59)
L(55)
es el area de la (D — 2)-esfera, I = —D(D — 1)/Ry es la escala espacial al cuadrado

asintotica AdS y M es la masa del agujero negro.

Debe decirse que, comparando el resultado final obtenido en este apartado con (55), no
todas las soluciones de agujeros negros con curvatura constante pueden obtenerse para
teorfas f(R) en vacio. Como ya se ha visto en (56), si se considera un tensor electromag-
nético, puede obtenerse la solucién de un agujero negro con curvatura constante que no

es solucién del vacio.

Antes de continuar con la termodindmica, se va a exponer porque se estudia el agujero

negro de Schwarzschild en el espacio-tiempo AdS.

3.1. Espacio-tiempo Anti-de Sitter

El espacio-tiempo AdS es una de las soluciones de las ecuaciones de Einstein maximal-
mente simétrica con curvatura escalar constante negativa y en vacio. Geométricamente,

AdS puede visualizarse como un hiperboloide [7],
—~Z+ 73+ Zy + 75 — Z} = —a (60)
siendo a = \/T/A, embebido en un espacio-tiempo de cinco dimensiones plano:
ds® = —dZ§ + dZ} + dZ3 + dZ3 — dZ3 (61)

con Zy y Z, coordenadas temporales. Se pueden escoger las coordenadas (T, r,0, ¢) tales

que [7]:

Zy = acoshrsin —
a

Z1 = asinhr cosf
Zy = asinhrsin§ cos ¢ (62)

Z3 = asinh 7 sin 6 sin ¢

Z4 = acoshrcos —
a
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siendo r un parédmetro sin dimensiones y la métrica de AdS es:
ds* = — cosh r*dT? + a* (dr® + sinhr*(d6” + sin 6°d¢?)) (63)

De esta métrica se deduce que cualquier seccion espacial con T' = constante es un espacio
tridimensional de curvatura negativa. Por otro lado, como ya se habia comentado, Z;
y Z4 eran coordenadas temporales, y estan parametrizadas por la coordenada temporal
T, que es periodica. Esto quiere decir que valores de T que difieren un multiplo de 27a

representan el mismo punto del hiperboloide.

Figura 1: Visualizacion del espacio-tiempo AdS. Imagen tomada de [7].

Aqui se ha visto una de las principales caracteristicas del espacio AdS: su topologia es
St x R3.

La periodicidad de T" no se ve facilmente en la métrica (63) y, normalmente, lo que se
hace es trabajar con T' € (—o0, +00), es decir, lo que se hace es desenrollar el circulo S*
y extenderlo a R'. Realizar este proceso es obtener el espacio recubridor universal AdS,
que tiene topologia R* [7].

La métrica que va a usarse en este trabajo es, a partir de (62), realizar el cambio R =

asinhr, quedando:
R R\
ds> = — (1 + —2> dT? + (1 + —2) AR + R (d6° + sin °do”)) (64)
a a

En cuanto a la termodinamica, histéricamente se descubrieron las propiedades termodinéa-
micas de los agujeros negros por el hecho de que el area del horizonte de eventos no puede
decrecer, analogia con la entropia establecida por la segunda ley de la termodinamica.
Por tanto, Bekenstein propuso que la entropia del agujero negro es un multiplo del area

del horizonte.
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Sin embargo, habia inconsintencias con esta segunda ley de la termodinédmica, pues el
agujero negro solo se sabia, por ese entonces, que absorbia particulas. Cuando se tuvieron
en cuenta los efectos cuanticos, se descubrié que los agujeros negros emitian particulas
como un cuerpo caliente harfa a una temperatura igual a /27, siendo x la gravedad
superficial [8].

Todo este estudio se realizé primero para un espacio-tiempo plano. También puede rea-
lizarse la termodindmica si se esta en un espacio-tiempo con curvatura escalar constante

positiva (de Sitter) o negativa (Anti-de Sitter).

En el caso de de Sitter, los agujeros negros emiten particulas a temperatura x/27. Sin
embargo, este espacio-tiempo posee un horizonte de eventos cosmologico y el equilibrio
térmico solo es posible si ambos horizontes son exactamente iguales. Por tanto, la termo-

dindmica se complica.

En cuanto a Anti-de Sitter, fue considerado como el que menos interés fisico tenia. La
primera razon de ello fue la constante cosmoldgica negativa, que se entiende como la
energia del vacio. El otro hecho es la topologia de dicho espacio-tiempo, que ya se ha visto
que puede solucionarse pasando a trabajar en el espacio recubridor universal, aunque este
no es globalmente hiperboélico. Por tanto, para realizar fisica en Anti-de Sitter hay que
dar, a parte de condiciones iniciales en una hipersuperficie espacial, las condiciones de

contorno para la radiaciéon que viene desde infinito [8].

A pesar de ello, este espacio-tiempo ha pasado a tener cierta importancia. En primer
lugar, no se tiene un horizonte cosmolégico como en de Sitter, por lo que se eliminan
dificultades de estabilidad. También, juega un papel importante en la correspondencia
AdS/CFT y en el principio hologréfico [9].

Por tales razones, resulta de gran importancia el estudio de la termodinamica en el espacio-

tiempo AdS, que se va a desarrollar en el siguiente apartado.

3.2. Termodinamica de los agujeros negros en teorias f(R)

Para comenzar a estudiar la termodinamica de los agujeros negros en teorias f(R) en el
espacio AdS, la primera cantidad que debe definirse es la temperatura. Esta magnitud
puede definirse de dos formas distintas, proviniendo la primera definiciéon de la gravedad
cuantica Fuclidea. En este caso, se introduce el tiempo euclideo 7 = it y se trabaja con

la métrica euclidea ds% [6]:

ds3 = do* + r2dQ3,_, (65)
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siendo:
do? = 6_2¢(T)A(T)d72 + A7 (r)dr? (66)

La métrica euclidea expuesta corresponde tnicamente a la regiéon r > ry, siendo ry el
horizonte del agujero negro, para el cuél se cumple que A(ry) = 0. Si ahora se hace una

expansion de do? alrededor de ry, se tiene:

dp?
d 2 _ —2‘I>(TH)A/ d 2 e 67
oc=e (rg) pdr +A’(7"H),0 (67)
donde p = — 7. Si se introducen las coordenadas 8 y R, definidas como [6]:
1 > P
0= —e P4 =2
5¢ (ru)r, R X () (68)
queda:
do? = R? d¢*> + dR? (69)

Antes de continuar, se deben introducir ciertos conocimientos de gravedad cuantica eu-
clidea para entender la naturaleza del tiempo euclideo introducido. En este contexto, se
utiliza la integral de camino, que es una suma sobre todos los posibles estados intermedios

entre un estado inicial y otro final dado. Para campos, la integral de camino es [10]:

(ol o) = |

d(r=0)=¢1

d(r=PB)=¢2
Depexl) (70)

donde D¢ es la medida en el espacio de todos los campos considerados, e ? es el operador

de evolucion y Sg es la accion euclidea.

Por otro lado, para estudiar la dindmica de los sistemas se usan las matrices de densidad,

expresadas como integrales de camino:

pp (z,2") = % (x]e™ | a") (71)

donde Z es la funciéon de particion, dada por:
Z:/dx<m’e_ﬂH|m> (72)

En el caso de campos, la matriz de densidad en un operador que toma un bra (¢o| y un ket
|¢1) v devuelve un nimero complejo. Por tanto, los elementos de matriz son (¢s ‘e_ﬁH ’ o),
es decir, integrales de camino con condiciones de contorno ¢, y ¢o. Esto quiere decir que

la matriz de densidad puede definirse como una integral de camino sin los campos inicial
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_——————

———————

Figura 2: Visualizaciéon de la matriz de densidad. La matriz de densidad toma dos estados
(circulos) e interaccionan mediante el operador de evolucién, representado como el cuerpo de un
cilindro de lado (. Imagen tomada de [10].

y final especificados, es decir, sin condiciones de contorno [10]. Topolégicamente, para

estados representados por circulos, la matriz de densidad es:

La matriz de densidad esta definida para una colectividad térmica con una temperatura
T = 1/p. La funcién de particion térmica puede definirse como la traza de la matriz de

densidad:

P -

- -

_____

Figura 3: Visualizacion topolégica de la funcién de particién. Imagen tomada de [10)].

Es decir, es una integral de camino con el mismo estado inicial y final. Por tanto, desde el
punto de vista topoldgico, significa que se deben «juntar» los bordes. Esto puede conse-
guirse si el tiempo euclideo introducido es periédico, siendo 8 su periodo. Asi, la funciéon
de particion térmica en un circulo es una integral de camino en un toro, como se visualiza

en la Figura 4.

Por tanto, se tiene que el tiempo euclideo es periddico con periodo . Volviendo a la
termodinamica de los agujeros negros, a partir de la definicion de 6 en (68) e imponiendo
que esta magnitud tome valores entre 0 y 27 (y sabiendo que 7 va desde 0 hasta 1/TF,

por la explicacion dada) se tiene como definicion de temperatura:

1
TE = Ee_(b(TH)A/ (TH) (73)
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B

Figura 4: Visualizacién topolégica de la funcién de particion al juntar los bordes. Imagen tomada
de [10].

Otra definicién posible de temperatura es relacionandola con la gravedad superficial x,

que mide la fuerza del campo gravitatorio en el horizonte rg:

K
T.,=— 74
o (74)
siendo [6]:
1 . argtt
k== lim ——— (75)
2oy V |gttgrr|
Utilizando la métrica euclidea (65), se llega a:

Por tanto, ambas definiciones proporcionan el mismo resultado. Como puede observarse,
la temperatura solo depende del comportamiento de la métrica cerca del horizonte y no
de la accion gravitacional utilizada. Esto quiere decir que si distintas acciones tienen las
mismas soluciones, tendran asociadas la misma temperatura. A continuacién, para los
siguientes céalculos se tendran en cuenta el agujero negro Schwarzschild- AdS, cuya métrica

se obtuvo anteriormente (ver (57)).
Derivando la expresion (57) respecto de r, evaludndola en el horizonte y utilizandola para

obtener la relacion entre ry y Rg, se llega a:

47Tl27”H
(D—1)r%, + (D =3)1

B=1/T = (77)

La temperatura es una magnitud que solo depende de rg, es decir, del tamano del agujero

negro. Si se hace tender ry a cero, la temperatura diverge como 7" ~ 1/rg y, por otro
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lado, si ry tiende a infinito, la temperatura crece linealmente con el radio del horizonte.

Como consecuencia, T' tiene un minimo en:

go = I\ —— (78)

que corresponde a una temperatura:

- VOO0 -

Por el anélisis hecho de como depende la temperatura segin ry, es obvio que para 1" > Tj,
existen dos posibles tamanos de agujero negro: uno llamado agujero negro pequeno con

rg < rho y el otro agujero negro grande correspondiente a un radio rg > ryyq.

Otro valor de temperatura que va a resultar ttil para el posterior analisis termodinédmico

es el correspondiente a rg = [:
D -2

27l

Para obtener las distintas magnitudes termodinamicas en teorias f(R) se introduce la

accion euclideas: .

SE - _167TGD

JREN L RN) (s1)

La expresion anterior, cuando se evaltia sobre una métrica con un tiempo euclideo de
periodo S, el resultado es, por el formalismo de la gravedad cuéntica euclidea, 3 veces
la energia libre F' asociada a dicha métrica [6]. El procedimiento que se va a seguir es
calcular la diferencia de la acciéon actiando en la métrica del espacio-tiempo AdS (64) con

la métrica del agujero negro de Schwarzschild-AdS (57).

A partir de (81), se tiene:
~ Ro+ [ (Ro)
167TGD

donde AV es la diferencia de volumen entre ambas métricas, pues se esta considerando

ASp = AV (82)

curvatura constante Ry y en la integral de la accion euclidea solo permanece la raiz del
determinante de la métrica. En otras palabras, lo que se esta haciendo es calcular el volu-
men del espacio-tiempo AdS y restarle el volumen del agujero negro. Esto proporcionara
la energia libre asociada al agujero negro. Puesto que ambos voliimenes son infinitos, el
limite superior de la integral radial se hara hasta R’ y, posteriormente, se tomara el limite

de este parametro a infinito. El volumen del espacio-tiempo AdS es:

B/ R/
Vi(R) = /0 dt /O dr /S . dQ7,_yrP (83)
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y el del agujero negro:

Rl
/ dt/ dr/ a3, ,rP (84)
gD—2

Las diferencias entre ambas integrales es que para el agujero negro, la parte radial co-
mienza en el horizonte, no en cero y, por otro lado, ambas métricas poseen periodos de
tiempo euclideo distintos. El siguiente paso es ajustar el valor de 5’ para que la geometria
en la hipersuperficie r = R’ sea la misma en ambos casos. Atendiendo a la forma de ambas
métricas ((64) y (57)), se tiene:

R,Q RD73
+1—- 5=
8 =8 RO (85)
V145
Asi, la diferencia de volumenes buscada es:
R/2 RD73
+1- =
AV = lim [Vy(R) — Vi(R)] = lim “2=20 [ gro=t _ pt _ g i
R'—oo R —o0 D — ]_ R/2
1+ %
(86)
Reordenando, se tiene:
R,Q RD73
41— S5
AV — lim P20 | ot [y Vo P2 bt (87)

Haciendo el limite y sabiendo la relacion entre Rg y gy, se tiene:

1 —
AV — /iDD_2f<2l2D3_'_2TB . 1>:2’EL5—_261)(12D3—7°2 1), (88)

Por tanto, la diferencia de la acciéon euclidea es:

R R -
S

ASp = —

De este resultado, puede observarse que para —(Ro+ f(Rp)) > 0 (caso usual en la gravedad
de Einstein), se tiene que F' > 0 para ry < ly F < 0 para ry > [, es decir, el signo de la

energia libre cambia si se tiene una temperatura mayor o menor que 7 (expresion (80)).

Una vez se ha obtenido la diferencia de la accién euclidea, puede calcularse la energia

como:
OASE

E= a5

(90)




26 Termodinamica en teorias de gravedad extendida f(R)

Para el caso que estamos considerando, el agujero negro de Schwarzschild-AdS, se tiene:

_ 8ASE arH . (R() + f (Ro)) UD—2

E ) - _
ory  0p 327 (D —1)Gp (91)
<127’§_3 —rD 4+ B [ZQ(D —3)yrb=* — (D — 1)7“2_2} 85—5)
y la derivada parcial de ry con respecto a (3 es:
Oru _ (08N _ (D= 1)k + (D3P (02)
o \Ory 42 [12(D - 3) — (D — 1)r3]’

Por tanto?
Arl2ry
(D—-1)r%+ (D -3

(D —1)rfy + (D=3 ] _
A2 (I2(D-3)— (D—1r%) |

E=X [1%12—3 —rg '+ I (F(D —3)ry t = (D - 1)r§—2>

— X [527«3—3 — D D8 (D — 1% + (D — 3)52)] =X [l2r§—3(D —9)+ YD - 2)} -

D-1
16nGpM
= X(D -2 |23+ T | — X(D - 2)2RE3 = X(D - 2)12—22D0
_ (Ro+ f(Ro))I’M
2(D— 1)

(93)

, donde M es la masa del agujero negro, tal y como se habia definido anteriormente en (58).

En el caso particular de la Relatividad General con constante cosmologica, donde se tiene f(R) =

—(D —2)Ap [6], la energia del agujero negro de Schwarzschild toma la forma:

E=M (94)

Por otro lado, de la expresion (93), se deduce que para tener una energia positiva en el espacio-
tiempo AdS en el marco de las teorias f(R) debe cumplirse que Ry + f(Rg) < 0.

A continuacion, se calcula la entropia, mediante la relacién termodinamica:

S = BE — BF (95)

2Llamando X = _—(Rg’;rf(cl(jR_OR/g;z
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Desarrollando, se tiene:

_ (Ro+ f(Ro)) pp—2B o p-s i '\, (Ro+f(Ro)pp—2B (12 p-s  po
S =~ mm-na, P (TH e ) 327(D — 1)Gp (l "o H )
_ (R%;J(CZ(DR_O)l))/éDD—ﬁ {lz(D _9)rD3 (D —2)ht D3y T§—1] _

(Ro + f (Ro) pp—2p AmlPry

T 3mr(D-1)Gp BD-3)+(D-1)% [lQ(D_g)rgf3+(D_l)rgfl] _

(RO + f (RO)) ZQMD72T[D{72 . (Ro + f (R(])) l2AD_2

8(D —1)Gp 8(D—1)Gp

(96)

donde se define Ap_o = ,uD_grfI_2 como el area del horizonte del agujero negro. De nuevo,

vuelve a encontrarse, en la expresion (96), la condicion de que Ry + f(Rp) < 0. Si el resultado
anterior se aplica al caso particular de la Relatividad General, ahora sin constante cosmologica,
donde Ry = —2(D — 1)/I?, se llega a la férmula de Bekenstein-Hawking:

Ap-—2(ru)
S === 97
e (97)
Finalmente, para completar el calculo termodinédmico, se obtiene la capacidad calorifica C, defi-
nida como: O
C == 98
5T (98)

Para proceder, uno debe fijarse en la expresion (93), donde la tnica magnitud que depende de la
temperatura en la expresion final es la masa M. A partir de ahi, solo debe acudirse a la definicién

dada de la masa (58) para poder derivar. Asi, se tiene:

~ (Ro+ f(Ro))I?0M
C=""%Dm-1) or (59)

Por otro lado, se calcula la derivada de la masa respecto de la temperatura:

OM (D —2up_20RE™ (D —2)up_» pa (D=1) p o\ dry
= = D — 2
oT 167Gp 0T T6rGp  \ P73+ ) e (100)
donde -
Oret _ _peOre _ Anlry . (101)
oT Bl (D —3)12— (D —1)r%

Asi, se llega a:
OM (D —2)up—ory > (D —1)r% +13(D - 3)

= 102
orT 4Gp (D —1)r? —12(D - 3)’ (102)
y, finalmente, la capacidad calorifica queda:
R Ro))2(D — 2)up_or2=2 (D —1)r% +1*(D —
o - (Bo+ f(Ro)) I -2~ )y + (D = 3) (103)

8Gp(D - 1) (D—1)y% —12(D—3)
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Para el caso de Relatividad General, se obtiene:

(D —=2)up—ory * (D —1)r% + (D — 3)12
¢= 4G p . (D—1yg—(D—3ﬂ2 (104)

y, en particular, para Schwarzschild, donde [ tiende a infinito:

(D — 2)MD—27“3_2
4Gp

C=- <0 (105)

que es el conocido resultado para agujeros negros en Relatividad General.

Una vez se han calculado todas las magnitudes termodinamicas, puede procederse a estudiar la
estabilidad de los agujeros negros en las teorias f(R). En primer lugar, como se vio cuando se
estudiaba la temperatura de un agujero negro en funcion del radio, esta tenia un minimo en 7j.

Por ello, nunca se podré tener un agujero negro con T < Tj.

Considérense, por tanto, temperaturas T" mayores que Tp. Cuando se puede tener un agujero
negro, se consideran dos tipos de estabilidad. La primera de ellas es la estabilidad local, que
tiene que ver con el signo de la capacidad calorifica y proporciona informacion sobre si el agujero
negro es estable por si mismo. Si C' < 0 el agujero negro no es estable [8], como se vera a

continuacion.

El otro tipo de estabilidad es la estabilidad global, que viene dada por el signo de la energia
libre F'. Si F' > 0 se dice que el agujero negro, a pesar de que podria ser localmente estable, no
es estable ante la radiacién térmica del Universo y, por tanto, decaerd, pues el sistema es més

estable sin agujero negro [8].

Para T > Tj se distinguen dos radios posibles para el agujero negro: rg < rp, (lo que se conoce
como agujero negro pequeno) o ry > ry, (agujero negro grande). En el caso del agujero negro
pequeiio, se tiene que la capacidad calorifica es negativa (C' < 0). Por tanto, es inestable y decaera
a radiacion térmica (se evaporard), lo que se conoce como decaimiento en radiacion de Hawking
o decaerd al agujero negro grande. Esto ocurre pues esta inestabilidad produce que la tasa de
absorcion del agujero negro y de emision de radiacion (radiacion Hawking) no es la misma y, por
tanto, el sistema cambiara dependiendo de cudl de estas sea mayor (si absorbe méas que emite,

aumentara su radio del horizonte. Si es al revés, se evaporard).

En cambio, para el agujero negro grande, la capacidad calorifica es positiva y es por ello que se

dice que es localmente estable.

Puesto que estos agujeros negros grandes son localmente estables, puede estudiarse su estabilidad
global. Esta depende del signo de la energia libre. Si se tienen temperaturas menores que 77 (que
le corresponde un radio rg = 1), es decir, Ty < T' < T, se tiene que la energia libre (89) es positiva
(F > 0). Por tanto, el sistema seria mas estable si el agujero negro se evapora completamente (ya
que disminuiria la energia libre). Consecuentemente, estos agujeros negros no son globalmente

estables.
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Si T > Ti, la energia libre es negativa y, por ende, el agujero negro seria globalmente estable,
es decir, podria estar en equilibrio una vez se considere que el agujero negro se encuentra en

interaccion con radiacion.

A continuacion, con los resultados expuestos, se estudian diversos modelos f(R) especificos.

3.3. Modelo 1: f(R) = a(—R)’

Este primer modelo resulta interesante desde el punto de vista histérico. Uno de los primeros
modelos que se propuso para explicar la inflacién fue una funciéon proporcional a R?. Por otro
lado, aunque este modelo se va a utilizar para estudiar la estabilidad de agujeros negros, debe

decirse que, desde el punto de vista cosmologico, es estable sia <0y 0 < 8 <1 [11].

Para comenzar a estudiar este modelo, primero debe verse que Ry constante le corresponde. Esto

es, basicamente, obtener la curvatura escalar a partir de la relacion (41). Para este modelo se

Ry Kl — ;) —a(—=Ry)P! (1 - ;ﬁ)} =0 (106)

y, puesto que se busca una curvatura constante no nula:

obtiene:

2—D |&1
Ry=—|—— 107

’ {(25 - D)a] oo
Se recuerda que se asume que la dimension D es mayor que 2. Asi, para que la curvatura
escalar esté bien definida, debe cumplirse que (28 — D)a < 0. Esta condicion proporciona dos

posibilidades:

1. Caso l: a >0y B < D/2.

2. Caso 2: a <0y > D/2.

En este modelo, se tiene que:
D(B—1)

1+f/(Ro):m

(108)

Se debe cumplir, por (41), que esta cantidad sea positiva. En el Caso 2, esto siempre se cumple,

pero el Caso 1 debe moficicarse para que se cumpla esta condicién: pasa a ser a >0y 5 < 1.

A continuacién, mediante un programa en Python, se estudiara, para cada uno de estos casos y
distintos valores de los parametros a y 3, el signo de la capacidad calorifica C' y la energfa libre

F' con las expresiones encontradas en el apartado anterior.

Por simplicidad, el calculo se hara considerando Rg = 1,5. Por otro lado, se tendran en cuenta

D = 4,5 dimensiones. Se comienza en cuatro dimensiones.
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En la Figura 5 se visualiza el resultado para D = 4 y puede observarse como, dependiendo de

los distintos valores de los parametros a y 3, se obtienen diferentes regiones termodinédmicas.

Por un lado, se tiene una region donde el agujero negro no es localmente estable (region roja).
La zona pintada de verde corresponde a una regiéon donde el agujero negro es localmente estable
pero que, al ser su energia libre positiva, no lo seria globalmente, pues podria decaer a radiacion.

Finalmente, la regiéon azul proporciona agujeros negros tanto local como globalmente estables.

Los resultados en D = 5 dimensiones se muestran en la Figura 6. Los cambios més significa-
tivos que se encuentran es que la zona roja, es decir, donde el agujero negro no es localmente
estable, aumenta considerablemente. Por otro lado, la region verde (localmente estable pero no

globalmente) se reduce, pasando a ser casi inexistente.

3.4. Modelo 2: f(R) = R(log(R%R))ﬂ - R

En este modelo, R. es una constante que hace que el pardmetro « sea adimensional. Por otro
lado, se ha escogido este modelo puesto que se ha estudiado desde un punto de vista cosmologico
[11] y resulta estable para g > 0.

La curvatura escalar constante en este segundo modelo es:

R, 2
R():feX 7’3

109
e (109)

Puesto que se esta trabajando en Schwarzschild- AdS, Ry es negativo y, por tanto, a/ R, también lo
serd. Por otro lado, R%Rg debe ser mayor que uno, para no tener en el modelo f(R) un namero
negativo elevado a [ (y evitar problemas con las raices cuadradas). Asi, por la expresion del
escalar de curvatura, 8 > 0. Aqui solo se tiene un caso que se estudiaré para D = 4,5, Rg = 1,5
y R. =1, las distintas regiones termodinamicas en cuatro y cinco dimensiones se observan en la

Figura 7.

De nuevo, se obtiene una region correspondiente a agujeros negros globalmente estables (azul),

otra a localmente estables (verde) y otra donde no hay ningin tipo de estabilidad (rojo).

Por otro lado, la dependencia con la dimensién muestra que las zonas global y localmente estables

se desplazan hacia valores mayores de los parametros o y .

Como ha podido observarse en el estudio de estos dos modelos f(R) concretos, hay un caso que
no se da: C' < 0y F < 0. Esto se debe a que, segtn el estudio termodinamico hecho en la seccion
3.2, C < 0siryg < rpy, siendo, en este rango, la energia libre negativa. Por otro lado, F' < 0 si
rg > Ly, para estos valores del radio del horizonte, la capacidad calorifica es positiva. Por tanto,

se ha podidod visualizar con estos modelos un resultado teérico obtenido.
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1.00 k -10 -8 -6 -4 -2 o

(a) Modelo 1. Caso 1. D =4. (b) Modelo 1. Caso 2. D = 4.

Figura 5: Gréficas para ambos casos del modelo 1 con D = 4 dimensiones. Se representa en los
ejes los parametros o y B y se distinguen distintos colores segin los signos de C' y F'. El color

verde indica que C > 0 y F' > 0. El color azul que C > 0 y F < 0. EI color rojo que C < 0 y
F>0.

-10 -8 -6 -4 -2 0

(a) Modelo 1. Caso 1. D =5. (b) Modelo 1. Caso 2. D = 5.

Figura 6: Gréficas para ambos casos del modelo 1 con D = 5 dimensiones. Se representa en los
ejes los pardmetros o y 3 y se distinguen distintos colores segiin los signos de C' y F'. EI color
verde indica que C > 0 y F > 0. El color azul que C > 0 y F < 0. El color rojo que C' < 0 y

F>0.

Modelo 2

Modelo 2

~10000 -8000 ~6000 ~4000 ~2000 o ~10000 -8000 -6000 ~4000 ~2000 o
a a

(a) Modelo 2. D =4. (b) Modelo 2. D = 5.

Figura 7: Griéficas para el modelo 2 con D = 4,5 dimensiones. Se representa en los ejes los
parametros o y B y se distinguen distintos colores segin los signos de C' y F. El color verde
indica que C' > 0 y F' > 0. El color azul que C' > 0 y F' < 0. El color rojo que C <0 y F > 0.
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4. Termodindmica del horizonte del Universo

El descubrimiento de la entropia de los agujeros negros por Bekenstein abrié la ventana a una

profunda conexién entre la gravitacion y la termodinédmica.

De hecho, Jacobson demostro en [12] que las ecuaciones de Einstein pueden derivarse de la
relacion de Clausius T'dS = d@ junto con la relacién de proporcionalidad S « A, donde d() es

el flujo de energia a través del horizonte y T' la temperatura de Unruh.

A diferencia de los agujeros negros estacionarios que se han estudiado en la seccién anterior,
el Universo tiene un horizonte que cambia su dindmica, pues se estd expadiendo. En la pre-
sente seccion, se estudiard la termodinédmica del horizonte cosmolégico utilizando la métrica
de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) y, como se vera, la ecuacion de Friedmann
podré escribirse como 7'dS = —dF + WdV, siendo E la energia y W la densidad de trabajo.

En las teorfas f(R), se dice que se debe hacer un tratamiento de la termodinamica en el régimen
del no equilibrio, modificindose la relacion de Clausius a ds = dQ/T + d;S, donde el sombrerito
hace referencia a cantidades en el no equilibrio [13] y se vera, proximamente, de donde viene y
qué es el dltimo término.

En este régimen, la entropia se define como S = (14 f/(R)) A/(4G) y es por ello que se dice que

la variacion de f’(R) es la responsable de la aparicion del no equilibrio, cantidad que es igual a

la unidad en la gravedad de Einstein y es por ello que no aparece el término d;S.

En el presente apartado, se estudiaré la termodinamica de las teorias f(R) en el Universo FLRW
en el régimen del no equilibrio. Posteriormente, se hara una redefinicién de las ecuaciones de
campo encontradas para poder realizar una descripciéon de la termodinamica en lo que se conoce

como régimen del equilibrio.

4.1. Termodinamica en el régimen del no equilibrio

El primer paso de este desarrollo termodinamico es obtener las ecuaciones de campo (38) para

la métrica de FLRW, que esta dada por:
ds? = hopda®da’ 4 72dQ3 (110)

donde 2° = t y #! = r. Por otro lado, la 2-métrica h,p es igual a diag(—1,a%(t)/[1 — K/r?])
siendo a(t) el factor de escala y 7 = a(t)r. Por tanto, con dicha métrica las ecuaciones de campo
(38) resultan:

3(1+f) (H? + K/a*) = % [f'R— f] —3Hf" + 8rGpy, (111)

—2(1+f) (H—K/aQ) — I HJ' +87G (p; + Py) (112)
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donde el punto representa derivada respecto al tiempo ¢ y H es el parametro de Hubble. El

escalar de Ricci para esta métrica es [13]:

. K
R=6(2H>+H+ —— 113
(2t 41+ ) )
En cuanto al fluido perfecto considerado, es conocido que cumple la ecuaciéon de continuidad
dada por:

ps+3H(ps+ Pp) =0 (114)

Las ecuaciones de campo (111) y (112) se reescriben como:

K &rG

H2+ﬁ:m(ﬁd+ﬂf) (115)
- K G ~
H— ==y oy atPatpr+ 7 (116)
donde se han definido [13]:
1= g |5 R -9 30
R T (117)
Py= [f’+2Hf’—2 [fR_fﬂ

A partir de ahora, se usa el gorro sobre las variables que se encuentren en el régimen del no
equilibrio, para distinguirlas de las del proximo apartado. Por otro lado, pg y P, se conocen como
las componentes oscuras (por tal razon llevan el subindice d, de dark en inglés) de densidad de
energia y de presion, respectivamente. Estas nuevas componentes pueden entenderse provenientes
de un tensor energia-momento dado por [13]:

= BQAB(f ~ Rf')+ VaVs/' ~ gap0yf ]] (118)

y, por tanto, las ecuaciones de campo (38) pueden escribirse como:

Gap =

81 (Ad)
_1+f’

( (M)
T+ 75 (119)
Si ahora se quiere encontrar la ecuaciéon de continuidad que cumplen las componentes oscuras de

densidad de energia y presion, de la misma forma que se obtiene en (114), se llega a:

. R 3 K\ .
g+ 3H(pg+ By) = — (H?>+ = ) [ 120
pa+3H(pa+Fa) = = ( + a2> f (120)

Como puede observarse, para teorias donde f’ # 0, la ecuacion de continuidad estandar, es decir,
(114) no se cumple. Es por esta razéon por la que al siguiente desarrollo termodinamico se le

conoce como régimen del no equilibrio.
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Para comenzar el desarrollo termodinamico, debe obtenerse primero el radio del horizonte del
espacio-tiempo de FLRW, puesto que se necesitard su area para obtener la entropia. Dicho
horizonte se define por la condicién h*? 0aT0gT = 0, es decir, que el vector V7 es nulo en la

superficie del horizonte [13|. Asi, se obtiene:

_ 1
FpA= —————
VH2+ L

Se toma ahora la derivada temporal de esta magnitud para saber como evoluciona en el tiempo

(121)

este horizonte:

d(%“ = —(H?+ K/a®)3?(HH — Ka/a®) = -7 H(H — K/a?) (122)
y usando la ecuacion (116), se tiene:
14+ f)dra 5., 4
(4f71-();’A :TiH(pd—l—Pd—i—pf—i-Pf)dt (123)

La entropia, en teorias de gravedad extendida f(R), fue introducida por Wald como una carga
de Noether [14]. Esta definicién de entropia es una magnitud local, es decir, se define en términos
de parametros en el horizonte que se esté estudiando. Especificamente, esta carga de Noether
depende de la variacién de la densidad lagrangiana con respecto al tensor de curvatura de Rie-
mann, llegandose [15] a que la entropia tiene la misma forma que para la gravedad de Einstein
pero dependiendo de una constante gravitacional efectiva, que para el caso que ocupa es:
G
1+f

siendo GG la constante gravitacional de Newton usual. Por tanto, la forma de la entropia que se

Gegt = (124)

considera en teorias f(R) tiene la forma general:

A+ 1)

S = 125
e (125)
Usando la relacion de entropia expuesta y teniendo en cuenta que A = 477?%, (123), la variacion

de la entropia es:
1

27T A

A8 = a7 H(pg + Py + py + Pr)dt + ;—gdf’ (126)

La temperatura del horizonte se calcula de la misma forma que se calculé anteriormente para
el agujero negro Schwarzschild-AdS en (74), usando ahora la métrica FLRW. Asi, la gravedad

superficial es:

Fa\"  2HTA 2

donde se ha usado (122). Si ahora se usa la definicion del radio del horizonte (121):

(H v K/a? + 2H2) - _?,(?ff/)“ (ﬁT - 315T) (128)

K= S <1 A > __Ia (H — K/a? +2/r2> (127)

(o

R = 9
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donde se define pr = pg + py y Pr = P+ Py y se han utilizado las ecuaciones de campo
(115) y (116). De esta tdltima ecuacion, se sigue que siempre y cuando la ecuacion total de
estado wr = Pr /pr satisfaga wp < 1/3, la gravedad superficial sera negativa, como ocurre en la
cosmologia estandar [13].

Por tanto, la temperatura del horizonte es:

1 A
T = 1— 129
27T 4 ( 2HfA> ( )

Multiplicando (126) por 1 — 57A—, se llega a:

N . A . T
TdS = 4n73 H(pa + Py + py + Pp)dt — 275 (pa + Pa + pp + Pp)dra + waidf’ (130)

En las teorias f(R), la energia de Misner-Sharp se define como [16]:

A A (1 + f’)
F=—-——"" 131
2G (131)
que puede reescribirse usando (115):
. 3(1+ ) (H? + K/a? .
E=V (d+ /)0 / ):V(pd—i-pf) (132)

G

siendo V = 4775 /3 el volumen dentro del horizonte cosmolégico. Usando ahora la ecuacién de

continuidad (114) y la relacion (120) se tiene:
dE = —4ri H (ﬁd + Pyt pp+ Pf) dt + 4773 (pa + py) dFa + ;—g df’ (133)

A partir de esta ultima expresion ya puede relacionarse el diferencial de energia encontrado con
el de la entropia de (130):

TdS = —dE + 277 (pd +pp— Pi— Pf) drg + % (1 +2774T) df’ (134)

y definiéndose la densidad de trabajo

W = (pa+ps — Py — Py)/2 (135)
se escribe, por tanto: -
TdS = —dE + WdV + % (1 + 277AT) df’ (136)

Finalmente, esta expresiéon puede escribirse como:

TdS + Td;S = —dE + WdV (137)
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donde se ha definido:

ST omap—— (Evg) Y
sz—T2G(1+27T7’AT)df— <T+S>1—I—f’ (138)

El término d;S se interpreta como un término de producciéon de entropia en el régimen del no-
equilibrio. Este término es nulo para teorias donde f’ es constante, como puede ser la Relatividad

General, y, por tanto, la primera ley de la termodinamica se cumple en dicho caso.

La aparicién de este término es debida a la definicion de las componentes oscuras de la densidad
y presion hecha en (117), que no cumplen la ecuaciéon de continuidad siempre y cuando f! #0.
Por tanto, el término d;S podra eliminarse si se redefinen dichas componentes oscuras de manera
que cumplan la ecuacion de continuidad dada por (114) y es lo que se conoce como la descripcion

de la termodinédmica en el equilibrio.

4.2. Termodinamica en el régimen del equilibrio

En la secciéon anterior se definieron directamente las componentes oscuras de la densidad y de
la presion a partir de las ecuaciones de campo (111) y (112). A partir de esta definicion, podia
hacerse, como se ha visto, un desarrollo termodindmico conocido como régimen del no equilibrio,
pues no se verifica la primera ley de la termodinamica debido a la aparicién del término d;S en
(137).

Sin embargo, la definicion de las componentes oscuras en (117) no es tnica. Pueden sumarse y
restarse términos, en las ecuaciones de campo (111) y (112), que se anulen entre ellos de manera
que queden las ecuaciones que se encuentran sean analogas a las de Relatividad General, es decir,
tener unas ecuaciones de campo Gapg = mTAB para algun TAB conservado ( V ATAB =0) y que

queden, por tanto, las siguientes ecuaciones de campo para la métrica de FLRW:

K
3 (124 35 ) = 87G(pa+ ) (139)

- K
2 (H— a2> = —87G(pa+ Py + pr + Py) (140)

donde se han definido [13]:

1 1 / £y !
= o |30 R = D)= 3HF =37+ K o)
A (141)

Py

2, .,_1 . , .
SFG[f+2Hf 2(fR f)+f(2H+3H2+K/a2)]

En la definicion anterior de las componentes oscuras, tinicamente se ha afiadido un dltimo término

a ambas con respecto a las componentes del no equilibrio (117) que, al sustituir en las ecuaciones
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de campo en el equilibrio, se recuperarian las ecuaciones de campo del no equilibrio. Notese que

para las magnitudes en el equilibrio ya no se utiliza el sombrerito sobre las magnitudes.

Puesto que ahora la densidad y presiéon oscuras cumplen las mismas ecuaciones de campo que
un fluido perfecto en Relatividad General, (139) y (140), este fluido oscuro ahora si cumple la
ecuacion de continuidad:

pa+3H(pg+ Pg) =0 (142)

Por tanto, si se define pr = pg + py v Pr = Py + Py, se tiene la ecuaciéon de continuidad total:

pr +3H(pr + Pr) =0 (143)

Debido a que se tienen unas ecuaciones de campo exactamente iguales a las que se obtienen
en Relatividad General con FLRW, con un fluido perfecto, la constante gravitacional efectiva es
justamente G. Esto puede verse ya que, en las ecuaciones de campo (139) y (140), la constante que
relaciona ambos miembros de la igualdad es G. Esto no ocurria en el caso del no equilibrio, donde
en las ecuaciones (115) y (116) aparece G/ (1 4+ f’), que se considera una constante gravitacional

efectiva, para poder relacionar el caso general de cualquier teoria f(R) con la Relatividad General.

De la misma forma que en el caso del no equilibrio, se calcula la derivada temporal del radio del
horizonte (121) usando la ecuacién de campo (140):
d/FA _3
—~ =TaH(pr + Pr)dt (144)
A7 G
Por otro lado, por el argumento dado de la constante gravitacional efectiva en este caso, la

entropia tiene la expresién dada por Bekenstein y Hawking:

A

S:@

(145)

y usando la relaciéon del radio del horizonte con el drea A, puede calcularse la variacion de la

entropia S respecto del tiempo t:

1
2T A

dS = 4w H(py + Pr)dt (146)

A continuacion, usando la definicion de temperatura del horizonte dada por (129) y multiplicando

la expresién anterior por 1 — 217}:’,4’ se tiene:
TAS = 4xF H(pr + Pr)dt — 274 (pr + Pr)dra (147)

Por otro lado, la energia es la energia de Misner-Sharp:

E=-2=Vpp (148)
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cuya variacion es (se usa la ecuacion de continuidad que cumplen ambos fluidos):

dE = —4n H (pr + Pr) dt + 4774 prdig (149)

Definiendo ahora la densidad de trabajo como:
W = (pr — Pr)/2 (150)
la relacion entre la energia y la entropia es:

TdS = —dE + WdV (151)

En el régimen del equilibrio, al relacionar la entropia y la energia, se obtiene que se cumple la
primera ley de la termodinamica, en contraposicion al régimen del no-equilibrio (presencia del
término dlS') También, comparando los calculos presentados en esta y en la seccién anterior, se
observa que la tnica diferencia en las variaciones de entropia y de energia es que en el régimen
del equilibrio no aparece ningin término proporcional a df’ y, es por esta razon, que no se tiene

el término adicional ya mencionado.

De la misma forma que se hizo en el régimen del no equilibrio, ahora también puede considerarse
que el fluido oscuro proviene de un tensor energia-momento Tf(l(g tal que si cumple en este caso
que VATXZ = 0. Dicho tensor es [13]:

(d) 1 1

Tip = 5-5l5948(f = Rf) +VaVef = ga0f +— f'Ras] (152)
Asi,
Gap = 87G(TY} +T5y) (153)

y se cumple que VAG 45 = 0.

Finalmente, se va a estudiar la relaciéon que hay entre las entropias encontradas en esta secciéon

y la anterior.

Podria parecer que ambos tratamientos no tienen relacién entre si, sin embargo, esto no es asi.
Las componentes oscuras de la densidad y la presion en equilibrio y no-equilibrio se relacionan
de la siguiente manera:
. 3
Pi=Pd— g~ "(H? + K/a?)
g (154)

o 1 .
Py=P;+ —f'(2H + 3H* + K/a?)
rG

sustituyendo estas expresiones en la diferencial de S (126) y teniendo en cuenta la variacion de
S (146), se tiene:
1 ™ H

1 .
ds = d
2T 4 s 27T A S+ 2G

(-f’(2H +3H? + K/d?) + 3f/(H? — K/a2)> dt + %df’ (155)
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desarrollando y despejando d.S:

onf' H(H — K/a2)dt—|— Ty

ds =dS
S =St W T K oY) G

af’ (156)

y puesto que se ha obtenido que df’ esta relacionado con d;S segin (138), de aqui se obtiene
que la variacién en la entropia S contiene toda la informacién que proviene de la variaciéon de S
y sz .

Por tanto, de este dltimo desarrollo puede deducirse que ambas visiones son equivalentes y

unicamente se diferencian segin el tratamiento que se le dé al fluido oscuro.

4.3. Energia oscura en teorias f(R)

Como se ha visto en las secciones anteriores, cuando se escriben las ecuaciones de campo para
estudiar el Universo FLRW teniendo en cuenta una teoria f(R), aparecen unos términos adicio-
nales en comparaciéon con la Relatividad General, que pueden ser interpretados como un fluido

que no cumple, dependiendo de su definicién, la ecuaciéon de continuidad usual.

A lo largo de la historia, este hecho se ha usado para intentar explicar la aceleracion cosmologica
actual. Por ejemplo, se comenzé afiadiendo un término proporcional a R? al lagrangiano de
la Relatividad General para modificar esta teoria a grandes energias y poder explicar asi la
inflacién, sin embargo, estos modelos no conseguian explicar la aceleraciéon actual del Universo.
Otros modelos planteados para explicar la aceleracién cosmoldgica que modificaran la Relatividad
General fue afiadir un término proporcional a 1/R, que resultan ser inestables al introducir

materia en el modelo [11].

En la presente seccion, se expondran qué condiciones debe cumplir una funcion f(R) para explicar
todas las épocas presentes en la evolucion del Universo sin presentar inestabilidades. Posterior-
mente, se tendra en cuenta un modelo f(R) especifico con el que se resolveran numéricamente
con Python las ecuaciones de Einstein con el fin de poder comparar la entropia en el régimen del
equilibrio y del no-equilibrio.

Para que un modelo f(R) sea viable a la hora de explicar el Universo, debe incluir en su evolucion
la nucleosintesis del Big Bang, asi como las épocas dominadas por materia y radiaciéon. Para que
la evolucion sea correcta, dicha época dominada por materia debe ser lo suficientemente larga

para que dé paso a la aceleracién cosmoldgica del Universo.

Para estudiar adecuadamente la estabilidad de los modelos, se introduce, segtin la referencia
[17], un sistema de cuatro ecuaciones y cuatro incognitas. Resolviendo este sistema, se obtienen
los puntos criticos, cada uno de los cuéles correspondera a una condiciéon que debera cumplir el

modelo.
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Primero, en dicha referencia, se introducen las cantidades:

m(r) = fif;:/
o _R(l P (157)
- R+ f

Estas cantidades son las que darén las condiciones que se deberan cumplir en el plano (r,m).

Por ejemplo, el primero de los puntos criticos que se han comentado del sistema corresponde a
un punto de-Sitter (esto tinicamente quiere decir que corresponde a una época en la que H= 0).
La condicién necesaria para que este punto sea estable y, por tanto, el modelo f(R) describa una

época de de-Sitter es que [17]:
0<m(r)<lenr=-2 (158)

Esta es una de las condiciones que se buscaré a la hora de proponer un modelo f(R). Por otro
lado, para describir una época dominada por materia, se requiere [17]:

dm

m~+0y — >—lenr=-—1 (159)

dr
El problema que se presenta ahora es como obtener el pardmetro de Hubble H numéricamente
en funcién de una variable independiente. Dicha variable independiente sera el redshift z y, por
tanto, se tendra H(z).

La ecuaciéon que se resolvera es la ecuacion de Friedmann dada por (111) con K = 0 (para

simplificar las expresiones). Dicha ecuacion puede escribise como:

1R+ f f'R  8nGp; 1
H? =~ - H “R 160
61+f 1tp  sF (160)

(=}

Si ahora se introducen las siguientes variables adimensionales® [18],

=rE YSem XS opme
- 8rGpy _H (161)
m = 3f,H27 h(z):HO

Se ve, pues, claramente que la ecuaciéon de Friedmann queda:

=yt O (162)

3El subindice 0 indicara el valor de la magnitud en la actualidad.
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De la ecuacion (112) asi como del valor de R (113) y de la ecuacion de continuidad (114), se llega
al sistema de ecuaciones diferenciales de orden 1 [18]:
dh

(1+Z)E =h(2-y)
dx 9 ~

(1+2)E =z'+z(y+1) —2y+4x — QO
dy

(1 +Z)E =y(2y —xQ —4) (163)
d

(1+z)d—§ =x(z+2y—4) —2yQ

(1 +z)dgj = Qp(r+2y—1)

que es el sistema que se resolvera en Python, siendo ) = %.

La introduccién de las variables expuesta resulta de gran ayuda, pues se ha pasado de dos
ecuaciones de campos muy complejas y de orden superior (ecuaciones (115) y (116)) en las que
aparecian derivadas temporales de H, de f(R) y debia tenerse en cuenta también que R dependia

del parametro de Hubble, a un sistema de cinco ecuaciones de primer orden.

El siguiente paso es darle al sistema unas condiciones iniciales adecuadas. La estrategia que se
seguird a continuacion es dar condiciones iniciales a un valor de redshift alto (péngase z = 1100)
e integrar hasta la actualidad (es decir, zp = 0). Las condiciones iniciales a dicho redshift se van
a dar de acuerdo al modelo ACDM.

Por definicién, diviendo entre HZ la expresion (1), se obtiene h%(z). Las densidades de energia

se definen como:

B 87er
m 3? m
0 (164)
0p =
AT 3H?

Por otro lado, la curvatura escalar escalar se puede escribir en funcién del pardmetro de decele-
raciéon ¢, dado por:

¢ = 55 [(1+2)°Qm — 204 (165)

y siendo

r = R/HE = 6(1 - )b (166)

Por tanto, ya es posible inicializar todas las variables tenidas en cuenta en el sistema, para un
valor zy,; = 1100. Puesto que la definiciéon de x posee la derivada temporal de la curvatura

escalar, es mas facil darle su valor inicial a partir de la ecuacion de Friedmann (162).

El modelo f(R) viable que se escoge es el siguiente [13]:

—1
F(R) = —AR. |1 <1 + f;) ] (167)




42 Termodinamica en teorias de gravedad extendida f(R)

Este modelo fue propuesto en el afio 2007 en [19] y se ha estudiado rigurosamente su estabilidad
en dicha referencia. Por otro lado, dicho modelo es solucion de las ecuaciones de campo f(R) en
vacio teniendo asociada una curvatura escalar nula (espacio-tiempo plano) o positiva (de Sitter),

por lo que no podria usarse para estudiar los agujeros negros Schwarzschild-Ads de la seccon 3.

En primer lugar, una vez se ha resuelto el sistema numéricamente (ver Apéndice A), se comprueba
si se cumple la ecuacién de Friedmann, asi como qué error numérico se comete, para poder obtener

una fiabilidad del célculo. Para todos los calculos siguientes se ha utilizado A = 1,8 y R, = 0,5.

0.000000 | —— Friedmann

-0.000005

-0.000010 4

-0.000015

-0.000020 -

-0.000025

-0.000030 -

T T T T T
o 200 400 600 800 1000
z

Figura 8: Comprobacién de la ecuacién de Friedmann (162), pasando el 1 al miembro derecho.

Como puede observarse en la Figura 8, el error disminuye a medida que se realiza el calculo
numérico, es decir, que el valor de z se hace méas pequeiio. Por otro lado, el error aparece en la sexta
cifra decimal. La ecuaciéon de Friedmann involucra a cuatro de las cinco variables del sistema.
Puede obtenerse también el error cometido en el calculo de h a partir de su ecuacion diferencial

en (163), realizando diferencias finitas en el miembro izquierdo para obtener la derivada de h.

le—8

Error numérico h

I

T T T T T
0 200 400 600 800 1000

Figura 9: Error numérico cometido en la obtencién de h.
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En este caso, segin la Figura 9, se obtiene un error en la octava cifra decimal. Por tanto, el

céalculo numérico puede decirse que ha sido correcto.

A continuacion, se expone el parametro de Hubble normalizado h obtenido en este modelo f(R),

comparandose con el del modelo ACDM (ver Figura 10).

20000 | AcDM

15000 -

< 10000 -

5000

T T T T T T
0 200 400 600 800 1000

Figura 10: Parametro h en funcién del redshift z. En azul el valor obtenido numéricamente. En

naranja el valor que se obtiene en el modelo ACDM.

A lo largo de la integracion, como se observa, se han obtenido diferencias con el modelo ACDM.
Puesto que como condiciones iniciales, para zij,; = 1100, se pusieron en el sistema a resolver las

condiciones del modelo ACDM, coinciden ambos modelos en dicho punto.

Es obvio que el modelo ACDM tiende h(z) a la unidad a un redshift nulo, pues la forma de
obtener el parametro de Hubble en dicho modelo es mediante (1), que para z = 0 es tnicamente
la suma de Qx v Q,,,, que es igual a uno. Por otro lado, el parametro de deceleraciéon en el modelo

ACDM es igual a —0,527, queriendo decir que la expansion esta siendo acelerada.

En cuanto al modelo f(R) considerado, h(0) = 0,01692, diferenciandose notablemente del modelo
ACDM. Esto quiere decir que el ritmo de expansién en dicho modelo es muy inferior al del modelo
ACDM. Por otro lado, el pardamero de decelaracion en este modelo es ¢(0) = —1842, por lo que en

este modelo el Universo se estaria expandiendo con una aceleracién muy elevada, en comparacion
con el modelo ACDM.

Una vez expuestos estos resultados, puede pasar a estudiarse la entropia, ya que se tienen todas las
magnitudes necesarias para obtenerla, tanto en el régimen del equilibrio como en el no equilibrio.
Las expresiones que se usan son (125) y (145). Por otro lado, se compara el valor que se obtiene

con el modelo ACDM. El resultado se expone en la Figura 11.

En esta figura, se observa que las discrepancias entre las magnitudes del equilibrio y del no
equilibrio tienen lugar para valores de z pequenos. En concreto, en torno al rango comprendido

entre 0.5 y 1. Su diferencia relativa, para saber cuanto difieren, se obtiene en la Figura 12.
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1.0 4 —— Equilibrio
No Equilibric
— ACDM

0.8 4

0.6

0.4 4

0.2 4

0.0 4

T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 100 125 150 175 2.00

Figura 11: Entropia para el régimen del equilibrio y del no equilibrio en funcién de z (se

normalizan para valer uno a redshift nulo) y su comparacioén con el modelo ACDM.
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Figura 12: Diferencias relativas entre las distintas entropias obtenidas numéricamente para
A=18y R.=0,5.

En ambos casos, las diferencias son para redshifts cercanos a la actualidad. Por un lado, se ha
comparado el régimen del equilibrio con el modelo ACDM, pues Relatividad General solo posee
este régimen, donde se comprueba que difieren para valores de z cercanos a cero. Por otra parte,
las magnitudes S y S del modelo f(R) (167) tambien se diferencian a un redshift menor que la

unidad.

A continuacion, se estudia la dependencia del modelo (167) con los parametros A\ y R. que se

recuerda que para el estudio anterior se usaron valores 1,8 y 0,5, respectivamente. En cuanto al
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parametro A, no se obtienen divergencias en el método numérico si estd comprendido entre la

unidad y un valor de 3,8. Por otro lado, R, debe ser mayor que 10~2 y menor que 1,2.

124 10

104
0.8 4

0.8 1

4
@
L

w H
u‘T 0.6 - E
= J‘— 0.4

0.4 4

0.2 | 0.2 4

0.0 0.0 4

0 1 2 3 a 5 0 2 a 6 8 ]
z z
(a) Diferencia relativa entre S'y S. (b) Diferencia relativa entre S y entropia del modelo
ACDM.

Figura 13: Diferencias relativas entre las distintas entropias obtenidas numéricamente para
A=18y R, =0,04.

Al mantener el valor original de A y disminuir, considerablemente, R. hasta 0,04 (Figura 13),
se obtiene que la diferencia relativa entre ambos regimenes del modelo f(R) (167) mantiene su
valor maximo pero se concentra en un menor rango de valores de z. Si se aumenta R., puede
observarse el resultado en la Figura 14. En este caso, el valor maximo de la diferencia relativa
entre ambos regimenes es el mismo que en los casos anteriores, pero se tiene que dicha diferencia

relativa se extiende a un mayor rango de valores de z.

Por otro lado, se mantiene el valor original de R. = 0,5 y se aumenta A hasta un valor de 3. En
este caso, al aumentar A\, aumenta la diferencia relativa maxima entre S y S , manteniéndose esta
por debajo de z =1 (Figura 15).

También se ha observado en todos los casos que la diferencia entre S en el modelo f(R) (167) y

en el modelo ACDM es indiferente a los cambios en los pardmetros.

El resultado més importante que se obtiene del estudio de los pardametros es que el modelo f(R)
(167) posee, en todos los casos, el mismo comportamiento asintotico, es decir, se obtiene el mismo
resultado para la actualidad (z = 0), un Universo que se esta expandiendo aceleradamente con
q(0) = —1842.

Por otro lado, en cuanto a Sy S , que una magnitud sea mayor o menor que otra dependeré de

esta funcion f'(R), pues su relacion viene dada por

S=(1+f(R)S. (168)
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Figura 14: Diferencias relativas entre las distintas entropias obtenidas numéricamente para
A=18y R.=1,18.
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Figura 15: Diferencias relativas entre las distintas entropias obtenidas numéricamente para

A=3yR.=05.

Esto sugiere que dicha funciéon es igual a la unidad a partir de cierto valor del redshift, como

puede observarse en la Figura 16.

Es decir, se obtiene que esta funcién es igual a la unidad a partir de cierto valor de z, como podia

sospecharse al observar las entropias.
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Figura 16: Funcién 1+ f'(r) para valor del redshift z.

Por tanto, con este andlisis especifico de un modelo f(R) pueden sacarse ciertas conclusiones. En
primer lugar, se ha considerado un modelo que difiere del modelo ACDM, habiéndose tomado

como condicién inicial que ambos sean coincidentes.

Por otro lado, el resultado méas importante, el que ha ocupado casi todo el apartado, ha sido el de
la entropia. Se ha encontrado que las magnitudes S y S difieren, como era de esperar segin sus

definiciones, debido a la magnitud f’(R), que también ha podido observarse en la tltima Figura.

Sin embargo, aunque ambas entropias tengan distintos valores, no quiere decir que se hayan
realizando anélisis termodinamicos distintos. Como ya se ha expuesto, al estudiar la entropia del

horizonte infinitesimalmente (puede verse en (156)) ambos enfoques estan relacionados.

Se concluye, por ende, que estas dos visiones dependen del enfoque que se le dé a los términos
adicionales que aparecen con respecto a la Relatividad General. Si se considera que se tiene
tunicamente un fluido perfecto, con los demas términos asociados al fluido oscuro, se llega a
que este ultimo no cumple la ecuacién de continuidad usual, pues las ecuaciones de campo que
terminan encontrandose no coinciden con las la de la Relatividad general y los dos miembros de
las ecuaciones de campo estan mediados por una constante gravitacional efectiva que difiere de
la de la Relatividad General por la cantidad f'(R).

En cambio, si se modifican dichas ecuaciones de campo, sumando y restando términos, para
acabar teniendo una formulaciéon analoga a la de Relatividad General, aqui se tiene que tanto
el fluido perfecto como el oscuro cumplen la ecuacién de continuidad y ambos miembros de las
ecuaciones de campo estéan relacionados por la constante gravitacional usual G, por lo que se

dice que es el régimen del equilibrio.
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5. Conclusiones

En este trabajo, se ha estudiado tanto la termodinamica de los agujeros negros, en concreto el
de Schwarzschild-AdS, como la del horizonte del Universo FLRW, pasando por la obtencion de

las ecuaciones de campo de las teorias de gravedad extendida f(R).

En primer lugar, para obtener las ecuaciones de campo, se ha considerado una accién dependiente
de una funcion arbitraria de la curvatura escalar R, generalizando la accién correspondiente a
la Relatividad General. Debido a esta nueva accién considerada, también debe modificarse el
término de frontera de GHY, donde ahora se tiene en cuenta la apariciéon de la derivada respecto
de R de la funciéon f(R). A partir de aqui, el desarrollo matemético es completamente idéntico

al que se seguiria para obtener las ecuaciones de campo de la Relatividad General.

Posteriormente, en la seccion 2.1, se estudian las propiedades que debe cumplir una funciéon f(R)
para tener asociada una curvatura escalar constante (que resulta tutil en la seccion 3, donde se
tiene en cuenta el espacio-tiempo AdS, exponiendo su importancia en 3.1). Este mismo apartado
finaliza con una comparacion entre la Relatividad General y teorias f(R), considerando una
soluciéon gap de la accién de EH y obteniendo qué condiciones deben cumplirse si se fuerza a que

dicha solucion también lo sea de las ecuaciones de campo f(R).

En la seccién de agujeros negros, se ha comenzado considerando la métrica esféricametne simé-
trica y estatica mas general posible y se ha obtenido la forma, también més general, para que se
cumpla que la curvatura escalar sea constante. Por otro lado, se introduce dicha métrica en las
ecuaciones de campo con curvatura escalar constante (consideradas en 2.1) y se compara con lo

ya obtenido anteriormente, llegando finalmente al agujero negro de Schwarzschild-AdS en (53).

Es este agujero negro sobre el que se estudia la termodindmica con el método de la accién euclidea
en 3.2. Aqui se ha estudiado la estabilidad local y global del agujero negro (segun el signo de la
capacidad calorifica y la energia libre, respectivamente) segtin la temperatura del agujero negro,
encontrandose que si la temperatura del agujero negro es mayor que 73 (correspondiente a un
radio del horizonte rgi = [) se tendria un agujero negro local y globalmente estable. De este
anélisis, se obtiene una condiciéon importante: para que el signo de la energia (93) y la entropia
(96) debe cumplirse que Ry + f(Rp) < 0. Con el estudio teorico acabado, se estudian con Python
dos modelos especificos, encontrando que si hay agujeros negros de este tipo termodindmicamente

estables en ambos casos.

Finalmente, se estudia la termodinamica del horizonte del Universo FLRW. Aqui se ha encontrado
que existen dos formas posibles: regimen del equilibrio y del no-equilibrio. Estas dos visiones
provienen de la forma en la que se tratan a las llamadas componentes oscuras que aparecen a
la hora de tener en cuenta las ecuaciones de campo. Dichas componentes oscuras son términos
extras que aparecen con respecto a la Relatividad General y pueden tratarse como una presion

y densidad de un fluido que describa la materia oscura.
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Si estas componentes oscuras se definen de acuerdo a la expresion (117) donde las ecuaciones de
campo no son iguales a las de la Relatividad General y, por tanto, dicho fluido oscuro no cumple la
ecuacion de continuidad, se dice que se esta en el régimen del no-equilibrio, con una entropia dada

por la expresion (125), donde se debe introducir una constante gravitacional efectiva G/ (1 + f).

Si, por el contrario, se definen las componentes oscura de manera que las ecuaciones de campo
sean idénticas a la de la Relatividad General (ver 141)) y, por ende, el fluido oscuro si cumple
la ecuacién de continuidad: esto es el régimen del equilibrio, donde la entropfa tiene la misma

expresion que para la Relatividad General (145).

Con los resultados tedricos expuestos, en la secciéon 4.3 se ha visualizado, mediante un programa
numérico, las distintas entropias para un modelo concreto, concluyendo que ambas visiones de-
penden del tratamiento que se le da a estos términos oscuros adicionales, pero que se relacionan

a la hora de realizar el célculo termodinamico infinitesimal (puede verse en (156)).

Dicho todo esto, las teorfas f(R) han servido, como se ha expuesto en este trabajo, para estudiar
un posible origen de la energia oscura, problema del que se habia hablado en la seccién intro-
ductoria. Como se ha visto, esta energia surge de manera natural debido a los términos extra
que aparecen en las ecuaciones de campo con respecto de la Relatividad General y no hace falta

introducir a mano una constante cosmolégica para tratar de explicarla.

Por otro lado, en estas teorias se ha encontrado que pueden existir agujeros negros termodina-
micamente estables, hecho que no ocurre en la Relatividad General, donde se expuso ya que el

agujero negro de Schwarzschild tiene asociada una capacidad calorifica negativa.

Por tanto, tal y como se expuso en la Introduccion, las teorias f(R) son una buena herramienta
para generalizar la Relatividad General, pues proporcionan un interesante intento de explicar la
energia oscura y significativos resultados en la estabilidad termodinédmica de los agujeros negros,

dos regimenes donde se espera que la gravedad modificada tenga un papel importante.
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A. Cbdigo Python sistema de ecuaciones apartado 4.3

En el presente apéndice se adjunta el coédigo usado en Python para resolver el sistema de ecua-
ciones (163):

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.integrate import odeint

#paquetes mecesarios
def g(Y,z):
h,x,y, X W=Y
q = 1/(2xh*%2)%((1+ 2z )*+3+%OmegaM—2xOmegal.)
r = 6x(1—q)*xhxx2
Q= F(r)/(r«fpp(r))
m= 1+ z
return [hx(2—y)/m, (x*%2+xx*(y+1)—2xy+4+xX—(1—y+X+x)) /m,
y/mxk (2xy—4-—xxQ) , X/mk (x+2xy—4)—xxy*Q/m, (1—y+x+X) /m*(x+2%y—1)]
# g es el sistema de ecuactones a resolver
def f(R):
return R — 1*Rex(1—(14+R#%2/Rex%2)*x(—1))
def F(R):

return 1 —lxRex(1+R**2/Rexx2)%x( —2)*%2*xR/Rexx2

def fpp(R):
return —2x1/Rex((1—Rx#2/Rex#2)sx(—2) —4*xRxx2% (1 —Rxx2 /Rex*2)xx(—3) /Rex*2)

#F es la derivada de f respecto de R y fpp la segunda derivada

#Parametros y condiciones iniciales:
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Rec = 0.5

1 =3

z0 = 1100
OmegaM = 0.3

OmegalL = 0.7

hO = np.sqrt ((1+2z0)#**3*xOmegaM+Omegal.)

q0 = 1/(2xh0*%2)%((1+ 20 )**3+OmegaM—2xOmegal)
y0 = (1—q0)*hO*x*2

r0 = 6%(1—q0)*h0=*x%2

X0 = f(r0)/(6xh0*x2xF(r0))

WO = OmegaMx(1+20)**3/(h0**2«F(r0))

x0 = W0O-X0+y0—1

yi = [h0, x0,y0,X0,W0]

# Se define el rango de integracion y se integra con odeint:
Z=np.arange (z0,0,—0.0001)

gs=odeint (g, yi,Z)

# Se da nombre a las magnitudes y una vez se tienen

# puede graficarse cualquier magnitud deseada

h = gs|:,0]
x = gs|:,1]
y = gs[:,2]
X = gs|:,3]
W= gs|[:,4]

# Parametro Hubble normalizado modelo LCDM
hILCDM = np. sqrt (OmegaMs(1+Z )3+ (Omegal))

# A partir de aqui, se define la entropia,

# que puede graficarse con plt.plot
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