7855 VNIVERSIDAD
£88° P SALAMANCA

Modelo de Samuelson en Economia
Abierta

Grado en Economia

Facultad de Economia y Empresa

VNiVERSiDAD-B - SALAMANCA

AUTOR: MANUEL MARIA GALLEGO SANCHEZ

TuTOR: JOSE MANUEL CASCON BARBERO

Salamanca, Julio 2024


Manuel Gallego
Rectángulo

Manuel Gallego
Rectángulo





%3 VNIVERSiDAD
" D SALAMANCA

Trabajo Fin de Grado

Titulo: Modelo de Samuelson en Economia Abierta
Grado en Economia

Facultad de Economia y Empresa

VNiVERSiDAD B SALAMANCA

AUTOR: MANUEL MARiA GALLEGO SANCHEZ

TUTOR: JOSE MANUEL CASCON BARBERO

Salamanca, Julio 2024


Manuel Gallego
Rectángulo

Manuel Gallego
Rectángulo





Indice

Resumen 1
1 Introduccién 1
2 Marco tedrico 3
2.1 FEcuaciones en diferencias . . . . . . . . ... 3
2.2  Clasificacion de las ecuaciones en diferencias . . . . . . . . . . . . .. 4
2.3 Ecuaciones en diferencias con coeficientes constantes . . . . . . . . .. 5

2.3.1 Solucién de la ecuacién en diferencias lineal con coeficientes

constantes . . . . . .. 5

2.4 Anélisis cualitativo de modelos discretos . . . . . . . ... ... 7

3 Modelo multiplicador-acelerador de Samuelson 8
3.1 Formulacién matematica del modelo de Samuelson . . . . . . . . . .. 9
3.2 Soluciones del modelo de Samuelson . . . . . . . . .. .. .. ... .. 11
3.3 Andlisis de estabilidad del modelo de Samuelson . . . . . . ... . .. 15

4 Conclusiones 19
Bibliografia 20
Anexo 1 21
Anexo 2 21
Anexo 3 22
Region A . . . . . 22
Region AB . . . . . . . 23
Region By . . . . . . o o 23



Region By . . . . o o oL 24

Region By . . . . . . . L o 25

indice de figuras

3.1 Distribucién de las soluciones segtn los parametros ay 5. . . . . . . 13
3.2 Espacio paramétrico del modelo . . . . . . ... ... L. 17

3.3 Comportamiento de la soluciéon homogénea segin los pardmetros a y 18

Indice de tablas

3.1 Resumen de casos del modelo de Samuelson segtn los parametros . . 17

vi



Modelo de Samuelson en Economia Abierta

Resumen

Este TFG, busca ofrecer una visién integral de las ecuaciones
en diferencias desde una perspectiva econémica. A través de la
introduccién, se pretende que por medio de diversos modelos que
usan ecuaciones en diferencias, el lector tenga una idea de la
utilidad que deriva del uso de estas ecuaciones, como herramienta
para modelar fenémenos econdémicos. En el marco tedrico, se
hace una revisién de la teoria en torno a los principales conceptos
relevantes, en cuanto a la caracterizacion de las ecuaciones en
diferencias, asi como la obtencién de las soluciones, con el objetivo
de crear un contexto adecuado para posteriormente llevar a cabo
un andlisis exhaustivo del modelo de Samuelson. Tras presentar
el modelo de Samuelson, se realiza una extensiéon para economia
abierta, finalizando con un estudio cuantitativo de las soluciones,
en funcion de los parametros fundamentales, con el objetivo de
ilustrar la sensibilidad del modelo a cambios en estos parametros,
y proporcionar de este modo una mayor comprension de su

comportamiento a largo plazo.

1 Introduccion

En economia, a diferencia de otras disciplinas, es habitual trabajar con variables
discretas. Ejemplo de esto, son ciertas magnitudes econémicas que dependen del
tiempo, como el ingreso, el ahorro, la inversién o el consumo, las cuales suelen estar
disponibles para su estudio durante un periodo de tiempo discreto. Esto hace que las
ecuaciones en diferencias, aparezcan de manera frecuente en problemas econémicos,
donde las variables son de este tipo. Es por ello, que en este contexto, es posible usar
las ecuaciones en diferencias para modelizar fenémenos econémicos de muy distinta
indole, con el objetivo de comprender y predecir su comportamiento de la manera
mas sencilla posible. Algunos ejemplos del uso de ecuaciones en diferencias en la
modelizacién econémica, son algunos de los que recoge el trabajo de Tenorio Villalon
et al. (2013), y que nosotros también recogemos de manera resumida a continuacién.

Donde por ejemplo, dentro del marco de estudio sobre el estado estacionario, y mas
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concretamente del modelo de solape generacional de Weil, se exploran equilibrios
generales mediante la comparacién entre la economia nacional (Interior) y el resto
del mundo (Exterior). En este contexto, surge la necesidad de determinar la tasa
comtn k;" | la cual se puede expresar a través de la siguiente ecuacién en diferencias
(Tenorio Villalén et al., 2013):

k= ardis R

Wo_
kg =a

Por otro lado, varios modelos que exploran el crecimiento econémico a largo
plazo, se basan en la premisa de que los impulsores principales, son la productividad
E y la mano de obra L. Por ejemplo, en el modelo de Solow con tasas de ahorro
fijo, se asume que el cambio tecnoldgico exdgeno, estd determinado por el nivel
de productividad neutra de Harrod (expresado como E;.; = (1 + g)E;), mientras
que la mano de obra sigue el comportamiento demogréafico de la poblacién (L1 =
(1+n)L;). Como resultado, la acumulacion de capital K, puede modelarse a través

de la siguiente ecuacion en diferencias (Tenorio Villalén et al., 2013):

Kt-l—l — Kt = SF(Kt, EtLt) — 6Kt
KO =a, EO =b

En el &mbito del andlisis monetario y de precios, Philip Cagan definié y examiné
las hiperinflaciones, utilizando un modelo que podia representarse por una ecuacion
en diferencias estocastica, pero que si la consideramos desde un enfoque de equilibrio
no estocastico, se corresponderia con la siguiente ecuacién en diferencias extraida

del trabajo de Tenorio Villalon et al. (2013):

my —py = —f3 (Pt+1 - Pt)
Myp1 =My + ¢

po=a, my=>o

donde m y p, representan los logaritmos neperianos de la provision de dinero M

de un pais, y su nivel de precios P. La segunda ecuacién, surge de suponer que la
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oferta de dinero crece a una tasa constante g.

A lo largo del trabajo, revisaremos detalladamente los aspectos mas relevantes
de las ecuaciones en diferencias. Por medio de una introduccién a los principales
conceptos tedricos inherentes a este tipo de ecuaciones, que se basa en los trabajos
de Elaydi (1999) y Goldberg (1986), se pretende crear un marco conceptual, que
permita posteriormente llevar a cabo un analisis del modelo multiplicador-acelerador
(Samuelson, 1939), ampliado a una economia abierta, siguiendo una estructura
similar, a la que Géalvez Rodriguez (2021) realiza en su estudio del modelo de

Samuelson para una economia cerrada.

2 Marco tedrico

En esta seccién, nos enfocaremos en introducir los principales conceptos tedricos
sobre ecuaciones en diferencias, con el objetivo de establecer una base conceptual,
que permita comprender el analisis que posteriormente llevaremos a cabo del modelo

de Samuelson.

2.1 Ecuaciones en diferencias

Las ecuaciones en diferencias describen la evolucién temporal de un sistema o
fenémeno, de modo que la magnitud objeto de estudio en un momento concreto,
se expresa en términos del valor de la magnitud en los momentos inmediatamente
anteriores; estos son los llamados modelos dinamicos discretos, es decir con evolu-
ciones a saltos en el tiempo y no de forma continua, lo que vendria expresado por

una ecuacion diferencial.

Definicién 1. Una funcion real, f,de variable discreta, es una relacion que asocia
a cada valor discreto, ¢, un unico nimero real y = f(t). Se puede expresar de la

siguiente forma:

f:D—R

t—y, = f(t)
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Donde D C N es un conjunto discreto, denominado dominio, R es el codominio, ¢

es la variable independiente e y es la variable dependiente.

Introducimos ahora de manera formal, el concepto de ecuacion en diferencias

(Fernédndez Rodriguez, 2018):

Definicién 2. Llamamos ecuacién en diferencias a una expresiéon F' : RF*' xR — R

del tipo
F(yt+k7yt+k—1,yt+k—27 co Y41, Yt t) =0 (2~1)

En otras palabras, y en base a la defincién anterior, se tiene entonces, que una
ecuacion en diferencias es una ecuacion funcional, cuya incégnita es una funcién real

de variable discreta.

2.2 Clasificacion de las ecuaciones en diferencias

Las ecuaciones en diferencias las podemos clasificar segiin distintos criterios (Elaydi,
1999):

Definicién 3. Se dice que una ecuaciéon en diferencias es de orden k, si relaciona

Ys con Yy_1,...,Yr—x, donde k € N.

Definicién 4. Un problema de valor inicial para una ecuaciéon en diferencias, es una
ecuacion en diferencias junto con una condicion inicial, que especifica el valor de la
secuencia en uno o varios puntos de partida, tantos como el orden de la ecuacion.

Formalmente, se escribe como:

F(yt+k, Yt+k—1, Yt+k—25 -+, Yt+1, Ut 75) =0
yzzbl iZO,...,k—]

(2.2)

Notese por ejemplo, que para las ecuaciones de primer orden, necesitamos una sola

condicién inicial, denotada por .

Definicién 5. Se considera que una ecuacién en diferencias es lineal, si es lineal en

las variables v, ..., y;_r. En caso contrario se dice que es no lineal.

Definicién 6. Se dice que la ecuacion en diferencias (2.1) es auténoma, si no

depende explicitamente del tiempo t.
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Definicién 7. Se dice que una ecuacion en diferencias es de coeficientes constantes,

cuando es de la forma:

WYtk + Oh—1Ytrk—1 + Q—2Yirh—2 + - .. + @111 + aoye = g(t)

donde a; € Ry g(t) generalmente es una funcién de ¢.

Definicioén 8. Dada la ecuacién en diferencias:

WYtk + Oh—1Yirk—1 + Q—2Yiph—2 + - .. + @11 + aoye = g(t)

Si g(t) = 0, entonces se dice que la ecuacién es homogénea; de lo contrario se dice

que es no homogénea.

2.3 Ecuaciones en diferencias con coeficientes constantes

En el contexto de la economia, las ecuaciones en diferencias con coeficientes constan-
tes se emplean con gran frecuencia, debido a su capacidad para modelar relaciones
estables entre variables econémicas a lo largo del tiempo, posibilitando de este modo

la comprension y prediccion del comportamiento de dichas variables.

Este tipo de ecuaciones, resulta de gran utilidad en la modelizacién de multitud
de fenémenos econémicos, tales como el crecimiento econdémico, la inversion, el
consumo o la produccién. Ejemplo de estas ecuaciones, son las que se presentaron en
la introduccién, y cuyo detalle se puede encontrar en el trabajo de Tenorio Villalon
et al. (2013).

2.3.1 Solucién de la ecuacién en diferencias lineal con coeficientes cons-

tantes

En este apartado, presentaremos cual es la forma de la solucion general de la ecuacion
en diferencias lineal con coeficientes constantes, dejando los detalles de los resultados

y correspondientes métodos de resolucién en Goldberg (1986).

Definicién 9. Dada la ecuacién lineal en diferencias con coeficientes constantes
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homogénea

ArYerk + Op—1Yipk—1 + Qp—2Yirk—2 + ... + @1Ypp1 + aoys = 0

Se define su polinomio caracteristico de la siguiente manera:
p(A\) = (Zk;)\k + ak_1>\k_1 + ..+ +a

y su ecuacién caracteristica como p(A) = 0.

Definicién 10. Dada la ecuacion en diferencias (2.2), se dice que la funcién real
de variable discreta a;, es solucion de la ecuacién en diferencias dada, si satisface

idénticamente la ecuacién. Es decir:
F(at+k, Qpyo—1, Qg k—2, - - -, Qp—1, Ay, t) =0 VteN

Teorema 1. Dada la ecuacién en diferencias lineal de orden k& con coeficientes

constantes no homogénea

WYtk + Gh—1Ytrk—1 + Qo—2Ytrh—2 + - . . + @111 + aoye = g(t)

su solucién general es y; = y + y’, donde yi? es la soluciéon general de la ecuaciéon
h & iad P lucié ticular de 1 i6 h ¢
omogénea asociada, e y; es una solucién particular de la ecuaciéon no homogénea.

Ademas, cualquier solucién de la ecuacién es de esta forma (y7 + y©).

En conclusion, para resolver una ecuacion en diferencias lineal no homogénea con
coeficientes constantes, primero se encuentra la solucién de la ecuacion homogénea
asociada. Esto proporciona una base para la solucion general. Luego, y sin entrar en
detalles que si trata Romero (2012), se busca una solucién particular de la ecuacién
no homogénea (coeficientes indeterminados, variacion de las constantes,...). Esta
solucion particular, se suma a la solucion de la ecuacion homogénea para obtener la
solucion general. En cuanto a las constantes de la solucién general, se determinan

teniendo en cuenta las condiciones iniciales del problema.
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2.4 Analisis cualitativo de modelos discretos

El andlisis cualitativo de modelos dinamicos, como pueden ser las mayoria de modelos
econdmicos, desempena un papel crucial en la modelizacién y comprensién de fend-
menos econdémicos. Este enfoque, se centra en entender las tendencias generales y
el comportamiento a largo plazo de variables econdmicas, sin necesidad de precisar

valores numéricos exactos en momentos concretos.

A continuacién, definiremos los principales conceptos relacionados con el anélisis
cualitativo, en el contexto de modelos discretos. En cualquier caso, en Elaydi (1999)
se puede encontrar con todo detalle y de manera mucho mas rigurosa, los conceptos

que a continuacién vamos a exponer.

Consideremos el problema de valor inicial:

Yerr = f(ye) (2.3)

Yo =1b

Definicién 11. Un punto z* en el dominio de f, se dice que es un punto de equilibrio

de (2.3), si es un punto fijo de f, es decir, f(z*) = x*.

A estos puntos, también también se les denomina soluciones estacionarias, de ahi
que nosotros en adelante, los denotemos por z.. Es facil de ver, que dichos puntos

seran las raices de la ecuacién:

z = f(z)
y que corresponden a una solucion constante de la ecuaciéon en diferencias.
Definicién 12. Dado el problema de valor incial (2.3), entonces:

(i) El punto de equilibrio x. de (2.3), es estable, si dado € > 0, existe § > 0, tal
que si |xg — x| < € implica |f"(x¢) — x| < 0 para todo n > 0. Si z. no es

estable, entonces diremos que es un punto inestable.

(ii) Se dice que el punto x. es un atractor si existe n > 0, tal que:
[To — x| < = tlggloyt = Te

Sin = o0, z. se llama atractor global.

7
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(iii) El punto x. es un punto de equilibrio asintéticamente estable, si es estable y

atractor. Si n = oo, z. es globalmente asintéticamente estable.

Determinar la estabilidad de un punto a partir de las definiciones anteriores,
puede resultar una tarea compleja en la mayoria de casos. El siguiente resultado
permite clasificar los puntos de equilibrio. En cualquier caso, para un enfoque mas

general consultar Elaydi (1999).

Teorema 2. Sea x. un punto de equilibrio de la ecuacion en diferencias:

Yer1 = f ()

donde f es continuamente diferenciable en un entorno de x.. Entonces las siguientes

afirmaciones son ciertas:

(i) Si f'(xz.) < 1, entonces x. es un punto asintéticamente estable.

(ii) Si f'(x.) > 1, entonces z. es inestable.

En Elaydi (1999) podemos encontrar una introduccién al andlisis de bifurcaciones,
que se presenta como una herramienta de gran relevancia en el estudio de sistemas
dindmicos discretos. El estudio de bifurcaciones en este contexto, se centra en cémo
cambia el comportamiento del sistema, a medida que un parametro, o varios de ellos

se modifican.

Una bifurcacién, ocurre cuando hay un cambio cualitativo en el comportamiento
del sistema, como consecuencia de la variacion de uno o varios parametros. Este
cambio, puede manifestarse en la aparicién de nuevos puntos de equilibrio, la esta-
bilidad de los puntos de equilibrio existentes, cambios en la periodicidad, entre otros

aspectos (Elaydi, 1999).

3 Modelo multiplicador-acelerador de Samuelson

Nuestro objetivo es introducir el modelo de Samuelson, mientras lo contextuali-

zamos adecuadamente. Comenzaremos definiendo el modelo méas simplificado, el
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de una economia cerrada con sector publico, al mismo tiempo que introducimos las
hipotesis necesarias para ampliar el modelo a una economia abierta. Posteriormente,
del modelo ampliado, analizaremos tanto las soluciones, como la estabilidad de estas.
Con el objetivo de hacer mas visual los resultados obtenidos en cuanto a soluciones
y estabilidad, introduciremos varios gréaficos elaborados mediante Wolfram (2024).

En los anexos se adjuntan los fragmentos de codigo que se han empleado.

3.1 Formulaciéon matematica del modelo de Samuelson

En 1939, Paul Samuelson marcé un hito al proponer un modelo de ciclos econémicos
enddgenos (Samuelson, 1939), dinamizando una versiéon simplificada del modelo
keynesiano, para una economia cerrada con sector publico. Este modelo parte de
un nivel de renta estable, con inversion nula y produccion permitida por el stock de

capital.

Si el consumo aumenta, la renta también lo hace, iniciando un periodo de
expansion econémica. FEste aumento de la renta facilita el ahorro, y por ende la
inversion. Aqui entra en juego el acelerador, que hace que el incremento de la
inversion en factores productivos, supere al incremento de la renta, aumentando el

gasto y la demanda.

El multiplicador, amplifica el efecto del consumo, incrementando la renta dispo-
nible y el consumo a través del aumento del empleo, aunque este incremento sera
cada vez menor. Este proceso no puede sostenerse indefinidamente, ya que un nivel

elevado de inversién requiere un consumo creciente.

Samuelson identific6 distintas combinaciones de valores del multiplicador y el
acelerador, que resultan en varios tipos de ciclos econémicos: con oscilaciones regu-
lares, con oscilaciones amortiguadas hasta desaparecer, con un caracter monétono

hasta estabilizarse, o con un crecimiento explosivo o exponencial.

El modelo de Samuelson se basa en las siguientes variables, definidas en términos
del tiempo discreto ¢: Y; (renta), I; (inversion privada total), Cy (consumo privado

total) y G (gasto del sector ptiblico), en el periodo t.

Dado que vamos a extender el modelo a una economia abierta, es necesario

introducir la balanza comercial. Por lo tanto, consideraremos también: X, (valor
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neto de las exportaciones), M; (valor neto de las importaciones), y la balanza

comercial definida como N; = X; — M;, donde N; es el saldo neto de exportaciones,

en el periodo .

Ahora, estableceremos una serie de hipétesis, sobre las cuales se fundamenta el

modelo:

. La funciéon de consumo C}, es proporcional a la renta nacional en el periodo
inmediatamente anterior. Esto es, Cy = aY;_1, donde a € (0,1) es lo que se

conoce como propension marginal al consumo.

. La inversion privada I;, es proporcional al aumento en el consumo C; — C;_;.
Por lo tanto, I, = 5(Cy — Cy_1), donde 8 > 0 por haber una relacién directa

entre inversién y variacion del consumo.
. El gasto publico es constante en los distintos periodos. Luego, G; = Gg Vt.

. Consideraremos las exportaciones como una variable exbégena, y para simplificar
el modelo, asumiremos que permanecen constantes a lo largo de los diferentes

periodos. De ahi, que X; = X, Vt.

. Finalmente, trataremos las importaciones M; como una forma adicional de
consumo, por lo que también seran proporcionales al ingreso del periodo
inmediatamente anterior. Por consiguiente, podemos expresar M; = ~Y;_ 1,
donde v representa la propension marginal a importar, y al igual que «, se

encuentra en el intervalo (0,1).

En el contexto macroeconémico, el equilibrio se logra cuando la producciéon

nacional es igual a la demanda agregada, lo que se traduce en la siguiente ecuacion:

Yi=Ci+ 1, +G + N,

o, expresado de manera equivalente: Y; = C; + I, + G; + X; — M,;.

10
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3.2 Soluciones del modelo de Samuelson

Considerando las hipdtesis previamente establecidas, la ecuacién (3.1) puede ser

reformulada de la siguiente manera:
Yi=aY, 1+ B(C; — Cio1) + Go+ Xo — 7Y
expresando el consumo en funcién de la renta, obtenemos la siguiente relacion:
Y =aY, 1+ B(aY,o1 —aY, o)+ Go+ Xo — 7Y

operando adecuadamente en la expresion, llegamos a la siguiente ecuacion en dife-

rencias de segundo orden:

Y, = (a+ Ba—v)Y_1 — BaY,_s + Gy + Xo

Definamos ahora las siguientes constantes:

ki =a+ Ba—7y ky = Ba ko = Go + Xo

Sin pérdida de generalidad, podemos realizar un desplazamiento temporal de dos
periodos, denotado como t — t+2, lo que nos conduce a una ecuaciéon en diferencias
de segundo orden equivalente. Esta ecuacion, lineal y con coeficientes constantes,

representa una ampliaciéon del modelo de Samuelson a una economia abierta:
Yipo — k1Y + kY = ko (3.1)

A continuacién, vamos a buscar las soluciones de la ecuacién en diferencias, y
analizar bajo que condiciones el sistema se estabiliza. En primer lugar, buscaremos

la solucion general de la ecuacion homogénea asociada, es decir:
Y;t+2 - ]{51Y;5+1 + k'QYt =0 (3-2)

La ecuacién caracteristica es: A2 — kyA + ky = 0

11
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De donde obtenemos que:

kR — 4k \ ko — /K2 — 4k,

1 — 9 ) 2 = 9

Desarrollando ky v ko queda:

a+aﬁ—'y+\/(a+aﬁ—7)2—4aﬁ N a+a,6’—fy—\/(a+aﬂ—’y)2—4aﬁ
2 CRT 2

1=

En este TFG, suponemos que la propensiéon marginal a consumir, es igual a la

propensiéon marginal a importar, con el objetivo de simplificar el andlisis, esto es
o =".

De este modo, las raices A\; y Ay se pueden escribir de la siguiente manera:

_af+ Va2 —4dap A_aﬁ—ﬁﬁﬁfﬂﬁ
- 2 ’ T 2

A1

Asumir que la propension marginal a consumir, es en cierto modo equivalente a
la propensién marginal a importar, nos permite caracterizar las soluciones de una

manera mas sencilla que si tuviésemos los tres pardmetros o, 8y 7.

Ahora, examinaremos el valor del radicando en la expresion anterior, para poder

caracterizar adecuadamente las soluciones en términos de los parametros a y f:

1. Regién A: Cuando a?3? — 4a8 > 0, o equivalentemente a3 > 4, entonces las
dos raices del polinomio caracteristico son reales y distintas, esto se traduce
en que la solucién general de la ecuacion (3.2), se puede escribir como:

Y; Cl,CQGR

H_ o <a5+\/&2ﬁ2—4a5>t+0 (aﬁ—\/a252—4aﬁ>t
! 2 2 2

2. Regién AB: Sia?3%—4a3 = 0, o dicho de otra manera o3 = 4, entonces ambas
raices del polinomio caracteristico seran reales e idénticas, lo que implica que

la solucién general de la ecuacion (3.2), tomara la siguiente forma:
}/tH = 012t + CQtQt Cl,CQ eR

Observemos que en este caso, cuando t — oo también Y;¥ — oo, lo que indica

12
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que la solucién general experimentara un crecimiento explosivo.

. Regién B: Por ultimo, si a?3% — 4a3 < 0, o lo que es lo mismo, aff < 4, las

dos raices son imaginarias y diferentes. Esto nos lleva a que:

af +iv4ab — o252
2

Aj = j=12
lo que se traduce en que la solucién general de la ecuacion (3.2), se expresara

de la siguiente manera:
Y7 = Cy(aB)? cos(wt) + Co(af)? sin(wt) Cy,Cy € R

donde w es el argumento de cualquiera de las dos raices del polinomio caracte-

N
«

B
es af € (0,4), por ser ambos pardmetros positivos por hipétesis del modelo.

ristico, es decir w = arctan ( ) . Notese que en esta caso, la condicion

0.8
Region A: a > 4/
0.6

04l Region B: a < 4/B

- Region AB: a = 4/8 a=1

Figura 3.1: Distribucion de las soluciones segtn los parametros o y
Fuente: Elaboracion propia

En el grafico 3.1, elaborado a través de Wolfram (2024) empleando el cédigo que

se puede encontrar en el Anexo 1, se representan tres regiones, denotadas como A,

AB y B. Cada una de estas regiones corresponde a una de las posibles formas que

puede adquirir la solucién de la ecuacion (3.2). En particular, las regiones se definen

en funcion de la relacion que existe entre los parametros a y 3, proporcionando asi
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una representacion visual de los posibles comportamientos de la solucién, en funciéon

de los diferentes valores que pueden tomar los parametros del modelo.

Por 1ltimo, con el propdsito de concluir la determinacion de la soluciéon del
modelo, es necesario identificar una solucién particular de la ecuacién completa
(3.1). En este contexto, emplearemos el método de los coeficientes indeterminados
(Romero, 2012), el cual nos orientara hacia una candidata adecuada para dicha
solucion particular. Considerando que el término independiente es constante, pro-
pondremos Y; = M, como nuestra hipotesis para la solucién particular, donde M
representa una constante aun por determinar. Para obtener el valor preciso de M,

sustituiremos Y; = M en la ecuacion (3.1), dando lugar a:
M — kyM + koM = kqy
sustituyendo ky, ko v ko por sus correspondientes valores queda:
M — (a+ fa—~v)M + BaM = Gy + X,

Operando, se deduce que M = fﬂl‘fﬁ, donde M estd bien definida por ser 1 —a+y #

0. En efecto, 1 —a+v =0 = a =1+, lo cual no se da nunca por ser a € (0, 1).

Nétese ademas, que en el caso de a = vy, queda que M = Y," = Gy + Xo.

Observemos también, que el unico punto fijo de la ecuacién completa (3.1),

coincide precisamente con la solucion particular encontrada, es decir, x. = Go + Xj.

Queda entonces, que la solucion general de la ecuacién (3.1), estard compuesta
por la suma de dos componentes: la solucién general de la ecuacién (3.2), obtenida
previamente considerando distintos casos, y una solucion particular de la ecuaciéon

(3.1), recientemente hallada.

La solucién completa serd Y; = ;¥ + Y,P, con Y/ en funcién de si pertenece a

la region A, AB o B. Esto es:

2

t t
1. Regién A: Y; = C, (05* V“W“‘aﬂ) Oy (‘”5‘ V“jﬁuaﬂ) + Go + Xo
2. Region AB: Y, = C128 + Cot 28 + Gy + X

3. Regién B: Y, = Cy(af)z cos(wt) + Ca(af)z sin(wt) + Gy + Xo

14



Modelo de Samuelson en Economia Abierta

Una vez examinadas las soluciones del modelo, procederemos a estudiar las
condiciones bajo las cuales el sistema se estabiliza a largo plazo, en cada una de

las situaciones identificadas.

3.3 Analisis de estabilidad del modelo de Samuelson

En este apartado, abordaremos los supuestos bajo los cuales el modelo de Samuelson
ampliado, tiende a estabilizarse a largo plazo. Desde una perspectiva matematica,
esto se traduce en que lim;_,. YtH = 0, siendo Y;H la soluciéon de la ecuacién
homogénea (3.2). Es importante destacar, que este comportamiento implica que
la solucién completa de la ecuacion (3.1), converge hacia el unico punto fijo z, =

Go + Xo.

Consideremos los tres casos analizados en el apartado anterior, con el propdsito

de caracterizar de manera similar las condiciones de estabilidad.

1. Regién A: En el primer caso, teniamos que afS > 4, lo cual derivaba en
que las dos raices del polinomio caracteristico fueran reales, pero distintas,

traduciéndose esto en que la solucién de (3.2), adoptase la siguiente forma:

Va2BZ —dap\’ — Va2 —4dap\’
YA =0 (O‘ﬁ+ 0‘25 DN o, (2P 0‘25 PN 0,0 eR
En este caso tendremos que lim; o, Y} = 0 si y solo si:
\/T _ \/T
af + QQB 4afp <1 af 0425 4af <1

Estas condiciones ocurriran a su vez si:

1< af +a?p? — 4af <1 aff —a2p2 —4ap
2

<1
2

1<

Ahora bien, si nos fijamos en el lado derecho de la primera condicién, vemos

que es incompatible con este caso, donde o5 > 4. Mas concretamente, tenemos

af +Va2p? — 4af < 2, lo cual es imposible.

2. Region AB: En el segundo caso, af = 4, ya vimos que las raices eran reales
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e idénticas, lo que implicaba que la soluciéon homogénea tuviera la siguiente

forma:

Y;H - 012t + CQtQt Cl, CQ S R

Claramente, y como hemos indicado en el apartado anterior, la soluciéon general

Y; no es estable, pues cuando ¢ — oo, también Y, — oo,

3. Region B: En el dltimo caso, teniamos que af < 4, lo cual resultaba en que
las raices del polinomio caracteristico, fuesen complejas y diferentes. Como

consecuencia de esto, ya vimos que la solucion de (3.2) era:
Y7 = Cy(aB)? cos(wt) + Co(af)? sin(wt) Cy,Ch € R

Es evidente, que en este caso, la estabilidad a largo plazo se garantiza si y
solo si |af| < 1, lo que es equivalente a a5 < 1, por ser ambos pardmetros
positivos. Ademads, la condiciéon de estabilidad obtenida es compatible con
aff < 4, lo que nos permite concluir, que en esta tltima situaciéon el modelo
se estabilizard a largo plazo cuando af € (0,1), dado que ambos pardmetros

SO mayores que cero.

La condicién de estabilidad a5 € (0,1), implica dividir la region B en dos
subregiones, ademas de la propia curva aff = 1, luego tenemos dos regiones adi-

cionales. Vamos a denotarlas por By: aff € (1,4), Bo: af =1y Bs: af € (0,1).

Habiendo establecido la condicién necesaria y suficiente, para la estabilidad a
largo plazo, en el grafico 3.2 estd representado el espacio paramétrico del modelo
de Samuelson en economia abierta. Este grafico, abarca tanto la naturaleza de las
soluciones del polinomio caracteristico, asociado a la ecuacién (3.2), como la propia
condicién de estabilidad a5 € (0,1), lo que permite diferenciar 5 regiones (A, AB,

Bi, B2 y B3), donde en cada una de ellas, la solucién se comporta de manera distinta.

El grafico 3.2, elaborado a través de Wolfram (2024) y empleando el cédigo que
se puede encontrar en el Anexo 2, permite diferenciar las 5 regiones ya mencionadas.
Notese que las regiones By, B, y B3 presentan la misma solucion, dado que pertenecen
al caso de raices imaginarias, sin embargo solo en la region B, el modelo se estabiliza
a largo plazo. En cuanto a las regiones A y AB, corresponden al caso de raices reales,

distintas o iguales, respectivamente, derivando esto en un comportamiento explosivo
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a

1}
08}

A
061
B,

04+
02 B

0 | | | | I I | | I I | ) ﬁ

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
— AB:a=4/8 — By:a=1/8 Q=1

Figura 3.2: Espacio paramétrico del modelo
Fuente: Elaboracion propia

de la soluciéon en ambas regiones.

En la tabla 3.1, se muestran las soluciones del modelo en cada una de las regiones
que hemos diferenciado, en funciéon de los valores de los pardametros a y 3, junto con
el comportamiento que adoptaran dichas soluciones en cada una de ellas, pudiendo
encontrar soluciones con crecimiento explosivo (Regiones A y AB) o distintos tipos

de oscilaciones (Regiones By, By y Bg).

Caso Solucién Estabilidad
A:af >4 Cl(@)t-‘rCQ(@)t-i—Xo-l—Go Crec. explosivo
AB:apf =4 & (O‘—f)t + Cqt (O‘—f)t + Xo+Go Crec. explosivo
B, :af € (1,4) | Ci(af)? cos(wt) + Co(af)? sin(wt) +x0+Gy | Osc. explosivas
By:af=1 | Ci(af)? cos(wt) + Co(af)? sin(wt) +x0+Go |  Osc. uniformes
Bs:af e (0,1) | Ci(af)? cos(wt) + Co(af)? sin(wt) +x0+G, | Osc. amortiguadas

Tabla 3.1: Resumen de casos del modelo de Samuelson segin los parametros
Fuente: Elaboracion propia

Para terminar el estudio del modelo de Samuelson, a través del grafico 3.3,
elaborado a través de Wolfram (2024) y empleando el cédigo proporcionado en
el Anexo 3, se muestra el comportamiento de la soluciéon en cada uno de los casos
estudiados. Para generar el grafico del comportamiento de la solucién en cado uno

de loss casos, hemos tomado C' y Cs iguales a 1, y en cuanto a los valores de Xy v Gy,
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son los correspondientes a las exportaciones netas y gasto ptublico de Espafia durante

2023, siendo estos de 383.7 y 678.8 miles de millones de euros, respectivamente.

A:aB>4 AB:aB=4
fa(t) fas(t)

1075 1075

1070 1070

0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120

0 20 40 60 80 100 120

Figura 3.3: Comportamiento de la solucién homogénea segtin los parametros o y

Observamos que en las regiones By, By y Bj, la solucién es una funcién trigono-
métrica, que varia en funcion de los parametros o y 5. Mas concretamente, en B
la solucién adopta la forma de oscilaciones explosivas, en By oscilaciones estables en
torno al punto de equilibrio Xq+ Gy y en Bj oscilaciones amortiguadas. Tanto en las
regiones A como AB, vemos que la solucién experimenta un crecimiento explosivo,
que se hace aiin mas notorio a medida que a3 > 4, o en otras palabras, el valor de
af se aleja de la curva a8 = 4. Para obtener las curvas, hemos tomado valores de «
y (3, tales que el comportamiento fuese lo mas claro, ya que dentro de cada una de

las 5 regiones, atn siendo la solucién igual, los valores de los pardmetros condicionan
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mucho la forma de las curvas, ya que por ejemplo, las oscilaciones amortiguadas,
dependiendo de si estamos més o menos cerca de la condicién de estabilidad af = 1,

pueden converger de manera muy distinta hacia el punto de equilibrio Xy y Gj.

4 Conclusiones

Con la redaccion de este trabajo, se proporciona la informacién necesaria, tanto para
introducir al lector en el uso de ecuaciones en diferencias en economia, como para
servir de base para ampliar los horizontes del propio trabajo, a través de un analisis

mas exhaustivo de algunos de los modelos presentados en la introduccién.

Por medio de los primeros modelos de la introduccién, se ha podido comprobar
cémo las ecuaciones en diferencias, permiten modelar fendmenos econémicos de

distinta naturaleza.

Por otro lado, partiendo de las hipdtesis planteadas por Samuelson (1939), hemos
presentado el modelo clasico para economia cerrada, y hemos hecho una variacion,
que deriva en una ampliacién del modelo para economia abierta. Posteriormente,
partiendo de la ecuacion en diferencias que se obtiene, como consecuencia del equi-
librio del mercado de bienes, hemos llevado a cabo un analisis en profundidad tanto
de las soluciones, como del comportamiento a largo plazo del modelo, en funcién de
los parametros de este. Este andlisis, nos ha permitido tanto caracterizar la forma
de las soluciones, como obtener bajo que condiciones el modelo es estable o no a
largo plazo. De lo cual, hemos obtenido 5 posibles comportamientos de la solucion,
en funcién de los valores de los parametros a y 3, siendo el modelo convergente al

punto de equilibrio en solo uno de los casos.

En vistas del analisis del modelo de Samuelson, como posible trabajo futuro, seria
interesante analizar el modelo, considerando distintas configuraciones de la relacion
entre la propensiéon marginal a consumir e importar, o incluso directamente analizar
el modelo en funcién de los tres parametros originales. Asimismo, seria de interés
un trabajo, que a partir de un cierto ano, comparase el crecimiento predicho por el
modelo de Samuelson, con el crecimiento real experimentado por las economias de

distintos paises.
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Anexo 1

El gréfico 3.1 se ha generado utilizando Wolfram (2024), empleando el siguiente

codigo:

Plot [{Piecewise[{{4/y, y >= 4}}, Undefined], 1}, {y, 0, 15},
AxesLabel -> {Style["\[Betal", 13, Black],
Style["\[Alpha]l", 13, Black]},

PlotStyle -> {Thickness[0.007], Thickness[0.007]},
Epilog -> {Text[Style["Regién B: \[Alpha] < 4/\[Betal", 13], {3.5, 0.45}],

Text [Style["Regién A: \[Alphal > 4/\[Betal", 131, {9.75, 0.7}1},
PlotRange -> {{0, 13}, {0, 1.1}},
Ticks -> {Range[1, 12, 1], {0, 1, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8}},
PlotLegends -> Placed[{"Regién AB: \[Alpha] = 4/\[Betal",

"\ [Alphal=1"}, Bottom]]

Anexo 2

El gréfico 3.2 se ha generado utilizando Wolfram (2024), empleando el siguiente

codigo:

Plot [{Piecewise[{{4/y, 4/y < 1}}, Undefined]l, 1, 1/y }, {y, 1, 203},
AxesLabel -> {Style["\[Betal", 13, Black],
Style["\[Alpha]l", 13, Black]},

PlotStyle -> {Thickness[0.007], Thickness[0.007], Thickness[0.007]},
Epilog -> {Text[Style["C", 13, Bold]l, {2, 0.2}],

Text [Style["B", 13, Bold], {4, 0.55}],

Text [Style["A", 13, Bold], {7.5, 0.75}1},
PlotRange —> {{1, 12}, {0, 1.1}},
Ticks -> {Range(1, 12, 1], {0, 1, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8}},
PlotLegends -> Placed[{"AB : \[Alpha] = 4/\[Betal]", "\[Alphal=1",

"BC : \[Alphal=1/\[Betal"}, Bottom]]
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Anexo 3

Para generar el grafico 3.3, que muestra el comportamiento de la solucién completa
del modelo de Samuelson en economia abierta en los distintos casos estudiados,

hemos empleado el siguiente cédigo utilizando Wolfram (2024):

Regiéon A

Los valores de los parametros o y (3, los hemos seleccionado de tal manera que
af > 4.

alpha = 0.8;
beta = 8;

Cl =1;

C2 =1;

X0

383.7; (*Valor de las exportaciones en miles de millones*)

GO = 678.82; (xValor del gasto piblico en miles de millones*)
lambdal = (alpha*beta + Sqrt[alpha”2*beta”2 - 4*alphaxbetal)/2;
lambda2 = (alpha*beta - Sqrt[alpha”2+*beta”2 - 4*alphaxbetal])/2;
fA[t_] := Cl*lambdal"t + C2xlambda2”t + X0 + GO

Plot [{fA[t], X0 + GO}, {t, 0, 500},
PlotLabel -> Style["A : \[Alpha]\[Beta] > 4", FontSize -> 25, Black],
AxesLabel -> {Style["t", Black, FontSize -> 20],
Style["\!\(\*SubscriptBox [\ (£\), \(AN)I\) (t)",
Black, FontSize -> 20]},
PlotRange -> {{0, 3}, {1060, 1080}},
PlotStyle -> {{Thickness[0.006], RGBColor[0.6, 0.3, 0.8]},
{Thickness[0.008], Dashed, RGBColor[0O, O, 11}},
Ticks -> {{0, 1, 2, 3}, {1061, 1063, 1065, 1070, 1075}},
PlotLegends -> {"\!\(\*SubscriptBox[\(f\), \(A\)I\) ()",
"\ 1\ (\*SubscriptBox [\ (X\), \(0O\)I\)+
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\ I\ (\*SubscriptBox [\ (G\), \\(0\)I\)"}]

Region AB

Los valores de los parametros o y 3, los hemos seleccionado de tal manera que

af =4.

alpha = 0.8;
beta = b;
Cl1=1;

c2 = 1;

X0
GO

383.7; (*Valor de las exportaciones en miles de millonesx)

678.82; (*Valor del gasto plGblico en miles de millonesx)
fAB[t ] := C1*27t + C2xt*2"t + X0 + GO

Plot [{fAB[t], X0 + GO}, {t, 0, 5003},
PlotLabel -> Style["AB : \[Alpha]\[Beta] = 4", FontSize -> 25, Black],
AxesLabel -> {Style["t", Black, FontSize -> 20],
Style["\!\ (\*SubscriptBox [\ (f\), \(AB\)I\) (t)",
Black, FontSize -> 20]},
PlotRange -> {{0, 3}, {1060, 1080}},
PlotStyle -> {{Thickness[0.006], RGBColor[0, 0.39, 0]},
{Thickness[0.008], Dashed, RGBColor([0, O, 1]1}},
Ticks -> {{0, 1, 2, 3}, {1061, 1063, 1065, 1070, 1075}},
PlotLegends -> {"\!\(\*SubscriptBox[\(£f\), \(AB\)I\) (¢)",
"\1\ (\*SubscriptBox [\ (X\), \(0O\)I\)+
\ I\ (\*SubscriptBox [\ (G\), \\(0\)I\)"}]

Region B,

Los valores de los parametros o y [, los hemos seleccionado de tal manera que
af € (1,4).
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alpha = 0.5;

beta = 2.05;

lambda = (alphax*beta + I*Sqrt[4*alpha*beta - alpha”2*beta2])/2;
omega = Arg[lambda];

Cl1=1;
c2 =1;
X0 = 383.7; (*Valor de las exportaciones en miles de millonesx)

GO

678.82; (*Valor del gasto plGblico en miles de millonesx)

fB1[t_] := Cilx(alphaxbeta)”(t/2)*Cos[omega*t] +
C2#*(alpha*beta) ~(t/2)*Sin[omega*xt] + X0 + GO

Plot [{fB1[t], X0 + GO}, {t, O, 500},
PlotLabel -> Style["\!\(\*SubscriptBox[\(B\),
\N(1\)I\) : \[Alphal\[Beta]l \\[Element] (1,4)",
FontSize -> 25, Black],
AxesLabel -> {Style["t", Black, FontSize -> 20],
Style["\!\ (\*SubscriptBox [\ (f\),
SubscriptBox [\ (B\), \(1\)1]1\)(t)", Black, FontSize -> 20]},
PlotRange —> {{0, 125}, {1055, 10703}},
PlotStyle -> {{Thickness[0.006], RGBColor[0.9, 0.5, 0.3]},
{Thickness[0.008], Dashed, RGBColor([0, O, 1]1}},
Ticks -> {Automatic, {1051, 1054, 1057, 1060, 1063, 1066, 1069}},
PlotLegends -> {"\!\(\*SubscriptBox[\(f\), SubscriptBox[\(B\),
NI )", "\NIN(\*SubscriptBox [\ (X\),
\(O\N) I\ +\ I\ (\*SubscriptBox [\ (G\), \\(O\)I\)"}]

Region B,

Los valores de los parametros o y 3, los hemos seleccionado de tal manera que

af =1.

alpha = 0.5;
beta = 2;
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lambda = (alpha*beta + I*Sqrt[4*alpha*beta - alpha”2*beta”2])/2;
omega = Arg[lambda];

Cl1 =1;
C2 = 1;
X0 = 383.7; (xValor de las exportaciones en miles de millonesx)

GO

678.82; (*Valor del gasto pliblico en miles de millonesx*)

fB2[t_] := Clx(alphaxbeta)”(t/2)*Cos[omegaxt] +
C2*(alpha*beta) " (t/2)*Sin[omega*t] + X0 + GO

Plot [{fB2[t], X0 + GO}, {t, 0, 5003},
PlotLabel -> Style["\!\(\*SubscriptBox[\(B\),
\(2\)1\) : \[Alphal\[Beta] = 1",
FontSize -> 25, Black],
AxesLabel -> {Style["t", Black, FontSize -> 20],
Style["\!\ (\*SubscriptBox [\ (f\),
SubscriptBox [\ (B\), \(2\) 11\ ()",
Black, FontSize -> 20]},
PlotRange -> {{0, 125}, {1060.5, 1064.5}},
PlotStyle -> {{Thickness[0.006], RGBColor[0.6, 0.7, 0.4]},
{Thickness[0.008], Dashed, RGBColor[0O, 0, 11}},
Ticks —> {Automatic, {1061, 1062, 1063, 1064}},
PlotLegends -> {"\!\(\*SubscriptBox[\(f\), SubscriptBox[\(B\),
N\NCEOVITVD )", "NIN(\*SubscriptBox [\ (X\),
N O\ I\ +\ I\ (\*SubscriptBox [\ (G\), \\(O\)I\)"}]

Region Bj

Los valores de los parametros o y 3, los hemos seleccionado de tal manera que
af € (0,1).

alpha = 0.5;
beta = 1.945;
lambda = (alphax*beta + I*Sqrt[4*alpha*beta - alpha”2*beta2])/2;
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omega = Arg[lambda];

Cl1 =1,;
C2 =1;
X0 = 383.7; (*Valor de las exportaciones en miles de millones*)

GO

678.82; (*Valor del gasto pliblico en miles de millonesx)

fB3[t_] := Clx(alphaxbeta)”(t/2)*Cos[omegaxt] +
C2x(alpha*beta) " (t/2)*Sin[omega*t] + X0 + GO

Plot [{fB3[t], X0 + GO}, {t, O, 500},
PlotLabel -> Style["\!\(\*SubscriptBox[\(B\),
\(3\)I\) : \[Alpha]\[Betal] \\[Element] (0,1)",
FontSize -> 25, Black],
AxesLabel -> {Style["t", Black, FontSize -> 20],
Style["\!\ (\*SubscriptBox [\ (f\),
SubscriptBox [\ (B\), \(3\)1]\) (t)", Black, FontSize -> 20]},
PlotRange -> {{0, 125}, {1060.5, 1064.5}},
PlotStyle -> {{Thickness[0.006], RGBColor[0.8, 0.2, 0.2]},
{Thickness[0.008], Dashed, RGBColor[0, 0, 1]1}},
Ticks -> {Automatic, {1061, 1062, 1063, 1064}},
PlotLegends -> {"\!\(\*SubscriptBox[\(f\), SubscriptBox[\(B\),
N\NGBOITND )", "\NIN(\*SubscriptBox [\ (X\),
N O\ I\ +\ I\ (\*SubscriptBox [\ (G\), \\(0\)I\)"}]
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