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Resumen

A partir de nuevos modelos de retencion de particulas radiactivas en
el cuerpo humano se calcularan disenos 6ptimos para la estimacion de los
parametros principales, asi como contrastes sobre los mismos.

Claves: D-optimizacién, Modelos compartimentales, Retencién de ra-
diactividad

1. Introduccion

El objetivo principal del presente trabajo era la obtencién de informa-
cion sobre los parametros de modelos descritos en ICRP (1997) referidos a la
retenciéon de particulas radiactivas en el cuerpo humano. Se buscaran los me-
jores disenos para su estimacién y se procuraran diversos contrastes sobre los
mismos. Se supone una situacién de accidente en instalaciones que manejan
materiales radiactivos.

En el caso objeto de estudio s6lo habria un trabajador en el lugar del
accidente, lo que implicaria que las posibles muestras tomadas sobre él esta-
rian en principio relacionadas. Queda imposibilitada ademés la realizacion de
pruebas simultaneas, ya que es necesario un periodo minimo de descanso entre
muestras consecutivas.

Debido al procedimiento de deteccion y al tiempo necesario para la pre-
paracién del trabajador y las instalaciones en que tienen lugar las muestras,
la primera de ellas podria ser tomada como minimo 12 horas después del acci-
dente. Estas y otras consideraciones pueden ser revisadas en un trabajo previo,
Lopez-Fidalgo y otros (2005), en el que se justificaba ademas la realizacion de
la primera prueba lo antes posible, es decir, en el instante ¢t = 0,5 (¢ en dias).
En dicho articulo llegaban a calcularse disenios 6ptimos con soporte en s6lo dos
puntos debido a la dificultad del modelo, obtenido a partir de los modelos com-
partimentales que describen el fenémeno, y formado por un largo sumatorio de
cocientes de términos exponenciales.

Desde entonces nuevas investigaciones han dado lugar a la obtencién de
desarrollos alternativos no sélo para el modelo pulmonar anteriormente men-
cionado, sino para modelos generales para cualquier parte del cuerpo (o incluso
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todo el cuerpo), y que no solamente son validos para inhalacion, sino también
para ingestion de particulas radiactivas. Estos nuevos modelos tienen la enor-
me ventaja de quedar reducidos a una (larga) suma de términos exponenciales,
evitando los cocientes de los modelos previos.

En el presente trabajo se proponen otros disenos con soporte en dis-
tinto nimero de puntos (no sélo en dos), que reducirdn la incertidumbre en
la estimacién de los pardmetros del modelo. La eleccién del diseno adecuado
dependeré de factores temporales, fisioldgicos e incluso econémicos. El calculo
de los nuevos disenos ha sido posible gracias a la realizacién de un software
eficiente que ha permitido alcanzar los resultados en un tiempo finito, ademas
de la simplificacién de los modelos antes mencionada.

Para la obtencién de los disenos 6ptimos se utilizard el criterio mas
utilizado, D-optimizaciéon, que minimiza el determinante de la matriz de cova-
rianzas de los estimadores de los parametros y con ello el volumen del elipsoide
de confianza para dichos pardmetros. La matriz de informacién es una de las
herramientas fundamentales en disefio 6ptimo de experimentos, ya que es (asin-
toticamente) proporcional a la inversa de la matriz de covarianzas. Por tanto,
en nuestro caso el objetivo serd maximizar el determinante de la matriz de
informacién. Para fijar la notacién, sea el modelo

y:f(x79)+€a Z’EX,

donde X es el espacio de diseno, 6 representa al vector de pardmetros descono-
cidos, y € denota al error aleatorio que supondremos normalmente distribuido
con media 0 y varianza constante o2, La matriz de informacion (Fisher) sera

(Wg;; 0) Bfa(g; 0) > 1

M=F

Cuando el modelo es no lineal en los pardmetros esta matriz dependerd del
valor de los pardmetros no lineales. En ese caso necesitaremos valores iniciales
para los mismos.

2. Calculo de Disenos 6ptimos

El modelo que nos ocupa refleja la retencién pulmonar de particulas de
Uranio. Es un modelo no lineal definido por una suma de exponenciales de la
forma:

¢ (T7 t,p) =rn (tap> =r Z ’Yieaip—'—ﬁit

K2

En realidad esta funcién se corresponde con un modelo més general que
describe el flujo de particulas radiactivas en el interior del cuerpo humano de



to t ts t3 ta t5 to
0,5 69,0073

0,5 64,8227 73,4266

0,5 61,2305 69,3202 77,4498

0,5 57,6342 65,5647 73,1975 81,1296

0,5 491997 69,0085 76,6553 84,0806 91,8645

0,5 4,83376 66,0458 73,5112 80,6306 87,7905 95,4029

Cuadro 1: Disefios localmente D-6ptimos parap=5y 02 =p=1

OOt W N3

una persona expuesta a inhalacié, ingestion o cualquier otra forma de absorcion
de estas particulas, por lo que los procedimientos desarrollados son facilmente
extrapolables a cualquiera de estos casos. En el modelo tenemos 2 parametros:
“r”, que se corresponde con la cantidad inicial de materia radiactiva absorbida,

y “p”, relativo al tamano, forma, densidad, etc de las particulas radiactivas.

Sobre este modelo y con la variable del tiempo “¢” (t en dias) se proceden
a calcular los disenos 6ptimos para obtener los instantes en que se deben realizar
las muestras sobre el sujeto expuesto a la radiacién. Por tanto nuestro diseno
serd un conjunto de puntos que representan los tiempos en los que debemos
tomar las observaciones. La matriz de informacion dependera del parametro no
lineal p, para el que necesitamos disponer de un valor inicial. Los valores de
“p” varian entre 0 y 10 unidades. Tomaremos pyg = 5. Se ha comprobado que
los disenos éptimos calculados utilizando este valor inicial son muy robustos
respecto de la elecciéon de pg, ofreciendo unas eficiencias altisimas en todos los
casos. El parametro r si es lineal en el modelo y por lo tanto no influye en los
calculos de los disefios 6ptimos. Se tomaréd rg = 1000 por cuestiones practicas,
para que los valores que manejan los procedimientos numéricos de calculo de
los 6ptimos no sean demasiado pequenos.

Al tomar las observaciones sobre un mismo sujeto resultara logico con-
siderar una posible correlacion entre ellas. La relacién entre dos muestras sera
mayor cuanto menor sea el tiempo entre ellas, por lo que tendremos una matriz
de covarianzas de la forma siguiente donde p es caracteristico del trabajador:

1 e—P(ti—to)  o—p(t2—to)
5 52 e—P(ti—to) 1 e—p(t2—t1)

Para los célculos de los disefios se han fijado los valores p = 1y 02 =
1. Después de realizar los célculos obtenemos el Cuadro 1 con los puntos de
muestra 6ptimos en cada caso.

En el siguiente apartado se partird del método de la razén de verosimi-
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litudes para disefiar contrastes sobre los pardmetros utilizando la informacién
proporcionada por la estructura de los disenos calculados.

3. Test de razén de verosimilitudes

Deseamos realizar un contraste de hipotesis sobre el parametro r. El
contraste adoptara de la forma:

Hy:r=mg
Hli'f’#ro

Para realizar este contraste vamos a utilizar el método de razdon de
verosimilitudes. La teoria de contrastes de hipétesis mediante la razén de ve-
rosimilitudes fue expuesta por Neyman y Pearson y presenta las siguientes
ventajas:

1. Ofrece un procedimiento para disenar y comparar nuevos contrastes.

2. Pone de manifiesto el papel central de la funcion de verosimilitud en
cualquier proceso de inferencia.

3. Proporciona contrastes asintéticos que pueden aplicarse en una amplia
gama de situaciones, donde es dificil disponer de contrastes exactos.

4. Permite construir contrastes de hipotesis para vectores paramétricos.

Para realizar este contraste deberé fijarse un disefio 6éptimo concreto.
Posteriormente podemos repetir este proceso para los restantes disenos que
tengamos. Sea pues el disefio 6timo de n puntos (z1,...,z,) calculado ante-
riormente.

El sentido con el que realizamos estos célculos es estudiar la potencia
del contraste para los distintos valores de r. Calculamos los valores tedricos de
la funciéon para los puntos (z1,...,2,) para p = po = 5 que es el valor de p
con el que hemos calculo los puntos éptimos y 7 = r1 donde r1 es el valor de r
para el que deseamos calcular la potencia del contraste. Al ser  un parametro
lineal en nuestra funcioén los valores resultantes seran de la forma 717 (z;, 5).

Como en todo experimento se pueden cometer errores a la hora de recoger
los datos debido al factor humano o a los instrumentos de medicion. Por lo
tanto hemos de considerar que los valores que van a llegar a nosotros no van a
ser los anteriores. Se conoce por otros experimentos que los errores cometidos
con el material que trabajamos sigue una varianza de ¢? = 3 por lo tanto los
valores con los que vamos a trabajar (y1,...,y,) serdn una simulaciéon de los
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valores teoricos y por consiguiente tomaremos un nimero m de simulaciones
de los valores tedricos. Los valores de (y1,...,¥,) los obtenemos a partir de la
siguiente funcién de densidad:

rln(x1,5)
N, : 3%
rln (z,,5)
Definimos nuestro estadistico A que serd A = 54((%0)) donde £ () es la
funcién de verosimilitud para r cuando verifica la hipotesis nula y queda en

funcion del parametro p y £ (£2) es la funcion de verosimilitud en funcion de los
valores de r y p. El cociente se referird al supremo en ambos caso, es decir,

supy, f (Y1, - - -, yn|r = 1000, p)
sup,., f (Y1, -+, Ynlr, D)

)

donde f es la funcién de densidad de una normal multivariante. Los valores de
r y p donde se alcanza el supremo en cada caso seran los estimadores maximo
verosimiles. Luego para cada simulaciéon habrad que obtener los estimadores
méximo verosimiles de r y p. La funcién de densidad tendra la forma

Fseesmnlrin) = oxp (=507 = (X TEHY = (X)),

con ¢ constante que no interfiere en los calculos, donde Y es el vector de las
simulaciones y X es el vector de los valores 6ptimos del modelo. Resolviendo

dlog(f(y1,-- -, ynlr,p))
or

se obtiene el valor del estimador de r en funcion de p,

=0

. YixTly
ey

(1)

donde n = (n(t1,p), ..., n(tn,p))t.

Para el parametro p la ecuacion respectiva resulta mucho més complicada
al ser no lineal en el modelo. Sin embargo, sustituyendo la expresiéon 1 ya s6lo
dependeria de p y es posible resolverla numéricamente. Con cada uno de los
valores de p se obtendré sustituyendo en 1 el valor de 7, en cada simulacion.

Con el numerador el proceso es mas sencillo ya que su funciéon sélo de-
pende de p. Con estos valores al final obtenemos una colecciéon de \'s, tantas
como simulaciones hayamos realizado. Se verifica bajo condiciones muy gene-
rales que —21n (\) se distribuye asint6ticamente como una chi-cuadrado cuyos
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grados de libertad son la diferencia entre el nimero de parametros libres y el
numero de pardmetros desconocidos bajo la hip6tesis nula. En nuestro caso ese
valor serd 1, ya que dim () — dim (29) =1-0=1.

Con ello podemos calcular la region critica de nuestro contraste, que
serd RC = {\ < k}. Esto se debe a que cuando X es proximo a 1 el valor de la
funcion de verosimilitud para r = rg y p,—,, es muy parecido al supremo del
valor de la funcion de verosimilitud para 7y p 'y por tanto el valor de r = r¢ esta
muy cerca del valor mas verosimil de r con lo que no podriamos rechazar Hy, y
rechazaremos Hy cuanto mas se acerque a 0 el valor de A. Para obtener k con
un nivel de significacién « bastard con tener en cuenta o = P (A < k|r = r0),

resultando
X%l @
k= _All—a )
exp 5

Finalmente, para calcular la potencia del contraste para r = r; bastara
con comparar cada una de las A; con k y contabilizar el nimero de rechazos
que obtenemos,

° rech
m(r1) =PA<klr=r)) = n® rechazos

n° simulaciones

Las potencias calculadas mediante este procedimiento han resultado en
general bajas. Por ejemplo, para n = 2, rp = 1000 y un nivel de significacién
a = 0,05 se ha obtenido 7(900) = 0,04. El motivo de debe a que la aproxima-
cion sobre la distribucién de A es valida para muestras grandes, mientras que en
nuestro caso los disenos 6ptimos tienen como mucho 7 puntos. De todas formas,
el valor w(1000) de la funcién de potencia para el ejemplo anteriormente men-
cionado no llega al 2%, lejos del nivel de significacién supuesto. Esto significa
que el nivel de significacion utilizado para disefiar este contraste subestima en
nuestro caso el error de tipo I real obtenido mediante el mismo. Por tanto, las
potencias observadas no son tan pequenas como se suponia inicialmente, y en
todo parecen mejorar al aumentar el tamano del disefio éptimo utilizado.
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