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Capitulo 1

Generalidades sobre las
inecuaciones variacionales y su
aproximacion

1.1. Marco funcional

V' : espacio de Hilbert real, con producto escalar (.,.), norma ||.||

V' : el espacio dual de V.

a(.,.) : V. x V — R una forma bilineal continua y eliptica, es decir,

Ja > 0 tal que a(v,v) > afjv||* Vv eV.
s [:V — R una forma lineal continua, es decir un elemento de V',

m j 1V —] — 00,00] una funcional convexa, propia y semicontinua
inferior (s.c.i.). Recordemos que propia quiere decir que j no es idéntica

a 400, s.c.i. quiere decir

v, — v = liminf j(v,) = j(v)

= K, un subconjunto convexo y cerrado de V
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1.2. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCION DE LOS
PROBLEMAS TIPO 1Y II

Consideraremos dos tipos de inecuaciones variacionales elipticas:
Inecuaciones de tipo I, elipticas

Hallar © € K tal que
alu,v —u) 2<liv—u> YvekK (1.1.1)

Inecuaciones de tipo II, elipticas

Hallar v € V' tal que
a(u,v —u)+j(v) —ju) 2<liv—u> YveV (1.1.2)

Ejercicio
Introducimos la funcién indicatriz del conjunto K

I : V —] — 00, ]

definida por

IK(U)—{ 0 siveK,

oo sivé¢ K.

» Demostrar que Ix es convexa, s.c.i., y propia si K # ()

= Demostrar que el problema de tipo I es un caso particular del problema
tipo II donde j(v) = Ix(v), Yo € V.

1.2. Existencia y Unicidad de Solucion de los
problemas tipo I y 11

Teorema de Stampacchia: De existencia y unicidad de solucién para el
problema tipo I.

1. Unicidad
Sean uy y us dos soluciones.

a(up,v—uy) ><liv—u; > YoeK
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1.2. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCION DE LOS
PROBLEMAS TIPO 1Y II

a(ug, v —ug) ><liv—uy > YvekK

tomando v = uy en la primera y v = u; en la segunda y sumando

a(u; — ug,uy —ug) <0
lo que implica gracias a la elipticidad de a(.,.)

allur —uz[ <0
y por tanto u; = us.
2. Existencia

Utilizamos un método de punto fijo. Por el teorema de Riesz existe un

elemento 71 € V tal que < l,v >= (7l,v) Vv € V. Por otra parte

introduciendo el operador

AV =V

u — Au

definido por (Au,v) = a(u,v) Vu,v € V. El problema I, se escribe
(Au—71l,v —u) >0

ue K

y también para p > 0
(u—pAu—7l) —u,v—u) <0 YveK
es decir, u es solucion de la siguiente ecuacién de punto fijo
u=Ilg(u— p(Au — 7))

donde II;, es el operador de proyeccién ortogonal sobre K. El problema
I es equivalente a buscar un punto fijo de la aplicacién

w,: V. -V
v — g —p(Av —71l))

8



1.2. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCION DE LOS
PROBLEMAS TIPO 1Y II

Tenemos que verificar que se puede elegir p de modo que W, sea una
contraccion estricta. Sea pues vy, v, € V tenemos por la propiedades
del operador proyeccion

[Wp(v1) = Wp(v2)|| < [lor — vz = pA(vr — )]
y desarrollando el cuadrado

Wy (v1) = Wy (u2)l|* < lor = v2 = pA(vs — v)|*

= [Jor = va|* = 2pa(vr — vy, v1 = v2) + p?[|A(v1 — v2)||?

< Jlor = v *(1 = 2pa + p*|| AlI)

2«

e tenemos una contraccién

donde [|A]| > a. Si tomamos 0 < p < ;

estricta. El valor 6ptimo es p = HX‘HQ . Por otra parte como hay unicidad,

el punto fijo es independiente de p.

Comentarios

» Si K =V, el teorema anterior es el teorema de Lax-Milgram.

» Sia(.,.)es simétrica el problema I equivale al problema de minimizacién
siguiente Hallar u € K

J(u) < Jw) YwekK (1.2.1)

donde J(v) = 3a(v,v)— < l,v >.

Demostraciéon de la equivalencia con un problema de optimizacion:
Sea u solucién del problema (1.2.1). Para A € (0,1), si u,v € K, tendremos
u+ ANv—u) € K, de donde

1 1
§a(u,u)— <lv>< §a(u +Av—u),u+Av—u))— <lLu+Av—u)>
)\2
a(u,uw) + Aa(u, v —u) + ?a(v —u, v — u)
—<lLu>-A<lv—u>

—_

< =
-2



1.2. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCION DE LOS
PROBLEMAS TIPO 1Y II

simplificando
)\2
0S)\a(u,v—u)—l—?a(v—u,v—u)—/\<l,v—u>
dividiendo por A
A

Oga(u,v—u)+§a(v—u,v—u)—<l,v—u>

Pasando al limite cuando A — 0T
0<a(u,v—u)—<liv—u> Wwek

que es el problema I.
Reciprocamente, supongamos que u es solucién del problema I, (1.1.1) y sea

v € K cualquiera. Pongamos w = v — u, podemos escribir

1
J(v) = J(u+w) = §a(u+w,u—|—w)— <Lu+w>=
1 1
Ea(u,u) + a(u,w) + §a(w,w)— <lLu>—<lw>=
1
J(u) + a(u,v —u)— < lv —u > +§a(w,w) > J(u)

donde en el ultimo paso hemos tenido en cuenta la inecuacion (1.1.1) y el
caracter definido positivo de la forma bilineal a(.,.). [ |
En el caso simétrico, para demostrar la existencia de solucién se puede utilizar
el siguiente

Teorema
Sea J : V — [—00, 400] una aplicacién

Convexa

» Coerciva, es decir, lim J(v) = oo cuando ||v]| — oo
= Propia
= s.c.i.
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1.2. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCION DE LOS
PROBLEMAS TIPO 1Y II

Entonces, si K es un conjunto convexo y cerrado de V', existe un elemento

u e K tq Ju) = in}f{J(U). Ademéds, si J es estrictamente convexa, u es
ve

unico.

DEMOSTRACION:

1. Sea {u,} C K una sucesién que verifica:

lim J(u,) = inf J(v) = a.
n—00 veEK
En principio, a puede tomar el valor —oo. La sucesién u,, esta acotada,
en efecto, supongamos por el contrario que ||u,| — +o0, J(u,) — +o0
por ser J coerciva, lo que contradice la definicién de u,,. Por lo tanto,
{u,} estd acotada: ||u,|| < c¢. Podemos extraer una subsucesién {u,}
de modo que:
u, — u débilmente en V.

V—00

Como J es convexa y s.c.i., serd s.c.i. en la topologia débil de V' y, en
consecuencia,

a = liminfJ(u,) > J(u).

V—00

Por otra parte, u € K pues K es débilmente cerrado. Es decir, « # —o0
y Ju e K t. q.,
a=Ju) < Jw), YvekK.

2. Ademas, si J es estrictamente convexa,

1 1
J (“1 i “2) < S (w) + I (uz) = a

2 2

luego uy = us. [ |

Teorema: De existencia y unicidad de solucién para el problema tipo II.

1. Unicidad
Supongamos dos soluciones (u1, ug) al problema; tendremos as:

a(uy,v —wy) +j(v) — jlw) > (L,v —uy), YveV
a(ug, v —ug) + j(v) — j(ug) > (L,v —uz), Vv eV.
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1.2. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCION DE LOS
PROBLEMAS TIPO 1Y II

Tomando v = us en la primera ecuacion, y v = uy en la segunda,

a(uy,ug —uq) + jlug) — j(ur) > (L, ug — uq)
aug,up — ug) + j(ur) — j(ug) > (L, u; — ug)
y, sumando,
a(u; — ug,ug —uy) >0
es decir,
allur — usl]* < auy — ug,up — ug) <0
= [lu1 —ua[* =0

= U] = U2.

2. Existencia

Si a(-, ) es simétrica, entonces (1.1.2) es un problema de minimizacién

de la funcional:

T(w) = ga(w, ) + () ~ (L),

que es una funcional convexa, propia, s.c.i. y coerciva (ejercicio), luego

existe la solucién al problema (1.1.2).

Supongamos que a(-, -) no es necesariamente simétrica, y consideremos

el siguiente problema auxiliar:
Dado uw € V,p > 0, hallar w € V' tal que:

(w,v —w) + pj(v) — pj(w) >
> (u,v —w) + p(L,v — w) — pa(u,v —w), YveV.

(1.2.2)

Este problema tiene solucién tnica, pues es un problema del tipo (1.1.2)

con forma bilineal asociada simétrica. El problema original a resolver

es, entonces, encontrar un punto fijo de la aplicacion:

F,:V — V

u — w
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1.2. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCION DE LOS
PROBLEMAS TIPO 1Y II

donde w es la solucién de (1.2.2). Basta demostrar, pues, que para
valores adecuados de p, F}, es una contraccion estricta.
Sean wy = F,(u1) y wy = F,(uz). Tendremos:
(w1, v —wy) + pj(v) — pj(wr) >
2 ((ur,v —wi)) + p(L,v — wi) — palur,v —w)
(wa,v — w2) + pj(v) — pj(w2) =

> (ug, v — we) + p{L,v — ws) — pa(ug, v — ws)
Haciendo v = wq y v = wy, respectivamente, tendremos:

(w1, wy —wy) + pj(wz) — pj(wy) >
< (w1, wy — wi) + p(L, wy — wy) — pa(uy, ws — wy)
(w2, w1 —wa)) + pj(wi) — pj(ws) >

< (ug, wy — wa) + p(L, wy; — wa) — palug, w; — ws)

de donde,
(w1 — wa, we —wy) > (up — Uz, wy — wy) — pa(u; — ug, wWe — W)
(w1 — wa, wy — wy) < (ug — ug, w1 — we) — pa(u; — ug, wy — wWs)
es decir,
1Fp(ur) = Fypua)|I* = [wr — we|* <

< (u1 — ug, w1 — wy) — p(A(ur — ug), wy — wa).

Por el teorema de Riesz, podemos considerar A(u; — uz) como un ele-

mento de V' tal que:

lw; — wal]* < (uy — ug, wy — wa) — p(A(uy — ug), wy — wy) =
= (({ = pA)(ug — ug),wy —ws) <

< M = pAllflur = ual[[[wr — w2l

13



1.2. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCION DE LOS
PROBLEMAS TIPO 1Y II

es decir, ||wy — wa|| < |1 — pAll||ur — uz||. Por otra parte,

11 = pAll = sup [[(I — pA)v]| = Sup [v = pAv]|

Joli<1 vl <1
v — pAv|?> = (v — pAv,v — pAv) =
= (v,v) — 2p(Av,v) + p*(Av, Av) =
= [|v]]* = 2pa(v, v) + p*| Av||* <
<1—=2pa+p*|AI?, Yo / o] <1

Buscamos el argumento p que hace minima la funcion:

f(p) =1—2pa+ p*||A|?

f'(p) = —2a+ 20| AP =0=p =

2
(6% «
fmm:f( _):1——<1.
| A[[? | A[[?

(o]
IA[12

«

1]

Por tanto, para el valor p = tenemos que:

Il —pA|| <1 <=
y, en consecuencia,
w1 — ws|| < |lur — uzl],

luego F), es una contraccion.
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Capitulo 2

Aproximacion de inecuaciones
variacionales

2.1. Aproximacion de inecuaciones variacionales
elipticas de tipo I (I.V.E. I)

Los aspectos a considerar son:

1. Aproximacion de V.
2. Aproximacion de K.
3. Aproximacién de a(.,.).

4. Aproximacién de < [,. >.

Las dos ultimas se refieren a la aproximacién numérica de las integrales
correspondientes, es decir al efecto de la integracion numérica. Como nosotros
supondremos que utilizamos integracion exacta no estudiaremos estos casos.

Nos ocuparemos pues de las aproximaciones que afectan a los dos primeros
puntos.
Aproximacion de V

Consideraremos una sucesién (V3,), con h — 0, donde cada Vj, C V es un

15



2.1. APROXIMACION DE INECUACIONES VARIACIONALES
ELIPTICAS DE TIPO I (IL.LV.E. I)

subespacio cerrado de V.
Aproximacion de K

Consideraremos una sucesiéon (Kp), con h — 0, donde K, es un conjunto
convexo, cerrado y no vacio de Vj. En general K, ¢ K con las hipdtesis

siguientes:

1. Hipoétesis de consistencia: Si consideramos una sucesion (vy);, tal que

vy € Kp, Yhy (uvp), acotada en V', entonces los puntos de acumulacién

para la topologia débil estdn en K

2. Propiedad de aproximacion: Existe x C V con y = K y existe una

sucesion (ry,), de aplicaciones ry, : x — K, tal que

flLiir(l)Hrhv—vH =0, Yveyx

Comentarios

1. Si K, C K, VYh la hipétesis 1) se verifica automaticamente.

2. ), Kn C K. En efecto, sea x € [, K, la sucesién constante, es decir,
v, = x, Vh. Es una sucesion acotada con v, € K, y que tiene como
unico punto de acumulacién a z. Por lo tanto z € K.

3. Un variante de la propiedad 2) es:
X C V, x = K, existe una sucesion (ry,), de aplicaciones rj, : x — K},
tal que Yv € y, existe hg = ho(v) tal que v € K, Vh < ho(v) y

lim ||rpv —v|| =0
h—0

Aproximacién de (1.1.1) Hallar u; € K}, tal que
a(up, v —up) =< v, —up > Yo, € Kp, (2.1.1)

Teorema: 2.1.1 tiene solucién tunica.
Demostracién: se aplica el teorema general.ll
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2.1. APROXIMACION DE INEC[]ACIONES VARIACIONALES
ELIPTICAS DE TIPO I (I.V.E. I)

Teorema: Convergencia de las soluciones aproximadas

Con las hipétesis precedentes sobre v, a(.,.), K, < I,. >y (Vi)n v (Kp)s
tenemos

11 — =0

lm ffu — |

con uy, solucion de 2.1.1 y u solucion de 1.1.1.

Demostracién:

1. Estimacion a priori de uy

up € Kj,
a(up, v —up) ><lyvp —up, > Y, € K,
de donde reordenando términos

a(up, up) < alup,vp)— < Loy —up >

y teniendo en cuenta la elipticidad de a(.,.) y la continuidad de a(.,.)
y de < [,. > resulta

o [un|[* < ([ Al Jonl[-[Junl] + 2ol + [lun]])

Esta desigualdad es cierta para todo v, € K. En particular, utilizando
la propiedad de aproximacién 2), sea v, € X y v, = 13(v9) € Kp, como
la sucesion (1 (vg))y es convergente hacia vg, en particular esta acotada,

es decir, ||vy|| < C Vh y para alguna constante C. De donde obtenemos

¢ C+||lu 111,
TR RO Colea 7311 ]
o a

[lun|[* < Cillunll + C:

donde C; = w y Cy = % resultando finalmente
lJunl| < C3

donde C5 = /C? + 2C}

17



2.1. APROXIMACION DE INECUACIONES VARIACIONALES
ELIPTICAS DE TIPO I (IL.LV.E. I)

2. Convergencia débil

V' es un espacio de Hilbert, por lo tanto reflexivo y en particular las
bolas cerradas son compactas en la topologia débil. En consecuencia
al ser la sucesién (uy), acotada existe una subsucesion, (u,), y un
elemento u* tal que lim,_gu, = u* en la topologia débil de V.
Tenemos

a) u* € K por la hipétesis de consistencia.

b) La aplicacién v — a(v,v) es s.c.i. para la topologia débil de V', en
efecto,
a(.,.) es bilineal, continua, semidefinida positiva. Sea (v,), una

sucesion tal que v, — v en la topologia débil de V.
0 < a(vy, —v,v, —v) = a(vy, v,) — a(v,,v) — a(v,v,) + a(v,v)

y
a(vp, vy) > avy,v) + a(v,v,) — a(v,v)

tomando el limite inferior

liminf a(v,, v,) > a(v, v)

es decir la semi continuidad inferior. Unicamente hemos utilizado
la condicién a(v,v) > 0.

c) u* € K es solucién de (1.1.1):
En efecto, para todo v, € K,

a(uy,u,) < aluy,v,)— < v, —u, >
y en particular para todo v € y
a(uy,u,) < alu,,r,(v)— <l,r,(v) —u, >
Pasando al limite inferior
a(u*,u*) <liminf a(u,, u,) < a(u*,v)— < l,v —u* >

es decir
a(u*,u*) < a(u*,v)— <lLv—u" >

18



2.1. APROXIMACION DE INEC[]ACIONES VARIACIONALES
ELIPTICAS DE TIPO I (I.V.E. I)

para todo v € x. Como y = K y a(.,.) y < [l,. > son continuas

resulta finalmente

u* e K
a(u v —u*) ><liv—u*> YveK

es decir u* es solucion de (1.1.1) y como la solucién es tnica u* = u.
Ademds como u es el inico punto de acumulacién de (uy,), en la

toplogia débil de V', es toda la sucesién (uy,), la que converge hacia
u.

3. Convergencia fuerte

Utilizamos la elipticidad, tenemos para todo v, € K

o
IN

ol lup — ul|* < alup — w, up — w)
= a(up, up) — alup,u) — alu, up) + alu, u)

< alup,vp)— < Loy —up > —alup, u) — a(u, up) + a(u, u)

de donde en particular tomando v, = r,(v) para todo v € Y,
0 < aflup—ull* < alup, ri(v))— < L, (v)—up > —a(up, u)—a(u, up)+a(u, w)
tomando el limite superior
0 < alimsup ||up—ul|* < a(u,v)— < L,v—u > —a(u,u)—a(u,u)+a(u,u) Yov € x
Teniendo en cuenta y = K tendremos

0 < alimsup|jup —ul]* < alu,v —u)— <lLv—u> WYweK
y finalmente tomando v = u

0 < alimsup||juy —ul|* <0

lo que implica

If —ul]? =
lim {|uy, —ul]” =0

19



2.2 APROXIMACION DE INECUACIONES VARIACIONALES
ELIPTICAS DE TIPO II (I.V.E. II)

2.2. Aproximacién de inecuaciones variacionales
elipticas de tipo II (I.V.E. II)

Aqui los aspectos a considerar son:

1. Aproximacion de V.

2. Aproximacién de j(.).

3. Aproximacién de a(., .).
4. Aproximacién de < [,. >.

Consideraremos los dos primeros.

Aproximaciéon de V

Consideramos una sucesion (V},), de subespacios cerrados de V' sobre los que
hacemos las hipotesis siguiente:

Existe YV C V tal que ¥V = V y para todo h existe una aplicacién
7 V — Vh

verificando
}Lir%\\rh(v) —0v||=0 YveV

Aproximacién de j(.)

Existe una sucesién (j,), de funcionales convexas, s.c.i. con las siguientes

propiedades:

1. Minoracién afin uniforme en h: Existe A € V' y u € R tales que

Jn(vn) =< XNop > +p Yo, €V, VR

2. Siw, — v débilmente en V' entonces
lim inf jp,(vn) > j(v)

20



2.2. APROXIMACION DE INEQUACIONES VARIACIONALES
ELIPTICAS DE TIPO II (I.V.E. II)

3. Paratodov eV
I i (ra(0) = j(0)

Comentarios

1. Si j(.) es continua es siempre posible construir j, satisfaciendo las
propiedades anteriores en las aplicaciones que veremos. En lo que sigue
supondremos que j(.) es continua.

2. En ciertos casos ji(vn) = j(vn), Voun, Vh. Entonces las propiedades

anteriores se satisfacen automaéaticamente.

Aproximacién de 1.1.2 Hallar u; € V), tal que
a(uh,vh — ’LLh) +jh(vh) — jh(uh) >< l, Vp — Up, > Vvh € Vh (221)

Teorema: El problema (2.2.1) tiene solucién tnica.

Demostracién: Aplicamos el teorema general.ll

Teorema: Convergencia de las soluciones aproximadas

Con las hipétesis precedentes sobre V', a(.,.), <I,. >, (V4)n v (jn)n tenemos

lim ||up, —u|| =0
h—0
tim () = §(u)

donde u es la solucién de (1.1.2) y uy, es la solucién de (2.2.1).
Demostracién:

1. Estimacion a priori

Tenemos
jh(uh) + a(uh, uh) < a(uh, Uh) + jh(Uh)— < l,?)h — Up > \V/Uh € Vh

como jp(up) >< A\, up > +p resulta

<Aup >+ allunl® < [JAJL fual]- o]

+ [ Conll + lunll) + gn(vn) - Von € Vi
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2.2 APROXIMACION DE INECUACIONES VARIACIONALES
ELIPTICAS DE TIPO II (I.V.E. II)

En particular para v, = r,(v) con v € V

allunll* < (AL + 2L nl |+ 1AL ] ] s ()]
+ LgnCra@)| + [ [ra()[] +ul Yo eV

elegimos ahora vy € V de manera que lim,_q ||ry(vo) — vo|| = 0, en
particular r,(vy) estd acotado. Por la tercera propiedad exigida a la
sucesion (jp)n, tenemos limy g jn(rn(ve)) = Jj(vg) y en particular la

sucesion (Jp(rn(vo)))n esté acotada. Finalmente obtenemos pues
[lun][* < Cilfunl] + C

es decir
unl] < C3

2.  Convergencia débil

Del apartado anterior se deduce que existe una subsucesién (u,), tal
que u, — u* débilemente en V. Como uy es solucién de (2.2.1) y

r,(v) € V, tenemos
Jo(u,) + aluy, u,) < aluy,,r,(v) + ju(r.(v)— < lLr,(v) > Yo eV

tomando el limite inferior y teniendo en cuenta la segunda propiedad
de 7, tenemos

Jju*) + a(u*, v*) < liminf j,(u,) + liminf a(u,, u,)
< lminf(j,(u,) + a(uy, u,)) < a(u*,v) +j(v)— <lLv—u*> YveV

Tenemos pues

ur eV
a(u* ;v —u)+j) —jlu*) ><liv—u*> YveV
como hemos supuesto que j(.) es continua la anterior desigualdad es

también cierta para todo v € V. De modo que finalmente u* = u y

toda la sucesién (uy)p, converge débilmente hacia w.
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2.2. APROXIMACION DE INEQUACIONES VARIACIONALES
ELIPTICAS DE TIPO II (I.V.E. II)

Convergencia fuerte

Para todo v € V tenemos

gn(un) < ga(un) + aflun, — ul]* < ju(un) + alun, — u, up — )

= jn(up) + alup, up) — alup, —u) — a(u, up) + au, w)

< alup, rh(v)) + Jp(re(v)— < l,rp(v) — up > —alup, ) — alu, up) + alu, w)
tomando limites
jlu) < lminf gy (w,) < Hminf(jp(up) + afju, — ul]?)

< limsup (a(uh,rh(v)) + gn(rp(v)— < Lrp(v) —up >

—  alup,u) — a(u,up) + a(u, u))

= lim <a(uh, rh(v)) + jr(rp(v))— < Lrp(v) —up > —a(up, u) — a(u, up) + a(u,u))

= a(u,v)+jv)— <lv—u>—al(u,u)
como V =V resulta por una parte
j(u) < Hminf jp(up) < lHmsup ju(us) < a(u,v—u)+j(v)— <lLv—u>

para todo v € V' y eligiendo v = u resulta lim j;(up,) = j(u).
Por otra parte tenemos

0 < allu—up|)® <alu—up,u—uy) <alu,u) — alu,u) — alup, v) + aluy, up)

< a(u,u) —a(u,up) — alup, w) + alup, vp) + Jo(vn) — jlun)— < Loy — up >
elegimos v, = r,(v) con v € V, resulta
0 < aliminf|lu—up|* < alimsup ||u — uyl|?
< limsup (a(u, u) — a(u, up) — alup, w) + a(up, ra(v))
+gn(ra(v)) = ulun) = < Lra(v) = w, > )
= lim (a(u, u) — a(u, up) — a(up, w) + a(up, rp(v))
() = ulun) = < Lra(v) = w, > )
= a(u,v—u)+jw)—jlu)— <lv—u>
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2.2 APROXIMACION DE INECUACIONES VARIACIONALES
ELIPTICAS DE TIPO II (I.V.E. II)

que es cierto para todo v € V y por tanto también para todo v € V.

Tomando v = u© obtenemos

lfm |[u — up||* = 0
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Capitulo 3

Introduccion a la teoria de
operadores maximales
monotonos

3.1. Operadores mondtonos.

Sea H un espacio de Hilbert.

Definicién: operador multivoco A es una aplicacién de H en el con-

junto partes de H:
A:H — o(H)

Definiciones: Llamamos

» dominio del operador: D(A)={zx € H | Ax# ¢}

» imagen del operador: R(A) = UHAx.
S

Comentario: Si para todo elemento x € H, Ax contiene un solo elemento
de H, el operador se llamara univoco.
Propiedad: Si A y B son dos operadores, A, 4 € R, entonces:

M+ pB)r={ uu+pu /| we Az,v € B}
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3.1. OPERADORES MONOTONOS.

25

wl+ G

2wu”
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u, P temperature u

Figura 3.1: Ejemplo de una funciéon multivoca.

con: D(AA+ uB) = D(A)N D(B).
Comentario: Normalmente, identificamos A con su grafo:

G(A) ={[z,ye Hx H | ye€ Ax}

Propiedad A~! es el operador cuyo grafo es el simétrico del de A:
y € A lx <= 2 € Ay.
Ademés: D(A™!) = R(A).

En el conjunto de operadores multivocos, ordenaremos los operadores por

inclusién de grafos:

ACB<«= Ax C Bx, Vxe H.

Definicién: Un operador A de H es mondtono si:
(A.I‘l — Al’g,ﬂfl — SL’Q) > O, \V/.Tl,xz € D(A)
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3.1. OPERADORES MONOTONOS.

0, mas correctamente, si:

(y1 — Yo, x1 —x2) >0, Vay,29 € D(A), Vy € Axq, Vys € Axs.

Propiedades de los operadores monétonos: Si A es un operador

mondtono, se verifica:

1. A~! es mondtono

2. AA es mondtono si A > 0

3. A es mondtono (A = adherencia de A en H x H,)

4. Az = conv(Ax) (adherencia de la envolvente convexa de Ax)
5. siJ es contracciéon en D C H en H, I — J es mondtono
6. siC C H esun convexo cerrado, el operador proyeccion P, es mondtono

7. si Ay B son monétonos, A+ B es mondtono.
DEMOSTRACION:

1. Sean z1,73 € D(A™!) = R(A). Sean
€A = 11 € Ayr, Yo € ATy <= 25 € Ay
Por ser A operador monétono, (x1 — x2,y1 — y2) > 0, luego:
(y1 — Y2, 21 — @2) = (1 — 2,51 — Y2) = 0.
2. Sean y; € Nz, 1y € MAxs. Por ser A operador mondétono,

(y1 —y2, 21 —22) >0
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3.1. OPERADORES MONOTONOS.

3. Sea [z, u] €4, (k=1,2).

Por ser un elemento adherente, existen las sucesiones {z7},{y"'} de

elementos de A t.q.

lim x} = x; lim y;' = y;.

Por ser A operador monétono, (y" — vy, x} — x8) > 0,
luego (y1 — ya2, 01 —22) > 0
4. Sean:

y1 = Aup + (1 — Ny,  ug,v; € Axq, A€ (0,1)
Yo = )\Ug + (]_ — /\)’UQ, Ug, Vg € Al’g, JIRS (0, ].) .
Por otra parte, w = Aw + (1 — X\)w, luego

(y1 — Yo, 1 —x2) = (Aug + (L = XN)vg — Aya — (1 = Nyo, 21 — 22) =
)\(ul—yg,xl —x2)+(1—>\) (vl—yQ,xl—xg) =

= A(pur + (1 = pJur — prug — (1 = p)og, @1 — 22) +
+ (1= A) (por + (L = pvr — pug — (1 — p)vg, 21 — 22) =
= M (ug — ug, w1 — ) + M1 — p) (ug — ve, 21 — x2) +
+ (1= Np(vg —ug,xp —x2) + (1 = A) (1 — ) (v1 — va, 1 — 2)

> 0.

5. Por ser J una contraccion, ||Jx; — Jxa|| < ||x; — ]| v, por consiguiente,
(Jay — Jxg, 01 — T3) < (@1 — o, &1 — T3) < |21 — 22|°
Tendremos, por lo tanto,
(1 — Y2, 1 — @) = (11 — Ta, x1 — Ta) — (Jx1 — JI9, 21 — X2) > 0.
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3.1. OPERADORES MONOTONOS.

El operador proyeccion verifica:

(y — Pex,x — Pox) <0, VyeC.
Sean w1,y € H. Entonces, Vy € C,

(y — Poxy, 21 — Poxy) <
(y — Poxg, x9 — Poxs) <

En particular, la primera ecuacion se verifica para y = Pcoxo, v la
segunda para y = Poxy:

(Poxg — Poxy, 21 — Pomy)
(Pexy — Powxg, kg — Poxs)

Es decir,

(Poxg — Poxy, Poxy)

<
< (Poxy — Poxg, Poxs)

(Pcﬂfz - Pcﬁﬁhiﬁl)
(Pexy — Poxg, @)

o bien, cambiando convenientemente los signos de los términos,

(Poxy — Poxg, 1) > (Poxy — Poxg, Poxy)
(Pocxy — Poxg, —xy) > (Pexy — Powa, —Poxs)

y sumando,
(Powy — Powg, w1 — x9) > (Poxy — Powy, Pory — Powy) =
= ||Poxy — Pems||* > 0
luego Pe es un operador mondétono.
Sean y € (A+ B)xg, ux € Axg, v, € Bxy (k=1,2).
(Y1 — Y2, 71 — m2) = (w1 +v1) — (v +v2), 71 — 12) =
= (u1 — U2, 1 — T2) + (V1 — V2, 1 — X2) >0

por ser A y B mondtonos.
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3.2. SUBDIFERENCIABILIDAD.

3.2. Subdiferenciabilidad.

Sea ¢ : H — (—o00,+00] una aplicacién convexa y propia. Sabemos que

su dominio D(p) ={x € H | () < oo} es convexo.

Definicién: Llamamos subdiferencial de ¢ en el punto z al conjunto:

dp(x) = lved | o) —p@)>y{—2), V&€ H} sixeD(p)
7 ¢ si o ¢ D(p)
Propiedad Evidentemente, D(d¢) C D(yp). [ |

Propiedad Si u € H es tal que p(u) = inlf{go(v), entonces 0 € dp(u), y
vE

reciprocamente.

DEMOSTRACION: Si p(u) = infflgp(v), entonces p(u) < ¢(§), V&€ Hy, por
vE

consiguiente,

o) —p(u) 20, VEeH
90<€)_§0(u)2 (075_,“):07 VSEH

luego 0 € Op(u). [ |

Propiedad: El operador dp es mondtono.

DEMOSTRACION: Sean y; € d¢(x1),y2 € Op(x2). Por definicién, tendremos:

o(r1) > (y1,€ — 1), VEEH
(x2) > (y2,§ —x2), VE € H.

—
55
o

[

En particular, la primera ecuacion se debe verificar para & = x5, y la

segunda para £ = x1:

{@(Iz) — o(x1) > (g1, 25 — 1)
o(x1) — @(z2) > (Y2, 21 — 2).
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3.3. GENERALIZACIONES.

Sumando ambas ecuaciones,

0> (y1, xa—x1)+ (Y2, 11—22) = —(y1, ¥1—22)+(y2, T1—22) = (Ya—y1, T1—22).

Es decir, cambiando de signo,

0 < (1 — Y2, 1 — X2).

3.3. Generalizaciones.

Sea X un espacio vectorial topoldgico (e.v.t.). Sea X’ su dual. Sea un
operador A : X — p(X').

Definicién: El operador A es mondétono si, Yy, xg € D(A):

(h — Yo, 1 —x2) >0, Vy € Axy,Vy, € Axs. (3.3.1)

Sea V' un espacio de Banach, con norma || - [|. Sea A : V — (V).

Definicién El operador A es acretivo si:

|21 — 2ol <[Jx1 — 22 + A1 — 2)],
Vo, 29 €V, VYA>0, Yy € Axy, Vys € Axs.

Teorema: En un espacio de Hilbert, las nociones de monotonia y acre-
tividad coinciden.

DEMOSTRACION:

1. Sea A un operador mondtono. Tendremos, V1, x5 € D(A)
(y1 — ya2, 01 —x2) >0, Vy, € Axy,Vys € Axs.
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3.3. GENERALIZACIONES.

Por otra parte,
lo1 = 22+ Ay —y2) [I* = llwn —@ol* + 2 (21— 22, 31— y2) + X[y — 2.

Puesto que:

m A >0
v (21— 22,51 —2) >0
w flyr — > >0

tendremos,

21 = 22+ Ays — 92)[|” > [J21 — 2a|*.
Luego A es acretivo.

2. Si A es acretivo, VA > 0,
21 = 22+ Xys — ) I > [l — 22|

Por otra parte,
|21 — za|* + 2XM (@1 — 22,91 — y2) + N[y — 2l = |21 — 22|

21 — 22,1 — Y2) + Allyr — 2> > 0

A
(21 = 22,51 = 92) = = llyn — ya|?

Para A — 0, (21 — 22,1 — y2) > 0, luego A es mondtono.

Sea V' un espacio localmente convexo. Sea V' su dual. Sea (-, )y el

producto de dualidad. Sea ¢ : V — (—o00, +00| convexa y propia.

Definicién: Llamamos subdiferencial de ¢ en el punto z al conjunto:

do(x) ={yeV' | w)—p)> v(y,{—x)v}.

Si V' es un espacio de Hilbert, podemos identificar V' y V' a través del
teorema de Riesz. (-, )y es entonces el producto escalar, y el subdiferencial
coincide con la definicion dada.
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3.4. OPERADORES MAXIMALES MONOTONOS.

3.4. Operadores maximales mondtonos.

Propiedad: Si A es acretivo, el operador (I + AA)~! es una contraccién.
DEMOSTRACION: Sea A un operador acretivo, y sean:
{y1 €[+ M)z <=z € ([ + M)y = B2 € Ay

Yo € (I + NA)zy <= 19 € (I + NA)lyy = B2 € Ax,.

Por ser A acretivo,

N —x Yo — T
|‘$1—£U2H§H$1—£U2—|—)\( 1/\ L 2)\ 2) H:H?ll—y2H

luego (I + AA)~! es una contraccién. |

En consecuencia, el problema:
Dado y € H, hallar z € D(A) tal que x + \Az > y. (3.4.1)
tiene a lo sumo una solucion si A es acretivo.

Propiedad: El conjunto de los operadores mondtonos es inductivo y no
vacio, por relaciéon de inclusion de grafos.

DEMOSTRACION:

1. Sea @ = {A;}icr un subconjunto totalmente ordenado de operadores
mondétonos. Hay que comprobar que A = ’UIAi es un operador monaétono.
1€

Sean
y € Ary = y1 € A;xq para algun i € [
Yo € Axy => Y2 € A,z para algin j € 1.

Puesto que @) es totalmente ordenado, A; C A;, p. €j., luego:

Y1 € Ajl’l Yo € Aj.fl}g.
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3.4. OPERADORES MAXIMALES MONOTONOS.

En consecuencia, (7 — x2,y1 — y2) > 0 por ser A; mondtono. Eviden-

temente, A es un mayorante de Q).

2. @ es un conjunto no vacio, pues el operador identidad es monétono. En
efecto,

y1 € lry = y1 =14
Y2 € 19 = Yo = To.

Y, por tanto, (21 — 2,1 — y2) = [|v1 — 22[|* > 0.
|

Definicién Un operador A en H es maximal monétono (m.m.) si es
maximal en el conjunto de los operadores monétonos (se entiende el conjunto

de grafos monétonos).

Teorema: A es maximal mondtono si y solo si A es mondtono y
Viz,yle Hx H tq. (y— A&z —§) >0, VEe€ D(A)
se verifica y € Az. O, més correctamente,

(y—nz—¢ =20 V[ned = yeAx
DEMOSTRACION:
1. Sea A maximal monétono. Sea [x,y] € H x H t.q.,
(y—nz—§& >0 V[ €A (3.4.2)
Supongamos y ¢ Azx. Definamos At q.
Az = Az U{y}, Vz e D(A). (3.4.3)
A es monétono, p.q. dados y; € Az, ys € Axo,

(y1 —y2,x1 —@2) § =0, si [xg, yp] = [,9]
>0, si|x,n] € Az, y ¢ A, por (3.4.2).

>0, si|xgu) €A

Ademss, A C A (cf. (3.4.3)), luego A no es maximal.
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3.4. OPERADORES MAXIMALES MONOTONOS.

2. Reciprocamente, supongamos:

(y—mx—& >0, V[ neA=yc A

Supongamos que A no es maximal. Entonces, 34, A D A, siendo A

maximal. Sea y € Ax. Tendremos entonces,

(y—mx—£6 >0, V[EneAcCA

— y € Az es decir A C A.

Luego A = A, y A es maximal.
[ |

Lema: Sea C' un conjunto convexo cerrado de H y A un operador mondétono

de H con C D D(A). Entonces, Yy € H, existe z € C' tal que:

(n+mz,é&—x)>(y,&—2) V[ €A

DEMOSTRACION: [ ]

Teorema:Caracterizacién de los operadores monotonos. Sea A un oper-
ador en H. Las tres afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. A es maximal mondétono

2. Aesmonétonoy R(I+A)=H

3. VYA >0, (I +AA)"" es una contraccién sobre todo H, o sea, R(I+\A) =
H.

DEMOSTRACION:

» Supuesta la hipétesis (c), VA > 0, (I + MA)~! es contraccién en H.
Sea z, € Azg(k =1,2). Sea:
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3.4. OPERADORES MAXIMALES MONOTONOS.

luego zp = (I + AA) 1y

Por ser una contraccion,
|21 = 22| < flyr — woll = [[z1 — 22+ A21 — 22) |-

Es decir, el operador A es acretivo y, por lo tanto, mondtono.

Por otra parte, para A = 1, (I + A)~! estd definido en todo A, es decir,
R(I+A)=H.

» Suponemos que A es monétonoy R(I+A) = H (hipédtesis (b)). Supong-
amos A C B, siendo B monétono. Si y € Bz, 32’ € D(A) t. q.,

r+yea’+Ar = (I + A

pues R(I + A) = H. Tenemos pues,

r+yer+Ar Cax'+ B = v —2'+y € B
y € Bz.

Por ser B monétono (acretivo),
|z =2 < lle ="+ My —z+ 2" =yl = [lo — 2"+ Mz’ — 2)|.
Para A =1, ||z — 2'|| < 0= 2 = 2/, de donde
r+yer +Ar =x+ Av — y € Ax
luego A es maximal (hipétesis (a)).

» El operador A es m.m. (hipdtesis (a)). Utilizaremos el lema anteri-
or, donde el conjunto C' es el espacio H. Supongamos un elemento
cualquiera y € H. Entonces, dx € H t. q.,

mtr—yé—a)=n—(y—2),{—2) >0, V€A

Como A es maximal y el operador I es mondétono,
y € Ax

y—x€(A—-1Iz C Az (por ser A maximal)
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3.4. OPERADORES MAXIMALES MONOTONOS.

luego y — = € Az, es decir, y € (I + A)zx.
Como y es un elemento cualquiera de H, deducimos que si A es m.m.,

=Y -n2-§=0, VEn]erd = ¢ el

<= M\A es m. m.

Por lo tanto, R(I + A) = H. Ademés, por ser A monétono, (I + AA)™!
es contraccién (cf. Teorema 3.4). En consecuencia, se trata de una con-
traccién sobre todo H (hipdtesis (c)).

Corolario: Si A es monotono, existe una prolongacién A maximal monétono

de A, cuyo dominio estd contenido en convD(A).

DEMOSTRACION: [ |

Propiedad: Si A es m.m., entonces:

1. A7!'es mm.

2. M esmm. (si A >0).

Teorema: Sea ¢ una funciéon convexa y propia sobre H. Sea a > 0. La
funcion convexa:

J &= J() = 0(&) + SlE—ylP

alcanza su minimo en xg si y s6lo si: a(y — xg) € dp(zy).
DEMOSTRACION:

1. Supongamos a(y — o) € dp(zo). Entonces, por definicién de subdifer-

encial,

w(g) < +00
(&) — @(xo) > a(y —x0,& —x0), VE€H.
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3.4. OPERADORES MAXIMALES MONOTONOS.

Observemos que
(y — 20,6 —w0) = (Y — 20, —y +y —x0) = — (0 —¥,§ — y)‘i‘Hy—onz

y como se verifica
1 9, 1 2
(20~ 9,6~ ) < llzo — € — 91l < 5le0 — 9l* + 5 1€ vl
tendremos
1 s 1 2 2
(y — 20,6 —x0) > —§||$0 —ylI* = 5”5 —ylI* + lly — xo|” =
1 s 1 2
= §H330 —ylI* - 5\\5 il

de donde,

0(&) — @(x0) > = [llzo — ylI* = 1€ = yl?]

| e

es decir,
e 9 Q@ 9
pla0) + Sz — P < 9(€) + SE— ol V€ H.
2. Reciprocamente, supongamos que se verifica:
o 2 o 2
pla0) + Sz — P < 9(€) + SE— ol V€ H.

Sea & = (1 —t)xg+1tn, neH, te(0,1). Puesto que

©(€) < (1 —1t)p(xo) + t(n)

tendremos
t () — p(x0)) = (&) — p(x0) 2
> 5 [lleo I = 16 = wl*] =
= 5 [lleo =yl = (1 = o + tr — ]
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3.4. OPERADORES MAXIMALES MONOTONOS.

luego

allzg = ylI> = [[(wo — y) — t(n — o)
o(n) — p(xo) > 5 n

I

Pasando al limite en el segundo miembro, tenemos la derivada de Gateaux
de la funcién z — |z|? en el punto z = y — z¢ y en la direccién n — zq,
es decir:

p(n) —¢(ro) = aly —xo,n—x0), VneH

es decir,
a(y —xg) € Op(xo).
[ |

Propiedad: Sea ¢ : H — (—00, +00| convexa, propia y s.c.i.; entonces

el operador dy es maximal monétono.

DEMOSTRACION: Consideremos la funcién:
1 2
J(z) = p(z) + §||$ -yl

J es convexa y s.c.i. (por ser suma de funciones convexas y s.c.i.). Ademads,

por ser ¢ convexa y s.c.i., estd minorada por una funcién afin, luego:
1 2 1 2
J(@) = ¢(2) + llz =yl 2 a + (2,2) + Fllz — "
Tendremos
1 2
Ja) > at (z0) + 5lle vl
1 1
=a+(z—y2) + Sl + Syl
2 2
Lo Lo
Z Sl =z = yllllll + S yllI” + a

y, €n consecuencia,

lim J(z) = o0

[[]|—o0
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3.4. OPERADORES MAXIMALES MONOTONOS.

luego J es coerciva. Por lo tanto (cf. Teorema ?7),
1 2 1 2
Jzo € H [ p(z0) + Sllzo —yll” < p(2) + Sllz gyl Ve e H.

Por el Teorema 3.4, tendremos que existe el punto xq t. q.

Yy — xo € Op(x0)

y entonces Jy es maximal mondtono.

Ejemplo Sea f: R — R una funcién creciente; el operador

R = pR)

v — flz)=[f(a7), f(z7)]

es maximal mondtono.

Un operador univoco monétono maximal en el conjunto de los operadores

univocos no tiene por qué ser maximal en el conjunto de todos los operadores

mondotonos.

Sea A un operador lineal, univoco, no necesariamente acotado y monétono.

Teorema: A es maximal monétono si y sélo si D(A) es densoen H y A

es maximal en el conjunto de los operadores univocos lineales mondétonos.

DEMOSTRACION:

1. Sea A m. m. Evidentemente, A es maximal en el conjunto de los oper-

adores univocos lineales mondtonos. Hay que demostrar que D(A) es

denso en H o, lo que es lo mismo, si x L D(A) = x = 0.
Sea x L D(a). Entonces, V¢ € D(A),

(A —x,8) = (AL, §) — (2,6) =
= (A&, &) = (A£ — A0, —0) >0

puesto que A es lineal (A0 = 0) y A es m. m. En consecuencia,

reA0=0 =— z=0.
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3.4. OPERADORES MAXIMALES MONOTONOS.

Supongamos D(A) = H, siendo A m. m. en el conjunto de los oper-

adores univocos, lineales, monétonos. Sea [z,y] € H x H t. q.,

(A6 —y,6—2) >0 VEe D(A). (3.4.4)

Queremos demostrar que y € Ax.

En primer lugar, observemos que z € D(A). Si no fuera asi, el operador:
A:é+ e — A+ )Ny

definido sobre el espacio engendrado por D(A) y x seria una prolon-

gacién lineal mondtona estricta de A.

Puesto que (3.4.4) es vélida V¢ € D(A), también se verificarda para
x4+t cont > 0:

(A(x +t8) —y,z+t§ —x) >0

(Az —y, &) = —t (AL, €).-

v

Haciendo t — 0, tendremos:

(Az —y,§) 20, VEe D(A)

de donde, Az = y.
[

Definicién Un operador A: H — H con D(A) = H es hemicontinuo

si, Vo € H,V¢ € H:

lim (A((1 — t)x + &), w) = (Az,w), Yw € H.

t—0

Teorema: Sea A : H — H con D(A) = H un operador mondtono y

univoco. Entonces, si A es hemicontinuo, es maximal monétono.
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3.4. OPERADORES MAXIMALES MONOTONOS.

DEMOSTRACION: Sea [z,y] € H X H t. q.

(Az' —y, 2’ —x) >0, Va' e H.

Puesto que la desigualdad anterior es valida para todo x’, también lo
serd para (1 —t)z +t§, V¢e€ H,te (0,1):

(A1 =tz +£8) —y, (1 =z + 1) —2) = 0

t(A(1—t)x+t8) —y,E—x) >0
(AT =tz +18) —y,§ —x) = 0.

Haciendo t — 0,

y, por consiguiente, y = Ax.

Definicién Sea A maximal mondtono. Al operador univoco
=T+ A7 A>0

definido en todo H se le denomina resolvente de A.

Recordemos que Jy es una contraccién de H en H.

Propiedad: El resolvente del operador A verifica:

D =J, ('%x T(1- %)Jw) . Ve eH, Yiu>0.
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3.4. OPERADORES MAXIMALES MONOTONOS.

DEMOSTRACION: Sea y = Jyz. Se puede deducir:

y= I+ A) "2 = xcy+ Iy

— %(w—y) € nAy

7
= y+ (v —y) €y+pAy

A
<:>Hx+(1—ﬁ) €y+ pAy
A A
u Il
—=yeJ, (Xx—l—(l—x)y)
1 u
|
Propiedad: Si A es maximal monétono, entonces el conjunto C' = D(A)
s Convexo y
}\ir%(],\m =Ilgcx, Vxre H.
DEMOSTRACION: u

Propiedad: Si A es maximal monétono, Az es convexo y cerrado, Va €
D(A).

DEMOSTRACION: [ |

Definicién A%z = I14,0, es decir, A%z es el elemento de Az de norma
minima.

Definicién: Aproximada Yosida. Dado un operador maximal monétono
A, definimos su Aproximada Yosida como el operador Ay : H — H, dado
por:
I—Jy

Ay = o

Propiedad: La aproximacion Yosida A, verifica:

1. es un operador univoco
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3.4. OPERADORES MAXIMALES MONOTONOS.

2. AJ, es multivoco y Ayx € AJyx

3. si A es lineal y univoco, entonces,

A =Al\x, Yre H
J)\Al‘ = A)\l‘, Vo € D(A)

4. si A es lineal, univoco, maximal mondtono,

limAyx = Ax.
A—0

DEMOSTRACION:

1. Evidente, pues J, es univoco

2. Ay =52r=1@-Ja).

Llamando Jyz =z <= (I + M\A) > 2

Az € %((I +AA)z — 2) = Az = AJx.

3. Sea x € D(A). Teniendo en cuenta que (I + AA)J\ = I, tendremos:

Az = —[(I + X))z — 2| = — [(1 + NA)(x — J\z)]

> =

I—Jy
A

Sl = > =

NAx = — [z — Jhz| = x = Ay

4. Utilizando la notacién C' = D(A),

limAyz = limJ\Ax = [IcAx = Ax.
A—0 A—0

Esto no sucede si A es multivoco.

Teorema
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3.4. OPERADORES MAXIMALES MONOTONOS.

1. A, es maximal mondétono y lipschitciano de constante %
2. y=Axr <=y < Alr — \y), o también: y € Az <=y = A\(x + \y)
3. (AN, =Axip YA u>0
4. Vz € D(A), |Axz| T ||A%| y Axz — A2 cuando A | 0, con:
[Axe = A%|* = | A% — [ Axe]®

5. Vx ¢ D(A), ||Axx| T oo cuando A | 0.

DEMOSTRACION:

1. Sabemos que:

I—Jy
A

Ayx = T <= x =Nz + J z.

Por otra parte, Ayz € A(Jyz). Como A es monétono,

(Arzy — Axze, Jhzy — Jyz2) > 0.

Tenemos entonces:

[Anz1—Asasll[[z1 — 22|l > (Anzy — Arwo, 21 — 22) =
= (A1 — A\xo, Ny — MApx9)+
+ (Anzy — Az, oy — Jyog) >
> (Anry — Axw, NANT1 — AMAp20) =
= | Aazy — Aras|®.

Por lo tanto,

1
| Axzr — Axa|| < X||l’1 — o]

luego A, es lipschitciano y, en consecuencia, univoco y hemicontinuo.
Ademads, D(A)) = H, por su propia definicién, luego A, es maximal

mondtono (cf. Teorema 3.4).
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3.4. OPERADORES MAXIMALES MONOTONOS.

2. Sea y = A,x. Entonces,

A
Y=

r<= y=x—Jhx
— Jhax=x—)\y
=z e (l+ M) (z— \y)
< \y € M(z — \y)

>y e Az — \y).

Haciendo x — Ay = z, tenemos inmediatamente,

y € Az <=y = A\(z + \y).

3. Utilizando la propiedad anterior,
y=(A)ux =y = (A)(z — ny)
= yeAlx—py—Ny) =Alx — (A +p)y)

=y = A\,

4. Sean x € D(A),\ > 0. Puesto que A% € Az y A, € A(Jyz), ten-

dremos:

(A% — Ayz, 2 — Jyx) >0
— (A% — Ay, Ayx) >0 (3.4.5)

de donde
[Axe||* = (Axz, Ay) < (A%, Ayz) < || A%]]| Ay

= Az < [|A%]

es decir, Vo € D(A), ||Axx|| es una cantidad acotada. En particular,
[Axsuzl* = (Ax)z ] < (ARw, Argpuw) =
= (Az, Arpu) < | Ana || Axgp|

= [ Azl < [Axell, YA >0
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3.4. OPERADORES MAXIMALES MONOTONOS.

de donde,
[Aniuz — Axzl|* = [ Axa])* = 2(Ari,z, Asa) + [[Angz ] <
< [[Ax[* = | Axg ||
va que (Ayi,z, Ayz) > [[Aygz|* > 0. Ahora bien, como ||Ay; x| <
|Axz||, resulta que la sucesién de nimeros reales ||A x| es creciente

cuando A | 0. Pero, si « € D(A), ||Axz|| estd acotada superiormente,

luego convergera, de modo que:

[ e = Aral* < A = A — 0

es decir, A z es una sucesion de Cauchy y, en consecuencia,

limAyz = y.
findre =

Pero x — Jyx = MA,x; pasando al limite,
limx — Jyr = limA\Ayx = 0 <—
A—0 A—0

limJyx = z.
A—0

Finalmente, como Ayx € A(J)x), tendremos:
Vg e A, (y—nz—¢§=0
luego y € Ax. Ademas, |Ayz|| < ||A%||. Pasando al limite, tenemos

lyll < [ A°|

luego y = A%z, ya que A%z es el elemento de norma minima del conjunto
Ax.

Supongamos = ¢ D(A), con ||Ayz|| < ¢, VA > 0. El razonamiento

anterior nos habia llevado a que A,z era sucesion de Cauchy y, por
tanto,

limAyz =y < limJyz = .
A—0 A y A—0 A
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3.4. OPERADORES MAXIMALES MONOTONOS.

Recordando que (Ayz —n, e — &) > 0, V[{,n] € Ay pasando al
limite,

(y_nax_€>20’ v[§777]€A7
luego x € D(A) e y € Az, en contra de la hipdtesis. En consecuencia,

six & D(A), || Axz| T oc.

Comentario: Gracias a la propiedad (a) del teorema anterior, la ecuacion:

dU)\
— 4+ Ayuy =0,
7 AUX
aproximacion del problema:
du
— +Au>0
dt
tiene solucién tnica (teorema de Picard). [ |

Nos preguntamos ahora cuando el operador maximal mondétono A es tal
que la siguiente ecuacion tiene solucion:

Dado y € H, hallar x € D(A) t. q. y € Ax

0, lo que es lo mismo, R(A) = H (sobreyectividad de A).

Teorema Sea A maximal mondtono. Si da > 0 t. q.
(y1 — Yo, 01 — T2) > allzy — 20||?,  Vyr € Awy, Wy, € Axy

entonces A es sobreyectivo.

DEMOSTRACION:

1. Sean z; € Azg, yr € (A—al)xy (k=1,2). Se cumple entonces,
(1 — Yo, 1 — T2) = (21 — 22,21 — X2) — a(T) — T2, 01 — T2) =
= (21 — 29,71 — Tp) — af|lz; — 22| >0, Vz € Axy,

gracias a la hipdtesis del teorema. En consecuencia, A—al es mondtono.
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3.4. OPERADORES MAXIMALES MONOTONOS.

2. Sealr,y] € Hx H t. q. V[, n] € A— al verifique:

Hay que demostrar que y € (A — o).

Seane Al —al < n=n—af, 1ne€A

v

(y+af—nx—-8) >0

(Oéx_agax_g) >0
V[f,f]]EA, <y+0él’_77,1'—€>20

De donde y + ax € Ax <=y € (A — al)z, y A es maximal.

3. Como A — ol es maximal mondtono, R(A —al + \I) = H, VA >0;
tomando A =«, R(A)=H.

Consideremos ahora el siguiente problema:
Encontrar x € H t.q. 0 € Ax
siendo A estrictamente mondtono en el sentido: Yz, xe € D(A),
(Y1 — Yo, 1 — 12) > allzy — 22||?,  Vyi € Axy,Vyo € Axs.
Nos basaremos en la siguiente propiedad:
Propiedad: J, es una contraccién estricta.

DEMOSTRACION: Sean vy = Jyzp = (I + MA) 1z}, En consecuencia,

Yk + ANy 3 xy,

T — Yk
A

€ Ayy
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3.4. OPERADORES MAXIMALES MONOTONOS.

Tendremos entonces,

T1 — U1 T2 — Y2
allyr — yol? < — s Y1 — 3/2) =

A A

= =

(1 —22) = (1 — o), 1 — y2) =

1
(371 — T2,Y1 — ZI2) - XHyl - y2|’2-

T — T, y1 — Y2) < ||z — 22||lyr — 22|

~—~

(L4 Xa)|lyr — vl * <

por la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Finalmente, obtenemos:

1
1+ M\

lyr = w2l < [y = ]|

Como consecuencia, .Jy tiene un tnico punto fijo, que se puede aproximar

como limite de la sucesién:
"= T

Naturalmente, x = Jyx <= (I + M)z > v <= 0 € Ax.

Comentario: El método anterior es el método de Euler implicito:

0 € Ax

dx
—+ A
Oedt+ T

anrl_xn
0€c ——F— +A2" +1
At

2" = (I + AtA) 'am.

Teorema Sean A y B dos operadores maximales mondtonos. Si B es
mondétono lipschitciano y D(B) = H, entonces A+ B es maximal mondtono.

DEMOSTRACION: Sabemos que A + B es monétono.
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3.4. OPERADORES MAXIMALES MONOTONOS.

1. Supongamos que B es lipschitciano de razén L < 1. Hay que comprobar
que la ecuacién:

Dadoy € H, y € x+ Ax+ Bz (3.4.6)

tiene solucién en D(A) N D(B) = D(A). (3.4.6) es equivalente a:
= (I +\A)"Y(y — Bu).
Pero la aplicacién:
x — (I + \A) " (y — Bz) = J{\(y — Bz)
es contraccion estricta:

17 (y = Bar) = Ji(y — Bas)l| < |(y = Bwy) = (y — Bas)|| =

= ||Bzy — B < Ly — 25|

luego (3.4.6) tiene un unico punto fijo, que es la solucién buscada.

2. Supongamos que B es lipschitciana de razéon L > 1. Para cualquier ¢

positivo, tA y tB son maximales mondtonos; ademas, tB es lipschit-
1
R
estricta, luego t(A + B) = tA + tB serd maximal mondtono (por lo

ciano de razon tL. Tomando t < el operador tB sera contraccion

demostrado en el apartado (a)). En consecuencia, el operador:
1
z(ztA+1ﬁB) =A+DB

también serd maximal mondtono.

Corolario Si A y B son maximales monétonos, A + By y A, + B son
maximales monétonos.

DEMOSTRACION: Inmediata, puesto que Ay es maximal mondétono y lipschit-
ciano (cf. Teorema 3.4). [ |

Teorema Sea ¢ una funcién convexa, s.c.i. y propia. Sean:
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3.4. OPERADORES MAXIMALES MONOTONOS.

» el operador A = 0y = D(A) C D(¢) C D(yp)

» oa(z) = inf {55y — 2> + ¢(y)}, definida Vo € H,VA > 0.
yeH

Entonces,

L pa(x) = gl Anel® + p(ax), Vee H
2. ), es convexa, diferenciable Fréchet
3. GQO)\ = A)\

4. pr(x) T ¢(x) cuando A | 0, Vx e H

DEMOSTRACION: Recordemos que ) es diferenciable Fréchet si existe la apli-
cacién lineal ¢/ : H — V tal que:

o 9+ B) = 0@ = )y

=0.
h—0 Al &

Ademas, toda funcion diferenciable Fréchet es diferenciable Gateaux. En con-
secuencia,

xo = arginfp,(z) = arginfy(z).
reH zeH

1. Sabemos que la funcion:
— I I+ o(y)
My —
) o\ y—x Py

alcanza su minimo en xg si y solo si:

S = 20) € (99)(w0)

= x € x9+ AN0p)(x0) = (I + NDy))(x0)

— = Jyx.
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3.4. OPERADORES MAXIMALES MONOTONOS.

Por lo tanto,

J>\$|’2

1
oa(@) = gl e = l” + o( D) = —AQII +o(Ar) =

A
= Sl + ¢ (Nrz).

ATl R <

Definiciéon Sea V' un espacio de Banach y V'’ su dual. Sea la funcién:
@V — (=00, +0]
convexa, propia y s.c.i. Definimos la funcién conjugada (o polar) como:
"V — (=00, +x]

©*(z) = zlelg{w (z,y)v — p(y)}.

Corolario: Si V' =V’ es un espacio de Hilbert, entonces:

"V — (=00, +0]
o*(z) = Sgg{(x,y) —o(y)}.

Propiedad: ¢* es convexa, propia y s.c.i., pues es la envolvente superior
de funciones afines continuas.

Teorema: En un espacio de Hilbert H, (¢)~! es el subdiferencial de ¢*,

es decir:
€ (0p)(x) <= x € dp*(y). (3.4.7)

DEMOSTRACION:
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3.4. OPERADORES MAXIMALES MONOTONOS.

1. (9¢)~! es m.m.; por lo tanto,
v € 0p"(y) =z € (9p) ' (y) <=y € (0p)(x).

2. Reciprocamente, ¢* es convexa, propia, s.c.i.; por lo tanto, dp* es m.m.

Basta demostrar que (9p)~! C dp*.

Sea:
y € dp(z) <= € (9p) " (y)
90<5) - Qp(x) S(y,f - .1'), Vf € H
(y,€) — ¢(§) <(y,z) —p(z), VEE€H.
Luego,

©*(y) = EEE{(?J, §) — (&)} < (y,2) — p(x). (3.4.8)

Por otra parte,

©"(y) = sup{(y, &) — (&)}

{ed

= 0"(y) = (y,€) —(§), V§Ee€H.

En particular,
v (y) = (y,2) — p(x). (3.4.9)

De las ecuaciones (3.4.8) y (3.4.9) deducimos: ¢*(y) = (y,x) — p(z).

Entonces, Yw € H,

Es decir, z € 0p*(y).

Teorema
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3.4. OPERADORES MAXIMALES MONOTONOS.

1. dp+ 0y COp+1)
2. Sean V' y H espacios de Banach, y sean:

» ¢: H— (—00,+x)]

= B:V — H, lineal y continua.

Entonces, B*(0p(Bu)) C d(¢ o B)(u).

DEMOSTRACION:

1. Seay € dp(x)+ 0y(x), es decir,

Y=uy1+y con Yy € 0p(x), yo2 € OY(x).

Entonces,

&) — @) > (h,E—x) VEeH
V() —p(x) > (y2. 6 —x) VEE€H

Sumando, obtenemos:

() +¥(8)) — (p(x) +¥(2) >(y1 + y2,§ —x), VEEH
(e +¥)&) = (p+¥)(x) > +y2,§ —x), VEEH
= y1 +y2 € 0@ +vV)(z).

Naturalmente, si dp + 01 es m.m.,
Op + 0 = 0(p +v).

2. Sea y € B*(0p(Bu)). Entonces,

y= B2, z¢€ dp(Bu)

©(€) — (Bu) > (2,€ — Bu), V&€ H.
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3.5. EJEMPLOS DE SUBDIFERENCIALES.

Tomando &€ = Bv, veEV,
o(Bv) — ¢(Bu) > (2, Bv — Bu), YoeV
o(Bv) — @(Bu) > v(B*zv —u)y, YweV
(0o B)(®) — (poB)u) > v(Bzv—u)y, YveV
— y=DB"2€d(go B)(u).

Una condicion para la igualdad es que exista x € H donde ¢ sea finita
y continua.

3.5. Ejemplos de subdiferenciales.

Sea H un espacio de Hilbert. Sea C' C H un convexo cerrado no vacio .
Recordemos que su funcién indicatriz viene dada por:

0 sixel
[ p—
olz) {+oo si xé¢C.

Propiedad: La funcién indicatriz /o es convexa, propia y s.c.i.

DEMOSTRACION: [ |
Propiedad: El subdiferencial de la funcion indicatriz I viene dado por:

8[C(x):{;Z€H / (z,y—1x) <0, VyESiCi;iC:.EEC

DEMOSTRACION: Por definicién, tenemos:

{zeH | Ic(y)—Ic(z) > (z,y—2z), VYyeH} sizelC

Ole(w) = {(b si z¢C.

Ahora bien, Io(z) = 0, pues x € C. Ademaés,
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3.5. EJEMPLOS DE SUBDIFERENCIALES.

w siy ¢ C,lo(y) = 400 > (2,y — ) y la desigualdad se cumple siempre

nsiyeClo(y) =02 (z,y — ).

Propiedad: La resolvente y aproximada Yosida del operador 0l vienen
dados, respectivamente, por:

1. JYe =TI

2. (0Ic), = %(I — Il¢o).
DEMOSTRACION:

1. Sea Jy = (I +\olg)~".

y e (I+NIlp) (z) <= y+Nlc(y) >

= x—y € Nlc(y)

— (x;y72_y) <0, Vze(l.

Luego y es la proyeccion del elemento x sobre el convexo C'.

2. Por definicién,

1—Je 1
(0Ic), = TA =5~ 1)

Comentario: (0I¢), es el subdiferencial de la funcién:
1
(Io)a() = 55 {llz = Towl* + Io(Mex) } =

1
= ﬁ”l‘ — H0$H2.
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3.5. EJEMPLOS DE SUBDIFERENCIALES.

(Regularizada de la funcién indicatriz). [ |

Definicién Se llama funcion soporte de un convexo a la conjugada de

la funcién indicatriz del convexo: ¢ = (I¢)*.

De dicha definicion se deduce inmediatamente:

p(r) = (Io)"(x) = 32}3{(”’9“") — Io(r)} = jgg@’ ).

Proposicién La aproximada Yosida del subdiferencial de la funcién so-
porte viene dada por:

v

(00 (0) = Tle(5).

DEMOSTRACION: Sea p = () (v). Tenemos entonces,

p € (99)(v — Ap)
(gracias a (3.4.7)) <=wv — Ap € (0I¢)(p)

b+ —p) = 01c) (5

<=v— \p € (0l¢) (X)

1
X

>l

v —dpe N - Hc)(g) —v— An(g)
v

<:H?:l_[c()\)-

ejemplo Sean:

- H = (12(Q))’

» C={qeH / lq(z)| <1cp.t. enQ}.

La funcién soporte de C' sera:

¢(p) = sup /Q p(x)g(x) = /Q Ip(2)]-

qeC
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3.5. EJEMPLOS DE SUBDIFERENCIALES.

En efecto, sea \(x) tal que:

A = PO pai = [Y0 ) =1

p() e

Tenemos, pues,

o) > [ 3 o 29 _ )

i=1,d

Por otra parte, Vq € C,

[ = [ ¥ niwate) < [ bl < [ b

i=1,d

%MZ&WAM®%®=L@@N

qeC
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Capitulo 4

Ejemplos fisicos.

4.1. Torsion elastoplastica. Ley de Hencky.

Sean:

un conjunto abierto y acotado Q2 C R2

» V= H}(Q)
» V' = H Q) (dual de H}())
» H=L%*0)?

un operador B:

el operador dual B*:

B*-H — V'
q — —Vq

K ={veV/|Vu(z)| <k ctp en2}.
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4.2. MEMBRANA CON OBSTACULO. FLUJO EN MEDIO POROSO.

Formulacién del problema:

(a) Sea J(v) =3 [, |Vv]* = [, fo.
Hallar w € V t. q. J(u) = inf J(v) Vv € K.
(b) Sea el conjunto C' = {q € L*(2)* / |q(z)| <k ctp en Q}.

J(v) si BveC

Sea F(v) = J(v) + Io(Bv) = {+oo s BugC.

Hallar v € V t. q. F(u) = inf F'(v).

veV

(c) Sea a(u,v) = [, VuVo.

Hallar v € V' t. q.,
a(u,v —u) + Ic(Bv) — Io(Bu) > (f,v —u), YveV.
(d) Puesto que I¢ es finita y continua en ¢ = 0, p. €j.
Hallar u € V t. q. f — Au € B*0p(Bu).

(e) Hallar u € V' t. q.

Au+ B*'p=f
p € 0p(Bu)
es decir,
Hallar uw € V' t. q.
Thu=Vp=f (4.1.1)
pE (9]0(Vu) o

4.2. Membrana con obstaculo. Flujo en medio
pPOroso.

Sean:
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4.3. FLUJO DE FLUIDO TIPO BINGHAM EN UN CILINDRO.

V=H{Q), QcCR
« V= HY(Q)

» a(u,v) = [, VuVu

(L, v) = (f,v)

K={veH}Q) / wv(xr)>g(x)ctpenQ}

b = I,

Formulacién del problema:

(a) Sea J(v) =1 [ |Vv]* = [, fo.
Hallar v € V' t. q.
J(u) = inf J(v).

veK

(c) Hallar u € K t.q.

a(u,v —u) + I (v) = Ix(u) > (f,v —u).
(d) f— Au € 0Ik(u).

(e) Hallar u € V t.q.

Au+p=f
p € Ol (u).

4.3. Flujo de fluido tipo Bingham en un cilin-
dro.

Sean:

. V = HY(Q)
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4.3. FLUJO DE FLUIDO TIPO BINGHAM EN UN CILINDRO.

« V' =H Q)

» H=L%*0)4

un operador B:

el operador traspuesto B*:

B*:H — V'
qg — —Vgq

= a(u,v) =v [, VuVo

(Lv) = [, fv

C={qeH / |qx)] <1ctpen}

©(q) = [, la(z)|dz  (funcién soporte de C').

Formulacién del problema:

(c) Hallar u € V' t. q.

a(u,v —u) + p(Bv) — p(Bu) > (L,v — u).

(d) Hallar u € V' t. q.
f— Au € B*0p(Bu).

(e) Hallar u € V' t. q.

Au+B*p=f
p € 0p(Bu).
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4.4. PROBLEMA DE STEFAN EN DOS FASES.

4.4. Problema de Stefan en dos fases.

Sean:

» (Lov)= [, fv
= OC={veH(Q) / [v(z)] <1}

» h(v) = A [, |v[dz (X = valor latente).

Formulacion del problema:

(c) Utilizando la transformacién de Duvaut,

Hallar uw € V' t. q.,
(Au,v —u) +(v) —(u) > (L,v —u), YveV

donde A es fuertemente mondtono univoco.

(d) Hallar u € V' t. q. [ —Au € 0y(u).

(e) Hallar u € V' t. q.

Au+p=f
p € 0Y(u).

4.5. Problema lineal con restricciones lineales.
Ecuaciones de Stokes.

Sean:
- V= H}(©)
. V’ — H—l(Q)d
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4.5. PROBLEMA LINEAL CON RESTRICCIONES LINEALES.
ECUACIONES DE STOKES.

» H=1*Q)

= un operador B:
BV — H

v — —Vu
= ¢l operador traspuesto B*:

B*:H — V'
q — Vq

Sea ¢ la funcién indicatriz del convexo { 0 }, es decir,

0:H — RU{+o0}
0 sig=0

1 — el = +o00 si g #0.

Propiedad ¢ es convexa, propia y s.c.i.

L*(Q) si p=
Propiedad 0p(p) = (@) S_l p=0
) si p#0.
Propiedad —Vu = Bu = 0 <= p € (0p)(Bu).
Formulacién del problema (problema de Stokes):
—vAu+Vp=f
(0) _
—Vu = 0.

(e) Utilizando la tltima propiedad,

(4.5.1)

—Au+Vp=f
p € (0p)(=Vu)

o bien,

[+ Aue V(0p(—Vu))
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4.6. CONDICIONES DE CONTORNO NO HOMOGENEAS.

o bien,

f — Au € B*(0p(Bu)).

4.6. Condiciones de contorno no homogéneas.

Sean:

» V=HY(Q)

= V' = (HY(Q))
» H=L*Q)

el operador varphi:
o: LX) — RU{+o0}
0 siv = ug

v o— v) =
) +oo st v # ug

Propiedad El subdiferencial de ¢ viene dado por:

D — {LQ(F) s'i v = g
o) si v # ug.

Sea la aplicacién traza, v : H*(Q2) — L*(T).

Formulacién del problema:
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4.7. FLUJO NO LINEAL EN MEDIO POROSO. FLUJO POTENCIAL

COMPRESIBLE.
(1) Puede expresarse de la manera siguiente:
—Au =
u=Jf (4.6.1)
U|F = Ug-

(c¢) Encontrar u t. q.
(Du, v =) + (yv) = p(yu) = (fiv —u).

(e) Hallar u t. q.

—Au+yp=f
p € dp(yu).

4.7. Flujo no lineal en medio poroso. Flujo
potencial compresible.

Sean:

s W ={ve L¥(Q) / g—;eLs(Q),izl,z,...,d}

V=Wi (@) ={ve W | o, =0
V=)
. H=(L(Q))

K = {U € Wl’s / U|F1 = Uo}

el operador A:
AV — V

v — 0

el operador B:



4.8. ELASTOPLASTICIDAD.

= el operador traspuesto B*:

B :H' — V'

¢ — —Vq
Formulacién del problema:
(1) Flujo lineal. Hallar u t. g.
—V(kVu) = f
U,|F1 = Ug
kg—Z‘FQ =4.

(2) Flujo no lineal: k = k(u) = k,|Vu|™. Tomaremos k,, = 1.

(a) J(v) =% [oIVv* = [, fv— [;, gv, donde s = n + 2.

s

Hallar u t. q. J(u) = inf J(v).

veK

4.8. Elastoplasticidad.

Principio de los Trabajos Virtuales:

/Uij€ij:/fiwi+/giwi Vw
Q Q r

Criterio de Plasticidad (Von Mises):

1
F(O'ij) = 50’50’5 — k’2 S 0

Ley de Comportamiento (Prandtl - Reuss):

a(o, 7 —0o)—(e(u),7—0)>0, VreH

donde:
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4.8. ELASTOPLASTICIDAD.

a(t,0) = fQ AijriTijon

a(t,7) = pl|TII> = p [, 757

H={rel*Q)" | 7j=m}

K={reH /| F(r(z)) <0ctpen Q}.
Condiciones Iniciales: o(0) = 0.

Formulacién del problema:

(c) a(o, 7 —0o)— (e(u), 7 —0) + Ix(T) — Ix(c) >0
(e) Sea a(r,0) = (AT, o). Entonces,
Ao — e(u) € 0Ik(o)

es decir,

Ao —e(u) = A
AE (9IK(0)

donde

e £(u) = incremento de deformacion eldstica

e )\ = incremento de deformacion pléstica.

Comentario Si sustituimos d/x por su aproximada Yosida (0/k),, ten-

emos la viscoplasticidad. [ |
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Capitulo 5

Métodos de resolucion
numerica.

5.1. El método de penalizacion.

Consiste en sustituir la ecuacién multivoca
Au+ B*0p(Bu) > f
por la ecuacién univoca

Teorema Con la hipotesis
a(v,v) = (Av,v) > a|jv|’, a«>0, YweV
, obtenemos

lu —uy|| < CVAL

DEMOSTRACION: Consideremos las ecuaciones:
Au+ B*(0¢)(Bu) > f
Auy + B*(0p)r(Buy) = f.
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5.1. EL METODO DE PENALIZACION.

Pongamos:

p € (09)(Bu) <= p = (9p)»(Bu + Ap)
pa € (0p)A(Buy).

Tenemos asfi:
Au+ B*p=f
AU)\ —|— B*p,\ = f

Restando obtenemos: A(u — uy) + B*(p — p) = 0.

Y, multiplicando por v — wuy,

(A(u —up),u —uy) + (B (p—pr),p—pxr) =0
(A(u —uy),u —uy) + (p—px, B(p — py)) = 0.

Por ser A coercivo, (A(u — uy),u — uy) > allu — uy||? luego,

allu —up|* + (p—pr, Blp — py)) < 0.

Por otra parte,

[p = pal* = [(00)A(Bu + Ap) — (Op)A(Bun)* <

1
< X(P —pa, B(u —uy) + Ap) =
1

(p —pr. Blu —uy)) + (p — pa)-

> |

De donde se deduce,
«
lp— Al < —XHU —upl* + (p—pa,p) <
1,

< —Slu =l +lp = paf* + 70
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5.1. EL METODO DE PENALIZACION.

2
Luego ||u — uy|]? < ﬁpQ = i’—a)\.

Tomando C = %, siendo p € (9p)°(Bu), obtenemos la estimacién:

lu —uy]| < CVA.

nota En la demostracion anterior, hemos utilizado la siguiente propiedad:

1 1 11
ab = 5@2() S 552a2 + 5;()2

Tomando en este caso € = v/2, tenemos ab < a? + 102, [ |

5.1.1. Aplicacién al problema de Stokes.

Las ecuaciones de Stokes deducidas anteriormente son (cf. (4.5.1)):

—vAu+Vp=f
p € 0p(—Vu).

El problema penalizado sera:

—vQAuy+Vpy=f
pr = 0p(—Vuy).

Recordemos que ¢ es la funcién indicatriz del convexo C' = {0}:

w(p)Z{O wp=0

+00 sip#0.

Puesto que se trata de una funcién indicatriz, su aproximada Yosida viene
dada por (Nota 3.5):

1
= —||p — Hepl?.
ox(p) QAHP ol
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5.1. EL METODO DE PENALIZACION.

Pero Ilyp = 0, luego,

1

_ 2
or(p) = 2AIpl

de donde,

(Opr(p), q) = %(p, q), VqeL*Q).

Tenemos, pues,

1
bx = —XVUA

y la ecuacién de Stokes penalizada es:

1
—vAuy — XV(VU,\) = f.

5.1.2. Aplicacién al problema lineal con condiciones no
homogéneas.

El problema expuesto anteriormente es (cf. (4.6.1)):
—Nu=f
ulr = up.

El problema penalizado sera:

—Autyp=f
p € dp(yu)

donde ¢ es la funcién indicatriz del convexo {ug}.

De manera similar al problema de Stokes, deducimos:

o) = 55 [ (0= )

(0 (1), v) = ;/F(u ~ o), Vu,v e LXD).
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5.2. UN PRIMER ALGORITMO (A1) PARA RESOLVER (P).

En consecuencia, el problema penalizado sera, en forma variacional:

[wuve [umwm= [ 1o

5.2. Un primer algoritmo (A1) para resolver

(P).

Recordemos que el problema planteado era:

(P Au+ B*'p=f enV’
p € 0p(Bu) en H.

El problema es equivalente a:

P Au+ B*p=f
p= (090)/\ (Bu + )\P)-

Ello sugiere el siguiente algoritmo (A1):

» Sea pY inicial, arbitrario.

= Obtenido p™, resolvemos:

Au™ = f — B*p™
Pt = (0p), (Bu™ + A\p™).

nota Si a(-, -) es simétrica y ¢ derivable, el anterior algoritmo es el algo-
ritmo de Uzawa para la busqueda del punto silla del lagrangiano:

Lv,q) = 3a(v,0) — (L0} + (g, ¢'(Bv)

L(u,q) < L(u,p) < L(v, p).
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5.2. UN PRIMER ALGORITMO (A1) PARA RESOLVER (P).

[ |
TeoremaCon la hipdtesis
a(v,v) = (Av,v) > a|jv|>, a«>0, YweV
tenemos, para un adecuado valor de A,

lim ||u —u™| = 0.
m—00

DEMOSTRACION: Como (9¢), es lipschitciano de constante §,

lp — p™ 7 = |(09)x(Bu + Ap) — (9p)A(Bu™ + \p™)|?* <

<

1
[(Bu + Ap) — (Bu™ + \p™)[* =
1

|[B(u—u™) +Ap —p™)* =

= B wP + 2 (B ), (") + o~ "

22
22
\? A

Es decir,

1B — ™) = 2 (Blu— ™), (p— p™))

o om|2 _m+12>_
p=p" = lp =" 2 —3 )

Por otra parte,
Au+ B'p=f
Au™ + B*p™" = f
— A(u —u™) = B*(p™ — p).

Tenemos asi,
allu —u™|* < (A(u — u™),u —u™) =
= (B"(p" —p)u—u") =
= (p" —p,Blu—u")) =
= —(Blu—u"),p—p™).
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5.2. UN PRIMER ALGORITMO (A1) PARA RESOLVER (P).

De donde,

= lp =" = =5 Blu— w4 e —

lp—p" 2

Por otra parte, B es un operador lineal y continuo, luego existe una
constante c t. q.

| Bu| < o]
y entonces,
1

2
m C m
—§|B(U —u™)? > —EHU — ™.

Tenemos asi,
2

C m
(200 = =)l — u™]|*.

A

1
p—p"?=p—p"? > 3
Escogiendo A convenientemente, de forma que:

2

C
20 — —
« )\>O

tendremos
=0 = p— 0" = c(N)]Ju—u™> >0

donde ¢()\) es una constante positiva, tendremos finalmente que la sucesién

lp—p

|2 es decreciente.

Por otra parte, dicha sucesién esta acotada inferiormente:
lp—p™> > 0.
En consecuencia, serd convergente y por lo tanto de Cauchy, de modo que
lim [p —p™* — [p - p" ' [* =0
m—0o0

y, de aqui,

lim ||u — u™||* = 0.
m—0o0
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5.2. UN PRIMER ALGORITMO (A1) PARA RESOLVER (P).

5.2.1. Aplicacion al problema de torsion elastoplastica.

Recordemos el problema (4.1.1):

—Au—Vp=f en H Q)
p € 0lc(Vu) en (L*(Q))?

donde
C={qe(L*(2)? / lg(z)] <kctpenQ}.

El algoritmo Al sera:

» Dado p° inicial

= Obtenido p™, resolvemos:

—Au™ = f+4 Vp™
pmtt = (1 —Te)(Vu™ + A\p™).

5.2.2. Aplicacién al fluido Bingham.

Podemos escribir el problema como:

{—Au —Vp=/f en HYQ)
p € 0p(Vu) en (L*(2))*

donde ¢ es la funcién soporte de:
C={qe(L*)* / lg(x)]<1ctpenQ}.

El algoritmo Al seréa:

» Dado pY inicial

= Obtenido p™, resolvemos:

{—Aum = f+Vpm

pm+1 — HC(% +pm>
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5.3. UNA CLASE GENERAL DE OPERADORES: M(w)-MAXIMALES.

5.2.3. Aplicacion al problema de Stefan.

Sean:

= el operador identidad I : H'(Q) — L?(Q)
= (v) = p(Iv)

» K={ve(L*N)? / |v(x)| <1ctpenQ}
El algoritmo Al sera:

» Dado p° inicial
= Obtenido p™, resolvemos:

Au™ = f — I*p™

o bien, en forma variacional,

» Dado p° inicial

= Obtenido p™, resolvemos:

m

(Au™ vy = (f,v) — L(p,v) L = valor latente
perl = HK(U)\ + )‘pm)

donde el producto escalar es (u,v) = [, uv.

5.3. Una clase general de operadores: M(w)-
maximales.

Sea H un espacio de Hilbert. Sea w € R.
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5.3. UNA CLASE GENERAL DE OPERADORES: M(w)-MAXIMALES.

definicién Un operador multivoco G en H es M(w)- maximal si G+wl

es maximal mondtono.

Propiedad Sea G M (w)-maximal. Si A\w < 1, entonces el operador J, =
(I + AG)™! estéd definido en todo H y es univoco. Ademés, es mon6tono y

lipschitciano de constante (1 — Aw)™'.

DEMOSTRACION:
I+ AG) =T+ AG+ Il = wl) ™t =

=[(1 = M)+ NG +wl)] ' =

A

1yl
=(1-)w) [I+1—)\w

(G +wl)] ™

Como G + wl es maximal monétono, el operador:

[T+ (G +wl)]™t

1—w

esta definido sobre todo H y es univoco siempre que:

0 A 1.
1_)\W> — Aw <

Como [ es univoco, G+ wl también lo sera.
[I + 2-(G + wI)]7! es, ademds, una contraccién (cf. Propiedad 3.4),
luego

Jy=(1— ) I+ (G +wl)]™

1—)w

es lipschitciano de constante (1 — Aw)™t.

Sea G un operador M (w)-maximal.

definicion Definimos la aproximada Yosida de G como:

A

G 3
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5.3. UNA CLASE GENERAL DE OPERADORES: M(w)-MAXIMALES.

siempre que A\w < 1.
Propiedad G es M (ﬁ)—maximal.

DEMOSTRACION:

1. El operador G\ + %1 es mondétono. En efecto,

w 1—J, w 1 w 1
O T N T w (A+1—Aw) A

11 1 1/ 1
—— I—=J == I — .
M owl AT (1—)\w JA)

Ademas, J, es lipschitciano, luego

(Jary — Jrxe, 1 — xg) < (1 — )\w)’l(xl — X9, T] — Xg) =

1

_ . 2
= 1_/\WH$1 o |".
Entonces,
T i)
— a1 — J — =
(1 W AT W + JaT2, T1 $2)
1
= 1 - \w (371 — T2, X1 — UCQ) - (J,\iCl — Hxo, 11 — 56'2) =
1 2
=1 )\w||$1 — 2ol — (Jazy — a2, 1 —22) > 0

w .
luego G + 551 es mondtono.

2. Ademas, G\ + 51 es maximal, ya que (cf. Teorema 3.4):

» DG+ :%-1)=D(G\)=H

1-dw

s Gy + 551 es univoco, pues G, I son univocos
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5.3. UNA CLASE GENERAL DE OPERADORES: M(w)-MAXIMALES.

= también es hemicontinuo, pues J, es hemicontinuo:

75 (1 =t)z +ty) — Jaz]| < (1 =tz +ty — x| =

1—)\w”
_
1—)w

Iz =yl

= timl s (1= )z + 1) = ]| = 0.
|

Propiedades: Si G es M(w)-maximal, se verifican las siguientes mayora-

ciones:

1. 17)\22/\WHJ>\U1 - JszHQ + [|Gavy — G,\UzH2 < %Hm - U2||2

2. HG)\Ul — G,\Ug”2 S % (G)\Ul — G)\UQ,Ul — U2> + %HJ/\Ul — J)\UQH.

DEMOSTRACION: Por ser G + wl maximal monétono, se cumple:

(y1 — Y2, vy — Jhv) >0 (5.3.1)
‘v’yk € (G —I—wI)(ka) = G(J)\Uk) + wJ,\vk (k‘ = 1, 2).

Ademas,
Gyv € G(J)\U)

Sean z, = Ghu € G(Jyvp) (k= 1,2). Entonces,

(Gavr — Gy, Jyvr — Jyvg) = (21 — 29, vy — Jhvg) =
= (21 + WJ)\Ul — wJ,\vl — 29 — wJ)\’UQ + WJ)\UQ, J)\Ul — J)\UQ) =
= ((z1 + wyv1) — (22 + w\va), Jyvy — Jyva) — w (Jyvg — Jyva, Jyvy — Jyve) =

= (y1 — yo, a1 — Jyva) — wl|Jyvr — Jyvel?
donde yy, = zx +whhvp (K =1,2).
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5.3. UNA CLASE GENERAL DE OPERADORES: M(w)-MAXIMALES.

Utilizando (5.3.1), obtenemos,

(Gavy — Gyvg, Jyvy — J\vg) = (21 — 22, Jyvg — Jyve) >
i (5.3.2)
> —w||hvy — Jhyoe||”

1. Por definicién de la aproximada Yosida, A\Gyv+Jyv = (I —Jy)v+Jyv =

v luego,
/\G,\Ul + J,\Ul =
MG vy + Jyvy = vy

V1 — V2

A

1
— G)\?Jl — G)\UQ + X(Jﬂ)l — J,\Ug) =

Elevando al cuadrado,

1
||G)\U1 — G)\U2||2 + EHJ)\UI — (])\U2H2+

2 1
+X(G,\U1 — Gavg, vy — Jyvg) = FHUI — g)?.

Luego, utilizando (5.3.2),

1
”G)\Ul — G)ﬂ)2||2 + EHJ)\Ul — J)\'U2||2_

2w 1
—THJAM — Lo < ﬁ”vl — vl

que es la propiedad 1.

2. Tenemos:

I—-J I—J
|Grvy — Ghwg||* = (G,\U1 — G\vg, ) Ay — ;| AU?) =

1
= X(G)\Ul — G\vg, v — vg)—
1
- X(GAvl — G\vg, Jyuy — Jhug) <
1 w 9
< X(G)\Ul — G\vg,v1 — v2) + X||J,\211 — Jhva|

también gracias a (5.3.2).
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5.3. UNA CLASE GENERAL DE OPERADORES: M(w)-MAXIMALES.

Nota: En particular, observemos que si Aw < 1/2, entonces G es lip-

schitciano de constante 1/A. En efecto, en la propiedad (1.), si Aw < 1/2,

entonces 1_/\23“ > 0, y de ahi el resultado. [ |

Propiedad: Sea G un operador M(w)-maximal. Si Aw < 1, tenemos la

equivalencia:

ueG) <= ueGy(v+Au).

DEMOSTRACION: Idéntica al caso w = 0. [ ]

Propiedad: Sea G M(w)-maximal. Sean Aw < 1y vy, v9,wy,ws € H.

Entonces,

1
1 — vy — —(Jawy — Jyws) | Jwi — wg — A(vy — va) ||+

<
A A2

2w
+ flor — wo* + THJAwl — Jywal|*.

DEMOSTRACION: Recordemos que:

— J)\:[—)\G)\
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5.4. UNA MODIFICACION DEL ALGORITMO Al: EL ALGORITMO
A2.

Tenemos entonces:

1
|v1 —v2 — X(wal — Jws)|* =

1
= [Jv1 —v2 — X(wl —w2) + (Ghwi — Ghwn)||* =

1
= EH)\(vl —v3) — (wy — wa) + MGrwy — Ghws)||? =

1
— EHA(% —v3) — (w1 — wo) I + [|Grwy — Gawal|? +

2
+X (AMv1 —v2) — (w1 — wa), Grwy — Ghws) <

(utilizando la Propiedad ??) < —|[[A(vy — va) — (wy — wy)||* +

1
A2
1 w 9
+X(G)\w1 — G)\wg,wl — ’LUQ) -+ X||J,\w1 — J)\ZUQH +

2
+2 (v1 — v2, Ghwy — Ghws) — N (w1 — wq, Ghwy — Grws) .

Pero,
2(v) — vy, Ghwy — Gawy) < |lvg — vo|)* + [|Gawy — Gaws||* <
1 w
< |y — U2H2 + X(G)\wl — Ghwg, wy — ws) + XHJ)\wl — J,\UJQH2

y entrando en la desigualdad anterior se obtiene la mayoracién buscada. W

5.4. Una modificacion del algoritmo A1l: el al-
goritmo A2.

Sea el problema general en la forma:

[ — Au € B*0p(Bu).

Dado w € R, podemos poner:

f—Au — wB*Bu € B*0p(Bu) —wB*Bu
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es decir,

f— Au—wB*Bu € B*(0p —wl)(Bu).

Llamando G¥ = 0p — wl y p € G*(Bu), el problema se escribe:

Hallar u t. q.

Au+ wB*Bu=f — B*p
p € G¥(Bu).

Si podemos definir la aproximacién Yosida G% de G“, el problema es

equivalente a:

Au+wB*Bu= f — B*p
p = G (Bu+ Ap).

Un algoritmo (A2) adaptado a este problema es el siguiente:

» Sea pY inicial, arbitrario

» Obtenido p™, calculamos u™, p™*! como solucién de:

Au™ +wB*Bu™ = f — B*p™
P = G (Bum + ).

Lema 1. Sea ¢ una funcion convera modulo 3, es decir:
(I =)oy + tvg) < (1 —t)p(v1) + tp(v2)—
1
- §5z&(1 —t)vy —wml?, B>0 Vte|o1].
Entonces el operador G = 0p —wl es M(w — 3 )-mazimal.

DEMOSTRACION: Tenemos, Vt € (0,1):

plu+ 10— u)) < (1= 1)plen) + tip(w) — 51 — 1) — ol
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Por otra parte,

p(u+tv—u)) —pu) > (Op(u), t(v —u)) =1 (0p(u),v —u)
— p(u+tlv—u)) > p(u) + t(dp(u),v —u)

de donde,

Bt(1 = )u —vf* = ¢(u) + t(0p(u),v — u)

N —

(1 = t)p(u) +tp(v) —

= 1(0pl), 1~ v) 2 SBt(1L — ) — v + (i (u) — p(v).

Intercambiando {u,v}, tenemos:

0p(0), v —w) > St~ Blu— of? + 1(p(0) — p(w)

Sumando y dividiendo port, y haciendo t =0,
(Op(u) = Dp(v),u—v) > B(1 —1)Ju—v|”
(Op(u) = Dp(v),u—v) = fBlu—vf”.

Es decir, Op es fuertemente mondtono y, en consecuencia, el operador
Op — Bl = G¥ + (w— B)] es mazimal mondtono. Finalmente se deduce que

el operador
G*¥ =0p —wl

es M(w — B )-mazimal.

Teorema Con las hipdtesis siguientes:

1. a(v,v) = (Av,v) > afjv||?, a>0, YveV

2. es convexa mddulo 3
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3. o bien a > 0 o bien B*B es un isomorfismo de V en V', es decir:

lu —u™|| < | B*B(u — u™) ||y

se tiene:
lim ||u —u™| = 0.
— 00

DEMOSTRACION: Recordemos el algoritmo A2:

Au™ +wB*Bu™ = f — B*p™
P = GR(Bu™ + ™).

Gracias al lema anterior, el operador G = dp—wI es M(w— (3)-maximal.
Por lo tanto, podemos aplicar la Propiedad ?? con:

{vlzBu+)\p {GKJ(BU-F)\]O)IP

vy = Bu™ + \p™ G%(Bu™ + A\p™) = p™t!

para obtener:

1 —2\Nw—70)
2

| Y (Bu + Ap) — JY(Bu™ + A\p™) P + [p — p™ T <
1 m m
< Blu—u") +Ap—p )|? =

1 9
= 131 Bu— u™)? + S (Blu—u™),p=p") +Ip — "
(5.4.1)

Por otra parte,
Au+wB*Bu= f— B™p
Au™ +wB*Bu™ = f — B*p™.
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Restando y multiplicando por v — u™, obtenemos:
A(u —u™) +wB*B(u —u™) = B*(p™ — p)
(A(lu —u™),u —u™) + w(B*B(u —u™),u —u™) = (B*(p™ — p),u —u™)
(Alu —u™),u = u™) + w(B(u—u™), Blu —u™)) = (p™ = p, B(u —u™))
olju —u™||* + w|B(u —u™)* < —(p — p™, B(u — u™)) (5.4.2)

De la ecuacion (5.4.1), tenemos:

m m 1—2)\00—5 w w m m
p—p" = lp—p"? > A(2 )IJA(Bqu/\p)—JA(Bu + ™) P-
2 m m 1 my |2
= 2(Blu—w)p ")~ gl Bla— )P >
1-2XNw-=08), ., » m m
> L2220 e (Bt ) — g (Bu 4 -
1

2x 2w
— 1B = um) P+ S — P+ B — )

Como |B(u — u™)|? < || B||*||lu — u™||?, tenemos:

1—-2\w—p)
\2

2 o 1 12
+ kx(wﬁ*ﬂ)—ﬁ) '|B(u_u )|

lp—p™?—p—p""|* > | JY(Bu + Ap) — J{(Bu™ 4+ Xp™)|*+

Si elegimos A y w de forma que verifiquen la tltima hipdtesis,

2( a IS U B P IR
PN ER D T S R S D U

Ademas, gracias a la hipdtesis (d),
lm (|p—p™* = |p—p""*) =0
de donde lim |B(u — u™)| = 0. Entonces, teniendo en cuenta (5.4),

m—00
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s sia>0,

aflu—u™P < (" —p,Blu—u™) < |p—p"| - |Blu—u")| — 0

m—0o0
» si B*B es un isomorfismo,

lu—u™|| < e B*B(u —u™)[lv: < | B*||B(u = u™)] — 0

m—00

luego

lim ||u —u™| = 0.
m—0o0

Antes de pasar a los ejemplos concretos, conviene hallar una expresion
de GY, aproximada Yosida de G* = Op — wl en funcién de la aproximada
Yosida de Jp.

Propiedad La aproximada Yosida de G¥ = 0y — wl viene dada por:

1 v w
Y(v) = — : 4.
Gi(v) 1—)Iw (a@ﬁ (1—)@) l—AwU (54.3)

DEMOSTRACION: Sea p = G4 (v). Tenemos entonces:
p € GY(v—Ap)

=p € (0p —wl)(v — Ap)

<=p € (0p)(v— Ap) —wv + Awp

<=p+wv— Awp € (Op)(v — Ap)

by AW Nw
ptwr—dop € (09) s (v -t T mp o TP )

Pero
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2w
- <_)\ + 1—)\)\0.) - 1)\—)\w)p =0

Aw v
" U+ l—AwU T 1w

luego

- xw=00) 5 (725 )

de donde se deduce (5.4.3).

5.4.1. Aplicacién a la torsion elastoplastica.

Segiin hemos visto anteriormente, B*B(-) = —V(V/(+)). Por lo tanto,
P = GV ) =

1 Vu™ 4+ \p™
(8@)1_§( vt ) ~ (Vu™ + Ap™).

:1—)\w 1—)w 1w

Pero,

1—dw
(00) . =~ (1~ Tle)

luego

m—+1

y (Vu™ + 3p") =

I R e Vu™ + A\p™ w
T1-dw A (I_HC)< 1—w ) 1—w

1 1 w m | Vu™ + Ap™\
_(Xl—)\w_l—)\w>(vu ) XHC( 1—)Jw )_

1 . my L Vu™ + Ap™
=5 (V" + 4" = Sle (W)

El algoritmo A2 sera, por tanto,

—(14+w)Au™ = f+Vp™
Pt = pt 4 Ve = ST (BT
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A2.
5.4.2. Aplicacién al fluido Bingham.
De manera similar tendremos:
—(v+w)Au™ = f+ Vp™
pm+1 — 1_1)\wHC <pm + V;m) _ 1_w)\w (vum + )\pm)
5.4.3. Aplicacién al problema de Stokes.
En este caso, Bv = —Vuv y B*q = Vq. La segunda ecuacién del algoritmo

sera, por lo tanto,

1 —Vu™ + \p™ w
m+1 __ _ _ m my _
P —1_)@(090)1%( 1—w ) 1—)\w( Vi AT
1 T w—=Vu" + Ap" w m my
T A w1l YA =
1
=p" — —Vu™.

A

Si escribimos p = 1/, el algoritmo queda:

m

—vAu" +wV(Vu™) = f - Vp™
pm—H — pm _ pvu .

Este algoritmo es el correspondiente el método de lagrangiano aumentado
para el problema de Stokes.

5.4.4. Aplicacién al flujo no lineal en medio poroso.

Recordemos el problema:

B'p=f
p = 0p(Bu)
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donde Bv = Vv y B*q = —Vq. Observemos que la funcién

o) = [ @

es diferenciable.

La forma modificada apta para inducir el algoritmo A2 sera:

—wAu=f+Vp
p =G5 (Vu+ Ap)

donde

1 w

Wiy — ¢ )
’\<Q)_1—)\w(a¢)ﬁ (1—/\w ) 1w’

El algoritmo sera:

—wAu™ = f 4+ Vp™

m —lw 0 u™ i w m m

1-Aw

Hagamos

es decir, z™ es solucién de:

(I+

1—w

El algoritmo sera:

—wAu™ = f4+Vp™

ma=2m _ Yuropn

m A m

< +17)\w|z < 1—-w
m+1 _ . m 1 m m
=" 4 S (Vu = 2.
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Los pasos segundo y tercero pueden resolverse localmente. En concreto,
para resolver el segundo aplicamos en cada punto de integracién el método
de Newton a la ecuacion escalar:

A S m Vu™ + \p™
(1+ 27 2)\z = | A

1 —)w 1 —)w
(donde | - | es la norma euclidea en R?) y, una vez tenemos |2™|, calculamos
Zm.
Yum
m 1-)dw

14 Az

Este es un algoritmo préoximo al de lagrangiano aumentado utilizado por
Ferragut y Elorza.

5.5. Relacion con el método de direcciones
alternadas.

Sean Ay B dos operadores maximales monétonos. Consideremos la ecuacién
multivoca:

Au+ Bu 3 0. (5.5.1)

Si A es univoco, el problema se puede poner de la forma:

Au+p=20
p € Bu.

Y podemos aplicar el algoritmo A2:

Au™ +wu™ +p™m =0

W m m
)—1_)\w(u + Ap™).

i 1 (um + Ap™

:1—)\w = 1—)w

En particular, si w = % y haciendo el cambio de variable,

,Um

Y
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el algoritmo queda:

{Aum + S =0

L,Um—l—l _ 2B2)\ <um_vm/2> _

T2x 1/2

De la primera ecuacién podemos despejar:
u™ = (I +20A) "™ = JHo™

y de la segunda,

I — A
v = (2u™ — ™) — 4\ ( 2)1]2)‘) 2u™ —v™) =

= (2J5 — Dv™ —2(I — JB) (275 — D™ =

= (I —2I +2J5)(2J5 — Dv™ =

(2J5 — I)(2J35, — Dv™.

Por lo tanto, A2 puede escribirse como:

o™t = (2J8 — 1) (2J5) — o™
umt = JhomtL

Vamos a interpretar este algoritmo como un algoritmo de direcciones
alternadas. Sea la ecuacién multivoca (5.5.1), que podemos considerar comoel

limite estacionario de la ecuacién de evolucién:

%—l—Au—l—BuBO.

El método de direcciones alternadas de Peaceman - Rachford sera, for-
malmente:

W12y explicito en A)

3 + Au™ + But/2 50

explicito en B)

yntl_qynt1/2 +Aun+1 + Bun+1/2 350

(
(implicito en B)
(

’ (

implicito en A)
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Estas ecuaciones son equivalentes, respectivamente, a:

/2 € (I 4+ AB)~HI — MA)u”
utt € (I + XA — AB)u"+'/?

es decir,
u" e (I+XA)HI — AB)(I +AB)"1(I — AA)u"
(5.5.2)

= J(I — AB)J2(I — AA)u™.
Si A o B son multivocos, la expresion anterior no es utilizable; vamos a

modificarla de forma que tenga sentido en el caso de operadores multivocos
(habra equivalencia en el caso A y B univocos). Si A y B fueran univocos,

tendriamos:

= (I+ A,

(I+AB)JP =1 con JP=(I+AB)!
(I+XA)J=1 con J{=

Si hacemos el cambio de variable u™ = Jv™, la ecuacién (5.5.2) queda:

Jm T = JAHI = AB)JP (I — NA) Jo™.

Tomaremos, pues, como algoritmo:
" = (I = AB)JZ(I — MNA) ™.

Veamos ahora que, si A es univoco,
I3 — I =2J — (I + NA)J; =

= (21 — I = NA)J{ = (I — XA J

luego, asumiendo la misma condicién para B,

(I—NA)JA =270 1
(I—AB)JE =2J8 — 1

de modo que el algoritmo resultante sera:
V= (I = AB)JY (I = M) J{v" =

= (2J2 = D)(2J — )"
un—i—l — J),\len—i—l
que coincide con A2, cambiando A\ por 2\.
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5.6. Un algoritmo de penalti-dualidad (A3).

Recordemos el problema general de partida

Au+ B'p=f
p € (0p)(Bu)

que se puede escribir en la forma:

Au+B*p=f
p = (9p)r(Bu + Ap)

0, también,

{Au + B (0¢)5(Bu+ Ap) = f
p = (09)rx(Bu + Ap).

Ello sugiere el siguiente algoritmo (A3):

» pY inicial, arbitrario

m—+1

= obtenido p™, calculamos u™ y p como solucion de:

Au™ + B*(0p)\(Bu™ + \p™) = f

0

nota Si elegimos p° = 0, entonces u° es solucién de:

Au® + B*(0¢)\(Bu°) = f.

Es decir, tendremos ||u — u°|| = O(v/A) en la primera iteracién, pues u’ es
la solucién del problema penalizado. La dificultad estriba en que la primera
ecuacién a resolver es (en general) no lineal, y habra que plantear un método

iterativo de resolucion. [ |
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Teorema Si o > 0, o bien, si # > 0y B*B es un isomorfismo, entonces:

ki
im0

DEMOSTRACION:

1. Caso a > 0.

Por ser (9¢), un operador lipschitciano de constante 1 (cf. Teorema

3.4), tendremos:

(02)a(v1) = (Dp)a(v2)]* < T ((Op)a(v1) — (Dp)a(v2), v1 — v2) -

> =

Sabemos que:

p = (0p)r(Bu + Ap)
P = (0p)A(Bu™ + Ap™).

Por lo tanto,

1

p=p" < 5 (o= P (But Ap) = (Bu™ + ™). (5.6.0)

Por otra parte, comparando las ecuaciones del problema y del algorit-
mo,

Au+ B'p=f
Au™ + B pmtl = f.

Restando y multiplicando por (u — u™), obtenemos:
Alu—u™) + B*(p—p™™) =0
(Alu —u™),u—u™) + (p = p" ™, Blu—u™) =0
allu —u™*+ (p—p™, Blu—u™)) <0

(p—p™" Blu—u™) < —afu—u™|".
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Entrando con esta tltima ecuacién en (5.6.1),

m a m M m
lp—p “I2<—Xllu—u 124+ (p—p™,p—p™) <

—XHU—U 1>+ =lp—p +1|2+§|p—p 2

- 2
p— "~ Ip— P > 2 P
de donde,

i o

2. Caso 8 > 0, B*B isomorfismo. Daremos las lineas generales de la de-
mostracion.

En las ecuaciones del problema y del algoritmo, tenemos:

(0p)A(Bu + Ap) = %(I — J))(Bu + \p)
(D0)A(Bu™ + Ap™) = (I — Jy)(Bu™ + Ap™)

Utilizando la técnica habitual, obtenemos la siguiente estimacion:
2cv

1
m+1|2 m\ |2 m||2
lp—p™ S—ﬁlB(u—u )l —Tllu—u |°+
1
+1(p = p™) = T ((But Ap) = Jn(Bu™ + 2p™))[.

(5.6.2)

Puesto que d¢ es M (w)-maximal, alplicando la Propiedad ?? tendremos:

1 1
p —Pm—x(JA(BU + Ap) — JA(Bu™ + \p™)|? < §|B(U —u™)*+
m|2 25 m m\ |2
1 = p"* = S IIA(Bu + Ap) — JA(Bu" + Ap™)

de donde, entrando en (5.6.2),

lp—p™ PP < L

1 m
3z |B(u — u™)|*+

Blu— )P = = 4 5
2
o= = L (Bu ) — BB+ )P
p=p" = lp=p" = Sllu = w4 = A(Bu+ Ap) = I(Bu™ + ™)
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Por lo tanto,

i [p—p™[* = [p—p" [ = 0.

Ademas, si 3 > 0,

o m m\ |2
lim |Jn(Bu + Ap) — Jy(Bu™ 4+ \p™)| 0

m—00 )\

De (5.6.2) deducimos:

1
ﬂBW—UWFSAﬂp—ﬂW”%p—ﬁ”W)+
+ 2[p — p™||Ja(Bu+ Ap) — Jx(Bu™ + \p™) |+

1
+ X!J,\(Bu + Ap) — Jh(Bu™ + )\pm)]2.

Pasando al limite,

|Bu—u™)?
lim ————— =0
oo )
y, si B*B es un isomorfismo,
u—uwm)?
lim ——— = 0.
mee A

En cada iteracién del algoritmo A3 hay que resolver un problema en
general no lineal, de la forma:

Au+ B*(0p)A(Bu+ Ap) = f

que se puede resolver aplicando, por ejemplo:

= los algoritmos Al o A2; asi, el algoritmo Al seria:

Wiy = (8@))\+M(BUZ + )\p + uwz), w > 0
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= 0 bien, teniendo en cuenta que tenemos:

Au+ B* (%) (Bu+\p) = f

1 1
Au + XB*Bu =f—B'p+ XB*J)‘(BU + Ap)
el algoritmo correspondiente sera:

1 1

Estudiemos la convergencia: restando las dos tltimas expresiones,

1 1
Au + XB*BU =f—-B'p+ XB*JA(BU + Ap)

1 1

1 1
Alu — uipr) + XB*B(U — Uy1) = XB*(J/\(BU + Ap) — Jy(Bu; + Ap))

y, multiplicando por (u — w;11),

(A(u = tig1),u — uip1) + ~(B*B(u — Uiy1),u — Ui1) =

(B*(Ja(Bu + Ap) — JA(Bu; + Ap)), u — uit1)

N L S e e

(Alu = uir), u — wga) + < (B(u — i), B(u — uiy1)) =

= < ((x(Bu+ Ap) = JA(Bu; + Ap)), B(u — ui+1))
y, por ser A un operador coercivo,
1
allu —ui || + X|B(U — 1) <

< §<<JA<Bu +Ap) — Ja(Bus + Ap)), B — uin).
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Por otra parte, J, es lipschitciano de constante ﬁ:
1 1
allu — wq | + yI1Blu— uig)|? < m(B(U — ), B(u — uit)) <
1

(Cauchy-Schwarz) < |B(u —w;)| - |B(u —uip1)| =

A1+ AB)
= £ 1B~ i) s Bl — ) | <
- \ Uu Ui41 1"’)\5 Uu U; >~
f. N =V <1liB 2 ) 2
(cf. Nota 5.1 con € = V) <3 5\ (U — uit1)] —l—m\ (u— u;)|
de donde,
oflu—uial? < o5 Bu—12) P~ B—i) P45y | Bl
2\ A 201+ AB)?
Separando en fracciones simples el siguiente término:
11 e+
2A(1+23)2 2\ 2(1 + A\B)2
obtenemos:
1 B2+ N3
allu = sl < 55 (B w)l? = [Blu = wesn)?) = L B = )l

donde sabemos que:

B2+ AB)

- |B(u—w)|* <0.
IS ELC
En consecuencia,
lim ||u — w;]] = 0.

En cambio, si a = 0, pero # > 0, tenemos:

B2+ AB)

W|B(u — Uz)|2 S % (|B(u — Uz)|2 - |B(U — ui+1)|2)

de donde lim |B(u — u;)| = 0y, si B*B es un isomorfismo,

lim ||u — u;|| = 0.
—00

7
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5.7. Una modificacion.

Si nos limitamos a una sola iteracion en el algoritmo interno, el algoritmo

completo quedara:

m+1 . m+
)

Dados u™, p", hallamos u 1 como solucién de:

p

Aum—i—l 4 %B*Bum—&-l _ f _ B*pm + %B*Zm
pm+1 — (890))\(Bum+1 + /\pm>

donde 2™ = Jy(Bu™ + Ap™). Este algoritmo puede ser modificado formal-

mente de la manera siguiente:

» sean p, 2° arbitrarios

calculamos ©™*! como solucién de:

1 1
Aum—i—l + XB*BUm—H — f . B*(pm o sz)

calculamos 2™ como solucién de:

Zm+1 + )\(&p)zm“ 3 Bum—‘rl + /\pm

(donde hemos sustituido p™*!, desconocido, por p™)

m—+1.

calculamos finalmente p

pm+1 — (a(p))\(Bum+l 4 )\pm) —

I1—J
= A(Bumﬂ + Ap™) =
1 1
pm )\Bum—i-l )\Zm+1

5.7.1. Aplicacion al problema de flujo no lineal.

En este caso, tenemos:
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s A=0

» B=V, B*=-V=B'B=-A

= (00)a(2) = ¢'(2) = 2" 2.

El algoritmo queda de la forma:

_%Aum-i-l = f + v<pm - %zm)
Zm+1 + )\|2m+1|872zm+1 - vum—‘,—l + )\pm

Dm+1 = Pm + %(vuerl — Zmt1)

que es el algoritmo de lagrangiano aumentado utilizado por Ferragut - Elorza.

5.7.2. Aplicacién al problema de la elastoplasticidad.
Recordemos las principales ecuaciones planteadas en la seccién 4.8 (suponemos
g; = 0, por simplificar):
(0(u),e(uw) = (f,w), YweV

a(o, 7 —o)—(e(u),7—0) >0, VreH.

Discretizacién espacial y temporal: resolviendo paso a paso,

{(U"“,a(w)) = (f™' w), YweV,

a(anit_””ﬂ' — o™ = (e(v"t), T —0™) >0, VreK,

donde:

s Vi={weV /| wlpe(P(T)3TeT}
L] Hh:{%EH / 7A'|TE (Po(T))g,TGTh}
L] Kh - K N Hh-
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5.7. UNA MODIFICACION.

En cada paso de tiempo hay que resolver, por lo tanto, un problema del
tipo:

Dado &, hallar ¢ tal que:

{(U,E(w)) = (f,w), YweV,

~a(oc—6,7—0)— (e(v),T—0) >0, VreK,

(5.7.1)

Este problema puede ser resuelto, por ejemplo, mediante el algoritmo de

Uzawa (en realidad, es el algoritmo Al):

= obtenido v;, calculamos ;7 como solucion de:

1
Ea(aiﬂ — 0,7 —0i1) — (e(v;), T —041) >0, VreK, (5.7.2)

= a continuacién, calculamos v;;; como solucion de:

(e(vit1), e(w)) = (e(vi), e(w)) + p((f, w) — (Tit1,e(w)), VYw € V.
(5.7.3)

nota

= Kl tensor de velocidad de deformacion juega aqui el papel de multipli-
cador de Lagrange.

» El operador auxiliar se puede elegir de otra forma, por ejemplo, (A~ e(v;11), e(w)),

que es el operador asociado a la elasticidad lineal.

= El primer paso es un problema no lineal pero desacoplado; en cada
punto de integracién tenemos un problema lineal de 6 ecuaciones con
6 incognitas.

Convergencia del algoritmo: Tomemos 7 = 0;,1 en la segunda ecuacién
de (5.7.1) y T =0 en (5.7.2):

1 _

Ea(a — 0,041 —0) = (£(v), 0441 —0) 2 0
1 _
EG(UiH — 0,0 —0i41) — (e(v;),0 — 0341) > 0.
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5.7. UNA MODIFICACION.

Restando la primera ecuacion de la segunda, obtenemos:

a(oiy1 — 0,0 —0i41) — At(e(v;) —e(v),0 — 0441) > 0 (5.7.4)

Por otra parte, utilizando ahora la primera ecuacién de (5.7.1) y entrando
en (5.7.3):

—~
m
—~

&
+
—
~
[
—~
S
~—
~—
I
—~
m
—~
&£
~
o

(w)) + pl(o,e(w)) = (gis1,6(w))] =
= (e(vy),e(w)) + p(o — oig1,e(w)), Yw eV,

o bien,
(e(Vita —v),e(w)) = (e(vi = v),e(w)) + p(o = Tig1,e(w)), Yw € Vy

Tomando w = v; 1 — v:
(€(vis1 — v),e(vip1 —v)) = (e(vi = v), e(vit1 — v)) + p(o — o1, €(Vig1 — v))
de donde,

le(irr = v)[I* < lle(vips = V)| - lle(vi = v) + p(o = o3)].
Dividiendo por ||e(v;+1—v)||, y elevando la inecuacién resultante al cuadrado,

le(viss = v)II* < lle(vi — v) + plo — 0i)||* <

< lle(vi = )I* + 2p(e(vi — v), 0 = i11) + p*lo — oial*.

Utilizando (5.7.4), tenemos:
le(vi = )II* = lle(iss = V)II* = =20 (e(vi = v),0 = 0i1) — p*llo — Gia||* >

> _Kpta(aiﬂ — 0,0 —0i1) = pllo — o[ =

2
= Kpta(cwrl — 0,001 —0) = p*|loips — o >
> 20 ov — ol — Pllov — ol =
- At

2
= (Kt - ) plloi — ol
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5.7. UNA MODIFICACION.

Luego, para un adecuado valor de p:

lim |51 — o = 0.
11— 00

Resolucién del problema en cada paso de tiempo. Dado &, hallar
o € Ky, tal que:

1

Ea(a —6,7—0)—(e(v),T—0) >0, Vrek, (5.7.5)

(o,e(w)) = (f,w), VYw eV, (5.7.6)

Podemos aqui utilizar el algoritmo de Uzawa (es el algoritmo Al adapta-
do):

= Sea vy arbitrario

» Obtenido v;, calculamos {01, v;41} resolviendo:

Aita(aiﬂ G —oiy) — (W), T — 0ia) >0, (57.7)
VT € Kh

(e(vit1), e(w)) = (e(vi),e(w)) + p[(f,w) = (Oig1,e(w))],  (5.7.8)
Yw € V.

(5.7.7) es un problema local de 6 ecuaciones con 6 incégnitas en cada

punto de integracién.
nota
» El operador auxiliar (g(v), (w)) puede ser sustituido por (A e (v), e(w));

resolvemos asi un problema de elasticidad lineal en cada iteracion. e(v)

juega el papel de multiplicador de Lagrange.
» Para resolver la primera ecuacion, nos trasladamos al caso:
a(o,7—0)— (e(v), 7—0) >0 (5.7.9)
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5.7. UNA MODIFICACION.

introduciendo, por ejemplo, un campo v tal que A = 0. La resolu-

ci6én de (5.7.9) es entonces una proyeccién respecto al producto escalar

a(o,7) de A~ e(v):

o =TI, A e(v). [

Estudio de la convergencia. Tomemos 7 = 0,41 en (5.7.5) y 7 = 0 en

(5.7.7):

1 .
A_ta(a — 0,041 —0) — (£(v),0i41 —0) 2 0

1

Ata((fiﬂ — 0,0 —0iy1) — (e(vi),0 — 0iy1) > 0.

Sumando y transformando convenientemente la inecuacion,

1
Kta(a —0i11,0i01 —0) — (e(v) —e(v;), 0041 —0) >0

2
= Kpta(a —0i11,0 — 0i11) < 2p(e(v) —e(v;),0 — 0i41).  (5.7.10)

Por otra parte, multiplicando (5.7.6) por p y entrando en (5.7.8),
(e(vit1), e(w)) = (e(vi), e(w)) + pllo,e(w)) = (041, 6(w))], Vw € Vjy
(e(ig1 —v),e(w)) = (e(vi —v),e(w)) + p(o = Tig1,e(w)), Yw € Vi

Haciendo w = v;41 — v,
lewis = )2 = (e(es — 0), (v = v)) + plo = Girn, (visn — v)) =
= (e(vi —v) + plo = 0it1),€(vit1 —v)) <
< |le(vi =) + plo = o) || - le(via = V)|
Simplificando la desigualdad, y elevando la resultante al cuadrado,
le(viss = v)II* < lle(vi = v) + plo — oisa)|I* <

< lle(vi = 0)I* + 2p(e(vi — v), 0 = 0i31) + p’llo = i
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5.7. UNA MODIFICACION.

de donde,
H5@i—vm2—H5@H4—40W§2—QME@i—U%U—*HH)—PHW”-@+ﬂ2:

=2p(e(v—v;),0 — 0441) — pllo — oy ||* >

2
gracias a (5.7.10) > A—'{;a(a — 01,0 — 0i1) — p2llo — o1 |]? >
2
> o =il = Pllo — o] =

— (2 _5) pllo — ousal®
At

Eligiendo 0 < p < %, tendremos:

lim ||o — o444 ||* = 0.
1— 00

Resolucién del problema:

1
Ea(a —a,7—0)—(e(v),7—0) >0, VrekK,
Introduciendo el operador A1,

1

EG(U —&,7—0)—a(Ae(v), T —0) >0, VrekK,
a(oc — 6,7 —0) —a(AtA ' e(v), T —0) >0, VreEK,
a((6 +AtAe(v)) — 0,7 —0) <0, VreK,

luego
o =1, (6 + AtA 'e(v))
donde la proyeccién se toma en el sentido del producto escalar a(-,-), y se
puede calcular explicitamente en el caso del criterio de Von Mises; poniendo
o= Ale,
o =1k, (A (e + Ate(v))) =

= HKh (A_IE) =
2k
xpxh
i %
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5.8. REFORMULACI ON DEL PROBLEMA DE LA
ELASTOPLASTICIDAD. GENERALIZACION: VISCOPLASTICIDAD.

5.8. Reformulacion del problema de la elasto-

plasticidad. Generalizacién: viscoplasti-
cidad.

La ley de comportamiento:
a(o,7—0)—(e(u),7—0) >0, Vre K
o bien
(Ao —e(u), 7 —0) >0, VT€K
puede también escribirse como:
o(1) — (o) > (e() — A6, 7 —0) >0, VreH
o también
e(u) — Ao € 0p(o)

donde p = I es la funcién indicatriz de K. Considerando distintas funciones
©, tenemos un modelo general de elastoplasticidad. En particular, tomando:

8@ = (8[]{))\ = a(IK)/\
tenemos un modelo de viscoplasticidad.

Para reescribir el problema completo, introduzcamos:

S={r=(my)eHd / /ansij(w) = /sz‘wz +/F1 giw;, Yw €V}

SO — {T = (Tij) € H / /TijEij(’LU) =0, Ywe V}
Q

El problema general de la viscoplasticidad se puede formular:
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5.8. REFORMULACION DEL PROBLEMA/DE LA
ELASTOPLASTICIDAD. GENERALIZACION: VISCOPLASTICIDAD.

Hallar o € S tal que:
e(u) — Ao € 9p(0)
o, de forma equivalente,

Hallar o € S tal que:

(1) — p(0) > (e(t) — Ad, 7 — o), VreH.

En particular, V7 € S tendremos:
(7 — o,e(i1) = /(Tij Coy)ey(@) =0 = 1—0eSO
Q

luego

o(1) — (o) > (Ao, 7 —0), Vres.

Este problema puede también escribirse, introduciendo Ig (funcién indi-
catriz de S):

Is(t)+ (1) — Is(0) —p(o0) > (Ao, T —0), Vre€S, oS

o bien,
—Ac € I(Is + ¢)(0)

y, debido a las propiedades de continuidad de I (es continua en el interior

de su dominio efectivo),
8(15 —+ 90) = 815 -+ 830
— — Ao € 0Is(0) 4+ 0p(0)

— Ao + 0ls(0) + (o) 20

es decir, una ecuacién del tipo: St + Au + Bu 3 0.

Encontremos una interpretacion del valor obtenido en cada iteraci’on de
los algoritmos diseniados para resolver el problema estacionario Au + Bu >
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5.8. REFORMULACI ON DEL PROBLEMA DE LA
ELASTOPLASTICIDAD. GENERALIZACION: VISCOPLASTICIDAD.

0. Volviendo, pues, a la formulaci’on inicial, y haciendo en ella ¢ = 0, el

problema es:

Hallar {o,u} tales que:

{fg oieiy(w) = [o fiwi + [r, giws, Y
e(u) € 9p(0o).

Si escribimos (G, w) = [, fw + fFl gw, el problema se puede formular:
(0,e(w)) = (G, w)
(e'o,w) = (G, w) = (9G (1), w)

luego

{ga:aem)
o €0F(e(n)  (F'=¢")

Supongamos, por simplificar, g = 0. Tenemos entonces:

Jo oieij(w) = [q faws =0
o € OF(e(i)

Podemos transformar la segunda ecuacién en:
o0 —wAe(l) € OF (e(1)) — wA e (1) =
= G¥(e(u))
mientras que la primera ecuacién es:
eo =1L (5.8.1)

donde L es la aplicacién tal que: (L, w) = fQ fw. De ello se puede deducir:

e'oc=1L . )
{0— € OF(c(i) = L € " (0F (e(u))).
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5.8. REFORMULACION DEL PROBLEMA/DE LA
ELASTOPLASTICIDAD. GENERALIZACION: VISCOPLASTICIDAD.

Por lo tanto, (5.8.1) es equivalente a:
—we*A T e(1) = —*o —we* A e(d) + L
L—we* A e(u) = e*(0F (e(11)) — we* A~ e(w))
L —we*A ' e(0) € e*(OF — wa ") (e(u))

= "G (e(u)).

El problema es, por lo tanto,

{we*A‘le(il) =L —¢e*(p)
p € G(e(i)) = (OF — wA™Y)(<(i)

o bien, en forma variacional,

{w Jo A e(W)e(w) = [q fawi — [ pijeij(w)
p=(0F —wA™")5(e() + Ap).

Finalmente, el algoritmo de resolucion ser’a:

= p" arbitrario,

= en la iteracién n, resolver:

w Jy ATl Jolw) = [l favi = Jypisess(w)
p"tt = (OF — wA Y)\(e(u ) + \p™)

o™t = gt L WA e (T ).
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