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En las ultimas décadas, varios fenédmenos fisicos de notable importan-
cia, descritos matematicamente por ecuaciones en derivadas parciales
no lineales, han sido explicados mediante el estudio de las soluciones
clasicas de tipo onda solitaria (0 mas generalmente defectos topolégi-
cos) que dichas ecuaciones presentan. Cuando este tipo de sistemas
es analizado desde el punto de vista cuantico, algunas de las magni-
tudes fisicas (como por ejemplo la masa de las particulas descritas), se
ven afectadas por pequenas correcciones correspondientes a anadir a
la magnitud clasica relativa los efectos de las excitaciones o fluctua-
ciones cuanticas de la particula extensa. El calculo de estas correc-
ciones (a primer orden de aproximacion) esta asociado con la esti-
macién de la traza de la raiz cuadrada del operador Hessiano sobre
estas soluciones. En este trabajo deducimos una férmula que nos
permite el calculo de la correccion cuantica a la masa a los defectos
topologicos de tipo kink en cualquier modelo. La complejidad de las
formulas encontradas exige el uso conjunto de esquemas basados en
programaciéon simbdlica (utilizados para identificar las series que
caracterizan las correcciones cuanticas) y de esquemas numéricos
para encontrar finalmente una respuesta especifica a nuestro objetivo
inicial.

Correccioén cuantica a la masa de defectos topologicos

Introduccion

En las ultimas décadas se ha producido un gran avance en el estudio de propiedades
novedosas que presentan muchos sistemas fisicos no lineales, describiéndose feno-
menos no explicados desde un punto de vista lineal. Desde un punto de vista
historico, en 1870 J.S. Russel descubrio las ondas solitarias, o solitones, en los
canales de Edimburgo; se trataba de una onda de la superficie del agua que se movia
con forma y velocidad constante. El tratamiento teoérico de este fenomeno di6 origen
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al estudio de la ecuacion KdV y al interés por sus soluciones no dispersivas, los soli-
tones [1]. En este tipo de ecuaciones los términos dispersivos y los no lineales se
combinan entre si para dar lugar a una solucidon viajera estable que mantiene su
forma, esto es, mantiene localizada su energia.

Muy pronto fue comprendido que este tipo de soluciones presentaba un gran interés
en Fisica, puesto que la presencia de estas soluciones estables en ciertos modelos en
teoria de campos ampliaba considerablemente las posibilidades del analisis, dando
lugar a la explicacion de fenomenos no comprendidos hasta entonces. De esta
manera, en disciplinas tan dispares como la Fisica de Materia Condensada
(superconductividad, ferromagnetismo), Cosmologia (evoluciéon del universo
temprano) e incluso en Biologia (propiedades de la cadena de ADN), se han
producido grandes avances.

En el marco de la Fisica nuclear, donde los mesones resultan de la interpretacion cuan
tica de ondas dispersivas se propuso una asimilacion similar de la version cuantica de
las ondas solitarias con los bariones. De esta manera se hace necesario calcular las
correciones a los resultados clésicos, producto de la naturaleza cuantica de las
propiedades fisicas que han de ser medidas. En este trabajo, nos centraremos en partic
ular en el célculo de las correcciones cudnticas al valor de la masa cldsica de una
particula descrita por este tipo de modelos.

Concepto teérico de solucion kink

Con el propdsito de presentar de forma concisa y clara los resultados de este trabajo,
asi como centrarnos en los aspectos computacionales, restringiremos nuestro estudio
al caso de modelos en teorias con un solo campo escalar en (1+1)-dimensiones
espacio-temporales, si bien el trabajo general estd desarrollado para casos mas
complejos [2,3].

Analizaremos, por tanto, un sistema fisico descrito por el funcional de accion
1
szf(gaﬂtpaﬂ - U(p) |dx* (1

donde ¢ es una aplicacion del espacio de Minkowski R""'en R, ¢ :Rb - R, y U(p)
es un término potencial no negativo que se anula (al menos) en dos puntos aislados.
Las soluciones menos energéticas de este sistema corresponden al conjunto de ceros
del potencial, M = {¢g €R : U (¢y) = 0}, que daran lugar a los vacios del sistema cuan
tico. Ademas, pueden presentarse soluciones de tipo onda solitaria, llamadas en este
marco kinks [4] (en modelos similares, sobre el espacio de Minkowski R>!, estas
soluciones suelen denominarse vortices, y monopolos en el caso de R*!"). Los kinks
son soluciones viajeras, ¢=¢(z), que verifican la ecuacion

o 00U x—-vt

dZZ = % (¢K(Z)) donde z= 72 (2)

1-v
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y que tienen su densidad de energia localizada, lo que requiere la verificacion de las
siguientes condiciones asintoticas
. . Ok

lim ¢ z)eM y lim — =0 3)

X—+00 X-teo Gz
La ecuacion diferencial (2) admite una integral primera evidente, que junto con las
condiciones (3), permite caracterizar a los kinks como soluciones de la ecuacion difer-
encial de primer orden

d ¢k

z

=V2U(¢x) “

El computo de las correciones cuanticas a este tipo de soluciones se basa en el
estudio de la evolucion temporal de las pequefias perturbaciones sobre las mismas,
que a su vez determina la estabilidad clésica y cuantica de dichas soluciones. Es bien
conocido que si el problema de autovalores Hy, = w,> ¢, del operador diferencial

hessiano H(¢) asociado a la solucion ¢ (x)
d? d> U (¢)
H(@=-—+V(@x) con V()=—"F- (%)
dx? d ¢?
posee un espectro de autovalores no negativos, w, € R, entonces la solucion sera
estable, mientras que en otro caso la solucion es inestable y tendera a decaer, bajo
pequetias perturbaciones, en otro tipo de soluciones.

Marco tedrico de la correccidon cuantica a la masa de kinks

Los efectos cuanticos varian la masa clasica de las soluciones descritas previamente.
La correccién a dicha magnitud puede ser evaluada mediante la aproximacion de fase
estacionaria asociada a la integral funcional

i
Gulé (x, ] = f D¢ (x, 1] 6XP[% S[¢ (x, t)]] (6

Tal y como se detalla en [4] dicha aproximacion conduce a que la correccion cudn-
tica a la masa del kink sea

1 & 1 I
Mo =M +AM = My + D hw, = Ma+ SATrH G )
n=0

1
donde en el ultimo miembro damos sentido a la expresion %h Tr (H (¢))2 como la

suma de las raices cuadradas de los autovalores w, del operador diferencial hessiano
sobre la solucion ¢. Notese que los autovalores nulos (modos ceros) no contribuyen a
esta correccion [4]. Obviamente la respuesta que encontrariamos evaluando directa-
mente (7) seria infinita, puesto que el operador H(¢k) es de tipo Schroedinger y es no
acotado. Sin embargo, hay que tener en cuenta que en Fisica el proceso de medida
implica siempre a dos magnitudes que son comparadas. En este caso debemos
comparar las magnitudes asociadas al kink con las correspondientes a la solucion
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menos energética del sistema fisico, esto es, los vacios o ceros del potencial. Este
proceso es conocido como renormalizacion del punto cero. Hay que afiadir a su vez,
otro tipo de renormalizacion, el de la masa, mediante reglas bien establecidas en la
teoria cuantica de campos, que introduce en (7) los conocidos contratérminos 7 (¢)

dependientes del sistema en estudio. En esencia se concluye que

1 | 1
AM= (Tr (H (¢))7 - Tr (H <¢o)>f) 7 (61 — et (60) ®)

Es importante advertir que el paréntesis en (8) carece de significado si no
prescribimos un procedimiento de céalculo para la diferencia entre trazas de oper-
adores. El procedimiento natural es el basado en el método de corte en el ntimero de
modos, que consiste en restar los autovalores uno a uno desde el umbral

00

Tr(H (¢0)* - TrH@0)? = > (@, - w0, ©)

n=0

El primer caso en que se logro evaluar la correccion cuantica a la masa de un kink
correspondi6 al modelo ¢*, siguiendo la formula (8) que exige el conocimiento de
los espectros de los operadores implicados. La respuesta encontrada viene dada por

AM=#h m (% - é), [5]. El segundo caso corresponde al soliton en el modelo

Seno-Gordon, donde se encuentra que AM=-# m /m. Sin embargo, éstos constituyen
los dos unicos €xitos en este tipo de calculo, ya que en general el espectro de los oper-
adores hessianos asociados a las soluciones de estos modelos es desconocida, lo cual
impide la aplicacion de la formula (8).

Serie asintética de la correcciéon cuantica a la masa de kinks

La imposibilidad de aplicar de forma general el procedimiento mencionado en la
seccion previa, origind un enorme trabajo en busca de otros métodos que permi-
tieran, aun de forma aproximada, estimar la correccion cudntica a la masa de kinks,
que en esencia supone estimar la diferencia de la traza de dos operadores diferen-
ciales en el sentido definido previamente en (9). En este trabajo hemos desarrollado
un método basado en la regularizacion mediante la funcion zeta generalizada. Asi,
presentando la definicion de la funcion zeta genezalizada de un operador cualquiera
H como

fu(s)=TrH™ = Z(‘Uﬁ)_s (10)

n

podemos escribir la correccion cuantica (8) en la forma

h
M= fim (G100 ) = Gua () O] + liméa] a5, )]

’ (11)
i

+— <V (¢k X)) = V(o) >
4r

donde <f{x)> denota el valor medio de la funcidon f{x). Para encontrar una expresion
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que pueda ser computada de forma efectiva, usaremos la transformacién de Mellin
que liga la funcién zeta generalizada con la funcion del calor hy (B8) = Tr e ##,

1
- v—lh d
2 (5) H@ﬁ% (B dB (12)

Puede demostrarse que hy (8) es la traza de un nucleo integral Ky (x, y; 8) que veri-

fica la ecuacion del calor: (;_ﬁ - ::—22 + V(x)) Kyu(x, y; B) =0, bajo la condicion inicial:
Ky(x, y;0)=0(x — p), [6]. Si ensayamos sobre las relaciones previas la factorizacion
K (X, y; ,6’)=KH(¢O)(x, y; B)A(x, y; B) y consideramos el desarrollo en serie
A(x, y; B) = Dpeoan(x, ¥) " donde para preservar las condiciones iniciales indicadas
previamente se impone que A(x, y;0)=1, esto es, ag(x, y)=1, los coeficientes

ay(x, y) deben cumplir la siguiente ley de recurrencia

aan+1 (X, y)
—
ox

& ay (x, y)

m+1Day (x, )+ x-y)
(13)
V(¢ (X)) =V (¢o)) a, (x, y) =

dx?

La evaluacion de la funcion del calor hy (8) exige evaluar el limite x—y sobre la

expresion (13), lo que representa un calculo muy delicado puesto que tomar dicho
limite directamente lleva a expresiones mal definidas. A tal efecto definiremos las
magnitudes:

o a, (x, y)
BA, (x) = lim ———— (14)
yox o gxk
Por definicion se cumple que a,(x, y) = PA, (x), que corresponde a la informaciéon

que precisamos en nuestro desarrollo previo. Ademas, sin presencia de ambigiiedad
alguna se verifica que ®Aq (x) =0. A partir de estos coeficientes iniciales se puede
obtener el resto simplemente aplicando la ley de recurrencia dada en la forma

©A, @) =

k oV -V
€A - Z(l]c) (V(ox ;X)j- (¢0)) CDA L () (15)
X

J=0

n+k

que se deduce por derivacion reiterada en la ecuacion (13). Teniendo en cuenta las
expresiones indicadas, la correccion (11) puede aproximarse por la serie

AM 1 1 X
— e ——— = — ) ¢ (V@) y[n =1, V ()] (16)

h 2\/7 87T n=2

donde y[a, b] es la funcion gamma incompleta, N es es nimero maximo de sumandos
considerado y ¢,= f:o a,(x, x) dx son conocidos como coeficientes de Seeley, [2].
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Implementacion en Mathematica

En esta seccion describimos el codigo del programa utilizado para estimar la correc-
cion cuantica a la masa de un kink, cuando se le proporciona como inputs el poten-
cial U(y) del sistema fisico, los vacios y el nimero maximo de coeficientes a incluir
en la serie asintotica. El programa se basa en la definicion de tres funciones que
llamamos tk1num, coeficientesdeseeley ¢ integracoeficientes, las cuales
mostramos a continuacion. La funcién tk1num

tklnum[varl , var2 , var3_, anchura_] :=

Module [ {var4, var5, soll, sol2, tklp, tklm, phl, t1},
(var4 [phl_] =varl /. {y » phl};

Simplify [PowerExpand ['\/ 2 var4[phl] ] ] ;

soll = NDSolve[{ax t1l[x] +var5[tl[x]] == 0,

var5[phl_]

var2 + var3
£1[0] = }

, t1, {x, 0, anchura/2}];
tklp([x_] = Evaluate[tl[x] /. soll][[1]];
sol2 = NDSolve[{ax tl[x] -var5[tl[x]] == 0,

var2 + var3
£1[0] == }

, 1, {x, 0, anchura/2}];
tklm[x_] = Evaluate[tl[x] /. sol2][[1]];

Return[If[x > 0, tklp[x], tklm[—x]]])];

proporciona una aproximacién numérica de la solucion kink y para su uso deben
especificarse cuatro variables, el potencial U (y) (var?), el primer y segundo vacio
(var2, var3) y la anchura espacial (anchura) donde generar dicha solucion.

La funcion coeficientesdeseeley proporciona los coeficientes de Seeley
empleados en la serie asintotica (16) hasta el término especificado en el cuarto argu-
mento por la variable k8max. Los tres primeros argumentos se refieren de nuevo al
potencial y a los vacios utilizados.

coeficientesdeseaely[varl_, var2_, var3_, k8max ] :=
Module[{var4, var5, tomax, d1, v, v0, oper,

£f6, x7, coeficientes, alfa, coa, k8, co},

var4[phl_] =varl /. {y » phl};

var5[phl_] = Simplify [PowerExpand['\/ 2var4[phl] ] ] ;

coeficientes = {};
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v[x_] = Simplify[ (Opn1,pn1var4[phl]) /. {phl - phl[x]}];
vO[x_] = Simplify[ (dpn1,pnivar4[phl]) /. {phl -» var2}];
di[fun ] :=

Simplify[ (O0x fun) /. {phl’[x] -» var5[phl([x]]}]’
oper[fu8 , nl_] := Simplify]

Nest[£6, x7, nl1] /. {£f6 -> d1l, x7 -> fu8}];
tomax = 2 k8max;
For[alfa = 0, alfa < tomax+0.5,
coa[0, alfa] = 0; alfa++]; coa[0, 0] =1;

1
co[k5_, alfa ] := Simplify[—
k5 + alfa
alfa
coa[k5-1, alfa+2] - Z Binomial[alfa, r5]
r5=0

oper[v([x] -vO0[x], r5] coa[k5-1, alfa - r5] ];

For[k8 =1, k8 < k8max + 0.5, tomax = tomax - 2;
For[alfa = 0, alfa < tomax+0.5,
coal[k8, alfa] = co[k8, alfa];
If[alfa == 0, coeficientes =
Append[coeficientes, coal[k8, 0]]1];
alfa++];

k8 ++]; Return[coeficientes] ] ;

Esta funcion usa de forma explicita las leyes de recurrencia (15). Hay que tener en

cuenta que el nimero de coeficientes a calcular simbdlicamente es (1 + k8max)2.
Asi, por ejemplo, para considerar 20 términos en (16), deben calcularse 441 coefi-
cientes [2]. En dmbitos mas generales la situacion es incluso mas complicada, para
los vortices de Abrikosov-Nielsen-Olesen, el numero de coeficientes requeridos para
nuestro calculo es 4/3 (1 +k8max) (1 + 2 k8max) (3 + 2 k8max), de forma que 20
términos en (16) exigen el calculo de 49364 coeficientes previos [7]. La potencia de
calculo de Mathematica permite que la respuesta pueda ser obtenida en un periodo de
tiempo asequiblemente pequefo. El algoritmo ha sido modificado para acelerar éste y
evitar los errores del calculo de derivadas de una solucidon numeérica, mediante la
incorporacion de reglas que eliminan simbodlicamente las derivadas empleando las
ecuaciones (4).

La siguiente funcién, integracoeficientes, permite finalmente extraer el valor
numérico de los coeficientes de Seeley empleados en (16), realizando una inte-
gracion numérica en un intervalo con anchura especificada por el usuario en el
ultimo argumento de dicha funcion, anchura.

integracoeficientes[varl_ , var2_, var3_ , k8max_,
anchura ] := Module[{coef, coefl, densi, tkl, a = {}, k8},
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(tkl[x_] = tklnum[varl, var2, var3, anchura];
coef = coeficientesdeseeley[varl, var2, var3, k8max];
For[k8 =1, k8 < k8max+0.5, a =
Append[a, NIntegrate[coef[[k8]] /. {phl[x] » tkl[x]},
{x, -—anchura /2, anchura/ 2}]]; k8++]; Return[a])];

La presentacion de los resultados de las funciones precedentes puede realizarse de
manera muy elegante mediante el uso de la sentencia Manipulate,

Manipulate[
Which[w == "Potential", resul[potential, vacuuml, vacuum?],
w = "Kink", resu2[potential, vacuuml, vacuum2, anchura],
w == "Hessian Well",

resu3[potential, vacuuml, vacuum2, anchura],
w = "Sealey Coef and Quantum Correction",
resud [potential, vacuuml, vacuum2, k8max, anchura]l],
{{potential, 1/2 (y*2-1)*2, "Potential Term V(y)"}},
{{vacuuml, -1, "First Vacuum"}},
{{vacuum2, 1, "Second Vacuum"}},
{{k8max, 10, "Max. Number de coef."}},
{{anchura, 20, "Kink Width"}}, Delimiter,
{{w, "Potential", "Estudies:"}, {"Potential", "Kink",
"Hessian Well", "Sealey Coef and Quantum Correction"},
Setter}, ControlType -» InputField, FrameLabel -
{{rm", """}, {"", Style["Quantum Correction to Kinks",
Large, RGBColor[0.7, 0, 0], Bold]}}]

que nos muestra un cuadro de didlogo donde podemos introducir los inputs del prob-
lema, la expresion del potencial U(y) (usando como variable la letra y), los vacios, la
anchura para visualizar el kink y el nimero méaximo de términos a considerar en (16).
Los resultados son presentados al pulsar cuatro pestaiias, que llaman a las funciones
resul, resu2, resu3 y resu4, indicadas abajo. La primera funcion representa grafi-
camente la U(y), especificando la posicion de los vacios. Si los valores de los vacios
especificados no son coherentes, se proporciona un mensaje de advertencia. La
funcion resu2 presenta graficamente la solucion del kink obtenida numéricamente
con la anchura asociada al sistema fisico especificado por el potencial. Por otra parte
la funciéon resu3 es utilizada para presentar graficamente el término potencial
V (ék (X)) que aparece en el operador Hessiano (5). Aqui se compara si la tendencia
a infinito en cada extremo de la recta real es igual, pues en otro caso la correccion
cuantica no es aplicable. En esta circunstancia se envia un mensaje de advertencia.

resul[varl , var2 , var3_] :=
Module[{var4, figl, £fig2}, (var4[phl_] =varl /. {y » phl};
If[{vard4[var2], vard[var3]} # {0, O},
Return["The specified vacua are invalid"]];
figl = Plot[var4[phl], {phl, var2 - 0.8 Abs[var2],
var3 + 0.8 Abs[var3]}, PlotStyle ->
{RGBColor[0, 0.7, 0], Thickness[0.007]},
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Frame » False, FramelLabel -
Text[Style["Potential Term", Medium, Bold]],
ImagePadding » All]; f£ig2 = Graphics[{PointSize[.03],
RGBColor [0, 0, 1], Point[{var2, vard4[var2]}],
Point[{var3, vard4[var3]}]}]; Show[figl, £ig2])]:

resu2[varl_, var2_, var3_, anchura ] :=
Module[{figl, fig2, tkl, var4d},
(tkl[x_] = tklnum[varl, var2, var3, anchura];
vard[phl ] =varl /. {y » phl};
If[{varéd4[var2], vard4[var3]} # {0, O},
Return["The specified vacua are invalid"]]:;
figl = Plot[tkl[x], {x, -~anchura/ 2, anchura/ 2},
PlotRange -

{var2 - 0.3 Abs[var2], var3+ 0.3 Abs[var3]},
PlotStyle -> {RGBColor[l, 0, 0], Thickness[0.007]},
ImagePadding —» 25]; £fig2 = Plot[{var2, var3},

{x, -~anchura / 2, anchura / 2}, PlotRange -»

{var2 - 0.3 Abs[var2], var3 + 0.3 Abs[var3]},

PlotStyle - { {RGBColor[0, 0, 1], Dashing[{0.02}],
Thickness[0.002]}, {RGBColor[O, O, 1],
Dashing[{0.02}], Thickness[0.002]}}];

Show[figl, £ig2])]:

resu3[varl , var2_, var3_, anchura ] :=
Module [ {var4, figl, tkl, vhess, phl},
(var4[phl_] = varl /. {y » phl};
If[{vard4[var2], vard[var3]} # {0, O},
Return["The specified vacua are invalid"]];
tkl[x_] = tklnum[varl, var2, var3, anchura]; vhess[x ] =
Simplify[ (Opn1,pn1var4[phl]) /. {phl -» tk1[x]}];
figl = Plot[vhess[x], {x, -anchura /2, anchura/ 2},
PlotRange -» All, PlotStyle -> {RGBColor[0, 0, 1],
Thickness[0.007]}, ImagePadding - 25];
Show[figl])];

Finalmente la funcion resué proporciona el resumen de los céalculos para los que
hemos desarrollado el programa, proporcionando graficamente en forma de barras el
valor de los coeficientes de Seeley c, que aparecen en la serie (16) y a su vez el valor

de la suma de ésta, que proporciona la estimacion de la correccion cuantica a la solu-
cion kink del sistema fisico que queremos obtener.

resud[varl_, var2_, var3_, k8max_, anchura ] :=

Module[{var4, figl, fig2, a, corr, vhessl, res},

vard4[phl_] =varl /. {y » phl};
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If[{vard4([var2], vard[var3]} # {0, O},
Return["The specified vacua are invalid"]];
vhessl = Simplify[ (aphlrphl var4 [phl] ) /.
{phl » {var2, var3}}] ;
If[vhessl[[1]] -vhessl[[2]] # 0, Return|
"The specified vacua have different masses"]]; a =
integracoeficientes[varl, var2, var3, k8max, anchura];
figl = ListPlot[a, Filling -» Axis, FillingStyle -
{Blue}, PlotMarkers -» {Automatic, Medium},
PlotRange -» All, GridLines - Automatic];

-1 1 k8max
- Z (al[n]] vhess1[[1]]™?
2Vx 87| .5

Ccorr =

(Gamma[n-1] -Gamma[n-1, Vhessl[[l]]]))];

res = StringJoin["AM=", ToString[corr]];
fig2 = Graphics[Text[Style[res, Large, Bold, Red],

];

Scaled[{0.7, 0.95}]]]; Show[figl, fig2]
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