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En las últimas décadas, varios fenómenos físicos de notable importan-
cia,  descritos  matemáticamente por  ecuaciones en derivadas parciales
no lineales, han sido explicados mediante el estudio de las soluciones
clásicas de tipo  onda solitaria  (o  más generalmente defectos  topológi-
cos)  que  dichas  ecuaciones  presentan.  Cuando  este  tipo  de  sistemas
es  analizado  desde  el  punto  de  vista  cuántico,  algunas  de  las  magni-
tudes físicas (como por ejemplo la masa de las partículas descritas), se
ven afectadas  por  pequeñas correcciones correspondientes  a  añadir  a
la  magnitud  clásica  relativa  los  efectos  de  las  excitaciones  o  fluctua-
ciones  cuánticas  de  la  partícula  extensa.  El  cálculo  de  estas  correc-
ciones  (a  primer  orden  de  aproximación)  está  asociado  con  la  esti-
mación  de  la  traza  de  la  raíz  cuadrada  del  operador  Hessiano  sobre
estas  soluciones.  En  este  trabajo  deducimos  una  fórmula  que  nos
permite  el  cálculo  de  la  corrección  cuántica  a  la  masa  a  los  defectos
topológicos  de  tipo  kink  en  cualquier  modelo.  La  complejidad  de  las
fórmulas  encontradas  exige  el  uso  conjunto  de  esquemas basados  en
programación  simbólica  (utilizados  para  identificar  las  series  que
caracterizan  las  correcciones  cuánticas)  y  de  esquemas  numéricos
para  encontrar  finalmente  una  respuesta  específica  a  nuestro  objetivo
inicial.

à Corrección cuántica a la masa de defectos topológicos

á Introducción
En las últimas décadas se ha producido un gran avance en el estudio de propiedades
novedosas  que  presentan  muchos  sistemas  físicos  no  lineales,  describiéndose  fenó-
menos  no  explicados  desde  un  punto  de  vista  lineal.  Desde  un  punto  de  vista
histórico,  en  1870  J.S.  Russel  descubrió  las  ondas  solitarias,  o  solitones,  en  los
canales de Edimburgo; se trataba de una onda de la superficie del agua que se movía
con forma y velocidad constante. El tratamiento teórico de este fenómeno dió origen 
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al estudio de la ecuación KdV y al interés por sus soluciones no dispersivas, los soli-
tones  [1].  En  este  tipo  de  ecuaciones  los  términos  dispersivos  y  los  no  lineales  se
combinan  entre  sí  para  dar  lugar  a  una  solución  viajera  estable  que  mantiene  su
forma, esto es, mantiene localizada su energía. 

Muy pronto fue comprendido que este tipo de soluciones presentaba un gran interés
en Física, puesto que la presencia de estas soluciones estables en ciertos modelos en
teoría  de  campos  ampliaba  considerablemente  las  posibilidades  del  análisis,  dando
lugar  a  la  explicación  de  fenómenos  no  comprendidos  hasta  entonces.  De  esta
manera,  en  disciplinas  tan  dispares  como  la  Física  de  Materia  Condensada
(superconductividad,  ferromagnetismo),  Cosmología  (evolución  del  universo
temprano)  e  incluso  en  Biología  (propiedades  de  la  cadena  de  ADN),  se  han
producido grandes avances.

En el marco de la Física nuclear, donde los mesones resultan de la interpretación cuán
tica de ondas dispersivas se propuso una asimilación similar de la versión cuántica de
las  ondas  solitarias  con  los  bariones.  De  esta  manera  se  hace  necesario  calcular  las
correciones  a  los  resultados  clásicos,  producto  de  la  naturaleza  cuántica  de  las
propiedades físicas que han de ser medidas. En este trabajo, nos centraremos en partic
ular  en  el  cálculo  de  las  correcciones  cuánticas  al  valor  de  la  masa  clásica  de  una
partícula descrita por este tipo de modelos. 

á Concepto teórico de solucion kink
Con el propósito de presentar de forma concisa y clara los resultados de este trabajo,
así como centrarnos en los aspectos computacionales, restringiremos nuestro estudio
al  caso  de  modelos  en  teorías  con  un  solo  campo  escalar  en  (1+1)-dimensiones
espacio-temporales,  si  bien  el  trabajo  general  está  desarrollado  para  casos  más
complejos [2,3]. 

Analizaremos, por tanto, un sistema físico descrito por el funcional de acción

(1)S = ‡
1

2
∑m j ∑m j -U HjL „ x2

donde j es una aplicación del espacio de Minkowski 1,1en , j : 1,1 Ø, y U(j)
es un término potencial no negativo que se anula (al menos) en dos puntos aislados.
Las soluciones menos energéticas de este sistema corresponden al conjunto de ceros
del potencial,  = 8f0 œ :U Hf0L = 0<, que darán lugar a los vacíos del sistema cuán-
tico. Además, pueden presentarse soluciones de tipo onda solitaria, llamadas en este
marco  kinks  [4]  (en  modelos  similares,  sobre  el  espacio  de  Minkowski  2,1,  estas
soluciones suelen denominarse vórtices, y monopolos en el caso de 3,1).  Los kinks
son soluciones viajeras, f=fK(z), que verifican la ecuación

(2)
d2 fK

d z2
=
∑ U

∑ j
HfKHzLL donde z=

x - v t

1 - v2
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y que tienen su densidad de energía localizada, lo que requiere la verificación de las
siguientes condiciones asintóticas

(3)lim
xØ≤¶

fK HzL œ y lim
xØ≤¶

∑fK

∑ z
= 0

La  ecuación  diferencial  (2)  admite  una  integral  primera  evidente,  que  junto  con  las
condiciones (3), permite caracterizar a los kinks como soluciones de la ecuación difer-
encial de primer orden

(4)
d fK

d z
= 2U HfKL

El  computo  de  las  correciones  cuánticas  a  este  tipo  de  soluciones  se  basa  en  el
estudio  de  la  evolución  temporal  de  las  pequeñas  perturbaciones  sobre  las  mismas,
que a su vez determina la estabilidad clásica y cuántica de dichas soluciones. Es bien
conocido  que  si  el  problema  de  autovalores  Hyn = wn2 yn  del  operador  diferencial
hessiano H(f) asociado a la solución f (x)

(5)H HfL = -
d2

dx2
+V Hf HxLL con V HfL =

d2 U HfL
d f2

posee  un  espectro  de  autovalores  no  negativos,  wr  œ  ,  entonces  la  solución  será
estable,  mientras  que  en  otro  caso  la  solución  es  inestable  y  tenderá  a  decaer,  bajo
pequeñas perturbaciones, en otro tipo de soluciones.

á Marco teórico de la corrección cuántica a la masa de kinks
Los efectos cuánticos varían la masa clásica de las soluciones descritas previamente.
La corrección a dicha magnitud puede ser evaluada mediante la aproximación de fase
estacionaria asociada a la integral funcional  

(6)GH@f Hx, tLD = ‡ @f Hx, tLD exp
Â

Ñ
S@f Hx, tLD

Tal y como se detalla en [4] dicha aproximación conduce  a que la corrección cuán-
tica a la masa del kink sea

(7)MQ =Mcl + DM = Mcl +
1

2
‚
n=0

¶

Ñwn = Mcl +
1

2
Ñ Tr HH HfKLL

1

2

donde  en  el  último  miembro  damos  sentido  a  la  expresión  1
2
Ñ Tr HH HfLL

1

2  como  la
suma de las raíces cuadradas de los autovalores wr  del operador diferencial hessiano
sobre la solución f. Nótese que los autovalores nulos (modos ceros) no contribuyen a
esta  corrección  [4].  Obviamente  la  respuesta  que  encontraríamos evaluando  directa-
mente (7) sería infinita, puesto que el operador HHfKL es de tipo Schroedinger y es no
acotado.  Sin  embargo,  hay  que  tener  en  cuenta  que  en  Física  el  proceso  de  medida
implica  siempre  a  dos  magnitudes  que  son  comparadas.  En  este  caso  debemos
comparar  las  magnitudes  asociadas  al  kink  con  las  correspondientes  a  la  solución
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menos  energética  del  sistema  físico,  esto  es,  los  vacíos  o  ceros  del  potencial.  Este
proceso es conocido como renormalización del punto cero. Hay que añadir a su vez,
otro  tipo  de  renormalización,  el  de  la  masa,  mediante  reglas  bien  establecidas  en  la
teoría cuántica de campos, que introduce en (7) los conocidos contratérminos tct HjL
dependientes del sistema en estudio. En esencia se concluye que

(8)DM =
1

2
Ñ KTr HH HfKLL

1

2 - Tr HH Hf0LL
1

2 O + tct HfKL - tct Hf0L

Es  importante  advertir  que  el  paréntesis  en  (8)  carece  de  significado  si  no
prescribimos  un  procedimiento  de  cálculo  para  la  diferencia  entre  trazas  de  oper-
adores.  El procedimiento natural es el basado en el método de corte en el número de
modos, que consiste en restar los autovalores uno a uno desde el umbral

(9)Tr HH HfKLL
1

2 - Tr HH Hf0LL
1

2 = ‚
n=0

¶

Hwn - w0 nL.

El  primer  caso en  que  se  logró  evaluar  la  corrección  cuántica  a  la  masa de  un  kink
correspondió  al  modelo  j4,  siguiendo  la  fórmula  (8)  que  exige  el  conocimiento  de
los  espectros  de  los  operadores  implicados.  La respuesta  encontrada  viene  dada  por
DM=Ñ  m  ( 1

2 6
- 3

2 p
),  [5].  El  segundo  caso  corresponde  al  soliton  en  el  modelo

Seno-Gordon,  donde se encuentra que DM=-Ñ  m êp.  Sin embargo, éstos constituyen
los dos únicos éxitos en este tipo de cálculo, ya que en general el espectro de los oper-
adores hessianos asociados a las soluciones de estos modelos es desconocida, lo cual
impide la aplicación de la fórmula (8).

á Serie asintótica de la corrección cuántica a la masa de kinks
La  imposibilidad  de  aplicar  de  forma  general  el  procedimiento  mencionado  en  la
sección  previa,  originó  un  enorme  trabajo  en  busca  de  otros  métodos  que  permi-
tieran,  aun de forma aproximada, estimar la corrección cuántica a  la masa de kinks,
que  en  esencia  supone  estimar  la  diferencia  de  la  traza  de  dos  operadores  diferen-
ciales en el  sentido definido previamente en (9).  En este trabajo hemos desarrollado
un  método  basado  en  la  regularización  mediante  la  función  zeta  generalizada.  Así,
presentando la definición de la función zeta genezalizada de un operador  cualquiera
H como

(10)zH HsL = Tr H-s =‚
n

Iwn2M
-s

podemos escribir la corrección cuántica (8) en la forma

(11)

DM =
Ñ

2
lim

sØ-
1

2

AzH HfKL HsL - zH If0M HsLE + lim
sØ

1

2

xctAzH If0M HsLE

+
Ñ

4 p
<V HfK HxLL -V Hf0L >

donde <f(x)> denota el valor medio de la función f(x). Para encontrar una expresión
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que  pueda  ser  computada  de  forma  efectiva,  usaremos  la  transformación  de  Mellin
que liga la función zeta generalizada con la función del calor hH HbL = Tr e-bH , 

(12)zH HsL =
1

G HsL ‡
0

¶

bs-1 hH HbL „ b

Puede demostrarse que hH HbL  es la traza de un núcleo integral KHHx, y; bL  que veri-

fica la ecuación del calor: J ∑
∑b
- ∑2

∑x2 + V HxLN KHHx, y; bL = 0, bajo la condición inicial:

KHHx, y; 0L = dHx - yL, [6]. Si ensayamos sobre las relaciones previas la factorización
KHHfK LHx, y; bL=KHIf0MHx, y; bLAHx, y; bL  y  consideramos  el  desarrollo  en  serie
AHx, y; bL =⁄n=0

¶ anHx, yL bn  donde para preservar  las condiciones iniciales indicadas
previamente  se  impone  que  AHx, y; 0L = 1,  esto  es,  a0Hx, yL = 1,  los  coeficientes
anHx, yL deben cumplir la siguiente ley de recurrencia

(13)

Hn + 1L an+1 Hx, yL + Hx - yL
∑an+1 Hx, yL

∑ x
+

HV HfK HxLL -V Hf0LL an Hx, yL =
∑2an Hx, yL

∑x2

La  evaluación  de  la  función  del  calor  hH HbL  exige  evaluar  el  límite  xØy  sobre  la
expresión  (13),  lo  que  representa  un  cálculo  muy  delicado  puesto  que  tomar  dicho
límite  directamente  lleva  a  expresiones  mal  definidas.  A  tal  efecto  definiremos  las
magnitudes:

(14)HkLAn HxL = lim
yØx

∑k an Hx, yL
∑ xk

Por  definición  se  cumple  que  anHx, yL = H0LAn HxL,  que  corresponde  a  la  información
que precisamos en  nuestro  desarrollo  previo.  Además,  sin  presencia  de  ambigüedad
alguna se verifica que HkLA0 HxL = 0.  A partir de estos coeficientes iniciales  se puede
obtener el resto simplemente aplicando la ley de recurrencia dada en la forma 

(15)

HkLAn HxL =
1

n + k
Hk +2LAn-1 HxL -‚

j=0

k k
j
∑ j HV HfK HxLL -V Hf0LL

∑x j
Hk- jLAn-1 HxL

que  se  deduce  por  derivación  reiterada  en  la  ecuación  (13).  Teniendo  en  cuenta  las
expresiones indicadas, la corrección (11) puede aproximarse por la serie

(16)
DM

Ñ
= -

1

2 p
-

1

8 p
‚
n=2

N

cn ÿ HV Hf0LL-n+1 ÿg@n - 1, V Hf0LD

donde g@a, bD es la función gamma incompleta, N es es número máximo de sumandos
considerado y cn=Ÿ-¶

¶ anHx, xL „ x son conocidos como coeficientes de Seeley, [2].
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Implementación en Mathematica
En esta sección describimos el código del programa utilizado para estimar la correc-
ción cuántica a la masa de un kink,  cuando se le proporciona como inputs el poten-
cial U(y) del sistema físico, los vacíos y el número máximo de coeficientes a incluir
en  la  serie  asintótica.  El  programa  se  basa  en  la  definición  de  tres  funciones  que
llamamos  tk1num,  coeficientesdeseeley  e  integracoeficientes,  las  cuales
mostramos a continuación. La función  tk1num 

tk1num@var1_, var2_, var3_, anchura_D :=

ModuleB8var4, var5, sol1, sol2, tk1p, tk1m, ph1, t1<,

var4@ph1_D = var1 ê. 8y → ph1<;

var5@ph1_D = SimplifyBPowerExpandB 2 var4@ph1D FF;

sol1 = NDSolveB:∂x t1@xD + var5@t1@xDD == 0,

t1@0D m
var2 + var3

2
>, t1, 8x, 0, anchura ê 2<F;

tk1p@x_D = Evaluate@t1@xD ê. sol1D@@1DD;
sol2 = NDSolveB:∂x t1@xD − var5@t1@xDD == 0,

t1@0D m
var2 + var3

2
>, t1, 8x, 0, anchura ê 2<F;

tk1m@x_D = Evaluate@t1@xD ê. sol2D@@1DD;

Return@If@x > 0, tk1p@xD, tk1m@−xDDD F;

proporciona  una  aproximación  numérica  de  la  solución  kink  y  para  su  uso  deben
especificarse  cuatro  variables,  el  potencial  U  (y)  (var1),  el  primer  y  segundo  vacío
(var2, var3) y la anchura espacial (anchura) donde generar dicha solución.

La  función  coeficientesdeseeley  proporciona  los  coeficientes  de  Seeley
empleados en la serie asintótica (16) hasta el término especificado en el cuarto argu-
mento por la variable k8max.  Los tres primeros argumentos se refieren de nuevo al
potencial y a los vacíos utilizados. 

coeficientesdeseaely@var1_, var2_, var3_, k8max_D :=

ModuleB8var4, var5, tomax, d1, v, v0, oper,

f6, x7, coeficientes, alfa, coa, k8, co<,

var4@ph1_D = var1 ê. 8y → ph1<;

var5@ph1_D = SimplifyBPowerExpandB 2 var4@ph1D FF;
coeficientes = 8<;
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v@x_D = SimplifyAI∂ph1,ph1 var4@ph1DM ê. 8ph1 → ph1@xD<E;
v0@x_D = SimplifyAI∂ph1,ph1 var4@ph1DM ê. 8ph1 → var2<E;
d1@fun_D :=
Simplify@H∂x funL ê. 8ph1�@xD → var5@ph1@xDD<D;

oper@fu8_, n1_D := Simplify@
Nest@f6, x7, n1D ê. 8f6 −> d1, x7 −> fu8<D;

tomax = 2 k8max;
For@alfa = 0, alfa < tomax + 0.5,

coa@0, alfaD = 0; alfa++D; coa@0, 0D = 1;

co@k5_, alfa_D := SimplifyB
1

k5 + alfa

coa@k5 − 1, alfa + 2D − ‚
r5=0

alfa

Binomial@alfa, r5D

oper@v@xD − v0@xD, r5D coa@k5 − 1, alfa − r5D F;

For@k8 = 1, k8 < k8max + 0.5, tomax = tomax − 2;
For@alfa = 0, alfa < tomax + 0.5,
coa@k8, alfaD = co@k8, alfaD;
If@alfa == 0, coeficientes =

Append@coeficientes, coa@k8, 0DDD;
alfa++D;

k8++D; Return@coeficientesD F;

Esta  función  usa  de  forma explícita  las  leyes  de  recurrencia  (15).  Hay que  tener  en
cuenta  que  el  número  de  coeficientes  a  calcular  simbólicamente  es  H1 + k8maxL2.
Así,  por  ejemplo,  para  considerar  20  términos  en  (16),  deben  calcularse  441  coefi-
cientes  [2].  En  ámbitos  más  generales  la  situación  es  incluso  más  complicada,  para
los vórtices de Abrikosov-Nielsen-Olesen, el número de coeficientes requeridos para
nuestro  cálculo  es  4 ê3 H1 + k8maxL H1 + 2 k8maxL H3 + 2 k8maxL,  de  forma  que  20
términos en (16) exigen el cálculo de 49364 coeficientes previos [7]. La potencia de
cálculo de Mathematica permite que la respuesta pueda ser obtenida en un periodo de
tiempo asequiblemente pequeño. El algoritmo ha sido modificado para acelerar éste y
evitar  los  errores  del  cálculo  de  derivadas  de  una  solución  numérica,  mediante  la
incorporación  de  reglas  que  eliminan  simbólicamente  las  derivadas  empleando  las
ecuaciones (4).

La  siguiente  función,  integracoeficientes,  permite  finalmente  extraer  el  valor
numérico  de  los  coeficientes  de  Seeley  empleados  en  (16),  realizando  una  inte-
gración  numérica  en  un  intervalo  con  anchura  especificada  por  el  usuario  en  el
último argumento de dicha función, anchura.

integracoeficientes@var1_, var2_, var3_, k8max_,
anchura_D := Module@8coef, coef1, densi, tk1, a = 8<, k8<,
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Htk1@x_D = tk1num@var1, var2, var3, anchuraD;
coef = coeficientesdeseeley@var1, var2, var3, k8maxD;
For@k8 = 1, k8 < k8max + 0.5, a =

Append@a, NIntegrate@coef@@k8DD ê. 8ph1@xD → tk1@xD<,
8x, −anchura ê 2, anchura ê 2<DD; k8++D; Return@aDLD;

La  presentación  de  los  resultados  de  las  funciones  precedentes  puede  realizarse  de
manera muy elegante mediante el uso de la sentencia Manipulate,

Manipulate@
Which@w m "Potential", resu1@potential, vacuum1, vacuum2D,
w m "Kink", resu2@potential, vacuum1, vacuum2, anchuraD,
w m "Hessian Well",
resu3@potential, vacuum1, vacuum2, anchuraD,
w m "Sealey Coef and Quantum Correction",
resu4@potential, vacuum1, vacuum2, k8max, anchuraDD,

88potential, 1 ê 2 Hy^2 − 1L^2, "Potential Term VHyL"<<,
88vacuum1, −1, "First Vacuum"<<,
88vacuum2, 1, "Second Vacuum"<<,
88k8max, 10, "Max. Number de coef."<<,
88anchura, 20, "Kink Width"<<, Delimiter,
88w, "Potential", "Estudies:"<, 8"Potential", "Kink",

"Hessian Well", "Sealey Coef and Quantum Correction"<,
Setter<, ControlType → InputField, FrameLabel →

88"", ""<, 8"", Style@"Quantum Correction to Kinks",
Large, RGBColor@0.7, 0, 0D, BoldD<<D

que nos muestra un cuadro de diálogo donde podemos introducir los inputs del prob-
lema, la expresión del potencial U(y) (usando como variable la letra y), los vacíos, la
anchura para visualizar el kink y el número máximo de términos a considerar en (16).
Los resultados son presentados al pulsar cuatro pestañas, que llaman a las funciones
resu1, resu2, resu3 y resu4, indicadas abajo. La primera función representa gráfi-
camente la U(y), especificando la posición de los vacíos. Si los valores de los vacíos
especificados  no  son  coherentes,  se  proporciona  un  mensaje  de  advertencia.  La
función  resu2  presenta  gráficamente  la  solución  del  kink  obtenida  numéricamente
con la anchura asociada al sistema físico especificado por el potencial. Por otra parte
la  función  resu3  es  utilizada  para  presentar  gráficamente  el  término  potencial
V HfK HxLL que aparece en el operador Hessiano (5). Aquí se compara si la tendencia
a  infinito  en  cada  extremo de  la  recta  real  es  igual,  pues  en  otro  caso  la  corrección
cuántica no es aplicable. En esta circunstancia se envía un mensaje de advertencia.

resu1@var1_, var2_, var3_D :=
Module@8var4, fig1, fig2<, Hvar4@ph1_D = var1 ê. 8y → ph1<;

If@8var4@var2D, var4@var3D< ≠ 80, 0<,
Return@"The specified vacua are invalid"DD;

fig1 = Plot@var4@ph1D, 8ph1, var2 − 0.8 Abs@var2D,
var3 + 0.8 Abs@var3D<, PlotStyle −>

8RGBColor@0, 0.7, 0D, Thickness@0.007D<,
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Frame → False, FrameLabel →

Text@Style@"Potential Term", Medium, BoldDD,
ImagePadding → AllD; fig2 = Graphics@8PointSize@.03D,
RGBColor@0, 0, 1D, Point@8var2, var4@var2D<D,
Point@8var3, var4@var3D<D<D; Show@fig1, fig2DLD;

resu2@var1_, var2_, var3_, anchura_D :=
Module@8fig1, fig2, tk1, var4<,
Htk1@x_D = tk1num@var1, var2, var3, anchuraD;
var4@ph1_D = var1 ê. 8y → ph1<;
If@8var4@var2D, var4@var3D< ≠ 80, 0<,
Return@"The specified vacua are invalid"DD;

fig1 = Plot@tk1@xD, 8x, −anchura ê 2, anchura ê 2<,
PlotRange →

8var2 − 0.3 Abs@var2D, var3 + 0.3 Abs@var3D<,
PlotStyle −> 8RGBColor@1, 0, 0D, Thickness@0.007D<,
ImagePadding → 25D; fig2 = Plot@8var2, var3<,
8x, −anchura ê 2, anchura ê 2<, PlotRange →

8var2 − 0.3 Abs@var2D, var3 + 0.3 Abs@var3D<,
PlotStyle → 8 8RGBColor@0, 0, 1D, Dashing@80.02<D,

Thickness@0.002D<, 8RGBColor@0, 0, 1D,
Dashing@80.02<D, Thickness@0.002D<<D;

Show@fig1, fig2DLD;
resu3@var1_, var2_, var3_, anchura_D :=

ModuleA8var4, fig1, tk1, vhess, ph1<,
Ivar4@ph1_D = var1 ê. 8y → ph1<;
If@8var4@var2D, var4@var3D< ≠ 80, 0<,
Return@"The specified vacua are invalid"DD;

tk1@x_D = tk1num@var1, var2, var3, anchuraD; vhess@x_D =

SimplifyAI∂ph1,ph1 var4@ph1DM ê. 8ph1 → tk1@xD<E;
fig1 = Plot@vhess@xD, 8x, −anchura ê 2, anchura ê 2<,

PlotRange → All, PlotStyle −> 8RGBColor@0, 0, 1D,
Thickness@0.007D<, ImagePadding → 25D;

Show@fig1DME;

Finalmente  la  función  resu4  proporciona  el  resumen  de  los  cálculos  para  los  que
hemos desarrollado el programa, proporcionando gráficamente en forma de barras el
valor de los coeficientes de Seeley cn que aparecen en la serie (16) y a su vez el valor
de la suma de ésta, que proporciona la estimación de la corrección cuántica a la solu-
ción kink del sistema físico que queremos obtener. 

resu4@var1_, var2_, var3_, k8max_, anchura_D :=

ModuleB8var4, fig1, fig2, a, corr, vhess1, res<,

var4@ph1_D = var1 ê. 8y → ph1<;
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If@8var4@var2D, var4@var3D< ≠ 80, 0<,
Return@"The specified vacua are invalid"DD;

vhess1 = SimplifyAI∂ph1,ph1 var4@ph1DM ê.
8ph1 → 8var2, var3<<E;

If@vhess1@@1DD − vhess1@@2DD ≠ 0, Return@
"The specified vacua have different masses"DD; a =

integracoeficientes@var1, var2, var3, k8max, anchuraD;
fig1 = ListPlot@a, Filling → Axis, FillingStyle →

8Blue<, PlotMarkers → 8Automatic, Medium<,
PlotRange → All, GridLines → AutomaticD;

corr =
−1

2 π
−

1

8 π
‚
n=2

k8max

Ia@@nDD vhess1@@1DD−n+1

HGamma@n − 1D − Gamma@n − 1, vhess1@@1DDDLM ;

res = StringJoin@"∆M=", ToString@corrDD;
fig2 = Graphics@Text@Style@res, Large, Bold, RedD,

Scaled@80.7, 0.95<DDD; Show@fig1, fig2D F;
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