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1. INTRODUCCION

Durante muchos siglos se ha considerado que las matematicas y la musica tienen

cierta similitud y comunmente se dice que tienen al menos cierta relacion.

Ambas tienen algo de magico, comenta Tiburcio Solis (2002), son tan abstractas
que parecen pertenecer a otro mundo y sin embargo tienen gran poder en este mundo, la
musica afecta a la escucha y las matematicas tienen multiples aplicaciones practicas. Una
parte de las matematicas estudia los nimeros, sus patrones y formas y estos elementos son
inherentes a la ciencia, la composicion y la ejecucion de la masica. La musica dificilmente
existiria sin una base matemaética que la apoye y como en realidad una obra musical, si es

hermosa y compensada, podria ser considerada un trabajo matematico bien resuelto.

La mdsica cambia su textura y caracter segin el lugar y la época. Puede ser
cristalina o densa, sentimental o explosiva. Por su parte, las matematicas son directas,

nunca alteran su caracter.

La masica se crea a partir de algo fisico, instrumentos de todo tipo de materiales que

la producen. Las matematicas son, sobre todo, abstracciones.

Y siguiendo con las respuestas a las preguntas que plantea Tiburcio Solis (2002)
entre la similitud y relacién de estas dos disciplinas, la musica estd cargada de emociones,
es alegre o triste, suave o agresiva, puede ser espiritual, estética, religiosa pero en

matematicas no podemos hablar de un teorema “triste” o de una demostracion “agresiva’.

Por la mezcla entre lo terrenal y lo celestial, lo universal y lo particular, ambas
disciplinas han tenido un poder mistico desde la Antigledad. Hasta la fecha el aspecto
magico Yy ritualista se mantiene tanto para introducirse en la lectura de una partitura asi

como para poder seguir la demostracion de un teorema.
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Y en ellas hay algo de genial; en la notacion que es capaz de indicarnos tiempos,
ritmos y altura de sonidos en el caso de la musica, 0 una numeracion tan sofisticada como

la arabiga y notaciones tan desarrolladas que dan estructura y sentido a los conceptos.

2. JUSTIFICACION DEL TEMA

En la ensefianza, se puede observar, una considerable desconexién entre sus
diversas asignaturas; y es que entrafia dificultad abordar distintas teorias cientificas desde

diferentes dpticas.

Si nos referimos en particular a las matematicas, es probable que una de las razones
de esa relativa aversion existente hacia ellas sea el hecho de que tradicionalmente hayan
sido objeto de una ensefianza en la que se muestra como una disciplina fria y cerrada, y sin
ninguna relacion con otras parcelas del conocimiento. Segun Peralta, J. (1995), la idea que
suele tenerse sobre ellas, es que se alejan del mundo y de los demés, como que ha quedado
reflejado en frases como la del psicélogo y fisico francés Le Bon:

«La matematica solo sirve para el desarrollo del gusto de los razonamientos

sutiles. Los més eminentes matematicos no saben con frecuencia conducirse

en la vida y se desorientan frente a las menores dificultades»

Y es que en su ensefianza Unicamente se acostumbra a poner énfasis en aquellos
desarrollos internos de la materia que marcan los programas vigentes, procurandose hacer
con eficacia pero sin hacer relaciones de interdisciplinaridad como es su presencia en el

arte, lamasica y la literatura.

La relacion de la masica con las matematicas, establecida ya por los pitagoricos, no
es sin embargo suficientemente conocida a pesar de opiniones que recoge Peralta Coronado

J.(1998) y en el (2007) de filosofos, matematicos y cientificos como:
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«La musica es un ejercicio de aritmética secreta, y el que se entrega a ella
ignora que maneja numeros» (Leibniz)

«La geometria es una musica inmavil» (Goethe)

«La musica es un arte terriblemente euclidiano» (Alejo Carpentier)

«tal vez sea la musica la matematica del sentido y la matematica la musica

de la razén» (Puig Adam).

3. FUNDAMENTOS MATEMATICOS EN LA MUSICA

3.1. LOS ORIGENES DE LA MUSICA Y LAS MATEMATICAS

La musica, escribe el masico y director Pérez Perazzo (2002), desde sus origenes,
ha sido y es un permanente proceso de comunicacién entre los seres humanos. La mdsica
nace de la necesidad de protegerse de ciertos fendmenos naturales, de alejar los espiritus
malignos, de atraer la ayuda de los dioses, de honrarlos y festejar sus fiestas, y de celebrar
el cambio de las estaciones. Las finalidades méagicas, rituales, ceremoniales y religiosas de
la masica pueden comprobarse a través de multiples fuentes de documentacion y contindan

en los sentimientos religiosos y en las ceremonias y ritos del hombre de nuestros tiempos.

Para Pérez Perazzo (2002), el hombre en si mismo, es el primero, y mas complejo

de los instrumentos musicales.

» Se comporta como instrumento de cuerdas, con sus cuerdas vocales, la boca
como caja de resonancia y sus numerosos mausculos y tendones, como
participantes directos en la produccion de la voz y de los sonidos guturales.

> Al mismo tiempo, es un instrumento de viento, con sus pulmones como grandes
fuelles y el sistema respiratorio, en su conjunto, que se encargara de expulsar
con fuerza las columnas de aire, que produciran sonidos.

» También, es un instrumento de percusion, sometido al constante regulador de su
ritmo, el corazon, y con posibilidades de producir con su cuerpo, efectos de

palmas, chasquidos y todo tipo de sonidos percusivos.
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Con todas esas facultades el hombre, con su cerebro e inteligencia crea, produce,
organiza, coordina y reproduce los mas variados ritmos, lineas melddicas y acordes. A lo
largo de la historia, el hombre inventa y disefia instrumentos que son perfeccionadores de

sus propias facultades musicales.

Desde los tiempos méas remotos el hombre se sirvid de su gran instrumento: la VOZ
HUMANA vy de los sonidos obtenidos por el choque repetido de varios cuerpos solidos, a
partir de sus propias palmadas (troncos huecos, piedras, semillas secas, conchas
marinas...), para comunicarse con sus semejantes y expresar por medio del sonido la
alegria y el dolor de vivir, el deseo de amar y de rezar; y siempre ha sentido la necesidad

del canto y de la danza.

Nuestros antepasados nos dejaron plasmadas en imégenes las evidencias y pruebas
de la actividad musical ligada a ceremoniales, magicos y rituales; en grabados murales del
Periodo Paleolitico. Un ejemplo son los grabados pictéricos existentes en la Gruta de Trois-
Fréres, ubicada en L Ariége, al sur de Francia, cuya antigiedad se ha fijado en mas de
40.000 afos. También nos aportan informaciones relevantes, 10s numerosos vasos,
utensilios y pinturas procedentes de pueblos y culturas orientales milenarias, que muestran

la intima relacion existente entre la musica, la danza, los ritos y la magia.

Por otro lado, las matematicas nacen de la necesidad practica de registrar el paso del
tiempo y las observaciones del cielo y consistieron, en un principio, solamente en nimeros
y conteos. Existia la necesidad de llevar un registro de las cosechas, del ganado y de las
operaciones comerciales. Asi se desarrollaron signos y palabras para los niumeros. Como
menciona Ifrah, G. (1992):

“La historia de las matematicas es la historia de las necesidades y

preocupaciones de unos grupos sociales que intentan enumerar sus

miembros, sus bienes, sus cautivos, fechar la fundacion de sus ciudades,

victorias... utilizando todo tipo de medios”.
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Los primeros matematicos de los que tenemos conocimiento son los griegos Tales

de Mileto y Pitagoras.

3.2. LOS PITAGORICOS.
Los términos musica y matematicas proceden respectivamente de los vocablos
griegos musiké, “de las musas”, y mathema, que significa “aquello que se aprende”. Se dice

que Pitagoras acuiio la palabra matematicas.

Segun el matemético y escritor Guzman Ozamiz (1986), el nacimiento y la
pervivencia del pitagorismo es uno de los fendmenos mas interesantes en la historia de la
ciencia y de la cultura en general. Surgid, se desarrollo y se expandié como un modo de
vida religioso. Su armazén intelectual consistid en una vision del universo como un
cosmos, en contraposicion al caos, es decir como un todo ordenado y organizado de
acuerdo con leyes asequibles a la razéon humana. ElI mismo impulso religioso conducia
hacia la busqueda y contemplacion de la armonia intelectual implantada en este universo
como paradigma de conducta humana y como camino y método de elevacion espiritual, en

busqueda de las raices y fuentes de la naturaleza.

Los pitagoricos atribuyen todos los descubrimientos de la Escuela Pitagorica a la
figura de Pitdgoras, como dice Guthrie, W.K.C. (1999) en su estudio de los filésofos
presocraticos. Los biografos pitagéricos Jambrico, Porfirio, Didgenes Laercio, Focio y C.
Herodoto presentan un Pitdgoras mitico como Zalmoxis, medio héroe, medio dios.

También Aristoteles, en los fragmentos que se conservan, dibuja un Pitagoras de leyenda.

Escribe Guzmaz Ozamiz (1986) que Jamblico explica la existencia en la primitiva
comunidad pitagérica de dos clases de miembros, los matematicos (mathematikoi,
conocedores) es decir los iniciados a quienes Pitagoras comunicaba los conocimientos
cientificos a su disposicién y los acusmaticos (akousmatikoi, oidores) que participaban de
los conocimientos y creencias, de los principios morales, ritos y prescripciones especificas

de la hermandad, si bien sin conocer en profundidad las razones de su credo y su proceder.
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Esta distincion resulto ser de enorme trascendencia en la evolucion de la comunidad
pitagodrica. Los acusmaticos se constituyeron en custodios de las ensefianzas de Pitagoras y
su preocupacion fue que éstas se conservaran tal como Pitagoras las habia transmitido. Los
matematicos se consideraban continuadores del espiritu de Pitagoras, basado en el
conocimiento cientifico, y que esos conocimientos eran susceptible de perfeccionamiento.
Esta diversidad de pareceres conduciria a la division de la comunidad con la desaparicion

de Pitagoras.

De acuerdo con las investigaciones realizadas por Kurt von Fritz (1954), los
pitagéricos primitivos estaban profundamente familiarizados con el pentdgono regular.
Segun parece el emblema que les servia para reconocimiento mutuo era el pentagrama, es
decir la estrella de cinco puntas formada por las diagonales de un pentagono regular. En sus
cinco vértices solian colocar las letras de la palabra ugieia, salud. En esta figura
encontraban armonias geométricas y numéricas. Como que todos los angulos que aparecen
en la figura son maltiplos enteros del méas pequefio de entre ellos (72°=2x36°, 108°=3x36°,

144°=4x36°, 180°=5x36°) y la proporcion en que se encuentran los segmentos.

K ¥
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3.3. MUSICA DE LAS ESFERAS: DE PITAGORAS A KEPLER
Siguiendo a Guzman Ozamiz (1986), la musica de las esferas o armonia de las
esferas de la ensefianza pitagorica primitiva era mucho méas profunda que la mera conjetura

de la consonancia de las notas que los astros producen en su movimiento.

Miyara, F. (2005) recoge en sus apuntes las explicaciones de Aristdteles (De Caelo,

Libro 11.9), en tacita referencia a la escuela pitagorica, que:

“algunos pensadores suponen que el movimiento de los cuerpos celestes debe producir un
sonido, dado que en la Tierra el movimiento de cuerpos de mucho menor tamafio produce
dicho efecto. Afirman, también, que cuando el sol, la luna y las estrellas, tan grandes y en
tal cantidad, se mueven tan rapidamente ¢;cémo podrian no producir un sonido
inmensamente grande? A partir de este argumento y de la observacion de que sus
velocidades, medidas por sus distancias, guardan igual proporcién que las consonancias
musicales, aseveran que el sonido proveniente del movimiento circular de las estrellas

corresponde a una armonia. ”

Segln Miyara, F. (2005), se trata de la denominada mdusica de las esferas o armonia
de las esferas, comentada también por Platon en La Republica. Al parecer, el hecho de que
dicho sonido no se escuchara era resuelto por Pitagoras mediante el argumento de que al ser
un sonido permanente desde el mismo instante del nacimiento, no era distinguible del

silencio. Aristoteles ridiculiza esta teoria sin proponer una mas creible.

Guzman Ozamiz (1986) explica que para Pitagoras la vision fundamental consistio
en que el universo es un cosmos, un todo ordenado y armoniosamente conjuntado. El
destino del hombre consiste en considerarse a si mismo como una pieza de este cosmos,
descubrir el lugar propio que le estd asignado y mantener en si y en su entorno, en lo que

esta de su parte, la armonia que es debida de acuerdo con el orden natural de las cosas.
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La armonia césmica, continla Guzman Ozamiz (1986), entendida en este sentido
fue probablemente una audaz conclusién la que Pitagoras lleg6 a través de la observacion
de la congruencia de sus consideraciones cientificas sobre numeros, figuras, notas
musicales, con las ideas orientales sobre el alma, los astros y la divinidad. Los nimeros
constituian el armazon inteligible de las formas en la aritmética figurativa de los
pitagdricos, construida por ellos mediante piedras (psefoi, calculos). Al mismo tiempo los
numeros desvelaban las proporciones que regian las consonancias musicales. La musica era
a la vez entre los pitagoricos el simbolo de la armonia del cosmos y un medio para lograr el

equilibrio interno en el espiritu mismo del hombre.

La teoria de la musica de las esferas sobrevivio casi 20 siglos hasta la época de
Kepler, quien se haria eco de la misma a raiz de sus descubrimientos en astronomia.
Peralta, J (2003) escribe que Kepler intentd mostrar el secreto del universo en una sintesis
general de la geometria, la musica, la astrologia, la astronomia y la epistemologia.
Reconocid que los planetas giraban alrededor del Sol y sugirio que los planetas producian
diferentes sonidos por los diferentes grados de velocidad a la que giraban. Creia que si se
conocia la masa y la velocidad de un objeto que giraba se podria calcular su sonido
fundamental. Desarrollé sonidos que asocié a los planetas entonces conocidos.

Segun Kepler, recoge Gonzalez Urbaneja (2008), el movimiento de los planetas
debe estar regido por relaciones numeéricas sencillas, intuiciones que tras una laboriosa
investigacion plasmaré en su famosa obra Harmonices Mundi, de 1619, una especie de

Cantar de los Cantares matematico dedicado al «gran armonista de la creacion».

La doctrina de la Armonia de las Esferas ha tenido su influencia sobre la musica
sinfonica, la critica musical ve reminiscencias pitagoricas en algunas composiciones como
La Creacion de Haydn, Asi hablo Zaratustra de R. Strauss y La Consagracion de la

Primavera de Stravinski.
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3.4. MONOCORDIO

Guzméan Ozémiz (1986) en su seccion de la Armonia cientifica de los pitagéricos,
explica que existen varias versiones sobre el modo concreto como Pitagoras llego a
desentrafar las relaciones numeéricas entre los sonidos consonantes, es decir aquellos cuya
produccion simultanea origina una sensacion agradable en nuestro oido: el tono, la octava,
la quinta y la cuarta. Nicomaco de Gerasa, Gaudencio y Boecio hablan de la observacion de
Pitagoras de los diferentes sonidos producidos en el yunque del herrero por martillos de
diferentes pesos. Un martillo cuyo peso era como 6 producia el tono, otro con peso 12

producia la octava, otro con peso 9 la quinta y otro de peso 8 la cuarta.

Didgenes Laercio propone a Pitagoras como inventor del monocorde, no como un
instrumento musical, sino mas bien un aparato cientifico para verificar la teoria musical
utilizado por los pitagoricos. Segun Guzméan Ozamiz (1986), Gaudencio explica que
Pitdgoras comprobd y cuantificd su intuicion genial de la conexion de la armonia musical
con los nimeros; estaba influenciado por sus conocimientos sobre las medias (aritmética,
geométrica y armonica) y el misticismo de los numeros naturales. Pitagoras tensd una
cuerda musical que producia un sonido que tomé como fundamental, el tono. Hizo sefiales

en la cuerda, que la dividian en doce partes iguales.

Pis0 la cuerda en el 6 y entonces observo que se producia la octava mas agudo que
el original (Do al Do superior). Pis6 luego en el 9 y resultaba la cuarta. Al pisar el 8 se
obtenia la quinta (la distancia de Do a Sol). A estos intervalos, cuerdas con longitudes de
razones 1:2 (los extremos 1y 2), 2:3 (media arménica de 1y 2), y 3:4 (media aritmética de
1y 2), los llamé diapasén, diapente y diatesardn, en la actualidad octava, quinta y cuarta.
Los sonidos producidos al pisar en otros puntos resultaban discordes o al menos no tan
acordes como los anteriores. Los nameros 1, 2, 3, 4, la Tetraktys, determinaban con sus

proporciones relativas los sonidos mas consonantes.

Rosa Marina Blazquez Lozano Pégina - 11 -



Trabajo de Fin de Grado: Musica y Matematicas

2/3

3/4
-5 1

—6 =
| 7
L =2 .

o 19

L1 .
Tono o Octava Cuarta Quinta

= 11
12

Los nameros 12, 9, 8, 6 constituyeron en el pitagorismo posterior otra cuaterna muy
interesante por sus propiedades aritméticas. Se verifica:

12 + 6 1 1_[1 1] 12 8

9 = ———
2 8 2 12 6

Asi 9 es media aritmética entre 12 y 6; 8 es media armonica entre 12 y 6. Y se

verifica 12 x 6=9 x 8, propiedad general de la media aritmética y armdnica.

Como explica Guzman Ozamiz (1986), los pitagéricos no sabian nada de ondas
sonoras y de frecuencias. De hecho, la regla que establece que la frecuencia esta
relacionada con la longitud de la cuerda no fue formulada hasta el siglo XVII, cuando el
franciscano fray Marin Mersenne definié algunas reglas sobre la frecuencia de una cuerda

vibrando.

La razon por la cual encontramos a estos intervalos mas agradables que otros tiene
que ver con la fisica de la cuerda tocada. Cuando una cuerda de 36 cm se rasga, no sélo se
produce una onda de 36 cm, sino que ademas se forman dos ondas de 18 cm, tres de 12,
cuatro de 9, y asi sucesivamente. La cuerda vibra en mitades, tercios, cuartos, etcétera. Y
cada vibracion subsidiaria produce “armoénicos”, estas longitudes de onda producen una

secuencia de armonicos, 1/2, 1/3, 1/4... de la longitud de la cuerda. Los sonidos son mas
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agudos y mucho mas suaves que el sonido de la cuerda completa (llamada “la
fundamental”) y generalmente son los que hacen que los instrumentos musicales suenen
diferentes entre si. Ya que Do y Sol, a una distancia de quinta, comparten muchos de los

mismos armonicos, estos sonidos se mezclan produciendo un resultado agradable.

Siguiendo las explicaciones de Guzman Ozé&miz (1986) el astronomo Tolomeo,
siglo 11 d.C. escribio el tratado de teoria musical llamado “Harmonicos ”. Pensaba que las
leyes matematicas subyacian tanto en los sistemas musicales como en los cuerpos celestes,
y que ciertos modos y aun ciertas notas correspondian a planetas especificos, las distancias
entre estos y sus movimientos. La idea habia sido propuesta por Platon en el mito de la
musica de las esferas, que es la musica no escuchada producida por la revolucion de los
planetas. En su obra, fundamenta mediante axiomas la armonia pitagérica:

1. A los sonidos musicales corresponden nimeros. A los del mismo tono el mismo

namero, a los de distinto tono nimeros distintos.

2. Los nameros correspondientes a sonidos consonantes se comportan entre si
como el numerador y el denominador de las fracciones mas perfectas a/b, que
son aquéllas en que el numerador es multiplo del denominador, a = nb, o bien
aquéllas en que a sobrepasa a b en una parte de b, es decir a=b+b/n, y esta
relacion es tanto mas perfecta cuanto mas simple, es decir cuanto més pequefio
sean.

3. A la octava, como mas perfecta, debe corresponder la relacion 2/1.

De esta forma resulta por pura deduccion l6gica que a la quinta le debe

corresponder 3/2 y a la cuarta 4/3.

3.5. EL QUADRIVIUM

Tambien los fundamentos matematicos de la musica, estudiados y enumerados por
los pitagoricos, constituyeron todos los manuales de mdusica que se elaboraron
posteriormente. Habla Gonzélez Urbaneja (2008) que Boecio en el siglo VI d.C. escribid el
“Tratado sobre la musica”, base de la teoria musical elaborada durante el Medievo en el

Occidente Cristiano. Boecio consideraba la masica una de las ciencias que permitian al
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hombre alcanzar la sabiduria. Por este motivo denominé quadrivium (cuadruple via hacia la
sabiduria) al conjunto de las cuatro ciencias matematicas por excelencia, comprendia la
aritmética “estudio de los nimeros en reposo”, la geometria “las magnitudes en reposo”, la

mausica “los nUmeros en movimiento" y la astronomia “las magnitudes en movimiento™.

Esta division se mantuvo durante la Edad Media por lo que era necesario el estudio
de ambas disciplinas y no es de extrafiar que quien se instruia en matematicas estudiara la
teoria de la musica lo cual no implica que fueran musicos ejecutantes o compositores. El
quadrivium (aritmética, musica, geometria y astronomia) con la adicion del Trivium
(gramatica, retorica y dialéctica), se convirtieron en las siete artes liberales, pero la posicion
de la musica como un subconjunto de matematicas permanecio constante durante la Edad
Media.

Las concepciones estrechas del medioevo junto con las estrictas doctrinas de la
iglesia, el sistema educativo, la falta de aceptacion de los numeros irracionales (los
inconmensurables) crearon una atmdsfera que impedia el desarrollo de la mdsica puesto
que siempre se pretendia respetar esas relaciones. Por lo tanto, la muasica estaba considerada

una parte de las matematicas.

3.6. INTERVALOS Y ESCALAS MUSICALES

Este apartado se ha centrado en las ensefianzas de los trabajos de investigacion
sobre la Acustica de la Musica del Catedréatico de Didactica de las Ciencias Experimentales,
Merino de la Fuente (2008) que define a la musica, en principio, como el arte de combinar
los sonidos en una sucesion temporal. La variedad de tonos que nuestro oido es capaz de
percibir es muy elevada, estando acotada tan sélo por los limites de sensibilidad de nuestro
sentido auditivo. Es preciso elegir ciertas frecuencias o tonos para disponer de un conjunto
de sonidos que permitan la construccién de las melodias, es decir, el musico necesita de las

notas de la escala para componer y ejecutar la musica.
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Una escala es una serie de sonidos que van desde la frecuencia méas baja a la méas
alta siguiendo intervalos de frecuencia definidos. La construccion de la escala musical se
realiza a partir de la existencia de la octava. Esta unidad natural se manifiesta
espontaneamente, y de forma evidente al observar:

» un hombre y una mujer pueden cantar al “unisono” la misma melodia, si bien el

primero lo hace emitiendo tonos méas graves que la segunda.

> una flauta al ser soplada con fuerza, produce un sonido que se parece mucho al

de origen, pero es mas agudo e igual al de otra flauta de longitud mitad.

> este mismo efecto se produce al comparar el sonido de una cuerda que vibra en

toda su extension, con el de la misma cuerda, reducida también a su mitad.

3.6.1. INTERVALOS

Como ya he comentado, se atribuye a Pitagoras la invencion de las restantes
unidades musicales, también Ilamadas intervalos consonantes, pues al sonar
simultaneamente dos notas separadas por algunos de estos intervalos, la abundancia de

batidos es minima y su efecto sobre el oido es agradable, de ahi que se llamen consonantes
(ver el punto 3.4.)
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Ejercicios musicales de Pitagoras. Xilografia de la Theorica Musicae, publicada en 1492. Imagen
extraida del Diccionario de Autores.
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Explica Merino de la Fuente (2008) que el resultado de la superposicion de dos
sonidos simultdneos puede ser consonante o disonante. La experiencia ensefia que la
sensacion producida en el oido no depende de los valores absolutos de las frecuencias de
los sonidos, sino de la relacion entre ellas, por ello, se ha denominado intervalo al cociente
de ambas frecuencias, tomando como numerador la mayor de ellas y como denominador la

correspondiente a la tonica o fundamental.

En la actualidad las notas musicales no se definen a partir de la longitud del objeto
vibrante, sino a partir de la frecuencia de la vibracion de la onda sonora emitida por dicho
objeto. La frecuencia y la longitud de una onda sonora se encuentran vinculadas por medio
de la ecuacion:

f =vil
donde:
f: es la frecuencia expresada en Hertz.
v: es la velocidad del sonido en metros/segundos.

I: es la longitud de la onda en metros.

Dado tres sonidos S1, S2 y S3, de frecuencias f1, f2 y f3, en términos musicales se
considera que el intervalo existente entre S3 y S1 es la suma de los intervalos formados por
S2 'y S1, y por S3 'y S2. Ahora bien, la relacion que cumplen realmente esos intervalos es,
matematicamente:

f3/f1 = f3/f2 x f2/f1
tomando logaritmos resulta:
log f3/f1 = log f3/f2 + log f2/f1

Para conservar el lenguaje de los musicos se deberia de tomar como medida de un
intervalo, el logaritmo de la relacion entre las frecuencias. Se conviene en utilizar
logaritmos en base 10 y, para no operar con decimales, se multiplican por 1000. El
intervalo unidad se llama Savart. El oido humano es incapaz de apreciar como diferentes

dos notas cuya diferencia sea inferior al Savat.
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Dos sonidos de la misma frecuencia tendran de intervalo la unidad, se dice que estan
al unisono (musicalmente el intervalo es nulo, porque su valor es 1000 x logl = 0) y una
persona no es capaz de diferenciarlos. Si el intervalo es igual a 2 se tratara de una octava,
siendo su valor en Savart:

1000 x log2 = 301

Hay que tener en cuenta que cuando dos o mas sonidos son percibidos por el oido
sucesiva o0 simultdneamente, hay en esa percepcion una cualidad que no cambia cuando,
variando de igual manera las frecuencias de los sonidos, no se altera la relacion entre ellas,

es decir, sus intervalos no varian.

Por tanto, dice Merino de la Fuente (2008), en musica quedan definidas todas las
notas por sus intervalos, luego para determinar sus frecuencias basta fijar una de ellas. En el
Congreso Técnico Internacional de Acustica (1953), se adoptd para el LA, una frecuencia
de 440 Hz.

El concepto de consonancia ha evolucionada a lo largo de la historia. En su libro
Merino de la Fuente (2008) cita al matematicos Euler, que en 1739, desarroll6 una teoria de
consonancia basada en la ley pitagdrica, entre mas pequefios sean los nimeros que expresan
la relacion de vibracion de dos notas, éstas seran mas consonantes. Al fisico Tyndall (1820-
1893) que llego a la conclusion de que cuanto mas simple sea la relacién de frecuencias de
dos sonidos, mas consonante seré el intervalo que forman. A Helmholtz (1821-1894) que
explicd la consonancia y disonancia fijandose exclusivamente en la ausencia o no de
batidos, que podrian darse entre los sonidos fundamentales o entre algunos de sus
armonicos. Y los estudios de Békésy y Plomp, sobre la existencia de batidos que pueden
crear una sensacion desagradable, pero no en todas las ocasiones. De tal manera, que si la
frecuencia de un batido es baja, el oido aprecia simplemente un trémolo, no una disonancia.
Por el contrario, dos sonidos cuyas frecuencias difieran lo suficiente como para no producir

pulsaciones audibles, pueden crear, al sonar juntos, una sensacion de aspereza. Al campo de
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frecuencias dentro del que se perciben la sonoridad &spera y los batidos se denomina banda

critica.

3.6.2. ESCALAS MUSICALES

Continuando con Merino de la Fuente (2008), en musica es necesario disponer de
un nimero limitado de sonidos (notas), elegidos de entre las infinitas frecuencias, que han
de cumplir la doble condicién: por un lado la de formar intervalos sencillos con una de
ellas, libremente elegida y denominada tonica y por otro la de que las relaciones de
frecuencia entre dos cualesquiera sean también las mas sencillas posibles. A esta sucesion

de sonidos se le llama escala musical o gama.

La escala musical estd formada por la repeticion ilimitada de la unidad natural por
excelencia: la octava. En la préctica, los limites de la escala estdn condicionados por la
sensibilidad del oido, que es nula por debajo de 20 Hz y por encima de 3500 Hz.

El nimero de notas que componen la octava ha variado segun las diversas culturas,
pero cabe destacar entre otras:
a) La escala pentafonica, caracteristica de la cultura china, asi como de otras
culturas exdticas, incluso algunas europeas.
b) La hepafonica, también llamada diatonica o natural, utilizada desde la Edad
Media en todo el mundo occidental.
c) La dodecafénica o cromatica, que no es sino una ampliacién de la anterior que

proporciona doce notas dentro de la octava.

Las denominaciones DO, RE, MI, FA, SOL, LA, Sl de las notas que componen la
escala diatonica, son las habituales en la notacion musical latina, escribe Merino de la
Fuente (2008) y fueron establecidas por el benedictino Guido D Arezzo (990-1058), a
quien se atribuye la invencion del actual sistema de solfeo. El dio nombre a cada nota a

partir de la primera silaba de su himno a San Juan Bautista.
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La notacion musical basada en el empleo del pentagrama ha sufrido

transformaciones a lo largo de la historia.

En la practica no son suficientes los siete sonidos de la escala natural, pues con
frecuencia es necesario modificar el tono de una melodia, es decir, tomar como nota
fundamental o tonica una distinta del DO, de modo que a partir de ella, subsista la misma
serie de intervalos que define la gama. Para ello es necesario intercalar nuevas notas o

alteraciones, que son:

- Sostenidos (#): son las alteraciones que aumentan la frecuencia de un sonido.

- Bemoles (b): son las alteraciones que disminuyen la frecuencia de un sonido.

3.6.3.MODELOS MATEMATICOS DE AFINACION DE LA ESCALA DIATONICA

Como explica Merino de la Fuente (2008), las escalas europeas contienen siete
notas sin alteracion, no existiendo en rigor ninguna ley fundamental inmutable que
justifique la desigualdad de intervalos existente entre un sonido y otro de la escala. Sea cual
fuere el método a seguir para la eleccién de los intervalos que han de formar las siete notas,

prima por encima de todo el criterio de la maxima consonancia.
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3.6.3.1. LA ESCALA PITAGORICA

Los experimentos de Pitdgoras con el monocordio llevaron a un método de
afinacion con intervalos en razon de enteros conocido como la afinacion pitagérica. La
escala producida por esta afinacion se llamo escala pitagorica diatonica y fue usada durante

muchos afios en el mundo occidental.

La construccion de la escala musical mediante el sistema de afinacion pitagérica
parte del axioma que obliga a cualquier intervalo a expresarse como una combinacion de un
ndmero mayor o menor de quintas perfectas. Partiendo de una nota base se obtienen las
demas notas de una escala diatonica mayor encadenando hasta seis quintas consecutivas por

encima y una por debajo, lo que da lugar a las siete notas de la escala.

Si comenzamos atribuyendo a Do el valor 1, a su quinta que es Sol le correspondera
3/2; la quinta de Sol es Re' (Re de la siguiente octava), que tendra asignado el valor (3/2)% =
9/4; la quinta de Re' es La', de valor (3/2)% = 278; la quinta de La' es Mi" (Mi de la octava
siguiente a la anterior), que le correspondera (3/2)* = 81/16; y la quinta de Mi" es Si", de
valor (3/2)° = 243/32. Se tienen, pues, Do: 1, Sol: 3/2, Re: (9/4)/2 = 9/8, La: (27/8)/2 =
27/16, Mi: (81/16)/4 = 81/64, Si: (243/32)/4 = 243/128. Falta unicamente Fa, que puede
obtenerse de la octava anterior a la de partida razonando asi: como la quinta de Fa de la
octava anterior es Do, tendra asignado el valor 2/3, y Fa de nuestra octava sera 4/3.

Fa <—Do —*Sol —Re —La —+Mi —*Si

Tabla: De frecuencias con respecto a la frecuencia del Do y relaciones de frecuencia entre
los sonidos de la escala pitagorica

DO RE Ml FA SOL LA Sl DO’
fn f 9/8f | 81/64f | 4/3f 32 f 27/16 f | 243/128 f 2 f

fn/fn-1 9/8 9/8 |256/243| 9/8 9/8 9/8 256/243
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Esto proporciona una estructura en la cual hay dos tipos de intervalos:
9/8=1,125
256/243 =1,05349794238683....
estos se denominan tono (T) y hemitono (h). Es de notar que un intervalo formado por dos
hemitonos es menor que un tono
(256/243) x (256/243) = 1,10985791461329...

Se tiene, entonces, una estructura de escala del tipo:
T T h T T T h
compuesta por cinco tonos y dos hemitonos: 5T y 2h, y se repite ciclicamente en las
octavas superiores e inferiores.
DO T RE T MI h FA T SOL T LA T SI h DO

Se observa que la distribucion de tonos y hemitonos es simétrica respecto de la nota
RE:

ThTTThTTHhTTTH hT
RETMIhFATSOLTLATSIhDOTRETMIhFATSOLTLATSIhDOTRE
es decir, que la distribucién de tonos y de semitonos es similar tanto si se asciende como si
se desciende en la escala musical, tomando como punto de partida a la nota RE. Por este
motivo, durante la Edad Media los clérigos componian sus piezas religiosos partiendo de

esta nota.

La estructura tonal del intervalo de quinta es siempre de tres tonos y un hemitono:
3T y 1h. Sin embargo, como consecuencia de la peculiar distribucion tonal de la octava,
encontramos que el intervalo de cuarta puede tener una de las siguientes composiciones
tonales:

> Intervalo de cuarta perfecta: 2T y 1h (no siempre se verifica entre las notas de la

octava, sino también entre los siguientes pares de notas: DO-FA; RE-SOL; MlI-
LA; SOL-DO; LA-RE; SI-MI.

> Intervalo de cuarta aumentada o tritono 3T, entre el par de notas: FA-SI.
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3.6.3.2. LA ESCALA DE ZARLINO.
Recibe también los nombres de escala de Aristdgenes, escala de los fisicos y escala

de la justa entonada.

Este procedimiento para la construccion de la escala, consiste en elegir los sonidos
de la gama diaténica de manera que los intervalos formados por cada sonido con la tonica,

sean aquellos que da la serie de los armonicos.

La escala se genera por encadenamiento de 3 quintas, generando las notas: Fa <—Do
—rSol —Re. Las tres notas que faltan se logran tomando las terceras mayores perfectas
sobre las tres primeras notas: La —*Mi —*Si. Luego se procede igual que en la escala de
Pitagoras, subiendo o bajando la cantidad de octavas que haga falta para que todos los

sonidos se encuadren dentro de una misma octava.

Tabla: De frecuencias con respecto a la frecuencia del Do y relaciones de frecuencia entre
los sonidos de la escala de Zarlino.

DO

RE

Ml

FA

SOL

LA

Sl

DO’

fn

f

9/8 f

5/4 f

4/3 f

32 f

5/3 f

15/8 f

2f

fn/fn-1

9/8

10/9

16/15

9/8

10/9

9/8

16/15

Que la tercera mayor debia corresponder a una relacion 5/4 fue propuesto por

Didymus en el siglo I AC, aunque entonces no era reconocida como una consonancia.

Se observa que la estructura de la escala es mas compleja que la de la escala
pitagdrica, ya que no hay un solo tono sino dos, denominados tono mayor (T) y tono menor
(t). En cambio, se simplifica el intervalo méas pequefio, que pasa a denominarse semitono
(s):

Tts Tt Ts
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La sucesion de un tono mayor y un tono menor forman una tercera mayor exacta, y
si se les agrega un semitono, se obtiene una cuarta. Sin embargo, no todos los intervalos
son perfectos. En efecto, la quinta Re-La corresponde a una proporcion 40/27 =

1,481481..., que difiere de la quinta justa en un una coma pitagorica, es decir, en un 1,25%.

Por otra parte, el cociente entre las relaciones de frecuencia correspondientes a un
tono mayor y un tono menor proporciona otro pequefio intervalo cuyo valor es:
9/8 : 10/8 = 81/80

Dicho intervalo se llama coma y se considera como el mas pequefio que puede
percibirse en la practica musical, siendo apreciado sélo por oidos muy ejercitados. Por este
motivo a los tonos mayor y menor se les da indistintamente el nombre de tono, quedando

asi formada la escala por dos tonos, un semitono mayor, tres tonos y un semitono mayor.

Las escalas de los arménicos y de las quintas son las que aseguran para los distintos
intervalos la maxima consonancia posible. Esto significa que cuando suenan
simultaneamente dos notas separadas por un intervalo de quinta, cuarta menor, tercera
mayor o menor (intervalos consonantes) la sensacion producida tiene el mayor nivel de

consonancia.

Existe un grave problema en el momento que se quiera hacer uso de estas escalas
formadas por intervalos cuyas razones de frecuencias son numeros enteros. Se puede
comprobar mediante un dispositivo informatico ascendiendo y descendiendo con estos
intervalos perfectos estariamos desviandonos continuamente de cualquier escala fija. Esta
dificultad puede salvarse si el pasaje se interpreta con instrumentos de entonacion libre
(violin, viola, trombdn, voz humana, etc.), puesto que pueden producir sonidos de cualquier
frecuencia. No ocurre lo mismo con instrumentos de entonacion fija (piano, érgano, arpa,

etc.), puesto que estan afinados para determinadas frecuencias solamente.
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3.6.3.3. LA ESCALA TEMPERADA

La escala temperada es una formula transaccion entre las escalas de Aristdgenes y
de Pitagoras por una parte, y la comodidad y las posibilidades manuales de los musicos por
otra, lo que permite salvar las dificultades que ofrecen ambas escalas de intervalos

perfectos.

Desde siempre, las dificultades emanadas del empleo de los intervalos perfectos a la
hora de hacer musica eran sobradamente conocidas desde la Edad Media, escribe Merino de
la Fuente (2008), y se tiene constancia de que en el siglo XV el organista Bartolomé Ramos
de Pareja y mas tarde, en el siglo XVI, Francisco de Salinas afinaban sus instrumentos por
el procedimiento de las quintas desafinadas ligeramente a la baja y por igual todas ellas, de
forma que diluian el efecto adverso que de otra forma se concentraba en la temida “quinta
del lobo”. La ligera desafinacion a penas se notaba y el efecto general conseguido era

bueno.

Mas tarde, ya en pleno siglo XVII, Juan Sebastian Bach fue un decidido impulsor de
este modo de afinacion que entre otras ventajas, permite interpretar con un mismo
instrumento de tecla todo tipo de composiciones, cualquiera que sea su tonalidad, con un
grado de afinacion satisfactorio. Como colofon al empefio, compuso la coleccion “El clave
bien Temperado” que incluye veinticuatro melodias en todas las tonalidades y modos

posibles.

Tras varias tentativas, continua Merino de la Fuente (2008), el procedimiento
adoptado actualmente para la afinacion de la escala Temperada o Templada es el del
aleman Ernest Chladni. Consiste en establecer un intervalo constante, llamado semitono,
que constituye la unida minima de la escala cromética temperada. Su valor es:

2112 = 1,0594631.

En la escala temperada, la octava se divide en doce intervalos en los cuales la razon

de frecuencias es:
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1, f, f2, f31 f4, f51 f6, f7, f8, f9’ flO, fll, f12

12
de lo que se deduce f2=2, 0 f=2""?de donde f V2 - 1,059...
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Si bien la escala temperada no contiene intervalos perfectos, resulta mas regular
frente a las de Aristdgenes y Pitdgoras. La afinacion temperada da una excelente
aproximacion a los intervalos perfectos, siendo esta aproximacion la misma en todas las

tonalidades.

En definitiva, con la afinacion temperada se consigue que todas las tonalidades

estén afinadas (o si se prefiere, desafinadas) por igual.

Tabla: De los valores asignados a cada nota y sus frecuencias

NOTA VALOR EN [1,2] | FRECUENCIA (Hz)
DO 1 261,6256
DO# = RE b 1,059463094 277,1826
RE 1,122462048 293,6648

RE# = MI b 1,189207115 311,127
M 1,25992105 329,6276

FA 1,334839854 349,2282

FA# =SOL b 1,414213562 369,9944
soL 1,498307077 391,9954
SOL#=LAb 1,5874011 415,3047
LA 1,68179283 440
LA#=SIb 1,781797436 466,1638
SI 1,887748625 493,8833
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En nuestros dias también se utiliza el denominado temperamento de Holden. La
Gran Enciclopedia Larousse, nos muestra a William Holder (1614-1697) como tedrico
musical ingles, que publico un tratado sobre las bases y los principios de la armonia (1693)
en el que proponia una division de la octava en 53 partes, notas o comas, de esta forma un

tono contiene 9 comas, el semitono cromatico 5 y el diatonico 4.

El sistema utilizado por Holder no es mas que una adaptacion del sistema Pitagorico
y, de hecho, cuando se compara ambos sistemas dan resultados practicamente iguales. En el
temperamento de Holder, si nos quedamos con las notas mas habituales, 7 notas naturales,
5 notas con sostenido y 5 notas con un bemol, la distribucion que se obtiene es
practicamente la misma que en la afinacién pitagorica:
A e o T e

-\ v é"\"

| D' | Re’ |4 a* | Sol La® 1 "d

El mayor inconveniente practico de este sistema es que 53 notas por octava resulta

un numero excesivamente grande.

La teoria musical considera tonales los intervalos de primera —unisono-, cuarta,
quinta y octava y modales los de segunda, tercera, sexta y séptima. Los intervalos tonales
tienen un solo valor justo; los modales tienen un valor mayor y otro menor, propios de la
modalidad en la que se encuentran. Todos los intervalos pueden ser, demas, aumentados o

disminuidos.

=2 T2 9 B9 B9 B9 D O

U m2 M2 m3 M3 P4 TT P5 me M& m7 M7 PB

Intervalos armonicos, mostrados sobre el pentagrama a partir de la nota do.
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Significado de la nomenclatura utilizada y distancia de cada intervalo en tonos y
semitonos:

U = unisono (dos notas iguales)

m2 = de segunda menor (1st)

M2 = de segunda mayor (1T)

m3 = de tercera menor (1T 1st)

M3 = de tercera mayor (2T)

P4 = de cuarta justa o perfecta (2T 1st)

TT = de cuarta aumentada o tritono (2T 2st)

P5 = de quinta justa o perfecta (3T 1st)

m6 = de sexta menor (3T 2st)

M6 = de sexta mayor (4T 1st)

m7 = de séptima menor (4T 2st)

M7 = de séptima mayor (5T 1st)

P8 = de octava justa o perfecta (5T 2st)

Distancia en tonos
Intervalo |1/2 | 1 |1-1/2| 2 | 2-1/2 '3 3-1/2 | 4 |4-1/2 |5 |5-1/2 | 6
28 2m 2M | 2A
32 3d | 3m 3M| 3A
43 4d 4) 4A
52 5d 5J |5A
62 6d 6m 6M 6A
78 7d Tm| 7TM 7A
g2 8d 8]

o Horizontalmente se indica la distancia entre los sonidos.
o Verticalmente se indican los intervalos.
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3.7. LA GEOMETRIA EN LA MUSICA

Una transformacion geométrica en el plano hace corresponder a una figura otra
figura de igual forma y tamafio. Una homotecia en el plano hace corresponder a una figura
otra de igual forma pero de distinto tamafio, tanto mayor como menor. (La homotecia

podemos definirla como un cambio de escala).

Las transformaciones se pueden Ilamar movimientos en el plano y son de tres tipos:

- Traslaciones: es un movimiento directo, se conserva la forma, el tamafio y la
orientacion pero la figura esta desplazada de lugar segun una direccion dada
(horizontales y verticales),

- Giros (Rotaciones): es un movimiento directo, conserva la orientacion. La figura
resultante esta girada segun a un angulo de giro: 90°, 180°....

- Simetrias axiales (Reflexiones): respecto a un eje, es un movimiento inverso, no
conservan la orientacion.

Otro movimiento mas seria un deslizamiento que es una composicién de una

simetria axial con una traslacion en la direccion del eje de simetria

Las transformaciones geométricas que en matematicas conservan la forma de una
figura, en musica se corresponden con transformaciones que conservan los intervalos (en el
caso de los movimientos) o que conservan la proporcion entre ellos (en el caso de las
homotecias). En casi cualquier composicidn se pueden encontrar ejemplos de este tipo de
transformaciones. Esto no quiere decir que el compositor sea consciente de estar realizando
una “transformacioén geométrica”, pero su oido y su experiencia le indican que conservar
los intervalos o sus proporciones es una excelente forma de familiarizar al oyente con el

motivo musical sin que este tenga que ser repetido exactamente.

e Simetrias en la musica: Reflexiones (4 ejemplos)
- Simetria en la altura de la melodia por medio de un eje vertical: es una

reflexién horizontal
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- Simetria vertical de la altura de un acorde: La simetria se realiza respecto de
la nota LA

- Simetria del ritmo en el tiempo:
A tempo - accel - decel - a tempo

- Simetria de la intensidad del sonido en el tiempo
Piano - Forte — Piano

Reflexidn de la alfura en la melodia

Reflexicn de lo altura en el acorde

H. 1 s piad (4,81 I EIE
) 1
. —

Reflexidn del Fitma en el tiempa
[
Reflexidn de la intersidad en &l tiempe
pEfEp
e Ejemplos de una rotacion y otro tipo de reflexion (inversion).
- Giro o rotacién respecto a SI. Se mantienen los intervalos en orden inversa
por ser un giro:
RE - MIb - RE « SOL - FA# - SOL
121 12 GIRO 12|  1/2¢
- Reflexion (simetria respecto a la nota SOL, en clave de FA).Se mantienen

los intervalos en el mismo orden pero con distinto sentido por ser una

reflexion:
LA - SOL - FA - Ml — SOL FA - SOL - LA - Sib* - SOL
1) 1) 120 1%1 11 11 121t 1%

*Nota: Fuga n® 6 en Re menor de J. S. Bach (el SI es bemol)

Rosa Marina Blazquez Lozano Pagina - 29 -



Trabajo de Fin de Grado: Musica y Matematicas

Rotacian de lo altwra en el tiempo

gr’!'.-. 41—
e ——— -

Vo
:..F--! | LJ_.--._,. &
s s
:f'E:':- = . 4
e Y TRERE .
T D AR =
® e

A Altwra

Ejempeo & inversion meliodica ¢ la Fuga & en Be Menor,

de] Clave bien remperan (1722 de Johann Sehastian Bach

e Ejemplos de una reflexion desplazada y dos tipos de reflexion con homotecia:
- Un desplazamiento con simetria horizontal
DOMISOLMI — DOMISOLMI — DO MISOLMI
(una traslacion 3 veces)
DO MI SOL MI DO Ml SOL MI DO MI SOL MI DO

(una reflexion respecto a la nota SOL)

- Reflexion con homotecia en la duracion(disminucion del tempo)
DO RE MI FA SOL FA MI RE DO

(negras) (corcheas)
- Reflexion con homotecia en la compresion del sonido
FA~ SOL LA SI DO# DOb SI SIb LA
11 11 11 1 120 12) 12) 172}
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Traslacidn { frensperte) y reflexidn de la altura &n el tiempo

F o oamtm "

-
HE =

Reflexidn con homotecia en la duracidon (disminucién)

fa
% dlr_!_. ll‘ I )
el — L i [ -

. || |
E ‘r ||1| lr. 1

.

3.8. SERIE FIBONACCI

Los nimeros de la llamada serie de Fibonacci (sobrenombre de Leonardo de Pisa -
en abreviacion de filius Bonacci, 1170-1250), escribe Lluis-Puebla (1998), son elementos
de una serie infinita. EI primer nimero de esta serie es 1, y cada nimero subsecuente es la
suma de los dos anteriores. Como el primero es 1 y antes no hay nada, el segundo es 1, el
tercero 1+1, el cuarto es 1+2, y asi sucesivamente, el 21=13 + 8; el siguiente a 34 sera 34 +
21 = 55, es decir, la sucesion dada por la formula u;=u;=1 y U,=Un.1+U,-2 para N mayor o
igual que 2:

1,1,2,3,5,8,13, 21, 34,55, 89, 144, 233, 377,... ...

Cada numero a partir del tercero, se obtiene sumando los dos que le preceden.
Dividamos dos términos consecutivos de la sucesion, siempre el mayor entre el menor y
veamos lo que obtenemos: 1:1=1;2:1=2;3:2=15;5:3=1"66666666; 8 :5 =16;
.... Al tomar mas términos de la sucesion y hacer su cociente nos acercamos al nimero de
oro: 1,61803....

En su trabajo Tiburcio Solis (2002) explica que la razén entre dos elementos

subyacentes de la serie lleva a converger al decimal 0.618..., y sus reciprocos al decimal
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1.61803... La proporcion de estas razones, sea en fraccion o en decimal, es considerada por
muchos como atractiva a la vista, balanceada y bella, y es nombrada proporcion (seccion)
aurea. 13 : 8 = 1°625; 21 :13 = 1'6153846....; 34 :21 = 1°6190476....; 55 :34 =
1°6176471....; 89 :55 =1"6181818....

Por su atractiva estética la proporcion aurea se usa ampliamente en el arte y en la
arquitectura. Muchos elementos de la naturaleza se desarrollan en esta proporcion, las
vueltas del caracol, los cuernos del cimarron, la forma en que nacen las ramas y hojas de
ciertas plantas, etcétera. Las superficies se dividen para obtener la proporcion aurea, dando
lugar a una composicién bella y balanceada. Los nimeros de la serie se utilizan porque es
una manera facil de lograr la proporcién aurea. Pero no s6lo es agradable a la vista sino al

oido.

Un violin, por ejemplo, puede separar hasta un tercio de tono. El oido humano sano
y entrenado distingue hasta trescientos sonidos por octava. Como un ejemplo conocido y no
discutido tenemos a la escala atemperada o templada. Esta es una escala logaritmica. Se
cre6 muy poco tiempo después de que los logaritmos pasaran al patrimonio de la
matematica. La octava atemperada esta basada en este nimero irracional tiene infinitos
decimales, pero la afinacién se hace redondeando las cifras de las frecuencias a uno o dos
decimales. De cualquier manera, el error tonal total cometido no es superior al doceavo de
tono y el oido humano no lo nota. La uniformidad de la separacion de las notas y la
coincidencia de bemoles y sostenidos permite comenzar una melodia por cualquier nota sin
que se produzcan las desagradables disonancias de la escala diatonica y la escala fisica. De
la misma manera se actta con la distribucion de tiempos o la altura de los tonos usando el

nlmero aureo; con una aproximacion racional que resulte practica.

No se sabe si el uso de la serie es intencional o, de manera intuitiva, tal vez el
compositor la usa sin saber, s6lo porque se oye bien. Por ejemplo, Beethoven no sélo la
emplea en el tema de su Quinta Sinfonia, sino ademas en la forma en que incluye este tema

en el transcurso de la obra, separado por un numero de compases que pertenece a la serie.
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Otro ejemplo lo encontramos en la sonata n°® 1 de Mozart para piano subdivide su
primer movimiento en 38 y 62 compases. El cociente, 62/38 = 1,6315, difiere en menos de
un 1% de la proporcién aurea. Lo mismo puede decirse de su segundo movimiento, que con
28 y 46 compases en sus dos secciones principales arrojan una proporcion 46/28 = 1,6428.
La sonata n°® 2 subdivide el primer movimiento en 56 y 88 compases, cuyo cociente es
88/56 = 1,5714, también bastante proximo a la relacion &urea.

3.9. LA COMPOSICION

Para Tiburcio Solis (2002), otro aspecto interesante de la relacion entre musica y
matematicas es la composicion. Una composicién musical consiste en secuencias de una
gran cantidad de sonidos que transcurren en el tiempo, esto nos permite utilizar las técnicas
de la teoria de las probabilidades y la estadistica que posibilita asociar a las caracteristicas
fisicas del sonido a un conjunto de variables aleatorias ligadas a un conjunto de funciones
de densidad de probabilidad.

Algunas composiciones son el resultado de reglas y conceptos como probabilidad
aplicada a juegos de azar, modelos estadisticos, el movimiento browniano, el ruido blanco o
masica estocastica entre otros. También se puede generar musica por medio de

computadoras programadas con ciertas reglas.

Continuando con Tiburcio Solis (2002), uno de los primeros intentos data de
alrededor del afio 1026, cuando Guido de Arezzo desarrollé una técnica para componer una
melodia asociando sonidos a las vocales de un texto de tal forma que la melodia variaba de
acuerdo al contenido de vocales del texto. Abundan también los procedimientos de
composiciones basados en proporciones. Un exponente de este método fue Guillaume
Dufay (1400-1474), quien derivo el tempo de sus motetes de una catedral florentina
utilizando la antes mencionada seccion aurea (1:1,618). También fue de los primeros en
utilizar las transformaciones geométricas en forma deliberada en su musica. EIl uso de
secuencias ritmicas como una técnica formal se utilizd entre los afios 1300 - 1450 vy el

musico G. Machault lo utilizé en algunos motetes.
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3.9.1. JUEGO DE DATOS DE W. A. MOZART

Tiburcio Solis (2002) nos explica, como Wolfgang Amadeus Mozart (1756-1791)
compuso la obra Musikalisches Wurfelspiel, que es una creacién artistica en la que el
ingenio del musico lo llevd a componer no una pieza para piano sino un generador de
valses. Esto es, la obra no contiene una partitura para un pequefio vals de 16 compases sino
que tiene un sistema que, apoyado en el azar, puede generar un nimero mucho muy grande

de valses diferentes de 16 compases cada uno.

Se deduce que haciendo la observacion de que la distribucion probabilistica para la
suma de las caras de dos dados lanzados al azar, suma = 2 s6lo cuando en ambas caras
aparece el nimero 1, esto es (1,1) y la suma = 3 cuando (1,2) o bien (2,1), y asi las demas,

como la suma =9 cuando: (3,6) o (4,5) o (5,4) o (6,3). EI numero total de pares (x,y) = 36.

Dados | 1 | 2 | 3 4 5 6
1 2 3|4 5 6 7
2 31415 6 7 8
3 4 1516 7 8 9
4 5,16 |7 8 9 | 10
5 6 | 7 | 8 9 10 | 11
6 71891 | 11 | 12

Las referidas probabilidades de la suma son:

Prob (2) | = | 1/36 | = | Prob (12)
Prob (3) | = | 2/36 | = | Prob (11)
Prob (4) | = | 3/36 | = | Prob (10)
Prob (5) | = | 4/36 | = | Prob (9)
Prob (6) | = | 5/36 | = | Prob (8)
Prob (7) | = | 6/36 | = | Prob (7)

Por tanto, sigue Tiburcio Solis (2002) este experimento depende de dos variables

aleatorias una asociada al primer dado y otra asociada al segundo. Mozart en 1777, uso el
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lanzamiento de dados para hacer un vals de 16 compases que tituld “Juego de dados
musical para escribir valses con ayuda de dos dados sin ser musico ni saber nada de

composicion”

Cada vals consta de dos partes un minueto y un trio y cada uno de ellos tendra 16
compases. Mozart compone 176 compases para los minuetos y 96 compases para los trios.
Estos compases estan sueltos. El juego descrito por Mozart se basa en componer cada vals

escogiendo algunos de estos compases.

TABLE de MUSIQUE. . 3.
v ,_ T
; *——pﬁr«ﬁgﬁr‘—:ﬁu—&—' = e
A — e = W H=

(Tiburcio Solis (2002), transcripcion de 48 compases de los 176)
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Para hacer esta eleccion Mozart nos dejo dos tablas. La primera es para escribir los
minuetos y la segunda tabla es para componer los trios. Las columnas estan numeradas en
romano, son 16, e indican el nimero de orden del compas. Las filas en la primera tabla se
numeran de 2 a 12, que indican los 11 resultados posibles de lanzar dos dados. Las filas en

la segunda tabla se numeran de 1 a 6 e indican los resultados posibles de lanzar un dado.

Las tablas son las siguientes:

Minueto

12,3456 789101112 1314 15 16
2 196 |22 141 41 105122/ 11 |30 |70 12126 | 9 (112/49 109, 14
3132 6 128 63 (146/46 (13481 11739 [126|56 [174|18 |116| 83
4 16995158 13 [153|55 [110(24 |66 (139|15 [132| 73 |58 [145| 79
5140|17113/85 161 2 159100/90 (176| 7 |34 |67 (16052 |170
6 [148| 74 /163/45 80 97 |36 107|25 [143|64 125/ 76 136/ 1 | 93
7 10415727 |167/154, 68 118/ 91 (138| 71 (150|29 [101162| 23 | 151
8 15260 17153 |99 [133|21 (127|16 [155|57 [175|43 |168 89 172
9 11984 11450 140 86 169 94 [120/88 |48 [166|51 115/ 72 | 111
10|98 (14242 156| 75 |129| 62 |123|65 | 77 |19 |82 137,38 149, 8
11| 3 |87 |165|61 13547 14733 |102| 4 |31 164/144 59 173| 78
12|54 130/ 10 103|28 | 37 |106| 5 | 35|20 108/ 92 |12 12444 131

Cada minueto de Mozart estd formado de dos partes. Primero se interpretan 8

compases, se repiten y después se interpretan los 8 siguientes también con repeticion.

Todos los compases que estan situados en la columna octava, por ejemplo 5, 24, 30,

33,..., tienen dos versiones una para hacer la repeticion y otra para continuar.
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http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M101.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M162.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M23.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M151.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M152.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M60.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M171.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M53.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M99.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M133.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M21.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M127.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M16.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M155.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M57.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M175.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M43.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M168.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M89.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M172.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M119.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M84.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M114.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M50.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M140.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M86.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M169.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M94.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M120.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M88.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M48.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M166.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M51.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M115.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M72.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M111.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M98.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M142.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M42.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M156.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M75.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M129.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M62.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M123.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M65.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M77.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M19.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M82.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M137.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M38.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M149.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M8.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M3.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M87.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M165.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M61.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M135.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M47.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M147.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M33.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M102.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M4.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M31.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M164.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M144.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M59.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M173.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M78.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M54.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M130.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M10.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M103.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M28.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M37.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M106.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M5.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M35.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M20.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M108.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M92.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M12.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M124.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M44.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/M131.mid
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Trio

123456 78 9101112131415/16
1/72|6 592581/41:89(13]36| 5 46(7/9/30/95/19| 66
25682427414, 7 |26(71/7620/64/84| 8 35/47|88
3[7539554 1 65/43(1580| 9 34/93/48/69/58/90 21
4140[73(16/6829/55| 2 6122/6749[7757/8733| 10
583| 3 28/5337|1744(7063/8532/96/12]23 50| 91
618456238/ 4 |2752/94/11/9224/8651/60/78| 31

El método funciona porque los compases correspondientes a la misma columna son
variaciones sobre una misma base armonica, por eso el resultado sera armonicamente
coherente. Se utiliza una escala de siete sonidos correspondientes a siete grados, los que
mas se utilizan son el primer grado (I), el quinto grado (V) y el cuarto grado (IV) que en
una escala de DO mayor corresponderian al Do, Sol y Fa y a los acordes que se construyen

sobre ellos.

Todas las obras de Mozart han sido catalogadas por su nimero Kochel y esta obra
en particular, Musikalisches Wiirfelspiel es la K. 294 (Anh.C), asi que ha sido propuesto
que cada realizacion pudiera tener un nimero particular Kéchel que la identifique. Es
relativamente simple hacer una extension con 16 “digitos” utilizando un sistema de base 11,
por ejemplo, los “digitos” 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9 y A. La correspondencia entre la suma
de los dados y cada uno de los 16 compases representaria a la suma igual a 2 con “0”, la
suma igual a 3 con “1” y finalmente la suma igual a 12 con “A”. Asi la partitura mas

probable tendria el nimero Kdchel, K. 294.5555555555555555.

Por ejemplo la versidn que se generaria con 16 lanzamientos de dos dados de sumas
(4,12,11,6,7,7,11,8,3,5,4,8, 2,12, 10, 7),seria K 294. 2A94559613260A85.
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http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T72.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T6.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T59.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T25.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T81.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T41.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T89.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T13.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T36.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T5.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T46.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T79.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T30.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T95.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T19.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T66.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T56.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T82.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T42.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T74.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T14.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T7.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T26.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T71.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T76.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T20.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T64.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T84.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T8.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T35.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T47.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T88.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T75.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T39.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T54.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T1.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T65.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T43.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T15.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T80.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T9.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T34.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T93.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T48.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T69.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T58.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T90.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T21.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T40.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T73.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T16.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T68.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T29.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T55.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T2.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T61.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T22.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T67.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T49.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T77.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T57.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T87.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T33.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T10.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T83.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T3.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T28.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T53.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T37.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T17.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T44.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T70.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T63.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T85.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T32.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T96.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T12.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T23.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T50.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T91.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T18.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T45.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T62.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T38.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T4.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T27.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T52.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T94.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T11.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T92.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T24.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T86.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T51.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T60.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T78.mid
http://www.anarkasis.net/pitagoras/100_composicion_combinacion/midis/T31.mid
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3.9.2. IANNIS XENAKIS
Segln Vlashi & Cruz Araujo (nd), lannis Xenakis (1922-2001), fue un compositor,

arquitecto y matematico, que aplicé sistematicamente las matematicas en la composicion.

En su obra podemos encontrar piezas cuyos principios compositivos se basan en la teoria de

probabilidades, en las cadenas de Markov, en la teoria de juegos, en principios geométricos

y en otras ramas de las matematicas. Pionero de la mdsica electronica. Funda un

laboratorio, el CEMAMu, en que estudia la aplicacion de la informatica a la masica.

Se sentia ajeno a dos de las corrientes musicales mas importantes del S. XX:

El serialismo, abanderado por Pierre Boulez, contra el que reacciona por su
enorme complejidad que impide al oyente seguir el entramado de las lineas. Esta
corriente proponia el uso de una serie de sonidos, normalmente los doce sonidos
gue Se encuentran en una octava, sin que se pudiera repetir una sola nota hasta
no haber aparecido los doce sonidos. Los representantes mas importantes de esta
técnica son Arnold Schonberg, Anton Webern y Alban Berg aungue tuvieron
nUMerosos seguidores.

El indeterminismo (o musica casual, o postserialismo), personalizado en John
Cage, insistio en la filosofia de que todos los sonidos son esencialmente musica
y en la importancia de focalizar la atencion y la invencién como esenciales al
arte. Xenakis califica este movimiento como sonidos tocados libre y
aleatoriamente, y que no transmiten ningun significado estético musical al

oyente.

La respuesta a los problemas estéticos de ambas tendencias viene dada por las

Matematicas. Introduce sobre todo la probabilidad en el mundo de la composicion. A pesar

de la excesiva formalizacién del proceso compositivo logra dotar a su obra de gran

expresividad.

Continuando con Vlashi & Cruz Araujo (nd), Xenakis tenia preferencia por los

grandes bloques de sonido. Al buscar un tipo de causalidad apropiada para los efectos
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sonoros en masa comenzé a aplicar a su musica las teorias de la Probabilidad matemaética,
especialmente “La ley de los grandes nimeros”, formulada por el matematico Jacques
Bernoulli en el S. XVIII. Esta ley viene a decir que cuanto mas aumente el nimero de
ocasiones en las que se produce un hecho casual (aleatorio) mas posibilidades habra de qué
el resultado se encamine hacia un fin determinado. Usando dicha ley, definié la musica
estocastica como masica indeterminada en sus detalles pero que sin embargo se dirige hacia
un final definido. La palabra estocastica proviene del griego “tendencia hacia una meta”
Las matematicas las utiliza como una herramienta y cuando traslada los calculos a unas
indicaciones musicales concretas los ajusta con el fin de obtener los resultados musicales
previamente prefijados. Los principios formales de la musica, tales como la altura, la

duracion y el instante de comienzo de cada sonido son controlados estadisticamente.

Xenakis encuentra tres puntos de inflexion para componer musica estocastica:

- Intenta reproducir sonidos y estructuras propias de la naturaleza. Asi la musica
es concebida como el medio mas idoneo para reflejar la realidad universal.

- El hombre siempre ha intentado determinar la naturaleza mediante reglas
universales; el uso de estas reglas se hace necesario a la hora de componer
musica. Se acude a las leyes de Poisson y Gauss, (la teoria cinética de gases),
que postula que toda alteracion, movimiento o alternancia en el espacio y tiempo
se puede medir y acaso prever segun la posibilidad de calculo de probabilidades.
No hay més que aplicar estas reglas sobre los timbres y estructuras tonales para
que sea el principio de incertidumbre el que guie toda composicion musical. El
resultado es una musica libre, liberada de la determinacion serial.

- Solo la intencionalidad del autor pueden medir el valor de una obra.

Dos aspectos influyeron decisivamente al desarrollo de la musica estocéastica y en
particular a la proyeccion creativa de Xenakis:
- Su visién arquitectonica

- El desarrollo de la tecnologia computacional.
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Dos tipos de escritura musical son usados por el compositor de forma recurrente:

- Los glissando: si en geometria la linea recta es la forma espacial mas bésica, en
musica lo seran los glissandos, que son variaciones constantes y continuas de
alturas de sonido. Estas estructuras sonoras mas tarde las llevard a la
arquitectura.

- El Pizzicato: que intenta asemejar al movimiento de las moléculas de gas.

Un aspecto de importancia capital para el desarrollo de la musica estocastica fue el
auge de la computacion. El uso de sofisticadas computadoras, permitia al compositor el
poder preocuparse de aspectos estéticos, ya que todos los complicados y fatigosos calculos
algebraicos y probabilisticos que determinaban el desarrollo de la composicion, eran

relegados y resueltos por el ordenador.

Tiburcio Solis (2002) relaciona algunas de las leyes de la probabilidad, y otros

campos matematicos que uso en algunas de sus obras:

Distribucion aleatoria de puntos en un plano: Diamorphoses
- Ley de Maxwell-Boltzmann : Pithoprakta

- Restricciones minimas: Achorripsis

- Cadenas de Markov: Analogicas

- Distribucion de Gauss: ST/10,Atrés

- Teoria de juegos: Duel, Stratégie

- Teoria de grupos: Nomos alpha

- Teoria de conjuntos y algebra booleana: Henna, Eona.

Otro de los campos matematicos en los que el compositor se ha movido, incluyendo
nuevas definiciones para la composicion musical, es la Teoria de Conjuntos, pero

incomprensible para la mayoria de los compositores que han decidido estudiarla o imitarla.
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4. CONEXIONES CURRICULARES: AREAS DE TRABAJO

La Ley Orgénica 2/2006, de 3 de mayo, de Educacidn, en su articulo 6.2, establece
que corresponde al Gobierno fijar las ensefianzas minimas a las que se refiere la Ley

Organica 8/1985, de 3 de junio, reguladora del Derecho a la Educacion.

El Gobierno mediante el REAL DECRETO 1513/2006, de 7 de diciembre,
establecid las ensefianzas minimas de la Educacion primaria. Las ensefianzas minimas son
los aspectos basicos del curriculo en relacidén con los objetivos, las competencias basicas,
los contenidos y los criterios de evaluacion. La finalidad de las ensefianzas minimas es
asegurar una formacién comdn a todos los alumnos y alumnas dentro del sistema educativo
espafiol, garantizar la validez de los titulos correspondientes y la continuidad, progresion y
coherencia del aprendizaje en caso de movilidad geogréfica del alumnado. Las areas de la
Educacién primaria que se imparten en todos los ciclos de esta etapa son las siguientes:

» Conocimiento del medio natural, social y cultural.

Educacion artistica (Plastica y Musica).
Educacion fisica.
Lengua castellana y literatura y, si la hubiere, lengua cooficial y literatura.

Lengua extranjera.

YV V. V VYV V

Matematicas.

Asimismo, el presente Real Decreto fija los aspectos basicos del curriculo -
conjunto de objetivos, competencias basicas, contenidos, métodos pedagdgicos Y criterios
de evaluacion de esta etapa educativa -, estableciendo las distintas administraciones

educativas dicho curriculo que desarrollaran y completaran los centros docentes.

Por tanto, corresponde a la Comunidad de Castilla y Ledn, de conformidad con las
competencias atribuidas en el articulo 35.1 de su Estatuto de Autonomia de Castilla y Leon,
establecer el curriculo propio de la educacion primaria para su aplicacion en los centros que

pertenecen a su ambito de gestion.
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El Decreto 40/2007, de 3 de mayo, establece el Curriculo de la Educacion Primaria
en la Comunidad de Castilla y Ledn, fijando los objetivos, los contenidos y los criterios de
evaluacion correspondientes al conjunto de la etapa y a cada una de las areas que la

integran o configuran.

Se establece, entre otros, que el &rea de Educacion Artistica contribuira al desarrollo

de las competencias basicas de matematicas en Educacion Primaria y viceversa.

La expresion artistica, en cuanto a la competencia matematica, utiliza la I6gica vy el
razonamiento, las numerosas clasificaciones atendiendo a los mas diversos criterios, los
numeros y medidas, tanto en el &mbito musical, con las medidas de tiempo expresadas en
diversos conceptos de la métrica, como en el campo plastico y visual, donde los aspectos
matematicos forman parte de sus contenidos. Sin embargo la peculiar aportacion que es
especifica de esta area se refiere al desarrollo creativo que el arte representa por derecho
propio. La resolucion de problemas comporta una dimension creativa considerable para
permitir encontrar soluciones nuevas y desconocidas a los problemas que las matematicas

plantean.

Las Matemaéticas contribuyen a la competencia cultural y artistica desde la
consideracién del conocimiento matematico como contribucion al desarrollo cultural de la
humanidad. Asi mismo, el reconocimiento de las relaciones y formas geométricas ayuda en

el analisis de determinadas producciones artisticas.

Apoyando una vision interdisciplinar de las matematicas y la mausica, se
estableceran similitudes con la realidad que se vive, se acercara a la cotidianidad de la vida,

se mostrard mas Util, practica, dinamica, y por encima de todo, se presentara motivadora.

La ensefianza, de los contenidos de estas areas en esta etapa, se ha organizado en

distintos bloques:
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EDUCACION ARTISTICA ]
. MATEMATICAS
(MUSICA)
1. Ndmeros y operaciones.
1. Escucha. 2. Lamedida: estimulacion y calculo de
magnitudes.
3. Geometria.
2. Interpretacion y creacion musical. |4, Tratamiento de la informacion, azar y
probabilidad.

El canto, el baile o la audicion son actividades a priori motivadoras y que sin duda

contienen relaciones musico-matematico faciles de entender.

Canto
Lectura musical: cuando cantamos siguiendo una partitura se ponen en juego
multitud de elementos y conceptos como los relacionados con el compas, relaciones de

proporcion, altura y duracién.

Danza y Movimiento
Orientacion espacial: la organizacion en el espacio es pieza clave para el trabajo

tanto musical como matematico.

Geometria: se trazan formas en el espacio y con el cuerpo encontrando asi

coincidencias con conceptos matematicos.

Audicién

Se ejercita la discriminacién auditiva implicando el analisis de elementos fisicos y
matematicos: las cualidades del sonido o las distancias entre notas (intervalos, acordes,
fendmeno fisico armadnico), son hechos sonoros que admiten un estudio méas profundo que
el meramente sensitivo. Hablamos por tanto de altura: frecuencia (Hercios), intensidad
(Decibelios), duracion: figuras y su relacion espacio- tiempo, y timbre: caracteristicas de la

onda sonora.

Rosa Marina Blazquez Lozano Pagina - 43 -



Trabajo de Fin de Grado: Musica y Matematicas

Practica instrumental

Supone, como en el canto, la puesta en practica del lenguaje musical, reforzar
conceptos como lateralidad, orientacion y coordinacion. También se practica la
improvisacion y la experimentacion sonora, hechos y conceptos muy relacionados con la

probabilidad o el azar (musica aleatoria).

Musica y cultura
El estudio de las aportaciones de ciertos matematicos y musicos al mundo de la
cultura implica el acercamiento a estas disciplinas desde otro punto de vista, como ya

hemos visto.

5. CONCLUSION

En este trabajo se ha estudiado e investigado alguna de las muchas conexiones que
existen en Mdusica y Matematicas, aplicando conocimientos de conceptos matematicos de
Educacién Primaria a la Estética y a la Composicion Musical. Se ha intentado huir de otros
estudios avanzados que describen las estructuras musicales utilizando conceptos mas
complejos con campos vectoriales, funciones, combinatoria, integrales, formulas de

densidad de probabilidad, etc...

En sintesis, se puede concluir diciendo que la Musica y Matematicas comparten una
serie de notas, entre ellas:

- Lo fundamental, su lenguaje universal.

- Sus lenguajes son abstractos, con su propia notacién y que no puede ser
comprendido si no se han estudiado.

- El estudio de las ondas que es primordial para la percepcion de la mdsica y se
analizan matematicamente.

- La mdsica, incluso el arte en general, va siendo fuertemente impregnado e

influenciado por el sentido matematico.
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- La basqueda de la belleza a través de sus creaciones tanto de los masicos como
de los matematicos.
- Como algunos matematicos adoran la musica y a muchos musicos les agrada las

matematicas.

Para terminar, en el Anexo, se presenta una propuesta didactica donde se tiene en
cuenta las consideraciones expuestas en los apartados anteriores, con una serie de
actividades adecuadas a esta etapa de educacion primaria. De esta forma, resolviendo
problemas que puedan resultar adecuados e interesantes, desarrollar la imaginacion y la
intuicion, con un espiritu activo y ladico, en conexion con el mundo real de los nifios y sus

intereses.
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ANEXO

PROPUESTA DIDACTICA. AREA: MUSICA - MATEMATICAS

OBJETIVOS DE LA EDUCACION PRIMARIA

La ensefianza de la Educacion artistica en esta etapa tendra como objetivo el

desarrollo de las siguientes capacidades:

1.

Indagar en las posibilidades del sonido, la imagen y el movimiento como elementos
de representacion y comunicacion y utilizarlas para expresar ideas y sentimientos,
contribuyendo con ello al equilibrio afectivo y a la relacién con los demas.
Aprender a expresar y comunicar con autonomia e iniciativa emociones y vivencias
a través de los procesos propios de la creacién artistica en su dimension plastica y
musical.

Explorar y conocer materiales e instrumentos diversos y adquirir codigos y técnicas
especificas de los diferentes lenguajes artisticos para utilizarlos con fines expresivos
y comunicativos.

Aplicar los conocimientos artisticos en la observacion y el analisis de situaciones y
objetos de la realidad cotidiana y de diferentes manifestaciones del mundo del arte y
la cultura para comprenderlos mejor y formar un gusto propio.

Mantener una actitud de busqueda personal y colectiva, articulando la percepcion, la
imaginacion, la indagacién y la sensibilidad y reflexionando a la hora de realizar y
disfrutar de diferentes producciones artisticas.

Conocer algunas de las posibilidades de los medios audiovisuales y las tecnologias
de la informacion y la comunicacion en los que intervienen la imagen y el sonido, y
utilizarlos como recursos para la observacion, la busqueda de informacion y la
elaboracion de producciones propias, ya sea de forma autobnoma o en combinacion
con otros medios y materiales.

Conocer y valorar diferentes manifestaciones artisticas del patrimonio cultural de
Castilla y Leodn y de otros pueblos, colaborando en la conservacion y renovacion de

las formas de expresion de nuestra Comunidad.
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8. Valorar el enriquecimiento que supone el intercambio con personas de diferentes
culturas que comparten un mismo entorno.

9. Desarrollar una relacion de autoconfianza con la produccién artistica personal,
respetando las creaciones propias y las de los otros y sabiendo recibir y expresar
criticas y opiniones.

10. Realizar producciones artisticas de forma cooperativa, asumiendo distintas
funciones y colaborando en la resolucion de los problemas que se presenten para
conseguir un producto final satisfactorio.

11. Conocer algunas de las profesiones de los diferentes &mbitos artisticos,
interesandose por las caracteristicas del trabajo de los artistas, en particular los que
realizan su trabajo en nuestra Comunidad, y disfrutando como publico en la
observacién de sus producciones.

12. Iniciarse en la practica de un instrumento.

La ensefianza de las Matematicas en esta etapa tendra como objetivo el desarrollo de
las siguientes capacidades:

1. Utilizar el conocimiento matematico para comprender, valorar y producir
informaciones y mensajes sobre hechos y situaciones de la vida cotidiana y
reconocer su caracter instrumental para otros campos de conocimiento.

2. Reconocer situaciones de su medio habitual para cuya comprension o tratamiento se
requieran operaciones elementales de calculo, formularlas mediante formas
sencillas de expresion matematica o resolverlas utilizando los algoritmos
correspondientes, valorar el sentido de los resultados y explicar oralmente y por
escrito los procesos seguidos.

3. Apreciar el papel de las matemaéticas en la vida cotidiana, disfrutar con su uso y
reconocer el valor de actitudes como la exploracion de distintas alternativas, la
conveniencia de la precision o la perseverancia en la basqueda de soluciones, y el

esfuerzo e interés por su aprendizaje.

Rosa Marina Blazquez Lozano Pé&gina - 50 -



Trabajo de Fin de Grado: Musica y Matematicas

4. Conocer, valorar y adquirir seguridad en las propias habilidades matematicas para
afrontar situaciones diversas que permitan disfrutar de los aspectos creativos,
estéticos o utilitarios, y confiar en sus posibilidades de uso.

5. Elaborar y utilizar instrumentos y estrategias personales de calculo mental y
medida, asi como procedimientos de orientacién espacial, en contextos de
resolucion de problemas, decidiendo, en cada caso, las ventajas de su uso y
valorando la coherencia de los resultados.

6. Utilizar de forma adecuada los medios tecnologicos tanto en el calculo como en la
busqueda, tratamiento y representacion de informaciones diversas, asi como para la
ampliacion de los contenidos matematicos y su relacion con otros de las distintas
areas del curriculo.

7. ldentificar formas geométricas del entorno natural y cultural, utilizando el
conocimiento de sus elementos y propiedades para describir la realidad y desarrollar
nuevas posibilidades de accion.

8. Utilizar técnicas elementales de recogida de datos para obtener informacion sobre
fendmenos y situaciones de su entorno; representarla de forma gréfica y numérica y
formarse un juicio sobre la misma.

9. Plantear y resolver problemas matematicos utilizando los procedimientos adecuados
de célculo, medida, estimacion y comprobacién de resultados.

10. Inventar y formular problemas matematicos utilizando de forma logica y creativa la
comunicacion oral y la expresion escrita en un castellano correcto.

11. Utilizar el lenguaje propio del campo cientifico con precision y, en particular,
emplear adecuadamente el lenguaje matematico para identificar relaciones vy
conceptos aprendidos y para comprender y nombrar otros nuevos.

12. Comprender la necesidad de la argumentacion mediante razonamientos 16gicos en el
estudio y utilizacion de las Matematicas.

13. Desarrollar estrategias de comprension lectora en los mensajes transmitidos por los

textos escritos utilizados en el area.
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OBJETIVOS ESPECIFICOS DEL AREA

Se indicaran con cada una de las actividades propuestas.

CONTENIDOS

El sonido y la expresion musical. Cualidades de los sonidos. Discriminacion
auditiva, denominacién y representacion gréfica

La partitura. Grafias convencionales y no convencionales para la interpretacion de
canciones y obras instrumentales sencillas

La escucha como base de documentacion. Las fuentes de informacion.
Conocimiento y practica de actitudes de respeto en audiciones y otras
representaciones musicales.

La contaminacion acustica. Identificacion de agresiones acusticas y contribucion
activa a su disminucion y al bienestar personal y colectivo.

Recursos sonoros de la voz. Percusion corporal. El sentido musical a través del
control corporal.

Esquemas ritmicos y melddicos bésicos.

Interés y respeto por las manifestaciones producidas por los demas.

Lenguajes musicales. Utilizacién de grafias convencionales y no convencionales
para registrar y conservar la musica inventada.

La realizacion de producciones musicales. Constancia y exigencia en la
participacion individual y en grupo.

Orden y relaciones entre nimeros. Expresion oral de las operaciones y el célculo.
Calculo aproximado. Estimacion y redondeo.

Concepto de fraccion como relacion entre las partes y el todo. Representacion
grafica. Ordenacidn de fracciones sencillas.

Las fracciones: fracciones equivalentes, reduccion de dos o mas fracciones a comun
denominador. Conceptos de minimo comun multiplo y méximo comdn divisor.
Criterios de divisibilidad por 2, 3, 5, 9y 10.

Relacion entre fraccion y ndmero decimal. Aplicacion a la ordenacién de

fracciones. Escritura decimal y fraccionaria de un nimero no natural.
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— Figuras geométricas. Elementos basicos: lado, vértice, base, diagonal, angulo, ejes
de simetria.

— Transformaciones métricas: traslaciones, giros y simetrias. Identificacion de
traslaciones, giros y simetrias en el entorno familiar y en la naturaleza.

— Trazado de una figura plana simétrica de otra respecto de un eje.

— Construccion de tablas de frecuencias absolutas y relativas. Lectura, interpretacion y
elaboracion de tablas de doble entrada de uso habitual en la vida cotidiana.

— Iniciacion a la potenciacion. Potencia como producto de factores iguales.

— Utilizacion de la calculadora en la resolucion de problemas de la vida cotidiana,
decidiendo sobre la conveniencia de usarla cuando lo aconseje la complejidad de los
calculos.

— Utilizacion de la Regla de Tres en situaciones de proporcionalidad.

— Interés en utilizar los procedimientos matematicos estudiados para resolver
problemas en situaciones reales, explicando oralmente y por escrito los procesos de
resolucion y los resultados obtenidos.

— Participacion y colaboracion activa en el trabajo en equipo y el aprendizaje
organizado a partir de la investigacion sobre situaciones reales. Respeto por el
trabajo de los demas.

— Colaboracion activa y responsable en el trabajo en equipo, manifestando iniciativa
para resolver problemas que implican la aplicacion de los contenidos estudiados.

— Confianza en las propias posibilidades, y curiosidad y constancia en la busqueda de
soluciones.

— Disposicion para desarrollar aprendizajes autonomos.

— Valoracion de la necesidad de reflexion, razonamiento y perseverancia para superar

las dificultades implicitas en la resolucién de problemas.

METODOLOGIA
Las actividades estan disefiadas y presentadas para realizarse en grupo y de forma

individual.
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Se pretende que los alumnos sean participe tanto de las actividades propuestas por el
profesorado como de otras que ellos mismos se les ocurra, ya sean variantes de las

anteriores o totalmente innovadoras.

Se buscard una participacion activa, donde se pueda observar en los alumnos la
evolucion en el proceso de ensefianza-aprendizaje, procurando el desarrollo personal y

social del alumnado para su integracion en un sistema de valores y saberes organizados.

ATENCION A LA DIVERSIDAD

Para este apartado se tendrdn en cuenta las caracteristicas personales, fisicas y
afectivas que pueden darse dentro del aula. Es imposible recoger toda la variedad de
situaciones y necesidades que pueden aparecer (alumnos con dificultades visuales,

auditivas, motoras, intelectuales...).

El objetivo principal sera que todos los nifios y nifias que realicen cualquier

actividad participen de una forma activa.

Se buscaré el apoyo del Departamento de Orientacidn en casos muy concretos.

RECURSOS
Material de la clase, reproductor de CD y DVD, equipos informaticos, libros de

texto, material de plastica: lapices de colores, laminas, ...,biblioteca, pizarra digital.

ACTIVIDADES PROPUESTAS

ACTIVIDAD 1. FRACCIONES Y RITMO MUSICAL

Curso: Por su contenido, esta actividad es adecuada, a partir del 2° Ciclo de Educacion
Primaria.

Objetivos Especificos:

- Resolver los algoritmos de (+/-/x/:) de fracciones.
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- Entender como las notas musicales estadn relacionadas con los fraccionamientos.
Ademas, identificar diferentes tipos de notas musicales.

- Aprender a leer notas musicales de una manera basica, para con esto crear una
sinfonia de aplausos, y al mismo tiempo repasar sus conocimientos sobre
fracciones.

Ejercicios:

1. Observar las figuras musicales que conforman el ritmo de abajo, y teniendo en

cuenta su valor numérico efectuar la suma de todas ellas (utilizar el grafico de

valores de las figuras del ejercicio 3)

| ;‘ e o o evede ¢¢“OJ J J ¢ |
Solucién: 1/8x2 + 1/4 + 1/16 x4 + 1/4 + 1/16 x4 + 1/8x2 + 1/4 + 1/4=2
2. ¢Con cual de estos 3 ritmos se corresponde la siguiente representacion matematica?

(utilizar el gréfico de valores de las figuras del ejercicio 3)
1/8x2 + 1/4 + 1/8x2 + 1/4 + 1/16 x4 + 1/8 + 1/8 + 1/8x2 + 1/4

a)

:: ‘:_‘ o y J\J ocoaJ J “‘;J 1
b) .
c)

Solucién: ¢)

3. En el siguiente grafico aparecen representadas las figuras y los silencios musicales.
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vaior de las figuras

FIGURA SILENCIO DURACION GRAFICO DE DURACION

@ 3 4 tiempos (un entero) | T T T ]
Redonda

4 ) - 2 tiempos {1/2) [ T T T ]

g 1 tiempo (1/4) [ | I | |

7 1/2 tiempo (1/8) T 1 T | ]

‘7 1/4 de tiempo (1/16) [T 1171 | | |

Semi-Corchea

por lo tanto, una © equivale a

%\
d W @ e

|

blanca negra corchea semicorchea
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Se propone:
a) Ordenarlas segun su valor de duracién sonora.
b) Representar su valor en fracciones
c¢) Sumar los valores e indicar la duracion total de todas ellas.

Realizar las siguientes operaciones:

a) 2/8 +4/16 + 1/4 + 1/4= Solucion: 4/4 =1
b)1/8 + 1/8 + 4/16 + 2/8 + 1/4= Solucion: 4/4 =1
c)l/4+1/8+1/8 +1/8 +1/8 + 1/8 + 1/8= Solucioén: 4/4 =1

Transcribe (en el cuaderno de lenguaje musical) las operaciones a ritmos musicales.

* las fracciones de color verde corresponden a silencios, no a figuras musicales.

4. Tocar los siguientes ritmos, golpeando con las palmas. Realizar lentamente cada

ritmo. Cuando se domine, pasar al siguiente.

a)
A ‘ | L |
y & & ¥ o & & |
1
b)
: | =] |
',f e o oo o o000 o o ;
c)
2
/1 ‘:::l‘ ‘:l‘rll‘rll
d)
4 oo’ 8 o\ '_: ooooo_: o——o -
4
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ACTIVIDAD 2: MINIMO COMUN MULTIPLO
Curso: Por su contenido, esta actividad es adecuada, para el 3° Ciclo de Educacion
Primaria.
Objetivos Especificos:

- Iniciar el aprendizaje de la divisibilidad: mdaltiplos, divisores, nimeros primos y

numeros compuestos. Criterios de divisibilidad por 2, 3, 5, 9y 10.

- Entender mejor el minimo comun multiplo con ejercicios sencillo de ritmo.
Ejercicio:
Dividir la clase en dos grupos. Un grupo lleva un ritmo de 3/4 y otro 4/4. Siempre dan la
palmada en el tiempo fuerte del compas. De este modo un grupo usa multiplos de 3 y otro
maultiplos de 4.
Comprobar que los dos grupos coinciden dando la palmada a la vez cada 12 pulsos. Es por
eso que el minimo comuin multiplo de 3y 4 es doce.

Representacion grafica del ritmo:

Grupo 1 112 3|1}2 3|12 3|12 3|1

Grupo 2 112 3 4112 3 4|12 3 4.1

ACTIVIDAD 3: VALORES DE CADA NOTA. UTILIZACION DE INTERVALOS Y
MEDIAS
Curso: Por su contenido, esta actividad es adecuada, para el 3° Ciclo de Educacién
Primaria.
Objetivos Especificos:

- Deducir los valores concernientes a cada nota mediante un enfoque matematico.

- Conocer el modelo de afinacion pitagorico.

- Repasar y afianzar la utilizacion de la Regla de Tres en situaciones de

proporcionalidad.
- Construir la escala musical aplicando las relaciones de proporcionalidad existente

entre sus notas. Identificar su simetria.
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- Interésy curiosidad por el aprendizaje y utilizacion de las Matematicas.
Ejercicios:
1. Realizar una particion del intervalo cerrado [1; 2] en siete trozos, es decir, intercalar
seis puntos entre 1y 2.
Para ello, vamos a tener en cuenta la teoria de las medias, de origen pitagdrico, que
establecia, como sefiala Arquitas, que en masica hay tres medias: la media aritmética, la

media geométrica y la subcontraria, llamada también armonica.

media aritmética media armonica media geométrica

a+c/2 b=2ac/a+c a/b = blc

Ademas, se verifica que el segundo y el tercero son, respectivamente, la media
aritmética y la media arménica de los dos extremosa=1y ¢ = 2.
Solucion:
Calculamos:
- El segundo: media armoénica: 2 x 1 x 2=(1 + 2) = 4/3
- El tercero: media aritmética: (1 + 2)/2 = 3/2

por lo que se tiene de momento: 1; X; y; 4/3; 3/2; z; t; 2.

Se observa que 4/3 refleja la cuarta y 3/2 la quinta, habra que afiadir dos nuevos puntos
entre 1 y 4/3, y otros dos entre 3/2 y 2. Por tanto, atribuimos a Do el valor 1, su quinta
Sol le corresponderé 3/2, y en consecuencia y por andlogas razones, Fa tendra el valor
4/3 'y 2 la nota de Do de la octava superior (Do').

La relacidn entre las notas consecutivas Fa y Sol, es decir, entre la media aritmética y la
media armonica = (3/2)/(4/3) es 9/8, se intentard que los nuevos términos a determinar

tambien lo verifiquen.
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Entre 1 y 4/3 se intercalaran por tanto dos términos x e y tales que x/1 = y/x = 9/8, lo
que conduce a que: x = 9/8; y = 81/64. De este modo, en la cuaterna 1; 9/8; 81/64; 4/3,
se ha conseguido lo que se buscaba (el cociente entre cada término y el precedente es
9/8), pero con una excepcion: entre el cuarto y el tercer término la relacion es A =
(4/3)/(81/64) = 256/243

De forma analoga se afiadiran dos términos z y t entre 3/2 y 2: z/(3/2) =t/z = 9/8, que se
deduce deben ser: z = 27/16, d = 243/128; y se puede comprobar igualmente que en la
sucesion 3/2; 27/16; 243/128; 2, la razon entre cada término y el anterior es 9/8, salvo

entre los dos ultimos que es A.

Resumiendo, los valores atribuidos a cada nota de la escala diatonica son:

Do: 1, Re: 9/8, Mi: 81/64, Fa: 4/3, Sol: 3/2, La: 27/16, Si: 243/128, Do": 2.
El cociente entre los valores asignados a una nota y su precedente es 9/8, salvo en los
casos Mi-Fa y Si-Do' que es A; los primeros determinan el valor de la relacion entre

tono y los segundos al semitono diatonico.

2. Mostrar la simetria que presenta la escala musical en su estructura matematica.
Se tiene en cuenta que la octava musical satisface también la siguiente relacion
proporcional:
a/ media armonica = media aritmética / ¢

Dado que la proporcién armonica define la relacion de una nota con su cuarta y la
proporcion aritmética determina la relacion de una nota con su quinta, la expresion
anterior se puede enunciar como la relacion entre el extremo menor de la octava y la
cuarta nota es idéntica a la relacion entre la quinta nota y el extremo mayor.
Gréaficamente:

Do Re Mi Fa Sol La Si Do

\/ \/
Por otra parte, si escribimos la ecuacién anterior como:

¢ / media armonica = media aritmética / a
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podemos decir que la relacion entre el extremo mayor de la octava y la cuarta nota es
idéntica a la relacion entre la quinta nota y el extremo menor de la octava. Su
representacion:

Do Re Mi Fa Sol La Si Do

~ =<

Si dibujamos conjuntamente los dos gréaficos anteriores:
Do Re Mi Fa Sol La Si Do

Esta representacién nos muestra la simetria que presenta la escala musical y nos permite

visualizar la relacién entre el intervalo de cuarta, el de quinta y el de octava.

ACTIVIDAD 6: IDENTIFICAR LAS TRANSFORMACIONES METRICAS
Curso: Por su contenido, esta actividad es adecuada, a partir del 2° Ciclo de Educacion
Primaria.
Objetivos Especificos:
- ldentificar las transformaciones métricas: traslaciones, giros y simetrias, en el plano
y en la masica (ver punto 3.7) mediante ejemplos sencillos.
- Conocer algunos de los profesionales que han utilizado estos recursos en sus
composiciones.
- Mantener actitudes de respeto en audiciones y otras representaciones musicales.
- Disfrutar con la préctica activa de la audicion y la interpretacion.
Ejercicios:

1. Analizar e identificar los siguientes casos de transformaciones en el plano.
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v

b)
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Soluciones:

a) Son traslaciones porque se conserva la forma y el tamafio, pero la figura esta
desplazada de lugar segun una direccion. La primera seria una traslacion horizontal
y la segunda traslacion vertical.

b) Las figuras resultantes estan giradas segun un angulo de giro. La primera seria con
un giro de 90° y la segunda con un giro de 180°.

¢) Es una simetria respecto a un eje horizontal (no conserva la orientacion).

2. Intentar identificar el tipo de reflexion del siguiente ejemplo.

=l .-‘_

Solucién: Simetria vertical de la altura de un acorde. La simetria se realiza respecto de la

nota Sl

3. En el aula escucharemos composiciones de mausica clasica en las que podemos
encontrar distribuciones de las notas generadas mediante simetria bilateral,
traslacion o giros de media vuelta. Por ejemplo, el Preludio de Johann Sebastian
Bach, la Sonata en G mayor de Domenico Scarlatti, Lotosblume de Robert

Schumann, o Die Meiestersinger de Richard Wagner.

4. Audicion de la partitura el Canon del Cangrejo de la Ofrenda musical compuesta
por Johann Sebastian Bach en 1747. Es otro ejemplo de simetria, es una pieza de
apenas unos compases que acaba donde empieza y puede ser interpretada en ambas
direcciones y, ademas, superponerse, creando un acompafiamiento.

En este enlace puede wverse la partitura y escucharse la mausica

http://www.youtube.com/watch?v=nlbwxxNrvxw
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ACTIVIDAD 7: COMPONER AL AZAR

Curso: Por su contenido, esta actividad es adecuada, a partir del 2° Ciclo de Educacion

Primaria.

Objetivos Especificos:

Desarrollar el pensamiento légico y la comprension de nociones bésicas de
probabilidad y analisis de datos a través de la experiencia.

Iniciacion a la potenciacion, como producto de factores iguales.

Utilizacion de la calculadora en la resolucion de problemas, por la complejidad de
los célculos.

Disfrutar y compartir el potencial ludico y creativo de la musica.

Ejercicios (repasar el punto 3.9.1 del trabajo):

1. Realizar un experimento aleatorio (lanzamiento de dados). Calcular la probabilidad
del suceso (n° de casos favorables / n® de casos posibles).
a) Lanzamiento de un dado. Su espacio muestral. Probabilidad del suceso. Su
representacion.
b) Lanzamiento de dos dados. Su espacio muestral. Probabilidad del suceso. Su
representacion.
Soluciones:
a) Lanzamiento de un dado.

Espacio muestral E = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

Todos los sucesos elementales son equiprobables (en cada tirada del dado tanto
puede salir una cara como otra)

Entonces de cada 6 veces que lancemos el dado hay una vez teérica que saldra la

cara 1, otra vez que saldrd la 2,...

Dado 1123 4 5 6
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Prob(1) | =| 1/6
Prob(2) | =| 1/6
Prob@3) | =| 1/6
Prob(4) | =| 1/6
Prob(5) | =| 1/6
Prob(6) | =| 1/6

b) Lanzamiento de dos dados.
Espacio muestral E= {2, 3,4, 5,6, 7,8, 9, 10, 11, 12}

Hay 11 sucesos elementales, no todos los sucesos elementales tienen la misma

probabilidad.
Prob (2) | = | 1/36 | = | Prob (12)
Prob (3) | = | 2/36 | = | Prob (11)
Prob (4) | = | 3/36 | = | Prob (10)
Prob (5) | = | 4/36 | = | Prob (9)
Prob (6) | = | 5/36 | = | Prob (8)
Prob (7) | = | 6/36 | = | Prob (7)
Dados | 1 | 2 | 3 4 5 6
1 2 |34 5 6 7
2 314 |5 6 7 8
3 4 | 516 7 8 9
4 516 |7 8 9 10
5 6 | 7|8 9 10 | 11
6 718|910 | 11 | 12

Si nos fijamos en el cuadro hay 36 celdas, o sea 36 resultados posibles pero por
ejemplo el 2 o el 12 s6lo aparecen una vez cada uno, en cambio el 7 aparece 6

VECES.
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2. Realizar una composicion al azar, mediante el lanzamiento de dos dados utilizando
la tabla de los minuetos y la tabla de masica con los 176 compases del Juego de
Dados de Mozart. Escribir los 16 compases en el pentagrama.

Audicion de algunas de las posibles composiciones de ElI Juego de Dados de
Mozart.

¢ Cuéntos minuetos distintos se pueden componer con 176 compases? ¢Cual seria la
composicion con la probabilidad mas alta para ocurrir?

Si todos los minuetos posibles son interpretados uno cada 30 segundos, ¢Cuantos
afios necesitariamos para realizar todos los minuetos?

Solucién:

Para el 1° compas se elige uno de los de la 12 columna: hay 11 para elegir.

Para el 2° compas se elige uno de los de la 2° columna: hay 11 para elegir.

Para el compés 16 se elige uno de los de la columna 162 hay 11 para elegir.

Luego tendriamos las siguientes posibles elecciones:

11x11x...x 11 (16 veces) = 46.000.000.000.000.000 = 46 mil billones

De entre los minuetos posibles la probabilidad mas alta sera el minueto formado por los

16 compases obtenido cuando los dos dados suman 7, es decir los compases (104, 157,

27,167,154, 68, 118, 91, 138, 71, 150, 29, 101, 162, 23, 151).

Para saber cuantos afios se tardaria en interpretar todas las versiones de minuetos,

calculamos los segundos que hay en un afio:

1 afio = 365 dias = 365 dias x 24 horas/dia x 3600 segundos/hora = 31.536.000 seg.
Si en 30 segundos se realiza un minueto en 31.536.000 segundos que tiene un afo
(tocando dia y noche), se interpretarian:

31536000 : 30 = 1.051.200 (aproximadamente un millén de versiones).
Como hay casi 46 mil billones de minuetos y cada afio se puede interpretar 1 millon de

versiones se tardaria en interpretar todas 46 mil millones de arios.

3. Escribe el nimero de Kochel de la version del minueto generada por 16
lanzamientos de dos dados de sumas (8, 3, 7,12,7,11,5,7,2,9,7,12, 4, 10, 5, 5).
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Solucion:
La version que se genera con 16 lanzamientos de dos dados de sumas:
(8,3,7,12,7,11,5,7,2,9,7,12, 4,10, 5, 5), serd K 294. 615A5935075A2833.

ACTIVIDAD 8: LA SUCESION DE FIBONACCI

Curso: Por su contenido, esta actividad es adecuada, a partir del 2° Ciclo de Educacion
Primaria.

Objetivos Especificos:

- Acercar las matematicas a los alumnos a través de las aplicaciones que en diversos
campos (Arte, Ciencias Naturales,...,) tiene la sucesion de Fibonacci y el nimero
aureo.

- Realizar en clase estudios de tipo estadistico para la verificacion de algunas
propiedades que la sucesion de Fibonacci y el numero aureo poseen (en relacion
con el Arte y las Ciencias Naturales).

- Implicar a los alumnos en investigaciones orientadas a poner de relieve la
importancia de la sucesion de Fibonacci y del namero aureo.

Ejercicios (repasar el punto 3.8. del trabajo):

1. Explicar las proporciones aureas que hay en nuestro cuerpo humano. Elaborar una
estadistica que ponga de manifiesto la presencia del nimero aureo en las
proporciones humanas.

Solucion:

1. Mediante el grafico se explica algunas de estas proporciones:

- heslaaltura total.

- aes laaltura del ombligo.

- besladistancia desde la parte superior de la cabeza al codo.

- ¢ es la longitud desde el codo hasta la punta de los dedos, y también el ancho de
hombros.

- d es la longitud desde el codo hasta el comienzo de la mano en la mufieca, y
tambien el ancho

- de lacintura.
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- ees ladistancia entre el ombligo y la rodilla.

- T esladistancia desde la rodilla a la planta de los pies.
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En el aula, por grupos, se tomara medida a los alumnos y se comprobard con nuestras

medidas como todas estas razones son numeros bastante proximos al nimero aureo.

2. Dividir la clase por grupos. Cada grupo realizara un trabajo de investigacion, que
representard en una cartulina, donde se pondra de manifiesto la serie Fibonacci en
diversos campos: en Botéanica, en Arte, en Musica, en Arquitectura, en el
Crecimiento de poblaciones, ...

Solucion:

Murales para colocar en clase, de como se presenta la serie Fibonacci, en:

- Boténica: aparece en configuraciones bioldgicas, como en las ramas de los arboles,
en la disposicion de las hojas en el tallo, en la flora de la alcachofa....El nimero de
espirales en numerosas flores y frutos también se ajusta a parejas consecutivas de
términos de esta sucesion: los girasoles tienen 55 espirales en un sentido y 89 en el

otro,...Las margaritas presentan las semillas en forma de 21 y 34 espirales.
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- Zoologia: curvas de una concha de nautilus, cada nueva circunvolucion completa
cumplira una proporcion de 1: 1,618; si se compara con la distancia desde el centro

de la espiral precedente.

! ) |
- Arte: en el dibujo de EI Hombre de Vitrubio de Leonardo da Vinci, en las relaciones
entre altura y ancho de los objetos y personas que aparecen en las obras de Miguel
Angel, Durero...

B R e
e

oo : e
mﬁwbﬁ%w :

-

El Hombre de Vitrubio que Leonardo da Vinci hizo en 1509

para ilustrar el libro “La Divina Proporcién” de Luca Pacioli.
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- Arquitectura, por ejemplo: El Partenon de Atenas, La gran Pirdmide de Egipto, La
Torre Eiffel...

Tt 5

- Musica: en la construccién de instrumentos. Stradivarius usaba el niUmero aureo en
la construccion de sus famosos violines. Asi por ejemplo las distancias entre las

distintas partes del violin guardan relacién con el nimero 1,618.

- Crecimiento de poblacion: realizar graficos con el numero de parejas a lo largo de
los meses de conejos. También, las abejas tienen relacién con las series de
Fibonacci, por ejemplo en la colocacion de las celdas de una colmena, en las que
s6lo hay una ruta posible para ir a la siguiente celda, dos hacia la siguiente y asi
sucesivamente segun la serie. Ademas, los machos o zanganos de la colmena tienen
arboles genealogicos que siguen estrictamente la misma distribucion, no tienen

padre, por lo que sélo hay una madre, dos abuelos... ,
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N? total de
abejas
N
1Y generacion (i) 1
1
A Q-
2" generacion 6' 2
=4
3' generacion 3
4" generacion 5
~
5' generacion ﬁ C C B
543
A" generacion : _)(é (‘ (I (5 5 13

Figura 1

3. Audicion de temas que han utilizado la serie Fibonacci. Beethoven en su Quinta
Sinfoniay Mozart en la sonata n° 1 para piano.

EVALUACION DE LOS APRENDIZAJES.
Sera continua y global y tendra en cuenta su progreso en el conjunto de las areas del
curriculo. Se utilizard test de autoevaluacion, observacion directa, participacion individual

y del grupo, asistencia a las audiciones con actitud de respeto, ..

Se tendra en cuenta los objetivos especificos planteados y los conocimientos
adquiridos en cada una de las &reas, y se valorard el grado de adquisicion de las
competencias bésicas.

Si el progreso de un alumno no es el adecuado, se estableceran medidas de refuerzo
educativo. Estas medidas se adoptaran tan pronto como se detecten las dificultades y se
dirigiran a la adquisicion de los aprendizajes imprescindibles para continuar el proceso

educativo.
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