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Introduccion

La teoria de cédigos juega un papel muy importante en los sistemas de
comunicacion a través de un canal con ruido. La codificacién consiste en
anadir informacién extra (redundancia) a los mensajes que se quieren trans-
mitir a través del canal con el objetivo de minimizar los efectos del ruido,
controlando los errores que éste produce, es decir, consiguiendo un sistema
fiable de transmision.

""" —= Codificador —= ngi%élgéo Decodificador—=---

El sistema debe ser también eficiente en el sentido de que manteniendo
una probabilidad de error baja se consiga una mayor velocidad, una menor
potencia de transmision, se necesite menor ancho de banda, etc., que repecto
de la informacién sin codificar o de la informacion con otros codificadores.
De hecho Shannon demostré en 1948 [32] que con una codificacién apropiada
se pueden reducir los errores producidos por el canal, sin sacrificar ni la tasa
de transmision, ni la potencia, ni el ancho de banda.

Los mejores codigos conocidos para la comunicacion sobre canales con
ruido son los codigos lineales de bloques, los cédigos convolucionales y los
codigos basados en ellos.

Los cédigos convolucionales surgen después de los cddigos de bloques y no
requieren codificadores muy complicados. Estos cédigos fueron introducidos
por Elias en 1955 [8].

Su creciente aplicacién fue debida en parte a los métodos de decodifica-
cion, puesto que se paso de algoritmos que eran independientes de la memoria
del cédigo al algoritmo de Viterbi [34], cuya complejidad crece exponencial-
mente con la memoria, pero que es mucho mas fiable como método de de-
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codificacién, puesto que no borra datos como los algoritmos secuenciales y
ademas el tiempo de decodificacion es fijo.

Uno de las principales aplicaciones de los codigos convolucionales es la
transmisién de informacién en el espacio exterior (deep-space). Las transmi-
siones a través del espacio exterior estan muy limitadas en potencia, pero
no generalmente en ancho de banda. Si hay una disminuciéon de SNR, con la
misma potencia se cubren distancias mayores. Los sistemas de comunicacion
en las naves espaciales transmiten informaciones telemétricas (datos cientifi-
cos con o sin imagenes, datos GSE, etc.), érdenes de la estacién terrestre a
la nave y “tracking” (seguimiento de la velocidad, posicién y otros datos de
la nave a través de los datos que ésta envia a tierra). En el canal telemétrico,
donde la razon del cédigo (proporcién entre informacion y redundancia mas
informacién) es relativamente alta, se utilizan cédigos convolucionales y de
bloques.

En las misiones espaciales Pionner 10 y 11 a Jupiter y Saturno en 1972-73
se utilizé un cédigo convolucional de razén 1/2 y memoria 31.

Es a partir del algoritmo de Viterbi cuando el estandar planetario se
convierte en un cédigo convolucional de memoria menor, memoria 6 y razén
1/2. Este c6digo se utilizé por primera vez en la misién Voyager 1 (1980-81)
concatenado con un cédigo lineal Reed-Solomon y después en las misiones
Galileo (1986) y Voyager 2 (1989) concatenando el estandar con otros cédigos
convolucionales y de bloques.

Los cdédigos convolucionales se utilizan también en la construccién de
los turbo codigos, que fueron introducidos en 1983 por Berrou, Glavieux y
Thitimajshima en [2].

Massey y Sain [23] establecieron relaciones bésicas entre la teoria de codi-
gos convolucionales y la teoria algebraica de sistemas lineales de la que los
trabajos de Kalman [21, 20] y posteriormente de Kailath [19] merecen men-
cion especial.

En 1970 Forney desarrolla la teoria algebraica de los cédigos convolucio-
nales en su trabajo “Convolutional Codes I: Algebraic Structure” [11], que
es una referencia principal desde entonces; trabajo que recoge Piret en su
libro [29] y McEliece reelabora y ampla en el articulo de 1998 “The algebraic
theory of convolutional codes”, incluido en el libro “Handbook of coding
theory” [24].

En este trabajo se presenta un nuevo tipo de cédigos convolucionales que
generalizan los codigos algebraicos de Goppa y que nos permiten construir
importantes familias de codigos con buenas prestaciones en cuanto a su im-
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plementacién, con alfabeto pequeno, y a su capacidad de corregir errores, es
decir, con la mayor distancia posible entre sus palabras. Los resultados mas
importantes, que ya han sido publicados [6, 26, 17, 30|, se describen a con-
tinuacién exponiéndolos divididos en los cinco capitulos de que se compone
esta memoria.

En el Capitulo 1, se desarrolla la teoria general de cédigos convolucio-
nales:

Se parte de la interpretacion de los codificadores convolucionales como
dispositivos fisicos (circuitos secuenciales lineales) para, a través de la teoria
de sistemas lineales, dar su interpretaciéon como morfismos lineales inyectivos,

F,(2)* et IF,(2)", siguiendo las restricciones precisas de la teorfa de control en
comunicaciones, y tomando como equivalentes aquellos que tienen la misma
imagen, obteniendo asi el cédigo convolucional como el subespacio imagen.
Se estudian, desde el punto de vista de la teoria de control en comunicaciones,
los codificadores que deben ser evitados y los que son 6ptimos en términos
de una realizacién minimal del sistema lineal asociado y de su distancia. Se
hace especial énfasis en su interpretacién como maddulos sobre un dominio
de ideales principales, pues es esa estructura la que permite caracterizar los
codificadores bdsicos y el grado y la memoria del cédigo.

La teoria de Forney [11] y su posterior desarrollo por McEliece [24] son
las referencias fundamentales. Las técnicas de Algebra empleadas pueden
encontrarse en manuales de Algebra como [1, 3.

Por tltimo, obtenemos un resultado nuevo para los cédigos convolucio-
nales de dimensién 1, el Teorema1.43, recogido también en el preprint [7],
que nos permite decidir cuando un cédigo convolucional de dimensién 1 es
MDS en funcién de subcddigos lineales asociados. Utilizaremos este teorema
en el Capitulo 3 para construir familias de cédigos convolucionales que son
optimos o MDS, resultados que hemos publicado recientemente como parte
del articulo [30].

El Capitulo 2 esta dedicado a los cddigos convolucionales de Goppa
definidos sobre curvas algebraicas.

En él definimos la nocién de cédigo convolucional de Goppa, como un
codigo algebro-geométrico obtenido por evaluacion de una serie lineal I' C
L(G) en puntos racionales p; de una curva algebraica sobre el cuerpo F,(z)
de las funciones racionales de una variable con coeficientes en el cuerpo finito
F,, y calculamos (Teorema 2.2) su longitud y dimensién en funcién de los
divisores sobre la curva G y D = p; + --- + p, asociados. Damos la corres-
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pondiente nocion de codigo convolucional dual como su subespacio ortogonal
respecto de la métrica natural en F,(z)" y demostramos (Teorema 2.4) que
también es un codigo convolucional de Goppa.

De este modo se generaliza la teoria de Goppa de cddigos en curvas alge-
braicas sobre un cuerpo finito I, [13, 14, 15] a un cuerpo (infinito) F,(2). Es
por ello que a estos nuevos cédigos los denominamos codigos convolucionales
de Goppa (CGC) o de tipo Goppa.

El capitulo termina ilustrando esta construccion general con algunos ejem-
plos de codigos convolucionales de Goppa sobre curvas de género cero y uno
que son MDS.

Parte de este capitulo esta basado en los articulos [6, 26].

Los métodos de Geometria algebraica utilizados se encuentran en [16].

El Capitulo 3 se dedica a los c6digos convolucionales de Goppa sobre la
recta proyectiva ]P’]qu(z).

La sencillez de las curvas de género cero aconsejé dedicar inicialmente
nuestro estudio a los codigos convolucionales de Goppa sobre la recta proyec-
tiva IP’HITQ ()" Los buenos resultados obtenidos nos han permitido considerar el

caso de IP’]qu ) particularmente interesante y por eso le dedicamos un capitulo
especial. Por una parte, podemos construir numerosos ejemplos generales de
cddigos convolucionales de Goppa sobre la recta proyectiva, que engloban
resultados de otros autores [12], y construir y clasificar familias de c6digos
de este tipo que son éptimos o MDS, es decir, con la maxima distancia po-
sible entre sus palabras; lo conseguimos, ademas, sobre alfabeto F, pequerno,
mientras que hasta entonces sélo habia sido posible hacerlo sobre alfabeto
grande [18, 31]. Por otro lado, recientemente hemos demostrado [5] que todo
codigo convolucional puede ser construido como un cédigo convolucional de
Goppa sobre la recta proyectiva.

Este capitulo contiene los resultados mas importantes de la memoria y
estd basado en los articulos [6, 26, 30]. Son resultados que permiten en-
contrar de forma constructiva cédigos convolucionales de Goppa y describir
explicitamente tanto sus matrices generadoras como sus matrices de control
(Teoremas 3.2 y 3.4). Muchos de ellos son MDS, es decir, su distancia libre
alcanza la cota de Singleton generalizada.

Para el caso de los cédigos convolucionales de Goppa de dimension 1,
construimos familias de cédigos dependientes de un conjunto de parametros,
que son MDS (Teoremas 3.10 y 3.13, Corolarios 3.11, 3.14 y 3.15).

Una primera familia de cédigos convolucionales de Goppa de dimension

4
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1 sobre IP’]IFq(Z) estd dada por la restriccién a la serie lineal I' = (A\gt* + -+ +
Mt") C L(G), \; € Fy(2) del morfismo de evaluacion asociado a los divisores
D=p1+ - 4+p,yG=7"ps —Spg, 0 < s <1 <n.

En el Teorema 3.10, cuando s = r, y eligiendo las coordenadas de los pun-
tos p; = a;z+0b; de forma que b; = ¢''q;, siendo ¢ € F, un elemento de orden
> n, construimos una familia de cédigos MDS determinados por una matriz
generadora candnica. En particular, cuando se toma a; = 1, y siempre que
los coeficientes bindémicos {('}) , 0 < j < m} sean no nulos, se obtiene una
familia uniparamétrica de cédigos convolucionales de Goppa de dimension 1
que son MDS y se determina un representante canénico (Corolario 3.11).

En caracteristica 2, esta teoria nos permite construir cédigos convolucio-
nales de longitud n y dimensién k& = 1 que son MDS, haciendo variar su
memoria m para que los coeficientes binémicos se mantegan no nulos. Asi si
m = 1 podemos construir cédigos convolucionales MDS de grado m = 1,
dimension k = 1, longitudes n = 2,3 sobre Fy(z), si m = 3 se obtienen de
longitudes n = 4,5,6,7 sobre Fg(z), si m = 7 se construyen de longitudes
n=8,9,10,...,15 sobre Fi4(z), y asi sucesivamente.

En el Teorema 3.13, cuando s = 0 y las coordenadas de los puntos p; son
de la forma p; = a;z+0b, damos la condicién necesaria y suficiente para que un
c6digo de la familia C definida por la serie lineal I' = (A\g + Ayt -+ -+ A\ t") y
el divisor de puntos D = p; + - - - +p,, sea MDS. En particular, demostramos
que el cédigo Cy, con todos los A; # 0y b = 0 es MDS (Corolario 3.14).
Hay que senalar que los cédigos convolucionales MDS construidos por H.
Gluesing-Luerssen y B. Langfeld [12] son de este tipo, como resefiamos en el
Corolario 3.15.

Incluimos también un resultado de clasificacion de cédigos convolucionales
de Goppa de dimensién 1 sobre IP’]qu(Z). En el Teorema 3.16 demostramos
que el conjunto de los codigos convolucionales de Goppa definidos por I' =
(Ao + Mt + \t") con \; € Fy y el divisor de puntos {a;z + b}o<i<n, a; #
a; # 0 que son MDS, es un abierto no vacio de P, dando explicimante su
complemetario, es decir, las ecuaciones de los cédigos de la familia que no son
MDS. Terminamos con algunos ejemplos que ponen de manifiesto la ventaja
de la teoria desarrollada en la eleccion de cédigos convolucionales MDS sobre
alfabeto pequeno.

En el Capitulo 4, de caracer fundamentalmente técnico, se generaliza
la construccion de los codigos convolucionales de Goppa sobre curvas del
Capitulo 2 a variedades algebraicas proyectivas de dimensién superior.
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Los cédigos convolucionales de Goppa estan ahora asociados a una pareja
(D,G), donde D = pyU---Up, es el subesquema de dimension cero asociado
a n puntos racionales diferentes y G' es un divisor cuyo soporte no pasa por
esos puntos. El c6digo convolucional de Goppa C(D, G) es la imagen del mor-
fismo de evaluacion: H(X, Ox(G)) — H°(X,Op) ~ F,(2)". Andlogamente,
dado un subespacio I' C HY(X, Ox(G)), se define el cédigo convolucional de
Goppa C(D,T") como la imagen de la restriccién a I' de dicho morfismo. En
el Teorema 4.2 determinamos la longitud y la dimensién de estos cédigos.

Detallamos esta construccion en dos casos interesantes. El primero es el
del plano proyectivo IP)IZFq(Z) y el segundo es de la superficie reglada trivial
Fe.i0) % Fr, -

En el caso del plano proyectivo, en el Teorema 4.3 determinamos de forma
explicita una base del cédigo C(D,T'), siendo T' C H°(X, O(r)) cuando T' N
HY(X,Zp®0, O(r)) = {0} (aqui Zp es el haz de ideales del subesquema D);
obtenemos también una cota para el grado ¢ del cédigo. Ello nos permite dar
numerosos ejemplos de codigos de dimensiones 1 y 2 sobre el plano proyectivo
que son MDS; utilizando alfabeto pequenio Fg, con los que ilustramos de nuevo
la potencia de esta teoria.

Anélogamente, para la reglada trivial, en el Teorema 4.8 explicitamos el
morfismo de evaluacion y damos cotas para la dimension del cédigo y su me-
moria. Construimos asimismo diversos ejemplos de cddigos convolucionales
de Goppa que son MDS.

El Capitulo 5 esta dedicado a los cédigos convolucionales de Goppa so-
bre familias de variedades algebraicas, generalizando los asociados a familias
de curvas desarrollados en [6], proponiendo como aplicaciones: una interpre-
tacion geométrica de la distancia libre del codigo y un estudio de los cédigos
2D introducidos por Fornasini y Valcher [9, 33] y continuado recientemente
por otros autores Climent, Napp, Perea y Pinto [28, 4].

Por razén de su interés, nos restringimos a las fibraciones 7 : X — A!
de variedades algebraicas parametrizadas por la recta afin A' = SpecTF,|2].
Las definiciones se generalizan de manera directa a este caso, y los codigos
convolucionales de Goppa asociados a la fibraciéon se definen por evaluacion
de las secciones de un haz de linea en n secciones de la fibracién.

Estos codigos definen, entonces, cédigos lineales en las fibras sobre los
puntos cerrados, que son variedades algebraicas sobre F,, y un cédigo con-
volucional de Goppa en la fibra sobre el punto genérico, que es una varie-
dad algebraica sobre F,(z), una vez que se haya fijado una trivializacién

6
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HY(X,0p) ~ F,[z]". En este sentido, los c6digos convolucionales de Gop-
pa asociados a la fibracion son familias de codigos lineales, obtenidos todos
ellos por especializacion de un cédigo convolucional de Goppa sobre la fibra
genérica.

Consideramos en primer lugar el caso de los cédigos convolucionales de
Goppa sobre las fibraciones de curvas, determinando la dimensién y las con-
diciones para que la matriz generadora asociada a una trivializacion sea una
matriz bésica (Proposiciones 5.5 y 5.7, Corolario 5.6). Se especializan los
resultados al caso de la fibracién trivial P! x A! 5 A'. Al final se incluye un
apartado en el que se propone una interpretacion geométrica de la distancia
libre del c6digo como aplicacion de esta teoria.

Por tltimo estudiamos los cédigos definidos sobre la fibracién P! x P! x
A' — A Utilizando nuestros cédigos convolucionales de Goppa definidos
sobre las fibraciones triviales P! x P! x A — A y P! x A! — A! construimos
codigos 2D, lo que proporciona otro elemento de aplicacion del estudio de los
cédigos convolucionales de Goppa sobre fibraciones de variedades al estudio
de las propiedades de los cédigos 2D asi obtenidos a partir de ellos.

Este capitulo estd basado en los articulos [6, 26, 17].
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Capitulo 1

Cdédigos Convolucionales

1.1. Codificador convolucional como disposi-
tivo fisico

Si F, representa el alfabeto o cuerpo finito de simbolos, comenzaremos
recordando la definicién de cdédigo lineal de bloques sobre F, de razon k/n
con k < n,

Definicién 1.1. Un (n, k)-cédigo lineal de bloques sobre F,, es un subespacio
C de F} de dimension k.

Las aplicaciones lineales inyectivas IF’; E> [y de imagen el codigo, C =
Im G, se llaman codificadores y su representacion en coordenadas son las
matrices generadoras G. Un codificador G asocia a cada palabra de infor-
macion u € F’; la palabra cddigo x € Fy por la regla z = u - G.

En muchos casos, un codificador se utiliza para codificar no una sino una
secuencia de palabras de informacién, es decir, una funcién discreta del tiem-
po; de modo que se puede interpretar el codificador G como una aplicacion
lineal que transforma la sucesion de palabras de informacion k-dimensionales
(Uty, Utgt1,s - - - )toez €N la sucesion de palabras cddigo n-dimensionales (xy,,
Tio41s - - - toez DOI la regla x; = u,G para t > t,, que expresa en cada instan-
te t la palabra cédigo x; como una funcion lineal de la palabra de informacion
u; en ese instante.

Si ahora pensamos el codificador lineal G como un dispositivo fisico en
el que se realizan operaciones lineales, sumadores (&) y multiplicadores (<)

9



CAPITULO 1. CODIGOS CONVOLUCIONALES

en IF,, en cada instante de tiempo ¢ la palabra cédigo x; sélo depende, y
linealmente, de la palabra de informacién wu; introducida en ese instante.

Uy Ty

_— fan 4 —

En este sentido, podemos dar la siguiente

Definicién 1.2. Un codificador es convolucional si la palabra coédigo x; en
el instante ¢t depende linealmente no sélo de la palabra de informacién u; en
ese instante, sino también de las palabras de informacion wu;_1,u;_o,... en
instantes anteriores a t.

Los dispositivos fisicos que realizan estos codificadores tienen, ademas de
los operadores lineales @ y <, retardadores de senal en el tiempo zu; = u;_1,
Zzut = Ut—9

b ® < Tt

z es el operador “delay”.

Si en el instante t la palabra cédigo z; depende de un numero finito
m de muestras anteriores en el tiempo, u;—; con 1 < ¢ < m, se dice que
el codificador convolucional tiene memoria m. Los codificadores lineales de
bloques son pues codificadores convolucionales de memoria cero.

Aunque en teoria pueden existir codificadores convolucionales de memoria
infinita, en la practica no es posible pues el nimero de elementos con delay o
elementos de memoria que puede utilizar un dispositivo fisico tiene que ser
finito, en otro caso la realizacion material no seria posible.

Se llama grado del codificador al ntimero de elementos de memoria; el
contenido de éstos informa en cada instante sobre el estado fisico del codifi-
cador.

Los dispositivos fisicos que realizan estos codificadores se llaman circui-
tos secuenciales lineales y las ecuaciones que los describen sistemas lineales

10



1.1. CODIFICADOR CONVOLUCIONAL COMO DISPOSITIVO FISICO

invariantes respecto del tiempo y con un niumero finito de variables de estado
(igual al grado del codificador).

Sobre alfabeto binario F, = Z/27Z, veremos dos ejemplos de codificador
convolucional definido por un circuito secuencial lineal y descrito por sus
ecuaciones o bien por su matriz codificadora.

Ejemplo 1.3. Circuito secuencial lineal con dos elementos de memoria.

D D

Uy

S1,t St

)

Lot

En cada instante t > t; se produce una entrada u; y dos salidas z1, T24
y el estado fisico viene dado por (sy¢, S21), donde (s14,, S2.4,) = (0,0).

= Sus ecuaciones son

S1t+1 = Ut S2t4+1 = S1t
T1t = Urs + S1t + So¢ Top = U + So
de donde
0 1
(81,t+1 32,t+1) = (Sl,t S2,t) (0 0 + (1, 0)

(o1 2a0) = (suc 520 (5 9) +ult)

que expresa la relacién entre el vector de salida x; = (214, 22,) y el de
entrada u, en funcién del vector de estados s; = (51, s2+) mediante el

sistema lineal
Si41 = S A+ w B
Ty = StC + UtD

realizado por las matrices escalares

A:(g (1)),3:(1 o),ch ?),D:(l 1)

11



CAPITULO 1. CODIGOS CONVOLUCIONALES

= Utilizando el operador z podemos escribir directamente:

Ty = w + 2uy + 2u
xQ’tZU/t—i_Z Ut

La matriz G = (1+ 2z + 2% 1+ 2?) se llama matriz codificadora.

Ejemplo 1.4. Circuito lineal con una entrada y dos salidas, dos elementos de
memoria y con “feed-back”.

Tt
5
U
¢ S1t Sa.t
&5,
Tot
s En términos de sistemas lineales
S1t+1 = S1¢ T So¢ U S2441 = S1t
T1p = Uy Toy = (Ut + S+ Sat) + So¢ = U + S14

Se obtiene el sistema lineal

St11 = StA + UtB
Ty = Stc + utD

N A:G (1)>,B:(1 0),0:(8 é),D:(l 1) .

= En términos del operador z:

271y = s14 4 Sou +up y 2 tugy = ugy implican que sy = 281, +
z251,t + zuy luego sy = mut, de donde:

(10 220) = (vt ) = (13555

La matriz codificadora es

_ 1422
G = <1 1+—:+z2> ’

y sus coeficientes son funciones racionales sin polos en el origen.
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1.1. CODIFICADOR CONVOLUCIONAL COMO DISPOSITIVO FISICO

A partir de este ejemplo veremos qué relacién existe entre la descripcion
del codificador por medio de la teoria de sistemas lineales y la descripcion
por la matriz codificadora G utilizando el operador z; lo que utilizaremos
también para decidir en qué dominios se deben elegir los coeficientes de G
para que el codificador convolucional asociado se pueda realizar fisicamente.

Ahora podemos dar una primera aproximacién a la definicién de un (n, k)
codificador convolucional (k entradas y n salidas en cada instante):

Dar un (n, k) codificador convolucional es dar una matriz G de orden kxn
con coeficientes en el cuerpo de fracciones Fy(z) del anillo de polinomios I, [2],
G € M(nxk,F,(2)). Para que este codificador sea realizable, los coeficientes
de G deben ser funciones racionales sin polos en el origen.

Para cada una de estas matrices G no existe una tnica realizacion fisica
(A, B,C, D); es la teoria de sistemas lineales la que estudia cudl elegir en
funcién de las necesidades del problema planteado. Una restriccién clara para
que una realizacién fisica sea mas sencilla es diminuir el niimero de variables
de estado o elementos de memoria (el grado del codificador); la que tiene el
menor nimero de ellas se llama en teoria de sistemas lineales una realizacion
minimal.

Es en el contexto de la teoria de control en comunicaciones a través de
canales ruidosos, donde las restricciones sobre la matriz codificadora deben
ser “mas precisas” en términos de una “buena” decodificacién. No sélo se
plantea el problema de averiguar cuando un codificador es fisicamente reali-
zable sino también de buscar propiedades de la matriz codificadora para que
el proceso de decodificacion se pueda controlar de modo eficaz y con el menor
coste algoritmico.

En los primeros tiempos de la teoria de los codificadores convolucionales,
la restriccion sobre el nimero de variables de estado no era muy fuerte, pues
los algoritmos de decodificacién no dependian de los elementos de memoria.
Sin embargo, a partir de la utilizacién del algoritmo de Viterbi [10, 25] se
debe exigir la minimalidad de la realizacion, pues la complejidad de este
algoritmo decodificador crece exponencialmente con el nimero de variables
de estado.
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CAPITULO 1. CODIGOS CONVOLUCIONALES

1.2. Del sistema lineal al cédigo convolucio-
nal

En este apartado se desarrolla, utilizando la teoria de sistemas lineales
(volveremos a ella al final del capitulo), la definicién general de un (n, k)
codificador convolucional, en términos de lo descrito en el apartado anterior,
para llegar a la definicién de codigo convolucional de dimensiéon k y longitud
n

Definicién 1.5. Un (n, k) codificador convolucional sobre F, es una aplica-
cion lineal del espacio de sucesiones de palabras de informacion

{ug = (Ul,n cee 7Uk:,t) S ]F];}teZ,tzto

en el espacio de sucesiones de palabras codigo

{2 = (w14, .., Tny) € FZ}teZ,tzto

que en cada instante de tiempo t esta representada por el sistema lineal de
ecuaciones
Si41 = A+ w B

1.2.1
xy =5C +uD parat>tyy sy, =0 ( )

donde s; = (S14,...,861) € Iﬁ‘g es el vector de estados y A, B, C'y D son
matrices con coeficientes en F, de érdenes respectivos d X 0, k x 9, d X n'y
k x n. El numero ¢ es el grado del codificador.

. . . t
SiFy((2)) representa el conjunto de la series de Laurent } ., a;z*, pode-
mos identificar la sucesion {u; = (u1g, ..., ugs)} con el vector de informacion

u(z) = <Z up 2t .. ,Z ukvtzt> e F,((2)k.

Anélogamente, identificamos la sucesion {z; = (214, ..., %Tnt) ez t>t, con el
vector codigo

x(z) = <Z T2t Z a:n,tzt> eF,((2)"

t>tg t>to

14



1.2. DEL SISTEMA LINEAL AL CODIGO CONVOLUCIONAL

y la sucesion {s; = (S14,- .., o) hezi>t, con el vector de estados
_ t t s
s(z) = (Z S1425. .. ,Z Sst2 ) cF,((2))°.
t>to t>to

Con esta notacién, multiplicando en el sistema (1.2.1) por 2! y sumando en
t con t > ty, teniendo en cuenta que sy, u; y x; son cero para t < tg, resulta
la nueva expresion del sistema lineal (1.2.1) :

{ 2 1s(2) = s(2)A+u(2)B

2(z) = s(2)C +u(z)D (12.2)

Resolviendo (1.2.2) para calcular s(z) y z(z) en funcién de u(z) se obtiene
s(2) = u(2)B(z" — A7, x(2) = u(2)[B(z" — A)7'C + D]

que define una matriz G = B(z7'I — A)"'C' + D de orden k X n cuyos
coeficientes son funciones racionales g;;(z) € F,(2) sin polos en el origen,
pues de (2711 — A)7! = 2 + Az? + A%23 + ... se sigue

G=> 2"(B-A"-C)+D,
n>0

esto es, gij(2) = D _,50 2" (B - A" - C)ij + Dy
Ademas G es la matriz codificadora, puesto que z(z) = u(2)G.

Definicién 1.6. Un (n, k) codificador convolucional es una aplicacion F,((2))-
lineal

G n
Fo((2))" = Fo((2))
cuyo subespacio imagen estd formado por las palabras cédigo z(z) = u(2)G.

Como los coeficientes de G estan en F,(z) y sus filas son los generado-
res del subespacio de palabras cédigo, podemos sin pérdida de generalidad
restringirnos a F,(z) y redefinir:

Definicién 1.7. Un (n, k) codificador convolucional es una aplicacion F,(2)-
lineal
Fy(2)* = Fyl2)"

cuya imagen es el subespacio de F,(z)" formado por las palabras cédigo

z(z) = u(2)G.

15



CAPITULO 1. CODIGOS CONVOLUCIONALES

En el contexto de un sistema de comunicaciones, lo primero que hay que
exigir a estos morfismos codificadores es que sean inyectivos, pues en caso
contrario existiria alguna palabra cédigo z(z) producida por dos palabras
de informacién w(t) y us(t) diferentes y entonces por linealidad, cualquier
otra palabra cédigo Z(z) tendria por lo menos dos palabras de informacién
diferentes asociadas, si Z(z) = u(z)G también es z(z) = (u(z) + ui(z) —
us(2))G, con lo que la probabilidad de cometer un error al decodificar seria
igual o mayor que 1/2.

Redefinimos de nuevo:

Definicién 1.8. Un (n, k) codificador convolucional sobre F, es un morfismo
F,(2)-lineal inyectivo F,(2)* et F,(2)".

El subespacio Im G de las palabras cédigo es un subespacio de dimensién
k de F,(2)", lo que sugiere la siguiente:

Definicién 1.9. Un (n, k) cddigo convolucional C sobre F, es un subespacio
k dimensional de F,(z)".

Por analogia con los coédigos lineales de bloques se dice que la razén del
cédigo es k/n.

Si{g1,...,gx} es una base de C, la matriz codificadora G = (g1, ..., gx)"
se llama también, por razones obvias, matriz generadora de C.

Proposicién 1.10. Todo (n, k)-cddigo convolucional sobre F, admite un re-
presentante polinomico.

Demostracién. Sea G = (g1, ..., gr)" una matriz generadora del cédigo C. Si
i es el minimo comin miultiplo de los denominadores de los coeficientes de
G, la matriz uG genera también el cédigo C. O]

Definicién 1.11. Si G: F [z]* < F,[2]" es un representante polinémico de
C, el grado del codificador G es la suma de los grados de sus filas ¢1, . . ., g,
donde se entiende por grado de la fila i-ésima el mayor de los grados de sus
componentes polinémicas g;;(z) € F,[z], esto es,

grG = Zmax gr gi;(2))

1<5<n
La memoria de G es el grado m de la fila de mayor grado, m = max;;(gr(gi;))-
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1.2. DEL SISTEMA LINEAL AL CODIGO CONVOLUCIONAL

La matriz G se puede expresar como
G=Gi+Giz+---+ G2

cuyas representacion escalar asociada es la matriz semi-infinita

Gy, G, Gy ... G,
Gy G ... Gn1 Gn
Gy ... Gnos Gni G
G= . .
Gy ... G,

Para cada ¢ > m la matriz escalar de orden k¢ x (m + {)n

Gy G ... G,
G, — Gy - Gh1 G,
Gy ... Gy,
define un cédigo lineal de bloques de razon ﬁ

FEjemplo 1.12. Los codificadores convolucionales de los ejemplos 1.3 y 1.4
generan el mismo cédigo convolucional de razén 1/2,

G=(1+z+2* 1+2%), G = (1 hl;”iz)
pues G = (1 + z + 22)G’. La representacién polinémica de G es

G:G0+ZG1+Z2G2,

conGo=(1 1),G=(1 0)yGy=(1 1).

Ejemplo 1.13. Standard Planetario de la NASA: Cédigo convolucional de
razén 1/2 con matriz generadora en sistema octal G = (133,171) y en sistema
binario

G=(1+z24+224+224+2"+25 14+22 421425425,

17



CAPITULO 1. CODIGOS CONVOLUCIONALES

que es un codificador de memoria y grado 6 y matriz escalar

Gy G ... Gg
Gy ... Gg

Go . Gg

con Gy = (1 1),G=(1 0),Gy=(0 0),G3=(1 1),Gs= (1 1),
Gs=(0 1) yGg=(1 1).

1.3. Codificadores catastroficos

En este apartado veremos qué tipo de codificadores deben ser siempre
evitados y los caracterizaremos para que ello sea posible.

Si para un cierto codificador convolucional G existe una palabra cddigo
x(z) de longitud finita que proviene de una palabra de informacion u(z) de
longitud infinita, ©(z) = u(z)G, habra una probabilidad no nula de que ocu-
rra un error de longitud finita e(z) en el proceso de control de trasmisién a
través de un canal ruidoso. Este error conducird a un error de informacién
de longitud infinita, e,(z). Asi, la palabra decodificada u(z) = e,(2) + u(z),
diferird de la palabra de informacién u(z) emitida en un nimero infinito de
lugares. Massey llamé a este tipo de errores errores de propagacion catastrofi-
cos v codificadores catastroficos a los que producen estos errores.

En general una palabra cédigo z(z) € F,[z]™ no puede provenir de ninguna
palabra de informacién u(z) de longitud infinita si existe una matriz G=' de
orden n X k con coeficientes funciones racionales de la forma p(z)/2", n > 0
y p(z) € F,[z], tal que G- G~ = I.

Veamos cual es el significado algebraico de esta condicién. Consideremos
para ello el anillo localizado

F,[2]s = {W) eF,(2)|n > 0}

Zn

de F,[z] por el sistema multiplicativo S = {z", z > 0}. La existencia de G™*
equivale a que la localizacion del morfismo codificador

0 — Fylz]k S F[o]2 — F,[2]%/ Im(G) — 0

18



1.3. CODIFICADORES CATASTROFICOS

admita un retracto G™: F,[2]% — F,[2]% (G- G™! = I}), y el retracto existe
si y solo si el médulo cociente F,[2]¢/Im(G) no tiene torsion.

La teoria de los factores invariantes sirve para determinar facilmente
cuando F,[z]%/Im(G) no tiene torsién, pues nos dice que existen elemen-

tos (y1,...,7v) en F,[z]s de forma que v;|vi+1 y que
Fol2]s/Im(G) =~ L@® Fylz]s/(m1) & - @ Fylz]s/ ()

siendo L un F,[z]g-mddulo libre finito-generado. Por tanto Fy[z]%¢/Im(G) no
tiene torsion exactamente si todos los factores invariantes son invertibles en
el anillo F,[z]s, es decir, como polinomios en z son de la forma 2.

Puesto que los factores invariantes ; de F,[2]"/ Im(G) (a los que también
nos referiremos como factores invariantes de la matriz G) estan determinados
(salvo unidades) por la férmula

m. ¢. d.(menores de orden i de G)

P =

m. c. d.(menores de orden i — 1 de G)

podemos caracterizar los codificadores no catastréficos (no producen errores
de propagacién catastroficos):

Proposicién 1.14. Un codificador polinémico G: Fy[z]F — F,[z]" es no
catastrafico si y solo si

m. c. d.(menores de orden k de G) = 2"
para algin r > 0.
La extension al cuerpo de fracciones F,(z) es inmediata:
Definicién 1.15. Un codificador G: F,(2)* < F,(2)" es no catastréfico si

m. c. d.(menores de orden k de puG)
i

iZT

para algin r > 0, siendo p el minimo comin miultiplo de los denominadores
de los coeficientes de G.

Ejemplo 1.16. El codificador convolucional de razén 2/3 sobre Fy dado por

1
G (L0 =
0 1 1+z
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CAPITULO 1. CODIGOS CONVOLUCIONALES

es no catastrofico, pues p = 1 + 2z y los menores de orden 2 de uG; son
(1+2)% 2(1+2) y 1+ 2, luego

m.c.d.((14+2)%2(142),1+2) 1+=z 0
1+2 14z

El codificador polinémico

(1+=z 0 1
GQ_( z 14 2+ 22 22)

es catastrdfico, pues el maximo comun divisor de los menores de orden 2 de
Goes 1+ z+ 22
Los codificadores G y Gg definen el mismo cédigo pues

1+ 2 0
G2_< z 1+z+22).G1'

En este caso, es el representante polindémico Gy del cdédigo convolucional el
que se debe evitar.

1.4. Codificadores basicos. Cédigos convolu-
cionales como submaodulos.

Si G es un (n, k) codificador convolucional polinémico, considerando G
como un morfismo de F,[z]-médulos G: F [z]* < F,[z]", el mddulo libre
Lg = Img, ;) G es un submddulo de rango k de Fo[z]" y C = Lg ®r,[;) Fq(2)
es el codigo convolucional de razdn k/n que define.

Si G': F,[z]¥ — F,[2]" es otro representante polinémico del cédigo C se
verifica

La @r,[2) Fy(2) = C = La @r,[2) Fy(2)

Definicién 1.17. Un codificador polinémico G: F [z]* < F,[z]™ es bésico
si el médulo cociente F,[2]"/Lg es libre.

Teorema 1.18. Sea G: F,[2]" — F,[2]" un codificador bdsico. Las siguientes
proposiciones son equivalentes:

1. G admite una inversa polindmica por la derecha, esto es, existe G™' €

M(n x k,F,[z]) tal que G -G~ = I.
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COMO SUBMODULOS.

2. Los factores invariantes de G son todos iguales a 1.
3. El mdxzimo comun divisor de los menores de orden k de G es 1.

4. 18 G = k en cualquier extension de IFy.
En particular, todo codificador bdsico es no catastrofico.

Demostracion. Si 7y, ...,7 son los factores invariantes de G, se tiene que
F,[2]"/Lg es libre si y s6lo si es libre de torsién. Eso equivale a que F,[2]/(71)®
- @®F,[z]/ () = 0 es decir, aque 73 = - -+ = 7, = 1, 0 sea, a que el méximo
comun divisor de los menores de orden £ de G es 1.

Por otra parte, Fy[z]"/Lg es libre si y sélo si la sucesién exacta de F[z]-

modulos
0= Lg 5 F[2]" = F2]"/Le — 0

rompe, es decir, si y s6lo si G admite un retracto G=1. O
Ejemplo 1.19. El codificador binario

- < 1 1+2 1+ z>

T \z 422 z+22 1
es basico pues el maximo comun divisor de los menores de orden 2 de G es 1

Probaremos ahora de modo constructivo siguiendo a Forney [11] la exis-
tencia de codificadores basicos para cualquier cédigo convolucional.

Teorema 1.20. Todo (n,k) cddigo convolucional admite un representante
bdsico.

Demostracion. Sean G un representante polinémico del codigo y 71, ..., Y
sus factores invariantes respecto de F,[z]. Consideremos la matriz

M
I'= ka(n—k)

Tk

Se tiene G = A - T - B para ciertas matrices A € Autp,,jFy[z]F y B €
Aut]pq[z] Fq[z]”.

La matriz G construida con las primeras k filas de B define el codifi-
cador bésico buscado. En efecto, si {by,...,by,...,b,} son las filas de B y
{c1,.. . Chs-..,Cn} son las columnas de su inversa B!, se tiene:
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CAPITULO 1. CODIGOS CONVOLUCIONALES

1. Go = (by,...,b)" tiene una inversa polinémica Gal =(c1y...,Cp)-
2. G y Gg generan el mismo codigo: Si x € Imy, .} G se tiene
v =uG = (UA)TB = ugynibr + - - + Us(iybi € Imp, 2] Go

La tercera igualdad se debe a que como A € Autg,.] F,[2]¥, uA consiste
sélo en permutar las componentes (uq,...,u;) de u; o representa tal
permutacién. Se sigue que Imp, ;) G C Imp, ;) Go y como son subespa-
cios de F,(2)" de la misma dimensién, coinciden.

]

Nota 1.21. El algoritmo de calculo de los factores invariantes de una ma-
triz y el teorema anterior permiten construir un algoritmo programable pa-
ra calcular un representante bdsico a partir de un representante polinémico
cualquiera del cédigo convolucional.

Demostraremos a continuacién que los codificadores basicos son invarian-
tes por la accidn del grupo unimodular GL(k,F,[z]) = Autg, ;) Fq[2]* v que
son los elementos maximales de la clase de codificadores polinomicos de un
codigo convolucional, lo que utilizaremos para definir el grado del codigo con-
volucional y para buscar una clase canonica de representantes polindmicos,
en el sentido de la minimalidad de la realizacion fisica trivial del codigo.

Teorema 1.22. Sean G y G’ dos codificadores polindmicos que definen el
mismo (n, k) cédigo convolucional C y sean Lg y Lg: los submddulos libres
de rango k asociados. Se verifica

1. Si G es bdsico y Lg C Lg/, entonces Lg = Lg.
2. Si G y G’ son ambos basicos, Lgq = Lg'.

Demostracion. (1) Componiendo las sucesiones exactas de F,[z]-mddulos aso-
ciadas a Gy G/,

0 Lg —2-F,[2]" —=F,[2]"/La —=0
! !
0 LG’ ¢ Fq[Z]n HFQ[Z]TL/LG/ — ()
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se tiene que kerh = coker f. Como f es inyectiva, coker f = Lg//Lg y
como G es basico F[z]"/Lg es libre, luego ker h no tiene torsién y por tanto
LG’/LG = 0.

(2) El submédulo Lg + Lg: genera el mismo cédigo C y contiene a Lg y
a Lgl, luego por (1) €s LG = LG + L(;/ = L(;/. [l

Corolario 1.23. 51 G y G’ son dos representantes bdsicos de un (n,k)
codigo convolucional, se verifica

G' =A-G con A€ Auty,y Fy[2]"(= GL(k,F,[z])).
[]

Corolario 1.24. Los codificadores bdsicos son los elementos mazimales de
la clase de los codificadores polinomicos de un codigo convolucional. O]

Sea G un codificador polinémico de un (n,k) cédigo convolucional C.
Representemos por dg el mdzimo grado de los menores de orden k de G
(grado interno de G segun McEliece [24]).

Teorema 1.25. Si G es un (n, k) codificador bdsico se verifica que dg < dg
para todo codificador polindmico G’ que genera el mismo cddigo convolucio-
nal.

Demostracion. Como generan el mismo cédigo, existe A € GL(k,F,(z)) tal

que G’ = A - G; pero A es polinémica pues por ser G bésico es Lgr C Lg.

PR
Fq[z] — Lg

A

Fq [Z]k = LG’

Luego como los menores de orden k de G’ se obtienen multiplicando por el
determinante de A los menores de orden k de G, resulta que dgr > dg. [

Corolario 1.26. Si G y G’ son codificadores basicos que definen el mismo
codigo convolucional, se verifica que dg = dg'. L

Y podemos definir ahora un invariante del codigo, el grado de un codigo
convolucional:
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Definicién 1.27. El grado ¢ de un cédigo convolucional de dimensién k es

0 = dg = mdazimo grado de los menores de orden k de un representante bdsico G

Y asi podemos abordar la teoria de cédigos convolucionales desde el punto
de vista de los mddulos, sin més que identificar los (n, k) cddigos convolucio-
nales con la clase de los submddulos bdsicos de rango k de F,[z].

1.5. Codificadores basicos minimales. Codifi-
cadores canonicos

Nos interesan aquellos codificadores polinomicos en los que el grado del
codigo coincide con el grado del codificador y éste ultimo es el menor posible
entre todos los representantes polinomicos del codigo. En sentido de Forney,
estos codificadores forman una clase canonica de codificadores basicos, los co-
dificadores minimales respecto de los que la realizacién fisica trivial requiere
el menor niimero de elementos de memoria.

Forney [11] defini6 los codificadores minimales:

Definicién 1.28. Un codificador bésico G es minimal si su grado gr(G)
coincide con el grado ¢ del cédigo, esto es

k

gr(G) :ZV,»:(S,

=1

t
cony; =grg; vy G = (91 gk) )
Los ntmeros vy, ..., 1 se llaman indices de Forney y son invariantes del
codigo.

Forney [11] demostré la existencia de tales codificadores: Entre todos los
codificadores bdsicos que definen el mismo codigo convolucional existe por lo
menos uno que es minimal.

McEliece calcula en [22] el nimero de codificadores bésicos minimales en
forma estandar (11 < vy < -+ < 1) que tiene un c6digo convolucional.

McEliece [24] llama candnicos a estos codificadores béasicos minimales de
Forney y para ello utiliza los codificadores polinomicos reducidos. Las defini-
ciones son las siguientes:
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Definicién 1.29. Un codificador polinémico G es reducido si g = gr G.

Definicién 1.30. Un codificador polinémico G es candnico si es a la vez
basico y reducido.

Asi, el grado § de un codigo convolucional coincide con el grado de cual-
quier codificador canénico G que represente al cédigo, § = gr(G), y su me-
moria m es el grado de la fila de mayor grado de G, que coincide con el indice
de Forney vy si G esta en forma estandar.

1.6. Codificadores convolucionales sistemati-
Ccos

Un codificador es sistematico si las palabras cédigo que produce contienen
los mensajes originales.

Definicién 1.31. Un (n, k) codificador convolucional G es sistemético si

G = (Ixg|R), con Re M(kx (n—k),F,(z)).

Teorema 1.32. [11, Forney| Todo (n,k) cédigo convolucional tiene un re-
presentante sistemdtico realizable.

Demostracion. Sea Gg un representante basico del codigo. G contiene al
menos una submatriz polinémica de orden k, A € M (k x k,F,[z]), con det A
no nulo y no divisible por z, pues Gy es de rango k y el maximo comun
divisor de los menores de orden k de Gy es 1 por ser Gy basico. Luego A
posee una inversa con coeficientes funciones racionales sin polos en el origen,

A = A v lamatriz G = A1 Gy = (Ii|R) define un codificador

det A?
sistematico realizable. ]
. : 10 11 . (o .
Ejemplo 1.33. El codificador G = 01 T2 ] es sistematico y realizable
14z

con feed-back.

Los codificadores sistematicos realizables con feed-back forman una clase
muy importante entre todos los representantes de un cédigo convolucional
(s6lo hay uno por cada cédigo). Este tipo de codificadores se utiliza en la
construccion de los turbo cddigos (1983, [2]).
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1.7. Cdbdigo dual. Matriz de control

Sea C un (n, k) cédigo convolucional.

Definicién 1.34. El cddigo convolucional dual de C es el F,(z)-subespacio
Ct de F,(2)" dado por

Ct={z €Fy(2)"|(x,y) =0 para caday € C}.

respecto de la métrica (z,y) = >, ;y; con & = (1,...,%,), ¥y = (Y1,-- -, Yn)
en F(z2)".

Teorema 1.35. Ct es un (n — k, k) cddigo convolucional de grado igual al
de C.

Demostracion. Sea G un representante basico de C y Lg el submédulo de
F,[2]™ asociado. Como G es bdsico, el médulo cociente F,[2]"/Lg es libre,
luego la sucesion exacta

0 Le S F " 25 F,[2]"/Le — 0

induce una sucesién exacta de Fy[z]-médulos libres
n + H n G! *
0 — (Fy[2]"/Lg)" — Fylz]" — Lg — 0

donde (Fy[2]"/Lg)* = Homg,)(Fy[2]"/Le),Fq) vy L& = Homg, .)(La,F,)
son los duales como F,[z]-médulo, lo que prueba que el cédigo dual C*+ es
isomorfo a (IF,[2]"/Lg)* como [F,[z]-médulo, que H es un representante basico
y que dg = 0y = 0. n

Como en los codigos lineales de bloques, a partir de un representante
sistematico del codigo se puede construir un representante sistematico del
codigo dual.

Proposicién 1.36. Si G = (Ix|R) es un codificador sistemdtico realizable
del c¢édigo convolucional C, H = (—R'|I,,_1,) es un representante sistemdtico
realizable del codigo dual C*+.

Demostracion. De la sucesién exacta de F,(z)-espacios vectoriales
t
0= Fy(2)" = Fy(2)" 5 Fy(2)"™ =0
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se sigue, tomando duales, la sucesiéon exacta
n—k H n G n k
0—F,(2) — F,(2)" = Fy(2)"/Fy(2)" = 0
y de H- G' = 0 resulta H = (—R'|1,,_j). O

Veremos ahora un método debido a Forney [11] para construir a la vez un
codigo convolucional y su dual mediante representantes basicos. Este método
puede resultar 1til cuando se decodifica mediante sindromes.

Proposicién 1.37. Construccion de un (n, k) cddigo convolucional y su dual
con generadores bdsicos.

Demostracion. Sea Gp un representante polindémico del codigoy Gp = AI'B
la descomposicién por factores invariantes (Teorema 1.20).

Si{by,...,bg,...,b,} son las filas de la matriz unimodular B y denotamos
por {c1,...,Cp,...,c,} las columnas de su inversa B~1, se tiene
s G = (b1 e bk)t es un representante basico del cédigo, de hecho su
inversa por la derecha es G™1 = (01 . ck).
« H = (ck+1 cn)t es un representante basico del cédigo dual; su
inversa por la derecha es H™! = (bk+1 - bn).
O]

Nota 1.38. De B! = (G’1 Ht) se sigue que si u es el vector de informa-
cion, z la palabra codificada, R la palabra recibida y e el vector de error,
R = x + e, se tiene

RB™'=(RG™' RH') = (u+eG™! eH')

siendo eH! el sindrome de la palabra recibida y v + eG™! la estimacién del
ruido.

1.8. Distancia libre

Dado un vector x = (z1,...,z,) € Fy,
nimero de componentes no nulas:

w(x) = #{i |z # 0}

se define su peso w(zx) como el
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En el caso de los cédigos convolucionales, se necesita una definicién analo-
ga para el peso de un vector con componentes polindmicas, z(z) € F,[z]™.
Teniendo en cuenta que el peso de un polinomio es el niimero de sus coe-
ficientes no nulos, podemos dar las siguientes definiciones para el peso y la
distancia(libre) en teoria de cédigos convolucionales:

Definicién 1.39. El peso de z(z) = (z1(2),...,z.(2)) € F,[z]" es la suma
de los pesos de sus componentes polinémicas:

n

w(z(z)) = ) wlwi(2).

i=1

Definicién 1.40. La distancia libre de un cdédigo convolucional C C F,(2)"
es el menor de los pesos de las palabras codigo no nulas,

dfree(C) = min{w(x(z)) | x(2) € CNF,[z]", z(z) # 0}.

En particular, si el grado del cédigo es cero, C es un cédigo lineal y su
distancia (libre) coincide con su distancia minima (Hamming) como c6digo
lineal.

Como para los cédigos lineales, se buscan cotas para la distancia libre
de los cédigos convolucionales utilizando subcddigos polindémicos como hace
McEliece en [24, Theor. 4.4].

Recordemos que una buena cota para la distancia de un (n, k) cédigo
lineal es la Cota de Singleton n—k+1 y que aquellos cédigos que la alcanzan,
es decir, cumplen que su distancia de Hamming es n—k+1, se llaman cédigos
lineales 6ptimos o MDS (maximum distance separable).

Rosenthal y Smarandache demuestran en [31] que para cada (n, k) cédigo
convolucional de grado ¢ existe una cota para su distancia libre:

Upee(©) < (0= B)(I ) +1) 4541,

que coincide cuando 6 = 0 con la Cota de Singleton de un (n, k) codigo
lineal. Por esta razon se llama Cota de Singleton generalizada y conduce a la
siguiente definicion:

Definicién 1.41. Un cédigo convolucional C es dptimo o MDS si su distancia
libre alcanza la Cota de Singleton generalizada, esto es si:

diree(C) = (n —k)([0/k] +1)+d+1,

donde n, k and  son respectivamente la longitud, la dimension y el grado
del codigo.
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1.9. SISTEMAS LINEALES ASOCIADOS A UN CODIGO
CONVOLUCIONAL

1.9. Sistemas lineales asociados a un cdédigo
convolucional

Sea C un (n, k) cédigo convolucional sobre F, de memoria m, indices de
Forney 1 <y < ...y =mygrado d = vy + - + 1.

Al cédigo le podemos asociar una matriz polinémica £ y dos matrices
escalares A € M(6 x §,F,) y B € M(k x §,F,) en la forma:

» Morfismo de estados, es la aplicacion F[z]-lineal

Fy[e]" = Fy[2]]
u(z) = u(z)E = s(z),

donde s(z) es el estado de la palabra emitida u(z).

Matriz de estados

z zr 0 .. 0

0 0 z 220 0
E = )

0 0 z 2k

(. . A
s Sea A la forma canodnica del endomorfismo nilpotente Fg = Fg de
indices 1 < vy < ... = m, v; es la dimension del mondgeno de
anulador =¥ y v, = m es el indice de nilpotencia:

Ay, 0 1
L | A .
. " . :
Es inmediato comprobar que

E-A=2"E—-2"E,,

De modo que si representamos por B la matriz escalar 27! Ej,_ se tiene
la ecuacién matricial 2 'E = E - A + B, que vectorialmente se escribe
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27 u(2)E = u(2)E - A+ u(2)B, de donde se obtiene la ecuacion que
describe la evolucion del estado en funcion del tiempo de emision:

2 1s(2) = s(2)A+u(2)B (1.9.1)
Observemos que A y B no dependen de ningun codificador, tan sélo de
los invariantes del cédigo dados por los indices de Forney.

Para construir las matrices C'y D elegimos un representante canénico G
del cédigo, cuyas filas 1,. .., k tengan grados vy, ..., v, = m respectivamente.

Sea G = G+ Gz + -+ G, 2™ su descomposicién polinémica, y repre-
sentemos por Gy; la fila j no nula de la matriz escalar G;.

» La matriz C € M(§ x n,F,) definida por:

c=| . |, verifica B-C=G—-G,.
GV22

Gll/k

Gukuk

» La ecuacion matricial G = F-C + D con D = Gq describe la palabra
codigo x(z) = u(2)G(2) en funcién de la palabra emitida u(z) y su
estado s(z) = u(z)E, esto es

z(z) = s(2)C 4+ u(z)D (1.9.2)

Se obtiene asi el sistema lineal asociado a la matriz candnica G:

2 1s(2) = s(2) A+ u(z)B}

z(z) = s(2)C +u(z)D (1.9.3)
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1.10. EJEMPLO DE CALCULO DE LA DISTANCIA LIBRE Y DEL
SISTEMA LINEAL ASOCIADOS A UN CODIGO CONVOLUCIONAL

que se corresponde en el contexto de la Teoria de Sistemas con el sistema
lineal de ecuaciones

Si41 = St A+ w B
R ! (1.9.4)
xy =5C+uD parat>tyy s, =0
donde
ur = (g, ..., upt) € ]FZ, St = (S14,---,851) € Fg, Ty = (T14,- 5 Tny) €Fy

representan los vectores de entrada, estados y salida, respectivamente.
Tiene por matriz de transferencia R(s) = B-(s[—A)~!-C, siendo s = 271
y R(s) = G — D, que es una matriz racional propia e invariante por cambios
de base en el espacio de estados F), (A, B,C') — (rAr~!,Br~!,7C) para
cada 7 € Aut Fg.
El sistema tiene el minimo nimero de variables de estado, es decir la
terna (A, B, C) es una realizacion minimal con grado de McMillan 4.

1.10. Ejemplo de calculo de la distancia libre
y del sistema lineal asociados a un coédi-
go convolucional

Para el cdlculo de la distancia libre de un (n, k) cédigo convolucional C de
grado 0 e indices de Forney 14, . .., 14, utilizaremos el siguiente procedimiento:

= Si G es u n representante canénico del cédigo en forma estandar (v <

- < 1), escribimos G = (A B) con A una matriz invertible de

orden k. Una matriz de control es H = (—B"- Adj(A) det(A)-I),
pues HG' = 0 (ecuaciones del c6digo).

= Las descomposiciones polinémicas de G y H son
G=Gy+Giz+---+G,2" v H=Hy+H;z+ - -+H;2°
siendo m = v, la memoria de C y 4 su grado.
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Las matrices escalares

H,

H, Hp

S G

. . Gzi

H; Hs_; ... ... ... Hj i
_ 0 Hy ... ... ... H H.O e

. . 0

0 0O Hy ... H, H, .

T 0

0 0 0 ... Hs H;,

O ... 0 0 ... 0 H;

determinan las ecuaciones HG' = 0 del cédigo.

= Como para los codigos lineales, el estudio de la independencia lineal de
las columnas de H determina la distancia, la distancia es d si en H hay
d columnas linealmente dependientes pero no d — 1.

Veamos un ejemplo de cédigo convolucional definido por un representante
canénico en forma estandar y calcularemos su distancia libre y un sistema
lineal asociado.

FEjemplo 1.42. Cuerpo Fs.

142 3+ 2z 4+ 4z 2+ 32
G_(1+2z+22 4422442 1422+ 2° 4+2z—|—422>_(A B)

es un representante canénico en forma estandar del (4, 2) cédigo convolucional
de memoria m = 2 y grado 6 = 3.

La matriz de control H = (—B* Adj(A) det(A)-I) es

24424322423 34424422432 143244224273 0
44324222423 342422244753 0 143244224223

y la descomposicion polinémica de H es
H = Hy + H;z + Hy2” + Hjz?
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con
2310 4 4 30
H0_<4 30 1) ’Hl_(g 10 3)
3440 1 320
H2:<2 2 0 4) ’H3:(1 40 2)
en este caso la matriz H es
H,
H; H,
H, H, H,

H; H, H, H,

Se comprueba que cualesquiera 7 columnas de H son linealmente indepen-
dientes y hay 8 linealmente dependientes, por ejemplo las 8 primeras. Por
tanto la distancia del cédigo es 8. El cédigo es 6ptimo o MDS pues la cota
de Singleton generalizada es también 8.

Calculemos ahora las matrices A, B, C'y D del sistema lineal asociado,

siendo G = B(z7'I — A)7'C+ D

2 's=sA+uB
uG = sC +uD ’

s Morfismo de estados
F[z]? — F[2]?

u—u-E conE—(z X 02>
0 2z =z

= Como para z = 0 es s = 0, resulta
1 3 4 2
D_G°_<1 41 4)
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. (100

b= EZ_O_(OlO
1243

c=1[22 2 2
141 4

como se sigue de

E-C=G-D=2G+ Gy = (g ’ 52)@1)
2

siendo G} la matriz G, sin la fila de ceros.

000

n -:_1—:
DeEAzEB(OOZ

) se obtiene

000
A=10 0 1
000

1.11. Cdbdigos convolucionales unidimensiona-
les

Por tltimo, obtendremos un resultado para los cédigos convolucionales
de dimension 1 que utilizaremos en el capitulo 3 para construir familias de
cédigos convolucionales de Goppa que son MDS.

Si C es un cédigo convolucional de dimensién 1, un representante po-
linémico G de grado m es bésico si y sélo si G = Go+ 2G1+ -+ 2" G, es
no nulo para todo z en cualquier extensién de F, (Teorema 1.18). En parti-
cular, G es bésico si rg(Go, Gy, . .. G,,)" = m+ 1. Ademds, su grado coincide
con el grado del cédigo (Definicién 1.27), es decir, todo codificador bésico es
candnico.

Teorema 1.43. Sea C un cédigo convolucional de dimension 1 y longitud n
Yy G =Go+Giz+ -+ Gs2° la descomposicion polindmica de una matriz
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G; Gy
generadora G. Si los codigos lineales {Gj}o<j<s son MDSy | : |, :

Gy G
son (n,j + 1) cddigos lineales MDS para todo 0 < j < §, entonces C es un
codigo convolucional MDS de grado 6 y G es una matriz generadora canonica.

Demostracion.
Gs
G es basica, pues G,—, # 0 para todo a € I, ya que : tiene rango
Go
0 + 1. Luego el grado de C es 9, con § < n.

Las palabras cédigo polinémicas de C son de la forma p;(z)G, siendop;(2) €
[F,[2] un polinomio de grado j.

Sea pj(z) =ag+ a1z + az® + - + ajzj, con a; # 0; podemos suponer
que ag # 0 pues el peso de una palabra cédigo no cambia al multiplicar por
zZ.

Los coeficientes de la palabra cédigo p,(2)G son palabras cédigo de los
cddigos lineales del enunciado; por tanto, una cota inferior /; para su peso
w(p;(2)G) esta dada por la suma de las distancias minimas de esos codigos.
Se tiene:

Li=2n+2(n—1)+2n—-2)+-+2n—j+1)+(n—j)06—j+1),j <o
[5+i215+’i(n—5),i20,

de lo que se deduce:
Ii=(+1n+(n—yj), paratodo j > 0.

Finalmente, como [;1; — I; = n — 0 > 0, para j > 0, la distancia libre del
codigo C es
drec(C) =Ip=n(0+1).
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Capitulo 2

Cddigos Convolucionales de
Goppa sobre curvas algebraicas

En este capitulo se definen los Cédigos Convolucionales de Goppa como
c6digos de evaluacion asociados a curvas algebraicas sobre el cuerpo F,(z) de
las funciones racionales de una variable y se construyen los correspondientes
cédigos duales. Se generaliza asi la teoria de Goppa de cédigos en curvas
algebraicas sobre un cuerpo finito I, a un cuerpo (infinito) F,(2).

2.1. Cdbdigo convolucional de Goppa

Sea (X, Ox) una curva proyectiva no singular de género g sobre F,(z) y
Y x su cuerpo de funciones racionales. Supondremos que [F,(2) es algebraica-
mente cerrado en Xx.

Para cada punto p € X denotamos por O, el anillo local de X en p y
por m, su ideal maximal. El cuerpo residual en p es el cociente O,/m,, y se
tiene una extensién finita de cuerpos F,(z) < O,/m,. El grado de p, gr(p),
es la dimensién de esta extensiéon. El punto p es racional si F,(z) ~ O,/m,,
es decir, si gr(p) = 1.

Un divisor D sobre X es una suma formal D = }° . n,p donde casi
todos los n, € Z son nulos. Se define el grado del divisor D por gr(D) =
ZpEX Ty gr(p).

Dada una funcién racional f € ¥y, (f) representa el divisor definido por
(f) = >2imici — >_;m;pi, donde n;,m; € Z* son las multiplicidades de los
ceros ¢; € X y los polos p; € X de la funcién f.
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Sea Ox (D) el haz de linea asociado al divisor D sobre X y dado por:
Ox(D)(U) ={feXx|((f) + D) >0, U abierto de X},
sus secciones globales definen la serie lineal completa asociada a D:

L(D) = H'(X,0x(D)) = {f € Sx | (f) + D es un divisor positivo en X} .
(2.1.1)
Si p1,...,pn son n puntos racionales distintos de X y D =p; +---+p,

es el divisor que definen, se tiene la sucesion exacta de haces:

0= Ox(—D)—=0Ox - 0p—0 (2.1.2)

donde el cociente Op es un haz aciclico con soporte en los puntos p;. Local-
mente, en cada punto p;, esta sucesion se escribe:

0—m, = 0O, = 0, /m, ~F (2)—=0.
f= f(pi)

Para cada divisor G sobre X con soporte disjunto de D, tensorializando
la sucesion exacta (2.1.2) por el haz de linea asociado Ox(G) se obtiene

0— Ox(G—D)— Ox(G) = Op —0 (2.1.4)

(2.1.3)

donde el isomorfismo
O_)((G) & OD ~ OD

viene dado en cada punto p € D por f ® 1 — f(p), ya que Ox(G) es un
subhaz del haz constante ¥ x y los divisores G y D tienen soporte disjunto.
Tomando secciones globales en (2.1.4)
0— L(G — D) = L(G) S Fy(2)x .7 xFy(2) — ...
fe (flpr), - f(pa)

donde L(G—D) y L(G) representan las series lineales asociadas a los divisores
G — Dy G como en (2.1.1).

(2.1.5)

Definicién 2.1. El cédigo convolucional de Goppa C(D, G) asociado al par
de divisores (D, G) es la imagen del morfismo F(z)-lineal

L(G) = Fy(2)"

Anélogamente, dado un subespacio I' C L(G), se define el c6digo convo-
lucional de Goppa C(D,T') como la imagen del morfismo .
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Teorema 2.2. El cédigo convolucional de Goppa C(D, G) tiene longitud n =
gr D y dimension k = dimg, ;) L(G) — dimg, ) L(G — D).
Si2g—2<grG <grD su dimension esk=1— g+ gr(G).

Demostracion.
Como C(D,G) = Im <L(G) 5 Fq(z)"> es un subespacio de F,(2)" su
longitud es n y su dimension k viene dada por:

k= dim[pq(z) L(G) — dim]pq(z) ker o« = diqu(z) L(G) — diqu(z) L(G — D) .

Sea K un divisor canénico sobre X, es decir el divisor de una diferencial
meromorfa sobre X, gr K = 2¢g — 2.

Si29g—2<grG < grD se tiene que L(K —G) =0, L(G—D) =0,y
utilizando el teorema de Riemann-Roch,

dim L(G) —dim L(K — G) =1 — g+ gr(G),

resulta:
k=dimL(G) =1- g+ gr(G)

2.2. (Cdbdigo convolucional de Goppa dual
Consideremos la métrica sobre F,(z)" definida por
Fo(2)" x Fq(2)" = Fo(2)"

(ZL‘,y) = <ZL‘,y> = szyz

donde x = (21,...,2,), y = (Y1,...,Yn) € Fy(2)™

Definicién 2.3. El cédigo convolucional dual del cédigo C(D, G) es el F(2)-
subespacio C*(D, G) de F,(z)" dado por

CH(D,G) = {zx € F(2)"| (x,y) = 0 para cada y € C(D,G)}.

Su longitud es n = gr(D) y su dimensién n — dim C(D, G).
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Teorema 2.4. El cédigo convolucional dual CH(D,G) es el cédigo convolu-
cional de Goppa C(D, K+ D—G) asociado al par de divisores (D, K+D—G@Q).

Demostracion. Tensorializando la sucesién exacta de haces (2.1.2) por el haz
de linea Ox (K + D — G) se tiene

0—>Ox<K—G)—>Ox(K—|—D—G)—>OD—>O (221)

Como Ox (K) es el haz wy de las diferenciales, Ox (K —G) se identifica con el
haz wx(—G) de las diferenciales sin polos y con ceros en Gy Ox (K +D —G)
con el haz wx (D — G) de las diferenciales con ceros en G y polos a lo sumo
de orden uno en los puntos de D.

Por tanto, localmente en cada p; € D, un generador local de Ox (K +

1
D —G) es ;dti y el isomorfismo Ox (K + D — G) ® Op ~ Op esta dado por

1 1
f t—dti ® 1 — f(pi) == Res,, (f t—dti). Asi, tomando secciones globales en la

sucesion anterior se obtiene:

05 L(K-G) = LIK+D—G) S F, ()" — ...

(2.2.2)
n— (Resp, n,...,Res,, n)

Por definicién de codigo convolucional de Goppa asociado al par de divisores
(D, K+D—-G)esImpB=C(D,K+ D — Q).

El Teorema de los residuos permite demostrar que este cédigo esta con-
tenido en el cédigo dual C*+(D,G). En efecto, para cada n € L(K + D — G)
y cada f € L(G) se verifica:

(B(n),a(f)) = Z f(pi) Resy, n = Z Res,,(fn) =0
donde

(p1), -5 f(pn)), Ima=C(D,G)

Lo que prueba que 3(n) € CH(D,G), es decir, C(D, K + D —G) C C(D, G).
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0Y 1

Finalmente, el Teorema de Riemman-Roch permite demostrar que ambos
codigos tienen la misma dimension:

dimC(D,K + D — G) +dimC(D,G) =

=dimL(K + D —G) —dim L(K — G) + dim L(G) — dim L(G — D)
=dimL(K+ D —G)—dim L(G — D) +dim L(G) — dim L(K — G)
=1—-g+g(K+D—-G)+1—g+gr(G)=gr(D)=n.

Se concluye que:
CH(D,G)=C(D,K+D-G).

En particular, si 2g — 2 < grG < grD el morfismo 3 es inyectivo, pues
L(K — G) =0, y la dimensién del c6digo dual es n — (1 — g + gr(G)), como
se sigue del teorema 2.2. O

2.3. Ejemplos de construccion sobre curvas
de géneros 0 y 1

Ejemplo 2.5.

Sea X = IP’]%S ) la recta proyectiva sobre el cuerpo Fg(z). Representemos
por {zg, 1} sus coordenadas homogéneas, por t = x1/xg su coordenada afin
y Por ps = (0,1) el punto del infinito.

Consideremos el divisor de puntos

D = pi + ps +p3+pa,

siendo p; = z + o'~ ! la coordenada afin de p; y o un elemento primitivo de
Fg tal que ® + a? + 1 = 0, esto es, Fg = Fo[z]/2® 4+ 22 + 1.

Sea G = 3ps y I el subespacio de L(G) = (1,t,t?,t3) generado por 3,
[ = ().

El c6digo convolucional de Goppa , C(D,TI'), asociado a D y T tiene lon-
gitud n = 4 = grD, dimension £ = 1 = dim[', grado § = 3 y matriz
generadora:

G=((z+1? (z+a)® (z+a?)? (z+a)?)
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Es claro que G es canodnica y su descomposicion polinémica es:

G = G0+G12+G222+G323,

siendo

Gs=(111 1)

Gy = (1 a o? a3)

Gi=(1 o o af

Go=(1 o af o
G; Gs

Los cédigos {G;to<j<s y | + |, : son cédigos lineales de Goppa,

Go Gs_;

luego MDS para todo 0 < j < §. Por el Teorema 1.43 el cédigo convolucional
de matriz generadora G es también MDS.

Ejemplo 2.6.

Sea X = ]P’]%8 ()> COMO en el ejemplo anterior.

Divisor de puntos D = p; +ps+p3+ps, con p; = z+1,py = az+a, ps =
a?z+ab py = adz 4+ a2

Divisor G = 2p,,, subespacio I' = (t,t?) C L(G).

El cédigo C(D,T) tiene longitud n = 4 = gr D, dimensién k = 2 = dim T,
grado § = 3 y matriz generadora candnica:

c_(*+1 az+a?  ofz4+ab aPz4 o
T\ 2241 a2+ ab ot 4+ ab2+at

Su distancia es df.. = 8, y coincide con la cota de Singleton generalizada,
es decir, el codigo es MDS.

Ejemplo 2.7.

Sea IP’]%Z(Z) = ProjFy(2)[x0, z1, 22] el plano proyectivo sobre Fy(z) y sean
r = x1/x0, Yy = Ta/xo las coordenadas afines.

La curva eliptica X definida sobre Fy(2) por la ecuacion:

y2+xy+zy:x3+za:2+:v
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2.3. EJEMPLOS DE CONSTRUCCION SOBRE CURVAS DE GENEROS
0Y 1

tiene un punto de inflexién en p,, = (0,0, 1) y pasa por los puntos
=12, p=(0,2), ps=(z+1,2)
Elegimos los siguientes divisores en X:
D=p +p+ps, G=6p,

y tomamos el subespacio I' = (z+%?) de la serie lineal L(G) = (1, z, y, vy, 2%, y*).
El cédigo convolucional de Goppa asociado C(D,T') tiene longitud n = 3,
dimension k£ = 1, grado 6 = 2 y matriz generadora canodnica:

G:(1+22 22 1—|—z+22)

Su distancia libre es 6, luego este cddigo también es MDS.

Ejemplo 2.8. Con la misma curva y los mismos divisores del ejemplo anterior
podemos construir cddigos asociados a subespacios I' C L(G) de dimensién
2, pero con peores prestaciones, pues ni los representantes que se obtienen
son basicos ni sus distancias alcanzan la cota de Singleton generalizada. Fs
el caso, por ejemplo, de I' = (z,y), en el que la matriz generadora asociada
<1 0 1+z) o - <1 0 1—1—z>
no es basica; un representante basico es , el
z z z 01 z
grado es 1 y la distancia libre 2, siendo la cota de Singleton 3.

Ejemplo 2.9.
Sea X una curva eliptica de la familia de ctibicas no singulares con punto
de inflexién en p,, = (0,0, 1) definida por la ecuacién

Y2 4 ayxy + apy = 1+ asa® +agxr +as, a; € Fg(2)
y que pasa por los puntos no alineados
p= (®z+a,a*z+0?), po = (a*z+a? az+a?), ps = (az+a*, 0’z +a),

siendo o un elemento primitivo de Fg = Fy[z]/2® + 22 + 1.
El cédigo C(D,T") asociado a los divisores D = p; + ps + p3, G = 6ps
y al subespacio I' = (x,9?) tiene longitud n = 3, dimensién k = 2, grado
0 = 2 y distancia libre dj;,.. = 6 = Cota de Singleton. Una matriz generadora
candnica es:
G- ( o?z+a  atz+a? az—l—a4)
T \at2? 4+ a? a?+at o4
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Capitulo 3

Cddigos convolucionales de
Goppa sobre P!

3.1. Cdbdigos convolucionales de (Goppa sobre
Pl

Sea X la recta proyectiva sobre Fy(z), X = P]qu(z) = ProjF,(z)[xo, 1],
y sean t = x1/zo la coordenada afin, py = (1,0) el origen y pe = (0,1) el
punto del infinito.

Sean p1, ..., p, puntos racionales diferentes de IP’]%q (») CONP; Z£ Do Y Pi # Poo
yn<gqg-1

Consideremos los divisores D =p; + -+ +p, ¥ G = rpos — spg con 1 # 0
y0<s<r<n<ayq.

Lema 3.1. L(G) es un F,(z)-espacio vectorial de dimension 1+r —s y una
base es {t*,... t"}.

Demostracion. Por Riemann-Roch, dim L(G) = dimL(K — G) +1 — g +
gr(G) = 1+1r — s pues g = 0. Para cada s < i < r, se tiene que t' € L(G),
pues tiene un polo de orden ¢ < r en p, y un cero de orden ¢ > s en py,
luego (t%,...,t") = L(G). ]

Teorema 3.2. El morfismo de evaluacion
L(G) = Fy(2)"
f = (f(p1)> e vf(pn))
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CAPITULO 3. CODIGOS CONVOLUCIONALES DE GOPPA SOBRE P!

es inyectivo y su imagen define un cddigo convolucional de Goppa C(D, Q)
de longitud n y dimension 1 +r — s.

Respecto de la base {t°,...,t"} de L(G) una matriz generadora del cédigo
es

% . o,
OéiJr afL-H
G = . .
r r
al an

donde o; € Fy(z) es la coordenada local del punto p; € P]%q(z), 1<i<n.

En particular, dado un subespacio I' C L(G) la imagen del morfismo ap
define un cddigo convolucional de Goppa C(D,T") de longitud n y dimension
<1l4+r—s.

Demostracion.

Como gr(G—D)=r—s—n<0,es L(G— D) =0, luego « es inyectivo
y dimIm(a) =dim L(G) =1+ 7r — s.

Por otra parte, para cada s < ¢ < r la fila -ésima de la matriz de
la aplicacién Fy(z)-lineal o respecto de la base {t*,...,t"} de L(G) y la
estéandar de F ()" es a(t') = (t'(p1),...,t'(pn)) = (af,...,al), luego una
matriz codificadora es

O

Construiremos ahora una base del cédigo dual C+(D,G) y por tanto una
matriz de control H.

Lema 3.3. L(K + D — G) es un F,(2)-espacio vectorial de dimension n —
(I+r—s)y

{ 1 t fn—r+s—2 }
I (= o) T (=) 7 e [T (= o)

es una base.
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3.1. CODIGOS CONVOLUCIONALES DE GOPPA SOBRE P!

Demostracion. Por Riemann-Roch,
dmL(K+D—-G)=dimL(G-D)+1—g+gr(K+D—-G)=n—(14+r—s)

pues L(G—D)=0y g=0.
Pongamos

tk

= =)

,parak=0,...,n—(1+r—s)—1.

Se tiene
:L’BH_S_k

w1 T (21 — aizo)

luego fi es una funcién racional con un cero de orden > r + 2 en p.,, un
polo de orden 1 en cada p; (1 <4 <n)y un polo de orden < s en py, y por
tanto fr, € L(K 4+ D — G) = L(spp — (r +2)ps + D). Asi se concluye que las
n— (1+r —s) funciones { fx} forman una base de L(K + D — G). O

fr=

Teorema 3.4. El morfismo de evaluacion

LIK+D—-G) % F, ()"
n+— (Resp, n,...,Res,, 1)

es inyectivo y su imagen define un codigo convolucional de Goppa , que es
el cédigo dual C+(D,G). Ademds, respecto de la base de L(K + D — G) del
Lema 8.3, una matriz generadora del cédigo C+(D,G) es

ha o o I,
H— thél théQ . hnan
e Y e A
con

h L 1< <

i = SJIsn.
Toat[Ti=a(ey — o)

i#]

H es una matriz de control del cédigo C(D,G).
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CAPITULO 3. CODIGOS CONVOLUCIONALES DE GOPPA SOBRE P!

Demostracion.

El haz Ox(K — G) no tiene secciones globales pues gr(K — G) = —2 —
(r—s) < 0, luego 3 es inyectivo e Im(3) es un c6digo convolucional de Goppa
de longitud n y dimensién n — (1 +r — s).

Seat; =t —a;, 1 <j <mn,y evaluemos [ respecto de la base del Lema
3.3

k
Res,,; (£ fult;)dt;) = fulary) = %
PO AR eIl = — )

i#j
parak=0,....n—r+s—2yj=1,...,n.
1
Si escribimos h; = —— , la matriz de (8 es
ad [Tij=1(ay — )
i#]
hl hg . hn
H— thJ{l hQOzg Ce hnOZn
hla?—r—&—s—Q h2a721—r+5—2 o hnaz—r—l-s—Q

que por construccién verifica H - G! = 0 siendo G la matriz generadora del
codigo C(D, G) (Teorema 3.2). O

3.2. Aplicacién y ejemplos

Para aplicar esta teoria comencemos por un caso muy simple, la coorde-
nada local a; € F,(z) del punto racional p; es de la forma

a=a"lz+b"" cona,beF,, a#b#0,

y una matriz generadora canonica de la forma:

(z+1)*  (az+0b)?* ... (a"lzb"71)s
(z+ 1) (az+0)* .. (a"lz )T
= . , . ,conl<s<r<n,
(z+1)"  (az+Db)" ... (a" Ttz

que da un cédigo convolucional de Goppa C(D, G) con:
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3.2. APLICACION Y EJEMPLOS

= Longitud n y dimensién k =r — s + 1.

(r—s+1)(s+r)
5 :

= Memoria m = r y grado § =

» Distancia libre dfree < dgingicton = (n — k)([0/k| +1)+0+1

Veamos algunos ejemplos de cédigos de este tipo que son MDS, es decir
que alcanzan la cota de Singleton generalizada dgingicton-

Ejemplo 3.5. Cuerpo F3(z), F3 = {0, 1, 2}.

sn=2,s=r=1Lk=1a=1,0=2,a1=2+4+1,ay =2+ 2.

Matriz generadora candénica G = (a1 ag) = (z +1 z+ 2).

Matriz de control H = ( 1 L > = <; ! )

ar(ar—az2)  az(az—ar) 2(z+1)  z+2

0= ]-) dfree = 47 dSingleton =4.

Realizacién minimal (A, B, C, D)del sistema lineal asociado:

A=(0), B=(1)
C=(11),D=(1 2

Ejemplo 3.6. Cuerpo Fy(z), Fy = {0,1,0,a*} con 1 + a+ a? = 0.

sn=3s5s=0r=1Lk=2a=a,b=0% o, =z2+1, as = az + a?,
as = o’z + a.

. (. - 1 1 1
» Matriz generadora canoénica G = (z 11 azt+a? 24 a)‘

s Matriz de control

_ 1 1 1 _ 1 1 1
H = (agaz asa agoq) - ((a2z+a)(az+a2) (a?z4a)(z+1) (az+oz2)(z+1)) :

=)= 17 dfree = 3) dSingleton =3.
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» Realizacién minimal (A, B, C, D) del sistema lineal asociado:

Ejemplo 3.7. Cuerpo Fy(2), Fy = {0,1,a,a%} con 1 + a + o = 0.

sn=3 s=r=Lk=La=1Lb=a, a0 =2+1, a = 2+ q,
a3:z+a2.
Matriz generadora candnica

G=(m @ a3)=(2+1 z4+a z+a?).

Matriz de control

1 1 1 o _a?
H=|x a?a; aas | — [ 241 z4a  z+a2
1 1 2 :
= 1 o o

6.

0= 1’ dfree = 67 dSingleton =

Realizacién minimal (A, B, C, D) del sistema lineal asociado:

Ejemplo 3.8. Cuerpo F5(z), F5 = {0, 1,2, 3,4}.
sn=3s=r=2k=1la=1,b=2 a1 =241, a0 = 2+2, a3 = z+4.

» Matriz generadora candnica

G=(al &3 a})=((z+1)? (24+2)* (2+4)?).
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s Matriz de control

2 2 1
H= ( hl h2 h3 ) _ ((erl)2 (2+2)2 (z+4)2)
- - 2 2 1 .

athy ashy  ashs Z+1 Z+2 Z+4

pues h; = — 1< <3,

3
a? Hi,j:l,i;ﬁj (05—a)’

=)= 27 dfree = 97 dSingleton =09.

= Realizacién minimal (A, B, C, D) del sistema lineal asociado:

A:(g é),B:(l 0)

2 4 3
C:(1 ) 1>,D:(1 4 1)

Ejemplo 3.9. Cuerpo F5(z), F5 = {0,1,2,3,4}.
sn=4s=1Lr=2k=2a=20=3 00 =2+1, ap =22+ 3,
ag =4z4+4, ag =3z + 2.

= Matriz generadora candnica

G- ap oy a3 g\ z+1 2z +3 4z 44 3z + 2
T\ a3 a2 o) \(z+1)* (22+3)? (4z2+4)* (32+2)?

{2+l 2(z+4) 4(z+1) 3(=2+4)
a ((z +1)? 4(z+4)? (24+1)? 4(z+ 4)2> ’

s Matriz de control

g (M h  h h
N arhy  aghy ashs ayhy

4 4 4 4
— [ GIPEET) CREIEH?  GHPGCRE FEEEHR |
GAIDGEAD(H3)  GAOGEZH)  GRDGADH8)  H2)(+9 D)

con h; = 1 1<y <3,

3
04? Hi,j:l,i;ﬁj(aj_o‘i)’

=)= 37 dfree = 8, dSingleton =38.
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» Realizacién minimal (A, B, C, D) del sistema lineal asociado:

00 0
A=1|0 0 1 ,B_((l)(1)8>
00 0
124 3
0:2222,192(12‘112)
141 4

3.3. El caso particular de los c6digos convolu-
cionales de Goppa de dimensién 1 sobre

1
IP)Fq(Z)

Por construccion, los cédigos convolucionales de Goppa de dimensién 1 y
longitud n sobre P%‘q(z) asociados a la pareja de divisores D = p; + --- + p,
y G = rps — spo son los subespacios de F,(z)" definidos por la imagen
del morfismo de evaluacion en los puntos pi,...,p, de las series lineales
=\t 4+ -+ \t") C L(G), con \; € Fy(2) para s <i <.

Construiremos cédigos convolucionales de Goppa de tipo (n,1) sobre
]P’Iqu(z) que son MDS, es decir, cuya distancia libre alcanza la cota de Sin-
gleton generalizada, que coincide con n(d + 1) siendo 4 el grado del cédigo.

Sea L(G) = (t*,t*T1, ... ") = F,(2)" el morfismo de evaluacién asociado
a los divisores D = p1+ -4+ p, ¥ G = s — Spp, 0 < s < r < n, como
en la Seccién 3. Y para cada 1 <7 < n sea a;z+b;,cona; #0, b, € F, la
coordenada local del punto racional p; € IP’]qu ()"

El c6digo convolucional de Goppa definido por la restriccion de « al subes-
pacio

['= M\t 4 -+ MNt") CL(G) , N\ € Fy(2)

admite como representante la siguiente matriz generadora:

G = (Z Milarz+b1)" > Nlazz+ba)' 0 Y Ni(anz + bn)i) (3.3.1)
Describiremos estos codigos y probaremos que algunos de ellos son MDS.
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3.3. EL CASO PARTICULAR DE LOS CODIGOS/
CONVOLUCIONALES DE GOPPA DE DIMENSION 1 SOBRE IP’]},Q( 2)

Teorema 3.10. Si s =71, es ' = (t") y una matriz generadora del cddigo es:

((a1z+b1)" (azz+b2)" ... (apz+b,)") .

. : , b; ,
Si elegimos a;,b; para cada 1 < i < n, tal que — = =1, donde ¢ es un
a

elemento de F, de orden > n, una matriz genemdolm del codigo es:
G=(af(z+1)" aj(z+c) aj(z+) ... ay(z+c71)).

La matriz G es candnica, el grado del codigo es r vy, si (;) # 0 para todo
Jj <, su distancia libre es n(r 4+ 1), es decir, el cidigo es MDS.

Demostracién. G es bésica, pues med(aj(z + 1)7,...,a5(z + ¢ H7) = 1,
luego candnica. La memoria y el grado son iguales a r y la cota de Singleton
generalizada es n(r + 1).

Es claro que, si todos los coeficientes bindémicos (;) son no nulos, el peso
minimo de una palabra del cédigo es n(r + 1), luego la distancia libre del
codigo es n(r 4+ 1) y éste es MDS. O

Corolario 3.11. Los cddigos del tipo anterior, con a; = 1, b; = b1 y
order(b) > n, son MDS y con matriz generadora candnica

G=(z+D™ (z4+b)™ (z+b)™ ... (z+bH™)
siempre que los coeficientes binomicos {(T) , 0 <5 <m} sean no nulos.

Observacion 3.12. En caracteristica 2, esta teoria permite construir cédigos
convolucionales de longitud n y dimensiéon £ = 1 que son MDS, haciendo
variar su memoria m para que los coeficientes binémicos se mantegan no
nulos, pues como se debe cumplir m < n < ¢ = 27, se tiene:

» Sim=1es1<2< 2?2 luego podemos construir cédigos convolucio-
nales MDS de grado m = 1, dimensién k = 1, longitudes n = 2, 3 sobre

F4(Z)

= Sim =3, 3 <4< 23 seobtienen de longitudes n = 4,5, 6,7 sobre
Fg(Z)
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»m =17, T7<8<2% seconstruyen de longitudes n = 8,9,10,...,15
sobre Fig(z).

= m =15, 15 <16 < 25, se construyen de longitudes n = 16,17,...31
sobre F3y(2).

» m =31, 31 <32 < 25 se obtienen de longitudes n = 32,33,...63
sobre Fgy(z).

Anélogamente se puede continuar.

Supongamos ahora que s = 0, esto es, L(G) = (1,t,...,t"), y considere-
mos los codigos convolucionales de Goppa de longitud n, dimensién 1 y grado
< r definidos valorando el subespacio I' = (A\g + A\it--- + A\,t") con \; € F,
0 <i <7, en los puntos p; con todos los b; iguales, p; = {a;z + b}o<i<n.

Si G = Gy+ Giz+ -+ + G.2" es la descomposicién polinémica de la
matriz generadora definida en (3.3.1), se tiene:

" m i r m i
G; = (E '/\m(j)a{bl T E ‘Am(j)a;bn J> ., 0<ji<r.
m=j m=j

. . , @)
De modo que si definimos funciones F Z“ x IF, K F, por

r

o (1) =" (?)Amtm—j, 0<j<r, A=A ),

m=j

podemos escribir
Gy = (afoQ ) ... alod®). 0<j<r. (3.3.2)

pues b; = b para todo 1 < i < n.

Representemos por C) el cédigo convolucional de Goppa de longitud n y
dimensién 1 asociado a I' = (Ao + A\it--- + A\t"), con \; € F, y al divisor
D=p +- 4 py, con p; =a;z+b.

Teorema 3.13. Sea C'\ el codigo convolucional de Goppa de longitud n y
dimension 1 asociado a I' = (Ao + Mt--- + \t"), con \; € F, y al divisor
D=p +---+p,, conp; =a;z+b.

Ch es un cédigo convolucional MDS con matriz generadora candnica G
sty sélo si qbg\])(b) £ 0 para todo 0 < j <.
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3.3. EL CASO PARTICULAR DE LOS CODIGOS/
CONVOLUCIONALES DE GOPPA DE DIMENSION 1 SOBRE IP’]},Q( 2)

Demostracion. Recordemos primero que un cédigo lineal de dimension 1 y
longitud n es MDS si el peso minimo de una palabra cédigo es n, lo que equi-
vale a que los coeficientes de cualquier matriz generadora sean no nulos. Por
tanto, la expresion (3.3.2) garantiza que los cédigos lineales G; € M, (1 xn)
son MDS si y sélo si gb&j)(b) # 0, ya que a; # 0 para todo 1 < i < n.
Si Cy es MDS, cada matriz escalar G; de la descomposicién polinémica
G = Go+Giz+---+G,2" define un cédigo lineal G; que tiene que ser MDS,
pues si alguno de estos G; no fuera MDS existirfa una palabra polinémica
del cédigo C\ de peso menor que n(r + 1), lo que contradice que la distancia
libre de C) sea n(r + 1).
Reciprocamente, si qbf\j)(b) # 0, con 0 < j <7, todos los cédigos lineales
GS
: | son MDS, pues todos sus menores de orden maximo son de la forma
Gp

a; ay,
) 0)
al ... ab,

luego no nulos, ya que a; # a; # 0 for i # j.
En particular, la matriz generadora G = Go+G12+- - -+G,.2" es candnica
y por el teorema (1.43) el cédigo convolucional C es MDS. O

Corolario 3.14. El codigo C), con todos los \j #0 y b =0 es MDS.

Demostracion. Si b= 0, las ecuaciones de los cédigos C, no MDS son \; =0
para todo 0 < i < r. Por tanto, el cédigo correspondiente a A = (Aq,...,(\,)
es MDS, y con matriz generadora candnica:

G = (i alzt ... z”: a;zi> .
i=0 i=0
[

La clase de cdédigos convolucionales MDS de tipo (n, 1, r) construidos por
H. Gluesing-Luerssen y B. Langfeld [12] son de este tipo:
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Corolario 3.15. El cddigo Cy, con A = (1,...,1), b = 0, a; = a" ' y
order(a) > n, es MDS y con matriz generadora canénica:

G= Z 2t (1 at a® ... a(”_l)i)
i—0

Teorema 3.16. El conjunto de los codigos convolucionales de Goppa de-
finidos por I' = (Ao + Mt -+ + \t") con Ny € F, y el divisor de puntos
{aiz + blo<i<n, a; # a; # 0 que son MDS es un abierto no vacio de ]P’%q, SU

complementario es la union de los hiperplanos gbg\])(b) =0,0<5<r.

Demostracion. Se tiene:
{A € Py, |Cy es MDS} = {A € Py, |¢(A])(b) # 0, para todo 0 < j <r}

Este conjunto no es vacio como se sigue de los Corolarios anteriores. O]

Veamos ahora algunos ejemplos que nos muestren la ventaja de esta teoria
en la eleccién de cédigos dptimos sobre alfabeto pequeno.

Ejemplo 3.17.

Con alfabeto Fy = {0,1,,a?}, siendo 1 + a +a? =0y a3 = 1.

Consideremos la familia de cédigos convolucionales de Goppa de longitud
3y dimensién 1, Cy, con A = (Ao, A1, Ag), asociados a ' = (A + A\t + Aot?),
con \; € Fy, y al divisor D = p; +py+p3, con pp = z2+b, pp =az+by
p3 = o’z +b.

Las ecuaciones de los Cy que no son MDS son:

O (B) = Ao+ Mb+ Xb® =0
o8 () =N =0
o () = 22 =0

Si A = (1,1,1), la condicién para que sea MDS es 1 + b+ b* # 0, que se
cumple para b =0y b = 1. Obsérvese que el caso b = 0 ya ha sido estudiado
en el Corolario 3.14.

Por ejemplo también, si A = (1, a, a), la condicién para que C) sea MDS
es 1+ ab+ ab® # 0, que se verifica para cualquier b € Fy.
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3.3. EL CASO PARTICULAR DE LOS CODIGOS

CONVOLUCIONALES DE GOPPA DE DIMENSION 1 SOBRE IP’%FQ( 2)

Ejemplo 3.18.
Alfabeto F5 = {0, 1,2, 3,4}.
Divisor de puntos: D = p; + ps + p3 + ps, con p; = a1z + b € F5(2)
siendo « un elemento primitivo de F5 (o =2 6 3).
Serie lineal y morfismo de evaluacién:

I'= </\0 + A\t + )\2t2 + )\3t3> — F5<Z)4

Las condiciones para que el codigo C) asociado a D y a I' sea MDS son
en este caso:

o+ Ab + Aob® + X3b% £ 0
A1+ 2X\0b + 3XA3b* # 0
Ao+ 3X\3b # 0

A3 # 0

Para A = (1,1,1,1) los valores de b que satisfacen esas condiciones son
b =0, 1. Estos valores de b también valen para A = (1, @, a, «), por ejemplo.

Ejemplo 3.19.

Alfabeto Fg = {0, 1, o, a?, a3, a*, a®, ab}, siendo 1+a?+a®* =0y o’ = 1.

Consideremos el cédigo C, definido por los puntos {p; = o '2 +b €
Fg(Z)}1§i§4 y la serie lineal I' = <>\0 + >\1t + )\2t2 + )\3t3.

C) coincide con el del ejemplo anterior sobre alfabeto Fg y observemos
como al ampliar el alfabeto el nimero de c6digos MDS que podemos construir
aumenta:

Si A= (1,1,1,1) las condiciones para que C sea MDS son en este caso:

L+b+b"4+b°#0
1+b6*#0
14+b+40,

que se cumplen para cualquier valor de b € Fg distinto de 1.
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CAPITULO 3. CODIGOS CONVOLUCIONALES DE GOPPA SOBRE P!

3.3.1. Clasificaciéon de los cédigos convolucionales de
Goppa de dimensién 1 sobre IP’%F(J(Z)

En el Teorema 3.16 hemos demostrado que la familia de c6digos convolu-
cionales de Goppa asociados a I' = (A\g + A1t -+ - + A\, t") con \; € F, que son
MDS, {\ € Pf, | C\ es MDS}, es un abierto no vacio del espacio proyectivo
P, dando explicitamente las ecuaciones del cerrado complementario.

Ahora bien, todo cédigo convolucional de Goppa de dimensién uno sobre
IP’]qu(z) estd asociado a una serie lineal de la forma I' = (Ag+ At - - -+ A7) don-
de no todos los \; son escalares sino funciones racionales, es decir, \; € F,(z).
De acuerdo con los resultados demostrados en [27] el espacio de méduli de
estos codigos es una union de espacios proyectivos; dado que la condicion de
ser MDS para un cédigo convolucional cualquiera es una condicién abierta
[31, 17], para clasificar estos c6digos queda por determinar explicitamente
las condiciones que deben cumplir los parametros \; para que un codigo sea
MDS, es decir, calcular las ecuaciones de los que no son MDS. Ello reque-
rird fijar el grado del cédigo y serd objeto de trabajo futuro.
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Capitulo 4

Cddigos convolucionales de
Goppa sobre una variedad

Sea (X, Ox) una variedad proyectiva no singular sobre F,(z) y Xx su
cuerpo de funciones racionales, que suponemos algebraicamente cerrado sobre
F,(2), ast H(X,Ox) = F,(2).

Sean py,...,p, puntos racionales distintos de X y D =p; U---Up, el
subesquema de dimension cero asociado.

Denotemos por Op el haz concentrado en los puntos de D, esto es, Opyp, ~
O,,/m,, ~ Fy(2) y Oppp, = 0 para todo p # p;, y por Ip el haz de ideales
de las funciones de Ox que se anulan en los puntos de D, de modo que para
cada abierto U:

Ip(U)={f€Ox(U): f(p) =0,Ype DNU}.
Se tiene la sucesién exacta de haces
0—Zp —0Ox —-0p—0. (4.0.1)

Sea GG un divisor de X que no pasa por los puntos de D y tensorialicemos la
sucesion exacta anterior (4.0.1) por el haz de linea Ox(G):

0—71p Koy Ox(G) — Ox(G) — Op Koy Ox(G) ~0Op—0 (402)
Tomando cohomologia en (4.0.2) se obtiene la sucesién exacta:

0 — H°(X,Ip ®o, Ox(G)) = H'(X,0x(G)) = H°(X,0p) ~F,(2)" —
— H'(X,Ip ®oy Ox(G)) = H'(X, 0x(G)) —
(4.0. 3)
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pues Op esta concentrado en puntos, luego sus grupos de cohomologia supe-
riores son 0.

Definicién 4.1. El cédigo convolucional de Goppa C(Z, GG) asociado al subes-
quema D y al divisor G es la imagen del morfismo « (4.0.3) explicitamente
dado por:

H(X,0x(G)) = Fy(2)"
f = (f(p1)7 v 7f(pn))

Anslogamente, dado un subespacio I' C H*(X, Ox(G)), se define el c6di-
go convolucional de Goppa C(D,I') como la imagen del morfismo ap.

Teorema 4.2. Los cddigos convolucionales de Goppa C(D,G) y C(D,T") tie-
nen longitud n igual a la longitud de D y dimension

dimg, () C(D, G) = h°(Ox(G)) — h°(Ip ®o, Ox(G)) =
=n —h'(Zz ®o, Ox(G)) + h'(Ox(G))

diqu(Z) C(D, F) = dimmq(z) I'— diqu(Z)(F N HO<X, Ip Koy Ox<G)))

Demostracion. La longitud se deduce de H°(X,Op) ~ F,(2)".
La primera de las dimensiones se sigue de la definicion y la sucesién exacta
de cohomologia (4.0.3).
En cuanto a la segunda, se obtiene de ker yr = T'NH®(X, ZpRo, Ox(G)).
0

4.1. Cbdigos convolucionales de Goppa sobre
]P>2
Sea X el plano proyectivo sobre F,(2), X = ]P’?Fq(z) = ProjF,(2)[zo, z1, z2],
y sea H, la recta del infinito de ecuacién zq = 0. Denotamos por t = 1 /zy,
s = x9/xq las coordenadas afines.

Todo divisor GG es linealmente equivalente a rH, siendo r € Z, de forma
que el haz de linea Ox(G) es isomorfo a O(r) y se verifica:
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4.1. CODIGOS CONVOLUCIONALES DE GOPPA SOBRE P?

Para r > 0, dimp, ;) H*(X, O(r)) = ("}?) y los grupos de cohomologfa

superiores son nulos, mientras que O(—r), (r > 0), no tiene secciones ni H'!
y dimg, ) H*(X, O(—r)) = ("}?) ([16], Thm.IIL5.1).

Ademds, si v > 0, H°(X,O(r)) estd formado por los polinomios ho-
mogéneos de grado menor o igual a r en xg, x1, x, y podemos escribir:

HY(X,0(r)) = L(rHy) = (1,t,8,...,t" " 's, ... ts" 1 s")

Consideremos los n puntos racionales pq,...,p, € Pﬁ‘q(z) de coordenadas
afines (ajz + b, a2z + biz), con a;;,b; € Fgy sea D = pyU---Up, el
subesquema de dimensién cero asociado.

Teorema 4.3. Sea C(D,T") el codigo convolucional de Goppa n dimensional
asociado a D = py U ---Up,, con p; = (anz + bix, a2 + b)) € IP’]%q(Z), y
' C HYX,O(r)), y supongamos que I' N H*(X,Zp ®o, O(r)) = {0}. Se
verifica:

1. Una base de C(D,T") estd generada por vectores de F,(2)" de la forma
Oé‘p(tlsj) = ((CL112 + bn)’(amz + blg)], ceey (anlz + bnl)l(angz —+ bng)J),
coni+j=r.

2. La dimension del cidigo es dimp, ;) C(D,I") = dimg, ) I' < (r;r?).

3. La memoria m y el grado § estan acotados por:

m<r, §< Y m(m+1)

0<m<r

Demostracion. El morfismo de evaluacién de la definicion 4.1 es en este caso:

H(X,0(r)) = Fy(2)"

t's) ((a112 + b11)i(a122 + b12)j, ooy (amz + bnl)i(anQZ + bn2)j) )
(4.1.1)

y su restriccion al subespacio I' es inyectiva, pues ker ajp = I'NHY(X,Zp®ey

O(r)) = {0}. 0

61
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4.1.1. Ejemplos de cédigos de dimensiones 1 y 2 sobre
el plano proyectivo P? que son MDS
Recordemos primero que un codigo convolucional de longitud n, dimen-

sion k y grado o es MDS si su distancia libre alcanza la cota Singleton gene-
ralizada:

J
dfree(C) < (n— k:)(LEJ +1)+6+1.
Tomaremos como alfabeto Fg = Fy[z]/2® + 22 + 1 y denotaremos por a
cualquier generador de F} (en Fg todo a # 0, 1 es primitivo).

FEjemplo 4.4. Codigo convolucional de Goppa de longitud 3, dimension 1,
memoria y grado m = § = 2 y distancia 9.
Elegimos los puntos

p1 = (az +d* d®z +a*), po = (a’z+a, a2z +a), p3s = (a*z +a,az + d?),

el divisor G = 2H,, y el subespacio I' = (t+s%) C L(2H) = (1,t, 5,12, ts, s?).
La restriccién a I' del morfismo de evaluacion
T = (t+5%) -5 Fg(z)®
f= (f(p1), f(p2), f(ps))

es no nula y por tanto inyectiva.
Luego el codigo convolucional de Goppa definido por D = p; Upy Ups y
[ = (t + s?) tiene longitud 3, dimensién 1 y matriz generadora

G=(a'24+az+d5 az’+a’z+d° a®2®+a'z+d?)
G es canénica, pues med(a*2? +az+a, az?+a*z2+ad%, a?2? +a*z+a?) = 1,

por tanto la memoria m y el grado § son m = d = 2.
Utlizando la matriz de control

H— az? +a’z+a® a*22+az+db 0
T \a222 4+ atz + P 0 a*2? + az + a

calculamos su distancia libre, que coincide con la cota Singleton generaliza-
da= 9, esto es, el cddigo es MDS.
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Ejemplo 4.5. Cédigo convolucional de Goppa de longitud 3, dimension 2,
memoria m = 2, grado 6 = 3 y distancia 6.
Tomamos los mismos puntos y el mismo divisor G = 2H,, del ejemplo
anterior, y elegimos I' = (¢, s?).
La restriccion del morfismo de evaluacion a I' viene dado por la matriz
G— az+a®> a’z+at a*z+a
T \ad*2?4a a?+a® a2+ at
que es bésica y reducida, luego define un (n = 3, k = 2) c6digo convolucional

de memoria m = 2 y grado 6 = 3.
Una matriz de control es

H= (a2z3 +a?+at a*B+a?P+a a2 +at2? + a2) ,

y su distancia libre es 6, luego es MDS.

Ejemplo 4.6. Codigo convolucional de Goppa de longitud 4, dimension 1,
memoria y grado m = § = 2 y distancia 12.
Tomamos los siguientes puntos de IP)JQFS ()"
p1 = (a®z+a,z+a%), py = (a®z+ a2+ a*)
ps = (a’z +a®, 2z +a%), py = (a®z +a*, 2+ a)
Elegimos el subespacio I' = (t + s?) C L(2H,) = (1,t, s, t*,ts, s*).

Resulta de nuevo un cédigo MDS con matrices generadora y de control:

G=(2+d’z+d® 22+d2+d° 22+a’24+ad® 22+d°z+a°)

2+az+a% 224+aP2+d° 0 0
H=|22+ad’2+a" 0 224+ a3z +a? 0
24 aPz+a° 0 0 224 a2+ a®

Ejemplo 4.7. Codigo convolucional de Goppa de longitud 4, dimension 2,
memoria m = 2, grado 0 = 3 y distancia 8.

Con los puntos p1, po, p3, ps del ejemplo anterior y el subespacio I' =
(t,s?) C L(2Hy) = (1,t,s,t* ts, s*), obtenemos otro cédigo de Goppa con-
volutional de pardmetros (n =4,k = 1,m = 2,6 = 3) con matriz generadora
candnica G, asociada a la restriccion a I' del morfismo de evaluacion,

G- az+a abz+ad® a’z+4+d® dz+a*
22+a4 Z2+a Z2+a5 ZQ—f-CLZ, Y
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y matriz de control

H= az® 4+ 22+ az+ab 23 4+ a*2? + a2 + a* a®2® +a%22 +az+a 0
T a2 +a%22 +a?24+a?  ab23 +aB22 +atz+at 0 a®23 +ab22 +az+a) *

Su distancia libre es 8, alcanza la cota de Singleton generaliza, es decir, es
también MDS.

4.2. Cbdigos convolucionales de Goppa sobre
una superficie reglada

Consideremos la superficie reglada trivial X = IP’]qu () X IP’leq ()"

Sean ]P’}Fq(z) = ProjF,(2)[zo,z1], poo = (0,1) el punto del infinito, ¢ la
coordenada afin en la primera copia de IP’]qu(Z) y s la coordenada afin en la
segunda, copia de IP’]qu )"

Para cada par de enteros positivos (r, 1) podemos definir el divisor G sobre
X = IF’]qu(z) X ]P’]%‘q(z) dado por G = rFy+1F5, siendo F} y Fj las rectas definidas
por las fibras de las proyecciones my, my: IP’]IFq(Z) X IP)Iqu(Z) — P%q(z) en el punto
del infinito, F1 = 7 *(peo) ¥ Fa = 5 *(poo)- Se tiene:

OX(G) = Wikop[%q<z)(7“poo) Koy 71_;(9]}17]117(1(2> (lpoo)

H'(X,G)={t'®s,0<i<r,0<j<I)

Elijamos n puntos racionales diferentes pi,...,p, € P]qu(Z) X IP’]}q(Z) de
coordenadas afines p; = (a;12 + bj1, @22 + biz), con a;;, b;; € Fy.

Sea G = rF} + [F, uno de tales divisores que no pase por esos puntos p;
ysea D =p;U---Up,. En este caso, resulta:

Teorema 4.8. Para cada subespacio I’ de HY(X, G) tal que TNH*(X, Zp®o,
Ox(GQ)) = {0}, el cédigo convolucional de Goppa C(D,T") definido por la
imagen del morfismo de evaluacion

H(X,0x(G)) % Fy(2)" (4.2.1)
t'® s ((a1z + bi1) (ar2z + bia)?, ..o, (an1z + bn1) (anaz + bya)?)

(4.2.2)

tiene longitud n, dimension k < (r+ 1)(l + 1) y memoria m < r + 1. O
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4.2. CODIGOS CONVOLUCIONALES DE GOPPA SOBRE UNA
SUPERFICIE REGLADA

Veamos algunos ejemplos de Cddigos convolucionales de Goppa que son
Optimos:

Ejemplo 4.9. Cédigo convolucional de Goppa sobre Fg = Fy[z]|/2® + 2% + 1
de longitud 3, dimension 1, memoria y grado m = § = 3 y distancia 12.

Tomemos el divisor G = 2F; + F5 y el esquema de puntos D = p; Upy Ups
siendo:

p1 = (az +a* d’z +a*), po = (a*z+a* a*z+a), p3s = (a*z +a,az +d?),

Se tiene que H'(X,0x(G)) = (1,t @ 1,1* ® 1,1 ® 5,t @ 5,1* @ s).

Si consideramos el subespacio I' = (t ® 1 + t* ® s) C H*(X,O0x(Q)),
resulta que I' N HY(X,Zp Qo Ox(G)) = {0}, pues la restriccién a ' del
morfismo de evaluacion 4.2.1 es no nula.

El cédigo convolucional de Goppa definido tiene longitud 3, dimensién 1
y matriz generadora candnica

G=(a'?+ad°22+a’z+a® az®+d°22+a'2+a® a?2P+a*2 +a'z+d) .
Una matriz de control es:

(a+adPP +atz+d a4 a2+ a4 ab 0
a’?B 4+ a2 +atz+add 0 a*2d 4+ a2 + a2+ a®

El grado del cédigo es 3 y su distancia alcanza la cota de Singleton generali-
zada, d¢ree = 12, es decir, el codigo es MDS.

Ejemplo 4.10. Céddigo convolucional de Goppa MDS de longitud n = 4, di-
mension k = 1, memoria y grado m = 6 = 3, alfabeto Fg = Fo[z]/2® + 22 + 1
y distancia 16.

Consideremos, como en el ejemplo anterior, el divisor G = 2F; + I3 y el
subespacio ' = (t®@ 1+ 1? ®s) C H(X,0x(G)) = (1, t®1,1*®1,1®s5,t®
5,12 ® s).

Y tomemos en este caso el esquema de puntos D = p; U ps U p3 U py
asociado a:

pr=(a*z+a,z+0a%), py=(a®2+ a2 +a"),
ps = (a’z+a® 2z +a%, py= (a2 +a 2 +a)
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La restriccion a I' del morfismo de evaluacion 4.2.1 es también inyectivo
y el codigo convolucional de Goppa definido tiene longitud 4, dimensién 1 y
matriz generadora candnica

G:(aﬁz3+a22+z+a3 a®z3 +a222 + 2+ ab a4z3+a3z2+az+a6 a3z3+a4z2+z+a5)

y matriz de control
a®23 +a?22 +2+ab a%z3 +az2 + 2+ a® 0 0

H = a*z3 +a322 + az + ab 0 ab23 +az2 4+ z2+4a3 0 0
a®z3 +a*22 + 2+ d 0 0 a%23 + az? + 2+ a®

El grado del codigo es 3 y su distancia alcanza la cota de Singleton generali-
zada, dfr.. = 16, es decir, el cédigo es MDS.
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Capitulo 5

Cddigos convolucionales de
Goppa sobre fibraciones

Construiremos c6digos convolucionales de Goppa asociados a familias de
variedades algebraicas, generalizando asi los asociados a familias de cur-
vas que hemos desarrollado en el articulo [6] y que detallaremos incluyendo
ademas un apartado en el que se propone una interpretacién geométrica de
la distancia libre del cédigo. Estudiaremos también el caso de los Cdédigos
convolucionales de Goppa sobre las fibraciones triviales en P! y P! x P! y su
relacién con los cédigos 2D definidos en [9, 33].

5.1. Fibraciones de variedades

Dada una variedad algebraica S sobre I, una familia de variedades alge-
braicas proyectivas parametrizadas por S es un morfismo proyectivo y plano
de variedades algebraicas 7 : X — S cuyas fibras X, = 7~ !(s) son variedades
lisas y geométricamente irreducibles sobre F,(s) (cuerpo residual de s € S).

Consideremos la familia de variedades:

7 X — Al

parametrizada por la recta afin A' = SpecF,|[z].
Elijamos n secciones diferentes de 7

pi Al = X, 1<i<n,

donde p;om = Idy p;(A') C X una curva isomorfa a A! para cada 1 <i < n.
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Consideremos el subesquema D C X que tales secciones determinan:
D=p(A")U---Up,(A")

Sean Op su haz de anillos e Zp su haz de ideales, como hemos definido en el
capitulo 4.

La restriccién de 7 a D es un morfismo plano de grado n sobre A! y por
tanto H°(X, Op) es un F,[z]-médulo libre de rango n.

Observemos también que si 7 es el punto genérico de A', la fibra X, =
7~ 1(n) es una variedad algebraica lisa sobre el cuerpo F,(z) y p1(n), . . ., pn(n)
son n puntos racionales diferentes de la variedad X, luego H°(X, Op),) como
[F,(z)-dlgebra es candénicamente isomorfa a F,(z)™:

H°(X,0p), ~F,(2)".
Para cada haz invertible £, tensorializando la sucesién exacta
0—>Zp—O0Ox —0Op—0. (5.1.1)
se obtiene la sucesion exacta de haces sobre X
0=>Ip®oy L>L—Lp=0pRo, L0, (5.1.2)

donde la restriccién de £ a D, Lp, es trivial, esto es Lp >~ Op.
Y tomando cohomologia en la sucesién 5.1.2 resulta la sucesion exacta
larga de F,[z]-médulos:

0— HX,Ip ®o, L) — H'(X,L£) S H°(X,0p) —

5.1.3
— HY(X,Ip ®0, L) — H' (X, L) =0, ( )

que localizada en el punto genérico n € A! da la sucesién de F,(z)-espacios
vectoriales:

0— HY(X,Zp ®o, L), = H (X, L), 2 H'(X,0p), —

. X (5.1.4)
— H (X, ZIp ®oy L), - H (X, L), =0,

donde H°(X,Op), como F,(z)-dlgebra es canénicamente isomorfa a F,(z)™:
H°(X,0p), ~F,(2)"

Ahora podemos dar una primera definicién de cédigo convolucional de
Goppa asociado a £ y a D en términos de espacios vectoriales.
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5.1. FIBRACIONES DE VARIEDADES

Definicién 5.1. El cédigo convolucional de Goppa asociado a £ and D es
la imagen del morfismo o,

C(L,D) = Im (HO(X, L), 2% HY(X,Op), ~ Fq(z)"> .

Dado un submédulo libre I' € H?(X, £), el c6digo convolucional de Goppa
asociado a I and D es la imagen del morfismo o,
n

e(r, D) = Tm () 5 Fy(2)") .

Cada matriz que representa a o, (respectivamente o, ) es una matriz ge-
n

neradora de funciones racionales para el cédigo C(L, D) (resp. C(I', D)).

Observacion 5.2. Los codigos C(L, D) y C(I', D) son Cédigos convolucionales
de Goppa sobre la fibra X, , pero en general no todos los Cédigos convolucio-
nales de Goppa definidos sobre la variedad X, (capitulo 4) proceden de uno
de estos.

Observacion 5.3. El isomorfismo canénico H°(X, Op), ~ F,(z)" como F,(z)-
dlgebras no extiende en general a un isomorfismo H%(X, Op) ~ F,[z]" como
anillos; de hecho, extiende siempre que p;(A'),...p,(Al) sean secciones dis-
juntas. No obstante, como H°(X, Op) es un médulo libre de rango n siempre

¢
existen trivializaciones H°(X, Op) = F,[2]", aunque no en general morfismos
de anillos.
Teniendo en cuenta la observacién 5.3, daremos una nueva deficién de

codigo convolucional asociado a una fibracién de variedades en términos de
submodulos.

Definicién 5.4. Dada una trivializacién ¢: H°(X, Op) = F,[2]" como F[z]-
modulos, se define el codigo convolucional de Goppa C(L, D, ¢) como el
submoédulo imagen del morfismo ¢ o «

¢
H°(X,L) > H°(X,0p) = F,[2]".

Analogamente, se define el cédigo convolucional de Goppa C(I', D, ¢) relativo
al submédulo T' C H°(X, L).

Cada matriz que representa a « (resp. 04|Fn) es una matriz generadora de
funciones polinémicas para el cédigo C(L, D, ¢) (resp. C(I', D, ¢)).
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5.2. Fibraciones de curvas

Consideremos una familia de curvas 7 : X — Al y n secciones diferentes
pit Al — X,

En este caso, D = p(A')U---Up,(A!) es un divisor de Cartier sobre X,
su haz de ideales es Zp = Ox (D) y la sucesién exacta larga de F,[z]-mddulos
(5.1.3) se escribe:

0— HX,L(—D)) = H'(X,L£) S H'(X,0p) = H'(X,L(-D)) —
— HYX,L) = 0.
(5.2.1)

Proposicién 5.5. Sea r el grado de L en cada fibra X, = 7 '(u), con
u € A, y g el género de cada fibra, ambos independientes de la fibra. Se
verifica:

(a) Si2g—2 < r, setiene que H' (X, L) =0y H*(X, L) es un F,[z]-mddulo
libre de rango 1 — g +r.

(b) Sir < n, se cumple que H*(X,L(—D) = 0 y HY(X,L(—D) es un
F,[z]-modulo libre de rango n —r + g — 1.

(¢c) Si2g —2 < r < n, se tiene la siguiente sucesion exacta de F,[z]-
modulos:

0— H'X,L) S H'(X,0p) = H(X,L(-D)) =0, (5.2.2)

que sigue siendo exacta en cada fibra X,,.

Demostracion.

(a) Si2g9—2<res H(X,,Lx,) =0 para cada u € A!, luego la funcién
u — h°(X,,Lx,) = 1— g+ r es constante y aplicando el ([16] III
Corollary 12.9) se concluye.

(b) Si r < nes H°(X,,L(—D)x, = 0 para cada v € A!, por tanto
h*(X., L(—D)x,) = —1+ g+ n — r es constante y de nuevo por ([16]
III Corollary 12.9) se acaba.
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(c) Se sigue de la sucesién exacta larga 5.2.1 y de los dos apartados ante-
riores.

]

Como consecuencia directa de la Proposicién 5.5 y de la definicion de
matriz generadora basica de un codigo convolucional se obtiene:

Corolario 5.6. Bajo las condiciones 2g —2 < r < n el cédigo convolucional
de Goppa C(L, D, ¢) tiene dimension k =r — g+ 1 y longitud n.
Cada matriz asociada al morfismo ¢ o v es una matriz generadora bdsica de

C(L,D, ).

Por dltimo, y en las hipotesis anteriores, veamos qué condicién se debe
cumplir para que sea basica una matriz generadora del cédigo convolucio-
nal de Goppa C(T', D, ¢) definido por un submédulo I' € H°(X, L) y una
trivializacién ¢.

Proposicién 5.7. Cada matriz asociada a ¢ o o es una matriz generadora

bdsica del cdédigo convolucional de Goppa C(T', D, ¢) si y sélo si H(X, L)/T
es u Fy[z]-modulo libre de torsion.

Demostracion. La sucesion (5.2.2) induce un diagrama

]
0 5 T HY(X,0p) HY(X,T) 0
[ |
0——= HX, L) — H(X,0p) —> HY(X, L(—D)) —=0
!

HO(X, £)/T 0

Se deduce que el nticleo de H (X, T') — H'(X, L(—D)) es isomorfo a H°(X, £)/T
y HY (X, L(—D)) es libre. Luego los elementos de torsién de H'(X,T') estén
contenidos en H°(X, £)/T’, lo que permite concluir. ]
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5.2.1. Cdbdigos asociados a fibraciones de rectas pro-
yectivas

Sea P! = ProjF [z, x1] la recta proyectiva sobre F,, t = x1/xq su coor-
denada afin y ps el punto del infinito.
Elijamos la fibracién trivial:
X =P xA" 5 A
y n secciones diferentes de ella
pir Al = Pt x Al
definidas en las coordenadas (¢, z) por
pi(2) = (uz+ Bi,2), i, B € Fy.
Consideremos el divisor D y el haz invertible £ sobre X dados por:
D=pi(A") 4+ +p.(A)), L =70p(rps) @r, Fyl2].

La sucesién exacta (5.2.2) es en este caso:

0= HYX, L) —*— H(X,0p) —= HYX, L(—D)) —=0.

I |
HO (P, Op1 (rpso)) © Fy[2] —=—Fy[2]"

Localizando en el punto genérico 7, el morfismo o, es el morfismo de evalua-
ci6én en los puntos p1(n), ..., pn(n):

HO(P', Opi (1poc)) ©x, Fy(z) =5 Fy(2)"
dado por:

an(t!) = (' (p1(m)), -, (Pu(0))) = ((anz + Br), - (awz + Ba))

siendo {1,t,...,t"} la base de H°(P!, Op1(rps)) respecto de la coordenada
afin ¢ de P.

72



5.2. FIBRACIONES DE CURVAS

SiT C HYP!, Opi(rps)) es el subespacio generado por {t°,...,t"}, el
codigo convolucional de Goppa C(I', D) es la imagen del morfismo

oy T'@p,Fe(2) — Fy(2)"

t— a,(t?), fors<j<r.

En este caso, H*(X, £)/T ~ (H(P', Op1(rps)) /') @, Fy[2] n0 tiene torsion,
luego por la Proposicién ?? cada matriz asociada a

a: I'®p, F[2] = H(X,Op)

es una matriz generadora basica del codigo.

5.2.2. Interpretacion geométrica de la distancia libre

Consideremos el cédigo convolucional de Goppa C(L, D) definido sobre la
fibracién de curvas 7 : X — A! por n secciones diferentes p; : A — X y un
haz invertible muy amplio £ sobre X.

Sea O, la curva de la fibraciéon definida por la imagen de la seccién
pi + A' — X y qo la interseccién de C, con la fibra en el origen, esto es,

q = pi(0).
Como L es muy amplio se tiene una inmersion cerrada:

X < PHYX,L)* =P"9 x A!

p— <Wp>a

donde w, viene definida por

HY(X, L) 25 F,[2]
f— f(p).

Si representamos por 7,(qo) el r-ésimo plano osculador de la curva C, en
el punto qq, se tiene:

m0(q0) = qo C m1(q0) C m2(q0) C - C ms(qo) C -+ -,

y para cada f € H°(X, L) su evaluacién en p, f(p), viene dada por
) =fo+ frz+ -+ fa2",
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donde fo = f(0) y fs puede ser interpretado como el coeficiente s-ésimo del
desarrollo de Taylor de f en el punto qq.
De lo que se deduce que f; = 0 si y solo si

Hy Nmg(qo) # 0 and Hy Nme_1(q0) & Hy N7s(q0),

donde Hy es el hiperplano que la seccién f define.

Por tanto, el problema de calcular el nimero de coeficientes no nulos
de f(p) y asi la distancia libre del cédigo se convierte en un problema de
geometria enumerativa sobre un cuerpo finito.

5.3. (Cdbdigos definidos por fibraciones trivia-
les de variedades

Sean t y s las respectivas coordenadas afines de las primera y segunda
copias de P! = P .
Consideremos la fibracion trivial:

X =P xP'x Al 5 A!

y las secciones
pir Al = P x Pt x Al

definidas en las coordenadas (¢, s, z) por
pi(2) = (inz+ Bin, oz + Bin, 2), iy, Bij €Fy, 1<i<n, j=1,2

Para cada par de enteros positivos (r,1), sea L el haz invertible sobre X
dado por
L = 77 0p1(1pss) @F, 7501 (Ipss) ®r, Fol2]

para sus secciones globales se tiene:
H0<X7 E) = HO(]P)la Op (rpoo» ® HO(P17 Opr (lpOO)) ® FQ[Z] :

Si D =pi(A') + -+ p,(Al) el morfismo « de la sucesién exacta (5.2.2)
es en este segundo caso:

H(P', Op1 (rpos)) @ HY (P, Op1 (Ipog)) @ Fy 2] = Fyl2]" .
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Como antes, tomando fibras en el punto genérico, el morfismo de evalua-
cion HO(PY, Op1(1pes)) © HY (P!, Opi(Ipss)) @ Fy(2) 2, F,(2)" en los puntos
p1(n), -, pa(n) es:

Oén(ti®8j) = ((061,12 + B11) (o2 4 Bi), .y (12 + But) (anpz + ﬁn,Q)j) .

Anélogamente, si " es un subespacio de H° (P!, Op1 (rpso ) ) QHO (P, Op:1 (Ips)),
el c6digo convolucional de Goppa C(I", D) es la imagen del morfismo

an: ' ®p, Fo(2) = Fy(2)"

Y también en este caso, H°(X, L)/ no tiene torsién, por tanto cada
matriz asociada a
a: T ®p, Flz] = H(X, Op)

es una matriz generadora basica del cédigo.

5.3.1. Cddigos 2D

En el procesamiento de imédgenes digitales se necesita codificar datos que
dependen no sélo del tiempo sino también de otras variables independientes,
como pueden ser la intensidad, brillo, saturacion, etc. Es la teoria de siste-
mas lineales discretos multivariantes, cuyas matrices de transferencia tienen
coeficientes en el anillo de polinomios F,[z1, 22, . . ., 2] 0 en su cuerpo de frac-
ciones Fy(z1, 22, . . ., 2m), la que permite, en muchos casos, describir y estudiar
este proceso.

Asi como los codigos convolucionales que hemos estudiado se correspon-
den con los sistemas lineales discretos respecto del tiempo (una tunica va-
riable), una generalizacién natural son los c6digos convolucionales multiva-
riantes o cdédigos mD asociados a los sistemas lineales multivariantes. En
este sentido, nuestros cédigos convolucionales son codigos 1D y, dado que
éstos son subespacios de F,(z)", podemos definir un cédigo mD como un
subespacio de Fy(zy,22,...,2,)". Es claro que el estudio de estos nuevos
codigos presenta mayor dificultad que el de los 1D pues las propiedades del
anillo IFy[21, 22, . . ., 2] no son las mismas que las de F,[z]; baste notar, por
ejemplo, que todo submédulo de F[z1, 29, . . ., 2, es finito generado pero, en
general, no es libre.

Fornasini y Valcher, siguiendo el desarrollo algebraico de Forney para los
codigos convolucionales, definen y estudian los cédigos 2D [9, 33].

Utilizaremos como definicion de codigo 2D la siguiente:
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Definicién 5.8. Un cddigo 2D con alfabeto [ y longitud n es un subespacio
de F,(z, 2)"; la dimension del cédigo es su dimension como subespacio.

En términos de moédulos, un cédigo libre modular 2D de longitud n y
dimensién k es un submédulo libre de F,[z, z, 271, 271" de rango k (free
modular code, Fornasini). Estos cédigos 2D son un caso particular de los
anteriores.

Desarrollamos a continuacién un ejemplo de cédigo 2D obtenido a partir
de dos codigos convolucionales de Goppa definidos sobre fibraciones triviales.

Para ello, comenzamos factorizando la proyeccién P! x P! x A' 5 Al
como composicion de las proyecciones:

P! x P! x A! 22 Pt x AT 22 AL,

o . .« T
Consideremos ahora las n secciones p; de la proyeccién P! x Al 2% Al
definidas en coordenadas por:

AV E P AT pi(2) = (aupz + Biny 2), uo, Bn €F,, 1<i <,
y elijamos n secciones distintas ¢; de P! x P! x A! 2% P! x A! dadas por:
gi: Pt x Al - P! x Pt x Al
(5,2) = (anz + B +5,8,2), i, BaelF,, 1<i<n,
siendo s la coordenada afin en la segunda copia de P*.
Componiendo obtenemos n secciones diferentes p; = ¢;op; de la proyeccién
P! x P! x A' 5 A definidas por:
pic Al 5 P x P! x A!
2z = (12 4 Big + iz + Bio, dipz + Big, 2)
con o, €Fy, 1<i<n, j=1,2
La evaluacién de H(P!, Op1 (rps. ) @F,[s] @F,[2] en las secciones g1, . . . , g,
esta determinada por:
t(qr, .. qn) = ((anz + B+ 8) ..., (12 + Bar + s)z) ,0<i<r

y permite definir subespacios de Fy(s, z)", es decir, cédigos 2D de longitud
n. Sin embargo, la evaluacién en las secciones p; y p; definen cédigos convo-
lucionales de Goppa de los tipos (5.2.1) y (5.3).

Otro objetivo para un futuro trabajo es estudiar las propiedades de los
codigos 2D asi obtenidos a partir de nuestros cédigos convolucionales de
Goppa definidos sobre fibraciones.
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