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Capitulo 0. Introduccion
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Los métodos de ordenacion y de reduccion de la dimension ofrecen diferentes
parametros para poder presentar los resultados obtenidos a partir de una muestra
de datos multivariante. Sin embargo, estos métodos tinicamente nos muestran
esos resultados de una manera incompleta ya que solo se obtienen estimaciones
puntuales de tales pardmetros, sin ninguna informacion acerca de la incertidumbre
proporcionada por los mismos. Este hecho, hace que una parte de la comunidad
cientifica considere estas técnicas multivariantes como exploratorias y sin ninguna
certeza de que lo que se deduzca de las muestras analizadas se pueda extender
a la poblacion de la que proceden. Para proporcionar unos resultados completos
que puedan ser considerados vélidos para la poblaciéon y no sélo a nivel muestral
es necesario proporcionar una forma de decidir como de exacta es la informacion
que se presenta. El método méas comun para proporcionar una indicacion de
la cantidad de incertidumbre de un parametro son los intervalos de confianza
representados por los limites de confianza.

Efron, 1979, 1987; Efron y Tibshirani, 1993 propusieron los métodos
Bootstrap, cuya idea principal es que la inferencia sobre una poblacién a partir
de una muestra se puede obtener realizando sucesivos remuestreos sobre ella y
haciendo inferencia sobre esta nueva “muestra”. La forma de realizar el remuestreo
es, a partir de la muestra original de tamano n, extraer diferentes submuestras
de n elementos tomados con reposicion. En las submuestras extraidas se calcula
el parametro que se desea estudiar y con todos los resultados obtenidos se realiza
la inferencia. Los métodos Bootstrap proporcionan diferentes formas de calcular
intervalos de confianza para los parametros calculados a partir de una muestra
de datos multivariantes. Tienen la ventaja ademas de que son métodos sencillos
que no requieren del conocimiento de la distribucién tedrica de la poblacién de
partida y tampoco necesitan un tamano de muestra elevado para realizar las

estimaciones.
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Debido al problema de muchas técnicas multivariantes de obtener iinicamente
estimaciones puntuales, numerosos autores han desarrollado versiones inferencia-
les basandose en las ideas de los métodos Bootstrap. Gifi, 1990; Greenacre, 1984;
Meulman, 1982 introdujeron la idea de remuestreo Bootstrap en el caso de matri-
ces de dos vias y en el Andlisis de Correspondencias Multiple; Chatterjee, 1984;
Lambert et al., 1990, 1991 lo aplican en el contexto del Analisis Factorial; Dau-
din et al., 1988; Diaconis y Efron, 1983; Holmes, 1985, 1989; Stauffer et al., 1985
utilizaron la metodologia Bootstrap en el caso del Andlisis de Componentes Prin-
cipales para proponer intervalos de confianza para los puntos representados en el
subespacio de los ejes principales intentando resolver el problema de la eleccién
del ntimero de ejes a retener; Milan y Whittaker, 1995 lo proponen en el caso de
modelos bilineales que incorporan Descomposicién en Valores Singulares; Raykov
y Little, 1999 utilizan los métodos Bootstrap para evaluar el ajuste de las rota-
ciones Procrustes; Linting et al., 2007 en el analisis de Componentes Principales
no lineal; Timmerman et al., 2009 utilizan los métodos Bootstrap para estimar
intervalos de confianza en el Analisis de Componentes Multinivel.

En el contexto del andlisis de Correspondencias también se encuentran
numerosas referencias que utilizan esta metodologia para presentar medidas de
precision de los resultados puntuales que proporcionan sus versiones clasicas.
Por ejemplo, Meulman, 1982 propone volver a ejecutar en cada muestra
bootstrap un analisis de Correspondencias y poner todas las soluciones juntas
en el mismo grafico. Greenacre, 1984 propuso usar los resultados obtenidos
a partir de las submuestras como elementos suplementarios en el anélisis
de la matriz original. Knox y Peet, 1989 aplican los métodos bootstrap
sobre el andlisis de Correspondencias Detrended. También se ha estudiado
la estabilidad de los resultados del andlisis no simétrico de Correspondencias

utilizando los métodos Bootstrap (Balbi, 1992). Markus y Visser, 1992 aplican
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dichos métodos para generar regiones de confianza en el analisis Multiple de
Correspondencias. Reiczigel, 1996 desarrollaron un test bootstrap para el anélisis
de Correspondencias que incluye la construccion de intervalos de confianza.
Lombardo y Ringrose, 2012; Lombardo et al., 2012 también proponen la
construccion de regiones de confianza para los andlisis de Correspondencias
simétrico y no simétrico.

Si se hace una revisiéon de las técnicas que analizan datos de tres vias
también se encuentran versiones inferenciales basadas en los métodos Bootstrap.
Asi, Kiers, 2004 propone el cédlculo de intervalos de confianza para los
métodos CANDECOM/PARAFAC y TUCKERS3 (Tucker, 1966). El muestreo
que proponen se basa en la descomposicién de los cubos de datos en capas
que contienen la informacion de cada individuo. De esta forma, remuestrea
matrices completas que contienen la informacion de cada individuo en las otras
dos vias estudiadas. Abdi et al., 2013; Husson et al., 2005; Pages y Husson,
2005 remuetrean tablas completas. Otros autores como Abdi et al., 2009 utilizan
otro tipo de remuestreo que denominan remuestreo dividido a la mitad ya que
las observaciones de los datos que analizan no siempre son independientes y
pueden tener una correlacién temporal. (Dehlholm et al., 2012) presentan una
funciéon que forma parte del paquete FactoMineR que permite remuestrear filas
dentro de cada matriz pero partiendo de las coordenadas resultantes del analisis
Factorial Multiple en lugar de los datos originales. Con las filas remuestreadas
calculan los centroides para cada matriz. Cadoret y Husson, 2013 proponen
un método para construir elipses de confianza que denominan bootstrap total
truncado, implementado en el paquete SensoMineR (Le y Husson, 2008). El
esquema que siguen es contruir las muestras boostrap, aplicar el método y luego
utilizar rotaciones Procrustes en un niimero reducido de dimensiones.

Debido a que los métodos Bootstrap estan pensados mayoritariamente para
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una muestra univariante, es necesario adaptarlos para el caso de técnicas
multivariantes. De este modo, se presentan estrategias a seguir para obtener
versiones inferenciales de diferentes técnicas multivariantes en los tres contextos
senalados anteriormente.

En el capitulo 1 se presentan los principales aspectos tedricos de la
aproximacion de matrices en dimension reducida y la interpretacién geométrica.

En el segundo capitulo se realiza una revisién bibliogréafica de los métodos
Biplot (Gabriel, 1971; Galindo, 1986) asi como del software disponible para su
utilizaciéon. A continuacién, se realiza la propuesta de una version inferencial
basada en los métodos Bootstrap (Efron, 1979, 1987; Efron y Tibshirani, 1993).
Para facilitar su utilizacién se presenta el software desarrollado en el entorno R,
biplotbootGUI que se ha implementado como una interfaz grafica de usuario
que permite al usuario interactuar a través de ventanas, botones y menus sin
el requisito de tener un amplio conocimiento del lenguaje de programacién. Por
ultimo, se ilustra su manejo y la interpretaciéon de los resultados mediante su
utilizacion en dos ejemplos.

En el tercer capitulo, se presentan las principales técnicas que existen
en el contexto del analisis de Correspondencias. También se han analizado
los softwares que existen para su uso. Como se ha explicado anteriormente,
estas técnicas también presentan la carencia de versiones inferenciales asi que
después de analizar las versiones basadas en los métodos Bootstrap que hay
para estas técnicas, se propone una nueva version para el andlisis Candnico de
Correspondencias simétrico (Ter Braak, 1986) y no simétrico (Willems y Galindo,
2008). Para permitir su aplicacién practica, se ha desarrollado una interfaz grafica
en el lenguaje R que permite por un lado, la utilizacion del andlisis Candnico
de Correspondencias no Simétrico (que carecia de software especifico) y por

otro, presenta versiones inferenciales tanto para este analisis de Correspondencias
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no simétrico como para el simétrico. Dicha interfaz se denomina cncaGUI. La
utilizacion de este programa se presenta mediante la ejecucién de un ejemplo con
datos reales.

Siguiendo con el desarrollo de versiones inferenciales, el siguiente paso
esperado es ver como se realiza en el contexto de tres vias. Asi, en el capitulo 4
se realiza una revision de las técnicas de tres vias y el software desarrollado para
su utilizacién. A continuacion, se revisan las diferentes estrategias elaboradas por
diversos autores para proporcionar versiones inferenciales de algunas de ellas y por
ultimo, se presenta una nueva estrategia disenada para proporcionar una version
inferencial del anélisis Biplot Miltiple, un método basado en las ideas del anélisis
Factorial Multiple pero que tiene la ventaja de proporcionar representaciones
Biplot de los resultados obtenidos. Como en los capitulos anteriores, se ha
implementado una interfaz grafica que permite la utilizacién de esta técnica tanto
en su versién clasica como inferencial y se ha puesto en practica con un ejemplo.
La interfaz gréafica se ha denominado multibiplotGUI.

Esta tesis presenta otra parte bien diferenciada de la anterior en la que se
estudian las técnicas que buscan combinar la clasificacion de los individuos con
métodos de reduccion de la dimensién y que pretenden ademds, buscar una
mejor interpretacion de los ejes factoriales extraidos. Relacionado con estas ideas
se encuentran las técnicas de biclustering (Hartigan, 1972, 1975). Sin embargo,
estos métodos no tienen definido un problema de optimizacién. Por ello, Bock,
1979, 2003; DeSarbo, 1982 proponen alternativas al biclustering basadas en
diferentes criterios de optimizaciéon. Vichi, 2000 presenta el algoritmo Doble k-
means. Witten y Tibshirani, 2010 proponen el Sparse k-means Clustering, que
pretende encontrar una clasificacion de los objetos mediante el algoritmo k-
means y buscar las variables que tengan mas influencia en dicha clasificacion

utilizando la penalizacién lasso (Tibshirani, 1996). En Vichi y Saporta, 2009
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se propone un método iterativo que busca la particion de los objetos alrededor
de un conjunto de centroides y la de las variables en torno a un conjunto de
componentes. Dicho método se denomina CDPCA (Clustering Disjoint Principal
Component Analysis). Este método tiene la ventaja, respecto del sparse PCA,
de obtener componentes en las que cada variable inicamente va a contribuir a la
conformacion de una componente de manera similar a la presentada en Vigneau y
Qannari, 2004. Recientemente, Macedo y Freitas, 2015 desarrollan un programa
para la puesta en practica de este algoritmo.

En el capitulo 5 se presentan tres métodos con sus correspondientes algoritmos
en este contexto que utilizan como técnica de reduccion de la dimension el método
HJ Biplot: Clustering Biplot, cuyo objetivo es la biisqueda simultanea de la mejor
clasificacion de los individuos utilizando el algoritmo k-means en un espacio de
dimensién reducida que explique la mayor parte de la variabilidad presente en
los datos utilizando el HJ Biplot; Disjoint Biplot, cuyo objetivo es encontrar la
mejor representacién en dimension reducida pero forzando a que las variables
unicamente contribuyan a la conformacion de uno sélo de los ejes factoriales;
Clustering Disjoint Biplot, cuyo objetivo es una combinacién de los dos anteriores,
es decir, busca la mejor clasificacion de los individuos mediante el algoritmo k-
means a la vez que maximiza la variabilidad explicada por los ejes extraidos de
tal forma que cada variable sélo tenga contribucién en la conformacién de un eje.
Para poder poner en practica estos tres algoritmos se ha desarrollado una funciéon
en el lenguaje R en forma de interfaz grafica llamada CDBiplot y se ha utilizado
sobre un conjunto de datos reales para mostrar su utilizacién e interpretacion.

Por 1ltimo, se presentan las principales conclusiones para finalizar este

trabajo.
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Dada una matriz de datos con informacién de n individuos observados sobre
p < n variables, los métodos de analisis multivariante estudian la manera de
obtener un subespacio de menor dimensién que el original donde representar
la informacion de la forma més clara posible y con una pérdida minima de
informacion. Esta idea se basa en el hecho de que si se tiene una matriz con
rango menor a p, es posible representarla en un subespacio de dimensién menor
eliminando el ruido existente en los datos. La mejor manera de obtener ese
subespacio esta basada en el teorema de Descomposicion en valores singulares
(Eckart y Young, 1936). Se introducirdn previamente aspectos del &lgebra

matricial necesarios para su posterior demostracion.

1.1. Valores y Vectores Propios

Los valores propios son las medidas basicas del tamano de una matriz
invariantes por transformaciones lineales de dicha matriz. Por ejemplo, si se
efectiia una rotacion de los ejes, los valores propios no se modifican. Debido a ello
hay medidas globales del tamano de una matriz como la traza o el determinante
que sélo dependen de estos valores para su calculo.

Sea X una matriz cuadrada de orden n. Se dice que el escalar A\ perteneciente
a un campo K es un autovalor o valor propio si existe un vector x perteneciente

a K™ no nulo que satisface la ecuacién:
Xz = Az.

El vector x se denomina autovector o vector propio de la matriz X asociado
al valor propio A. Un autoespacio es el conjunto de todos los vectores propios de

X asociados al valor propio A unido al vector nulo, es decir:
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NWX)={rxeK":x#£0AXx =Xz} UD.

Teorema 1.1. Una condicion necesaria y suficiente para que el escalar A sea

valor propio de la matriz X es que:

| X — AT =0

donde | X — M| es lo que se denomina autopolinomio.

Demostracion. Condicion Necesaria. Si A es un valor propio de la matriz X se

cumple:

dx # 0 tal que Xz = Az

es decir,

dx # 0 tal que (X — M)z =0

con lo que la matriz (X — AI) tiene determinante 0 ya que es singular.

Condicién Suficiente. Si | X — AI |= 0, entonces se tiene que:
dx # 0 tal que (X — Az =0
por lo tanto,

dx # 0 tal que Xz = Az

y se puede afirmar que A es valor propio de la matriz X.

O

Se denomina espectro de la matriz X al conjunto de todos sus valores propios,

es decir:

AX)={ e R tal que | X — I |=0}.
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Se llama radio espectral al radio del menor circulo que contiene a todos los

valores propios de la matriz X. Es decir:
p(X) =max | A | .

Teorema 1.2. Sea X wuna matriz cuadrada de orden n y (x1,x9,...,2,)
un conjunto de wvectores propios asociados a los valores propios i, Ao, ..., A,
respectivamente con \; # \j Vi # j. Entonces los r wvectores propios son

linealmente independientes.

Demostracion. Supongamos que los r vectores son linealmente dependientes

y que el conjunto (x1,s,...,2;_1) son vectores linealmente independientes.

Entonces existe un vector x; que se puede expresar como combinacién lineal
j

de (z1,@2,...,2;-1), es decir, existen escalares o, agj, . .., a—1);, tales que:

Tj = QuiTy + QojTy + Qj1);T5-1-

Multiplicando por la matriz X:

J—1 J—1
XSL’]' = E Oéin.Ti = E Oéij)\ixi-
i=1 i=1

Multiplicando por el valor propio A;:

J—1
)\j.ﬁl]j: E aij)\jxi-
i=1

Como z; es vector propio de X asociado al valor A; se tiene:

Jj—1 Jj—1
E aij)\jxi = E aij)\ixi-
=1 =1
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Es decir:
J—1
Zaij()\i — )\J)SL’Z = @
=1

Como el conjunto de vectores (xy,s,...,2;_1) son linealmente independientes
entonces todos los escalares a;;(A; —A;) son nulos Vi = 1,...,j—1. Como \; # A,
Vi # j se tiene que oy; = 0Vi = 1,...,7 — 1. Es decir, el vector z; es el vector
nulo, lo que contradice la condicién de ser vector propio y por lo tanto el conjunto

de vectores propios (z1,z, ..., x,) es linealmente independiente. O

Teorema 1.3. Si x es un vector propio de la matriz X asociado al valor propio

A, para cualquier entero positivo p se tiene que:

= )P es valor propio de X?.

m 1 es vector propio de XP asociado a NP.

Demostracion. Por hipdtesis Xo = Ax. Si se multiplica por la matriz X:
X%z = XAz = A(Az) = N
Supongamos que se cumple para p — 1:
XPly = \Plg.
Vamos a demostrar que se cumple para p:
XPr = XXy

= X (N 12)

=\ (Xx)
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= M1 (\2)

= Nz.

1.1.1. Valores y Vectores Propios de una Matriz y su

Traspuesta

A continuaciéon se introducen las relaciones existentes entre los vectores y

valores propios de una matriz y su traspuesta.

Se sabe que si A es un valor propio de la matriz X entonces se cumple que:

| X — AI|=0.

Como el determinante de una matriz es igual al de su traspuesta se tiene que:

(X —AD) |=0

=/ X" - AI|=0.

Con lo que se puede concluir que los valores propios de una matriz X y los

valores propios de su traspuesta X' son iguales.

En el caso de los vectores propios no sucede asi pero se puede enunciar la

siguiente propiedad:

Teorema 1.4. Si x; es un vector propio de X asociado al valor propio \; e y; es

un vector propio de X' asociado al valor propio Aj con i # j, entonces se tiene
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que x; e y; son ortogonales, es decir:

xiTyj =0.

Demostracion. Como x; e y; son vectores propios de X e X" respectivamente se

tiene:
Xz, = Nx; y XTyj = A\jy;-

Multiplicando cada ecuacién por ij y x] respectivamente:

T T T

r; X yj = Ay yj-

Tomando traspuesta en la primera se obtiene:
T~T T

r; Xy = Ny yj

e igualando términos:

Naly = Nl y;

de donde:
(A — )\j)%T?/j =0

pero como \; # A;, forzosamente:

a:iTyj =0.
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Supongamos que todos los valores propios de la matriz X son distintos entre
si y se eligen vectores z; e y; vectores propios de X y X' respectivamente de
tal forma que y, x; = 1 Vi = 1,...,n. Por otro lado, es posible encontrar dos
matrices no singulares A y B cuyas columnas son los vectores propios de X y

X',

Entonces, se tiene que el producto de las BT A es la matriz identidad, con lo

que se puede decir que la matriz B es la inversa de la matriz A.

Ahora bien, si se multiplica:
XA =X(21,%2,...,Ty)

= (Xz1, Xz, ..., X1p)

== (Alxla )\21.27 ceey )\nxn)

A0 .00
0 X ... O

= (z1,22,...,T,) = = AD (1.1)
0 0 ... A\

Si se multiplica por la inversa de la matriz A se obtiene:

A XA =D.

siendo D una matriz diagonal cuyos valores propios son iguales que los de la

matriz de partida.

Este resultado nos conduce a la siguiente definiciéon: Dos matrices A y B

cuadradas del mismo orden son semejantes si y sélo si existe una matriz P



44 Capitulo 1. Aproximacion de matrices e interpretaciones geométricas

invertible que cumpla

P 'AP = B.

Es decir, si se tiene una matriz cuyos vectores propios son todos diferentes
entre si, existe una matriz diagonal semejante a ella que contiene los valores

propios en su diagonal.

Teorema 1.5. Si las matrices A y B son semejantes entonces se cumple:

A y B tienen los mismos valores propios.

traza(A) = traza(B).

| A|=[B].

rango(A) = rango(B).

Demostracion. » Teniendo en cuenta que

|B— M |=|P AP - \P'P |

=P YA - AP |
=P |[(A=AL) || P |
=[ (A= D) |

y que dos polinomios son iguales si y sélo si sus raices son iguales, se tiene

que los valores propios de A y B son iguales.

traza(B) = traza(P ' AP)

= traza(P~'PA)
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= traza(A).
| B|=|P AP |
=P [A]|P]
| AT

= Teniendo en cuenta que el rango de una matriz no se altera si se multiplica

dicha matriz por matrices no singulares:

rango(B) = rango(P"*AP) = rango(A).

O

Teorema 1.6. Si A y B son matrices semejantes de tal forma que P"*AP = B,

entonces se tiene que:

P AP = B*.

para cualquier entero positivo k. En particular, si A es invertible se cumple:

PlA'P= B

Demostracion. Para cualquier entero positivo £ se cumple

B = (P'AP)(P'AP)... (P 'AP)
=P 'APP HA(PP ) ... (PP HAP)

=P 'AFP.
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Ademas como A y B son semejantes y la primera es invertible, entonces:

B'=(P'AP)!
— P—IA—1<P—1>71

=P AP,

Dado que toda matriz cuadrada con valores propios diferentes entre si es
semejante a una matriz diagonal, esta propiedad proporciona una manera sencilla
de calcular las potencias de dicha matriz y en particular su inversa sin mas que

aplicar las potencias a los valores propios situados en la diagonal.

Teorema 1.7 (Lema de Schur). Toda matriz cuadrada X es semejante a una

matriz triangular superior. Es decir,

BXB=T

Demostracion. La triangularizacién de X se realiza por etapas. Para ello se tiene
en cuenta que toda matriz de orden n X n tiene al menos un autovalor Ay, que
se puede repetir n veces y para el cual se asegura la existencia de al menos un

autovector asociado ;.

En la primera etapa se construye una matriz B; para aplicar una
transformacién de semejanza sobre la matriz X. Dicha matriz es de orden n x n
y contiene en su primera columna el autovector x, el resto de columnas se eligen
de tal forma que los vectores sean linealmente independientes para garantizar la

invertibilidad de la matriz B;.
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B1 = (%1,227 .. .,Zn) = (.Tl, Zl)

Como por construccion, By es invertible, se tiene que:

B'B; = (B{'z1,B{'Z;) = (e',¢%,....€")

Si se efectia la transformacion sobre X, se obtiene:

B;'XB, = B! (Xz,XZ,) = B;' (\jz1,XZ)

= (MBy 'z, B{'XZ) = (M€, B 'XZ)

At Ciixn-1)
On-1)x1 Xim-1)x(n-1)

Esta matriz tiene los mismos autovalores de X ya que por construccion, son
semejantes. \; es un autovalor de la transformada y el resto se pueden calcular a
partir de la submatriz X;, que es de orden (n — 1) x (n — 1). Dicha matriz tiene
por lo menos un autovalor Ay que se puede repetir n — 1 veces, y para el cual es
posible encontrar un autovector xs.

En la segunda etapa, se construye una matriz By, de orden (n—1) x (n—1) que
contenga en su primera columna el autovector x5 y el resto de columnas se eligen
de tal forma que los vectores sean linealmente independientes para garantizar la

invertibilidad de la matriz B,. Asi se obtiene:

A Corx(n-
B51X1B2 _ 2 21x(n—2)

On—-2)x1  Xom-2)x(n—2)

Pero lo que se pretende es aplicar transformaciones sobre X en lugar de Xj.
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Para ello, se construye una matriz no singular B}, que efectiie transformaciones
) 29
que modifiquen la estructura obtenida en la primera etapa. Dicha matriz es de la

forma:

B — 1 01 x (n-1)

On-1)x1 Bam-1)x(n-1)

La matriz Bj es invertible, ya que las submatrices diagonales son no singulares
y las no diagonales son nulas. Su inversa se puede calcular facilmente sustituyendo
B, por su inversa y manteniendo iguales el resto de submatrices. Por otro lado, al
aplicar la transformacion asociada con Bj sobre la matriz obtenida en la primera

etapa, se tiene:

1 0 M Cy 1 0
\—1 -1 *
(B;) ' B;'XB,B; =

0 By 0 X 0 By

\ C.B )\1 C1B2

1 192
= - 0 )\2 CQ
0 B;'X,B,
6 0 A,

Esta matriz, por construcciéon, es semejante a la matriz original X y
consecuentemente tiene los mismos autovalores. En particular, es evidente que
A1 ¥ Ao son autovalores de la matriz transformada y el resto se pueden obtener a

partir de la submatriz Xo.

Repitiendo n—1 veces este proceso, se construye la matriz B que triangulariza
X como producto de las matrices de transformacion calculadas en las sucesivas

etapas:
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1 46 L, ¢ I, 0
B =B, e
0 B2 0 B3 0 Bn—l

Siendo B,,_; la matriz correspondiente a la transformacion de la etapa (n—1)-

ésima y que afecta a la submatriz X,,_s:

A1 G
B;i1Xn72Bn71 = ' ’

0 An

Finalmente, al aplicar la transformacién sobre la matriz de partida X la

transformacién de semejanza asociada a la matriz B se obtiene:

A1 Fy
B-IXB — 0 X Fy
0 0 A,

Teorema 1.8. Para cualquier matriz cuadrada X de orden n se cumple:
= | X |= H?:l Ai-
v traza(X) =>" A

Demostracion. Segun el lema de Schur, toda matriz cuadrada es semejante a una
matriz triangular. Ademds toda matriz triangular tiene sus valores propios en la

diagonal luego se cumple:
= [ X = H?:l Ai-

n traza(X) =" A
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1.1.2. Valores y Vectores Propios de una Matriz Simétrica

Se dice que X es una matriz simétrica si se cumple:

Teorema 1.9. St x1,25,...,x5 son vectores propios de una matriz simétrica
asoctados a los valores propios Ay, Ag, . .., As respectivamente con \; # \; Vi # j,

entonces son ortogonales entre si.

Demostracion. Por el apartado anterior se sabe que los vectores propios de una
matriz y su traspuesta son ortogonales entre si. Por lo tanto, los vectores propios
asociados con valores propios distintos también son ortogonales ya que la matriz

es simétrica. O

Teorema 1.10. Toda matriz simétrica X es semejante a una matriz diagonal

mediante transformaciones ortogonales.

Demostracion. Segun el lema de Schur, X es semejante a una matriz triangular

mediante transformaciones ortogonales.

P'XP="T,.

Tomando traspuestas:
(P'XP)" =T,

P'X'P=T

pero como X es simétrica se cumple que X = X' y como consecuencia también

TI es simétrica y al ser también triangular solo puede ser una matriz diagonal. [
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Teorema 1.11. §i X es una matriz simétrica de orden n, se puede expresar de

la forma:
X = Z Aipip;
i=1
stendo p; el vector propio asociado al valor propio \; Vi =1,...,n.

Demostracion. Dado que X es simétrica, se cumple:

P'XP =D,

Como P es ortogonal se puede expresar:

X =PD,P’
(P)T
(P2)T
= ()\1P1,)\2P2,...,)\npn): (12)
(P)"

Con lo que:

X =MPP'+MPP +... +\P,P.

O

Teorema 1.12. St X es una matriz simétrica e invertible, se puede calcular su

nuersa como:

X '=PD'P".

Demostracion. Dado que toda matriz simétrica es ortogonalmente semejante a

una matriz diagonal se tiene:

P'XP =D.
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Multiplicando la ecuacién por Py P' a izquierda y derecha respectivamente,

PDP' = X.

Tomando inversas:

(X)—l — (PDPT)—l — (PT)—1D71P71

Y por la ortogonalidad de P:

X '=PD'P'.

O

Teorema 1.13. Si X es una matriz de orden n x p de rango 1 entonces X' X y

XX tienen los mismos vectores propios no nulos.

Demostracion. Las matrices X'X y XX son simétricas de rango r. Si

consideramos el valor propio no nulo \; de la matriz XX se cumple:

XXy = \iys

siendo y; un vector propio de dicha matriz. Si multiplicamos por X:

XXT(X?/z‘) = Ni(Xy;).

Con lo que se deduce que ); es valor propio asociado a XX si el vector Xy; es
no nulo. Pero si fuera nulo se tendria que \;y; = () lo que no puede ser ya que \;

se ha escogido como un valor propio no nulo y ; su vector propio asociado. [
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Teorema 1.14. Si X es una matriz de rango v y Vpur y Upx, las matrices que
contienen en sus columnas los vectores propios de X' X y XX ' respectivamente

asociados a los valores propios no nulos, entonces:

v = (1/vV/ X)X
u; = (1//\) Xv;.

Demostracion. En virtud de la demostracion anterior se tienen las siguientes

igualdades:
XT X’UZ‘ = )\ivi

XX (Xv;) = \(Xv;)
De aqui se puede deducir que si v; es vector propio de la matriz X' X asociado al

valor propio A;, entonces los vectores u; = aXv; Voo # 0Ve = 1,...,r son vectores

propios de la matriz XX asociados al valor propio \;.

De manera anéloga se puede obtener que los vectores v; = BX u; V8 # 0
Vi =1,...,r son vectores propios de la matriz X' X asociados con el valor propio
i

Como los vectores v; y u; son normales:
T 2. T T
1=, v; = u; XXy,

= 52UiT)\iUz‘ = 52>\z‘

Con lo que se tiene que § = 1/4/\;. Si se hace el mismo razonamiento para u; se

obtienen las ecuaciones planteadas. O

Teorema 1.15. Sea X wuna matriz de rango r, Vv Y U vectores propios



54 Capitulo 1. Aproximacion de matrices e interpretaciones geométricas

. . T T . .
ortonormalizados de las matrices X' X y XX ', respectivamente, asociados con

el valor propio comin \; (Vi =1,2,...,r). Entonces:

X:i\/);Ui(V’ !
i=1

Demostracion. Si se considera la relacién definida en el teorema 1.14:

= (1/VA) XV
Multiplicando por v/\; (V’A)T y aplicando sumatorio sobre ¢:

ZXVZ (viy' Z\FUZ (vi)' (1.3)

Si se tiene en cuenta que los vectores propios V' son una base ortonormal de

RP, se tiene que:

p
sz‘ (Vi)T =VV' =1,

Entonces el primer término de la ecuaciéon 1.3 se puede expresar como:
ZXVZ (Vi)' = XZVZ (Vi)' =XVVT =XI, =X
y asi:

X = zp: VAU (V)T

y como la matriz X es de rango r, quiere decir existen exactamente r valores
propios distintos de cero y consecuentemente, la matriz X se puede reconstruir

a partir de dichos r valores propios y sus vectores propios asociados. De esta
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manera se tiene que:

X = Z VAU (V)T

1.2. Aproximacion de Matrices

El objetivo de este apartado es encontrar un procedimiento para representar
vectores de R™ sobre un espacio de dimensién menor, generalmente dos o tres.

En primer lugar, se va a explicar como se representan vectores de R? sobre el
sistema de coordenadas formado por los vectores directores e; = (1,0), e2 = (0, 1).
Estos vectores forman lo que se denomina base canénica de R%. Sea y = (y1, y2)
un vector perteneciente a R%. Dicho vector se puede descomponer de la siguiente
manera:

Y = Y11 + Yae2
= 7Tyel €1 —+ 7Tyeg €9

donde ., es la proyeccién ortogonal de y sobre la recta 7y, Vi = 1,2. Dicha
recta resulta de la union del origen de coordenadas con el correspondiente vector
director de la base canonica.

La distancia del origen de coordenadas a la proyeccién ., es:

d(ﬂ'ymeiv 0) = \/ Y=y = mye,

Utilizando el teorema de Pitagoras se puede ver que la distancia del vector y

al origen de coordenadas es:

d(y, D) = \/yi + 5.
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Si se considera un sistema de coordenadas en el que los ejes estén generados por
vectores directores ortonormales (uq,us) distintos de la base canénica, el vector
y se podra expresar como la suma de los vectores directores cuyos coeficientes se
calculan como las proyecciones del vector y sobre los ejes correspondientes. Es
decir:

Yy = (?/Tul)ul + (?/Tu2)u2 = Tyuy Ul T+ Tyu, U

Del mismo modo que en el caso de la base candnica, se pueden calcular las

distancias de las proyecciones al origen de coordenadas:
d(ﬂ-yrﬂei ? Q) = yTui = 7Tyu1'
y la distancia del vector y al origen de coordenadas:

d<y7 @) = Trsul _'_ ﬂ-gug :

Con estas consideraciones se puede concluir que para representar graficamente
t b ist d t t les de R? sdl
un vector sobre un sistema generado por vectores ortonormales de solo es

necesario conocer la proyeccion del vector y sobre cada uno de los ejes del sistema.

1.2.1. Subespacio de Mejor Ajuste

Si se parte de una matriz X de orden n X p que contiene informacién de n
individuos observados sobre p variables se puede considerar las filas de la matriz
como vectores en el espacio R y las columnas como vectores de R™. De esta
manera, si se considera el espacio de las filas, se puede buscar un espacio de
dimensiéon ¢ < p donde se representen los vectores fila de tal forma que su
representacion sea lo mas parecida a su representacion en el espacio original.

Para resolver esta cuestién se utiliza el criterio de los minimos cuadrados.
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Se define el subespacio de mejor ajuste a la nube de puntos fila de dimension
q como el hiperplano P} generado por vectores ortonormales que hace minima

la suma de cuadrados de las distancias entre los puntos y su proyeccion en el

hiperplano:

min pr Z d?(z;, Pr).

i=1

El procedimiento para encontrar el subespacio de mejor ajuste se realiza por
etapas. En primer lugar se busca la recta de mejor ajuste y a partir de ahi, se
van anadiendo sucesivamente dimensiones hasta llegar al subespacio de dimension

deseada.

Para calcular la recta de mejor ajuste se utiliza el siguiente teorema:

Teorema 1.16. Sea X una matriz de datos de orden n X p. La recta de RP que
mejor se ajusta al espacio de las filas de dicha matriz es la recta r, cuya direccion
viene dada por el vector propio normalizado de la matriz X' X asociado a su

mayor valor propio Ai.

Demostracion. Por definicién, la recta que mejor se ajusta a la nube de puntos
fila tiene que cumplir el criterio de los minimos cuadrados, es decir, que
St d*(w,mp,) sea minima.

Pero basta con que lo cumpla su vector director:

i dQ("Eia P:vi/v)
i=1

con v'v = 1 para que sea ortonormal.

Segun el Teorema de Pitagoras se tiene la relacién:

d2<xi, @) - d2<xi7 sz/v) + d2(Pxi/v7 @)
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Si se despeja la distancia del vector x; a la recta y se sustituye la distancia
del vector x; al origen:

2 T 2
d*(wi, Py, o) = 7 T — Moo

Entonces la expresiéon a minimizar se puede escribir como:

n n n

2 _ T 2
E d*(z;, Py, o) = E x; T — E Moo
=1 i=1 i=1

n

Teniendo en cuenta que la expresién > ., x} x; es constante, el problema se

reduce a maximizar:

n n
D =D (@)
i=1

i=1

3

n
= UT(Z zix; v
i=1

=0 X" Xuv.

Por lo tanto hay que maximizar la expresién v'X'Xuv con la restriccién

v'v = 1. Utilizando los multiplicadores de Lagrange:

L=v"X"Xv - Av"v—-1).

Derivando respecto a v e igualando a cero:

L
0_ = 92X "Xv -2\ =0
ov
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de donde:
X'Xov = .

Con lo cual, el vector v es vector propio de la matriz XX asociado al valor
propio A. Como se busca el vector que maximice la expresion, se elige A como el

mayor valor propio de la matriz X' X. O
Teorema 1.17. Sea y un vector perteneciente a R™ y Py un plano generado por
los vectores columna ortonormales de la matriz V = (vy,vy). Se tiene:

= La proyeccion ortogonal de y sobre Py es:

HyPQ" = Ty, V1 + Ty, V2

» La distancia de la proyeccion ortogonal de y sobre el plano al origen de
coordenadas es:

dQ(HyPQR,Q) = 7T2 +7T2

- Tyn yvz*
» La distancia de y al plano es:

2
Yyvz*

d2<y7 P2n> = yTy - ﬂ-;vl -

Demostracion. = La proyeccion ortogonal de y sobre el plano generado por

las columnas de la matriz V es:
Iy =V(VIV)'VTy

y como las columnas de V son ortonormales se cumple que V'V =1y se

tiene:
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-
vy

Hfo? - ( V1 U2 ) -
Uy Y

= Tyv, V1 —+ Tyuy V2.
» La distancia de la proyeccién ortogonal al origen es:
2 1T
d*(Iypp, 0) = I, pp 1L, pp

2 7T
= Ty, V1 V1 + Tyvs

2 U;UQ

_ 2 2
= Ty, + Ty

= La distancia del vector y al plano es por el teorema de Pitagoras:
dQ(ya PZn) = dQ(ya ®) - dQ(HyF’Q"a ®)
y por el apartado anterior:

=yly— (72, +72,)

yu1 Yyvu2

Como extensiéon del teorema 1.2.1 se puede enunciar:

Teorema 1.18. Sea una matriz de datos X de orden n X p. El subespacio de
dimension dos que mejor se ajusta al espacio de las filas de la matriz es el plano
P} cuyos vectores directores son los vectores propios ortonormales de la matriz

X" X asociados con los dos mayores valores propios A\ y As.

Demostracion. Por el teorema 1.2.1 se sabe que el vector propio de X "X asociado
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al mayor valor propio A; nos da la direccién de la recta de mejor ajuste. La
segunda direccién v, debe ser un vector normalizado y ortogonal al primero que

denotaremos por v;. El plano de mejor ajuste sera aquel que cumpla:
Py ={z € RP: z=avl + asvy, con UIUQ =0y 'U;—'UQ =1}

Para que sea el de mejor ajuste tiene que garantizar ademdas que la suma
S d*(z;, PY) sea minima. Por definicién la distancia de un punto a un plano
es la distancia del punto a la proyeccién del punto en el plano. Por el teorema

1.2.1, esa distancia se puede expresar como:

n n n
E : T E : 2 § 2

X, Ty — ﬂ-ﬂﬁivl — 7wa2.
=1 1=1

i=1

Teniendo en cuenta que:
= El primer término es una constante.
» El segundo término es ;.
= El tercer término es v) X' Xv,.

El problema se reduce a maximizar vy X' Xuv, con las restricciones v, vy = 0
y vy vy = 1. Por las propiedades variacionales de los valores propios (Horn y
Johnson, 1985) se tiene que ese maximo es Ay, el segundo mayor valor propio de
la matriz X' X. Asf queda definido el plano de mejor ajuste mediante los vectores

propios de X 'X asociados a los dos mayores valores propios. O

Anélogamente se puede calcular el subespacio de mejor ajuste de dimension ¢

mediante los vectores propios de X' X asociados a los ¢ mayores valores propios.
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1.2.2. Descomposicion en Valores Singulares

El siguiente paso en la aproximacién de matrices es encontrar una descompo-

sicion de una matriz de datos X en funcién de sus valores y vectores propios.

Teorema 1.19. §i X es una matriz de datos de orden n X p y de rango r, se

puede expresar:

X="UA,V

donde U, y V, son matrices cuyas columnas son los vectores propios ortonorma-
les de X' X y XX asociados a los valores propios no nulos comunes y A, una

matriz diagonal que contiene las raices cuadradas de los valores propios de X' X.

Demostracion. Utilizando la expresién definida en el teorema 1.15 para recons-
truir la matriz X a partir de los valores y vectores propios de las matrices XX

y XX

X = Z VAU (V)T

y expandiendo:

(vh'
X — (\/ATUl, \/TQU{...,\/ATU") V’)
(v’

Nou 0 (v’
0 VA ... 0 (v3)'

= (U, u?,...,U)
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= U,A V]

quedando asi demostrado.

O

Sea M, (R) el conjunto de las matrices reales de orden n x p. Se denomina

norma de Frobenius de una matriz a la funcion:

I X N7 Misp (R) — R

definida por:
| X ||p=y/traza (X'X) =

Teorema 1.20. Sea X una matriz de orden n X p de rango r y Z una matriz del

mismo orden pero de rango k (k < r) tal que Z = UyA, V)., entonces:

” X - Y”F: Z Ai

1=k+1

Demostracion. Por la definicién de la norma de Frobenius:

I X =Y = |[(X-Y) (X-Y)

=traza (XTX) — 2traza (XTY) + traza (YTY)

Como:

Ay 0 (Vi)'
UiALV] = (U, U, )

0 0 (Vo_i)'

y por la descomposicion singular de la matriz X, se tiene:
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XY = (UA V) (UAV])

A, 0 Vi)'
0 0 (Vo)
A 0
~ VA (UU,) [ '
0 0
(Vi, Uyp) .
0 Arfk 0 0 (VT*k)

= VALV, = VAU UAV] =YY

Por lo tanto:

| X =Y [|7=traza (X'X) — traza (YY)

r k r
=D A=) A=) A

i=1 i=1 i=k+1

O

Sea X, x, una matriz de rango r y X; = UkAkV,I una aproximacién para
dicha matriz. Se define como medida de la bondad de aproximacién a la siguiente

expresion:
k
Ez’:l Ai
T
Ez’:l Ai

Teorema 1.21. La aproximacion X, de rango k para la matriz Xy, de rango
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r (k <r) que minimiza la suma de cuadrados:

n p
X - X P=3" (wiy —a3y)’

i=1 j=1

estd expresada por X* = UpA, V] (Eckart y Young, 1956).

Demostracion. Segun el teorema 1.15, la matriz X* queda definida por los
primeros k sumandos de la descomposicién en valores singulares de la matriz
X. Consecuentemente, la suma de cuadrados de los errores de la aproximacion

queda definida por la suma de los tltimos r — k valores propios de la matriz X' X:

X -X"|P= 3 A

1=k+1
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2.1. Introduccién y Revision Bibliografica

El analisis de matrices de datos de grandes dimensiones, individuos por
variables, puede ser abordado mediante técnicas multivariantes, las cuales
reducen la dimensionalidad proyectando los datos sobre un subespacio 6ptimo,
conservando los patrones de similaridad entre individuos y los patrones de
covariacién entre variables. Las diferencias entre estas técnicas dependen del
tipo de variables y métricas utilizadas en los respectivos subespacios. Los
métodos Biplot propuestos por Gabriel, 1971 son parte de estas técnicas, pero
su extension no ha sido tan rapida debido a la ausencia de software especifico
para su utilizacién. Los Biplot son una representacién grafica, en el contexto del
andlisis de Componentes Principales, representando conjuntamente una matriz de
datos multivariante mediante marcadores fila (individuos) y marcadores columna
(variables), permitiendo que las interrelaciones entre ellos puedan ser capturadas
visualmente en un espacio de dimension menor. Los Biplot permiten describir los
datos pero también hacer modelos y diagnosis (Bradu y Gabriel, 1978) y son una
herramienta de visualizaciéon potente que puede ser considerada como la versién
multivariante del scatterplot dado que usualmente se representan en un espacio de
dos dimensiones. Los Biplot clasicos de Gabriel, tienen dos fases. Por un lado, se
aproxima la matriz de partida utilizando la descomposicién en valores singulares y
por otro, se factoriza para obtener un mapa euclideo en baja dimensién mediante
marcadores fila y columna representados por puntos/vectores. La interpretacion
en los métodos Biplot esta basada en las propiedades geométricas del producto
escalar entre filas y columnas lo que permite una aproximacion de los elementos

de la matriz de partida.

Gower y Harding, 1988, Gower, 1992 y Gower y Hand, 1996 proporcionan

un enfoque diferente de los Biplot cldsicos, ordenando los individuos, escalando
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y luego superponiendo las variables, lo que permite una interpretacion grafica
conjunta al igual que en los Biplot clasicos. Los métodos Biplot més utilizados
son conocidos como GH y JK. Estos Biplot consiguen una 6ptima calidad de
representacion para variables y para individuos respectivamente. Galindo, 1986
prueba que, con una eleccién adecuada de los marcadores, es posible representar
simultaneamente filas y columnas en el mismo espacio euclideo con O6ptima
calidad, denominando a este tipo HJ Biplot. Sus coordenadas para las columnas
son los marcadores columna en el GH Biplot y las coordenadas para las filas son
los marcadores fila en el JK Biplot. El HJ Biplot de Galindo ha sido aplicado en
NUMeErosos campos.

Orfao et al., 1988b aplicé los Biplot en histopatologia; Orfao et al., 1988a en
inmunologia; Rivas-Gonzalo et al., 1993; Santos et al., 1991 en enologia; Galante
et al., 1991 en entomologia; Galindo et al., 1996 en ecologia; Dorado et al., 1999
en estudios agropecuarios; Garcia-Talegon et al., 1999 en geologia quimica; Inigo
et al., 2005 en ingenieria civil; Gonzalez et al., 2006 en ciencias ambientales; Pinto,
2006 en sociologia; Correa et al., 2007 en microbiologia; Alcantara y Rivas, 2007 en
ciencia politica; Martinez-Ruiz et al., 2007 en ingenieria geoldgica; Cadaviz, 2008
en neuropsicologia; Mendes et al., 2009 en limnologia; Marreiros et al., 2010 en
gestién hospitalaria; Castela y Galindo, 2010 en inferencia ecoldgica; Patino et al.,
2011 en relaciones laborales; Vazquez et al., 2011 en estudios de seguridad; Garcia
et al., 2012 en ciencias pecuarias; Ochoa et al., 2012 en cultivo de citricos; Viloria
et al., 2012 en biotecnologia; Gallego—Alvarez et al., 2013 en datos ambientales;
Garcia-Sanchez et al., 2013 en estudios de corporacién social; Serafim et al., 2012
en salud ambiental y toxicologia; Diaz-Faes et al., 2013 en bibliometria; Vazquez-
de Aldana et al., 2013 en nutriciéon vegetal; Gallego—Alvarez et al., 2014a en
estudios de responsabilidad corporativa en Brasil; Gallego—Alvarez et al., 2014b,c

en sostenibilidad; Morillo et al., 2014 en cienciometria; Felicio y Galindo, 2014 en
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gobierno corporativo.

Otro tipo de Biplot es el denominado GGE Biplot (genotype main effects
(G) and genotype x environment interaction effects (GE) (Yan et al., 2000).
Suele ser utilizado en el contexto de la evaluacion de cultivos. Este tipo de
datos se suelen presentar en tablas de dos vias de genotipos por ambientes y
el objetivo es evaluar el rendimiento de diferentes cultivos en distintos ambientes.
El modelo GGE aplica la descomposicién en valores singulares a los datos a los
que previamente se les ha sustraido el efecto ambiente, de manera que estos
Biplot visualizan simultaneamente el efecto genotipo (G) y la interaccién (GE),
las cuales se consideran las dos principales fuentes de variacion en el contexto de
la evaluacién de cultivos.

Detalles de GH, HJ y JK Biplot se muestran en la Secciéon 2.2 y del GGE
Biplot en Frutos et al., 2014.

Ter Braak, 1986 utilizé Biplot ajustados con modelos lineales en el contexto
del Biplot directo del gradiente, lo que permite que un conjunto de especies sea
ordenado de acuerdo a sus relaciones con un conjunto de variables ambientales.
Gauch, 1988 empled los Biplot para validar y seleccionar modelos cuando se
estudia la interaccion entre genotipo y ambiente. Ter Braak, 1990 y Ter Braak
y Looman, 1994 aprovecharon las relaciones entre los Biplot y los métodos de
regresion para introducir el Biplot de la matriz de coeficientes de regresion y
proponer un Biplot basado en regresion en rango reducido. Cardenas y Galindo,
2003 investigaron los aspectos inferenciales de los Biplot utilizando los modelos
bilineales generalizados, extendiendo sus ajustes con informacion externa para
variables relativas a la familia exponencial.

Vairinhos, 2003 muestra que los Biplot son una base perfecta para el
desarrollo de un sistema de mineria de datos, dado que la mayoria de las

técnicas pueden ser expresadas como casos particulares de los Biplot. Amaro
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et al., 2004 estudiaron las propiedades de los MANOVA Biplot dentro del
contexto de los modelos lineales generalizados multivariantes, desarrollando
métodos para su interpretacién. Hernandez, 2005 estudié el funcionamiento
de los Biplot en presencia de outliers y Ramirez et al., 2005 propusieron los
Biplot para la deteccién de la multicolinealidad. Como alternativa al andlisis
de Correspondencias Miltiple en el caso de variables de presencia/ausencia con
distribucion binomial, Vicente-Villardén et al., 2006 consideraron los Biplot de
prediccion y los aplicaron a Biplot ajustados por regresion lineal generalizada,
proponiendo los Biplot logisticos, extendidos posteriormente por Demey et al.,
2008 y utilizados en Gallego—Alvarez y Vicente-Villardén, 2012 y recientemente
en Vicente et al., 2015.

Bradu y Gabriel, 1974 y Bradu y Gabriel, 1978 estudiaron el ajuste de los
modelos bilineales de tablas de dos vias, analizando la colinealidad entre filas
y columnas en los Biplot. Gabriel y Zamir, 1979 también trabajaron el ajuste
de dichos modelos bilineales pero propusieron procesos iterativos para obtener
aproximaciones a bajo rango utilizando minimos cuadrados ponderados. Denis,
1991, Falguerolles, 1995, Choulakian, 1996 y Gabriel et al., 1998 utilizaron los
Biplot para estudiar interacciones en tablas de dos y tres vias. Gabriel et al.,
1998 desarrollaron diagnosis en modelos basados en tablas de contingencia.
Sepulveda et al., 2008 utilizaron los Biplot como herramienta de diagnéstico para
dependencia local en modelos de clases latentes.

Los métodos de analisis de datos de tres vias han sido presentados como una
extension del analisis de Componentes Principales de una supermatriz de dos vias,
siendo las mas comunes: (i) TUCKERS3 (Tucker, 1966) y (ii) STATIS (L’Hermier
des Plantes, 1976). En (i), se trabaja con componentes principales de tres vias y
se genera una ‘core matrix” que nos permite explicar las interacciones entre las

variables de cada modo. En (ii), se parte de matrices de operadores (matrices de
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covarianzas por ejemplo) y se calcula la correlacién vectorial entre operadores a
partir del producto de Hilbert-Schmidt. A esta matriz se le aplica un analisis de
Componentes Principales y cada uno de los operadores aparece representado como
un punto en un espacio de Hilbert-Schmidt. Puntos préximos indican estructuras
de covarianza similares en las matrices originales.

Basandose en los modelos TUCKERS3, Carlier y Kroonenberg, 1996 genera-
lizan la descomoposicion en valores singulares a tablas de tres vias proponiendo
Biplot interactivos y Biplot conjuntos para capturar la informacién proveniente
de los datos. La diferencia entre estos dos Biplot es la manera en que se trata la
matriz inicial, en el Biplot interactivo se combinan dos modos mientras que en el
Biplot conjunto se condiciona uno de los modos. Martin-Rodriguez et al., 2002
propusieron los Meta-biplots siguiendo la filosofia de los métodos Procrustes y
las Meta-componentes Principales, permitiendo que los Biplot sean comparados
para estudiar individuos y variables, como alternativa a los Biplot conjuntos e
interactivos.

Vallejo-Arboleda et al., 2006 y Vallejo-Arboleda et al., 2008 propusieron el
STATIS Canoénico, un Biplot para datos multi-tabla. Frecuentemente, los datos
multivariantes se encuentran recogidos sobre multiples ocasiones produciendo
un experimento multi-tabla. Ni el andlisis separado de cada ocasién utilizando
MANOVA o analisis candnico, ni el analisis conjunto de las tablas multiples
utilizando STATIS, son adecuados para capturar la estructura real de dichas
matrices. Esto es debido a que unas técnicas recogen la estructura de grupo pero
no la evolucion en el tiempo mientras que las dltimas confunden la variabilidad
dentro y entre grupos. El STATIS Candnico permite recoger al mismo tiempo
tanto la estructura de grupos como la evolucion temporal, obteniendo variables
canodnicas estables a lo largo de las diferentes ocasiones o conjuntos de datos.

Nos hemos centrado en los Biplot clasicos de Gabriel, 1971; una revision se
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puede ver en Cardenas et al., 2007. Sin embargo, Gower, 1992 propone otros
tipos de Biplot basandose en la obtencion de los marcadores columna a partir
de la regresiéon multivariante. Gower y Harding, 1988 y Gower, 1992 proponen
los Biplot no lineales. Gower y Hand, 1996 definen los Biplot de interpolacion y
prediccién. Segin Gower, los Biplot se refieren a la presentacién de informacion
de las variables y unidades, de una matriz de datos X. El Biplot arquetipo esta
representado por los ejes de coordenadas cartesianas en el que los ejes calibrados
(generalmente ortogonales) representan las variables y las unidades se representan
como puntos. Hay dos preguntas que se relacionan con los ejes cartesianos (i) dado
un caso de X, que es una fila de X, ;donde esta el punto P correspondiente?
y (ii) dado un punto P ;cudles son los valores asociados de X7 Los Biplot
estadisticos pueden diferir de esta definicion clasica en varios sentidos. En primer
lugar por lo general tienen sélo una aproximacion a la representacion cartesiana
del espacio completo. Esto induce ejes no ortogonales y complica las respuestas a
las preguntas (i) y (ii). En segundo lugar, podemos utilizar las métricas basadas
en coeficientes de disimilaridad o en variantes de la distancia de Mahalanobis.
Por lo tanto, se necesitan extensiones para abarcar metodologias donde X esté
representado por diversas formas de escalamiento multidimensional métrico y no
métrico. En tercer lugar, es posible que sea necesario incluir variables categoricas
en X, tanto nominales como ordinales. Por lo tanto es necesaria una extension
del sistema cartesiano para poder representar las categorias.

El desarrollo de los Biplot en el sentido de Gower muestra como manejar
todas estas situaciones de una manera unificada. La proyeccién ortogonal es un
concepto clave en el uso de ejes cartesianos, el concepto mas general del punto mas
cercano a un conjunto se utiliza para manejar las generalizaciones. Para variables
cuantitativas utiliza ejes calibrados, posiblemente no lineales, y para las variables

categdricas, conjuntos de puntos marcados que representan a los diferentes niveles
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de categoria. Los casos siguen siendo representados por puntos. En Gower y Hand,

1996, Greenacre, 2010 y Gower et al., 2011 se pueden consultar mas detalles.

2.2. Formulacién Teorica

2.2.1. Representaciones Biplot

Una matriz de datos X de orden I x J puede ser expresada como producto de
dos matrices: A con [ filas y S columnas y B con S filas y J columnas. Si S es
igual a dos, cada fila de A y cada columna de B son las coordenadas de un punto
en un grafico de dos dimensiones. Cuando las I filas de A y las J columnas de B
se representan en un unico grafico, se denomina Biplot.

Por lo tanto, un Biplot es una representacion grafica de una matriz Xy s
mediante marcadores fila ay,...,a; y marcadores columna by,..., by, elegidos
de tal forma que el producto interno ainj aproxime el elemento z;; de X lo
mejor posible. Las filas y las columnas de estas matrices de marcadores son las
coordenadas de los puntos en un espacio euclideo respecto de los mismo ejes
ortogonales. Una propiedad del Biplot es que cada uno de los I x J valores puede
ser recuperado inspeccionando los I 4+ J puntos representados en el grafico.

La descomposicion de una matriz X en las componentes A y B se
denomina descomposicion en valores singulares y se obtienen como resultado
S componentes. Una matriz de dos vias raramente suele tener rango dos, por
lo tanto, aproximar X por una matriz de rango dos significa que solamente las
dos primeras componentes van a ser utilizadas para su representacion. Si dichas
componentes explican una proporcion importante de la variabilidad total de la
matriz X, entonces es posible aproximar la matriz original por la matriz de rango

dos y mostrar la informacion en un Biplot.
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Sea X una matriz de datos compuesta por I individuos sobre los que se han

medido J variables. La descomposicién en valores singulares de X se define como:

X =UAV',

donde:

U es una matriz cuyos vectores columna son ortonormales y corresponden a
los vectores propios de XX,

V es una matriz cuyos vectores columna son también ortonormales y se
corresponden con los vectores propios de XX,

A es una matriz diagonal que contiene los valores singulares de la matriz
X, que son las raices cuadradas no negativas de los valores propios de X'X,
ordenados de manera decreciente.

Para que las matrices U y V sean ortonormales debe cumplirse que U'U =
V'V =1. Esta propiedad asegura la unicidad de la factorizacién.

Un elemento de X se puede escribir genéricamente como

min(I,J)

- (2.)

Para encontrar la aproximacion en un espacio de baja dimension de la matriz
X es necesario minimizar la distancia entre la matriz original X = z;; y la matriz

aproximada X = 7;;. Esta distancia (Euclidea) entre dos matrices se define como:

I
d(X,X) = ZZ (xij — T4j)

=1 j=1
El teorema de Eckart y Young, 1936, que también puede encontrarse en otros
autores como Young, 1938, Gabriel, 1971 o Greenacre, 1984 demuestra que la

mejor aproximacién S-dimensional de la matriz X en el sentido de los minimos



2.2. Formulacion Teodrica 77

cuadrados se puede obtener mediante la descomposicién en valores singulares de
la matriz X sumando tnicamente los S primeros términos en la ecuacién 2.1.
Los primeros S elementos de u, y de v, combinados con los valores singulares
As de diferentes formas son utilizados como las coordenadas para mostrar
graficamente los datos. Los tipos m&as comunes de Biplot se muestran en la

Figura 2.1.

X
XXT ' XTX
© X=UAVT -

3

X=ABT

GH Biplot HJ Biplot JK Biplot SQRT Biplot
A=U A=U A A=U A A=U N1/2
B=VA B=V A B=V B=V A\1/2

Figura 2.1: Tipos de Biplot.

2.2.2. Interpretaciones Geométricas

En un Biplot, los marcadores columna b; se representan como vectores y
los marcadores fila a] como puntos. Este tipo de representacién facilita la
proyeccién de los marcadores fila sobre los marcadores columna. Y esta proyeccién
es, precisamente, la que nos permite estudiar las relaciones entre individuos y

. . ~ T . . .
variables, es decir, z;; ~ a; b; implica

w5 ~| proy ai/b; || signo b; || by ||
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donde:

» || proy a;/b; || es la longitud del segmento que une el origen con el punto

a; (longitud de la proyeccion desde a; hasta b,)
= signo b; es el signo de b;

» || b; || es el médulo de b; (longitud del segmento que une el origen con b;)

Figura 2.2: Representacion Biplot de una matriz que contiene informacién de 6
variables medidas sobre 9 individuos.

Esto significa que x;; se aproxima por el médulo de la proyeccién de a; sobre
b; multiplicado por la longitud de b;, con el signo correspondiente. El sentido del
vector b; muestra el sentido en el que se incrementan los valores de la variable
representada por dicho vector. Las proyecciones de los puntos a; sobre un vector
columna aproximan la j-ésima columna de X y proporcionan una manera de
ordenar los individuos respecto a esa variable. Una vez definida la forma de

representacion en un Biplot es posible explicar su interpretacion. Asi:



2.2. Formulacion Teodrica 79

= La distancia entre puntos puede ser interpretada como disimilaridad entre
los correspondientes individuos, especialmente si estan bien representados.
Los individuos que estan muy lejos unos de otros tienen una mayor distancia
Euclidea entre ellos y viceversa. En la Figura 2.2, la mayor distancia se
observa entre los individuos a; y ag y la menor distancia se obtiene para

los individuos a;z y ag.

= En el JK Biplot, la longitud del vector aproxima la variabilidad de la
variable correspondiente. Por lo tanto, cuanto mayor longitud, mayor
variabilidad. Siguiendo con el ejemplo representado en la Figura 2.2, la
variable bz posee la mayor variabilidad entre todas las variables, mientras
que la variable by tiene la menor. El coseno del angulo entre dos vectores
aproxima la correlacién entre las variables que representan. Asi, angulos
cercanos a 90 (o 270) grados indican que la correlacién entre las variables
representadas por ellos es préacticamente inexistente. Un angulo de 0 o
180 grados refleja una correlacion de 1 o —1, respectivamente. El Biplot
representado en la Figura 2.2 muestra una relacion fuerte entre las variables
by v bs, y una relacién débil entre las variables by v bs, v de by con bs.
La correlacién entre las variables bs y bg es negativa. Las variables con la
misma direccion indican la presencia de multicolinealidad, tal como se puede
observar en la Figura 2.2 para las variables by y by. También, es posible
detectar outliers multivariantes y cluster entre individuos, en la Figura 2.2

se puede observar el grupo formado por los individuos ay, as, ay y ag.

= Las relaciones entre individuos y variables se pueden interpretar en términos
de producto escalar, es decir, a través de las proyecciones de los puntos sobre
los vectores. Esto nos permite identificar qué variables son las responsables

de las diferencias entre grupos de individuos. Si la proyeccion estd cerca
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del origen, el valor de esa observacion es aproximadamente la media de la
variable en cuestion. En consecuencia, cuanto mas se aleje la proyeccion de
un individuo en el sentido del vector que representa la variable observada,
mas se alejard ese individuo de la media de la variable y viceversa.
Observando la Figura 2.2, el individuo a, destaca con el mayor valor para

la variable by, seguido por a;, a; y ay.

= En el HJ Biplot, la busqueda de variables que diferencian individuos se
realiza mediante la interpretacion de los ejes factoriales, es decir, las nuevas
variables que son combinaciones lineales de las variables originales y las

relaciones entre dichas nuevas variables con las observadas.

= La medida de las relaciones entre los ejes de los Biplot y cada una de las
variables observadas se llama contribucién relativa del factor al elemento,
representa la proporcién de variabilidad de cada una de las variables
explicada por cada factor. Esta medida se interpreta como el coeficiente
de determinacion en regresion. De hecho, si los datos estdan centrados,
es el coeficiente de determinacién en la regresiéon de cada variable sobre
el eje correspondiente. Las contribuciones relativas permiten detectar qué
variables estan mas relacionadas con cada eje y, por consiguiente, nos
permite saber qué variables son responsables del orden de la proyecciéon
de los individuos sobre cada eje. Debido a que los ejes se construyen de
manera que sean independientes, las contribuciones relativas de cada eje
a cada variable son independientes y por lo tanto, es posible calcular la
contribucién relativa de un plano sumando las contribuciones relativas de

los ejes que lo forman.

En las representaciones Biplot también es posible mostrar combinaciones

lineales de filas y columnas. Ejemplos de estas combinaciones son las medias
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de filas y de columnas.

= Las medias de las filas estaran ordenadas como las proyecciones de los
marcadores fila sobre el vector que representa al marcador columna medio,

puesto que:

Toj R a,bj = proy bj/as || signo as || ae |=[| proy as/b; | signo b; | b; || -

= Las medias de las columnas estaran ordenadas como las proyecciones de los
marcadores columna sobre el vector que representa al marcador fila medio,

ya que:

Tie A a; by ~|| Proy a;/be || signo b || be ||=|| Proy be/a; || signo a; || a; || -

= La media total es la proyeccién del marcador fila medio sobre el vector que

representa el vector columna promedio, es decir:

Tee R 0] by ~|| PIOY Ga/bs || s5igno b || be ||=|| Proy be/ae || signo a. || a. || -

2.2.3. Propiedades de los marcadores

Las propiedades de los marcadores dependen del tipo de Biplot elegido. Estas
propiedades son fundamentales a la hora de elegir el tipo de Biplot que se va

utilizar asi como la interpretacion posterior de los resultados.

Propiedades de los marcadores en el JK Biplot En este Biplot, se utiliza

la métrica B'B = I en el espacio de las filas de la matriz X, de tal manera que:

» Los productos escalares de los individuos de X con la métrica identidad son
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los productos escalares de los marcadores fila de la matriz A en el espacio

completo.

XXT = AAT.

Dado que X = AB' y B'B =1,

XX"=AB'BAT = AAT

La distancia Euclidea entre dos individuos de X y la distancia Euclidea

entre los marcadores fila en el espacio completo son la misma, es decir,

(2 — ) (s — 27) = (a; — a;) " (a; — a ).

Como z; = Ba;,

(25— ;)" (25— ;) = (Ba; = Bay) " (Ba; — Ba;) = (a; —a;) 'B'B(a; —a;) =
(a; — a;) " (a; — a;).

Los marcadores fila y las coordenadas de los individuos son iguales en el

espacio de las componentes principales.

Si 4 es la matriz que contiene las coordenadas de los individuos en el espacio

de las componentes principales entonces 1) = A.

=XV =(UAVV=UA=A.

Las coordenadas de las columnas de la matriz X son las proyecciones de los

ejes originales sobre el espacio de componentes principales. La proyeccion
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de cada marcador fila sobre los marcadores columna es una aproximacion

de los valores de los individuos sobre las variables correspondientes.

= El producto escalar de marcadores columna es el producto escalar de las

columnas de la matriz X con la métrica XX . Es decir,

x;r (XXT):cj =
b AT(XXT)Ab; =
b] AT(AAT)Ab; =
b b;.
= [La similaridad entre columnas se mide utilizando la inversa de la matriz

de dispersion de los individuos. Es imposible interpretar los angulos en

términos de correlacion debido a:

(2 — ;) (XXT) @y — ;) = (b — b;) " (b — b))

= La calidad de representacién es mejor para las filas que para las columnas.

Propiedades de los marcadores en el GH Biplot En este Biplot, se impone

la métrica AT A = I, de tal forma que:

= Los productos escalares entre las columnas de X son los productos escalares
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entre los marcadores columnas.

X'X =BB'.

Dado que X = AB',

XX =BA"AB" = BB'.

Si la matriz X ha sido centrada por columnas, el cuadrado de la longitud
de los vectores que representan los marcadores columna aproximan la
covarianza entre las correspondientes variables. Como consecuencia de esta

propiedad se derivan las tres propiedades siguientes:

e La longitud al cuadrado del vector que representa un marcador
columna aproxima la varianza de la variable correspondiente y la

longitud aproxima la desviacion estandar.

105 [I[=1 2 ll= /Var(z;).

e El coseno del angulo formado por dos marcadores columna aproxima

la correlacién entre las variables correspondientes.
cos(b;, b;) = corr(z;, ;).

e La distancia FEuclidea entre dos variables es la distancia entre los
correspondientes marcadores columna.
Pas,a5) = (v — o) (@ — 3) = i P + || @ P ~2(a72;) =] by |2

+ [ 0 1> —2(b b;) = d®(bs, by).
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= Las coordenadas en B son la importancia de las variables sobre los ejes

principales.

= La distancia de Mahalanobis entre dos individuos se puede aproximar por
la. distancia Euclidea entre los marcadores fila, es decir, (x; —x;) 757! (x; —
x;) = (a; — a;)T(a; — a;), donde ¥ es una estimacién de la matriz
de varianzas-covarianzas correspondiente. x; puede ser escrito como Ba;,

entonces:

(Ba; — Ba;) 'S (Ba; — Ba,) =
(a; —a;) ' BT (B'B)'B(a; — a;) = (a; — a;) " (a; — a;).
= Si X estd centrada por columnas, las coordenadas para los marcadores fila
son las coordenadas de los individuos en el espacio de las componentes

principales y A contiene los pesos en las componentes principales

estandarizadas.

= Los productos escalares de los marcadores fila son iguales que los productos
escalares de las filas de la matriz X con la métrica (X X)~! en el espacio

de las columnas.

X(X'X)"'XT = AAT.
Dado que X = AB',

X(X'X)'X"T=AB'(B'B)"'BAT = AA".

= La calidad de representacién es mejor para las columnas que para las filas.
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Propiedades de los marcadores en el HJ Biplot En este Biplot, las
propiedades de los marcadores fila son las mismas que las explicadas en el JK
Biplot, mientras que las propiedades de los marcadores columna son las mismas
que las explicadas en el GH Biplot. Las reglas para interpretar el HJ Biplot
son una combinacion de las reglas utilizadas en los Biplot clasicos, en el anélisis
de Correspondencias, en el andlisis Factorial y en el Multidimensional Scaling.

Especificamente, se tiene que:

s Las distancias entre marcadores fila se interpretan como inversas de
similaridades, en este sentido, cuanto mas proximos estén dos individuos,
seran mas similares, lo que permite identificar cluster de individuos con

perfiles similares.

» Las longitudes de los vectores columna aproximan las desviaciones estandar

de las variables.

= Los cosenos de los angulos entre vectores columna aproximan las correla-
ciones entre las variables. Por lo tanto, angulos muy agudos indican alta
correlacion positiva entre las variables; angulos obtusos cercanos a 180 gra-
dos estan asociados con variables altamente correlacionadas negativamen-
te; y angulos rectos indican variables no correlacionadas; andlogamente los
cosenos de los angulos entre los marcadores columna y las componentes
principales aproximan las correlaciones entre ellos, mientras que en el ca-
so de datos estandarizados aproximan las cargas factoriales en el andlisis

factorial.

= Kl orden de las proyecciones ortogonales de los marcadores fila sobre un
marcador columna aproxima el orden de los elementos en dicha columna.

Asi, cuanto més lejos esté la proyeccién de un punto (individuo) del centro
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de gravedad (media de las coordenadas de los puntos), mas lejano sera el

valor que toma dicho individuo de la media de la variable correspondiente.

= Marcadores fila y columna se pueden representar en el mismo sistema de
referencia con 6ptima calidad de representacion. En el contexto del anélisis
de Correspondencias, Greenacre, 1984 y Lebart et al., 1995 demuestran
que las nubes de puntos fila y columna tienen los mismos valores propios y
consecuentemente, existen relaciones baricéntricas entre ellos. Las relaciones
propuestas por Galindo, 1986 son similares, es decir, las relaciones entre los
vectores propios Uy V son U = XVA~' y V = X"UA!. Por lo tanto,

los marcadores se pueden expresar como:

A=UA=XVAI'A=XV=XX"UA"!=XBA™!

B=VA=X"UAA=X"U=X"XVA'=XTAA!

Es decir, las coordenadas para las filas se obtienen como medias ponderadas
de las columnas donde los pesos son los valores de X y lo mismo aplica para

las columnas.

2.2.4. Bondad de ajuste

Para evaluar la calidad de la aproximacién S-dimensional es necesario saber
qué cantidad de la variabilidad original contenida en la matriz X es explicada
por la matriz aproximada X. La variabilidad total de una matriz es la suma de

todos sus elementos al cuadrado:
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I J
Variabilidad Total =|| X ||*= Z Z 7

ij
i=1 j=1

Por las propiedades de la descomposicion en valores singulares, esta

variabilidad se puede descomponer en una parte explicada y una parte residual:

IXP= X2+ X=X |2

Usando la ortonormalidad de U y V, podemos expresar esta ecuacién en

términos de los cuadrados de los valores singulares:

S S S
D= N+ D> AL
s=1 s=1

s=S+1

Esta ecuacion muestra que la suma de los S primeros vectores singulares al
cuadrado dividido por la suma total de los cuadrados de los valores singulares
proporciona una forma de evaluar la cantidad de variabilidad total explicada
por los S primeros vectores. Si la cantidad es grande, indica que el grafico
construido por los S primeros vectores singulares da una buena representacion de
la estructura de la matriz de partida. Si solo una pequena parte de la variabilidad
es explicada por los primeros vectores singulares hay que tener en cuenta que parte
de la estructura de la matriz puede estar representada en dimensiones superiores.
Si los datos estan centrados por variables, individuos situados cerca del origen
de coordenadas pueden tener valores préximos a las medias de las variables o su
variabilidad es explicada en otras dimensiones. Del mismo modo, las variables
situadas cerca del origen pueden tener una variabilidad pequena o pueden no

estar bien representadas en esas dimensiones.

Para calcular la calidad de representacién para columnas se parte de la matriz
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de varianzas-covarianzas.

Y= VAU'UAV'.

En el caso de la representacién GH Biplot, la métrica utilizada es: ATA =

U'U = I Por lo tanto, la matriz de varianzas-covarianzas viene dada por:
> =VA?V'.

Es decir, la suma de los cuadrados de los elementos de 3 es Zle A%, Por lo que
la calidad de representacion para las columnas de la aproximacion S-dimensional

de la matriz X se calcula como:

P
3 .
Es:l )\4

La calidad de representacion para las filas es: S/ S ya que la suma de cuadrados
de los elementos de XXX sobre el espacio de las filas de X es igual a S y el
de su aproximacién es S. En el caso de la representacion JK Biplot, la calidad
de representacién para columnas es: S/ Sy la calidad de representacién para las

filas es:

DD
DD
En el caso de la representacion HJ Biplot, la calidad de representacion tanto

para filas como para columnas es 6ptima e igual a:

S
Z{:l )\4 )
POMIPS

En la Tabla 2.1 se resume la obtencion de los marcadores fila y columna para

cada tipo de Biplot asi como la calidad de representacion en cada caso.
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Filas Columnas

Coordenadas Calidad Coordenadas Calidad

S 4
GH Biplot U s VA Y M
S PDNEP
S8 N S
JK Biplot UA Las=1"s Vv 2
PP S
S 4 S 4
HJ Biplot UA 2 sm1 s VA ey M

NPT YD

Tabla 2.1: Obtencién de marcadores y sus calidades de representacion.

2.2.5. Contribuciones

Las calidades de representacion explicadas anteriormente en la subseccion
2.2.4 son una forma de evaluar globalmente los ajustes de la aproximacién pero
también es posible medir el ajuste de individuos y variables a nivel individual,
lo cual es importante a la hora de interpretar los resultados. Estas medidas
individuales estan basadas en los conceptos de contribucién (absoluta y relativa)
(Galindo, 1986 y Jambu, 1991). La inercia total es la suma de los valores propios
de una matriz, es decir, la traza de la matriz, que se utiliza como una medida de
la variabilidad total de una matriz de datos. Esta directamente relacionada con
el concepto fisico de inercia, que es la tendencia de un objeto en movimiento a

permanecer en movimiento, y de un objeto en reposo a seguir en reposo.

Se tiene:

Varianza total de la nube de individuos =
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Varianza total de la nube de variables =

traza(XX") = traza(X'X) =
S
>
s=1
J
P2

J=1

Mm

Zd2 b;,0) =

I
A

S

[9))

1

Zd2 a0) =)D i

s=1 =1

Las contribuciones absolutas de los individuos para la varianza del eje s:
CAE;F, = aZ,.

Las contribuciones absolutas de las variables para la varianza del eje s:
CAE;F, =i,

La inercia total del factor s considerando las contribuciones de los individuos:

La inercia total del factor s considerando las contribuciones de las variables:
J
2
>0
j=1
La contribucién relativa del elemento i al factor s:

CAFE;F;

CREF; = ¥
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La contribucion relativa del elemento j al factor s:

CAE,F,

CRE;F, = ——;

La contribucién relativa del factor s al elemento i:

2

Gis 2
CRFSEZ = m = COS (Oéz)

La contribucién relativa del factor s al elemento j:

2
CRF,E; = Wj’o) = cos*(B;).
Las contribuciones relativas del elemento al factor evalian en qué medida ese
factor puede ser explicado por ese individuo o esa variable.
Las contribuciones relativas del factor al elemento evaltian en qué medida el
significado de ese factor puede estar relacionado con el significado de ese individuo
o esa variable.

Puede ocurrir que un elemento (individuo o variable) sea el que més contribuya

a un factor pero que no sea el mas interesante para su interpretacién.

2.2.6. Software para Biplot

La mayoria del software disponible para hacer Biplot se ha desarrollado para
aplicaciones especificas, o como una parte dentro de un paquete con un propésito
mas general, por lo que no son muy flexibles y producen gréaficos estaticos que
limitan la interpretacion de los resultados. Por ello, Vicente-Villardén, 2003 imple-
mento en el software comercial Matlab (www.mathworks.com/products/matlab),

un programa para realizar Biplot llamado multBiplot. Este programa contiene
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gran cantidad de técnicas multivariantes, entre ellas se encuentran los Biplot
Clasicos, HJ Biplot y los Biplot Logisticos. También es posible realizar anélisis
Factorial, analisis de Correspondencias Simple y Muiltiple, andlisis de Coordena-
das Principales, Escalado Multidimensional y Unfolding, Biplot Candnico/ MA-
NOVA Biplot para una y dos vias, andlisis de la Redundancia, andlisis Canénico
de Correspondencias, Coinercia o Unfolding Restringido. Si se dispone de matri-
ces de tres vias, el programa también tiene implementado diferentes técnicas para
su andalisis como el Meta-Biplot, el STATIS y el STATIS dual, el anélisis Factorial
Multiple, el Doble PCA, el anélisis Triadico Parcial o los Biplot Consenso. Es po-
sible obtener Biplot para datos binarios, ordinales y nominales. En presencia de
datos faltantes el programa permite aplicar distintas formas de imputacion. Tiene
la posibilidad ademas de transformar, recodificar o convertir las variables de las
que se dispone. No es un programa estatico, ya que es posible cambiar diferentes
opciones graficas tanto a priori como a posteriori. Permite ademas realizar trans-
formaciones a los datos previas al propio andlisis. Una vez que se ha obtenido el
grafico con la representacién en dimension reducida se tienen diferentes opciones
para cambiar su aspecto visual. Ademds, para algunas técnicas es posible realizar
técnicas de clustering a los datos y representarlas en el propio grafico. Toda la
informacion que aporta cada técnica se guarda en un archivo de texto para poder
hacer una interpretacion conjunta del gréfico con dicha informacion.

Existen otros softwares como el GGEBiplot, cuya principal funcionalidad
es el GGE Biplot (www.ggeBiplot.com) aunque también tiene la posibilidad
de generar Biplot clasicos. El programa GGEBiplot es un software comercial
ampliamente utilizado por agrénomos, cientificos agricolas y genetistas (Yan
y Kang, 2003 y Frutos et al., 2014). Respecto al entorno R (R-Team, 2014)
se ha realizado una revisiéon de los paquetes en los que se han implementado

descomposiciones y/o representaciones Biplot. En la tabla 2.2 se han recogido
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informacion de cada uno de ellos. En dicha tabla, se presenta el nombre del
paquete, la aproximacién en la que se basa, es decir, Gabriel, 1971, Galindo,
1986 o Gower, 1992, las principales referencias, las fechas de creacion y ultima

actualizacién asi como los principales contenidos y funcionalidades.

Paquete
Creacién
Método Contenido
Actualizacién

Referencia

Proporciona una interfaz grafica de usuario (GUI) para

construir e interaccionar con Biplot y muestra variables

como ejes calibrados. Por lo tanto, no es posible interpretar

las longitudes de las variables. Permite cambiar el titulo,

mostrar o esconder etiquetas y puntos, cambiar el tipo,

color y tamano de lineas y fuentes, el color y la
BiplotGUI

orientacién de etiquetas y marcas de los ejes, dibujar
Gower 13-08-08

convex-hulls y alpha bags cuando haya grupos definidos
(La Grange et al., 2009, 19-03-13

en los datos. También es posible ejecutar otro tipo
2013)

de Biplot (no lineales y multidimensional scaling) y

permite elegir la distancia a utilizar y la forma de

calcular las coordenadas (coordenadas principales, matriz

de covarianzas/correlaciones). Muestra las correlaciones

de las variables y proporciona graficos interactivos en 3

dimensiones.

Muestra graficos de Biplot en 2 y 3 dimensiones (interac-
bpca tivo), proporciona la longitud de las variables y las corre-
Gabriel laciones y los angulos entre ellas, coordenadas para indi-  17-08-08
Galindo viduos y variables, valores y vectores propios y calidad de = 24-11-13
(Faria y Demetrio, 2012) representacion. Presenta un grafico con las correlaciones y

sus aproximaciones.

Sigue en la péagina siguiente
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Paquete
Método

Referencia

Contenido

Creaciéon

Actualizacién

GGEBiplotGUI
Gabriel

Galindo

Yang

(Frutos y Galindo, 2013;
Frutos et al., 2014; Yan
et al., 2000; Yan y Kang,
2003)

Es una GUI para construir e interaccionar con GGE Bi-
plot. Proporciona valores propios, % de variabilidad expli-
cada por cada uno de ellos, coordenadas para individuos
y variables, contribuciones de factores a elementos. Tam-
bién, permite cambiar el color de fondo, las etiquetas de
los genotipos y de los ambientes, el titulo y la fuente. Es
posible mostrar genotipos y ambientes asi como esconder
el titulo, los ejes y los simbolos. Ademads, con la inter-
faz grafica es posible mover las etiquetas con el ratén y
cambiar su color y texto. También tiene la posibilidad de

realizar gréaficos interactivos en 3 dimensiones.

29-08-11
27-04-14

multibiplotGUI
Gabriel
Galindo
(Nieto et al., 2012)

Proporciona una GUI con la que construir e interaccionar
con Biplot Multiples. Permite obtener calidades de repre-
sentacion, bondad de ajuste, contribuciones, valores pro-
pios y tiene la posibilidad de seleccionar el nimero de ejes
que se van a retener. Muestra graficos en 2 y 3 dimensio-
nes (en 2 dimensiones se puede mover o eliminar etiquetas,
cambiar el color, tamano y simbolo de los puntos y selec-
cionar los ejes que se van a mostrar; en 3 dimensiones es

posible rotar y hacer zoom).

29-10-12

calibrate
Gower

(Graffelman, 2012)

Calibra vectores de variables en Biplot y scatterplots,
dibujando marcas a lo largo del vector y etiquetando esas
marcas con los valores especificos. La calibracién éptima se
encuentra utilizando minimos cuadrados. Una calibracién
no éptima se puede encontrar si se especifica un factor de

calibracién.

21-01-06
10-09-13

nominallogisticBiplot
Gabriel, Galindo
(Herndndez y  Vicente-

Villardén, 2013a)

Produce una matriz de andlisis de elementos politémicos
utilizando Biplot logisticos nominales, extendiendo el

Biplot logistico binario para datos nominales politémicos.

05-01-14

biplotstats
Gabriel
(R-Team, 2014)

Forma parte del paquete basico de R y produce un Biplot

a partir de la salida de princomp o prcomp.

25-09-13

Sigue en la pégina siguiente
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Paquete

Creacion
Método Contenido

Actualizacién
Referencia
ordinallogisticBiplot
Gabriel, Galindo Produce una matriz de andlisis de elementos politémicos

30-10-13

utilizando Biplot logisticos ordinales, extendiendo el Bi-
26-11-13

(Herndndez y Vicente- plot logistico binario para datos ordinales politémicos.

Villardén, 2013b)

dynBiplotGUI

Es una GUI para resolver Biplot dinamicos, cldsicos y HJ ~ 04-11-13
Gabriel, Galindo

con matrices de dos y tres vias. 25-04-15
(Egido, 2014)

Tabla 2.2: Biplot en R.

En la Tabla 2.3, se proporciona una revisiéon de los paquetes de R que
mencionan la palabra “biplot”, aunque dicha mencién se refiere a la representacién
conjunta de coordenadas en un mismo grafico obtenidas con otros métodos en

lugar de mediante la descomposiciéon Biplot.

Paquete
Creacion
Método Contenido
Actualizacién
Referencia
Proporciona herramientas para la descripcién de comuni-
dades ecoldgicas. Este paquete tiene las funciones bésicas
para andlisis de diversidad, ordenaciéon de comunidades
vegan 06-09-01
y disimilaridad. Ademds, muestra Biplot con los resulta-
(Oksanen et al., 2013) 12-01-15
dos provenientes de analisis de la redundancia, correlacién
candnica y candnico de correspondencias. Dichos analisis
pueden ser utilizados con otro tipo de datos.
Se caracteriza por la implementaciéon de funciones grafi-
ade4
cas y estadisticas, disponibilidad de datos numéricos y re-
(Chessel et al., 2013, 2004; 10-12-02
daccién de documentacién técnica y tematica. Se incluyen
Dray y Dufour, 2007; Dray 14-04-15
referencias bibliograficas y tiene funciones para mostrar
et al., 2007)
Biplot de resultados del andlisis implementado.
ade4dTkGUI

Es una Tcl/Tk GUI para varias funciones bésicas del  29-09-06
(Thioulouse y Dray, 2007,

paquete ade4. 13-11-12
2012)

Sigue en la pagina siguiente
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Paquete
Creacion
Método Contenido
Actualizacién
Referencia
ca
Ejecuta y visualiza andlisis de correspondencias simple,
(Greenacre y Nenadic, 28-07-07
multiple y conjunto y muestra Biplot con los resultados
2012; Nenadic y Greena- 31-12-14
de dichos analisis.
cre, 2007)
caGUI 04-10-09
Es una Tcl/Tk GUI para las funciones del paquete ca.
(Markos, 2012) 29-10-12
Permite realizar andlisis de componentes para las matrices
ThreeWay de datos de 3 vias por medio de modelos CANDECOMP /  29-10-12

(Del Ferraro et al., 2013) PARAFAC, Tuckerl, Tucker2 y Tucker3 y muestra Biplot  09-04-14

conjuntos de los resultados de modelos Tucker3.

Tabla 2.3: Paquetes de R que aluden a la palabra Biplot.

A pesar del amplio abanico de aplicaciones practicas de los métodos Biplot,
reciben criticas al considerarlos como métodos exploratorios. Esto es debido a
que los resultados proporcionados por estos métodos son estimaciones puntuales
calculadas a partir de una tnica muestra. Debido a que esta critica puede ser
generalizada al resto de técnicas de analisis multivariante, se han desarrollado
versiones inferenciales para algunas de ellas. Uno de los métodos mas utilizados
para proporcionar versiones inferenciales son los métodos Bootstrap (Efron,
1979; Efron y Tibshirani, 1993). Gifi, 1990; Greenacre, 1984; Meulman, 1982
introdujeron estos métodos en el contexto de las dos vias o el andlisis de
Correspondencias Multiple (MCA); Chatterjee, 1984; Lambert et al., 1990, 1991 lo
utilizan en el contexto del analisis Factorial; en el caso del anélisis de Componentes
Principales (PCA) Daudin et al., 1988; Diaconis y Efron, 1983; Holmes, 1985,
1989; Stauffer et al., 1985 utilizaron la metodologia Bootstrap para proponer
intervalos de confianza para los puntos representados en el subespacio de los
ejes principales intentando resolver el problema de la eleccién del ntmero de

ejes a retener; Milan y Whittaker, 1995 lo proponen en el caso de modelos
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bilineales que incorporan Descomposicién en Valores Singulares (dvs); (Raykov
y Little, 1999) se valen de los métodos Bootstrap para evaluar el ajuste de las
rotaciones Procrustes; Linting et al., 2007 en el PCA no lineal; Timmerman et al.,
2009 utilizan los métodos Bootstrap para estimar intervalos de confianza en el
anélisis de Componentes Multinivel (MLSCA). Recientemente, Fisher et al., 2014
desarrollan una metodologia para utilizar remuestreo bootstrap en el contexto del
PCA. En este caso se dispone de un ntimero de variables muy alto y a la vez mayor
que el nimero de individuos. Para este proposito se han desarrollado paquetes en
R tales como bootSVD (Fisher, 2015) o Exposition (Beaton et al., 2014).
Siguiendo la idea de utilizar inferencia en el andlisis multivariante, se presenta
una version inferencial de los métodos Biplot basada en la utilizaciéon de los

métodos Bootstrap (Efron, 1979; Efron y Tibshirani, 1993).

2.3. Bootstrap sobre Biplot

La teoria estadistica intenta responder a tres preguntas bésicas:

1. ;Cémo debo recoger mis datos?
2. ;Cémo debo recoger y analizar los datos recogidos?

3. ;Con qué precisién se han analizado y resumido los datos recogidos?

La tercera cuestién corresponde a lo que se conoce como inferencia estadistica.
La distribucién muestral de un estadistico es la distribucién que resulta
de considerar todas las muestras posibles que pueden ser tomadas de una
poblacién. La mayoria de los procedimientos estadisticos requieren conocer la
distribucion muestral del estadistico que se va a utilizar en el andlisis posterior.

El conocimiento necesario depende del tipo de andlisis que se va a realizar.
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Por ejemplo, para la construccion de intervalos de confianza y test de hipotesis
se necesita el conocimiento de la distribucion muestral o de los percentiles de
dicha distribucién. Por otro lado, cuando se tiene un problema de estimacion,
es fundamental tener indicadores de la precisién de los estimadores puesto que
un estimador debe tener un error de estimacién. Por lo tanto, es necesario el
conocimiento de medidas de precision como la varianza, el sesgo o el error
cuadratico medio de un estimador. Estas medidas dependen de la distribucion
muestral del estimador y pueden ser también utilizadas para elegir el mejor
estimador a partir de un conjunto apropiado de ellos.

La distribucién muestral de un estadistico y sus caracteristicas dependen
normalmente de la poblacién subyacente y por lo tanto no son conocidas. Deben
ser estimadas o aproximadas a partir de los datos observados. El Jackknife y el
Bootstrap son dos métodos utilizados para estimar o aproximar la distribucion
muestral de un estadistico y sus caracteristicas.

Desde un enfoque tradicional, una medida de precision se estima mediante
analogia empirica de una férmula explicita tedrica de la medida de precisién.
Este enfoque tiene algunas desventajas y debilidades que se han ido descubriendo

a lo largo de los anos:

= A veces se requiere de un tamano de muestra muy grande para poder

calcular las medidas de precision de los estimadores.

= La férmula tedrica o su aproximacion se basa en un modelo. Cuando el
modelo es ligeramente incorrecto, el estimador de la precision no puede ser

correcto.

= Para aplicar este enfoque a diversos problemas es necesario desarrollar una

férmula tedrica para cada problema.
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= A veces, este desarrollo es demasiado costoso e incluso imposible.

s La formula tedrica puede ser demasiado complicada para ser util en el

proceso de estimacién de la medida de precision.

Quenouille, 1949 introdujo un método, posteriormente denominado Jackknife,
para estimar el sesgo de un estimador prescindiendo de una observacion cada vez
del conjunto original de datos y recalculando el estimador a partir del resto de
los datos. Sea T,, = T,,(X1,...,X,) un estimador de un pardmetro desconocido

0. El sesgo de T,, se define como:

Sea T—1; = Th1(X1,. .., Xic1, X1, ..., Xp) el estadistico pero calculado
sobre n — 1 observaciones Xi,...,X; 1, X;11,..., X, ¢ = 1,...,n. El sesgo

jackknife del estimador es:

$€590jacr = (n — 1)(T,, — T5,),

donde T, = %Z?Zl T,—1,. Esto conduce a un sesgo reducido del estimador
jackknife de 6,

Tiack = T, — s€590jack = nT,, — (n — 1)T5,.

El Jacknife se ha convertido en una herramienta valiosa desde que Tukey,
1958 encontrara que se puede utilizar también para construir estimadores de la
varianza.

El Jackknife es menos dependiente de suposiciones del modelo y no necesita
una férmula tedrica como sucede en el caso del enfoque tradicional. Sin embargo,

necesita calcular el estadistico n veces.
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2.3.1. Bootstrap

Un conjunto de datos de tamano n contiene 2" — 1 subconjuntos no vacios.
El método Jackknife unicamente utiliza n de ellos. El desarrollo tecnolégico
de las ultimas décadas ha sido muy rapido. Esa velocidad y la potencia de
las nuevas generaciones de ordenadores han favorecido el desarrollo de nuevos
métodos estadisticos que son mas fiables y que tienen aplicaciones mas amplias.
Los métodos Bootstap (Efron, 1979) es uno de estos métodos.

El Bootstrap se basa en la eleccion de sucesivas muestras aleatorias de tamano
n. Dada una poblacion con N unidades, se define una muestra aleatoria simple
de tamano n al conjunto de n unidades escogidas de la poblacién de partida en la
que cada unidad del 1 a la N tiene una probabilidad de ser escogida de 1/N. Este
tipo de muestreo se realiza con reposicion, es decir, cada unidad de la poblacién
puede ser elegida més de una vez.

Los métodos Bootstrap se utilizan para estudiar el sesgo y el error estandar de
estimadores con la ventaja de calcular el sesgo y el error estandar de una manera
automatica sin tener en cuenta lo complicado que pueda resultar el calculo del

estimador.

Estimador Bootstrap del Error Estandar

Sea Xq,...,X, vectores aleatorios de tamano p procedentes de una distribu-
ci6n muestral desconocida F''y @ = T'(F'). La siguiente cuestién que se plantea
es cémo de preciso es dicho estimador. Los métodos Bootstrap fueron creados en
1979 (Efron, 1979) con el objetivo de calcular el error estandar de un estimador.
Es un método completamente automatico y puede ser utilizado con cualquier
estimador independientemente de la complejidad matematica del mismo.

Los métodos Bootstrap estan basados en la idea de muestra bootstrap. Si se
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parte de una muestra aleatoria Xj,..., X, una muestra bootstrap X7,..., X}
es una muestra aleatoria simple con reposicién de n unidades procedentes de la
muestra de partida. Si se define 6, = T (F ) como el estimador del pardametro
de interés y F el estimador de la distribucién muestral desconocida F , se puede
denominar réplica bootstrap a éz =T(X7,...,X}), que es el calculo del estimador
a partir de la muestra bootstrap. Para calcular la precisién del estimador 0, se
calcula el estimador bootstrap del error estandar de én, sep (é;) que es el error
estdandar de 6, calculado a partir de las réplicas bootstrap. Esta estimacion se
suele llamar estimador bootstrap ideal del error estandar de 6,. Para conseguir

una buena aproximacion al valor numérico de dicho error se utiliza el algoritmo

Bootstrap definido a continuacion:

1. Se seleccionan B muestras bootstrap independientes X7, ..., X, con b =

1,....B.

~

2. Se evalua la réplica bootstrap de cada muestra bootstrap, 0,,x =

Tn(bea .. .,X;;b), b — 1, . .,B.
3. Se estima el error estandar como la desviacién estandar de las B réplicas.

1/2
B /
b=

1 1 & i
se =5 > (T;,b -5 ;T;O :

1

donde Ty, = To(XTy, ., X))

Mientras mayor sea B mas se aproxima el estimador del error estandar a su
valor real. Este tipo de Bootstrap se denomina bootstrap no paramétrico ya que
utiliza un estimador no paramétrico de la distribuciéon muestral F'. La figura 2.3

muestra esquematicamente los pasos que sigue este algoritmo.
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POBLACION

Muestra
aleatoria

Muestras
bootstrap

Réplicas
bootstrap

Figura 2.3: Esquema del algoritmo Bootstrap.

El algoritmo Bootstrap explicado anteriormente estd basado en la estructura
de datos mas simple: una muestra procedente de una poblacién con distribucion
muestral F. Sin embargo, hay andlisis estadisticos que requieren del uso de
estructuras mas complejas como las series temporales, el anélisis de la varianza,
modelos de regresion... El algoritmo Bootstrap puede ser adaptado para poder

utilizarse en el caso de tener unos datos cuya estructura es mas compleja.

Hasta ahora se ha utilizado el error estandar como medida de precision de
un estimador, pero existen otras medidas que analizan diferentes aspectos del
comportamiento de un estimador. Entre ellos se puede mencionar el sesgo, que se

puede calcular de una forma andaloga al caso de utilizar Jackknife.

Los errores estandar calculados anteriormente permiten obtener intervalos
de confianza para un parametro de interés. A continuacién, se describen los

principales intervalos de confianza descritos en Efron y Tibshirani, 1993.
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2.3.2. Intervalos de Confianza Bootstrap

Sea Xi,...,X, vectores aleatorios de tamano p procedentes de una dis-
tribucién muestral desconocida F'y 6 = T(F) un parametro de interés. Si
C, = Cn(Xy,...,X,) es un subconjunto de R que depende unicamente de
X,...,. X,y

POeC,) >1—aq,

donde o es una constante que satisface 0 < a < 1, entonces se dice que
C, es un intervalo de confianza de nivel 1 — a. Sea 0 = 0,(Xy,...,X,) ¥y
0 =0,(X1,...,X,) dos estadisticos. Los intervalos (—oo, 8] y [0, o) son intervalos
de confianza unilaterales y [—00, 0o] se denomina intervalo de confianza bilateral.
0 (o #) se llama limite de confianza inferior (o superior). Si § y  son limites de

confianza inferior y superior de 6 con nivel de confianza 1 — «, entonces [0, 0] es

un intervalo de confianza con nivel 1 — 2« para 6.

En la mayoria de los casos, los intervalos de confianza se construyen
considerando una cantidad pivote R, = R,(X;,...,X,, F) cuya distribucién
muestral G, es conocida (independiente de F'). Si se puede deducir § < 0 < 0 a
partir de la desigualdad L < fR,, < U, entonces [0, 5] es un intervalo de confianza
de un determinado nivel (eligiendo convenientemente L y U). Pero elegir dicha
cantidad pivote para cada problema es generalmente dificil. Si G, no se conoce,
es necesario aproximarla. En el enfoque tradicional, G,, se aproxima por su limite
pero si dicho limite depende de una variable desconocida v entonces el limite se
sustituye por G donde © es un estimador consistente de v. Los métodos Bootstrap
se pueden utilizar para obtener intervalos de confianza remplazando simplemente

G, por su estimador bootstrap Gpeot.
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Intervalos t-bootstrap

Sea X,...,X} una muestra independiente e idénticamente distribuida
procedente de F', estimador de F (paramétrica o no paramétrica).

El método t-bootstrap (Efron, 1982) estd basado en un pivote estudentizado
R, = (én - 9) /6, donde én es un estimador de 6 y &,ZL es un estimador de la

varianza de #,,. Si la distribucion G,, de fR,, es desconocida, puede ser estimada a

través del estimador bootstrap Gy definido como:

Gboot(x) - P* (%; S l‘) )

~

donde R, = (é; — én> Jok, Y éz y o, son réplicas bootstrap de 60, y &,

respectivamente. El limite de confianza inferior que resulta para 6 es:

Oy = én - &nGb_olot(l —a),

que se denomina limite de confianza inferior t-bootstrap. El método t-
bootstrap es simple y facil de entender. Sin embargo, a pesar de que los limites

de confianza son altamente precisos, poseen las siguientes desventajas:

1. Para utilizar el método t-bootstrap es necesario conocer un estimador de la
varianza ¢2. Si no se dispone de estimador de la varianza, se puede utilizar
el estimador bootstrap de dicha varianza vy,.;. Sin embargo, si tanto Gyeot
CcOmo Vpoor tienen que ser aproximados por Monte Carlo, se necesita hacer
bootstrap anidado, es decir, si se generan By muestras para aproximar Gy
y por cada una de ellas es necesario By muestras para aproximar Uy, €n
total es necesario utilizar ByB; muestras. Por ejemplo, si By = 1000 y

By = 250, el total necesario seria By By = 250000.

2. No es invariante por reparametrizacion.
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Intervalos basados en Percentiles Bootstrap

Sea 6, un estimador de 6 y é;ﬁ una réplica bootstrap calculada a partir de

X5, ..., X} Se define

Kboot(x) = P, <é; < l‘) .

El método Percentiles Bootstrap (Efron, 1981) calcula el limite inferior de

confianza para 6 como:

pr = Kl;ét (Oé) .

El nombre percentil proviene del hecho de que K l;(l)t(oz) es un percentil de la

distribucion bootstrap Kp,.:. Si se supone que existe una transformacion creciente

on(z) tal que

P (60— 0u(0) <7) = W(a) (2.2)

véalido para todas las posibles F' (incluido el caso F = F ), donde g?)n =
én(0,), vy U es una distribucién continua, creciente y simétrica (¥(z) = 1 —
U(—z)). Cuando ¥ = @, la distribucién normal estandar, la funcién ¢, es la
transformacion de normalizacién y estabilizacion de la varianza. Si ¢, y ¥ son

conocidas, se puede obtener el siguiente limite inferior de confianza para 6:

O nact = ¢;1 (an + Za)

donde z, = ¥~ 1(a).

A continuacién se muestra que 0,, = 0., y por consiguiente, se puede

utilizar este limite de confianza incluso si ¢ y/o ¥ son desconocidas. Sea
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W, = Oy (pr) — gzgn Dado que la ecuacion 2.2 es vélida para F = F,

~

\I[<wn):P*<Qg;_¢n§wn>:P*<é;;ggbp>:av

donde ¢F = ¢, (é;;) y la dltima igualdad deriva de la definicién de 0,, y de

los supuestos de W. Por lo tanto, w, = z, = V—1(«a) y

pr = ¢;1 <én + Za) = Qea}act'

Se ha demostrado que el limite inferior para el método Percentiles Bootstrap
es exacto para toda n si la ecuacion 2.2 es valida exactamente. Si dicha ecuacion
es valida aproximadamente para valores grandes de n, entonces el limite de
confianza es asintoticamente valido y su calculo depende de cémo de buena sea
dicha aproximacion. Esto funciona bien en el caso de que la transformacion ¢,, sea
lineal. Si ¢, no es lineal, el sesgo de gign — ¢n(0) no desaparece rapidamente cuando
n — 00. La aproximacion solo es buena cuando n es muy grande y por lo tanto el
limite no es muy preciso a no ser que n sea muy grande. Esto conduce al desarrollo
de los dos siguientes métodos que también se basan en ciertos percentiles de la

distribucion Kpyo;.

Intervalos basados en Percentiles Bootstrap corregido por sesgo

La ultima apreciacién sugiere la adaptacion de la ecuacién 2.2 para incluir un
término que tenga en cuenta el sesgo. Efron, 1982 propone reescribir la ecuacion

de la siguiente manera:

P (&n — h(0) + 2 < :1:) — () (2.3)

donde z, es una cosntante que puede depender de F' y de n, ¢, es una
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transformacién creciente y ¥ se sigue asumiendo continua, estrictamente creciente
y simétrica. Cuando zg = 0 la ecuacién 2.3 se reduce a 2.2. Si ¢y, 20 y ¥ son

conocidas, se puede obtener el limite inferior del intervalo de confianza como:

Qemact = ¢r_zl (qgn + Za + ZO) .

Aplicando la ecuacién 2.3 en el caso F' = F', se obtiene:

Kboot(én> = P* (an - ¢n<‘9) + 20 S zO) = \I’(ZO)-

Esto implica que

2 =T (Kbmt (%)) . (2.4)

De 2.3

l—a=V¥(-z,)

— (an — On (Gegaet) + ZO)

lo que implica

~

Ot <¢n — Za — Zo) =K, (1—-a).

Puesto que esta ultima igualdad es valida para cada « , esto implica que

0<z<l,
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Kby (@) = 6" (00 + 971(@) = 20) (2.5)

Por esto y por la definicién de 6,,,., se tiene:

Qemact - Kl;)cl)t (\I/ (ZOé + 220)) .

Ahora, si se supone que ¥ es conocida y utilizando la ecuacién 2.4, se obtiene
el limite inferior del intervalo de confianza bootstrap bias-corrected percentile (BC)

para 6 (Efron, 1981):

b= Kl (¥ (s + 207" (Ko (1))

Normalmente, se suele utilizar ¥ = ®. Dado que ¥—1 (1) =0, 6,, se reduce a
0y S1 Koot (én) = %, es decir, én es la mediana de la distribucion bootstrap Kpyet.
Por lo tanto, ¢, es una versién del método de los Percentiles Bootstrap ajustada
para el sesgo. De nuevo, 6, es exacto para toda n si 2.3 se cumple exactamente
y es asintéticamente valido si 2.3 se cumple aproximadamente.

Este método mejora el método basado en Percentiles Bootstrap teniendo en

cuenta el sesgo. Sin embargo, hay muchos casos para los que la ecuacién 2.3 no

se puede cumplir y consecuentemente este método no funciona bien.

Intervalos basados en Percentiles Bootstrap corregido por sesgo y

acelerado

Efron, 1987 introdujo una suposicion mas exhaustiva que tiene en cuenta la

asimetria:

P <(£n _ (bn(e)

T+ aon(0) + 2 < x) = U(x) (2.6)
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donde ¢,,, 29 y ¥ son los mismos que en la ecuacién 2.3 pero a es un parametro
nuevo que depende de F'y n. Segtin Efron, 1987 a mide la rapidez del cambio de
la desviacién estandar de gzgn con respecto a ¢,(f) y por esa razén se denomina
constante de aceleracion. Claramente se puede observar que la ecuacion 2.6 es
mas general que 2.2 y 2.3.

Si ¢, 20 y ¥ son conocidos, un limite exacto de confianza para 6 es:

S <<z3n+ (20 + 20)(1 +aén>) |

0 =
~ezxact (bn 1 - CL(ZQ T ZO)

A continuacion se demuestra que 6,,,., es un percentil de Kjp,,r. En primer
lugar, la ecuacion 2.4 sigue siendo vélida. Utilizando la ecuacion 2.6 y tal como

se probd en 2.5, se obtiene que para 0 < x < 1,

Ko () = 67t (3 [v7 () = 20] (1+adn) )

20+(2a+20)

en la ecuacién anterior se obtiene que:
1—a(za+20)

Si se sustituye x = ¥ <

Ocula) = Kl (0 (2EET20)) g (2.7

Es decir, si ¥ y a son conocidos, entonces 5, (a) es un limite inferior exacto
de confianza para 6 para toda n. Si se puede estimar a a través de a y sustituirla

en la ecuacion 2.7 entonces se tiene que:

QBCa = QBCa(d)

es el limite inferior del intervalo de confianza bootstrap accelerated bias-
corrected percentile (BCa) para 6 (Efron, 1987).
El pardmetro a no es facil de estimar. En Efron, 1987 se muestran varios

métodos para aproximarlo. Una de las formas de estimar a y 2z, es utilizar
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Jackknife. Dado que a y zg son funciones de la varianza, el sesgo y la asimetria

de én, Tu y Zhang, 1992 sugieren la siguiente aproximacién para a y zp:

3
R (n—13< [ 4 1 <N -
Qiack = — =275 91171,@' - - 91171,' ) (28)

Ziack = 5€590jack/ (NVjack) — Skjack/6, (2.9)
donde
énfl,i = T<Fn71,i>7
$€590jack = (n — 1)(T,, — T,),
1 & 1 & ’
n —
=13 (T 1 ZTW) ,
i=1 =1
3(n —1)? _ _
skjacr = —a Z (Thri — 1) (T — 1) Ay
n3sesg0j,er. i
3
(n—1)3 = \3
———— D (T = To)
ngsesgoja/tck i=1

El método BCa bootstrap es invariante bajo reparametrizacion. Puesto que el
calculo de a y zy estan pensados para conseguir una alta precision, es esperable
que los intervalos de confianza que produce este método sean precisos.

Una desventaja que presenta este método es que la determinacién de a no es
facil, especialmente si el problema a tratar es complejo.

La version inferencial para los métodos Biplot que se propone, considera

como unidades de muestreo las filas que contienen la informaciéon de las variables
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medidas sobre cada uno de los individuos. De tal forma, se extraen B muestras
con reposicion del mismo nimero de individuos que la matriz de partida y a cada
una de ellas se le aplica el Biplot (GH, HJ o JK). Por tanto, para cada parametro
de interés, se dispone de un vector que contiene B valores calculados a partir de
las muestras bootstrap. A partir de cada uno de los vectores es posible calcular la
media, la desviacion estandar, y los intervalos explicados a lo largo de esta seccién:
t-bootstrap, basado en percentiles y corregido por sesgo y acelerado (BCa). Los
valores de cada vector también se pueden representar mediante histogramas y

graficos de normalidad con el fin de estudiar su distribucion.

2.4. Paquete biplotbootGUI

Debido a la necesidad de tener disponible un software que permita obtener
los resultados de un analisis Biplot de una forma inferencial, se ha desarrollado
un nuevo paquete en el lenguaje R (R-Team, 2014) que incluye el andlisis
Biplot en el sentido en el que lo desarrollaron Gabriel, 1971 y Galindo, 1986
y la metodologia Bootstrap para presentar sus resultados complementados con
medidas de precision.

R es un conjunto integrado de programas para manipulaciéon de datos, calculo

y graficos. Entre otras caracteristicas dispone de:
= Almacenamiento y manipulacién efectiva de datos.

= Operadores para célculo sobre variables indexadas (Arrays), en particular

matrices.

= Una amplia, coherente e integrada colecciéon de herramientas para analisis

de datos.
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= Posibilidades graficas para andlisis de datos, que funcionan directamente

sobre pantalla o impresora.

= Un lenguaje de programacién bien desarrollado, simple y efectivo, que
incluye condicionales, ciclos, funciones recursivas y posibilidad de entradas

y salidas.

El término entorno lo caracteriza como un sistema completamente disenado
y coherente, antes que como una agregacion incremental de herramientas muy
especificas e inflexibles, como ocurre frecuentemente con otros programas de
andalisis de datos.

El nuevo paquete desarrollado se denomina biplotbootGUI (Nieto et al., 2014)
y estd disponible en http://cran.r-project.org/web/packages/biplotbootGUI.
El nombre proviene de la contracciéon de las palabras biplot (biplot), bootstrap
(boot) e Interfaz Grdfica de Usuario (GUI).

El paquete es una interfaz gréafica que permite interactuar mediante el uso de
ventanas, botones y ments.

En primer lugar, es necesario bajar R de la web cran.r-project.org
e instalarlo. A continuacion se descarga el paquete biplotbootGUI y sus
dependencias que son los paquetes: rgl, tcltk, tcltk2, tkrplot, shapes,
cluster y dendroextras; (Adler y Murdoch, 2012; Dryden, 2014; Grosjean,
2012; Jefferis, 2014; Maechler et al., 2015; Tierney, 2012).

Para cargar el paquete biplotbootGUI en el software R, se debe introducir
el comando library(biplotbootGUI) en la ventana principal de R. Una vez
realizadas estas acciones, se deben cargar los datos que se quieren analizar.
Entonces, la interfaz se inicializa mediante el comando biplotboot(data) donde
data corresponde al nombre de los datos que se van a analizar.

Una vez que se ha ejecutado la sentencia se abre la ventana principal. Dicha


http://cran.r-project.org/web/packages/biplotbootGUI
cran.r-project.org
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ventana (figura 2.4) estd dividida en dos bloques. El bloque de la izquierda permite
introducir el nimero de submuestras que se van a extraer a partir de los datos
de partida para calcular los intervalos de confianza; el nivel de confianza que se
va a utilizar para calcularlos y la opcién de guardar los gréaficos que se generan
a partir del remuestreo bootstrap tanto con extensién .eps como .pdf ambas en
color o en blanco y negro. En el bloque de la derecha se encuentra un listado con
todas los resultados que proporciona el andlisis Biplot para los cuales el programa
ofrece medidas de precision:

(@00 [\ Classical Biplots
BOOTSTRAP ON CLASSICAL BIPLOTS

Calculate confidence intervals for:
[ -Goodness of fit
-Quality of approximation for columns

-Eigenvalues

Number of resamples |100 :
P -Angles between variables

Confidence Level los -
- L -Angles between variables and axes

Savetles s -Relative contribution to total variability of the column element j

Color pdf Color eps

-Relative contribution of the column element j to the g-th factor
Black and white pdf|Black and white eps| -Relative contribution of the g-th factor to column element j

¢ -Variable lengths
[ -Relative contribution to total variability of the row element i
-Relative contribution of the row element i to the g-th factor
-Relative contribution of the g-th factor to row element i

-Quality of approximation for rows

oK }

Figura 2.4: Ventana principal.

Bondad de ajuste.

Calidad de aproximaciéon para columnas.

Valores propios.

Angulos entre variables.

Angulos entre variables y ejes.

Contribucién relativa a la variabilidad total del elemento columna j.
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Contribucién relativa del j-ésimo elemento columna al g-ésimo factor.

Contribucién relativa del ¢-ésimo factor al j-ésimo elemento columna.

Longitud de las variables.

Contribucién relativa a la variabilidad total del elemento fila 3.

Contribucién relativa del i-ésimo elemento fila al ¢-ésimo factor.

Contribucién relativa del g-ésimo factor al i-ésimo elemento fila.

Calidad de aproximacion para filas.

Una vez que el usuario ha terminado de elegir las opciones necesarias y pulse

el botén OK aparece la ventana de opciones (figura 2.5). En ella es posible:

= Elegir el tipo de Biplot que se quiere realizar (HJ, GH o JK).
» Elegir una transformacion previa a realizar sobre los datos originales:

e Restar la media global

Centrar por columnas

e Estandarizar por columnas

Centrar por filas

Estandarizar por filas

Doble centrado

No realizar ninguna transformacién

= Cambiar color, tamano, etiqueta y simbolo que van a representar a los

individuos en los graficos.
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= Cambiar color, tamano y etiqueta que van a representar a las variables en

los gréficos.
= Mostrar los ejes de coordenadas en los graficos.

= Cambiar el tamano de las ventanas para que el programa sea adaptable a

los diferentes tamanos de las pantallas.

800 X Options

Biplot Transformations

Individuals Variables

T h
> || |Sepal.width
3 |Petal.Length
4 Petal Width Graph size
5
5 ||| Horizontal |1.5
oK i o ‘ Vertical 1.5
[ Change label \ Change label \
‘1 Change size ! [ Change size ‘
- Change symbol ‘ Show axes

Graph |

Figura 2.5: Ventana de opciones.

Cuando se pulsa el botén Graph emerge una nueva ventana (figura 2.6) en la
que se muestra un diagrama de barras en el que se representa la inercia absorbida
por cada eje y se puede elegir el niimero de ejes a retener para el posterior andlisis.

Una vez elegidos el niimero de ejes deseado y pulsado el botén Choose, aparece
una ventana (figura 2.7) que contiene el grafico resultante sobre las dos primeras
dimensiones.

En esta ventana se pueden distinguir dos bloques y varios ments. En el
bloque de la derecha se tiene la representacion grafica de las coordenadas biplot
tanto para individuos como para variables. En este gréafico es posible mover las
etiquetas de los puntos con el botéon izquierdo del ratén y se pueden cambiar
las caracteristicas graficas de los puntos con el botén derecho del ratéon. En el

bloque de la izquierda se pueden observar tres listbox que sirven para elegir la
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eno N Eigenvalues

S

&
Proportion of inertia explained by each axis
1 72.96 %
2 2285 %
3 367 %
4 0.52 %

¥

=

w -

o - -

073 0.23 0.04 0.01

Select the number of axes:|3 Choose

Figura 2.6: Ventana con el grafico de barras representando la inercia absorbida
por cada eje.

e 00 X/ Graph
File 3D Projections Options Cluster

Graph
< o o
Select X, Y and Z axes numbers:
1 I
2 ElES
P
3 =
z &
oom
X 562 S Sepaitength
w4
+X|121 g v
Y |-1077 <<
+Y  |265
Refresh
2 4
palkidth
T T T T
-5 0 5 10

Axis 1:72.96 %

Figura 2.7: Ventana que muestra la representacion Biplot dos dimensiones.
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dimensién que se quiere ver en cada gréfico (2 y 3 dimensiones); cuatro textbox
que permiten elegir los limites de los ejes = e y para poder observar parte del
grafico con mas detalle o menos y un botén Refresh que es necesario pulsar para
que se haga efectivo el cambio de los anteriores elementos. En la parte superior

de la ventana se dispone de 5 ments con sus correspondientes subments:
= File

e Copy image
e Save image
o PDF file

o Eps file

o Png file
o Jpg/Jpeg file

o Exit
s 3D

e 3D

Projections

e Variables

e Back to original data

Options

e Change title

e Show/Hide axes

Cluster
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Hierarchical cluster with biplot coordinates

e K-means with biplot coordinates

K-medoids with biplot coordinates

Back to original graph

El primero de ellos permite copiar la imagen al portapapeles, guardarla
en varios tipos de formato y salir del programa. El siguiente es el menu de
3 dimensiones. Tiene la opcién de mostrar las coordenadas biplot en las tres
dimensiones elegidas mediante los tres listbox. En este grafico resultante es posible
rotar la imagen con el botén izquierdo del ratén y ampliar o disminuir la imagen
con el botén derecho del ratéon. El tercer ment que se encuentra el usuario en esta
ventana sirve para proyectar los puntos que representan a los individuos sobre
una determinada variable. Si se elige el submenti Variables emerge una ventana
con el listado de las variables que estan siendo analizadas, al elegir una de ellas
y pulsar el boton 0K, se muestran en el grafico las proyecciones de los individuos
sobre dicha variable. Si se desea volver al grafico anterior se elige el subment

Back to original graph. El siguiente menu disponible es el de opciones del
grafico. Contiene dos subments: cambiar el titulo del grafico y mostrar o quitar
los ejes de coordenadas. El ultimo men es el que permite analizar las coordenadas

biplot con técnicas de Cluster. Los métodos de los que se dispone son:

= Cluster Jerarquico. Se dispone de una ventana para elegir el ntimero de
clusters, la distancia que se quiere utilizar (Euclidean, Maximum, Manhat-
tan, Canberra, Binary, Minkowski) y el método de agrupacién (Ward.D,
Ward.D2, Single, Complete, Average, Mcquitty, Median, Centroid). Se ob-
tiene como resultado un dendrograma de la agrupacién de los individuos y
se muestra sobre el grafico en dos dimensiones en distintos colores y ence-

rrados en una linea poligonal cada uno de los clusters obtenidos.
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= Cluster de k-medias. Se proporciona una ventana para elegir el niimero de
clusters, el nimero maximo de iteraciones que se va a permitir realizar hasta
llegar a la solucién éptima, el nimero de conjuntos aleatorios de centroides
que se van a utilizar como solucién inicial en el algoritmo y el algoritmo
que se va a aplicar para la busqueda de la solucién (Hartigan-Wong, Lloyd,
Forgy, MacQueen). Este método muestra sobre el grafico en dos dimensiones
en distintos colores y encerrados en una linea poligonal tanto los clusters

obtenidos como los centroides de cada uno de ellos.

= Cluster de K-medoides. En este método aparece una ventana para elegir
el nimero de clusters deseado por el usuario y la distancia que se quiere

utilizar (Euclidean, Maximum, Manhattan, Canberra, Binary, Minkowski).

En este ment también es posible volver atrds y recuperar el grafico que se
mostraba antes de aplicar las técnicas Cluster.

Junto a esta ventana emerge un texto con los resultados del analisis
Biplot (coordenadas, bondad de ajuste, calidades de representacién para filas
y columnas, édngulos entre variables y entre variables y ejes, longitudes de
los vectores que representan variables, contribuciones de los elementos a la
variabilidad total, contribuciones de los elementos a los factores y de los factores
a los elementos, inercia absorbida por cada eje y valores propios). En cuanto
a los resultados bootstrap se refiere, aparece otro texto que muestra para cada
parametro elegido el valor observado, la media calculada a partir de los valores
del pardmetro en cada remuestreo, la desviacién estandar, el sesgo y los extremos
inferior y superior de los intervalos de confianza t-bootstrap, percentiles y BCa
descritos en la seccién 2.3.2.

Estos dos archivos de texto se guardan automaticamente en el directorio en el

que se encuentre el usuario asi como todos las figuras que contienen histogramas
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y graficos de normalidad de los parametros seleccionados en la pantalla principal.
Por dltimo, se muestra un grafico donde aparecen representadas todas las
coordenadas de las variables que se han calculado a partir de las muestras
bootstrap. Para ello se han realizado rotaciones Procrustes con el objetivo de
eliminar el efecto espejo que pudiera existir entre los diferentes conjuntos de
coordenadas. Cada grupo de coordenadas que representan a la misma variable
se muestra en el mismo color y se encuentra encerrado bajo una linea poligonal

cerrada.

2.5. Aplicacién a Datos

A continuacién se desarrollan dos ejemplos de aplicacion e interpretacion del

paquete desarrollado anteriormente.

2.5.1. Datos Simulados

Para el siguiente ejemplo se utiliza una matriz de datos simulados con la
funcién mvrnorm del paquete MASS de R. La matriz sigma necesaria para su

generacion es:

1 2 05 2
1 05 0 0 0
2 0 3 0 0
05 0 0 0625 O
2 0 0 0 16

Tabla 2.4: Matriz sigma para la generacién de los datos simulados.

La matriz consta de 100 observaciones sobre 5 variables.
Se ha realizado un HJ Biplot con la transformacion Doble centrado.
En la tabla 2.5 se observa la informacion proporcionada por los valores propios.

En ella se aprecia que el primer eje absorbe la mayor parte de la informacion
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(casi el 77 %) y con los tres primeros ejes se explica practicamente el 100 % de la

informacion.

No. Valor Propio Variabilidad Variabilidad Acumulada

1 36.98 76.76 76.76
2 15.17 12.91 89.67
3 11.86 7.89 97.56

Tabla 2.5: Valores propios y variabilidad explicada (%) por cada eje para los
datos simulados.

A continuacién se muestran las contribuciones relativas del factor al elemento

para las variables simuladas en los tres ejes retenidos (tabla 2.6).

Variable  Eje 1 Eje 2 Eje 3
V1  54.13 141.19 478.88
V2  58.76 105.17  40.45
V3 5238 332.88 408.65
V4  36.01 420.36  71.81
V5 798.71 0.40 0.20

Tabla 2.6: Contribuciones relativas del factor al elemento columna para datos
simulados.

Segun dicha tabla, la tnica variable que esta bien representada en el eje 1
es VbH; V1 presenta mejor representacion en el eje 3; V4 en el eje 2 y V3 estaria
representado con una calidad similar en los ejes 2 y 3.

La figura 2.8 muestra el plano formado por los dos primeros ejes con la
representacion Biplot de los datos simulados.

Seguin se puede apreciar en el gréafico, las variables V2 y V4 estan altamente
correlacionadas asi como las variables V1 y V3. Sin embargo, entre dichos pares
existe muy poca relacién. La variable V5 presenta la mayor variabilidad y una
relacién inversa con el resto de variables. Las longitudes de las otras cuatro

variables son similares. Dichas relaciones se recogen en las tablas 2.7 y 2.8.
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Datos simulados

10

V5

Axis 2:12.91 %

-10

-30

-20

T
-10

Axis 1:76.76 %

10

Figura 2.8: Grafico que muestra la representacién HJ Biplot para los datos
simulados en las dos primeras dimensiones.

Tabla 2.7: Longitud de las variables para datos simulados.

Variable Longitud
V1 10.32
V2 10.23
V3 12.18
V4 12.08
V5 33.06

Variable V1 V2 V3 V4 V5
V1 0.00 62.27 12.44  88.01 145.96
V2 62.27 0.00 74.71 25.73 151.77
V3 12.44 74.71 0.00 100.45 133.52
V4 88.01 25.73 100.45 0.00 126.04
V5 14596 151.77 133.52 126.04 0.00

Tabla 2.8: Angulos entre variables para datos simulados.
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A continuacion se muestran los resultados obtenidos al aplicar la metodologia
Bootstrap a los pardmetros que se obtienen del HJ Biplot. Para todos ellos se

presentan:

= Histograma de los valores de las 1000 réplicas bootstrap. En ellos se ha
resaltado en linea continua azul el valor de la media de dichos valores y en

linea discontinua roja el valor calculado a partir de la muestra inicial.

» Grafico de normalidad.

= Tabla en la que se muestra:
e Valor observado del pardmetro (calculado a partir de la muestra

inicial).

e Media de los valores obtenidos a partir de las réplicas bootstrap.
e Desviacion estandar de dichos valores.
e Sesgo.
e Extremos inferior y superior del intervalo t-bootstrap.
e Extremos inferior y superior del intervalo basado en percentiles.
e Extremos inferior y superior del intervalo basado en los percentiles

BCa.

En primer lugar, se muestran los resultados de aplicar los métodos Bootstrap
al HJ Biplot para la calidad de aproximacién para las columnas. Segin se observa
en la tabla 2.9 y en la figura 2.9, la diferencia entre el valor obtenido mediante
el HJ Biplot de la muestra inicial y el calculado a partir del remuestreo es muy
pequena y la amplitud de los intervalos también con lo que se deduce que la

calidad de aproximacién para las columnas es muy estable.



2.5. Aplicacion a Datos 125

V. Media SE Sesgo t-b inf t-b sup  perc inf perc  BCa inf BCa
Obs sup sup
97.57 97.62 0.5 0.06 96.65 98.60 96.50 98.46 96.24 98.34

Tabla 2.9: Calidades de aproximacion de las columnas para datos simulados.

Histogram Normal Q-Q Plot
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Qualty of Approximation for columns

Figura 2.9: Histograma de las calidades de aproximacion de las variables para
datos simulados.

Lo mismo se puede deducir observando los datos detallados en la tabla 2.10 y
figura 2.10 referentes a los resultados de los valores propios. Tienen unos sesgos
muy pequenos y poco amplitud en los intervalos de confianza por lo que los datos
que se han calculado para las 1000 muestras bootstrap no difieren demasiado entre
si y podemos deducir gran estabilidad para estos parametros. Cabe destacar que
la distribucién del iltimo valor propio es ligeramente asimétrica y se desvia mas

de la normalidad que los cuatro primeros.

V. Media SE Sesgo t-b inf t-b perc perc BCa BCa

Obs sup inf sup inf sup

1 36.99 36.66 3.11 -0.33 30.56 42.76 30.76 42.93 31.94 44.64
2 15.17 15.14 0.95 -0.03 13.27 17.01 13.35 17.10 13.50 17.23
3 11.86 11.54 0.77 -0.31 10.03 13.06 9.99 13.13 10.83 13.72
4 6.59 6.39 0.49 -0.20 5.42 7.36 5.47 7.39 5.83 7.71
5 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

Tabla 2.10: Valores propios para datos simulados.
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Figura 2.10: Histograma de los valores propios para datos simulados.

En cuanto a los angulos entre las variables y entre las variables y los ejes
se observa que las diferencias entre los valores observados y los estimados no
son grandes y las amplitudes de los intervalos son pequenas, asi que se puede
considerar que las relaciones entre las variables y entre las variables y los ejes
son estables (tablas 2.11 y 2.12 y figuras 2.11 y 2.12). Las distribuciones de los
angulos de la variable 1 con el resto son bastante asimétricas y se desvian de
la normalidad. Lo mismo sucede con los angulos entre las variables 3 y 4. Pero
esto es debido a las trasformaciones que se hacen sobre los dngulos obtenidos con
objeto de que sean todos positivos entre 0 y 180 grados. Estas transformaciones
se realizan para que las diferencias entre los angulos no se distorsionen en caso
de tener angulos parecidos con distinto signo o distinta orientacion. Esta misma

situacion se observa en los angulos que forma la variable 5 con los ejes 1 y 2.
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V. Media SE Sesgo t-b inf t-b perc perc BCa BCa
Obs sup inf sup inf sup
V1
V2 62.27 60.46 11.01 -1.81 38.85 82.07 35.39 79.15 40.72 81.58
V3 12.44 17.76 12.97 5.33 -7.68 43.21 0.97 48.69 0.18 38.13
V4 88.01 86.45 14.02 -1.56 58.93 113.96 52.67 108.16 52.00 108.01
V5 145.96 146.96 10.98 1.01 125.42 168.51 128.65 172.83 128.89 173.47
V2
V3 74.71 73.26 13.98 -1.45 45.82 100.70 43.59 95.41 43.84 95.70
V4 25.73 25.99 9.09 0.25 8.15 43.82 9.35 44.41 9.15 43.71
Vb5 151.77 152.36 6.98 0.59 138.67 166.05 138.57 166.84 137.64 164.52
V3
V4 100.45 99.10 9.80 -1.35 79.86 118.33 79.30 116.29 82.47 117.83
V5 133.52 134.38 8.61 0.86 117.48 151.28 120.50 152.60 120.55 152.69
V4
V5 126.04 126.40 5.09 0.37 116.42 136.39 116.81 137.04 116.25 136.03
Tabla 2.11: Angulos entre variables para datos simulados.
V. Media SE Sesgo t-b inf t-b perc perc BCa BCa
Obs sup inf sup inf sup
Vi1
E.1 33.52 32.55 11.32 -0.97 10.33 54.77 6.75 52.14 5.95 51.53
E.2 56.48 57.45 11.32 0.97 35.23 79.67 37.86 83.25 38.47 84.05
V2
E.1 28.75 28.15 7.33 -0.61 13.76 42.54 13.67 42.80 15.97 45.58
E.2 61.25 61.85 7.33 0.61 47.46 76.24 47.20 76.33 44.42 74.03
V3
E.1 45.96 45.12 8.96 -0.84 27.53 62.71 26.31 60.39 26.98 61.00
E.2 44.04 44.88 8.96 0.84 27.29 62.47 29.61 63.69 29.00 63.02
V4
E.1 54.49 54.11 5.80 -0.38 42.72 65.49 42.39 65.15 43.56 66.26
E.2 35.51 35.89 5.80 0.38 24.51 47.28 24.85 47.61 23.74 46.45
V5
E.1 0.52 1.00 0.79 0.47 -0.56 2.55 0.05 3.03 0.01 1.85
E.1 89.48 89.00 0.79 -0.47 87.45 90.56 86.97 89.95 88.15 89.99

Tabla 2.12: Angulos entre variables y ejes para datos simulados.
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Figura 2.11: Histograma de los angulos entre variables para datos simulados.
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Figura 2.12: Histograma de los angulos entre variables y ejes para datos simulados.
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Si analizamos la longitud de las variables, la tabla 2.13 y figura 2.13 muestran
que son estables ya que los sesgos son bajos y las desviaciones estandar también.
Para estos parametros las distribuciones de las réplicas bootstrap son simétricas

y se pueden suponer normales.

V. Media SE Sesgo t-b inf t-b perc perc BCa BCa

Obs sup inf sup inf sup

V1 10.32 10.36 1.46 0.04 7.49 13.22 7.72 13.47 7.84 13.69
V2 10.23 10.18 1.07 -0.05 8.08 12.28 8.06 12.20 8.28 12.54
V3 12.18 12.06 1.98 -0.12 8.17 15.95 7.74 15.56 7.94 15.70
V4 12.08 11.89 1.11 -0.19 9.72 14.06 9.64 13.86 9.86 14.02
V5 33.06 32.71 2.79 -0.35 27.24 38.18 27.41 38.36 28.56 39.89

Tabla 2.13: Longitud de las variables para datos simulados.

Y

Figura 2.13: Histograma de la longitud de las variables para datos simulados.

Los tltimos parametros analizados para las variables son la contribucién
relativa a la variabilidad total y las contribuciones relativas del factor al elemento
y del elemento al factor (tablas 2.14, 2.15 y 2.16 y figuras 2.14, 2.15 y 2.16).
Nuevamente, las diferencias no son altas y se puede observar, como en el

caso anterior, que el intervalo t-bootstrap no funciona adecuadamente ya que
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presenta limites inferiores negativos. Observando las distribuciones, se encuentran
asimetrias en las contribuciones del eje 1 a la variable 5, del eje 2 a las variables
1y 5 y del eje 3 a las variables 2, 4 y 5. Respecto a las contribuciones de las
variables a los ejes se ven asimetrias en la contribucién de la variable 1 a los ejes
2 y 3; de la variable 2 al eje 3; de la variable 4 al eje 3 y de la variable 5 a los
tres ejes retenidos. Las contribuciones relativas de las variables a la variabilidad

total son en general bastante simétricas y siguen una distribuciéon normal.

V. Media SE Sesgo t-b inf t-b perc perc BCa BCa

Obs sup inf sup inf sup

V1 100.00 100.44 14.47 0.44 72.05 128.83 74.35 130.76 74.44  130.77
V2 63.43 64.41 8.62 0.99 47.50 81.32 47.28 80.33 46.45 79.65
V3  118.31 119.14 18.68 0.83 82.48 155.79 85.85 158.57 87.35 160.96
V4 89.78 91.38 14.47 1.60 62.98 119.77 67.17  122.85 64.66  119.41
V5 62849  624.64 27.30 -3.85 571.07  678.21 569.53  673.50 578.32  678.80

Tabla 2.14: Contribuciones relativas a la variabilidad total de las variables para
datos simulados.

oo o

Normal Q-Q Pl Normal 9-Q Plt

Figura 2.14: Histograma de las contribuciones relativas a la variabilidad total de
las variables para datos simulados.
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V. Media SE Sesgo t-b inf t-b perc perc BCa BCa
Obs sup inf sup inf sup
E.1
V1 42594 427.53  87.15 160  256.51 598.56 24578  585.62  231.05  574.76
V2 728.96 72412 94.91 -4.85  537.87  910.37 516.33  884.78  498.61  878.52
V3 348.33  346.37  86.49 -1.95  176.65 516.10 173.25 504.84  170.40  504.40
V4 31560 316.22  84.38 0.62 150.64 48179  151.99  494.69  147.11  486.66
V5 999.89  999.34 0.80 -0.55  997.76  1000.92 996.99  999.99  999.53  1000.00
E.2
V1 186.89  204.53  128.09 17.64 -46.83  455.89 6.61  480.04 4.35  469.04
V2 21947  219.67  100.80 0.19 21.87 41746  51.92  444.95  67.96  481.53
V3 37242  373.20  144.71 0.78 89.22  657.18 9111  641.67  86.51  629.07
V4 619.74  599.70  106.14 -20.04  391.41 807.99  380.67 796.27 41822  808.41
V5 0.08 0.49 0.75 0.41 -0.98 1.97 0.00 2.79 0.00 0.99
E.3
V1 387.18  367.94  115.40 -19.24 14149  594.38 14753  563.66  162.19  588.92
V2 5156 56.21  43.08 4.65 -28.32  140.75 1.63  158.28 3.76  174.71
V3 279.25  280.43  136.16 1.17 13.24  547.61  73.52  594.99 9459  636.13
V4 64.67  84.08  79.80 19.42 72,50 240.67 0.22  282.47 0.30  286.34
V5 0.03 0.17 0.25 0.14 -0.32 0.66 0.00 0.92 0.00 0.29
Tabla 2.15: Contribuciones relativas de los ejes a las variables para datos
simulados.
V. Media SE Sesgo t-b inf t-b perc perc BCa BCa
Obs sup inf sup inf sup
V1
E.l 5413 5494  14.38 0.81 2671 8317 2853  84.81 2851  84.67
E2 14119 15571  106.89 14.52 -54.05  365.47 4.90  399.36 592  405.47
E.3 47888 45833 110.76 -20.55  240.99  675.68  216.06  632.15  236.00  640.88
V2
El 5876  59.57  11.53 0.81 36.94 8221 3695 8275 3582  81.40
E2 10517 10225  40.91 -2.92 21.97  182.53  29.57 184.04 3357 195.45
E3 4045 4599  33.75 5.54 2025 112.23 124 127.93 1.27  128.46
V3
E.l 5238 5283  16.49 0.45 2048 8519 2413  87.70  25.66  89.91
E2 33288 334.09 142.01 1.21 55.43 61276 72.94  600.77  64.75  594.44
E.3  408.66 403.24  147.24 542 114.30  692.17 13046  679.40  147.33  692.12
V4
El 3601 3701  12.28 1.00 1291 6111 1677 6438  17.32  65.05
E2 42036 40579  81.34 -14.57 24617 565.41  238.36  543.16  261.81  554.84
E3 7181 9121  76.18 19.39 -58.28  240.69 0.35  266.99 013  254.64
V5
E.1 79871  795.64 3.55 -3.07  788.68 802.60 786.30 799.48 797.34  799.86
E.2 0.40 2.16 3.04 1.76 -3.81 8.13 0.00  10.82 0.00 4.62
E.3 0.20 1.24 1.71 1.04 -2.12 4.60 0.00 6.09 0.00 2.11
Tabla 2.16: Contribuciones relativas de las variables a los ejes para datos

simulados.
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Figura 2.15: Histograma de las contribuciones relativas de los ejes a las variables

para datos simulados.
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En cuanto a las observaciones se refiere, se ha obtenido el mismo resultado para
la calidad de las filas que para las columnas ya que se ha elegido la factorizacion
HJ Biplot. Los resultados obtenidos para la contribucién relativa a la variabilidad
total de las observaciones y para las contribuciones relativas del factor al elemento
y del elemento al factor se muestran en el apéndice A.

Por 1ltimo, se muestra el grafico que contiene las coordenadas de las variables
calculadas para cada una de las 1000 réplicas bootstrap. Se han utilizado
rotaciones Procrustes para que las configuraciones se puedan superponer (figura
2.17). Cada conjunto de coordenadas que representan a la misma variable se ha
representado con el mismo color y se ha dibujado un poligono envolvente (convex-
hull) que engloba todos sus valores y proporciona visualmente una idea de como

de estables son dichas coordenadas.
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Figura 2.17: Coordenadas bootstrap para las variables datos simulados.
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2.5.2. Datos Iris

Para el segundo ejemplo se utilizan los datos recogidos por Anderson en
1935 (Anderson, 1935) y que constan de las medidas en centimetros de las
variables longitud y anchura del sépalo y longitud y anchura del pétalo de 50
flores provenientes de 3 especies de iris. Se ejecuto el programa, se pidieron 1000
muestras bootstrap y se eligieron todos los parametros que estan disponibles. A
continuacion se opté por la opcién de realizar un HJ Biplot y Estandarizar por
columnas.

Los resultados obtenidos para el HJ Biplot se detallan a continuacion.

En la tabla 2.17 se observa la informacién proporcionada por los valores
propios. En ella se aprecia que el primer eje absorbe la mayor parte de la
informacién (méas del 70 %) y con los tres primeros ejes se explica casi el 100 %

de la informacién (99.48 %).

No. Valor Propio Variabilidad Variabilidad Acumulada

1 20.85 72.96 72.96
2 11.67 22.85 95.81
3 4.68 3.67 99.48

Tabla 2.17: Valores propios y variabilidad explicada (%) por cada eje para los
datos iris.

La siguiente tabla 2.18 recoge las contribuciones relativas del factor al
elemento de las diferentes flores que se han analizado en los tres ejes que se
han retenido. Por motivos de espacio s6lo se muestran los 10 primeros. La tabla
completa se puede consultar en el apéndice A.

En la tabla 2.19 se presentan las contribuciones relativas del factor al elemento
columna observandose una buena representacion para todas las variables en el

plano 1-2.
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No. Eje 1 Eje 2 Eje 3
1 954.10 42.86 3.03
2 89473 9390 11.37
3 979.18 2048 0.34
4 93539 63.14 147
5 93171 6825  0.04
6 660.10 339.79 0.11
7 981.14 0.37 18.49
8 988.57 9.87 1.56
9 811.63 185.24 3.13

10 943.75  43.51 12.74

Tabla 2.18: Contribuciones relativas del factor al elemento fila para datos iris.

Variable

Eje 1

Eje 2

Eje 3

Sepal Length
Sepal Width
Petal Length
Petal Width

793.52
211.80
996.44
936.50

130.38
779.43
0.56
4.12

76.09

8.77
3.00

59.38

Tabla 2.19: Contribuciones relativas del factor al elemento columna para datos

1ris.

La representaciéon HJ Biplot en el primer plano principal se muestra en la

figura 2.18. En ella se han resaltado en diferentes colores los tres tipos de iris

incluidos en la muestra (Rojo-Setosa, Verde-Versicolor, Naranja-Virginica).
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Figura 2.18: Grafico que muestra la representaciéon HJ Biplot para los datos iris

en las dos primeras dimensiones.
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La estructura de covariacién de las variables pone de manifiesto una alta
correlacién entre las variables referentes al tamano y longitud de los pétalos
(Petal.Length y Petal. Width) representadas por un angulo muy pequeno. Ambas
variables tienen una correlacion alta con la variable Sepal.Length. Sin embargo,
no tienen préacticamente relacién con la variable Sepal. Width al presentar angulos
proximos a 90 grados.

Se puede observar que el primer eje separa el grupo setosa del resto
caracterizandose por longitudes y tamanos de pétalos més pequenos que los otros
dos grupos.

Para analizar con mas detalle estas relaciones, se muestran los angulos entre

las variables y entre las variables y los ejes en el plano 1-2 (Tablas 2.20 y 2.21).

Variable Sepal Length Sepal Width Petal Length Pepal Width

Sepal Length 0.00 95.47 20.71 18.27
Sepal Width 95.47 0.00 116.18 113.74
Petal Length 20.71 116.18 0.00 2.44
Petal Width 18.27 113.74 2.44 0.00

Tabla 2.20: Angulos entre variables para datos iris.

Variable Ejel Eje 2
Sepal Length 22.07 67.93
Sepal Width  62.47 27.53
Petal Length  1.35 88.65
Petal Width ~ 3.79 86.21

Tabla 2.21: Angulos entre variables y ejes para datos iris.

Para estos datos se realizd el remuestreo bootstrap con 1000 réplicas y un
nivel de confianza del 95 %.

En primer lugar se puede observar los resultados para la calidad de
aproximacién para las columnas (tabla 2.22 y figura 2.19). En ella se aprecia
que practicamente no hay diferencia entre el valor observado y el estimado, y que

los intervalos de confianza son similares. Esto se traduce en una gran estabilidad
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para esta medida.

V. Media SE Sesgo t-b inf t-b sup  perc inf perc  BCa inf BCa
Obs sup sup
99.48 99.49 0.08 0.01 99.34 99.64 99.34 99.62 99.27 99.60

Tabla 2.22: Calidades de aproximacién de las columnas para datos iris.
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Figura 2.19: Histograma de las calidades de aproximacion de las variables para
datos iris.

A continuacién se muestran los principales resultados para cada uno de
los valores propios resultantes de la descomposicién (tabla 2.23 y figura 2.20).
En ellos se observa de nuevo que hay una diferencia muy pequena entre los
valores observados y los calculados a través de las réplicas bootstrap y que
hay concordancia entre ambos tipos de intervalos. También se puede ver que

las distribuciones de las réplicas son simétricas y tienden a la normalidad.

V. Media SE Sesgo t-b inf t-b perc perc BCa BCa

Obs sup inf sup inf sup

1 20.85 20.89 0.22 0.03 20.46 21.31 20.50 21.35 20.45 21.27
2 11.67 11.61 0.38 -0.06 10.86 12.36 10.76 12.28 10.97 12.36
3 4.68 4.66 0.31 -0.02 4.05 5.26 4.07 5.30 4.10 5.35
4 1.76 1.74 0.13 -0.02 1.48 1.99 1.50 1.99 1.55 2.09

Tabla 2.23: Valores propios para datos iris.
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Figura 2.20: Histograma de los valores propios para datos iris.

El siguiente resultado que se muestra es el relativo a los dangulos que forman
entre si las variables (tabla 2.24 y figura 2.21). Se puede observar, al igual que en
los casos anteriores que no existen grandes diferencias entre los valores observados
y los calculados y que los intervalos tampoco difieren entre si. En estos parametros
cabe destacar que existe una ligera asimetria en aquellos angulos proximos a cero.
Esto es debido a que se han realizado transformaciones como se explicé en el

ejemplo anterior.
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V. Media SE Sesgo t-b inf t-b perc perc BCa BCa
Obs sup inf sup inf sup
S.L
S.W 95.47 95.93 4.40 0.46 87.30 104.56 87.29 104.62 85.61 102.93
P.L 20.71 20.67 2.60 -0.04 15.57 25.77 15.67 25.94 16.27 26.36
P.W 18.27 18.16 3.20 -0.11 11.88 24.43 11.75 24.34 12.15 24.62
S.W
P.L 116.18 116.60 4.40 0.42 107.97 125.23 107.90 124.67 105.55 123.86
PW 113.74 114.09 4.41 0.35 105.43 122.75 105.22 122.63 104.03 121.94
P.L
P.W 2.44 2.54 1.29 0.09 -0.01 5.07 0.16 5.10 0.12 4.94
Tabla 2.24: Angulos entre variables para datos iris.
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Figura 2.21:

Histograma de los dngulos entre variables para datos iris.

El siguiente parametro al que se le han calculado intervalos de confianza son
los d4ngulos que forman las variables con los dos primeros ejes (tabla 2.25 y figura
2.22). Las apreciaciones en este caso son las mismas que para los dngulos entre

variables.
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V. Media SE Sesgo t-b inf t-b perc perc BCa BCa
Obs sup inf sup inf sup
S.L
E.1 22.07 21.95 2.52 -0.11 17.01 26.90 16.84 27.14 17.25 27.47
E.2 67.94 68.05 2.52 0.11 63.10 72.99 62.86 73.17 62.53 72.75
S.W
E.1 62.47 62.12 5.35 -0.35 51.62 72.62 52.33 72.80 53.83 75.86
E.2 27.53 27.88 5.35 0.35 17.38 38.38 17.20 37.67 14.14 36.17
P.L
E.1 1.35 1.54 0.92 0.19 -0.26 3.34 0.08 3.41 0.03 3.07
E.2 88.65 88.46 0.92 -0.19 86.66 90.26 86.59 89.92 86.94 89.97
P.W
E.1l 3.79 3.82 1.64 0.03 0.61 7.04 0.48 6.84 0.27 6.61
E.2 86.21 86.18 1.64 -0.03 82.97 89.39 83.16 89.52 83.40 89.73

Tabla 2.25: Angulos entre variables y los dos primeros ejes para datos iris.
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Figura 2.22: Histograma de los dngulos entre variables y ejes para datos iris.

A continuacién, se presentan los resultados para la contribucién a la
variabilidad total de las variables (tabla 2.26 y figura 2.23). Se observa que entre
los valores observados y los calculados no hay practicamente diferencia y que los
intervalos de confianza tienen una amplitud muy pequena lo que nos sugiere una

gran estabilidad en estas medidas.
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V. Media SE Sesgo t-b inf t-b perc perc BCa BCa
Obs sup inf sup inf sup
S.L 250.95 250.93 0.16 -0.02 250.62 251.24 250.64 251.27 250.71 251.34
S.W  251.22  251.20 0.18 -0.03 250.85  251.54  250.88  251.55  250.96  251.71
P.L 247.96 248.00 0.31 0.04 247.40 248.60 247.39 248.53 247.10 248.42
PW 249.87 249.88 0.12 0.00 249.64 250.12 249.64 250.12 249.64 250.12

Tabla 2.26: Contribuciones a la variabilidad total de las variables para datos iris.
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Figura 2.23: Histograma de las contribuciones relativas de las variables a la
variabilidad total para datos iris.

También se dispone de medidas de precision para la longitud de las variables.

En la tabla 2.27 y figura 2.24 se muestran dichos resultados. Se observa que los

sesgos no son superiores a 0.01, las desviaciones estandar no superan el 0.07 y

los intervalos de confianza calculados tienen amplitudes muy pequenas lo que nos

permite asegurar que las longitudes de dichas variables son estables. En cuanto a

las distribuciones, presentan una ligera asimetria.

Los ultimos parametros que se han estimado para las variables han sido las
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V. Media SE Sesgo t-b inf t-b perc perc BCa BCa

Obs sup inf sup inf sup

S.L 11.73 11.73 0.07 0.00 11.59 11.86 11.58 11.85 11.56 11.84
S.W 12.15 12.15 0.02 0.00 12.11 12.19 12.11 12.18 12.10 12.18
P.L 12.11 12.11 0.01 0.00 12.08 12.14 12.08 12.13 12.07 12.13
P.W 11.81 11.81 0.05 0.00 11.71 11.91 11.70 11.90 11.69 11.89

Tabla 2.27: Longitud de las variables para datos iris.
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Figura 2.24: Histograma de la longitud de las variables para datos iris.

contribuciones relativas del elemento al factor y las contribuciones relativas del
factor al elemento (tablas 2.28 y 2.29 y figuras 2.25 y 2.26). Nuevamente se
puede apreciar que existen pequenas diferencias entre los valores observados
y los calculados a partir del remuestreo bootstrap. En estos pardametros hay
que destacar que en algunos casos los intervalos t-bootstrap y los basados en
percentiles no concuerdan. Ademads hay extremos inferiores de los intervalos t-

bootstrap que son negativos. Esto es debido a que la distribucion de los valores
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calculados tiene mucha asimetria y los intervalos t-bootstrap no son adecuados

en estos casos.

V. Media SE Sesgo t-b inf t-b perc perc BCa BCa
Obs sup inf sup inf sup
S.L
E.1  271.51  270.92 11.74 -0.60 247.88  293.95  247.74  295.39  249.78  296.68
E.2 142.44 145.14 35.03 2.70 76.40 213.89 79.92 221.08 80.06 221.91
E.3 517.78 515.61 25.06 -2.16 466.44  564.79  462.90  560.47  464.42  564.21
S.W
E.1 72.55 75.23 23.70 2.68 28.72 121.74 30.38 121.07 20.93 114.06
E.2 85248  848.10 35.79 -4.38 777.86  918.33  772.05 915.55  774.66  920.22
E.3 59.72 61.01 18.84 1.28 24.04 97.97 28.52  103.82 29.08  105.32
P.L
E.1  336.88  335.82 7.27 -1.06 321.56  350.08  320.47  348.55  323.60 350.81
E.2 0.60 1.12 1.20 0.52 -1.23 3.47 0.00 4.10 0.00 3.45
E.3 20.20 21.43 8.85 1.23 4.07 38.79 6.86 41.51 5.92 39.08
PW
E.1  319.06 318.03 7.58 -1.03 303.17 33290 302.58 331.88  305.59  334.04
E.2 4.48 5.65 4.41 1.16 -3.01 14.30 0.07 16.90 0.01 14.22
E.3  402.30  401.96 24.94 -0.35 353.02  450.89  354.77  450.73  356.03  451.81
Tabla 2.28: Contribuciones relativas del elemento columna al factor para datos
iris.
V. Media SE Sesgo t-b inf t-b perc perc BCa BCa
Obs sup inf sup inf sup
E.1
S.L  793.52  793.94 28.21 0.41 738.59  849.29  736.90 847.53  730.70  842.04
SW  211.80 221.62 73.65 9.82 77.10  366.14 87.07  368.65 59.40  345.29
PL 996.44 995.84 1.84 -0.61 992.23  999.44  991.66  998.72  993.21  999.16
P.W 936.50 936.00 9.30 -0.51 917.75  954.24  915.73  953.23  916.66  953.47
E.2
S.L  130.38 130.52 28.28 0.14 75.02  186.02 76.69  191.19 80.22  197.56
SW 77943  769.44 74.58 -10.00 623.09 915.78  619.11 90545  645.27  937.14
P.L 0.56 0.98 0.99 0.42 -0.97 2.92 0.00 3.52 0.00 2.84
P.W 4.12 4.94 3.63 0.82 -2.19 12.06 0.07 13.47 0.02 12.40
E.3
S.L 76.10 75.54 10.86 -0.55 54.24 96.85 55.83 98.66 58.56  101.88
S.W 8.77 8.94 3.06 0.17 2.94 14.94 3.83 15.75 4.26 16.98
P.L 3.00 3.19 1.43 0.19 0.39 5.99 0.93 6.35 0.85 6.20
PW  59.38 59.07 8.25 -0.31 42.87 75.26 44.12 76.50 45.01 78.46

Tabla 2.29: Contribuciones relativas del factor al elemento columna para datos

1ris.
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Figura 2.25: Histograma de las contribuciones relativas de las variables a los ejes
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Figura 2.26: Histograma de las contribuciones relativas de los ejes a las variables
para datos iris.



148 Capitulo 2. Biplot

También se han calculado medidas de precision para parametros referentes a
los individuos. La tabla 2.30 y figura 2.27 muestran la calidad de aproximacién
para las filas. Como se puede apreciar, los resultados son los mismos que para la

calidad de las columnas puesto que se ha elegido realizar un HJ Biplot.

V. Media SE Sesgo t-b inf t-b sup  perc inf perc  BCa inf BCa
Obs sup sup
99.48 99.49 0.08 0.01 99.34 99.64 99.34 99.62 99.27 99.60

Tabla 2.30: Calidad de aproximacién de las filas para datos iris.
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Figura 2.27: Histograma de la calidad de aproximacién de los individuos para
datos iris.

Se han calculado las contribuciones relativas del elemento al factor y las
contribuciones relativas del factor al elemento (apéndice A). Al igual que en el
caso de las variables, se puede apreciar que existen pequenas diferencias entre
los valores observados y los calculados a partir del remuestreo bootstrap y que
algunos de los intervalos inferiores t-bootstrap son negativos obteniéndose la
misma conclusién que en el caso de las variables.

Se presentan también, los resultados para la contribucién relativa a la
variabilidad total de los individuos (apéndice A). Nuevamente se observan

diferencias minimas entre los valores observados y los calculados a partir del
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remuestreo bootstrap, deduciéndose una gran precisién para estos datos.

Por 1ltimo, se muestra el grafico que contiene la posicién de las variables para
las 1000 réplicas bootstrap. Se han utilizado rotaciones Procrustes con el objetivo
de eliminar el posible efecto espejo que pudieran presentar dichas posiciones
(figura 2.28). En este grafico se ve que las regiones que ocupan los conjuntos que
representan a cada variable son muy compactas lo que nos permite afirmar que

las configuraciones son muy parecidas a lo largo de todas las muestras bootstrap.
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Figura 2.28: Coordenadas bootstrap para las variables datos iris.

En este capitulo, se ha realizado una revision bibliografica de los métodos
Biplot (Gabriel, 1971; Galindo, 1986) y sus aplicaciones. Al encontrar controversia
en cuanto a su validez al haber autores que lo consideran una técnica simplemente
exploratoria, se ha propuesto una version inferencial basada en los métodos
Bootstrap. Para facilitar su puesta en practica se ha desarrollado un nuevo

software en el lenguaje R que permite realizar anélisis Biplot y complementar sus
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resultados con medidas de precision. Dicho software permite la interaccién con el
usuario a través de ventanas, botones y menus. Para mostrar el funcionamiento
y la interpretacién de los resultados que proporciona el software se ha aplicado

sobre un conjunto de datos simulados y un conjunto de datos reales.
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3.1. Introducciéon

En el capitulo anterior se ha mostrado una solucién al problema de las
estimaciones puntuales de técnicas multivariantes aplicadas a datos de dos vias.
En el presente capitulo se da solucién al mismo problema en el caso de que la
informacion disponible sean dos matrices que compartan una via. A continuacion,

se realiza una revision bibliografica sobre dicho contexto.

El andlisis del gradiente (Whittaker, 1967) es un conjunto de técnicas que
permiten el estudio de las relaciones entre la composicién de una comunidad
y las variables ambientales. Esta informacion viene expresada en dos tablas;
una contiene la composicién de las comunidades en unos lugares determinados
y otra que contiene las medidas de las variables ambientales en dichos lugares.
Hay dos tipos de analisis del gradiente de acuerdo a la informacion utilizada:
analisis indirecto del gradiente, que analiza datos ecolégicos sin tener en cuenta
informacion ambiental que podria estar incluida de un modo pasivo después de
obtener los ejes factoriales; y analisis directo del gradiente, que analiza datos
ecolégicos con informacién ambiental, ambos de un modo activo. En los métodos
incluidos en este tultimo tipo de analisis del gradiente, las puntuaciones de los

lugares se restringen para ser combinaciones lineales de las variables ambientales.

Una de las técnicas mas utilizadas en el andlisis indirecto del gradiente es
el anélisis de Correspondencias (CA, Benzecri, 1973), también llamado método
de las medias reciprocas debido a que el algoritmo utilizado para encontrar la
solucion calcula repetidas medias de puntuaciones de lugares y especies. Esta
técnica tiene la desventaja de otorgar un excesivo peso a las especies raras debido
al uso de la métrica Chi-cuadrado. Una modificacién del CA, llamada anélisis
de Correspondencias Detrended (DCA, Hill y Gauch, 1980) ha sido desarrollada

para corregir el efecto arco. Dicho efecto es la tendencia que tienen los puntos en
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un CA a formar una curva.

Cuando se quiere tomar en cuenta la informaciéon ambiental, las técnicas
més comunes son el andlisis de la Redundancia (RDA - Rao, 1964, Van den
Wollenberg, 1977), un método lineal que es una forma restringida del andlisis
de Componentes Principales y el andlisis Canénico de Correspondencias (CCA -
Ter Braak, 1986) que es una versiéon restringida del CA y es apropiado tanto
para modelos lineales como de respuesta unimodal. EI CCA es la unién del
CA y de la regresién miultiple. Una de las mayores ventajas de esta técnica
es la visualizacion grafica: el triplot. Se pueden mostrar la informacién de los
tres conjuntos de datos estudiados: lugares, especies y variables ambientales. Al
igual que en el caso del CA, se puede encontrar el efecto arco en el segundo
eje. Para resolver este problema, se ha desarrollado una version detrended del
CCA (Ter Braak, 1986) que utiliza esencialmente el mismo algoritmo que en
el DCA. Otra desventaja que posee el CCA es que necesita que el nimero
de lugares en la muestra objeto de estudio debe ser mayor que el nimero de
variables. El anélisis de la Coinercia (COIA) (Chessel y Mercier, 1993; Dolédec
y Chessel, 1994) es otro método que puede ser utilizado para estudiar este tipo
de datos. Esta técnica trata las especies y las variables ambientales de un modo
simétrico y analiza la covariacion, por lo que no estan involucrados ni modelos
de regresién ni de prediccion. En este método no se requiere la presencia de
mayor nimero de lugares que de variables ambientales como ocurre en el caso del
CCA. Como alternativa al andlisis de la Coinercia, Ter Braak y Verdonschot, 1995
desarrollaron una versién del CCA basada en minimos cuadrados parciales (en
inglés Partial Least Square, PLS). RLQ (Dolédec et al., 1996) es una extensién del
andlisis de la Coinercia para analizar relaciones entre patrones de las especies y de
las variables ambientales a través de una matriz que contiene especies por lugares.

Dray et al., 2002 desarrollaron una adaptacién de este método para estudiar
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las relaciones entre dos conjuntos de datos provenientes de diferentes esquemas
de muestreo con distintos lugares. El andlisis de la Coinercia también ha sido
adaptado para estudiar las variaciones espacio-temporales de la composicién de
la comunidad ecolégica concantenando m matrices que contienen informacién de
m conjuntos de variables ambientales medidas sobre el mismo conjunto de lugares
de muestreo. Este método se llama andlisis de la Coinercia Muiltiple (Chessel y
Hanafi, 1996). Dray et al., 2003 desarrollaron un método basado en la utilizacién
conjunta del anélisis de la Coinercia y el anélisis Procrustes denominado Coinercia
Procrusteana. Para medir las relaciones entre las variables ambientales y varios
conjuntos de especies, Lafosse y Hanafi, 1997 propusieron el andlisis de la
Concordancia. En el contexto del andlisis de tres vias, el método de la Coinercia
ha sido extendido para analizar pares de tablas: STATICO (STATIS y Coinercia,
Simier et al., 1999; Thioulouse et al., 2004 y mé&s recientemente COSTATIS
(Coinercia y STATIS, Thioulouse, 2011), son una interesante eleccién que
permiten el estudio de las relaciones entre especies y variables ambientales durante
varios periodos de tiempo muestreados. Un método relacionado con ellos es el
andlisis de la Co-correspondencia (Ter Braak, 2004) que maximiza la covarianza
ponderada entre los promedios ponderados de las puntuaciones para las especies
de una comunidad y los promedios ponderados para las especies de la otra
comunidad. Una aproximacion basada en minimos cuadrados generalizados ha
sido desarrollada por Bockenholt y Bocknholt, 1990 para incorporar restricciones
lineales en puntuaciones de filas y columnas estandarizadas proporcionadas por el
andlisis Candnico de una tabla de contingencia. Si lo que se pretende es capturar
las interacciones o las diferencias, Mendes, 2011 propone el CO-TUCKER, que
combina el andlisis de la Coinercia (Dolédec y Chessel, 1994) y el modelo
TUCKER3 (Tucker, 1966) para analizar pares de k-tablas y capturar la parte

no estable de la informacién (interacciones).
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El CA es aplicable al estudio de una tabla de contingencia para analizar
la asociacion entre dos variables categéricas. Cuando se tienen mas de dos
variables categoricas, Benzecri, 1973 y Benzecri, 1977 propusieron el analisis de
Correspondencias Multiple (MCA). Una alternativa a esta técnica es el andlisis
de Correspondencias Conjunto (JCA) propuesto por Greenacre, 1988, 1990, 1991.
Para obtener la solucién a este método se han desarrollado varios algoritmos
(Boik, 1996; Greenacre, 1988; Tateneni y Browne, 2000).

Cuando el investigador no esta interesado en incluir todas las variables en el
estudio, se han desarrollado técnicas parciales donde se permite prescindir de los
efectos de una o mas variables para realizar el andlisis. Estas técnicas incluyen
el CA parcial (Yanai, 1987); el CCA parcial (Ter Braak, 1988b); el RDA parcial
(Liu, 1997) y el MCA parcial (Yanai y Maeda, 2002) entre otros.

Como alternativa al CA, se ha propuesto el analisis de Correspondencias
No Simétrico como técnica para evaluar una tabla de contingencia con una
estructura de dependencia (NSCA, Gimaret-Carpentier et al., 1998; Kroonenberg
y Lombardo, 1999). Como alternativa no simétrica del CCA Willems y Galindo,
2008 propusieron el andlisis Canénico de Correspondencias no Simétrico (CNCA).
Cuando hay mas de dos variables categéricas, también se ha propuesto una
extension no simétrica llamada andlisis Multiple de Correspondencias No
Simétrico (D“Ambra y Lauro, 1989, 1992; Lauro y D" Ambra, 1984). Simonetti y
Gallo, 2002 desarrollaron interpretaciones alternativas a este método utilizando
minimos cuadrados parciales. Lombardo et al., 2007 adaptan el NSCA para
analizar datos que contengan variables en escala ordinal utilizando polinomios
ortogonales. D "Ambra y Lauro, 1989 y Lombardo et al., 1996 lo adaptan en el
caso de tener una tabla de contingencia de tres vias, D Ambra y Lauro, 1993
desarrollaron una versién normalizada y D “Ambra et al., 2006 propusieron una

versién para tablas de contingencia de tres vias con informacién en escala ordinal.
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Siciliano et al., 1993 desarrollaron una versiéon del NSCA basada en distribuciones
probabilisticas. Cuando los datos objeto de estudio contienen ruido, Yanai, 1987
propone el NSCA parcial que elimina los efectos de las variables responsables
del ruido del analisis de una tabla de contingencia. Esposito, 1997 desarroll6 una
versién no simétrica del andlisis de la Coinercia llamada andlisis de la Coinercia
No Simétrico. Hay casos en los que las variables predictoras poseen relaciones
interesantes entre ellas. Esta informacion puede ser incluida en el analisis como
restricciones lineales (Bockenholt y Bocknholt, 1990; Bockenholt y Takane, 1994;
D “Ambra y Beh, 2010; Takane et al., 1991; Yanai, 1986). Para obtener mejores
estimadores de los parametros, Takane y Jung, 2009 propusieron una versioén
del NSCA en los que se introduce un tipo de regularizacion ridge. Este tipo de
regularizacién también se ha incluido en el MCA (Takane y Hwang, 2006), en
el RDA (Takane y Hwang, 2007) y en el CA parcial y/o restringido (Takane,
2008). Otras versiones restringidas del MCA se presentan en Gifi, 1990; Hwang y
Takane, 2002; Nishisato, 1984; Van Buuren y De Leeuw, 1992; Yanai, 1998.

3.1.1. Software

Entre los softwares disponibles para la utilizacién de estas técnicas se
encuentran DECORANA (Hill, 1979a) que es un programa desarrollado en fortran
para poder ejecutar el CA y su versién detrended; TWINSPAN, un programa escrito
en fortran para datos multivariantes organizados en una tabla ordenada para
clasificacién de individuos y atributos (Hill, 1979b). CANOCO (Ter Braak, 1985a,b,
1988a) un programa en el lenguaje fortran para la ejecucién del CCA y el DCA

y ADE-4 (Thioulouse et al., 1997).

En el entorno R (R-Team, 2014), hay varios paquetes para ejecutar algunas de

estas técnicas como calibrate (Graffelman, 2012) que proporciona una funcién
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para el RDA; ade4 (Dray y Dufour, 2007) que contiene técnicas de visualizacion
grafica y andlisis de datos ecoldgicos, su interfaz grafica de usurario Tcl/Tk,
llamada ade4TkGUI (Thioulouse y Dray, 2007) y su versién para analizar datos de
microarrays made4 (Culhane et al., 2005) y omicade4 (Meng et al., 2014); anacor
(De Leeuw y Mair, 2009) que permite ejecutar CA simple y canénico sobre una
tabla de frecuencias de dos vias (con posibles valores perdidos) utilizando la
descomposicion en valores singulares. También proporciona diferentes métodos
de escalado (standard, centroid, Benzecri, Goodman) asi como varios graficos
que incluyen elipsoides de confianza; vegan (Oksanen et al., 2013) que permite
ejecutar métodos de ordenacion, andlisis de la Diversidad y otras funciones
para el andlisis de comunidades ecolégicas; ca (Greenacre y Nenadic, 2012)
y caGUI (Markos, 2012) que han sido desarrollados para la computacién y
visualizacién de CA simple, multiple y conjunto; cabootcrs (Ringrose, 2012)
y (Ringrose, 2013) que realiza un CA sobre una tabla de contingencia de dos
vias y produce regiones de confianza elipticas basadas en los métodos Bootstrap
alrededor de las coordenadas proyectadas para los puntos que representan las
categorias; CAvariants (Lombardo y Beh, 2014) que permite la ejecucién de
seis variantes del CA: simple, individualmente ordenado, doblemente ordenado,
no simétrico, individualmente ordenado no simétrico y doblemente ordenado no
simétrico; cocorresp (Simpson, 2009) que ajusta modelos predictivos y simétricos
basados en andlisis de Co-correspondencias para relacionar una matriz con otra;
SimultAnR (Zarraga y Goitisolo, 2011, 2013) que ejecuta CA simple y andlisis
Simulténeos; soc.ca (Larsen, 2014) que es un paquete para realizar CA especificos

en el ambito de las ciencias sociales.

A continuacién se exponen con mas detalle los principales aspectos tedricos

del CCA, el CNCA y el andlisis de la Coinercia.
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3.2. Analisis Canénico de Correspondencias

Como se senalaba en la introduccién, cuando se quiere tener en cuenta la
informacion ambiental contenida en una matriz, una de las técnicas disponibles
es el CCA (Ter Braak, 1986), que proviene de la combinacién del CA con la
regresion multiple y es valido tanto para modelos lineales como de respuesta
unimodal. En esta seccion se exponen los aspectos tedricos principales de dicha
técnica.

Sea la informacion de ¢ especies y p variables ambientales cuantitativas

medidas sobre n lugares, expresada en las siguientes matrices:

= matriz Y, de orden n X ¢, cuyo elemento genérico y;r, 1 =1,....,.nk =1,...,q,
contiene informacién de la k-ésima especie en el i-ésimo lugar, con matriz
de correspondencias asociada F = y~ 'Y, siendo y la suma total de la matriz

Y.

’

= matriz Z, de orden n x p, cuyo elemento genérico z;, ¢ =1,...,n,7 =1,...,p,
contiene el valor de la j-ésima variable ambiental cuantitativa en el i-ésimo

lugar.

Sea D,, = diag(fi, fa., ..., fn.) la matriz cuya diagonal es el vector f, = F1,,
que son los marginales fila (lugares) de la matriz F; con 1, vector de ¢ unos. 1,
es un vector de n unos; f, = F'1,, es el vector de marginales de las ¢ columnas
(especies) fr, k=1,...,q.

A partir de las matrices calculadas anteriormente, se define la matriz:

W=D_'F'Z (3.1)

que se denomina matriz de promedios ponderados y es de orden gxp. Su cdlculo

se representa en la figura 3.1.
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(nxq) (nxq)
D'F'Z
(nxp) (¢xp)

Figura 3.1: Esquema de la obtencion de W.

Dicha matriz W se pondera con D, (matriz que contiene los marginales de
las especies) y con S = (ZTDnZ)_1 (inversa de la matriz de covarianzas de las
variables ambientales), para que dichas variables ambientales sean invariantes a
transformaciones lineales (no singulares) y para disminuir el peso de las especies
que tienen baja presencia. Esto equivale a realizar un ACP de la tripleta (W,

S, D,). Realizando la descomposicién en valores singulares:

D)*WS™/? = RAV>TT (3.2)

donde R y T son matrices cuyas columnas contienen los vectores singulares

1/2

izquierdos y derechos, respectivamente de la matriz D;/ WS~ 2 tal que,

R'R=1, (3.3)

T'T=1, (3.4)
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siendo v el nimero méximo de ejes retenidos y A'/? una matriz diagonal que
contiene los valores singulares asociados a dichos vectores singulares en orden

decreciente.

Si se expresa la matriz W = UB°", se obtienen las coordenadas principales

para las especies

U — Dq—l/QRAl/Q

y las coordenadas estandar para las variables ambientales

B° = S'/2T.

Por otro lado, C = S™Y2T contiene los pesos candnicos que permiten calcular

las coordenadas para los lugares:

X°=ZC.

La bondad del ajuste en esta técnica se calcula como el porcentaje de la
variabilidad total contenida en la matriz de promedios ponderados W que es
explicada por los ejes retenidos en la solucién. Si se supone que v es el nimero
de ejes retenidos y Y = RAY 2T 1a descomposicion en valores singulares en el

espacio sin restringir, se tiene:

= Proporcién de inercia explicada (Espacio original)

[EOS — Z;:l )\ua
S X
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= Proporcion de inercia explicada (Espacio proyectado)

2 0=12a

IEPS = Samlin
Egﬂg(qw) Ao

3.2.1. Analisis de las Contribuciones de los elementos y

los factores en el CCA

Aunque en la practica comin no se suelen comentar las contribuciones
relativas de elementos y factores, se ha introducido una breve secciéon donde se
explican la manera de calcularlas en este contexto.

Al igual que se explicé para los métodos Biplot, se pueden calcular las
contribuciones relativas de los elementos a los factores y de los factores a los
elementos. En el contexto del CCA es posible tener dichas contribuciones tanto
para lugares como para especies en el espacio original y en el espacio proyectado.

Las contribuciones relativas del m-ésimo elemento en el a-ésimo factor para

ambos espacios se calculan como:

= Espacio original:
e Para lugares:

fi.xiia .
CRE;F, = ) i=1,....nanda=1,...,v, (3.5)

siendo ., la coordenada principal del lugar i-ésimo en el a-ésimo eje

en el espacio sin restringir.

e Para especies:

2
C’RE;CF@:Z“Mkzl,...,qandazl,...,y, (3.6)
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siendo u,ko la coordenada principal de la especie k-ésima en el a-ésimo

eje en el espacio sin restringir.

= Espacio proyectado:

e Para lugares:

fi~x22a
A

CRE;F, = i=1,..,nand a=1,...,v, (3.7)

siendo x;, la coordenada principal del lugar i-ésimo en el a-ésimo eje.

e Para especies:

2
CREF, = % k=1,...,gqand a=1,... v, (3.8)

a

siendo ug, la coordenada principal de la especie k-ésima en el a-ésimo

eje.

También es posible calcular las contribuciones relativas del a-ésimo factor al

m-ésimo elemento para ambos espacios:

= Espacio original:

e Para lugares:

fi.$2' .
CRF,Fi= ———**—i=1,....,nand a=1,...,v, (3.9)
Zrzl fT-x%Lra

siendo ., la coordenada principal del lugar i-ésimo en el a-ésimo eje

en el espacio sin restringir.
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e Para especies:

u2

CRF,Ey =

2
r=1 uuka

k=1,....,qand a=1,...,v, (3.10)
siendo u,.. la coordenada principal de la espcie k-ésima en el a-ésimo
eje en el espacio sin restringir.

= Espacio proyectado:

e Para lugares:

fz‘.fb’2 .
CRF,E;= ——=*—1i=1,..,.nanda=1,...,v, (3.11)
Erzl f?".x?"a

siendo x;, la coordenada principal del lugar i-ésimo en el a-ésimo eje.

e Para especies:

2
Uka

q 2
r=1 uroz

CRF,E, = k=1,..,gqand a=1,...,v, (3.12)
siendo ug, la coordenada principal de la especie k-ésima en el a-ésimo

eje.

3.2.2. Analisis Canodnico de Correspondencias para varia-

bles cualitativas

A continuacién se presenta tedricamente el CCA para el caso de tener variables
ambientales de caracter cualitativo.

En presencia de variables ambientales de cardcter mixto (cuantitativas y
cualitativas), la matriz Z cambia su composicién. Se dispone de p variables,

con pg cuantitativas y p4 cualitativas. Para las cuantitativas, cada columna de
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Z representa una variable. Sin embargo, cada variable cualitativa estda definida
por una submatriz de Z, que se denomina Z;, formada por los m; indicadores
asociados a las m; modalidades de dicha variable 7, j =1,...,pa.

Se define, por tanto, la matriz combinada Z,,;,, compuesta por la submatriz
correspondiente a las pg variables cuantitativas D,,-estandarizadas (Zg) y por los
indicadores D,,-centrados asociados a cada una de las modalidades del conjunto

de variables cualitativas (Z,):

Zmimnxh = [ZQnXpQ ” ZAnxm] )

siendo m = Z?ﬁl m; el nimero total de modalidades de las p4 variables
cualitativas, con h = pg + m. Su rango v seria como mucho, el minimo de n — 1
Y P +m —pa.

El hecho de elegir los indicadores D,,-centrados tiene como objetivo encontrar
estimaciones de los marcadores de las modalidades de forma que sean los
centroides de los lugares en donde dicha modalidad esté presente.

Para que la matriz de productos cruzados de Z,,;, sea invertible, es necesario
trabajar con su inversa generalizada. Realizando la descomposicién en valores

singulares de la matriz de productos cruzados Z. D, Z,... v operando sobre la

mizx

matriz de valores singulares, se obtiene la inversa generalizada de Penrose.
Es decir, si:

ZT

maix

D, Z, = FAFTu

tal que I''T" = I,, con A matriz diagonal conteniendo los autovalores en
orden decreciente, siendo v el rango de la matriz a descomponer. Y sea A~ la
matriz diagonal con los elementos no nulos iguales a las inversas de los respectivos

elementos no nulos de A. Por tanto, la inversaa generalizada de Penrose de la
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matriz de productos cruzados es:

D,Z,;,) =TAT' (3.13)

A partir de 3.13 se obtiene el valor de:

| =r

necesario para el calculo de W.

Una vez definida la inversa generalizada de la matriz de productos cruzados,
el CCA se basa en la descomposicién de
(Z:o D12 Ziniz) W'D W.
Para obtener los marcadores de las variables ambientales se debe premultipli-
car la descomposicién espectral de W por una matriz diagonal N ! formada por

dos bloques:

N-l_ Ig 0
0 Nt
A hxh
tal que,
_ . -1
NAlme = [dlag (Z;erXnDnan]-nxl)] .

con Z 4 matriz que contiene los indicadores sin centrar.

Las expresiones para los marcadores de las variables ambientales en

coordenadas estandar se calculan:
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B’=N"YZ|. D.Z.,..)"Y*T.

mir

3.2.3. Interpretacién

Las coordenadas resultantes del CCA se pueden representar en un mismo
grafico. Los lugares, las especies y las variables ambientales de caracter cualitativo
estdn representadas por puntos y las variables ambientales cuantitativas por

vectores.

Las coordenadas de los lugares son los valores de los lugares en los gradientes
obtenidos correspondientes a los ejes que se estén representando. Cada punto
especie en el gréafico estd situado en el centroide (promedio ponderado) de los
puntos lugares en los que esta presente dicha especie, es decir, el centroide de su
nicho. Dado que es un promedio ponderado, los lugares proximos al punto especie
tienden a presentar mayores abundancias de la especie en cuestiéon que aquellos
posicionados lejos de dicho punto.

La distancia Chi-cuadrado es una medida de la disimilaridad entre el perfil
de abundancia de una especie y el de otra. Asi, diferencias en la abundancia
total entre especies no incrementan necesariamente su disimilaridad medida ésta
con la distancia Chi-cuadrado. Por lo tanto, especies que estan préximas en el
grafico se espera que sean similares en cuanto a su distribucién a lo largo de los
lugares mientras que especies distantes tienden a ser mas diferentes en ese aspecto.
Hay que tener en cuenta que, puntos especies situados cerca pueden presentar
diferencias considerables si la bondad del ajuste es mala, ya que pueden estar

situados a més distancia en otros ejes diferentes a los presentados en el grafico.

La interpretacion para las distancias entre los puntos lugares es la misma que

para el caso de los puntos especies.
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Las variables ambientales cuantitativas se muestran segin sus correlaciones
con los ejes. Las puntas de las flechas muestran la direccién de maximo cambio
en los valores asociados a las variables y la longitud es proporcional a la maxima
tasa de cambio. En la direccién perpendicular la variable no cambia su valor.
También es posible estudiar las correlaciones entre las variables ya que pueden
ser estimadas a partir de la proyeccion de las puntas de las flechas sobre las otras
variables. El orden de dichas proyecciones sobre una determinada variable ofrece
un orden en cuanto a la correlacion de dicha variable con el resto.

Los puntos especies son los promedios ponderados de los lugares donde estan
presentes no solo en el grafico sino también cuando se proyectan sobre una
determinada variable ambiental. Esto es debido a que las proyecciones de los
puntos que representan a lugares y especies sobre una determinada variable
aproximan los valores de los lugares y los promedios ponderados de las especies
para dicha variable.

Las variables de caracter cualitativo estan representadas por los centroides de
sus categorias. Una variable cualitativa esta formada por un niimero de categorias
que conforman una particién de los lugares. Cada categoria se representa como
un punto en el grafico que es el centroide de los puntos que pertenecen a dicha
categorfa. (El centroide es el promedio ponderado, siendo la ponderacién la

abundancia total de un lugar).
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3.3. Analisis Canonico No Simétrico de Corres-
pondencias

Como se explico en la introduccién, cuando el objetivo es evaluar una tabla
de contingencia en la que ambas variables no juegan el mismo papel, es decir,
cuando existe una estructura de dependencia, Gimaret-Carpentier et al., 1998;
Kroonenberg y Lombardo, 1999 proponen una alternativa al CA denominada
NSCA (andlisis de Correspondencias no Simétrico). En este sentido, cuando se
dispone de més de dos variables categéricas, (D’ Ambra y Lauro, 1989, 1992;
Lauro y D Ambra, 1984) proponen el andlisis Multiple de Correspondencias
no Simétrico. También existe una versién no simétrica del COIA (Esposito,
1997). Cuando ademads de la estructura de dependencia se dispone de una matriz
de variables externa, Willems y Galindo, 2008 proponen el CNCA (andlisis
Canédnico de Correspondencias no Simétrico). A continuacién se presentan los
aspectos tedricos mas relevantes de esta técnica. El objetivo es estudiar la relacion
entre los lugares muestreados y las especies estudiadas teniendo en cuenta la
informacion externa disponible relativa a las variables pero considerando las
especies dependientes de los lugares.

Sea la informaciéon de g especies y p variables ambientales cuantitativas

medidas sobre n lugares, expresada en las siguientes matrices:

= matriz Y, de orden n x ¢, cuyo elemento genérico y;r, i =1,....,.nk =1,...,q,
contiene informacion de la k-ésima especie en el i-ésimo lugar, con matriz
de correspondencias asociada F = y~!Y, siendo y la suma total de la matriz

Y;

= matriz Z, de orden n x p, cuyo elemento genérico z;;,¢ =1,...,n,7 =1,...,p,

contiene el valor de la j-ésima variable ambiental cuantitativa en el i-ésimo
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lugar.

Sea D,, = diag(fi1, fa., ..., fn.) la matriz cuya diagonal es el vector f, = F1,,
que son los marginales fila (lugares) de la matriz F; con 1, vector de ¢ unos. 1,,
es un vector de n unos; f, = F'1,, es el vector de marginales de las ¢ columnas
(especies) fr, k=1,...,q.

A partir de las definiciones dadas anteriormente, se define la matriz the

perfiles-fila como:

P=D,'F (3.14)

cuya expresion centrada es:
D -1 T
P=D, (F-f.f) (3.15)

Para cada especie, la matriz centrada P muestra la magnitud de la diferencia
entre su participacion en ese perfil-lugar y el perfil media, indicando una mayor
o menor abundancia relativa al lugar dado.

Proyectando P a través de la matriz

In=7%Z"D,Z)"'Z'D, (3.16)
se obtiene:

~ % ~

P =IIP (3.17)

Utilizando el concepto de tripletas de Escoufier, 1987, el CNCA se basa en el
analisis de la tripleta (f’*, I,,D,), lo que implica la siguiente descomposicién en

valores singulares:



3.8. Andlisis Candénico No Simétrico de Correspondencias 171

P =RA?TT (3.18)
tal que,
R'D,R=1, (3.19)
y
T'T=1,, (3.20)

donde R y T son matrices que contienen en sus columnas los vectores
~ %

singulares izquierdos y derechos, respectivamente, de la matriz P , siendo v el

nimero maximo de ejes retenidos (rango de la matriz Z), con A'/2? matriz diagonal

L. . . . 1/2
cuyos términos son los respectivos valores singulares, en orden decreciente ()\1/ >

N2> > .
De 3.18 se obtiene la expresién para las puntuaciones de lugares y especies.

Si se escribe P = XU°' tal que,

X =RA?=P'T, (3.21)
U’ =T. (3.22)

La matriz X contiene en su a-ésima columna las coordenadas principales para
los lugares correspondientes al eje factorial a-ésimo, con matriz de covarianzas
A, siendo sus coordenadas estandar X° = R.

En las columnas de U’ se encuentran las coordenadas estandar para las
especies, con varianza unitaria, siendo sus coordenadas principales U = TA2.

Para calcular las coordenadas para las variables ambientales, se define la
. _wT _ T
intertabla L = F; Z donde F; = F — f,f .

Para conseguir que las estimaciones de las puntuaciones sean invariantes por
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transformaciones lineales no singulares de las variables ambientales, la matriz
L se pondera por la inversa de la matriz de covarianzas de Z. Entonces, el

CNCA se basa en la descomposicién en valores singulares de la tripleta L, =

(Z'D,Z)"'?L":

L, = KAY*TT (3.23)
tal que,
K'K=1I, (3.24)
y
T'T=1, (3.25)

donde la matriz K, de orden p X v, y la matriz T, de orden ¢ X v, contienen
los vectores singulares izquierdos y derechos, respectivamente, de la matriz Ly,

con AY? matriz diagonal de orden v, cuyos elementos son los respectivos valores

singulares, en orden decreciente ()\}/ 2 > )\é/ 2 > > )\11,/ 2). Las dos tultimas

matrices (T y A'/2) son equivalentes a las obtenidas en 3.18.

Si escribimos LT como:

L' = (Z'D,Z)"*KAY*TT, (3.26)

se obtienen las puntuaciones para las variables ambientales en coordenadas

principales:

B = (Z'D,Z)*KA"?, (3.27)

siendo las coordenadas estandar,
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B’ = (Z'D,Z)/’K. (3.28)

El cilculo de las matrices P y L se muestra en la figura 3.2.

3.3.1.

y—lY D;l (F_fnfqr)

Fon | W (B | Wy P

=

F-/, f‘ z(z'p,z) ' z'D,P

I(nxq)

F'z (nxq)

(pxq)

Figura 3.2: Esquema de la obtencion de P y L.

Analisis de las Contribuciones de los elementos y

los factores en el CNCA

En el contexto del CCA se explicé la manera de calcular contribuciones

relativas de los elementos y de los factores. En el caso del CNCA también se

pueden calcular para lugares y especies en los espacios original y proyectado.

Las expresiones para las contribuciones del m-ésimo elemento en el a-ésimo

factor (CRE,,F,), vienen dadas por:
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= Para lugares:

fi.l'?a
A

CRE;F, = i=1,...,nand a=1,...,0, (3.29)

siendo x;, la coordenada principal del lugar i-ésimo en el a-ésimo eje.

» Para especies:

2
CRELF, = “A'm k=1,..qanda=1, .. v, (3.30)

o
siendo ug, la coordenada principal de la espcie k-ésima en el a-ésimo eje.

La tabla 3.2 presenta las medidas de calidad para ejes factoriales y elementos.
Para su célculo se parte de las distancias al cuadrado (tabla 3.1) de especies y

lugares respecto a dos diferentes espacios:

= El espacio proyectado, es decir, la inercia total de los valores ajustados

(indicado con superindice PS).

= El espacio original, es decir, la inercia total de los valores observados

(indicado con superindice OS5).

Los indicadores denominados (), son una medida de la calidad de

representacion del m-ésimo elemento en el eje a-ésimo. Toman valores entre cero
- ., e (0S) « 1 .

y uno (uno indica representacién exacta). El estadistico @),/ indica como de bien
dichas variables ambientales explican cada una de las especies. Para especies, la
varianza de los valores ajustados es menor, o igual, a la varianza de los valores
originales (debido a las propiedades de la regresién). Este no es el caso de los
lugares, el cuadrado de la distancia entre el respectivo centroide y los valores

proyectados pueden ser mayores que la propia distancia en el espacio original.
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Asi, el estadistico para los lugares relativo al espacio original se denomina D, ,

para diferenciarlo de aquellas que son medidas de calidad, ya que no es un coseno

cuadrado.
Especies Lugares
Espacio ) ) q Fir 2
Original O E— Z (fir — fi.f ) do; = Z <L — k)
fl k=1 fZ.
q

Espacio de B o
Proyeccién Pr k= Z Ji( pzk dPr i Z (Pik)

k=1

Tabla 3.1: Distancias al cuadrado (especies y lugares), con respecto al espacio

proyectado (PS) y al espacio original (OS).

Relativo a ejes

Respecto del espacio pro-
yectado (superindice PS)

Respecto del espacio ori-
ginal (superindice OS)

factoriales
2 2
7P _ _ P 7(0S) _ A&
* Yoo A2 @ TI(NSCA)
Proporcién de inercia ex- Proporcién de inercia ex-
plicada por el eje a-ési- plicada por el eje a-ési-
mo, con respecto a la mo, con respecto a la
inercia total de los datos inercia total de los datos
proyectados. originales.
2 2
. PS X on
Relativo a  Lugares Q((m ) = in D, = d;a
elementos Pry Oi
. (PS) _ Uka (05) _ Uja
Especies Qor =73 — Q

2
dPr,k:

D, ; puede ser mayor que uno.

Tabla 3.2: Calidades de representacién para las puntuaciones de ejes factoriales
y elementos (especies y lugares), con respecto al espacio proyectado (PS) y al

espacio original (OS). a =1, ..., 0.
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3.3.2. Analisis Canénico No Simétrico de Corresponden-

cias para variables cualitativas

A continuacién, se detalla el desarrollo tedrico del CNCA para el caso de tener
un conjunto de variables ambientales que no sean cuantitativas.

En presencia de variables ambientales de caracter mixto (cuantitativas y
cualitativas), la matriz Z cambia su composicién. Se dispone de p variables,
con pg cuantitativas y p4 cualitativas. Para las cuantitativas, cada columna de
Z representa una variable. Sin embargo, cada variable cualitativa esta definida
por una submatriz de Z, que se denomina Z;, formada por los m; indicadores
asociados a las m; modalidades de dicha variable j, 7 = 1,...,pa. Luego esta
matriz Z no es de rango completo, lo cual es necesario para que su matriz de
productos cruzados sea invertible y se pueda calcular la matriz L,,.

Se define, por tanto, la matriz combinada Z,,;,, compuesta por la submatriz
correspondiente a las pg variables cuantitativas D,,-estandarizadas (Zg) y por los
indicadores D,,-centrados asociados a cada una de las modalidades del conjunto

de variables cualitativas (Z,):

Zmimnxh = [ZQnXpQ ” ZAnXm] ’

siendo m = ?ilmj el nimero total de modalidades de las p4 variables
cualitativas, con h = pg + m. Su rango v serfa como mucho, el minimo de n — 1
Yy PQ +m —pa.

El hecho de elegir los indicadores D,,-centrados tiene como objetivo encontrara
estimaciones de los marcadores de las modalidades de forma que sean los
centroides de los lugares en donde dicha modalidad esté presente.

Los elementos [i; de la matriz L, k = 1,...,q, j = pg + 1, ..., h, asociados

a las modalidades de las variables cualitativas, contienen la diferencia entre los
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totales de los elementos positivos y negativos de cada columna (especie) de Fy
considerando sélo los lugares donde la modalidad esté presente.

Para que la matriz de productos cruzados de Z,,;, sea invertible, es necesario
trabajar con su inversa generalizada. Realizando la descomposicién en valores
singulares de la matriz de productos cruzados Z . D, Z,.;. v operando sobre la

matriz de valores singulares, se obtiene la inversa generalizada de Penrose.

Es decir, si:

ZT

maix

D, Z, = FAFTu

tal que I''T" = I,, con A matriz diagonal conteniendo los autovalores en
orden decreciente, siendo v el rango de la matriz a descomponer. Y sea A~ la
matriz diagonal con los elementos no nulos iguales a las inversas de los respectivos
elementos no nulos de A. Por tanto, la inversaa generalizada de Penrose de la
matriz de productos cruzados es:

(2,

mix

D,Z,;,) =TAT' (3.31)
A partir de 3.31 se obtiene el valor de:

_q1/2
(Z3uDuZni)” | =T [A]

necesario para el calculo de L.

Una vez definida la inversa generalizada de la matriz de productos cruzados

y sutituyendo en 3.16 (ZT Danm)f1 por su equivalente definido en 3.31, y Z

mix
por Z,,.., se obtienen los marcadores de lugares y especies.

Para obtener los marcadores de las variables ambientales se debe premultipli-

car la descomposicién espectral de L, = KAY?T T por una matriz diagonal IN !
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formada por dos bloques:

Nl Ig 0
0 N;'
hxh
tal que,
_ . -1
NAlme = [dlag (Z:‘erannan]-nxl)] 5

con Z 4 matriz que contiene los indicadores sin centrar.
Las expresiones para los marcadores de las variables ambientales se calculan:

B=NYZ' D,Z..)"" KA

maix

siendo las coordenadas estandar,

B’=N"YZ| D.Z..)"*K.

maix

3.3.3. Interpretacion

La interpretacion conjunta de especies-lugares y especies-variables ambientales
se realiza a través de las proyecciones de los marcadores de una de las nubes de
puntos sobre la que se pretende relacionar. Esto se debe a que los conjuntos
de marcadores forman dos representaciones biplot superpuestas. Como se trabaja
sobre perfiles-lugares, la representacién biplot que se ajusta al objetivo de analizar
la distribucion de los lugares segtn su poblacién de especies, es la que representa
a los lugares y a las variables ambientales en coordenadas principales y a las
especies en coordenadas estandar.

El producto interno de los marcadores de especies y lugares permite recuperar
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los valores de los perfiles-lugares centrados (pj;,). Este valor es solamente una
aproximacion si solo se retienen los primeros ejes. La proyeccion de los marcadores
de especies sobre la recta que une el origen con cada uno de los marcadores lugares,
es proporcional a dicha aproximacion.

Por lo tanto, las especies proyectadas en el extremo positivo del eje
correspondiente a un determinado lugar, son especies con mayores incrementos
en probabilidad de tener en dicho lugar un valor de composicién relativa centrada
ajustada de importancia. Por el contrario, si esta proyeccién se sitia en el extremo
negativo, la probabilidad de tener en ese lugar tales valores es escasa o nula.

Dado que las relaciones entre ambos conjuntos de puntos se obtiene a través
de productos escalares, una especie puede estar situada lejos de un lugar en
términos de distancia Euclidea pero, debido a su proyeccién, ser de importancia
relativa en ese lugar. Lugares préoximos entre si, bien representados, indican que
su composicién, en cuanto a especies se refiere y ajustadas segun las variables
ambientales, es similar.

Por otro lado, el producto interno entre los marcadores de especies y variables
ambientales permiten recuperar los valores de la matriz L. Si se retienen soélo
los primeros ejes, esta afirmacién es aproximada, siendo este valor proporcional
a las proyecciones de los marcadores de especies (en coordenadas estdndar)
sobre la recta determinada por el vector que representa una variable ambiental
(en coordenadas principales). Por tanto, para cada especie se obtiene una
cuantificacion de la magnitud de las diferencias que existen en la variable
ambiental de referencia, entre los lugares con coberturas relativas fj; superiores
a la esperada si la distribucion de tal especie fuera al azar, de aquellas inferiores
a tal valor.

En este escalamiento condicional-lugar, los marcadores de lugares y variables

ambientales no conforman un biplot. Aun asi, la orientacién de cada vector que
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representa a una variable ambiental permite identificar las zonas (lugares) hacia

donde crecen los valores de dicha variable.

3.4. Analisis de Coinercia

Tanto el CCA como el CNCA tienen la desventaja de que necesitan que el
nimero de lugares de muestreo sea mayor que el nimero de variables analizadas.
Como alternativa a ambos métodos se presenta el COIA (Dolédec y Chessel,
1994). Esta técnica no tiene limitaciones en cuanto al ntimero de variables y
lugares de muestreo.

Diferentes estadisticos como la covarianza o el coeficiente de correlacion de
Pearson miden la relacién entre dos variables. El COIA (Dolédec y Chessel, 1994)
se basa en la definicion de un estadistico para medir dos o més grupos de variables.

Sea la informacion de ¢ especies y p variables ambientales cuantitativas

medidas sobre n lugares, expresada en las siguientes matrices:

= matriz Y, de orden n X ¢, cuyo elemento genérico y;r, 2 =1,....,nk =1,...,q,
contiene informacién de la k-ésima especie en el i-ésimo lugar. Cada lugar
puede ser representado como un punto en el espacio ¢-dimensional de las

especies;

» matriz Z, de orden n x p, cuyo elemento genérico z;;,7=1,...,n,5 =1, ..., p,
contiene el valor de la j-ésima variable ambiental cuantitativa en el i-ésimo
lugar. Cada lugar puede ser representado como un punto en el espacio de
p dimensiones donde los ejes representan a cada una de las p variables

ambientales.

Sea D,, = diag(fi, fa., ..., fn.) la matriz cuya diagonal contiene los pesos de los

lugares (se suponen iguales para ambas matrices), D, de orden grg una métrica
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en el espacio de las especies y D, de orden pxp una métrica en el espacio de
las variables, entonces la inercia de la nube de lugares alrededor del punto de

referencia (en el espacio de las variables) o es:

I, = Z fi I Zi |5, = traza(ZD,Z'D,,).

i=1

Los lugares se pueden proyectar sobre un vector D,-normado u y la inercia

proyectada se puede expresar como:

I(u) =u'D,Z"D,ZD,u

Consecuentemente, la intercia total se puede descomponer sobre un conjunto

de vectores D,-normados ortogonales uy:

p
I,=) I(w)=> u/D,Z"D,ZD,u; = Y | ZD,uy Ip, -

k=1 k=1 k=1

Si se calcula la inercia respecto del espacio de las especies, se tiene:

J, = traza(YD,Y'D,)

y puede ser descompuesta sobre un conjunto de vectores D, -normados

ortogonales vy.

La co-inercia es una medida global de la co-estructura de los lugares sobre
los espacios de las variables ambientales y las especies: es alto cuando las dos
estructuran varian simultaneamente y bajo cuando las dos estructuras varian

independientemente o cuando no varian. Su expresion es:
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Co—1= zp: > (w/D,Z'D,YD,v,)” = traza (Z'D,Z D, YD,Y'D,).
k=1 j=1d
Si las nubes de puntos estan centradas, la inercia es la suma de las varianzas
y la co-inercia la suma de los cuadrados de las covarianzas.
Basandose en el concepto de co-inercia, Chessel y Mercier, 1993; Dolédec
y Chessel, 1994 desarrollaron el andlisis de la Coinercia. Es una técnica que
descompone la co-inercia sobre un conjunto de vectores ortogonales. Se define
como el estudio de la tripleta (YTDnZ,Dp,Dq). El objetivo es encontrar un
vector v; en el espacio de las especies y un vector vy en el espacio de las variables
que tengan maxima co-inercia. Si las matrices Y y Z estan centradas, entonces
el COIA maximiza la covarianza al cuadrado entre la proyeccion de Y sobre vy

y la proyeccién de Z sobre uy:

cov® (ZDyu;, YD,v;) = corr? (ZD,u;, YD, v1) x var (ZDyu;) x var (YDgvy).

Para el estudio de la tripleta (Y'D,Z,D,,D,) se realiza la siguiente
descomposicion en valores singulares:
D{/*7Z'D,YD,Y'D,ZD!"? ~ K,A, K

donde K, de orden p X r cumple K,T K, =1.
A partir de esta expresion se obtienen los ejes de co-inercia Dy-normalizados

en el espacio de las variables ambientales:

v/ =D, PK,.
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Los ejes de co-inercia D,-normalizados en el espacio de las especies:

v =YD, ZD{"?K,A /2,
Las coordenadas para los lugares en cada uno de los espacios se obtienen:

= En el espacio de las variables:
XCora = ZD,vy
= En el espacio de las especies:
XgOIA - YDqV}«/-

En la figura 3.3 se muestra el esquema de este método.

Especies

Y

Variables

Lugares

Lugares

Eje 1 de co-inercia en el Eje 1 de co-inercia en el
\ espacio de las especies espacio de las variables [

Eje 1 Eje 1
Analisis matriz Y

Analisis matriz Z

<
Lol
Eje 1 de co-inercia en el |
espacio de las especies Correlacién
>
g D
E K
S &
§ Eje 1 de co-inercia en el

espacio de las variables

Varianza de Z

Figura 3.3: Esquema del anélisis de la Coinercia.

Esta técnica suele ser utilizada como alternativa al CCA o al CNCA en el caso
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de tener datos cuyo ntimero de variables excede al niimero de lugares analizados.
Estos datos cada vez son mas frecuentes sobretodo en campos como la genética y
la proteémica donde, sobre un conjunto muy pequeno de pacientes se han medido

cantidades elevadas de variables.

3.5. Bootstrap sobre Analisis Canénico de Co-

rrespondencias Simétrico y no Simétrico

Todos los métodos explicados anteriormente presentan los resultados obteni-
dos de una forma meramente descriptiva, sin proporcionar medidas que permitan
decidir sobre la precision de dichos resultados. Para ello, algunos autores pro-
ponen la utilizaciéon de la metodologia Bootstrap (Efron, 1979, 1987; Efron y
Tibshirani, 1993) explicada en la seccién 2.3 para estudiar dicha precisién. De es-
te modo, Meulman, 1982 propone volver a ejecutar en cada muestra bootstrap un
CA y poner todas las soluciones juntas. Greenacre, 1984 propuso usar las réplicas
como elementos suplementarios en el andlisis de la matriz original. Knox y Peet,
1989 aplican los métodos Bootstrap sobre el DCA. La estabilidad del NSCA se
ha estudiado también utilizando los métodos Bootstrap (Balbi, 1992). Markus
y Visser, 1992 aplican dichos métodos para generar regiones de confianza en el
MCA. Reiczigel, 1996 desarrollaron un test bootstrap para el CA que incluye la
construcciéon de intervalos de confianza. Lombardo y Ringrose, 2012; Lombardo
et al., 2012 proponen la construccion de regiones de confianza tanto para el NSCA
como para el CA clasico.

Con el fin de evaluar la precisién (expresada en términos de sesgo, error
estdndar e intervalos de confianza) de la informacién extraida de matrices de

datos utilizando el CCA en su versiones simétrica y no simétrica, se utilizaron los
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métodos Bootstrap (Efron, 1979, 1987; Efron y Tibshirani, 1993).

Para llevar a cabo este analisis se parte de la matriz Y de composicién de
especies. Hay que tener en cuenta que las unidades de remuestreo no son los
lugares sino cada individuo de cada especie que se ha contabilizado en cada uno
de los lugares de muestreo. Por lo tanto, el remuestreo se va a realizar manteniendo
fijo los marginales columna de la muestra original. Con los resultados obtenidos
a partir del remuestreo bootstrap, es posible construir intervalos de confianza
para cada parametro de interés. Se utilizan los intervalos bootstrap, basado en

percentiles y BCa (resumidos en la seccién 2.3).

3.6. Programa cncaGUI

Dado que el andlisis Canénico de Correspondencias no Simétrico no tiene
un software especifico para poder utilizarse se ha desarrollado en R (R-Team,
2014) una nueva interfaz grafica de usuario que permita el uso de dicha técnica y
ademas se incorpore la posibilidad de hacer inferencia de los resultados obtenidos
mediante los métodos Bootstrap descritos anteriormente. En la interfaz se han
incorporado también el CCA con su correspondiente versién inferencial y el COTA
como alternativa a ambos en el caso de tener mas variables que individuos aunque,
esta ultima unicamente se incorpora de un modo descriptivo para complementar
la utilidad de dicha interfaz.

El nuevo paquete implementado recibe el nombre de cncaGUI. Este paquete
estd disponible en http://cran.r-project.org/web/packages/cncaGUI. El
nombre se debe a las iniciales del andalisis Candnico de Correspondencias no
Simétrico (cnca) e Interfaz Grdfica de Usuario (GUI).

Al igual que en el caso del paquete descrito en el capitulo anterior, es necesario

bajar e instalar R desde la web cran.r-project.org. A continuacién hay que


http://cran.r-project.org/web/packages/cncaGUI
cran.r-project.org

186 Capitulo 3. Andlisis de pares de matrices con una dimension comun

descargar el paquete cncaGUI y sus dependencias que son los paquetes: rgl,
tcltk, tcltk2, tkrplot y shapes; (Adler y Murdoch, 2012; Dryden, 2014;
Grosjean, 2012; Tierney, 2012).

Para poder utilizar el paquete cncaGUI desde R, se debe introducir el comando
library(cncaGUI) en la consola de R. Una vez realizadas estas acciones, se deben
cargar los datos que se quiere analizar. Los datos necesarios para que la interfaz

funcione son:

= especies, matriz de datos que contiene la informacién de n lugares sobre

los que se han medido la abundancia de ¢ especies.

= variables, matriz de datos que contiene la informacién de los n lugares (los

mismos que la matriz de especies) sobre los que se han evaluado p variables.

Una vez cargados los datos, para que se muestre la ventana principal (figura

3.4) se debe introducir el comando cnca(especies,variables) en la consola.

800 \| Two Tables Analyses

7 Two Tables Analyses

: : . .| Canonical Correspondence Analysis (CCA)
Canonical Non-Symmetrical Correspondence Analysis (CNCA) - ysis {

Coinertia Analysis (COIA)
oK |

Figura 3.4: Ventana principal.

Esta ventana presenta tres radiobuttons que permiten elegir el analisis que se
va a utilizar sobre los datos introducidos: analisis Canénico de Correspondencias
no Simétrico, andlisis Canénico de Correspondencias Simétrico y anélisis de la
Coinercia.

Cuando se ha elegido el anélisis que se va a aplicar sobre los datos el programa

realiza las siguientes comprobaciones:
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= El usuario ha introducido dos matrices para analizar.
= El nimero de filas es igual para ambas matrices.

= En el caso de haber elegido CCA o CNCA, se comprueba que el ntimero
de filas es superior al nimero de columnas para ambas matrices. En caso

contrario se sugiere la utilizacion del COIA.

Dado que estas técnicas se pueden utilizar en otros contextos diferentes del
ecolégico, a continuacién se presenta una ventana (figura 3.5) que permite cambiar
la denominacién de lugares, especies y wvariables por las unidades que se estén
analizando ya que dichas etiquetas se utilizaran en los graficos y tablas que
resulten del andlisis. También es posible analizar datos que contengan variables
cualitativas. Para ello hay que indicar al programa si los datos contienen variables
cualitativas y en caso de tenerlas, cuantas variables son cuantitativas y cuantas
cualitativas. El programa elige por defecto las p4 primeras columnas como

cuantitativas y el resto como cualitativas.

800 '\ Enter names
Names for sites: Sites
Names for species: Species

Names for environmental v: Environmental v
Number of cuantitative variables: |6
Number of categorical variables: |0

0K

Figura 3.5: Ventana para cambio de denominacion.

Una vez que el usuario pulsa el botén OK aparece la ventana de opciones (figura
3.6).

En ella es posible:

= Elegir una transformacion previa a realizar sobre los datos originales:
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e 00 [X] Options
Transformations
[ Species Environmental v sites
[Arctiute [} Watcont Jaliso1 !
|Pard lugu ‘ ‘Jearsand 1s02 ]
Zora spin covmoss |03
ard.nigr Ligrefl |s0a
lpard.pul Falltwi |s05
‘!A”k’ albi | /||Coverher |~|[s06 Show axes
| oK I oK ‘ oK || show sites
B Graph size
Change label || \watcont Change label Change label | isroraiins
L Change size 7 naei 1 Change size Vertical [15
v Change symbol [ v Change symbol

Graph ‘

Figura 3.6: Ventana de opciones.

Restar la media global

Centrar por columnas

Estandarizar por columnas

Centrar por filas

Estandarizar por filas

Doble centrado

No realizar ninguna transformacién

Cambiar color, tamano, etiqueta y simbolo que van a representar a los

lugares en los graficos.

Cambiar color, tamano, etiqueta y simbolo que van a representar a las

especies en los graficos.

Cambiar color, tamano y etiqueta que van a representar a las variables en

los gréficos.
Mostrar los ejes de coordenadas en los graficos.
Representar en el grafico las coordenadas para los lugares.

Mostrar en el grafico las etiquetas correspondientes a los lugares en el caso

de que se haya elegido la opcion de representar los lugares.
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= Cambiar el tamano de las ventanas para que el programa se pueda utilizar

en diferentes tamanos de pantalla.

Una vez que se pulsa el botén Graph emerge una ventana (figura 3.7) que
contiene un diagrama de barras con el porcentaje de informacién que explica

cada eje.

e 00 \ Eigenvalues

0

el

=4

el

v

<

| I

o I . -

S

=3

0.54 03 0.1 0.03 0.02 0.01

Select the number of axes:|1 Choose

Figura 3.7: Ventana de barplot.

Una vez que se han introducido el ntmero de ejes necesarios, se pulsa el
botén Choose y aparece la ventana (figura 3.8) que contiene el grafico con
las coordenadas para especies y variables ambientales sobre las dos primeras
dimensiones si se ha elegido CCA o CNCA o las coordenadas de los lugares en el
espacio de las variables y de las especies superpuestos sobre el mismo grafico en

el que cada par de coordenadas esta unido por una flecha.
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800 [\| Graph
File 3D Projections Bootstrap Options
Graph
o Parg.pull
< Pardﬂ_nomﬁ
Coverher I};{e
AN
N\
i \
- Pard.nigr \ / Cowmoss
5 N\ /
° \ Y
Select X, Y and Z axes numbers Aul&a\b\\\ S
1 M ArcHUk ///' Alopsacce
. 2 Alopelipe”™” ———Barsand
2 M Wateor——Zor@spn /
(Z00m] = / Arckperi Alopyfabr
X |034 =] /
— /
+X 033 S /
¥ |-031 7 /
+Y 022 /
Refresh /
o /
< Falftwi
! Trog.terr
@
< Parcklugu

-03 -02 -0.1 0.0 0.1 0.2 03

53.82%

Figura 3.8: Ventana que muestra la representacion de las coordenadas obtenidas
mediante el método elegido en dos dimensiones.

En esta ventana se pueden ver dos partes y varios ments que cambian segin
el andlisis elegido en la primera ventana. En la parte de la derecha se puede
observar la representacion grafica de las coordenadas para especies y variables
ambientales. En este grafico es posible mover las etiquetas de los puntos con el
botén izquierdo del ratén y se pueden cambiar las caracteristicas graficas de los
puntos con el boton derecho del ratéon. En la parte izquierda se dispone de tres
listbox que sirven para elegir la dimensién que se quiere ver en cada grafico (2 y
3 dimensiones); cuatro textbox que sirven para elegir los limites de los ejes z e y
para ver una zona del grafico con mas detalle o menos y un botén Refresh que
es necesario pulsar para que sea efectivo el cambio de los anteriores elementos.

Los ments de la parte superior dependen del andlisis elegido. Si los métodos
que se estan utilizando son el CCA o el CNCA los menus y sus respectivos

submenus son los siguientes:
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s File

e Copy image
e Save image

o PDF file
o Eps file

o Png file
o Jpg/Jpeg file

o Exit
= 3D

e 3D
= Projections

e Species
e Sites

e Back to original data
= Bootstrap

e Bootstrap
= Options

e Change title
e Show/Hide axes
e Show/Hide Sites

e Show/Hide labels for Sites
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El primero de ellos permite copiar la imagen al portapapeles, guardarla en
varios tipos de formato y salir del programa. El siguiente es el meni que permite
mostrar el grafico en 3 dimensiones. En el caso en que se hayan retenido mas de
tres ejes, se mostraran los ejes que se hayan elegido en los listbox de la ventana
de grafico. En este grafico es posible rotar la imagen con el botén izquierdo del
raton y ampliar o disminuir la imagen con el botén derecho del ratén. El tercer
menu que se encuentra disponible sirve para proyectar los puntos que representan
a los lugares o a las especies sobre una determinada variable. Si se elige el
submenui Species se presenta una ventana con el listado de las variables que
estan siendo analizadas, al elegir una de ellas y pulsar el botén 0K, se muestran
en el grafico las proyecciones de las especies sobre dicha variable. Si se elige la
opcion Sites aparece la misma ventana pero se proyectan los lugares sobre la
variable seleccionada. Esta opcion sélo funciona si se tiene habilitada la opcién
de ver los lugares en el grafico de dos dimensiones. Si lo que se desea es volver al
grafico anterior se elige el submeni Back to original graph. El siguiente ment
es el relativo al andlisis inferencial a través de la metodogolia Bootstrap. Cuando
se pulsa sobre el submenti Bootstrap emerge una ventana (figura 3.9) para elegir
los parametros para los que se quieren medidas de precisién, el niimero de réplicas
bootstrap para generar dichos resultados y el nivel de confianza con los que se
van a calcular los intervalos de confianza que se presentan. Esta opcion genera
graficos que contienen los histogramas y los gréaficos de normalidad de cada uno
de los parametros elegidos. Se guardan en formato .eps y en .pdf y en la ventana
es posible elegir si se generan en blanco y negro o en color.

En el caso de haber optado por el COIA los mentus disponibles son los

siguientes:
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e OO0 '\| Bootstrap
BOOTSTRAP

Calculate confidence intervals for:

E— [ -Contributions to factor of Sites
Numf ere resan:ples [1000 [~ -Contributions to factor of Species

i 95 . . . . .
S enEellErE - [ [~ -Proportion of inertia explained (projected space)

Save files as: [~ -Proportion of inertia explained (original space)
C°'°f_ pdf C°'°f_ EHp [~ -Relative contribution of each factor to Sites respect to projected space
Black anc;.white pdf | Black anc;.white eps r -Relatfve contr?butfon of each factor to Sites-respect to origina‘I space
~ ~ [~ -Relative contribution of each factor to Species respect to projected space
= [T -Relative contribution of each factor to Species respect to original space
[~ -Eigenvalues
ok |

Figura 3.9: Ventana para el analisis Bootstrap.

n File

e Copy image
e Save image

o PDF file
o Eps file

o Png file
o Jpg/Jpeg file

o Exit

= 3D

e 3D

= COIA

e Show all graphs
e Sites graph

e Species graph
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e Environmental variables graph
e Species axes

e Enviromental variables axes
= Options

e Change title

e Show/Hide axes

Los distintos subments del mend COIA muestran:

Sites graph. Se muestra el grafico con la superposiciéon de las coordenadas

para los lugares en el espacio de las especies y en el de las variables.
= Species graph. Se muestra el grafico con las coordenadas para las especies.

= Environmental variables graph. Se muestra el grafico con las coordenadas

para las variables.

= Species axes. Se muestra el circulo unidad con la correlacién de las especies

con los ejes.

s Enviromental variables axes. Se muestra el circulo unidad con la correlacién

de las variables con los ejes.

= Show all graphs. Aparece una ventana nueva en la que se muestran todos

los graficos anteriores.

Junto a esta ventana emerge un archivo de texto con los resultados del analisis
elegido (coordenadas, bondad de ajuste, contribuciones de los elementos a los

factores y de los factores a los elementos, inercia absorbida por cada eje y valores

propios).
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En cuanto a los resultados bootstrap, aparece otro archivo que muestra para
cada parametro elegido el valor observado, la media calculada a partir de los
valores del parametro en cada remuestreo, la desviacion estandar, el sesgo y los
extremos inferior y superior de los intervalos de confianza t-bootstrap, percentiles
y BCa descritos en la seccién 2.3.2.

Estos dos archivos de texto se guardan automaticamente en el directorio en el
que se encuentre el usuario asi como todos las figuras que contienen histogramas
y graficos de normalidad de los parametros seleccionados en la pantalla principal.

Ademas, el programa muestra tres graficos donde aparecen representadas
todas las coordenadas de las variables, de las especies y de los lugares que se
han calculado a partir de las muestras bootstrap. Para ello se han realizado
rotaciones Procrustes con el objetivo de poder evaluar las similitudes y diferencias
de las configuraciones obtenidas para variables, especies y lugares. Cada grupo
de coordenadas que representan a la misma variable se muestra en el mismo color

y se encuentra encerrado bajo una linea poligonal cerrada (convex hull).

3.7. Aplicacién a Datos

Para ilustrar el manejo del programa y la interpretacion de los resultados se
va a realizar un ejemplo con unos datos reales. Los datos utilizados contienen
informacion de 12 especies de aranas recogidas en trampas en una zona dunar

holandesa (Ter Braak, 1986). Las especies son:

Alop acce. Alopecosa accentuata.

Alop cune. Alopecosa cuneata.

Alop fabr. Alopecosa fabrilis.

Arct lute. Arctosa lutetiana.
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= Arct peri. Arctosa perita.

s Aulo albi. Aulonia albimana.

» Pard lugu. Pardosa lugubris.

s Pard mont. Pardosa monticola.

= Pard nigr. Pardosa nigriceps.

= Pard pull. Pardosa pullata.

m Troc terr. Trochosa terricola.

= Zora spin. Zora spinimana.

Las muestras han sido recogidas sobre 28 puntos de muestreo. Sobre estos

mismos puntos se han medido las siguientes variables:

Water content. Porcentaje de masa seca del suelo.

Bare sand. Porcentaje de cobertura de arena.

Fallen twigs. Porcentaje de cobertura de hojas y ramas caidas.

= Cover moss. Porcentaje de cobertura de la capa de musgo.

Cover herbs. Porcentaje de cobertura de la capa de hierba.

Light refl. Reflejo de la superficie con cielo despejado.

Por lo tanto, se disponde de dos matrices que comparten la dimension relativa
a los lugares de muestreo que tienen dimensiones 28 x 12 y 28 X 6 respectivamente.
Como ilustracion de la utilizacion del programa y por ser una técnica menos

conocida, se va a aplicar un CNCA a los datos. Se estandarizan las variables por
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columnas y se retienen tres ejes. En la tabla 3.3 se muestran los valores propios,
la variabilidad explicada por cada eje y la acumulada para el espacio proyectado.
En ella se puede observar que los tres primeros ejes explican el 95,65 % de la

variabilidad total.

No. Valor Propio Variabilidad Variabilidad Acumulada

1 0.186 60.76 60.76
2 0.120 25.06 85.82
3 0.075 9.83 95.65

Tabla 3.3: Valores propios y variabilidad explicada ( %) y acumulada para los tres
primeros ejes retenidos. Espacio Projectado.

Esta informacion también se encuentra disponible para el espacio original
(tabla 3.4) observandose como la variabilidad explicada es mucho mayor en el

espacio proyectado ya que en el original los tres primeros ejes sélo explican un

63,06 %.
No. Variabilidad Variabilidad Acumulada
1 40.06 40.06
2 16.52 56.58
3 6.48 63.06

Tabla 3.4: Variabilidad explicada (%) y acumulada para los tres primeros ejes
retenidos. Espacio Original.

La interfaz también nos ofrece las contribuciones de los lugares y de las
especies a la conformacién de los ejes factoriales (expresadas en tanto por mil).
Estas contribuciones sirven para saber cuales son los elementos que tienen mayor
influencia en la direccién de los ejes factoriales. Dichas cantidades se encuentran
en el apéndice A. Como se puede observar para los lugares, en general, dichas
contribuciones estan repartidas entre todos los lugares. Esto significa que todos
los lugares contribuyen de una manera similar a la conformacion de los tres ejes
factoriales considerados a excepcion de los casos s14 y s07 para el segundo eje y

s25 para el tercero ya que sus contribuciones son mas elevadas que las del resto.
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Respecto a las especies, se aprecia que la que més contribuye a la orientacién
del primer eje es Trochosa terricola con una contribucion del 237,08. También
contribuyen a dicho eje las especies Alopecosa accentuata, Alopecosa fabrilis y
Pardosa monticola. Las especies que mas influencia tienes en la conformacion del
segundo eje factorial son Pardosa lugubris (304,44) y Pardosa pullata (281,14).
Para el tercer eje, las especies mas importantes en su direccion son Pardosa
Monticola, Alopecosa fabrilis y Pardosa nigriceps con contribuciones de 465,27,

165,77 y 114,62 respectivamente.

También es posible analizar las contribuciones de los factores retenidos a cada
uno de los elementos (lugares y especies) tanto en el espacio proyectado como en
el original. Como en el caso anterior, el programa las proporciona expresadas en

tanto por mil.

En el apéndice A se presentan las contribuciones de los factores a los lugares en
el espacio proyectado. Las contribuciones de los tres ejes factoriales considerados
a cada uno de los lugares es superior a 900 excepto para s06 y s13 que tienen
contribuciones de 690,43 y 847,91 respectivamente, lo que nos permite afirmar
que las contribuciones son muy buenas. Se observa ademds, que la mayoria de
los lugares tienen su mayor contribucién proveniente del primer eje; sélamente un
grupo muy pequeno de ellos recibe su mayor aporte del segundo eje y un tnico

caso del tercer eje.

En el apéndice A también se pueden consultar las contribuciones de los factores
a los lugares si se considera el espacio original. Se puede ver que las contribuciones
de los ejes a cada lugar son buenas aunque menos que en el espacio proyectado
ya que unicamente el 39 % de los lugares tienen una contribucién total de los tres
ejes superior a 900. En este caso, se sigue observando que la mayor parte de la

contribucion proviene del primer eje retenido.
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Las contribuciones de los tres primeros ejes a las especies en el espacio
proyectado se pueden observar en la tabla 3.5. Analizando la suma de las
contribuciones de los tres primeros factores a la representacion de cada especie, se
puede ver que dos terceras partes tienen una contribucion total de mas de 900. El
resto, aunque no llegan a ser tan altas, se pueden considerar buenas al no bajar
ninguna de 500. Si se observa eje a eje, la mitad de las especies tiene su mayor
contribucion procedente del primer eje; un grupo muy reducido del segundo eje
ninguna de ellas del tercero, con lo cual se deduce que las especies estan bien

representadas en el plano factorial 1 — 2.

Elemento Eje 1 Eje 2 Eje 3
Arct.lute 157.71 497.94 173.94
Pard.lugu  402.81 535.43  44.16
Zora.spin  603.27  44.16  97.75
Pard.nigr  255.91 488.68 225.45
Pard.pull 130.98 831.45 0.76
Aulo.albi 256.55  405.54 33.12
Troc.terr 875.60  92.20 17.14
Alop.cune  310.63 6.58 202.05
Pard.mont 568.65 105.95 301.66
Alop.acce  924.11  38.05 6.24
Alop.fabr 72247 148.72 117.65
Arct.peri 604.10 236.06 135.84

Tabla 3.5: Contribuciones relativas de los primeros tres factores a las especies.
Espacio Proyectado.

En cuanto a las contribuciones de los factores a las especies en el espacio
original, presentadas en la tabla 3.6, cabe destacar que las contribuciones totales
de los tres ejes es mucho mas baja que cuando se trata del espacio proyectado. La
mayoria de las especies presenta una mayor contribucion procedente del primer

eje, al igual que se observé en el espacio proyectado.
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Elemento Eje 1 Eje 2 Eje 3
Arct.lute 99.18 265.30 108.32
Pard.lugu  228.68 489.46 114.79
Zora.spin  569.66  19.71  52.65
Pard.nigr  213.36 443.31 137.96
Pard.pull 179.39 625.09  84.67
Aulo.albi 184.14 31291  99.34
Troc.terr 647.11 162.46  70.38
Alop.cune 11094  46.80 136.56
Pard.mont 424.42 132.55 429.33
Alop.acce  834.49  43.02 5.21
Alop.fabr  570.13 208.43 143.98
Arct.peri 294.79 193.47 230.52

Tabla 3.6: Contribuciones relativas de los primeros tres factores a las especies.
Espacio Original.

A continuaciéon se muestra el grafico donde se representan los lugares y
las especies mediante puntos y las variables ambientales mediante vectores
(Figura 3.10). Observando dicho grafico y las contribuciones de las especies a
la conformacion de los ejes factoriales se puede ver que el eje 1 esta caracterizado
por la presencia de Pardosa monticola, Alopecosa accentuata y Alopecosa frabilis
en el lado positivo y por Trochosa terricola en su lado negativo. En cuanto
al eje 2, las especies Pardosa lugubris y Pardosa pullata caracterizan la parte
positiva y negativa respectivamente. Si se tiene en cuenta las variables ambientales
representadas, se puede considerar que el eje 1 diferencia entre zonas hiimedas con
alto portentaje de arena y musgo y que tienen mejor reflejo con cielo despejado.
El eje 2 diferencia zonas con alta cobertura de hierbas. Respecto a las variables, se
observa un gradiente respecto del eje 1 que de izquierda a derecha, va de lugares
secos, con alto porcentaje de follaje y bajo porcentaje de arena y musgo a lugares
mas htmedos con mayor cobertura de arena, musgo y mejor reflejo con cielo

despejado.
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Figura 3.10: Gréafico que muestra la representacion de los datos en las dos primeras
dimensiones.

Una vez analizadas las estimaciones puntuales de los parametros calculados
para el CNCA, se analizan los resultados provenientes de la version inferencial
que se ha desarrollado en el presente capitulo para dicho analisis. Dicha
version, realizada a partir del remuestreo Bootstrap, ofrece, para cada uno de
los parametros explicados anteriormente, informacion acerca del valor puntual
obtenido mediante la muestra original para el pardmetro considerado, la media
de todos los valores obtenidos en cada remuestreo, el sesgo entre el valor observado
y dicha media, la desvicacion estandar y los intervalos de confianza t-bootstrap,
percentiles y BCa calculados segin se explicé en la seccion 2.3.2. Dichos calculos

se realizaron a partir de 1000 muestras y con un nivel de confianza del 95 %.
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En primer lugar, se van a analizar los resultados obtenidos para los valores
propios (tabla 3.7). Se observa que las medias de los 1000 valores obtenidos a
partir de las muestras extraidas y los valores observados muestran unas diferencias
muy pequenas. El error estandar para los 6 valores propios es menor que 0,01 en
todos los casos y los sesgos son inferiores a 0,02. Al fijarse en la amplitud de los
tres tipos de intervalos de confianza, se puede ver que la méxima se alcanza para
el valor propio 1 en los intervalos t-bootstrap y percentiles con un valor de 0,05,
dicha amplitud también se observa para el valor propio 3 en los mismos tipos de
intervalos. También se puede apreciar que, para cada valor propio, el intervalo

con menor amplitud es el BCa.

V. Media SE Sesgo t-b inf t-b perc perc BCa BCa

Obs sup inf sup inf sup

1 0.19 0.19 0.01 0.00 0.17 0.21 0.17 0.21 0.16 0.20
2 0.12 0.13 0.01 0.01 0.11 0.14 0.11 0.14 0.10 0.13
3 0.08 0.08 0.01 0.01 0.06 0.11 0.06 0.11 0.06 0.09
4 0.04 0.06 0.01 0.02 0.04 0.07 0.04 0.07 0.03 0.04
5 0.03 0.04 0.01 0.01 0.02 0.05 0.02 0.05 0.02 0.03
6 0.02 0.02 0.01 0.01 0.01 0.04 0.01 0.04 0.01 0.02

Tabla 3.7: Resultados bootstrap para valores propios.

Continuando con el andlisis inferencial de los valores propios, se muestran
en la figura 3.11 los histogramas y los gréficos de normalidad. Dichos graficos
se construyen a partir de los valores calculados utilizando las 1000 submuestras
extraidas mediante remuestreo Bootstrap. En los histogramas se muestran, a su
vez, los valores observados y la media calculada a partir de las réplicas bootstrap
mediante una linea roja discontinua y una linea azul continua respectivamente.
Segun se observa en los gréficos, las lineas descritas anteriormente se encuentran
proximas para los seis valores propios y los graficos de normalidad muestran que
los valores calculados a partir del remuestreo siguen una distribuciéon normal.

Esto indica que los valores propios se mantienen estables para estos datos.
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Figura 3.11: Histogramas y graficos de normalidad para los valores propios.

En la tabla 3.8, se muestran los resultados inferenciales para la proporcién
de inercia absorbida por cada uno de los tres ejes retenidos referidos al espacio
proyectado. Para estos parametros se tiene que las medias de las cantidades
obtenidas mediante el remuestreo difieren un poco de los valores observados.
Aunque es necesario tener en cuenta que estas cantidades estan multiplicadas por
mil, hecho por el cual dichas diferencias resultan mucho mayores a primera vista.
Por lo tanto, los sesgos obtenidos son pequenos asi como los errores estandar.
Si se observa la amplitud de los intervalos de confianza pero teniendo en cuenta
el valor original, es decir, dividiendo cada cantidad por 1000, se puede apreciar
que todas son inferiores a 0,15 lo que se traduce en una gran estabilidad para

dichos parametros. Al igual que sucedia en el caso de los valores propios, el tipo
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de intervalo que presenta una menor amplitud para cada uno de los ejes es el
BCa. En la figura 3.12 se muestran los histogramas y los graficos de normalidad

para dichas proporciones.

V. Media SE Sesgo t-b inf t-b perc perc BCa BCa

Obs sup inf sup inf sup

E.1 607.62  562.92 35.39 -44.70 493.46  632.37 497.82 631.85  583.41 706.95
E.2  250.55  244.00 27.51 -6.55 190.01 297.99 192.88  300.89  205.96  313.12
E.3 98.28 111.66 26.26 13.38 60.14  163.18 65.68 167.60 51.32 139.03

Tabla 3.8: Resultados bootstrap para la inercia absorbida por cada eje en el
espacio proyectado.
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Figura 3.12: Histogramas y graficos de normalidad para la proporcién de inercia
explicada por cada eje en el espacio proyectado.

En el apéndice A se muestran los resultados para las contribuciones de las
especies y los lugares a la conformacién de los ejes factoriales, asi como la
contribucién de los ejes factoriales a cada uno de los elementos (lugares y especies)
tanto en el espacio proyectado como en el original. Teniendo en cuenta, como en el
caso anterior, que las cantidades estan multiplicadas por 1000, los sesgos entre los
valores observados y las medias obtenidas a partir de las muestras bootstrap son
muy pequenos para las contribuciones tanto de los lugares como de las variables
a la conformacion de los ejes factoriales. Sélamente en 26 pardmetros se supera
el 0,01. Sin embargo, aunque en media no difieran mucho, se puede observar

que la amplitud de los intervalos de confianza es notable en algunos casos. Este
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hecho indica que las contribuciones de los elementos a la direccién de los ejes
no es tan estable como los parametros estudiados anteriormente. En cuanto
a las contribuciones de los ejes factoriales a los elementos (lugares y especies)
tanto en el espacio proyectado como en el original, se observa también que los
sesgos no superan el 0,1 en el 84 % de los parametros analizados. Aunque, como
sucedia con las contribuciones de los elementos a la conformacién de los ejes
factoriales, la diferencia entre los extremos superior e inferior de los intervalos
de confianza indican una estabilidad leve. Cabe destacar, que la mayoria de
los extremos inferiores calculados mediante el método t-bootstrap son negativos
para las contribuciones. Este suceso hace pensar que este método no es adecuado
para estos parametros ya que las contribuciones nunca son negativas y por esto,
dicho método nos proporciona unos resultados irreales. Por 1ltimo, un aspecto
importante a tener en cuenta es cuando el programa no proporciona intervalos
de confianza para el tipo BCa. En vez de disponer de los extremos inferior y
superior, aparece NA. Esto es debido a que los valores de dicho parametro para
cada remuestreo son todos menores que el valor observado y no se puede calcular
el intervalo BCa bajo esas caracteristicas. En estos casos, se deduce que el valor
observado para la muestra original no es muy representativo y la estabilidad para
dicho pardmetro seria mala. Por motivos de espacio no se incluyen los histogramas
y los graficos de normalidad para las contribuciones.

Por tltimo, se presentan tres graficos (figura 3.13). En cada uno de ellos se
representan el conjunto de variables ambientales, el conjunto de especies y el de
lugares. Para cada uno de ellos, se muestran las 1000 coordenadas que se han
calculado para cada submuestra extraida mediante el método Bootstrap. Cada
grupo de coordenadas referidas al mismo elemento se representa con el mismo
color y delimitados por un poligono envolvente. Como se puede observar, las

variables tienen una zona de presencia muy compacta que indica que este conjunto
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de elementos es estable. Respecto a especies y lugares, las zonas de cada uno son
mas extensas y se solapan pero se sigue apreciando estabilidad. El solapamiento
se debe principalmente a la cercania de los puntos en si que se pude observar en

el grafico resultante del anélisis de la muestra original.
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Figura 3.13: Coordenadas de variables, especies y lugares para las 1000
submuestras seleccionadas mediante Bootstrap.

Resumiendo, en el presente capitulo se ha realizado una revision bibliogréafica
de las técnicas desarrolladas para el analisis de dos matrices de datos que tienen

una via comun; se han explicado los principales aspectos tedricos del CCA, CNCA
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y COIA con objeto de presentar posteriormente un software que permita la
utilizaciéon de dichos métodos; se ha presentado una version inferencial basada
en la metodologia Bootstrap del CCA y del CNCA que puede ser utilizada desde
el propio software y por tultimo se ha ejecutado el programa con unos datos
de prueba para poder explicar la interpretacion de los resultados obtenidos. El
siguiente paso que cabe esperar es como se desarrolla una version inferencial en

el contexto de tres vias. Este tema se abordara en el siguiente capitulo.






Capitulo 4

BIPLOT MULTIPLES



210 Capitulo 4. Biplot Multiples




.1. Introduccion 211
4

4.1. Introducciéon

En los capitulos anteriores se han presentado versiones inferenciales de
métodos para analizar matrices de dos vias y pares de matrices que comparten una
via. El paso siguiente es poder proporcionar versiones inferenciales en el contexto
del andlisis de tres vias. En primer lugar se realiza una revision de los principales
métodos que permiten analizar este tipo de datos.

Los métodos cléasicos de analisis multivariante como el andlisis de Compo-
nentes Principales o el andlisis Factorial nos permiten estudiar las interrelaciones
entre un conjunto de individuos y un conjunto de variables, es decir, trabajan con
datos de dos vias. Cuando estas relaciones estan capturadas en diferentes con-
diciones experimentales o en diferentes periodos de tiempo, para cada condicién
o cada periodo tenemos una matriz de dos vias, con lo cual, la informacion se
muestra en varias matrices que contienen medidas de un conjunto de variables
sobre un conjunto de individuos. Es decir, cada observacion se crea a partir de
tres vias: individuos, variables y condiciones. Los datos de conjuntos multiples
(Kiers, 1988, 1991) son un caso particular de los datos de tres vias, en ellos se
tiene informacién en los que una de las vias, combina varios conjuntos, es decir,
cuando una de las vias no esta totalmente cruzada. En presencia de este tipo de

informacion, el investigador se hace varias preguntas:

= ; Es posibe identificar una estructua espacial o temporal comiin para todos

los datos?

= ;Es dicha estructura homogénea en todas las condiciones o a lo largo del

tiempo?

» ; Existe un comportamiento diferente de los individuos?
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= ;Dicho comportamiento se mantiene en las diferentes condiciones o a lo

largo del tiempo?

Para responder a estas preguntas se han desarrollado algunos métodos que
analizan este tipo de datos. Entre ellos se encuentran: la Structuration de
Tableaux A Trois Indices de la Statistique (STATIS) y STATIS dual (L’'Hermier
des Plantes, 1976); el andlisis Factorial Multiple (MFA) (Escoufier y Pages, 1984)
y (Escoufier y Pages, 1990) y el MFA dual (Lé y Pages, 2007) entre otros.
El objetivo de estos métodos es encontrar un espacio de representacién comun
(consenso o compromiso) para los elementos (filas y columnas) de las diferentes
matrices, y por lo tanto, intentan capturar la parte estable de las relaciones entre
ellos.

Los desarrollos en la linea del STATIS se pueden clasificar de cuatro formas

segun se expuso en Vicente-Galindo, 2013:

1. De acuerdo a los datos de partida: Cuando cada matriz de datos contiene
informaciéon del mismo conjunto de individuos medidos sobre el mismo
conjunto de variables en diferentes condiciones o en diferentes momentos
del tiempo, se utiliza el X-STATIS o andlisis Triddico Parcial (PTA)
(Jaffrenou, 1978). En este caso se trabaja con matrices de datos en lugar
de operadores. Si los operadores que se quieren integrar son matrices
de covarianzas sobre los mismos individuos, el método es conocido como
COVSTATIS (Thioulouse, 2011). Si lo que se pretende es integrar varias
matrices de distancias definidas sobre el mismo conjunto de individuos, la
técnica utilizada se denomina DISTATIS (Abdi et al., 2007) y puede ser
vista como la versién para tres vias del Multidimensional Scaling. Si lo que
se quiere analizar son datos de tipo intervalo, el método propuesto es el

INTERSTATIS (Corrales y Rodriguez, 2014).
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2. De acuerdo a los pesos asignados a cada matriz cuando se construye
la matriz consenso o compromiso: Benasseni y Bennani-Dosse, 2012
denominan Power-Statis a una versién del STATIS cuando el peso asignado
a cada matriz difiere del original definido por LL’Hermier des Plantes, 1976;
ANISOSTATIS, extiende el STATIS para otorgar pesos especificos a cada
variables en lugar de para cada matriz de dos vias completa (Abdi et al.,

2012).

3. Si se tiene en cuenta informacién externa: K + 1 STATIS (Sauzay et al.,
2006) analiza las relaciones de K tablas con otra que contiene la informacién
externa. Sabatier y Vivien, 2008 extienden el K+1 STATIS y proponen
el STATIS-4. En el caso de que la informacion de partida tenga una
estructura predefinida de grupo, Vallejo-Arboleda et al., 2006 desarrollaron
el CANOSTATIS.

4. Si disponemos de matrices pareadas en cada situacion o condicién: el
STATICO (STATIS y Coinercia, Simier et al., 1999; Thioulouse et al.,
2004) y mas recientemente el COSTATIS (Coinercia y STATIS, Thioulouse,
2011), son una opcién interesante que permiten estudiar las co-estructuras

existentes en los datos.

Analizando el software disponible para poder utilizar dichos métodos,
haciendo especial incapié en lo referente al entorno R encontramos: En el
paquete aded (Chessel et al., 2004); (Dray y Dufour, 2007); (Dray et al., 2007);
(Thioulouse y Dray, 2007) y (Chessel et al., 2013), se pueden ejecutar los métodos
STATIS, STATIS dual, PTA, STATICO y COSTATIS. En el paquete DistatisR
(Beaton et al., 2013) el investigador puede ejecutar los métodos COVSTATIS
y DISTATIS. STATIS, STATIS dual, PTA, K+1 STATIS, CANOSTATIS y

ANISOSTATIS se pueden encontrar en el paquete MExPosition (Chin Fatt



214 Capitulo 4. Biplot Multiples

et al., 2013). Vicente-Villardén, 2003 ha implementado en el software comercial
MatLab (www.mathworks.com/products/matlab) un programa para realizar
andlisis multivariante llamado multBiplot en el cual es posible utilizar el método
CANOSTATIS.

Desarrollos recientes en la linea del MFA son el HMFA (andlisis Factorial
Multiple Jerarquico), propuesto como una extensiéon del MFA en el que las
variables estén estructuradas de acuerdo a una jerarquia (Le Dien y Pages, 2003);
cuando un conjunto de individuos es descrito por un conjunto de variables que
pueden ser continuas y/o categdricas, el andlisis propuesto es un caso particular
del MFA llamado andlisis Factorial de datos mixtos (Bécue-Bertaut y Pages,
2008); si lo que se pretende analizar son tablas de contingencia miiltiples, el
método propuesto se denomina MFACT (Bécue-Bertaut y Pages, 2004).

Estos métodos pueden ser utilizados a través del paquete FactomineR (Husson
et al., 2012; Lé et al., 2008) entre otros.

Sin embargo, estos métodos no obtienen un espacio de representacion comun
tanto para individuos como para variables. Para resolver este problema, estas
técnicas eligen la via que tenga la representacion 6ptima y las otras vias se
muestran como elementos suplementarios. Aunque el propésito de estos métodos
es el mismo, los resultados difieren en la ponderacién utilizada en cada uno
de ellos. Los pesos en el MFA se calculan para hacer que el primer eje sea
la unidad permitiendo relativizar la inercia del resto de ejes respecto de uno.
Esto tiene como resultado que las ponderaciones en este método mantienen la
multidimensionalidad presente en los datos. En el STATIS, los pesos estan ligados
al coeficiente RV, por lo tanto, si un grupo de variables tiene una baja correlacién
con el resto de grupos, esas variables estaran penalizadas al conformar el espacio
compromiso. El resto de diferencias entre STATIS y MFA estan explicados en

Pages, 1996.
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Otro método utilizado para analizar este tipo de datos es el Metabiplot
(Martin-Rodriguez et al., 2002). Este método presenta la ventaja respecto del
MFA de que, aunque las direcciones principales no se muestren en el mismo
orden, si son similares se pueden capturar en la solucién.

Sin embargo, estas técnicas sélo muestran la parte estable de las relaciones
entre las matrices, sin capturar las interacciones o las diferencias. Los métodos
basados en los modelos TUCKER (Tucker, 1966) capturan esta informacién a
través de la ”Core matrix” y los Biplots conjuntos relacionados. Recientemente,
se ha desarrollado un nuevo método que combina el andlisis de la Coinercia
(Dolédec y Chessel, 1994) y el modelo TUCKERS3 para analizar pares de k-tablas
y capturar la parte no estable de la informacién (interacciones). Esta propuesta
se ha denominado CO-TUCKER (Mendes, 2011).

Teniendo en cuenta las ventajas y desventajas de los métodos mencionados
anteriormente, se desarrollaron los métodos Biplot Miiltiples (Baccala, 2004)
basados en las ponderaciones del MFA y las ventajas de las representaciones
Biplot (Gabriel, 1971; Galindo, 1986). A continuacién se presentan los aspectos

tedricos maés relevantes de dichos métodos.

4.2. Biplot Maultiples

Los Biplot Muiltiples fueron introducidos por Nora Baccald en su tesis
”Contribuciones al analisis de matrices de datos multivia: Tipologia de las
variables“ (Baccald, 2004). Pueden ser utilizados en las dos situaciones en que se

pueden presentar los datos de conjuntos multiples:

= Varios conjuntos de individuos sobre los que se observa un tinico conjunto

de variables.
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= Varios conjuntos de variables observadas sobre un unico conjunto de

individuos.

En ambas situaciones se propone una solucion, de acuerdo a que el objetivo

perseguido sea:

1. Aproximar los datos originales.

2. Obtener una O6ptima calidad de representacion conjunta tanto de los

individuos como de las variables.

4.3. Varios conjuntos de individuos sobre un
mismo conjunto de variables

Sea X la matriz que contiene la informacién de las 7" tablas originales que se

quieren analizar, concatenadas por columnas (4.1).

1 ... J
1
X,
I
1
X = (4.1)
X
I
1
Xr
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Siendo:
X: tabla completa de orden (I x J), de término general z;;, con i = 1,..., I,
j=1,..,J.

X;: t-ésima tabla, de término general xgj, coni=1,..,1; ; 7=1,....J. Es

t

;; valor de la j-ésima variable para el i-ésimo individuo en la tabla X;.

decir: z
I;: conjunto de individuos de la ¢-ésima tabla ¢ t-ésimo grupo de individuos.

I: conjunto de individuos o el nimero total de individuos, por tanto

T

I:th

t=1

J: conjunto de variables.
I, I, T, J representan conjuntos y son cardinales.

El método se desarrolla en cinco etapas, que se describen a continuacién.

4.3.1. Primera Etapa: Estandarizacién por columnas de

la tabla X.

Se estandarizan los valores de cada variable de la tabla X utilizando:
Z; Media de la variable j en la tabla ¢, y

I P . .y /- : .
SD(j) = %ﬂm la desviacion tipica de la variable j en la tabla X.

Restando a cada elemento su media Z; y dividiendo por su desviacion tipica

SD(j) se obtiene la tabla X estandarizada.

Esta estandarizacién acentia la dispersion interna de cada tabla pero en la
matriz X (concatenada), todas las variables tendrén la misma media y la misma

desviacién obteniéndose la matriz X normada.
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4.3.2. Segunda Etapa: Analisis Individuales

Con el objetivo de eliminar la influencia de las tablas con mayor dispersion se
realiza un PCA de cada una de las T tablas con los datos estandarizados descritos
en el paso anterior y en cada uno se selecciona el primer valor propio. Todos los
valores de la t-ésima tabla se ponderan por )\%1, para todo t = 1,...,T; siendo \}:
primer valor propio de la ¢t-ésima tabla.

Se obtiene asi una matriz, que denominaremos X de orden (/z.J).
1
DR

X
[T

Por lo tanto X = N, X

Siendo N una matriz de orden I x I, y su t-ésimo elemento una submatriz

diagonal de orden (I; x I;).

1
T 0 0 ... 0 0 0
1
0 T 0 ... 0 0 0
L
0 ... 0 ! 0 0 ... 0
X.: . X_
L
0 ... 0 0 ... % 0 ... 0
0 0 0 0 % 0
Lo .o 0 ... 0 0 L)
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4.3.3. Tercera Etapa: Biplot ponderado de la matriz X

En este etapa se realiza un Biplot de la matriz ponderada X, calculada en el

paso anterior.

Se proponen dos alternativas diferentes, de acuerdo al objetivo perseguido (1
6 2) especificados anteriormente. Para ello se presentan dos factorizaciones Biplot

y en ambos casos se definen medidas de calidad de la representacion.

= Factorizacién Biplot cuando el objetivo es aproximar los valores

de X

En este caso la factorizacién Biplot es:

JK (Gabriel, 1971): A, = (UA), y B, = (V),
Siendo:

q: subindice que indica las ¢ primeras columnas de las matrices respectivas,

¢ < R, si R es el rango de la matriz X.

A (1xq) matriz que contiene los ¢ marcadores para las filas, de elemento

Y t
generico a,.

B (x4 matriz que contiene los ¢ marcadores para las columnas, de elemento

genérico b;.

En este Biplot se impone la métrica B'B = I, en el espacio de las filas de

la matriz X(IXJ).

Luego:

~t ¢T
T, ~a; b;
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Caracteristicas de los marcadores obtenidos con el JK Biplot.

1. Los productos escalares (utilizando la métrica identidad) de los
individuos de la matriz X, coinciden en el espacio completo con los

productos escalares de los marcadores fila contenidos en A.

Es decir:
XX' = ABT(AB")T = AB'TBA" = AA"

Por lo tanto, la aproximaciéon en dimension reducida de dichos

productos escalares es 6ptima en el sentido de los minimos cuadrados.

2. La distancia Euclidea entre dos individuos de la matriz X coincide en
el espacio completo con la distancia entre marcadores fila. Dado que

las filas de la matriz X se pueden aproximar por i = Xal, se tiene:

~t ~tNT st ¢ T (1t t
(z; — %) (7] — :L‘j) = (Ba; — Baj) (Ba; — Baj) =

? J

(a; — a3) "B B(a; — af) = (a; — aj) " (aj — a3)

3. Los marcadores fila coinciden con las coordenadas de las filas en el

espacio de las componentes principales.
XV =(UAVHV=UA=A

4. Las coordenadas para las columnas de la matriz X son las proyecciones
de los ejes originales en el espacio de las componentes principales.
Esta propiedad permite interpretar las coordenadas como correlaciones

entre las variables originales y los ejes.
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Las coordenadas para las columnas marcan la unidad para las escalas
de prediccién. Dado que cada una de las variables originales estan
asociadas con un eje en el espacio J-dimensional, las proyecciones
de los vectores directores correspondientes se han denominado ”Ejes
Biplot “, cada uno de los cuales identifica a la variable asociada (Gower
y Harding, 1988). La proyeccién de cada uno de los marcadores fila
sobre estos ejes, es una aproximacion de los valores que toman los

individuos en las variables correspondientes.

5. La similitud entre las columnas se aproxima mediante la inversa de la

matriz de dispersion entre individuos.

X )M & — &) = (b — by) T (b — by)

6. La calidad de representacién es mejor para las filas que para las

columnas.

= Factorizacién Biplot cuando el objetivo es obtener una represen-

taciéon conjunta 6ptima de los individuos y variables.
En este caso se propone la siguiente factorizacion Biplot:

HJ (Galindo, 1986): A, ~ (UA), y B, ~ (VA),

Caracteristicas de los marcadores obtenidos con el HJ Biplot.

En esta factorizaciéon, los marcadores fila tienen las mismas propiedades que
en el caso del JK Biplot pero ademas presenta otras propiedades respecto a
la representacién de las columnas y a la representacién simultanea de filas

y columnas.



222 Capitulo 4. Biplot Multiples

1. El producto escalar de filas v columnas de la matriz X coincide
con el producto escalar de marcadores fila y marcadores columna
en el espacio completo, respectivamente. La aproximacion de dichos

productos escalares es 6ptima en el sentido de los minimos cuadrados.

XX = AATyX' X =BB"

2. Lalongitud al cuadrado de los vectores que representan los marcadores

columna aproximan la covarianza entre las respectivas variables.
T, ~ o~
b, b = Cov(z;, &)

3. La longitud al cuadrado del vector que representa un marcador
columna aproxima la varianza de la correspondiente variable asi como

la longitud aproxima su desviacion estandar.

1651 = 11251 =/ Var(z;)

4. El coseno del angulo que forman los vectores que representan a dos
marcadores columna aproxima la correlacion entre las respectivas

variables.

cos(b;, b;) = Corr(z;, &;)

5. La distancia Euclidea entre dos vectores fila 6 columna coincide con la

distancia entre los correspondientes marcadores fila 6 columna.

(17, 75) = d*(aj, aj)



4.3. Varios conjuntos de individuos sobre un mismo conjunto de variables 223

d*(%;,7;) = d*(bs, b;)

6. Las coordenadas de los marcadores columna son equivalentes a la

importancia de las variables a lo largo de los ejes principales.
- - T
XV=AyX U=B

7. Los marcadores fila y columna se pueden representar en el mismo

sistema de referencia, con 6ptima calidad de representacion.

Interpretacién geométrica de las representaciones Biplot

En las representaciones Biplot, las filas de la matriz de marcadores fila y las
columnas de la matriz de marcadores columna son las coordenadas de los puntos
en el espacio de representaciéon comun. Los marcadores columna b; se representan
como vectores y los marcadores fila a! se representan como puntos.

Las relaciones individuo-variable se estudian a través de las proyecciones de los
puntos que representan individuos sobre los vectores que representan variables.

Es decir,

~t
ij

Q

(i) "b; = &f; ~ |[proy a;/b;|[signo b;|b;]]

La direccién de los vectores columna b;, representa la direccién en la que
aumentan los valores de la variable a la que representa, y las proyecciones de
todos los puntos fila a! sobre un vector columna, reproducen aproximadamente
los elementos de la columna j-ésima en la matriz original, permitiendo al mismo
tiempo una ordenacién aproximada de los individuos (filas) respecto a dicha
variable.

Una vez explicada la forma de representacién de marcadores fila y columna
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podemos decir que:

1. La distancia entre individuos se interpreta como disimilaridades entre los
mismos de tal forma que una distancia menor entre marcadores fila en el
espacio de representacion comun indica una menor disimilaridad entre los

individuos, especialmente si estan bien representados.

2. Las longitudes y los dangulos de los vectores que representan a las variables

se interpretan como variabilidad y covariabilidad respectivamente.

3. Las relaciones entre individuos y variables se interpretan a través de las
proyecciones de los puntos que representan a los individuos sobre los

vectores que representan a las variables.

4. La ordenacién de los individuos respecto a una variable determinada se
interpreta a través del orden en el que se proyectan los marcadores fila

sobre el marcador columna correspondiente a dicha variable.

4.3.4. Cuarta Etapa: Medidas de la calidad de represen-
tacién Biplot para X
Contribuciones

Las contribuciones se calculan con la finalidad de conocer qué variables estan
mas directamente relacionadas con cada eje y por tanto qué variables contribuyen
a la colocacion de los individuos sobre el espacio de representacion comun.

Como los ejes, por construccién, son independientes, se pueden calcular las
contribuciones de hiperplanos sin mas que sumar las contribuciones de los ejes
que lo forman.

En este apartado se detallan las contribuciones que se calculan en ambas

alternativas Biplot.
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La suma de cuadrados tanto de los marcadores fila como de los marcadores
columna en cada eje es igual al cuadrado del valor propio correspondiente de
la matriz de productos escalares. Entonces, se puede considerar la suma de
cuadrados de las coordenadas como la contribucién absoluta a la variabilidad

total.

J
(a2 =22y > (b =N
j=1

i=1

Por lo tanto, se puede definir:

Contribucién relativa a la variabilidad total del elemento fila i: CRT;, =

R
q=1 (aﬁq)2

25;1 A2
= Contribucion relativa a la variabilidad total del elemento columna j:

R )2
CR]} — Zq:}t}(leIQ)
=124
= Contribucién relativa a la variabilidad total del grupo t: CR1; =
S St (afy)?
POEPY:
» Contribucién Relativa del Elemento fila i* al ¢-ésimo Factor: CRE;F, =
(afy)?

A

= Contribucion Relativa del FElemento columna j al g¢-ésimo Factor:
b; 2
CRE;F, = %3~

También es posible considerar la Contribucién Relativa del Grupo t-ésimo

I
Zit:1 (afq)2
A

al Factor CRGF, =

= Contribucién relativa del factor g¢-ésimo al elemento fila i;: CRIE; =
(a},)?

Z(I]?:l (azz?q)2

» Contribucién relativa del factor g-ésimo al elemento columna j: CRF,E; =

(bjq)?
gt (bjg)?
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I
PO (aﬁq )?

= Contribucién relativa del factor ¢g-ésimo al grupo t CRF,G; = =175+
Zq:l Z'L:l(agq)Q

Medidas de Bondad de Ajuste para X

La Bondad del Ajuste para X, sélo se calcula si utilizamos el JK Biplot ya
que el HJ Biplot no tiene como objetivo la aproximacion de la matriz sino lograr
una 6ptima calidad de representacién tanto para las filas como para las columnas
de la matriz original.

Asi, se determina la calidad de la aproximaciéon o Bondad del Ajuste, de la
matriz X por la matriz Xq en el JK Biplot.

La variabilidad total de la matriz X se calcula como la suma de sus elementos
al cuadrado, que es igual a la traza de XX

R
traza(XXT) = Z A2
r=1

Del mismo modo, la variabilidad total de la matriz Xq que representa la

variabilidad explicada por la representacién Biplot viene dada por
q
PIRE
r=1

Por tanto, la variabilidad residual se calcula:

Es decir,

R q R
SCTotal = SCFEzxplicada + SC’Residual(Z P Z A2+ Z A2
r=1

r=1 r=q+1
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Luego:
Una medida de la calidad de la aproximacion viene dada por el porcentaje de

la suma de cuadrados de X que se consigue explicar con la aproximacién Biplot:

1 A
DIREPY
En ambas representaciones Biplot es posible calcular la calidad de aproxima-
cion de las filas y las columnas.

La calidad de aproximacién para las filas de la matriz X por los marcadores

A, viene dada por:

4
g:l >\r
R
Zrzl A;"l
La calidad de aproximacién para las columnas de la matriz X por los

marcadores B, difiere de acuerdo al Biplot utilizado:
En el JK Biplot es:
4
R
En el HJ Biplot:
q )\4
r=1""r

PPREPE
4.3.5. Bondad del Ajuste para la matriz X.

En la seccién 4.3.4 se calcula la calidad de representacién de la matriz X, pero
el objetivo es la matriz X, es decir, se quiere medir qué porcentaje de variacion
total de la matriz X, es explicado por dicho método.

En primer lugar se calcula la estimacion de X.

Se ha calculado X como:

X =N,X
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Si se multiplican ambos términos por N;l, se obtiene:

N'N,X =X =N 'X

Como la estimacién de X viene dada por:

X~ AB,
Se obtiene que:
X = N;!X

Mediante la suma de cuadrados explicada por la estimacion se puede calcular

el porcentaje de variacion total explicada por el método.

SCT = traza(X'X) y

SCFExplicada = traza(XTX).

Luego:

SC Explicada

Porcentaje de Variacion Explicada = =57
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4.4. Varios conjuntos de variables observados

sobre un unico conjunto de individuos

Sea X la matriz que contiene la informacién de las T" tablas originales que se

quieren analizar, concatenadas por filas (4.2).

Grupo 1 Grupo t Grupo T
r ... - 1 . -1 L Jp

(4.2)

Siendo:

X: tabla completa de orden (I x J), de término general z;;, con i = 1,..., [;

j=1,..J.

X;: t-ésima tabla, de término general azgj, cont=1,...1;75=1,...,J;. Es

decir: xﬁj valor de la j-ésima variable para el i-ésimo individuo de la tabla X.
I: conjunto de individuos.
J: conjunto de variables o el nimero total de variables.

Jy: conjunto de variables de la t-ésima tabla o el ¢-ésimo grupo de variables.

T: nimero total de tablas o el conjunto de grupos de variables. Es decir:

T
> g
t=1

J, Ji, T, I son cardinales.

En este caso no se realiza la estandarizacion de la matriz X debido a la forma

en que las tablas estdn yuxtapuestas, por tanto el andlisis consta de cuatro etapas,

que se detallan a continuacion.
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4.4.1. Primera Etapa: Analisis Individuales

Se realiza un PCA de cada una de las T" tablas. En cada uno se selecciona el
primer valor propio. Denominaremos con A} al primer valor propio de la ¢-ésima
tabla. Los valores de cada una de las T tablas se ponderan por la inversa de su
primer valor propio; es decir, los valores de la t-ésima tabla estdn ponderados
por /\%, para todo t =1, ..., T. Esta ponderacién es la misma que la que utiliza el
analisis Factorial Multiple.

Obtenemos asi una matriz, que denominaremos X de orden (Iz.J).

M, es de orden (J x J) y su t-ésimo elemento es una matriz diagonal de orden

Por tanto: X = XM,

(JtXJt).
% 0 0 0 0 0
1
0 % 0 .0 0 0
1
0 0 N 0 0 0
X=X :
1
0 0 0 Cx 0 0
1
0 0 0 0 T 0
1
i 0 0 0 0 0 T |
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4.4.2. Segunda Etapa: Biplot ponderado de la matriz X

En esta etapa, se realiza un Biplot ponderado de X y se proponen dos

factorizaciones Biplot:

= cuando el objetivo es aproximar los valores de X

JK (Gabriel, 1971): A, = (UA), y B, = (V),

= cuando el objetivo es obtener una representacion conjunta Optima de

individuos y variables.
HJ (Galindo, 1986): A, ~ (UA), y B, = (VA),

En ambos Biplot el subindice ¢ indica las ¢ primeras columnas de las matrices,
siendo ¢ < R, si R es el rango de la matriz X.

A (1xq): matriz que contiene los ¢ marcadores para las filas.

a;: marcador para el i-ésimo individuo de la matriz X.

B(sxq): matriz que contiene los ¢ marcadores para las columnas.

bz» : marcador para la j'-ésima variable de la matriz X.

Las propiedades y las interpretaciones geométricas en ambos Biplot son las

mismas explicadas en la seccién 4.3.

4.4.3. Tercera Etapa: Medidas de la calidad de la repre-
sentacién Biplot para matriz X
Las contribuciones se interpretan del mismo modo que en la seccién 4.3.4.

= Contribuciéon relativa a la variabilidad total del elemento fila i: CRT; =

R 2
q=1%gq

R
DARP Y

» Contribucién relativa a la variabilidad total del elemento columna j':

r?:l(b;'q)Q
CRTj = ST
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a?
= Contribucion Relativa del Elemento fila i al Factor ¢: CRE; Fy, = 1'%

q

» Contribucién Relativa del Elemento columna j* al Factor ¢: CREjF, =

t )2
(qug
Aq

2

_ g
R 2
Zq:l aiq

= Contribucién Relativa del Factor ¢ al Elemento fila i: CRF,E; =

» Contribucién Relativa del Factor ¢ al Elemento columna j*: CRF,E; =

(b%g)?

25;1(173,1)2

= Contribucion Relativa a la variabilidad Total del grupo t: CRT;, =

R J
SR Y 0,2
POURPY

Jt o pt 2
» Contribucién Relativa del Grupo ¢ al ¢g-ésimo Factor: CRGF,, = Z’f\#

q
representa la parte de variabilidad del g-ésimo factor explicada por el grupo

t.

= Contribuciéon Relativa del Factor ¢ al t¢-ésimo Grupo. CRF,G; =
S 0,2
gt S (b,)?

mide la parte de la variabilidad del grupo t explicada por el g-ésimo factor.

Respecto a las medidas de Bondad de Ajuste son iguales a las que se han

desarrollado para el caso anterior, con las mismas consideraciones, es decir:

= La Bondad del Ajuste sélo se calcula para el JK Biplot.

= La calidad de aproximacion para las filas y las columnas es 6ptima en el HJ

Biplot.
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4.4.4. Cuarta Etapa: Bondad del Ajuste para la matriz X

La Bondad del Ajuste para X, sélo se calcula si utilizamos el JK Biplot.
En primer lugar, se calcula la aproximacion de X.

Se ha calculado X como:

X = XM,

Si se multiplican ambos términos por M;l, se obtiene:
XM,M;!' =X = XM, !
Como la estimacién de X viene dada por:

X = A,B]

Se obtiene que:

X = XM;!

Mediante la suma de cuadrados explicada por la estimacion se puede calcular

el porcentaje de variacion total explicada por el método.

SCEzxplicada

Porcentaje de Variacion Explicada = ==&~

Siendo:
SCT = traza(X'X) y
SCExplicada = traza(XTX).
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4.5. Bootstrap sobre datos de tres vias

Siguiendo con el desarrollo de versiones inferenciales para técnicas multiva-
riantes, se ha realizado una revision de las distintas aplicaciones de los métodos
Bootstrap sobre técnicas que analizan datos de tres vias. Kiers, 2004 propone el
célculo de intervalos de confianza para los métodos CANDECOM/PARAFAC y
TUCKERS (Tucker, 1966). El remuestreo que utiliza para dicho calculo se basa
en la descomposicion de los cubos de datos en capas que contienen la informacion
de cada individuo. De esta forma, remuestrea matrices completas que contienen
la informaciéon de cada individuo en las otras dos vias estudiadas. Abdi et al.,
2013; Husson et al., 2005; Pages y Husson, 2005 utilizan un tipo de remuestreo
que consiste en considerar como unidades de remuetreo las tablas que conforman
los datos que se van a analizar. Otros autores como Abdi et al., 2009 utilizan
otro tipo de remuestreo que denominan remuestreo dividido a la mitad ya que
consideran que las observaciones de los datos que analizan no siempre son inde-
pendientes y pueden tener una correlaciéon temporal. Dicho remuestreo consiste
en dividir cada una de las matrices en dos partes que llaman de entrenamiento y
de test. En cada una de ellas realizan el remuestreo bootstrap como se ha expli-
cado en el caso de datos de dos vias. Si se considera B el niimero de submuestras
extraidas y T" el nimero de matrices de las que se dispone, este tipo de remuestreo
proporciona 2 X T' x B matrices. Esta estrategia proporciona la independencia
de las matrices necesaria para la utilizacién de los métodos Bootstrap. Finalmen-
te se remuestrean las matrices obtenidas en el paso anterior y se obtienen los
parametros de interés. Dehlholm et al., 2012 presentan una funcién que forma
parte del paquete FactoMineR. El planteamiento es remuestrear las filas dentro
de cada matriz pero partiendo de las coordenadas resultantes del MFA en lugar

de los datos originales. Con las filas remuestreadas calculan los centroides para
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cada matriz. Cadoret y Husson, 2013 proponen un método para construir elipses
de confianza que denominan bootstrap total truncado, implementado en el paquete
SensoMineR (Le y Husson, 2008). El esquema que siguen es contruir las muestras
bootstrap, aplicar el método y luego utilizar rotaciones Procrustes en un ntimero
reducido de dimensiones.

Analizando todas las alternativas anteriormente descritas, se propone a
continuacién una versién inferencial de los métodos Biplot Multiples.

Dado que se dispone de dos maneras de analizar los datos segin el modo
que compartan las matrices que se van a analizar, se proponen dos estrategias

diferentes para cada uno de los anélisis.

4.5.1. Bootstrap sobre Biplot Multiple

Varios conjuntos de individuos sobre los que se ha medido un mismo

conjunto de variables

Para este andlisis se propone una nueva estrategia para realizar remuestreo
bootstrap combinando las diferentes propuestas explicadas anteriormente. Se

plantea un remuestreo doble que consta de dos pasos:

= En primer lugar, se realiza un remuestreo bootstrap sobre los indices de las

matrices.

= En segundo lugar, se realiza un remuestreo bootstrap sobre los individuos
que componen cada una de las matrices que formen parte de la muestra

bootstrap seleccionada en el paso anterior.

De esta forma se consiguen submuestras del mismo tamano que el de partida
y los individuos son independientes entre si al hacer un remuestreo diferente para

cada una de las matrices que formen parte del conjunto de datos.
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Varios conjuntos de variables medidos sobre un mismo conjunto de

individuos

En este analisis, se propone como estrategia de remuestreo la descrita en Abdi
et al., 2013; Husson et al., 2005 que utilizan como unidades de remuetreo las tablas
que contienen informacién da cada individuo. En nuestro caso, al no tener un cubo
de datos, si no que sélamente se comparte el modo de los individuos, se considera
como unidad de remuestreo la fila correspondiente a cada individuo que contiene
las mediciones de todas las variables de los conjuntos considerados sobre dicho
individuo. Esta estrategia es semejante a la que se utilizo en el capitulo 2 para

proporcionar una versién inferencial de los métodos Biplot.

4.6. Programa MultibiplotGUI

Debido a que los Biplot Multiples no disponen de un software para su
utilizacion, se ha desarrollado en el entorno R un nuevo programa en forma
de interfaz gréfica (GUI) para permitir su ejecucién de una manera interactiva
a través de ventanas, menus y botones. Ademas se ha anadido la opcién de
proporcionar los resultados de una forma inferencial tal como se ha explicado en
la seccion anterior. Este paquete se llama multibiplotGUI y esta disponible para
su descarga en http://cran.r-project.org/web/packages/multibiplotGUI.

En primer lugar, es necesario bajar R de la web cran.r-project.org
e instalarlo. A continuacién se descarga el paquete multibiplotGUI y sus
dependencias que son los paquetes: rgl, tcltk, tcltk2, tkrplot, shapes,
cluster y dendroextras; (Adler y Murdoch, 2012; Dryden, 2014; Grosjean,
2012; Jefferis, 2014; Maechler et al., 2015; Tierney, 2012).

Para poder utilizar el paquete multibiplotGUI en el software R, se debe

introducir el comando library(multibiplotGUI) en la ventana principal de R.


http://cran.r-project.org/web/packages/multibiplotGUI
cran.r-project.org
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A continuacién es necesario cargar los datos que se quieren analizar. Si el modo
que comparten las distintas matrices son las variables, hay que introducir una
matriz en la que se hayan concatenado por filas todas las matrices disponibles; si
el modo compartido son los individuos, la matriz que se introduce para analizar
es la que resulta de concatenar las matrices por columnas. También es necesario
disponer de un vector en el que se informe de las dimensiones del modo que no
comparten las matrices.

Si suponemos que la matriz concatenada en la forma adecuada es data y el
vector que contiene las dimensiones no compartidas se denomina ni, la interfaz
se inicializa mediante el comando multibiplot(data,ni).

A continuacién, se abre la ventana principal. Dicha ventana (figura 4.1) consta
de dos radiobuttons que permiten al usuario seleccionar el tipo de datos que quiere

analizar, es decir:

= Varios conjuntos de individuos sobre un mismo conjunto de variables.

= Varios conjuntos de variables sobre un tinico conjunto de individuos.

eno \| MultibiplotGUI

MULTIBIPLOT:

Some sets of individuals which have been observed in a single set of variables ‘e
Some sets of variables observed on a single set of individuals )

oK ‘

Figura 4.1: Ventana para seleccionar el tipo de datos.

Una vez que se ha elegido el tipo de datos, aparece la ventana de opciones

(figura 4.2). En ella se permite:

= Elegir el tipo de Biplot que se quiere realizar (JK o HJ).
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= Cambiar color, tamano, etiqueta y simbolo de los individuos en los graficos.

Cambiar color, tamano y etiqueta de las variables en los graficos.

Mostrar los ejes de coordenadas en los graficos.

Cambiar el tamano de las ventanas que se presentan a posteriori para que
el programa sea adaptable a los diferentes tamanos de las pantallas.

e 00 X| Options
Biplot

Individuals Variables

1585 X
1496 I

264 citric.acid
957 rresidual.sugar Graph size
948 ‘

324 Horizontal 1.5

|

oK ‘ oK ‘ Vertical 1.5

Change label Change label |

lo Change size ‘

|
|
fo Change size ‘
|

v Change symbol

Show axes

Graph ]

Figura 4.2: Ventana de opciones.

Una vez que el usuario ha configurado las opciones gréaficas y pulsa el botén
Graph aparece una nueva ventana (figura 4.3) en la que se muestra un diagrama
de barras con la inercia absorbida por cada eje con el objetivo de que se pueda
elegir el nimero de ejes deseado.

Una vez elegidos el niimero de ejes y pulsado el botén Choose, aparece la
ventana (figura 4.4) que contiene el grafico con los resultados en las dos primeras
dimensiones.

En esta ventana se pueden distinguir dos bloques y seis menis. En el bloque
de la derecha se tiene la representacién grafica conjunta de las coordenadas biplot
para individuos y variables. En este grafico se pueden mover las etiquetas de los
puntos con el botén izquierdo del ratén y se pueden cambiar las caracteristicas

graficas de los puntos con el botén derecho del raton. En el bloque de la izquierda
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800 \| Eigenvalues

Proportion of inertia explained by each axis
© 4|1 54.37 %
2 27.31 %
3 1372 %
4 4.59 %
w -
<+
w -
o~ o
o 4
0.54 027 0.14 0.05
Select the number of axes: 1 Choose ‘

Figura 4.3: Ventana con el grafico de barras representando la inercia absorbida
por cada eje.

8 00 \| Graph
File 3D Projections Options Cluster Bootstrap

Graph

residualsugar

volatilg.acid
Select X, Y and Z axes numbers
1

M
2 I EARE
B | @
~
Zoom i
-X -4.11 o
X 272 g -
v o8l Ed
+Y 359
Refresh
o 4

Axis 1:54.37 %

Figura 4.4: Ventana que muestra la representacion Biplot en dos dimensiones.

se dispone de tres listbox para elegir la dimensién que se quiere ver en cada grafico
(2 y 3 dimensiones); cuatro textbox que permiten elegir los limites de los ejes z e y

para poder aumentar o disminuir una zona determinada y un botén Refresh que
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es necesario pulsar para que se haga efectivo el cambio de los anteriores elementos.

Junto con la ventana aparece un archivo de texto donde se ha guardado
toda la informacién proporcionada por el software: bondad de ajuste, calidad
de representacién de filas y columnas, contribuciones de los individuos, de las
variables y de la matrices a la variabilidad total y a la conformacién de los ejes
factoriales y viceversa. En la parte superior de la ventana se dispone de seis ments

con sus correspondientes subments:

n File

e Copy image
e Save image

o PDF file
o Eps file
o Png file
o Jpg/Jpeg file

o Exit
= 3D

e 3D
= Projections

e Variables

e Back to original data
= Options

e Change title
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e Show/Hide axes
= Cluster

e Hierarchical cluster with biplot coordinates
e K-means with biplot coordinates
e K-medoids with biplot coordinates

e Back to original graph
= Bootstrap

e Bootstrap

Los cinco primeros son los mismos que se explicaron en el capitulo 2. El
primero de ellos sirve para copiar la imagen al portapapeles, guardar en varios
tipos de formato el grafico y salir del programa. El siguiente es el menu de
3 dimensiones. Mediante este ment es posible visualizar el grafico en tres
dimensiones. En este gréafico se puede rotar la imagen con el botéon izquierdo
del raton y ampliar o disminuir la imagen con el botén derecho del ratén. El
tercer mentu que se encuentra el usuario en esta ventana sirve para proyectar los
puntos que representan a los individuos sobre la direccion de una variable que
se puede seleccionar mediante un listado. Si se desea volver al grafico original
se elige el subment Back to original data. El siguiente menu disponible es
el de opciones del grafico. Contiene dos subments: cambiar el titulo del grafico
y mostrar u ocultar los ejes de coordenadas. El quinto mend permite analizar
las coordenadas biplot mediante técnicas de Cluster. Los métodos de los que se

dispone son:

= Cluster Jerarquico. Se dispone de una ventana para elegir el ntimero de

clusters, la distancia que se quiere utilizar (Euclidean, Maximum, Manhat-
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tan, Canberra, Binary, Minkowski) y el método de agrupacién (Ward.D,
Ward.D2, Single, Complete, Average, Mcquitty, Median, Centroid). Se ob-
tiene como resultado un dendrograma de la agrupacién de los individuos y
se muestra sobre el grafico en dos dimensiones en distintos colores y ence-

rrados en una linea poligonal cada uno de los clusters obtenidos.

= Cluster de k-medias. Se proporciona una ventana para elegir el niimero de
clusters, el nimero maximo de iteraciones que se va a permitir realizar hasta
llegar a la solucién 6ptima, el nimero de conjuntos aleatorios de centroides
que se van a utilizar como solucién inicial en el algoritmo y el algoritmo
que se va a aplicar para la biisqueda de la solucién (Hartigan-Wong, Lloyd,
Forgy, MacQueen). Este método muestra sobre el grafico en dos dimensiones
en distintos colores y encerrados en una linea poligonal tanto los clusters

obtenidos como los centroides de cada uno de ellos.

= Cluster de K-medoides. En este método aparece una ventana para elegir
el nimero de clusters deseado por el usuario y la distancia que se quiere

utilizar (Euclidean, Maximum, Manhattan, Canberra, Binary, Minkowski).

En este ment también se encuentra disponible la opcion de volver al gréafico
original.

El dultimo mentu que se encuentra disponible es que nos va a permitir tener
medidas de precisién de los resultados proporcionados por el Biplot Multiple. Si
se pulsa en este ment aparece una ventana (figura 4.5) donde se pueden elegir los
parametros para los que se quieren medidas de precision, el nimero de réplicas
bootstrap para generar dichos resultados y el nivel de confianza con los que se
van a calcular los intervalos de confianza que se presentan a posteriori. Ademaés
de proporcionar los resultados guardados en un archivo de texto, el programa

también genera graficos que contienen los histogramas y los graficos de normalidad
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de cada uno de los parametros que se hayan elegido. Se guardan en formato .eps
y en .pdf y en la ventana es posible elegir si se generan en blanco y negro o en

color.

8 OO0 |X| Bootstrap
BOOTSTRAP

Calculate confidence intervals for:
-Goodnes of Fit

-Quality of approximation for rows
o ; -Quality of approximation for columns
Number of resamples 1000 - p— P——— -
P -Relative contribution to total variability of the row element i
Confidence Level 95 . — — X
-Relative contribution to total variability of the column elementj |
Save files as: - e e
-Relative contribution of the set t to total variability
Color pdf Color EpS -Relative contribution of the row element i to the factor g-th

Black anc;.white pdf [Black anc;white 5 -Relative contribution of the column element j to the factor g-th
-Relative contribution of the set t to the factor q

-Relative contribution of the factor g-th to row element i

-Relative contribution of the factor g-th to column element j

-Relative contribution of the factor q to the sett

o o o

-Eigenvalues

oK |

Figura 4.5: Ventana para el analisis Bootstrap.

El programa también genera un grafico con todas las coordenadas de las
variables que se han calculado para todas las muestras bootstrap. Para eliminar
el posible efecto espejo que pudiera existir entre las diferentes configuraciones, se
han utilizado rotaciones Procrustes como se ha explicado en capitulos anteriores.
Cada grupo de coordenadas que representan a la misma variable se muestra en el

mismo color y se encuentra encerrado bajo una linea poligonal envolvente (convex

hull).

4.7. Aplicacién a Datos

A continuacion se desarrolla un ejemplo con unos datos de prueba para
mostrar el funcionamiento del programa y la interpretacién de los resultados
del Biplot Multiple tanto en su version clasica como en la version inferencial
explicada anteriormente.

Los datos que se utilizan son una submuestra de los datos iris que se expicaron
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en el ejemplo que se desarrollé para ilustrar la version inferencial de los Biplot
clésicos. Se han elegido 20 individuos de cada una de las variedades de iris (setosa,
versicolor y virginica) y se han considerado como tres conjuntos de individuos
diferentes sobre los que se han medido las mismas variables.

En primer lugar, se explican los resultados obtenidos para la version
exploratoria del Biplot Muiltiple.

Como se ha explicado antes, la situacién de los datos corresponde con varios
conjuntos de individuos sobre los que se ha medido un mismo conjunto de
variables. Por lo tanto, se eligié dicha opcién, se seleccioné la factorizacion HJ
Biplot y se retuvieron 3 ejes que suponen una inercia absorbida del 99 %. A
continuacién se muestra la tabla 4.1 con la informacién relativa a los valores
propios. Se observa que el primer eje absrobe la mayor parte de la informacién y

tan solo una pequena parte es explicada por los otros dos.

No. Valor Propio Variabilidad Variabilidad Acumulada

1 7.52 78.94 78.94
2 3.45 16.60 95.54
3 1.58 3.46 99.00

Tabla 4.1: Valores propios y variabilidad explicada (%) por cada eje para los
datos iris.

Las contribuciones de los individuos a la variabilidad total, las contribuciones
relativas de los individuos a los factores y de los factores a los individuos se
encuentran en el apéndice A. Segin se puede observar, la contribucién de cada
individuo a la variabilidad total esta repartida entre todos ellos sin que ninguno
tenga una especial relevancia. En cuanto a la contribucién de los individuos a la
conformacion de los ejes factoriales se puede ver observar que ninguno tiene una
contribucion alta. Respecto de la contribucion de cada factor a la variabilidad de
cada individuo se puede apreciar que la mayoria tienen una contribucién alta
del primer eje excepto los individuos 26,35,37,48,56 y 59 que tienen mayor

contribucion del eje 2, el caso 57 que tiene mayor carga factorial para el eje 3
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y algunos que tienen repartida su variabilidad entre los tres ejes.

En las tablas 4.2, 4.3 y 4.4 se observa esta informacién para las variables

analizadas.
Variable Contribucién
Sepal.Length 377.73
Sepal.Width 534.48
Petal.Length 38.80
Petal. Width 48.99

Tabla 4.2: Contribuciones relativas de las variables a la variabilidad total.

Las variables que méas contribuyen a la variabilidad total son la longitud y la
anchura del sépalo mientras que la longitud y anchura del pétalo tienen menos
influencia. Si tenemos en cuenta a qué eje estan contribuyendo en mayor medida
se observa que la anchura del sépalo es la que mas influye en la conformaciéon del
primer eje, la longitud del sépalo tiene mayor contribucién para el segundo eje y

la variable que mas contribuye al tercer eje es la anchura del pétalo.

Elemento Eje 1 Eje 2 Eje 3
Sepal.Length  358.07 543.73  30.30
Sepal. Width  590.24 376.84  18.82
Petal.Length ~ 25.51  73.16 177.09
Petal. Width 26.18 6.27 773.79

Tabla 4.3: Contribuciones relativas de las variables a la conformacién de los tres
primeros ejes.

En cuanto a las contribuciones relativas de los ejes a las variables, se puede
ver que la longitud y anchura del sépalo tienen una contribucion alta del eje 1,
la longitud del pétalo tiene las contribuciones mas altas repartidas entre los ejes

1y 2 y la anchura del pétalo entre los ejes 1 y 3.

Elemento Eje 1 Eje 2 Eje 3
Sepal.Length  755.88 241.32 2.81
Sepal. Width ~ 880.57 118.20 1.23
Petal.Length  524.25 316.12 159.63
Petal. Width ~ 426.17  21.46 552.36

Tabla 4.4: Contribuciones relativas de los ejes a las variables.
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Estas contribuciones son las mismas que se explicaron en la seccion 2.5.
Pero como se estdn analizando varios conjuntos (matrices) también se obtiene
la informacion relativa a las matrices analizadas. Por lo tanto, el Biplot Multiple
proporciona la contribucion relativa a la variabilidad total de cada matriz, la
contribucion relativa de cada matriz a la conformacion de los ejes factoriales
y la contribucién relativa de cada eje a la variabilidad de cada matriz. Esta

informacion se recoge en las tablas 4.5, 4.6 y 4.7.

Matriz Contribucién
Setosa 318.94
Versicolor 356.26
Virginica 324.80

Tabla 4.5: Contribuciones relativas de las matrices a la variabilidad total.

Segun se observa, las tres matrices contribuyen de una manera parecida a la
variabilidad total de los datos. Las que més contribuyen a la conformacién del eje
1 son setosa y versicolor y en menor medida virginica. Para los ejes 2 y 3 las que

mas influyen son las matrices con individuos de las especies versicolor y virginica.

Matriz Eje 1 Eje 2 Eje 3
Setosa 361.93 140.25 195.41
Versicolor 353.96 369.80 343.82
Virginica  284.12 489.95 460.77

Tabla 4.6: Contribuciones relativas de las matrices a la conformacion de los tres
primeros ejes.

Si analizamos las contribuciones de cada eje a la variabilidad total de cada
una de las matrices se observa que para las tres especies el primer eje tiene una

contribucion alta.

Elemento Eje 1 Eje 2 Eje 3
Setosa 904.86 73.72 21.43
Versicolor 792.23 174.02 33.75
Virginica  697.50 252.89 49.61

Tabla 4.7: Contribuciones relativas de los ejes a las matrices.
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Por ltimo se presenta el grafico en dos dimensiones con la representacion

conjunta de las tres especies y las variables analizadas (figura 4.6).

Iris—-multibiplot

Sepal.Length

Petal.Length

Axis 2:16.6 %

Petal. Width
16

Sepal.Width

T T T T T
-6 -4 -2 0 2

Axis 1:78.94 %

Figura 4.6: Grafico en las dos primeras dimensiones de las coordenadas resultantes
del Biplot Multiple.

Una vez que se han analizado los datos de una manera exploratoria, el
siguiente paso es obtener los resultados inferenciales para las medidas explicadas
anteriormente.

En primer lugar, se presentan los resultados para los valores propios. Al igual
que en los capitulos anteriores, se presentan en forma de tabla con el valor
observado, la media de los valores calculados a partir de las submuestras, el
error estandar, el sesgo y los extremos inferior y superior de los intervalos de
confianza t-bootstrap, percentiles y BCa. Dicha informacion estd complementada
con los graficos que representan los histogramas de las réplicas bootstrap de cada
medida y los graficos de normalidad. Todos los resultados se han obtenido con
1000 muestras bootstrap a un nivel de confianza del 95 %.

La tabla 4.8 y la figura 4.7 muestran los resultados para los valores propios.

Se observa que hay pequenas diferencias entre los valores observados y las medias
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de las réplicas bootstrap sobretodo en el primer valor propio. Respecto a la
distribucion de las réplicas, se puede ver que el primer histograma tiene mas
asimetria que el resto y el grafico de normalidad muestra una cierta desviacién

de la normalidad. Esto nos indica que el primer valor propio es mas inestable que

el resto.
V. Media SE Sesgo t-b inf t-b perc perc BCa BCa
Obs sup inf sup inf sup
1 7.52 6.84 1.24 -0.69 4.40 9.27 4.36 8.57 4.59 8.79
2 3.45 3.19 0.82 -0.26 1.58 4.80 1.91 5.09 2.44 6.24
3 1.58 1.61 0.33 0.04 0.96 2.27 1.03 2.37 1.01 2.33
4 0.85 0.84 0.18 -0.01 0.49 1.19 0.55 1.24 0.58 1.36

Tabla 4.8: Resultados bootstrap para valores propios.

~~~~~~~

[

Figura 4.7: Histogramas y graficos de normalidad para los valores propios.

A continuacion se presentan los resultados referentes a la contribucién relativa
de cada variable a la variabilidad total presente en los datos analizados. En
la tabla 4.9 y en la figura 4.8 se observa que la longitud del sépalo presenta

diferencias méas pequenas que la anchura del sépalo y la longitud y anchura
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del pétalo. Estas dos iltimas variables ademas, presentan distribuciones de las
réplicas asimétricas y los graficos de normalidad indican desviaciones respecto a
la distribucién normal. Por lo tanto, la contribucion relativa de las variables a
la variabilidad total no es estable a lo largo del conjunto de muestras bootstrap

para estos datos.

V. Media SE Sesgo t-b inf t-b perc perc BCa BCa

Obs sup inf sup inf sup

S.L 37773  356.99 76.08 -20.74 207.70  506.28  231.97  518.08  252.67  550.59
S.W  534.48  471.46 121.49 -63.02 233.05  709.87  242.72 707.64  365.67  784.75
P.L 38.80 82.22 74.58 43.42 -64.14 228.57 14.73 256.18 13.15 242.86
P.W 48.99 89.33 69.05 40.34 -46.17 224.83 22.21 264.36 14.10 157.11

Tabla 4.9: Resultados bootstrap para las contribuciones relativas de cada variable
a la variabilidad total.

Histogram Normal Q-Q Plot Hsiogram Nomal @-Q Plot

Histogram Normal Q-Q Plot Hsiogram Nomal @-Q Plot

Figura 4.8: Histogramas y graficos de normalidad para las contribuciones relativas
a la variabilidad total de las variables.

Si estudiamos los resultados de la contribucién relativa de cada variable a

la conformacién de los ejes factoriales (tabla 4.10 y figura 4.9), se observan
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diferencias entre los valores observados y las medias de las réplicas bootstrap

y las amplitudes de los intervalos de confianza no son pequenas. Respecto a los

graficos, destaca la asimetria y la falta de normalidad de aquellas contribuciones

que son pequenas en la muestra original.

V. Media SE Sesgo t-b inf t-b perc perc BCa BCa
Obs sup inf sup inf sup
S.L
E.1  358.07 355.91 99.39 -2.16 160.86  550.95 172.37  574.26 197.68  584.44
E.2  543.73  464.27  158.45 -79.46 153.33  775.21 61.14  729.77  294.85  791.91
E.3 30.30 48.11 68.29 17.81 -85.91 182.12 0.14 305.61 0.41 334.81
S.W
E.1 590.24  508.83  155.26 -81.42 204.16  813.49  209.76  803.08  354.15  873.49
E.2 376.84 365.70 135.24 -11.14 100.31  631.09 76.80  616.23 86.25  623.24
E.3 18.82 86.87  138.38 68.05 -184.68  358.42 0.26  568.22 0.00  222.26
P.L
E.1 25.51 73.77 86.67 48.26 -96.31  243.85 3.65  295.59 2.76  280.53
E.2 73.16 108.15 143.31 35.00 -173.06  389.37 6.00 782.16 2.94  216.68
E.3  177.09 186.44  134.20 9.35 -76.92  449.79 5.69  482.26 9.26  509.88
P.W
E.1 26.18 61.50 66.97 35.32 -69.91 192.91 8.65  257.68 5.28  161.69
E.2 6.27 61.88  105.95 55.61 -146.02  269.78 0.07  428.21 0.00 83.82
E3 77379 678.59  162.69 -95.21 359.33 997.84  258.30 918.68 533.79  968.99

Tabla 4.10: Resultados bootstrap para las contribuciones relativas de las variables

a los ejes factoriales.
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Figura 4.9: Histogramas y graficos de normalidad para las contribuciones relativas
de las variables a la conformacion de los ejes factoriales.
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A continuacion, analizamos los resultados relativos a la contribucién relativa
de los ejes factoriales a las variables (tabla 4.11 y figura 4.10). Al igual que en las
medidas anteriores, se observan algunos sesgos considerables (anchura del pétalo
respecto de los ejes 2 y 3). Las contribuciones del eje 1 a las variables longitud y
anchura del sépalo presentan gran asimetria. Las relativas al eje 2 son en general
asimétricas, siendo mas pronunciada la distribucién de las réplicas relativas a la
variable anchura del pétalo. Las réplicas bootstrap de las contribuciones relativas
del eje 3 a las variables longitud y anchura del sépalo poseen una gran asimetria y
grandes desviaciones de la normalidad. Lo mismo sucede con la variable longitud

del pétalo aunque en menor medida.

V. Media SE Sesgo t-b inf t-b perc perc BCa BCa
Obs sup inf sup inf sup

E.1
S.L  755.88 764.70  100.61 8.82 567.26  962.13  526.69  915.46  439.88  887.87
S.W  880.57 830.66  116.26 -49.91 602.51 1058.81 537.95 974.59  662.41  985.87
P.L 524.25 533.99 220.44 9.75 101.41 966.58 144.71 901.24 144.68 901.15
P.W 426.17 458.88  137.77 32.70 188.52  729.23 181.30  750.47  120.85  676.56

E.2
S.L 241.32 224.08 106.32 -17.24 15.45 432.71 45.12 470.81 93.65 584.58
SW  118.20 149.52 98.92 31.32 -44.60  343.64 24.44  374.65 18.50  335.56
P.L  316.12 277.44  191.87 -38.68 -99.07  653.96 22.47  714.59 70.97  904.73
P.W 21.46 95.71 116.00 74.24 -131.93  323.34 0.18  438.41 0.00  188.98

E.3
S.L 2.81 11.22 29.11 8.42 -45.90 68.35 0.01 124.70 0.02 132.30
S.W 1.23 19.82 47.69 18.59 -73.77  113.40 0.01 192.38 0.00 35.69
P.L  159.63 188.56  184.26 28.94 -173.03  550.15 2.48  663.13 7.66  732.42

PW 55236  445.42 163.32 -106.94 124.93  765.91 85.59  739.89  343.86  904.27

Tabla 4.11: Resultados bootstrap para la contribuciones relativas de los ejes
factoriales a las variables.
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Figura 4.10: Histogramas y graficos de normalidad para las contribuciones
relativas de los ejes factoriales a las variables.
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Los siguientes parametros que se estudian son las contribuciones relativas a la
variabilidad total de cada una de las matrices (setosa, versicolor y virginica) que
forman parte del estudio. Los resultados se presentan en la tabla 4.12 y la figura
4.11. Estas medidas presentan pequenas diferencias y los histogramas y graficos
de normalidad de las réplicas bootstrap muestran una simetria y normalidad muy

aceptable. Por lo tanto, se considera que estas contribuciones son estables.

V. Media SE Sesgo t-b inf t-b perc perc BCa BCa

Obs sup inf sup inf sup

1 318.94  331.37 81.13 12.43 172.16  490.58 179.06  501.08 169.46  483.76
2 356.26  338.67 92.94 -17.59 156.30  521.04 187.31 534.58  221.51 629.25
3 324.80 329.93 101.27 5.13 131.20  528.65 162.57  552.28 166.08  574.68

Tabla 4.12: Resultados bootstrap para las contribuciones relativas de las matrices
a la variabilidad total.
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Figura 4.11: Histogramas y graficos de normalidad para las contribuciones
relativas a la variabilidad total de las matrices.

Si analizamos las contribuciones relativas de las matrices a la conformacion
de los ejes factoriales (tabla 4.13 y figura 4.12), las diferencias no son elevadas
aunque la amplitud de los intervalos de confianza si que es grande en general.
Respecto a los histogramas y a los graficos de normalidad, se puede ver que en
general presentan simetria y normalidad a excepciéon de la contribucién de la

matriz setosa al eje 2 y de virginica al eje 1.
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V. Media SE Sesgo t-b inf t-b perc perc BCa BCa
Obs sup inf sup inf sup

1
E.1 36193  363.32 78.13 1.40 210.00 516.65  220.76  531.06  225.73  538.28
E.2 140.25 188.10 111.49 47.85 -30.70  406.89 43.14  462.29 33.01  405.96
E.3 19541  209.98  106.57 14.57 0.86  419.10 50.29  456.85 52.23  459.18

2
E.1  353.96 335.22 80.01 -18.74 178.21  492.23  196.53  501.57  238.47  601.33
E.2 369.80 370.94  183.00 1.14 11.83  730.06 81.25  T762.65 101.90  785.83
E.3  343.82 37549 174.88 31.66 32.31  718.67 94.04  734.59 85.06  718.83

3
E.1  284.12  301.57 79.22 17.46 146.12  457.03  175.73  475.11 166.32  455.50
E.2  489.95 440.23  201.83 -49.72 44.18  836.29 108.43  838.10 161.51  872.64
E.3  460.77  413.87  190.83 -46.90 39.40 788.34 109.46  804.54 156.92  865.65

Tabla 4.13: Resultados bootstrap para las contribuciones relativas de las matrices

a los ejes factoriales.
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Figura 4.12: Histogramas y graficos de normalidad para las contribuciones
relativas de las matrices a la conformacion de los ejes factoriales.
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Para finalizar con el estudio inferencial de las medidas relativas a las diferentes
matrices que forman parte del estudio, se muestran los resultados bootstrap
relativos a las contribuciones relativas de los ejes factoriales a las matrices (tabla
4.14 y figura 4.13). En este caso, los sesgos y las desviaciones estdndar son bastante
bajos y las distribuciones de las réplicas en general, son simétricas y tienden a
la normalidad a excepcion de las contribuciones a la tabla setosa que presentan

grandes asimetrias y desviaciones de la normalidad.

V. Media SE Sesgo t-b inf t-b perc perc BCa BCa

Obs sup inf sup inf sup
E.1

1 904.86  889.89 78.02 -14.96 736.79  1042.99 631.30 960.70  595.78  954.44

2 79223 774.47 66.68 -17.77 643.61 905.32  627.33  884.19  666.53  898.63

3  697.51  697.68 88.99 0.18 523.06 872.30 505.77  849.21  494.33  841.03
E.2

1 73.72 82.18 53.35 8.46 -22.51 186.88 28.51  256.08 33.54  282.42

2 174.02 169.25 57.54 -4.76 56.35  282.16 76.40  299.70 87.83  328.52

3 252.80  245.50 79.32 -7.39 89.84  401.16  115.63  422.66 133.06  457.05
E.3

1 21.43 27.93 29.43 6.50 -29.82 85.67 4.83  126.20 7.56  164.08

2 33.75 56.28 26.26 22.53 4.75 107.82 21.71 121.89 14.70 58.65

3 49.61 56.82 25.76 7.21 6.27 107.38 22.56 117.27 21.51 112.56

Tabla 4.14: Resultados bootstrap para las contribuciones relativas de los ejes
factoriales a las matrices.
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Figura 4.13: Histogramas y graficos de normalidad para las contribuciones
relativas de los ejes factoriales a las matrices.
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En el apéndice A se encuentran los resultados relativos a los individuos. En
general, las contribuciones relativas de los individuos a la variabilidad total y las
contribuciones relativas de los individuos a la conformacién de los ejes factoriales
son bastante estables, no siendo asi para el caso de las contribuciones de los
ejes factoriales a los individuos que presentan diferencias significativas en algunos
casos e intervalos de confianza con amplitudes demasiado grandes que cubren
practicamente todos los valores posibles.

Por 1ltimo se presenta el grafico (figura 4.14) con las coordenadas calculadas
para las variables de las 1000 muestras bootstrap. El conjunto de coordenadas
que se refiere a una misma variable se ha representado con el mismo color y se

han generado poligonos envolventes (convex-hull) para cada uno de ellos.

Bootstrap Coordinates (Variables)

Dimension 2
0

| Sepal.Length

-3 -2 -1 0 1 2 3

Dimension 1

Figura 4.14: Coordenadas de las variables para las 1000 muestras bootstrap.

A modo de resumen, en este capitulo se ha expuesto una revision de las

técnicas disponibles en la literatura para el andlisis de datos de tres vias y las
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principales versiones inferenciales basadas en remuestreo que existen para ellas.
Se ha desarrollado un nuevo software para la utilizacién del Biplot Muiltiple ya
que no existia ninguna implementacién para su puesta en practica y ademas
se ha propuesto una versién inferencial que puede ser ejecutada desde el mismo
software. Por tltimo, se ha ilustrado el manejo y la interpretacién de los resultados
de los Biplot Multiples y su nueva versién inferencial mediante su utilizacién con

un conjunto de datos.
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5.1. Clustering Biplot

Generalmente se suelen utilizar técnicas multivariantes de reduccién de la
dimensién para inspeccionar una posible estructura de grupos de las unidades
que se pretenden analizar (PCA, FA, Biplot...). Es muy frecuente que una vez
extraidas las primeras dimensiones que mas informacion aportan, se aplique una
técnica de clasificacion sobre las cargas obtenidas para las unidades. Sin embargo,
hay autores (De Soete y Carroll, 1994; DeSarbo et al., 1990b) que cargan en
contra de este proceso, llamado andlisis tandem por Arabie y Hubert, 1994. Esto
es debido a que, por lo general, estas técnicas no buscan las dimensiones que
mas separan los posibles grupos que pueda haber si no que buscan direcciones
de maxima variabilidad del conjunto total de datos disponibles. Un ejemplo de
cémo este procedimiento puede ser no adecuado se puede ver en Vichi y Kiers,

2001.

Para resolver este problema, De Soete y Carroll, 1994 proponen una
alternativa al algoritmo de k-means de tal forma que cada cluster se representa
mediante un tUnico punto, el centroide, y con dichos puntos se buscan las
dimensiones que mas variabilidad expliquen para ellos. Una vez extraidas dichas
dimensiones, se proyectan los puntos de los datos de partida sobre el espacio
generado por estas dimensiones y se obtiene una representacion en dimensién
reducida para unidades y centroides. Sin embargo, esta técnica tiene el problema
de que no representa bien los datos de partida, ya que lo que se ha buscado
es la maxima separacion entre centroides que no tiene porque ser la que mas

variabilidad explique de los datos originales.
Para poder optimizar al mismo tiempo tanto la separacion entre clusters como

la variabilidad explicada por las dimensiones extraidas, se han propuesto varias

alternativas que combinan métodos de clusters con técnicas de reduccién de la
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dimensién. Algunos utilizan escalamiento multidimensional o analisis unfolding
(DeSarbo y Heiser, 1993; DeSarbo et al., 1990a; Heiser, 1993). Otros utilizan el
ACP o el AF para este propésito (Vichi y Kiers, 2001).

Otra forma de actuar cuando se dispone de una matriz de distancias o
similitudes es utilizar el escalamiento multidimensional (MDS). El problema es
que los factores y la representacion obtenida no son faciles de interpretar. Para
facilitar esta interpretacién, se han propuesto procedimientos para establecer
relaciones entre dichos factores y variables externas (Cox y Cox, 1994; Green
et al., 1989; Hair et al., 1998; Heiser y Meulman, 1983). En ellos, se describen
métodos que combinan MDS, técnicas de cluster y regresion multiple. De esta
forma, se utiliza el MDS para obtener coordenadas de los objetos en un espacio
de dimension reducida, con estas coordenadas se realiza una regresién multiple
con la matriz que contiene las variables externas y por tltimo se aplica el anélisis
de clusters sobre los resultados de la regresion. También es posible intercambiar los
pasos de regresion y andlisis de clusters. Sin embargo, en ambas alternativas ni el
analisis de clusters ni la regresién tienen influencia sobre la solucion proporcionada
por el MDS. Para que en la extraccion de las dimensiones en el MDS se tengan
en cuenta las variables externas, se realiza en primer lugar la regresion multiple.
Asi, se proyecta la matriz de distancias sobre el espacio de las variables externas y
posteriormente se analizan estas distancias proyectadas mediante MDS y analisis
de clusters o viceversa. Pero esta aproximacién tampoco resulta 6ptima ya que
las funciones objetivo se optimizan secuencialmente y no simultdneamente. Bock,
1987 propone combinar aditivamente dos funciones objetivo relativas al analisis
de clusters k-means y al MDS. Heiser, 1993; Heiser y Groenen, 1997 muestran
un procedimiento en el que en primer lugar divide los objetos en un ntimero de
clases y simultameamente busca espacios de representacion en dimension reducida

para los centroides de los clusters conformados. Kiers et al., 2005 proponen como
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alternativa 6éptima el modelo MDSCLUREG que combina los tres procedimientos
en uno de tal forma que los centroides de los clusters se explican mediante un
nimero reducido de dimensiones (MDS) que son consideradas como variables
dependientes predecidas por las variables externas. Rocci et al., 2011 proponen
un algoritmo en el que convergen las propuestas de De Soete y Carroll, 1994;
Vichi y Kiers, 2001, llamado analisis Discriminante Factorial k-means (FDKM)
que alterna pasos del analisis Discriminante Lineal con el andlisis de clusters
k-means.

Si la particién de los objetos en clusters es conocida a priori, Amaro et al.,
2004; Gabriel, 1995 proponen el método Biplot Candénico o MANOVA-Biplot
que representa tanto los individuos como las variables en el mismo espacio
de dimensién reducida y maximiza la distancia entre los clusters utilizando la
distancia de Mahalanobis en lugar de la distancia Euclidea.

Siguiendo las ideas de los autores senalados anteriormente, se propone un
nuevo algoritmo que aborda el doble problema de clasificacién de objetos en
grupos y representacién en un espacio de dimensiéon reducida. Dicho algoritmo se
denomina Clustering Biplot (CBiplot) y combina el andlisis de clusters k-means
con el método HJ Biplot (Galindo, 1986). El objetivo de este método es, por
tanto, encontrar las direcciones que maximizan la separacién entre los centroides
de los P clusters que se pretenden encontrar a partir de los datos analizados y
obtener una representacion HJ Biplot de los individuos y de las variables en el

espacio que conforman dichas dimensiones.

5.1.1. Notacion

Para un mejor seguimiento del algoritmo que se va a proponer en la siguiente

seccidn se expone brevemente la terminologia que se va a utilizar:
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= [.J,P,Q. Ntumero de objetos, variables, clusters y componentes respectiva-

mente.

= X;;. Matriz de datos que contiene la informacién de I objetos sobre los que

se han medido J variables. Se supone estandarizada.
= E,;. Matriz de errores.

= U,,. Matriz binaria que contiene la localizacién de los I individuos en los P
clusters. Es decir, u;;, = 1 si el individuo 7 pertenece al cluster p y u;, = 0 en
otro caso. Es una matriz estocastica por filas, es decir, todos los elementos

son no negativos y Ef:l uy=1Vi=1,...,1I.
= X,;. Matriz de centroides en el espacio original.

» Z;;. Matriz en la que se ha sustituido el elemento original por el centroide

del cluster al que pertenece.

= A,,. Matriz que contiene las coordenadas HJ Biplot de los objetos en el

espacio de las () componentes.

= A,,. Matriz que contiene las coordenadas HJ Biplot de los centroides de los

P clusters en el espacio de las () componentes.

= B,,. Matriz que contiene las coordenadas HJ Biplot de las J variables en el

espacio de las () componentes.

A. Matriz diagonal que contiene los valores propios de la dvs de Z.

5.1.2. Modelo Clustering Biplot

El modelo asociado al CBiplot se obtiene de la aplicacién del HJ Biplot a la

matriz en la que se ha sustituido cada valor original por el valor del centroide del
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cluster al que pertenezca. Por tanto, en primer lugar, se aplica el método k-means

sobre dicha matriz obteniendo el modelo:

X =UX+E, (5.1)

A continuacién, se busca la descomposicion de la matriz de centroides
mediante el método HJ Biplot. Asi, se obtienen las coordenadas para variables B

y para los centroides A y la matriz diagonal que contiene los valores propios A.
Si:
X =DAM'

con D'D = MM = I, entonces:

B = MA.

Como el método HJ Biplot no reproduce el dato de partida, se introduce un

factor para hacer posible dicha recuperaciéon. De esta forma la matriz de centroides

queda expresada como:

X =AA'B" +E, (5.2)

Por lo tanto, el modelo asociado al CBiplot es:

X =UAA'B" +E (5.3)
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donde E = E; + Es.
A partir de este modelo es facil ver que: E = X — UAA'B". Por lo tanto,
se plantea el problema de minimizar la norma de la matriz de errores E, lo que

resulta en el problema de optimizacion:

F(U,AB) =| X-UAA'B" |?

I P Q 2
_ 1 .
= E Lij — E ,E :uipapq)\q bjq | — IUHI%E

i=1 j=1 p=1 ¢g=1

Por otro lado, se puede probar que se cumple la siguiente descomposicion:

I X |=|| X~ UAAT'B' ||* + || UAAT'B " ||?

Demostracién. Dado que B = MA, se cumple que B'B = AMMA y como M

se ha definido con la condicién MM =1, se tiene que B'B = A2,

Con esta afirmacién, sabiendo que X = UX y A = XBA ™!, se tiene que:

| X —UAA'B" |+ || UAAT'BT |?
—traza ([X - UXBA*B] [X - UXBA*B]")
+traza ([UXBA*BT] [UXBA*BT] )
= traza (XX") — 2traza (UXBA?B'X")

+2traza ([UXBA™*BT] [UXBABT] )
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= traza (XX") — 2traza (UXBA*B'X ")
+2traza (UXBA*BTBA*BT [UX] )
= traza (XX") — 2traza (UXBA?B'X")
+2traza (UXBA?B'X")

=traza (XXT)

Por lo tanto, minimizar F es equivalente a maximizar | UAAT'BT ||? que

corresponde con la deviance entre clusters de la clasificaciéon de X dada por U.

Por otro lado se tiene que:

| UAA'BT |?=|| UXBA 2B’ ||*= traza ([UXBA—QBT] [UXBA‘ZBT]T)

— traza ([UXBA™ ] A'BTBA~! [UXBA]'
(I |

= traza ([UXBA—l] [UXBA_l}T>
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=[| UXBA™" |I*=[| UA ||*.

Por lo tanto, minimizar F' es equivalente a maximizar la deviance entre clusters

en el espacio reducido.
Ahora bien, si se parte del modelo de k-means X = UX + E;, hay que
minimizar la norma || X — UX |2.

Pero,

| X — UX |]?=|| XBA~' — UXBA~! |>=|| A — UA |,

A continuacién, se demuestra que:

I A= A-UA|*+ | UA |

Demostracion. Sabiendo que A = UA, se tiene que:

| A—UA|*+ || UA |
=traza ([X — UA] [X — UA]T)
+traza ([UA] [UA]T)

= traza (AAT) — 2traza (UAAT)

+2traza ( [UA} [UA} T)
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=traza (AAT)
O

Como se ha demostrado antes, minimizar F es equivalente a maximizar
| UA || y segtin la descomposicién || A ||?=|| A—UA ||? + || UA ||?, maximizar
| UA ||? es lo mismo que minimizar || A — UA ||?, lo que corresponde con la
deviance dentro de los clusters en el espacio reducido.

En el algoritmo que se explica en la siguiente seccién se toma como funcién
objetivo la maximizacién de la deviance entre clusters. Como criterios de parada
en el proceso iterativo, se fija un umbral de tolerancia de tal forma que si la
diferencia entre la funcion objetivo en el paso k y la funcién objetivo en el paso
k 4+ 1 es menor que dicho umbral y la funcion objetivo en el paso k + 1 es mayor

que la del paso k se interrumpe el proceso.

5.1.3. Algoritmo CBiplot

El algoritmo parte de una clasificacién aleatoria de los individuos en los P
clusters y mediante un procedimiento iterativo se busca la clasificaciéon 6ptima
que conduzca a la maximizacién de las distancias entre los centroides de los grupos
resultantes.

Sea

X la matriz de datos de partida de orden I x J que contiene la informacién
de I individuos sobre los que se han medido J variables.

El algoritmo consta de un paso inicial que se detalla a continuacién:

Se genera la matriz U, aleatoria binaria de orden I x P que contiene la
localizacion de los I individuos en los P clusters. Es decir, u;;, = 1 si el individuo

i pertenece al cluster p y u;, = 0 en otro caso. Es una matriz estocastica por filas,
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es decir, todos los elementos son no negativos y Zil uy = 1Vi=1,...,1.Si
en este proceso se genera alguna columna vacia para Uy, es decir, algin cluster
resulta vacio, se elige el de mayor tamano y se divide aleatoriamente a la mitad.
Este procedimiento se repite hasta que todos los clusters tengan algin elemento.

A partir de las matrices X y Uy se calcula la matriz de centroides X, de orden

P x J mediante la ecuacidn:

XO - (UgUo)_l US—X

Con dicha matriz y la matriz de localizacion de los individuos en los clusters
Uy, se calcula Z,. Esta matriz es de orden [ x J y se construye sustituyendo
los valores iniciales de X por el valor de los centroides de los clusters a los que

pertenece cada individuo.

ZQ = UQXO.

A partir de la matriz Zy se van a buscar las direcciones de maxima
separacién entre los centroides calculados previamente. Por tanto, se realiza la

descomposicién en valores singulares (dvs) de la matriz Zo.

Zo=RAT'.

Se eligen Ay = RA como coordenadas para los individuos y By = TA como
coordenadas para las variables. Asi mismo, se calculan las coordenadas de los

centroides A en el nuevo espacio de representacion.
Con estas coordenadas se evalda la funcion objetivo Fj.
Una vez terminado el paso inicial, se comienza con el proceso iterativo.

Se supone que se ha ejecutado hasta el paso k — 1, por lo tanto, se dispone de
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las matrices Uj_1, Zp_1, Ap_1,Br_1 v Ap_1 v la funcién objetivo en dicho paso
Fi_1. A partir de ellas se va a realizar el paso k.

A partir de las matrices Aj,_; y Aj_; se actualiza la matriz U}, asignando cada
individuo al centroide mas cercano en el nuevo espacio mediante el algoritmo
de k-means. Si algin cluster resulta vacio, se procede de la misma forma que
con la matriz inicial Uy. Con la nueva matriz de localizaciéon de los individuos
en los P clusters Uy y la matriz X se calcula la nueva matriz de centroides
X, = (UgUk)f1 UgX. Con ella y Uy, se actualiza Z; = UpX,,.

A continuacién se vuelve a calcular la dvs de Z;, y se actualizan las matrices
de coordenadas para individuos, variables y centroides Ay, B, v Ay.

Con dichas coordenadas se computa el valor de la funcién objetivo y se
comprueba si se cumplen los criterios de parada explicados al comienzo de esta
seccion. En este caso, se termina el proceso iterativo y se considera como solucion
los resultados obtenidos en este paso, si no se repite este paso hasta que se cumplan
los criterios de parada.

En la figura 5.1 se resumen los pasos principales del algoritmo Clustering

Biplot.
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X

(Bx7)

K-means

X(PxJ) » Z(IxJ)
(v'v)'u'x UX ‘

(IxP)
B (JxQ)
XBA™ XBA™'!

) "
A

(IxQ) A(PxQ)

U

Figura 5.1: Esquema del algoritmo CBiplot.
5.2. Disjoint Biplot

Los métodos Biplot (Gabriel, 1971; Galindo, 1986) son herramientas amplia-
mente utilizadas para obtener una representacion conjunta de los objetos y de las
variables recogidas en una matriz de datos en un espacio de dimension reducida.
Como se ha detallado en el capitulo 2.1 se han aplicado en numerosos campos. Al
igual que ocurre en el PCA, los ejes que se eligen para representar los datos en el
espacio de dimensién reducida se obtienen de tal forma que expliquen la mayor
parte de la variabilidad presente en los datos. Estos ejes tienen correlaciones cero
entre si y son combinaciones lineales de las variables de partida. Sin embargo,
este hecho se convierte en una desventaja a la hora de interpretar los resultados
obtenidos. En el contexto del PCA se han desarrollado diferentes alternativas
para resolver este problema. Una posible solucion es el uso de técnicas de rota-
cion (Jolliffe, 1995). Vines, 2000 propone un nuevo método que denomina Simple

PCA, cuya idea basica es forzar a que las cargas factoriales sean —1,0 o 1. Una
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forma artificial que también se ha utilizado frecuentemente es convertir en nulas
las cargas factoriales menores que un cierto umbral prefijado (Cadima y Jolliffe,
1995). Jolliffe et al., 2003 presentan el método SCoTLASS que introduce una pe-
nalizacion en la suma de los valores absolutos de las cargas factoriales de tal forma
que algunas de ellas se hacen nulas. En el mismo sentido, Zhang et al., 2002, 2004
proponen SLRAs (Sparse Low Rank Aprozimations). Posteriormente, Zou et al.,
2006 proponen el Sparse PCA, cuyo objetivo es la btsqueda de cargas sparse, es
decir, buscan matrices de cargas factoriales que contengan escasos elementos no
nulos. Dicho método se basa en la reformulacion del PCA como un problema de
regresion y asi poder integrar directamente técnicas utilizadas en este contexto
que persiguen el propédsito de mejorar la interpretabilidad de los resultados. Entre
dichas técnicas se encuentran lasso (Tibshirani, 1996) y elastic net (Zou y Hastie,
2003). D" Aspremont et al., 2007 presentan una aproximacién del Sparse PCA ba-
sada en programacion semidefinida. Una revision exhaustiva desde la formulacion
clasica del PCA hasta estas aproximaciones se puede consultar en Trendafilov,
2014. McCabe, 1984 presenta una alternativa en la que se selecciona un conjunto
reducido de variables que llama wvariables principales. En este sentido, Mahoney
y Drineas, 2009 proponen una alternativa a la dvs para aproximar una matriz
de datos a la que han denominado descomposicion C'UR. La ventaja que tiene
sobre la dvs es que permiten expresar la matriz de datos respecto de un ntimero
reducido de columnas y/o filas en lugar de extraer ejes factoriales que son combi-
naciones lineales de las variables de partida. Esto mejora la interpretaciéon ya que
lo que se obtiene son las propias variables y/u objetos. Dicha denominacién se
debe a que la matriz de partida se descompone en tres matrices C, U y R donde
C v R contienen un nimero pequeno de columnas y filas respectivamente. Para
seleccionar este ntimero se genera una distribucion de probabilidad a partir de

la influencia de cada columna en la mejor aproximacion de dimensiéon reducida
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de la matriz de datos. Existen diferentes descomposiciones CUR segtn el criterio
definido para elegir las columnas y las cotas de error obtenidas en ellos (Drineas
et al., 2006, 2008; Frieze et al., 2004; Goreinov y Tyrtyshnikov, 2001; Stewart,
1999). En Vichi y Saporta, 2009, se propone un método en el que, mediante un
algoritmo de minimos cuadrados alternados, se busca un espacio de dimensién
reducida en el que cada variable iinicamente contribuye a la conformacién de uno
solo de los ejes factoriales extraidos a la vez que busca la mejor clasificacion de
los objetos situados en las filas de la matriz. En esta seccién se va a presentar
un nuevo algoritmo para obtener ejes factoriales disjuntos en la representacion
HJ Biplot. Se utiliza para la bisqueda de dichos ejes factoriales el procedimiento

utilizado en Vichi y Saporta, 2009 relacionado con el propuesto por Vigneau y

Qannari, 2004.

5.2.1. Notacion

Para una lectura mas clara del algoritmo explicado posteriormente se realiza

una breve resena de la terminologia que se va a utilizar:

= 1.J,Q. Ntumero de objetos, variables y componentes respectivamente.

= X;;. Matriz de datos que contiene la informacién de I objetos sobre los que

se han medido J variables. Se supone estandarizada.

= E,;;. Matriz de errores.

= V;,. Matriz binaria que contiene la informacién relativa a la componente
sobre la que va a contribuir cada una de las J variables. Es decir, v;, = 1 si
la variable j contribuye a la componente ¢ y vj, = 0 en otro caso. Al igual

que sucedia con la matriz U en el método descrito anteriormente, es una
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matriz estocastica por filas, es decir, todos los elementos son no negativos

y XL vy =1 =1,...,J.

= A;,. Matriz que contiene las coordenadas HJ Biplot de los objetos en el

espacio de las () componentes disjuntas.

= B,,. Matriz que contiene las coordenadas HJ Biplot de las J variables en el

espacio de las () componentes disjuntas.

= A. Matriz diagonal que contiene los valores propios de la dvs disjunta de

X.

5.2.2. Modelo Disjoint Biplot

El modelo asociado al Disjoint Biplot (DBiplot) se obtiene de la aplicacién
del HJ Biplot a la matriz que contiene los datos de partida. Asi, se obtienen las
coordenadas para variables B y para objetos A y la matriz diagonal que contiene
los valores propios A.

Si:

X =DAM'

con D'D = MM = I, entonces:

B = MA.

Al igual que ocurria en el método anterior, como el método HJ Biplot no
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reproduce el dato de partida, se introduce un factor para hacer posible dicha

recuperacion. De esta forma se obtiene el modelo:

X=AA"'B'+E (5.4)

A partir de este modelo es facil ver que: E = X — AA"'B'. Por lo tanto, el
problema planteado en este modelo es minimizar la norma de la matriz de errores

E, lo que resulta en el problema de optimizacién:

F(AB)=| X-AA'BT |?

Por otro lado, se puede probar que se cumple la siguiente descomposicion:

| X |?=]| X -~ UAA'B" |? + | UAA'B" |?

Demostracion. Como B = MA, se cumple que B'B = AM'MA y como M se

ha definido con la condicién MM =1, se tiene que B'B = A2

Con esta igualdad y A = XBA ™, se tiene que:

| X~ AABT 4 | AABT |2
= traza ([X - XBA“*B"] [X - XBA*B"] ")

+traza ([XBA~BT] [XBA*BT]")



5.2. Disjoint Biplot 279

= traza (XX ') — 2traza (XBA’BTX")
+2traza ([XBA™*BT] [XBABT] ")
= traza (XX") — 2traza (XBA?B'X")
+2traza (XBA?B'BA°B'X")
= traza (XX ') — 2traza (XBA’BTX")
+2traza (XBA’B'X")
= traza (XX")
Por tanto, minimizar F es lo mismo que maximizar || AA~'B" ||> que

corresponde con la variabilidad explicada por la aproximaciéon de X dada por

la descomposiciéon HJ Biplot.

En el algoritmo que se explica a continuacion se fija como funciéon objetivo la
maximizacion de la variabilidad explicada por la aproximacion. Los criterios de

parada se asumen igual que en la seccion anterior.
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5.2.3. Algoritmo DBiplot

A continuacién se explica el algoritmo creado para llevar a cabo el Disjoint
Biplot. El objetivo de este método es encontrar () componentes que definan un
nuevo espacio donde representar los datos de partida pero con la peculiaridad de
que cada variable sélamente va a contribuir a una componente. Se parte de X
matriz de datos de orden I x J que contiene la informacion de [ individuos sobre

los que se han medido J variables.
El algoritmo consta de un paso inicial que se explica a continuacion:

Se genera la matriz V, aleatoria binaria de orden J x () que contiene la
informacion relativa a la componente sobre la que va a contribuir cada una de
las J variables. Es decir, vj, = 1 si la variable j contribuye a la componente ¢ y
vjq, = 0 en otro caso. Al igual que sucedia con la matriz Uy en el método descrito
anteriormente, es una matriz estocastica por filas, es decir, todos los elementos
son no negativos y 2?:1 vjy =1Vj=1,...,J. También se asegura que todas las
componentes tengan cargas de alguna variable, es decir, que ninguna componente
tenga cargas nulas para todas las variables. El procedimiento es similar al caso
de los clusters. Si una componente no tiene ninguna variable asignada para que
contribuya a su conformacion, aquella que tenga mayor nimero de variables se

divide aleatoriamente en dos.

Partiendo de las matrices X y Vj se van a calcular las coordenadas para las
variables By de orden J x @) de la siguiente manera:

Para cada componente ¢:

Se genera la submatriz Wy, que contiene tantas filas como la matriz de partida
X y tantas columnas como variables que contribuyan a dicha componente ¢, es
decir, se seleccionan las columnas de la matriz X para las que la variable asociada

tenga un uno en la columna ¢ de la matriz Vj,.
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La matriz Wy, se descompone en valores singulares.

Wi, = RATT

y se calculan las coordenadas para dichas variables como Boq = TA. Se elige la
primera columna de esta matriz que corresponde con la componente asociada al
primer valor propio para este subconjunto de variables. Estas coordenadas van a
ser las coordenadas de las variables que se han considerado para la componente
q en el nuevo espacio y el resto de variables que no han formado parte de la
submatriz Wy, tendran coordenada 0 para esta componente.

En la figura 5.2 se muestra cémo se construye W, a partir de las matrices X

y V.
L=
bl
X ) ‘ °
b,
11 | W@ 1| b,
Vinoy il 2 | B0 ilh
J‘ 1 ‘ 1| b |

Figura 5.2: Esquema de construcciéon de la submatriz W,.

Una vez que se tiene la matriz By de coordenadas para las variables, se calcula

la matriz de coordenadas para los individuos:

Ay = XByA,*

donde Ay contiene el mayor valor propio resultante de las dvs de cada W,.
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Con las coordenadas calculadas en este paso se computa el valor inicial de la
funcion objetivo Fj.

Una vez terminado el paso inicial, se comienza con el proceso iterativo.

Se supone que se dispone de los resultados obtenidos en el paso k — 1, por
tanto se tienen las matrices Vi_1, A1, Ax_1 v Br_1 y el valor de la funcion
objetivo en dicho paso Fj,_i. A partir de ellas se va a realizar el paso k.

En este paso, es necesario actualizar la matriz V. Para ello se va a actuar
por filas. Para cada fila j se procede de la siguiente manera:

Se mantienen las filast =1,...,7—1,j+1,...,J. Se ponen a cero toda la fila
]y se crea qu en las que el uno de dicha fila se encuentra en la columna ¢. Para
cada una de las ¢ \N/'kq se calculan las matrices de coordenadas para individuos y
variables Akq y qu y se evalta la funcién objetivo ﬁ’kq. Aquella posicién para la
cual la qu sea maxima, serd la posicion para la cual se fije el uno de dicha fila.

Si de este proceso resulta alguna columna de la matriz Vi con todos los
elementos nulos, se procede de igual forma que se explicé para V.

Una vez que se ha actualizado la matriz Vi, se calculan las coordenadas para
las variables By. El procedimiento es similar al explicado en el paso inicial.

Para cada componente ¢:

Se genera la submatriz Wy, que contiene las columnas de la matriz X para las
que la variable asociada tenga un uno en la columna ¢ de la matriz V,, actualizada
anteriormente.

La matriz Wy, se descompone en valores singulares.

W,, = RATT

y se calculan las coordenadas para dichas variables como qu = TA. Se elige la

primera columna de esta matriz como coordenadas de las variables que se han
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considerado para la componente g en el nuevo espacio y el resto de variables
que no han formado parte de la submatriz Wy, tendran coordenada 0 para esta
componente.

Con la matriz B, se calcula la matriz de coordenadas de individuos Aj:

A, = XBA;!

donde Ay, contiene el mayor valor propio resultante de las dvs de cada Wy,.

Por 1ltimo, se calcula el valor correspondiente de la funcién objetivo Fj. Se
comprueba si se verifican los criterios de parada explicados al comienzo de esta
seccion. En este caso, se termina el proceso iterativo y se considera como solucion
las coordenadas obtenidas en este paso, si no, se repite este paso hasta que se
cumplan los criterios de parada.

En la figura 5.3 se esquematizan los pasos basicos del algoritmo Disjoint

Biplot.

X

(IxJ)

A( IxQ)

XBA™
A

B( JxQ)

W(q)
v )_(BA" —
(JxQ2) Apig)

Figura 5.3: Esquema del algoritmo DBiplot.
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5.3. Clustering Disjoint Biplot

En las secciones anteriores se han explicado diferentes métodos tanto
para buscar una estructura subyacente de grupos como para mejorar la
interpretabilidad de los ejes factoriales extraidos mediante técnicas de reduccién
de la dimensién. Sin embargo, hay autores que intentan buscar una solucién
conjunta a ambos tipos de problemas. El andlisis de clusters tradicionalmente
se utiliza para la clasificacién de objetos. Sin embargo, hay ocasiones en las
que se utilizan para buscar una particion de las variables en lugar de las
técnicas factoriales. Esto es debido a que en las técnicas factoriales, incluso
después de haber aplicado algiin tipo de rotacion, los factores extraidos pueden
compartir variables en su conformacion, hecho que dificulta su interpretacion. Mas
relacionado con la idea de buscar una clasificacion de objetos y una particion de
variables que mejore la interpretacion de los resultados, se encuentran las técnicas
de biclustering (Hartigan, 1972, 1975). Estas técnicas identifican submatrices
de la matriz de partida en las que los objetos y las variables forman clusters.
Sin embargo, estos métodos no tienen claramente definido un problema de
optimizacién mediante una funcion objetivo que mida las discrepancias entre las
aproximaciones que se encuentran en el proceso iterativo y los datos originales.
En este sentido, Bock, 1979, 2003; DeSarbo, 1982 proponen alternativas al
biclustering basadas en diferentes criterios de optimizacion. Vichi, 2000 presenta
el algoritmo Doble k-means. Una revisiéon completa de los métodos de biclustering
se puede ver en Van Mechelen et al., 2004. Witten y Tibshirani, 2010 proponen
el Sparse k-means Clustering, cuyo doble objetivo es encontrar una clasificacion
de los objetos mediante el algoritmo k-means y buscar las variables que tengan
méas influencia en dicha clasificacién. Para ello utilizan la penalizacion lasso

(Tibshirani, 1996).
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En Vichi y Saporta, 2009 se propone un método iterativo que busca la
particion de los objetos alrededor de un conjunto de centroides y la de las
variables en torno a un conjunto de componentes. Dicho método se denomina
CDPCA (Clustering Disjoint Principal Component Analysis). Este método tiene
la ventaja, respecto del sparse PCA, de obtener particiones de las variables
disjuntas, es decir, cada variable del conjunto de datos inicamente va a contribuir
a la conformacién de una componente, hecho que no ocurre en el sparse PCA
ya que aunque se obtienen matriz de cargas con bastantes ceros, una misma
variable puede tener cargas para varias componentes. Esta forma de obtener las
componentes disjuntas esta relacionada con el método propuesto por Vigneau y
Qannari, 2004. Recientemente, Macedo y Freitas, 2015 desarrollan un programa
para su utilizacién.

Teniendo en cuenta las aportaciones anteriores, se propone el algoritmo
CDBiplot (Clustering Disjoint Biplot), que alterna la biisqueda de la mejor
clasificacién de los objetos mediante la representacién HJ Biplot (Galindo, 1986)
en un espacio de dimension reducida donde los ejes factoriales extraidos son
disjuntos, es decir, cada variable de la matriz de partida sélamente contribuye
a la conformacion de un eje teniendo contribuciones nulas para el resto. Esto
se consigue dividiendo el espacio total en subespacios disjuntos y extrayendo de

cada uno de ellos la direccion de maxima variabilidad.

5.3.1. Notacion

A continuacién, se expone brevemente la terminologia utilizada en la

descripcion del algoritmo:

= [,LJ,P,Q. Numero de objetos, variables, clusters y componentes respectiva-

mente.
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X;;j. Matriz de datos que contiene la informacién de I objetos sobre los que

se han medido J variables. Se supone estandarizada.
E;;. Matriz de errores.

U,,. Matriz binaria que contiene la localizacién de los [ individuos en los P
clusters. Es decir, u;;, = 1 si el individuo 7 pertenece al cluster p y u;, = 0 en
otro caso. Es una matriz estocastica por filas, es decir, todos los elementos

son no negativos y Ef:l uy=1VvVi=1,..., 1.
X,;- Matriz de centroides en el espacio original.

Z;;. Matriz en la que se ha sustituido el elemento original por el centroide

del cluster al que pertenece.

V;,. Matriz binaria que contiene la informacién relativa a la componente
sobre la que va a contribuir cada una de las J variables. Es decir, v;, = 1 si
la variable j contribuye a la componente ¢ y vj, = 0 en otro caso. Es una

matriz estocéstica por filas, es decir, todos los elementos son no negativos

y O =1V =1,...,J.

A,,. Matriz que contiene las coordenadas HJ Biplot de los objetos en el

espacio de las () componentes disjuntas.

A,,. Matriz que contiene las coordenadas HJ Biplot de los centroides de los

P clusters en el espacio de las () componentes disjuntas.

B,,. Matriz que contiene las coordenadas HJ Biplot de las J variables en el

espacio de las () componentes disjuntas.

A. Matriz diagonal que contiene los valores propios de la dvs disjunta de Z.
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5.3.2. Modelo Clustering Disjoint Biplot

El modelo para el CDBiplot y las consideraciones para la funcién objetivo son
los explicados en la seccion 5.1.2 pero teniendo en cuenta que la obtencion de
los marcadores para las variables siguen un proceso diferente al establecido en el

algoritmo CBiplot.

5.3.3. Algoritmo CDBiplot

En esta seccion se detalla el algoritmo Clustering Disjoint Biplot. Como se ha
explicado anteriormente, este método tiene un doble objetivo: por un lado busca
las componentes que maximicen la distancia entre los centroides de los P clusters
que se buscan en los [ individuos y por otro lado, se buscan ) componentes de tal
forma que las J variables sélo contribuyan a una de las componentes encontradas.

Como criterios de parada en el proceso iterativo, se fijan los mismos que en
las secciones anteriores.

Se parte de X, una matriz de datos de orden I x J que contiene la informacién
de I individuos sobre los que se han medido J variables.

El algoritmo consta de un paso inicial que a su vez se compone de dos partes:

» Referente al primer objetivo (cluster de individuos):

Se crea la matriz U, aleatoria binaria de orden I x P que contiene la
localizacién de los I individuos en los P clusters. Es decir, u;, = 1 si
el individuo 7 pertenece al cluster p y u;, = 0 en otro caso. Es una
matriz estocéastica por filas tal que todos los elementos son no negativos
y Zle uy =1Vi=1,...,I. Como en el algoritmo CBiplot, se asegura que
todos los clusters tengan elementos dividiendo el que tenga mayor nimero

en caso de que fuera necesario.
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Mediante las matrices X y Ug se genera la matriz de centroides X, de orden

P x J:

XO = (UJUo)_l US—X

Con esta matriz y Uy, se calcula Zy. Esta matriz contiene los valores de los
centroides de los clusters a los que pertenece cada individuo en lugar de los

valores iniciales de X.

ZQ = UQXQ.

Referente al segundo objetivo (variables que sélo contribuyen a una

componente):

Se genera la matriz V| aleatoria binaria de orden J x ) que informa de
la componente a la que contribuye cada variable. Es decir, v;, = 1 si la
variable j contribuye a la componente ¢ y vj, = 0 en otro caso. Cumple que
todos los elementos son no negativos y 252:1 vy =1V5=1,...,J. Como
se explico en el algoritmo DBiplot, se asegura que todas las componentes
tengan alguna variable que contribuya a ella reasignando la mitad de las

que contribuyan a la componente con mayor niimero de cargas no nulas.

Partiendo de las matrices Zy vy Vj se calculan las coordenadas para las

variables By mediante el siguiente procedimiento:
Para cada componente g:

Se extrae la submatriz Wy, de Z, formada por las columnas de la matriz
Z, para las que la variable asociada tenga un uno en la columna ¢ de la

matriz V.
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Se realiza la dvs de la matriz Wy, = RAT' y se calculan las coordenadas
para dichas variables como qu — TA. Se selecciona la primera columna
de esta matriz como coordenadas de las variables que se han considerado
para la componente ¢ en el nuevo espacio y al resto de variables que no han

formado parte de la submatriz Wy, se les asigna 0 para dicha componente.

Una vez obtenida la matriz By, se obtiene la matriz de coordenadas para

los individuos:

Ay = XByA,*

donde A contiene el mayor valor propio resultante de las dvs de cada Wy,,

al igual que se explico en el método Disjoint Biplot.

También se obtiene la matriz de coordenadas de los centroides en el nuevo

espacio de representacion.

AO - XBoAal

Con las matrices Ay, Ay, Uy, By y Ay ! se obtiene el valor inicial de la funcién
objetivo Fy.

A partir de este punto se comienza con el proceso iterativo.

Tal como se ha explicado en los algoritmos anteriores, se suponen conocidos los
resultados obtenidos en el paso k— 1, por tanto se tienen las matrices Uj_1, Xj_1,
Zi1, Ap_1, As_1, Vi1, Vi1, Apq v Bi_1 y el valor de la funcién objetivo en

dicho paso Fj_;. Con todas ellas se van a calcular las correspondientes al paso k.

» Referente al primer objetivo (cluster de individuos):

En esta parte se actualiza la matriz Uy, a partir de las coordenadas de los
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individuos y de los centroides Aj_; y Ay_; mediante el algoritmo de k-
means. Se asegura que todas las columnas de Uj, tengan algtin elemento no

nulo como se explicoé para Uj.

Con dicha matriz y los datos de partida X se calculan los centroides

X, = (U,IUk)fl U]IX. Con ella y Uy, se actualiza Z; = U, X,,.

Referente al segundo objetivo (variables que sélo contribuyen a una

componente):

En esta parte se actualiza la matriz V. Para ello se va a actuar por filas.

Para cada fila j se sigue el siguiente proceso:

Se fijan las filas t = 1,...,5 — 1,7+ 1,...,J. Se ponen ceros en todas
las posiciones de la fila j y se genera la matriz qu para cada una de las
componentes () en las que se posiciona el uno en el lugar g-ésimo. A partir
de cada una de las ¢ qu se calculan las matrices de coordenadas para
individuos, centroides y variables Akq, f&kq y ]?‘)kq y se calcula el valor de
la funcién objetivo F’kq. Aquella posicién que haga maxima qu, sera la

posicién para la cual se fije el uno de la fila j.

Una vez que se ha actualizado la matriz Vi, con la seguridad de que todas
las columnas tienen algin elemento no nulo, se obtienen las coordenadas

para las variables By. El procedimiento es el explicado en el paso inicial.
Para cada componente g:

Se genera la submatriz Wy, que contiene las columnas de la matriz Zj, para
las que la variable asociada tenga un uno en la columna ¢ de la matriz Vy

actualizada anteriormente.
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La matriz Wy, se descompone en valores singulares.

W,, = RAT'

y se calculan las coordenadas para dichas variables como f’)kq = TA. Se
escoge la primera columna de esta matriz como coordenadas de las variables
que se han considerado para la componente g en el nuevo espacio y el
resto de variables que no han formado parte de la submatriz Wy, tendran

coordenada 0 para esta componente.

Con la matriz By se calcula la matriz de coordenadas de individuos Aj:

Ay = XBAL!

donde Ay, contiene el mayor valor propio resultante de las dvs de cada Wy,.

También es necesario la matriz de coordenadas de los centroides:

A, =XBA;!

Por tultimo, se calcula el valor de la funcién objetivo Fj. Se comprueba si
se verifican los criterios de parada anteriormente explicados. Si se cumplen,
se termina el proceso iterativo y se considera como solucién las coordenadas
obtenidas en este paso, si no, se repite este paso hasta que se cumplan los criterios
de parada.

Con el objetivo de no caer en un minimo local, es necesario ejecutar el
algoritmo varias veces. Se recomienda un minimo de 1000 para encontrar una
solucién estable.

En la figura 5.4 se muestran el esquema del algoritmo Clustering Disjoint
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Biplot.

(1x7)

K-means

A(IxQ)
XBA™' ’

B( JxQ)

)‘(BA*‘

A(PXQ)

Figura 5.4: Esquema del algoritmo CDBiplot.

5.4. Programa CDB:aplot

Con el objetivo de proporcionar un software que permita la utilizacién de los
tres algoritmos descritos anteriormente, se ha desarrollado una nueva GUI en el
entorno R. Este programa permite al usuario elegir el algoritmo que desea utilizar
con sus datos y obtener un grafico con la representacién resultante.

El programa se encuentra en forma de funcién dentro del paquete
biplotbootGUI. La funcién se denomina CDBiplot y consta de dos argumen-

tos:

= data. Matriz que contiene los datos que van a ser analizados.

= clase. Vector que contiene la clase a la que pertenece cada objeto en caso

de que se conozca y se quiera analizar la clasificacion de los objetos.

Una vez que se invoca la funcién, aparece una ventana (figura 5.5) con tres

radiobuttons para poder elegir el algoritmo a ejecutar.
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= Clustering Biplot (CBiplot).
= Disjoint Biplot (DBiplot).
= Clustering Disjoint Biplot (CDBiplot).

e 00 \| Clustering and/or Disjoint Biplot

CLUSTERING AND/OR DISJOINT BIPLOT
' 'Ciustér‘ihg Birfr)rlrdt (V(VIMBAiplo‘t)A
Disjoint Bipﬁlot (DBiplot)

Clustering Disjoint Biplot (CDBiplot)

i)

oK

Figura 5.5: Ventana principal de la funcién CDBiplot.

Una vez elegido el algoritmo, emerge una ventana (figura 5.6) donde se debe
introducir el nimero de componentes, el umbral de tolerancia permitida, el
nimero maximo de iteraciones que va a ejecutar el algoritmo y el ntimero de
veces que se quiere repetir el algoritmo completo con el objetivo de encontrar
la soluciéon 6ptima y no caer en un minimo local. Si los algoritmos que se van
a utilizar requieren la clasificacion de los objetos, también se pide el nimero de

clusters que se quiere considerar.

8 00 X! Clustering Disjoint Biplot
Number of clusters: :0
Number of components: |0
Tolerance: le-5
Iterations: 500

|Repetitions of the algorithm: 500

OK

Figura 5.6: Ventana para elegir los pardmetros para ejecutar el algoritmo.

A continuacion, el programa ejecuta el algoritmo y cuando termina, aparece
una ventana (figura 5.7) con la representaciéon de los objetos y las variables

analizadas mediante el algoritmo elegido.
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e 00 \ CDBiplot
File 3D Options Clusters
CDBiplot
Petal Width
o
o
€
M~
[aY]
@
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£ SepalLength
e =]
Petal.Length
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Sepal Width
T T T T T T T
-2 0 2 4 6 8 10 12

Dim 1 ( 46.68 %)

Figura 5.7: Ventana con la representacion conjunta de objetos y variables.

En esta ventana se pueden distinguir dos bloques y varios ments. En el bloque
de la derecha se tiene la representacion grafica de los objetos y las variables. En
este grafico es posible mover las etiquetas de los puntos con el botén izquierdo
del ratén. El bloque de la izquierda sélo aparece si el niimero de componentes es
mayor que dos. En ese caso, se pueden observar tres listbox que sirven para elegir
la dimensién que se quiere ver en cada grafico (2 y 3 dimensiones) y un botén
Refresh que es necesario pulsar para que los cambios de los anteriores cuadros

de texto se actualicen. En la parte superior de la ventana se tienen 4 ments:

n File

e Copy image

e Save image
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o PDF file
o Eps file

o Png file
o Jpg/Jpeg file

e Exit

= 3D

e 3D

= Options

e Change title

e Show/Hide axes

e Show/Hide variables

e Show/Hide row labels

n Cluster

e Convex-hull

El primero de ellos permite copiar la imagen al portapapeles, guardarla

en varios tipos de formato y salir del programa. El siguiente es el menu de

3 dimensiones. Permite ver las coordenadas de objetos y variables en tres

dimensiones. En este grafico existe la posibilidad de rotar la imagen con el botén

izquierdo del ratéon y ampliar o disminuir la imagen con el botén derecho del

ratén. El tercer menu disponible es el de opciones. Contiene cuatro submentis:

cambiar el titulo del grafico, mostrar o quitar los ejes de coordenadas, mostrar o

quitar la representacién de las variables y mostrar o quitar las etiquetas de los
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® O O |X| Convex hull
| lYes & No o i
|CONVEX HULL |— - |
Filed © Empty = |
’ |

oK |

Figura 5.8: Ventana para elegir las opciones respecto del poligono envolvente.

objetos. El ultimo ment permite al usuario dibujar convex-hull alrededor de cada

cluster. Cuando se elige este subment aparece una ventana (figura 5.8).

En ella se puede elegir si se dibujan los poligonos envolventes (convex-hull) y

en caso de querer representarlos, es posible elegir dibujar solo la linea exterior o

rellenar toda la zona delimitada por el poligono.

Junto a esta ventana emerge un texto con los resultados del anélisis:

Matriz U de clasificacion de los objetos.

Matriz V de informacion sobre a qué componente contribuye cada variable.

Valores propios.

Variabilidad explicada por cada componente.

Coordenadas de objetos y variables.

Matriz de pseudoconfusion en el caso de haber pasado el argumento clase al
invocar la funcién y haber elegido un algoritmo que implique clasificacién
de los objetos. Esta matriz es una tabla que cruza el nimero de objetos

clasificados mediante el algoritmo con la clasificacion introducida.

Matriz de correlaciones entre componentes.

Nimero maximo de iteraciones necesarias para la convergencia del

algoritmo.
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= Valor méximo de la funcién objetivo F'.

Dicho archivo se guarda automéaticamente en el directorio en el que se

encuentre el usuario.

5.5. Aplicacién a Datos

Para mostrar el funcionamiento del software y comprobar las ventajas de los
algoritmos descritos anteriormente se ejecuta el programa sobre dos conjuntos de
datos.

En primer lugar, se va a ejecutar el método CDBiplot sobre los datos iris
(Anderson, 1935) que ya se explicaron en la seccién 2.5. Como se vefa en dicha
seccién, a pesar de que los datos estan clasificados en tres grupos, el HJ Biplot en
las dos primeras dimensiones (figura 5.9) no diferencia los tres grupos. Unicamente
se aprecia gran diferencia entre el grupo setosa, representado en rojo, de los grupos
versicolor y virginica (verde y naranja). Pero estos dos grupos se solapan en una
regiéon y por tanto, no se ve una separacion clara.

Si se aplica el algoritmo CDBiplot a estos datos se obtiene la figura 5.10.

Como se puede observar, se obtiene una separacion entre el primer cluster y
el resto. También se observa una separacién mas clara en los dos clusters que no
se diferenciaban en el HJ Biplot anterior.

A continuacién se presenta el grafico con la representacion conjunta de
individuos y variables (figura 5.11). En él se puede ver que las variables resultantes
de la separacion entre clusters son las longitudes del sépalo y del pétalo mientras

que la anchura del sépalo y del pétalo separan el primero del resto.
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Datos iris

Petal.Length

Petal. Width

Sepal.Length

Axis 2 :22.85 %
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Sepal.Width
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Figura 5.9: Gréafico que muestra la representacién HJ Biplot para los datos iris
en las dos primeras dimensiones.

CDBiplot

Dim 2 (33.27 %)

Dim 1 (46.68 %)

Figura 5.10: Grafico que muestra los clusters obtenidos mediante el algoritmo
CDBiplot en las dos primeras dimensiones.
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CDBiplot

Petal.Width

10
1

Dim 2 (33.27 %)
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Figura 5.11: Grafico que muestra los clusters y las variables obtenidas mediante
el algoritmo CDBiplot en las dos primeras dimensiones.

Hay que tener en cuenta que la variabilidad explicada por cada eje en este
algoritmo es menor que la que explica el HJ Biplot ya que el objetivo del CDBiplot
no es s6lo maximizar la variabilidad explicada por la aproximacién sino buscar
la mejor clasificacién de los individuos. Ademads, los ejes extraidos mediante el
CDBiplot son disjoint, es decir, cada variable solo contribuye a la conformacion
de un tnico eje y este hecho también influye en la disminucién de la variabilidad
explicada por cada eje. El programa proporciona, ademas del grafico, una tabla
cruzada donde se puede ver el niimero de casos bien y mal clasificados en el caso
de que se haya incluido como parametro de llamada a la funcién un vector con la
clasificacion real de los individuos. En este caso, se observa que el grupo setosa
se clasifica correctamente mientras que en el grupo wersicolor y en el virginica
existen individuos mal clasificados. Dichos individuos suponen un 13 % del total
de la muestra.

Otra cuestién que hay que tener en cuenta es que, por la manera de calcularlos,
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los ejes extraidos no tienen correlacion 0. Por ello, el programa proporciona la
matriz de correlaciones para los ejes factoriales. Para estos datos se obtiene una
correlacion entre ambos ejes del 81 %. Cabe destacar también que, para estos
datos, el nimero maximo de iteraciones que ha necesitado el algoritmo para
alcanzar la convergencia ha sido de 14.

El segundo conjunto de datos que se utiliza con este algoritmo son datos dispo-
nibles en la padgina http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Wine+Quality.
La muestra original consta de 2 conjuntos de datos relativos a dos variedades (tin-
to y blanco) de Vinho Verde portugués (Cortez et al., 2009). Sobre ellos se han
medido las siguientes variables fisico-quimicas: acidez fija, acidez volatil, acido
citrico, azucar residual, cloruros, diéxido de azufre libre, di6xido de azufre to-
tal, densidad, pH, sulfatos y alcohol. Los datos contienen 1599 mediciones de la
variedad tinta y 4898 de la variedad blanca. Como ejemplo, se ha extraido una
muestra que contiene 500 mediciones de cada una de ellas. Se utiliza el algoritmo
CDBiplot para encontrar la representacién de la clasificacién en ambas variedades
y obtener dos ejes factoriales disjuntos.

Al igual que en el ejemplo anterior, se realiza primero un HJ Biplot sobre
los datos. En la figura 5.12 se puede ver dicha representacién. Segun se observa,
hay dos grupos pero no estan bien diferenciados. La cantidad de variabilidad
absorbida por los dos ejes es del 51,10 %. En esta representacion se aprecia que
las variables que mas contribuyen a la separacion de los dos grupos son la acidez
volatil, azucar residual, diéxido de azufre total y didxido de azufre libre.

A continuacién, se ejecuta el algoritmo CDBiplot sobre los mismos datos. En

la figuras 5.13 y 5.14 se presentan los resultados reteniendo dos ejes factoriales.
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Figura 5.12: Grafico que muestra la representacion HJ Biplot para los datos Vinho
Verde en las dos primeras dimensiones.
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Figura 5.13: Grafico que muestra los clusters y las variables obtenidas mediante

el algoritmo CDBiplot en las dos primeras dimensiones. Datos Vinho Verde.
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CDBiplot
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Figura 5.14: Grafico que muestra los clusters obtenidos mediante el algoritmo
CDBiplot en las dos primeras dimensiones. Datos Vinho Verde.

En ellos se observa que la separacién de ambos clusters es menos difusa. Las
variables que conforman el eje 1 son acidez volatil, aztcar residual, diéxido de
azufre total y didéxido de azufre libre mientras que al eje 2 contribuyen acido
citrico, pH, acidez fija, sulfatos, cloruros, densidad y alcohol. Como se explicaba
en el ejemplo anterior, la variabilidad explicada por cada eje en este caso es menor
(40,57 %) debido a la forma de generar dichos ejes factoriales. El programa nos
ofrece también el recuento de individuos bien y mal clasificados. En este ejemplo,
el nimero de individuos mal clasificados es 16 lo que supone un 1,6 % del total. El
nimero de iteraciones maxima que se ha necesitado para alcanzar la convergencia
ha sido de 31 y la correlacién entre los ejes generados es del 50,5 %.

Resumiendo, en este capitulo se ha realizado una revisién bibliografica de
las técnicas que abordan la necesidad de obtener una representaciéon en un
espacio de dimension reducida por un lado, teniendo en cuenta que los individuos

forman grupos, por otro lado mejorando la interpretabilidad de los ejes factoriales
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considerados. A partir de esta revisién se proponen tres algoritmos: CBiplot,
que busca el mejor espacio de representacion comun reducida tendiendo en
cuenta la estructura de grupos de los individuos; DBiplot, que busca un espacio
de dimension reducida para representar individuos y variables con la ventaja
de obtener dimensiones disjuntas en las que cada variable sélo contribuye a
la conformacion de un eje; CDBiplot, que combina ambos algoritmos para
conseguir simultaneamente las dos ventajas de los métodos anteriores. Para que
los tres algoritmos sean facilmente utilizables en la préctica, se ha desarrollado
un programa denominado CDBiplot en el entorno R que permite obtener los
resultados de una forma interactiva mediante el uso de ventanas y botones. Por
ultimo, a través de dos conjuntos de datos reales se ha ilustrado su utilizacion y

la interpretacién de los resultados obtenidos.
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. De la exhaustiva revision bibliografica se deduce que los métodos Bootstrap
han tenido un gran desarrollo desde 1979 en que aparecieron. Se han
aplicado en analisis Factorial, andlisis de Componentes Principales, anélisis
de Correspondencias, analisis no Simétrico de Correspondencias, rotaciones
Procrustes, modelos Multinivel, modelos de TUCKER y analisis Factorial
Muiltiple, pero no se ha encontrado ninguna referencia en revistas cientificas
que utilice estos métodos para proporcionar versiones inferenciales de los

métodos Biplot.

. Se han desarrollado versiones inferenciales basadas en los métodos Boots-
trap de los métodos Biplot tanto para los clasicos de Gabriel, 1971 como
para el HJ Biplot de Galindo, 1986 con su correspondiente programa lla-

mado biplotbootGUI, implementado en el lenguaje R para su aplicacion.

. Asi mismo, se han desarrollado versiones inferenciales basadas en los
métodos Bootstrap tanto para el andlisis Candnico de Correspondencias

simétrico y no simétrico como para los Biplot Multiples.

. Para estas versiones también se han implementado softwares especificos que
permiten su puesta en practica. Estos programas se denominan cncaGUI y

multibiplotGUI.

. Siguiendo las ideas de Vichi y Saporta, 2009, se ha desarrollado un nuevo
método con su algoritmo iterativo denominado Clustering Biplot cuyo
objetivo es la buisqueda de la mejor clasificacién de los individuos mediante
el algoritmo k-means en un espacio de dimensién reducida en el que se

representen los individuos y las variables mediante el HJ Biplot.

. Asi mismo, se ha presentado un nuevo método, version del HJ Biplot, que

pretende la busqueda de ejes factoriales disjuntos, de tal forma que cada
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variable sélo contribuye a la conformacién de un eje. Esta version facilita
la interpretacion de los factores resultantes y se ha denominado Disjoint

Biplot.

Como combinacién de ambas técnicas, se propone el Clustering Disjoint
Biplot. Este método tiene el doble objetivo de buscar la mejor clasificacién
de los individuos mediante el algoritmo de k-means y generar ejes factoriales
disjuntos que permitan una interpretacion mas facil a la hora de representar
los individuos y los grupos generados en el mismo espacio de representacion

mediante el HJ Biplot.

. Al igual que desarrollaron Macedo y Freitas, 2015 para el CDPCA, se

ha implementado una interfaz gréfica de usuario llamada CDBiplot para

facilitar la ejecucién de estos algoritmos.
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Abstract

A Dbiplot is a graphical representation of two-mode multivariate data
based on markers for rows and columns often provided in a two-dimensional
space. These markers define parameters that help to interpret goodness of
fit, quality of the representation and variability and relationships between
variables. However, such parameters are estimated as point values by the
biplot, thus no information on the accuracy of the corresponding estimators
is obtained. We propose a graphical methodology, that may be considered as
an inferential version of a biplot, based on bootstrap confidence intervals for
the mentioned parameters. We implement our methodology in an R package
and validate it with simulated and real-world data.

Key words: Bootstrap Confidence Interval, Graphical Methods, Multivari-
ate Data, Quantiles, Software.

Resumen

Un biplot es una representacion gréafica de datos multivariantes de dos
vias basada en marcadores para filas y columnas proporcionada usualmente
en un espacio bidimensional. Estos marcadores definen pardmetros que ayu-
dan a interpretar bondad de ajuste, calidad de representaciéon y variabilidad
y relaciones entre variables. Sin embargo, tales pardmetros son estimados
puntualmente en el biplot, sin proporcionar informacién acerca de la pre-
cisién de los estimadores. Se propone una metodologia gréfica, que puede
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ser considerada como una versioén inferencial de un biplot, basada en interva-
los de confianza bootstrap para los parametros mencionados. La metodologia
es implementada en un paquete R y validada con datos simulados y reales.

Palabras clave: cuantiles, datos multivariantes, intervalos de confianza
bootstrap, métodos graficos, software.

1. Introduction and Bibliographical Review

Analyses of high dimension data matrices for individuals and variables can be
performed using multivariate techniques, which reduce this dimensionality pro-
jecting the data onto an optimal subspace, conserving the patterns of similarity
between individuals and of covariation between variables. Differences among these
techniques depend on the type of variables and metrics used into the respective
subspaces. The biplot methods (biplots in short) proposed by Gabriel (1971) are
part of such techniques, but biplots did not diffuse at the same speed as other mul-
tivariate techniques, due to the absence of software. Biplots are a graphical display
in the context of principal component analysis (PCA in short, and PC for princi-
pal components), jointly representing a multivariate data matrix by markers for
its rows (individuals) and columns (variables), permitting interrelations between
them to be captured visually in a low-dimensional space. Biplots allow us to make
description and also modeling and diagnostics (Bradu & Gabriel 1978) and are a
powerful data visualization tool that can be considered as a multivariate version
of the scatterplot, because biplots are usually performed in the two-dimensional
space. This is the classical biplot of Gabriel, which has two parts. First, it ap-
proximates the data matrix by a singular value decomposition (SVD). Then, this
matrix is factorized to obtain a low dimension Euclidean map through row and
column markers represented by points/vectors, similarly to the case of the facto-
rial correspondence analysis (CA). However, in biplots, the interpretation is based
on the geometric properties of the scalar product between the rows and columns,
allowing an approximation of the data matrix elements to be obtained.

Gower & Harding (1988), Gower (1992) and Gower & Hand (1996) provided
a different focus of the classical biplot, ordering the individuals by scaling and
then superimposing the variables so that a joint graphical interpretation is pos-
sible, as usual in biplots. The two most used biplots are known as GH and JK.
Galindo (1986) proved that, with a suitable choice of the markers, it is possible
to represent the rows and columns simultaneously on the same Euclidean space
with an optimal quality, which is called the HJ biplot. Its coordinates for columns
are the column markers in the GH biplot and the coordinates for rows are the
row markers in the JK biplot. HJ biplot of Galindo has been applied in several
fields. Orfao, Gonzalez, San-Miguel, Rios, Caballero, Sanz, Calmuntia, Galindo
& Lopez-Borrasca (1988) applied this biplot to histopathology; Rivas-Gonzalo,
Gutiérrez, Polanco, Hebrero, Vicente-Villardon, Galindo & Santos-Buelga (1993)
to enology; Mendes, Fernandez-Goémez, Galindo, Morgado, Maranh&o, Azeiteiro
& Bacelar-Nicolau (2009) to limnology; Viloria, Gil, Durango & Garcia (2012) to
biotechnology; Diaz-Faes, Gonzalez-Albo, Galindo & Bordons (2013) to bibliome-
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try; Garcia-Sanchez, Frias-Aceituno & Rodriguez-Dominguez (2013) to sociology;
and Gallego-Alvarez, Galindo & Rodriguez-Rosa (2014) to sustainability. An-
other biplot is known as GGE which displays the genotype main effect (G) and
the genotype by environment interaction (GE) in two-way (two-mode) data. The
GGE biplot originates from data graphical analysis of multi-environment variety
trials. Technical details of the GH, HJ and JK biplots are provided in Section 2
and of the GGE biplot in Frutos, Galindo & Leiva (2014).

Ter-Braak (1986) used biplots fitted with linear models in the context of direct
gradient analysis, which allows a set of species to be ordered according to its rela-
tionship with a set of environmental variables. Gauch (1988) employed the biplots
for validating and selecting models when the interaction between genotype and
environment is studied. Ter-Braak (1990) and Ter-Braak & Looman (1994) took
advantage of the relationship between biplot and regression methods to introduce
the biplot of the regression coefficient matrix and to propose a biplot based on
reduced rank regression. Cardenas & Galindo (2003) investigated the inferential
aspects of biplots using the generalized bilinear models, extending their fitting
with external information for variables related to the exponential family.

Vairinhos (2003) showed that the biplots are an ideal basis for the development
of a data mining system, because most of the data analysis techniques can be ex-
pressed as particular cases of biplots. Amaro, Vicente-Villardon & Galindo (2004)
studied the properties of MANOVA biplots within the context of the multivari-
ate general linear model, developing methods for their interpretation. Hernédndez
(2005) studied the performance of biplots in the presence of outliers and Ramirez,
Vasquez, Camardiel, Pérez & Galindo (2005) proposed biplots to detect multi-
collinearity. As an alternative to the multiple CA for the case of presence/absence
variables associated with the binomial distribution, Vicente-Villardén, Galindo &
Blazquez (2006) considered the prediction biplots and applied it to biplots fitted by
generalized linear regression, proposing logistic biplots, later extended by Demey,
Vicente-Villardon, Galindo & Zambrano (2008).

Bradu & Gabriel (1974) and Bradu & Gabriel (1978) studied the fitting of
bilinear models in two-way tables, analyzing collinearity between rows and columns
on the biplots. Gabriel & Zamir (1979) also worked on the fitting of these bilinear
models, but they proposed iterative techniques to obtain approximations at low
rank using weighted least squares. Denis (1991), Falguerolles (1995), Choulakian
(1996) and Gabriel (1998) used biplots to study interactions in two-and-three-
way tables. Gabriel (1998) developed diagnostics in models based on contingency
tables. Sepilveda, Vicente-Villardon & Galindo (2008) used biplots as a diagnostic
tool of local dependence in latent class models.

Methods for three-way data analysis have shown to be variants of the PCA
of the two-way supermatrix, being the two most common ones: (i) TUCKER3
(Tucker 1966) and (ii) STATIS (L’Hermier des Plantes 1976). In (i), the data
are summarized by three-mode components, and for their entities (individuals,
sampling sites, etc.), component loadings are yielded. In (ii), data are compared on
several occasions (time instants) by a PCA linked into column vectors (variables),
belonging to different occasions. Based on TUCKER3, Carlier & Kroonenberg
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(1996) generalized the SVD to a three-mode table proposing interactive and joint
biplots to capture the information from the data. The difference between these two
biplots is how the initial data matrix is treated, because in the interactive biplot
two modes are combined, whereas the joint biplot is conditioned to one of the
modes. Martin-Rodriguez, Galindo & Vicente-Villardon (2002) proposed meta-
biplots following the meta-PC and procrustes methods, allowing biplots to be
compared for studying individuals with variables, alternatively to the interactive
and joint biplots.

Vallejo-Arboleda, Vicente-Villardon & Galindo (2006) and Vallejo-Arboleda,
Vicente-Villardén, Galindo, Ferndndez, Fernandez & Bécares (2008) proposed the
canonical STATIS, a biplot for multi-table data. Frequently, multivariate data
taken over multiple occasions are found to produce a multi-table experiment. Nei-
ther the separate analysis of each occasion, using MANOVA or canonical analysis,
nor the joint analysis using STATIS for multiple tables, are adequate to capture
the real structure of the data matrices. This is because the former one accounts for
group structure, but for not time evolution, whereas the last one confuses between
and within group variabilities. Canonical STATIS permits a data group struc-
ture to be accounted, as well as time evolution on various occasions, by obtaining
common or stable canonical variables across multiple occasions or data sets.

We focus on the classical biplot of Gabriel (1971); see Céardenas, Galindo &
Vicente-Villardon (2007) for a review and the books by Gower & Hand (1996),
Greenacre (2010) and Gower, Gardner-Lubbe & Le-Roux (2011) for more details.

The bootstrap method was proposed by Efron (1979, 1987, 1993) and is used
for facilitating calculations from statistical inference, which need the modern com-
puter power since they are intensive. Bootstrapping corresponds to a resampling
method useful for estimating the standard error (SE) of an estimator and then
bootstrap confidence intervals (CIs) can be constructed. Because it is difficult to
obtain closed expressions for sampling distributions of statistics associated with
biplots (or with the SVD components), bootstrapping seems to be sound and ade-
quate for approximating these distributions. Marcenko & Pastur (1967), Wachter
(1978), Stewart (1980), McKay (1981), Edelman (1988), Lambert, Wildt & Du-
rand (1990), Milan & Whittaker (1995), Diaz-Garcia, Leiva & Galea (2002), Diaz-
Garcia, Galea & Leiva (2003), Diaz-Garcia & Leiva (2003), Caro-Lopera, Leiva
& Balakrishnan (2012) and Sénchez, Leiva, Caro-Lopera & Cysneiros (2015) dis-
cussed sampling distributions of SVDs and other decompositions and random ma-
trices. Chatterjee (1984), Daudin, Duby & Trécourt (1988), Holmes (1989) and
Linting, Meulman, Groenen & Van der Kooij (2007) combined bootstrapping with
several multivariate techniques to provide more accurate results. Meulman (1982),
Greenacre (1984), Gifi (1990), Timmerman, Kiers, Smilde & Stouten (2009), Kiers
(2004) and Van Ginkel (2011) used bootstrapping in the context of multi-mode
data.

The main objective of our work is to introduce a new methodology for biplots
based on bootstrapping. We implement it in a graphical user interface (GUI)
package developed in the statistical software R (www.r-project.org), named

Revista Colombiana de Estadistica 37 (2014) 367-397



315

A Methodology for Biplots Based on Bootstrapping with R 371

biplotbootGUI. R is an integrated suite of software facilities for data manipu-
lation, calculation and graphical display; see R-Team (2013).

The paper is organized as follows. In Section 2, we provide the technical
background of this work. In Section 3, we propose a biplot methodology with
bootstrapping and the state-of-art of the software developed for biplots. In ad-
dition, in this section, we detail the features of the biplotbootGUI package. In
Section 4, we perform the numerical application of the proposed computational
implementation by using simulated and real-world data sets. Finally, in Section
5, we sketch some discussions, conclusions and future works.

2. Background and Technical Preliminaries

In this section, we provide some technical preliminaries useful for facilitating
the understanding of the results proposed in this paper.

2.1. Biplot Representations

Any I x J two-way data matrix X can be expressed as the product of two
matrices: A with I rows and S columns and B with S rows and J columns. If S
is equal to two, then each row in A and each column in B have two values defining
a point in a two-dimensional plot. When both of I rows of A and J columns of B
are displayed in a single graphical representation, this is called a biplot. Thus, a
biplot is a graph of a matrix X, ; with row and column markers a1, ...,a; and
bi,...,by, respectively, chosen in such a way that the inner product a;'— b; is the
element z;; of X. The rows and columns of this marker matrix are the coordinate
points in an Euclidean space related to the same orthogonal axes. A property of a
biplot is that each of the I x J values can be recovered by viewing its I + J points,
which is a display of a matrix of rank equal to two (rank-two). Decomposition of
a matrix X into its component A and B is called a SVD, obtaining as result S
PCs. A two-way data matrix rarely has rank-two, so that approximating X by a
rank-two matrix means that only the first two PCs are used for representing it.
If these explain an important proportion of the total variability of X, then it is
sufficiently approximated by a rank-two matrix and can be displayed in a biplot.

Let X be a data matrix composed by I individuals measured on J variables.
The SVD of X is defined as X = UAVT, where U is a matrix whose col-
umn vectors are orthonormal and correspond to the eigenvectors of XX ', V
is a matrix whose column vectors are also orthonormal and correspond to the
eigenvectors of X T X, and A is a diagonal matrix containing the singular values
arranged in decreasing order. An element of X may be written generically as
Tij = Z;n:iri(l"]) Asuisvjs. The first S elements of uy and of v, combined with
the singular values A, in different ways are used as the coordinates for a graphical
display of the data. The most common types of biplots are shown in Figure 1.
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X

XXT ¥ T
N X=UDVT XX
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X=ABT

GH-biplot HJ-biplot JK-biplot
A=U A=UD A=UD
B=VD B=VD B=V

FicUrE 1: Types of biplots.

In a biplot, the column markers b; are shown as arrows and the row markers
a; as points; see Figure 1. The biplot representation makes the projection of the
row markers onto the column markers easier. The relationships between individ-
uals and variables are studied through the projection of the points representing
individuals onto the vectors representing variables, that is, z;; ~ a;-rbj implies
z;; =~ ||proj a;/b;||signb,||b;||, where ||proj a;/b;|| is the length of the segment
from the origin to the point a; (length of the projection from a; to b;), signb; is
the sign of b; and ||b;|| is the module of b; (length of the segment from the origin
to bj). This means that z;; is approximately the module of the projection of a;
onto b; multiplied by the length of b;, with its corresponding sign. The direction
of the vector b; shows the increasing direction of the corresponding variable values.
The projections of the points a; onto a column vector approximate the jth column
of X and provide an ordination of the individuals respect to the corresponding
variable. Once a way of representation is defined, it can be interpreted. Thus:

e The distance between points are dissimilarities between the corresponding
individuals, specially if they are well represented. Individuals that are far
away from each other have a larger Euclidean distance (ED) and vice versa.
In Figure 2, the largest ED is observed between individuals a; and ag and
the smallest ED is obtained between a5 and ag.

e In the JK biplot, the line length approximates the variance of the variable.
Hence, the longest line is the largest variance. From Figure 2, the variable
bs has the largest variance among the variables, while the variable b, has the
smallest variance. The cosine of the angle between the vectors approximates
the correlation between the variables they represent. Thus, as this angle
goes to 90 (or 270) degrees, the corresponding correlation decreases. An
angle of 0 or 180 degrees reflects a correlation of 1 or —1, respectively. The
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biplot in Figure 2 shows a strong relationship between the variables b, and
b5, and a weak relationship between the variables by and bs, and between
b; and bs. The correlation between the variables bs and bg is negative. The
variables with the same direction involve multicollinearity, such as observed
in Figure 2 for variables b; and by. Also, biplots show multivariate outliers
that can be used to detect clusters, such as the group formed by individuals
ai, as, ay and ag.

»
¢a1 '\ ag L]
\ Ay
' *.\ bl\v
a,? 137 b \
L 3 b !
L !
Yl \
N (I \:‘\ \
(2] | Vi SiemmT
< Yy SOPES
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—————— \ b4 b \
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\ U
! . be
ha m_a";
3 as 8
Axis 1

F1GUuRE 2: Biplot representation of a matrix with 6 variables and 9 individuals.

e The relationships between individuals and variables can be interpreted in
terms of scalar products, that is, through the projections of the points onto
the arrows. It permits us to know what variables differentiate among groups
of individuals. If the projection falls on the origin, the value of the obser-
vation is approximately the average of the respective variable. Thus, as the
projection of an individual goes increasing onto the direction of a vector rep-
resenting a variable, this individual goes moving away from the average of
that variable, whereas the opposite occurs when the projection goes increas-
ing onto reverse direction. Therefore, in Figure 2, individual as stands out
with the largest value of the variable by, followed by a1, a7 and ag.

o In the HJ biplot, the search for the variables that differentiate individuals is
made by the interpretation of the factorial axes, that is, the new variables
that are a linear combination of the original variables and the relationships
of new variables with the observed variables.

e The measure of the relationship between the axes of biplots and each of
the observed variables is called relative contribution (RC) of the factor to
the element, which represents the variability proportion of each variable
explained by the factor. This measure is interpreted such as the coefficient
of determination in regression. In fact, if the data are centered, this is
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the coefficient of determination in the regression of each variable on the
corresponding axis. The RC permits us to know what variables are more
related to each axis (Axis 1 and Axis 2) and, therefore, allow us to know the
variables involved in the order of the individuals on the projections in each
axis. Because the axes are built to be independent, the RCs of each axis to
each of the variables are independent and then it is possible to calculate the
RC of a plane adding the RCs of the axes that form the plane.

Properties of the markers in the JK biplot. In this biplot, we use the
metric BT B = I, such that:

The scalar products of the individuals of X with the identity metric are the

scalar products of row markers included in A for the full space XX T =
AAT.
The ED between two individuals of X and the ED between row markers in

the full space are the same, that is, (z; —x;) " (z;—z;) = (a;—a;) " (a;—a;).

The row markers and the individual coordinates are equal in the PC space,
that is, if ¥ is a matrix containing the individual coordinates in the PC
space, then ¥ = (UDV ")V =UD = A.

The column coordinates of X are the projection of the original axes onto the
PC space, that is, the projection of each row marker onto column markers
is an approximation of individual values on corresponding variables.

The quality of representation of the rows is better than the columns.

Properties of the markers in the GH biplot. In this biplot, we use the
metric AT A = I, such that:

The scalar products of the columns of X are the scalar products of the
column markers X' X = BBT.

If X has been centered by columns, the squared length of the vectors rep-
resenting column markers approximate the covariance of the corresponding
variables and as consequence the three following properties arise:

- The squared length of the column vector approximates the variance
of the corresponding variable, whereas the length of the vector ap-
proximates the standard deviation (SD) of these variables, that is,
65| = ][] = +/Var(a;).

- The cosine of the angle formed by two column markers approximates the
correlation between the corresponding variables, that is, cos(b;,b;) =
Cor(z;, x;).

- The ED between two variables is the ED between the corresponding
column markers, that is, d*(z;, ;) = (z; — ;) " (z;i — ;) = ||z||* +
211> = 2(z 25) = [|b:]|> + |bs]|> — 2(b] b)) = d*(bi, by).
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- The coordinates in B are the importance of the variables on the prin-
cipal axes.

e The Mahalanobis distance between two individuals can be approximated
by the ED between row markers, that is, by (z; — x;) "2 (z; — x;) =
(a; — a;)" (a; — a;), where S is an estimate of the corresponding variance-
covariance matrix.

e If X is centered by columns, the row marker coordinates are the individual
coordinates in the PC space and then A contains the scores on the standard-
ized PCs.

e The scalar products of the row markers are the scalar products of the rows of
X with the metric (X T X)~! in the column space, that is, X (X T X)"'X T =
AAT.

e The quality of representation of columns is better than that for the rows.

Properties of the markers in the HJ biplot. In this biplot, the properties
of row markers are the same as in the JK biplot, whereas the column markers
are the same as in the GH biplot. The rules for interpreting the HJ biplot are
a combination of the rules used in classical biplots, CA, factor analysis (FA) and
multidimensional scaling. Specifically, we have that:

e The distances between row markers are interpreted as inverse similarities, in
such a way that closer individuals are more similar, which allows the clusters
of individuals with similar profiles to be identified.

e The lengths of the column vectors approximate the SD of the variables.

e The cosines of the angles between the column vectors approximate the cor-
relations between variables. Hence, small acute angles are associated with
highly positive correlated variables; obtuse angles near to the straight angle
are associated with highly negative correlated variables; and right angles are
associated with non-correlated variables; analogously the cosines of the an-
gles between the variable markers and the PCs approximate the correlations
between them, whereas for standardized data they approximate the factor
loadings in FA.

e The location in the plot of the orthogonal projections of the row markers onto
a column marker allows us to approximate the ranking of the row elements in
that column. Thus, as the projection of a point (individual) away from the
center of gravity (average coordinate point), the value that this individual
takes on the variable is farther from its mean.

e Row and column markers can be shown in the same Cartesian system with
optimal quality of representation. In the CA context, Greenacre (1984) and
Lebart, Morineau & Piron (1995) proved that the clouds of row and column
points have the same eigenvalues and barycentric relationships between them
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exist. The relationships proposed by Galindo (1986) are similar, that is,
the relations between the eigenvectors U and V are U = XV D~! and
V = XTUD™!. Hence, the markers can be written as

A=VD=X'"UD'D=X"U=X"XVD '=X"BD ' and

B=UD=XVD 'D=XV=XX'UD'=XAD™!

Therefore, the row coordinates are weighted means of the columns where the
weights are the values of X and the same applies for columns.

2.2. Goodness of Fit

To assess goodness of fit in S dimensions, we need to know the variability pro-
portion of X explained by the approximated matrix X, that is, the proportion of
total variability = || X |2 = Y1_, Z;Ll x7;. Because of the least-square properties
of the SVD and the orthogonormality of U and V', this total variability can be
split into an explained variability and a residual variability expressed in terms of
the squared singular values as 3 5_; A2 = 375 A2+ 375 o A2, where S is the
rank of X. This expression shows that the sum of the first S squared singular
values divided by the total sum of squared singular values is a way to assess the
amount of total variability explained by the first S vectors. If the explained total
variability is large, it means that the graph represented by the first S singular
vectors has a good representation of the initial matrix. If only a small proportion
of such a variability is explained by the first singular vectors, the rest of variabil-
ity can be explained by vectors of higher dimensions. If the data are centered
by columns, individuals located near the origin may have measures close to the
variable means, or their variability is explained by higher dimensions. In the same
way, variables located near the origin may have small variability or may be not
well represented in these dimensions. The estimates of row and column markers
for each biplot and their quality of representation are shown in Table 1.

TABLE 1: Markers and their quality of representation.

Rows Columns
Coordinate Quality Coordinate Quality
GH biplot U 5/5 VD S A4S A
JK biplot UD S AL/y5 At v s/3
HJbiplot  UD SAM/SI M VD SN/ N

2.3. Contributions

The quality of representation detailed in Subsection 2.2 is a way to globally
measure the fit of an approximation. However, it is also possible to individually
measure its fit related to units and variables, which is important to interpret
the results from the biplot. These measures are based on the concepts of RC or
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absolute contribution (AC) proposed in Galindo (1986) and Jambu (1991). The
total inertia is the sum of the eigenvalues of a matrix, that is, the trace of the
matrix, used as a measure of the total variability in a data matrix. It is directly
related to the physical concept of inertia, which is the tendency of an object in
motion to stay in motion, and the tendency of an object at rest to stay at rest. Note
that the total variability of the individual cloud is equal to the total variability
of the variable cloud, given by trace(XXT) = trace(X ' X) = Zle A2, where
SN = (6,00 = 0, N 0, = X d¥(a:,0) = T, 0 a
The ACs of the individual 7 and of the variable j to the variability of the axis s are

AC;s = a, and AC;, = b]s, respectively. The total inertia of the factor s taking

into account the ACs of the individual ¢ and of the variable j are Zle aZ, = 22
and Z i1 jg = A2, respectively. The RCs of the elements i and j to the factor
s are RC;s = ACZS//\S and RCjs = AC;s/ s, respectively, whereas the RCs of
the factor s to the elements i and j are RCy; = a?.d*(a;,0) = cos?(a;) and
RC,; = aj,/d?(b;,0) = cos?(b;), respectively. The RC of the element to the factor
measures how thls factor can be explained by such an individual or variable.

3. A Biplot Methodology with Bootstrapping

In this section, we provide some aspects related to bootstrapping, propose a
biplot methodology based on bootstrapping, discuss the state-of-art of the software
developed for biplots and detail the features of the biplotbootGUI package.

3.1. Bootstrapping

Statistical theory attempts to answer three basic questions. (i) How should the
data be collected? (ii) How should the collected data be analyzed and summarized?
(iii) How accurate is this data summary? The third question constitutes part of
the process known as statistical inference. Bootstrapping can help to answer this
question when a sampling distribution is not available. Suppose a random sample
X = (Xy,...,X,)" is obtained from a population with unknown distribution.
Let ¢ = (z1,... ,xn)T be an observation of X, from which we can obtain the
estimate 6 = s(x) of a parameter of interest 6, corresponding to an observed value
of the estimator § = s(X) for which we want to know its accuracy. A bootstrap
sample z* = (z%,...,2%)" is defined to be a sample of size n with replacement
from the observed sample . A bootstrap replication of 0 results from applying
the same function s(-) to B bootstrap samples. To calculate the accuracy of the
estimator 6, the bootstrap estimate of the corresponding SE, SE[s(X)] say, can be
used. Its bias can be empirically calculated from B[s(X)] = s(x*) — 0. Algorithm
1 summarizes the bootstrap method to calculate the mentioned SE, which is often
used for constructing a CI for a parameter.
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Algorithm 1 Bootstrapping

1: Select B bootstrap samples x7,...,x}; each consisting of n data drawn with replacement
from . A

2: Calculate the estimate 6} = sp(x*) from the bth sample corresponding to a bootstrap repli-
cation of 6 for b = 1,...,B.

3: Estimate the SE of § = s(X) with the sample SD of the B bootstrap replications, that is,

by SE[s(X)] = ((1/B) 341, (sp(@*) — s(x*))?)!/2, where s(z*) = 3L, sy(@*)/B.

Normal and ¢ distributions-based CIs. Assume the estimator 6 is normally
distributed (at least approximately) with unknown expectation 6 and SE known
given by (Var[])}/2 = SE[6], that is, § ~ N(6, Var[d]). Then, Z = (6 — 0)/SE[0] ~
N(0,1). Note that P(|Z| < z1_q/2) = 1 — « is equivalent to

P(0 € [0 — 21_0/2SE[0],0 + 21_02SE[]]) =1 —a

Denote 6y, = 6 — zl_a/ZSE[é] and 0y = 6 + zl_a/ZSE[é]. Hence, the random
interval [éL, éU] has probability 1 — « of containing the true value of . Thus, a
100 x (1 — a)% CI for 6 is [ + zl_a/ZSE[s(X)]]. These results are meaningful
for large enough sample sizes, for example, for n > 25. However, if we have
small samples (n < 25), these results still can be correct (Bickel & Krieger 1989),
but inappropriate for n < 5 (Chernick 1999). In addition, if SE[4] is unknown,
we can estimate it with the expression given in Step 3 of Algorithm 1, SE[s(X)]
say, but in this case Z = (é —0)/SE[s(X )] still follows, in an approximate way, for
large enough sample sizes, a standard normal distribution. Otherwise (smaller size
samples), we have Z = (6 — 0)/SE[s(X)] ~ t(n — 1), that is, now Z is Student-¢
with n — 1 degrees of freedom distributed, but we need additionally the normality
assumption for the population X. Thus, in this case, an 100 x (1 — a)% CI for 6
with small sample sizes is [é:ttl_a/g(n— 1) SE[s(X)]], where t1—a/2(n—1) denotes
the (1 — «/2) x 100th quantile of the ¢(n — 1) distribution.

Bootstrap normal and ¢ distributions-based CIs. The normal and ¢ distri-
butions do not adjust the CI for # to account for skewness and/or other aspects
that can result when @ is not the sample mean. The bootstrap normal and ¢ Cls
are procedures that adjust these aspects. Thus, by using the bootstrap method,
we can obtain accurate Cls without having to make the normality assumption.
This procedure approaches the population distribution directly from the data and
builds CIs in the same way that we have explained in the cases of normal and ¢
distributions. Algorithm 2 summarizes this procedure.

Bootstrap quantile-based CI. An alternative way to the bootstrap ¢ dis-
tribution-based method (boot-t) for constructing bootstrap Cls is the quantile
method (boot-q). The boot-t and boot-q methods are based on a simple structure.
However, several data analyses involve more complex structures such as analysis
of variance, regression models or time series. Boot-t and boot-q methods used
for a more complex parameter than the mean were recently proposed by Leiva,
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Algorithm 2 Bootstrap normal and ¢ Cls

1:
2:

3:

4:

Follow Steps 1-3 of Algorithm 1 and obtain SE[s(X)].
Calculate the value 2z} = (ég — é)/SE; from the bth sample corresponding to a bootstrap
replication of z = (4 — 0)/SE[§], where él’; and S]:];: are the estimates of 6 and of SE[a} for
the bth bootstrap sample, x; say, with b=1,..., B.
Determine the (1 — «/2) x 100th quantile of z; as follows:

3.1 If n > 25, use the value 2,_ /9 such that #{z; < 21_o/2}/B = a/2;

3.2 If n < 25, use tAl,a/z(n — 1) such that #{z} < fl,a/g(n —1)}/B =«a/2.
Compute the bootstrap CI for 6 as follows:

A1TEn > 25, [0+ 200 SE[s(X)]];

421fn < 25 [0+ fl_a/g(n — 1)SE[s(X)]]. If Ba/2 is not an integer, assume o/2 <
0.5 and compute k as the largest integer less or equal than (B + 1)a/2 and define the
(1 — a/2) x 100th quantile by the (B 4 1 — k)th largest value of z;'.

Marchant, Saulo, Aslam & Rojas (2014) and can be adapted to data structures still
more complex, as occurs with biplots; see Subsection 3.2. Algorithm 3 summarizes
the boot-q method.

Algorithm 3 Bootstrap quantile Cls

1:
2:
3:

Follow Steps 1 and 2 of Algorithm 1 obtaining the bootstrap replications éf, R é*B

Order éf, ... ,é*B obtained in Step 1 of Algorithm 3 as éz‘l) < <K ész).

Determine the (Ba/2) x 100th and B(1 — a/2) x 100th quantiles of the distribution of §*,
denoted by 0pq /2 and Op(1_q/2), respectively.

: Construct the boot-q CI as [éBa/27éB(1_a/2)].

3.2. Biplots Based on Bootstrapping

We adapt Algorithms 2 and 3 to measure the accuracy of the following biplot

parameters: (B1) goodness of fit; (B2) quality of the approximation for columns;
(B3) eigenvalues; (B4) angles between variables; (B5) angles between variables
and axes; (B6) RC to the total variability of the jth column element; (B7) RC of
the column element j to the gth factor; and (B8) RC of the gth factor to the jth
column element. Adaptation of Algorithms 2 and 3 is given in Algorithm 4.

Algorithm 4 Adaptation of Algorithms 2 and 3

1:
2:

Follow Steps 1 and 2 of Algorithm 1 obtaining the bootstrap replications éi‘, ceey é*B
Calculate the empirical mean, SE and bias of the estimator § with the bootstrap samples
by using the expressions E[s(X)] = 25:1 sp(x*)/B, SE[s(X)] = ((1/B)ZbB:1(sb(w*) —
s(2*))2)1/2 and B[s(X)] = s(x*) — s(z), respectively.

: Establish boot-t CIs for the parameters (B1)-(B8) with Step 4 of Algorithm 2.
: Determine boot-q Cls for the parameters (B1)-(B8) with Step 4 of Algorithm 3.
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3.3. Software for Biplots

Macros for biplots have been implemented in main commercial and non-commer-
cial statistical software packages. Currently, most commercial statistical software
packages include a procedure or macro for generating biplots; see details in Frutos
et al. (2014). Specifically, the GGEbiplot software, dedicated to the GGE biplot
(www.ggebiplot.com), can also generate the classical biplot. The GGEbiplot pro-
gram is a commercial software and is widely used by agronomists, crop scientists
and geneticists; see Yan & Kang (2003) and Frutos et al. (2014) and references
therein. Vicente-Villardon (2010) implemented in the commercial software Mat-
Lab (www.mathworks.com/products/matlab) a program to perform biplots called
multbiplot. It contains classical, HJ and logistic biplots, among other biplots, as
well as simple and multiple CA for contingency tables.

Most of the software available for biplots is developed for specific applications,
or as part inside general purpose packages. Consequently, they are not very flexible
and produce static pictures that limit the interpretation of their results. Tables 2
and 3 contain the main packages in R, which have implemented biplot decom-
positions and/or representations. In these tables, the name of the package, the
approach on which it is based, that is, Gabriel (1971), Galindo (1986) or Gower
(1992), the main references, the creation date and last update of the corresponding
package are presented and its main contents and functionalities are discussed.

In Table 4, we provide a review of the R packages mentioning the word “biplot”,
although it refers to the joint representation of coordinates calculated with other
methods instead of using the biplot decomposition.

3.4. The BiplotbootGUI Package

Because all of the packages (commercial and non-commercial) discussed in
Subsection 3.3 are not suitable for constructing bootstrap Cls for biplot parameters
(B1) through (B8), we developed a new package in the R language that combines
the biplots described by Gabriel (1971) and Galindo (1986) and the bootstrap
method to display results of these biplots and their statistical accuracy measures.

As mentioned, a GUI is a type of user interface which allows practitioners to
interact with electronic devices such as computers. It is characterized by the use
of icons and visual indicators, as opposed to text-based interfaces, typed command
labels or text navigation, to fully represent the information and actions available to
the user. The actions are often linked through direct manipulation of the graphical
elements. Below, we discuss the features of a GUI in R language of the methodology
for biplots based on bootstrapping proposed in the article and implemented in the
biplotbootGUI package.
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Package
Method

References

Content

Date
Update

calibrate
Gower

(Graffelman 2013)

It draws calibrated scales with tick
marks on non-orthogonal variable vec-
tors in biplots.

21-01-06
20-03-12

BiplotGUI
Gower

(La Grange, Le-Roux
& Gardner-Lubbe
2009, La  Grange,
Le-Roux, Rousseeuw,
Ruts & Tukey 2013)

It provides a GUI to construct and in-
teract with biplots and displays the vari-
ables as calibrated axes. Then, it is not
possible to interpret the variable lengths.
It allows us to change the title, show la-
bels and points or hide them, change the
type, color and size of lines and font,
the color and orientation of labels and
tick marks, draw convex-hulls and alpha
bags. It also performs non-linear and
MDS biplots and allows us to choose the
distance and way to calculate the coordi-
nates. It shows the variable correlations
and provides interactive 3D graphs.

13-08-08
19-03-13

bpca
Gabriel,
Galindo

(Faria &
Demetrio 2012)

It shows biplots in 2D-and-3D and pro-
vides variable lengths, angles between
variables, correlations, coordinates to
individuals and variables, eigenvalues,
eigenvectors and quality of representa-
tion. It displays a graph with the cor-
relations and their approximations and
the 3D graph is interactive.

17-08-08
21-02-12

GGEbiplotGUI

Gabriel
Galindo
Yang

(Yan, Hunt, Sheng &
Szlavnics 2000, Yan &
Kang 2003, Frutos &
Galindo 2013)

It is a GUI to construct and interact
with GGE biplots. It provides eigen-
values, % of variability explained by
each of them, coordinates of individu-
als and variables, contributions of fac-
tors to elements. Also, this GUI allows
us to change the background color, geno-
type labels, environments labels and ti-
tle, font, graph title, in addition to show-
ing genotypes and environments, as well
as to hide title, axes and symbols. Fur-
thermore, with this GUI it is possible to
move the labels by the mouse button and
change the color and text of labels.

29-08-11
22-06-13

multibiplotGUI

Gabriel,
Galindo

(Nieto, Baccala,
Vicente-Galindo &
Galindo 2012)

It provides a GUI to construct and in-
teract with multibiplots. It allows us to
obtain the quality of representation, con-
tributions, goodness of fit, eigenvalues
and possibility of selecting the number
of axes. It shows 2D-and-3D graphs (2D
graph moves or removes labels, changes
color, size and symbol of the points and
selects the axes shown in the graph; 3D
graph rotates and makes zoom).

29-10-12
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TABLE 3: (continued) biplots in R.
Package References Content Date
Method Update
It produces a matrix analysis of
. . (Hernandez polytomous items using nomi-
réo;g'g:iléi}f;;;blplo'c & Vicente- nal logistic biplots, extending 17-09-13
’ Villardén 2013a) the binary logistic biplot to
polytomous nominal data.
biplot{stats} It is part of the basics of R and
Glpbri 1 (R-Team 2013) produces a biplot from the out-  25-09-13
abrie put of princomp or prcomp.

It produces a matrix analysis
ordinallogisticbiplot (Hernandez of polytomous items using or- g4 1 44
Gabriel. Galindo & Vicente-  dinal logistic biplots, extend- 26-11-13

’ Villardén 2013b) ing the binary logistic biplot to
polytomous ordinal data.

It is a GUI to solve dynamic,
dynbiplotGUI . classic and HJ biplots and tries  04-11-13
Gabriel, Galindo (Egido 2014) with 2-and-3 way data matri- 08-01-14

ces.

TABLE 4: R packages which mention biplots.
Package References Content Dates
It provides tools for describing com-
i munity ecology. This package has the
%{Ci)rl:;inen, I]iia:zg:’ basic functions of diversity, community
L g’ > ordination and dissimilarity analyses.
Minchin, O’Hara, o . . 06-09-01
vegan . In addition, it shows biplots from re-
Simpson, Soly- . 19-03-13
mos Stevens & sults of redundance, canonical correla-
Wa 7ner 2013) tion and canonical correspondence anal-
& yses, which can be used for other types
of data as well.
’(I‘Cli}ilglslbiihse ];(;l(fzu%rf It is characterized by the implementa-
& Dufour 2007 7Dray tion of graphical and statistical func-
urou ’ Y tions, availability of numerical data and
Dufour & i : . 10-12-02
aded writing of technical and thematic docu-
Chessel 2007, Chessel, . . - . 11-04-13
Dufour, Dray, Jom- mentation. It includes bibliographic ref-
bart ﬁobr éllier g crences and has functions to show biplots
Thi(;ulouseyQ’013) from results of the implemented analysis.
T— ]()Trzlo‘;g’(;l;eThioulou;‘; It is a Tcl/Tk GUI for some basic func-  29-09-06
& Dyray 20’12) tions of the ade4 package. 13-11-12
(Nenadic & Greenacre It computes and visualizes simple, multi- 28-07-07
ca 2007, Greenacre &  ple and joint CA and shows biplots from 19-06-12
Nenadic 2012) the results of the previous analysis.
It is a Tcl/Tk GUI for functions of the  04-10-09
caGUI (Markos 2012) ca package 29-10-12
It allows us to do component analysis
(Del Ferraro, Kiers & for 3-way data arrays by means of Can- 29-10-12
ThreeWay . . p decomp/Parafac, Tuckerl, Tucker2 and
Giordani 2013) 11-06-13

Tucker3 models and shows joint biplots
from Tucker3 models.
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After the R software has been downloaded from cran.r-project.org and in-
stalled, the user must download and install the biplotbootGUI package and its
dependencies, which are the rgl, tcltk, tcltk2, tkrplot and vegan packages;
see Adler & Murdoch (2012), Grosjean (2012), Tierney (2012) and Oksanen et al.
(2013). Then, to load the biplotbootGUI package into the R software, the com-
mand library(biplotbootGUI) must be entered at the R prompt. Once all these
instructions have been followed, the data must be loaded. Hence, one starts the
GUI by entering the command biplotboot(data) in the R console, where data
to be analyzed must be in a data frame; see details and examples in Section 4
of applications. Once the GUI has been initialized, a window entitled “bootstrap
on classical biplots” emerges; see Figure 3. This window allows us to enter the
number of replications and the confidence level to calculate the Cls. Also, it is
possible to choose the parameters to be considered by the user.

8 00 \| Classical Biplots
BOOTSTRAP ON CLASSICAL BIPLOTS

Calculate confidence intervals for:
-Goodness of fit
-Quality of approximation for columns
- = -Eigenvalues
Number of iterations|100
= -Angles between variables

Confidence Level |95 -
-Angles between variables and axes
-Relative contribution to total variability of the column element j
-Relative contribution of the column element j to the g-th factor

-Relative contribution of the g-th factor to column element j

oK |
F1GUure 3: Main window.
After entering and selecting the parameters, one must click on the OK button

and a window titled “Options” appears; see Figure 4. In this window the following
options are available:

e Select the type of biplot to be executed (HJ, GH or JK).

e Select the transformation to be performed on the data considering:

Subtract the global mean.

- Center by columns.

Standardize by columns.

Center by rows.
Standardize by rows.
Raw data.

e Change the color, size, label and symbol representing individuals in the
graph.

e Change the color, size and label representing variables in the graph.

e Show the axes in the graph.
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enon \ Options
Biplot Transformations
Individuals Variables

1 [Vl[Sepal.Length A|
2 Sepal Width
3 Petal.Length
4 Petal. Width
5
6

OK OK
0 Change label Change label
0 Change size o Change size

v Change symbol Show axes

Graph

FIGURE 4: Window of options.

Given that not all the data are well represented by the first two axes, a window
after clicking the button “graph” emerges with the option to choose the number
of axes to be retained, according to the variability explained by each axis. After
choosing the number of axes to be retained and clicking the button “choose”, a
window showing the resulting graph in 2D appears; see Figure 5. This window
displays the labels for the two axes indicating the percentage of variability ex-
plained by each of them (72.96 by axis 1 and 22.85% by axis 2). The user can
select the axes to be displayed in the graph. At the top of the window, two menus
with options to save the graph and show the biplot in 3D are displayed, whereas
three text boxes where the user can change the axes displayed in the graph are at
the bottom. Also, the user can move or remove the label of a specific element by
clicking the left-mouse button and change the graphical displays of such an element
by clicking the right-mouse button. This window contains two dropdown menus.
In the first one, options to copy, save the graph in different file formats (PDF,
postscript, BMP, PNG, JPG/JPEG) or exit are available, whereas the second one
provides a 3D-graph made by the rgl package; see Adler & Murdoch (2012).

The user can rotate or make zoom in this graph by clicking the left-mouse or
right-mouse button. Together with this window, a graph showing the coordinates
for variables computed for all of the replications is shown. The GUI provides two
text files. In the first one, the parameters of the biplot analysis (see B1-B8) are
saved, whereas in the second one, tables with the values for the mean, SE, bias
and lower and upper limits of the bootstrap Cls are provided. These two text files
are automatically saved together with all the graphs containing the histogram and
quantile versus quantile (QQ) plot of the estimates calculated by bootstrapping of
the selected parameters in the first window. In the histogram, the solid line repre-
sents the estimate of the biplot parameter obtained from bootstrapping, whereas
the dashed line is its value obtained from the biplot. In the x-axis of the QQ plot
are the theoretical quantiles and in the y-axis the empirical quantiles.
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1800 X) Graph
| File 30

&

Petal Length

Petal Width

SepalLength

Axis 2:2285%
4
L

Sepal Width
T

-5 0 5 10

Axis 1:72.96 %

Select X, Y and Z axes numbers: [T -2 +3 v Choose

FiGure 5: Window with a biplot representation in two dimensions.

4. Numerical Applications

In this section, we evaluate the performance and potentiality of our methodol-
ogy by means of the biplotbootGUI package using both simulated and real-world
data.

4.1. Simulated Data

To evaluate the performance of the biplotbootGUI package, an HJ biplot with
the transformation “centering by columns” has been performed. We simulate data
of 100 individuals on 5 variables (Vi,...,Vs) normally distributed, generated to
have correlations Cor(Vy, V,) = 0.50, Cor(Vz, V3) = 0.80 and Cor(Vy, Vi) = 0.90.
The number of bootstrap replications is 1,000 and the confidence level 95%. The
time involved in a bootstrap replication is usually small. For example, the time
spent in the calculations of a 1,000x5 matrix is less than four minutes for 1,000
replications. First, we explain the main results of the classical biplot. In Table 5,
we observe the variability explained by each axis (Axis 1, Axis 2 and Axis 3). Note
that the first eigenvalue explains more than 50% and the first three axes explain
more than 94.27% of the total variability. Table 6 shows the RCs of the factor to
the column elements in the first three axes. Note that all the variables are well
represented by the first two axes, except the variable V7, which is in the third axis.
The biplot representation using the first two axes (Axis 1 and Axis 2) is shown
in Figure 7(left). The covariation structure shows a very high correlation between
the variables V4 and V35, and V, and V3, represented by acute angles. Variables
V5 and V3 have a high correlation with V7, however they present no correlation
with V4 and V5, since they are almost orthogonal; see Table 7. Second, we explain
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the results of applying the bootstrap method. Goodness of fit and eigenvalues are
explained next. Figure 8 shows the histogram and QQ plot representing the values
of the quality of approximation of 1,000 bootstrap replications.

TABLE 5: Eigenvalues and variability % explained by each of them with simulated data.

No. Eigenvalue Variability = Accumulated variability
1 16.06 53.47 53.47
2 12.15 30.59 84.06
3 7.01 10.21 94.27

TABLE 6: RCs of the factors to the column elements for simulated data.

Variable Axis1 Axis2 Axis 3
Vi 226.48 16.48 737.49
Va 282.43 118.64  201.18
V3 281.58 89.64 46.09
Vy 112.91 421.49 9.12
Vs 96.60 353.75 6.12

TABLE 7: Angles between variables for simulated data.

Variable Vi Vo V3 Va Vs
i 0.00 14.59 11.58 67.15 66.89
Vs 14.59 0.00 3.00 81.73 81.48
Vs 11.58 3.00 0.00 78.73 78.47
| 67.15 81.73 78.73 0.00 0.26
Vs 66.89 81.48 78.47 0.26 0.00

We denote by “lower-t” and “upper-t” the lower and upper limits of the CIs
based on the boot-t method, respectively, whereas these limits are denoted by
“lower-q” and “upper-q” for the boot-q method. Table 11 provides the observed
values for the mean, SE, bias and these limits. Notice that the observed value and
its approximation are very close. These same results for eigenvalues are provided
in Table 8. Figure 6 shows the histogram and QQ plot for the first eigenvalue (a
similar behavior is observed for the other four eigenvalues, whose plots are omitted
here, but are available under request for interested users). Note that the observed
and estimated values practically do not differ and a similar conclusion is reached
for the CIs. Each of the five eigenvalues resulting from the SVD of the simulated
data shows the values calculated by 1,000 bootstrap replications.

TABLE 8: Results for the eigenvalues with simulated data.

No. Eigenvalue Mean SE Bias lower-t upper-t lower-q upper-q
1 16.06 16.09 1.13 0.03 13.85 18.33 13.87 18.24
2 12.15 11.92 0.78 -0.22 10.37 13.47 10.27 13.33
3 7.01 6.9 0.63 -0.12 5.64 8.15 5.74 8.13
4 4.51 4.39 031 -0.12 3.78 5.00 3.82 5.05
5 2.69 2.61 0.17 -0.08 2.28 2.94 2.28 2.93
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FicUure 6: Histogram (left) and QQ plot (right) for the first eigenvalue of the simulated
data SVD.

4.2. Real-World Data

To illustrate the potentiality of the biplotbootGUI package, we use real-world
data collected by Anderson (1935) and contained in the R software, which can be
loaded once the user installs it. The data set corresponds to the measurements in
cm of the variables: sepal length (Y7) and width (Y2) and petal length (Y3) and
width (Yy), for 50 flowers from each of three species of iris. The species are iris
setosa, versicolor and virginica. An HJ biplot with the transformation “standardize
by columns” is performed. Once again the number of replications entered is 1,000
and the confidence level 95%. First, we show the main results of the HJ biplot.
Table 9 presents the percentage (%) of variability explained by each axis, from
where the first eigenvalue explains more than 70% and the first three axes explain
almost the 100% of the total variability.

TABLE 9: Eigenvalues and variability % explained by each of them for iris data.

No. Eigenvalue Variability = Accumulated variability

1 20.85 72.96 72.96
2 11.67 22.85 95.81
3 4.68 3.67 99.48

Table 10 provides the RCs of the factor to the column elements in the first three
axes. Notice that all the variables are well represented by the first axis, except the
variable Yy, which is well represented by the second axis. The biplot representation
using the first two axes is shown in Figure 7(right). The covariation structure
shows a very high correlation between Y3 and Y, represented by an acute angle.
Both variables have a high correlation with the variable Y;. However, there is no
relation with Y5 due to a right angle is obtained. Table 10 also explains the angles
between variables in the plane representing the first two axes. Figure 8 shows the
histogram and QQ plot representing the values of the quality of approximation of
the 1,000 bootstrap replications.
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TABLE 10: RCs of the factors to the columns and angles between variables for iris data.

Variable Axis1 Axis2 Axis3 Y1 Y, Y3 Ya
Y; 793.52  130.38 76.09 0.00 95.47 20.71 18.27
Yo 211.80 779.43 8.77  95.47 0.00 116.18 113.74
Y3 996.44 0.56 3.00 20.71 116.18 0.00 2.44
Yy 936.50 4.12 59.38 18.27 113.74 2.44 0.00

Table 11 provides the observed values for the mean, SE, bias, lower-t, upper-
t, lower-q and upper-q for simulated and real-world (iris) data. Note that there
is no difference between the observed value and its approximation, whereas the
endpoints of both intervals are similar. Table 12 provides the RCs to the total
variability of the variables based on 1,000 bootstrap replications. Note that there
are no differences between observed values and their estimates, whereas the width
of the CIs is small suggesting a high accuracy of our methodology. Figure 8 shows
the histogram and QQ plot for the RCs to total variability of the variable Y;. A
similar behavior is observed for the other three variables, whose plots are omitted
here, but are available under request for interested users.

TaBLE 11: Results of the approximation quality for the indicated data set.

Data set Value Mean SE Bias lower-t upper-t lower-q upper-q
Simulated  94.27 94.46 0.75 0.19 92.98 95.95 92.9 95.80
Iris 99.48 99.49 0.08 0.01 99.34 99.64 99.33 99.62

TABLE 12: Results of the contributions to the total variability for iris data.

Variable Value Mean SE Bias lower-t upper-t lower-q upper-q
Yi 250.95 250.93 0.16 -0.01 250.62 251.24 250.65 251.27
Y2 251.22 251.20 0.17 -0.02 250.86 251.55 250.90 251.57
Y3 247.96 24799 0.31 0.03  247.39 248.59 247.36 248.53
Yay 249.87 249.87 0.13 0.00  249.63 250.12 249.63 250.10
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5. Discussion and Conclusions

Factorial analysis techniques only provide to researchers point estimates for
their results. In this work, we have proposed a methodology that combines boot-
strap and biplots methods to calculate confidence intervals for the results from
biplots in order to provide measures of their accuracy. This idea has been applied
in several multivariate techniques that incorporate a singular value decomposition.
Despite there are some packages in the R software to perform biplots, such as de-
tailed in this paper, these packages only provide estimated results as point values
and no information about their accuracy is available. For such a reason, we have
developed a new package in this software to implement our methodology.

Specifically, in this paper, we have proposed a graphical methodology based
on confidence intervals for the main parameters of biplots based in bootstrapping.
These parameters help to interpret the contribution from the elements and axes
of the biplot and correspond to goodness of fit, quality of the representation, and
variability and relationships among variables. The proposed methodology may be
considered as an inferential version of classical biplots and has been implemented in
the new biplotbootGUI R package. We have detailed the features of this package
and validated our methodology with numerical applications based on simulated
and real-world data. The numerical results have shown the good performance
and potentiality of our methodology, as well as the simple and easy manner to
work with the biplotbootGUI package. As a supplement to our work, we have
also provided a review on the key theoretical contributions and the computational
implementations for biplot methods, covering the period from 1971 to the present.

Other ways to calculate measures of accuracy, such as jackknife, Markov chain
Monte Carlo and permutation methods, are proposed in the literature, as well
as ways to calculate confidence intervals other than the intervals proposed in this
paper. In future works, some of these methods may be considered by us to provide
different measures of accuracy for the results obtained by biplots methods.
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