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APLICACIÓN A TABLAS DE TRES VÍAS
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M. PURIFICACIÓN VICENTE GALINDO
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24 Índice de tablas

2.16. Contribuciones relativas de las variables a los ejes para datos

simulados. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132

2.17. Valores propios y variabilidad explicada (%) por cada eje para los

datos iris. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

2.18. Contribuciones relativas del factor al elemento fila para datos iris. 137

2.19. Contribuciones relativas del factor al elemento columna para datos

iris. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
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2.21. Ángulos entre variables y ejes para datos iris. . . . . . . . . . . . 138

2.22. Calidades de aproximación de las columnas para datos iris. . . . . 139

2.23. Valores propios para datos iris. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139
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Los métodos de ordenación y de reducción de la dimensión ofrecen diferentes

parámetros para poder presentar los resultados obtenidos a partir de una muestra

de datos multivariante. Sin embargo, estos métodos únicamente nos muestran

esos resultados de una manera incompleta ya que sólo se obtienen estimaciones

puntuales de tales parámetros, sin ninguna información acerca de la incertidumbre

proporcionada por los mismos. Este hecho, hace que una parte de la comunidad

cient́ıfica considere estas técnicas multivariantes como exploratorias y sin ninguna

certeza de que lo que se deduzca de las muestras analizadas se pueda extender

a la población de la que proceden. Para proporcionar unos resultados completos

que puedan ser considerados válidos para la población y no sólo a nivel muestral

es necesario proporcionar una forma de decidir cómo de exacta es la información

que se presenta. El método más común para proporcionar una indicación de

la cantidad de incertidumbre de un parámetro son los intervalos de confianza

representados por los ĺımites de confianza.

Efron, 1979, 1987; Efron y Tibshirani, 1993 propusieron los métodos

Bootstrap, cuya idea principal es que la inferencia sobre una población a partir

de una muestra se puede obtener realizando sucesivos remuestreos sobre ella y

haciendo inferencia sobre esta nueva “muestra”. La forma de realizar el remuestreo

es, a partir de la muestra original de tamaño n, extraer diferentes submuestras

de n elementos tomados con reposición. En las submuestras extráıdas se calcula

el parámetro que se desea estudiar y con todos los resultados obtenidos se realiza

la inferencia. Los métodos Bootstrap proporcionan diferentes formas de calcular

intervalos de confianza para los parámetros calculados a partir de una muestra

de datos multivariantes. Tienen la ventaja además de que son métodos sencillos

que no requieren del conocimiento de la distribución teórica de la población de

partida y tampoco necesitan un tamaño de muestra elevado para realizar las

estimaciones.
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Debido al problema de muchas técnicas multivariantes de obtener únicamente

estimaciones puntuales, numerosos autores han desarrollado versiones inferencia-

les basándose en las ideas de los métodos Bootstrap. Gifi, 1990; Greenacre, 1984;

Meulman, 1982 introdujeron la idea de remuestreo Bootstrap en el caso de matri-

ces de dos v́ıas y en el Análisis de Correspondencias Múltiple; Chatterjee, 1984;

Lambert et al., 1990, 1991 lo aplican en el contexto del Análisis Factorial; Dau-

din et al., 1988; Diaconis y Efron, 1983; Holmes, 1985, 1989; Stauffer et al., 1985

utilizaron la metodoloǵıa Bootstrap en el caso del Análisis de Componentes Prin-

cipales para proponer intervalos de confianza para los puntos representados en el

subespacio de los ejes principales intentando resolver el problema de la elección

del número de ejes a retener; Milan y Whittaker, 1995 lo proponen en el caso de

modelos bilineales que incorporan Descomposición en Valores Singulares; Raykov

y Little, 1999 utilizan los métodos Bootstrap para evaluar el ajuste de las rota-

ciones Procrustes; Linting et al., 2007 en el análisis de Componentes Principales

no lineal; Timmerman et al., 2009 utilizan los métodos Bootstrap para estimar

intervalos de confianza en el Análisis de Componentes Multinivel.

En el contexto del análisis de Correspondencias también se encuentran

numerosas referencias que utilizan esta metodoloǵıa para presentar medidas de

precisión de los resultados puntuales que proporcionan sus versiones clásicas.

Por ejemplo, Meulman, 1982 propone volver a ejecutar en cada muestra

bootstrap un análisis de Correspondencias y poner todas las soluciones juntas

en el mismo gráfico. Greenacre, 1984 propuso usar los resultados obtenidos

a partir de las submuestras como elementos suplementarios en el análisis

de la matriz original. Knox y Peet, 1989 aplican los métodos bootstrap

sobre el análisis de Correspondencias Detrended. También se ha estudiado

la estabilidad de los resultados del análisis no simétrico de Correspondencias

utilizando los métodos Bootstrap (Balbi, 1992). Markus y Visser, 1992 aplican
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dichos métodos para generar regiones de confianza en el análisis Múltiple de

Correspondencias. Reiczigel, 1996 desarrollaron un test bootstrap para el análisis

de Correspondencias que incluye la construcción de intervalos de confianza.

Lombardo y Ringrose, 2012; Lombardo et al., 2012 también proponen la

construcción de regiones de confianza para los análisis de Correspondencias

simétrico y no simétrico.

Si se hace una revisión de las técnicas que analizan datos de tres v́ıas

también se encuentran versiones inferenciales basadas en los métodos Bootstrap.

Aśı, Kiers, 2004 propone el cálculo de intervalos de confianza para los

métodos CANDECOM/PARAFAC y TUCKER3 (Tucker, 1966). El muestreo

que proponen se basa en la descomposición de los cubos de datos en capas

que contienen la información de cada individuo. De esta forma, remuestrea

matrices completas que contienen la información de cada individuo en las otras

dos v́ıas estudiadas. Abdi et al., 2013; Husson et al., 2005; Pagès y Husson,

2005 remuetrean tablas completas. Otros autores como Abdi et al., 2009 utilizan

otro tipo de remuestreo que denominan remuestreo dividido a la mitad ya que

las observaciones de los datos que analizan no siempre son independientes y

pueden tener una correlación temporal. (Dehlholm et al., 2012) presentan una

función que forma parte del paquete FactoMineR que permite remuestrear filas

dentro de cada matriz pero partiendo de las coordenadas resultantes del análisis

Factorial Múltiple en lugar de los datos originales. Con las filas remuestreadas

calculan los centroides para cada matriz. Cadoret y Husson, 2013 proponen

un método para construir elipses de confianza que denominan bootstrap total

truncado, implementado en el paquete SensoMineR (Le y Husson, 2008). El

esquema que siguen es contruir las muestras boostrap, aplicar el método y luego

utilizar rotaciones Procrustes en un número reducido de dimensiones.

Debido a que los métodos Bootstrap están pensados mayoritariamente para
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una muestra univariante, es necesario adaptarlos para el caso de técnicas

multivariantes. De este modo, se presentan estrategias a seguir para obtener

versiones inferenciales de diferentes técnicas multivariantes en los tres contextos

señalados anteriormente.

En el caṕıtulo 1 se presentan los principales aspectos teóricos de la

aproximación de matrices en dimensión reducida y la interpretación geométrica.

En el segundo caṕıtulo se realiza una revisión bibliográfica de los métodos

Biplot (Gabriel, 1971; Galindo, 1986) aśı como del software disponible para su

utilización. A continuación, se realiza la propuesta de una versión inferencial

basada en los métodos Bootstrap (Efron, 1979, 1987; Efron y Tibshirani, 1993).

Para facilitar su utilización se presenta el software desarrollado en el entorno R,

biplotbootGUI que se ha implementado como una interfaz gráfica de usuario

que permite al usuario interactuar a través de ventanas, botones y menús sin

el requisito de tener un amplio conocimiento del lenguaje de programación. Por

último, se ilustra su manejo y la interpretación de los resultados mediante su

utilización en dos ejemplos.

En el tercer caṕıtulo, se presentan las principales técnicas que existen

en el contexto del análisis de Correspondencias. También se han analizado

los softwares que existen para su uso. Como se ha explicado anteriormente,

estas técnicas también presentan la carencia de versiones inferenciales aśı que

después de analizar las versiones basadas en los métodos Bootstrap que hay

para estas técnicas, se propone una nueva versión para el análisis Canónico de

Correspondencias simétrico (Ter Braak, 1986) y no simétrico (Willems y Galindo,

2008). Para permitir su aplicación práctica, se ha desarrollado una interfaz gráfica

en el lenguaje R que permite por un lado, la utilización del análisis Canónico

de Correspondencias no Simétrico (que carećıa de software espećıfico) y por

otro, presenta versiones inferenciales tanto para este análisis de Correspondencias
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no simétrico como para el simétrico. Dicha interfaz se denomina cncaGUI. La

utilización de este programa se presenta mediante la ejecución de un ejemplo con

datos reales.

Siguiendo con el desarrollo de versiones inferenciales, el siguiente paso

esperado es ver como se realiza en el contexto de tres v́ıas. Aśı, en el caṕıtulo 4

se realiza una revisión de las técnicas de tres v́ıas y el software desarrollado para

su utilización. A continuación, se revisan las diferentes estrategias elaboradas por

diversos autores para proporcionar versiones inferenciales de algunas de ellas y por

último, se presenta una nueva estrategia diseñada para proporcionar una versión

inferencial del análisis Biplot Múltiple, un método basado en las ideas del análisis

Factorial Múltiple pero que tiene la ventaja de proporcionar representaciones

Biplot de los resultados obtenidos. Como en los caṕıtulos anteriores, se ha

implementado una interfaz gráfica que permite la utilización de esta técnica tanto

en su versión clásica como inferencial y se ha puesto en práctica con un ejemplo.

La interfaz gráfica se ha denominado multibiplotGUI.

Esta tesis presenta otra parte bien diferenciada de la anterior en la que se

estudian las técnicas que buscan combinar la clasificación de los individuos con

métodos de reducción de la dimensión y que pretenden además, buscar una

mejor interpretación de los ejes factoriales extráıdos. Relacionado con estas ideas

se encuentran las técnicas de biclustering (Hartigan, 1972, 1975). Sin embargo,

estos métodos no tienen definido un problema de optimización. Por ello, Bock,

1979, 2003; DeSarbo, 1982 proponen alternativas al biclustering basadas en

diferentes criterios de optimización. Vichi, 2000 presenta el algoritmo Doble k-

means. Witten y Tibshirani, 2010 proponen el Sparse k-means Clustering, que

pretende encontrar una clasificación de los objetos mediante el algoritmo k-

means y buscar las variables que tengan más influencia en dicha clasificación

utilizando la penalización lasso (Tibshirani, 1996). En Vichi y Saporta, 2009
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se propone un método iterativo que busca la partición de los objetos alrededor

de un conjunto de centroides y la de las variables en torno a un conjunto de

componentes. Dicho método se denomina CDPCA (Clustering Disjoint Principal

Component Analysis). Este método tiene la ventaja, respecto del sparse PCA,

de obtener componentes en las que cada variable únicamente va a contribuir a la

conformación de una componente de manera similar a la presentada en Vigneau y

Qannari, 2004. Recientemente, Macedo y Freitas, 2015 desarrollan un programa

para la puesta en práctica de este algoritmo.

En el caṕıtulo 5 se presentan tres métodos con sus correspondientes algoritmos

en este contexto que utilizan como técnica de reducción de la dimensión el método

HJ Biplot: Clustering Biplot, cuyo objetivo es la búsqueda simultánea de la mejor

clasificación de los individuos utilizando el algoritmo k-means en un espacio de

dimensión reducida que explique la mayor parte de la variabilidad presente en

los datos utilizando el HJ Biplot; Disjoint Biplot, cuyo objetivo es encontrar la

mejor representación en dimensión reducida pero forzando a que las variables

únicamente contribuyan a la conformación de uno sólo de los ejes factoriales;

Clustering Disjoint Biplot, cuyo objetivo es una combinación de los dos anteriores,

es decir, busca la mejor clasificación de los individuos mediante el algoritmo k-

means a la vez que maximiza la variabilidad explicada por los ejes extráıdos de

tal forma que cada variable sólo tenga contribución en la conformación de un eje.

Para poder poner en práctica estos tres algoritmos se ha desarrollado una función

en el lenguaje R en forma de interfaz gráfica llamada CDBiplot y se ha utilizado

sobre un conjunto de datos reales para mostrar su utilización e interpretación.

Por último, se presentan las principales conclusiones para finalizar este

trabajo.
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Dada una matriz de datos con información de n individuos observados sobre

p < n variables, los métodos de análisis multivariante estudian la manera de

obtener un subespacio de menor dimensión que el original donde representar

la información de la forma más clara posible y con una pérdida mı́nima de

información. Esta idea se basa en el hecho de que si se tiene una matriz con

rango menor a p, es posible representarla en un subespacio de dimensión menor

eliminando el ruido existente en los datos. La mejor manera de obtener ese

subespacio está basada en el teorema de Descomposición en valores singulares

(Eckart y Young, 1936). Se introducirán previamente aspectos del álgebra

matricial necesarios para su posterior demostración.

1.1. Valores y Vectores Propios

Los valores propios son las medidas básicas del tamaño de una matriz

invariantes por transformaciones lineales de dicha matriz. Por ejemplo, si se

efectúa una rotación de los ejes, los valores propios no se modifican. Debido a ello

hay medidas globales del tamaño de una matriz como la traza o el determinante

que sólo dependen de estos valores para su cálculo.

Sea X una matriz cuadrada de orden n. Se dice que el escalar λ perteneciente

a un campo K es un autovalor o valor propio si existe un vector x perteneciente

a K
n no nulo que satisface la ecuación:

Xx = λx.

El vector x se denomina autovector o vector propio de la matriz X asociado

al valor propio λ. Un autoespacio es el conjunto de todos los vectores propios de

X asociados al valor propio λ unido al vector nulo, es decir:
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Vλ(X) = {x ∈ K
n : x 6= ∅ ∧Xx = λx} ∪ ∅.

Teorema 1.1. Una condición necesaria y suficiente para que el escalar λ sea

valor propio de la matriz X es que:

|X− λI = 0|

donde |X− λI| es lo que se denomina autopolinomio.

Demostración. Condición Necesaria. Si λ es un valor propio de la matriz X se

cumple:

∃x 6= ∅ tal que Xx = λx

es decir,

∃x 6= ∅ tal que (X− λI)x = ∅

con lo que la matriz (X− λI) tiene determinante 0 ya que es singular.

Condición Suficiente. Si | X− λI |= 0, entonces se tiene que:

∃x 6= ∅ tal que (X− λI)x = ∅

por lo tanto,

∃x 6= ∅ tal que Xx = λx

y se puede afirmar que λ es valor propio de la matriz X.

Se denomina espectro de la matriz X al conjunto de todos sus valores propios,

es decir:

Λ(X) = {λ ∈ R tal que | X− λI |= 0}.
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Se llama radio espectral al radio del menor ćırculo que contiene a todos los

valores propios de la matriz X. Es decir:

ρ(X) = máx | λi | .

Teorema 1.2. Sea X una matriz cuadrada de orden n y (x1, x2, . . . , xr)

un conjunto de vectores propios asociados a los valores propios λ1, λ2, . . . , λr

respectivamente con λi 6= λj ∀i 6= j. Entonces los r vectores propios son

linealmente independientes.

Demostración. Supongamos que los r vectores son linealmente dependientes

y que el conjunto (x1, x2, . . . , xj−1) son vectores linealmente independientes.

Entonces existe un vector xj que se puede expresar como combinación lineal

de (x1, x2, . . . , xj−1), es decir, existen escalares α1j , α2j, . . . , α(j−1)j , tales que:

xj = α1jx1 + α2jx2 + α(j−1)jxj−1.

Multiplicando por la matriz X:

Xxj =

j−1∑

i=1

αijXxi =

j−1∑

i=1

αijλixi.

Multiplicando por el valor propio λj:

λjxj =

j−1∑

i=1

αijλjxi.

Como xj es vector propio de X asociado al valor λj se tiene:

j−1∑

i=1

αijλjxi =

j−1∑

i=1

αijλixi.
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Es decir:
j−1∑

i=1

αij(λi − λj)xi = ∅.

Como el conjunto de vectores (x1, x2, . . . , xj−1) son linealmente independientes

entonces todos los escalares αij(λi−λj) son nulos ∀i = 1, . . . , j−1. Como λi 6= λj

∀i 6= j se tiene que αij = 0∀i = 1, . . . , j − 1. Es decir, el vector xj es el vector

nulo, lo que contradice la condición de ser vector propio y por lo tanto el conjunto

de vectores propios (x1, x2, . . . , xr) es linealmente independiente.

Teorema 1.3. Si x es un vector propio de la matriz X asociado al valor propio

λ, para cualquier entero positivo p se tiene que:

λp es valor propio de Xp.

x es vector propio de Xp asociado a λp.

Demostración. Por hipótesis Xx = λx. Si se multiplica por la matriz X:

X2x = Xλx = λ(λx) = λ2x.

Supongamos que se cumple para p− 1:

Xp−1x = λp−1x.

Vamos a demostrar que se cumple para p:

Xpx = XXp−1x

= X(λp−1x)

= λp−1(Xx)
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= λp−1(λx)

= λpx.

1.1.1. Valores y Vectores Propios de una Matriz y su

Traspuesta

A continuación se introducen las relaciones existentes entre los vectores y

valores propios de una matriz y su traspuesta.

Se sabe que si λ es un valor propio de la matriz X entonces se cumple que:

| X− λI |= 0.

Como el determinante de una matriz es igual al de su traspuesta se tiene que:

| (X− λI) |= 0

=| X⊤ − λI |= 0.

Con lo que se puede concluir que los valores propios de una matriz X y los

valores propios de su traspuesta X⊤ son iguales.

En el caso de los vectores propios no sucede aśı pero se puede enunciar la

siguiente propiedad:

Teorema 1.4. Si xi es un vector propio de X asociado al valor propio λi e yj es

un vector propio de X⊤ asociado al valor propio λj con i 6= j, entonces se tiene
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que xi e yj son ortogonales, es decir:

x⊤
i yj = 0.

Demostración. Como xi e yj son vectores propios de X e X⊤ respectivamente se

tiene:

Xxi = λixi y X⊤yj = λjyj.

Multiplicando cada ecuación por y⊤j y x⊤
i respectivamente:

y⊤j Xxi = λiy
⊤
j xi

y

x⊤
i X

⊤yj = λjx
⊤
i yj.

Tomando traspuesta en la primera se obtiene:

x⊤
i X

⊤yj = λix
⊤
i yj

e igualando términos:

λjx
⊤
i yj = λix

⊤
i yj

de donde:

(λi − λj)x
⊤
i yj = 0

pero como λi 6= λj, forzosamente:

x⊤
i yj = 0.
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Supongamos que todos los valores propios de la matriz X son distintos entre

śı y se eligen vectores xi e yi vectores propios de X y X⊤ respectivamente de

tal forma que y⊤i xi = 1 ∀i = 1, . . . , n. Por otro lado, es posible encontrar dos

matrices no singulares A y B cuyas columnas son los vectores propios de X y

X⊤.

Entonces, se tiene que el producto de las B⊤A es la matriz identidad, con lo

que se puede decir que la matriz B es la inversa de la matriz A.

Ahora bien, si se multiplica:

XA = X(x1, x2, . . . , xn)

= (Xx1,Xx2, . . . ,Xxn)

= (λ1x1, λ2x2, . . . , λnxn)

= (x1, x2, . . . , xn) =




λ1 0 . . . 0

0 λ2 . . . 0

...
...

...
...

0 0 . . . λn




= AD (1.1)

Si se multiplica por la inversa de la matriz A se obtiene:

A−1XA = D.

siendo D una matriz diagonal cuyos valores propios son iguales que los de la

matriz de partida.

Este resultado nos conduce a la siguiente definición: Dos matrices A y B

cuadradas del mismo orden son semejantes si y sólo si existe una matriz P
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invertible que cumpla

P−1AP = B.

Es decir, si se tiene una matriz cuyos vectores propios son todos diferentes

entre śı, existe una matriz diagonal semejante a ella que contiene los valores

propios en su diagonal.

Teorema 1.5. Si las matrices A y B son semejantes entonces se cumple:

A y B tienen los mismos valores propios.

traza(A) = traza(B).

| A |=| B |.

rango(A) = rango(B).

Demostración. Teniendo en cuenta que

| B− λI |=| P−1AP− λP−1P |

=| P−1(A− λI)P |

=| P−1 || (A− λI) || P |

=| (A− λI) |

y que dos polinomios son iguales si y sólo si sus ráıces son iguales, se tiene

que los valores propios de A y B son iguales.

traza(B) = traza(P−1AP)

= traza(P−1PA)
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= traza(A).

| B |=| P−1AP |

=| P−1 || A || P |

| A | .

Teniendo en cuenta que el rango de una matriz no se altera si se multiplica

dicha matriz por matrices no singulares:

rango(B) = rango(P−1AP) = rango(A).

Teorema 1.6. Si A y B son matrices semejantes de tal forma que P−1AP = B,

entonces se tiene que:

P−1AkP = Bk.

para cualquier entero positivo k. En particular, si A es invertible se cumple:

P−1A1P = B1.

Demostración. Para cualquier entero positivo k se cumple

Bk = (P−1AP)(P−1AP) . . . (P−1AP)

= P−1A(PP−1)A(PP−1) . . . (PP−1)AP)

= P−1AkP.
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Además como A y B son semejantes y la primera es invertible, entonces:

B−1 = (P−1AP)−1

= P−1A−1(P−1)−1

= P−1A−1P.

Dado que toda matriz cuadrada con valores propios diferentes entre śı es

semejante a una matriz diagonal, esta propiedad proporciona una manera sencilla

de calcular las potencias de dicha matriz y en particular su inversa sin más que

aplicar las potencias a los valores propios situados en la diagonal.

Teorema 1.7 (Lema de Schur). Toda matriz cuadrada X es semejante a una

matriz triangular superior. Es decir,

BXB = T

Demostración. La triangularización de X se realiza por etapas. Para ello se tiene

en cuenta que toda matriz de orden n × n tiene al menos un autovalor λ1, que

se puede repetir n veces y para el cual se asegura la existencia de al menos un

autovector asociado x1.

En la primera etapa se construye una matriz B1 para aplicar una

transformación de semejanza sobre la matriz X. Dicha matriz es de orden n× n

y contiene en su primera columna el autovector x1, el resto de columnas se eligen

de tal forma que los vectores sean linealmente independientes para garantizar la

invertibilidad de la matriz B1.
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B1 = (x1, z2, . . . , zn) = (x1,Z1)

Como por construcción, B1 es invertible, se tiene que:

B−1
1 B1 =

(
B−1

1 x1,B
−1
1 Z1

)
=
(
e1, e2, . . . , en

)

Si se efectúa la transformación sobre X, se obtiene:

B−1
1 XB1 = B−1

1 (Xx1,XZ1) = B−1
1 (λ1x1,XZ1)

=
(
λ1B

−1
1 x1,B

−1
1 XZ1

)
=
(
λ1e

1,B−1
1 XZ1

)

=




λ1 C11×(n−1)

θ(n−1)×1 X1(n−1)×(n−1)




Esta matriz tiene los mismos autovalores de X ya que por construcción, son

semejantes. λ1 es un autovalor de la transformada y el resto se pueden calcular a

partir de la submatriz X1, que es de orden (n− 1)× (n− 1). Dicha matriz tiene

por lo menos un autovalor λ2 que se puede repetir n− 1 veces, y para el cual es

posible encontrar un autovector x2.

En la segunda etapa, se construye una matriz B2, de orden (n−1)×(n−1) que

contenga en su primera columna el autovector x2 y el resto de columnas se eligen

de tal forma que los vectores sean linealmente independientes para garantizar la

invertibilidad de la matriz B2. Aśı se obtiene:

B−1
2 X1B2 =




λ2 C21×(n−2)

θ(n−2)×1 X2(n−2)×(n−2)




Pero lo que se pretende es aplicar transformaciones sobre X en lugar de X1.



48 Caṕıtulo 1. Aproximación de matrices e interpretaciones geométricas

Para ello, se construye una matriz no singular B∗
2, que efectúe transformaciones

que modifiquen la estructura obtenida en la primera etapa. Dicha matriz es de la

forma:

B∗
2 =




1 θ1×(n−1)

θ(n−1)×1 B2(n−1)×(n−1)




La matriz B∗
2 es invertible, ya que las submatrices diagonales son no singulares

y las no diagonales son nulas. Su inversa se puede calcular fácilmente sustituyendo

B2 por su inversa y manteniendo iguales el resto de submatrices. Por otro lado, al

aplicar la transformación asociada con B∗
2 sobre la matriz obtenida en la primera

etapa, se tiene:

(B∗
2)

−1
B−1

1 XB1B
∗
2 =




1 θ

θ B−1
2







λ1 C1

θ X1







1 θ

θ B2




=




λ1 C1B2

θ B−1
2 X1B2


 =




λ1 C1B2

0

θ

λ2 C2

θ A2




Esta matriz, por construcción, es semejante a la matriz original X y

consecuentemente tiene los mismos autovalores. En particular, es evidente que

λ1 y λ2 son autovalores de la matriz transformada y el resto se pueden obtener a

partir de la submatriz X2.

Repitiendo n−1 veces este proceso, se construye la matriz B que triangulariza

X como producto de las matrices de transformación calculadas en las sucesivas

etapas:
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B = B1




1 θ

θ B2







I2 θ

θ B3


 . . .




In−2 θ

θ Bn−1




Siendo Bn−1 la matriz correspondiente a la transformación de la etapa (n−1)-

ésima y que afecta a la submatriz Xn−2:

B−1
n−1Xn−2Bn−1 =




λn−1 Cn−2

0 λn




Finalmente, al aplicar la transformación sobre la matriz de partida X la

transformación de semejanza asociada a la matriz B se obtiene:

B−1XB =




λ1 F1

0

...

0

λ2 F2

...
...

0 λn




Teorema 1.8. Para cualquier matriz cuadrada X de orden n se cumple:

| X |=∏n
i=1 λi.

traza(X) =
∑n

i=1 λi.

Demostración. Según el lema de Schur, toda matriz cuadrada es semejante a una

matriz triangular. Además toda matriz triangular tiene sus valores propios en la

diagonal luego se cumple:

| X |=∏n
i=1 λi.

traza(X) =
∑n

i=1 λi.
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1.1.2. Valores y Vectores Propios de una Matriz Simétrica

Se dice que X es una matriz simétrica si se cumple:

xij = xji∀i 6= j.

Teorema 1.9. Si x1, x2, . . . , xs son vectores propios de una matriz simétrica

asociados a los valores propios λ1, λ2, . . . , λs respectivamente con λi 6= λj ∀i 6= j,

entonces son ortogonales entre śı.

Demostración. Por el apartado anterior se sabe que los vectores propios de una

matriz y su traspuesta son ortogonales entre śı. Por lo tanto, los vectores propios

asociados con valores propios distintos también son ortogonales ya que la matriz

es simétrica.

Teorema 1.10. Toda matriz simétrica X es semejante a una matriz diagonal

mediante transformaciones ortogonales.

Demostración. Según el lema de Schur, X es semejante a una matriz triangular

mediante transformaciones ortogonales.

P⊤XP = Tλ.

Tomando traspuestas:

(P⊤XP)⊤ = T⊤
λ

P⊤X⊤P = T⊤
λ

pero como X es simétrica se cumple que X = X⊤ y como consecuencia también

T⊤
λ es simétrica y al ser también triangular sólo puede ser una matriz diagonal.
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Teorema 1.11. Si X es una matriz simétrica de orden n, se puede expresar de

la forma:

X =

n∑

i=1

λipip
⊤
i

siendo pi el vector propio asociado al valor propio λi ∀i = 1, . . . , n.

Demostración. Dado que X es simétrica, se cumple:

P⊤XP = Dλ

Como P es ortogonal se puede expresar:

X = PDλP
⊤

= (λ1P1, λ2P2, . . . , λnPn) =




(P1)
⊤

(P2)
⊤

...

(Pn)
⊤




(1.2)

Con lo que:

X = λ1P1P
⊤
1 + λ2P2P

⊤
2 + . . .+ λnPnP

⊤
n .

Teorema 1.12. Si X es una matriz simétrica e invertible, se puede calcular su

inversa como:

X−1 = PD−1P⊤.

Demostración. Dado que toda matriz simétrica es ortogonalmente semejante a

una matriz diagonal se tiene:

P⊤XP = D.
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Multiplicando la ecuación por P y P⊤ a izquierda y derecha respectivamente,

PDP⊤ = X.

Tomando inversas:

(X)−1 = (PDP⊤)−1 = (P⊤)−1D−1P−1

Y por la ortogonalidad de P:

X−1 = PD−1P⊤.

Teorema 1.13. Si X es una matriz de orden n× p de rango r entonces X⊤X y

XX⊤ tienen los mismos vectores propios no nulos.

Demostración. Las matrices X⊤X y XX⊤ son simétricas de rango r. Si

consideramos el valor propio no nulo λi de la matriz X⊤X se cumple:

X⊤Xyi = λiyi

siendo yi un vector propio de dicha matriz. Si multiplicamos por X:

XX⊤(Xyi) = λi(Xyi).

Con lo que se deduce que λi es valor propio asociado a XX⊤ si el vector Xyi es

no nulo. Pero si fuera nulo se tendŕıa que λiyi = ∅ lo que no puede ser ya que λi

se ha escogido como un valor propio no nulo y yi su vector propio asociado.
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Teorema 1.14. Si X es una matriz de rango r y Vp×r y Un×r las matrices que

contienen en sus columnas los vectores propios de X⊤X y XX⊤ respectivamente

asociados a los valores propios no nulos, entonces:

vi = (1/
√
λi)X

⊤ui

ui = (1/
√
λi)Xvi.

Demostración. En virtud de la demostración anterior se tienen las siguientes

igualdades:

X⊤Xvi = λivi

XX⊤(Xvi) = λi(Xvi)

De aqúı se puede deducir que si vi es vector propio de la matriz X⊤X asociado al

valor propio λi, entonces los vectores ui = αXvi ∀α 6= 0 ∀i = 1, . . . , r son vectores

propios de la matriz XX⊤ asociados al valor propio λi.

De manera análoga se puede obtener que los vectores vi = βX⊤ui ∀β 6= 0

∀i = 1, . . . , r son vectores propios de la matriz X⊤X asociados con el valor propio

λi.

Como los vectores vi y ui son normales:

1 = v⊤i vi = β2u⊤
i XX⊤ui

= β2u⊤
i λiui = β2λi

Con lo que se tiene que β = 1/
√
λi. Si se hace el mismo razonamiento para ui se

obtienen las ecuaciones planteadas.

Teorema 1.15. Sea X una matriz de rango r, Vi y Ui vectores propios
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ortonormalizados de las matrices X⊤X y XX⊤, respectivamente, asociados con

el valor propio común λi (∀i = 1, 2, . . . , r). Entonces:

X =
r∑

i=1

√
λiU

i
(
Vi
)⊤

Demostración. Si se considera la relación definida en el teorema 1.14:

Ui =
(
1/
√
λi

)
XVi

Multiplicando por
√
λi

(
Vi
)⊤

y aplicando sumatorio sobre i:

p∑

i=1

XVi
(
Vi
)⊤

=

p∑

i=1

√
λiU

i
(
Vi
)⊤

(1.3)

Si se tiene en cuenta que los vectores propios Vi son una base ortonormal de

R
p, se tiene que:

p∑

i=1

Vi
(
Vi
)⊤

= VV⊤ = Ip

Entonces el primer término de la ecuación 1.3 se puede expresar como:

p∑

i=1

XVi
(
Vi
)⊤

= X

p∑

i=1

Vi
(
Vi
)⊤

= XVV⊤ = XIp = X

y aśı:

X =

p∑

i=1

√
λiU

i
(
Vi
)⊤

y como la matriz X es de rango r, quiere decir existen exactamente r valores

propios distintos de cero y consecuentemente, la matriz X se puede reconstruir

a partir de dichos r valores propios y sus vectores propios asociados. De esta
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manera se tiene que:

X =

r∑

i=1

√
λiU

i
(
Vi
)⊤

.

1.2. Aproximación de Matrices

El objetivo de este apartado es encontrar un procedimiento para representar

vectores de R
n sobre un espacio de dimensión menor, generalmente dos o tres.

En primer lugar, se va a explicar como se representan vectores de R2 sobre el

sistema de coordenadas formado por los vectores directores e1 = (1, 0), e2 = (0, 1).

Estos vectores forman lo que se denomina base canónica de R
2. Sea y = (y1, y2)

un vector perteneciente a R
2. Dicho vector se puede descomponer de la siguiente

manera:

y = y1e1 + y2e2

= πye1e1 + πye2e2

donde πyei es la proyección ortogonal de y sobre la recta r∅ei ∀i = 1, 2. Dicha

recta resulta de la unión del origen de coordenadas con el correspondiente vector

director de la base canónica.

La distancia del origen de coordenadas a la proyección πyei es:

d(πyr∅ei
, ∅) =

√
y2i = yi = πyei .

Utilizando el teorema de Pitágoras se puede ver que la distancia del vector y

al origen de coordenadas es:

d(y, ∅) =
√
y21 + y22.
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Si se considera un sistema de coordenadas en el que los ejes estén generados por

vectores directores ortonormales (u1, u2) distintos de la base canónica, el vector

y se podrá expresar como la suma de los vectores directores cuyos coeficientes se

calculan como las proyecciones del vector y sobre los ejes correspondientes. Es

decir:

y = (y⊤u1)u1 + (y⊤u2)u2 = πyu1
u1 + πyu2

u2.

Del mismo modo que en el caso de la base canónica, se pueden calcular las

distancias de las proyecciones al origen de coordenadas:

d(πyr∅ei
, ∅) = y⊤ui = πyui

y la distancia del vector y al origen de coordenadas:

d(y, ∅) =
√
π2
yu1

+ π2
yu2

.

Con estas consideraciones se puede concluir que para representar gráficamente

un vector sobre un sistema generado por vectores ortonormales de R
2 sólo es

necesario conocer la proyección del vector y sobre cada uno de los ejes del sistema.

1.2.1. Subespacio de Mejor Ajuste

Si se parte de una matriz X de orden n × p que contiene información de n

individuos observados sobre p variables se puede considerar las filas de la matriz

como vectores en el espacio R
p y las columnas como vectores de R

n. De esta

manera, si se considera el espacio de las filas, se puede buscar un espacio de

dimensión q < p donde se representen los vectores fila de tal forma que su

representación sea lo más parecida a su representación en el espacio original.

Para resolver esta cuestión se utiliza el criterio de los mı́nimos cuadrados.
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Se define el subespacio de mejor ajuste a la nube de puntos fila de dimensión

q como el hiperplano P p
q generado por vectores ortonormales que hace mı́nima

la suma de cuadrados de las distancias entre los puntos y su proyección en el

hiperplano:

minP p
q

n∑

i=1

d2(xi, P
p
q ).

El procedimiento para encontrar el subespacio de mejor ajuste se realiza por

etapas. En primer lugar se busca la recta de mejor ajuste y a partir de ah́ı, se

van añadiendo sucesivamente dimensiones hasta llegar al subespacio de dimensión

deseada.

Para calcular la recta de mejor ajuste se utiliza el siguiente teorema:

Teorema 1.16. Sea X una matriz de datos de orden n× p. La recta de R
p que

mejor se ajusta al espacio de las filas de dicha matriz es la recta rv cuya dirección

viene dada por el vector propio normalizado de la matriz X⊤X asociado a su

mayor valor propio λ1.

Demostración. Por definición, la recta que mejor se ajusta a la nube de puntos

fila tiene que cumplir el criterio de los mı́nimos cuadrados, es decir, que

∑n
i=1 d

2(xi, r∅v) sea mı́nima.

Pero basta con que lo cumpla su vector director:

n∑

i=1

d2(xi, Pxi/v)

con v⊤v = 1 para que sea ortonormal.

Según el Teorema de Pitágoras se tiene la relación:

d2(xi, ∅) = d2(xi, Pxi/v) + d2(Pxi/v, ∅)
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= d2(xi, Pxi/v) + π2
xiv

Si se despeja la distancia del vector xi a la recta y se sustituye la distancia

del vector xi al origen:

d2(xi, Pxi/v) = x⊤
i xi − π2

xiv
.

Entonces la expresión a minimizar se puede escribir como:

n∑

i=1

d2(xi, Pxi/v) =

n∑

i=1

x⊤
i xi −

n∑

i=1

π2
xiv

.

Teniendo en cuenta que la expresión
∑n

i=1 x
⊤
i xi es constante, el problema se

reduce a maximizar:
n∑

i=1

π2
xiv

=

n∑

i=1

(x⊤
i v)

2

=

n∑

i=1

v⊤xix
⊤
i v

= v⊤(

n∑

i=1

xix
⊤
i )v

= v⊤X⊤Xv.

Por lo tanto hay que maximizar la expresión v⊤X⊤Xv con la restricción

v⊤v = 1. Utilizando los multiplicadores de Lagrange:

L = v⊤X⊤Xv − λ(v⊤v − 1).

Derivando respecto a v e igualando a cero:

∂L

∂v
= 2X⊤Xv − 2λv = 0
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de donde:

X⊤Xv = λv.

Con lo cual, el vector v es vector propio de la matriz X⊤X asociado al valor

propio λ. Como se busca el vector que maximice la expresión, se elige λ como el

mayor valor propio de la matriz X⊤X.

Teorema 1.17. Sea y un vector perteneciente a R
n y P n

2 un plano generado por

los vectores columna ortonormales de la matriz V = (v1, v2). Se tiene:

La proyección ortogonal de y sobre P n
2 es:

ΠyPn
2
= πyv1v1 + πyv2v2.

La distancia de la proyección ortogonal de y sobre el plano al origen de

coordenadas es:

d2(ΠyPn
2
, ∅) = π2

yv1 + π2
yv2 .

La distancia de y al plano es:

d2(y, P n
2 ) = y⊤y − π2

yv1
− π2

yv2
.

Demostración. La proyección ortogonal de y sobre el plano generado por

las columnas de la matriz V es:

ΠyPn
2
= V(V⊤V)−1V⊤y

y como las columnas de V son ortonormales se cumple que V⊤V = 1 y se

tiene:
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ΠyPn
2
=

(
v1 v2

)



v⊤1 y

v⊤2 y




= πyv1v1 + πyv2v2.

La distancia de la proyección ortogonal al origen es:

d2(ΠyPn
2
, ∅) = Π⊤

yPn
2

ΠyPn
2

= π2
yv1

v⊤1 v1 + π2
yv2

v⊤2 v2

= π2
yv1

+ π2
yv2

.

La distancia del vector y al plano es por el teorema de Pitágoras:

d2(y, P n
2 ) = d2(y, ∅)− d2(ΠyPn

2
, ∅)

y por el apartado anterior:

= y⊤y − (π2
yv1

+ π2
yv2

).

Como extensión del teorema 1.2.1 se puede enunciar:

Teorema 1.18. Sea una matriz de datos X de orden n × p. El subespacio de

dimensión dos que mejor se ajusta al espacio de las filas de la matriz es el plano

P p
2 cuyos vectores directores son los vectores propios ortonormales de la matriz

X⊤X asociados con los dos mayores valores propios λ1 y λ2.

Demostración. Por el teorema 1.2.1 se sabe que el vector propio deX⊤X asociado
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al mayor valor propio λ1 nos da la dirección de la recta de mejor ajuste. La

segunda dirección v2 debe ser un vector normalizado y ortogonal al primero que

denotaremos por v1. El plano de mejor ajuste será aquel que cumpla:

P p
2 = {z ∈ R

p : z = α1v1 + α2v2, con v⊤1 v2 = 0 y v⊤2 v2 = 1}.

Para que sea el de mejor ajuste tiene que garantizar además que la suma

∑n
i=1 d

2(xi, P
p
2 ) sea mı́nima. Por definición la distancia de un punto a un plano

es la distancia del punto a la proyección del punto en el plano. Por el teorema

1.2.1, esa distancia se puede expresar como:

n∑

i=1

x⊤
i xi −

n∑

i=1

π2
xiv1

−
n∑

i=1

π2
xiv2

.

Teniendo en cuenta que:

El primer término es una constante.

El segundo término es λ1.

El tercer término es v⊤2 X
⊤Xv2.

El problema se reduce a maximizar v⊤2 X
⊤Xv2 con las restricciones v⊤1 v2 = 0

y v⊤2 v2 = 1. Por las propiedades variacionales de los valores propios (Horn y

Johnson, 1985) se tiene que ese máximo es λ2, el segundo mayor valor propio de

la matriz X⊤X. Aśı queda definido el plano de mejor ajuste mediante los vectores

propios de X⊤X asociados a los dos mayores valores propios.

Análogamente se puede calcular el subespacio de mejor ajuste de dimensión q

mediante los vectores propios de X⊤X asociados a los q mayores valores propios.
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1.2.2. Descomposición en Valores Singulares

El siguiente paso en la aproximación de matrices es encontrar una descompo-

sición de una matriz de datos X en función de sus valores y vectores propios.

Teorema 1.19. Si X es una matriz de datos de orden n × p y de rango r, se

puede expresar:

X = UrΛrV
⊤
r

donde Ur y Vr son matrices cuyas columnas son los vectores propios ortonorma-

les de X⊤X y XX⊤ asociados a los valores propios no nulos comunes y Λr una

matriz diagonal que contiene las ráıces cuadradas de los valores propios de X⊤X.

Demostración. Utilizando la expresión definida en el teorema 1.15 para recons-

truir la matriz X a partir de los valores y vectores propios de las matrices X⊤X

y XX⊤:

X =

r∑

i=1

√
λiU

i
(
Vi
)⊤

y expandiendo:

X =
(√

λ1U
1,
√

λ2U
2, . . . ,

√
λrU

r
)




(
V1
)⊤

(
V2
)⊤

...

(Vr)⊤




=
(
U1,U2, . . . ,Ur

)




√
λ1 0 . . . 0

0
√
λ2 . . . 0

...
...

...
...

0 0 . . .
√
λr







(
V1
)⊤

(
V2
)⊤

...

(Vr)⊤



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= UrΛrV
⊤
r

quedando aśı demostrado.

Sea Mn×p (R) el conjunto de las matrices reales de orden n× p. Se denomina

norma de Frobenius de una matriz a la función:

‖ X ‖F : Mn×p (R) −→ R

definida por:

‖ X ‖F=
√

traza
(
X⊤X

)
=

√√√√
p∑

i=1

λi

Teorema 1.20. Sea X una matriz de orden n× p de rango r y Z una matriz del

mismo orden pero de rango k (k < r) tal que Z = UkΛkV
⊤
k , entonces:

‖ X−Y ‖F=
r∑

i=k+1

λi

Demostración. Por la definición de la norma de Frobenius:

‖ X−Y ‖2F=
[
(X−Y)⊤ (X−Y)

]

= traza
(
X⊤X

)
− 2traza

(
X⊤Y

)
+ traza

(
Y⊤Y

)

Como:

UkΛkV
⊤
k = (Uk,Ur−k)




Λk θ

θ θ







(Vk)
⊤

(Vr−k)
⊤




y por la descomposición singular de la matriz X, se tiene:
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X⊤Y =
(
UrΛrV

⊤
r

)⊤ (
UkΛkV

⊤
k

)

=
(
VrΛrU

⊤
r

)
UkΛkV

⊤
k = (Uk,Ur−k)




Λk θ

θ θ







(Vk)
⊤

(Vr−k)
⊤




= VrΛr

(
U⊤

r Ur

)



Λk θ

θ θ


V⊤

k

(Vk,Ur−k)




Λk θ

θ Λr−k







Λk θ

θ θ







(Vk)
⊤

(Vr−k)
⊤




= VkΛkV
⊤
k = VkΛkU

⊤
k UkΛkV

⊤
k = Y⊤Y

Por lo tanto:

‖ X−Y ‖2F= traza
(
X⊤X

)
− traza

(
Y⊤Y

)

=
r∑

i=1

λi −
k∑

i=1

λi =
r∑

i=k+1

λi

Sea Xn×p una matriz de rango r y Xk = UkΛkV
⊤
k una aproximación para

dicha matriz. Se define como medida de la bondad de aproximación a la siguiente

expresión:

∑k
i=1 λi∑r
i=1 λi

Teorema 1.21. La aproximación X∗
n×p de rango k para la matriz Xn×p de rango
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r (k < r) que minimiza la suma de cuadrados:

‖ X−X∗ ‖2=
n∑

i=1

p∑

j=1

(
xij − x∗

ij

)2

está expresada por X∗ = UkΛkV
⊤
k (Eckart y Young, 1936).

Demostración. Según el teorema 1.15, la matriz X∗ queda definida por los

primeros k sumandos de la descomposición en valores singulares de la matriz

X. Consecuentemente, la suma de cuadrados de los errores de la aproximación

queda definida por la suma de los últimos r−k valores propios de la matriz X⊤X:

‖ X−X∗ ‖2=
r∑

i=k+1

λi
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2.1. Introducción y Revisión Bibliográfica

El análisis de matrices de datos de grandes dimensiones, individuos por

variables, puede ser abordado mediante técnicas multivariantes, las cuales

reducen la dimensionalidad proyectando los datos sobre un subespacio óptimo,

conservando los patrones de similaridad entre individuos y los patrones de

covariación entre variables. Las diferencias entre estas técnicas dependen del

tipo de variables y métricas utilizadas en los respectivos subespacios. Los

métodos Biplot propuestos por Gabriel, 1971 son parte de estas técnicas, pero

su extensión no ha sido tan rápida debido a la ausencia de software espećıfico

para su utilización. Los Biplot son una representación gráfica, en el contexto del

análisis de Componentes Principales, representando conjuntamente una matriz de

datos multivariante mediante marcadores fila (individuos) y marcadores columna

(variables), permitiendo que las interrelaciones entre ellos puedan ser capturadas

visualmente en un espacio de dimensión menor. Los Biplot permiten describir los

datos pero también hacer modelos y diagnosis (Bradu y Gabriel, 1978) y son una

herramienta de visualización potente que puede ser considerada como la versión

multivariante del scatterplot dado que usualmente se representan en un espacio de

dos dimensiones. Los Biplot clásicos de Gabriel, tienen dos fases. Por un lado, se

aproxima la matriz de partida utilizando la descomposición en valores singulares y

por otro, se factoriza para obtener un mapa eucĺıdeo en baja dimensión mediante

marcadores fila y columna representados por puntos/vectores. La interpretación

en los métodos Biplot está basada en las propiedades geométricas del producto

escalar entre filas y columnas lo que permite una aproximación de los elementos

de la matriz de partida.

Gower y Harding, 1988, Gower, 1992 y Gower y Hand, 1996 proporcionan

un enfoque diferente de los Biplot clásicos, ordenando los individuos, escalando



70 Caṕıtulo 2. Biplot

y luego superponiendo las variables, lo que permite una interpretación gráfica

conjunta al igual que en los Biplot clásicos. Los métodos Biplot más utilizados

son conocidos como GH y JK. Estos Biplot consiguen una óptima calidad de

representación para variables y para individuos respectivamente. Galindo, 1986

prueba que, con una elección adecuada de los marcadores, es posible representar

simultáneamente filas y columnas en el mismo espacio eucĺıdeo con óptima

calidad, denominando a este tipo HJ Biplot. Sus coordenadas para las columnas

son los marcadores columna en el GH Biplot y las coordenadas para las filas son

los marcadores fila en el JK Biplot. El HJ Biplot de Galindo ha sido aplicado en

numerosos campos.

Orfao et al., 1988b aplicó los Biplot en histopatoloǵıa; Orfao et al., 1988a en

inmunoloǵıa; Rivas-Gonzalo et al., 1993; Santos et al., 1991 en enoloǵıa; Galante

et al., 1991 en entomoloǵıa; Galindo et al., 1996 en ecoloǵıa; Dorado et al., 1999

en estudios agropecuarios; Garćıa-Talegón et al., 1999 en geoloǵıa qúımica; Iñigo

et al., 2005 en ingenieŕıa civil; González et al., 2006 en ciencias ambientales; Pinto,

2006 en socioloǵıa; Correa et al., 2007 en microbioloǵıa; Alcántara y Rivas, 2007 en

ciencia poĺıtica; Mart́ınez-Ruiz et al., 2007 en ingenieŕıa geológica; Cadaviz, 2008

en neuropsicoloǵıa; Mendes et al., 2009 en limnoloǵıa; Marreiros et al., 2010 en

gestión hospitalaria; Castela y Galindo, 2010 en inferencia ecológica; Patino et al.,

2011 en relaciones laborales; Vázquez et al., 2011 en estudios de seguridad; Garćıa

et al., 2012 en ciencias pecuarias; Ochoa et al., 2012 en cultivo de ćıtricos; Viloria

et al., 2012 en biotecnoloǵıa; Gallego-Álvarez et al., 2013 en datos ambientales;

Garćıa-Sánchez et al., 2013 en estudios de corporación social; Serafim et al., 2012

en salud ambiental y toxicoloǵıa; Dı́az-Faes et al., 2013 en bibliometŕıa; Vázquez-

de Aldana et al., 2013 en nutrición vegetal; Gallego-Álvarez et al., 2014a en

estudios de responsabilidad corporativa en Brasil; Gallego-Álvarez et al., 2014b,c

en sostenibilidad; Morillo et al., 2014 en cienciometŕıa; Feĺıcio y Galindo, 2014 en
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gobierno corporativo.

Otro tipo de Biplot es el denominado GGE Biplot (genotype main effects

(G) and genotype x environment interaction effects (GE) (Yan et al., 2000).

Suele ser utilizado en el contexto de la evaluación de cultivos. Este tipo de

datos se suelen presentar en tablas de dos v́ıas de genotipos por ambientes y

el objetivo es evaluar el rendimiento de diferentes cultivos en distintos ambientes.

El modelo GGE aplica la descomposición en valores singulares a los datos a los

que previamente se les ha sustráıdo el efecto ambiente, de manera que estos

Biplot visualizan simultáneamente el efecto genotipo (G) y la interacción (GE),

las cuales se consideran las dos principales fuentes de variación en el contexto de

la evaluación de cultivos.

Detalles de GH, HJ y JK Biplot se muestran en la Sección 2.2 y del GGE

Biplot en Frutos et al., 2014.

Ter Braak, 1986 utilizó Biplot ajustados con modelos lineales en el contexto

del Biplot directo del gradiente, lo que permite que un conjunto de especies sea

ordenado de acuerdo a sus relaciones con un conjunto de variables ambientales.

Gauch, 1988 empleó los Biplot para validar y seleccionar modelos cuando se

estudia la interacción entre genotipo y ambiente. Ter Braak, 1990 y Ter Braak

y Looman, 1994 aprovecharon las relaciones entre los Biplot y los métodos de

regresión para introducir el Biplot de la matriz de coeficientes de regresión y

proponer un Biplot basado en regresión en rango reducido. Cárdenas y Galindo,

2003 investigaron los aspectos inferenciales de los Biplot utilizando los modelos

bilineales generalizados, extendiendo sus ajustes con información externa para

variables relativas a la familia exponencial.

Vairinhos, 2003 muestra que los Biplot son una base perfecta para el

desarrollo de un sistema de mineŕıa de datos, dado que la mayoŕıa de las

técnicas pueden ser expresadas como casos particulares de los Biplot. Amaro
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et al., 2004 estudiaron las propiedades de los MANOVA Biplot dentro del

contexto de los modelos lineales generalizados multivariantes, desarrollando

métodos para su interpretación. Hernández, 2005 estudió el funcionamiento

de los Biplot en presencia de outliers y Ramı́rez et al., 2005 propusieron los

Biplot para la detección de la multicolinealidad. Como alternativa al análisis

de Correspondencias Múltiple en el caso de variables de presencia/ausencia con

distribución binomial, Vicente-Villardón et al., 2006 consideraron los Biplot de

predicción y los aplicaron a Biplot ajustados por regresion lineal generalizada,

proponiendo los Biplot loǵısticos, extendidos posteriormente por Demey et al.,

2008 y utilizados en Gallego-Álvarez y Vicente-Villardón, 2012 y recientemente

en Vicente et al., 2015.

Bradu y Gabriel, 1974 y Bradu y Gabriel, 1978 estudiaron el ajuste de los

modelos bilineales de tablas de dos v́ıas, analizando la colinealidad entre filas

y columnas en los Biplot. Gabriel y Zamir, 1979 también trabajaron el ajuste

de dichos modelos bilineales pero propusieron procesos iterativos para obtener

aproximaciones a bajo rango utilizando mı́nimos cuadrados ponderados. Denis,

1991, Falguerolles, 1995, Choulakian, 1996 y Gabriel et al., 1998 utilizaron los

Biplot para estudiar interacciones en tablas de dos y tres v́ıas. Gabriel et al.,

1998 desarrollaron diagnosis en modelos basados en tablas de contingencia.

Sepúlveda et al., 2008 utilizaron los Biplot como herramienta de diagnóstico para

dependencia local en modelos de clases latentes.

Los métodos de análisis de datos de tres v́ıas han sido presentados como una

extensión del análisis de Componentes Principales de una supermatriz de dos v́ıas,

siendo las más comunes: (i) TUCKER3 (Tucker, 1966) y (ii) STATIS (L’Hermier

des Plantes, 1976). En (i), se trabaja con componentes principales de tres v́ıas y

se genera una “core matrix” que nos permite explicar las interacciones entre las

variables de cada modo. En (ii), se parte de matrices de operadores (matrices de
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covarianzas por ejemplo) y se calcula la correlación vectorial entre operadores a

partir del producto de Hilbert-Schmidt. A esta matriz se le aplica un análisis de

Componentes Principales y cada uno de los operadores aparece representado como

un punto en un espacio de Hilbert-Schmidt. Puntos próximos indican estructuras

de covarianza similares en las matrices originales.

Basándose en los modelos TUCKER3, Carlier y Kroonenberg, 1996 genera-

lizan la descomoposición en valores singulares a tablas de tres v́ıas proponiendo

Biplot interactivos y Biplot conjuntos para capturar la información proveniente

de los datos. La diferencia entre estos dos Biplot es la manera en que se trata la

matriz inicial, en el Biplot interactivo se combinan dos modos mientras que en el

Biplot conjunto se condiciona uno de los modos. Mart́ın-Rodŕıguez et al., 2002

propusieron los Meta-biplots siguiendo la filosof́ıa de los métodos Procrustes y

las Meta-componentes Principales, permitiendo que los Biplot sean comparados

para estudiar individuos y variables, como alternativa a los Biplot conjuntos e

interactivos.

Vallejo-Arboleda et al., 2006 y Vallejo-Arboleda et al., 2008 propusieron el

STATIS Canónico, un Biplot para datos multi-tabla. Frecuentemente, los datos

multivariantes se encuentran recogidos sobre múltiples ocasiones produciendo

un experimento multi-tabla. Ni el análisis separado de cada ocasión utilizando

MANOVA o análisis canónico, ni el análisis conjunto de las tablas múltiples

utilizando STATIS, son adecuados para capturar la estructura real de dichas

matrices. Esto es debido a que unas técnicas recogen la estructura de grupo pero

no la evolución en el tiempo mientras que las últimas confunden la variabilidad

dentro y entre grupos. El STATIS Canónico permite recoger al mismo tiempo

tanto la estructura de grupos como la evolución temporal, obteniendo variables

canónicas estables a lo largo de las diferentes ocasiones o conjuntos de datos.

Nos hemos centrado en los Biplot clásicos de Gabriel, 1971; una revisión se
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puede ver en Cárdenas et al., 2007. Sin embargo, Gower, 1992 propone otros

tipos de Biplot basándose en la obtención de los marcadores columna a partir

de la regresión multivariante. Gower y Harding, 1988 y Gower, 1992 proponen

los Biplot no lineales. Gower y Hand, 1996 definen los Biplot de interpolación y

predicción. Según Gower, los Biplot se refieren a la presentación de información

de las variables y unidades, de una matriz de datos X. El Biplot arquetipo está

representado por los ejes de coordenadas cartesianas en el que los ejes calibrados

(generalmente ortogonales) representan las variables y las unidades se representan

como puntos. Hay dos preguntas que se relacionan con los ejes cartesianos (i) dado

un caso de X, que es una fila de X, ¿dónde está el punto P correspondiente?

y (ii) dado un punto P ¿cuáles son los valores asociados de X? Los Biplot

estad́ısticos pueden diferir de esta definición clásica en varios sentidos. En primer

lugar por lo general tienen sólo una aproximación a la representación cartesiana

del espacio completo. Esto induce ejes no ortogonales y complica las respuestas a

las preguntas (i) y (ii). En segundo lugar, podemos utilizar las métricas basadas

en coeficientes de disimilaridad o en variantes de la distancia de Mahalanobis.

Por lo tanto, se necesitan extensiones para abarcar metodoloǵıas donde X esté

representado por diversas formas de escalamiento multidimensional métrico y no

métrico. En tercer lugar, es posible que sea necesario incluir variables categóricas

en X, tanto nominales como ordinales. Por lo tanto es necesaria una extensión

del sistema cartesiano para poder representar las categoŕıas.

El desarrollo de los Biplot en el sentido de Gower muestra cómo manejar

todas estas situaciones de una manera unificada. La proyección ortogonal es un

concepto clave en el uso de ejes cartesianos, el concepto más general del punto más

cercano a un conjunto se utiliza para manejar las generalizaciones. Para variables

cuantitativas utiliza ejes calibrados, posiblemente no lineales, y para las variables

categóricas, conjuntos de puntos marcados que representan a los diferentes niveles
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de categoŕıa. Los casos siguen siendo representados por puntos. En Gower y Hand,

1996, Greenacre, 2010 y Gower et al., 2011 se pueden consultar más detalles.

2.2. Formulación Teórica

2.2.1. Representaciones Biplot

Una matriz de datos X de orden I×J puede ser expresada como producto de

dos matrices: A con I filas y S columnas y B con S filas y J columnas. Si S es

igual a dos, cada fila de A y cada columna de B son las coordenadas de un punto

en un gráfico de dos dimensiones. Cuando las I filas de A y las J columnas de B

se representan en un único gráfico, se denomina Biplot.

Por lo tanto, un Biplot es una representación gráfica de una matriz XI×J

mediante marcadores fila a1, . . . , aI y marcadores columna b1, . . . ,bJ , elegidos

de tal forma que el producto interno a⊤
i bj aproxime el elemento xij de X lo

mejor posible. Las filas y las columnas de estas matrices de marcadores son las

coordenadas de los puntos en un espacio eucĺıdeo respecto de los mismo ejes

ortogonales. Una propiedad del Biplot es que cada uno de los I×J valores puede

ser recuperado inspeccionando los I + J puntos representados en el gráfico.

La descomposición de una matriz X en las componentes A y B se

denomina descomposición en valores singulares y se obtienen como resultado

S componentes. Una matriz de dos v́ıas raramente suele tener rango dos, por

lo tanto, aproximar X por una matriz de rango dos significa que solamente las

dos primeras componentes van a ser utilizadas para su representación. Si dichas

componentes explican una proporción importante de la variabilidad total de la

matriz X, entonces es posible aproximar la matriz original por la matriz de rango

dos y mostrar la información en un Biplot.
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Sea X una matriz de datos compuesta por I individuos sobre los que se han

medido J variables. La descomposición en valores singulares de X se define como:

X = UΛV⊤,

donde:

U es una matriz cuyos vectores columna son ortonormales y corresponden a

los vectores propios de XX⊤,

V es una matriz cuyos vectores columna son también ortonormales y se

corresponden con los vectores propios de X⊤X,

Λ es una matriz diagonal que contiene los valores singulares de la matriz

X, que son las ráıces cuadradas no negativas de los valores propios de X⊤X,

ordenados de manera decreciente.

Para que las matrices U y V sean ortonormales debe cumplirse que U⊤U =

V⊤V = I. Esta propiedad asegura la unicidad de la factorización.

Un elemento de X se puede escribir genéricamente como

xij =

min(I,J)∑

s=1

λsuisvjs (2.1)

Para encontrar la aproximación en un espacio de baja dimensión de la matriz

X es necesario minimizar la distancia entre la matriz original X = xij y la matriz

aproximada X̃ = x̃ij . Esta distancia (Eucĺıdea) entre dos matrices se define como:

d(X, X̃) =

√√√√
I∑

i=1

J∑

j=1

(xij − x̃ij)2.

El teorema de Eckart y Young, 1936, que también puede encontrarse en otros

autores como Young, 1938, Gabriel, 1971 o Greenacre, 1984 demuestra que la

mejor aproximación S-dimensional de la matriz X en el sentido de los mı́nimos
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cuadrados se puede obtener mediante la descomposición en valores singulares de

la matriz X sumando únicamente los S primeros términos en la ecuación 2.1.

Los primeros S elementos de us y de vs combinados con los valores singulares

λs de diferentes formas son utilizados como las coordenadas para mostrar

gráficamente los datos. Los tipos más comunes de Biplot se muestran en la

Figura 2.1.

Figura 2.1: Tipos de Biplot.

2.2.2. Interpretaciones Geométricas

En un Biplot, los marcadores columna bj se representan como vectores y

los marcadores fila a⊤
i como puntos. Este tipo de representación facilita la

proyección de los marcadores fila sobre los marcadores columna. Y esta proyección

es, precisamente, la que nos permite estudiar las relaciones entre individuos y

variables, es decir, xij ≈ a⊤
i bj implica

xij ≈‖ proy ai/bj ‖ signo bj ‖ bj ‖
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donde:

‖ proy ai/bj ‖ es la longitud del segmento que une el origen con el punto

ai (longitud de la proyección desde ai hasta bj)

signo bj es el signo de bj

‖ bj ‖ es el módulo de bj (longitud del segmento que une el origen con bj)

Figura 2.2: Representación Biplot de una matriz que contiene información de 6
variables medidas sobre 9 individuos.

Esto significa que xij se aproxima por el módulo de la proyección de ai sobre

bj multiplicado por la longitud de bj , con el signo correspondiente. El sentido del

vector bj muestra el sentido en el que se incrementan los valores de la variable

representada por dicho vector. Las proyecciones de los puntos ai sobre un vector

columna aproximan la j-ésima columna de X y proporcionan una manera de

ordenar los individuos respecto a esa variable. Una vez definida la forma de

representación en un Biplot es posible explicar su interpretación. Aśı:
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La distancia entre puntos puede ser interpretada como disimilaridad entre

los correspondientes individuos, especialmente si están bien representados.

Los individuos que están muy lejos unos de otros tienen una mayor distancia

Eucĺıdea entre ellos y viceversa. En la Figura 2.2, la mayor distancia se

observa entre los individuos a1 y a8 y la menor distancia se obtiene para

los individuos a5 y a6.

En el JK Biplot, la longitud del vector aproxima la variabilidad de la

variable correspondiente. Por lo tanto, cuanto mayor longitud, mayor

variabilidad. Siguiendo con el ejemplo representado en la Figura 2.2, la

variable b3 posee la mayor variabilidad entre todas las variables, mientras

que la variable b2 tiene la menor. El coseno del ángulo entre dos vectores

aproxima la correlación entre las variables que representan. Aśı, ángulos

cercanos a 90 (o 270) grados indican que la correlación entre las variables

representadas por ellos es prácticamente inexistente. Un ángulo de 0 o

180 grados refleja una correlación de 1 o −1, respectivamente. El Biplot

representado en la Figura 2.2 muestra una relación fuerte entre las variables

b4 y b5, y una relación débil entre las variables b2 y b3, y de b1 con b3.

La correlación entre las variables b3 y b6 es negativa. Las variables con la

misma dirección indican la presencia de multicolinealidad, tal como se puede

observar en la Figura 2.2 para las variables b1 y b2. También, es posible

detectar outliers multivariantes y cluster entre individuos, en la Figura 2.2

se puede observar el grupo formado por los individuos a1, a2, a7 y a9.

Las relaciones entre individuos y variables se pueden interpretar en términos

de producto escalar, es decir, a través de las proyecciones de los puntos sobre

los vectores. Esto nos permite identificar qué variables son las responsables

de las diferencias entre grupos de individuos. Si la proyección está cerca
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del origen, el valor de esa observación es aproximadamente la media de la

variable en cuestión. En consecuencia, cuanto más se aleje la proyección de

un individuo en el sentido del vector que representa la variable observada,

más se alejará ese individuo de la media de la variable y viceversa.

Observando la Figura 2.2, el individuo a2 destaca con el mayor valor para

la variable b4, seguido por a1, a7 y a9.

En el HJ Biplot, la búsqueda de variables que diferencian individuos se

realiza mediante la interpretación de los ejes factoriales, es decir, las nuevas

variables que son combinaciones lineales de las variables originales y las

relaciones entre dichas nuevas variables con las observadas.

La medida de las relaciones entre los ejes de los Biplot y cada una de las

variables observadas se llama contribución relativa del factor al elemento,

representa la proporción de variabilidad de cada una de las variables

explicada por cada factor. Esta medida se interpreta como el coeficiente

de determinación en regresión. De hecho, si los datos están centrados,

es el coeficiente de determinación en la regresión de cada variable sobre

el eje correspondiente. Las contribuciones relativas permiten detectar qué

variables están más relacionadas con cada eje y, por consiguiente, nos

permite saber qué variables son responsables del orden de la proyección

de los individuos sobre cada eje. Debido a que los ejes se construyen de

manera que sean independientes, las contribuciones relativas de cada eje

a cada variable son independientes y por lo tanto, es posible calcular la

contribución relativa de un plano sumando las contribuciones relativas de

los ejes que lo forman.

En las representaciones Biplot también es posible mostrar combinaciones

lineales de filas y columnas. Ejemplos de estas combinaciones son las medias
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de filas y de columnas.

Las medias de las filas estarán ordenadas como las proyecciones de los

marcadores fila sobre el vector que representa al marcador columna medio,

puesto que:

x•j ≈ a⊤• bj ≈‖ proy bj/a• ‖ signo a• ‖ a• ‖=‖ proy a•/bj ‖ signo bj ‖ bj ‖ .

Las medias de las columnas estarán ordenadas como las proyecciones de los

marcadores columna sobre el vector que representa al marcador fila medio,

ya que:

xi• ≈ a⊤i b• ≈‖ proy ai/b• ‖ signo b• ‖ b• ‖=‖ proy b•/ai ‖ signo ai ‖ ai ‖ .

La media total es la proyección del marcador fila medio sobre el vector que

representa el vector columna promedio, es decir:

x•• ≈ a⊤• b• ≈‖ proy a•/b• ‖ signo b• ‖ b• ‖=‖ proy b•/a• ‖ signo a• ‖ a• ‖ .

2.2.3. Propiedades de los marcadores

Las propiedades de los marcadores dependen del tipo de Biplot elegido. Estas

propiedades son fundamentales a la hora de elegir el tipo de Biplot que se va

utilizar aśı como la interpretación posterior de los resultados.

Propiedades de los marcadores en el JK Biplot En este Biplot, se utiliza

la métrica B⊤B = I en el espacio de las filas de la matriz X, de tal manera que:

Los productos escalares de los individuos de X con la métrica identidad son
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los productos escalares de los marcadores fila de la matriz A en el espacio

completo.

XX⊤ = AA⊤.

Dado que X = AB⊤ y B⊤B = I,

XX⊤ = AB⊤BA⊤ = AA⊤

La distancia Eucĺıdea entre dos individuos de X y la distancia Eucĺıdea

entre los marcadores fila en el espacio completo son la misma, es decir,

(xi − xj)
⊤(xi − xj) = (ai − aj)

⊤(ai − aj).

Como xi = Bai,

(xi−xj)
⊤(xi−xj) = (Bai−Baj)

⊤(Bai−Baj) = (ai−aj)
⊤B⊤B(ai−aj) =

(ai − aj)
⊤(ai − aj).

Los marcadores fila y las coordenadas de los individuos son iguales en el

espacio de las componentes principales.

Si ψ es la matriz que contiene las coordenadas de los individuos en el espacio

de las componentes principales entonces ψ = A.

ψ = XV = (UΛV⊤)V = UΛ = A.

Las coordenadas de las columnas de la matriz X son las proyecciones de los

ejes originales sobre el espacio de componentes principales. La proyección
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de cada marcador fila sobre los marcadores columna es una aproximación

de los valores de los individuos sobre las variables correspondientes.

El producto escalar de marcadores columna es el producto escalar de las

columnas de la matriz X con la métrica XX⊤. Es decir,

x⊤
j (XX⊤)xj = b⊤j bj .

x⊤
j (XX⊤)xj =

b⊤j A
⊤(XX⊤)Abj =

b⊤j A
⊤(AA⊤)Abj =

b⊤j bj .

La similaridad entre columnas se mide utilizando la inversa de la matriz

de dispersión de los individuos. Es imposible interpretar los ángulos en

términos de correlación debido a:

(xi − xj)
⊤(XX⊤)−1(xi − xj) = (bi − bj)

⊤(bi − bj)

La calidad de representación es mejor para las filas que para las columnas.

Propiedades de los marcadores en el GH Biplot En este Biplot, se impone

la métrica A⊤A = I, de tal forma que:

Los productos escalares entre las columnas de X son los productos escalares
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entre los marcadores columnas.

X⊤X = BB⊤.

Dado que X = AB⊤,

X⊤X = BA⊤AB⊤ = BB⊤.

Si la matriz X ha sido centrada por columnas, el cuadrado de la longitud

de los vectores que representan los marcadores columna aproximan la

covarianza entre las correspondientes variables. Como consecuencia de esta

propiedad se derivan las tres propiedades siguientes:

• La longitud al cuadrado del vector que representa un marcador

columna aproxima la varianza de la variable correspondiente y la

longitud aproxima la desviación estándar.

‖ bj ‖=‖ xj ‖=
√
V ar(xj).

• El coseno del ángulo formado por dos marcadores columna aproxima

la correlación entre las variables correspondientes.

cos(bi, bj) = corr(xi, xj).

• La distancia Eucĺıdea entre dos variables es la distancia entre los

correspondientes marcadores columna.

d2(xi, xj) = (xi − xj)
⊤(xi − xj) =‖ xi ‖2 + ‖ xj ‖2 −2(x⊤

i xj) =‖ bi ‖2

+ ‖ bj ‖2 −2(b⊤i bj) = d2(bi, bj).
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Las coordenadas en B son la importancia de las variables sobre los ejes

principales.

La distancia de Mahalanobis entre dos individuos se puede aproximar por

la distancia Eucĺıdea entre los marcadores fila, es decir, (xi−xj)
⊤Σ̂−1(xi −

xj) = (ai − aj)
⊤(ai − aj), donde Σ̂ es una estimación de la matriz

de varianzas-covarianzas correspondiente. xi puede ser escrito como Bai,

entonces:

(xi − xj)
⊤Σ̂−1(xi − xj) =

(Bai −Baj)
⊤Σ̂−1(Bai −Baj) =

(ai − aj)
⊤B⊤(B⊤B)−1B(ai − aj) = (ai − aj)

⊤(ai − aj).

Si X está centrada por columnas, las coordenadas para los marcadores fila

son las coordenadas de los individuos en el espacio de las componentes

principales y A contiene los pesos en las componentes principales

estandarizadas.

Los productos escalares de los marcadores fila son iguales que los productos

escalares de las filas de la matriz X con la métrica (X⊤X)−1 en el espacio

de las columnas.

X(X⊤X)−1X⊤ = AA⊤.

Dado que X = AB⊤,

X(X⊤X)−1X⊤ = AB⊤(B⊤B)−1BA⊤ = AA⊤.

La calidad de representación es mejor para las columnas que para las filas.
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Propiedades de los marcadores en el HJ Biplot En este Biplot, las

propiedades de los marcadores fila son las mismas que las explicadas en el JK

Biplot, mientras que las propiedades de los marcadores columna son las mismas

que las explicadas en el GH Biplot. Las reglas para interpretar el HJ Biplot

son una combinación de las reglas utilizadas en los Biplot clásicos, en el análisis

de Correspondencias, en el análisis Factorial y en el Multidimensional Scaling.

Espećıficamente, se tiene que:

Las distancias entre marcadores fila se interpretan como inversas de

similaridades, en este sentido, cuanto más próximos estén dos individuos,

serán más similares, lo que permite identificar cluster de individuos con

perfiles similares.

Las longitudes de los vectores columna aproximan las desviaciones estándar

de las variables.

Los cosenos de los ángulos entre vectores columna aproximan las correla-

ciones entre las variables. Por lo tanto, ángulos muy agudos indican alta

correlación positiva entre las variables; ángulos obtusos cercanos a 180 gra-

dos están asociados con variables altamente correlacionadas negativamen-

te; y ángulos rectos indican variables no correlacionadas; análogamente los

cosenos de los ángulos entre los marcadores columna y las componentes

principales aproximan las correlaciones entre ellos, mientras que en el ca-

so de datos estandarizados aproximan las cargas factoriales en el análisis

factorial.

El orden de las proyecciones ortogonales de los marcadores fila sobre un

marcador columna aproxima el orden de los elementos en dicha columna.

Aśı, cuanto más lejos esté la proyección de un punto (individuo) del centro
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de gravedad (media de las coordenadas de los puntos), más lejano será el

valor que toma dicho individuo de la media de la variable correspondiente.

Marcadores fila y columna se pueden representar en el mismo sistema de

referencia con óptima calidad de representación. En el contexto del análisis

de Correspondencias, Greenacre, 1984 y Lebart et al., 1995 demuestran

que las nubes de puntos fila y columna tienen los mismos valores propios y

consecuentemente, existen relaciones baricéntricas entre ellos. Las relaciones

propuestas por Galindo, 1986 son similares, es decir, las relaciones entre los

vectores propios U y V son U = XVΛ−1 y V = X⊤UΛ−1. Por lo tanto,

los marcadores se pueden expresar como:

A = UΛ = XVΛ−1Λ = XV = XX⊤UΛ−1 = XBΛ−1

y

B = VΛ = X⊤UΛ−1Λ = X⊤U = X⊤XVΛ−1 = X⊤AΛ−1

Es decir, las coordenadas para las filas se obtienen como medias ponderadas

de las columnas donde los pesos son los valores de X y lo mismo aplica para

las columnas.

2.2.4. Bondad de ajuste

Para evaluar la calidad de la aproximación S-dimensional es necesario saber

qué cantidad de la variabilidad original contenida en la matriz X es explicada

por la matriz aproximada X̃. La variabilidad total de una matriz es la suma de

todos sus elementos al cuadrado:
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Variabilidad Total =‖ X ‖2=
I∑

i=1

J∑

j=1

x2
ij

Por las propiedades de la descomposición en valores singulares, esta

variabilidad se puede descomponer en una parte explicada y una parte residual:

‖ X ‖2=‖ X̃ ‖2 + ‖ X− X̃ ‖2 .

Usando la ortonormalidad de U y V, podemos expresar esta ecuación en

términos de los cuadrados de los valores singulares:

S̃∑

s=1

λ2
s =

S∑

s=1

λ2
s +

S̃∑

s=S+1

λ2
s.

Esta ecuación muestra que la suma de los S primeros vectores singulares al

cuadrado dividido por la suma total de los cuadrados de los valores singulares

proporciona una forma de evaluar la cantidad de variabilidad total explicada

por los S primeros vectores. Si la cantidad es grande, indica que el gráfico

construido por los S primeros vectores singulares da una buena representación de

la estructura de la matriz de partida. Si solo una pequeña parte de la variabilidad

es explicada por los primeros vectores singulares hay que tener en cuenta que parte

de la estructura de la matriz puede estar representada en dimensiones superiores.

Si los datos están centrados por variables, individuos situados cerca del origen

de coordenadas pueden tener valores próximos a las medias de las variables o su

variabilidad es explicada en otras dimensiones. Del mismo modo, las variables

situadas cerca del origen pueden tener una variabilidad pequeña o pueden no

estar bien representadas en esas dimensiones.

Para calcular la calidad de representación para columnas se parte de la matriz
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de varianzas-covarianzas.

Σ̂ = VΛU⊤UΛV⊤.

En el caso de la representación GH Biplot, la métrica utilizada es: A⊤A =

U⊤U = I. Por lo tanto, la matriz de varianzas-covarianzas viene dada por:

Σ̂ = VΛ2V⊤.

Es decir, la suma de los cuadrados de los elementos de Σ̂ es
∑S̃

s=1 λ
4. Por lo que

la calidad de representación para las columnas de la aproximación S-dimensional

de la matriz X se calcula como:

∑S
s=1 λ

4

∑S̃
s=1 λ

4
.

La calidad de representación para las filas es: S/S̃ ya que la suma de cuadrados

de los elementos de XΣ̂−1X⊤ sobre el espacio de las filas de X es igual a S̃ y el

de su aproximación es S. En el caso de la representación JK Biplot, la calidad

de representación para columnas es: S/S̃ y la calidad de representación para las

filas es: ∑S
s=1 λ

4

∑S̃
s=1 λ

4
.

En el caso de la representación HJ Biplot, la calidad de representación tanto

para filas como para columnas es óptima e igual a:

∑S
s=1 λ

4

∑S̃
s=1 λ

4
.

En la Tabla 2.1 se resume la obtención de los marcadores fila y columna para

cada tipo de Biplot aśı como la calidad de representación en cada caso.
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Filas Columnas
Coordenadas Calidad Coordenadas Calidad

GH Biplot U
S

S̃
V Λ

∑S
s=1 λ

4
s∑S̃

s=1 λ
4
s

JK Biplot UΛ

∑S
s=1 λ

4
s∑S̃

s=1 λ
4
s

V
S

S̃

HJ Biplot UΛ

∑S
s=1 λ

4
s∑S̃

s=1 λ
4
s

V Λ

∑S
s=1 λ

4
s∑S̃

s=1 λ
4
s

Tabla 2.1: Obtención de marcadores y sus calidades de representación.

2.2.5. Contribuciones

Las calidades de representación explicadas anteriormente en la subsección

2.2.4 son una forma de evaluar globalmente los ajustes de la aproximación pero

también es posible medir el ajuste de individuos y variables a nivel individual,

lo cual es importante a la hora de interpretar los resultados. Estas medidas

individuales están basadas en los conceptos de contribución (absoluta y relativa)

(Galindo, 1986 y Jambu, 1991). La inercia total es la suma de los valores propios

de una matriz, es decir, la traza de la matriz, que se utiliza como una medida de

la variabilidad total de una matriz de datos. Está directamente relacionada con

el concepto f́ısico de inercia, que es la tendencia de un objeto en movimiento a

permanecer en movimiento, y de un objeto en reposo a seguir en reposo.

Se tiene:

Varianza total de la nube de individuos =
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Varianza total de la nube de variables =

traza(XX⊤) = traza(X⊤X) =

S∑

s=1

λ2
s =

J∑

j=1

d2(bj , 0) =
S∑

s=1

J∑

j=1

b2js =

I∑

i=1

d2(ai, 0) =
S∑

s=1

I∑

i=1

a2is.

Las contribuciones absolutas de los individuos para la varianza del eje s:

CAEiFs = a2is.

Las contribuciones absolutas de las variables para la varianza del eje s:

CAEjFs = b2js.

La inercia total del factor s considerando las contribuciones de los individuos:

I∑

i=1

a2is = λ2
s.

La inercia total del factor s considerando las contribuciones de las variables:

J∑

j=1

b2js = λ2
s.

La contribución relativa del elemento i al factor s:

CREiFs =
CAEiFs

λ2
s

.
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La contribución relativa del elemento j al factor s:

CREjFs =
CAEjFs

λ2
s

.

La contribución relativa del factor s al elemento i:

CRFsEi =
a2is

d2(ai, 0)
= cos2(αi).

La contribución relativa del factor s al elemento j:

CRFsEj =
a2js

d2(bj , 0)
= cos2(βj).

Las contribuciones relativas del elemento al factor evalúan en qué medida ese

factor puede ser explicado por ese individuo o esa variable.

Las contribuciones relativas del factor al elemento evalúan en qué medida el

significado de ese factor puede estar relacionado con el significado de ese individuo

o esa variable.

Puede ocurrir que un elemento (individuo o variable) sea el que más contribuya

a un factor pero que no sea el más interesante para su interpretación.

2.2.6. Software para Biplot

La mayoŕıa del software disponible para hacer Biplot se ha desarrollado para

aplicaciones espećıficas, o como una parte dentro de un paquete con un propósito

más general, por lo que no son muy flexibles y producen gráficos estáticos que

limitan la interpretación de los resultados. Por ello, Vicente-Villardón, 2003 imple-

mentó en el software comercial Matlab (www.mathworks.com/products/matlab),

un programa para realizar Biplot llamado multBiplot. Este programa contiene

www.mathworks.com/products/matlab
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gran cantidad de técnicas multivariantes, entre ellas se encuentran los Biplot

Clásicos, HJ Biplot y los Biplot Loǵısticos. También es posible realizar análisis

Factorial, análisis de Correspondencias Simple y Múltiple, análisis de Coordena-

das Principales, Escalado Multidimensional y Unfolding, Biplot Canónico/ MA-

NOVA Biplot para una y dos v́ıas, análisis de la Redundancia, análisis Canónico

de Correspondencias, Coinercia o Unfolding Restringido. Si se dispone de matri-

ces de tres v́ıas, el programa también tiene implementado diferentes técnicas para

su análisis como el Meta-Biplot, el STATIS y el STATIS dual, el análisis Factorial

Múltiple, el Doble PCA, el análisis Triádico Parcial o los Biplot Consenso. Es po-

sible obtener Biplot para datos binarios, ordinales y nominales. En presencia de

datos faltantes el programa permite aplicar distintas formas de imputación. Tiene

la posibilidad además de transformar, recodificar o convertir las variables de las

que se dispone. No es un programa estático, ya que es posible cambiar diferentes

opciones gráficas tanto a priori como a posteriori. Permite además realizar trans-

formaciones a los datos previas al propio análisis. Una vez que se ha obtenido el

gráfico con la representación en dimensión reducida se tienen diferentes opciones

para cambiar su aspecto visual. Además, para algunas técnicas es posible realizar

técnicas de clustering a los datos y representarlas en el propio gráfico. Toda la

información que aporta cada técnica se guarda en un archivo de texto para poder

hacer una interpretación conjunta del gráfico con dicha información.

Existen otros softwares como el GGEBiplot, cuya principal funcionalidad

es el GGE Biplot (www.ggeBiplot.com) aunque también tiene la posibilidad

de generar Biplot clásicos. El programa GGEBiplot es un software comercial

ampliamente utilizado por agrónomos, cient́ıficos agŕıcolas y genetistas (Yan

y Kang, 2003 y Frutos et al., 2014). Respecto al entorno R (R-Team, 2014)

se ha realizado una revisión de los paquetes en los que se han implementado

descomposiciones y/o representaciones Biplot. En la tabla 2.2 se han recogido

www.ggeBiplot.com
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información de cada uno de ellos. En dicha tabla, se presenta el nombre del

paquete, la aproximación en la que se basa, es decir, Gabriel, 1971, Galindo,

1986 o Gower, 1992, las principales referencias, las fechas de creación y última

actualización aśı como los principales contenidos y funcionalidades.

Paquete

Método

Referencia

Contenido
Creación

Actualización

BiplotGUI

Gower

(La Grange et al., 2009,

2013)

Proporciona una interfaz gráfica de usuario (GUI) para

construir e interaccionar con Biplot y muestra variables

como ejes calibrados. Por lo tanto, no es posible interpretar

las longitudes de las variables. Permite cambiar el t́ıtulo,

mostrar o esconder etiquetas y puntos, cambiar el tipo,

color y tamaño de ĺıneas y fuentes, el color y la

orientación de etiquetas y marcas de los ejes, dibujar

convex-hulls y alpha bags cuando haya grupos definidos

en los datos. También es posible ejecutar otro tipo

de Biplot (no lineales y multidimensional scaling) y

permite elegir la distancia a utilizar y la forma de

calcular las coordenadas (coordenadas principales, matriz

de covarianzas/correlaciones). Muestra las correlaciones

de las variables y proporciona gráficos interactivos en 3

dimensiones.

13-08-08

19-03-13

bpca

Gabriel

Galindo

(Faria y Demetrio, 2012)

Muestra gráficos de Biplot en 2 y 3 dimensiones (interac-

tivo), proporciona la longitud de las variables y las corre-

laciones y los ángulos entre ellas, coordenadas para indi-

viduos y variables, valores y vectores propios y calidad de

representación. Presenta un gráfico con las correlaciones y

sus aproximaciones.

17-08-08

24-11-13

Sigue en la página siguiente
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Paquete

Método

Referencia

Contenido
Creación

Actualización

GGEBiplotGUI

Gabriel

Galindo

Yang

(Frutos y Galindo, 2013;

Frutos et al., 2014; Yan

et al., 2000; Yan y Kang,

2003)

Es una GUI para construir e interaccionar con GGE Bi-

plot. Proporciona valores propios,% de variabilidad expli-

cada por cada uno de ellos, coordenadas para individuos

y variables, contribuciones de factores a elementos. Tam-

bién, permite cambiar el color de fondo, las etiquetas de

los genotipos y de los ambientes, el t́ıtulo y la fuente. Es

posible mostrar genotipos y ambientes aśı como esconder

el t́ıtulo, los ejes y los śımbolos. Además, con la inter-

faz gráfica es posible mover las etiquetas con el ratón y

cambiar su color y texto. También tiene la posibilidad de

realizar gráficos interactivos en 3 dimensiones.

29-08-11

27-04-14

multibiplotGUI

Gabriel

Galindo

(Nieto et al., 2012)

Proporciona una GUI con la que construir e interaccionar

con Biplot Múltiples. Permite obtener calidades de repre-

sentación, bondad de ajuste, contribuciones, valores pro-

pios y tiene la posibilidad de seleccionar el número de ejes

que se van a retener. Muestra gráficos en 2 y 3 dimensio-

nes (en 2 dimensiones se puede mover o eliminar etiquetas,

cambiar el color, tamaño y śımbolo de los puntos y selec-

cionar los ejes que se van a mostrar; en 3 dimensiones es

posible rotar y hacer zoom).

29-10-12

calibrate

Gower

(Graffelman, 2012)

Calibra vectores de variables en Biplot y scatterplots,

dibujando marcas a lo largo del vector y etiquetando esas

marcas con los valores espećıficos. La calibración óptima se

encuentra utilizando mı́nimos cuadrados. Una calibración

no óptima se puede encontrar si se especifica un factor de

calibración.

21-01-06

10-09-13

nominallogisticBiplot

Gabriel, Galindo

(Hernández y Vicente-

Villardón, 2013a)

Produce una matriz de análisis de elementos politómicos

utilizando Biplot loǵısticos nominales, extendiendo el

Biplot loǵıstico binario para datos nominales politómicos.

05-01-14

biplotstats

Gabriel

(R-Team, 2014)

Forma parte del paquete básico de R y produce un Biplot

a partir de la salida de princomp o prcomp.
25-09-13

Sigue en la página siguiente
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Paquete

Método

Referencia

Contenido
Creación

Actualización

ordinallogisticBiplot

Gabriel, Galindo

(Hernández y Vicente-

Villardón, 2013b)

Produce una matriz de análisis de elementos politómicos

utilizando Biplot loǵısticos ordinales, extendiendo el Bi-

plot loǵıstico binario para datos ordinales politómicos.

30-10-13

26-11-13

dynBiplotGUI

Gabriel, Galindo

(Egido, 2014)

Es una GUI para resolver Biplot dinámicos, clásicos y HJ

con matrices de dos y tres v́ıas.

04-11-13

25-04-15

Tabla 2.2: Biplot en R.

En la Tabla 2.3, se proporciona una revisión de los paquetes de R que

mencionan la palabra “biplot”, aunque dicha mención se refiere a la representación

conjunta de coordenadas en un mismo gráfico obtenidas con otros métodos en

lugar de mediante la descomposición Biplot.

Paquete

Método

Referencia

Contenido
Creación

Actualización

vegan

(Oksanen et al., 2013)

Proporciona herramientas para la descripción de comuni-

dades ecológicas. Este paquete tiene las funciones básicas

para análisis de diversidad, ordenación de comunidades

y disimilaridad. Además, muestra Biplot con los resulta-

dos provenientes de análisis de la redundancia, correlación

canónica y canónico de correspondencias. Dichos análisis

pueden ser utilizados con otro tipo de datos.

06-09-01

12-01-15

ade4

(Chessel et al., 2013, 2004;

Dray y Dufour, 2007; Dray

et al., 2007)

Se caracteriza por la implementación de funciones gráfi-

cas y estad́ısticas, disponibilidad de datos numéricos y re-

dacción de documentación técnica y temática. Se incluyen

referencias bibliográficas y tiene funciones para mostrar

Biplot de resultados del análisis implementado.

10-12-02

14-04-15

ade4TkGUI

(Thioulouse y Dray, 2007,

2012)

Es una Tcl/Tk GUI para varias funciones básicas del

paquete ade4.

29-09-06

13-11-12

Sigue en la página siguiente
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Paquete

Método

Referencia

Contenido
Creación

Actualización

ca

(Greenacre y Nenadic,

2012; Nenadic y Greena-

cre, 2007)

Ejecuta y visualiza análisis de correspondencias simple,

múltiple y conjunto y muestra Biplot con los resultados

de dichos análisis.

28-07-07

31-12-14

caGUI

(Markos, 2012)
Es una Tcl/Tk GUI para las funciones del paquete ca.

04-10-09

29-10-12

ThreeWay

(Del Ferraro et al., 2013)

Permite realizar análisis de componentes para las matrices

de datos de 3 v́ıas por medio de modelos CANDECOMP /

PARAFAC, Tucker1, Tucker2 y Tucker3 y muestra Biplot

conjuntos de los resultados de modelos Tucker3.

29-10-12

09-04-14

Tabla 2.3: Paquetes de R que aluden a la palabra Biplot.

A pesar del amplio abanico de aplicaciones prácticas de los métodos Biplot,

reciben cŕıticas al considerarlos como métodos exploratorios. Esto es debido a

que los resultados proporcionados por estos métodos son estimaciones puntuales

calculadas a partir de una única muestra. Debido a que esta cŕıtica puede ser

generalizada al resto de técnicas de análisis multivariante, se han desarrollado

versiones inferenciales para algunas de ellas. Uno de los métodos más utilizados

para proporcionar versiones inferenciales son los métodos Bootstrap (Efron,

1979; Efron y Tibshirani, 1993). Gifi, 1990; Greenacre, 1984; Meulman, 1982

introdujeron estos métodos en el contexto de las dos v́ıas o el análisis de

Correspondencias Múltiple (MCA); Chatterjee, 1984; Lambert et al., 1990, 1991 lo

utilizan en el contexto del análisis Factorial; en el caso del análisis de Componentes

Principales (PCA) Daudin et al., 1988; Diaconis y Efron, 1983; Holmes, 1985,

1989; Stauffer et al., 1985 utilizaron la metodoloǵıa Bootstrap para proponer

intervalos de confianza para los puntos representados en el subespacio de los

ejes principales intentando resolver el problema de la elección del número de

ejes a retener; Milan y Whittaker, 1995 lo proponen en el caso de modelos
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bilineales que incorporan Descomposición en Valores Singulares (dvs); (Raykov

y Little, 1999) se valen de los métodos Bootstrap para evaluar el ajuste de las

rotaciones Procrustes; Linting et al., 2007 en el PCA no lineal; Timmerman et al.,

2009 utilizan los métodos Bootstrap para estimar intervalos de confianza en el

análisis de Componentes Multinivel (MLSCA). Recientemente, Fisher et al., 2014

desarrollan una metodoloǵıa para utilizar remuestreo bootstrap en el contexto del

PCA. En este caso se dispone de un número de variables muy alto y a la vez mayor

que el número de individuos. Para este propósito se han desarrollado paquetes en

R tales como bootSVD (Fisher, 2015) o Exposition (Beaton et al., 2014).

Siguiendo la idea de utilizar inferencia en el análisis multivariante, se presenta

una versión inferencial de los métodos Biplot basada en la utilización de los

métodos Bootstrap (Efron, 1979; Efron y Tibshirani, 1993).

2.3. Bootstrap sobre Biplot

La teoŕıa estad́ıstica intenta responder a tres preguntas básicas:

1. ¿Cómo debo recoger mis datos?

2. ¿Cómo debo recoger y analizar los datos recogidos?

3. ¿Con qué precisión se han analizado y resumido los datos recogidos?

La tercera cuestión corresponde a lo que se conoce como inferencia estad́ıstica.

La distribución muestral de un estad́ıstico es la distribución que resulta

de considerar todas las muestras posibles que pueden ser tomadas de una

población. La mayoŕıa de los procedimientos estad́ısticos requieren conocer la

distribución muestral del estad́ıstico que se va a utilizar en el análisis posterior.

El conocimiento necesario depende del tipo de análisis que se va a realizar.
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Por ejemplo, para la construcción de intervalos de confianza y test de hipótesis

se necesita el conocimiento de la distribución muestral o de los percentiles de

dicha distribución. Por otro lado, cuando se tiene un problema de estimación,

es fundamental tener indicadores de la precisión de los estimadores puesto que

un estimador debe tener un error de estimación. Por lo tanto, es necesario el

conocimiento de medidas de precisión como la varianza, el sesgo o el error

cuadrático medio de un estimador. Estas medidas dependen de la distribución

muestral del estimador y pueden ser también utilizadas para elegir el mejor

estimador a partir de un conjunto apropiado de ellos.

La distribución muestral de un estad́ıstico y sus caracteŕısticas dependen

normalmente de la población subyacente y por lo tanto no son conocidas. Deben

ser estimadas o aproximadas a partir de los datos observados. El Jackknife y el

Bootstrap son dos métodos utilizados para estimar o aproximar la distribución

muestral de un estad́ıstico y sus caracteŕısticas.

Desde un enfoque tradicional, una medida de precisión se estima mediante

analoǵıa emṕırica de una fórmula expĺıcita teórica de la medida de precisión.

Este enfoque tiene algunas desventajas y debilidades que se han ido descubriendo

a lo largo de los años:

A veces se requiere de un tamaño de muestra muy grande para poder

calcular las medidas de precisión de los estimadores.

La fórmula teórica o su aproximación se basa en un modelo. Cuando el

modelo es ligeramente incorrecto, el estimador de la precisión no puede ser

correcto.

Para aplicar este enfoque a diversos problemas es necesario desarrollar una

fórmula teórica para cada problema.
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A veces, este desarrollo es demasiado costoso e incluso imposible.

La fórmula teórica puede ser demasiado complicada para ser útil en el

proceso de estimación de la medida de precisión.

Quenouille, 1949 introdujo un método, posteriormente denominado Jackknife,

para estimar el sesgo de un estimador prescindiendo de una observación cada vez

del conjunto original de datos y recalculando el estimador a partir del resto de

los datos. Sea Tn = Tn(X1, . . . , Xn) un estimador de un parámetro desconocido

θ. El sesgo de Tn se define como:

sesgo(Tn) = E(Tn)− θ.

Sea Tn−1,i = Tn−1(X1, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . , Xn) el estad́ıstico pero calculado

sobre n − 1 observaciones X1, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . , Xn, i = 1, . . . , n. El sesgo

jackknife del estimador es:

sesgojack = (n− 1)(T̄n − Tn),

donde T̄n = 1
n

∑n
i=1 Tn−1,i. Esto conduce a un sesgo reducido del estimador

jackknife de θ,

Tjack = Tn − sesgojack = nTn − (n− 1)T̄n.

El Jacknife se ha convertido en una herramienta valiosa desde que Tukey,

1958 encontrara que se puede utilizar también para construir estimadores de la

varianza.

El Jackknife es menos dependiente de suposiciones del modelo y no necesita

una fórmula teórica como sucede en el caso del enfoque tradicional. Sin embargo,

necesita calcular el estad́ıstico n veces.
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2.3.1. Bootstrap

Un conjunto de datos de tamaño n contiene 2n − 1 subconjuntos no vaćıos.

El método Jackknife únicamente utiliza n de ellos. El desarrollo tecnológico

de las últimas décadas ha sido muy rápido. Esa velocidad y la potencia de

las nuevas generaciones de ordenadores han favorecido el desarrollo de nuevos

métodos estad́ısticos que son más fiables y que tienen aplicaciones más amplias.

Los métodos Bootstap (Efron, 1979) es uno de estos métodos.

El Bootstrap se basa en la elección de sucesivas muestras aleatorias de tamaño

n. Dada una población con N unidades, se define una muestra aleatoria simple

de tamaño n al conjunto de n unidades escogidas de la población de partida en la

que cada unidad del 1 a la N tiene una probabilidad de ser escogida de 1/N . Este

tipo de muestreo se realiza con reposición, es decir, cada unidad de la población

puede ser elegida más de una vez.

Los métodos Bootstrap se utilizan para estudiar el sesgo y el error estándar de

estimadores con la ventaja de calcular el sesgo y el error estándar de una manera

automática sin tener en cuenta lo complicado que pueda resultar el cálculo del

estimador.

Estimador Bootstrap del Error Estándar

Sea X1, . . . , Xn vectores aleatorios de tamaño p procedentes de una distribu-

ción muestral desconocida F y θ = T (F ). La siguiente cuestión que se plantea

es cómo de preciso es dicho estimador. Los métodos Bootstrap fueron creados en

1979 (Efron, 1979) con el objetivo de calcular el error estándar de un estimador.

Es un método completamente automático y puede ser utilizado con cualquier

estimador independientemente de la complejidad matemática del mismo.

Los métodos Bootstrap están basados en la idea de muestra bootstrap. Si se
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parte de una muestra aleatoria X1, . . . , Xn, una muestra bootstrap X∗
1 , . . . , X

∗
n

es una muestra aleatoria simple con reposición de n unidades procedentes de la

muestra de partida. Si se define θ̂n = T (F̂ ) como el estimador del parámetro

de interés y F̂ el estimador de la distribución muestral desconocida F , se puede

denominar réplica bootstrap a θ̂∗n = T (X∗
1 , . . . , X

∗
n), que es el cálculo del estimador

a partir de la muestra bootstrap. Para calcular la precisión del estimador θ̂n se

calcula el estimador bootstrap del error estándar de θ̂n, seF̂

(
θ̂∗n

)
que es el error

estándar de θ̂n calculado a partir de las réplicas bootstrap. Esta estimación se

suele llamar estimador bootstrap ideal del error estándar de θ̂n. Para conseguir

una buena aproximación al valor numérico de dicho error se utiliza el algoritmo

Bootstrap definido a continuación:

1. Se seleccionan B muestras bootstrap independientes X∗
1b, . . . , X

∗
nb con b =

1, . . . , B.

2. Se evalúa la réplica bootstrap de cada muestra bootstrap, θ̂nb∗ =

Tn(X
∗
1b, . . . , X

∗
nb), b = 1, . . . , B.

3. Se estima el error estándar como la desviación estándar de las B réplicas.

seb =
1

B − 1




B∑

b=1

(
T ∗
n,b −

1

B

B∑

l=1

T ∗
n,l

)2



1/2

,

donde T ∗
n,b = Tn(X

∗
1b, . . . , X

∗
nb).

Mientras mayor sea B más se aproxima el estimador del error estándar a su

valor real. Este tipo de Bootstrap se denomina bootstrap no paramétrico ya que

utiliza un estimador no paramétrico de la distribución muestral F . La figura 2.3

muestra esquemáticamente los pasos que sigue este algoritmo.
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Figura 2.3: Esquema del algoritmo Bootstrap.

El algoritmo Bootstrap explicado anteriormente está basado en la estructura

de datos más simple: una muestra procedente de una población con distribución

muestral F . Sin embargo, hay análisis estad́ısticos que requieren del uso de

estructuras más complejas como las series temporales, el análisis de la varianza,

modelos de regresión... El algoritmo Bootstrap puede ser adaptado para poder

utilizarse en el caso de tener unos datos cuya estructura es más compleja.

Hasta ahora se ha utilizado el error estándar como medida de precisión de

un estimador, pero existen otras medidas que analizan diferentes aspectos del

comportamiento de un estimador. Entre ellos se puede mencionar el sesgo, que se

puede calcular de una forma análoga al caso de utilizar Jackknife.

Los errores estándar calculados anteriormente permiten obtener intervalos

de confianza para un parámetro de interés. A continuación, se describen los

principales intervalos de confianza descritos en Efron y Tibshirani, 1993.
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2.3.2. Intervalos de Confianza Bootstrap

Sea X1, . . . , Xn vectores aleatorios de tamaño p procedentes de una dis-

tribución muestral desconocida F y θ = T (F ) un parámetro de interés. Si

Cn = Cn(X1, . . . , Xn) es un subconjunto de R que depende únicamente de

X1, . . . , Xn y

P (θ ∈ Cn) ≥ 1− α,

donde α es una constante que satisface 0 ≤ α ≤ 1, entonces se dice que

Cn es un intervalo de confianza de nivel 1 − α. Sea θ = θn(X1, . . . , Xn) y

θ = θn(X1, . . . , Xn) dos estad́ısticos. Los intervalos (−∞, θ] y [θ,∞) son intervalos

de confianza unilaterales y [−∞,∞] se denomina intervalo de confianza bilateral.

θ (o θ) se llama ĺımite de confianza inferior (o superior). Si θ y θ son ĺımites de

confianza inferior y superior de θ con nivel de confianza 1 − α, entonces [θ, θ] es

un intervalo de confianza con nivel 1− 2α para θ.

En la mayoŕıa de los casos, los intervalos de confianza se construyen

considerando una cantidad pivote Rn = Rn(X1, . . . , Xn, F ) cuya distribución

muestral Gn es conocida (independiente de F ). Si se puede deducir θ ≤ θ ≤ θ a

partir de la desigualdad L ≤ Rn ≤ U , entonces [θ, θ] es un intervalo de confianza

de un determinado nivel (eligiendo convenientemente L y U). Pero elegir dicha

cantidad pivote para cada problema es generalmente dif́ıcil. Si Gn no se conoce,

es necesario aproximarla. En el enfoque tradicional, Gn se aproxima por su ĺımite

pero si dicho ĺımite depende de una variable desconocida ν entonces el ĺımite se

sustituye por Gν̂ donde ν̂ es un estimador consistente de ν. Los métodos Bootstrap

se pueden utilizar para obtener intervalos de confianza remplazando simplemente

Gn por su estimador bootstrap Gboot.
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Intervalos t-bootstrap

Sea X∗
1 , . . . , X

∗
n una muestra independiente e idénticamente distribuida

procedente de F̂ , estimador de F (paramétrica o no paramétrica).

El método t-bootstrap (Efron, 1982) está basado en un pivote estudentizado

Rn =
(
θ̂n − θ

)
/σ̂n, donde θ̂n es un estimador de θ y σ̂2

n es un estimador de la

varianza de θ̂n. Si la distribución Gn de Rn es desconocida, puede ser estimada a

través del estimador bootstrap Gboot definido como:

Gboot(x) = P∗ (R
∗
n ≤ x) ,

donde Rn =
(
θ̂∗n − θ̂n

)
/σ̂∗

n, y θ̂∗n y σ̂∗
n son réplicas bootstrap de θ̂n y σ̂n

respectivamente. El ĺımite de confianza inferior que resulta para θ es:

θbt = θ̂n − σ̂nG
−1
boot(1− α),

que se denomina ĺımite de confianza inferior t-bootstrap. El método t-

bootstrap es simple y fácil de entender. Sin embargo, a pesar de que los ĺımites

de confianza son altamente precisos, poseen las siguientes desventajas:

1. Para utilizar el método t-bootstrap es necesario conocer un estimador de la

varianza σ̂2
n. Si no se dispone de estimador de la varianza, se puede utilizar

el estimador bootstrap de dicha varianza νboot. Sin embargo, si tanto Gboot

como νboot tienen que ser aproximados por Monte Carlo, se necesita hacer

bootstrap anidado, es decir, si se generan B1 muestras para aproximar Gboot

y por cada una de ellas es necesario B2 muestras para aproximar νboot, en

total es necesario utilizar B1B2 muestras. Por ejemplo, si B1 = 1000 y

B2 = 250, el total necesario seŕıa B1B2 = 250000.

2. No es invariante por reparametrización.
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Intervalos basados en Percentiles Bootstrap

Sea θ̂n un estimador de θ y θ̂∗n una réplica bootstrap calculada a partir de

X∗
1 , . . . , X

∗
n. Se define

Kboot(x) = P∗

(
θ̂∗n ≤ x

)
.

El método Percentiles Bootstrap (Efron, 1981) calcula el ĺımite inferior de

confianza para θ como:

θbp = K−1
boot(α).

El nombre percentil proviene del hecho de que K−1
boot(α) es un percentil de la

distribución bootstrapKboot. Si se supone que existe una transformación creciente

φn(x) tal que

P
(
φ̂n − φn(θ) ≤ x

)
= Ψ(x) (2.2)

válido para todas las posibles F (incluido el caso F = F̂ ), donde φ̂n =

φn(θ̂n), y Ψ es una distribución continua, creciente y simétrica (Ψ(x) = 1 −

Ψ(−x)). Cuando Ψ = Φ, la distribución normal estándar, la función φn es la

transformación de normalización y estabilización de la varianza. Si φn y Ψ son

conocidas, se puede obtener el siguiente ĺımite inferior de confianza para θ:

θexact = φ−1
n

(
φ̂n + zα

)

donde zα = Ψ−1(α).

A continuación se muestra que θbp = θexact y por consiguiente, se puede

utilizar este ĺımite de confianza incluso si φ y/o Ψ son desconocidas. Sea
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wn = φn

(
θbp
)
− φ̂n. Dado que la ecuación 2.2 es válida para F = F̂ ,

Ψ(wn) = P∗

(
φ̂∗
n − φ̂n ≤ wn

)
= P∗

(
θ̂∗n ≤ θbp

)
= α,

donde φ̂∗
n = φn

(
θ̂∗n

)
y la última igualdad deriva de la definición de θbp y de

los supuestos de Ψ. Por lo tanto, wn = zα = Ψ−1(α) y

θbp = φ−1
n

(
θ̂n + zα

)
= θexact.

Se ha demostrado que el ĺımite inferior para el método Percentiles Bootstrap

es exacto para toda n si la ecuación 2.2 es válida exactamente. Si dicha ecuación

es válida aproximadamente para valores grandes de n, entonces el ĺımite de

confianza es asintóticamente válido y su cálculo depende de cómo de buena sea

dicha aproximación. Esto funciona bien en el caso de que la transformación φn sea

lineal. Si φn no es lineal, el sesgo de φ̂n−φn(θ) no desaparece rápidamente cuando

n → ∞. La aproximación sólo es buena cuando n es muy grande y por lo tanto el

ĺımite no es muy preciso a no ser que n sea muy grande. Esto conduce al desarrollo

de los dos siguientes métodos que también se basan en ciertos percentiles de la

distribución Kboot.

Intervalos basados en Percentiles Bootstrap corregido por sesgo

La última apreciación sugiere la adaptación de la ecuación 2.2 para incluir un

término que tenga en cuenta el sesgo. Efron, 1982 propone reescribir la ecuación

de la siguiente manera:

P
(
φ̂n − φn(θ) + z0 ≤ x

)
= Ψ(x) (2.3)

donde z0 es una cosntante que puede depender de F y de n, φn es una
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transformación creciente y Ψ se sigue asumiendo continua, estrictamente creciente

y simétrica. Cuando z0 = 0 la ecuación 2.3 se reduce a 2.2. Si φn, z0 y Ψ son

conocidas, se puede obtener el ĺımite inferior del intervalo de confianza como:

θexact = φ−1
n

(
φ̂n + zα + z0

)
.

Aplicando la ecuación 2.3 en el caso F = F̂ , se obtiene:

Kboot(θ̂n) = P∗

(
φ̂n − φn(θ) + z0 ≤ z0

)
= Ψ(z0).

Esto implica que

z0 = Ψ−1
(
Kboot

(
θ̂n

))
. (2.4)

De 2.3

1− α = Ψ(−zα)

= Ψ
(
φ̂n − φn (θexact) + z0

)

= P∗

(
φ̂∗
n − φ̂n ≤ φ̂n − φn (θexact)

)

= P∗

(
θ̂∗n ≤ φ−1

n

(
φ̂n − zα − z0

))
,

lo que implica

φ−1
n

(
φ̂n − zα − z0

)
= K−1

boot (1− α) .

Puesto que esta última igualdad es válida para cada α , esto implica que

0 < x < 1,
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K−1
boot (x) = φ−1

n

(
φ̂n +Ψ−1(x)− z0

)
. (2.5)

Por esto y por la definición de θexact se tiene:

θexact = K−1
boot (Ψ (zα + 2z0)) .

Ahora, si se supone que Ψ es conocida y utilizando la ecuación 2.4, se obtiene

el ĺımite inferior del intervalo de confianza bootstrap bias-corrected percentile (BC)

para θ (Efron, 1981):

θbc = K−1
boot

(
Ψ
(
zα + 2Ψ−1

(
Kboot

(
θ̂n

))))
.

Normalmente, se suele utilizar Ψ = Φ. Dado que Ψ−1
(
1
2

)
= 0, θbc se reduce a

θbp si Kboot

(
θ̂n

)
= 1

2
, es decir, θ̂n es la mediana de la distribución bootstrap Kboot.

Por lo tanto, θbc es una versión del método de los Percentiles Bootstrap ajustada

para el sesgo. De nuevo, θbc es exacto para toda n si 2.3 se cumple exactamente

y es asintóticamente válido si 2.3 se cumple aproximadamente.

Este método mejora el método basado en Percentiles Bootstrap teniendo en

cuenta el sesgo. Sin embargo, hay muchos casos para los que la ecuación 2.3 no

se puede cumplir y consecuentemente este método no funciona bien.

Intervalos basados en Percentiles Bootstrap corregido por sesgo y

acelerado

Efron, 1987 introdujo una suposición más exhaustiva que tiene en cuenta la

asimetŕıa:

P

(
φ̂n − φn(θ)

1 + aφn(θ)
+ z0 ≤ x

)
= Ψ(x) (2.6)
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donde φn, z0 y Ψ son los mismos que en la ecuación 2.3 pero a es un parámetro

nuevo que depende de F y n. Según Efron, 1987 a mide la rapidez del cambio de

la desviación estándar de φ̂n con respecto a φn(θ) y por esa razón se denomina

constante de aceleración. Claramente se puede observar que la ecuación 2.6 es

más general que 2.2 y 2.3.

Si φn, z0 y Ψ son conocidos, un ĺımite exacto de confianza para θ es:

θexact = φ−1
n

(
φ̂n + (zα + z0)(1 + aθ̂n)

1− a(zα + z0)

)
.

A continuación se demuestra que θexact es un percentil de Kboot. En primer

lugar, la ecuación 2.4 sigue siendo válida. Utilizando la ecuación 2.6 y tal como

se probó en 2.5, se obtiene que para 0 < x < 1,

K−1
boot(x) = φ−1

n

(
φ̂
[
Ψ−1(x)− z0

] (
1 + aφ̂n

))
.

Si se sustituye x = Ψ
(

z0+(zα+z0)
1−a(zα+z0)

)
en la ecuación anterior se obtiene que:

θBCa(a) = K−1
boot

(
Ψ

(
z0 + (zα + z0)

1− a(zα + z0)

))
= θexact. (2.7)

Es decir, si Ψ y a son conocidos, entonces θBCa(a) es un ĺımite inferior exacto

de confianza para θ para toda n. Si se puede estimar a a través de â y sustituirla

en la ecuación 2.7 entonces se tiene que:

θBCa = θBCa(â)

es el ĺımite inferior del intervalo de confianza bootstrap accelerated bias-

corrected percentile (BCa) para θ (Efron, 1987).

El parámetro a no es fácil de estimar. En Efron, 1987 se muestran varios

métodos para aproximarlo. Una de las formas de estimar a y z0 es utilizar
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Jackknife. Dado que a y z0 son funciones de la varianza, el sesgo y la asimetŕıa

de θ̂n, Tu y Zhang, 1992 sugieren la siguiente aproximación para a y z0:

âjack =
(n− 1)3

6n3ν
3/2
jack

n∑

i=1

(
θ̂n−1,i −

1

n

n∑

j=1

θ̂n−1,j

)3

, (2.8)

ẑjack = sesgojack/(nνjack)− skjack/6, (2.9)

donde

θ̂n−1,i = T (Fn−1,i),

sesgojack = (n− 1)(T̄n − Tn),

νjack =
n− 1

n

n∑

i=1

(
Tn−1,i −

1

n

n∑

j=1

Tn−1,j

)2

,

skjack =
3(n− 1)2

n3sesgo
3/2
jack

∑

i 6=j

(
Tn−1,i − T̄n

) (
Tn−1,j − T̄n

)
∆ij

− (n− 1)3

n3sesgo
3/2
jack

3∑

i=1

(
Tn−1,i − T̄n

)3

y Tn = θ̂n.

El método BCa bootstrap es invariante bajo reparametrización. Puesto que el

cálculo de a y z0 están pensados para conseguir una alta precisión, es esperable

que los intervalos de confianza que produce este método sean precisos.

Una desventaja que presenta este método es que la determinación de a no es

fácil, especialmente si el problema a tratar es complejo.

La versión inferencial para los métodos Biplot que se propone, considera

como unidades de muestreo las filas que contienen la información de las variables
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medidas sobre cada uno de los individuos. De tal forma, se extraen B muestras

con reposición del mismo número de individuos que la matriz de partida y a cada

una de ellas se le aplica el Biplot (GH, HJ o JK). Por tanto, para cada parámetro

de interés, se dispone de un vector que contiene B valores calculados a partir de

las muestras bootstrap. A partir de cada uno de los vectores es posible calcular la

media, la desviación estándar, y los intervalos explicados a lo largo de esta sección:

t-bootstrap, basado en percentiles y corregido por sesgo y acelerado (BCa). Los

valores de cada vector también se pueden representar mediante histogramas y

gráficos de normalidad con el fin de estudiar su distribución.

2.4. Paquete biplotbootGUI

Debido a la necesidad de tener disponible un software que permita obtener

los resultados de un análisis Biplot de una forma inferencial, se ha desarrollado

un nuevo paquete en el lenguaje R (R-Team, 2014) que incluye el análisis

Biplot en el sentido en el que lo desarrollaron Gabriel, 1971 y Galindo, 1986

y la metodoloǵıa Bootstrap para presentar sus resultados complementados con

medidas de precisión.

R es un conjunto integrado de programas para manipulación de datos, cálculo

y gráficos. Entre otras caracteŕısticas dispone de:

Almacenamiento y manipulación efectiva de datos.

Operadores para cálculo sobre variables indexadas (Arrays), en particular

matrices.

Una amplia, coherente e integrada colección de herramientas para análisis

de datos.
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Posibilidades gráficas para análisis de datos, que funcionan directamente

sobre pantalla o impresora.

Un lenguaje de programación bien desarrollado, simple y efectivo, que

incluye condicionales, ciclos, funciones recursivas y posibilidad de entradas

y salidas.

El término entorno lo caracteriza como un sistema completamente diseñado

y coherente, antes que como una agregación incremental de herramientas muy

espećıficas e inflexibles, como ocurre frecuentemente con otros programas de

análisis de datos.

El nuevo paquete desarrollado se denomina biplotbootGUI (Nieto et al., 2014)

y está disponible en http://cran.r-project.org/web/packages/biplotbootGUI.

El nombre proviene de la contracción de las palabras biplot (biplot), bootstrap

(boot) e Interfaz Gráfica de Usuario (GUI).

El paquete es una interfaz gráfica que permite interactuar mediante el uso de

ventanas, botones y menús.

En primer lugar, es necesario bajar R de la web cran.r-project.org

e instalarlo. A continuación se descarga el paquete biplotbootGUI y sus

dependencias que son los paquetes: rgl, tcltk, tcltk2, tkrplot, shapes,

cluster y dendroextras; (Adler y Murdoch, 2012; Dryden, 2014; Grosjean,

2012; Jefferis, 2014; Maechler et al., 2015; Tierney, 2012).

Para cargar el paquete biplotbootGUI en el software R, se debe introducir

el comando library(biplotbootGUI) en la ventana principal de R. Una vez

realizadas estas acciones, se deben cargar los datos que se quieren analizar.

Entonces, la interfaz se inicializa mediante el comando biplotboot(data) donde

data corresponde al nombre de los datos que se van a analizar.

Una vez que se ha ejecutado la sentencia se abre la ventana principal. Dicha

http://cran.r-project.org/web/packages/biplotbootGUI
cran.r-project.org
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ventana (figura 2.4) está dividida en dos bloques. El bloque de la izquierda permite

introducir el número de submuestras que se van a extraer a partir de los datos

de partida para calcular los intervalos de confianza; el nivel de confianza que se

va a utilizar para calcularlos y la opción de guardar los gráficos que se generan

a partir del remuestreo bootstrap tanto con extensión .eps como .pdf ambas en

color o en blanco y negro. En el bloque de la derecha se encuentra un listado con

todas los resultados que proporciona el análisis Biplot para los cuales el programa

ofrece medidas de precisión:

Figura 2.4: Ventana principal.

Bondad de ajuste.

Calidad de aproximación para columnas.

Valores propios.

Ángulos entre variables.

Ángulos entre variables y ejes.

Contribución relativa a la variabilidad total del elemento columna j.
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Contribución relativa del j-ésimo elemento columna al q-ésimo factor.

Contribución relativa del q-ésimo factor al j-ésimo elemento columna.

Longitud de las variables.

Contribución relativa a la variabilidad total del elemento fila i.

Contribución relativa del i-ésimo elemento fila al q-ésimo factor.

Contribución relativa del q-ésimo factor al i-ésimo elemento fila.

Calidad de aproximación para filas.

Una vez que el usuario ha terminado de elegir las opciones necesarias y pulse

el botón OK aparece la ventana de opciones (figura 2.5). En ella es posible:

Elegir el tipo de Biplot que se quiere realizar (HJ, GH o JK).

Elegir una transformación previa a realizar sobre los datos originales:

• Restar la media global

• Centrar por columnas

• Estandarizar por columnas

• Centrar por filas

• Estandarizar por filas

• Doble centrado

• No realizar ninguna transformación

Cambiar color, tamaño, etiqueta y śımbolo que van a representar a los

individuos en los gráficos.
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Cambiar color, tamaño y etiqueta que van a representar a las variables en

los gráficos.

Mostrar los ejes de coordenadas en los gráficos.

Cambiar el tamaño de las ventanas para que el programa sea adaptable a

los diferentes tamaños de las pantallas.

Figura 2.5: Ventana de opciones.

Cuando se pulsa el botón Graph emerge una nueva ventana (figura 2.6) en la

que se muestra un diagrama de barras en el que se representa la inercia absorbida

por cada eje y se puede elegir el número de ejes a retener para el posterior análisis.

Una vez elegidos el número de ejes deseado y pulsado el botón Choose, aparece

una ventana (figura 2.7) que contiene el gráfico resultante sobre las dos primeras

dimensiones.

En esta ventana se pueden distinguir dos bloques y varios menús. En el

bloque de la derecha se tiene la representación gráfica de las coordenadas biplot

tanto para individuos como para variables. En este gráfico es posible mover las

etiquetas de los puntos con el botón izquierdo del ratón y se pueden cambiar

las caracteŕısticas gráficas de los puntos con el botón derecho del ratón. En el

bloque de la izquierda se pueden observar tres listbox que sirven para elegir la
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Figura 2.6: Ventana con el gráfico de barras representando la inercia absorbida
por cada eje.

Figura 2.7: Ventana que muestra la representación Biplot dos dimensiones.
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dimensión que se quiere ver en cada gráfico (2 y 3 dimensiones); cuatro textbox

que permiten elegir los ĺımites de los ejes x e y para poder observar parte del

gráfico con más detalle o menos y un botón Refresh que es necesario pulsar para

que se haga efectivo el cambio de los anteriores elementos. En la parte superior

de la ventana se dispone de 5 menús con sus correspondientes submenús:

File

• Copy image

• Save image

◦ PDF file

◦ Eps file

◦ Png file

◦ Jpg/Jpeg file

• Exit

3D

• 3D

Projections

• Variables

• Back to original data

Options

• Change title

• Show/Hide axes

Cluster
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• Hierarchical cluster with biplot coordinates

• K-means with biplot coordinates

• K-medoids with biplot coordinates

• Back to original graph

El primero de ellos permite copiar la imagen al portapapeles, guardarla

en varios tipos de formato y salir del programa. El siguiente es el menú de

3 dimensiones. Tiene la opción de mostrar las coordenadas biplot en las tres

dimensiones elegidas mediante los tres listbox. En este gráfico resultante es posible

rotar la imagen con el botón izquierdo del ratón y ampliar o disminuir la imagen

con el botón derecho del ratón. El tercer menú que se encuentra el usuario en esta

ventana sirve para proyectar los puntos que representan a los individuos sobre

una determinada variable. Si se elige el submenú Variables emerge una ventana

con el listado de las variables que están siendo analizadas, al elegir una de ellas

y pulsar el botón OK, se muestran en el gráfico las proyecciones de los individuos

sobre dicha variable. Si se desea volver al gráfico anterior se elige el submenú

Back to original graph. El siguiente menú disponible es el de opciones del

gráfico. Contiene dos submenús: cambiar el t́ıtulo del gráfico y mostrar o quitar

los ejes de coordenadas. El último menú es el que permite analizar las coordenadas

biplot con técnicas de Cluster. Los métodos de los que se dispone son:

Cluster Jerárquico. Se dispone de una ventana para elegir el número de

clusters, la distancia que se quiere utilizar (Euclidean, Maximum, Manhat-

tan, Canberra, Binary, Minkowski) y el método de agrupación (Ward.D,

Ward.D2, Single, Complete, Average, Mcquitty, Median, Centroid). Se ob-

tiene como resultado un dendrograma de la agrupación de los individuos y

se muestra sobre el gráfico en dos dimensiones en distintos colores y ence-

rrados en una ĺınea poligonal cada uno de los clusters obtenidos.
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Cluster de k-medias. Se proporciona una ventana para elegir el número de

clusters, el número máximo de iteraciones que se va a permitir realizar hasta

llegar a la solución óptima, el número de conjuntos aleatorios de centroides

que se van a utilizar como solución inicial en el algoritmo y el algoritmo

que se va a aplicar para la búsqueda de la solución (Hartigan-Wong, Lloyd,

Forgy, MacQueen). Este método muestra sobre el gráfico en dos dimensiones

en distintos colores y encerrados en una ĺınea poligonal tanto los clusters

obtenidos como los centroides de cada uno de ellos.

Cluster de K-medoides. En este método aparece una ventana para elegir

el número de clusters deseado por el usuario y la distancia que se quiere

utilizar (Euclidean, Maximum, Manhattan, Canberra, Binary, Minkowski).

En este menú también es posible volver atrás y recuperar el gráfico que se

mostraba antes de aplicar las técnicas Cluster.

Junto a esta ventana emerge un texto con los resultados del análisis

Biplot (coordenadas, bondad de ajuste, calidades de representación para filas

y columnas, ángulos entre variables y entre variables y ejes, longitudes de

los vectores que representan variables, contribuciones de los elementos a la

variabilidad total, contribuciones de los elementos a los factores y de los factores

a los elementos, inercia absorbida por cada eje y valores propios). En cuanto

a los resultados bootstrap se refiere, aparece otro texto que muestra para cada

parámetro elegido el valor observado, la media calculada a partir de los valores

del parámetro en cada remuestreo, la desviación estándar, el sesgo y los extremos

inferior y superior de los intervalos de confianza t-bootstrap, percentiles y BCa

descritos en la sección 2.3.2.

Estos dos archivos de texto se guardan automáticamente en el directorio en el

que se encuentre el usuario aśı como todos las figuras que contienen histogramas
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y gráficos de normalidad de los parámetros seleccionados en la pantalla principal.

Por último, se muestra un gráfico donde aparecen representadas todas las

coordenadas de las variables que se han calculado a partir de las muestras

bootstrap. Para ello se han realizado rotaciones Procrustes con el objetivo de

eliminar el efecto espejo que pudiera existir entre los diferentes conjuntos de

coordenadas. Cada grupo de coordenadas que representan a la misma variable

se muestra en el mismo color y se encuentra encerrado bajo una ĺınea poligonal

cerrada.

2.5. Aplicación a Datos

A continuación se desarrollan dos ejemplos de aplicación e interpretación del

paquete desarrollado anteriormente.

2.5.1. Datos Simulados

Para el siguiente ejemplo se utiliza una matriz de datos simulados con la

función mvrnorm del paquete MASS de R. La matriz sigma necesaria para su

generación es:

4 1 2 0.5 2
1 0.5 0 0 0
2 0 3 0 0
0.5 0 0 0.625 0
2 0 0 0 16

Tabla 2.4: Matriz sigma para la generación de los datos simulados.

La matriz consta de 100 observaciones sobre 5 variables.

Se ha realizado un HJ Biplot con la transformación Doble centrado.

En la tabla 2.5 se observa la información proporcionada por los valores propios.

En ella se aprecia que el primer eje absorbe la mayor parte de la información
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(casi el 77%) y con los tres primeros ejes se explica prácticamente el 100% de la

información.

No. Valor Propio Variabilidad Variabilidad Acumulada
1 36.98 76.76 76.76
2 15.17 12.91 89.67
3 11.86 7.89 97.56

Tabla 2.5: Valores propios y variabilidad explicada (%) por cada eje para los
datos simulados.

A continuación se muestran las contribuciones relativas del factor al elemento

para las variables simuladas en los tres ejes retenidos (tabla 2.6).

Variable Eje 1 Eje 2 Eje 3
V1 54.13 141.19 478.88
V2 58.76 105.17 40.45
V3 52.38 332.88 408.65
V4 36.01 420.36 71.81
V5 798.71 0.40 0.20

Tabla 2.6: Contribuciones relativas del factor al elemento columna para datos
simulados.

Según dicha tabla, la única variable que está bien representada en el eje 1

es V5; V1 presenta mejor representación en el eje 3; V4 en el eje 2 y V3 estaŕıa

representado con una calidad similar en los ejes 2 y 3.

La figura 2.8 muestra el plano formado por los dos primeros ejes con la

representación Biplot de los datos simulados.

Según se puede apreciar en el gráfico, las variables V2 y V4 están altamente

correlacionadas aśı como las variables V1 y V3. Sin embargo, entre dichos pares

existe muy poca relación. La variable V5 presenta la mayor variabilidad y una

relación inversa con el resto de variables. Las longitudes de las otras cuatro

variables son similares. Dichas relaciones se recogen en las tablas 2.7 y 2.8.
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Figura 2.8: Gráfico que muestra la representación HJ Biplot para los datos
simulados en las dos primeras dimensiones.

Variable Longitud
V1 10.32
V2 10.23
V3 12.18
V4 12.08
V5 33.06

Tabla 2.7: Longitud de las variables para datos simulados.

Variable V1 V2 V3 V4 V5
V1 0.00 62.27 12.44 88.01 145.96
V2 62.27 0.00 74.71 25.73 151.77
V3 12.44 74.71 0.00 100.45 133.52
V4 88.01 25.73 100.45 0.00 126.04
V5 145.96 151.77 133.52 126.04 0.00

Tabla 2.8: Ángulos entre variables para datos simulados.
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A continuación se muestran los resultados obtenidos al aplicar la metodoloǵıa

Bootstrap a los parámetros que se obtienen del HJ Biplot. Para todos ellos se

presentan:

Histograma de los valores de las 1000 réplicas bootstrap. En ellos se ha

resaltado en ĺınea continua azul el valor de la media de dichos valores y en

ĺınea discontinua roja el valor calculado a partir de la muestra inicial.

Gráfico de normalidad.

Tabla en la que se muestra:

• Valor observado del parámetro (calculado a partir de la muestra

inicial).

• Media de los valores obtenidos a partir de las réplicas bootstrap.

• Desviación estándar de dichos valores.

• Sesgo.

• Extremos inferior y superior del intervalo t-bootstrap.

• Extremos inferior y superior del intervalo basado en percentiles.

• Extremos inferior y superior del intervalo basado en los percentiles

BCa.

En primer lugar, se muestran los resultados de aplicar los métodos Bootstrap

al HJ Biplot para la calidad de aproximación para las columnas. Según se observa

en la tabla 2.9 y en la figura 2.9, la diferencia entre el valor obtenido mediante

el HJ Biplot de la muestra inicial y el calculado a partir del remuestreo es muy

pequeña y la amplitud de los intervalos también con lo que se deduce que la

calidad de aproximación para las columnas es muy estable.
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V.
Obs

Media SE Sesgo t-b inf t-b sup perc inf perc
sup

BCa inf BCa
sup

97.57 97.62 0.5 0.06 96.65 98.60 96.50 98.46 96.24 98.34

Tabla 2.9: Calidades de aproximación de las columnas para datos simulados.
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Figura 2.9: Histograma de las calidades de aproximación de las variables para
datos simulados.

Lo mismo se puede deducir observando los datos detallados en la tabla 2.10 y

figura 2.10 referentes a los resultados de los valores propios. Tienen unos sesgos

muy pequeños y poco amplitud en los intervalos de confianza por lo que los datos

que se han calculado para las 1000 muestras bootstrap no difieren demasiado entre

śı y podemos deducir gran estabilidad para estos parámetros. Cabe destacar que

la distribución del último valor propio es ligeramente asimétrica y se desv́ıa más

de la normalidad que los cuatro primeros.

V.
Obs

Media SE Sesgo t-b inf t-b
sup

perc
inf

perc
sup

BCa
inf

BCa
sup

1 36.99 36.66 3.11 -0.33 30.56 42.76 30.76 42.93 31.94 44.64
2 15.17 15.14 0.95 -0.03 13.27 17.01 13.35 17.10 13.50 17.23
3 11.86 11.54 0.77 -0.31 10.03 13.06 9.99 13.13 10.83 13.72
4 6.59 6.39 0.49 -0.20 5.42 7.36 5.47 7.39 5.83 7.71
5 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

Tabla 2.10: Valores propios para datos simulados.
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Figura 2.10: Histograma de los valores propios para datos simulados.

En cuanto a los ángulos entre las variables y entre las variables y los ejes

se observa que las diferencias entre los valores observados y los estimados no

son grandes y las amplitudes de los intervalos son pequeñas, aśı que se puede

considerar que las relaciones entre las variables y entre las variables y los ejes

son estables (tablas 2.11 y 2.12 y figuras 2.11 y 2.12). Las distribuciones de los

ángulos de la variable 1 con el resto son bastante asimétricas y se desv́ıan de

la normalidad. Lo mismo sucede con los ángulos entre las variables 3 y 4. Pero

esto es debido a las trasformaciones que se hacen sobre los ángulos obtenidos con

objeto de que sean todos positivos entre 0 y 180 grados. Estas transformaciones

se realizan para que las diferencias entre los ángulos no se distorsionen en caso

de tener ángulos parecidos con distinto signo o distinta orientación. Esta misma

situación se observa en los ángulos que forma la variable 5 con los ejes 1 y 2.
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V.

Obs

Media SE Sesgo t-b inf t-b

sup

perc

inf

perc

sup

BCa

inf

BCa

sup

V1

V2 62.27 60.46 11.01 -1.81 38.85 82.07 35.39 79.15 40.72 81.58

V3 12.44 17.76 12.97 5.33 -7.68 43.21 0.97 48.69 0.18 38.13

V4 88.01 86.45 14.02 -1.56 58.93 113.96 52.67 108.16 52.00 108.01

V5 145.96 146.96 10.98 1.01 125.42 168.51 128.65 172.83 128.89 173.47

V2

V3 74.71 73.26 13.98 -1.45 45.82 100.70 43.59 95.41 43.84 95.70

V4 25.73 25.99 9.09 0.25 8.15 43.82 9.35 44.41 9.15 43.71

V5 151.77 152.36 6.98 0.59 138.67 166.05 138.57 166.84 137.64 164.52

V3

V4 100.45 99.10 9.80 -1.35 79.86 118.33 79.30 116.29 82.47 117.83

V5 133.52 134.38 8.61 0.86 117.48 151.28 120.50 152.60 120.55 152.69

V4

V5 126.04 126.40 5.09 0.37 116.42 136.39 116.81 137.04 116.25 136.03

Tabla 2.11: Ángulos entre variables para datos simulados.

V.

Obs

Media SE Sesgo t-b inf t-b

sup

perc

inf

perc

sup

BCa

inf

BCa

sup

V1

E.1 33.52 32.55 11.32 -0.97 10.33 54.77 6.75 52.14 5.95 51.53

E.2 56.48 57.45 11.32 0.97 35.23 79.67 37.86 83.25 38.47 84.05

V2

E.1 28.75 28.15 7.33 -0.61 13.76 42.54 13.67 42.80 15.97 45.58

E.2 61.25 61.85 7.33 0.61 47.46 76.24 47.20 76.33 44.42 74.03

V3

E.1 45.96 45.12 8.96 -0.84 27.53 62.71 26.31 60.39 26.98 61.00

E.2 44.04 44.88 8.96 0.84 27.29 62.47 29.61 63.69 29.00 63.02

V4

E.1 54.49 54.11 5.80 -0.38 42.72 65.49 42.39 65.15 43.56 66.26

E.2 35.51 35.89 5.80 0.38 24.51 47.28 24.85 47.61 23.74 46.45

V5

E.1 0.52 1.00 0.79 0.47 -0.56 2.55 0.05 3.03 0.01 1.85

E.1 89.48 89.00 0.79 -0.47 87.45 90.56 86.97 89.95 88.15 89.99

Tabla 2.12: Ángulos entre variables y ejes para datos simulados.
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Figura 2.11: Histograma de los ángulos entre variables para datos simulados.
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Figura 2.12: Histograma de los ángulos entre variables y ejes para datos simulados.
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Si analizamos la longitud de las variables, la tabla 2.13 y figura 2.13 muestran

que son estables ya que los sesgos son bajos y las desviaciones estándar también.

Para estos parámetros las distribuciones de las réplicas bootstrap son simétricas

y se pueden suponer normales.

V.
Obs

Media SE Sesgo t-b inf t-b
sup

perc
inf

perc
sup

BCa
inf

BCa
sup

V1 10.32 10.36 1.46 0.04 7.49 13.22 7.72 13.47 7.84 13.69
V2 10.23 10.18 1.07 -0.05 8.08 12.28 8.06 12.20 8.28 12.54
V3 12.18 12.06 1.98 -0.12 8.17 15.95 7.74 15.56 7.94 15.70
V4 12.08 11.89 1.11 -0.19 9.72 14.06 9.64 13.86 9.86 14.02
V5 33.06 32.71 2.79 -0.35 27.24 38.18 27.41 38.36 28.56 39.89

Tabla 2.13: Longitud de las variables para datos simulados.
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Figura 2.13: Histograma de la longitud de las variables para datos simulados.

Los últimos parámetros analizados para las variables son la contribución

relativa a la variabilidad total y las contribuciones relativas del factor al elemento

y del elemento al factor (tablas 2.14, 2.15 y 2.16 y figuras 2.14, 2.15 y 2.16).

Nuevamente, las diferencias no son altas y se puede observar, como en el

caso anterior, que el intervalo t-bootstrap no funciona adecuadamente ya que
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presenta ĺımites inferiores negativos. Observando las distribuciones, se encuentran

asimetŕıas en las contribuciones del eje 1 a la variable 5, del eje 2 a las variables

1 y 5 y del eje 3 a las variables 2, 4 y 5. Respecto a las contribuciones de las

variables a los ejes se ven asimetŕıas en la contribución de la variable 1 a los ejes

2 y 3; de la variable 2 al eje 3; de la variable 4 al eje 3 y de la variable 5 a los

tres ejes retenidos. Las contribuciones relativas de las variables a la variabilidad

total son en general bastante simétricas y siguen una distribución normal.

V.
Obs

Media SE Sesgo t-b inf t-b
sup

perc
inf

perc
sup

BCa
inf

BCa
sup

V1 100.00 100.44 14.47 0.44 72.05 128.83 74.35 130.76 74.44 130.77
V2 63.43 64.41 8.62 0.99 47.50 81.32 47.28 80.33 46.45 79.65
V3 118.31 119.14 18.68 0.83 82.48 155.79 85.85 158.57 87.35 160.96
V4 89.78 91.38 14.47 1.60 62.98 119.77 67.17 122.85 64.66 119.41
V5 628.49 624.64 27.30 -3.85 571.07 678.21 569.53 673.50 578.32 678.80

Tabla 2.14: Contribuciones relativas a la variabilidad total de las variables para
datos simulados.
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Figura 2.14: Histograma de las contribuciones relativas a la variabilidad total de
las variables para datos simulados.
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V.
Obs

Media SE Sesgo t-b inf t-b
sup

perc
inf

perc
sup

BCa
inf

BCa
sup

E.1
V1 425.94 427.53 87.15 1.60 256.51 598.56 245.78 585.62 231.05 574.76
V2 728.96 724.12 94.91 -4.85 537.87 910.37 516.33 884.78 498.61 878.52
V3 348.33 346.37 86.49 -1.95 176.65 516.10 173.25 504.84 170.40 504.40
V4 315.60 316.22 84.38 0.62 150.64 481.79 151.99 494.69 147.11 486.66
V5 999.89 999.34 0.80 -0.55 997.76 1000.92 996.99 999.99 999.53 1000.00
E.2
V1 186.89 204.53 128.09 17.64 -46.83 455.89 6.61 480.04 4.35 469.04
V2 219.47 219.67 100.80 0.19 21.87 417.46 51.92 444.95 67.96 481.53
V3 372.42 373.20 144.71 0.78 89.22 657.18 91.11 641.67 86.51 629.07
V4 619.74 599.70 106.14 -20.04 391.41 807.99 380.67 796.27 418.22 808.41
V5 0.08 0.49 0.75 0.41 -0.98 1.97 0.00 2.79 0.00 0.99
E.3
V1 387.18 367.94 115.40 -19.24 141.49 594.38 147.53 563.66 162.19 588.92
V2 51.56 56.21 43.08 4.65 -28.32 140.75 1.63 158.28 3.76 174.71
V3 279.25 280.43 136.16 1.17 13.24 547.61 73.52 594.99 94.59 636.13
V4 64.67 84.08 79.80 19.42 -72.50 240.67 0.22 282.47 0.30 286.34
V5 0.03 0.17 0.25 0.14 -0.32 0.66 0.00 0.92 0.00 0.29

Tabla 2.15: Contribuciones relativas de los ejes a las variables para datos
simulados.

V.
Obs

Media SE Sesgo t-b inf t-b
sup

perc
inf

perc
sup

BCa
inf

BCa
sup

V1
E.1 54.13 54.94 14.38 0.81 26.71 83.17 28.53 84.81 28.51 84.67
E.2 141.19 155.71 106.89 14.52 -54.05 365.47 4.90 399.36 5.92 405.47
E.3 478.88 458.33 110.76 -20.55 240.99 675.68 216.06 632.15 236.00 640.88
V2
E.1 58.76 59.57 11.53 0.81 36.94 82.21 36.95 82.75 35.82 81.40
E.2 105.17 102.25 40.91 -2.92 21.97 182.53 29.57 184.04 33.57 195.45
E.3 40.45 45.99 33.75 5.54 -20.25 112.23 1.24 127.93 1.27 128.46
V3
E.1 52.38 52.83 16.49 0.45 20.48 85.19 24.13 87.70 25.66 89.91
E.2 332.88 334.09 142.01 1.21 55.43 612.76 72.94 600.77 64.75 594.44
E.3 408.66 403.24 147.24 -5.42 114.30 692.17 130.46 679.40 147.33 692.12
V4
E.1 36.01 37.01 12.28 1.00 12.91 61.11 16.77 64.38 17.32 65.05
E.2 420.36 405.79 81.34 -14.57 246.17 565.41 238.36 543.16 261.81 554.84
E.3 71.81 91.21 76.18 19.39 -58.28 240.69 0.35 266.99 0.13 254.64
V5
E.1 798.71 795.64 3.55 -3.07 788.68 802.60 786.30 799.48 797.34 799.86
E.2 0.40 2.16 3.04 1.76 -3.81 8.13 0.00 10.82 0.00 4.62
E.3 0.20 1.24 1.71 1.04 -2.12 4.60 0.00 6.09 0.00 2.11

Tabla 2.16: Contribuciones relativas de las variables a los ejes para datos
simulados.
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Figura 2.15: Histograma de las contribuciones relativas de los ejes a las variables
para datos simulados.
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Figura 2.16: Histograma de las contribuciones relativas de las variables a los ejes
para datos simulados.
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En cuanto a las observaciones se refiere, se ha obtenido el mismo resultado para

la calidad de las filas que para las columnas ya que se ha elegido la factorización

HJ Biplot. Los resultados obtenidos para la contribución relativa a la variabilidad

total de las observaciones y para las contribuciones relativas del factor al elemento

y del elemento al factor se muestran en el apéndice A.

Por último, se muestra el gráfico que contiene las coordenadas de las variables

calculadas para cada una de las 1000 réplicas bootstrap. Se han utilizado

rotaciones Procrustes para que las configuraciones se puedan superponer (figura

2.17). Cada conjunto de coordenadas que representan a la misma variable se ha

representado con el mismo color y se ha dibujado un poĺıgono envolvente (convex-

hull) que engloba todos sus valores y proporciona visualmente una idea de como

de estables son dichas coordenadas.
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Figura 2.17: Coordenadas bootstrap para las variables datos simulados.
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2.5.2. Datos Iris

Para el segundo ejemplo se utilizan los datos recogidos por Anderson en

1935 (Anderson, 1935) y que constan de las medidas en cent́ımetros de las

variables longitud y anchura del sépalo y longitud y anchura del pétalo de 50

flores provenientes de 3 especies de iris. Se ejecutó el programa, se pidieron 1000

muestras bootstrap y se eligieron todos los parámetros que están disponibles. A

continuación se optó por la opción de realizar un HJ Biplot y Estandarizar por

columnas.

Los resultados obtenidos para el HJ Biplot se detallan a continuación.

En la tabla 2.17 se observa la información proporcionada por los valores

propios. En ella se aprecia que el primer eje absorbe la mayor parte de la

información (más del 70%) y con los tres primeros ejes se explica casi el 100%

de la información (99.48%).

No. Valor Propio Variabilidad Variabilidad Acumulada
1 20.85 72.96 72.96
2 11.67 22.85 95.81
3 4.68 3.67 99.48

Tabla 2.17: Valores propios y variabilidad explicada (%) por cada eje para los
datos iris.

La siguiente tabla 2.18 recoge las contribuciones relativas del factor al

elemento de las diferentes flores que se han analizado en los tres ejes que se

han retenido. Por motivos de espacio sólo se muestran los 10 primeros. La tabla

completa se puede consultar en el apéndice A.

En la tabla 2.19 se presentan las contribuciones relativas del factor al elemento

columna observándose una buena representación para todas las variables en el

plano 1-2.
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No. Eje 1 Eje 2 Eje 3
1 954.10 42.86 3.03
2 894.73 93.90 11.37
3 979.18 20.48 0.34
4 935.39 63.14 1.47
5 931.71 68.25 0.04
6 660.10 339.79 0.11
7 981.14 0.37 18.49
8 988.57 9.87 1.56
9 811.63 185.24 3.13

10 943.75 43.51 12.74

Tabla 2.18: Contribuciones relativas del factor al elemento fila para datos iris.

Variable Eje 1 Eje 2 Eje 3
Sepal Length 793.52 130.38 76.09
Sepal Width 211.80 779.43 8.77
Petal Length 996.44 0.56 3.00
Petal Width 936.50 4.12 59.38

Tabla 2.19: Contribuciones relativas del factor al elemento columna para datos
iris.

La representación HJ Biplot en el primer plano principal se muestra en la

figura 2.18. En ella se han resaltado en diferentes colores los tres tipos de iris

incluidos en la muestra (Rojo-Setosa, Verde-Versicolor, Naranja-Virginica).
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Figura 2.18: Gráfico que muestra la representación HJ Biplot para los datos iris
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La estructura de covariación de las variables pone de manifiesto una alta

correlación entre las variables referentes al tamaño y longitud de los pétalos

(Petal.Length y Petal.Width) representadas por un ángulo muy pequeño. Ambas

variables tienen una correlación alta con la variable Sepal.Length. Sin embargo,

no tienen prácticamente relación con la variable Sepal.Width al presentar ángulos

próximos a 90 grados.

Se puede observar que el primer eje separa el grupo setosa del resto

caracterizándose por longitudes y tamaños de pétalos más pequeños que los otros

dos grupos.

Para analizar con más detalle estas relaciones, se muestran los ángulos entre

las variables y entre las variables y los ejes en el plano 1-2 (Tablas 2.20 y 2.21).

Variable Sepal Length Sepal Width Petal Length Pepal Width
Sepal Length 0.00 95.47 20.71 18.27
Sepal Width 95.47 0.00 116.18 113.74
Petal Length 20.71 116.18 0.00 2.44
Petal Width 18.27 113.74 2.44 0.00

Tabla 2.20: Ángulos entre variables para datos iris.

Variable Eje 1 Eje 2
Sepal Length 22.07 67.93
Sepal Width 62.47 27.53
Petal Length 1.35 88.65
Petal Width 3.79 86.21

Tabla 2.21: Ángulos entre variables y ejes para datos iris.

Para estos datos se realizó el remuestreo bootstrap con 1000 réplicas y un

nivel de confianza del 95%.

En primer lugar se puede observar los resultados para la calidad de

aproximación para las columnas (tabla 2.22 y figura 2.19). En ella se aprecia

que prácticamente no hay diferencia entre el valor observado y el estimado, y que

los intervalos de confianza son similares. Esto se traduce en una gran estabilidad
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para esta medida.

V.
Obs

Media SE Sesgo t-b inf t-b sup perc inf perc
sup

BCa inf BCa
sup

99.48 99.49 0.08 0.01 99.34 99.64 99.34 99.62 99.27 99.60

Tabla 2.22: Calidades de aproximación de las columnas para datos iris.
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Figura 2.19: Histograma de las calidades de aproximación de las variables para
datos iris.

A continuación se muestran los principales resultados para cada uno de

los valores propios resultantes de la descomposición (tabla 2.23 y figura 2.20).

En ellos se observa de nuevo que hay una diferencia muy pequeña entre los

valores observados y los calculados a través de las réplicas bootstrap y que

hay concordancia entre ambos tipos de intervalos. También se puede ver que

las distribuciones de las réplicas son simétricas y tienden a la normalidad.

V.
Obs

Media SE Sesgo t-b inf t-b
sup

perc
inf

perc
sup

BCa
inf

BCa
sup

1 20.85 20.89 0.22 0.03 20.46 21.31 20.50 21.35 20.45 21.27
2 11.67 11.61 0.38 -0.06 10.86 12.36 10.76 12.28 10.97 12.36
3 4.68 4.66 0.31 -0.02 4.05 5.26 4.07 5.30 4.10 5.35
4 1.76 1.74 0.13 -0.02 1.48 1.99 1.50 1.99 1.55 2.09

Tabla 2.23: Valores propios para datos iris.
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Figura 2.20: Histograma de los valores propios para datos iris.

El siguiente resultado que se muestra es el relativo a los ángulos que forman

entre śı las variables (tabla 2.24 y figura 2.21). Se puede observar, al igual que en

los casos anteriores que no existen grandes diferencias entre los valores observados

y los calculados y que los intervalos tampoco difieren entre śı. En estos parámetros

cabe destacar que existe una ligera asimetŕıa en aquellos ángulos próximos a cero.

Esto es debido a que se han realizado transformaciones como se explicó en el

ejemplo anterior.
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V.
Obs

Media SE Sesgo t-b inf t-b
sup

perc
inf

perc
sup

BCa
inf

BCa
sup

S.L
S.W 95.47 95.93 4.40 0.46 87.30 104.56 87.29 104.62 85.61 102.93
P.L 20.71 20.67 2.60 -0.04 15.57 25.77 15.67 25.94 16.27 26.36
P.W 18.27 18.16 3.20 -0.11 11.88 24.43 11.75 24.34 12.15 24.62
S.W
P.L 116.18 116.60 4.40 0.42 107.97 125.23 107.90 124.67 105.55 123.86
P.W 113.74 114.09 4.41 0.35 105.43 122.75 105.22 122.63 104.03 121.94
P.L
P.W 2.44 2.54 1.29 0.09 -0.01 5.07 0.16 5.10 0.12 4.94

Tabla 2.24: Ángulos entre variables para datos iris.
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Figura 2.21: Histograma de los ángulos entre variables para datos iris.

El siguiente parámetro al que se le han calculado intervalos de confianza son

los ángulos que forman las variables con los dos primeros ejes (tabla 2.25 y figura

2.22). Las apreciaciones en este caso son las mismas que para los ángulos entre

variables.
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V.
Obs

Media SE Sesgo t-b inf t-b
sup

perc
inf

perc
sup

BCa
inf

BCa
sup

S.L
E.1 22.07 21.95 2.52 -0.11 17.01 26.90 16.84 27.14 17.25 27.47
E.2 67.94 68.05 2.52 0.11 63.10 72.99 62.86 73.17 62.53 72.75
S.W
E.1 62.47 62.12 5.35 -0.35 51.62 72.62 52.33 72.80 53.83 75.86
E.2 27.53 27.88 5.35 0.35 17.38 38.38 17.20 37.67 14.14 36.17
P.L
E.1 1.35 1.54 0.92 0.19 -0.26 3.34 0.08 3.41 0.03 3.07
E.2 88.65 88.46 0.92 -0.19 86.66 90.26 86.59 89.92 86.94 89.97
P.W
E.1 3.79 3.82 1.64 0.03 0.61 7.04 0.48 6.84 0.27 6.61
E.2 86.21 86.18 1.64 -0.03 82.97 89.39 83.16 89.52 83.40 89.73

Tabla 2.25: Ángulos entre variables y los dos primeros ejes para datos iris.
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Figura 2.22: Histograma de los ángulos entre variables y ejes para datos iris.

A continuación, se presentan los resultados para la contribución a la

variabilidad total de las variables (tabla 2.26 y figura 2.23). Se observa que entre

los valores observados y los calculados no hay prácticamente diferencia y que los

intervalos de confianza tienen una amplitud muy pequeña lo que nos sugiere una

gran estabilidad en estas medidas.
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V.
Obs

Media SE Sesgo t-b inf t-b
sup

perc
inf

perc
sup

BCa
inf

BCa
sup

S.L 250.95 250.93 0.16 -0.02 250.62 251.24 250.64 251.27 250.71 251.34
S.W 251.22 251.20 0.18 -0.03 250.85 251.54 250.88 251.55 250.96 251.71
P.L 247.96 248.00 0.31 0.04 247.40 248.60 247.39 248.53 247.10 248.42
P.W 249.87 249.88 0.12 0.00 249.64 250.12 249.64 250.12 249.64 250.12

Tabla 2.26: Contribuciones a la variabilidad total de las variables para datos iris.
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Figura 2.23: Histograma de las contribuciones relativas de las variables a la
variabilidad total para datos iris.

También se dispone de medidas de precisión para la longitud de las variables.

En la tabla 2.27 y figura 2.24 se muestran dichos resultados. Se observa que los

sesgos no son superiores a 0.01, las desviaciones estándar no superan el 0.07 y

los intervalos de confianza calculados tienen amplitudes muy pequeñas lo que nos

permite asegurar que las longitudes de dichas variables son estables. En cuanto a

las distribuciones, presentan una ligera asimetŕıa.

Los últimos parámetros que se han estimado para las variables han sido las
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V.
Obs

Media SE Sesgo t-b inf t-b
sup

perc
inf

perc
sup

BCa
inf

BCa
sup

S.L 11.73 11.73 0.07 0.00 11.59 11.86 11.58 11.85 11.56 11.84
S.W 12.15 12.15 0.02 0.00 12.11 12.19 12.11 12.18 12.10 12.18
P.L 12.11 12.11 0.01 0.00 12.08 12.14 12.08 12.13 12.07 12.13
P.W 11.81 11.81 0.05 0.00 11.71 11.91 11.70 11.90 11.69 11.89

Tabla 2.27: Longitud de las variables para datos iris.
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Figura 2.24: Histograma de la longitud de las variables para datos iris.

contribuciones relativas del elemento al factor y las contribuciones relativas del

factor al elemento (tablas 2.28 y 2.29 y figuras 2.25 y 2.26). Nuevamente se

puede apreciar que existen pequeñas diferencias entre los valores observados

y los calculados a partir del remuestreo bootstrap. En estos parámetros hay

que destacar que en algunos casos los intervalos t-bootstrap y los basados en

percentiles no concuerdan. Además hay extremos inferiores de los intervalos t-

bootstrap que son negativos. Esto es debido a que la distribución de los valores
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calculados tiene mucha asimetŕıa y los intervalos t-bootstrap no son adecuados

en estos casos.

V.
Obs

Media SE Sesgo t-b inf t-b
sup

perc
inf

perc
sup

BCa
inf

BCa
sup

S.L
E.1 271.51 270.92 11.74 -0.60 247.88 293.95 247.74 295.39 249.78 296.68
E.2 142.44 145.14 35.03 2.70 76.40 213.89 79.92 221.08 80.06 221.91
E.3 517.78 515.61 25.06 -2.16 466.44 564.79 462.90 560.47 464.42 564.21
S.W
E.1 72.55 75.23 23.70 2.68 28.72 121.74 30.38 121.07 20.93 114.06
E.2 852.48 848.10 35.79 -4.38 777.86 918.33 772.05 915.55 774.66 920.22
E.3 59.72 61.01 18.84 1.28 24.04 97.97 28.52 103.82 29.08 105.32
P.L
E.1 336.88 335.82 7.27 -1.06 321.56 350.08 320.47 348.55 323.60 350.81
E.2 0.60 1.12 1.20 0.52 -1.23 3.47 0.00 4.10 0.00 3.45
E.3 20.20 21.43 8.85 1.23 4.07 38.79 6.86 41.51 5.92 39.08
P.W
E.1 319.06 318.03 7.58 -1.03 303.17 332.90 302.58 331.88 305.59 334.04
E.2 4.48 5.65 4.41 1.16 -3.01 14.30 0.07 16.90 0.01 14.22
E.3 402.30 401.96 24.94 -0.35 353.02 450.89 354.77 450.73 356.03 451.81

Tabla 2.28: Contribuciones relativas del elemento columna al factor para datos
iris.

V.
Obs

Media SE Sesgo t-b inf t-b
sup

perc
inf

perc
sup

BCa
inf

BCa
sup

E.1
S.L 793.52 793.94 28.21 0.41 738.59 849.29 736.90 847.53 730.70 842.04
S.W 211.80 221.62 73.65 9.82 77.10 366.14 87.07 368.65 59.40 345.29
P.L 996.44 995.84 1.84 -0.61 992.23 999.44 991.66 998.72 993.21 999.16
P.W 936.50 936.00 9.30 -0.51 917.75 954.24 915.73 953.23 916.66 953.47
E.2
S.L 130.38 130.52 28.28 0.14 75.02 186.02 76.69 191.19 80.22 197.56
S.W 779.43 769.44 74.58 -10.00 623.09 915.78 619.11 905.45 645.27 937.14
P.L 0.56 0.98 0.99 0.42 -0.97 2.92 0.00 3.52 0.00 2.84
P.W 4.12 4.94 3.63 0.82 -2.19 12.06 0.07 13.47 0.02 12.40
E.3
S.L 76.10 75.54 10.86 -0.55 54.24 96.85 55.83 98.66 58.56 101.88
S.W 8.77 8.94 3.06 0.17 2.94 14.94 3.83 15.75 4.26 16.98
P.L 3.00 3.19 1.43 0.19 0.39 5.99 0.93 6.35 0.85 6.20
P.W 59.38 59.07 8.25 -0.31 42.87 75.26 44.12 76.50 45.01 78.46

Tabla 2.29: Contribuciones relativas del factor al elemento columna para datos
iris.
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Figura 2.25: Histograma de las contribuciones relativas de las variables a los ejes
para datos iris.
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Figura 2.26: Histograma de las contribuciones relativas de los ejes a las variables
para datos iris.
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También se han calculado medidas de precisión para parámetros referentes a

los individuos. La tabla 2.30 y figura 2.27 muestran la calidad de aproximación

para las filas. Como se puede apreciar, los resultados son los mismos que para la

calidad de las columnas puesto que se ha elegido realizar un HJ Biplot.

V.
Obs

Media SE Sesgo t-b inf t-b sup perc inf perc
sup

BCa inf BCa
sup

99.48 99.49 0.08 0.01 99.34 99.64 99.34 99.62 99.27 99.60

Tabla 2.30: Calidad de aproximación de las filas para datos iris.
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Figura 2.27: Histograma de la calidad de aproximación de los individuos para
datos iris.

Se han calculado las contribuciones relativas del elemento al factor y las

contribuciones relativas del factor al elemento (apéndice A). Al igual que en el

caso de las variables, se puede apreciar que existen pequeñas diferencias entre

los valores observados y los calculados a partir del remuestreo bootstrap y que

algunos de los intervalos inferiores t-bootstrap son negativos obteniéndose la

misma conclusión que en el caso de las variables.

Se presentan también, los resultados para la contribución relativa a la

variabilidad total de los individuos (apéndice A). Nuevamente se observan

diferencias mı́nimas entre los valores observados y los calculados a partir del
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remuestreo bootstrap, deduciéndose una gran precisión para estos datos.

Por último, se muestra el gráfico que contiene la posición de las variables para

las 1000 réplicas bootstrap. Se han utilizado rotaciones Procrustes con el objetivo

de eliminar el posible efecto espejo que pudieran presentar dichas posiciones

(figura 2.28). En este gráfico se ve que las regiones que ocupan los conjuntos que

representan a cada variable son muy compactas lo que nos permite afirmar que

las configuraciones son muy parecidas a lo largo de todas las muestras bootstrap.
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Figura 2.28: Coordenadas bootstrap para las variables datos iris.

En este caṕıtulo, se ha realizado una revisión bibliográfica de los métodos

Biplot (Gabriel, 1971; Galindo, 1986) y sus aplicaciones. Al encontrar controversia

en cuanto a su validez al haber autores que lo consideran una técnica simplemente

exploratoria, se ha propuesto una versión inferencial basada en los métodos

Bootstrap. Para facilitar su puesta en práctica se ha desarrollado un nuevo

software en el lenguaje R que permite realizar análisis Biplot y complementar sus
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resultados con medidas de precisión. Dicho software permite la interacción con el

usuario a través de ventanas, botones y menús. Para mostrar el funcionamiento

y la interpretación de los resultados que proporciona el software se ha aplicado

sobre un conjunto de datos simulados y un conjunto de datos reales.
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3.1. Introducción

En el caṕıtulo anterior se ha mostrado una solución al problema de las

estimaciones puntuales de técnicas multivariantes aplicadas a datos de dos v́ıas.

En el presente caṕıtulo se da solución al mismo problema en el caso de que la

información disponible sean dos matrices que compartan una v́ıa. A continuación,

se realiza una revisión bibliográfica sobre dicho contexto.

El análisis del gradiente (Whittaker, 1967) es un conjunto de técnicas que

permiten el estudio de las relaciones entre la composición de una comunidad

y las variables ambientales. Esta información viene expresada en dos tablas;

una contiene la composición de las comunidades en unos lugares determinados

y otra que contiene las medidas de las variables ambientales en dichos lugares.

Hay dos tipos de análisis del gradiente de acuerdo a la información utilizada:

análisis indirecto del gradiente, que analiza datos ecológicos sin tener en cuenta

información ambiental que podŕıa estar incluida de un modo pasivo después de

obtener los ejes factoriales; y análisis directo del gradiente, que analiza datos

ecológicos con información ambiental, ambos de un modo activo. En los métodos

incluidos en este último tipo de análisis del gradiente, las puntuaciones de los

lugares se restringen para ser combinaciones lineales de las variables ambientales.

Una de las técnicas más utilizadas en el análisis indirecto del gradiente es

el análisis de Correspondencias (CA, Benzècri, 1973), también llamado método

de las medias rećıprocas debido a que el algoritmo utilizado para encontrar la

solución calcula repetidas medias de puntuaciones de lugares y especies. Esta

técnica tiene la desventaja de otorgar un excesivo peso a las especies raras debido

al uso de la métrica Chi-cuadrado. Una modificación del CA, llamada análisis

de Correspondencias Detrended (DCA, Hill y Gauch, 1980) ha sido desarrollada

para corregir el efecto arco. Dicho efecto es la tendencia que tienen los puntos en
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un CA a formar una curva.

Cuando se quiere tomar en cuenta la información ambiental, las técnicas

más comunes son el análisis de la Redundancia (RDA - Rao, 1964, Van den

Wollenberg, 1977), un método lineal que es una forma restringida del análisis

de Componentes Principales y el análisis Canónico de Correspondencias (CCA -

Ter Braak, 1986) que es una versión restringida del CA y es apropiado tanto

para modelos lineales como de respuesta unimodal. El CCA es la unión del

CA y de la regresión múltiple. Una de las mayores ventajas de esta técnica

es la visualización gráfica: el triplot. Se pueden mostrar la información de los

tres conjuntos de datos estudiados: lugares, especies y variables ambientales. Al

igual que en el caso del CA, se puede encontrar el efecto arco en el segundo

eje. Para resolver este problema, se ha desarrollado una versión detrended del

CCA (Ter Braak, 1986) que utiliza esencialmente el mismo algoritmo que en

el DCA. Otra desventaja que posee el CCA es que necesita que el número

de lugares en la muestra objeto de estudio debe ser mayor que el número de

variables. El análisis de la Coinercia (COIA) (Chessel y Mercier, 1993; Dolédec

y Chessel, 1994) es otro método que puede ser utilizado para estudiar este tipo

de datos. Esta técnica trata las especies y las variables ambientales de un modo

simétrico y analiza la covariación, por lo que no están involucrados ni modelos

de regresión ni de predicción. En este método no se requiere la presencia de

mayor número de lugares que de variables ambientales como ocurre en el caso del

CCA. Como alternativa al análisis de la Coinercia, Ter Braak y Verdonschot, 1995

desarrollaron una versión del CCA basada en mı́nimos cuadrados parciales (en

inglés Partial Least Square, PLS). RLQ (Dolédec et al., 1996) es una extensión del

análisis de la Coinercia para analizar relaciones entre patrones de las especies y de

las variables ambientales a través de una matriz que contiene especies por lugares.

Dray et al., 2002 desarrollaron una adaptación de este método para estudiar
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las relaciones entre dos conjuntos de datos provenientes de diferentes esquemas

de muestreo con distintos lugares. El análisis de la Coinercia también ha sido

adaptado para estudiar las variaciones espacio-temporales de la composición de

la comunidad ecológica concantenando m matrices que contienen información de

m conjuntos de variables ambientales medidas sobre el mismo conjunto de lugares

de muestreo. Este método se llama análisis de la Coinercia Múltiple (Chessel y

Hanafi, 1996). Dray et al., 2003 desarrollaron un método basado en la utilización

conjunta del análisis de la Coinercia y el análisis Procrustes denominado Coinercia

Procrusteana. Para medir las relaciones entre las variables ambientales y varios

conjuntos de especies, Lafosse y Hanafi, 1997 propusieron el análisis de la

Concordancia. En el contexto del análisis de tres v́ıas, el método de la Coinercia

ha sido extendido para analizar pares de tablas: STATICO (STATIS y Coinercia,

Simier et al., 1999; Thioulouse et al., 2004 y más recientemente COSTATIS

(Coinercia y STATIS, Thioulouse, 2011), son una interesante elección que

permiten el estudio de las relaciones entre especies y variables ambientales durante

varios peŕıodos de tiempo muestreados. Un método relacionado con ellos es el

análisis de la Co-correspondencia (Ter Braak, 2004) que maximiza la covarianza

ponderada entre los promedios ponderados de las puntuaciones para las especies

de una comunidad y los promedios ponderados para las especies de la otra

comunidad. Una aproximación basada en mı́nimos cuadrados generalizados ha

sido desarrollada por Böckenholt y Böcknholt, 1990 para incorporar restricciones

lineales en puntuaciones de filas y columnas estandarizadas proporcionadas por el

análisis Canónico de una tabla de contingencia. Si lo que se pretende es capturar

las interacciones o las diferencias, Mendes, 2011 propone el CO-TUCKER, que

combina el análisis de la Coinercia (Dolédec y Chessel, 1994) y el modelo

TUCKER3 (Tucker, 1966) para analizar pares de k-tablas y capturar la parte

no estable de la información (interacciones).
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El CA es aplicable al estudio de una tabla de contingencia para analizar

la asociación entre dos variables categóricas. Cuando se tienen más de dos

variables categóricas, Benzècri, 1973 y Benzècri, 1977 propusieron el análisis de

Correspondencias Múltiple (MCA). Una alternativa a esta técnica es el análisis

de Correspondencias Conjunto (JCA) propuesto por Greenacre, 1988, 1990, 1991.

Para obtener la solución a este método se han desarrollado varios algoritmos

(Boik, 1996; Greenacre, 1988; Tateneni y Browne, 2000).

Cuando el investigador no está interesado en incluir todas las variables en el

estudio, se han desarrollado técnicas parciales donde se permite prescindir de los

efectos de una o más variables para realizar el análisis. Estas técnicas incluyen

el CA parcial (Yanai, 1987); el CCA parcial (Ter Braak, 1988b); el RDA parcial

(Liu, 1997) y el MCA parcial (Yanai y Maeda, 2002) entre otros.

Como alternativa al CA, se ha propuesto el análisis de Correspondencias

No Simétrico como técnica para evaluar una tabla de contingencia con una

estructura de dependencia (NSCA, Gimaret-Carpentier et al., 1998; Kroonenberg

y Lombardo, 1999). Como alternativa no simétrica del CCA Willems y Galindo,

2008 propusieron el análisis Canónico de Correspondencias no Simétrico (CNCA).

Cuando hay más de dos variables categóricas, también se ha propuesto una

extensión no simétrica llamada análisis Múltiple de Correspondencias No

Simétrico (D´Ambra y Lauro, 1989, 1992; Lauro y D´Ambra, 1984). Simonetti y

Gallo, 2002 desarrollaron interpretaciones alternativas a este método utilizando

mı́nimos cuadrados parciales. Lombardo et al., 2007 adaptan el NSCA para

analizar datos que contengan variables en escala ordinal utilizando polinomios

ortogonales. D´Ambra y Lauro, 1989 y Lombardo et al., 1996 lo adaptan en el

caso de tener una tabla de contingencia de tres v́ıas, D´Ambra y Lauro, 1993

desarrollaron una versión normalizada y D´Ambra et al., 2006 propusieron una

versión para tablas de contingencia de tres v́ıas con información en escala ordinal.



3.1. Introducción 157

Siciliano et al., 1993 desarrollaron una versión del NSCA basada en distribuciones

probabiĺısticas. Cuando los datos objeto de estudio contienen ruido, Yanai, 1987

propone el NSCA parcial que elimina los efectos de las variables responsables

del ruido del análisis de una tabla de contingencia. Esposito, 1997 desarrolló una

versión no simétrica del análisis de la Coinercia llamada análisis de la Coinercia

No Simétrico. Hay casos en los que las variables predictoras poseen relaciones

interesantes entre ellas. Esta información puede ser incluida en el análisis como

restricciones lineales (Böckenholt y Böcknholt, 1990; Böckenholt y Takane, 1994;

D´Ambra y Beh, 2010; Takane et al., 1991; Yanai, 1986). Para obtener mejores

estimadores de los parámetros, Takane y Jung, 2009 propusieron una versión

del NSCA en los que se introduce un tipo de regularización ridge. Este tipo de

regularización también se ha incluido en el MCA (Takane y Hwang, 2006), en

el RDA (Takane y Hwang, 2007) y en el CA parcial y/o restringido (Takane,

2008). Otras versiones restringidas del MCA se presentan en Gifi, 1990; Hwang y

Takane, 2002; Nishisato, 1984; Van Buuren y De Leeuw, 1992; Yanai, 1998.

3.1.1. Software

Entre los softwares disponibles para la utilización de estas técnicas se

encuentran DECORANA (Hill, 1979a) que es un programa desarrollado en fortran

para poder ejecutar el CA y su versión detrended; TWINSPAN, un programa escrito

en fortran para datos multivariantes organizados en una tabla ordenada para

clasificación de individuos y atributos (Hill, 1979b). CANOCO (Ter Braak, 1985a,b,

1988a) un programa en el lenguaje fortran para la ejecución del CCA y el DCA

y ADE-4 (Thioulouse et al., 1997).

En el entorno R (R-Team, 2014), hay varios paquetes para ejecutar algunas de

estas técnicas como calibrate (Graffelman, 2012) que proporciona una función
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para el RDA; ade4 (Dray y Dufour, 2007) que contiene técnicas de visualización

gráfica y análisis de datos ecológicos, su interfaz gráfica de usurario Tcl/Tk,

llamada ade4TkGUI (Thioulouse y Dray, 2007) y su versión para analizar datos de

microarrays made4 (Culhane et al., 2005) y omicade4 (Meng et al., 2014); anacor

(De Leeuw y Mair, 2009) que permite ejecutar CA simple y canónico sobre una

tabla de frecuencias de dos v́ıas (con posibles valores perdidos) utilizando la

descomposición en valores singulares. También proporciona diferentes métodos

de escalado (standard, centroid, Benzecri, Goodman) aśı como varios gráficos

que incluyen elipsoides de confianza; vegan (Oksanen et al., 2013) que permite

ejecutar métodos de ordenación, análisis de la Diversidad y otras funciones

para el análisis de comunidades ecológicas; ca (Greenacre y Nenadic, 2012)

y caGUI (Markos, 2012) que han sido desarrollados para la computación y

visualización de CA simple, múltiple y conjunto; cabootcrs (Ringrose, 2012)

y (Ringrose, 2013) que realiza un CA sobre una tabla de contingencia de dos

v́ıas y produce regiones de confianza eĺıpticas basadas en los métodos Bootstrap

alrededor de las coordenadas proyectadas para los puntos que representan las

categoŕıas; CAvariants (Lombardo y Beh, 2014) que permite la ejecución de

seis variantes del CA: simple, individualmente ordenado, doblemente ordenado,

no simétrico, individualmente ordenado no simétrico y doblemente ordenado no

simétrico; cocorresp (Simpson, 2009) que ajusta modelos predictivos y simétricos

basados en análisis de Co-correspondencias para relacionar una matriz con otra;

SimultAnR (Zárraga y Goitisolo, 2011, 2013) que ejecuta CA simple y análisis

Simultáneos; soc.ca (Larsen, 2014) que es un paquete para realizar CA espećıficos

en el ámbito de las ciencias sociales.

A continuación se exponen con más detalle los principales aspectos teóricos

del CCA, el CNCA y el análisis de la Coinercia.
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3.2. Análisis Canónico de Correspondencias

Como se señalaba en la introducción, cuando se quiere tener en cuenta la

información ambiental contenida en una matriz, una de las técnicas disponibles

es el CCA (Ter Braak, 1986), que proviene de la combinación del CA con la

regresión múltiple y es válido tanto para modelos lineales como de respuesta

unimodal. En esta sección se exponen los aspectos teóricos principales de dicha

técnica.

Sea la información de q especies y p variables ambientales cuantitativas

medidas sobre n lugares, expresada en las siguientes matrices:

matriz Y, de orden n×q, cuyo elemento genérico yik, i = 1, ..., n k = 1, ..., q,

contiene información de la k-ésima especie en el i-ésimo lugar, con matriz

de correspondencias asociada F = y−1Y, siendo y la suma total de la matriz

Y;

matriz Z, de orden n×p, cuyo elemento genérico zij , i = 1, ..., n, j = 1, ..., p,

contiene el valor de la j-ésima variable ambiental cuantitativa en el i-ésimo

lugar.

Sea Dn = diag(f1., f2., ..., fn.) la matriz cuya diagonal es el vector fn = F1q,

que son los marginales fila (lugares) de la matriz F; con 1q vector de q unos. 1n

es un vector de n unos; fq = F⊤1n, es el vector de marginales de las q columnas

(especies) f.k, k = 1, ..., q.

A partir de las matrices calculadas anteriormente, se define la matriz:

W = D−1
q F⊤Z (3.1)

que se denomina matriz de promedios ponderados y es de orden qxp. Su cálculo

se representa en la figura 3.1.
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Figura 3.1: Esquema de la obtención de W.

Dicha matriz W se pondera con Dq (matriz que contiene los marginales de

las especies) y con S =
(
Z⊤DnZ

)−1
(inversa de la matriz de covarianzas de las

variables ambientales), para que dichas variables ambientales sean invariantes a

transformaciones lineales (no singulares) y para disminuir el peso de las especies

que tienen baja presencia. Esto equivale a realizar un ACP de la tripleta (W,

S−1, Dq). Realizando la descomposición en valores singulares:

D1/2
q WS−1/2 = RΛ1/2T⊤ (3.2)

donde R y T son matrices cuyas columnas contienen los vectores singulares

izquierdos y derechos, respectivamente de la matriz D1/2
q WS−1/2, tal que,

R⊤R = Iν (3.3)

y

T⊤T = Iν , (3.4)
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siendo ν el número máximo de ejes retenidos y Λ1/2 una matriz diagonal que

contiene los valores singulares asociados a dichos vectores singulares en orden

decreciente.

Si se expresa la matriz W = UBo⊤, se obtienen las coordenadas principales

para las especies

U = D−1/2
q RΛ1/2

y las coordenadas estándar para las variables ambientales

Bo = S1/2T.

Por otro lado, C = S−1/2T contiene los pesos canónicos que permiten calcular

las coordenadas para los lugares:

Xo = ZC.

La bondad del ajuste en esta técnica se calcula como el porcentaje de la

variabilidad total contenida en la matriz de promedios ponderados W que es

explicada por los ejes retenidos en la solución. Si se supone que ν es el número

de ejes retenidos y Y = R̃Λ̃1/2T̃
⊤
la descomposición en valores singulares en el

espacio sin restringir, se tiene:

Proporción de inercia explicada (Espacio original)

IEOS =

∑ν
α=1 λuα∑min(n,q)

α=1 λuα



162 Caṕıtulo 3. Análisis de pares de matrices con una dimensión común

Proporción de inercia explicada (Espacio proyectado)

IEPS =

∑ν
α=1 λα∑min(q,p)

α=1 λα

3.2.1. Análisis de las Contribuciones de los elementos y

los factores en el CCA

Aunque en la práctica común no se suelen comentar las contribuciones

relativas de elementos y factores, se ha introducido una breve sección donde se

explican la manera de calcularlas en este contexto.

Al igual que se explicó para los métodos Biplot, se pueden calcular las

contribuciones relativas de los elementos a los factores y de los factores a los

elementos. En el contexto del CCA es posible tener dichas contribuciones tanto

para lugares como para especies en el espacio original y en el espacio proyectado.

Las contribuciones relativas del m-ésimo elemento en el α-ésimo factor para

ambos espacios se calculan como:

Espacio original:

• Para lugares:

CREiFα =
fi.x

2
uiα

λuα
i = 1, . . . , n and α = 1, . . . , ν, (3.5)

siendo xuiα la coordenada principal del lugar i-ésimo en el α-ésimo eje

en el espacio sin restringir.

• Para especies:

CREkFα =
u2
ukα

λuα
k = 1, . . . , q and α = 1, . . . , ν, (3.6)
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siendo uukα la coordenada principal de la especie k-ésima en el α-ésimo

eje en el espacio sin restringir.

Espacio proyectado:

• Para lugares:

CREiFα =
fi.x

2
iα

λα
i = 1, ..., n and α = 1, ..., v, (3.7)

siendo xiα la coordenada principal del lugar i-ésimo en el α-ésimo eje.

• Para especies:

CREkFα =
u2
kα

λα

k = 1, ..., q and α = 1, ..., v, (3.8)

siendo ukα la coordenada principal de la especie k-ésima en el α-ésimo

eje.

También es posible calcular las contribuciones relativas del α-ésimo factor al

m-ésimo elemento para ambos espacios:

Espacio original:

• Para lugares:

CRFαEi =
fi.x

2
uiα∑n

r=1 fr.x
2
urα

i = 1, . . . , n and α = 1, . . . , ν, (3.9)

siendo xuiα la coordenada principal del lugar i-ésimo en el α-ésimo eje

en el espacio sin restringir.
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• Para especies:

CRFαEk =
u2
ukα∑q

r=1 u
2
ukα

k = 1, . . . , q and α = 1, . . . , ν, (3.10)

siendo uukα la coordenada principal de la espcie k-ésima en el α-ésimo

eje en el espacio sin restringir.

Espacio proyectado:

• Para lugares:

CRFαEi =
fi.x

2
iα∑n

r=1 fr.x
2
rα

i = 1, ..., n and α = 1, ..., v, (3.11)

siendo xiα la coordenada principal del lugar i-ésimo en el α-ésimo eje.

• Para especies:

CRFαEk =
u2
kα∑q

r=1 u
2
rα

k = 1, ..., q and α = 1, ..., v, (3.12)

siendo ukα la coordenada principal de la especie k-ésima en el α-ésimo

eje.

3.2.2. Análisis Canónico de Correspondencias para varia-

bles cualitativas

A continuación se presenta teóricamente el CCA para el caso de tener variables

ambientales de carácter cualitativo.

En presencia de variables ambientales de carácter mixto (cuantitativas y

cualitativas), la matriz Z cambia su composición. Se dispone de p variables,

con pQ cuantitativas y pA cualitativas. Para las cuantitativas, cada columna de
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Z representa una variable. Sin embargo, cada variable cualitativa está definida

por una submatriz de Z, que se denomina Zj , formada por los mj indicadores

asociados a las mj modalidades de dicha variable j, j = 1, . . . , pA.

Se define, por tanto, la matriz combinada Zmix, compuesta por la submatriz

correspondiente a las pQ variables cuantitativas Dn-estandarizadas (ZQ) y por los

indicadores Dn-centrados asociados a cada una de las modalidades del conjunto

de variables cualitativas (ZA):

Zmixn×h =
[
ZQn×pQ

‖ ZAn×m

]
,

siendo m =
∑pA

j=1mj el número total de modalidades de las pA variables

cualitativas, con h = pQ +m. Su rango ν seŕıa como mucho, el mı́nimo de n− 1

y pQ +m− pA.

El hecho de elegir los indicadores Dn-centrados tiene como objetivo encontrar

estimaciones de los marcadores de las modalidades de forma que sean los

centroides de los lugares en donde dicha modalidad esté presente.

Para que la matriz de productos cruzados de Zmix sea invertible, es necesario

trabajar con su inversa generalizada. Realizando la descomposición en valores

singulares de la matriz de productos cruzados Z⊤
mixDnZmix y operando sobre la

matriz de valores singulares, se obtiene la inversa generalizada de Penrose.

Es decir, si:

Z⊤
mixDnZmix = ΓΛΓ⊤,

tal que Γ⊤Γ = Iν , con Λ matriz diagonal conteniendo los autovalores en

orden decreciente, siendo ν el rango de la matriz a descomponer. Y sea Λ− la

matriz diagonal con los elementos no nulos iguales a las inversas de los respectivos

elementos no nulos de Λ. Por tanto, la inversaa generalizada de Penrose de la
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matriz de productos cruzados es:

(
Z⊤

mixDnZmix

)−
= ΓΛ−Γ⊤ (3.13)

A partir de 3.13 se obtiene el valor de:

[(
Z⊤

mixDnZmix

)−]1/2
= Γ

[
Λ−
]1/2

necesario para el cálculo de W .

Una vez definida la inversa generalizada de la matriz de productos cruzados,

el CCA se basa en la descomposición de

(
Z⊤

mixDnZmix

)−
W⊤DqW.

Para obtener los marcadores de las variables ambientales se debe premultipli-

car la descomposición espectral deW por una matriz diagonalN−1 formada por

dos bloques:

N−1 =



IQ 0

0 N−1
A




h×h

,

tal que,

N−1
A m×m =

[
diag

(
Z⊤

Am×nDnn×n1n×1

)]−1
.

con ZA matriz que contiene los indicadores sin centrar.

Las expresiones para los marcadores de las variables ambientales en

coordenadas estándar se calculan:
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Bo =N−1(Z⊤
mixDnZmix)

−1/2T.

3.2.3. Interpretación

Las coordenadas resultantes del CCA se pueden representar en un mismo

gráfico. Los lugares, las especies y las variables ambientales de carácter cualitativo

están representadas por puntos y las variables ambientales cuantitativas por

vectores.

Las coordenadas de los lugares son los valores de los lugares en los gradientes

obtenidos correspondientes a los ejes que se estén representando. Cada punto

especie en el gráfico está situado en el centroide (promedio ponderado) de los

puntos lugares en los que está presente dicha especie, es decir, el centroide de su

nicho. Dado que es un promedio ponderado, los lugares próximos al punto especie

tienden a presentar mayores abundancias de la especie en cuestión que aquellos

posicionados lejos de dicho punto.

La distancia Chi-cuadrado es una medida de la disimilaridad entre el perfil

de abundancia de una especie y el de otra. Aśı, diferencias en la abundancia

total entre especies no incrementan necesariamente su disimilaridad medida ésta

con la distancia Chi-cuadrado. Por lo tanto, especies que están próximas en el

gráfico se espera que sean similares en cuanto a su distribución a lo largo de los

lugares mientras que especies distantes tienden a ser más diferentes en ese aspecto.

Hay que tener en cuenta que, puntos especies situados cerca pueden presentar

diferencias considerables si la bondad del ajuste es mala, ya que pueden estar

situados a más distancia en otros ejes diferentes a los presentados en el gráfico.

La interpretación para las distancias entre los puntos lugares es la misma que

para el caso de los puntos especies.
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Las variables ambientales cuantitativas se muestran según sus correlaciones

con los ejes. Las puntas de las flechas muestran la dirección de máximo cambio

en los valores asociados a las variables y la longitud es proporcional a la máxima

tasa de cambio. En la dirección perpendicular la variable no cambia su valor.

También es posible estudiar las correlaciones entre las variables ya que pueden

ser estimadas a partir de la proyección de las puntas de las flechas sobre las otras

variables. El orden de dichas proyecciones sobre una determinada variable ofrece

un orden en cuanto a la correlación de dicha variable con el resto.

Los puntos especies son los promedios ponderados de los lugares donde están

presentes no sólo en el gráfico sino también cuando se proyectan sobre una

determinada variable ambiental. Esto es debido a que las proyecciones de los

puntos que representan a lugares y especies sobre una determinada variable

aproximan los valores de los lugares y los promedios ponderados de las especies

para dicha variable.

Las variables de carácter cualitativo están representadas por los centroides de

sus categoŕıas. Una variable cualitativa está formada por un número de categoŕıas

que conforman una partición de los lugares. Cada categoŕıa se representa como

un punto en el gráfico que es el centroide de los puntos que pertenecen a dicha

categoŕıa. (El centroide es el promedio ponderado, siendo la ponderación la

abundancia total de un lugar).
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3.3. Análisis Canónico No Simétrico de Corres-

pondencias

Como se explicó en la introducción, cuando el objetivo es evaluar una tabla

de contingencia en la que ambas variables no juegan el mismo papel, es decir,

cuando existe una estructura de dependencia, Gimaret-Carpentier et al., 1998;

Kroonenberg y Lombardo, 1999 proponen una alternativa al CA denominada

NSCA (análisis de Correspondencias no Simétrico). En este sentido, cuando se

dispone de más de dos variables categóricas, (D´Ambra y Lauro, 1989, 1992;

Lauro y D´Ambra, 1984) proponen el análisis Múltiple de Correspondencias

no Simétrico. También existe una versión no simétrica del COIA (Esposito,

1997). Cuando además de la estructura de dependencia se dispone de una matriz

de variables externa, Willems y Galindo, 2008 proponen el CNCA (análisis

Canónico de Correspondencias no Simétrico). A continuación se presentan los

aspectos teóricos más relevantes de esta técnica. El objetivo es estudiar la relación

entre los lugares muestreados y las especies estudiadas teniendo en cuenta la

información externa disponible relativa a las variables pero considerando las

especies dependientes de los lugares.

Sea la información de q especies y p variables ambientales cuantitativas

medidas sobre n lugares, expresada en las siguientes matrices:

matriz Y, de orden n×q, cuyo elemento genérico yik, i = 1, ..., n k = 1, ..., q,

contiene información de la k-ésima especie en el i-ésimo lugar, con matriz

de correspondencias asociada F = y−1Y, siendo y la suma total de la matriz

Y;

matriz Z, de orden n×p, cuyo elemento genérico zij , i = 1, ..., n, j = 1, ..., p,

contiene el valor de la j-ésima variable ambiental cuantitativa en el i-ésimo
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lugar.

Sea Dn = diag(f1., f2., ..., fn.) la matriz cuya diagonal es el vector fn = F1q,

que son los marginales fila (lugares) de la matriz F; con 1q vector de q unos. 1n

es un vector de n unos; fq = F⊤1n, es el vector de marginales de las q columnas

(especies) f.k, k = 1, ..., q.

A partir de las definiciones dadas anteriormente, se define la matriz the

perfiles-fila como:

P = D−1
n F (3.14)

cuya expresión centrada es:

P̃ = D−1
n (F− fnf

⊤
q ) (3.15)

Para cada especie, la matriz centrada P̃ muestra la magnitud de la diferencia

entre su participación en ese perfil-lugar y el perfil media, indicando una mayor

o menor abundancia relativa al lugar dado.

Proyectando P̃ a través de la matriz

Π = Z(Z⊤DnZ)
−1Z⊤Dn (3.16)

se obtiene:

P̃
∗
= Π P̃ (3.17)

Utilizando el concepto de tripletas de Escoufier, 1987, el CNCA se basa en el

análisis de la tripleta (P̃
∗
, Iq,Dn), lo que implica la siguiente descomposición en

valores singulares:
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P̃
∗
= RΛ1/2T⊤ (3.18)

tal que,

R⊤DnR = Iν (3.19)

y

T⊤T = Iν , (3.20)

donde R y T son matrices que contienen en sus columnas los vectores

singulares izquierdos y derechos, respectivamente, de la matriz P̃
∗
, siendo ν el

número máximo de ejes retenidos (rango de la matriz Z), conΛ1/2 matriz diagonal

cuyos términos son los respectivos valores singulares, en orden decreciente (λ
1/2
1 ≥

λ
1/2
2 ≥ ... ≥ λ

1/2
ν ).

De 3.18 se obtiene la expresión para las puntuaciones de lugares y especies.

Si se escribe P̃
∗
= XUo⊤ tal que,

X = RΛ1/2 = P̃
∗
T, (3.21)

Uo = T. (3.22)

La matriz X contiene en su α-ésima columna las coordenadas principales para

los lugares correspondientes al eje factorial α-ésimo, con matriz de covarianzas

Λ, siendo sus coordenadas estándar Xo = R.

En las columnas de Uo se encuentran las coordenadas estándar para las

especies, con varianza unitaria, siendo sus coordenadas principales U = TΛ1/2.

Para calcular las coordenadas para las variables ambientales, se define la

intertabla L = F⊤
I Z donde FI = F− fnf

⊤
q .

Para conseguir que las estimaciones de las puntuaciones sean invariantes por
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transformaciones lineales no singulares de las variables ambientales, la matriz

L se pondera por la inversa de la matriz de covarianzas de Z. Entonces, el

CNCA se basa en la descomposición en valores singulares de la tripleta Lp =

(Z⊤DnZ)
−1/2L⊤:

Lp = KΛ1/2T⊤ (3.23)

tal que,

K⊤K = Iν (3.24)

y

T⊤T = Iν , (3.25)

donde la matriz K, de orden p× v, y la matriz T, de orden q × v, contienen

los vectores singulares izquierdos y derechos, respectivamente, de la matriz Lp,

con Λ1/2 matriz diagonal de orden ν, cuyos elementos son los respectivos valores

singulares, en orden decreciente (λ
1/2
1 ≥ λ

1/2
2 ≥ ... ≥ λ

1/2
ν ). Las dos últimas

matrices (T y Λ1/2) son equivalentes a las obtenidas en 3.18.

Si escribimos L⊤ como:

L⊤ = (Z⊤DnZ)
1/2KΛ1/2T⊤, (3.26)

se obtienen las puntuaciones para las variables ambientales en coordenadas

principales:

B = (Z⊤DnZ)
1/2KΛ1/2, (3.27)

siendo las coordenadas estándar,
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Bo = (Z⊤DnZ)
1/2K. (3.28)

El cálculo de las matrices P̃
∗
y L se muestra en la figura 3.2.

Figura 3.2: Esquema de la obtención de P̃
∗
y L.

3.3.1. Análisis de las Contribuciones de los elementos y

los factores en el CNCA

En el contexto del CCA se explicó la manera de calcular contribuciones

relativas de los elementos y de los factores. En el caso del CNCA también se

pueden calcular para lugares y especies en los espacios original y proyectado.

Las expresiones para las contribuciones del m-ésimo elemento en el α-ésimo

factor (CREmFα), vienen dadas por:
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Para lugares:

CREiFα =
fi.x

2
iα

λα
i = 1, ..., n and α = 1, ..., v, (3.29)

siendo xiα la coordenada principal del lugar i-ésimo en el α-ésimo eje.

Para especies:

CREkFα =
u2
kα

λα

k = 1, ..., q and α = 1, ..., v, (3.30)

siendo ukα la coordenada principal de la espcie k-ésima en el α-ésimo eje.

La tabla 3.2 presenta las medidas de calidad para ejes factoriales y elementos.

Para su cálculo se parte de las distancias al cuadrado (tabla 3.1) de especies y

lugares respecto a dos diferentes espacios:

El espacio proyectado, es decir, la inercia total de los valores ajustados

(indicado con supeŕındice PS).

El espacio original, es decir, la inercia total de los valores observados

(indicado con supeŕındice OS).

Los indicadores denominados Qα,m son una medida de la calidad de

representación del m-ésimo elemento en el eje α-ésimo. Toman valores entre cero

y uno (uno indica representación exacta). El estad́ıstico Q
(OS)
α,k indica como de bien

dichas variables ambientales explican cada una de las especies. Para especies, la

varianza de los valores ajustados es menor, o igual, a la varianza de los valores

originales (debido a las propiedades de la regresión). Este no es el caso de los

lugares, el cuadrado de la distancia entre el respectivo centroide y los valores

proyectados pueden ser mayores que la propia distancia en el espacio original.
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Aśı, el estad́ıstico para los lugares relativo al espacio original se denomina Dα,i,

para diferenciarlo de aquellas que son medidas de calidad, ya que no es un coseno

cuadrado.

Especies Lugares

Espacio
Original d2O,k =

n∑

i=1

1

fi.
(fik − fi.f.j)

2
d2O,i =

q∑

k=1

(
fik

fi.
− f.k

)2

Espacio de
Proyección d2Pr,k =

n∑

i=1

fi. (p̃
∗
ik)

2 d2Pr,i =

q∑

k=1

(p̃∗ik)
2

Tabla 3.1: Distancias al cuadrado (especies y lugares), con respecto al espacio
proyectado (PS) y al espacio original (OS).

Relativo a ejes
factoriales

Respecto del espacio pro-
yectado (supeŕındice PS)

Respecto del espacio ori-
ginal (supeŕındice OS)

I(PS)
α =

λ2
α∑v

α=1 λ
2
α

Proporción de inercia ex-
plicada por el eje α-ési-
mo, con respecto a la
inercia total de los datos
proyectados.

I(OS)
α =

λ2
α

TI(NSCA)

Proporción de inercia ex-
plicada por el eje α-ési-
mo, con respecto a la
inercia total de los datos
originales.

Relativo a
elementos

Lugares Q
(PS)
α,i =

x2iα
d2Pr,i

Dα,i =
x2iα
d2O,i

Especies Q
(PS)
α,k =

u2kα
d2Pr,k

Q
(OS)
α,k =

u2kα
d2O,k

Dα,i puede ser mayor que uno.

Tabla 3.2: Calidades de representación para las puntuaciones de ejes factoriales
y elementos (especies y lugares), con respecto al espacio proyectado (PS) y al
espacio original (OS). α = 1, ..., v.
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3.3.2. Análisis Canónico No Simétrico de Corresponden-

cias para variables cualitativas

A continuación, se detalla el desarrollo teórico del CNCA para el caso de tener

un conjunto de variables ambientales que no sean cuantitativas.

En presencia de variables ambientales de carácter mixto (cuantitativas y

cualitativas), la matriz Z cambia su composición. Se dispone de p variables,

con pQ cuantitativas y pA cualitativas. Para las cuantitativas, cada columna de

Z representa una variable. Sin embargo, cada variable cualitativa está definida

por una submatriz de Z, que se denomina Zj, formada por los mj indicadores

asociados a las mj modalidades de dicha variable j, j = 1, . . . , pA. Luego esta

matriz Z no es de rango completo, lo cual es necesario para que su matriz de

productos cruzados sea invertible y se pueda calcular la matriz Lp.

Se define, por tanto, la matriz combinada Zmix, compuesta por la submatriz

correspondiente a las pQ variables cuantitativas Dn-estandarizadas (ZQ) y por los

indicadores Dn-centrados asociados a cada una de las modalidades del conjunto

de variables cualitativas (ZA):

Zmixn×h =
[
ZQn×pQ

‖ ZAn×m

]
,

siendo m =
∑pA

j=1mj el número total de modalidades de las pA variables

cualitativas, con h = pQ +m. Su rango ν seŕıa como mucho, el mı́nimo de n− 1

y pQ +m− pA.

El hecho de elegir los indicadoresDn-centrados tiene como objetivo encontrara

estimaciones de los marcadores de las modalidades de forma que sean los

centroides de los lugares en donde dicha modalidad esté presente.

Los elementos lkj de la matriz L, k = 1, . . . , q, j = pQ + 1, . . . , h, asociados

a las modalidades de las variables cualitativas, contienen la diferencia entre los
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totales de los elementos positivos y negativos de cada columna (especie) de FI

considerando sólo los lugares donde la modalidad esté presente.

Para que la matriz de productos cruzados de Zmix sea invertible, es necesario

trabajar con su inversa generalizada. Realizando la descomposición en valores

singulares de la matriz de productos cruzados Z⊤
mixDnZmix y operando sobre la

matriz de valores singulares, se obtiene la inversa generalizada de Penrose.

Es decir, si:

Z⊤
mixDnZmix = ΓΛΓ⊤,

tal que Γ⊤Γ = Iν , con Λ matriz diagonal conteniendo los autovalores en

orden decreciente, siendo ν el rango de la matriz a descomponer. Y sea Λ− la

matriz diagonal con los elementos no nulos iguales a las inversas de los respectivos

elementos no nulos de Λ. Por tanto, la inversaa generalizada de Penrose de la

matriz de productos cruzados es:

(
Z⊤

mixDnZmix

)−
= ΓΛ−Γ⊤ (3.31)

A partir de 3.31 se obtiene el valor de:

[(
Z⊤

mixDnZmix

)−]1/2
= Γ

[
Λ−
]1/2

necesario para el cálculo de Lp.

Una vez definida la inversa generalizada de la matriz de productos cruzados

y sutituyendo en 3.16
(
Z⊤

mixDnZmix

)−1
por su equivalente definido en 3.31, y Z

por Zmix, se obtienen los marcadores de lugares y especies.

Para obtener los marcadores de las variables ambientales se debe premultipli-

car la descomposición espectral de Lp =KΛ1/2T⊤ por una matriz diagonalN−1
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formada por dos bloques:

N−1 =



IQ 0

0 N−1
A




h×h

,

tal que,

N−1
A m×m =

[
diag

(
Z⊤

Am×nDnn×n1n×1

)]−1
,

con ZA matriz que contiene los indicadores sin centrar.

Las expresiones para los marcadores de las variables ambientales se calculan:

B =N−1(Z⊤
mixDnZmix)

1/2KΛ1/2,

siendo las coordenadas estándar,

Bo =N−1(Z⊤
mixDnZmix)

1/2K.

3.3.3. Interpretación

La interpretación conjunta de especies-lugares y especies-variables ambientales

se realiza a través de las proyecciones de los marcadores de una de las nubes de

puntos sobre la que se pretende relacionar. Esto se debe a que los conjuntos

de marcadores forman dos representaciones biplot superpuestas. Como se trabaja

sobre perfiles-lugares, la representación biplot que se ajusta al objetivo de analizar

la distribución de los lugares según su población de especies, es la que representa

a los lugares y a las variables ambientales en coordenadas principales y a las

especies en coordenadas estándar.

El producto interno de los marcadores de especies y lugares permite recuperar
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los valores de los perfiles-lugares centrados (p̃∗ik). Este valor es solamente una

aproximación si sólo se retienen los primeros ejes. La proyección de los marcadores

de especies sobre la recta que une el origen con cada uno de los marcadores lugares,

es proporcional a dicha aproximación.

Por lo tanto, las especies proyectadas en el extremo positivo del eje

correspondiente a un determinado lugar, son especies con mayores incrementos

en probabilidad de tener en dicho lugar un valor de composición relativa centrada

ajustada de importancia. Por el contrario, si esta proyección se sitúa en el extremo

negativo, la probabilidad de tener en ese lugar tales valores es escasa o nula.

Dado que las relaciones entre ambos conjuntos de puntos se obtiene a través

de productos escalares, una especie puede estar situada lejos de un lugar en

términos de distancia Eucĺıdea pero, debido a su proyección, ser de importancia

relativa en ese lugar. Lugares próximos entre śı, bien representados, indican que

su composición, en cuanto a especies se refiere y ajustadas según las variables

ambientales, es similar.

Por otro lado, el producto interno entre los marcadores de especies y variables

ambientales permiten recuperar los valores de la matriz L. Si se retienen sólo

los primeros ejes, esta afirmación es aproximada, siendo este valor proporcional

a las proyecciones de los marcadores de especies (en coordenadas estándar)

sobre la recta determinada por el vector que representa una variable ambiental

(en coordenadas principales). Por tanto, para cada especie se obtiene una

cuantificación de la magnitud de las diferencias que existen en la variable

ambiental de referencia, entre los lugares con coberturas relativas fik superiores

a la esperada si la distribución de tal especie fuera al azar, de aquellas inferiores

a tal valor.

En este escalamiento condicional-lugar, los marcadores de lugares y variables

ambientales no conforman un biplot. Aún aśı, la orientación de cada vector que
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representa a una variable ambiental permite identificar las zonas (lugares) hacia

donde crecen los valores de dicha variable.

3.4. Análisis de Coinercia

Tanto el CCA como el CNCA tienen la desventaja de que necesitan que el

número de lugares de muestreo sea mayor que el número de variables analizadas.

Como alternativa a ambos métodos se presenta el COIA (Dolédec y Chessel,

1994). Esta técnica no tiene limitaciones en cuanto al número de variables y

lugares de muestreo.

Diferentes estad́ısticos como la covarianza o el coeficiente de correlación de

Pearson miden la relación entre dos variables. El COIA (Dolédec y Chessel, 1994)

se basa en la definición de un estad́ıstico para medir dos o más grupos de variables.

Sea la información de q especies y p variables ambientales cuantitativas

medidas sobre n lugares, expresada en las siguientes matrices:

matriz Y, de orden n×q, cuyo elemento genérico yik, i = 1, ..., n k = 1, ..., q,

contiene información de la k-ésima especie en el i-ésimo lugar. Cada lugar

puede ser representado como un punto en el espacio q-dimensional de las

especies;

matriz Z, de orden n×p, cuyo elemento genérico zij, i = 1, ..., n, j = 1, ..., p,

contiene el valor de la j-ésima variable ambiental cuantitativa en el i-ésimo

lugar. Cada lugar puede ser representado como un punto en el espacio de

p dimensiones donde los ejes representan a cada una de las p variables

ambientales.

Sea Dn = diag(f1., f2., ..., fn.) la matriz cuya diagonal contiene los pesos de los

lugares (se suponen iguales para ambas matrices), Dq de orden qxq una métrica
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en el espacio de las especies y Dp de orden pxp una métrica en el espacio de

las variables, entonces la inercia de la nube de lugares alrededor del punto de

referencia (en el espacio de las variables) o es:

Io =

n∑

i=1

fi. ‖ Zi ‖2Dp
= traza(ZDpZ

⊤Dn).

Los lugares se pueden proyectar sobre un vector Dp-normado u y la inercia

proyectada se puede expresar como:

I(u) = u⊤DpZ
⊤DnZDpu

Consecuentemente, la intercia total se puede descomponer sobre un conjunto

de vectores Dp-normados ortogonales uk:

Io =

p∑

k=1

I(uk) =

p∑

k=1

u⊤
k DpZ

⊤DnZDpuk =

p∑

k=1

‖ ZDpuk ‖2Dn
.

Si se calcula la inercia respecto del espacio de las especies, se tiene:

Jo = traza(YDqY
⊤Dn)

y puede ser descompuesta sobre un conjunto de vectores Dq-normados

ortogonales vk.

La co-inercia es una medida global de la co-estructura de los lugares sobre

los espacios de las variables ambientales y las especies: es alto cuando las dos

estructuran vaŕıan simultáneamente y bajo cuando las dos estructuras vaŕıan

independientemente o cuando no vaŕıan. Su expresión es:
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Co− I =

p∑

k=1

∑

j=1q

(
u⊤
k DpZ

⊤DnYDqvj

)2
= traza

(
Z⊤DpZ

⊤DnYDqY
⊤Dn

)
.

Si las nubes de puntos están centradas, la inercia es la suma de las varianzas

y la co-inercia la suma de los cuadrados de las covarianzas.

Basándose en el concepto de co-inercia, Chessel y Mercier, 1993; Dolédec

y Chessel, 1994 desarrollaron el análisis de la Coinercia. Es una técnica que

descompone la co-inercia sobre un conjunto de vectores ortogonales. Se define

como el estudio de la tripleta (Y⊤DnZ,Dp,Dq). El objetivo es encontrar un

vector v1 en el espacio de las especies y un vector v1 en el espacio de las variables

que tengan máxima co-inercia. Si las matrices Y y Z están centradas, entonces

el COIA maximiza la covarianza al cuadrado entre la proyección de Y sobre v1

y la proyección de Z sobre u1:

cov2 (ZDpu1,YDqv1) = corr2 (ZDpu1,YDqv1)× var (ZDpu1)× var (YDqv1) .

Para el estudio de la tripleta (Y⊤DnZ,Dp,Dq) se realiza la siguiente

descomposición en valores singulares:

D(1/2)
p Z⊤DnYDqY

⊤DnZD
(1/2)
p ≈ KrΛrK

⊤
r

donde Kr de orden p× r cumple K⊤
r Kr = Ir.

A partir de esta expresión se obtienen los ejes de co-inercia Dp-normalizados

en el espacio de las variables ambientales:

vZ
r = D−(1/2)

p Kr.
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Los ejes de co-inercia Dq-normalizados en el espacio de las especies:

vY
r = Y⊤DnZD

(1/2)
p KrΛ

−(1/2)
r .

Las coordenadas para los lugares en cada uno de los espacios se obtienen:

En el espacio de las variables:

XZ
COIA = ZDpv

Z
r

En el espacio de las especies:

XY
COIA = YDqv

Y
r .

En la figura 3.3 se muestra el esquema de este método.

Figura 3.3: Esquema del análisis de la Coinercia.

Esta técnica suele ser utilizada como alternativa al CCA o al CNCA en el caso
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de tener datos cuyo número de variables excede al número de lugares analizados.

Estos datos cada vez son más frecuentes sobretodo en campos como la genética y

la proteómica donde, sobre un conjunto muy pequeño de pacientes se han medido

cantidades elevadas de variables.

3.5. Bootstrap sobre Análisis Canónico de Co-

rrespondencias Simétrico y no Simétrico

Todos los métodos explicados anteriormente presentan los resultados obteni-

dos de una forma meramente descriptiva, sin proporcionar medidas que permitan

decidir sobre la precisión de dichos resultados. Para ello, algunos autores pro-

ponen la utilización de la metodoloǵıa Bootstrap (Efron, 1979, 1987; Efron y

Tibshirani, 1993) explicada en la sección 2.3 para estudiar dicha precisión. De es-

te modo, Meulman, 1982 propone volver a ejecutar en cada muestra bootstrap un

CA y poner todas las soluciones juntas. Greenacre, 1984 propuso usar las réplicas

como elementos suplementarios en el análisis de la matriz original. Knox y Peet,

1989 aplican los métodos Bootstrap sobre el DCA. La estabilidad del NSCA se

ha estudiado también utilizando los métodos Bootstrap (Balbi, 1992). Markus

y Visser, 1992 aplican dichos métodos para generar regiones de confianza en el

MCA. Reiczigel, 1996 desarrollaron un test bootstrap para el CA que incluye la

construcción de intervalos de confianza. Lombardo y Ringrose, 2012; Lombardo

et al., 2012 proponen la construcción de regiones de confianza tanto para el NSCA

como para el CA clásico.

Con el fin de evaluar la precisión (expresada en términos de sesgo, error

estándar e intervalos de confianza) de la información extráıda de matrices de

datos utilizando el CCA en su versiones simétrica y no simétrica, se utilizaron los
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métodos Bootstrap (Efron, 1979, 1987; Efron y Tibshirani, 1993).

Para llevar a cabo este análisis se parte de la matriz Y de composición de

especies. Hay que tener en cuenta que las unidades de remuestreo no son los

lugares sino cada individuo de cada especie que se ha contabilizado en cada uno

de los lugares de muestreo. Por lo tanto, el remuestreo se va a realizar manteniendo

fijo los marginales columna de la muestra original. Con los resultados obtenidos

a partir del remuestreo bootstrap, es posible construir intervalos de confianza

para cada parámetro de interés. Se utilizan los intervalos bootstrap, basado en

percentiles y BCa (resumidos en la sección 2.3).

3.6. Programa cncaGUI

Dado que el análisis Canónico de Correspondencias no Simétrico no tiene

un software espećıfico para poder utilizarse se ha desarrollado en R (R-Team,

2014) una nueva interfaz gráfica de usuario que permita el uso de dicha técnica y

además se incorpore la posibilidad de hacer inferencia de los resultados obtenidos

mediante los métodos Bootstrap descritos anteriormente. En la interfaz se han

incorporado también el CCA con su correspondiente versión inferencial y el COIA

como alternativa a ambos en el caso de tener más variables que individuos aunque,

esta última únicamente se incorpora de un modo descriptivo para complementar

la utilidad de dicha interfaz.

El nuevo paquete implementado recibe el nombre de cncaGUI. Este paquete

está disponible en http://cran.r-project.org/web/packages/cncaGUI. El

nombre se debe a las iniciales del análisis Canónico de Correspondencias no

Simétrico (cnca) e Interfaz Gráfica de Usuario (GUI).

Al igual que en el caso del paquete descrito en el caṕıtulo anterior, es necesario

bajar e instalar R desde la web cran.r-project.org. A continuación hay que

http://cran.r-project.org/web/packages/cncaGUI
cran.r-project.org
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descargar el paquete cncaGUI y sus dependencias que son los paquetes: rgl,

tcltk, tcltk2, tkrplot y shapes; (Adler y Murdoch, 2012; Dryden, 2014;

Grosjean, 2012; Tierney, 2012).

Para poder utilizar el paquete cncaGUI desde R, se debe introducir el comando

library(cncaGUI) en la consola de R. Una vez realizadas estas acciones, se deben

cargar los datos que se quiere analizar. Los datos necesarios para que la interfaz

funcione son:

especies, matriz de datos que contiene la información de n lugares sobre

los que se han medido la abundancia de q especies.

variables, matriz de datos que contiene la información de los n lugares (los

mismos que la matriz de especies) sobre los que se han evaluado p variables.

Una vez cargados los datos, para que se muestre la ventana principal (figura

3.4) se debe introducir el comando cnca(especies,variables) en la consola.

Figura 3.4: Ventana principal.

Esta ventana presenta tres radiobuttons que permiten elegir el análisis que se

va a utilizar sobre los datos introducidos: análisis Canónico de Correspondencias

no Simétrico, análisis Canónico de Correspondencias Simétrico y análisis de la

Coinercia.

Cuando se ha elegido el análisis que se va a aplicar sobre los datos el programa

realiza las siguientes comprobaciones:
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El usuario ha introducido dos matrices para analizar.

El número de filas es igual para ambas matrices.

En el caso de haber elegido CCA o CNCA, se comprueba que el número

de filas es superior al número de columnas para ambas matrices. En caso

contrario se sugiere la utilización del COIA.

Dado que estas técnicas se pueden utilizar en otros contextos diferentes del

ecológico, a continuación se presenta una ventana (figura 3.5) que permite cambiar

la denominación de lugares, especies y variables por las unidades que se estén

analizando ya que dichas etiquetas se utilizarán en los gráficos y tablas que

resulten del análisis. También es posible analizar datos que contengan variables

cualitativas. Para ello hay que indicar al programa si los datos contienen variables

cualitativas y en caso de tenerlas, cuantas variables son cuantitativas y cuantas

cualitativas. El programa elige por defecto las pA primeras columnas como

cuantitativas y el resto como cualitativas.

Figura 3.5: Ventana para cambio de denominación.

Una vez que el usuario pulsa el botón OK aparece la ventana de opciones (figura

3.6).

En ella es posible:

Elegir una transformación previa a realizar sobre los datos originales:



188 Caṕıtulo 3. Análisis de pares de matrices con una dimensión común

Figura 3.6: Ventana de opciones.

• Restar la media global

• Centrar por columnas

• Estandarizar por columnas

• Centrar por filas

• Estandarizar por filas

• Doble centrado

• No realizar ninguna transformación

Cambiar color, tamaño, etiqueta y śımbolo que van a representar a los

lugares en los gráficos.

Cambiar color, tamaño, etiqueta y śımbolo que van a representar a las

especies en los gráficos.

Cambiar color, tamaño y etiqueta que van a representar a las variables en

los gráficos.

Mostrar los ejes de coordenadas en los gráficos.

Representar en el gráfico las coordenadas para los lugares.

Mostrar en el gráfico las etiquetas correspondientes a los lugares en el caso

de que se haya elegido la opción de representar los lugares.
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Cambiar el tamaño de las ventanas para que el programa se pueda utilizar

en diferentes tamaños de pantalla.

Una vez que se pulsa el botón Graph emerge una ventana (figura 3.7) que

contiene un diagrama de barras con el porcentaje de información que explica

cada eje.

Figura 3.7: Ventana de barplot.

Una vez que se han introducido el número de ejes necesarios, se pulsa el

botón Choose y aparece la ventana (figura 3.8) que contiene el gráfico con

las coordenadas para especies y variables ambientales sobre las dos primeras

dimensiones si se ha elegido CCA o CNCA o las coordenadas de los lugares en el

espacio de las variables y de las especies superpuestos sobre el mismo gráfico en

el que cada par de coordenadas está unido por una flecha.
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Figura 3.8: Ventana que muestra la representación de las coordenadas obtenidas
mediante el método elegido en dos dimensiones.

En esta ventana se pueden ver dos partes y varios menús que cambian según

el análisis elegido en la primera ventana. En la parte de la derecha se puede

observar la representación gráfica de las coordenadas para especies y variables

ambientales. En este gráfico es posible mover las etiquetas de los puntos con el

botón izquierdo del ratón y se pueden cambiar las caracteŕısticas gráficas de los

puntos con el botón derecho del ratón. En la parte izquierda se dispone de tres

listbox que sirven para elegir la dimensión que se quiere ver en cada gráfico (2 y

3 dimensiones); cuatro textbox que sirven para elegir los ĺımites de los ejes x e y

para ver una zona del gráfico con más detalle o menos y un botón Refresh que

es necesario pulsar para que sea efectivo el cambio de los anteriores elementos.

Los menús de la parte superior dependen del análisis elegido. Si los métodos

que se están utilizando son el CCA o el CNCA los menús y sus respectivos

submenús son los siguientes:
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File

• Copy image

• Save image

◦ PDF file

◦ Eps file

◦ Png file

◦ Jpg/Jpeg file

• Exit

3D

• 3D

Projections

• Species

• Sites

• Back to original data

Bootstrap

• Bootstrap

Options

• Change title

• Show/Hide axes

• Show/Hide Sites

• Show/Hide labels for Sites
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El primero de ellos permite copiar la imagen al portapapeles, guardarla en

varios tipos de formato y salir del programa. El siguiente es el menú que permite

mostrar el gráfico en 3 dimensiones. En el caso en que se hayan retenido más de

tres ejes, se mostrarán los ejes que se hayan elegido en los listbox de la ventana

de gráfico. En este gráfico es posible rotar la imagen con el botón izquierdo del

ratón y ampliar o disminuir la imagen con el botón derecho del ratón. El tercer

menú que se encuentra disponible sirve para proyectar los puntos que representan

a los lugares o a las especies sobre una determinada variable. Si se elige el

submenú Species se presenta una ventana con el listado de las variables que

están siendo analizadas, al elegir una de ellas y pulsar el botón OK, se muestran

en el gráfico las proyecciones de las especies sobre dicha variable. Si se elige la

opción Sites aparece la misma ventana pero se proyectan los lugares sobre la

variable seleccionada. Esta opción sólo funciona si se tiene habilitada la opción

de ver los lugares en el gráfico de dos dimensiones. Si lo que se desea es volver al

gráfico anterior se elige el submenú Back to original graph. El siguiente menú

es el relativo al análisis inferencial a través de la metodogoĺıa Bootstrap. Cuando

se pulsa sobre el submenú Bootstrap emerge una ventana (figura 3.9) para elegir

los parámetros para los que se quieren medidas de precisión, el número de réplicas

bootstrap para generar dichos resultados y el nivel de confianza con los que se

van a calcular los intervalos de confianza que se presentan. Esta opción genera

gráficos que contienen los histogramas y los gráficos de normalidad de cada uno

de los parámetros elegidos. Se guardan en formato .eps y en .pdf y en la ventana

es posible elegir si se generan en blanco y negro o en color.

En el caso de haber optado por el COIA los menús disponibles son los

siguientes:
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Figura 3.9: Ventana para el análisis Bootstrap.

File

• Copy image

• Save image

◦ PDF file

◦ Eps file

◦ Png file

◦ Jpg/Jpeg file

• Exit

3D

• 3D

COIA

• Show all graphs

• Sites graph

• Species graph
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• Environmental variables graph

• Species axes

• Enviromental variables axes

Options

• Change title

• Show/Hide axes

Los distintos submenús del menú COIA muestran:

Sites graph. Se muestra el gráfico con la superposición de las coordenadas

para los lugares en el espacio de las especies y en el de las variables.

Species graph. Se muestra el gráfico con las coordenadas para las especies.

Environmental variables graph. Se muestra el gráfico con las coordenadas

para las variables.

Species axes. Se muestra el ćırculo unidad con la correlación de las especies

con los ejes.

Enviromental variables axes. Se muestra el ćırculo unidad con la correlación

de las variables con los ejes.

Show all graphs. Aparece una ventana nueva en la que se muestran todos

los gráficos anteriores.

Junto a esta ventana emerge un archivo de texto con los resultados del análisis

elegido (coordenadas, bondad de ajuste, contribuciones de los elementos a los

factores y de los factores a los elementos, inercia absorbida por cada eje y valores

propios).
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En cuanto a los resultados bootstrap, aparece otro archivo que muestra para

cada parámetro elegido el valor observado, la media calculada a partir de los

valores del parámetro en cada remuestreo, la desviación estándar, el sesgo y los

extremos inferior y superior de los intervalos de confianza t-bootstrap, percentiles

y BCa descritos en la sección 2.3.2.

Estos dos archivos de texto se guardan automáticamente en el directorio en el

que se encuentre el usuario aśı como todos las figuras que contienen histogramas

y gráficos de normalidad de los parámetros seleccionados en la pantalla principal.

Además, el programa muestra tres gráficos donde aparecen representadas

todas las coordenadas de las variables, de las especies y de los lugares que se

han calculado a partir de las muestras bootstrap. Para ello se han realizado

rotaciones Procrustes con el objetivo de poder evaluar las similitudes y diferencias

de las configuraciones obtenidas para variables, especies y lugares. Cada grupo

de coordenadas que representan a la misma variable se muestra en el mismo color

y se encuentra encerrado bajo una ĺınea poligonal cerrada (convex hull).

3.7. Aplicación a Datos

Para ilustrar el manejo del programa y la interpretación de los resultados se

va a realizar un ejemplo con unos datos reales. Los datos utilizados contienen

información de 12 especies de arañas recogidas en trampas en una zona dunar

holandesa (Ter Braak, 1986). Las especies son:

Alop acce. Alopecosa accentuata.

Alop cune. Alopecosa cuneata.

Alop fabr. Alopecosa fabrilis.

Arct lute. Arctosa lutetiana.
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Arct peri. Arctosa perita.

Aulo albi. Aulonia albimana.

Pard lugu. Pardosa lugubris.

Pard mont. Pardosa monticola.

Pard nigr. Pardosa nigriceps.

Pard pull. Pardosa pullata.

Troc terr. Trochosa terricola.

Zora spin. Zora spinimana.

Las muestras han sido recogidas sobre 28 puntos de muestreo. Sobre estos

mismos puntos se han medido las siguientes variables:

Water content. Porcentaje de masa seca del suelo.

Bare sand. Porcentaje de cobertura de arena.

Fallen twigs. Porcentaje de cobertura de hojas y ramas cáıdas.

Cover moss. Porcentaje de cobertura de la capa de musgo.

Cover herbs. Porcentaje de cobertura de la capa de hierba.

Light refl. Reflejo de la superficie con cielo despejado.

Por lo tanto, se disponde de dos matrices que comparten la dimensión relativa

a los lugares de muestreo que tienen dimensiones 28×12 y 28×6 respectivamente.

Como ilustración de la utilización del programa y por ser una técnica menos

conocida, se va a aplicar un CNCA a los datos. Se estandarizan las variables por
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columnas y se retienen tres ejes. En la tabla 3.3 se muestran los valores propios,

la variabilidad explicada por cada eje y la acumulada para el espacio proyectado.

En ella se puede observar que los tres primeros ejes explican el 95,65% de la

variabilidad total.

No. Valor Propio Variabilidad Variabilidad Acumulada
1 0.186 60.76 60.76
2 0.120 25.06 85.82
3 0.075 9.83 95.65

Tabla 3.3: Valores propios y variabilidad explicada (%) y acumulada para los tres
primeros ejes retenidos. Espacio Projectado.

Esta información también se encuentra disponible para el espacio original

(tabla 3.4) observándose como la variabilidad explicada es mucho mayor en el

espacio proyectado ya que en el original los tres primeros ejes sólo explican un

63,06%.

No. Variabilidad Variabilidad Acumulada
1 40.06 40.06
2 16.52 56.58
3 6.48 63.06

Tabla 3.4: Variabilidad explicada (%) y acumulada para los tres primeros ejes
retenidos. Espacio Original.

La interfaz también nos ofrece las contribuciones de los lugares y de las

especies a la conformación de los ejes factoriales (expresadas en tanto por mil).

Estas contribuciones sirven para saber cuales son los elementos que tienen mayor

influencia en la dirección de los ejes factoriales. Dichas cantidades se encuentran

en el apéndice A. Como se puede observar para los lugares, en general, dichas

contribuciones están repartidas entre todos los lugares. Esto significa que todos

los lugares contribuyen de una manera similar a la conformación de los tres ejes

factoriales considerados a excepción de los casos s14 y s07 para el segundo eje y

s25 para el tercero ya que sus contribuciones son más elevadas que las del resto.
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Respecto a las especies, se aprecia que la que más contribuye a la orientación

del primer eje es Trochosa terricola con una contribución del 237,08. También

contribuyen a dicho eje las especies Alopecosa accentuata, Alopecosa fabrilis y

Pardosa monticola. Las especies que más influencia tienes en la conformación del

segundo eje factorial son Pardosa lugubris (304,44) y Pardosa pullata (281,14).

Para el tercer eje, las especies más importantes en su dirección son Pardosa

Monticola, Alopecosa fabrilis y Pardosa nigriceps con contribuciones de 465,27,

165,77 y 114,62 respectivamente.

También es posible analizar las contribuciones de los factores retenidos a cada

uno de los elementos (lugares y especies) tanto en el espacio proyectado como en

el original. Como en el caso anterior, el programa las proporciona expresadas en

tanto por mil.

En el apéndice A se presentan las contribuciones de los factores a los lugares en

el espacio proyectado. Las contribuciones de los tres ejes factoriales considerados

a cada uno de los lugares es superior a 900 excepto para s06 y s13 que tienen

contribuciones de 690,43 y 847,91 respectivamente, lo que nos permite afirmar

que las contribuciones son muy buenas. Se observa además, que la mayoŕıa de

los lugares tienen su mayor contribución proveniente del primer eje; sólamente un

grupo muy pequeño de ellos recibe su mayor aporte del segundo eje y un único

caso del tercer eje.

En el apéndice A también se pueden consultar las contribuciones de los factores

a los lugares si se considera el espacio original. Se puede ver que las contribuciones

de los ejes a cada lugar son buenas aunque menos que en el espacio proyectado

ya que únicamente el 39% de los lugares tienen una contribución total de los tres

ejes superior a 900. En este caso, se sigue observando que la mayor parte de la

contribución proviene del primer eje retenido.
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Las contribuciones de los tres primeros ejes a las especies en el espacio

proyectado se pueden observar en la tabla 3.5. Analizando la suma de las

contribuciones de los tres primeros factores a la representación de cada especie, se

puede ver que dos terceras partes tienen una contribución total de más de 900. El

resto, aunque no llegan a ser tan altas, se pueden considerar buenas al no bajar

ninguna de 500. Si se observa eje a eje, la mitad de las especies tiene su mayor

contribución procedente del primer eje; un grupo muy reducido del segundo eje

ninguna de ellas del tercero, con lo cual se deduce que las especies están bien

representadas en el plano factorial 1− 2.

Elemento Eje 1 Eje 2 Eje 3
Arct.lute 157.71 497.94 173.94
Pard.lugu 402.81 535.43 44.16
Zora.spin 603.27 44.16 97.75
Pard.nigr 255.91 488.68 225.45
Pard.pull 130.98 831.45 0.76
Aulo.albi 256.55 405.54 33.12
Troc.terr 875.60 92.20 17.14
Alop.cune 310.63 6.58 202.05
Pard.mont 568.65 105.95 301.66
Alop.acce 924.11 38.05 6.24
Alop.fabr 722.47 148.72 117.65
Arct.peri 604.10 236.06 135.84

Tabla 3.5: Contribuciones relativas de los primeros tres factores a las especies.
Espacio Proyectado.

En cuanto a las contribuciones de los factores a las especies en el espacio

original, presentadas en la tabla 3.6, cabe destacar que las contribuciones totales

de los tres ejes es mucho más baja que cuando se trata del espacio proyectado. La

mayoŕıa de las especies presenta una mayor contribución procedente del primer

eje, al igual que se observó en el espacio proyectado.
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Elemento Eje 1 Eje 2 Eje 3
Arct.lute 99.18 265.30 108.32
Pard.lugu 228.68 489.46 114.79
Zora.spin 569.66 19.71 52.65
Pard.nigr 213.36 443.31 137.96
Pard.pull 179.39 625.09 84.67
Aulo.albi 184.14 312.91 99.34
Troc.terr 647.11 162.46 70.38
Alop.cune 110.94 46.80 136.56
Pard.mont 424.42 132.55 429.33
Alop.acce 834.49 43.02 5.21
Alop.fabr 570.13 208.43 143.98
Arct.peri 294.79 193.47 230.52

Tabla 3.6: Contribuciones relativas de los primeros tres factores a las especies.
Espacio Original.

A continuación se muestra el gráfico donde se representan los lugares y

las especies mediante puntos y las variables ambientales mediante vectores

(Figura 3.10). Observando dicho gráfico y las contribuciones de las especies a

la conformación de los ejes factoriales se puede ver que el eje 1 está caracterizado

por la presencia de Pardosa monticola, Alopecosa accentuata y Alopecosa frabilis

en el lado positivo y por Trochosa terricola en su lado negativo. En cuanto

al eje 2, las especies Pardosa lugubris y Pardosa pullata caracterizan la parte

positiva y negativa respectivamente. Si se tiene en cuenta las variables ambientales

representadas, se puede considerar que el eje 1 diferencia entre zonas húmedas con

alto portentaje de arena y musgo y que tienen mejor reflejo con cielo despejado.

El eje 2 diferencia zonas con alta cobertura de hierbas. Respecto a las variables, se

observa un gradiente respecto del eje 1 que de izquierda a derecha, va de lugares

secos, con alto porcentaje de follaje y bajo porcentaje de arena y musgo a lugares

más húmedos con mayor cobertura de arena, musgo y mejor reflejo con cielo

despejado.
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Figura 3.10: Gráfico que muestra la representación de los datos en las dos primeras
dimensiones.

Una vez analizadas las estimaciones puntuales de los parámetros calculados

para el CNCA, se analizan los resultados provenientes de la versión inferencial

que se ha desarrollado en el presente caṕıtulo para dicho análisis. Dicha

versión, realizada a partir del remuestreo Bootstrap, ofrece, para cada uno de

los parámetros explicados anteriormente, información acerca del valor puntual

obtenido mediante la muestra original para el parámetro considerado, la media

de todos los valores obtenidos en cada remuestreo, el sesgo entre el valor observado

y dicha media, la desvicación estándar y los intervalos de confianza t-bootstrap,

percentiles y BCa calculados según se explicó en la sección 2.3.2. Dichos cálculos

se realizaron a partir de 1000 muestras y con un nivel de confianza del 95%.
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En primer lugar, se van a analizar los resultados obtenidos para los valores

propios (tabla 3.7). Se observa que las medias de los 1000 valores obtenidos a

partir de las muestras extráıdas y los valores observados muestran unas diferencias

muy pequeñas. El error estándar para los 6 valores propios es menor que 0,01 en

todos los casos y los sesgos son inferiores a 0,02. Al fijarse en la amplitud de los

tres tipos de intervalos de confianza, se puede ver que la máxima se alcanza para

el valor propio 1 en los intervalos t-bootstrap y percentiles con un valor de 0,05,

dicha amplitud también se observa para el valor propio 3 en los mismos tipos de

intervalos. También se puede apreciar que, para cada valor propio, el intervalo

con menor amplitud es el BCa.

V.
Obs

Media SE Sesgo t-b inf t-b
sup

perc
inf

perc
sup

BCa
inf

BCa
sup

1 0.19 0.19 0.01 0.00 0.17 0.21 0.17 0.21 0.16 0.20
2 0.12 0.13 0.01 0.01 0.11 0.14 0.11 0.14 0.10 0.13
3 0.08 0.08 0.01 0.01 0.06 0.11 0.06 0.11 0.06 0.09
4 0.04 0.06 0.01 0.02 0.04 0.07 0.04 0.07 0.03 0.04
5 0.03 0.04 0.01 0.01 0.02 0.05 0.02 0.05 0.02 0.03
6 0.02 0.02 0.01 0.01 0.01 0.04 0.01 0.04 0.01 0.02

Tabla 3.7: Resultados bootstrap para valores propios.

Continuando con el análisis inferencial de los valores propios, se muestran

en la figura 3.11 los histogramas y los gráficos de normalidad. Dichos gráficos

se construyen a partir de los valores calculados utilizando las 1000 submuestras

extráıdas mediante remuestreo Bootstrap. En los histogramas se muestran, a su

vez, los valores observados y la media calculada a partir de las réplicas bootstrap

mediante una ĺınea roja discontinua y una ĺınea azul continua respectivamente.

Según se observa en los gráficos, las ĺıneas descritas anteriormente se encuentran

próximas para los seis valores propios y los gráficos de normalidad muestran que

los valores calculados a partir del remuestreo siguen una distribución normal.

Esto indica que los valores propios se mantienen estables para estos datos.
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Figura 3.11: Histogramas y gráficos de normalidad para los valores propios.

En la tabla 3.8, se muestran los resultados inferenciales para la proporción

de inercia absorbida por cada uno de los tres ejes retenidos referidos al espacio

proyectado. Para estos parámetros se tiene que las medias de las cantidades

obtenidas mediante el remuestreo difieren un poco de los valores observados.

Aunque es necesario tener en cuenta que estas cantidades están multiplicadas por

mil, hecho por el cual dichas diferencias resultan mucho mayores a primera vista.

Por lo tanto, los sesgos obtenidos son pequeños aśı como los errores estándar.

Si se observa la amplitud de los intervalos de confianza pero teniendo en cuenta

el valor original, es decir, dividiendo cada cantidad por 1000, se puede apreciar

que todas son inferiores a 0,15 lo que se traduce en una gran estabilidad para

dichos parámetros. Al igual que suced́ıa en el caso de los valores propios, el tipo
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de intervalo que presenta una menor amplitud para cada uno de los ejes es el

BCa. En la figura 3.12 se muestran los histogramas y los gráficos de normalidad

para dichas proporciones.

V.
Obs

Media SE Sesgo t-b inf t-b
sup

perc
inf

perc
sup

BCa
inf

BCa
sup

E.1 607.62 562.92 35.39 -44.70 493.46 632.37 497.82 631.85 583.41 706.95
E.2 250.55 244.00 27.51 -6.55 190.01 297.99 192.88 300.89 205.96 313.12
E.3 98.28 111.66 26.26 13.38 60.14 163.18 65.68 167.60 51.32 139.03

Tabla 3.8: Resultados bootstrap para la inercia absorbida por cada eje en el
espacio proyectado.
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Figura 3.12: Histogramas y gráficos de normalidad para la proporción de inercia
explicada por cada eje en el espacio proyectado.

En el apéndice A se muestran los resultados para las contribuciones de las

especies y los lugares a la conformación de los ejes factoriales, aśı como la

contribución de los ejes factoriales a cada uno de los elementos (lugares y especies)

tanto en el espacio proyectado como en el original. Teniendo en cuenta, como en el

caso anterior, que las cantidades están multiplicadas por 1000, los sesgos entre los

valores observados y las medias obtenidas a partir de las muestras bootstrap son

muy pequeños para las contribuciones tanto de los lugares como de las variables

a la conformación de los ejes factoriales. Sólamente en 26 parámetros se supera

el 0,01. Sin embargo, aunque en media no difieran mucho, se puede observar

que la amplitud de los intervalos de confianza es notable en algunos casos. Este
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hecho indica que las contribuciones de los elementos a la dirección de los ejes

no es tan estable como los parámetros estudiados anteriormente. En cuanto

a las contribuciones de los ejes factoriales a los elementos (lugares y especies)

tanto en el espacio proyectado como en el original, se observa también que los

sesgos no superan el 0,1 en el 84% de los parámetros analizados. Aunque, como

suced́ıa con las contribuciones de los elementos a la conformación de los ejes

factoriales, la diferencia entre los extremos superior e inferior de los intervalos

de confianza indican una estabilidad leve. Cabe destacar, que la mayoŕıa de

los extremos inferiores calculados mediante el método t-bootstrap son negativos

para las contribuciones. Este suceso hace pensar que este método no es adecuado

para estos parámetros ya que las contribuciones nunca son negativas y por esto,

dicho método nos proporciona unos resultados irreales. Por último, un aspecto

importante a tener en cuenta es cuando el programa no proporciona intervalos

de confianza para el tipo BCa. En vez de disponer de los extremos inferior y

superior, aparece NA. Esto es debido a que los valores de dicho parámetro para

cada remuestreo son todos menores que el valor observado y no se puede calcular

el intervalo BCa bajo esas caracteŕısticas. En estos casos, se deduce que el valor

observado para la muestra original no es muy representativo y la estabilidad para

dicho parámetro seŕıa mala. Por motivos de espacio no se incluyen los histogramas

y los gráficos de normalidad para las contribuciones.

Por último, se presentan tres gráficos (figura 3.13). En cada uno de ellos se

representan el conjunto de variables ambientales, el conjunto de especies y el de

lugares. Para cada uno de ellos, se muestran las 1000 coordenadas que se han

calculado para cada submuestra extráıda mediante el método Bootstrap. Cada

grupo de coordenadas referidas al mismo elemento se representa con el mismo

color y delimitados por un poĺıgono envolvente. Como se puede observar, las

variables tienen una zona de presencia muy compacta que indica que este conjunto
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de elementos es estable. Respecto a especies y lugares, las zonas de cada uno son

más extensas y se solapan pero se sigue apreciando estabilidad. El solapamiento

se debe principalmente a la cercańıa de los puntos en śı que se pude observar en

el gráfico resultante del análisis de la muestra original.
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Figura 3.13: Coordenadas de variables, especies y lugares para las 1000
submuestras seleccionadas mediante Bootstrap.

Resumiendo, en el presente caṕıtulo se ha realizado una revisión bibliográfica

de las técnicas desarrolladas para el análisis de dos matrices de datos que tienen

una v́ıa común; se han explicado los principales aspectos teóricos del CCA, CNCA
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y COIA con objeto de presentar posteriormente un software que permita la

utilización de dichos métodos; se ha presentado una versión inferencial basada

en la metodoloǵıa Bootstrap del CCA y del CNCA que puede ser utilizada desde

el propio software y por último se ha ejecutado el programa con unos datos

de prueba para poder explicar la interpretación de los resultados obtenidos. El

siguiente paso que cabe esperar es cómo se desarrolla una versión inferencial en

el contexto de tres v́ıas. Este tema se abordará en el siguiente caṕıtulo.





Caṕıtulo 4

BIPLOT MÚLTIPLES
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4.1. Introducción

En los caṕıtulos anteriores se han presentado versiones inferenciales de

métodos para analizar matrices de dos v́ıas y pares de matrices que comparten una

v́ıa. El paso siguiente es poder proporcionar versiones inferenciales en el contexto

del análisis de tres v́ıas. En primer lugar se realiza una revisión de los principales

métodos que permiten analizar este tipo de datos.

Los métodos clásicos de análisis multivariante como el análisis de Compo-

nentes Principales o el análisis Factorial nos permiten estudiar las interrelaciones

entre un conjunto de individuos y un conjunto de variables, es decir, trabajan con

datos de dos v́ıas. Cuando estas relaciones están capturadas en diferentes con-

diciones experimentales o en diferentes peŕıodos de tiempo, para cada condición

o cada peŕıodo tenemos una matriz de dos v́ıas, con lo cual, la información se

muestra en varias matrices que contienen medidas de un conjunto de variables

sobre un conjunto de individuos. Es decir, cada observación se crea a partir de

tres v́ıas: individuos, variables y condiciones. Los datos de conjuntos múltiples

(Kiers, 1988, 1991) son un caso particular de los datos de tres v́ıas, en ellos se

tiene información en los que una de las v́ıas, combina varios conjuntos, es decir,

cuando una de las v́ıas no está totalmente cruzada. En presencia de este tipo de

información, el investigador se hace varias preguntas:

¿Es posibe identificar una estructua espacial o temporal común para todos

los datos?

¿Es dicha estructura homogénea en todas las condiciones o a lo largo del

tiempo?

¿Existe un comportamiento diferente de los individuos?
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¿Dicho comportamiento se mantiene en las diferentes condiciones o a lo

largo del tiempo?

Para responder a estas preguntas se han desarrollado algunos métodos que

analizan este tipo de datos. Entre ellos se encuentran: la Structuration de

Tableaux À Trois Indices de la Statistique (STATIS) y STATIS dual (L’Hermier

des Plantes, 1976); el análisis Factorial Múltiple (MFA) (Escoufier y Pagès, 1984)

y (Escoufier y Pagès, 1990) y el MFA dual (Lê y Pagès, 2007) entre otros.

El objetivo de estos métodos es encontrar un espacio de representación común

(consenso o compromiso) para los elementos (filas y columnas) de las diferentes

matrices, y por lo tanto, intentan capturar la parte estable de las relaciones entre

ellos.

Los desarrollos en la ĺınea del STATIS se pueden clasificar de cuatro formas

según se expuso en Vicente-Galindo, 2013:

1. De acuerdo a los datos de partida: Cuando cada matriz de datos contiene

información del mismo conjunto de individuos medidos sobre el mismo

conjunto de variables en diferentes condiciones o en diferentes momentos

del tiempo, se utiliza el X-STATIS o análisis Triádico Parcial (PTA)

(Jaffrenou, 1978). En este caso se trabaja con matrices de datos en lugar

de operadores. Si los operadores que se quieren integrar son matrices

de covarianzas sobre los mismos individuos, el método es conocido como

COVSTATIS (Thioulouse, 2011). Si lo que se pretende es integrar varias

matrices de distancias definidas sobre el mismo conjunto de individuos, la

técnica utilizada se denomina DISTATIS (Abdi et al., 2007) y puede ser

vista como la versión para tres v́ıas del Multidimensional Scaling. Si lo que

se quiere analizar son datos de tipo intervalo, el método propuesto es el

INTERSTATIS (Corrales y Rodŕıguez, 2014).
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2. De acuerdo a los pesos asignados a cada matriz cuando se construye

la matriz consenso o compromiso: Benasseni y Bennani-Dosse, 2012

denominan Power-Statis a una versión del STATIS cuando el peso asignado

a cada matriz difiere del original definido por L’Hermier des Plantes, 1976;

ANISOSTATIS, extiende el STATIS para otorgar pesos espećıficos a cada

variables en lugar de para cada matriz de dos v́ıas completa (Abdi et al.,

2012).

3. Si se tiene en cuenta información externa: K + 1 STATIS (Sauzay et al.,

2006) analiza las relaciones deK tablas con otra que contiene la información

externa. Sabatier y Vivien, 2008 extienden el K+1 STATIS y proponen

el STATIS-4. En el caso de que la información de partida tenga una

estructura predefinida de grupo, Vallejo-Arboleda et al., 2006 desarrollaron

el CANOSTATIS.

4. Si disponemos de matrices pareadas en cada situación o condición: el

STATICO (STATIS y Coinercia, Simier et al., 1999; Thioulouse et al.,

2004) y más recientemente el COSTATIS (Coinercia y STATIS, Thioulouse,

2011), son una opción interesante que permiten estudiar las co-estructuras

existentes en los datos.

Analizando el software disponible para poder utilizar dichos métodos,

haciendo especial incapié en lo referente al entorno R encontramos: En el

paquete ade4 (Chessel et al., 2004); (Dray y Dufour, 2007); (Dray et al., 2007);

(Thioulouse y Dray, 2007) y (Chessel et al., 2013), se pueden ejecutar los métodos

STATIS, STATIS dual, PTA, STATICO y COSTATIS. En el paquete DistatisR

(Beaton et al., 2013) el investigador puede ejecutar los métodos COVSTATIS

y DISTATIS. STATIS, STATIS dual, PTA, K+1 STATIS, CANOSTATIS y

ANISOSTATIS se pueden encontrar en el paquete MExPosition (Chin Fatt
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et al., 2013). Vicente-Villardón, 2003 ha implementado en el software comercial

MatLab (www.mathworks.com/products/matlab) un programa para realizar

análisis multivariante llamado multBiplot en el cual es posible utilizar el método

CANOSTATIS.

Desarrollos recientes en la ĺınea del MFA son el HMFA (análisis Factorial

Múltiple Jerárquico), propuesto como una extensión del MFA en el que las

variables están estructuradas de acuerdo a una jerarqúıa (Le Dien y Pagès, 2003);

cuando un conjunto de individuos es descrito por un conjunto de variables que

pueden ser continuas y/o categóricas, el análisis propuesto es un caso particular

del MFA llamado análisis Factorial de datos mixtos (Bécue-Bertaut y Pagès,

2008); si lo que se pretende analizar son tablas de contingencia múltiples, el

método propuesto se denomina MFACT (Bécue-Bertaut y Pagès, 2004).

Estos métodos pueden ser utilizados a través del paquete FactomineR (Husson

et al., 2012; Lê et al., 2008) entre otros.

Sin embargo, estos métodos no obtienen un espacio de representación común

tanto para individuos como para variables. Para resolver este problema, estas

técnicas eligen la v́ıa que tenga la representación óptima y las otras v́ıas se

muestran como elementos suplementarios. Aunque el propósito de estos métodos

es el mismo, los resultados difieren en la ponderación utilizada en cada uno

de ellos. Los pesos en el MFA se calculan para hacer que el primer eje sea

la unidad permitiendo relativizar la inercia del resto de ejes respecto de uno.

Esto tiene como resultado que las ponderaciones en este método mantienen la

multidimensionalidad presente en los datos. En el STATIS, los pesos están ligados

al coeficiente RV, por lo tanto, si un grupo de variables tiene una baja correlación

con el resto de grupos, esas variables estarán penalizadas al conformar el espacio

compromiso. El resto de diferencias entre STATIS y MFA están explicados en

Pagès, 1996.

www.mathworks.com/products/matlab
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Otro método utilizado para analizar este tipo de datos es el Metabiplot

(Mart́ın-Rodŕıguez et al., 2002). Este método presenta la ventaja respecto del

MFA de que, aunque las direcciones principales no se muestren en el mismo

orden, si son similares se pueden capturar en la solución.

Sin embargo, estas técnicas sólo muestran la parte estable de las relaciones

entre las matrices, sin capturar las interacciones o las diferencias. Los métodos

basados en los modelos TUCKER (Tucker, 1966) capturan esta información a

través de la ”Core matrix” y los Biplots conjuntos relacionados. Recientemente,

se ha desarrollado un nuevo método que combina el análisis de la Coinercia

(Dolédec y Chessel, 1994) y el modelo TUCKER3 para analizar pares de k-tablas

y capturar la parte no estable de la información (interacciones). Esta propuesta

se ha denominado CO-TUCKER (Mendes, 2011).

Teniendo en cuenta las ventajas y desventajas de los métodos mencionados

anteriormente, se desarrollaron los métodos Biplot Múltiples (Baccalá, 2004)

basados en las ponderaciones del MFA y las ventajas de las representaciones

Biplot (Gabriel, 1971; Galindo, 1986). A continuación se presentan los aspectos

teóricos más relevantes de dichos métodos.

4.2. Biplot Múltiples

Los Biplot Múltiples fueron introducidos por Nora Baccalá en su tesis

”Contribuciones al análisis de matrices de datos multiv́ıa: Tipoloǵıa de las

variables“ (Baccalá, 2004). Pueden ser utilizados en las dos situaciones en que se

pueden presentar los datos de conjuntos múltiples:

Varios conjuntos de individuos sobre los que se observa un único conjunto

de variables.
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Varios conjuntos de variables observadas sobre un único conjunto de

individuos.

En ambas situaciones se propone una solución, de acuerdo a que el objetivo

perseguido sea:

1. Aproximar los datos originales.

2. Obtener una óptima calidad de representación conjunta tanto de los

individuos como de las variables.

4.3. Varios conjuntos de individuos sobre un

mismo conjunto de variables

Sea X la matriz que contiene la información de las T tablas originales que se

quieren analizar, concatenadas por columnas (4.1).

X =

1 . . . J

1

...

I1




X1




...

1

...

It




Xt




...

1

...

IT




XT




(4.1)
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Siendo:

X: tabla completa de orden (I × J), de término general xij , con i = 1, ..., I,

j = 1, ..., J .

Xt: t-ésima tabla, de término general xt
ij , con i = 1, ..., It ; j = 1, ..., J . Es

decir: xt
ij valor de la j-ésima variable para el i-ésimo individuo en la tabla Xt.

It: conjunto de individuos de la t-ésima tabla ó t-ésimo grupo de individuos.

I: conjunto de individuos o el número total de individuos, por tanto

I =

T∑

t=1

It

J : conjunto de variables.

I, It, T , J representan conjuntos y son cardinales.

El método se desarrolla en cinco etapas, que se describen a continuación.

4.3.1. Primera Etapa: Estandarización por columnas de

la tabla X.

Se estandarizan los valores de cada variable de la tabla X utilizando:

x̄j Media de la variable j en la tabla t, y

SD(j) =
∑I

i=1
(xij−x̄j)2

I−1
la desviación t́ıpica de la variable j en la tabla X.

Restando a cada elemento su media x̄j y dividiendo por su desviación t́ıpica

SD(j) se obtiene la tabla X estandarizada.

Esta estandarización acentúa la dispersión interna de cada tabla pero en la

matriz X (concatenada), todas las variables tendrán la misma media y la misma

desviación obteniéndose la matriz X normada.
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4.3.2. Segunda Etapa: Análisis Individuales

Con el objetivo de eliminar la influencia de las tablas con mayor dispersión se

realiza un PCA de cada una de las T tablas con los datos estandarizados descritos

en el paso anterior y en cada uno se selecciona el primer valor propio. Todos los

valores de la t-ésima tabla se ponderan por 1
λt
1

, para todo t = 1, ..., T ; siendo λt
1:

primer valor propio de la t-ésima tabla.

Se obtiene aśı una matriz, que denominaremos X̃ de orden (IxJ).

X̃ =




1
λ1

1

X1

...

1
λT
1

XT




Por lo tanto X̃ = NλX

Siendo Nλ una matriz de orden I × I, y su t-ésimo elemento una submatriz

diagonal de orden (It × It).

X̃ =







1
λ1

1

. . . 0

...
. . .

...

0 . . . 1
λ1

1




. . .




0 . . . 0

...
. . .

...

0 . . . 0




. . .




0 . . . 0

...
. . .

...

0 . . . 0




...
. . .

...
...



0 . . . 0

...
. . .

...

0 . . . 0




. . .




1
λt
1

. . . 0

...
. . .

...

0 . . . 1
λt
1




. . .




0 . . . 0

...
. . .

...

0 . . . 0




...
...

. . .
...



0 . . . 0

...
. . .

...

0 . . . 0




. . .




0 . . . 0

...
. . .

...

0 . . . 0




. . .




1
λT
1

. . . 0

...
. . .

...

0 . . . 1
λT
1







X
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4.3.3. Tercera Etapa: Biplot ponderado de la matriz X̃

En este etapa se realiza un Biplot de la matriz ponderada X̃, calculada en el

paso anterior.

Se proponen dos alternativas diferentes, de acuerdo al objetivo perseguido (1

ó 2) especificados anteriormente. Para ello se presentan dos factorizaciones Biplot

y en ambos casos se definen medidas de calidad de la representación.

Factorización Biplot cuando el objetivo es aproximar los valores

de X

En este caso la factorización Biplot es:

JK (Gabriel, 1971): Aq ≈ (UΛ)q y Bq ≈ (V)q

Siendo:

q: sub́ındice que indica las q primeras columnas de las matrices respectivas,

q ≤ R, si R es el rango de la matriz X̃.

A(I×q) matriz que contiene los q marcadores para las filas, de elemento

genérico ati.

B(J×q) matriz que contiene los q marcadores para las columnas, de elemento

genérico bj .

En este Biplot se impone la métrica B⊤B = I, en el espacio de las filas de

la matriz X̃(I×J).

Luego:

x̃t
ij ≃ at⊤i bj
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Caracteŕısticas de los marcadores obtenidos con el JK Biplot.

1. Los productos escalares (utilizando la métrica identidad) de los

individuos de la matriz X̃, coinciden en el espacio completo con los

productos escalares de los marcadores fila contenidos en A.

Es decir:

X̃X̃
⊤
= AB⊤(AB⊤)⊤ = AB⊤BA⊤ = AA⊤

Por lo tanto, la aproximación en dimensión reducida de dichos

productos escalares es óptima en el sentido de los mı́nimos cuadrados.

2. La distancia Eucĺıdea entre dos individuos de la matriz X̃ coincide en

el espacio completo con la distancia entre marcadores fila. Dado que

las filas de la matriz X̃ se pueden aproximar por x̃t
i = Xati, se tiene:

(x̃t
i − x̃t

j)
⊤(x̃t

i − x̃t
j) = (Bati −Batj)

⊤(Bati −Batj) =

(ati − atj)
⊤B⊤B(ati − atj) = (ati − atj)

⊤(ati − atj)

3. Los marcadores fila coinciden con las coordenadas de las filas en el

espacio de las componentes principales.

X̃V = (UΛV⊤)V = UΛ = A

4. Las coordenadas para las columnas de la matriz X̃ son las proyecciones

de los ejes originales en el espacio de las componentes principales.

Esta propiedad permite interpretar las coordenadas como correlaciones

entre las variables originales y los ejes.
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Las coordenadas para las columnas marcan la unidad para las escalas

de predicción. Dado que cada una de las variables originales están

asociadas con un eje en el espacio J-dimensional, las proyecciones

de los vectores directores correspondientes se han denominado ”Ejes

Biplot“, cada uno de los cuales identifica a la variable asociada (Gower

y Harding, 1988). La proyección de cada uno de los marcadores fila

sobre estos ejes, es una aproximación de los valores que toman los

individuos en las variables correspondientes.

5. La similitud entre las columnas se aproxima mediante la inversa de la

matriz de dispersión entre individuos.

(x̃i − x̃j)
⊤(X̃X̃

⊤
)−1(x̃i − x̃j) ≈ (bi − bj)

⊤(bi − bj)

6. La calidad de representación es mejor para las filas que para las

columnas.

Factorización Biplot cuando el objetivo es obtener una represen-

tación conjunta óptima de los individuos y variables.

En este caso se propone la siguiente factorización Biplot:

HJ (Galindo, 1986): Aq ≈ (UΛ)q y Bq ≈ (V Λ)q

Caracteŕısticas de los marcadores obtenidos con el HJ Biplot.

En esta factorización, los marcadores fila tienen las mismas propiedades que

en el caso del JK Biplot pero además presenta otras propiedades respecto a

la representación de las columnas y a la representación simultánea de filas

y columnas.
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1. El producto escalar de filas y columnas de la matriz X̃ coincide

con el producto escalar de marcadores fila y marcadores columna

en el espacio completo, respectivamente. La aproximación de dichos

productos escalares es óptima en el sentido de los mı́nimos cuadrados.

X̃X̃
⊤
= AA⊤ y X̃

⊤
X̃ = BB⊤

2. La longitud al cuadrado de los vectores que representan los marcadores

columna aproximan la covarianza entre las respectivas variables.

b⊤i bj = Cov(x̃i, x̃j)

3. La longitud al cuadrado del vector que representa un marcador

columna aproxima la varianza de la correspondiente variable aśı como

la longitud aproxima su desviación estándar.

‖bj‖ = ‖x̃j‖ =
√

V ar(x̃j)

4. El coseno del ángulo que forman los vectores que representan a dos

marcadores columna aproxima la correlación entre las respectivas

variables.

cos(bi, bj) = Corr(x̃i, x̃j)

5. La distancia Eucĺıdea entre dos vectores fila ó columna coincide con la

distancia entre los correspondientes marcadores fila ó columna.

d2(x̃t
i, x̃

t
j) = d2(ati, a

t
j)
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d2(x̃i, x̃j) = d2(bi, bj)

6. Las coordenadas de los marcadores columna son equivalentes a la

importancia de las variables a lo largo de los ejes principales.

X̃V = A y X̃
⊤
U = B

7. Los marcadores fila y columna se pueden representar en el mismo

sistema de referencia, con óptima calidad de representación.

Interpretación geométrica de las representaciones Biplot

En las representaciones Biplot, las filas de la matriz de marcadores fila y las

columnas de la matriz de marcadores columna son las coordenadas de los puntos

en el espacio de representación común. Los marcadores columna bj se representan

como vectores y los marcadores fila ati se representan como puntos.

Las relaciones individuo-variable se estudian a través de las proyecciones de los

puntos que representan individuos sobre los vectores que representan variables.

Es decir,

x̃t
ij ≈ (ati)

⊤bj ⇒ x̃t
ij ≈ ‖proy ati/bj‖signo bj‖bj‖

La dirección de los vectores columna bj , representa la dirección en la que

aumentan los valores de la variable a la que representa, y las proyecciones de

todos los puntos fila ati sobre un vector columna, reproducen aproximadamente

los elementos de la columna j-ésima en la matriz original, permitiendo al mismo

tiempo una ordenación aproximada de los individuos (filas) respecto a dicha

variable.

Una vez explicada la forma de representación de marcadores fila y columna
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podemos decir que:

1. La distancia entre individuos se interpreta como disimilaridades entre los

mismos de tal forma que una distancia menor entre marcadores fila en el

espacio de representación común indica una menor disimilaridad entre los

individuos, especialmente si están bien representados.

2. Las longitudes y los ángulos de los vectores que representan a las variables

se interpretan como variabilidad y covariabilidad respectivamente.

3. Las relaciones entre individuos y variables se interpretan a través de las

proyecciones de los puntos que representan a los individuos sobre los

vectores que representan a las variables.

4. La ordenación de los individuos respecto a una variable determinada se

interpreta a través del orden en el que se proyectan los marcadores fila

sobre el marcador columna correspondiente a dicha variable.

4.3.4. Cuarta Etapa: Medidas de la calidad de represen-

tación Biplot para X̃

Contribuciones

Las contribuciones se calculan con la finalidad de conocer qué variables están

más directamente relacionadas con cada eje y por tanto qué variables contribuyen

a la colocación de los individuos sobre el espacio de representación común.

Como los ejes, por construcción, son independientes, se pueden calcular las

contribuciones de hiperplanos sin más que sumar las contribuciones de los ejes

que lo forman.

En este apartado se detallan las contribuciones que se calculan en ambas

alternativas Biplot.
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La suma de cuadrados tanto de los marcadores fila como de los marcadores

columna en cada eje es igual al cuadrado del valor propio correspondiente de

la matriz de productos escalares. Entonces, se puede considerar la suma de

cuadrados de las coordenadas como la contribución absoluta a la variabilidad

total.
I∑

i=1

(atiq)
2 = λ2

q y

J∑

j=1

(bjq)
2 = λ2

q

Por lo tanto, se puede definir:

Contribución relativa a la variabilidad total del elemento fila it: CRTi =
∑R

q=1
(atiq)

2

∑R
q=1

λ2
q

Contribución relativa a la variabilidad total del elemento columna j:

CRTj =
∑R

q=1
(bjq)

2

∑R
q=1

λ2
q

Contribución relativa a la variabilidad total del grupo t: CRTt =
∑R

q=1

∑It
i=1

(atiq)
2

∑R
q=1

λ2
q

Contribución Relativa del Elemento fila it al q-ésimo Factor: CREiFq =

(atiq)
2

λ2
q

Contribución Relativa del Elemento columna j al q-ésimo Factor:

CREjFq =
(bjq)2

λ2
q

También es posible considerar la Contribución Relativa del Grupo t-ésimo

al Factor CRGtFq =
∑It

i=1
(atiq)

2

λ2
q

Contribución relativa del factor q-ésimo al elemento fila it: CRFqEi =

(atiq)
2

∑R
q=1

(atiq)
2

Contribución relativa del factor q-ésimo al elemento columna j: CRFqEj =

(bjq)2
∑R

q=1
(bjq)2
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Contribución relativa del factor q-ésimo al grupo t CRFqGt =
∑It

i=1
(atiq)

2

∑R
q=1

∑It
i=1

(atiq)
2

Medidas de Bondad de Ajuste para X̃

La Bondad del Ajuste para X̃, sólo se calcula si utilizamos el JK Biplot ya

que el HJ Biplot no tiene como objetivo la aproximación de la matriz sino lograr

una óptima calidad de representación tanto para las filas como para las columnas

de la matriz original.

Aśı, se determina la calidad de la aproximación o Bondad del Ajuste, de la

matriz X̃ por la matriz X̃q en el JK Biplot.

La variabilidad total de la matriz X̃ se calcula como la suma de sus elementos

al cuadrado, que es igual a la traza de X̃X̃
⊤
.

traza(X̃X̃
⊤
) =

R∑

r=1

λ2
r

Del mismo modo, la variabilidad total de la matriz X̃q que representa la

variabilidad explicada por la representación Biplot viene dada por

q∑

r=1

λ2
r

Por tanto, la variabilidad residual se calcula:

X̃− X̃q =
R∑

r=q+1

λ2
r

Es decir,

SCTotal = SCExplicada+ SCResidual(

R∑

r=1

λ2
r =

q∑

r=1

λ2
r +

R∑

r=q+1

λ2
r)
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Luego:

Una medida de la calidad de la aproximación viene dada por el porcentaje de

la suma de cuadrados de X̃ que se consigue explicar con la aproximación Biplot:

∑q
r=1 λ

2
r∑R

r=1 λ
2
r

En ambas representaciones Biplot es posible calcular la calidad de aproxima-

ción de las filas y las columnas.

La calidad de aproximación para las filas de la matriz X̃ por los marcadores

Aq viene dada por:

∑q
r=1 λ

4
r∑R

r=1 λ
4
r

La calidad de aproximación para las columnas de la matriz X̃ por los

marcadores Bq difiere de acuerdo al Biplot utilizado:

En el JK Biplot es:

q

R

En el HJ Biplot: ∑q
r=1 λ

4
r∑R

r=1 λ
4
r

4.3.5. Bondad del Ajuste para la matriz X.

En la sección 4.3.4 se calcula la calidad de representación de la matriz X̃, pero

el objetivo es la matriz X, es decir, se quiere medir qué porcentaje de variación

total de la matriz X, es explicado por dicho método.

En primer lugar se calcula la estimación de X.

Se ha calculado X̃ como:

X̃ = NλX
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Si se multiplican ambos términos por N−1
λ , se obtiene:

N−1
λ NλX = X = N−1

λ X̃

Como la estimación de X̃ viene dada por:

ˆ̃
X ≈ AqB

⊤
q

Se obtiene que:

X̂ = N−1
λ

ˆ̃
X

Mediante la suma de cuadrados explicada por la estimación se puede calcular

el porcentaje de variación total explicada por el método.

SCT = traza(X⊤X) y

SCExplicada = traza(X̂
⊤
X̂).

Luego:

Porcentaje de Variación Explicada = SCExplicada
SCT

.
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4.4. Varios conjuntos de variables observados

sobre un único conjunto de individuos

Sea X la matriz que contiene la información de las T tablas originales que se

quieren analizar, concatenadas por filas (4.2).

X =

Grupo 1 Grupo t Grupo T

1 . . . J1 . . . 1 . . . Jt . . . 1 . . . JT

1

...

I




X1




. . .




Xt




. . .




XT




(4.2)

Siendo:

X: tabla completa de orden (I × J), de término general xij , con i = 1, ..., I;

j = 1, ..., J .

Xt: t-ésima tabla, de término general xt
ij , con i = 1, ..., I ; j = 1, ..., Jt. Es

decir: xt
ij valor de la j-ésima variable para el i-ésimo individuo de la tabla Xt.

I: conjunto de individuos.

J : conjunto de variables o el número total de variables.

Jt: conjunto de variables de la t-ésima tabla o el t-ésimo grupo de variables.

T : número total de tablas o el conjunto de grupos de variables. Es decir:

T∑

t=1

Jt = J

J , Jt, T , I son cardinales.

En este caso no se realiza la estandarización de la matriz X debido a la forma

en que las tablas están yuxtapuestas, por tanto el análisis consta de cuatro etapas,

que se detallan a continuación.
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4.4.1. Primera Etapa: Análisis Individuales

Se realiza un PCA de cada una de las T tablas. En cada uno se selecciona el

primer valor propio. Denominaremos con λt
1 al primer valor propio de la t-ésima

tabla. Los valores de cada una de las T tablas se ponderan por la inversa de su

primer valor propio; es decir, los valores de la t-ésima tabla están ponderados

por 1
λt
1

, para todo t = 1, ..., T . Esta ponderación es la misma que la que utiliza el

análisis Factorial Múltiple.

Obtenemos aśı una matriz, que denominaremos X̃ de orden (IxJ).

X̃ =

(
1
λ1

1

X1 . . . 1
λT
1

XT

)

Por tanto: X̃ = XMλ

Mλ es de orden (J×J) y su t-ésimo elemento es una matriz diagonal de orden

(Jt × Jt).

X̃ = X







1
λ1

1

. . . 0

...
. . .

...

0 . . . 1
λ1

1




. . .




0 . . . 0

...
. . .

...

0 . . . 0




. . .




0 . . . 0

...
. . .

...

0 . . . 0




...
. . .

...
...



0 . . . 0

...
. . .

...

0 . . . 0




. . .




1
λt
1

. . . 0

...
. . .

...

0 . . . 1
λt
1




. . .




0 . . . 0

...
. . .

...

0 . . . 0




...
...

. . .
...



0 . . . 0

...
. . .

...

0 . . . 0




. . .




0 . . . 0

...
. . .

...

0 . . . 0




. . .




1
λT
1

. . . 0

...
. . .

...

0 . . . 1
λT
1






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4.4.2. Segunda Etapa: Biplot ponderado de la matriz X̃

En esta etapa, se realiza un Biplot ponderado de X̃ y se proponen dos

factorizaciones Biplot:

cuando el objetivo es aproximar los valores de X

JK (Gabriel, 1971): Aq ≈ (UΛ)q y Bq ≈ (V)q

cuando el objetivo es obtener una representación conjunta óptima de

individuos y variables.

HJ (Galindo, 1986): Aq ≈ (UΛ)q y Bq ≈ (V Λ)q

En ambos Biplot el sub́ındice q indica las q primeras columnas de las matrices,

siendo q ≤ R, si R es el rango de la matriz X̃.

A(I×q): matriz que contiene los q marcadores para las filas.

ai: marcador para el i-ésimo individuo de la matriz X̃.

B(J×q): matriz que contiene los q marcadores para las columnas.

btj : marcador para la jt-ésima variable de la matriz X̃.

Las propiedades y las interpretaciones geométricas en ambos Biplot son las

mismas explicadas en la sección 4.3.

4.4.3. Tercera Etapa: Medidas de la calidad de la repre-

sentación Biplot para matriz X̃

Las contribuciones se interpretan del mismo modo que en la sección 4.3.4.

Contribución relativa a la variabilidad total del elemento fila i: CRTi =
∑R

q=1
a2iq

∑R
q=1

λq
2

Contribución relativa a la variabilidad total del elemento columna jt:

CRTjt =
∑R

q=1
(btjq)

2

∑R
q=1

λq
2
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Contribución Relativa del Elemento fila i al Factor q: CREiFq =
a2iq
λq

2

Contribución Relativa del Elemento columna jt al Factor q: CREjtFq =

(btjq)
2

λq
2

Contribución Relativa del Factor q al Elemento fila i: CRFqEi =
a2iq

∑R
q=1

a2iq

Contribución Relativa del Factor q al Elemento columna jt: CRFqEjt =

(btjq)
2

∑R
q=1

(btjq)
2

Contribución Relativa a la variabilidad Total del grupo t: CRTt =
∑R

q=1

∑Jt
j=1

(btjq)
2

∑R
q=1

λ2
q

Contribución Relativa del Grupo t al q-ésimo Factor: CRGtFq =
∑Jt

j=1
(btjq)

2

λ2
q

representa la parte de variabilidad del q-ésimo factor explicada por el grupo

t.

Contribución Relativa del Factor q al t-ésimo Grupo. CRFqGt =
∑Jt

j=1
(btjq)

2

∑R
q=1

∑Jt
j=1

(btjq)
2

mide la parte de la variabilidad del grupo t explicada por el q-ésimo factor.

Respecto a las medidas de Bondad de Ajuste son iguales a las que se han

desarrollado para el caso anterior, con las mismas consideraciones, es decir:

La Bondad del Ajuste sólo se calcula para el JK Biplot.

La calidad de aproximación para las filas y las columnas es óptima en el HJ

Biplot.
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4.4.4. Cuarta Etapa: Bondad del Ajuste para la matriz X

La Bondad del Ajuste para X, sólo se calcula si utilizamos el JK Biplot.

En primer lugar, se calcula la aproximación de X.

Se ha calculado X̃ como:

X̃ = XMλ

Si se multiplican ambos términos por M−1
λ , se obtiene:

XMλM
−1
λ = X = X̃M−1

λ

Como la estimación de X̃ viene dada por:

ˆ̃
X = AqB

⊤
q

Se obtiene que:

X̂ = ˆ̃
XM−1

λ

Mediante la suma de cuadrados explicada por la estimación se puede calcular

el porcentaje de variación total explicada por el método.

Porcentaje de Variación Explicada = SCExplicada
SCT

Siendo:

SCT = traza(X⊤X) y

SCExplicada = traza(X̂
⊤
X̂).
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4.5. Bootstrap sobre datos de tres v́ıas

Siguiendo con el desarrollo de versiones inferenciales para técnicas multiva-

riantes, se ha realizado una revisión de las distintas aplicaciones de los métodos

Bootstrap sobre técnicas que analizan datos de tres v́ıas. Kiers, 2004 propone el

cálculo de intervalos de confianza para los métodos CANDECOM/PARAFAC y

TUCKER3 (Tucker, 1966). El remuestreo que utiliza para dicho cálculo se basa

en la descomposición de los cubos de datos en capas que contienen la información

de cada individuo. De esta forma, remuestrea matrices completas que contienen

la información de cada individuo en las otras dos v́ıas estudiadas. Abdi et al.,

2013; Husson et al., 2005; Pagès y Husson, 2005 utilizan un tipo de remuestreo

que consiste en considerar como unidades de remuetreo las tablas que conforman

los datos que se van a analizar. Otros autores como Abdi et al., 2009 utilizan

otro tipo de remuestreo que denominan remuestreo dividido a la mitad ya que

consideran que las observaciones de los datos que analizan no siempre son inde-

pendientes y pueden tener una correlación temporal. Dicho remuestreo consiste

en dividir cada una de las matrices en dos partes que llaman de entrenamiento y

de test. En cada una de ellas realizan el remuestreo bootstrap como se ha expli-

cado en el caso de datos de dos v́ıas. Si se considera B el número de submuestras

extráıdas y T el número de matrices de las que se dispone, este tipo de remuestreo

proporciona 2 × T × B matrices. Esta estrategia proporciona la independencia

de las matrices necesaria para la utilización de los métodos Bootstrap. Finalmen-

te se remuestrean las matrices obtenidas en el paso anterior y se obtienen los

parámetros de interés. Dehlholm et al., 2012 presentan una función que forma

parte del paquete FactoMineR. El planteamiento es remuestrear las filas dentro

de cada matriz pero partiendo de las coordenadas resultantes del MFA en lugar

de los datos originales. Con las filas remuestreadas calculan los centroides para
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cada matriz. Cadoret y Husson, 2013 proponen un método para construir elipses

de confianza que denominan bootstrap total truncado, implementado en el paquete

SensoMineR (Le y Husson, 2008). El esquema que siguen es contruir las muestras

bootstrap, aplicar el método y luego utilizar rotaciones Procrustes en un número

reducido de dimensiones.

Analizando todas las alternativas anteriormente descritas, se propone a

continuación una versión inferencial de los métodos Biplot Múltiples.

Dado que se dispone de dos maneras de analizar los datos según el modo

que compartan las matrices que se van a analizar, se proponen dos estrategias

diferentes para cada uno de los análisis.

4.5.1. Bootstrap sobre Biplot Múltiple

Varios conjuntos de individuos sobre los que se ha medido un mismo

conjunto de variables

Para este análisis se propone una nueva estrategia para realizar remuestreo

bootstrap combinando las diferentes propuestas explicadas anteriormente. Se

plantea un remuestreo doble que consta de dos pasos:

En primer lugar, se realiza un remuestreo bootstrap sobre los ı́ndices de las

matrices.

En segundo lugar, se realiza un remuestreo bootstrap sobre los individuos

que componen cada una de las matrices que formen parte de la muestra

bootstrap seleccionada en el paso anterior.

De esta forma se consiguen submuestras del mismo tamaño que el de partida

y los individuos son independientes entre śı al hacer un remuestreo diferente para

cada una de las matrices que formen parte del conjunto de datos.
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Varios conjuntos de variables medidos sobre un mismo conjunto de

individuos

En este análisis, se propone como estrategia de remuestreo la descrita en Abdi

et al., 2013; Husson et al., 2005 que utilizan como unidades de remuetreo las tablas

que contienen información da cada individuo. En nuestro caso, al no tener un cubo

de datos, si no que sólamente se comparte el modo de los individuos, se considera

como unidad de remuestreo la fila correspondiente a cada individuo que contiene

las mediciones de todas las variables de los conjuntos considerados sobre dicho

individuo. Esta estrategia es semejante a la que se utilizó en el caṕıtulo 2 para

proporcionar una versión inferencial de los métodos Biplot.

4.6. Programa MultibiplotGUI

Debido a que los Biplot Múltiples no disponen de un software para su

utilización, se ha desarrollado en el entorno R un nuevo programa en forma

de interfaz gráfica (GUI) para permitir su ejecución de una manera interactiva

a través de ventanas, menús y botones. Además se ha añadido la opción de

proporcionar los resultados de una forma inferencial tal como se ha explicado en

la sección anterior. Este paquete se llama multibiplotGUI y está disponible para

su descarga en http://cran.r-project.org/web/packages/multibiplotGUI.

En primer lugar, es necesario bajar R de la web cran.r-project.org

e instalarlo. A continuación se descarga el paquete multibiplotGUI y sus

dependencias que son los paquetes: rgl, tcltk, tcltk2, tkrplot, shapes,

cluster y dendroextras; (Adler y Murdoch, 2012; Dryden, 2014; Grosjean,

2012; Jefferis, 2014; Maechler et al., 2015; Tierney, 2012).

Para poder utilizar el paquete multibiplotGUI en el software R, se debe

introducir el comando library(multibiplotGUI) en la ventana principal de R.

http://cran.r-project.org/web/packages/multibiplotGUI
cran.r-project.org
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A continuación es necesario cargar los datos que se quieren analizar. Si el modo

que comparten las distintas matrices son las variables, hay que introducir una

matriz en la que se hayan concatenado por filas todas las matrices disponibles; si

el modo compartido son los individuos, la matriz que se introduce para analizar

es la que resulta de concatenar las matrices por columnas. También es necesario

disponer de un vector en el que se informe de las dimensiones del modo que no

comparten las matrices.

Si suponemos que la matriz concatenada en la forma adecuada es data y el

vector que contiene las dimensiones no compartidas se denomina ni, la interfaz

se inicializa mediante el comando multibiplot(data,ni).

A continuación, se abre la ventana principal. Dicha ventana (figura 4.1) consta

de dos radiobuttons que permiten al usuario seleccionar el tipo de datos que quiere

analizar, es decir:

Varios conjuntos de individuos sobre un mismo conjunto de variables.

Varios conjuntos de variables sobre un único conjunto de individuos.

Figura 4.1: Ventana para seleccionar el tipo de datos.

Una vez que se ha elegido el tipo de datos, aparece la ventana de opciones

(figura 4.2). En ella se permite:

Elegir el tipo de Biplot que se quiere realizar (JK o HJ).
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Cambiar color, tamaño, etiqueta y śımbolo de los individuos en los gráficos.

Cambiar color, tamaño y etiqueta de las variables en los gráficos.

Mostrar los ejes de coordenadas en los gráficos.

Cambiar el tamaño de las ventanas que se presentan a posteriori para que

el programa sea adaptable a los diferentes tamaños de las pantallas.

Figura 4.2: Ventana de opciones.

Una vez que el usuario ha configurado las opciones gráficas y pulsa el botón

Graph aparece una nueva ventana (figura 4.3) en la que se muestra un diagrama

de barras con la inercia absorbida por cada eje con el objetivo de que se pueda

elegir el número de ejes deseado.

Una vez elegidos el número de ejes y pulsado el botón Choose, aparece la

ventana (figura 4.4) que contiene el gráfico con los resultados en las dos primeras

dimensiones.

En esta ventana se pueden distinguir dos bloques y seis menús. En el bloque

de la derecha se tiene la representación gráfica conjunta de las coordenadas biplot

para individuos y variables. En este gráfico se pueden mover las etiquetas de los

puntos con el botón izquierdo del ratón y se pueden cambiar las caracteŕısticas

gráficas de los puntos con el botón derecho del ratón. En el bloque de la izquierda
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Figura 4.3: Ventana con el gráfico de barras representando la inercia absorbida
por cada eje.

Figura 4.4: Ventana que muestra la representación Biplot en dos dimensiones.

se dispone de tres listbox para elegir la dimensión que se quiere ver en cada gráfico

(2 y 3 dimensiones); cuatro textbox que permiten elegir los ĺımites de los ejes x e y

para poder aumentar o disminuir una zona determinada y un botón Refresh que
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es necesario pulsar para que se haga efectivo el cambio de los anteriores elementos.

Junto con la ventana aparece un archivo de texto donde se ha guardado

toda la información proporcionada por el software: bondad de ajuste, calidad

de representación de filas y columnas, contribuciones de los individuos, de las

variables y de la matrices a la variabilidad total y a la conformación de los ejes

factoriales y viceversa. En la parte superior de la ventana se dispone de seis menús

con sus correspondientes submenús:

File

• Copy image

• Save image

◦ PDF file

◦ Eps file

◦ Png file

◦ Jpg/Jpeg file

• Exit

3D

• 3D

Projections

• Variables

• Back to original data

Options

• Change title
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• Show/Hide axes

Cluster

• Hierarchical cluster with biplot coordinates

• K-means with biplot coordinates

• K-medoids with biplot coordinates

• Back to original graph

Bootstrap

• Bootstrap

Los cinco primeros son los mismos que se explicaron en el caṕıtulo 2. El

primero de ellos sirve para copiar la imagen al portapapeles, guardar en varios

tipos de formato el gráfico y salir del programa. El siguiente es el menú de

3 dimensiones. Mediante este menú es posible visualizar el gráfico en tres

dimensiones. En este gráfico se puede rotar la imagen con el botón izquierdo

del ratón y ampliar o disminuir la imagen con el botón derecho del ratón. El

tercer menú que se encuentra el usuario en esta ventana sirve para proyectar los

puntos que representan a los individuos sobre la dirección de una variable que

se puede seleccionar mediante un listado. Si se desea volver al gráfico original

se elige el submenú Back to original data. El siguiente menú disponible es

el de opciones del gráfico. Contiene dos submenús: cambiar el t́ıtulo del gráfico

y mostrar u ocultar los ejes de coordenadas. El quinto menú permite analizar

las coordenadas biplot mediante técnicas de Cluster. Los métodos de los que se

dispone son:

Cluster Jerárquico. Se dispone de una ventana para elegir el número de

clusters, la distancia que se quiere utilizar (Euclidean, Maximum, Manhat-
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tan, Canberra, Binary, Minkowski) y el método de agrupación (Ward.D,

Ward.D2, Single, Complete, Average, Mcquitty, Median, Centroid). Se ob-

tiene como resultado un dendrograma de la agrupación de los individuos y

se muestra sobre el gráfico en dos dimensiones en distintos colores y ence-

rrados en una ĺınea poligonal cada uno de los clusters obtenidos.

Cluster de k-medias. Se proporciona una ventana para elegir el número de

clusters, el número máximo de iteraciones que se va a permitir realizar hasta

llegar a la solución óptima, el número de conjuntos aleatorios de centroides

que se van a utilizar como solución inicial en el algoritmo y el algoritmo

que se va a aplicar para la búsqueda de la solución (Hartigan-Wong, Lloyd,

Forgy, MacQueen). Este método muestra sobre el gráfico en dos dimensiones

en distintos colores y encerrados en una ĺınea poligonal tanto los clusters

obtenidos como los centroides de cada uno de ellos.

Cluster de K-medoides. En este método aparece una ventana para elegir

el número de clusters deseado por el usuario y la distancia que se quiere

utilizar (Euclidean, Maximum, Manhattan, Canberra, Binary, Minkowski).

En este menú también se encuentra disponible la opción de volver al gráfico

original.

El último menú que se encuentra disponible es que nos va a permitir tener

medidas de precisión de los resultados proporcionados por el Biplot Múltiple. Si

se pulsa en este menú aparece una ventana (figura 4.5) donde se pueden elegir los

parámetros para los que se quieren medidas de precisión, el número de réplicas

bootstrap para generar dichos resultados y el nivel de confianza con los que se

van a calcular los intervalos de confianza que se presentan a posteriori. Además

de proporcionar los resultados guardados en un archivo de texto, el programa

también genera gráficos que contienen los histogramas y los gráficos de normalidad
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de cada uno de los parámetros que se hayan elegido. Se guardan en formato .eps

y en .pdf y en la ventana es posible elegir si se generan en blanco y negro o en

color.

Figura 4.5: Ventana para el análisis Bootstrap.

El programa también genera un gráfico con todas las coordenadas de las

variables que se han calculado para todas las muestras bootstrap. Para eliminar

el posible efecto espejo que pudiera existir entre las diferentes configuraciones, se

han utilizado rotaciones Procrustes como se ha explicado en caṕıtulos anteriores.

Cada grupo de coordenadas que representan a la misma variable se muestra en el

mismo color y se encuentra encerrado bajo una ĺınea poligonal envolvente (convex

hull).

4.7. Aplicación a Datos

A continuación se desarrolla un ejemplo con unos datos de prueba para

mostrar el funcionamiento del programa y la interpretación de los resultados

del Biplot Múltiple tanto en su versión clásica como en la versión inferencial

explicada anteriormente.

Los datos que se utilizan son una submuestra de los datos iris que se expicaron
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en el ejemplo que se desarrolló para ilustrar la versión inferencial de los Biplot

clásicos. Se han elegido 20 individuos de cada una de las variedades de iris (setosa,

versicolor y virginica) y se han considerado como tres conjuntos de individuos

diferentes sobre los que se han medido las mismas variables.

En primer lugar, se explican los resultados obtenidos para la versión

exploratoria del Biplot Múltiple.

Como se ha explicado antes, la situación de los datos corresponde con varios

conjuntos de individuos sobre los que se ha medido un mismo conjunto de

variables. Por lo tanto, se eligió dicha opción, se seleccionó la factorización HJ

Biplot y se retuvieron 3 ejes que suponen una inercia absorbida del 99%. A

continuación se muestra la tabla 4.1 con la información relativa a los valores

propios. Se observa que el primer eje absrobe la mayor parte de la información y

tan sólo una pequeña parte es explicada por los otros dos.

No. Valor Propio Variabilidad Variabilidad Acumulada
1 7.52 78.94 78.94
2 3.45 16.60 95.54
3 1.58 3.46 99.00

Tabla 4.1: Valores propios y variabilidad explicada (%) por cada eje para los
datos iris.

Las contribuciones de los individuos a la variabilidad total, las contribuciones

relativas de los individuos a los factores y de los factores a los individuos se

encuentran en el apéndice A. Según se puede observar, la contribución de cada

individuo a la variabilidad total está repartida entre todos ellos sin que ninguno

tenga una especial relevancia. En cuanto a la contribución de los individuos a la

conformación de los ejes factoriales se puede ver observar que ninguno tiene una

contribución alta. Respecto de la contribución de cada factor a la variabilidad de

cada individuo se puede apreciar que la mayoŕıa tienen una contribución alta

del primer eje excepto los individuos 26, 35, 37, 48, 56 y 59 que tienen mayor

contribución del eje 2, el caso 57 que tiene mayor carga factorial para el eje 3
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y algunos que tienen repartida su variabilidad entre los tres ejes.

En las tablas 4.2, 4.3 y 4.4 se observa esta información para las variables

analizadas.

Variable Contribución
Sepal.Length 377.73
Sepal.Width 534.48
Petal.Length 38.80
Petal.Width 48.99

Tabla 4.2: Contribuciones relativas de las variables a la variabilidad total.

Las variables que más contribuyen a la variabilidad total son la longitud y la

anchura del sépalo mientras que la longitud y anchura del pétalo tienen menos

influencia. Si tenemos en cuenta a qué eje están contribuyendo en mayor medida

se observa que la anchura del sépalo es la que más influye en la conformación del

primer eje, la longitud del sépalo tiene mayor contribución para el segundo eje y

la variable que más contribuye al tercer eje es la anchura del pétalo.

Elemento Eje 1 Eje 2 Eje 3
Sepal.Length 358.07 543.73 30.30
Sepal.Width 590.24 376.84 18.82
Petal.Length 25.51 73.16 177.09
Petal.Width 26.18 6.27 773.79

Tabla 4.3: Contribuciones relativas de las variables a la conformación de los tres
primeros ejes.

En cuanto a las contribuciones relativas de los ejes a las variables, se puede

ver que la longitud y anchura del sépalo tienen una contribución alta del eje 1,

la longitud del pétalo tiene las contribuciones más altas repartidas entre los ejes

1 y 2 y la anchura del pétalo entre los ejes 1 y 3.

Elemento Eje 1 Eje 2 Eje 3
Sepal.Length 755.88 241.32 2.81
Sepal.Width 880.57 118.20 1.23
Petal.Length 524.25 316.12 159.63
Petal.Width 426.17 21.46 552.36

Tabla 4.4: Contribuciones relativas de los ejes a las variables.
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Estas contribuciones son las mismas que se explicaron en la sección 2.5.

Pero como se están analizando varios conjuntos (matrices) también se obtiene

la información relativa a las matrices analizadas. Por lo tanto, el Biplot Múltiple

proporciona la contribución relativa a la variabilidad total de cada matriz, la

contribución relativa de cada matriz a la conformación de los ejes factoriales

y la contribución relativa de cada eje a la variabilidad de cada matriz. Esta

información se recoge en las tablas 4.5, 4.6 y 4.7.

Matriz Contribución
Setosa 318.94
Versicolor 356.26
Virginica 324.80

Tabla 4.5: Contribuciones relativas de las matrices a la variabilidad total.

Según se observa, las tres matrices contribuyen de una manera parecida a la

variabilidad total de los datos. Las que más contribuyen a la conformación del eje

1 son setosa y versicolor y en menor medida virginica. Para los ejes 2 y 3 las que

más influyen son las matrices con individuos de las especies versicolor y virginica.

Matriz Eje 1 Eje 2 Eje 3
Setosa 361.93 140.25 195.41
Versicolor 353.96 369.80 343.82
Virginica 284.12 489.95 460.77

Tabla 4.6: Contribuciones relativas de las matrices a la conformación de los tres
primeros ejes.

Si analizamos las contribuciones de cada eje a la variabilidad total de cada

una de las matrices se observa que para las tres especies el primer eje tiene una

contribución alta.

Elemento Eje 1 Eje 2 Eje 3
Setosa 904.86 73.72 21.43
Versicolor 792.23 174.02 33.75
Virginica 697.50 252.89 49.61

Tabla 4.7: Contribuciones relativas de los ejes a las matrices.
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Por último se presenta el gráfico en dos dimensiones con la representación

conjunta de las tres especies y las variables analizadas (figura 4.6).
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Figura 4.6: Gráfico en las dos primeras dimensiones de las coordenadas resultantes
del Biplot Múltiple.

Una vez que se han analizado los datos de una manera exploratoria, el

siguiente paso es obtener los resultados inferenciales para las medidas explicadas

anteriormente.

En primer lugar, se presentan los resultados para los valores propios. Al igual

que en los caṕıtulos anteriores, se presentan en forma de tabla con el valor

observado, la media de los valores calculados a partir de las submuestras, el

error estándar, el sesgo y los extremos inferior y superior de los intervalos de

confianza t-bootstrap, percentiles y BCa. Dicha información está complementada

con los gráficos que representan los histogramas de las réplicas bootstrap de cada

medida y los gráficos de normalidad. Todos los resultados se han obtenido con

1000 muestras bootstrap a un nivel de confianza del 95%.

La tabla 4.8 y la figura 4.7 muestran los resultados para los valores propios.

Se observa que hay pequeñas diferencias entre los valores observados y las medias
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de las réplicas bootstrap sobretodo en el primer valor propio. Respecto a la

distribución de las réplicas, se puede ver que el primer histograma tiene más

asimetŕıa que el resto y el gráfico de normalidad muestra una cierta desviación

de la normalidad. Esto nos indica que el primer valor propio es más inestable que

el resto.

V.
Obs

Media SE Sesgo t-b inf t-b
sup

perc
inf

perc
sup

BCa
inf

BCa
sup

1 7.52 6.84 1.24 -0.69 4.40 9.27 4.36 8.57 4.59 8.79
2 3.45 3.19 0.82 -0.26 1.58 4.80 1.91 5.09 2.44 6.24
3 1.58 1.61 0.33 0.04 0.96 2.27 1.03 2.37 1.01 2.33
4 0.85 0.84 0.18 -0.01 0.49 1.19 0.55 1.24 0.58 1.36

Tabla 4.8: Resultados bootstrap para valores propios.
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Figura 4.7: Histogramas y gráficos de normalidad para los valores propios.

A continuación se presentan los resultados referentes a la contribución relativa

de cada variable a la variabilidad total presente en los datos analizados. En

la tabla 4.9 y en la figura 4.8 se observa que la longitud del sépalo presenta

diferencias más pequeñas que la anchura del sépalo y la longitud y anchura
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del pétalo. Estas dos últimas variables además, presentan distribuciones de las

réplicas asimétricas y los gráficos de normalidad indican desviaciones respecto a

la distribución normal. Por lo tanto, la contribución relativa de las variables a

la variabilidad total no es estable a lo largo del conjunto de muestras bootstrap

para estos datos.

V.
Obs

Media SE Sesgo t-b inf t-b
sup

perc
inf

perc
sup

BCa
inf

BCa
sup

S.L 377.73 356.99 76.08 -20.74 207.70 506.28 231.97 518.08 252.67 550.59
S.W 534.48 471.46 121.49 -63.02 233.05 709.87 242.72 707.64 365.67 784.75
P.L 38.80 82.22 74.58 43.42 -64.14 228.57 14.73 256.18 13.15 242.86
P.W 48.99 89.33 69.05 40.34 -46.17 224.83 22.21 264.36 14.10 157.11

Tabla 4.9: Resultados bootstrap para las contribuciones relativas de cada variable
a la variabilidad total.
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Figura 4.8: Histogramas y gráficos de normalidad para las contribuciones relativas
a la variabilidad total de las variables.

Si estudiamos los resultados de la contribución relativa de cada variable a

la conformación de los ejes factoriales (tabla 4.10 y figura 4.9), se observan
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diferencias entre los valores observados y las medias de las réplicas bootstrap

y las amplitudes de los intervalos de confianza no son pequeñas. Respecto a los

gráficos, destaca la asimetŕıa y la falta de normalidad de aquellas contribuciones

que son pequeñas en la muestra original.

V.
Obs

Media SE Sesgo t-b inf t-b
sup

perc
inf

perc
sup

BCa
inf

BCa
sup

S.L
E.1 358.07 355.91 99.39 -2.16 160.86 550.95 172.37 574.26 197.68 584.44
E.2 543.73 464.27 158.45 -79.46 153.33 775.21 61.14 729.77 294.85 791.91
E.3 30.30 48.11 68.29 17.81 -85.91 182.12 0.14 305.61 0.41 334.81
S.W
E.1 590.24 508.83 155.26 -81.42 204.16 813.49 209.76 803.08 354.15 873.49
E.2 376.84 365.70 135.24 -11.14 100.31 631.09 76.80 616.23 86.25 623.24
E.3 18.82 86.87 138.38 68.05 -184.68 358.42 0.26 568.22 0.00 222.26
P.L
E.1 25.51 73.77 86.67 48.26 -96.31 243.85 3.65 295.59 2.76 280.53
E.2 73.16 108.15 143.31 35.00 -173.06 389.37 6.00 782.16 2.94 216.68
E.3 177.09 186.44 134.20 9.35 -76.92 449.79 5.69 482.26 9.26 509.88
P.W
E.1 26.18 61.50 66.97 35.32 -69.91 192.91 8.65 257.68 5.28 161.69
E.2 6.27 61.88 105.95 55.61 -146.02 269.78 0.07 428.21 0.00 83.82
E.3 773.79 678.59 162.69 -95.21 359.33 997.84 258.30 918.68 533.79 968.99

Tabla 4.10: Resultados bootstrap para las contribuciones relativas de las variables
a los ejes factoriales.
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Figura 4.9: Histogramas y gráficos de normalidad para las contribuciones relativas
de las variables a la conformación de los ejes factoriales.
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A continuación, analizamos los resultados relativos a la contribución relativa

de los ejes factoriales a las variables (tabla 4.11 y figura 4.10). Al igual que en las

medidas anteriores, se observan algunos sesgos considerables (anchura del pétalo

respecto de los ejes 2 y 3). Las contribuciones del eje 1 a las variables longitud y

anchura del sépalo presentan gran asimetŕıa. Las relativas al eje 2 son en general

asimétricas, siendo más pronunciada la distribución de las réplicas relativas a la

variable anchura del pétalo. Las réplicas bootstrap de las contribuciones relativas

del eje 3 a las variables longitud y anchura del sépalo poseen una gran asimetŕıa y

grandes desviaciones de la normalidad. Lo mismo sucede con la variable longitud

del pétalo aunque en menor medida.

V.
Obs

Media SE Sesgo t-b inf t-b
sup

perc
inf

perc
sup

BCa
inf

BCa
sup

E.1
S.L 755.88 764.70 100.61 8.82 567.26 962.13 526.69 915.46 439.88 887.87
S.W 880.57 830.66 116.26 -49.91 602.51 1058.81 537.95 974.59 662.41 985.87
P.L 524.25 533.99 220.44 9.75 101.41 966.58 144.71 901.24 144.68 901.15
P.W 426.17 458.88 137.77 32.70 188.52 729.23 181.30 750.47 120.85 676.56
E.2
S.L 241.32 224.08 106.32 -17.24 15.45 432.71 45.12 470.81 93.65 584.58
S.W 118.20 149.52 98.92 31.32 -44.60 343.64 24.44 374.65 18.50 335.56
P.L 316.12 277.44 191.87 -38.68 -99.07 653.96 22.47 714.59 70.97 904.73
P.W 21.46 95.71 116.00 74.24 -131.93 323.34 0.18 438.41 0.00 188.98
E.3
S.L 2.81 11.22 29.11 8.42 -45.90 68.35 0.01 124.70 0.02 132.30
S.W 1.23 19.82 47.69 18.59 -73.77 113.40 0.01 192.38 0.00 35.69
P.L 159.63 188.56 184.26 28.94 -173.03 550.15 2.48 663.13 7.66 732.42
P.W 552.36 445.42 163.32 -106.94 124.93 765.91 85.59 739.89 343.86 904.27

Tabla 4.11: Resultados bootstrap para la contribuciones relativas de los ejes
factoriales a las variables.
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Figura 4.10: Histogramas y gráficos de normalidad para las contribuciones
relativas de los ejes factoriales a las variables.
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Los siguientes parámetros que se estudian son las contribuciones relativas a la

variabilidad total de cada una de las matrices (setosa, versicolor y virginica) que

forman parte del estudio. Los resultados se presentan en la tabla 4.12 y la figura

4.11. Estas medidas presentan pequeñas diferencias y los histogramas y gráficos

de normalidad de las réplicas bootstrap muestran una simetŕıa y normalidad muy

aceptable. Por lo tanto, se considera que estas contribuciones son estables.

V.
Obs

Media SE Sesgo t-b inf t-b
sup

perc
inf

perc
sup

BCa
inf

BCa
sup

1 318.94 331.37 81.13 12.43 172.16 490.58 179.06 501.08 169.46 483.76
2 356.26 338.67 92.94 -17.59 156.30 521.04 187.31 534.58 221.51 629.25
3 324.80 329.93 101.27 5.13 131.20 528.65 162.57 552.28 166.08 574.68

Tabla 4.12: Resultados bootstrap para las contribuciones relativas de las matrices
a la variabilidad total.
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Figura 4.11: Histogramas y gráficos de normalidad para las contribuciones
relativas a la variabilidad total de las matrices.

Si analizamos las contribuciones relativas de las matrices a la conformación

de los ejes factoriales (tabla 4.13 y figura 4.12), las diferencias no son elevadas

aunque la amplitud de los intervalos de confianza si que es grande en general.

Respecto a los histogramas y a los gráficos de normalidad, se puede ver que en

general presentan simetŕıa y normalidad a excepción de la contribución de la

matriz setosa al eje 2 y de virginica al eje 1.
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V.
Obs

Media SE Sesgo t-b inf t-b
sup

perc
inf

perc
sup

BCa
inf

BCa
sup

1
E.1 361.93 363.32 78.13 1.40 210.00 516.65 220.76 531.06 225.73 538.28
E.2 140.25 188.10 111.49 47.85 -30.70 406.89 43.14 462.29 33.01 405.96
E.3 195.41 209.98 106.57 14.57 0.86 419.10 50.29 456.85 52.23 459.18

2
E.1 353.96 335.22 80.01 -18.74 178.21 492.23 196.53 501.57 238.47 601.33
E.2 369.80 370.94 183.00 1.14 11.83 730.06 81.25 762.65 101.90 785.83
E.3 343.82 375.49 174.88 31.66 32.31 718.67 94.04 734.59 85.06 718.83

3
E.1 284.12 301.57 79.22 17.46 146.12 457.03 175.73 475.11 166.32 455.50
E.2 489.95 440.23 201.83 -49.72 44.18 836.29 108.43 838.10 161.51 872.64
E.3 460.77 413.87 190.83 -46.90 39.40 788.34 109.46 804.54 156.92 865.65

Tabla 4.13: Resultados bootstrap para las contribuciones relativas de las matrices
a los ejes factoriales.
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Figura 4.12: Histogramas y gráficos de normalidad para las contribuciones
relativas de las matrices a la conformación de los ejes factoriales.
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Para finalizar con el estudio inferencial de las medidas relativas a las diferentes

matrices que forman parte del estudio, se muestran los resultados bootstrap

relativos a las contribuciones relativas de los ejes factoriales a las matrices (tabla

4.14 y figura 4.13). En este caso, los sesgos y las desviaciones estándar son bastante

bajos y las distribuciones de las réplicas en general, son simétricas y tienden a

la normalidad a excepción de las contribuciones a la tabla setosa que presentan

grandes asimetŕıas y desviaciones de la normalidad.

V.
Obs

Media SE Sesgo t-b inf t-b
sup

perc
inf

perc
sup

BCa
inf

BCa
sup

E.1
1 904.86 889.89 78.02 -14.96 736.79 1042.99 631.30 960.70 595.78 954.44
2 792.23 774.47 66.68 -17.77 643.61 905.32 627.33 884.19 666.53 898.63
3 697.51 697.68 88.99 0.18 523.06 872.30 505.77 849.21 494.33 841.03

E.2
1 73.72 82.18 53.35 8.46 -22.51 186.88 28.51 256.08 33.54 282.42
2 174.02 169.25 57.54 -4.76 56.35 282.16 76.40 299.70 87.83 328.52
3 252.89 245.50 79.32 -7.39 89.84 401.16 115.63 422.66 133.06 457.05

E.3
1 21.43 27.93 29.43 6.50 -29.82 85.67 4.83 126.20 7.56 164.08
2 33.75 56.28 26.26 22.53 4.75 107.82 21.71 121.89 14.70 58.65
3 49.61 56.82 25.76 7.21 6.27 107.38 22.56 117.27 21.51 112.56

Tabla 4.14: Resultados bootstrap para las contribuciones relativas de los ejes
factoriales a las matrices.
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Figura 4.13: Histogramas y gráficos de normalidad para las contribuciones
relativas de los ejes factoriales a las matrices.
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En el apéndice A se encuentran los resultados relativos a los individuos. En

general, las contribuciones relativas de los individuos a la variabilidad total y las

contribuciones relativas de los individuos a la conformación de los ejes factoriales

son bastante estables, no siendo aśı para el caso de las contribuciones de los

ejes factoriales a los individuos que presentan diferencias significativas en algunos

casos e intervalos de confianza con amplitudes demasiado grandes que cubren

prácticamente todos los valores posibles.

Por último se presenta el gráfico (figura 4.14) con las coordenadas calculadas

para las variables de las 1000 muestras bootstrap. El conjunto de coordenadas

que se refiere a una misma variable se ha representado con el mismo color y se

han generado poĺıgonos envolventes (convex-hull) para cada uno de ellos.
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Figura 4.14: Coordenadas de las variables para las 1000 muestras bootstrap.

A modo de resumen, en este caṕıtulo se ha expuesto una revisión de las

técnicas disponibles en la literatura para el análisis de datos de tres v́ıas y las
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principales versiones inferenciales basadas en remuestreo que existen para ellas.

Se ha desarrollado un nuevo software para la utilización del Biplot Múltiple ya

que no exist́ıa ninguna implementación para su puesta en práctica y además

se ha propuesto una versión inferencial que puede ser ejecutada desde el mismo

software. Por último, se ha ilustrado el manejo y la interpretación de los resultados

de los Biplot Múltiples y su nueva versión inferencial mediante su utilización con

un conjunto de datos.



Caṕıtulo 5
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5.1. Clustering Biplot

Generalmente se suelen utilizar técnicas multivariantes de reducción de la

dimensión para inspeccionar una posible estructura de grupos de las unidades

que se pretenden analizar (PCA, FA, Biplot...). Es muy frecuente que una vez

extráıdas las primeras dimensiones que más información aportan, se aplique una

técnica de clasificación sobre las cargas obtenidas para las unidades. Sin embargo,

hay autores (De Soete y Carroll, 1994; DeSarbo et al., 1990b) que cargan en

contra de este proceso, llamado análisis tandem por Arabie y Hubert, 1994. Esto

es debido a que, por lo general, estas técnicas no buscan las dimensiones que

más separan los posibles grupos que pueda haber si no que buscan direcciones

de máxima variabilidad del conjunto total de datos disponibles. Un ejemplo de

cómo este procedimiento puede ser no adecuado se puede ver en Vichi y Kiers,

2001.

Para resolver este problema, De Soete y Carroll, 1994 proponen una

alternativa al algoritmo de k-means de tal forma que cada cluster se representa

mediante un único punto, el centroide, y con dichos puntos se buscan las

dimensiones que más variabilidad expliquen para ellos. Una vez extráıdas dichas

dimensiones, se proyectan los puntos de los datos de partida sobre el espacio

generado por estas dimensiones y se obtiene una representación en dimensión

reducida para unidades y centroides. Sin embargo, esta técnica tiene el problema

de que no representa bien los datos de partida, ya que lo que se ha buscado

es la máxima separación entre centroides que no tiene porque ser la que más

variabilidad explique de los datos originales.

Para poder optimizar al mismo tiempo tanto la separación entre clusters como

la variabilidad explicada por las dimensiones extráıdas, se han propuesto varias

alternativas que combinan métodos de clusters con técnicas de reducción de la
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dimensión. Algunos utilizan escalamiento multidimensional o análisis unfolding

(DeSarbo y Heiser, 1993; DeSarbo et al., 1990a; Heiser, 1993). Otros utilizan el

ACP o el AF para este propósito (Vichi y Kiers, 2001).

Otra forma de actuar cuando se dispone de una matriz de distancias o

similitudes es utilizar el escalamiento multidimensional (MDS). El problema es

que los factores y la representación obtenida no son fáciles de interpretar. Para

facilitar esta interpretación, se han propuesto procedimientos para establecer

relaciones entre dichos factores y variables externas (Cox y Cox, 1994; Green

et al., 1989; Hair et al., 1998; Heiser y Meulman, 1983). En ellos, se describen

métodos que combinan MDS, técnicas de cluster y regresión múltiple. De esta

forma, se utiliza el MDS para obtener coordenadas de los objetos en un espacio

de dimensión reducida, con estas coordenadas se realiza una regresión múltiple

con la matriz que contiene las variables externas y por último se aplica el análisis

de clusters sobre los resultados de la regresión. También es posible intercambiar los

pasos de regresión y análisis de clusters. Sin embargo, en ambas alternativas ni el

análisis de clusters ni la regresión tienen influencia sobre la solución proporcionada

por el MDS. Para que en la extracción de las dimensiones en el MDS se tengan

en cuenta las variables externas, se realiza en primer lugar la regresión múltiple.

Aśı, se proyecta la matriz de distancias sobre el espacio de las variables externas y

posteriormente se analizan estas distancias proyectadas mediante MDS y análisis

de clusters o viceversa. Pero esta aproximación tampoco resulta óptima ya que

las funciones objetivo se optimizan secuencialmente y no simultáneamente. Bock,

1987 propone combinar aditivamente dos funciones objetivo relativas al análisis

de clusters k-means y al MDS. Heiser, 1993; Heiser y Groenen, 1997 muestran

un procedimiento en el que en primer lugar divide los objetos en un número de

clases y simultámeamente busca espacios de representación en dimensión reducida

para los centroides de los clusters conformados. Kiers et al., 2005 proponen como
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alternativa óptima el modelo MDSCLUREG que combina los tres procedimientos

en uno de tal forma que los centroides de los clusters se explican mediante un

número reducido de dimensiones (MDS) que son consideradas como variables

dependientes predecidas por las variables externas. Rocci et al., 2011 proponen

un algoritmo en el que convergen las propuestas de De Soete y Carroll, 1994;

Vichi y Kiers, 2001, llamado análisis Discriminante Factorial k-means (FDKM)

que alterna pasos del análisis Discriminante Lineal con el análisis de clusters

k-means.

Si la partición de los objetos en clusters es conocida a priori, Amaro et al.,

2004; Gabriel, 1995 proponen el método Biplot Canónico o MANOVA-Biplot

que representa tanto los individuos como las variables en el mismo espacio

de dimensión reducida y maximiza la distancia entre los clusters utilizando la

distancia de Mahalanobis en lugar de la distancia Eucĺıdea.

Siguiendo las ideas de los autores señalados anteriormente, se propone un

nuevo algoritmo que aborda el doble problema de clasificación de objetos en

grupos y representación en un espacio de dimensión reducida. Dicho algoritmo se

denomina Clustering Biplot (CBiplot) y combina el análisis de clusters k-means

con el método HJ Biplot (Galindo, 1986). El objetivo de este método es, por

tanto, encontrar las direcciones que maximizan la separación entre los centroides

de los P clusters que se pretenden encontrar a partir de los datos analizados y

obtener una representación HJ Biplot de los individuos y de las variables en el

espacio que conforman dichas dimensiones.

5.1.1. Notación

Para un mejor seguimiento del algoritmo que se va a proponer en la siguiente

sección se expone brevemente la terminoloǵıa que se va a utilizar:
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I,J,P,Q. Número de objetos, variables, clusters y componentes respectiva-

mente.

Xij . Matriz de datos que contiene la información de I objetos sobre los que

se han medido J variables. Se supone estandarizada.

Eij . Matriz de errores.

Uip. Matriz binaria que contiene la localización de los I individuos en los P

clusters. Es decir, uip = 1 si el individuo i pertenece al cluster p y uip = 0 en

otro caso. Es una matriz estocástica por filas, es decir, todos los elementos

son no negativos y
∑P

t=1 uit = 1 ∀i = 1, . . . , I.

X̄pj. Matriz de centroides en el espacio original.

Zij. Matriz en la que se ha sustituido el elemento original por el centroide

del cluster al que pertenece.

Aiq. Matriz que contiene las coordenadas HJ Biplot de los objetos en el

espacio de las Q componentes.

Āpq. Matriz que contiene las coordenadas HJ Biplot de los centroides de los

P clusters en el espacio de las Q componentes.

Bjq. Matriz que contiene las coordenadas HJ Biplot de las J variables en el

espacio de las Q componentes.

Λ. Matriz diagonal que contiene los valores propios de la dvs de Z.

5.1.2. Modelo Clustering Biplot

El modelo asociado al CBiplot se obtiene de la aplicación del HJ Biplot a la

matriz en la que se ha sustituido cada valor original por el valor del centroide del
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cluster al que pertenezca. Por tanto, en primer lugar, se aplica el método k-means

sobre dicha matriz obteniendo el modelo:

X = UX̄+ E1 (5.1)

A continuación, se busca la descomposición de la matriz de centroides

mediante el método HJ Biplot. Aśı, se obtienen las coordenadas para variables B

y para los centroides Ā y la matriz diagonal que contiene los valores propios Λ.

Si:

X̄ = DΛM⊤

con D⊤D = M⊤M = I, entonces:

Ā = DΛ

y

B = MΛ.

Como el método HJ Biplot no reproduce el dato de partida, se introduce un

factor para hacer posible dicha recuperación. De esta forma la matriz de centroides

queda expresada como:

X̄ = ĀΛ−1B⊤ + E2 (5.2)

Por lo tanto, el modelo asociado al CBiplot es:

X = UĀΛ−1B⊤ + E (5.3)
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donde E = E1 + E2.

A partir de este modelo es fácil ver que: E = X −UĀΛ−1B⊤. Por lo tanto,

se plantea el problema de minimizar la norma de la matriz de errores E, lo que

resulta en el problema de optimización:

F
(
U, Ā,B

)
=‖ X−UĀΛ−1B⊤ ‖2

=
I∑

i=1

J∑

j=1

(
xij −

P∑

p=1

Q∑

q=1

uipāpqλ
−1
q bjq

)2

→ mı́n
UĀB

Por otro lado, se puede probar que se cumple la siguiente descomposición:

‖ X ‖2=‖ X−UĀΛ−1B⊤ ‖2 + ‖ UĀΛ−1B⊤ ‖2

Demostración. Dado que B = MΛ, se cumple que B⊤B = ΛM⊤MΛ y como M

se ha definido con la condición M⊤M = I, se tiene que B⊤B = Λ2.

Con esta afirmación, sabiendo que X = UX̄ y Ā = X̄BΛ−1, se tiene que:

‖ X−UĀΛ−1B⊤ ‖2 + ‖ UĀΛ−1B⊤ ‖2

= traza
([

X−UX̄BΛ−2B⊤
] [

X−UX̄BΛ−2B⊤
]⊤)

+traza
([

UX̄BΛ−2B⊤
] [

UX̄BΛ−2B⊤
]⊤)

= traza
(
XX⊤

)
− 2traza

(
UX̄BΛ−2B⊤X⊤

)

+2traza
([

UX̄BΛ−2B⊤
] [

UX̄BΛ−2B⊤
]⊤)
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= traza
(
XX⊤

)
− 2traza

(
UX̄BΛ−2B⊤X⊤

)

+2traza
(
UX̄BΛ−2B⊤BΛ−2B⊤

[
UX̄

]⊤)

= traza
(
XX⊤

)
− 2traza

(
UX̄BΛ−2B⊤X⊤

)

+2traza
(
UX̄BΛ−2B⊤X⊤

)

= traza
(
XX⊤

)

Por lo tanto, minimizar F es equivalente a maximizar ‖ UĀΛ−1B⊤ ‖2 que

corresponde con la deviance entre clusters de la clasificación de X dada por U.

Por otro lado se tiene que:

‖ UĀΛ−1B⊤ ‖2=‖ UX̄BΛ−2B⊤ ‖2= traza
([

UX̄BΛ−2B⊤
] [
UX̄BΛ−2B⊤

]⊤)

= traza
([

UX̄BΛ−1
]
Λ−1B⊤BΛ−1

[
UX̄BΛ−1

]⊤)

= traza
([

UX̄BΛ−1
] [

UX̄BΛ−1
]⊤)
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=‖ UX̄BΛ−1 ‖2=‖ UĀ ‖2 .

Por lo tanto, minimizar F es equivalente a maximizar la deviance entre clusters

en el espacio reducido.

Ahora bien, si se parte del modelo de k-means X = UX̄ + E1, hay que

minimizar la norma ‖ X−UX̄ ‖2.

Pero,

‖ X−UX̄ ‖2=‖ XBΛ−1 −UX̄BΛ−1 ‖2=‖ A−UĀ ‖2 .

A continuación, se demuestra que:

‖ A ‖2=‖ A−UĀ ‖2 + ‖ UĀ ‖2

Demostración. Sabiendo que A = UĀ, se tiene que:

‖ A−UĀ ‖2 + ‖ UĀ ‖2

= traza
([

X−UĀ
] [

X−UĀ
]⊤)

+traza
([

UĀ
] [

UĀ
]⊤)

= traza
(
AA⊤

)
− 2traza

(
UĀA⊤

)

+2traza
([

UĀ
] [

UĀ
]⊤)
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= traza
(
AA⊤

)

Como se ha demostrado antes, minimizar F es equivalente a maximizar

‖ UĀ ‖2 y según la descomposición ‖ A ‖2=‖ A−UĀ ‖2 + ‖ UĀ ‖2, maximizar

‖ UĀ ‖2 es lo mismo que minimizar ‖ A − UĀ ‖2, lo que corresponde con la

deviance dentro de los clusters en el espacio reducido.

En el algoritmo que se explica en la siguiente sección se toma como función

objetivo la maximización de la deviance entre clusters. Como criterios de parada

en el proceso iterativo, se fija un umbral de tolerancia de tal forma que si la

diferencia entre la función objetivo en el paso k y la función objetivo en el paso

k + 1 es menor que dicho umbral y la función objetivo en el paso k + 1 es mayor

que la del paso k se interrumpe el proceso.

5.1.3. Algoritmo CBiplot

El algoritmo parte de una clasificación aleatoria de los individuos en los P

clusters y mediante un procedimiento iterativo se busca la clasificación óptima

que conduzca a la maximización de las distancias entre los centroides de los grupos

resultantes.

Sea:

X la matriz de datos de partida de orden I × J que contiene la información

de I individuos sobre los que se han medido J variables.

El algoritmo consta de un paso inicial que se detalla a continuación:

Se genera la matriz U0 aleatoria binaria de orden I × P que contiene la

localización de los I individuos en los P clusters. Es decir, uip = 1 si el individuo

i pertenece al cluster p y uip = 0 en otro caso. Es una matriz estocástica por filas,
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es decir, todos los elementos son no negativos y
∑P

t=1 uit = 1 ∀i = 1, . . . , I. Si

en este proceso se genera alguna columna vaćıa para U0, es decir, algún cluster

resulta vaćıo, se elige el de mayor tamaño y se divide aleatoriamente a la mitad.

Este procedimiento se repite hasta que todos los clusters tengan algún elemento.

A partir de las matrices X y U0 se calcula la matriz de centroides X̄0 de orden

P × J mediante la ecuación:

X̄0 =
(
U⊤

0 U0

)−1
U⊤

0 X.

Con dicha matriz y la matriz de localización de los individuos en los clusters

U0, se calcula Z0. Esta matriz es de orden I × J y se construye sustituyendo

los valores iniciales de X por el valor de los centroides de los clusters a los que

pertenece cada individuo.

Z0 = U0X̄0.

A partir de la matriz Z0 se van a buscar las direcciones de máxima

separación entre los centroides calculados previamente. Por tanto, se realiza la

descomposición en valores singulares (dvs) de la matriz Z0.

Z0 = RΛT⊤.

Se eligen A0 = RΛ como coordenadas para los individuos y B0 = TΛ como

coordenadas para las variables. Aśı mismo, se calculan las coordenadas de los

centroides Ā0 en el nuevo espacio de representación.

Con estas coordenadas se evalúa la función objetivo F0.

Una vez terminado el paso inicial, se comienza con el proceso iterativo.

Se supone que se ha ejecutado hasta el paso k− 1, por lo tanto, se dispone de
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las matrices Uk−1, Zk−1, Ak−1,Bk−1 y Āk−1 y la función objetivo en dicho paso

Fk−1. A partir de ellas se va a realizar el paso k.

A partir de las matricesAk−1 y Āk−1 se actualiza la matrizUk asignando cada

individuo al centroide más cercano en el nuevo espacio mediante el algoritmo

de k-means. Si algún cluster resulta vaćıo, se procede de la misma forma que

con la matriz inicial U0. Con la nueva matriz de localización de los individuos

en los P clusters Uk y la matriz X se calcula la nueva matriz de centroides

X̄k =
(
U⊤

k Uk

)−1
U⊤

k X. Con ella y Uk se actualiza Zk = UkX̄k.

A continuación se vuelve a calcular la dvs de Zk y se actualizan las matrices

de coordenadas para individuos, variables y centroides Ak,Bk y Āk.

Con dichas coordenadas se computa el valor de la función objetivo y se

comprueba si se cumplen los criterios de parada explicados al comienzo de esta

sección. En este caso, se termina el proceso iterativo y se considera como solución

los resultados obtenidos en este paso, si no se repite este paso hasta que se cumplan

los criterios de parada.

En la figura 5.1 se resumen los pasos principales del algoritmo Clustering

Biplot.
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Figura 5.1: Esquema del algoritmo CBiplot.

5.2. Disjoint Biplot

Los métodos Biplot (Gabriel, 1971; Galindo, 1986) son herramientas amplia-

mente utilizadas para obtener una representación conjunta de los objetos y de las

variables recogidas en una matriz de datos en un espacio de dimensión reducida.

Como se ha detallado en el caṕıtulo 2.1 se han aplicado en numerosos campos. Al

igual que ocurre en el PCA, los ejes que se eligen para representar los datos en el

espacio de dimensión reducida se obtienen de tal forma que expliquen la mayor

parte de la variabilidad presente en los datos. Estos ejes tienen correlaciones cero

entre śı y son combinaciones lineales de las variables de partida. Sin embargo,

este hecho se convierte en una desventaja a la hora de interpretar los resultados

obtenidos. En el contexto del PCA se han desarrollado diferentes alternativas

para resolver este problema. Una posible solución es el uso de técnicas de rota-

ción (Jolliffe, 1995). Vines, 2000 propone un nuevo método que denomina Simple

PCA, cuya idea básica es forzar a que las cargas factoriales sean −1, 0 o 1. Una
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forma artificial que también se ha utilizado frecuentemente es convertir en nulas

las cargas factoriales menores que un cierto umbral prefijado (Cadima y Jolliffe,

1995). Jolliffe et al., 2003 presentan el método SCoTLASS que introduce una pe-

nalización en la suma de los valores absolutos de las cargas factoriales de tal forma

que algunas de ellas se hacen nulas. En el mismo sentido, Zhang et al., 2002, 2004

proponen SLRAs (Sparse Low Rank Aproximations). Posteriormente, Zou et al.,

2006 proponen el Sparse PCA, cuyo objetivo es la búsqueda de cargas sparse, es

decir, buscan matrices de cargas factoriales que contengan escasos elementos no

nulos. Dicho método se basa en la reformulación del PCA como un problema de

regresión y aśı poder integrar directamente técnicas utilizadas en este contexto

que persiguen el propósito de mejorar la interpretabilidad de los resultados. Entre

dichas técnicas se encuentran lasso (Tibshirani, 1996) y elastic net (Zou y Hastie,

2003). D´ Aspremont et al., 2007 presentan una aproximación del Sparse PCA ba-

sada en programación semidefinida. Una revisión exhaustiva desde la formulación

clásica del PCA hasta estas aproximaciones se puede consultar en Trendafilov,

2014. McCabe, 1984 presenta una alternativa en la que se selecciona un conjunto

reducido de variables que llama variables principales. En este sentido, Mahoney

y Drineas, 2009 proponen una alternativa a la dvs para aproximar una matriz

de datos a la que han denominado descomposición CUR. La ventaja que tiene

sobre la dvs es que permiten expresar la matriz de datos respecto de un número

reducido de columnas y/o filas en lugar de extraer ejes factoriales que son combi-

naciones lineales de las variables de partida. Esto mejora la interpretación ya que

lo que se obtiene son las propias variables y/u objetos. Dicha denominación se

debe a que la matriz de partida se descompone en tres matrices C, U y R donde

C y R contienen un número pequeño de columnas y filas respectivamente. Para

seleccionar este número se genera una distribución de probabilidad a partir de

la influencia de cada columna en la mejor aproximación de dimensión reducida
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de la matriz de datos. Existen diferentes descomposiciones CUR según el criterio

definido para elegir las columnas y las cotas de error obtenidas en ellos (Drineas

et al., 2006, 2008; Frieze et al., 2004; Goreinov y Tyrtyshnikov, 2001; Stewart,

1999). En Vichi y Saporta, 2009, se propone un método en el que, mediante un

algoritmo de mı́nimos cuadrados alternados, se busca un espacio de dimensión

reducida en el que cada variable únicamente contribuye a la conformación de uno

sólo de los ejes factoriales extráıdos a la vez que busca la mejor clasificación de

los objetos situados en las filas de la matriz. En esta sección se va a presentar

un nuevo algoritmo para obtener ejes factoriales disjuntos en la representación

HJ Biplot. Se utiliza para la búsqueda de dichos ejes factoriales el procedimiento

utilizado en Vichi y Saporta, 2009 relacionado con el propuesto por Vigneau y

Qannari, 2004.

5.2.1. Notación

Para una lectura más clara del algoritmo explicado posteriormente se realiza

una breve reseña de la terminoloǵıa que se va a utilizar:

I,J,Q. Número de objetos, variables y componentes respectivamente.

Xij . Matriz de datos que contiene la información de I objetos sobre los que

se han medido J variables. Se supone estandarizada.

Eij . Matriz de errores.

Vjq. Matriz binaria que contiene la información relativa a la componente

sobre la que va a contribuir cada una de las J variables. Es decir, vjq = 1 si

la variable j contribuye a la componente q y vjq = 0 en otro caso. Al igual

que suced́ıa con la matriz U en el método descrito anteriormente, es una
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matriz estocástica por filas, es decir, todos los elementos son no negativos

y
∑Q

t=1 vjt = 1 ∀j = 1, . . . , J .

Aiq. Matriz que contiene las coordenadas HJ Biplot de los objetos en el

espacio de las Q componentes disjuntas.

Bjq. Matriz que contiene las coordenadas HJ Biplot de las J variables en el

espacio de las Q componentes disjuntas.

Λ. Matriz diagonal que contiene los valores propios de la dvs disjunta de

X.

5.2.2. Modelo Disjoint Biplot

El modelo asociado al Disjoint Biplot (DBiplot) se obtiene de la aplicación

del HJ Biplot a la matriz que contiene los datos de partida. Aśı, se obtienen las

coordenadas para variables B y para objetos A y la matriz diagonal que contiene

los valores propios Λ.

Si:

X = DΛM⊤

con D⊤D = M⊤M = I, entonces:

A = DΛ

y

B = MΛ.

Al igual que ocurŕıa en el método anterior, como el método HJ Biplot no
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reproduce el dato de partida, se introduce un factor para hacer posible dicha

recuperación. De esta forma se obtiene el modelo:

X = AΛ−1B⊤ + E (5.4)

A partir de este modelo es fácil ver que: E = X −AΛ−1B⊤. Por lo tanto, el

problema planteado en este modelo es minimizar la norma de la matriz de errores

E, lo que resulta en el problema de optimización:

F (A,B) =‖ X−AΛ−1B⊤ ‖2

=
I∑

i=1

J∑

j=1

(
xij −

Q∑

q=1

aiqλ
−1
q bjq

)2

→ mı́n
AB

Por otro lado, se puede probar que se cumple la siguiente descomposición:

‖ X ‖2=‖ X−UAΛ−1B⊤ ‖2 + ‖ UAΛ−1B⊤ ‖2

Demostración. Como B = MΛ, se cumple que B⊤B = ΛM⊤MΛ y como M se

ha definido con la condición M⊤M = I, se tiene que B⊤B = Λ2.

Con esta igualdad y A = XBΛ−1, se tiene que:

‖ X−AΛ−1B⊤ ‖2 + ‖ AΛ−1B⊤ ‖2

= traza
([

X−XBΛ−2B⊤
] [

X−XBΛ−2B⊤
]⊤)

+traza
([

XBΛ−2B⊤
] [

XBΛ−2B⊤
]⊤)
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= traza
(
XX⊤

)
− 2traza

(
XBΛ−2B⊤X⊤

)

+2traza
([

XBΛ−2B⊤
] [
XBΛ−2B⊤

]⊤)

= traza
(
XX⊤

)
− 2traza

(
XBΛ−2B⊤X⊤

)

+2traza
(
XBΛ−2B⊤BΛ−2B⊤X⊤

)

= traza
(
XX⊤

)
− 2traza

(
XBΛ−2B⊤X⊤

)

+2traza
(
XBΛ−2B⊤X⊤

)

= traza
(
XX⊤

)

Por tanto, minimizar F es lo mismo que maximizar ‖ AΛ−1B⊤ ‖2 que

corresponde con la variabilidad explicada por la aproximación de X dada por

la descomposición HJ Biplot.

En el algoritmo que se explica a continuación se fija como función objetivo la

maximización de la variabilidad explicada por la aproximación. Los criterios de

parada se asumen igual que en la sección anterior.
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5.2.3. Algoritmo DBiplot

A continuación se explica el algoritmo creado para llevar a cabo el Disjoint

Biplot. El objetivo de este método es encontrar Q componentes que definan un

nuevo espacio donde representar los datos de partida pero con la peculiaridad de

que cada variable sólamente va a contribuir a una componente. Se parte de X

matriz de datos de orden I ×J que contiene la información de I individuos sobre

los que se han medido J variables.

El algoritmo consta de un paso inicial que se explica a continuación:

Se genera la matriz V0 aleatoria binaria de orden J × Q que contiene la

información relativa a la componente sobre la que va a contribuir cada una de

las J variables. Es decir, vjq = 1 si la variable j contribuye a la componente q y

vjq = 0 en otro caso. Al igual que suced́ıa con la matriz U0 en el método descrito

anteriormente, es una matriz estocástica por filas, es decir, todos los elementos

son no negativos y
∑Q

t=1 vjt = 1 ∀j = 1, . . . , J . También se asegura que todas las

componentes tengan cargas de alguna variable, es decir, que ninguna componente

tenga cargas nulas para todas las variables. El procedimiento es similar al caso

de los clusters. Si una componente no tiene ninguna variable asignada para que

contribuya a su conformación, aquella que tenga mayor número de variables se

divide aleatoriamente en dos.

Partiendo de las matrices X y V0 se van a calcular las coordenadas para las

variables B0 de orden J ×Q de la siguiente manera:

Para cada componente q:

Se genera la submatrizW0q que contiene tantas filas como la matriz de partida

X y tantas columnas como variables que contribuyan a dicha componente q, es

decir, se seleccionan las columnas de la matriz X para las que la variable asociada

tenga un uno en la columna q de la matriz V0.



5.2. Disjoint Biplot 281

La matriz W0q se descompone en valores singulares.

W0q = RΛ̃T⊤

y se calculan las coordenadas para dichas variables como B̃0q = TΛ̃. Se elige la

primera columna de esta matriz que corresponde con la componente asociada al

primer valor propio para este subconjunto de variables. Estas coordenadas van a

ser las coordenadas de las variables que se han considerado para la componente

q en el nuevo espacio y el resto de variables que no han formado parte de la

submatriz W0q tendrán coordenada 0 para esta componente.

En la figura 5.2 se muestra cómo se construye Wq a partir de las matrices X

y V.

Figura 5.2: Esquema de construcción de la submatriz Wq.

Una vez que se tiene la matriz B0 de coordenadas para las variables, se calcula

la matriz de coordenadas para los individuos:

A0 = XB0Λ
−1
0

donde Λ0 contiene el mayor valor propio resultante de las dvs de cada W0q.
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Con las coordenadas calculadas en este paso se computa el valor inicial de la

función objetivo F0.

Una vez terminado el paso inicial, se comienza con el proceso iterativo.

Se supone que se dispone de los resultados obtenidos en el paso k − 1, por

tanto se tienen las matrices Vk−1, Ak−1, Λk−1 y Bk−1 y el valor de la función

objetivo en dicho paso Fk−1. A partir de ellas se va a realizar el paso k.

En este paso, es necesario actualizar la matriz Vk. Para ello se va a actuar

por filas. Para cada fila j se procede de la siguiente manera:

Se mantienen las filas t = 1, . . . , j−1, j+1, . . . , J . Se ponen a cero toda la fila

j y se crea Ṽkq en las que el uno de dicha fila se encuentra en la columna q. Para

cada una de las q Ṽkq se calculan las matrices de coordenadas para individuos y

variables Ãkq y B̃kq y se evalúa la función objetivo F̃kq. Aquella posición para la

cual la F̃kq sea máxima, será la posición para la cual se fije el uno de dicha fila.

Si de este proceso resulta alguna columna de la matriz Vk con todos los

elementos nulos, se procede de igual forma que se explicó para V0.

Una vez que se ha actualizado la matriz Vk se calculan las coordenadas para

las variables Bk. El procedimiento es similar al explicado en el paso inicial.

Para cada componente q:

Se genera la submatriz Wkq que contiene las columnas de la matriz X para las

que la variable asociada tenga un uno en la columna q de la matrizVk actualizada

anteriormente.

La matriz Wkq se descompone en valores singulares.

Wkq = RΛ̃T⊤

y se calculan las coordenadas para dichas variables como B̃kq = TΛ̃. Se elige la

primera columna de esta matriz como coordenadas de las variables que se han
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considerado para la componente q en el nuevo espacio y el resto de variables

que no han formado parte de la submatriz Wkq tendrán coordenada 0 para esta

componente.

Con la matriz Bk se calcula la matriz de coordenadas de individuos Ak:

Ak = XBkΛ
−1
k

donde Λk contiene el mayor valor propio resultante de las dvs de cada Wkq.

Por último, se calcula el valor correspondiente de la función objetivo Fk. Se

comprueba si se verifican los criterios de parada explicados al comienzo de esta

sección. En este caso, se termina el proceso iterativo y se considera como solución

las coordenadas obtenidas en este paso, si no, se repite este paso hasta que se

cumplan los criterios de parada.

En la figura 5.3 se esquematizan los pasos básicos del algoritmo Disjoint

Biplot.

Figura 5.3: Esquema del algoritmo DBiplot.



284 Caṕıtulo 5. Clustering Disjoint Biplot

5.3. Clustering Disjoint Biplot

En las secciones anteriores se han explicado diferentes métodos tanto

para buscar una estructura subyacente de grupos como para mejorar la

interpretabilidad de los ejes factoriales extráıdos mediante técnicas de reducción

de la dimensión. Sin embargo, hay autores que intentan buscar una solución

conjunta a ambos tipos de problemas. El análisis de clusters tradicionalmente

se utiliza para la clasificación de objetos. Sin embargo, hay ocasiones en las

que se utilizan para buscar una partición de las variables en lugar de las

técnicas factoriales. Esto es debido a que en las técnicas factoriales, incluso

después de haber aplicado algún tipo de rotación, los factores extráıdos pueden

compartir variables en su conformación, hecho que dificulta su interpretación. Más

relacionado con la idea de buscar una clasificación de objetos y una partición de

variables que mejore la interpretación de los resultados, se encuentran las técnicas

de biclustering (Hartigan, 1972, 1975). Estas técnicas identifican submatrices

de la matriz de partida en las que los objetos y las variables forman clusters.

Sin embargo, estos métodos no tienen claramente definido un problema de

optimización mediante una función objetivo que mida las discrepancias entre las

aproximaciones que se encuentran en el proceso iterativo y los datos originales.

En este sentido, Bock, 1979, 2003; DeSarbo, 1982 proponen alternativas al

biclustering basadas en diferentes criterios de optimización. Vichi, 2000 presenta

el algoritmo Doble k-means. Una revisión completa de los métodos de biclustering

se puede ver en Van Mechelen et al., 2004. Witten y Tibshirani, 2010 proponen

el Sparse k-means Clustering, cuyo doble objetivo es encontrar una clasificación

de los objetos mediante el algoritmo k-means y buscar las variables que tengan

más influencia en dicha clasificación. Para ello utilizan la penalización lasso

(Tibshirani, 1996).
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En Vichi y Saporta, 2009 se propone un método iterativo que busca la

partición de los objetos alrededor de un conjunto de centroides y la de las

variables en torno a un conjunto de componentes. Dicho método se denomina

CDPCA (Clustering Disjoint Principal Component Analysis). Este método tiene

la ventaja, respecto del sparse PCA, de obtener particiones de las variables

disjuntas, es decir, cada variable del conjunto de datos únicamente va a contribuir

a la conformación de una componente, hecho que no ocurre en el sparse PCA

ya que aunque se obtienen matriz de cargas con bastantes ceros, una misma

variable puede tener cargas para varias componentes. Esta forma de obtener las

componentes disjuntas está relacionada con el método propuesto por Vigneau y

Qannari, 2004. Recientemente, Macedo y Freitas, 2015 desarrollan un programa

para su utilización.

Teniendo en cuenta las aportaciones anteriores, se propone el algoritmo

CDBiplot (Clustering Disjoint Biplot), que alterna la búsqueda de la mejor

clasificación de los objetos mediante la representación HJ Biplot (Galindo, 1986)

en un espacio de dimensión reducida donde los ejes factoriales extráıdos son

disjuntos, es decir, cada variable de la matriz de partida sólamente contribuye

a la conformación de un eje teniendo contribuciones nulas para el resto. Esto

se consigue dividiendo el espacio total en subespacios disjuntos y extrayendo de

cada uno de ellos la dirección de máxima variabilidad.

5.3.1. Notación

A continuación, se expone brevemente la terminoloǵıa utilizada en la

descripción del algoritmo:

I,J,P,Q. Número de objetos, variables, clusters y componentes respectiva-

mente.
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Xij . Matriz de datos que contiene la información de I objetos sobre los que

se han medido J variables. Se supone estandarizada.

Eij . Matriz de errores.

Uip. Matriz binaria que contiene la localización de los I individuos en los P

clusters. Es decir, uip = 1 si el individuo i pertenece al cluster p y uip = 0 en

otro caso. Es una matriz estocástica por filas, es decir, todos los elementos

son no negativos y
∑P

t=1 uit = 1 ∀i = 1, . . . , I.

X̄pj. Matriz de centroides en el espacio original.

Zij. Matriz en la que se ha sustituido el elemento original por el centroide

del cluster al que pertenece.

Vjq. Matriz binaria que contiene la información relativa a la componente

sobre la que va a contribuir cada una de las J variables. Es decir, vjq = 1 si

la variable j contribuye a la componente q y vjq = 0 en otro caso. Es una

matriz estocástica por filas, es decir, todos los elementos son no negativos

y
∑Q

t=1 vjt = 1 ∀j = 1, . . . , J .

Aiq. Matriz que contiene las coordenadas HJ Biplot de los objetos en el

espacio de las Q componentes disjuntas.

Āpq. Matriz que contiene las coordenadas HJ Biplot de los centroides de los

P clusters en el espacio de las Q componentes disjuntas.

Bjq. Matriz que contiene las coordenadas HJ Biplot de las J variables en el

espacio de las Q componentes disjuntas.

Λ. Matriz diagonal que contiene los valores propios de la dvs disjunta de Z.
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5.3.2. Modelo Clustering Disjoint Biplot

El modelo para el CDBiplot y las consideraciones para la función objetivo son

los explicados en la sección 5.1.2 pero teniendo en cuenta que la obtención de

los marcadores para las variables siguen un proceso diferente al establecido en el

algoritmo CBiplot.

5.3.3. Algoritmo CDBiplot

En esta sección se detalla el algoritmo Clustering Disjoint Biplot. Como se ha

explicado anteriormente, este método tiene un doble objetivo: por un lado busca

las componentes que maximicen la distancia entre los centroides de los P clusters

que se buscan en los I individuos y por otro lado, se buscan Q componentes de tal

forma que las J variables sólo contribuyan a una de las componentes encontradas.

Como criterios de parada en el proceso iterativo, se fijan los mismos que en

las secciones anteriores.

Se parte de X, una matriz de datos de orden I×J que contiene la información

de I individuos sobre los que se han medido J variables.

El algoritmo consta de un paso inicial que a su vez se compone de dos partes:

Referente al primer objetivo (cluster de individuos):

Se crea la matriz U0 aleatoria binaria de orden I × P que contiene la

localización de los I individuos en los P clusters. Es decir, uip = 1 si

el individuo i pertenece al cluster p y uip = 0 en otro caso. Es una

matriz estocástica por filas tal que todos los elementos son no negativos

y
∑P

t=1 uit = 1 ∀i = 1, . . . , I. Como en el algoritmo CBiplot, se asegura que

todos los clusters tengan elementos dividiendo el que tenga mayor número

en caso de que fuera necesario.
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Mediante las matrices X y U0 se genera la matriz de centroides X̄0 de orden

P × J :

X̄0 =
(
U⊤

0 U0

)−1
U⊤

0 X.

Con esta matriz y U0, se calcula Z0. Esta matriz contiene los valores de los

centroides de los clusters a los que pertenece cada individuo en lugar de los

valores iniciales de X.

Z0 = U0X̄0.

Referente al segundo objetivo (variables que sólo contribuyen a una

componente):

Se genera la matriz V0 aleatoria binaria de orden J × Q que informa de

la componente a la que contribuye cada variable. Es decir, vjq = 1 si la

variable j contribuye a la componente q y vjq = 0 en otro caso. Cumple que

todos los elementos son no negativos y
∑Q

t=1 vjt = 1 ∀j = 1, . . . , J . Como

se explicó en el algoritmo DBiplot, se asegura que todas las componentes

tengan alguna variable que contribuya a ella reasignando la mitad de las

que contribuyan a la componente con mayor número de cargas no nulas.

Partiendo de las matrices Z0 y V0 se calculan las coordenadas para las

variables B0 mediante el siguiente procedimiento:

Para cada componente q:

Se extrae la submatriz W0q de Z0 formada por las columnas de la matriz

Z0 para las que la variable asociada tenga un uno en la columna q de la

matriz V0.
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Se realiza la dvs de la matriz W0q = RΛ̃T⊤ y se calculan las coordenadas

para dichas variables como B̃0q = TΛ̃. Se selecciona la primera columna

de esta matriz como coordenadas de las variables que se han considerado

para la componente q en el nuevo espacio y al resto de variables que no han

formado parte de la submatriz W0q se les asigna 0 para dicha componente.

Una vez obtenida la matriz B0, se obtiene la matriz de coordenadas para

los individuos:

A0 = XB0Λ
−1
0

donde Λ0 contiene el mayor valor propio resultante de las dvs de cada W0q,

al igual que se explicó en el método Disjoint Biplot.

También se obtiene la matriz de coordenadas de los centroides en el nuevo

espacio de representación.

Ā0 = X̄B0Λ
−1
0 .

Con las matrices A0, Ā0, U0, B0 y Λ−1
0 se obtiene el valor inicial de la función

objetivo F0.

A partir de este punto se comienza con el proceso iterativo.

Tal como se ha explicado en los algoritmos anteriores, se suponen conocidos los

resultados obtenidos en el paso k−1, por tanto se tienen las matrices Uk−1, X̄k−1,

Zk−1, Ak−1, Āk−1, Vk−1, Vk−1, Λk−1 y Bk−1 y el valor de la función objetivo en

dicho paso Fk−1. Con todas ellas se van a calcular las correspondientes al paso k.

Referente al primer objetivo (cluster de individuos):

En esta parte se actualiza la matriz Uk a partir de las coordenadas de los



290 Caṕıtulo 5. Clustering Disjoint Biplot

individuos y de los centroides Ak−1 y Āk−1 mediante el algoritmo de k-

means. Se asegura que todas las columnas de Uk tengan algún elemento no

nulo como se explicó para U0.

Con dicha matriz y los datos de partida X se calculan los centroides

X̄k =
(
U⊤

k Uk

)−1
U⊤

k X. Con ella y Uk se actualiza Zk = UkX̄k.

Referente al segundo objetivo (variables que sólo contribuyen a una

componente):

En esta parte se actualiza la matriz Vk. Para ello se va a actuar por filas.

Para cada fila j se sigue el siguiente proceso:

Se fijan las filas t = 1, . . . , j − 1, j + 1, . . . , J . Se ponen ceros en todas

las posiciones de la fila j y se genera la matriz Ṽkq para cada una de las

componentes Q en las que se posiciona el uno en el lugar q-ésimo. A partir

de cada una de las q Ṽkq se calculan las matrices de coordenadas para

individuos, centroides y variables Ãkq,
˜̄Akq y B̃kq y se calcula el valor de

la función objetivo F̃kq. Aquella posición que haga máxima F̃kq, será la

posición para la cual se fije el uno de la fila j.

Una vez que se ha actualizado la matriz Vk con la seguridad de que todas

las columnas tienen algún elemento no nulo, se obtienen las coordenadas

para las variables Bk. El procedimiento es el explicado en el paso inicial.

Para cada componente q:

Se genera la submatriz Wkq que contiene las columnas de la matriz Zk para

las que la variable asociada tenga un uno en la columna q de la matriz Vk

actualizada anteriormente.
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La matriz Wkq se descompone en valores singulares.

Wkq = RΛ̃T⊤

y se calculan las coordenadas para dichas variables como B̃kq = TΛ̃. Se

escoge la primera columna de esta matriz como coordenadas de las variables

que se han considerado para la componente q en el nuevo espacio y el

resto de variables que no han formado parte de la submatriz Wkq tendrán

coordenada 0 para esta componente.

Con la matriz Bk se calcula la matriz de coordenadas de individuos Ak:

Ak = XBkΛ
−1
k

donde Λk contiene el mayor valor propio resultante de las dvs de cada Wkq.

También es necesario la matriz de coordenadas de los centroides:

Āk = X̄BkΛ
−1
k

Por último, se calcula el valor de la función objetivo Fk. Se comprueba si

se verifican los criterios de parada anteriormente explicados. Si se cumplen,

se termina el proceso iterativo y se considera como solución las coordenadas

obtenidas en este paso, si no, se repite este paso hasta que se cumplan los criterios

de parada.

Con el objetivo de no caer en un mı́nimo local, es necesario ejecutar el

algoritmo varias veces. Se recomienda un mı́nimo de 1000 para encontrar una

solución estable.

En la figura 5.4 se muestran el esquema del algoritmo Clustering Disjoint
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Biplot.

Figura 5.4: Esquema del algoritmo CDBiplot.

5.4. Programa CDBiplot

Con el objetivo de proporcionar un software que permita la utilización de los

tres algoritmos descritos anteriormente, se ha desarrollado una nueva GUI en el

entorno R. Este programa permite al usuario elegir el algoritmo que desea utilizar

con sus datos y obtener un gráfico con la representación resultante.

El programa se encuentra en forma de función dentro del paquete

biplotbootGUI. La función se denomina CDBiplot y consta de dos argumen-

tos:

data. Matriz que contiene los datos que van a ser analizados.

clase. Vector que contiene la clase a la que pertenece cada objeto en caso

de que se conozca y se quiera analizar la clasificación de los objetos.

Una vez que se invoca la función, aparece una ventana (figura 5.5) con tres

radiobuttons para poder elegir el algoritmo a ejecutar.
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Clustering Biplot (CBiplot).

Disjoint Biplot (DBiplot).

Clustering Disjoint Biplot (CDBiplot).

Figura 5.5: Ventana principal de la función CDBiplot.

Una vez elegido el algoritmo, emerge una ventana (figura 5.6) donde se debe

introducir el número de componentes, el umbral de tolerancia permitida, el

número máximo de iteraciones que va a ejecutar el algoritmo y el número de

veces que se quiere repetir el algoritmo completo con el objetivo de encontrar

la solución óptima y no caer en un mı́nimo local. Si los algoritmos que se van

a utilizar requieren la clasificación de los objetos, también se pide el número de

clusters que se quiere considerar.

Figura 5.6: Ventana para elegir los parámetros para ejecutar el algoritmo.

A continuación, el programa ejecuta el algoritmo y cuando termina, aparece

una ventana (figura 5.7) con la representación de los objetos y las variables

analizadas mediante el algoritmo elegido.
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Figura 5.7: Ventana con la representación conjunta de objetos y variables.

En esta ventana se pueden distinguir dos bloques y varios menús. En el bloque

de la derecha se tiene la representación gráfica de los objetos y las variables. En

este gráfico es posible mover las etiquetas de los puntos con el botón izquierdo

del ratón. El bloque de la izquierda sólo aparece si el número de componentes es

mayor que dos. En ese caso, se pueden observar tres listbox que sirven para elegir

la dimensión que se quiere ver en cada gráfico (2 y 3 dimensiones) y un botón

Refresh que es necesario pulsar para que los cambios de los anteriores cuadros

de texto se actualicen. En la parte superior de la ventana se tienen 4 menús:

File

• Copy image

• Save image
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◦ PDF file

◦ Eps file

◦ Png file

◦ Jpg/Jpeg file

• Exit

3D

• 3D

Options

• Change title

• Show/Hide axes

• Show/Hide variables

• Show/Hide row labels

Cluster

• Convex-hull

El primero de ellos permite copiar la imagen al portapapeles, guardarla

en varios tipos de formato y salir del programa. El siguiente es el menú de

3 dimensiones. Permite ver las coordenadas de objetos y variables en tres

dimensiones. En este gráfico existe la posibilidad de rotar la imagen con el botón

izquierdo del ratón y ampliar o disminuir la imagen con el botón derecho del

ratón. El tercer menú disponible es el de opciones. Contiene cuatro submenús:

cambiar el t́ıtulo del gráfico, mostrar o quitar los ejes de coordenadas, mostrar o

quitar la representación de las variables y mostrar o quitar las etiquetas de los
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Figura 5.8: Ventana para elegir las opciones respecto del poĺıgono envolvente.

objetos. El último menú permite al usuario dibujar convex-hull alrededor de cada

cluster. Cuando se elige este submenú aparece una ventana (figura 5.8).

En ella se puede elegir si se dibujan los poĺıgonos envolventes (convex-hull) y

en caso de querer representarlos, es posible elegir dibujar sólo la linea exterior o

rellenar toda la zona delimitada por el poĺıgono.

Junto a esta ventana emerge un texto con los resultados del análisis:

Matriz U de clasificación de los objetos.

Matriz V de información sobre a qué componente contribuye cada variable.

Valores propios.

Variabilidad explicada por cada componente.

Coordenadas de objetos y variables.

Matriz de pseudoconfusión en el caso de haber pasado el argumento clase al

invocar la función y haber elegido un algoritmo que implique clasificación

de los objetos. Esta matriz es una tabla que cruza el número de objetos

clasificados mediante el algoritmo con la clasificación introducida.

Matriz de correlaciones entre componentes.

Número máximo de iteraciones necesarias para la convergencia del

algoritmo.
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Valor máximo de la función objetivo F .

Dicho archivo se guarda automáticamente en el directorio en el que se

encuentre el usuario.

5.5. Aplicación a Datos

Para mostrar el funcionamiento del software y comprobar las ventajas de los

algoritmos descritos anteriormente se ejecuta el programa sobre dos conjuntos de

datos.

En primer lugar, se va a ejecutar el método CDBiplot sobre los datos iris

(Anderson, 1935) que ya se explicaron en la sección 2.5. Como se véıa en dicha

sección, a pesar de que los datos están clasificados en tres grupos, el HJ Biplot en

las dos primeras dimensiones (figura 5.9) no diferencia los tres grupos. Únicamente

se aprecia gran diferencia entre el grupo setosa, representado en rojo, de los grupos

versicolor y virginica (verde y naranja). Pero estos dos grupos se solapan en una

región y por tanto, no se ve una separación clara.

Si se aplica el algoritmo CDBiplot a estos datos se obtiene la figura 5.10.

Como se puede observar, se obtiene una separación entre el primer cluster y

el resto. También se observa una separación más clara en los dos clusters que no

se diferenciaban en el HJ Biplot anterior.

A continuación se presenta el gráfico con la representación conjunta de

individuos y variables (figura 5.11). En él se puede ver que las variables resultantes

de la separación entre clusters son las longitudes del sépalo y del pétalo mientras

que la anchura del sépalo y del pétalo separan el primero del resto.
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Figura 5.9: Gráfico que muestra la representación HJ Biplot para los datos iris
en las dos primeras dimensiones.

−2 −1 0 1 2 3

−
2

−
1

0
1

CDBiplot

Dim  1 ( 46.68 %)

D
im

  2
 (

 3
3.

27
 %

)

1

2

3
4

5
6

7
8

9

10

11

12

1314

15

16

17

18

1920

21
22

23

24

25

26

27

28
29

30
31

32

33 34

35
36

37

38

39

4041

42

43 44

45

46

47

48

49

50

51
52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

64
65

66

67
68

69

70
7172

73

7475 76

77
78

79
80

81
82

83

84

85

86

87

88

89

90

91

92

93
94

95

96

97 98

99
100

101102
103

104

105
106

107

108

109

110111

112
113

114
115

116

117

118

119

120

121
122 123

124

125

126

127

128

129

130

131

132

133

134
135

136

137

138
139

140

141
142143

144
145

146
147

148
149150
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el algoritmo CDBiplot en las dos primeras dimensiones.

Hay que tener en cuenta que la variabilidad explicada por cada eje en este

algoritmo es menor que la que explica el HJ Biplot ya que el objetivo del CDBiplot

no es sólo maximizar la variabilidad explicada por la aproximación sino buscar

la mejor clasificación de los individuos. Además, los ejes extráıdos mediante el

CDBiplot son disjoint, es decir, cada variable sólo contribuye a la conformación

de un único eje y este hecho también influye en la disminución de la variabilidad

explicada por cada eje. El programa proporciona, además del gráfico, una tabla

cruzada donde se puede ver el número de casos bien y mal clasificados en el caso

de que se haya incluido como parámetro de llamada a la función un vector con la

clasificación real de los individuos. En este caso, se observa que el grupo setosa

se clasifica correctamente mientras que en el grupo versicolor y en el virginica

existen individuos mal clasificados. Dichos individuos suponen un 13% del total

de la muestra.

Otra cuestión que hay que tener en cuenta es que, por la manera de calcularlos,
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los ejes extráıdos no tienen correlación 0. Por ello, el programa proporciona la

matriz de correlaciones para los ejes factoriales. Para estos datos se obtiene una

correlación entre ambos ejes del 81%. Cabe destacar también que, para estos

datos, el número máximo de iteraciones que ha necesitado el algoritmo para

alcanzar la convergencia ha sido de 14.

El segundo conjunto de datos que se utiliza con este algoritmo son datos dispo-

nibles en la página http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Wine+Quality.

La muestra original consta de 2 conjuntos de datos relativos a dos variedades (tin-

to y blanco) de Vinho Verde portugués (Cortez et al., 2009). Sobre ellos se han

medido las siguientes variables fisico-qúımicas: acidez fija, acidez volátil, ácido

ćıtrico, azúcar residual, cloruros, dióxido de azufre libre, dióxido de azufre to-

tal, densidad, pH, sulfatos y alcohol. Los datos contienen 1599 mediciones de la

variedad tinta y 4898 de la variedad blanca. Como ejemplo, se ha extráıdo una

muestra que contiene 500 mediciones de cada una de ellas. Se utiliza el algoritmo

CDBiplot para encontrar la representación de la clasificación en ambas variedades

y obtener dos ejes factoriales disjuntos.

Al igual que en el ejemplo anterior, se realiza primero un HJ Biplot sobre

los datos. En la figura 5.12 se puede ver dicha representación. Según se observa,

hay dos grupos pero no están bien diferenciados. La cantidad de variabilidad

absorbida por los dos ejes es del 51,10%. En esta representación se aprecia que

las variables que más contribuyen a la separación de los dos grupos son la acidez

volátil, azúcar residual, dióxido de azufre total y dióxido de azufre libre.

A continuación, se ejecuta el algoritmo CDBiplot sobre los mismos datos. En

la figuras 5.13 y 5.14 se presentan los resultados reteniendo dos ejes factoriales.

http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Wine+Quality
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Figura 5.12: Gráfico que muestra la representación HJ Biplot para los datos Vinho
Verde en las dos primeras dimensiones.
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Figura 5.13: Gráfico que muestra los clusters y las variables obtenidas mediante
el algoritmo CDBiplot en las dos primeras dimensiones. Datos Vinho Verde.
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Figura 5.14: Gráfico que muestra los clusters obtenidos mediante el algoritmo
CDBiplot en las dos primeras dimensiones. Datos Vinho Verde.

En ellos se observa que la separación de ambos clusters es menos difusa. Las

variables que conforman el eje 1 son acidez volátil, azúcar residual, dióxido de

azufre total y dióxido de azufre libre mientras que al eje 2 contribuyen ácido

ćıtrico, pH, acidez fija, sulfatos, cloruros, densidad y alcohol. Como se explicaba

en el ejemplo anterior, la variabilidad explicada por cada eje en este caso es menor

(40,57%) debido a la forma de generar dichos ejes factoriales. El programa nos

ofrece también el recuento de individuos bien y mal clasificados. En este ejemplo,

el número de individuos mal clasificados es 16 lo que supone un 1,6% del total. El

número de iteraciones máxima que se ha necesitado para alcanzar la convergencia

ha sido de 31 y la correlación entre los ejes generados es del 50,5%.

Resumiendo, en este caṕıtulo se ha realizado una revisión bibliográfica de

las técnicas que abordan la necesidad de obtener una representación en un

espacio de dimensión reducida por un lado, teniendo en cuenta que los individuos

forman grupos, por otro lado mejorando la interpretabilidad de los ejes factoriales
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considerados. A partir de esta revisión se proponen tres algoritmos: CBiplot,

que busca el mejor espacio de representación común reducida tendiendo en

cuenta la estructura de grupos de los individuos; DBiplot, que busca un espacio

de dimensión reducida para representar individuos y variables con la ventaja

de obtener dimensiones disjuntas en las que cada variable sólo contribuye a

la conformación de un eje; CDBiplot, que combina ambos algoritmos para

conseguir simultáneamente las dos ventajas de los métodos anteriores. Para que

los tres algoritmos sean fácilmente utilizables en la práctica, se ha desarrollado

un programa denominado CDBiplot en el entorno R que permite obtener los

resultados de una forma interactiva mediante el uso de ventanas y botones. Por

último, a través de dos conjuntos de datos reales se ha ilustrado su utilización y

la interpretación de los resultados obtenidos.
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1. De la exhaustiva revisión bibliográfica se deduce que los métodos Bootstrap

han tenido un gran desarrollo desde 1979 en que aparecieron. Se han

aplicado en análisis Factorial, análisis de Componentes Principales, análisis

de Correspondencias, análisis no Simétrico de Correspondencias, rotaciones

Procrustes, modelos Multinivel, modelos de TUCKER y análisis Factorial

Múltiple, pero no se ha encontrado ninguna referencia en revistas cient́ıficas

que utilice estos métodos para proporcionar versiones inferenciales de los

métodos Biplot.

2. Se han desarrollado versiones inferenciales basadas en los métodos Boots-

trap de los métodos Biplot tanto para los clásicos de Gabriel, 1971 como

para el HJ Biplot de Galindo, 1986 con su correspondiente programa lla-

mado biplotbootGUI, implementado en el lenguaje R para su aplicación.

3. Aśı mismo, se han desarrollado versiones inferenciales basadas en los

métodos Bootstrap tanto para el análisis Canónico de Correspondencias

simétrico y no simétrico como para los Biplot Múltiples.

4. Para estas versiones también se han implementado softwares espećıficos que

permiten su puesta en práctica. Estos programas se denominan cncaGUI y

multibiplotGUI.

5. Siguiendo las ideas de Vichi y Saporta, 2009, se ha desarrollado un nuevo

método con su algoritmo iterativo denominado Clustering Biplot cuyo

objetivo es la búsqueda de la mejor clasificación de los individuos mediante

el algoritmo k-means en un espacio de dimensión reducida en el que se

representen los individuos y las variables mediante el HJ Biplot.

6. Aśı mismo, se ha presentado un nuevo método, versión del HJ Biplot, que

pretende la búsqueda de ejes factoriales disjuntos, de tal forma que cada
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variable sólo contribuye a la conformación de un eje. Esta versión facilita

la interpretación de los factores resultantes y se ha denominado Disjoint

Biplot.

7. Como combinación de ambas técnicas, se propone el Clustering Disjoint

Biplot. Este método tiene el doble objetivo de buscar la mejor clasificación

de los individuos mediante el algoritmo de k-means y generar ejes factoriales

disjuntos que permitan una interpretación más fácil a la hora de representar

los individuos y los grupos generados en el mismo espacio de representación

mediante el HJ Biplot.

8. Al igual que desarrollaron Macedo y Freitas, 2015 para el CDPCA, se

ha implementado una interfaz gráfica de usuario llamada CDBiplot para

facilitar la ejecución de estos algoritmos.
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D. Corrales y O. Rodŕıguez. INTERSTATIS: The STATIS method for interval
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I. Gallego-Álvarez y J. L. Vicente-Villardón. Analysis of environmental indicators

in international companies by applying the logistic biplot. Ecological

Indicators, 23:250–261, 2012.
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J. Garćıa-Talegón, M. A. Vicente, E. Molina-Ballesteros, y S. Vicente-Tavera.

Determination of the origin and evolution of building stones as a function of

their chemical composition using the inertia criterion based on an HJ-biplot.

Chemical Geology, 153:37–51, 1999.

H. G. Gauch. Model selection and validation for yield trials with interaction.

Biometrics, 44:705–715, 1988.

A. Gifi. Nonlinear multivariate analysis. Wiley, Chichester, UK, 1990.



356 Bibliograf́ıa

C. Gimaret-Carpentier, D. Chessel, y J. P. Pascal. Non-symmetric correspondence

analysis: an alternative for species occurrences data. Plant Ecology,

138(1):97–112, 1998.
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S. Holmes. Outils informatiques pour l’évaluation de la pertinence d’un résultat

en analyse des données. USTL, Montpellier, Francia, 1985.

S. Holmes. Using the bootstrap and the RV coefficient in the multivariate context.

En E. Diday, ed., Proceedings of the conference on Data Analysis, Learning
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S. Mendes, M. J. Fernández-Gómez, M. P. Galindo, F. Morgado, P. Maranhão,

U. Azeiteiro, y P. Bacelar-Nicolau. The study of bacterioplankton dynamics

in the Berlengas Archipelago (West coast of Portugal) by applying the HJ-

Biplot method. Arquipelago Life and Marine Sciences, 26:25–35, 2009.

C. Meng, B. Kuster, A. C. Culhane, y A. M. Gholami. A multivariate approach to

the integration of multi-omics datasets. BMC bioinformatics, 15(162), 2014.

J. J. Meulman. Homogeneity analysis of incomplete data. DSWO Press,

Netherland, 1982.

L. Milan y J. Whittaker. Application of the parametric bootstrap to models that

incorporate a singular value decomposition. Applied Statistics, 44:31–49,

1995.

F. Morillo, A. A. Dı́az-Faes, B. González-Albo, y L. Moreno. Do networking
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couples de tableaux: application à l’étude des relations pathologie végétale-

environnement. Revue de Statistique Appliquée, 47:31–46, 1999.

B. Simonetti y M. Gallo. Alternative interpretations to the non symmetrical

correspondence analysis. Caribbean Journal of Mathematical and Computing

Sciences, 12:18–22, 2002.

G. L. Simpson. The cocorresp R package version 0.2-1: co-correspondence analysis

ordination methods. http://CRAN.R-project.org/package=cocorresp,

2009.

D. F. Stauffer, E. O. Garton, y R. K. Steinhorst. A comparison of principal

component from real and random data. Ecology, 66:1693–1698, 1985.

G. W. Stewart. Four algorithms for the efficient computation of truncated qr

approximations to a sparse matrix. Numerische Mathematik, 83:313–323,

1999.

http://CRAN.R-project.org/package=cocorresp


Bibliograf́ıa 369

S. Takane, Y.and Jung. Regularized partial and/or constrained redundancy

analysis. Psychometrika, 73(4):671–690, 2008.

Y. Takane y H. Hwang. Regularized multiple correspondence analysis. En M. J.

Greenacre y J. Blasius, eds., Multiple Correspondence Analysis and Related
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