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REesuMEN: En este articulo reflexionamos sobre la naturaleza de los retos y de su
importante papel en la atencién de los estudiantes con talento matemdtico e incidimos
en las posibles funciones que puede desempefiar el profesor. Destacamos la necesidad
de que el profesor de matematicas tenga un conocimiento especializado sobre la for-
mulacién de retos matemdticos apropiados para la identificacién y el estimulo de los
estudiantes con talento matematico en el aula. Ejemplificamos estas ideas con retos
especificos, mostrando estrategias que puede utilizar el profesor para formular retos
matemadticos en torno a un contenido especifico y cémo organizar su secuencia didéc-
tica en el aula.

PAaLABRAS CLAVE: estudiantes con talento matemaitico; retos matematicos; talento
matemdtico; profesores; reformulacién de tareas.

ABsTRACT: In this paper we reflect on the nature of the mathematical challenges
and their important role in the care of students with mathematically talented students,
and we insist on the possible roles that teachers can play. We stress the need for the
math teacher achieve a specialized knowledge on formulating appropriate mathemati-
cal challenges, in order to identify and to encourage mathematically talented students
in the classroom. We exemplify these ideas with specific challenges, showing teacher
strategies used to formulate mathematical challenges around a specific content and how
to sequence them.

KEey worDs: mathematically talented students; mathematical challenges; mathemati-
cal talent; teachers; reformulation of task.
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1. Introduccién

ALVO EN ACTIVIDADES DE ENRIQUECIMIENTO PUNTUALES, como cursos de verano o
programas extraescolares de estimulo del talento, los alumnos con alta capacidad
para las matematicas suelen estudiar en clases heterogéneas en las que siguen el
programa oficial establecido y no reciben trato especial. Hay anécdotas que subrayan
la falta de atencidn en el aula a este colectivo de estudiantes. Refiramos como ejemplo la
anécdota hipotética de un padre que tiene escolarizado a un nifio con altas capacidades:

Tengo un nifio de altas capacidades que se aburre en clase.

He hablado con el maestro y le he expuesto mi preocupacién.

El maestro me replica:

No puedo dedicarme a su hijo. Tengo que desarrollar el programa.

La anécdota tiene visos de realidad y puede haberse repetido con relativa fre-
cuencia en el dmbito escolar. En su respuesta, el maestro justifica la situacion por el
imperativo oficial de desarrollar todo el programa, que puede ocultar otras caren-
cias que si podrian abordarse. El aburrimiento en la escuela es una de las principales
problemiticas relativas a todos los alumnos y que afecta también a los estudiantes
con altas capacidades (Feldhusen y Kroll, 1991). Walters y Diezmann (2000), citando
trabajos previos, subrayan como una de las razones el tipo de tareas académicas que
se desarrollan en el aula, que no suponen un desafio para los estudiantes mds capaces.
También destacan estos autores que los estudiantes con talento otorgan poco valor a
las actividades de aprendizaje que realizan en el aula y no las afrontan como un reto,
lo que es un hindicap para su aprendizaje

A este respecto, Miller (1990) subraya que estudiantes con talento pueden pasar
inadvertidos para el profesor y no ser atendidos adecuadamente en el sistema escolar.

Algunos estudiantes con talento matemético no demuestran logros académicos, no
muestran entusiasmo hacia los programas de matematicas de la escuela, ni a conseguir las
mejores calificaciones en la clase de matemiticas. Es importante saber que hay estudian-
tes de este tipo, y que su habilidad para las matematicas se pasa por alto con facilidad, a
pesar de que pueden presentar otros indicios que sugieren alta capacidad en las matema-
ticas (Miller, 1990).

Miller subraya la importancia que tiene en este hecho el programa escolar de ma-
temdticas, que en definitiva es la importancia de las tareas matematicas que se les pro-
ponen a estos estudiantes. Asimismo, sefiala la falta de preparacién de los profesores
para detectar alumnos con talento y para ajustar los programas a las caracteristicas de
estos estudiantes con més capacidades.

Para paliar la falta de concordancia entre los programas escolares y las necesidades
de los estudiantes mds capaces, se han realizado propuestas como la de Johnson (1994),
en las que se contempla que el curriculo para los alumnos con talento matemitico
deberia ser modificado de tal manera que las tareas matematicas que se les proponen a
diario estuvieran de acuerdo a sus capacidades. Esta idea deberia aplicarse a todos los
estudiantes en general, pero en la prictica se atiende a un sujeto ideal medio al que se
dirigen las actividades. Johnson (1994) recomienda elementos clave que se deben tener
en cuenta cuando se elabora un curriculo para estudiantes con talento matematico:
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» Elalcance del contenido debe ser lo mas amplio posible.

* El contenido deberia presentirseles con una gran profundidad y con un alto
grado de complejidad, combinado con conceptos en forma abstracta.

* Elcurriculo deberia presentarse como una actividad de descubrimiento guiado
que permita la exploracién de conceptos.

e Lainstruccién deberia centrarse en resolucién de problemas.

* Los profesores deberfan emplear un enfoque metacognitivo en el que los estu-
diantes se centren en los procesos de resolucién de problemas.

* Las matemaiticas deberfan estar conectadas con otras disciplinas. Por ejemplo,
con las ciencias o la musica.

Sheffield (1999) subraya al respecto que los programas para los estudiantes con ta-
lento matematico deberfan no sélo incrementar la aceleracién del curriculo ofrecido,
deberfan también contemplar mayor profundidad y ayudar a los estudiantes a ver las
conexiones entre los conceptos matemdticos. En cuanto a los contenidos, Assouline
y Lupkowski-Shoplik (2005) precisan que los alumnos con talento matemdtico debe-
rian estudiar una variedad de toplcos que incluyen los habituales: resolucién de pro-
blemas, geometria, dlgebra, aritmética, sistemas numéricos, estadistica, probabilidad y
visualizacién espacial. La clave de la adaptacidn de los curriculos a las necesidades de
los estudiantes con talento es enriquecer el curriculo de manera sistemdtica. Para ello,
Assouline y Lupkowski-Shoplik (2005) proponen como t6picos interesantes para en-
riquecer el curriculo los referidos a poligonos estrellados, fractales, teorema de Pitd-
goras y ternas pitagéricas, nimeros de Fibonacci, razén durea, cuadrados mégicos,
sistemas de numeracidn antiguos, nimeros figurados y topologia. Estos tépicos per-
miten trabajar en el aula tareas estimulantes que supongan un reto para los estudiantes
y potencian pensamiento matemdtico mds avanzado que el correspondiente al nivel
medio de la clase.

2. Retos matemadticos

Las tareas académicas constituyen el trabajo del aula y, supuestamente, proporcio-
nan el desafio suficiente para que aflore el aprendizaje (Doyle, 1988). La naturaleza de
la tarea juega un papel critico en la determinacién del tipo de comprensién matemd-
tica que el estudiante alcanzard en la clase de matemdticas (Hiebert et al., 1997). Las
tareas ricas deben ir mds alld de los problemas de célculo (Lampert, 1990) y deben per-
mitir a los estudiantes llevar a cabo una comprensién de los conceptos matemadticos
que integre tanto el conocimiento conceptual como el procedimental.

En la literatura especializada sobre educacién matemadtica no hay una aceptacién
universal de términos, tales como tarea, ejercicio, problema, ni tampoco la hay del
término reto cuando nos referimos a tareas escolares o problemas (Powell ez al., 2009),
por ello, clarificaremos el significado que le otorgamos a estos términos. Desde un
punto amplio en Barbeau y Taylor (2009) se considera un reto a una cuestién plantea-
da deliberadamente para atraer a un estudiante a que intente obtener una respuesta,
ampliando al mismo tiempo su comprensién y conocimiento de un tema. La cuestién
de si es un reto o no depende del estudiante: lo que puede ser un rompecabezas para
una persona puede ser un ejercicio rutinario o una cuestion de recordar para otra con
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mds experiencia. Un reto puede o puede no ser apropiado. Un reto es inapropiado si
el destinatario no tiene la formacién adecuada para entender lo que estd en juego o no
posee o no puede disponer de las herramientas necesarias para abordarlo. Un buen
reto es aquel para el cual la persona posee el aparato matemitico o las destrezas 16gicas
necesarias, pero necesita emplearlas de forma original e innovadora.

Las ideas anteriores enlazan con la opinién de expertos de varios paises cuando su-
brayan que se deberfan potenciar las cualidades de los alumnos con talento matemati-
co (creatividad, curiosidad, originalidad, persistencia y flexibilidad) a partir de tareas
matematicas de resolucion de problemas en el sentido cldsico del término (Charles y
Lester, 1982; Polya, 1973; Schoenfeld, 1985), de tal manera que las tareas o problemas
que aborden les supongan un verdadero reto (Applebaum y Leikin, 2007; Freiman,
2006; Sheffield, 2003).

En adelante, entenderemos por tarea matemdtica escolar una demanda estructu-
rada de actuacion que el profesor proporciona a los estudiantes. Las tareas pueden
ser ejercicios rutinarios y problemas. La distincion entre ejercicio y problema no se
puede realizar sin tener en cuenta al estudiante. Una tarea matemdtica es un ejercicio
para un estudiante si ya tiene experiencia, si conoce el proceso que hay que seguir
para realizarla, porque lo ha aprendido o practicado previamente. Por el contrario,
si la tarea no es rutinaria porque el estudiante no tiene experiencia previa, o no co-
noce de antemano el camino a seguir para realizar la tarea, estd ante un problema.
En este sentido y a los efectos de este estudio, identificamos reto con problema. Los
profesores deben ser cuidadosos en las tareas que seleccionan como retos. Leikin
(2004) considera que los retos matemdticos que se les propongan a los estudian-
tes con talento deben cumplir una serie de condiciones: a) ser motivadores; b) que
no se resuelvan ficilmente con procedimientos disponibles; ¢) que requieran que
el estudiante realice un intento; d) tener varios enfoques para obtener la solucién.
Obviamente, advierte Leikin (2004), estos criterios son relativos a la experiencia que
tenga el estudiante en el campo, puesto que una tarea puede ser dificil para unos
estudiantes y trivial para otros.

3. Finalidades de los retos

Los retos matemiticos se pueden utilizar con dos finalidades en la educacién de
los escolares. Por un lado los retos matematicos se pueden utilizar para un diagnéstico
inicial del talento matemitico de los estudiantes y, por otro, se pueden emplear duran-
te el proceso de intervencidn para enriquecer y potenciar las dotes intelectuales de los
alumnos. Pero en un mismo nivel educativo lo que es un reto para un estudiante pue-
de no serlo para otro, por lo que hay que seleccionar los retos de acuerdo a las capa-
cidades de los estudiantes si queremos que cumplan su funcidn de desafio intelectual.

3.1. Retos para identificar a estudiantes con talento
El proceso de identificacién de nifios con talento matemdtico supone el empleo
de métodos cualitativos y cuantitativos de manera complementaria. Pero es impor-

tante que los profesores conozcan que los indicadores de los que disponemos y que
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nos proporcionan los diversos instrumentos que se suelen aplicar en la identificacién
no todos tienen el mismo valor. Investigaciones como las de Ellerton (1986), Krutet-
skii (1969), Niederer e Irwin (2001), Niederer, Irwin, Irwin y Reilly (2003) y Span y
Overtoom-Corsmit (1986) han destacado que los indicadores de talento matemitico
procedentes de instrumentos que emplean problemas matemdticos (no rutinarios) son
un método eficaz para caracterizar el talento matemdtico.

En el trabajo de Pasarin, Feijoo, Diaz y Rodriguez (2004) se subraya «la baja
relacién existente entre los tests utilizados para evaluar la aptitud matemadtica y
las caracteristicas fundamentales del talento matemadtico» (p. 99) destacadas por
Greenes (1981). Como consecuencia los autores afirman que este divorcio sefiala
la necesidad de incluir problemas espec1ﬁcos (que denominaremos retos) para una
deteccién mdés correcta de la aptitud matemdtica. Nos dan como e]emplo represen-
tativo de tarea que puede considerarse un reto para alumnos de 2.° de secundaria el
siguiente problema:

Problema n.° 4-tostado rapido

Hay que tostar en una parrilla tres rebanadas de pan. En la parrilla caben dos
rebanadas de pan a la vez, pero sélo se pueden tostar por un lado. Se tardan 30
segundos en tostar una cara de una pieza de pan, s segundos en colocar una reba-
nada o en sacarla, y 3 segundos en darle la vuelta. ; Cudl es el minimo tiempo que
se necesita para tostar las tres rebanadas?

(Pasarin y otros, 2004: 90)

Uno de los identificadores mas utilizado para considerar que un estudiante tiene
talento matemdtico son sus calificaciones en la asignatura. Pero hay que tomarlo con
cautela, pues en ellas se tienen en cuenta aspectos que no corresponden al talento
matematico. Muchos alumnos con talento no obtienen buenas calificaciones. Las ca-
lificaciones finales que se otorgan a los estudiantes en la asignatura de matemadticas
pueden ser un falso indicador de talento matematico o un indicador menos fiable que
una prueba de resolucién de problemas donde se ponga a prueba su razonamiento
(Castro, Benavides y Segovia, 2006).

3.2. Los retos como fuente de aprendizaje

Desde el punto de vista educativo, Watters y Diezmann (2000) afirman que to-
dos los estudiantes necesitan tareas desafiantes para facilitar el aprendizaje y desa-
rrollar su autonomia personal. Estos autores dan razones de caricter cognitivo, me-
tacognitivo y afectivo para que se utilicen retos matemdticos en la formacién de los
estudiantes con talento. En primer lugar los retos matemdticos facilitan el desarrollo
de la cognicion puesto que proporcionan una base para el desarrollo del potencial
matematico de los estudiantes. Con ellos los estudiantes ponen en juego pensamien-
to matematico avanzado, razonamientos complejos, exploran patrones y relaciones,
trabajan de forma abstracta y pueden producir soluciones originales y creativas. En
segundo lugar los retos matemdticos pueden contribuir a que los estudiantes con
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talento utilicen y desarrollen destrezas metacognitivas. Conocer qué conocimiento
emplear en cada momento, saber seleccionar la estrategia apropiada para resolver
un problema o rechazar una por inapropiada y evaluar la razonabilidad de una res-
puesta dada a un problema forman parte del tipo de conocimiento que es ttil en el
quehacer de un matemdtico. Por tltimo, los retos matematicos hacen emerger en los
estudiantes aspectos afectivos favorables para el proceso de aprendizaje. Con ellos,
los estudiantes se muestran més predispuestos y motivados para realizar las tareas
Y, por tanto, para alcanzar un mayor desempefio en matematicas. El ser capaces de
abordar tareas desafiantes contribuye a que suba su autoestima y la confianza en sus
capacidades.

4. Funciones del profesor

El profesor desempefia funciones clave en la atencién a los estudiantes con mads
capacidad. Entre ellas estd seleccionar tareas de dificultad apropiada para el nivel de
los estudiantes (Henningsen y Stein, 1997). Si es necesario, el profesor tiene que mo-
derar la dificultad de las tareas para determinados estudiantes debido a que la misma
tarea puede no ser de valor equivalente para la diversidad de estudiantes presentes en
el aula. También debe facilitar la cognicién de alto nivel, para ello, el maestro tiene que
«de manera proactiva y consistente dar apoyo a la actividad cognoscitiva de los estu-
diantes, sin reducir la complejidad y la demanda cognitiva de la tarea» (Henningsen y
Stein, 1997: 546). El profesor puede proporcionar extrinseca e intrinsecamente apoyo
a los estudiantes mediante la participacion en la prictica del aprendizaje cognitivo,
que es un conjunto de estrategias de ensefianza para el desarrollo de conocimientos en
dmbitos como las matemiticas (Collins, Brown y Newman, 1989).

Cuando el maestro plantea una tarea en un aula en la que aprenden juntos alumnos
con diferentes capacidades, debe ser consciente de que serd un reto para algunos de
ellos, pero que puede que no lo sea para otros. Para cumplir las expectativas de que
las tareas supongan un reto para la diversidad de alumnos en el aula, puede optar por
plantear tareas que sean adaptativas y que puedan reformularse con distintos niveles
de dificultad. La reformulacién de problemas es una destreza profesional que debe-
rian adquirir los maestros y profesores de matematicas. Pero, ¢de qué modo y bajo
qué supuestos se debe actuar en la reformulacién de un problema de matematicas
para que les plantee un reto a alumnos con talento matemitico?

s. Reformulacién de tareas

El profesor de matemdticas de Educacion Primaria puede elaborar retos para sus
alumnos a partir de los problemas rutinarios que emplea en clase. Para ello puede
utilizar la técnica de reformular problemas y, a partir de un problema dado, reali-
zar algin cambio o cambios en alguna de sus caracteristicas que lo conviertan en
un problema mds dificil de resolver. En este caso el profesor debe tener en mente
si el problema resultante de la reformulacién pone en juego al menos una de las
caracteristicas detectadas en los estudiantes con talento matematico (Greenes, 1981;
Krutestskii, 1976; Miller, 1990).
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s.1. Reformulacion de tareas. Modificar datos

Centriandonos en el nivel de primaria, los problemas aritméticos aditivos que se
utilizan suelen corresponder a alguna de las categorias semanticas establecidas (cam-
bio, combinacién o comparacién) y segun el nivel escolar hay diferencia de dificultad
entre ellos. Las categorfas mds dificiles puede utilizarlas el profesor con alumnos mds
capaces. Asi mismo, si consideramos, por ejemplo, los problemas aritméticos sim-
ples de un paso de la categoria semdntica de comparacién multiplicativa, en los que
intervienen tres cantidades: el referente, el comparado y el escalar que cuantifica la
comparacion, resulta que en los curso 5.° y 6.° de primaria las diferencias de dificultad
entre estos tres problemas son notorias (Castro, 1995).

Tasra 1. Indices de dificultad globales de los problemas aritméticos
de comparacién multiplicativa (Castro, 1995)

Indice de Comparado Escalar Referente
dificultad desconocido desconocido desconocido
5.° de primaria 0,685 0,284 0,497
6.° de primaria 0,802 0,460 0,498

Como puede observarse en los indices de dificultad (véase Tabla 1) en los pro-
blemas de referente desconocido, tanto en 5.° como en 6.° curso, el porcentaje de
alumnos que los resuelven no llega al 50% de la clase. En una investigacion posterior
empleando como muestra a sujetos con talento de la misma edad, el porcentaje de
aciertos lleg6 al 90,8%. Por lo que estd claro que esta forma de reformular problemas
hace poner en juego una caracteristica del talento matematico. En niveles inferiores
de primaria, por ejemplo, en 4.% su efecto sobre la deteccién de esta caracteristica del
talento matemidtico es mas pronunciada, reduciéndose el porcentaje de aciertos a un
grupo de estudiantes mas capaces. En este caso el profesor puede formular un pro-
blema de comparacién de referente desconocido a partir de un problema de multipli-
cacién de comparado desconocido, lo que obliga al estudiante a poner en prictica su
habilidad para invertir relaciones

s.2. Reformulacion de tareas. Cambiar la naturaleza de los nimeros
Otra forma de obtener problemas que les planteen una cierta dificultad a los alum-
nos con talento es cambiando la naturaleza de los ntimeros. Para los alumnos de quin-

to y sexto curso de primaria el problema A tiene un indice de dificultad muy bajo

Problema A. Una pieza de cobre pesa 9 kilogramos. Si un kilogramo cuesta 6 euros,
¢cudnto cuesta la pieza de cobre? (100% de éxito).

Si sustituimos los nimeros naturales por nimeros decimales el problema se con-
vierte en un problema con una dificultad alta para los estudiantes de estos niveles, y
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si uno de los niimeros decimales es menor que uno la dificultad es ain mayor. En la
investigacién de Benavides (2008) con estudiantes de quinto y sexto curso de prima-
ria, se emplean dos problemas derivados del anterior, que denominamos problema B
y problema C.

Problema B. Un trozo de queso pesa 0,923 kilogramos. Si un kilo cuesta 6,50 euros,
¢cudnto cuesta el trozo de queso? (40% de éxito).

El problema B tuvo un 40% de éxito entre los estudiantes con talento, pero este
éxito se debié en parte a que hubo estudiantes que utilizaron estrategias orlglnales
Por ejemplo, uno de los estudiantes da la siguiente explicacién: primero en el apartado
he calculado lo que cuestan 100 gramos, para ello, divido 6,5 entre 10. El resultado se
lo resto a 6,5 y me da lo que valen 900 gramos que son s5,85. Me falta por calcular lo
que valen los 23 gramos. Puesto que 23 es aproximadamente la cuarta parte de 100, en
el apartado ¢ divido 0,65 que es lo que valen 100 gramos entre 4, me da 0,1625. Se lo
sumo a lo que valen los 9oo gramos (apartado d) y me da lo que vale el trozo de queso,
aunque no es exacto porque la cuarta parte de 100 es 25 no 23.

Estd claro que este estudiante con talento no asocia el problema con realizar una
multiplicacién. Para él no es un problema rutinario. Emplea sus conocimientos arit-
méticos de manera flexible dando lugar a una estrategia original que no queda empa-
fiada por el error de cdlculo final.

El estudiante anterior emplea la idea de aproximacién de forma razonable al igual
que otro estudiante con talento de la misma edad que ante el problema C establece
cinco pasos para la resoluciéon que ademds enumera.

Problema C. Si 0,923 kilogramos cuestan 6 euros. ¢ Cudnto cuesta el kilo de queso?
(37% de éxito).

Solucién:

Paso 1: 1 euro = 0,153 kilos de queso

Paso 2: 153:2 =76

Paso 3: 0,923 = 6 euros

Paso 4: 76 = 1/2 euro

Paso st 923 + 76 = 0,999 aproximando, 1,000 kilos = 6 euros Y.

Para estos estudiantes, tanto el problema B como el C han sido verdaderos retos, que
les han obligado a poner en juego razonamientos numéricos complejos para su nivel de
desarrollo, lo que evidencia que posee un sentido numérico avanzado para su edad.

5.3. Reformulacion de tareas. Modificar condiciones

Cuando los estudiantes con talento matemadtico se encuentran ante una tarea que
consideran facil suelen ir mds alld de lo que se demanda en ella, o pueden plantearse
preguntas adicionales. Por ejemplo, pueden realizar un proceso de generalizacion de
modo espontdneo en tareas que sélo tratan casos especificos o pueden estar interesa-
dos en saber qué pasa cuando se modifican alguna de las condiciones de una tarea. El
profesor puede aprovechar esta cualidad de los estudiantes con talento para plantear-
les retos que van mds alld de lo que se exige en el curriculo.

© EDICIONES UNIVERSIDAD DE SALAMANCA Aula, 21, 2015, pp. 85-104



RETOS, PROFESORES Y ALUMNOS CON TALENTO MATEMATICO
ENRIQUE CASTRO, JUAN F. RUIZ-HIDALGO Y ELENA CASTRO-RODRIGUEZ 93

Los estudiantes con talento aprenden con gran rapidez y no necesitan tanta prac-
tica para dominar destrezas y procedimientos matemadticos. Si el profesor les induce
a realizar el mismo niimero de pricticas que al resto de la clase surge el problema de
encontrarse desocupado o de aburrirse. Para ello, el profesor puede plantearle retos
adicionales ligados con el topico escolar que se estd trabajando en clase y que suponen
un enriquecimiento conceptual para los estudiantes. Uno de los topicos mencionados
por Assouline y Lupkowski-Shoplik (2005) como aproplado para desarrollar el talen-
to matemitico es el teorema de Pitdgoras y las ternas pitagéricas. Entre las opciones
que tiene el profesor sobre este topico para formular un reto para sus alumnos mds
capaces citemos la siguiente, que surge de cambiar una de las condiciones en el enun-
ciado del teorema expresado como igualdad de dreas.

En un tridngulo rectingulo, el drea del cuadrado construido sobre la hipotenusa es
igual a la suma de las dreas de los cuadrados construidos sobre los catetos.

Ante una visualizacién geométrica como ésta del teorema de Pitdgoras surge la
pregunta de si sustituyendo la ﬁgura del cuadrado por un tridngulo equildtero se sigue
cumpliendo la relacién entre las dreas, es decir, si es cierto que:

En un tridngulo rectingulo, el drea del tridngulo equildtero construido sobre la hi-

potenusa es igual a la suma de las 4reas de los tridngulos equildteros construidos sobre
los catetos.

FiGura 1. Teorema de Pitdgoras

Areade =22.52

Areade =6.93

Areade =15.59
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El reto se puede continuar empleando otras figuras geométricas regulares como
circulos o semicirculos, lo que proporciona mayor generalidad a la expresién, y
examinando las condicién de regularidad con figuras no regulares, para ver si la
regularidad es una condicién que deben cumplir las figuras para que la relacion se
mantenga.

5.4. Reformulacion de tareas: retos andlogos

Consideramos que dos retos son andlogos cuando son isomorfos matemdticamen-
te, difieren sélo en el contexto o situacidn real sobre la que se plasman las relaciones
matemdticas y, por tanto, los estudiantes los pueden resolver empleando los mismos
conceptos y procedimientos matemdticos en el mismo nivel escolar. El profesor debe
gestionar la oportunidad de emplear uno u otro reto andlogo en funcién del momento
didéctico que viva con sus alumnos.

Los tres problemas siguientes que hemos denominado problema de las pizzas,
problema de las torres y problema de las luces, son ejemplo de problemas anilogos.

Problema de las pizzas. Una pizzeria vende pizzas a gusto del consumidor. Partiendo
de una base de pizza con salsa de tomate, el cliente puede anadirle los signientes ingre-
dientes: pimientos, salchichas, champiriones y pepperoni. ; Cudntas elecciones pueden rea-
lizar los clientes? Encuentra la manera de convencer a otro de que has encontrado todas

las posibilidades.

Problema de las torres. Con cubos Unifix de dos colores queremos formas torres de
cinco pisos. Si consideramos que una torre difiere de otra por el color, scudantas rorres
distintas podemos formar?

Problema de las luces. En una oficina de la ciudad identifican a los empleados me-
diante luces intermitentes. Cada empleado tiene una combinacion consistente en una o
mas luces. Existen exactamente tantas combinaciones como empleados. Hay cinco luces
de colores en un panel como el siguiente, ; Cudntos empleados hay en la oficina?

FiGura 2. Problema de las luces

O 0 03tO

Los tres problemas estin conectados por su estructura matematica y contribuyen
cada uno en un aspecto a consolidar en los estudiantes el esquema multiplicativo.
Abundando en esta idea, el profesor puede construir nuevos retos planteando proble-
mas andlogos a partir de uno dado. En una prueba de identificacién o en un proceso
de intervencion pueden sustituirse uno de ellos por otro, desempefiando cualquiera de
ellos el mismo papel y el nivel de reto matemdtico que los otros.
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El profesor debe ser capaz de identificar estos problemas como anilogos, pero,
ademds, ¢qué puede esperar un docente de matemdticas que respondan sus alumnos
con talento matemdtico? ¢A qué niveles escolares es adecuado plantearse aplicarlo?
¢Para qué fines de aprendizaje matemdtico pueden utilizarse estas tareas? Para con-
testar a estas preguntas es conveniente realizar un andlisis cognitivo de las tareas. Para
ejemplificar el andlisis cognitivo vamos a analizar el problema de las luces.

6. Conocimiento cognitivo de la tarea

Cuando se utilizan problemas matematicos como retos es util que el docente tenga
conocimiento de las dificultades que esa tarea conlleva para alumnos de un determi-
nado nivel de desarrollo, asi como de las posibles estrategias con las que se espera que
los estudiantes aborden su realizacién. También tiene que estar preparado el profesor
para asumir que una estrategia no usual empleada por el estudiante en la solucién de
un problema puede ser adecuada, y estar dispuesto a examinar a fondo estas solucio-
nes no usuales. El conocimiento que se puede obtener mediante un anilisis cognitivo
a priori de la tarea puede ayudar al profesor a controlar su dificultad para los estu-
diantes, el tipo de estrategias que es previsible que utilicen o los interrogantes que
puedan plantear.

Fijémonos como ejemplo en qué podria ser un anilisis cognitivo a priori del pro-
blema de las luces, que podria extenderse a los problemas andlogos.

Hay datos suficientes con estudiantes de entre 10 y 14 afios de edad en los que se
pone de manifiesto cémo van aflorando distintas estrategias de resolucién segtin el
nivel de desarrollo de los estudiantes. Niederer e Irwin (2001) aplican este problema a
siete escolares de diez afios de edad que habian sido ya identificados como nifios con
talento matemdtico. S6lo uno de los escolares identificado como sujeto con talento
obtuvo la respuesta correcta. Concretamente escribe como solucién:

2X2X2X2X2
2 =8x2'=4
8 x 4 = 32-1 = 31 empleados

El escolar ha reconocido la naturaleza del problema y utiliza procedimientos ma-
temadticos apropiados para obtener la solucién. Para Niederer e Irwin (2001) esta so-
lucién es propia de un alumno con altas capacidades en el sentido que le da Krutestkii
(1976) a este término. Este trabajo nos da un indicio de que la regla del producto, tal
como se entiende en combinatoria, la aplican los sujetos con talento de manera espon-
tinea, sin haber recibido instruccién previa.

Una segunda estrategia que aflora de manera espontinea en los sujetos es realizar
combinaciones. Niederer e Irwin (2001) comparan esta solucién con la dada por otro
nifio identificado con altas capacidades mediante test de inteligencia y que tiene una
puntuacién similar en el test. En esta segunda respuesta, el estudiante no comprende
el problema y emplea las iniciales de los colores en inglés para etiquetar las luces y
efectuar combinaciones con ellas. Utiliza la estrategia de listar todas las posibilidades.
Propone sus primeras cinco soluciones ignorando que las luces de colores no pueden
cambiar de posicion (Tabla 2).
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Tasra 2. Cinco primeras soluciones del problema Niederer e Irwin (200r1)

RYOBG
YOBGR
OBGRY
BGRYO
GRYOB

Realiza combinaciones similares con cuatro, tres, dos y una luz, dando como res-
puesta 25. Los resultados de este trabajo nos hacen pensar que formar combinaciones
es un proceso complicado para los sujetos con talento de esta edad.

Al margen de que el color de las luces actda como un distractor, el problema de las
luces es demasiado dificil para los estudiantes de tercer y cuarto curso de primaria. La
pregunta que nos hacemos es cémo evolucionard esto en los afios sucesivos antes de que
se explique la combinatoria oficialmente en el curriculo escolar que es en 4.° de la Eso.

En un estudio posterior en el que participan nifios con talento matemdtico de edad
comprendida entre 11 y 12 afios de edad de Santiago de Chile (Benavides, 2008) se utiliza
el problema de las luces pero eliminando el distractor de que las luces sean de color
(Span y Overtoom-Corsmit, 1986), el problema formaba parte de un cuestionario de
problemas. Este problema resulté ser dificil para los nifios con talento. Cuatro de los 30
nifios con talento dieron como solucién el producto de 2 x 2 x 2 x 2 x 2, obviando que
la combinacién de las cinco luces apagadas no contaba como se puede ver en la Figura 3.

Ficura 3. Regla del producto empleada por un estudiante

'
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Aligual que en el caso de Niederer e Irwin (2001) los sujetos que enfocan la solucion
de tal manera que les puede llevar a la solucién correcta emplean la regla del producto

2'2,1-2]-2'2 =32 cungoade 2°
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de las posibilidades de cada luz (véase Figura 4) y, en el resto de las respuestas, no apa-

rece utilizada correctamente la idea de combinacién.
Uno de los sujetos en este estudio da como respuesta 4 x 5 = 20, interpretando que
s6lo se puedan dar combinaciones de luces de dos en dos. Con cada luz se pueden

formar cuatro parejas, luego el total es 4 x 5 = 20.

FIGURA 4. Respuesta dada por un estudiante 4 x 5 = 20
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Ademds de utilizar sélo parejas, otro estudiante impone la restriccion de formarlas
de manera ordenada, lo que le sale la suma 4 + 3 + 2 + 1 = 10. Con ello evita las solu-
ciones duplicadas.

FiGURra 5. Respuesta dada por un estudiante 4 +3+2+1=10
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Estas dos soluciones parciales muestran un pensamiento que se va aproximando
a la idea de combinacién, pero limitada. Otras respuestas muestran que los alumnos
utilizan enfoques combinatorios menos acertados. Uno de los mds frecuentes es con-
siderar cinco posibilidades por cada luz y multiplicar s x 5 x 5 x 5 x 5, dando como
resultado 3125.

Otra opcidn que aparece en las respuestas es considerar que las combinaciones
de s tomadas de 1 en 1 es 5 elevado a1, las de 5 tomadas de 2 en 2 es 5 elevado a 2, y asi
sucesivamente. Al final suma los resultados parciales.

Ficura 6. Respuesta basada en combinaciones dada por un estudiante
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De lo anterior resaltamos que los estudiantes con talento de 11 y 12 aflos han em-
pleado las estrategias de la regla del producto que ya habian emergido en los sujetos
mds jévenes a la edad de 10 afios. Como novedad hay en ellos un uso incipiente de
la idea de combinacidn, pero limitada a combinaciones de dos elementos. Ademds se
observa que la traduccién a modelos matemadticos no es precisa.

Un salto cualitativo en las respuestas se produjo cuando aplicamos este problema
en Granada, durante el curso 2011-2012, a 25 nifios del proyecto Estimulo del Talento
Matemético-ESTALMAT (Guzmadn, 2002a y 2002b), en una de las sesiones en la que era
pertinente su empleo. En este caso los nifios tenfan entre 13 y 15 afios. En el curriculo
escolar que seguian estos estudiantes, el tema de combinatoria todavia no se habia
impartido.

El desarrollo de estos estudiantes con talento respecto a estudiantes de menor
edad se ha traducido en reproduccién de estrategias empleadas por los estudiantes
mds jovenes, pero con una mayor calidad de las herramientas matemadticas utilizadas.
La regla del producto deja de utilizarse en su forma expandida 2 x 2 x 2 x 2 x 2 para
reflejarse mayoritariamente en forma 2. El mayor progreso en los estudiantes de este
rango de edad con respecto a las anteriores descritas, se observa en los estudiantes que
utilizan las combinaciones.

a. Diez de los 25 estudiantes utilizan la regla del producto en su forma desarro-
llada 2 x 2 x 2 x 2 x 2 0 expresado mds escuetamente en la forma 2-1. Tres de
ellos incorporan el proceso de empezar con casos mds simples y generalizar la
férmula obtenida.

© EDICIONES UNIVERSIDAD DE SALAMANCA Aula, 21, 2015, pp. 85-104



RETOS, PROFESORES Y ALUMNOS CON TALENTO MATEMATICO
ENRIQUE CASTRO, JUAN F. RUIZ-HIDALGO Y ELENA CASTRO-RODRIGUEZ 99

b. Doce estudiantes han procedido a contar el niimero de combinaciones.
» der hasta s luces y sumar.
» Dibujar todas las combinaciones y contarlas.

c. Dos estudiantes no obtienen la solucién.

d. Uno de los estudiantes utiliza la regla del producto, pero se encuentra con un
dilema. Por cada una de las cuatro luces primeras empezando por la izquierda,
considera que hay dos posibilidades por tanto, 2 x 2 X 2 x 2, pero para él la
quinta no puede estar apagada. S6lo considera la posibilidad de estar encendi-
da. Por tanto da como solucién 24 x 1.

Las respuestas dadas por los estudiantes del grupo de talento pueden dar pie al
profesor a analizar y comparar las dos formas mayoritarias que han empleado los
estudiantes con talento:

Como suma de combinaciones de luces: (1+s5+10+10+5+1) -1

Siguiendo la regla del producto: 2 - 1

Y a formalizar durante un proceso de ensefianza-aprendizaje la igualdad

Q)+ +G+G)+@)+G)==

Que puede generalizarse:
(o) +()+G)+-+(2)+ ()=

La sesién con alumnos con talento puede continuar conectando estas ideas con el
tridngulo de Pascal.

7. Habilidad did4ctica para gestionar los retos

Los profesores deben ser competentes en identificar las posibilidades didacticas
de un reto para un grupo de estudiantes y, de acuerdo con ello, seleccionarlo para
una determinada labor didictica. Sobre un mismo objetivo de aprendizaje el profesor
puede disponer de distintos retos de mayor o menor complejidad y que, en algin
sentido, se complementen desde el punto de vista de su uso didictico. En este caso el
profesor debe utilizar su conocimiento diddctico para gestionar cémo llevar a cabo
el desarrollo de la sesion de clase y el papel que jugara cada uno de los retos. Analice-
mos estas ideas con més detalle.

Los acertijos, juegos de magia y los rompecabezas en general ejercen un gran
atractivo para los estudiantes con talento y despiertan su curiosidad. Planteados como
retos de aula resultan muy motivadores para los estudiantes, aunque en general son
dificiles de resolver. Planteados al inicio de una unidad didictica, dan pie para intro-
ducir y trabajar otros retos menos motivadores, mds rutinarios, pero mas accesibles
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para el nivel de los estudiantes. Con un segundo reto los estudiantes aprenden una
nocién o idea matemdtica que el profesor quiere que los alumnos adquieran durante la
realizacién de la tarea, que subyace también en el reto inicial y que, por tanto, despues
servird de modelo a extrapolar y tratar de dar respuesta al reto inicial, bastante mds
dificil, pero mds atractivo para el estudiante.

Como ejemplo de retos complementarios diddcticamente abordamos el juego de
magia conoc1do como cartas adivinatorias y el reto que denominamos bolsas de mo-
nedas (Department for Education and Employment, 2000). El reto de las cartas adi-
vinatorias se basa en un conjunto de tarjetas (vedse Figura 7) con las que se realiza
el truco de adivinarles la edad a los estudiantes. Después de aplicarlo varias veces y
adivinar la edad de los estudiantes que se ofrecen voluntarios, se les plantea el reto de
si son capaces de encontrar el truco de estas cartas. Y se les anima a intentar encontrar
por qué funciona.

Ficura 7. Cartas adivinatorias

Cartas adivinatorias

Carta 1 Carta 2 Carta 3 Carta 4 Carta 5
1 3 2 3 4 5 8 9 16 17
5 7 6 7 6 7 10 11 18 19
9 11 10 11 12 13 12 13 20 21
13 15 14 15 14 15 14 15 22 23
17 19 18 19 20 21 24 25 24 25
21 23 22 23 22 23 26 27 26 27
25 27 26 27 28 29 28 29 28 29
29 31 30 31 30 31 30 31 30 31

Nuestra experiencia personal aplicando en varios cursos sucesivos este reto a
alumnos con talento matemitico del primer ciclo de secundaria es que no suelen co-
nocer el truco y por supuesto tampoco la razén matemdtica que subyace en él. Tam-
bién lo hemos aplicado en cursos de formacién para maestros egresados, obteniendo
el mismo resultado. El reto planteado cumple su funcién didéctica: motivar e interesar
al alumno. La introduccién del segundo reto estd ya justificada, y aunque el segundo
reto sea mds rutinario, se aborda con interés.

El profesor aduce a los estudiantes que les va a plantear otro problema similar a
este pero mads facil. Y les plantea el nuevo reto, el que hemos denominado bolsas de
monedas. En este caso el profesor ha utilizado la estrategia de buscar un reto més
sencillo, que contiene el principio subyacente en las tarjetas. El enunciado del mismo
es el siguiente:

José reparte 15 euros entre cuatro bolsas de manera que puede pagar una cantidad en

euros comprendida entre 1y 15 euros sin abrir las bolsas. ¢ Cudntos euros ha colocado
en cada bolsa?
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Figura 8. Reto bolsas de monedas

Elreto de las bolsas es un reto matemdtico adecuado para los nifios mds capaces de
°y 6.° curso de educacién primaria (Department for Education and Employment,
2000). El objetivo educativo que le asignan en este documento es que los estudiantes
resuelvan problemas y expliquen sus métodos y razonamientos. Es una tarea que sue-
len asumir ficilmente los estudiantes con talento y los maestros egresados, y es apro-
piada para poner en prictica la estrategia de ensayo-error y de busqueda sistematica.
Después de varios ensayos los estudiantes concluyen que una de las bolsas debe
contener un euro, puesto que uno no puede expresarse como suma de otros niimeros.
A partir de ahi proceden a examinar los nimeros en orden creciente y van descar-
tando los que no proceden. Después de aceptar el uno, razonan que debe haber una
bolsa con 2 euros, 3 lo rechazan por ser 1+2, aceptan que 4 debe ser el contenido de
otra bolsa. Proceden sistemdticamente y encuentran el 8 como el ndmero de euros
de la cuarta bolsa.

Llegado a este punto se sistematizan los resultados. El nimero de euros en las
bolsas es:

L, 2,4y 8. Y se analizan propiedades que tengan en comtn estos nimeros, hacien-
do patente que son las potencias de 2. Los alumnos quedan sorprendidos al descubrir
que todo nimero menor que 16 se puede descomponer como suma de potencias de
dos, sin que se repitan ninguna. Esto da pie también a extender estas ideas a nimeros
mayores y a la generalizacién de las mismas: los nimeros menores que 2" se pueden
escribir como suma de potencias de dos con exponente menor que n sin repetir nin-
guna de ellas.

Si el profesor considera que los estudiantes han satisfecho sus expectativas de
aprendizaje, puede utilizar lo aprendido para retomar el reto de las cartas adivinato-
rias e intentar de nuevo descubrir por analogia que las cartas tienen como nimero ini-
cial las potencias de dos y que los nimeros aparecen o no en una carta si ese nimero
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inicial se encuentra en su descomposiciéon como suma de potencias de dos. El nimero
14 =2+ 4 + 8 aparece en las cartas cuya cabeceraes 2,4y 8.

Para un grupo de nifios en una clase inclusiva lo anterior puede ser suficiente, pero
en grupos de estudiantes con talento que requieran actividades de enriquecimiento,
lo anterior se puede considerar formando parte del aprendizaje del sistema binario de
numeracién, escribiendo o o 1 en funcién de si en la descomposicién de un nimero
aparece la potencia de dos correspondiente. Asi, 14 = 8 + 4 + 2 = 1110 en base 2.

El reto de las luces lo puede utilizar el profesor para introducir la escritura de los
ndimeros binarios. Una vez que los estudiantes han resuelto el problema y vistas las
variadas formas que habian empleado, procedemos a obtener la solucién por otra via.
Los estudiantes con talento se prestan ficilmente a explorar vias distintas de solucién
de los problemas. En primer lugar, procedemos a simbolizar las dos posibilidades que
tienen cada luz con un o o un 1 segin esté apagada o encendida. Nos situamos en el
caso mds simple de disponer de dos luces y expresamos todas las posibilidades: oo, or,
10, 11. Pasamos al caso de tres luces y asi sucesivamente. Esto es una forma distinta de
ver el sistema binario que lo conecta con su empleo en informdtica.

8. Conclusién

Uno de los problemas en las clases de matemiticas de la ensefianza obligatoria es
el aburrimiento de los estudiantes. Ademds de ser un problema generalizado para mu-
chos estudiantes, los alumnos con talento matematico los sufren de manera especial,
pues gustan de tareas desafiantes que no suelen incorporarse al curriculo escolar en
estos niveles educativos. Pasar a los estudiantes a cursos superiores es una de las for-
mas de dar respuesta parcial a este problema, otra alternativa es proporcionarles tareas
especificas que los enriquezcan y estimulen su talento. En respuesta a la necesidad de
estimular y potenciar el talento de los estudiantes mds capaces, han surgido progra-
mas extraescolares como ESTALMAT (Guzmadn, 2002a y 2002b) que tratan de suplir las
limitaciones que impone una ensefianza unificada para estudiantes de la misma edad
pero con distintas capacidades. Estos programas alcanzan sélo a una pequefia parte de
la poblacién de los nifios con talento matematico, por lo que hay que imaginar formas
de superar la ensefianza unificada en las clases de matemdticas que permitan incorpo-
rar las ideas que presiden estos programas de estimulo del talento.

En este trabajo, consideramos que los retos y los desafios matemiticos deben for-
mar parte de las tareas escolares destinadas al enr1quec1mlent0 de los estudiantes con

talento. El profesor de matemiticas tiene en este empefio la funcién especial de selec-
cionar y adecuar las tareas a las distintas capacidades de los estudiantes. Las ideas que
hemos desarrollado en este trabajo les pueden ser ttiles a los profesores y orientarlos
en este sentido.
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