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Resumen

Para establecer estructuras en diferentes tablas de datos, anteriormente se analizaban
por separado y luego se intentaban deducir las relaciones entre ellas. Pero actualmente exis-
ten muchas técnicas para estudiar de forma conjunta estas relaciones entre las estructuras,
pero apenas se utilizan. En este trabajo se estudian tres métodos existentes: el Andlisis de
Co-lnercia Entre Grupos (BGCOIA), el STATICO y el COSTATIS, estos dos ultimos basados
en los llamados métodos STATIS (Structuration des Tableaux A Trois Indices de la Statistique).
Ademas se presenta una nueva propuesta, el Co-Tucker3. Se analiza de manera comparada el
algebra que subyace bajo estos métodos, explicando los conceptos previos correspondientes a
técnicas para tablas individuales (Analisis de Componentes Principales, Biplots, Analisis Entre
Grupos) o a varias tablas de datos (Analisis de Co-Inercia, Analisis Parcial Triadico, Tucker).
Para demostrar la validez de estas técnicas se han aplicado a datos reales de sostenibilidad
social, medioambiental y econémica de paises de todo el mundo. Este tema ha sido ultima-
mente de gran trascendencia a nivel internacional y preocupa cada vez mas a la sociedad,
ya que afecta tanto a la generacién actual como a las generaciones futuras. Los principales
resultados que se obtienen son que los paises de Europa y América presentan mayor interés
por temas sociales y econdmicos, como una sanidad segura, suficiencia de comida y bebida,
la calidad de vida, un buen gobierno y una buena educacion y el Producto Interior Bruto, mien-
tras que los paises africanos se decantan por aspectos medioambientales como la emision de
gases, el uso de energias renovables y la calidad del aire.

Palabras clave: co-estructuras, BGCOIA, STATICO, COSTATIS, Co-Tucker3, indice de Socie-
dad Sostenible.
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Summary in English

To establish structures in different data tables, previously they were analyzed separately
and then one tried to infer the relations between them. But now there are many techniques
to jointly study these relations between the structures, but they are hardly used. In this paper
three existing methods are studied: the Between-Groups Co-Inertia Analysis (BGCOIA), the
STATICO and the COSTATIS, the latter two based on the methods called STATIS (Structuration
des Tableaux A Trois Indices de la Statistique). A new proposal, the Co-Tucker3, is also presen-
ted. The algebra underlying these methods, explaining the previous concepts corresponding
to techniques for individual tables (Principal Components Analysis, Biplots, Between-Groups
Analysis) or to several data tables (Co-Inertia Analysis, Partial Triadic Analysis, Tucker), is
analyzed in a comparative way. To proof the validity of these techniques they have been applied
to real data of social, environmental and economic sustainability of countries around the world.
This topic has recently been of a great importance internationally and it is concerned more and
more to society, since it affects both the current generation and future generations. The main
results that have been obtained are that the countries of Europe and America have a greater
interest in social and economic issues, such as safe sanitation, sufficiency of food and drink,
quality of life, good governance and a good education and Gross Domestic Product, whereas
the countries of Africa choose environmental aspects such as emission of greenhouse gases,
use of renewable energy and quality of the air.

Keywords: co-structures, BGCOIA, STATICO, COSTATIS, Co-Tucker3, Sustainable Society

Index.
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Capitulo 1

Introduccion

Durante muchos afos, para comparar estructuras se analizaban por separado las dife-
rentes tablas de datos y el investigador “elucubraba” sobre las posibles relaciones entre las
estructuras encontradas en cada una de las matrices.

Hoy en dia existen muchos métodos estadisticos para estudiar, de manera objetiva, las relacio-
nes entre las estructuras; sin embargo, su uso no esta generalizado. Tampoco existen estudios
que analicen de manera comparada el algebra en la que se asientan estos métodos. Por esta
razon se considera de gran interés, tanto tedrico como practico, el realizar un estudio exhaus-
tivo de las diferentes técnicas existentes en la literatura, tanto en el analisis de dos tablas de
datos, como en tablas de tres vias.

Las diferentes técnicas se aplicaran a datos de sostenibilidad en distintos paises, cedidos por
la Dra. Isabel Gallego, del Departamento de Administracion y Economia de la Empresa de la
Universidad de Salamanca:

En los Ultimos anos uno de los temas que mas transcendencia ha tenido a nivel internacional
es el que se refiere a la sostenibilidad de los distintos paises y areas geograficas que confor-
man nuestro planeta, especialmente desde que en 1987 y en el Informe Brundtland se diera
una definicion que ha calado muy profundamente en toda la sociedad. En dicho informe se
pone de manifiesto la necesidad de satisfacer las necesidades actuales pero, algo muy impor-

tante, es que no se comprometa la capacidad de que las generaciones futuras satisfagan sus
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propias necesidades.

De esta acepcidn de sostenibilidad se deduce que tiene que existir un equilibrio actual y fu-
turo de tres aspectos que afectan a toda la humanidad: por una parte el econémico, con una
combinacion éptima entre el desarrollo econdmico y la conservacién de los medios naturales;
por otra parte el social, que implica la necesidad de garantizar la equidad intergeneracional en
aspectos sociales y calidad de vida; y por ultimo el medioambiental, que implica la necesidad
de mantener la continuidad de los recursos medioambientales a lo largo del tiempo, lo cual
se puede lograr a través de la limitacién del consumo de los recursos y productos facilmente
agotables, la reduccion de los residuos y la contaminacién en todas sus vertientes, la conser-
vacion de la energia y el reciclaje.

Todos estos aspectos son importantes para conseguir una sociedad sostenible donde cada
ser humano sea capaz de: desarrollarse por si mismo de manera saludable y obtener una
educacion adecuada; vivir en un medio ambiente limpio; vivir en una sociedad segura y bien
equilibrada; usar recursos no renovables de manera responsable; y contribuir a un mundo sos-
tenible (Van de Kerk and Manuel, 2008).

Se ha implementado un numero de indicadores para ayudar a entender y para gestionar los
temas sobre sostenibilidad. Unos de los mas importantes han sido: Human Development In-
dex (HDI), Millennium Development Indicators, Indicators for the EU Sustainable Development
Strategy e Index for Sustainability Economic Welfare. En este trabajo, se usa el indice de So-
ciedad Sostenible (Sustainable Society Index - SSl), usado en analisis previos (por ejemplo
Van de Kerk and Manuel (2008)).

Este indice incluye un conjunto de indicadores sobre bienestar econémico, medioambiental y
social, y ha sido recientemente auditado por el Joint Research Center de la Comisién Europea,
que lo considera un método integral y cuantitativo para medir y vigilar la salud de los sistemas
humanos y medioambientales a nivel mundial, ademas, los considera una herramienta con-
ceptual y estadisticamente soélida que es ampliamente aplicable para la evaluacion continua
de los sistemas humanos y ambientales y un punto de referencia clave con el que comparar el
progreso futuro e informar sobre la sociedad actual (Saisana and Philippas, 2012).

El trabajo esta estructurado como sigue: después de los objetivos del trabajo, en el capitu-
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lo 3, se analiza el marco teérico del desarrollo sostenible y los métodos de la investigacion,
incluyendo la muestra y las técnicas de analisis. En el capitulo 4, se da un estudio exhaus-
tivo de las técnicas existentes para analizar pares de cubos de datos. A continuacién, en el
capitulo 5, se presenta la nueva propuesta, el Co-Tucker3, y luego se incluye una discusion.
En el siguiente capitulo 6 se presentan los programas creados por el autor. En el capitulo 7 se
presentan los resultados de los analisis empiricos. En los ultimos apartados se resumen las
principales conclusiones. Finalmente, se incluye la bibliografia revisada. Ademas se incluyen
cuatro apéndices con, respectivamente, los articulos publicados por el autor, la muestra, los

datos numéricos y los resultados graficos.
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Capitulo 2

Objetivos

Objetivo general
Realizar un estudio comparado de las técnicas existentes en la actualidad para el estudio de

co-estructuras y probar su interés en analisis de datos reales.

Objetivos especificos

1. Realizar una exhaustiva revision bibliografica de las técnicas existentes en la bibliografia.
2. Realizar un desarrollo del algebra subyacente.

3. Realizar un estudio comparativo que ponga de manifiesto la similitud y las diferencias

entre las distintas técnicas.

4. Aplicar las diferentes técnicas a datos de sostenibilidad en diferentes paises de Europa,

Asia, Africa, América y Oceania.

= Determinar si todos los aspectos sociales, medioambientales y econémicos preocu-
pan por igual en todos los paises objeto de estudio.

» Analizar si a lo largo de los afos se han producido variaciones significativas en los
distintos aspectos que componen el Sustainable Society Index.

= Analizar en qué medida los indicadores sociales pueden influir en medioambientales

y econémicos y viceversa.
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Capitulo 3

Material y Métodos

3.1. Marco teodrico

3.1.1. Desarrollo Sostenible e indicadores de sostenibilidad

En los ultimos anos se ha producido en todo el mundo un gran interés por los temas relacio-
nados con el desarrollo sostenible o sostenibilidad, tanto a nivel micro como macroeconémico.
El nivel microecondmico se refiere a las sostenibilidad en el ambito empresarial, que se reco-
ge en los informes de sostenibilidad que presentan las empresas, cada vez mas desarrollados
a nivel internacional; el nivel macroecondémico se refiere a la sostenibilidad de los diferentes
paises, tema que quizas esta menos desarrollado que a nivel empresarial pero que sin duda
es muy importante.

La presente investigacion se centra en la sostenibilidad de los paises, la cual ha cobrado gran
relevancia a partir de la Conferencia de las Naciones Unidas sobre Medio Ambiente y Desarro-
llo Sostenible celebrada en Rio de Janeiro en 1992, que incorpora el Desarrollo Sostenible en
la agenda politica mundial y reafirma el concepto introducido en 1987 en el Informe Brundtland.
En dicho informe se recoge la primera formulacion, en un documento oficial, del concepto de
Desarrollo Sostenible, el cual se define como “el desarrollo que satisface las necesidades pre-
sentes sin comprometer la capacidad de que las generaciones futuras satisfagan sus propias

necesidades” (World Commission on Environment and Development, 1987).
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De este modo, se definen los principios generales que deben orientar a nivel internacional las
relaciones entre la economia y el medio ambiente, donde se destaca la necesidad de bus-
car estrategias que permitan compatibilizar los procesos de crecimiento con la sostenibilidad
(Erias Rey, 2003).

El logro del Desarrollo Sostenible supone avanzar en tres pilares fundamentales: el desarro-
llo econdmico, la cohesion social y la proteccion del medio ambiente. Es decir, el Desarrollo

Sostenible presupone la integracién de tres dimensiones:

= Social, a través de la sostenibilidad social. Implica la necesidad de garantizar la equi-
dad intergeneracional, es decir, satisfacer las necesidades basicas actuales de todas las
personas, garantizando al mismo tiempo el que, llegado el momento, las generaciones

futuras puedan igualmente satisfacer las suyas.

= Medioambiental (ecoldgica), a través de la sostenibilidad medioambiental. Se define co-
mo la necesidad de mantener la continuidad de los recursos medioambientales a lo largo
del tiempo. Se puede lograr a través de la limitacion del consumo de los recursos y pro-
ductos facilmente agotables, la reduccion de los residuos y la contaminacion en todas

sus vertientes, la conservacion de la energia y el reciclaje.

= Econdmico, a través de la sostenibilidad econémica. Supone la basqueda del equilibrio
economico mediante una combinacion optima entre el desarrollo econdmico y la conser-

vacion de los recursos naturales.

Alcanzar la sostenibilidad implica, en primer lugar, definir sus componentes en términos
medibles (Hales and Prescott-Allen, 2002).
Sin embargo, la nocién de lo que se entiende por sostenibilidad varia considerablemente y
su definicion sigue siendo ambigua (Mori and Christodoulou, 2012). Ni que decir tiene que la
literatura al respecto con estudios sobre la sostenibilidad es abundante (Guy and Kibert, 1998;
Meadows, 1998; Hak et al., 2007; Arezki and Van der Ploeg, 2007; Bell and Morse, 2008; Bet-
sill and Rabe, 2009).

Segun Van de Kerk and Manuel (2008) una sociedad sostenible es una sociedad en la que
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cada ser humano es capaz de: desarrollarse por si mismo de manera saludable y obtener una
educacion adecuada; vivir en un medio ambiente limpio; vivir en una sociedad segura y bien
equilibrada; usar recursos no renovables de manera responsable para que futuras generacio-
nes no se queden con las manos vacias; y contribuir a un mundo sostenible.

Para Saisana and Philippas (2012) el término de sostenibilidad también ha sido utilizado por
politicos y economistas para declarar que una sociedad es econémicamente viable, medioam-
bientalmente racional y socialmente responsable, si bien los grandes cambios que han experi-
mentado los temas sociales y econdmicos hacen que la medida de la sostenibilidad sea muy
complicada a pesar de los grandes avances manifestados en este tema.

Si se consideran estas premisas, cada vez mas han surgido nuevos indicadores que tratan de
medir estos tres aspectos de la sostenibilidad, por una parte el aspecto medioambiental, por
otra parte el aspecto social y por otra parte el aspecto econdémico. Algunos de ellos han sido
establecidos por la OECD, ONU, EPI y de una forma mas completa, puesto que abarcan los
tres aspectos, por el SSI (Sustainable Society Index) que se elabora desde el 2006 y por ello
puede considerarse mas novedoso (Van de Kerk and Manuel, 2012).

Pero ademas de ser novedoso, este indice de Sociedad Sostenible ha sido recientemente audi-
tado por el Joint Research Centre de la Comision Europea que lo considera un método integral
y cuantitativo para medir y vigilar la salud de los sistemas humanos y medioambientales a nivel
mundial. Ademas, lo considera una herramienta conceptual y estadisticamente sélida que es
ampliamente aplicable para la evaluacion continua de los sistemas humanos y ambientales y
un punto de referencia clave con el que comparar el progreso futuro e informar sobre la socie-
dad actual (Saisana and Philippas, 2012).

Estos indicadores de sostenibilidad pueden ser Utiles a titulo individual para ver cémo esta cada
uno de los paises respecto a temas de sostenibilidad, cuales son las carencias y los aspectos
mas relevantes, comparar la sostenibilidad de cada pais con respecto a otros del mismo area
geografica e identificar los aspectos mas eficaces. Para el gobierno, estos indicadores de sos-
tenibilidad le serviran para mostrar de forma transparente y efectiva al publico en general la
situacion de la sostenibilidad en cada pais y tomar decisiones sobre politicas, proyectos y es-

trategias sociales, medioambientales o0 econémicas a adoptar; a nivel educativo, poder incluir
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materias de sostenibilidad en las ensenanzas medias y universitarias para que los alumnos
puedan conocer la situacion del mundo que nos rodea; a nivel empresarial, conocer los indica-
dores de sostenibilidad de los distintos paises donde las empresas realizan su actividad para
observar si puede tener algun tipo de ventaja competitiva y realizar innovaciones empresaria-

les.

3.1.2. SSI - indice de Sociedad Sostenible

Recientemente (Karavanas et al., 2009), se han usado varios indicadores para temas como
calidad de vida y el medioambiente, principalmente para ordenar el nivel de actuacién de un
pais.

Ademas, proporcionan informacién del status del medioambiente y evalla el impacto economi-
co, social y medioambiental en el desarrollo.

Hablando en términos generales, los indicadores tienen tres funciones principales. Primero,
reducen el nUmero de instrumentos de medida necesarios para dar una descripcion de una
situacion (Organization of Economic Co-operation and Development, 2003).

Como tal, son indispensables para medir el progreso hacia los objetivos politicos y para eva-
luar la efectividad de las politicas (Dalal-Clayton and Krikhaar, 2007).

Hansen (1996), Jasch (2000) y Perotto et al. (2008) sostienen que el desarrollo de indicadores
a nivel nacional, regional o local ha llegado a ser una aproximacion cominmente usada para
conocer la necesidad crucial por herramientas de evaluacion. Tales herramientas son un pre-
rrequisito para la implementacién del concepto de sostenibilidad.

Con el fin de estudiar la sostenibilidad a nivel internacional, se han revisado muchos de los
indices e indicadores actuales relacionados con la sostenibilidad de tal forma que los buenos
indicadores, es decir, aquellos que dan un punto de vista completo de todos los aspectos re-
levantes de sostenibilidad de forma transparente y facilmente comprensible, deben cumplir los
siguientes criterios (Guy and Kibert, 1998; Meadows, 1998; Bell and Morse, 2008; Van de Kerk
and Manuel, 2008):
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Deben ser relevantes para alguno de los temas relativos a la definicién de sostenibilidad

anterior.

Deben cubrir el campo completo de sostenibilidad, en la linea de la definicién usada.
Tienen que ser independientes unos de otros y no deben solaparse mutuamente.
Deben ser medibles.

Deben ser facilmente accesibles, también para el publico general. Esto significa que,

ademas, el nimero de indicadores debe ser limitado.
Los datos para construir los indicadores deben estar disponibles publicamente.

Los datos deben estar disponibles para todos los paises, al menos para todos excepto

los mas pequenos.
Los datos deben ser fiables.
Los datos deben ser recientes y ser actualizados regularmente.

El conjunto total de indicadores debe dar un buen punto de vista de la situacion presen-
te de sostenibilidad e indicar la diferencia entre la situacion presente y la situacion de

sostenibilidad completa.

Deben permitir la comparacion entre paises.

La conclusion general es que ninguno de los indices existentes parece ajustarse completamen-

te a nuestras necesidades, ya que, o ninguno es completamente adecuado, o cada conjunto

sirve mas o0 menos a distintos objetivos. Seguidamente se exponen algunos de los indicadores

mas relevantes en el ambito de sostenibilidad (Saisana and Philippas, 2012;
Van de Kerk and Manuel, 2012).

Human Development Index (HDI): Cubre solo una pequena parte de todos los aspec-
tos del desarrollo sostenible e incluso ha sido considerado un indicador redundante que

proporciona poca informacién adicional a nivel de desarrollo internacional.
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= Environmental Sustainability Index (ESI-2005): Falta un indice relacionado con la igual-
dad de género y el “Buen Gobierno” recibe una menor atencion. No es muy transparente

debido al enorme conjunto de datos. Se duda si se hacen actualizaciones.

= Environmental Perfomance Index (EPI-2006): Solo cubre parcialmente el desarrollo sos-

tenible en su contexto mas amplio.

= Commitment to Development Index (CDI-2006): Cubre el desarrollo sostenible solo par-

cialmente y ofrece informacion relativa a no méas de 21 paises.

= |ndex for Sustainability Economic Welfare (ISEW): No incluye los principales aspectos de
calidad de vida y no ofrece un punto de vista claro del nivel de sostenibilidad de un pais.

Esta disponible solo para un nimero limitado de paises.

» Genuine Progress Indicator (GPI): Los mismos defectos del ISEW se pueden aplicar al
GPI.

= Ecological Footprint: Solo cubre parcialmente la sostenibilidad en su sentido mas amplio.

Hay bastante discusion sobre el método de calculo utilizado.

= Well-being of Nations: Da un enorme conjunto de informacién, que lo hace bastante

complicado. Ha sido publicado solo una vez.

= Millennium Development Indicators: Utilidad limitada a la hora de visualizar el nivel de

sostenibilidad de un pais. No cubre el concepto entero de sociedad sostenible.

» Indicators for the EU Sustainable Development Strategy: Incluye un nimero de indicado-
res que no estan muy relacionados con la sostenibilidad, mientras que a otros temas se
les presta menor atencién o faltan, como los relacionados con la igualdad de género y el

acceso a agua potable. Se limita a los paises miembros de la Unién Europea.

= CSD Indicators: El conjunto comprende muchos indicadores y ofrece demasiada infor-

macioén. No cubre la sostenibilidad en su sentido mas amplio.
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Considerando las limitaciones existentes a la hora de establecer un indice a aplicar de forma
general en todos los paises, este trabajo se ha inclinado por el indice de Sociedad Sostenible,
establecido por Van de Kerk and Manuel (2012), puesto que dicho indice ha sido recientemen-
te auditado por el Joint Research Centre de la Comision Europea, que lo considera un método
integral y cuantitativo para medir y vigilar la salud de los sistemas humanos y medioambien-
tales a nivel mundial. Ademas se le considera una herramienta conceptual y estadisticamente
solida que es ampliamente aplicable para la evaluacion continua de los sistemas humanos y
ambientales y un punto de referencia clave con el que comparar el progreso futuro e informar
sobre la sociedad actual (Saisana and Philippas, 2012).

El indice de Sociedad Sostenible -Sustainable Society Index (SSI)- consiste en 21 indicadores
agrupados en tres categorias, bienestar humano, ambiental y econémico y que se pasa a de-

tallar seguidamente (Van de Kerk and Manuel, 2012).

= Social well-being

o Sufficient Food: Number of undernourished people in percentage of total population.

o Sufficient to Drink: Number of people as percentage of the total population, with

sustainable access to an improved water source.

e Safe Sanitation: Number of people in percentage of total population, with sustainable

access to improved sanitation.

e Healthy Life: Life expectancy at birth in number of healthy life years (HALE - Health
Adjusted Life Expectancy).

e Clean Air: Air pollution in its effects on humans.
e Clean Water: Surface water quality.

e Education: Combined gross enrolment ratio for primary, secondary and tertiary

schools.

e Gender Equality: Gender Gap Index.
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¢ Income Distribution: Ratio of income of the richest 10 % to the poorest 10 % of the

people in a country.

e Good Governance: The average of values of the six Governance Indicators of the
World Bank.

= Environmental well-being

Air Quality: Air pollution in its effects on nature.

Biodiversity: Size of protected areas (in percentage of land area).

Renewable Water Resources: Annual water withdrawals (m? per capita) as percen-

tage of renewable water resources.

Consumption: Ecological Footprint minus Carbon Footprint.

Renewable Energy: Renewable energy as percentage of total energy consumption.

Greenhouse Gases: CO, emissions per capita per year.
= Economic well-being

e Organic Farming: Area for organic farming in percentage of total agricultural area of
a country.

e Genuine Savings: Genuine Savings (Adjusted Net Savings) as percentage of Gross

National Income (GNI).

e Gross Domestic Product: GDP, per capita, in Purchasing Power Parity, in current

international dollars.
e Employment: Unemployment as percentage of total labour force.

e Public Debt: The level of public debt of a country as percentage of GDP.
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3.2. Meétodo de la investigacion

3.2.1. Poblacion y muestra

Los datos de los indicadores estaban disponibles para 151 de los 194 paises existentes.
Asi, se ha podido calcular el SSI para la mayoria de los paises de medio o gran tamano. Las
excepciones de paises mas grandes son Afghanistan, Djibouti, Eritrea, Somalia y Surinam.
Aparte de estos, la mayoria de los estados insulares se han tenido que dejar fuera por fal-
ta de datos. De esta forma, el indice de Sociedad Sostenible se ha conseguido para tantos
paises como fue posible. Esto permite comparar entre paises desde varios puntos de vista:
paises limitrofes o de la misma regién, paises mas o menos similares, comparar entre paises
ricos, como los miembros de la Organizacion para la Cooperacion y el Desarrollo Econémico
(OECD), comparar entre los hemisferios norte y sur, etcétera.

Con los objetivos de este trabajo en mente, se seleccionan la mayoria de paises de todo el
mundo como poblacion objetivo. Esta poblacion fue escogida con el interés de extender y ge-
neralizar los resultados obtenidos en estudios previos, y superar dos de sus limitaciones: los
paises estudiados y las técnicas usadas en el analisis de datos.

Los estudios previos se enfocaron normalmente en contextos de areas geograficas especifi-
cas, tales como paises occidentales industrializados (Crepaz, 1995; Jahn, 1998;

Scruggs, 2003); 21 paises del OECD (Neumayer, 2003); 17 paises democraticos industrializa-
dos (Scruggs, 1999, Scruggs, 2001); 14 paises del OECD y cinco medidas del bienestar (Giles
and Feng, 2005); y 131 paises (Hosseini and Kaneko, 2011).

La muestra usada comprende los paises seleccionados por Van de Kerk and Manuel (2008)
(ver Apéndice B), e incorpora las ventajas derivadas de considerar diferentes contextos eco-
némicos: paises con ingresos de $1035 o menos, paises con ingresos entre $1036 y $4085,

paises con ingresos entre $4086 y $12615, y paises con ingresos de $12616 o mas.
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3.2.2. Técnicas de analisis

En este trabajo, se consideran los 151 paises de todo el mundo presentados en el apéndi-
ce B, formando 4 grupos segun su nivel de ingresos; las 21 caracteristicas numéricas son las
puntuaciones obtenidas por los paises elegidos relativas a las categorias politicas propuestas
en el SSl en los Ultimos bienios disponibles (2006, 2008, 2010 y 2012), basicamente: Sufficient
Food, Sufficient to Drink, Safe Sanitation, Healthy Life, Clean Air, Clean Water, Education, Gen-
der Equality, Income Distribution, Good Governance, Air Quality, Biodiversity, Renewable Water
Resources, Consumption, Renewable Energy, Greenhouse Gases, Organic Farming, Genuine
Savings, Gross Domestic Product, Employment y Public Debt (véase apéndice C).

Asi que, en este trabajo, los datos consisten en las puntuaciones del SSI para cada pais en
cada periodo de tiempo, esto es una matriz tridimensional 151 filas x 21 columnas x 4 repeti-
ciones.

El analisis de muchos problemas de sostenibilidad de una sola vez requiere un gran volumen
de datos. Para explorar los datos para conseguir una mejor comprension del comportamiento
de muchos procesos, es importante identificar sus principales caracteristicas subyacentes. La
reduccién en la dimensionalidad del problema ayuda a resumir la informacion capturada en
un gran ndmero de variables mediante un nimero mas pequeno de variables latentes. Los
graficos que muestran tanto los paises como los indices simultaneamente, pueden ser de gran
ayuda a este respecto. Estos graficos se usan en este trabajo.

Estos métodos permitiran comprobar si los indicadores propuestos por el SSI son similares
a lo largo de los diferentes paises (por ejemplo, si los temas sociales, medioambientales o
econdmicos son similares en diferentes zonas geograficas) o a lo largo de los diferentes anos,
encontrar areas geograficas con perfiles de sostenibilidad similares, identificar los mas diferen-
ciados y ordenarlos todos segun un gradiente de sostenibilidad. También se podra identificar
cuales son las componentes de sostenibilidad mas importantes en cada zona geografica 'y en
cada ano.

El software usado para implementar el HJ-Biplot, desarrollado por Vicente-Villardén (2010),

esta disponible para ser descargado gratuitamente en:



CAPITULO 3. MATERIAL Y METODOS 46

http://biplot.usal.es/ClassicalBiplot/index.html

mientras que el resto de programas han sido creados por el autor para su empleo en este

trabajo (véase capitulo 6).


http://biplot.usal.es/ClassicalBiplot/index.html
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Capitulo 4

Desarrollo

4.1. Consideraciones algebraicas previas

4.1.1. Proyecciones ortogonales

Sea X = (X1,...,Xp) un punto del espacio RP, = un subespacio de RP de dimensién r con
{vi = (v11,... ,vp1)t, .o sVr = (Vqp, ..., Vpr)!} base de 7, esto es, la matriz
Vi1 Vir
V=(ipxr=| & o 1 =(vq]. wr)
Vp1 Vpr

es una base (ortonormal o no) de 7; y sea Dp(p x p) una métrica simétrica de RP, esto es, una
matriz simétrica (Dp' = Dp) definida positiva (vDpv > 0 para todo v € RP y viDpv = 0 si, y solo
si,v=(0,...,0)b.

Calculemos el punto Y = (yq, ..., Yp) de RP que sea la proyeccion ortogonal de X sobre 7, para

lo cual se imponen dos condiciones:

m Y € 7, entonces existe A = (aq,...,ar) talque Yl =a; vy +...+ar- v, oloque es lo

mismo, vyt = vAL

m El vector W es ortogonal a 7 (segun la métrica Dp), es decir, a cada uno de los vectores
de V, entonces (Y —X)DpV = (0,...,0), o lo que es lo mismo, YDpV = XDpV.

48
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Por tanto se ha de resolver el sistema
Yt = VAL
YDpV = XDpV

Se resuelve por cualquier método y se obtiene

con incégnitas Y y A.

Y = V(VIDRV) VDX & Y = XDpV((VIDpV) ™)Vt = XDpV(VIDp V)~V
Al = (VIDEV)TIVIDpX! & A = XDpV((V!DpV) ™)t = XDpV(V!DpV) ™

(las dos ultimas igualdades porque la traspuesta de la inversa es igual a la inversa de la tras-
puesta y porque VtDpV es simetrica por serlo Dp), que se comprueba facilmente que es solu-
cion.

Por lo tanto, se ha obtenido Y, las coordenadas de la proyeccion ortogonal de X sobre 7, y A,
las coordenadas de Y considerandolo como elemento de = en la base V.

Como se han obtenido factores (VtDpV)_1, a partir de este momento se va a suponer que
las bases de los subespacios son ortonormales (dada una base cualquiera, siempre se pue-
de encontrar una base ortonormal, por ejemplo, mediante el proceso de ortonormalizacion de

Gram-Schmidt), esto es VtDpV = ldpxp, y por tanto

Y = XDpVV!
A=XDpV

Supongamos ahora que se tienen n puntos del espacio RP dados por las filas de una matriz
Xnxp- La solucién anterior permite calcular las proyecciones ortogonales de los n puntos en el
subespacio 7: la matriz Ynxp con las coordenadas de las proyecciones en filas, y Anxr, con las

coordenadas de las proyecciones como elementos de = en la base V.

4.1.2. Reduccion de la dimensionalidad

Dada una matriz X = (Xj)nxp, una métrica simétrica Dp = (dj)pxp en RP y una matriz

diagonal Dn(n x n) con pesos para las filas de X, esto es, n coeficientes w1, . .., wn cuya suma
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seai:
wy O 0
0
Dn = ,
0
0 - 0 wn

se quiere encontrar un subespacio = de RP de dimensién r dado por la base ortonormal
V = (vjj)pxr, tal que las diferencias entre las filas de X y sus proyecciones ortogonales so-
bre m sean minimas, es decir, se quiere encontrar una matriz V, y por tanto A = XDpV con solo
r columnas y las n filas proyecciones ortogonales de las de X, que aproximen lo mejor posible
a X, lo que se denomina reducir la dimensionalidad de X.

Se entiende por diferencia entre una fila de X y su proyeccién sobre = como el cuadrado de la
norma de cada vector fila de X—XDpVVt (ya se ha visto que la proyeccién de X sobre = en RP
es XDpVV'), esto es, los elementos de la diagonal de (X — XDpVV!)Dp(X — XDpVVHL.
Enunciemos nuestro problema segun el método de los multiplicadores de Lagrange: se quiere
minimizar la suma ponderada de las diferencias entre las filas de X y sus proyecciones sobre

7 (0 V) sujeta a que V sea una base ortonormal.

n ror p P
F(vij, Aef) = > _wa [(X XDpVV!)Dp(X — XDpV V') ] =D > et Z > VgedenVhi — de
a=1 e=1 f=1 =1 h=1

siendo d¢ la funcion delta de Kronecker, y con A = (Agf)rxr la matriz con los multiplicadores de
Lagrange, la cual a partir de este momento, por simplicidad, se supone diagonal.
Desarrollando el término entre corchetes y el primer sumando se obtiene que el problema de

minimizacion equivale al siguiente de maximizacion:

T~

ror p
F(Vij Agf) = Tr DnXDpvvtDpxt} S5 et Z VgedenVhi — def
e=1 f=1 =1 h=1

siendo Tr el operador traza de una matriz. Esta equivalencia se tiene porque hay sumandos
que no dependen de vj; ni de Aot y se pueden suprimir, y porque todos los restantes sumandos
tienen signo negativo y se pueden cambiar a positivo (por eso se pasa de un problema de

minimizacion a otro de maximizacion).
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Desarrollando el primer sumatorio a términos con factores Xij, dij,vij, derivando F respecto de
vij paratodoi=1,...,n,j=1,...,py respecto de A\ para todo e,f = 1,...,r igualando a
cero dichas derivadas, y reagrupando de nuevo las sumas en forma de matriz se obtiene el

siguiente sistema de ecuaciones con incognitas V y A:

X'DnXDpV = VA

VIDpV = Id;
Sir =1, la primera ecuacién equivale a que v4 sea vector propio de XtDnXDp de valor propio
A1, Y la segunda, a que v4 esté normalizado segln la métrica Dp. Pero, de todos los vectores
propios de distintos valores propios asociados, ¢,con cual nos quedamos?
Sustituyamos en F que vy es vector propio de valor propio A{1 Y veamos para cual es mayor el

valor de F:
Tr [DnXDpVV'DpX!| = Tr |:XtDnXDpV vtDp] =Tr [VAVIDp| = Tr [A vtDpv] = Tr[A] = A1,
~— ~——

entonces el maximo se alcanza si vq es el vector propio de XtDnXDp normalizado segln Dp
asociado al mayor valor propio.
Por recurrencia, sir > 1 se obtiene

V= (vq]...|vr)

con vy,...,Vr los vectores propios de XtDnXDp normalizados segln Dp cuyos valores propios
asociados estan ordenados descendentemente.
Como la matriz Dy, es simétrica y definida positiva, esta define una métrica simétrica y se puede
reducir la dimensionalidad de X a lo largo de las filas anadlogamente a como se ha hecho para
las columnas: B = XtDnU, siendo

U= (uq|...lur)

con uq,...,Ur los vectores propios de XDpXtDn normalizados segun Dy, cuyos valores propios
asociados estan ordenados descendentemente.
Si se quere reducir la dimensionalidad de X tanto para las filas como para las columnas, se

deberian entonces realizar las descomposiciones espectrales de dos matrices:

XDpX!'Dp = UAnxnU™' 'y XIDpXDp = VApxpV 7,
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con Unxn Y Vpxp; y después calcular
A=XDpV y B=XDyU

y de Ay B retener r columnas.

Pero vamos a demostrar que U y V se pueden calcular a partir de otras matrices obtenidas al
. _— . i , o T 12qt

realizar la descomposicion en valores singulares de una Gnica matriz, la matriz X = UAnxp "V

con U'U = ldn y V'V = ldp, si se define

X — Dn1/2XDp1/2 = X = Dn—1/2XDp—1/2

U=D,"?U & U=Dy"2U
V=Dp'"2Vv & V=Dp 2V
K1/2 A1/2
En efecto:
U'DRU = U'D, 2D, 12U = U'U = Id,
ViDLV = VD, 2D, 2V = V'V = Id,
ademas

XDpXtDn — Dn—1/2x Dp—1/2Dpr—1/2 XtDn—Van — Dn—1/2ﬁtDn—1/2Dn —

_ D, 2uR"2 v VA'"20'D,~12D,, = UAUID, = UAU™
H,_/ H,_/

t —1/25t n —1/2 —1/2ygn —1/2 —1/2yty —1/2
X'DnXDp = Dp™ "“X"Dp DnDn XDp Dp = Dp™ "“X'XDp Dp =

- D, "2V A" U A2 V'D, 2 Dy = VAVID, = VAV,
Az—/ ~ A,_/

Este método para reducir la dimensionalidad, es el mas sencillo, el que tiene las restriccio-
nes mas simples, pero existen otros métodos para reducir la dimensionalidad con restricciones
adaptadas a la estructura y los tipos de datos, por ejemplo el método llamado Sparse Princi-
pal Component Analysis (SPCA) (Zou et al., 2006), la descomposicion CUR (Mahoney and
Drineas, 2009; Bodor et al., 2012; Mitrovic et al., 2013), o el Disjoint Biplot (Nieto, 2015).
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4.1.3. Matriz compromiso

Sea X yxK un tensor, un cubo de datos. Se define el producto tensorial entre una matriz
bidimensional Uj,.p (o un vector unidimensional tomando P = 1) por el tensor X a lo largo de la

primera dimension de la siguiente manera:

[X %1 Uik = Y XijkUips
i=1

es decir, cada elemento p que tendra el nuevo tensor en cada columna fijadas j y k es igual al
producto escalar de la columna p-ésima de U y la columna de X fijadas j y k.
De la misma manera se definen los productos tensoriales de Vj,.q Yy Wk«R por X a lo largo de

la segunda y la tercera dimension:

J
[X %2 Vligk = > XijkViq
i=1

K

[X >3 Wl = > XijWigr-
k=1
Se quiere ahora, al igual que para el caso bidimensional, reducir la dimensionalidad de un

tensor. Para ello, primero se reducira el tensor a una matriz a lo largo de la tercera dimen-
sién, y en segundo lugar se reducira la dimensionalidad de dicha matriz aplicando el anterior
apartado. A la matriz | x J a la que se reducira el tensor se la llamara matriz compromiso y se
representara por X¢. Ademas se representara cada matriz del tensor fijada una k en la tercera
dimension como X.

Junto con la métrica simétrica para las columnas, y la matriz de los pesos para las filas (que

ya se ha visto que también es una métrica simétrica), se tendra en cuenta otra matriz diagonal
DK=diag(Q1,...,QK) tal que Q1 +...+QK= 1,

con los pesos para las repeticiones a lo largo de la tercera dimensién, que de la misma manera
que la matriz de los pesos para las filas, también es una métrica simétrica.

La forma de hallar la matriz compromiso de un tensor es encontrar un vector

a=(a1,...,aK)t€RK,
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tal que el cuadrado de la norma de la matriz combinacion lineal de las Xy segun los ok y Dk sea
maxima sujeta a que el vector Dxa tenga suma uno en sus componentes, porque se considera
Dka como el vector con los pesos. A tal combinacién lineal es a la que se llamara matriz

compromiso:
K

Xelj = > Xijefox-
k=1

Asi que el cuadrado de la norma (de Hilbert-Schmidt) de X¢ vale:
lJ J K K
IXc)1? = THXeDnXeDpl = D33 1 D xapaQaaq | | D xaceQeae | wadep.
a=1b=1c=1 \d=1 e=1
Definamos nuestro problema segun el método de los multiplicadores de Lagrange, imponiendo
que la norma de « segun Dk sea la unidad (mas tarde se impondra la restriccion de que la

suma de los componentes de Dk« es la unidad), es decir, maximizar

I J J K K K
F(ak, )\) = Z Z Z (Z Xabdead) (Z XaceQeae) wadcb - (Z afZQf - 1) .

a=1b=1c=1 \d=1 e=1 f=1
Derivando F respecto de oy para todo k = 1,...,Ky respecto de X igualando a cero dichas

derivadas, y reagrupando en forma de matriz se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

con incognitas a y A:
TrX!'DnXcDp] = Aoy, paratodok=1,...,K
atDKa =1 -
Desarrollemos la primera ecuacion:

K K
TrX'DnXcDp] = THDpXy'DnXc] = Tr {Dpxkton (Z Qaaaxa) ] = > TrDpXy'DnXalQaca =

a=1 a=1

K
= Z Tr[xktDnXaDp]QaO[a,

a=1

por simplicidad en la notacion, se construye la matriz llamada de varianzas-covarianzas vecto-

riales, Covvk k., tal que [Cowv],, = Tr[XatDnXpr], asi Tr[thDnXCDp] es igual al producto de
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la fila k-ésima de Covv por Dka, y el sistema de ecuaciones queda:

CovvDka = A\

olDgar = 1

La primera ecuacion equivale a que « sea vector propio de CovvDy de valor propio A, y la
segunda, a que « esté normalizado segun la métrica Dk. Pero, de nuevo, veamos con cual de
todos los vectores propios de distintos valores propios asociados nos quedamos.

Sustituyamos en F que « es vector propio de valor propio A y veamos para cual es mayor el

valor de F:

K K
Tr{Xc'DnXcDpl = >~ QaaaTr[Xa'DnXcDpl = > QacaTr[DpXa'DnXc] =
a=1 a=1
K K
=Y ) QacaTrDpXa'DnXplpap = a'DkCowwDya = Aa'Dga = A,
a=1b=1
entonces el maximo se alcanza si « es el vector propio de CovvDk normalizado segun Dy

asociado al mayor valor propio.
Finalmente, se impone que la suma de los componentes de Dka sea la unidad. Para ello,
se divide cada elemento de Dk« entre la suma de los componentes de Dk, asi el nuevo «

verificara que al multiplicarlo por Dk sus componentes suman la unidad.
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4.2. Inspeccion de matrices de datos multivariantes

4.2.1. Diagramas de dualidad. Diagrama de dualidad del PCA

Sea X = (Xjj)nxp una matriz de datos con n filas y p columnas. Sin pérdida de la generalidad
se puede suponer que la matriz X esta centrada por columnas, esto es, la media de los datos
de cada columna es 0:

L F_
ﬁgxij=0, Vj= R o8

en otro caso, se resta a cada dato la media de la columna a la que pertenece.

Sea Dp la matriz diagonal n x n con los pesos para las filas, esto es, n coeficientes cuya suma

sea 1:
wy 0 -+ 0
. 0 .. - :
Dn =d|ag((JJ1,...,Wn) = . ,
0 0 wn

y sea Dp una métrica simétrica en RP. El diagrama de dualidad del andlisis general de la tabla

de datos X se define como sigue:

Dp

RP RP*
Xt X
RN* RN

Dn

Esto se denomina “diagrama de dualidad” porque RP* y R"* son los espacios duales de RP y

R", y porque los llamados operadores duales
X'DnXDp y XDpX'Dp (4.1)

comparten el mismo espectro (los mismos valores propios).

Las cuatro matrices que forman este diagrama de dualidad son las que se obtuvieron en el
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apartado 4.1.2 y teniendo en cuenta que la métrica Dy, por ejemplo, se puede ver como una
aplicacion de R" x R" en R o, candnicamente, como una aplicacion de R" en R"*. Asi, para
diagramas de dualidad en analisis explicados posteriormente, si se quiere analizar una matriz
cualquiera, siempre el centro del diagrama de dualidad, es decir, las cuatro matrices de los
cuatro tramos que forman el cuadrado principal de un diagrama de dualidad, tendran este
aspecto.

Este diagrama esta completamente definido por la “notacién de triplete”:
(X, Dp, D),
y la inercia total de este triplete estadistico es
Inery = TrXDpX'Dn] = Tr[X'DnXDp].

En el caso particular en que D, sea la matriz con pesos uniformes para las filas (w; = 1/n),
y Dp es la identidad (métrica euclidea), entonces este analisis es un PCA simple, y como las

variables estan centradas, la inercia es la suma de sus varianzas:

p n p
Mji Xlj=> % Y %2 = 3" var(x)
i=1

‘ n
XX
|: i| |=1 J=1 |=1

B 1
i “n
J

5| =

Inery = Tr[X'DnXDp] = Zp: ;
j=1 =1

con X; la j-ésima columna de X.

El Analisis de Componentes Principales generalizado (generalized Principal Component Analy-

sis gPCA) de este triplete (X, Dp, Dn) corresponde a la descomposicion espectral de 4.1.

Asi, de X'DnXDp 6 XDpX'Dy, se obtiene A, la matriz en cuya diagonal principal estan los valores

propios de XtDnXDp ) XDpXtDn ordenados descendentemente:
M>..2X 6 A >...> ),

pero ocurre que sin > p,

Aps1 = Aps2 = ---=An=0

(sin < pes 1 =A2=...=Xp =0). También se pueden calcular las bases ortonormales

de vectores propios de XDpXtDn y XtDnXDp, respectivamente Unxn y Vpxp, que tienen por
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columnas los vectores propios en el mismo orden en que sus valores propios asociados estan
en A.

Teoéricamente, se sabe que se puede representar la matriz X en un espacio de dimensién
p mediante un diagrama de dispersion con n puntos correspondientes a las filas y haciendo
corresponder a cada eje coordenado una de las variables columna, pero en la practica p puede
tomar valores superiores a 3 y habria que graficar el diagrama de dispersién en planos que
fueran representando de dos en dos las columnas, que no es lo que se busca, puesto que
interesa representar graficamente a todos los datos conjuntamente.

Si se quiere representar la matriz X en un subespacio de dimension menor, digamos r < p
y r < n (en la practica normalmente r = 2 6 3), se buscara una matriz también n x p pero
de orden r, que sea aproximadamente igual a la X con pérdida minima de informacién en sus
datos, esto es, que la inercia de la nueva matriz sea lo mas cercana posible a la de X. Esto es
lo que ya se ha denominado como reduccion de la dimensionalidad de X.

Mediante el procedimiento estudiado en el apartado 4.1.2 ya se sabe obtener U y V, y al
quedarnos con sus primeras r columnas, se pueden calcular las proyecciones de X y X' en un

subespacio de dimensién r menor. El diagrama de dualidad es, por tanto, el siguiente:

Dp

RP RP*
PN
[ ]
Xt X
[ ]
N{,
R"* 5 RN
n

La matriz que dara las nuevas coordenadas de las filas en ese subespacio de dimensién r es
XDpVr,
y las coordenadas de las columnas vendran en las filas de

X'DpUy.
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En general, las matrices para calcular las coordenadas de las filas y las columnas en cualquier
diagrama de dualidad estan formadas por el producto de tres factores, y para deducirlas se

deben seguir las siguientes normas:

= Laprimera norma es que solo hay que tener en cuenta dos métricas, las del mismo orden
que Ur y V¢ (en el gPCA solo existen Dn y Dp, pero mas adelante se tendran casos en

los que intervienen mas métricas).

m El primer factor del producto es: la propia matriz X, si se quieren calcular las nuevas coor-
denadas para las filas; o la matriz traspuesta X!, si se quieren calcular las coordenadas

para las columnas.

= El segundo factor y el tercero son respectivamente una métrica (de las que se tienen en
cuenta segun la primera norma) y una base ortonormal de entre U, y V. La métrica es la
que tenga el mismo orden que el nimero de columnas de la matriz primer factor: nimero
de columnas de X si se quieren filas y nimero de columnas de X! si se quieren columnas;

y la base ortonormal es la que tenga el mismo orden que la métrica.

= Puede ocurrir que el numero de columnas de la matriz primer factor no coincida con el
orden de ninguna de las métricas (de las de la primera norma), asi que la métrica y la
base que hay que considerar son las que tengan un orden distinto al del numero de filas

de la matriz primer factor.

= La dltima norma es que el producto de estas tres matrices dara efectivamente las nuevas
coordenadas siempre y cuando estén concatenadas en el diagrama de dualidad. En caso
de que en el diagrama no exista ningun camino que concatene las tres matrices, la matriz
que dara las nuevas coordenadas sera la dada por el producto de todas las matrices que

formen el camino mas corto posible que contenga a las tres necesarias.

Se pueden ver ejemplos de las distintas aplicaciones de estas normas en los apartados suce-

Sivos.
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4.2.2. Biplots clasicos

Un biplot es una representacion grafica de datos multivariantes: una representacion con-
junta, en un espacio euclideo de menor dimension (normalmente un plano), de una matriz
Xnxp, mediante marcadores ay,...,an para sus filas (puntos) y marcadores by, ...,bp para
sus columnas (vectores), escogidos de tal manera que el producto interno (o escalar) ait - b;
represente el elemento x;; de la matriz X (Gabriel, 1971).

El biplot es una potente herramienta de visualizacion de datos, debido a las propiedades que
posee el producto escalar. Gabriel (1971) propuso varios biplots con diferentes propiedades,
el JK-Biplot, en el que las filas estan representadas con alta calidad de representacion, y el
GH-Biplot, donde las columnas estan representadas con alta calidad de representacion.
Galindo (1986) propuso una nueva forma de representacion, el HJ-Biplot, en la cual las coor-
denadas de las columnas coinciden con los marcadores columna del GH-Biplot, y las coor-
denadas de las filas coinciden con los marcadores fila del JK-Biplot, pero de tal forma que
estas coordenadas pueden ser representadas en el mismo sistema de representacion. Esta
alternativa permite, como los biplots clasicos de Gabriel, interpretar cercania entre puntos y
proximidad entre los vectores mediante sus angulos como similaridad/correlacion, pero con
una nueva ventaja porque es posible interpretar cercania entre puntos y variables.

Todas estas representaciones (GH, JK y HJ-Biplot) son solo técnicas exploratorias; no se
esta considerando ninguna suposicion paramétrica.

Las normas para la interpretacion del HJ-Biplot son una combinacién de las normas usadas
para otras técnicas de escalamiento multidimensional, andlisis de correspondencias, analisis

factorial y biplots clasicos:

= La distancia entre marcadores fila (puntos) se interpreta como una funcion inversa de la
similaridad, de tal forma que marcadores cercanos son mas similares. Esta propiedad

permite la identificacion de agrupaciones de puntos con perfiles similares.

= Las longitudes de los marcadores columna (vectores) aproximan la desviacion tipica de

las variables.
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= Los cosenos de los angulos entre los marcadores columna aproximan las correlaciones
entre variables, de manera que angulos agudos pequefnos se asocian con variables con
alta correlacion positiva, angulos obtusos cercanos a llanos se asocian con variables con

alta correlacion negativa y angulos rectos se asocian con variables incorreladas.

= El orden de las proyecciones ortogonales de los marcadores fila en un marcador columna
aproxima el orden de los valores de las filas en esa columna. La mayor de las proyec-
ciones de un punto en una variable es el punto que mas se desvia de la media de esa

variable.

Desde un punto de vista analitico, sea X la matriz de datos con n filas y p columnas. Sea Dy, la
matriz diagonal n x n de los pesos uniformes de las filas: Dy = diag(1/n,...,1/n), y sea Dy la

métrica euclidea en RP. El diagrama de dualidad del HJ-Biplot es

Xt X
RN* RN
Dn

Eltriplete de este diagrama es (X, Dp, Dn), y el analisis HJ-Biplot de este triplete corresponderia
a la descomposicion espectral de XtDnXDp y XDpXtDn, pero basta con realizar la descompo-
sicién en valores singulares de X.
Asi, se obtiene

X = UAVY,

siendo ahora A la matriz n x p en cuya diagonal principal se encuentran los valores singulares
ordenados descendentemente; U, que tiene por columnas una base de vectores singulares
por la izquierda de X, o, equivalentemente, vectores propios ortonormales de XX!, en el mismo
orden en que estan sus valores singulares asociados en A;y V, una base de vectores singula-

res por la derecha de X, o, de forma analoga, vectores propios ortonormales de X!X, de nuevo
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en el mismo orden que sus valores singulares.
Si se quiere representar la matriz X en un subespacio de dimension r menor se puede usar la
aproximacion
X ~ UrArVrt,
con Uy y Vy las matrices obtenidas al quedarnos con las primeras r columnasde Uy V,y A la

matriz diagonal de dimensidn r x r con los r primeros valores singulares.

Los marcadores fila en ese subespacio de dimensién r son las filas de

1 0 -+ 0 M 0 - 0
0 . . 0
: 0 . 0

XDpVy =UAVIV,=UA| 0 ... 0 1 =U|l 0 .- 0 A = Ui,
0 0 0 0
0O --- --- 0 oxr 0O -+ --- 0 o

y los marcadores columna tienen por coordenadas las filas de

X!DnUy = salvo un factor escalar =
= X'U; = VAWUUU, = Vi,
Estas dos nubes de puntos pueden ser superpuestas en el mismo sistema de referencia (si se

multiplican convenientemente por un factor escalar), pero no se verifica que el producto escalar

de los marcadores fila y columna coincida con la aproximacion de X:
(UrAr) (VeAn)t = Ur (Ar)? Vit # UrAp Ve

El caso del GH-Biplot se corresponderia a considerar como marcadores filas Uy en vez de
UrAy, y el caso del JK-Biplot, con marcadores columna Vy en vez de Vi Ay, de esta forma el
producto escalar en cada uno de ellos si reproduce la matriz X.
Ademas seria posible construir una familia de factorizaciones de X tomando distintos exponen-
tes para Ay:

X~ UrrVet = Urae®) (Ve ™)'
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con a entre 0y 1. En particular, si « = 0 es el caso del GH-Biplot y si a = 1 es el JK-Biplot.

Pero para un « cualquiera distinto de 0,1, los marcadores fila y columna correspondientes
perderian varias propiedades importantes, como la posibilidad de poder representarse en el
mismo sistema de referencia o la obtencién de buenas calidades de representacion aun repre-

sentandolas por separado.
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4.2.3. Analisis Entre-Grupos

Si en la matriz de datos X, los individuos a los que representan las filas pertenecen a
distintos grupos definidos en el estudio, mediante el Analisis Entre-Grupos (Between-Group
Analysis BGA) es posible representar, por ejemplo, mediante un PCA, la tabla de las medias
de los valores de los individuos en cada uno de los grupos. Y en un segundo paso, las filas
de la tabla inicial se proyectan en este PCA para conseguir las coordenadas de las filas para
todos los individuos. Hay muchos tipos de analisis entre-grupos, dependiendo del analisis ini-
cial después del cual se computara el Analisis Entre-Grupos. Este puede ser, por ejemplo, un
PCA, un Analisis de Correspondencias, o un Analisis de Correspondencias Mdltiple.

En el Analisis Entre-Grupos, los individuos pertenecen a g grupos, digamos, Gy, ...,Gg, con

tamanos ny,...,Nng, y
g
n=> ng
k=1
A partir de los cuales se puede construir la matriz auxiliar D:

D = diag(1/ny),

y la métrica simétrica que contiene los pesos para los grupos (posiblemente no uniformes),

como un multiplo de D tal que la suma de sus elementos sea la unidad:

1/n1
_— 0
EE=1 1/nk
0 :
Dg = diag <g1/nk> = _ :
> ke 10k : 0
1/
0 _ ng
ZE=1 1/I’]k

que verifican que tienen suma unidad.
El Analisis Entre-Grupos es el andlisis del triplete (Xg, Dp, Dg), donde Xg es la matriz g x p de
las medias por grupos:

(Xg)kj = X",
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el término ij es la media de la variable j en el grupo k
k1
X = e 2%
ieGg

En notacion matricial, si B es la matriz de los indicadores de clase,
1 siie Gk
B= (bik)nxg’ con bik = - )
0 sii¢ Gk
entonces se tiene

Xg = DB!X.

El correspondiente diagrama de dualidad es el siguiente:

Rn * Xt Rp DP Rp* X Rn
PN
[ ]
B Xg! Xg Bt
[ ]
w
RY 5 RY* 5 RY 5 RI*
g

En este caso, en el digrama de dualidad, en su parte central, estan representados los cuatro
tramos que forman el andlisis de la matriz Xg, mientras que a derecha e izquierda se encuen-
tran las definiciones de Xg y XBt respectivamente como producto de matrices.

El Analisis Entre-Grupos es por tanto el analisis de la tabla de las medias de grupos, que con-
duce a la descomposicién de las matrices Xg'DgXgDp y XgDpXg'Dg, 0 a la descomposicién
de una Unica matriz segun se ha desarrollado en el apartado 4.1.2 y se pueden representar

las filas y las columnas de Xg de forma similar al PCA:
filas de Xp : XgDpVr
columnas de Xg :  Xg'DgU.

El objetivo de este analisis es destacar las diferencias entre grupos, y las coordenadas de las

filas maximizan la varianza entre-grupos. Las coordenadas de las filas y las columnas de la
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tabla de datos inicial pueden ser computadas proyectando las filas y columnas de la tabla X en

el subespacio de componentes principales:

filas de X : XDpVy

columnas de X : X'BDDgU, = Xg'DgUr (igual a las columnas de Xg).

Esto ultimo es un ejemplo de aplicacién de las normas para la deduccion de la matriz que da

las coordenadas de las columnas de X:
= Las dos Unicas metricas que se deben tener en cuenta son Dp y Dg, no asi Dp.
m |a primera matriz factor es Xt porque se quieren las coordenadas de las columnas de X.

= Como el nimero de columnas de X' (n) no es el orden de ninguna métrica, se toma la
métrica que tenga un orden distinto al numero de filas de X! (p), asi la métrica y la base

son Dg y Ur.

= Por dltimo, como no existe ningun camino en el diagrama de dualidad en el que los
tres factores X!, Dg y Uy sean consecutivos, se toma el camino méas corto que los una,
X'BDDgU.

El método BGA asi explicado es el mas sencillo, el mas simple de aplicar, pero existen
otros métodos para analizar una matriz en el que las filas pertenecen naturalmente a varios
grupos definidos, ejemplos son el Biplot Canonico (Amaro et al., 2004), el Clustering and dis-
joint principal component analysis (Vichi and Saporta, 2009), o el Clustering and Disjoint Biplot

(Nieto, 2015).
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4.2.4. Analisis de Co-Inercia

En un PCA simple, asi como la inercia es la suma de varianzas, la co-inercia es una suma
de cuadrados de covarianzas, y el Andlisis de Co-Inercia (Co-Inertia Analysis ColA) describe la
co-estructura entre dos tablas de datos representando tan bien como sea posible los cuadrados
de las covarianzas entre una tabla y otra.

Sea X la primera tabla, con n filas y p columnas, y sea Y la segunda tabla, con las mismas n

filas y q columnas. Sea Dy, la matriz diagonal n x n de los pesos de las filas:
Dp = diag(wy, - . . ,wn),

y sean Dp y Dq dos métricas en RP y R9 respectivamente.
Antes de hacer el Analisis de Co-Inercia, se necesita analizar cada tabla separadamente. Los

diagramas de dualidad de los analisis separados de las dos tablas de datos son como sigue:

xt X Y Y
RN* R" R"* RN
Dn Dn

Un gPCA de estos tripletes se corresponde a la descomposicion explicada en el apartado 4.1.2
para X'y para Y. Si D es la matriz de pesos de filas uniforme (w; = 1/n), y Dp y Dq son identi-
dades (métricas euclideas), entonces estos analisis son PCAs simples.

El Analisis de Co-Inercia esta definido por el diagrama de dualidad obtenido al mezclar los
dos diagramas separados. Esto sera posible cuando tengan los mismos espacios R" y R"* en
comun, lo que implica que las filas de las dos tablas deben ser idénticas. El “diagrama conjun-

to” del Analisis de Co-Inercia es por tanto
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RP RP*

RP Dp RP* Xt X
Xt X

Xt X R RN
Dn Rn* Dn R"

RN RN = y =D D

— = n n
Dn Rn* D\an

Y! Y R" RN*
\% Y

RY RI* Y %

Dq
RY RI*
Dq
RI* 5 RY
q
(4.2)

El Andlisis de Co-Inercia es el analisis de vectores y valores propios de XtDnYDthDnXDp y
de Y'DnXDpX'DnYDyg, 0 la explicada en el apartado 4.1.2 para Y'DpX. Esto es equivalente al

siguiente “diagrama cruzado”:

Rn* Xt Rp Dp Rp* X Rn
Dn X'DnY Y'DnX Dn
RN v R9* 5 R t R

q Y

En este caso, la parte central del diagrama de dualidad representa el analisis de la matriz

Y!DpX mientras que a derecha y a izquierda estan las definiciones de la matriz de productos
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cruzados y su traspuesta.
Este diagrama destaca el hecho de que el Analisis de Co-Inercia es el analisis de una tabla
de productos cruzados, y su notacién triplete es (YtDnX, Dp, Dq). Si se esta en el caso en que
Dn sea la matriz con pesos uniformes para las filas y las métricas Dp y Dq sean euclideas,
como las columnas de ambas tablas estan centradas, entonces la inercia total de cada tabla
es simplemente la suma de varianzas:

P q

Inery = >_Var(X;) e Inery =3 Var(Yy).

j=1 k=1

Y la co-inercia entre X e Y es, en este caso, una suma de cuadrados de covarianzas:

q p
Colneryy = Tr[Y'DnXDpX'DnYDg] = > “(YIDnXX'DnY)i = > > (YDnX)(X'DnY)j =
k=1 k=1 j=1
2

((X'DnY)y)? = ii (:1 Zn:(xt)ji(Y)ik> = i i (:, ixuv.k)z =

j=1 k=1 \'" i=1 j=1 k=1 \'" i=1

p

=

j=1

=2

j=1

e I

(Cov(X;, Y )2

=
I

1

El Analisis de Co-Inercia maximiza las covarianzas entre las coordenadas de las filas de las
dos tablas. La co-inercia es alta cuando los valores en ambas tablas son altos simultanea-
mente (o0 cuando varian inversamente) y baja cuando varian independientemente o cuando no
varian. Esto es el significado de la co-estructura entre las dos tablas de datos.

Se pueden representar graficamente las filas y las columnas de las dos matrices originales
en el subespacio de dimension r obtenido en el Analisis de Co-Inercia, calculando distintas

coordenadas:
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t
PN
[ ]
Dn X'DnY Y'DnX
[ ]
\Ui
R" RA* R4
Y Dq yt

las filas y las columnas de la matriz X tienen por coordenadas

filas de X : XDpVy
columnas de X :  X'DnYDqUr

ylasdeY
filasde Y : YDqUr

columnas de Y :  Y!DnXDpVy

Rn

Dn

R"*

70

El anterior “diagrama conjunto” 4.2 muestra la similaridad del Analisis de Co-Inercia con el

Analisis de Correlacion Canonica (Canonical Correlation Analysis CCA). En efecto, la Unica

diferencia entre los diagramas de dualidad del Analisis de Co-Inercia y del Analisis de Correla-

cion Canodnica viene por las métricas de RP y R9:

-1
RP Vx RP* .
X! X
Dn
Rn * Rn
Dn
\% Y
RA RAI*
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El Andlisis de Correlacion Candnica usa la métrica de Mahalanobis en RP y RY, cuyas matrices

son las inversas de las matrices de varianzas-covarianzas
Vy = XIDnX y Vy =Y'DpY.
Esto conduce al triplete del Analisis de Correlacion Canodnica:
(Y'DnX, (X!'DnX)~", (YIDRY) ™).

En el Analisis de Correlacién Canénica las coordenadas de las filas maximizan sus correla-
ciones, pero esto puede ser alcanzado con varianzas muy pequefas. Maximizando las cova-
rianzas en vez de las correlaciones, el Analisis de Co-Inercia asegura que las puntuaciones no
tienen varianzas muy pequenas, y por tanto tienen un buen porcentaje de varianza explicada

en cada espacio.
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4.3. Analisis de una sucesion de matrices de datos

4.3.1. Analisis Parcial Triadico

El Analisis Parcial Triadico (Partial Triadic Analysis PTA), también denominado X-STATIS,
pertenece a la familia de métodos STATIS de analisis de k-tablas (Structuration des Tableaux A
Trois Indices de la Statistique). La familia de STATIS puede ser pensada como proporcionar un
PCA de un conjunto de PCAs. El Analisis Parcial Triadico es el mas simple de estos métodos,
pero también es el mas restrictivo. Su objetivo es analizar una serie de K tablas que tengan
las mismas filas y las mismas columnas. Esto significa que las mismas variables deben ser
medidas a los mismos individuos, varias veces. Sin embargo existen otros métodos STATIS
en funcion de los objetivos o el disefo del estudio que se esté realizando, por ejemplo, los
STATIS y STATIS DUAL (LHermier des Plantes, 1976), el COVSTATIS (Thioulouse, 2011), el
DISTATIS (Abdi et al., 2007), el Power-STATIS (Benasseni and Dosse, 2012), el CANOSTATIS
(Vallejo-Arboleda et al., 2007), el k + 1-STATIS (Sauzay et al., 2006), el DO-ACT (Vivien and
Sabatier, 2004), o el STATIS-4 (Sabatier and Vivien, 2008).

El Andlisis Parcial Triadico, como cualquier método STATIS, sigue tres pasos: interestructura,
compromiso e intraestructura (también llamada “trayectorias”).

El paso interestructura proporciona los coeficientes de una combinacién lineal especial de las
tablas de datos, lo que conduce a una representaciéon éptima llamada “compromiso”. El segun-
do paso computa el PCA de esta combinacion lineal. El paso intraestructura es una proyecciéon
de las filas y columnas de cada tabla de la serie en el espacio multidimensional del analisis del
compromiso.

La ventaja del Analisis Parcial Triadico es que destaca la “estructura estable” de una sucesion
de tablas. El paso del compromiso representa esta estructura estable (cuando existe), y el pa-
so de la intraestructura muestra cémo cada tabla se aleja de ella.

La interestructura esta basada en los conceptos de “varianza vectorial” y “covarianza vecto-

rial”. Se construye una matriz de productos escalares entre tablas, la matriz de varianzas-
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covarianzas vectoriales, Covv, que puede ser escrita simplemente

Cowyk, = COW (X, Xk,) = <xk1 , xk2> = por definicién =
= Tr[Xx, 'DnX,Dpl,

donde X, y Xk, son laki-ésimay la kp-ésima tabla de la serie. El andlisis de vectores y valores
propios de esta matriz de varianzas-covarianzas vectoriales (ponderada segun los pesos para
la tercera dimension) da un primer vector propio, y las coordenadas oy de este primer vector
propio (con las mismas ponderaciones) son usadas como pesos para computar el compromiso.
Ademas, puede representarse graficamente esta interestructura, tradicionalmente en un subes-
pacio bidimensional, con vectores desde el origen y extremo en los puntos dados por las
filas de CovvDgV> siendo Vs los dos primeros vectores propios de la matriz de varianzas-
covarianzas vectoriales y Dk la matriz diagonal con los pesos para la tercera dimension.

Alternativamente, puede ser usada una matriz de “correlaciones vectoriales”, que reescala las

tablas:
COVV(Xk1 , sz)

i VVarv(X, ) Varv(X,)

donde Varv(Xy) es la varianza vectorial de la tabla k:

Rv(Xk,, Xk,)

Varv(Xy) = Tr[X'DnXDp]

que, en el caso particular en que Dp sea la identidad, es simplemente la suma de las varianzas
de cada una de las columnas de Xy.

El compromiso X¢ es una combinacion lineal de las tablas iniciales, ponderadas por las coor-
denadas del primer vector propio de la interestructura y por Dy (al ser la matriz de varianzas-
covarianzas vectoriales simétrica de elementos positivos, si Dk es la matriz de pesos unifor-
mes para la tercera dimension, el primer vector propio tiene todas sus coordenadas del mismo

signo, que se supone positivo):
K

Xe =) g X
k=1
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La inercia de este compromiso es maxima, y su principal propiedad es que maximiza la simi-
laridad con todas las tablas iniciales, medida mediante la suma de sus productos,

K
(Xe, Xk) -
k=1

Cuando las tablas estan estandarizadas, es decir, la varianza vectorial de cada tabla es la
unidad (lo cual no implica que cada una de las varianzas de sus columnas sea la unidad) el

producto escalar es el coeficiente Rv

(X Xy ) = COVV(X, s Xiy) = RV(Xk, Xy )y /Varv(Xe, ) Varv(Xi) = Rv(Xi,, Xi,):

El peso de cada tabla es proporcional a su inercia, asi que tablas que son diferentes de las
otras seran ponderadas por defecto. Esta propiedad asegura que el compromiso se parezca a
todas las tablas de la sucesion “lo mejor posible” en el sentido de los minimos cuadrados.

A la vista del diagrama de dualidad, primero, el analisis del compromiso, por ejemplo, mediante
un PCA, da representaciones de baja dimension (graficos de los ejes principales) que pueden
ser usados para interpretar su estructura.

En este caso, la parte central del diagrama de dualidad representa el analisis de la matriz Xc.

PN
[ ]
th XCt XC Xk
[ ]
w
Rn * Rn
Dn

En este diagrama se representan las matrices X, con tramos curvos con extremos en los mis-
mos que los de X¢ por ser X¢ combinacion lineal de las X.
Por tanto, las filas y las columnas de X, es decir, el analisis del compromiso, tienen por coor-

denadas:
filas de X¢ : XcDpVy

columnas de X¢ : Xc!DnUr
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con Uy y V¢ las primeras r columnas de la base de vectores propios de las descomposiciones
de XCDpXCtDn y XctDnXCDp respectivamente, o la descomposicidon explicada en el apartado
4.1.2 para Xc.

La intraestructura se obtiene proyectando las filas y columnas de cada tabla de la serie en el

analisis del compromiso. Las coordenadas de las filas y las columnas de cada tabla Xy son

filas de X : XkDpVr
columnas de X, : X, !DnUr.
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4.3.2. Métodos Tucker

Antes del descubrimiento de las técnicas de analisis de datos tridimensionales (o multidi-
mensionales), este tipo de datos se analizaban desplegando el contenido del cubo. La idea es
construir una matriz de datos bidimensional a partir del cubo tridimensional eliminando una de
las dimensiones, solo se buscaran interacciones entre dos tipos de unidades en vez de entre
tres tipos. Se entiende por desplegar el construir una matriz a partir de un cubo concatenando
las matrices del cubo en una Unica matriz alta, de manera que ahora las relaciones entre la
primera y la tercera dimension se pierden. A veces este procedimiento puede no funcionar, el
desplegamiento es una simplificacion inaceptable.

Otra de las técnicas era tratar el cubo de datos como un conjunto de matrices y aplicar un

Analisis de Componentes Principales a la matriz de cada repeticion del cubo tridimensional.
Xk =~ AkaBkt

con Ay y By vectores singulares por la izquierda y la derecha respectivamente de Xy, y G la

matriz diagonal con los valores singulares de X (figura 4.1).

Figura 4.1: Analisis de Componentes Principales separados

Esta técnica es poco recomendable porque se estaria suponiendo que todos los analisis son
independientes y, por tanto, ninguna repeticion estaria relacionada con cualquiera de las otras.
Hoy en dia, una de las formas de analizar un cubo de datos X,k €s llevar a cabo uno de los
llamados métodos Tucker. Su objetivo es reducir la dimensionalidad del problema, | x J x K,
para resumir la informacién, construyendo un modelo simplificado, P x Q x R, para facilitar la
descripcion de los datos. Ademas, graficos que muestren simultaneamente las tres dimensio-

nes pueden ser muy utiles a este respecto.
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Estos métodos permitiran responder a preguntas como: ;Qué grupos de individuos (primera
dimensién) se comportan de manera diferente en qué variables (segunda dimensién) durante
qué repeticiones (tercera dimension)?, ;qué relaciones hay entre las variables?, ;qué tenden-
cia se puede descubrir a lo largo del tiempo?, ¢ hay diferentes tipos de individuos?, y cuestiones
mas complejas, como si las relaciones entre variables varian en el tiempo, o si la estructura de
las variables cambia en el tiempo de forma diferente para diferentes grupos de individuos.

Antes de hablar del punto de vista algebraico de los métodos Tucker conviene definir matemati-
camente lo que se quiere decir con desplegamiento. Dado un cubo X, .k se definen los des-
plegamientos a lo largo de cada una de las dimensiones, y se denotan como X4, X(2), X(3) de

ordenes respectivos | x JK,J x IK,K x IJ, como las matrices bidimensionales:
X =X
[ (1)} d-(et) K

{X(Z)} il (eet) ik

[X(3)] el (=) ik
Desde el punto de vista algebraico, el objetivo de los métodos Tucker es encontrar una des-
composicion del cubo de datos X, .k €n matrices ortogonales (o matriz) y otros cubos de
datos (o cubo); en el caso mas utilizado, tres matrices ortogonales A|.p,Bj.q ¥ Ck«R, Y otro
cubo de datos Gp,q«R llamado core array, con P x Q x R mas simple que | x J x K, tales que
el producto tensorial de G, Al B! y ct, cuyo elemento ijk-ésimo es

P Q R

[((Gx1AY%2BY)x3C Tk = D 33 aiphiqCirTpgr

p=1qg=1 r=1
siendo A = (ajp), B = (bjg), C = (ckr), G = (dpqr), S€a la mejor aproximacion de X.
En funcion de las demandas del problema que se esté estudiando se distinguen tres modelos

Tucker:

1. Tucker1: Una restriccion que se puede pedir a los resultados es que la matriz de com-
ponentes para una de las dimensiones, de los Analisis de Componentes Principales por

separado, sea la misma para todas las repeticiones, esto es, por ejemplo, A = A p para
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k=1...,K(figura 4.2):
Xy ~ AGByl.

Se le denomina Tucker1 porque el 1 se refiere al numero de dimensiones para las que la

matriz de componentes esta determinada independientemente de k.
K P K
K
—— A
X ?| G a| B
J

Figura 4.2: Modelo Tucker1

2. Tucker2: Analogamente a como se ha definido el Tucker1, el método Tucker2 es aquel
en el que se restringen simultdneamente las matrices de componentes para las dos
dimensiones, de los Analisis de Componentes Principales de cada repeticion, esto es,

Ac=ApYyBx=Bycqparak=1,...,K(figura 4.3):
X ~ AGB!.

De nuevo, se le denomina Tucker2 por ser 2 el numero de dimensiones para las que se

fijan las componentes.

X
®

Figura 4.3: Modelo Tucker2

3. Tucker3: Este método tiene las matrices de las dos primeras dimensiones fijas para todas

las repeticiones y, ademas, las matrices Gy se pueden resumir en un Unico cubo de datos
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Gp.qxR Y Una matriz para la tercera dimension Cx R (figura 4.4):

X ~ ((Gx 1A xoBY) x5C.

Figura 4.4: Modelo Tucker3

Este ultimo es el método Tucker mas utilizado de los tres, por tener en cuenta las tres
dimensiones simultaneamente de forma independiente para las repeticiones, asi que es

el que pasa a ser descrito mas detalladamente de forma algebraica.

El proceso para encontrar la mejor aproximacion de X con P x Q x R componentes es el
siguiente algoritmo iterativo (Kiers et al., 1992). En este algoritmo, el término An representa la
matriz para la primera dimensién obtenida en la iteracion n-ésima, en particular, A1 es la matriz

calculada en la iteracion inicial; Bn, Cn y Gn se definen analogamente:

1. A4 se define como el conjunto de los P primeros vectores singulares por la izquierda de
X(1)- Analogamente, se definen By y C4 como los primeros Q y R vectores singulares por
la izquierda de X o) y X3).

Expliguemos mejor lo que significa este paso: dado el cubo de datos X, se despliega a
lo largo de la primera dimension, es decir, se obtiene una matriz bidimensional en la que
se dejan fijas las filas y en columnas se tienen todas las columnas originales de cada
una de las repeticiones, una a continuacion de otra. Y de esta matriz se retienen los P

primeros vectores singulares por la izquierda. Después se hace lo mismo desplegando
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el cubo a lo largo de la segunda y la tercera dimension, reteniendo los primeros Q y R

vectores singulares por la izquierda respectivamente.

2. G4 se calcula como el producto tensorial de X,A{,B1y Cq:

I J K
[Gilpar = [((Xx1A1) x2B1) x3C1logr = Y > D [A1lip[B1liglCtlkrXik-
i=1 j=1 k=1

En este paso, lo que se busca es encontrar el core array, que es lo que le faltaa A{,B1 y

C+ para que se obtenga una aproximacion de X.

3. Paso de iteraciéon,n=1,...:

a)

Se calcula la matriz 6ptima A1, dejando fijas Bp y Cp.

Se denomina matriz 6ptima en este caso a los P primeros vectores singulares por
la izquierda de ((Xx2Bn) x3Cn) ).

Es decir, dados los Bn y Cn de la iteracion anterior, se reduce X a lo largo de la
segunda y la tercera dimensién, obteniendo un cubo con las filas originales, pero con
las columnas y las repeticiones reducidas. Ahora este cubo reducido se despliega
a lo largo de la primera dimensién y se retienen los primeros P vectores singulares

por la izquierda de la matriz desplegada, que formaran A, 1.
Se calcula la matriz 6ptima B, 1, dejando fijas A, .1 ¥y Cn: los Q primeros vectores
singulares por la izquierda de ((Xx1Any1) x3Cn) o).

Esto quiere decir que, dados los A,,1 de la instruccioén anterior y los Cn de la

iteracion anterior, se realiza lo mismo para la segunda dimension: se reduce X a

lo largo de la primera y la tercera dimensién, se despliega este cubo a lo largo
de la segunda dimensidn, y se retienen los primeros Q vectores singulares por la

izquierda de esta matriz, que formaran B, 1.

Se calcula la matriz éptima C,,, 1, dejando fijas An,1 Y Bn,1: 10s R primeros vectores
singulares por la izquierda de ((Xx1An.1) X2Bn.1)3)-
Esto quiere decir que, dados los A,,1 Y Bnh,1 de las instrucciones anteriores, se

reduce X a lo largo de la primera y la segunda dimensién, se despliega este cubo
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a lo largo de la tercera dimensién y se retienen los primeros R vectores singulares

por la izquierda de esta matriz, que formaran Cy,1.

d) Se calcula el core array Gy,,1, como el producto tensorial de X, An+1,Bnie1 ¥ Cpat-
Es decir, de nuevo, se calcula el core array, que es lo que le falta a Ap,1,Bni1 Y Cnaid

para que se obtenga una aproximacién de X.

e) Este paso se para cuando las diferencias entre A, 1, Bni1: Cnit1s Gnst Y An, Bn, Cn, Gn

sean mas pequenas que un valor establecido de inicio.

4. Las matrices A,By C y el core array G se definen entonces como los obtenidos tras la

iteracion n-ésima: A = A;1,B=Bn;1,C=Cpi1 Yy G =Gpyq-

La manera de escoger qué modelo P x Q x R sera considerado es computar la descomposicion
previa para todas las combinaciones PxQxRcon P < 1,Q < Jy R < K; pero ademas se debe
tener en cuenta la llamada regla del maximo producto, que dice que los casos en que el nUmero
de elementos de una dimensién es mayor que el producto de los otros dos, P > QR,Q > PR
o R > PQ, pueden ignorarse, porque en estos casos el modelo es equivalente a otro mas

reducido:

Si P > QR el modelo P x Q x R es equivalente al modelo QR x Q x R
SiQ > PR el modelo P x Q x R es equivalente al modelo P x PR x R

Si R > PQ el modelo P x Q x R es equivalente al modelo P x Q x PQ.

Cuando se haya hecho esto, se estudia cual es la combinacion mas simple de entre las mas
estables y las que alcancen un porcentaje de varianza explicada suficientemente alto.

Para cada modelo se calcula la suma del niumero de componentes, S = P+ Q + R, y para cada
valor de S se elige aquel modelo que tenga un menor valor de la suma de cuadrados residual,
0 equivalentemente, un mayor valor de la varianza explicada. Asi se tiene una lista de modelos,
uno para cada valor de S. A continuacion, se calcula el cociente incremental entre la suma de
cuadrados residual y S para cada uno de los modelos anteriores en orden creciente de S, y
nos quedaremos con aquellos modelos para los que el cociente incremental sea similar al del

siguiente, esto es, los modelos mas estables. Finalmente el modelo que sera escogido para el



CAPITULO 4. DESARROLLO 82

analisis sera aquel de los estables que tenga un menor valor de S, esto es, el mas simple de

entre los mas estables.

Ejemplo: En la figura 4.5 estan representados los posibles modelos para un cubo
de datos particular (para facilitar la visualizacion, no se muestran todas las com-
binaciones, aquellas que no aparecen tienen coordenadas similares a alguna de
las representadas, ademas solo se ha considerado hastaP,Q <5 yR < 4). Los
modelos pertenecientes a la linea poligonal inferior son los que tienen menor su-
ma de cuadrados residual (eje vertical) para cada valor de S (egje horizontal), y la
linea vertical separa los modelos mas estables (derecha) de los menos estables
(izquierda). Asi que en este caso se elegiria el modelo 4 x 4 x 1 (rodeado) por ser
el mas simple de entre los mas estables y por tener una mayor varianza explicada,

95.415%, para S = 9.

F 1x2x2 13313 + 1xdxd

40000
]

35000
!

FoA2 En3? W2 w3 F2Ex3 F2d

30000
!

1
IR frae Feae Faaa Teow

Suma de cuadrados residual

25000
]

RUED 02 o Fraa Fou

20000
]

T T T T T T T
2 4 6 8 10 12 14

Suma del nimero de componentes

Figura 4.5: Suma del numero de componentes vs. Suma de cuadrados residual en el Tucker

El core array se puede interpretar como la fuerza de las relaciones entre los componen-

tes de las diferentes dimensiones, asi como el peso de las combinaciones de componentes,
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0 como una medida de las interacciones, y el cuadrado de cada elemento como la varianza
explicada.

Pero la interpretacion final de los individuos, las variables y las repeticiones para una combina-
cién de componentes, p x q x r, no solo depende de si el elemento de G tiene un valor alto, sino
también de la combinacion de los signos de los cuatro factores del término aj,bjqC Gpgr- POr
ejemplo, si gpq tiene signo positivo, el individuo i-ésimo tiene signo positivo en la componen-
te p, la variable j-ésima tiene signo positivo en la componente g y la repeticion k-ésima tiene
signo positivo en la componente r, la interaccion entre el individuo i, la variable j y la repeticién
k sera positiva: durante la repeticién k, el individuo i toma un valor alto en la variable j. Si un
elemento del core array es pequeno, la interpretacion de tal combinacién no es necesaria.

La posibilidad de un gran nimero de combinaciones y sus interpretabilidades con la técnica
Tucker3 para este tipo de datos tridimensionales, lo hacen un método indudablemente atractivo
a tener en cuenta.

La mayoria de los resultados del Tucker3 se enfocan en las interpretaciones de las interaccio-
nes de acuerdo con los signos de los cuatro factores, como se acaba de explicar; sin embargo,
estos resultados pueden ser dificiles de interpretar. Los graficos para las tres dimensiones,
llamados biplots conjuntos, son una manera facil de comprender visualmente estas interac-
ciones. Se interpretan como los biplots clasicos (Gabriel, 1971), excepto que cada biplot se
construye para dos combinaciones de componentes, una en horizontal y otra en vertical.

Por lo tanto, cada uno de los graficos tiene tres subgraficos, uno para cada dimension, con dos
componentes en todos, y en ellos se representan las correspondientes columnas de las ma-
trices A, B y C de la descomposicion de X. Al representar conjuntamente las tres dimensiones

en un unico grafico se pueden hacer interpretaciones visuales de las relaciones.
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4.4. Analisis simultaneo de una sucesion de pares de tablas

Se presentan cuatro métodos para analizar un par de cubos de datos: BGCOIA, STATICO,
COSTATIS y Co-Tucker3.
BGCOIA es un analisis de co-inercia entre grupos. Es por tanto simplemente computado ha-
ciendo un Andlisis de Co-Inercia a las dos tablas de las medias por grupos, considerando cada
tabla como un grupo. En STATICO, primero se usa un Analisis de Co-Inercia K veces para
computar la sucesion de K tablas de covarianzas cruzadas, y luego un Andlisis Parcial Triadico
para analizar esta nueva k-tabla. En COSTATIS, primero se usan dos Analisis Triadicos Parcia-
les para computar los compromisos de las dos k-tablas, y luego un Analisis de Co-Inercia para

analizar las relaciones entre estos dos compromisos.

4.41. BGCOIA

Sea g el numero de grupos. En el Analisis de Co-Inercia Entre-Grupos (Between-Group
Co-Inertia Analysis BGCOIA) se parte de los dos cubos de datos Xnxpxg € Ynxqxg, Pero se
transforman en tablas concatenando una debajo de la otra las g tablas n x p é n x g. Asi, se

interpretaran X e Y indistintamente como cubos o como tablas de la siguiente forma:

como cubos:  Xjx Vi=1,...,n, Vi=1,...,p, Vk=1,...,9

Yijk Vi=1,...,n, Vj=1,...,q, Vk=1,...,g

es el valor que toma el individuo i-ésimo en la variable j-ésima en el grupo k-ésimo,
comotablas: X; Vi=1,...,n,n+1,...,2n,...,n-g, Vj=1,...,p

Yij Vi=1,...,n,n+1,...,2n,...,n-g, Vj=1,...,q

es el valor que toma el individuo i-ésimo en la variable j-ésima sin especificar el grupo al que
pertenece.

La tabla de las medias de grupos para la primera tabla se obtiene computando las medias de
cada variable dentro de cada grupo. Esto da una nueva tabla Xg, con g filas y p columnas. Las
mismas computaciones se hacen para la segunda tabla, conduciendo a una segunda nueva

tabla con g filas y g columnas, Yg. Después se lleva a acabo un Analisis de Co-Inercia simple
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a estas dos tablas.

Asi, se pueden representar las filas y las columnas tanto de las matrices Xg e Yg, como de las
matrices originales X e Y para cada grupo, de la siguiente manera:

El diagrama de dualidad es el siguiente, en el que la parte central representa el analisis de la
matriz YBthXB, mientras que a derecha y a izquierda estan las definiciones de la matriz de
productos cruzados y su traspuesta, y hacia ariba y abajo estan las definiciones de las matri-

ces Xg, Yg Y sus traspuestas como productos de matrices.

Bx Bx'

RY (R"9)* R"9 RI*
D Xt X D
t
k
[ J
Dg Xg'DgYa Y5'DgXa Dg
9 9
[ ]
N

RY RI* RY RI*

YB Dq YBt
D Y vt D
RI* RN (R"9)* R9Y

BYt BY

las filas de Xg e Yg tienen por coordenadas respectivamente las filas de
XBDer e YBDqu

siendo Dp y Dq las métricas para las columnas de ambas tablas, Dg la matriz diagonal con

los pesos para los grupos, y Uy y V¢ las matrices de las descomposiciones espectrales de
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Yg'DgXgDpXg'DgYRDq ¥ Xg'DgYgDqYg'DgXgDp, 0 de la descomposicién explicada en el
apartado 4.1.2 para la matriz Yg'DgXg.

Las columnas de Xg e Yg vienen dadas por las matrices
Xg'DgYgDqUr e Yg'DgXgDpV.
Las filas de las tablas iniciales X e Y tienen por coordenadas las filas de
XDpVr e YDqUr, (4.3)

asi que si se quieren las filas de las tablas X e Y se debe quedarse con las filas correspon-

dientes a Xy 6 Yy de 4.3. Mientras que las columnas de X e Y tienen como coordenadas
X'BxDDgYgDgqUr e Y'ByDDgXgDpV;

las mismas coordenadas que las columnas de Xg e Yp.

La principal ventaja de este método es su simplicidad, desde los puntos de vista tanto tedrico
como practico. Los dos cubos de datos se reducen a dos tablas tomando las medias de las
columnas de cada tabla individual de los cubos. Entonces se aplica un Analisis de Co-Inercia
a las dos tablas resultantes.

El hecho es que un Analisis de Co-Inercia Entre-Grupos puede usarse para dar mas impor-
tancia a los efectos espaciales o temporales en un disefio experimental espacio-temporal. Las
tablas pueden corresponderse a fechas o a lugares muestrales. Dependiendo de la importan-
cia que deberia darse a los procesos espaciales o temporales, una u otra de las posibilidades

se puede usar.
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4.4.2. STATICO

El método X-STATICO (X-STATIS + ColA), o STATICO, se basa en el Andlisis Parcial Triadi-
co de una sucesion de tablas de productos cruzados. Empezando por la sucesién de pares de
tablas, cada tabla de producto cruzado se computa usando el par de tablas de cada repeticion.
Todas las tablas de la sucesién no necesitan tener las mismas de filas en cada repeticion.
Esto significa que el numero de filas puede variar de una repeticion a otra, pero el nimero de
variables (p y q) debe ser el mismo para todas las repeticiones. Por tanto, todas las tablas de
productos cruzados tienen el mismo numero de filas (p) y columnas (q). Contienen las cova-
rianzas entre las columnas de las dos tablas.

Sean (Xk, Dp, Dn,) e (Yk, Dg, Dn,) los tripletes para la repeticion k. Xy es la primera tabla me-
dida en la repeticion k, e Yy es la segunda tabla observada en la misma repeticion. Dp y Dq
son las mismas métricas para todas las repeticiones y D, es la misma matriz con los pe-
sos (uniformes o no) para las filas para ambas tablas. Sea Z, la k-ésima tabla de productos
cruzados:

Zk = Yi'Dn X

El triplete para el Analisis de Co-Inercia para la repeticion k es (Zy, Dp, Dq) y el método de
STATICO es el Analisis Parcial Triadico de la k-tabla hecha a partir de esta serie de tablas de
productos cruzados.

El paso de interestructura da pesos optimos oy tales que la inercia del triplete

K

> aQZy, Dp. Dg
ket

es maxima con la restriccion <
> P =1,
k=1

esto es que el vector (a1, ..., ak)! tenga médulo unidad segun la métrica para la tercera di-
mension Dy.

El compromiso del método STATICO (Z) es una media ponderada de las tablas de productos
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cruzados usando los pesos de Dga:

K

Z=) o Z
k=1

El andlisis (PCA) de este compromiso da una representacién gréafica de las variables de ambos

cubos (filas y columnas de Z). El diagrama de dualidad es el siguiente

X! Dp Xk

RN* RP RP* RN
PN
[ ]
[ ]
Y
RN RA* RA RN*
Yk Dq th

donde ahora la parte central representa el analisis de la matriz Z, las matrices de productos
cruzados Zy y Zkt estan representadas con tramos curvos, y los cuadros a derecha e izquierda
son las definiciones de las matrices de productos cruzados y sus traspuestas.

Asi, las coordenadas de las filas del compromiso son las filas de
ZDpV;

siendo V; los primeros r vectores de una base de vectores propios ortonormales de ZthZDp,

y las coordenadas de las columnas de Z son las filas de la matriz
Z'DqUr

donde Uy son los primeros r vectores propios de la matriz ZDpZth. Equivalentemente, Uy y V;
se pueden obtener segun lo explicado en el apartado 4.1.2 para la matriz Z.
Finalmente, el paso de intraestructura proyecta las filas y columnas de cada tabla de la suce-

sidn en el analisis del compromiso. Esto da una representacion de las filas de cada repeticion

XkDer e YquUr
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y las dos representaciones de las variables de cada repeticion, una desde el punto de vista de

las matrices de productos cruzados:

columnas de Zy (columnas de Xy): ZkthUr

filas de Z, (columnas Yy): ZDpVy

y otra desde el punto de vista de las matrices originales:

columnas de Xy:  Xk'Dn, YxDqUr

columnas de Yi:  Y'Dn XkDpVr

que son iguales a las anteriores.
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4.4.3. COSTATIS

CO-X-STATIS (ColA + X-STATIS), o COSTATIS, es un andlisis que también esta basado

en métodos para k-tablas y Co-Inercia, pero se beneficia de las ventajas del STATICO vy del
BGCOIA. En efecto, tienen las mismas propiedades de optimalidad del analisis de k-tablas co-
mo el STATICO (i.e. las propiedades maximizantes del compromiso), pero tiene la simplicidad
del BGCOIA.
COSTATIS es un Analisis de Co-Inercia simple del compromiso de dos analisis de k-tablas.
El primer paso del COSTATIS consiste en llevar a cabo dos Analisis Parciales Triadicos: uno
para cada k-tabla. El segundo paso es un Analisis de Co-Inercia simple de los compromisos
de estos dos Analisis Parciales Triadicos. Esto significa que el nimero de tablas no tiene que
ser el mismo para las dos series de datos (K1 y Ks), pero el nimero de filas y columnas de los
dos cubos deben ser los mismos para todas las tablas.

Los compromisos de los Analisis Parciales Triadicos del primer y el segundo cubo son
Ko

(Xe)(nxp) Zakast e (Ye)inxg) = D A% Yk
k=1

(se llamara indistintamente Q a Ios pesos de las métricas Dy, y Dg,).

Estos compromisos son medias ponderadas de las tablas de las sucesiones originales, con
pesos iguales a las métricas Dy, y Dk, y las coordenadas del primer vector propio de la
interestructura de los dos Analisis Parciales Triadicos. Las inercias de los tripletes (X¢, Dp, Dn)

e (Y¢, Dg, Dn) son méaximas bajo las restricciones

K Ko
S =1y Y BEY =1,
k=1 k=1

esto es, que los vectores (ay, ..., ax, )" (B, - .. :5K2)t tengan médulo unidad cada uno segun
su métrica.

El Analisis de Co-Inercia de estos dos compromisos:
Colnery,y, = Tr[Yc'DnXcDpXc'DnYcDgl

(que ya se ha demostrado que, en el caso en que D, sea la matriz de pesos uniformes para

las filas y las métricas Dp y Dq sean las euclideas, es igual a la suma de los cuadrados de las
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covarianzas de las columnas de X¢ e Y¢) maximiza la co-inercia entre las puntuaciones de las
variables de los dos cubos.

Se puede implementar un paso adicional, como en el método de STATICO: es posible proyectar
las filas y columnas de todas las tablas de las dos sucesiones en el espacio multidimensional
de este Analisis de Co-Inercia.

El diagrama de dualidad del COSTATIS es el siguiente, con el Andlisis de Co-Inercia en el
centro, es decir, el analisis de Y¢!DnXc y su traspuesta, a derecha y a izquierda las definicio-
nes de la matriz de productos cruzados y su traspuesta, y las matrices que forman los dos

compromisos y sus traspuestas en curvas

X! Xk
DN
[}
Dn Xc'DnYe Yc!DnXe Dn
° \Ul
R”\\(C/Rq* Dq Rq\Y_Ct/Rn*
Yk Yy

Asi, se pueden representar los siguientes graficos: los compromisos de X e Y

filas de X¢: XcDpVy

columnas de X¢:  Xc'DnYcDqUr

filas de Y¢: YcDqUr
columnas de Y¢: Yc!'DnXcDpVr

y las filas y columnas de las matrices Xy e Y

filas de X: Xy Dp V¢

columnas de Xy: Xi'DnYcDqUr
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filas de Y: Yy DqUr

columnas de Yi: Y'DnXcDpVr
donde V; son los primeros r vectores propios de XCtDnYCDqYCtDnXCDp, y Uy los primeros r
vectores propios de Y¢!'DnXcDpXc!DnYcDqg, 0 lo explicado en el apartado 4.1.2 para Y¢'DnXe.
Cada compromiso representa la “estructura estable” de la correspondiente sucesion: X¢ es la
estructura estable de la primera sucesion de tablas, e Y¢ es la estructura estable de la segunda
sucesion de tablas. COSTATIS destaca las relaciones entre estas dos estructuras estables, y
descarta las variaciones conflictivas entre las sucesiones completas. Es por tanto muy facil de
interpretar (como en un Andlisis de Co-Inercia estandar), porque retiene las propiedades de

optimalidad de los compromisos de los dos Analisis Parciales Triadicos.
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Capitulo 5

Co-Tucker3: Un nuevo método para
analizar simultaneamente una

sucesion de pares de tablas

Se presenta una nueva propuesta para analizar un par de cubos de datos, el método Co-

Tucker3 (ColA + Tucker3), llamado asi para seguir con la terminologia del resto de métodos,
colocando en primer lugar el nombre del segundo método que se usa, por lo tanto, Co-Tucker3
quiere decir que primero se usa el Tucker3 y luego el Andlisis de Co-Inercia.
Esta basado en el método Tucker3 y en el Analisis de la Co-Inercia, y se beneficia de las venta-
jas de ellos. Ya se ha hablado de las ventajas que tiene la aplicacion de un analisis del método
Tucker3: resuelve el problema de describir no solo la parte estable de una estructura de datos,
sino también la posibilidad de extraer la estructura latente, asi como las interacciones entre las
tres dimensiones; sin embargo, solo tiene en cuenta una Unico conjunto de datos, esto es, un
cubo de datos. Por lo tanto, cuando se debe estudiar un par de cubos de datos se puede com-
binar con el Andlisis de la Co-Inercia, tal como se lleva a cabo en el Andlisis COSTATIS, que
es una combinacion del Analisis de Co-Inercia con un método para un cubo de datos (Analisis
Parcial Triadico).

El primer paso del Co-Tucker3 consiste en llevar a cabo dos analisis Tucker3: uno para cada

94
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cubo de datos. Y el segundo paso es tres Analisis de Co-Inercia simples de las componentes
retenidas para cada una de las dimensiones de ambos cubos (ver figura 5.1). Esto significa
que el nimero de componentes retenidas (P, Q y R) para cada dimensién ha de ser igual para
las dos series de datos, pero el nimero de filas, columnas y repeticiones de los dos cubos
puede ser diferente.

También existe otro método para analizar un par de cubos de datos, el Tucker-Co (Mendes,
2011). Es similar al Co-Tucker3 en el sentido de que esta basado en uno de los métodos Tuc-
ker y en el Analisis de la Co-Inercia, pero difiere de aquel en el orden en el que se llevan a
cabo los pasos. En el Tucker-Co primero se construye un cubo de datos formado por tablas de
productos cruzados a partir de cada par de matrices para cada repeticion, y en segundo lugar
se realiza un analisis con un método Tucker. El modo de elegir cual de los dos métodos, Co-
Tucker3 o Tucker-Co, es el necesario para analizar un conjunto de datos en particular, sigue el
mismo criterio que el que servia para elegir entre el COSTATIS o el STATICO respectivamente.
El objetivo del método Co-Tucker3 es, primero, descomponer los dos cubos de datos en ma-
trices ortogonales y dos cubos de datos (los core arrays) de orden P x Q x R mas simple
que los originales X, ., xk, € Yi,xJ,xK,; Y después descubrir las relaciones entre estas filas,

columnas y repeticiones reducidas a un nimero mas pequeno de componentes.
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Figura 5.1: Esquema del Analisis Co-Tucker3
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5.1. Primer paso: dos analisis Tucker

Con esta propuesta, primero se analizara cada cubo de datos X|. . j, <k, € Yi,xJ,xK, llevan-
do a cabo uno de los métodos Tucker. Su objetivo es reducir la dimensionalidad del problema,
l1 x Jy x Ky e lo x Jo x Ko, para resumir la informacion, construyendo un modelo simplificado
para cada uno, P x Q x R, para facilitar la descripcion de los datos. Ademas, graficos que
muestren simultdneamente las tres dimensiones pueden ser muy Utiles a este respecto.

Esta primera parte del método Co-Tucker permitira responder a preguntas como: ;Qué gru-
pos de individuos (primera dimension de ambos cubos) se comportan de manera diferente en
qué variables de cada uno de los cubos (segunda dimensién de cada cubo) durante qué repe-
ticiones (tercera dimensién de ambos cubos)?, ;qué relaciones hay entre las variables indivi-
dualmente dentro de cada cubo?, ;qué tendencia se puede descubrir a lo largo del tiempo?,
¢ hay diferentes tipos de individuos?, y cuestiones mas complejas, como si las relaciones entre
variables individualmente dentro de cada cubo varian en el tiempo, o si la estructura de las
variables cambia en el tiempo de forma diferente para diferentes grupos de individuos.

Desde el punto de vista algebraico, el objetivo de los dos métodos Tucker (uno para cada cu-
bo) es encontrar una descomposicion de los cubos de datos X e Y en matrices ortogonales y
otros cubos de datos; tres pares de matrices ortogonales Ax(l1 x P) y Ay(lo x P),Bx(J1 x Q) y
By(J2xQ) y Cx(Ky xR)y Cy (Ko xR), y otros dos cubos de datos Gy (P xQxR) y Gy(PxQxR),
los core arrays, con P x Q x R mas simple que |1 x J1 x Kq e lo x Jo x Ko, tales que el producto
tensorial de Gy, Ax', Bx'y Cx!, y Gy, Ay}, By! y Cy! sean las mejores aproximaciones de X e
Y (ver figura 5.2).
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LA, A o[RBT y

Figura 5.2: Esquema del Analisis Tucker3 del Co-Tucker3

El método Tucker mas utilizado, por tener en cuenta las tres dimensiones simultaneamente
de forma independiente para las repeticiones es el Tucker3, asi que es el que se implemen-
tara para los dos cubos para el Co-Tucker, asi que el Co-Tucker pasa a ser denominado mas
detalladamente Co-Tucker3. Pero pudiera ser que en funcion de las demandas del problema
que se esté estudiando se utilizara cualquiera de los otros modelos Tucker, solo que el si-
guiente paso del Co-Tucker, los Analisis de la Co-Inercia solo se podrian realizar para aquellas
dimensiones para las que se hayan calculado matrices y no sucesiones de matrices.

El proceso para encontrar la mejor aproximacion de X e Y con P x Q x R componentes es
el mismo algoritmo iterativo que para el Tucker3 (Kiers et al., 1992). La manera de escoger
qué modelo P x Q x R sera considerado es computar la descomposicién dada por el algoritmo

para todas las combinaciones P x Q x R con P < min(l4, l2), Q < min(J4,Jd2) y R < min(K4, K»);
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y también se debe tener en cuenta la regla del maximo producto.
En este algoritmo, el término Ay,, representa la matriz para la primera dimension del primer
cubo obtenida en la iteracion n-ésima, en particular, Ax4 es la matriz calculada en la iteracion

inicial; Bxp,, Cxns Gxn Y Ayns Byns Cyp, Gyp, se definen analogamente:

1. Ax4 se define como el conjunto de los P primeros vectores singulares por la izquierda de
X(1)- Analogamente, se definen By y Cx4 como los primeros Q y R vectores singulares
por la izquierda de X(p) y X(3) (idem para Ayq, By y Cyy).

Expliguemos mejor lo que significa este paso: dado el cubo de datos X, se despliega a
lo largo de la primera dimension, es decir, se obtiene una matriz bidimensional en la que
se dejan fijas las filas y en columnas se tienen todas las columnas originales de cada
una de las repeticiones, una a continuacion de otra, y de esta matriz se retienen los P
primeros vectores singulares por la izquierda. Después se hace lo mismo desplegando
el cubo a lo largo de la segunda y la tercera dimension, reteniendo los primeros Q y R

vectores singulares por la izquierda respectivamente (idem para el cubo Y).

2. G4 se calcula como el producto tensorial de X, Ax{,Bx y Cx4 (idem para Gy4):

i Ji Ky

[Gx1lpar = [((Xx1Ax1) x2Bx1) x3Cx1]pqr = D Y 0D A p[Bx liglCx 1 IkeXijk-
=1 j=1 k=1

En este paso, lo que se busca es encontrar el core array, que es lo que le falta a Ay, By

y Cx4 para que se obtenga una aproximacion de X (idem para Gy).
3. Paso de iteracién,n=1,...:

a) Se calcula la matriz 6ptima Ay, 1, dejando fijas Bx,, y Cx,, (idem para Ay, 1)
Se denomina matriz 6ptima en este caso a los P primeros vectores singulares por
la izquierda de ((Xx2Bxp) XSCXn)(1)-
Es decir, dados los By, y Cx, de la iteracion anterior, se reduce X a lo largo de la
segunda y la tercera dimensidn, obteniendo un cubo con las filas originales, pero con

las columnas y las repeticiones reducidas. Ahora este cubo reducido se despliega
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a lo largo de la primera dimensién y se retienen los primeros P vectores singulares

por la izquierda de la matriz desplegada, que formaran Ay, (idem para Ay, 4).

b) Se calcula la matriz 6ptima By, 1, dejando fijas Ax,,,1 ¥ Cx,: los Q primeros vecto-
res singulares por la izquierda de ((Xx1Axp,1) ><3CXn)(2) (idem para By, 1)
Esto quiere decir que, dados los Ay, de la instruccion anterior y los Cx, de la
iteracién anterior, se realiza lo mismo para la segunda dimension: se reduce X a lo
largo de la primera y la tercera dimension, se despliega este cubo a lo largo de la se-
gunda dimension, y se retienen los primeros Q vectores singulares por la izquierda

de esta matriz, que formaran By, (idem para By,,,1).

c¢) Se calcula la matriz 6ptima Cy,, 1, dejando fijas Ax,,,1 ¥ Bxn,1: l0s R primeros vec-
tores singulares por la izquierda de ((Xx1Axp,1) x2Bxn.1) (3) (idem para Cyp,4)-
Esto quiere decir que, dados los Ay, 1 ¥ Bxp.1 de las instrucciones anteriores, se
reduce X a lo largo de la primera y la segunda dimensién, se despliega este cubo
a lo largo de la tercera dimensién y se retienen los primeros R vectores singulares

por la izquierda de esta matriz, que formaran Cy,, 4 (idem para Cy,,1).

d) Se calcula el core array Gyp,¢, como el producto tensorial de X, Axp,1,Bxnst ¥
Cxn41 (idem para Gyp,q)-
Es decir, de nuevo, se calcula el core array, que es lo que le falta a Ay, 1,Bxpyq Y

Cxn4+1 Para que se obtenga una aproximacion de X (idem para Gy,,1)-

e) Este paso se para cuando las diferencias entre Ayx,,.1, Bxn+1: Cxne1> Gxnet Y
Ax,, Bxn» Cxn» Gxy S€an mas pequenas que un valor establecido de inicio (idem

para las correspondientes matrices de Y).

4. Las matrices Ay,Byx y Cx y el core array Gy se definen entonces como los obtenidos
tras la iteracion n-ésima: Ay = Ax,,1, Bx = Bxns+1> Cx = Cxnyt Y Gx = Gxp,q (idem para
Av,By,Cy y Gy).

La manera de escoger qué modelo P x Q x R sera considerado es computar la descomposicion
previa para todas las combinaciones P x Q x R con P < min(l{,12),Q < min(Jy,d2) y R <

min(Ky, Ks); pero ademas se debe tener en cuenta la llamada regla del maximo producto,
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gue dice que los casos en que el numero de elementos de una dimensién es mayor que el
producto de los otros dos, P > QR,Q > PR o R > PQ, pueden ignorarse, porque en estos

casos el modelo es equivalente a otro mas reducido:

Si P > QR el modelo P x Q x R es equivalente al modelo QR x Q x R
SiQ > PR el modelo P x Q x R es equivalente al modelo P x PR x R

Si R > PQ el modelo P x Q x R es equivalente al modelo P x Q x PQ.

Cuando se haya hecho esto, se estudia cual es la combinacion mas simple de entre las mas
estables y las que alcancen un porcentaje de varianza explicada suficientemente alto, tal como
se ha explicado para el Tucker3, siendo la varianza explicada de un modelo la combinacion de
las obtenidas para cada uno de los dos cubos. Asi, si el porcentaje de varianza explicada para
un modelo dado segun el primer cubo es
X% = 1 % 100
X2
y el porcentaje para el mismo modelo segun el segundo cubo es
y% = Y1 % 100,
Y2
se llama porcentaje de varianza explicada combinado para ese modelo segun los dos cubos a

X1 + Xo
Y1+Y2

x 100.

Para cada modelo se calcula la suma del nimero de componentes, S = P+ Q + R, y para cada
valor de S se elige aquel modelo que tenga un menor valor de la suma de cuadrados residual,
0 equivalentemente, un mayor valor de la varianza explicada. Asi se tiene una lista de modelos,
uno para cada valor de S. A continuacion, se calcula el cociente incremental entre la suma de
cuadrados residual y S para cada uno de los modelos anteriores en orden creciente de S, y
nos quedaremos con aquellos modelos para los que el cociente incremental sea similar al del
siguiente, esto es, los modelos mas estables. Finalmente el modelo que sera escogido para el
analisis sera aquel de los estables que tenga un menor valor de S, esto es, el mas simple de

entre los mas estables.
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Este modelo mas simple de entre los mas estables puede ser escogido a la vista de los resul-
tados numéricos o del diagrama de sedimentacion para los dos cubos conjuntamente.

Una vez elegido el modelo P x Q x R, tras la ejecucion del algoritmo para ese modelo para
cada uno de los dos cubos, se obtendran las matrices Ax(ly x P),Bx(Jy x Q),Cx(K; x R) y
Ay(lo x P),By(J2 x Q),Cy (Ko x R), y los core arrays Gy y Gy, ambos de orden P x Q x R.
Los core arrays se pueden interpretar como la fuerza de las relaciones entre los componentes
de las diferentes dimensiones de cada uno de los cubos, asi como el peso de las combinacio-
nes de componentes, o como una medida de las interacciones, y el cuadrado de cada elemento
como la varianza explicada.

Pero la interpretacion final de los individuos, las variables de ambos cubos y las repeticiones
para una combinacién de componentes, p x q x r, no solo depende de si el elemento de Gy o
Gy tiene un valor alto, sino también de la combinacion de los signos de los cuatro factores del
término del producto tensorial. Por ejemplo, si IXpqr tiene signo positivo, el individuo i-ésimo
tiene signo positivo en la componente p, la variable j-ésima del primer cubo tiene signo positivo
en la componente q y la repeticion k-ésima tiene signo positivo en la componente r, la interac-
cion entre el individuo i, la variable j del primer cubo y la repeticion k sera positiva: durante la
repeticion k, el individuo i toma un valor alto en la variable j del primer cubo. Si un elemento de
alguno de los core arrays es pequeno, la interpretacion de tal combinacién no es necesaria.
La mayoria de los resultados del primer paso del Co-Tucker3 se enfocan en las interpreta-
ciones de las interacciones dentro de cada uno de los cubos por separado, de acuerdo con
los signos de los cuatro factores, como se acaba de explicar; sin embargo, estos resultados
pueden ser dificiles de interpretar. Los pares de graficos para las tres dimensiones de ambos
cubos, los biplots conjuntos, son una manera facil de comprender visualmente estas interac-
ciones. Se interpretan como los biplots clasicos (Gabriel, 1971), excepto que cada biplot se
construye para dos combinaciones de componentes, una en horizontal y otra en vertical.

En este punto podrian estudiarse los resultados obtenidos como si se tratasen de dos Tucker3
individuales, al igual que, por ejemplo, en el primer paso del Analisis de la Co-Inercia se podian
estudiar los dos PCAs individualmente antes de realizar el propio Analisis de la Co-Inercia. Los

dos Tucker3 por separado se pueden interpretar, tal como se ha explicado anteriormente, me-
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diante los llamados core arrays, que se definian como la fuerza de las relaciones entre los
componentes de las tres dimensiones, en este caso, para aquellas de cada uno de los dos
cubos de datos por separado, antes de estudiar las relaciones entre las de un cubo y las del
otro. Ademas, se pueden interpretar las interacciones entre las tres dimensiones de cada uno
de los cubos por separado mediante los distintos graficos conjuntos subdivididos en tres, y
teniendo en cuenta el producto de los cuatro signos, positivos 0 negativos, de los individuos,
las variables, las repeticiones y los elementos del core array correspondientes.

Por lo tanto, cada uno de los pares de graficos tiene tres subgraficos, uno para cada dimension,
con dos componentes en todos, y en ellos se representan las correspondientes columnas de
las matrices Ay, Bx, Cx y Ay, By, Cy de las descomposiciones de X e Y. Al representar conjun-
tamente las tres dimensiones en un Unico grafico se pueden hacer interpretaciones visuales

de las relaciones de cada cubo individualmente.
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5.2. Segundo paso: tres Analisis de Co-Inercia

El segundo paso, entonces, del Co-Tucker3 es llevar a cabo los tres Analisis de Co-Inercia
para cada par de matrices para cada una de las tres dimensiones: un ColA entre AXt y Ayt,
uno entre th y BYt y otro entre CXt y Cyt, puesto que cada par tiene el mismo namero de
columnas, P,Q y R respectivamente y para poder llevar a cabo un Andlisis de Co-Inercia han
de tener las mismas filas. Pero en el caso en que los dos cubos X e Y tuvieran las mismas filas
(I4 = lo), columnas (J1 = Jo) 0 repeticiones (Ky = Ks), se podria aprovechar este hecho para
realizar los Analisis de Co-Inercia directamente entre Ay y Ay, By y By 0 Cx y Cy.

Se hablara de los dos diferentes casos, el primero suponiendo que las dos matrices del mismo
par tienen las mismas filas (11 = |5), columnas (J1 = Jo) o repeticiones (Ky = Ks), y el segundo,
en el que las dos matrices del mismo par tienen distintas filas, columnas o repeticiones. Sin
pérdida de la generalidad, se hablara del Andlisis de la Co-Inercia para el par de matrices
correspondientes a las filas obtenidas tras las descomposiciones Tucker3 para cada uno de

los cubos, para las otras dos dimensiones el desarrollo es analogo.

1. Caso en que X e Y tengan las mismas filas (figura 5.3):

P P

K

Figura 5.3: Esquema del Analisis de Co-Inercia del Co-Tucker3 para el caso en que X e Y

tengan las mismas filas, columnas o repeticiones
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Sea Ay la primera tabla, con | = |4 filas y P columnas, y sea Ay la segunda tabla, con las
mismas l» = |y = | filas y P columnas.

Sea D, la matriz diagonal | x | de los pesos de las filas:
D| = diag(w1 e n e ,O.)|),

y sea Dp una métrica en RP.

Antes de hacer los dos Analisis de Co-Inercia, se podrian analizar las dos tablas del
mismo par separadamente mediante dos gPCAs.

El Analisis de Co-Inercia esta definido por el diagrama de dualidad obtenido al mezclar
los dos diagramas de los gPCA por separado. Esto es posible porque las filas de las dos
matrices son idénticas. El Analisis de Co-Inercia es la descomposicidon explicada en el

apartado 4.1.2 para Ay'D;Ay. Esto es, el siguiente “diagrama cruzado”:

Ayt D A
Rl* X RP P RP* X Rl
Dl AxtD|AY AYtD|AX I:)I
R! RP” RP R
Ay Dp Ay

Por lo tanto, este Andlisis de Co-Inercia es el analisis del triplete (Ay!D|Ax, Dp, Dp). Si se
esta en el caso en que D, sea la matriz con pesos uniformes para las filas y la métrica Dp
sea euclidea, como las columnas de ambas tablas estan centradas, entonces la inercia
total de cada tabla es simplemente la suma de varianzas. Y la co-inercia entre Ay y Ay
es, en este caso, una suma de cuadrados de covarianzas.

El Analisis de Co-Inercia maximiza las covarianzas entre las coordenadas de las filas
de las dos tablas. La co-inercia es alta cuando los valores en ambas tablas son altos
simultaneamente (o cuando varian inversamente) y baja cuando varian independiente-
mente o cuando no varian. Esto es el significado de la co-estructura entre las dos tablas

de datos.



CAPITULO 5. CO-TUCKER3: UN NUEVO METODO PARA ANALIZAR... 106

Ahora, como parte del Co-Tucker3, se pueden representar graficamente las filas de las
dos matrices Ay y Ay en el subespacio de dimension r obtenido en el Analisis de Co-

Inercia, calculando distintas coordenadas:

A D A
R X RP P RP* X R!
PN
[
D, AXtD|Ay AYtDlAX Dy
o
w
R! RP* RP R"
Ay Dp AY'

las filas de la matriz Ay, es decir, las filas segun el cubo X tienen por coordenadas
filas de X: AxDpVy
y las de Ay, las mismas filas pero segun el cubo Y

filas de Y : AyDpU; -
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2. Caso en que X e Y tengan distintas filas (figura 5.4):

P P

K

Pl A A, Q

Figura 5.4: Esquema del Analisis de Co-Inercia del Co-Tucker3 para el caso en que X e Y

tengan distintas filas, columnas o repeticiones

Sea AXt la primera tabla, con P filas e I; columnas (puesto que Ay tiene |4 filas y P
columnas), y sea AYt la segunda tabla, con las mismas P filas e I, columnas distintas a
las de Ay'.

Como en realidad las columnas de Axt y AYt representan a las filas (de Ay y Ay), con el
fin de aclarar el desarrollo, a partir de ahora se denominara “filas” a las | columnas de
Ax'y alas I, columnas de Ay!, y se llamara “componentes” a las P filas de Ay!y Ayt.

Sea Dp la matriz diagonal P x P de los pesos de las “componentes”:
Dp = diag(w1 y oo ,wp),

y sean Dy, y D,, dos métricas en R y Rl respectivamente.
De nuevo, antes de hacer los dos Analisis de Co-Inercia, se podrian analizar las dos
tablas del mismo par separadamente mediante dos gPCAs.
Ahora la mezcla de los diagramas de dualidad para el Analisis de Co-Inercia es posible
porque las “componentes” de las dos matrices son idénticas. El Analisis de Co-Inercia

es la descomposicién explicada en el apartado 4.1.2 para AyDpAy!. Esto es, el siguiente
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“diagrama cruzado”:

t
RP* Ax Rl - Rl Ax RP
DP AXDPAYt AprAXt Dp
RP Rl2" R'2 RP*
Ayt Dy, Ay

Por lo tanto, ahora el Andlisis de Co-Inercia es el andlisis del triplete (AyDpAy!, Dy, Dy,)-
Si se esté en el caso en que Dp sea la matriz con pesos uniformes para las “compo-
nentes” y las métricas D;, y D, sean euclideas, como las “filas” de ambas tablas estan
centradas, entonces la inercia total de cada tabla es simplemente la suma de varianzas.
Y la co-inercia entre AXt y AYt es, en este caso, una suma de cuadrados de covarianzas.
Ahora, como parte del Co-Tucker3, se pueden representar graficamente las “filas” de
las dos matrices Ay' y Ay! en el subespacio de dimension r obtenido en el Anlisis de

Co-Inercia, calculando distintas coordenadas:

RP*

RP R'2 R'2 RP”
las “filas” de la matriz Ay!, es decir, las filas del cubo X tienen por coordenadas
filas de X :  AxDpAy'Dy,Ur

y las de Ay!, las filas del cubo Y

filas de Y : AyDpAx'Dy, Vr -
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Asi, teniendo en cuenta los dos tipos de Analisis de la Co-Inercia con los que uno se puede

encontrar, la segunda parte del analisis Co-Tucker3 consiste en el analisis de tres diagramas de

dualidad, uno para las filas, otro para las columnas y el ultimo para las repeticiones. Cualquier

combinacion de los dos tipos es valida, un ejemplo podrian ser:

Ayt D A
R X RP P RrP* X R!
PN
[ ]
D| AXtD|AY AYtDIAX DI
w
R! RP* RP R
Ay Dp Ay!
Q* Bx J Py J Bx' Q
R R R R
PN
[ ]
Da BXDQBYt ByDQBXt Dq
w
RQ RY2" RY2 RQ”
BYt DJ2 BY
Cy! D o}
RK* X RR R RR* X RK
PN
[ ]
DK CXtDKCY CYtDKCX DK
w
RK RR* RR RK*
Cy Dr Cy'

Que se corresponderia con el caso en que los dos cubos de datos X e Y tuvieran las mismas

filas y repeticiones, pero difirieran en las columnas.

El algoritmo completo del Co-Tucker3 quedaria resumido en la siguiente Tabla 5.1:
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Tabla 5.1: Algoritmo del Co-Tucker3

Se centran X e Y por columnas vy, si se quiere, se normalizan por capas laterales.

Se realiza el siguiente algoritmo para todas las combinaciones P x Q x R
con P < min(ly, I2), Q < min(Jy,J2) y R < min(Ky, Kp),

y también se debe tener en cuenta la regla del maximo producto:

Ay se define como el conjunto de los P primeros vectores singulares por la izquierda de
X@)- Analogamente, se definen By, y Cx como los primeros Q y R vectores singulares
por la izquierda de X2 y X(3) (idem para Ay, By y Cy).

Gyx se calcula como el producto tensorial de X, Ax4, Bxy ¥ Cx; (idem para Gv4):

o J1 Ky
[Gix1]par = [((Xx1Ax1) X2Bx1) X3Cx1]pqr = 21: _21:kz%[AXdip[Bdeq[CM]erijk-
i=1 j=1 k=

Paso de iteracion,n=1,...:

Se calcula la matriz 6ptima Ay, dejando fijas Bx,, y Cx, (idem para Ay, 1)-
Se denomina matriz 6ptima en este caso a los P primeros vectores singulares por la

izquierda de ((Xx2Bxy,) x3Cxp)1)-

Se calcula la matriz 6ptima By, {, dejando fijas Ax,,1 ¥ Cx,: los Q primeros vectores

singulares por la izquierda de ((Xx1Axn1) stxn)(z) (idem para By,4)-

Se calcula la matriz 6ptima Cx,,, 1, dejando fijas Ax,,¢ ¥ Bxn,1: l0s R primeros

vectores singulares por la izquierda de ((Xx1Axn,1) X2Bxn.1 )3) (idem para Cyp,1)-

Se calcula el core array Gy, 1, como el producto tensorial de X, Ax;,1, Bxns1 ¥ Cxns1
(idem para Gyp,1)-

Este paso se para cuando las diferencias entre Ax;.1, Bxn+1> Cxns1s Cxnst Y

Axns Bxn, Cxn» Gx,, s€aNn mas pequefas que un valor establecido de inicio

(idem para las correspondientes matrices de Y).

Las matrices Ay, Bx y Cx y el core array Gy se definen entonces como los obtenidos tras
la iteracion n-ésima: Ay = Axp.1, Bx = Bxns1: Cx = Cxnet Y Gx = Gixneq

(idem para Ay, By, Cy y Gy).

Se calcula la varianza explicada combinada para cada combinacion.

Se eligen las combinaciones con un mejor ajuste para cada valor da la suma de

componentes S =P + Q + R.

Se eligen las combinaciones que pertenecen a la envolvente convexa de entre todas.

Se eliminan todas las combinaciones més estables menos la mas simple de entre estas.

Se elige una combinacién de componentes.

Se realizan los tres Analisis de la Co-Inercia para las tres dimensiones:

Se centran las dos matrices de datos por columnas y, si se quiere, se normalizan por

columnas.

Se extraen los vectores singulares por la izquierda y la derecha para la Co-Inercia segun
el método explicado en el apartado 4.1.2.

Se calculan las coordenadas para las filas y las columnas para la Co-Inercia mediante los

diagramas de dualidad.
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5.3. Discusion

Los cuatro métodos usados para analizar, incluso un conjunto de datos con estructura cla-
ra, pueden tener ventajas e inconvenientes (Thioulouse, 2011). Las ventajas de estos métodos
se pueden resumir como sigue:

BGCOIA: Es el método mas sencillo. Es simple de aplicar y los resultados son faciles de in-
terpretar. Puede usarse para favorecer un punto de vista (por ejemplo, espacio o tiempo),
escogiendo el factor del Analisis Entre-Grupos.

STATICO: La principal ventaja de este método es la optimalidad del compromiso (maximiza-
cién de la similaridad con todas las tablas iniciales). Da un compromiso de co-estructuras, lo
que significa que representa la componente estable de las variaciones en las relaciones entre
las variables de los dos cubos. Se beneficia del esquema de computacion en tres pasos de los
métodos STATIS (interestructura, compromiso, intraestructura), y los resultados graficos pue-
den ser muy detallados.

COSTATIS: Este método se beneficia de las ventajes de los dos primeros: optimalidad de
los compromisos de los Andlisis Parciales Triadicos, facilidad de uso y simplicidad de los re-
sultados graficos del Andlisis de Co-Inercia. COSTATIS es el Andlisis de Co-Inercia de dos
compromisos, asi que busca las relaciones entre dos estructuras estables. Esto es diferente
del punto de vista del STATICO (co-estructura de dos compromisos vs. compromiso de una
serie de co-estructuras).

Co-Tucker3: Este método comparte las mismas ventajas del Analisis de Co-Inercia que se da-
ban en el analisis COSTATIS, pero con la diferencia que existe entre el analisis Tucker3 y el
Analisis Parcial Triadico: los métodos STATIS (entre los que se encuentra el Andlisis Parcial
Triadico) sirven para realzar la parte estable de la estructura de un cubo de datos, mientras
que con el método Tucker3 se pueden descubrir interacciones mas profundas que las estables
obtenidas con los STATIS.

Los cuatro métodos pueden también compararse desde la perspectiva de los posibles obje-

tivos del motivo para analizar un par de cubos de datos. El primer objetivo es encontrar un
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“consenso” en las relaciones entre las variables de los dos cubos. Este consenso deberia ser
independiente de las repeticiones (tiempo o espacio), y los cuatro métodos alcanzan esto de
diferentes maneras.

En COSTATIS, primero se extrae un consenso, separada e independientemente para las varia-
bles de los dos cubos. Las relaciones entre estos dos resumenes son luego investigadas por
un Analisis de Co-Inercia. En STATICO, las relaciones entre las variables de los dos cubos se
analizan primero para cada repeticién, y luego se computa un resumen estable de estas rela-
ciones. En el Co-Tucker3, también se puede extraer la parte estable de cada uno de los cubos,
pero de forma diferente al STATICO y el COSTATIS, puesto que aquel computa un consenso
para cada una de las tres dimensiones del cubo, uno para las filas, otro para las columnas
y otro para las repeticiones, y después se analizaran las relaciones entre los tres pares de
CoNsensos.

Si las relaciones entre las variables de los dos cubos son débiles, o presentan solo algunas re-
peticiones, pueden desaparecer después del primer paso del COSTATIS o del Co-Tucker3 (los
dos Andlisis Parciales Triadicos o los dos Tucker3 por separado) y el Analisis de Co-Inercia final
puede no ser significativo. Inversamente, si las relaciones entre las variables de los dos cubos
son muy fuertes, la estructura cronoldgica puede desaparecer en el STATICO. El COSTATIS
o el Co-Tucker3 deberian preferirse por tanto cuando las relaciones entre las variables de los
dos cubos sean fuertes y las estructuras cronolédgicas no sean de principal importancia.

Otro objetivo del motivo de analizar un par de cubos de datos, complementario al primero,
puede ser buscar una descripcion de la evolucién de las relaciones entre las variables de los
dos cubos, en vez de una descripcion de la parte estable de estas relaciones. En este caso,
el STATICO puede ser mas apropiado que el COSTATIS o el Co-Tucker3, porque computa un
consenso de las relaciones entre las variables de los dos cubos para cada repeticién, y solo
después construye un consenso para el tiempo.

BGCOIA es ligeramente diferente, ya que facilita una opcion en el analisis inicial entre una
configuracién espacial o temporal. Esto deberia ser usado solo cuando haya buenas razones
para dar prioridad al espacio o al tiempo.

Ademas, con el método Co-Tucker3, aparte de la posibilidad de utilizarlo para buscar una des-
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cripcion de la parte estable o de la evolucion de las dimensiones o las relaciones de los dos
cubos, que es lo que llevan a cabo los otros tres métodos, sirve para encontrar interacciones
mas profundas que las estables obtenidas con los STATIS, es decir, se puede utilizar para
describir las interacciones entre las distintas filas, columnas y repeticiones de una forma mas
especializada que la alcanzada visualizando e interpretando las agrupaciones obtenidas en
los analisis de los consensos o las evoluciones, esto es, se puede encontrar y estudiar una
interaccion para la que se hayan retenido diferentes numeros de componentes para las tres
dimensiones, por ejemplo, la combinacién 1 componente para las filas, 3 para las columnas, y
2 para las repeticiones.

Para los métodos de k-tablas, la forma de organizar la k-tabla en una serie de k tablas es
también importante. Para una matriz de tres dimensiones (filas x columnas x repeticiones),
hay tres formas de cortar el cubo de datos en una serie de tablas. Sin embargo, solo dos son
realmente interesantes. En efecto, la opcidon “una tabla = una variable” no es coherente con el
objetivo del analisis: un compromiso entre variables no tendria significado. Asi que se escoge
entre “una tabla = una repeticién” o “una tabla = un individuo”. Esta decision esta dictada por
los objetivos del estudio y también por el hecho de que el método intentara computar un com-
promiso como combinacion lineal de las tablas. Esto significa que este compromiso deberia
tener sentido.

Un tercer punto de vista de comparaciéon entre los métodos de pares de cubos de datos es
las restricciones numéricas exigidas a los parametros de las k-tablas, esto es, el nimero de fi-
las, columnas de ambos cubos y repeticiones. Desde este punto de vista, BGCOIA, STATICO,
COSTATIS y Co-Tucker3 comparten las mismas restricciones para las columnas de los dos
cubos, que deberian ser siempre idénticas: las mismas variables de un cubo y de otro para
todas las repeticiones.

Pero las restricciones son diferentes para las repeticiones y las filas. En COSTATIS, las dos
series de tablas pueden tener diferente nimero de repeticiones (e incluso diferentes repeticio-
nes), mientras que las filas deben ser las mismas para todas las tablas y todas las repeticiones.
En STATICO, las dos series de tablas deben tener las mismas repeticiones, pero las filas pue-

den diferir de una repeticion a otra (aunque deben ser iguales para las dos tablas de un par). Y
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para el Co-Tucker3 existe una mayor flexibilidad, los dos cubos pueden tener distinto nimero
de filas, columnas y repeticiones, siempre y cuando cada uno de los cubos sea perfecto, es
decir, todas las capas horizontales, frontales o laterales han de tener la misma dimension. Las
restricciones del disefno experimental por tanto pueden influir a la eleccion del método.
Ademas, las restricciones en las variables de los dos cubos vienen de la eleccién del analisis
de k-tablas en COSTATIS y STATICO (un Analisis Parcial Triadico). Pueden imaginarse exten-
siones de estos métodos, que podrian utilizar otras variantes de analisis STATIS en vez de
Analisis Parcial Triadico. Esta posibilidad de tener varias filas, variables de los dos cubos y
repeticiones hace el uso de los cuatro métodos mucho mas flexible, sin embargo, deberia ser
usado con cuidado, porque esta flexibilidad puede obtenerse a expensas de perder algo de
estructura en el conjunto de datos.

Un inconveniente comun de todos estos métodos es la relativa complejidad de realizar andlisis
de datos multivariantes. En esta area, el paquete “ade4” para el entorno R ha intentado hacer
las cosas mas faciles. Si bien ha sido correcto el uso de objetos estructurados y que ademas
esta disponible una interfaz grafica de usuario, el paquete “ade4TkGUI”, no todos los métodos
de k-tablas estan implementados en esta interfaz. Todos los calculos y representaciones grafi-
cas (excepto los de los métodos Tucker y los del método Co-Tucker3) se pueden hacer interacti-
vamente online, gracias a un ejemplo de su pagina: http://pbil.univ-1lyonl.fr/SADASOPET/,
pero no mediante la interfaz grafica de usuario, si no mediante el uso de multiples funciones
sintacticas relativamente complejas.

Por ello se ha creido conveniente crear un compendio que incluya todos los programas para
todas las técnicas descritas en este trabajo, el cual aventaja al paquete “ade4” en el sentido
gue todos los calculos y las representaciones graficas se llevan a cabo con una Unica instruc-
cidn para cada analisis, no como en el caso anterior que, para algunas de las técnicas, creaba
una serie de objetos, utiles solo de un paso para el siguiente, desde que se leen los datos
hasta que se presentan los resultados graficos.

Ademas, los programas disenados en este trabajo (véase capitulo 6) incluyen las siguientes
posibilidades: se pueden usar etiquetas por defecto para los elementos de las distintas dimen-

siones si en los datos no estan incluidas; se pueden suprimir aquellas filas con datos faltantes


http://pbil.univ-lyon1.fr/SAOASOPET/
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(el paquete “ade4” lo que realizaba cuando se encontraba con datos faltantes era sustituirlos
por el valor 0, o por el valor medio de la variable correspondiente, o incluso parar y no permitir
la ejecucion del programa); se pueden dar colores a las filas 0 a las columnas; se pueden pedir
como resultados tablas con las calidades de representacion de todos los elementos de cada
una de las dimensiones; y se puede obtener, para cada grafico, otro igual pero con aquellas
filas o columnas con la mejor calidad de representacion.

Por ultimo, entre los programas de este trabajo también se encuentran: aquel para el método
Tucker3, que no existia en el paquete “ade4”, y para el Co-Tucker3, que es el método nuevo

propuesto para analizar simultdaneamente una sucesion de pares de tablas.

La disponibilidad de métodos capaces de analizar conjuntos de datos con una organizacion
compleja, como pares de cubos de datos, es importante porque permite tener en cuenta esta
organizacion y analiza el conjunto de datos globalmente. Hay alternativas a estos métodos,
como analizar tablas apiladas, o llevar a cabo varios analisis separados, como analisis de las
series para cada variable, o andlisis de datos para cada tabla. Pero el analisis esta facilitado al
tener en cuenta la estructura de datos como dicta el diseno experimental. Explorar relaciones
entre variables de dos tablas no es una tarea facil, y anadir repeticiones lo hace incluso mas

dificil, pero es un paso necesario.
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Capitulo 6

Software

6.1. Programas

Implementacién de los algoritmos de los analisis de Componentes Principales (PCA), Entre-
Grupos (BGA), de Co-Inercia (ColA), Parcial Triadico (PTA), de la Co-Inercia Entre-Grupos
(BGCOIA), STATICO, COSTATIS y Tucker3 en R.

Se ha creido conveniente crear un compendio que incluya todos los programas para todas las
técnicas descritas en este trabajo, el cual aventaja a otros en el sentido que todos los calculos
y las representaciones graficas se llevan a cabo con una Unica instruccién para cada analisis,
no como en los otros que, para algunas de las técnicas, creaba una serie de objetos, Utiles
solo de un paso para el siguiente, desde que se leen los datos hasta que se presentan los
resultados graficos.

Ademas, los programas disefiados en este trabajo incluyen las siguientes posibilidades: se
pueden usar etiquetas por defecto para los elementos de las distintas dimensiones si en los
datos no estan incluidas; se pueden suprimir aquellas filas con datos faltantes (otros progra-
mas lo que realizaban cuando se encontraban con datos faltantes era sustituirlos por el valor
0, o por el valor medio de la variable correspondiente, o incluso parar y no permitir la ejecu-
cién del programa); se pueden dar colores a las filas 0 a las columnas; se pueden pedir como

resultados tablas con las calidades de representacion de todos los elementos de cada una de
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las dimensiones; y se puede obtener, para cada grafico, otro igual pero con aquellas filas o
columnas con la mejor calidad de representacion.

Por ultimo, entre los programas de este trabajo también se encuentra aquel para el método
Tucker3, que aunque ya existe algun programa que lo ejecute, estos han quedado obsoletos
porque solo se pueden ejecutar en versiones anteriores de Microsoft Windows, o con ayuda

de maquinas virtuales; o presentan las desventajas ya explicadas.

6.1.1. Funciones auxiliares para todos los analisis

read<—function (X,Y=NULL)
{

filas <—dim (X) [1]

columnas<—dim (X) [2]

if ((length(dim(X)))==3){repeticiones<—dim(X)[3]}else{repeticiones <—
NULL}

if (lis.null(dimnames(X)[[1]])){namesf<—dimnames(X) [[1]]} else{namesf
<—paste(1:filas ,sep="")}

if (is.null(dimnames(X)[[2]]) ){namesc<—dimnames(X) [[2]]} else{namesc
<—paste ("V”,1:columnas,sep="")}

if ((length(dim(X)))==3)

{

if (lis.null(dimnames(X)[[3]])){namesr<—dimnames(X) [[3]]} else{namesr
<—paste("R”,1:repeticiones ,sep="")}

telse{namesr<-NULL}

nas<—apply (is.na(X),1,function(v){return(all (!v))})

columnas2<-NULL

namesc2<-NULL

conf<-FALSE

if (1is.null(Y))
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{

}
i

{

columnas2<—dim(Y) [2]

if (lis.null(dimnames(Y)[[2]])){namesc2<—dimnames(Y) [[2]]} else{

namesc2<-paste ("V”,1:columnas2,sep="")}
if (filas!=dim(Y)[1])

{
conf<=TRUE

119

print(”te has confundido, el numero de filas de las dos matrices

es distinto”)
}
if ((length(dim(X)))==3)
{
if (repeticiones!=dim(Y)[3])

{
conf<—TRUE

print (”te has confundido, el numero de repeticiones de los dos

cubos es distinto”)

}
}

nasY<—apply (is.na(Y),1,function(v){return(all(!v))})

nas<—nas&nasY

f(lall(nas))

if ((length(dim(X)))==2){X<—X[nas,]}else{X<X[nas, ,]}
if ((length(dim(Y)))==2){Y<-Y[nas,]}else{Y<-Y[nas,,]}

namesf<—namesf[nas]
print (paste(”se han suprimido algunas filas

con datos faltantes”,sep=""))

(”,filas —sum(nas),”)
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filas <=sum(nas)

}

return(list (X, filas ,columnas, repeticiones ,namesf,namesc,namesr,Y,

columnas2,namesc2,conf))

colores<—function(filas ,columnas, coloresf, coloresc,conf,columnas2=

{

NULL, coloresc2=NULL)

if (is.null(coloresf)){coloresf<—rep(”black”,filas)}
if (is.null(coloresc)){coloresc<-rep(”black”,columnas)}
if ((length(coloresf))!=filas)
{
conf<-TRUE
print ("te has confundido, el numero de etiquetas de colores de las
filas es distinto del numero de filas”)
}
if ((length(coloresc))!=columnas)
{
conf<-TRUE
print(”te has confundido, el numero de etiquetas de colores de las
columnas es distinto del numero de columnas”)
}
if (is.null(columnas2))
{
return(list (coloresf,coloresc,conf))
} else {

if (is.null(coloresc2)){coloresc2<—rep(”black”,columnas2)}

if ((length(coloresc?2))!=columnas2)
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{

}

conf<-TRUE
print (”te has confundido, el numero de etiquetas de colores de las
columnas de la segunda matriz

es distinto del numero de columnas de la segunda matriz”)

return(list(coloresf  coloresc,coloresc2,conf))

}

preproc<—function (X,norm, cubo=FALSE, capas=FALSE)

{

i f
{

(!cubo)

X<—apply (X,2,function (v){return(v—-mean(v)) })

i
t
f

f (norm) {X<—apply (X,2,function(v){return(v/sqrt(mean(v°2)))})}
else {
ilas <—dim(X) [1]

columnas<—dim (X) [2]

repeticiones <—dim(X) [3]

X<—apply (X,2:3,function (v){return(v—-mean(v)) })

{

f (norm)

if (!capas){X<—apply (X,2:3,function(v){return(v/sqrt(mean(v°2)))})
} else {
X<—aperm(array (apply (X,2,function (m){return (m/sqrt(mean(m*2))) }),

dim=c(filas ,repeticiones ,columnas)),c(1,3,2))
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95 }

96 X[is.nan(X)]<-0

97 return (X)

98 }

99

100 pesos<—function(t)

101 {

102 Dn<—diag ((1/t)/(sum(1/1t)))

103 Dn2<-diag (sqrt(diag(Dn)))

104 return(list (Dn,Dn2))

105 }

106

107 contributions <—function (M,names, title , first=FALSE)

108 {

109 A<—t(round(1000xapply (M,1,function(v){return((v"2)/(sum(v°2)))})))

110 if (dim(M)[2]==1){A<-t(A)}

111 rownames (A)<—names

112 if (I first){write(paste(”\n”,paste(rep(”-",100),collapse=""),"\n" ,sep
=""),file="results.txt” ,append=TRUE) }

113 write (paste(”\n”,paste(rep(” ”,20),collapse=""),”Contribuciones de ”
,title ,”\n” ,sep=""),file="results.txt”,

114 append=!first)

115  write (paste(”Axis” ,paste(1:(dim(M)[2]) ,collapse="\1") ,sep="\1t"), file
="results . txt” ,append=TRUE)

116 write .table (A, file="results.txt” ,append=TRUE,sep="\1",col.names=
FALSE)

117}

118

119 contributions2<—function (M, dimension)
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{

}

A<—t (round (1000xapply (M,1,function(v){return((v"2)/(sum(v’°2)))})))
if (dim(M)[2]==1){A<-t(A)}
A<—matrix (A[ ,dimension], ncol=length (dimension))

return (apply (A,1,sum))

screeplot<—function (d)

{

c

{

e<—100xd"2/sum(d"2)

barplot(e,space=0.2 ,names.arg=1:length (d),cex.names=0.7)

text ((1:length(d))+0.2 x(1:length(d))-0.5,0.5,paste(round(e,3),” %,
sep=""),adj=0,srt=90)

ompr<—function (dimX,dimY ,d,c=NULL, tucker=FALSE)
if (tucker)
{
if ((dimX!=(floor (dimX)))||(dimY!=(floor (dimY))) ||(dimX>(length(d)))
|| (dimY>(length(d))) || (dimX>=dimY))
{

print (”te has confundido, ejes incorrectos”)
return (FALSE)
} else {return(TRUE)}
} else {
if ((dimX!=(floor (dimX))) ||(dimY!=(floor (dimY))) ||(dimX>d) ||(dimY>d)
[ ((c!=1)&&(dimX>=dimY)) ||
((c==1)&&((dimX!=1) || (dimY!=1))))
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146 {

147 print (”te has confundido, ejes incorrectos”)

148 return (FALSE)

149 } else {return(TRUE)}

150 }

151}

152

153 # funcion general para representar todos los graficos de los
distintos analisis, excepto para el Tucker3 y el CoTucker3

154

155 plotm<—function (dim,d,M1 ,M2 ,M3=NULL,M4=NULL ,M5=NULL,M6=NULL, lim1,lim2
,names1 ,names2,colores1,colores2,contf,contc,

156 cotucker=FALSE)

157 {

158 contf[is.nan(contf)]<-0

159  contc[is.nan(contc)]<-0

160 mcontf<—max(contf)/2

161 mcontc<—max(contc)/2

162 s<—function (i ,M,colores){segments(M[,1,i],M[,2,i],M[,1,i+1] ,M[,2,i+1
],col=colores)}

163  windows (width=14 ,height=7)

164 layout(matrix(1:2,nrow=1))

165 layout.show(2)

166 e<—round ((100xd"2/sum(d”"2))[dim],3)

167  plot(M1[,1] ,M1[,2],type="n" ,xlim=c(min(0,lim1[,1]) ,max(0,lim1[,1])),
ylim=c(min(0,lim1[,2]) ,max(0,lim1[,2])),

168 xlab=paste (" Axis 7 ,dim[1],” (”7,e[1],”%)" ,sep="") ,ylab=paste (" Axis

",dim[2],” (7,e[2],” %)" ,sep=""))

169 text(Mi[,1],M1[,2],names1,cex=0.8 ,col=colorest)
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170  box(lwd=2)

171 abline (h=0,lwd=2)

172 abline (v=0,Ilwd=2)

173 if (! cotucker)

174 {

175 if (1is.null (M3)){arrows(Mi[,1],MI[,2],M3[,1],M3[,2],col=colorest,
angle=10,length=0.1)}

176} else {

177 if (lis.null(M3))

178 {

179 cuall<—cbind (M1[,1],M3[,1])

180 cual2<—cbind (M1[,2],M3[,2])

181 cual <—(apply (cuali,1,function(v){return(abs(v[1]-v[2])>1e-15)})) |

182 (apply(cual2,1,function(v){return(abs(v[1]-v[2])>1e-15)}))

183 if (sum(cual)!=0){arrows (Mi[cual,1],Ml[cual,2] ,M3[cual,1],M3[cual,?2
],col=coloresi[cual],angle=10,length=0.1)}

184 }

185 }

186 if (lis.null(M4)){lapply (1:(dim(M4)[3]-1),s,M=M4 colores=colores1)}

187 if (lis.null (M6))

188  {

189 Icolores1<—colores1[!apply (M6==0,1,all)]

190 IM6<-M6[! apply (M6==0,1, all) ,]

191 arrows (0,0,IM6[,1],IM6[,2],col=Icolores1,angle=10,length=0.1)

192}

193 plot(M2[,1],M2[,2],type="n",xlim=c(min(0,lim2[,1]) ,max(0,lim2[,1])),
ylim=c(min(0,lim2[,2]) ,max(0,lim2[,2])),

194 xlab=paste (”Axis 7 ,dim[1],” (7,e[1],”%)" ,sep="") ,ylab=paste (" Axis

7,dim[2],” (7,e[2],” %) ,sep=""))
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195  text(M2[,1],M2[,2],names2,cex=0.8 ,col=colores2)

196  box(lwd=2)

197  abline (h=0,Ilwd=2)

198  abline (v=0,Ilwd=2)

199 Icolores2<—colores2[!apply (M2==0,1,all)]

200 if (!cotucker){IM2<-M2[!apply (M2==0,1,all),]} else {IM2<M2[!apply (
abs(M2)<1e-15,1,all) ,]}

201 arrows(0,0,IM2[,1],IM2[,2],col=Ilcolores2,angle=10,length=0.1)

202 if (lis.null(M5)){lapply(1:(dim(M5)[3]-1),s,M=M5,colores=colores2)}

208 h<—function (m){return (abs(c(min(0,m[,1]) ,max(0,m[,1]) ,min(0,m[,2]),
max(0,m[,2]))))}

204 k<=h(lim1)/h(lim2)

205 k<—min(k[k!=0])

206 windows ()

207 plot(MI[,1],MI[,2],type="n" ,xlim=c(min(0,lim1[,1],k«lim2[,1]) ,max(0,
lim1[,1],kxlim2[,1])),

208 ylim=c(min(0,lim1[,2],k«lim2[,2]) ,max(0,lim1[,2],kxlim2[,2])),

209 xlab=paste (" Axis ”,dim[1],” (7,e[1],7%)" ,sep=""),ylab=paste(”Axis

7,dim[2],” (7,e[2],” %) ,sep=""))

210 lcoloresi<—colores1[contf>=mcontf]

211 Inamesi<—namesi[contf>=mcontf]

212 IMi<—matrix (M1 [contf >=mcontf,], ncol=2)

213 box(lwd=2)

214  abline (h=0,lwd=2)

215 abline (v=0,lwd=2)

216 title (main=paste (”Elementos con mayor contribucion.\ nVariables
multiplicadas por una constante (”,round(k,3),

217 ")\ npara que sean representables conjuntamente.” ,sep=""),

cex.main=0.75,font.main=1)
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{

}

}
i

{

}

f (!cotucker)

if (lis.null(M3))
{

IM3<—matrix (M3[ contf>=mcontf,], ncol=2)

arrows (IM1[,1],IM1[,2],IM3[,1],IM3[,2],col=Icoloresi1,angle=10,

length=0.1)

}

else {

if (lis.null(M3))
{

IM3<—matrix (M3[ contf >=mcontf,], ncol=2)

cuali<—cbind (IM1[,1],IM3[,1])

cual2<—cbind (IM1[,2],IM3[,2])

cual <—(apply (cual1,1,function(v){return(abs(v[1]-v[2])>1e-15)})) |

(apply (cual2,1,function(v){return(abs(v[1]-v[2])>1e-15)}))

if (sum(cual)!=0)

{

arrows (IM1[cual ,1],IM1[cual ,2],IM3[cual ,1],IM3[cual ,2], col=

Icolores1[cual],angle=10,length=0.1)

¥
}

f(lis.null (M4))

IM4<—array (M4[ contf>=mcontf, ,],dim=c(length(lcolores1),2,dim(M4)[3

1))
lapply (1:(dim(IM4)[3]-1) ,s,M=IM4 ,colores=Icolores1)
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244 if (Vis.null(M6))

245 {
246 IM6<—matrix (IM6[ contf >=mcontf,] , ncol=2)
247 Icoloresi<—Icoloresi[lapply (IM6==0,1,all)]

248 IM6<—matrix (IM6[!apply (IM6==0,1,all) ,],ncol=2)

249 arrows (0,0,IM6[,1],IM6[,2],col=Icolores1,angle=10,length=0.1)

250 }

251 Icolores2<—colores2[contc>=mcontc]

252  Inames2<—names2[contc>=mcontc]

253 IM2<—matrix (M2[ contc>=mcontc,], ncol=2)

254 lcolores2<—Icolores2[!apply (IM2==0,1,all)]

255 Inames2<-lnames2[!apply (IM2==0,1,all)]

256 IM2<—matrix (IM2[!apply (IM2==0,1,all) ,],ncol=2)

257  text(kxIM2[,1],kxIM2[,2],Inames2,cex=0.8 ,col=Icolores?2)

258 arrows(0,0,k«xIM2[,1],k«IM2[,2],col=Icolores2,angle=10,length=0.1)
259 if (lis.null (M5))

260 {

261 IM5<—array (M5[ contc>=mcontc, ,] ,dim=c(length(lcolores2),2,dim(M5)[3

1))
262 lapply (1:(dim(IM5)[3]-1) ,s,M=kxIM5,colores=Icolores?2)

263 }
264 if(is.null(M6))
265 {

266 points (IM1[,1],IM1[,2],pch=19,col=Icolores1,cex=0.75)

267 identify (IM1[,1],IM1[,2],Inames1,cex=0.8 ,tolerance=3)

268 }else{text(IM1[,1],IM1[,2],Inames1,cex=0.8 ,col=Icolores1)}
269 }

270

271 tensorial <—function (X, dimension ,U)
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272 {

273 m-matrix(c(1,2,3,2,1,3,3,2,1),nrow=3,byrow=TRUE)

274  X<—aperm (X,m[dimension ,])

275 return (aperm(array (apply (X,2:3,function (v,b){return(t(b) %x*% v)},b=
U) ,dim=c(dim(U) [2],dim(X)[2:3])),

276 m[dimension ,]))

277 }

278

279 desplegar<—function (X, dimension)

280

281 mk-matrix(c(1,2,3,2,1,3,3,1,2) ,nrow=3)

282 return(matrix (aperm(X,m[,dimension]) ,nrow=dim (X) [dimension]))

283 }

284

285 results <—function (X, title ,names=NULL, axis=FALSE, first=FALSE)

286 {

287 if (!is.null(names))

288

289 X<—t (X)

290 colnames (X)<—names

291 X<—t (X)
292}
293 if (! first){write(paste(”\n”,paste(rep(”"-",100),collapse=""),"\n",sep

=""),file="results.txt”,append=TRUE) }

294 write (paste(”\n”,paste(rep(” ”,20),collapse=""),title ,”\n”,sep=""),
file="results.txt” ,append=!first)

295 if (axis){write (paste(”Axis”,paste(1:(dim(X)[2]),collapse="\1") ,sep="
\t”),file="results . txt”,,append=TRUE) }
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write .table (X, file="results . txt” ,append=TRUE, sep="\t",col.names=
FALSE)

¥

# funcion auxiliar para realizar el TUCKER3 fijado el numero de

componentes para cada dimension

every<—function(p,q,r,T,iter ,tol ,mas=FALSE)

{

# calcula los vectores singulares por la izquierda de los
desplegamientos del tensor a lo largo de cada una

# de las dimensiones

Al<—(svd(desplegar(T,1) ,nu=p,nv=0))$u

A2<-A1

B1<—(svd(desplegar(T,2) ,nu=q,nv=0))$u

B2<-B1

Cl<—(svd(desplegar(T,3) ,nu=r,nv=0))$u

C2<-C1

# calcula el tensor core

Gl<—tensorial (tensorial (tensorial (T,1,A1),2,B1),3,C1)

G2<-G1

# paso de iteracion:

i<—function (1)

130
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seguir<—I[[14]]
rep<—1[[15]]
iter <~ [[16]]

if ((seguir)&&(rep<iter))

{

T<—I[[1]]
p<—I[[2]]
a<-I[[3]]
r<—1[[4]]
Al<—1[[5]]
Bl<—I[[6]]
Cl<—I[[7]]
Gl<—I[[8]]
A2<—1[[9]]
B2<—I[[10]]
Co<—I[[11]]
Ge<—I[[12]]
tol <=1 [[13]]

# calcula la matriz optima fijando los vectores para las

dimensiones dos y tres

A<—(svd(desplegar(tensorial (tensorial (T,2,B1),3,C1),1) ,nu=p,nv=0))
$u

# calcula la matriz optima fijando los vectores para las

dimensiones uno y tres
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348 B<—(svd(desplegar(tensorial (tensorial (T,1,A),3,C1),2) ,nu=q,nv=0))$

u

349

350 # calcula la matriz optima fijando los vectores para las
dimensiones uno y dos

351

352 C<—(svd(desplegar(tensorial(tensorial (T,1,A),2,B),3) ,nu=r,nv=0))$u
353

354 # calcula el tensor core

355

356 G<—tensorial(tensorial(tensorial (T,1,A),2,B),3,C)

357
358 # calcula la norma de los vectores diferencias entre una iteracion
y las dos anteriores

359

360 normA1<—sum ((A-A1)"2)

361 normA2<-sum ((A-A2) "2)

362 normB1<—sum ((B-B1) "2)

363 normB2<—sum ((B-B2) "2)

364 normC1<—sum ((C-C1) "2)

365 normC2<—sum ((C-C2) "2)

366 normG1<-sum ((G-G1) "2)

367 normG2<-sum ((G-G2) "2)

368

369 # si los pares de normas anteriores son menores que la tolerancia
definida desde un principio se detienen las iteraciones

370

371 if (((normAi<=tol) ||(normA2<=tol))&&((normBi<=tol) ||(normB2<=tol))

&&((normCi<=tol) || (normC2<=tol))&&
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((normGi<=tol) || (normG2<=tol)))

{
seguir <—FALSE

}

rep<-rep+1

return(list(T,p,q,r,A,B,C,G,A1,B1,C1,G1,tol ,seguir,rep,iter))
} else {return(l)}

}
| <—Reduce(function (i ,...){return(i (...))},rep.int(list(i),iter),
list(T,p,q,r,Al1,B1,C1,G1,A2,B2,C2,G2,tol ,TRUE,O0,iter),right=
TRUE)

p<=I[[2]]

a<-1[[3]]

r<—I1[[4]]

A<-I[[5]]

B<—I1[[61]]

C<—I[[7]]

G<—I[[8]]

rep<—1[[15]]

# calcula el error: la suma de los cuadrados de las diferencias

entre los tensores original y aproximacion

E<—sum((T-tensorial (tensorial(tensorial (G,1,t(A)),2,t(B)),3,t(C)))"2
)

# finalmente, la funcion devuelve la suma de las componentes, el
error, el ajuste en forma de porcentaje y

# el numero de iteraciones llevadas a cabo
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397 # cuando se haya elegido la combinacion de componentes devuelve las
matrices A,B,C y el tensor core

398

399 if (!mas){return(c(p+q+r,E,100—((100«E)/(sum(T"2))) ,rep))}else{return
(list(A,B,C,G))}

400 }

401

402 # funcion para crear los graficos para el Tucker3, divididos en tres
para representar cada una de las tres dimensiones,

403 # incluso si en alguna se ha retenido solo una componente

404

405 plotmt<—function (dim1,dim2,dim3,sos ,M1 ,M2 ,M3,lim1,lim2,lim3,names1,
names?2 ,names3,colores1,colores?2,

406 titles=FALSE)

407 {

408 sos<-round(sos,3)

409 windows (width=14,height=4.666)

410 layout(matrix (1:3,nrow=1))

411 layout.show(3)

412 if (dim1[2]!=1)

413 {

414 plot(Mi[,1],M1[,2],type="n",xlim=c(min(0,lim1[,1]) ,max(0,lim1[,1]))

415 ylim=c(min(0,lim1[,2]) ,max(0,lim1[,2])),
416 xlab=paste ("Component 7 ,dim1[1],” (”7,sos[dim1[1],1],”7%)” ,sep="")
417 ylab=paste ("Component ”,dim1[2],” (”,sos[dim1[2],1],” %)”",sep="")

)

418 text(M1[,1],M1[,2],names1,cex=0.8 ,col=colorest)
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}

}

abline (v=0,lwd=2)
else {
plot(1:(dim(M1)[1]) MI[,1],type="n",xlim=c(0,dim(M1)[1]+1),
ylim=c(min(0O,M1[,1]) ,max(0,M1[,1])),xlab="" ylab=paste (”
Component 1 (7,sos[1,1],”%)” ,sep=""))
text(1:(dim(M1)[1]) ,M1[,1],names1,cex=0.8 ,col=colores1)

box (lwd=2)
abline (h=0,lwd=2)

{

}

}

f(titles){title (main="Elementos con mayor contribucion.”,cex.main=0
.75,font.main=1)}
f (dim2[2]!=1)

plot(M2[,1],M2[,2],type="n",xlim=c(min(0,lim2[,1]) ,max(0,lim2[,1]))
ylim=c(min(0,lim2[,2]) ,max(0,lim2[,2])),
xlab=paste ("Component 7 ,dim2[1],” (”,sos[dim2[1],2],” %) ,sep="")
ylab=paste (”Component 7 ,dim2[2],” (”,sos[dim2[2],2],” %)" ,sep="")
)
text(M2[,1],M2[,2] ,names2,cex=0.8 ,col=colores?2)
abline (v=0,lwd=2)
arrows (0,0, ,M2[,1],M2[,2],col=colores2,angle=10,length=0.1)
else {
plot(1:(dim(M2)[1]) M2[,1],type="n",xlim=c(0,dim(M2)[1]+1),
ylim=c(min(0,M2[,1]) ,max(0,M2[,1])),xlab="",ylab=paste(”
Component 1 (”,sos[1,2],”%)” ,sep=""))
text(1:(dim(M2)[1]) ,M2[,1],names2,cex=0.8 ,col=colores?2)
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box (lwd=2)

abline (h=0,lwd=2)

if (titles){title (main="Elementos con mayor contribucion.”,cex.main=0
.75,font.main=1)}

if (dim3[2]!=1)

{

plot(M3[,1],M3[,2],type="n",xlim=c(min(0,lim3[,1]) ,max(0,lim3[,1]))
ylim=c(min(0,lim3[,2]) ,max(0,lim3[,2])),
xlab=paste (”Component 7 ,dim3[1],” (”,sos[dim3[1],3],” %)" ,sep="")
ylab=paste ("Component ”,dim3[2],” (”,sos[dim3[2],3],” %)” ,sep="")

)

text (M3[,1],M3[,2],names3,cex=0.8)

abline (v=0,lwd=2)

arrows (0,0,M3[,1],M3[,2],angle=10,length=0.1)

} else {

plot(1:(dim(M3)[1]) ,M3[,1],type="n",xlim=c(0,dim(M3)[1]+1),ylim=c(
min (0 ,M3[,1]) ,max(0,M3[,1])),
xlab="",ylab=paste (”Component 1 (”,sos[1,3],” %)" ,sep=""))

text(1:(dim(M3)[1]) ,M3[,1],names3,cex=0.8)

}

box (lwd=2)

abline (h=0,Ilwd=2)

if (titles){title (main="Elementos con mayor contribucion.”,cex.main=0

.75,font.main=1)}
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6.1.2. Programa para realizar un PCA

PCA<—function (X,dimX=NULL,dimY=NULL, coloresf=NULL, coloresc=NULL,norm=
FALSE, contr=FALSE)

{
# lee la matriz de datos con las etiquetas de las filas y las
columnas (si no estan incluidas, se nombran por
# defecto) y suprime las filas que tengan datos faltantes
| <—read (X)
X<=I[[1]]
filas <=I[[2]]
columnas<—I [[3]]
namesf<—I [[5]]
namesc<-1[[6]]
# lee las etiquetas de los colores para las filas y columnas y
comprueba que hay tantas como filas y columnas
# (si no se dan, se asignan por defecto de color negro)
| <—colores (filas ,columnas, coloresf,coloresc ,FALSE)
coloresf<—I[[1]]
coloresc<—I[[2]]
conf<—I[[3]]
# centra la matriz de datos por columnas y si se introdujo TRUE en

normalizacion, normaliza por columnas
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{

f (!conf)

X<—preproc (X, norm)

# crea la matriz con los pesos uniformes para las filas y su raiz

cuadrada

| <—pesos(rep(1,filas))
Dn<—1[[1]]
Dn2<—1[[2]]

# extrae los vectores singulares por la izquierda y la derecha y

los valores singulares segun el metodo explicado

c<—svd (Dn2 % % X)
d<—c$d
u<—c$u

v<—c$v

# calcula las coordenadas para las filas y las columnas mediante el

diagrama de dualidad

F<—X Y%*x% v %x*x% diag(1/sqrt(diag(t(v) %x% v)))
C<—t(X) %*% Dn %x% (solve(Dn2) %% u %x% diag(1/sqrt(diag(t(u)
Y%ox% U))))

# si se ha elegido, calcula las contribuciones para las filas y las

columnas
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if (contr)
{
contributions (F,namesf,”las filas” ,TRUE)

contributions (C,namesc, "las columnas”)

}

# si no se ha elegido representar los ejes, representa los valores

singulares en un diagrama de sedimentacion

if ((is.null(dimX))||(is.null(dimY)))

{

windows ()

layout (matrix(c(1,1,2,1),ncol=2) ,widths=c(4.375,2.625) ,heights=c(3
5,3.5))

layout.show(2)

screeplot(d)

# representa un esquema con la forma de la matriz de datos

plot(0,0,type="n" ,xlab="",ylab="" xlim=c(-1.5,1.25) ,ylim=c(-1.25,1
5),bty="n",xaxt="n" ,yaxt="n")

rect(-1,-1,1,1)

text(0,0,”X")

text(-1.25,0,filas)

text(0,1.25,columnas)

# si se ha elegido representar los ejes, comprueba que los ejes a

representar en los graficos sean correctos
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} else {

if (compr(dimX,dimY,d))

{

dimension<—c (dimX,dimY)
Fd<-F[,dimension]
Cd<—C[,dimension]

# representa el grafico para las filas en la izquierda con las
etiquetas de colores
# representa las columnas en la derecha con las etiquetas y

vectores desde el origen de colores

plotm (dim=dimension ,d=d ,M1=Fd,M2=Cd, lim1=Fd, lim2=Cd, names1=namesf
,hames2=namesc, coloresi=coloresf,
colores2=coloresc,contf=contributions2(F,dimension) ,contc=

contributions2(C,dimension))
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6.1.3. Programa para realizar un BGA

BGA<—function (X, gruposf ,dimX=NULL,dimY=NULL, coloresf=NULL, coloresc=
NULL, norm=FALSE, contr=FALSE)

# lee la matriz de datos con las etiquetas de las filas y las

columnas (si no estan incluidas, se nombran por

# defecto) y suprime las filas que tengan datos faltantes

| <—read (X)
X<=I[[1]]

filas <=I[[2]]
columnas<—I[[3]]
namesf<—I [[5]]

namesc<-1[[6]]

# lee los grupos para las filas y las etiquetas (mas de uno)

namesg<-unique (gruposf)
conf<-FALSE
if (length (namesg)<2)
{
conf<-TRUE
print(”te has confundido,

que ser mayor que uno”)

el numero de grupos para las filas tiene
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24 # lee las etiquetas de los colores para las filas y columnas y
comprueba que hay tantas como filas y columnas

25 # (si no se dan, se asignan por defecto de color negro)

26

27 if (!conf)

28 |

29 | <—colores(filas ,columnas, coloresf,coloresc,conf)

30 coloresf<—I[[1]]

31 coloresc<—I[[2]]

32 conf<—I[[3]]

3 }

34

35 # centra la matriz de datos por columnas y si se introdujo TRUE en
normalizacion, normaliza por columnas

36

37 if (!conf)

38

39 X<—preproc (X, norm)

40

41 # crea la matriz con los pesos para las filas segun los tamanos de
los grupos y su raiz cuadrada

42

43 | <—pesos(unlist(lapply(1:(length(namesg)) ,function(x,g,n){return(

sum(g==n[x])) },g=gruposf,n=namesg)))
44 Dg<—I[[1]]
45 Dg2<-1[[2]]
46
47 # calcula la matriz con las medias para los grupos

48
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XB<—matrix (unlist (lapply (1:length (namesg) ,function (x,X1,g1,n){
return (apply (X1[g1==n[x],],2,mean)) } ,X1=X,

gl=gruposf,n=namesg) ) ,ncol=columnas, byrow=TRUE)

# centra la matriz de las medias por columnas y si se introdujo
TRUE en normalizacion normaliza la matriz de medias

# por columnas

XB<—preproc (XB, norm)

# extrae los vectores singulares por la izquierda y la derecha y

los valores singulares segun el metodo explicado

c<—svd (Dg2 %x*% XB)

d<—c$d

u<—c$u

v<—c$v

Vr<—v %x% diag(1/sqrt(diag(t(v) %x% v)))

# calcula las coordenadas para los grupos, las filas y las columnas

mediante el diagrama de dualidad

FB<—XB %% % Vr

F<X %*% Vr

C<—t (XB) %*% Dg %+*% solve (Dg2) %% u %x% diag(1/sqrt(diag(t(u)
%x % U)))

# si se ha elegido, calcula las contribuciones para los grupos, las

filas y las columnas
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if (contr)

{

144

contributions (FB,namesg, "los grupos” ,TRUE)

contributions (F,namesf,

"las filas”)

contributions (C,namesc, "las columnas”)

}

# si no se ha elegido representar los ejes, representa los valores

singulares en un diagrama de sedimentacion

if ((is.null(dimX))||(is.null(dimY)))

{

windows ()

layout (matrix(c(1,1,2,1),ncol=2) ,widths=c(4.375,2.625) ,heights=c(3

5,3.5))
layout.show(2)

screeplot(d)

# representa un esquema

plot(0,0,type="n",xlab="
5),bty="n",xaxt="n"
rect(-1,-1,1,1)
rect(-1,-2,1,-1)
text(0,0,”X”)
text(0,-1.5,"XB")
text(—-1.25,0,filas)
text(0,1.25,columnas)

con la forma de las matrices de datos

"Lylab="" ,xlim=c(-1.5,1.25) ,ylim=c(-2.25,1

,yaxt="n")
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98 text(-1.25,-1.5 ,length (namesg))
99
100 # si se ha elegido representar los ejes, comprueba que los ejes a

representar en los graficos sean correctos
101

102 } else {

103 if (compr(dimX,dimY,d))

104 {

105 dimension<—c (dimX,dimY)

106 FBd<-FB[ ,dimension]

107 Fd<-F[,dimension]

108 Cd<-C[ ,dimension]

109 F2<-rbind (FBd, Fd)

110

111 # representa el grafico para los grupos en la izquierda con las
etiquetas

112 # representa las columnas en la derecha con las etiquetas y

vectores desde el origen segun los colores de los grupos

113 # a los que pertenecen
114
115 plotm (dim=dimension ,d=d ,M1=FBd ,M2=Cd, lim1=F2,lim2=Cd, names1=

namesg, names2=namesc,
116 coloresi=rep(”black”,length (namesg)),colores2=coloresc, contf=
contributions2(FB, dimension)
117 contc=contributions2(C, dimension))
118
119 # representa el grafico para las filas en la izquierda con las
etiquetas segun los colores de los grupos a los que

120 # pertenecen
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# representa las columnas en la derecha con las etiquetas y
vectores desde el origen segun los colores de los grupos

# a los que pertenecen

plotm (dim=dimension ,d=d ,M1=Fd ,M2=Cd, |lim1=F2, lim2=Cd, names1=namesf
,hames2=namesc, coloresi=coloresf ,
colores2=coloresc,contf=contributions2(F,dimension) ,contc=

contributions2(C,dimension))
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147

6.1.4. Programa para realizar un ColA

COIA<—function (X,Y,dimXx=NULL, dimYx=NULL, dimXy=NULL, dimYy=NULL, dimX=
NULL,dimY=NULL, coloresf=NULL, coloresc1=NULL,
coloresc2=NULL,norm=FALSE, contr=FALSE, cotucker=FALSE,

# lee las dos matrices de datos con las etiquetas de las filas y de

# incluidas , se nombran por defecto), suprime las filas que tengan

filas y de las columnas de las dos matrices

tcotucker=FALSE)
{
las columnas de ambas matrices (si no estan
datos faltantes y comprueba que las dos matrices
# tengan las mismas filas
| <—read (X,Y)
X<=I'[[1]]
filas <—I[[2]]
columnasi<—I[[3]]
namesf<—I[[5]]
namesci<—I[[6]]
Y<=I[[8]]
columnas2<—1[[9]]
namesc2<—| [[10]]
conf<—I[[11]]
# lee los colores de las
y comprueba que hay tantos como filas y como
# columnas (si no se dan,

se asignan por defecto en negro)
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if (!conf)
{

| <—colores(filas ,columnas1,coloresf, coloresc1,conf,columnas2,

coloresc?2)

coloresf<—I[[1]]

coloresci<—I[[2]]

coloresc2<—1[[3]]

conf<—I[[4]]

# centra las dos matrices de datos por columnas y si se introdujo

TRUE en normalizacion, normaliza por columnas

if (Iconf)
{
X<—preproc (X, norm)

Y<—preproc (Y,norm)

# crea la matriz con los pesos uniformes para las filas y su raiz

cuadrada

| <—pesos(rep(1,filas))
Dn<—I [[1]]
Dn2<—1[[2]]

# extrae los vectores singulares por la izquierda y la derecha y
los valores singulares para las dos matrices y para

# la coinercia segun el metodo explicado
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cX<=svd (Dn2 %% % X)
dx<—cX$d

ux<—cX$u

vX<—cX$v
cY<—svd(Dn2 %x% Y)
dy<—Y$d

uy<—cY$u

vy<—cY$v

c<—svd (t(Y) %*% Dn %% X)
d<—c$d

u<—c$u

v<—c$v

Ur<—u %% diag(1/sqrt(diag(t(u)
Vr<—v %x% diag(1/sqrt(diag(t(v)

# calcula las coordenadas para las

separado y para la coinercia mediante

# dualidad

FX<X %+ % vxX %x*x% diag(1/sqrt(diag(t(vx)
CX<=1(X) %+*% Dn %x*% solve (Dn2)

Ux) %x% ux)))

FY<-Y %% vy %x*x% diag(1/sqrt(diag(t(vy)
CY<-t (Y) %% % DN Y%x % Solve(Dn2)

) Y%x% uy)))
FXc<—X %*% Vr

CXc<=t (X) %x% Dn %x% Y Y%x% Ur

FYc<=Y %% Ur

CYc<—t(Y) %% Dn %+x% X %+*x% Vr

%% u)))
Yox Yo V)))

filas y las columnas por

los diagramas de

Yok Yo VX)))
%+ % (UX) %+% diag(1/sqrt(diag(t(
Yok Yo Vy) ))

%+ % Uy %x% diag(1/sqrt(diag(t(uy

149
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# si se ha elegido, calcula las contribuciones para las filas y las
columnas de ambas matrices por separado y para la

# coinercia

if (contr)
{
if (!cotucker)
{
contributions (FX,namesf, ”las filas segun la primera matriz” ,TRUE)
contributions (CX,namesc1,”las columnas de la primera matriz”)
contributions (FY,namesf, ”las filas segun la segunda matriz”)
contributions (CY,namesc2,”las columnas de la segunda matriz”)
}
if (cotucker ||!tcotucker){contributions (FXc,namesf,”las filas
segun la primera matriz en la co—inercia”,cotucker)}
if (cotucker ||tcotucker){contributions (CXc,namesc1,”las columnas
de la primera matriz en la co—inercia”,tcotucker)}
if (!cotucker ||!tcotucker){contributions (FYc,namesf,”las filas
segun la segunda matriz en la co—inercia”)}
if (!cotucker||tcotucker){contributions (CYc,namesc2,”las columnas

de la segunda matriz en la co—inercia”)}

# si no se ha elegido representar ninguno de los ejes, representa
los valores singulares en tres diagramas de

# sedimentacion
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96  if (((is.null(dimXx))||(is.null(dimYx)))&&((is.null (dimXy)) |](
null (dimYy)))&&((is . null (dimX)) ||

97 (is.null(dimY))))

98 {

99 if (!cotucker)

100 {

101 windows ()

102 layout (matrix(c(1,1,2,1),ncol=2),widths=c(4.375,2.625) ,heights=c(
3.5,3.5))

103 layout.show(2)

104 screeplot (dx)

105

106 # en cada uno de los diagramas representa un esquema con la forma

de las matrices de datos correspondientes

107

108 plot(0,0,type="n",xlab="",ylab="" xlim=c(-1.5,1.25) ,ylim=c(-1.25,
1 .5) ,bty="n"  xaxt="n" ,yaxt="n")

109 rect(-1,-1,1,1)

110 text (0,0,”X")

111 text(-1.25,0,filas)

112 text(0,1.25,columnasi)

113 windows ()

114 layout (matrix(c(1,1,2,1),ncol=2) ,widths=c(4.375,2.625) ,heights=c(
3.5,3.5))

115 layout.show(2)

116 screeplot (dy)

117 plot(0,0,type="n",xlab="",ylab="" xlim=c(-1.5,1.25) ,ylim=c(-1.25,

1.5),bty="n" ,xaxt="n",yaxt="n")
118 rect(-1,-1,1,1)
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text(0,0,7Y")
text(-1.25,0,filas)

text(0,1.25,columnas?2)

}

windows ()

layout (matrix(c(1,1,2,1),ncol=2) ,widths=c(35/9,28/9)

,3.5))
layout.show(2)

screeplot(d)

152

,heights=c (3.5

plot(0,0,type="n",xlab="",ylab="",xlim=c(-1.5,3.25) ,ylim=c(-4.25,1

(

5),bty="n" ,xaxt="n" ,yaxt="n")
rect(-1,-1,1,1)
rect(1,-1,3,1)
rect(0,-4,2,-2)
text(0,0,”X”)
text(2,0,”Y”)
text(1,-3,”Y’ Dn X")
text(—-1.25,0,filas)
text(0,1.25,columnast)
text(2,1.25,columnas2)
text(-0.25,-3,columnas?2)

(

text(1,-1.75,columnast)

# si se ha elegido representar los ejes para la primera matriz,

comprueba que los ejes a representar en los graficos

# sean correctos

if ('((is.null(dimXx)) ||[(is.null(dimYx))))
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145 {

146 if (compr(dimXx,dimYx,dx))

147 {

148 dimensionx <—c (dimXx,dimYx)

149 FXd<—FX[ ,dimensionx]

150 CXd<-CX[ ,dimensionx ]

151

152 # representa el grafico para las filas de la primera matriz en la
izquierda con las etiquetas segun los colores de

153 # los grupos a los que pertenecen

154 # representa las columnas de la primera matriz en la derecha con
las etiquetas y vectores desde el origen con su

155 # color

156

157 plotm (dim=dimensionx ,d=dx ,M1=FXd,M2=CXd, lim 1=FXd, lim2=CXd, namesi=
namesf,names2=namesci,coloresi=coloresf,

158 colores2=coloresc1,contf=contributions2(FX,dimensionx) ,contc=

contributions2(CX, dimensionx))

159 }

160 }

161}

162

163 # si se ha elegido representar los ejes para la segunda matriz,
comprueba que los ejes a representar en los graficos

164 # sean correctos

165

166 if (!((is.null(dimXy)) ||(is.null(dimYy))))

167 |

168 if (compr(dimXy,dimYy,dy))
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169 {

170 dimensiony <—c (dimXy ,dimYy)

171 FYd<-FY[,dimensiony]

172 CYd<—CY[,dimensiony]

173

174 # representa el grafico de las filas segun la segunda matriz en la
izquierda con las etiquetas segun los colores de

175 # los grupos a los que pertenecen

176 # representa las columnas de la segunda matriz en la derecha con
las etiquetas y vectores desde el origen con su

177 # color

178

179 plotm (dim=dimensiony ,d=dy ,M1=FYd,M2=CYd, lim 1=FYd, lim2=CYd, names1=
namesf,names2=namesc2, coloresi=coloresf ,

180 colores2=coloresc2,contf=contributions2(FY,dimensiony) ,contc=

contributions2(CY,dimensiony))

181 }

182}

183

184 # si se ha elegido representar los ejes para la coinercia, comprueba
que los ejes a representar en los graficos sean

185 # correctos

186

187 if (!((is.null(dimX))||(is.null(dimY))))
188  {

189 if (compr(dimX,dimY,d))

190 {

191 dimension<—c (dimX,dimY)

192 FXcd<—FXc[,dimension]
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193 CXcd<—CXc|[ ,dimension]
194 FYcd<-FYc[,dimension]
195 CYcd<-CYc|[,dimension]
196 F<—rbind (FXcd,FYcd)

197

198 # representa el grafico para la coinercia de las filas en la
izquierda con las etiquetas y vectores de la primera a

199 # la segunda matriz segun los colores de los grupos a los que
pertenecen

200 # representa las columnas de la primera matriz en la derecha con
las etiquetas y vectores desde el origen con su

201 # color

202

203 plotm (dim=dimension ,d=d ,M1=FXcd ,M2=CXcd,M3=FYcd, lim1=F, lim2=CXcd,

namesi=namesf,names2=namesci ,

204 colores1=coloresf,colores2=coloresc1,contf=contributions2(FXc,
dimension) ,

205 contc=contributions2(CXc,dimension) ,cotucker=cotucker)

206

207 # representa el grafico para la coinercia de las filas en la

izquierda con las etiquetas y vectores de la segunda a

208 # la primera matriz segun los colores de los grupos a los que
pertenecen
209 # representa las columnas de la segunda matriz en la derecha con

las etiquetas y vectores desde el origen con su
210 # color
211
212 plotm (dim=dimension ,d=d ,M1=FYcd ,M2=CYcd,M3=FXcd, lim1=F, lim2=CYcd,

namesi=namesf,names2=namesc?2,
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coloresi=coloresf,colores2=coloresc2,contf=contributions2(FYc,
dimension) ,

contc=contributions2(CYc,dimension) ,cotucker=cotucker)



4

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

CAPITULO 6. SOFTWARE 157

6.1.5. Programa para realizar un PTA

PTA<—function (X,dimX=NULL,dimY=NULL, coloresf=NULL, coloresc=NULL,norm=

FALSE, contr=FALSE)

{

# lee el cubo de datos con las etiquetas de las filas, las columnas
y las repeticiones (si no estan incluidas, se

# nombran por defecto) y suprime las filas que tengan datos
faltantes

| <—read (X)

X<=I'[[1]]

filas <=I[[2]]

columnas<—I[[3]]

repeticiones <—I[[4]]

namesf<—I| [[5]]

namesc<—I[[6]]

namesr<—I| [[7]]

conf<—I[[11]]

# lee las etiquetas de los colores para las filas y columnas y
comprueba que hay tantas como filas y columnas

# (si no se dan, se asignan por defecto de color negro)

if (!conf)

{

| <—colores(filas ,columnas, coloresf , coloresc,conf)
coloresf<—I[[1]]
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coloresc<—I[[2]]
conf<—I[[3]]

}

# centra el cubo de datos por columnas y si se introdujo TRUE en

normalizacion, normaliza por columnas

if (!conf)

{
X<—preproc (X,norm, TRUE)

# crea la matriz con los pesos uniformes para las filas y las

repeticiones y sus raices cuadradas

| <—pesos(rep(1,filas))
Dn<—I[[1]]

Dn2<—1[[2]]

| <—pesos(rep(1,repeticiones))
Dk<—1[[11]]

Dk2<—1[[2]]

# calcula la matriz de varianzas—covarianzas vectoriales

| <—as.matrix (expand. grid (1:repeticiones ,1:repeticiones))

158

Covv<—matrix (apply (1,1, function (v,X1,D){return (sum(diag (t(X1[,,v[1

11) %% D %% X1[,,v[2]])))},X1=X,D=Dn) ,

nrow=repeticiones ,ncol=repeticiones)
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# extrae los vectores propios segun el metodo explicado y calcula

las coordenadas para la interestructura

a<—(eigen(Covv %x% Dk,symmetric=TRUE))$vectors

Vi<—solve (Dk2) %x% (a[,1:2]) %x% diag(1/sqrt(diag(t(a[,1:2]) %x%
(a[,1:2]))))

VI[,1]<-abs(VI[,1])

| <—Cowv %x% Dk %x% VI

# calcula la matriz compromiso

Xc<—apply (X,1:2,function (v,v2){return (sum(vxv2))},v2=VI[,1]/sum(VI
[,11))

# extrae los vectores singulares por la izquierda y la derecha y

los valores singulares segun el metodo explicado

c<—svd (Dn2 %x*% Xc)

d<—c$d

u<—c$u

v<—c$v

Ur<—(solve (Dn2)) %*% u %x*% diag(1/sqrt(diag(t(u) %*x% u)))
Vr<—v %% diag(1/sqrt(diag(t(v) %% v)))

# calcula las coordenadas para las filas y las columnas de la
matriz compromiso y de las trayectorias mediante el

# diagrama de dualidad

Fc<—Xc %*x% Vr
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73 Cc<—t (Xc) %*% Dn %x% Ur

74 Ft<—array (apply (X,3,function (mm2) {return (m %x% m2) } ,m2=Vr) ,dim=c(
filas ,columnas, repeticiones))

75 Ct<—array (apply (X,3,function (m,m2) {return (t(m) %x% m2)} m2=Dn %%
Ur) ,dim=c(columnas,columnas, repeticiones))

76 F<—matrix (aperm(Ft,c(2,1,3)) ,nrow=filasxrepeticiones ,ncol=columnas,
byrow=TRUE)

77 C<—matrix (aperm(Ct,c(2,1,3)) ,nrow=columnasxrepeticiones ,ncol=
columnas , byrow=TRUE)

78

79 # si se ha elegido, calcula las contribuciones para las filas y las
columnas de la matriz compromiso y de las

80 # trayectorias

81

82 if (contr)

83 {

84 contributions (Fc,namesf, ”las filas en el compromiso”,TRUE)

85 contributions (Cc,namesc, "las columnas en el compromiso”)

86 contributions (F,rep(namesf, repeticiones) ,”las filas en todas las
repeticiones”)

87 contributions (C,rep(namesc, repeticiones),”las columnas en todas
las repeticiones”)

88 }

89

90 # si no se ha elegido representar los ejes, representa los valores
singulares en un diagrama de sedimentacion

91

92 if ((is.null(dimX))||(is.null(dimY)))

93 {
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windows ()

layout (matrix(c(1,1,2,1)
(45,25))

layout.show(2)

screeplot(d)

,ncol=2) ,widths=c(31.5/9,24.5/9)

# representa un esquema con la forma del cubo de datos

161

,heights=c

plot(0,0,type="n",xlab="",ylab="" xlim=c(-1.5,2.25) ,ylim=c(-4.25,2

rect(-1,-1,1,1)
rect(-1,-4,1,-2)
segments(—-1,1,0,2)

segments(0,2,2,2)

(=

(
segments(2,2,2,0)
segments(2,0,1,-1)
segments(1,1,2,2)

0,"X")
3,"Xc”)

1.25,0,filas)

text
text

text

text

text

(0

(0

(=
text(0,1.25,columnas)

(=

(-1.25,-3,filas)

(0

text(0,-1.75,columnas)

# si se ha elegido representar los ejes,

.25),bty="n",xaxt="n"
1

,yaxt="n")

-0.75,1.75,repeticiones , srt=45)

representar en los graficos sean correctos

} else {

comprueba que los ejes a
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120 if (compr(dimX,dimY,d))
121 {

122 dimension<—c (dimX,dimY)
123 Fcd<—Fc[,dimension]

124 Ccd<—Cc[ ,dimension]

125 Ftd<—Ft[,dimension ,]
126 Ctd<-Ct[,dimension ,]
127 Fd<-F[,dimension]

128 Cd<-CJ[,dimension]

129 F2<-rbind (Fcd, Fd)

130 C2<-rbind (Ccd,Cd)

131

132 # representa el grafico de la interestructura con las etiquetas

para las repeticiones y vectores desde el origen

133

134 windows ()

135 plot(I[,1],1[,2],type="n",xlim=c(min(0,I[,1]) ,max(0,I[,1])),ylim=
c(min(0,I1[,2]) ,max(0,I1[,2])),

136 xlab="" ylab="")

137 text(I[,1],1[,2],namesr,cex=0.8 ,pos=2)

138 box (lwd=2)

139 abline (h=0,lwd=2)

140 abline (v=0,lwd=2)

141 arrows(0,0,1[,1],1[,2],angle=10,length=0.1)

142

143 # representa el grafico para las filas del compromiso en la

izquierda con las etiquetas segun los colores de los

144 # grupos a los que pertenecen
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145 # representa las columnas del compromiso en la derecha con las

etiguetas y vectores desde el origen segun los colores

146 # de los grupos a los que pertenecen
147
148 plotm (dim=dimension ,d=d ,M1=Fcd ,M2=Ccd, lim1=F2,lim2=C2 ,namesi=

namesf,names2=namesc, colores1=coloresf
149 colores2=coloresc,contf=contributions2(Fc,dimension) ,contc=

contributions2(Cc, dimension))

150

151 # representa el grafico para las trayectorias de las filas en la
izquierda con las etiquetas y segmentos segun los

152 # colores de los grupos a los que pertenecen

153 # representa las trayectorias de las columnas en la derecha con
las etiquetas, segmentos y vectores desde el origen

154 # segun los colores de los grupos a los que pertenecen

155

156 plotm (dim=dimension ,d=d ,Mi=Ftd[,,1] ,M2=Ctd[,,1] ,M4=Ftd ,M5=Ctd, lim
1=F2,1im2=C2 ,namesi=namesf,

157 names2=namesc, colores1=coloresf ,colores2=coloresc , contf=

contributions2(Ft[,,1],dimension),

158 contc=contributions2(Ct[,,1],dimension))

159 }

160 }

161}

162 }
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6.1.6. Programa para realizar un BGCOIA

—_

BGCOIA<—function (X,Y,dimXx=NULL, dimYx=NULL, dimXy=NULL,dimYy=NULL,dimX
=NULL,dimY=NULL, coloresf=NULL, coloresc1=NULL,

2 coloresc2=NULL,norm=FALSE, contr=FALSE)

3 {

4

5 # lee los dos cubos de datos con las etiquetas de las filas, las
columnas y las repeticiones (si no estan incluidas,

6 # se nombran por defecto), comprueba que los dos cubos tengan las
mismas filas y repeticiones y suprime las filas que

7 # tengan datos faltantes

8

9 l<—read(X,Y)

10 X<=I[[1]]

11 filas <—1[[2]]

12 columnasi<—1[[3]]

13 repeticiones<—I[[4]]

14 namesf<—I [[5]]

15 namesci<—| [[6]]

16 namesr<—I| [[7]]

17 Y<=I[[8]]

18 columnas2<-1[[9]]

19 namesc2<—I| [[10]]

20 conf<—I[[11]]

21

22 # lee los colores de las filas y de las columnas de los dos cubos y
comprueba que hay tantos como filas y como

23 # columnas (si no se dan, se asignan por defecto en negro)
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{

f (!conf)

| <—colores(filas ,columnas1,coloresf,coloresci,conf,columnas2,
coloresc?2)

coloresf<—I[[1]]

coloresci<—=1[[2]]

coloresc2<-1[[3]]

conf<—I[[4]]

# centra los cubo de datos por columnas y si se introdujo TRUE en

{

normalizacion, normaliza por columnas

f (!conf)

X<—preproc (X, norm,TRUE)
Y<—preproc (Y,norm,TRUE)

# crea la matriz con los pesos uniformes para las repeticiones y su

raiz cuadrada

| <—pesos(rep(1,repeticiones))
Dg<—I[[1]]
Dg2<-1[[2]]

# calcula las matrices con las medias por repeticiones de ambos

cubos
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166

XB<—matrix (unlist (lapply (1:repeticiones , function (x,X1){return (apply

(X1[,,x],2,mean)) } ,X1=X)) ,ncol=columnas1i,
byrow=TRUE)

YB<—matrix (unlist (lapply (1:repeticiones ,function (x,X1){return (apply

(X1[,,x],2,mean)) } ,X1=Y)) ,ncol=columnas2,
byrow=TRUE)

# centra las matrices de las medias por columnas y si se introdujo

TRUE en normalizacion normaliza

# medias por columnas

XB<—preproc (XB, norm)

YB<—preproc (YB, norm)

las matrices de

# extrae los vectores singulares por la izquierda y la derecha y

los valores singulares para las dos matrices y para

# la coinercia segun el metodo explicado

cX<—svd (Dg2 %% XB)

dx<—cX$d
ux<—cX$u

vX<—cX$v

cY<—svd(Dg2 %= % YB)

dy<—Y$d
uy<—cY$u
vy<—Y$v
c<—svd(t(YB)
d<—c$d

u<—c$u

%Y%ox Yo Dg Y%o* Yo XB)
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v<—c$v
Ur<—u %% diag(1/sqrt(diag(t(u) %x% u)))
Vr<—v %x% diag(1/sqrt(diag(t(v) %*x% v)))

# calcula las coordenadas para las filas, las columnas y las
repeticiones para las matrices de las medias, para la

# coinercia y para las trayectorias mediante el diagrama de
dualidad

FXB<—XB %% VX %x*% diag(1/sqrt(diag(t(vx) %x% vx)))

CXB<—t (XB) %*% Dg %*% solve (Dg2) %x*% ux %% diag(1/sqrt(diag(t/(
Ux) %x% ux)))

FYB<—YB %x% vy %x*% diag(1/sqrt(diag(t(vy) %x% vy)))

CYB<—t (YB) %% % Dg %*% solve (Dg2) %x*% uy %% diag(1/sqrt(diag(t/(
uy) %% uy)))

FXBc<—XB %% % Vr

CXBc<—t (XB) %x% Dg %% YB %x% Ur

FYBc<—YB %x% Ur

CYBc<—t (YB) %% % Dg %% XB %x% Vr

FX<—array (apply (X,3, function (m,m2) {return (m %x% m2) } ,m2=Vr) ,dim=c(
filas ,columnas2,repeticiones))

FY<—array (apply (Y,3,function (m,m2) {return (m %x% m2) } ,m2=Ur) ,dim=c(
filas ,columnas2,repeticiones))

PFX<—matrix (aperm (FX,c(2,1,3)) ,nrow=filas «repeticiones ,ncol=
columnas2 ,byrow=TRUE)

PFY<—matrix (aperm(FY,c(2,1,3)) ,nrow=filas xrepeticiones ,ncol=

columnas2,byrow=TRUE)
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94 # si se ha elegido, calcula las contribuciones para las filas, las
columnas y las repeticiones para las matrices

95 # de las medias, para la coinercia y para las trayectorias

96

97 if (contr)

98 {

99 contributions (FXB,namesr,”las repeticiones segun el primer cubo”,
TRUE)

100 contributions (CXB,namesc1,”las columnas del primer cubo”)

101 contributions (FYB,namesr,”las repeticiones segun el segundo cubo”)

102 contributions (CYB,namesc2,”las columnas del segundo cubo”)

103 contributions (FXBc,namesr, ”las repeticiones segun primer cubo en
la co—inercia”)

104 contributions (CXBc,namesci1,”las columnas del primer cubo en la co-—
inercia”)

105 contributions (FYBc,namesr, "las repeticiones segun el segundo cubo
en la co—inercia”)

106 contributions (CYBc,namesc2,”las columnas del segundo cubo en la co
—inercia”)

107 contributions (PFX, rep (namesf, repeticiones) ,”las filas segun el
primer cubo en todas las repeticiones”)

108 contributions (PFY, rep (namesf, repeticiones),”las filas segun el
segundo cubo en todas las repeticiones”)

109 }

110

111 # si no se ha elegido representar ninguno de los ejes, representa

los valores singulares en tres diagramas de
112 # sedimentacion

113
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114 if (((is.null(dimXx)) || (is.null (dimYx)))&&((is.null (dimXy)) || (
null (dimYy)))&&((is . null (dimX)) ||

115 (is.null(dimY))))

116 {

117 windows ()

118 layout (matrix(c(1,1,2,1),ncol=2) ,widths=c(3.9375,3.0625) ,heights=c
(3.5,3.5))

119 layout.show(2)

120 screeplot (dx)

121

122 # en cada uno de los diagramas representa un esquema con la forma

de los cubos de datos correspondientes

123

124 plot(0,0,type="n",xlab="",ylab="",xlim=c(-1.5,2.25) ,ylim=c(-2.25,2
.25) ,bty="n" ,xaxt="n" ,yaxt="n")

125 rect(-1,-1,1,1)

126 rect(-1,-2,1,-1)

127 segments(-1,1,0,2)

128 segments(0,2,2,2)

129 segments(2,2,2,0)

130 segments(2,0,1,-1)

131 segments(1,1,2,2)

132 text(0,0,”X")

(

133 text (0,-1.5,”XB")
134 text(-1.25,0,filas)
135 text(0,1.25,columnasi)

136 text(-0.75,1.75,repeticiones , srt=45)
137 text(—-1.25,-1.5 ,repeticiones)

138 windows ()
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139 layout (matrix(c(1,1,2,1),ncol=2) ,widths=c(3.9375,3.0625) ,heights=c
(3.5,3.5))

140 layout.show(2)

141 screeplot (dy)

142 plot(0,0,type="n",xlab="",ylab="" xlim=c(-1.5,2.25) ,ylim=c(-2.25,2
.25) ,bty="n" ,xaxt="n",yaxt="n")
1

143 rect(-1,-1,1,1)
144 rect(-1,-2,1,-1)
145 segments(—-1,1,0,2)

146 segments(0,2,2,2)

(-
(
147 segments(2,2,2,0)
(
(

148 segments(2,0,1,-1)

149 segments(1,1,2,2)

150 text(0,0,”Y”")

151 text(0,-1.5,”YB”)

152 text(-1.25,0,filas)

153 text(0,1.25,columnas2)

154 text(-0.75,1.75,repeticiones , srt=45)

155 text(-1.25,-1.5 ,repeticiones)

156 windows ()

157 layout (matrix(c(1,1,2,1),ncol=2) ,widths=c(2.85,4.15) ,heights=c(4.5
,2.5))

158 layout.show(2)

159 screeplot(d)

160 plot(0,0,type="n",xlab="",ylab="" xlim=c(-1.5,4.25) ,ylim=c(-5.25,2
.25),bty="n",xaxt="n",yaxt="n")

161 rect(-1,-1,1,1)

162 rect(1,-1,3,1)

163 rect(-1,-2,1,-1)
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rect(1,-2,3,1)
rect(0,-5,2,-3)
segments(—-1,1,0,2)
segments(0,2,4,2)
segments(4,2,4,0)
segments(4,0,3,-1)
segments(1,1,2,2)
segments(3,1,4,2)
0,"X")
0,"Y")
0,-1.5,"XB")
,—1.5,7YB")

text
text
text

text

text(1,-4,”YB’ Dg XB”)

text(—-1.25,0,filas
text
text
text

text

text(1,-2.75,columnast)

# si se ha elegido

comprueba que los ejes a representar en los

)

(0

(2

(0

(2

(

(=
text(0,1.25,columnas1)

(2,1.25,columnas?2)

(=

(-

(=

(

representar los ejes para la primera matriz,

-0.75,1.75,repeticiones , srt=45)
1.25,-1.5 ,repeticiones)
—-0.25,-4 ,columnas?2)

# graficos sean correctos

if (1((is.null(dimXx)

{

(is.null(dimYx))))

if (compr(dimXx,dimYx,dx))

171
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192 {

193 dimensionx <—c (dimXx,dimYx)

194 FXBd<—FXB[ , dimensionx ]

195 CXBd<-CXB[ ,dimensionx]]

196

197 # representa el grafico para las repeticiones del primer cubo en
la izquierda con las etiquetas

198 # representa las columnas de la primera matriz de medias en la
derecha con las etiquetas y vectores desde el

199 # origen segun su color

200

201 plotm (dim=dimensionx ,d=dx ,M1=FXBd,M2=CXBd, lim 1=FXBd, |lim 2=CXBd,
namesi=namesr,names2=namesci ,

202 coloresi=rep(”black”,repeticiones) ,colores2=coloresc1,contf=

contributions2(FXB, dimensionx) ,

203 contc=contributions2(CXB, dimensionx))

204 }

205 }

206

207 # si se ha elegido representar los ejes para la segunda matriz,
comprueba que los ejes a representar en los

208 # graficos sean correctos

209

210 if (1((is.null(dimXy))||(is.null(dimYy))))
211 {

212 if (compr(dimXy,dimYy,dy))

213 {

214 dimensiony <—c (dimXy,dimYy)

215 FYBd<-FYB[,dimensiony]
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CYBd<-CYB[ ,dimensiony]

# representa el grafico para las repeticiones del segundo cubo en
la izquierda con las etiquetas

# representa las columnas de la segunda matriz de medias en la
derecha con las etiquetas y vectores desde el

# origen segun su color

plotm (dim=dimensiony ,d=dy ,M1=FYBd ,M2=CYBd, |lim1=FYBd, |lim2=CYBd,
namesi=namesr,names2=namesc?2 ,
coloresi=rep(”black”,repeticiones),colores2=coloresc2,contf=
contributions2(FYB,dimensiony) ,

contc=contributions2(CYB, dimensiony))

# si se ha elegido representar los ejes para la coinercia y las
trayectorias , comprueba que los ejes a representar

# en los graficos sean correctos

if (!((is.null(dimX))||(is.null(dimY))))
{
if (compr(dimX,dimY,d))
{
dimension<—c (dimX,dimY)
FXBcd<—FXBc[ ,dimension]
CXBcd<—CXBc[ , dimension]
FYBcd<—FYBc|[,dimension]
CYBcd<—CYBc|[ ,dimension]
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240 FXd<—FX][ ,dimension ,]

241 FYd<-FY[,dimension ,]

242 PFXd<—PFX[ ,dimension]

243 PFYd<-PFY[,dimension]

244 Fc<—rbind (FXBcd, FYBcd)

245

246 # representa el grafico para la coinercia de las repeticiones en

la izquierda con las etiquetas y vectores de la

247 # primera a la segunda matriz de medias segun los colores de los
grupos a los que pertenecen

248 # representa las columnas de la primera matriz en la derecha con

las etiquetas y vectores desde el origen con su

249 # color
250
251 plotm (dim=dimension ,d=d ,M1=FXBcd ,M2=CXBcd ,M3=FYBcd, lim1=Fc, lim2=

CXBcd, names1=namesr,names2=namesc1 ,
252 coloresi=rep(”black”,repeticiones),colores2=coloresci,contf=

contributions2(FXBc,dimension) ,

253 contc=contributions2(CXBc, dimension))
254
255 # representa el grafico para la coinercia de las repeticiones en

la izquierda con las etiquetas y vectores de la

256 # segunda a la primera matriz de medias segun los colores de los
grupos a los que pertenecen

257 # representa las columnas de la segunda matriz en la derecha con
las etiquetas y vectores desde el origen con su

258 # color

259
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260 plotm (dim=dimension ,d=d ,M1=FYBcd ,M2=CYBcd ,M3=FXBcd, lim1=Fc, lim2=
CYBcd, names1=namesr ,names2=namesc?2 ,
261 colores1=rep(”black”,repeticiones),colores2=coloresc2,contf=

contributions2(FYBc,dimension) ,

262 contc=contributions2(CYBc, dimension))
263
264 # representa el grafico para las trayectorias de las filas segun

el primer cubo en la izquierda con las etiquetas

265 # y segmentos segun los colores de los grupos a los que
pertenecen
266 # representa las trayectorias de las columnas del primer cubo en

la derecha con las etiquetas, segmentos y vectores

267 # desde el origen segun su color
268
269 plotm (dim=dimension ,d=d ,M1=FXd[,,1],M2=CXBcd,M4=FXd, |lim1=PFXd, lim

2=CXBcd, namesi=namesf,names2=namesc1 ,
270 coloresi=coloresf,colores2=coloresci,contf=contributions2(FX

[,,1],dimension),

271 contc=contributions2(CXBc, dimension))
272
273 # representa el grafico para las trayectorias de las filas segun

el segundo cubo en la izquierda con las etiquetas

274 # y segmentos segun los colores de los grupos a los que
pertenecen
275 # representa las trayectorias de las columnas del segundo cubo en

la derecha con las etiquetas, segmentos y vectores
276 # desde el origen segun su color

277
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plotm (dim=dimension ,d=d ,M1=FYd[,,1] ,M2=CYBcd,M4=FYd, lim 1=PFYd, lim
2=CYBcd, names1=namesf, names2=namesc?2,
colores1=coloresf,colores2=coloresc2,contf=contributions2(FY

[,,1],dimension),

contc=contributions2(CYBc, dimension))
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6.1.7. Programa para realizar un STATICO

—_

STATICO<—function (X,Y,dimX=NULL,dimY=NULL, coloresf=NULL, coloresci1=
NULL, coloresc2=NULL, norm=FALSE, contr=FALSE)

4 # lee los dos cubo de datos con las etiquetas de las filas , las

columnas y las repeticiones (si no estan incluidas,

5 # se nombran por defecto), comprueba que los dos cubos tengan las
mismas filas y repeticiones y suprime las filas

6 # que tengan datos faltantes

7

8 l<—read(X,Y)

9  X<=I[[1]]

10 filas <-1[[2]]

11 columnasi<—1[[3]]

12 repeticiones<—I1[[4]]

13 namesf<—I [[5]]

14 namesci<—I| [[6]]

15 namesr<—I| [[7]]

16 Y<—I[[8]]

17 columnas2<-1[[9]]

18 namesc2<—I| [[10]]

19  conf<—I[[11]]

20

21  # lee los colores de las filas y de las columnas de los dos cubos y
comprueba que hay tantos como filas y como

22 # columnas (si no se dan, se asignan por defecto en negro)

23
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if (!conf)
{
| <—colores(filas ,columnas1,coloresf, coloresc1,conf,columnas2,
coloresc?2)
coloresf<—I[[1]]
coloresci<—I[[2]]
coloresc2<—1[[3]]
conf<—I[[4]]

# centra los cubos de datos por columnas y si se introdujo TRUE en

normalizacion, normaliza por columnas

if (Iconf)

{
X<—preproc (X,norm, TRUE)
Y<—preproc (Y,norm, TRUE)

# crea la matriz con los pesos uniformes para las filas, las

repeticiones y la raiz cuadrada de esta

| <—pesos(rep(1,filas))

Dn<—I [[1]]

| <—pesos(rep(1,repeticiones))
Dk<—I[[1]]

Dk2<—1 [[2]]

# crea el cubo con las covarianzas entre los dos originales y

calcula la matriz de varianzas—covarianzas vectoriales

178
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Z<—array (unlist(lapply (1:repeticiones ,function(x,A,B,D){return(t(A
[,,X]) %x%D %x% B[,,x]) },A=Y,B=X,D=Dn)),
dim=c(columnas2,columnasi  repeticiones))
| <—as. matrix (expand. grid (1:repeticiones ,1:repeticiones))
Covv<—matrix (apply (1,1, function (v,X1){return (sum(diag (t(X1[,,v[1]1])
Y%x% X1[,,v[2]]))) },X1=Z) ,nrow=repeticiones ,

ncol=repeticiones)

# extrae los vectores propios segun el metodo explicado y calcula

las coordenadas para la interestructura

a<—(eigen(Covv %x% Dk,symmetric=TRUE))$vectors

Vli<—solve (Dk2) %% (a[,1:2]) %x% diag(1/sqrt(diag(t(a[,1:2]) %x%
(a[,1:2]))))

VI[,1]<—abs(VI[,1])

| <—Covwv %% Dk %x% VI

# calcula la matriz compromiso

Zc<—apply (Z,1:2,function(v,v2){return(sum(vxv2))},v2=VI[,1]/sum(VI
[.11))

# extrae los vectores singulares por la izquierda y la derecha y

los valores singulares segun el metodo explicado

c<—svd(Zc)
d<—c$d

u<—c$u
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v<—c$v
Ur<—u %% diag(1/sqrt(diag(t(u) %x% u)))
Vr<—v %x% diag(1/sqrt(diag(t(v) %*x% v)))

# calcula las coordenadas para las filas y las columnas del
compromiso y de las trayectorias mediante el diagrama
# de dualidad

Fc<—Zc %+« % Vr

Cc<—t(Zc) %*% Ur

FZ<—array (apply (Z,3,function (m,m2) {return (m %x% m2) } ,m2=Vr) ,dim=c(
columnas2,columnas2,repeticiones))

CZ<—array (apply(Z,3,function (mm2) {return (t(m) %*% m2) } ,m2=Ur) ,dim
=c(columnas1,columnas2,repeticiones))

PFZ<—matrix (aperm(FZ,c(2,1,3)) ,nrow=columnas2xrepeticiones ,ncol=
columnas2,byrow=TRUE)

PCZ<—matrix (aperm(CZ,c(2,1,3)) ,nrow=columnasixrepeticiones ,ncol=
columnas2 ,byrow=TRUE)

FX<—array (apply (X,3,function (m,m2) {return (m %x% m2) } ,m2=Vr) ,dim=c(
filas ,columnas2,repeticiones))

FY<—array (apply (Y,3,function (mm2) {return (m %x% m2) } ,m2=Ur) ,dim=c(
filas ,columnas2,repeticiones))

PFX<—matrix (aperm(FX,c(2,1,3)) ,nrow=filas xrepeticiones ,ncol=
columnas2 ,byrow=TRUE)

PFY<—matrix (aperm(FY,c(2,1,3)) ,nrow=filas xrepeticiones ,ncol=
columnas2 ,byrow=TRUE)

CZ2<-rbind (Cc,PC2Z)

FZ2<-rbind (Fc,PFZ)
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92 # si se ha elegido, calcula las contribuciones para las filas y las
columnas de la matriz compromiso y de las

93 # trayectorias de las filas y las columnas

94

95 if (contr)

96 {

97 contributions (Fc,namesc2,”las columnas del segundo cubo en el
compromiso” ,TRUE)

98 contributions (Cc,namesc1,”las columnas del primer cubo en el
compromiso”)

99 contributions (PFZ,rep (namesc2,repeticiones),”las columnas del
segundo cubo en todas las repeticiones”)

100 contributions (PCZ,rep (namesci ,repeticiones),”las columnas del
primer cubo en todas las repeticiones”)

101 contributions (PFX, rep (namesf, repeticiones),”las filas segun el
primer cubo en todas las repeticiones”)

102 contributions (PFY, rep (namesf, repeticiones) ,”las filas segun el
segundo cubo en todas las repeticiones”)

103 }

104

105 # si no se ha elegido representar los ejes, representa los valores

singulares en un diagrama de sedimentacion

106

107 if ((is.null(dimX))||(is.null(dimY)))

108 {

109 windows ()

110 layout (matrix(c(1,1,2,1),ncol=2) ,widths=c(3.375,3.625) ,heights=c(5

5,1.5))

111 layout.show(2)
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screeplot(d)

# representa un esquema con la forma de los cubos de datos

” 9

plot(0,0,type="n",xlab="",ylab="",xlim=c(-1.5 ,4.25) ,ylim=c(-8.25,2
25),bty="n",xaxt="n",yaxt="n")
rect(-1,-1,1,1)
rect(1,-1,3,1)
rect(0,-5,2,-3)
rect(0,-8,2,-6)
segments(—-1,1,0,2)
segments(0,2,4,2)
segments(4,2,4,0)
segments(4,0,3,-1)
segments(1,1,2,2)
segments(3,1,4,2)
segments(0,-3,1,-2)
segments(1,-2,3,-2)
segments(3,-2,3,-4)
segments(3,-4,2,-5)
)

(
(
(
(
(
(
(
(
(
segments(2,-3,3,-2
0,"X")

0.7Y")

text (0
text (2
text(1,-4,72")
text(1,-7,72Zc”)
text(—-1.25,0,filas)
text(0,1.25,columnasi)
text(2,1.25,columnas2)
(=

text(-0.75,1.75,repeticiones , srt=45)
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t
t
t
t
t

ext(-0.25,-4,columnas?2)

ext(1,-2.75,columnast)

(
(
ext(0.25,-2.25,repeticiones , srt=45)
ext(-0.25,-7,columnas2)

(

ext(1,-5.75,columnas1)

# si se ha elegido representar los ejes, comprueba que los ejes a

1
i

{

representar en los graficos sean correctos

else {
f (compr(dimX,dimY,d))

dimension<—c (dimX,dimY)
Fcd<—Fc[,dimension]
Ccd<—Cc[ ,dimension]
FZd<-FZ[ ,dimension ,]
CZd<-CZ[ ,dimension ,]
FXd<-FX[ ,dimension ,]
FYd<—FY[,dimension ,]
PFXd<-PFX[ ,dimension]
PFYd<—PFY[,dimension]
FZ2d<-FZ2[ ,dimension]
CZ2d<-CZ2[ ,dimension ]

# representa el grafico de la interestructura con las etiquetas

para las repeticiones y vectores desde el origen

windows ()
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166 plot(I[,1],1[,2],type="n",xlim=c(min(0,I[,1]) ,max(0,I[,1])),ylim=
c(min(0,1[,2]) ,max(0,1[,2])) ,xlab="",

167 ylab="")

168 text(I[,1],1[,2],namesr,cex=0.8 ,pos=2)

169 box (lwd=2)

170 abline (h=0,lwd=2)

171 abline (v=0,lwd=2)

172 arrows(0,0,1[,1],1[,2],angle=10,length=0.1)

173

174 # representa el grafico para las columnas del primer cubo en la

izquierda con las etiquetas y vectores desde el
175 # origen segun su color
176 # representa las columnas del segundo cubo en la derecha con las

etiquetas y vectores desde el origen segun su color

177

178 plotm (dim=dimension ,d=d ,M1=Ccd ,M2=Fcd ,M6=Ccd, |lim1=CZ2d, |lim2=FZ2d,
namesi=namesc1 ,names2=namesc2,

179 colores1=coloresc1,colores2=coloresc2,contf=contributions2(Cc,

dimension) ,

180 contc=contributions2(Fc,dimension))

181

182 # representa el grafico para las trayectorias de las columnas del
primer cubo en la izquierda con las etiquetas y

183 # vectores segun su color

184 # representa las trayectorias de las columnas del segundo cubo en
la derecha con las etiquetas y vectores desde el

185 # origen segun su color

186
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plotm (dim=dimension ,d=d ,M1=CZd[, ,1] ,M2=FZd[, ,1] ,M4=CZd ,M5=FZd ,M6=
Czd[,,1],lim1=CZ2d, lim2=FZ2d,
namesi=namesci ,names2=namesc2,coloresi=coloresci,colores2=
coloresc?2,
contf=contributions2(CZ[,,1],dimension) ,contc=contributions2(
FZ[,,1],dimension))

# representa el grafico para las trayectorias de las filas segun
el primer cubo en la izquierda con las etiquetas

# segun los colores de los grupos a los que pertenecen

# representa las trayectorias de las columnas del primer cubo en
la derecha con las etiquetas y vectores desde el

# origen segun su color

plotm (dim=dimension ,d=d ,M1=FXd[,,1] ,M2=Czd[,, 1] ,M4=FXd,M5=CZd, lim
1=PFXd, lim2=CZ2d ,names1=namesf,
names2=namesci,colores1=coloresf,colores2=coloresc1,contf=

contributions2(FX[,,1],dimension),

contc=contributions2(CZ[,,1],dimension))

# representa el grafico para las trayectorias de las filas segun
el segundo cubo en la izquierda con las etiquetas

# segun los colores de los grupos a los que pertenecen

# representa las trayectorias de las columnas del segundo cubo en
la derecha con las etiquetas y vectores desde el

# origen segun su color

plotm (dim=dimension ,d=d ,M1=FYd[,,1] ,M2=FZd[,,1] ,M4=FYd,M5=FZd, lim
1=PFYd, lim2=FZ2d,names1=namesf,
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names2=namesc?2,coloresi=coloresf ,colores2=coloresc2,contf=
contributions2(FY[,,1],dimension),

contc=contributions2(FZ[,,1],dimension))

186
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6.1.8. Programa para realizar un COSTATIS

—_

COSTATIS<—function (X,Y,dimX=NULL,dimY=NULL, coloresf=NULL, coloresci1=
NULL, coloresc2=NULL, norm=FALSE, contr=FALSE)

4 # lee los dos cubo de datos con las etiquetas de las filas , las

columnas y las repeticiones (si no estan incluidas,

5 # se nombran por defecto), comprueba que los dos cubos tengan las
mismas filas y repeticiones y suprime las filas

6 # que tengan datos faltantes

7

8 l<—read(X,Y)

9  X<=I[[1]]

10 filas <-1[[2]]

11 columnasi<—1[[3]]

12 repeticiones<—1[[4]]

13 namesf<—I [[5]]

14 namesci<—I| [[6]]

15 namesr<—I| [[7]]

16 Y<—I[[8]]

17 columnas2<-1[[9]]

18 namesc2<—I| [[10]]

19  conf<—I[[11]]

20

21  # lee los colores de las filas y de las columnas de los dos cubos y
comprueba que hay tantos como filas y como

22 # columnas (si no se dan, se asignan por defecto en negro)

23
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{

}

f (!conf)

| <—colores(filas ,columnasi,coloresf,coloresci1,conf,columnas2,
coloresc?2)

coloresf<=I[[1]]

coloresci<—1[[2]]

coloresc2<—1[[3]]

conf<—I[[4]]

188

# centra los cubos de datos por columnas y si se introdujo TRUE en

{

normalizacion, normaliza por columnas

f (!conf)

X<—preproc (X,norm, TRUE)
Y<—preproc (Y,norm, TRUE)

# crea la matriz con los pesos uniformes para las filas, las

repeticiones y la raiz cuadrada de esta

| <—pesos(rep(1,filas))

Dn<—I [[1]]

| <—pesos(rep(1,repeticiones))
Dk<—1[[11]]

Dk2<—1 [[2]]

# calcula las matrices de varianzas—covarianzas vectoriales
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| <—as.matrix (expand.grid (1:repeticiones ,1:repeticiones))

CovvX<—matrix (apply (I ,1,function (v,X1,D){return (sum(diag (t(X1[,,v[1

11) %%% D %% X1[,,v[2]])))},X1=X,D=Dn) ,

nrow=repeticiones ,ncol=repeticiones)

CovwwY<—matrix (apply (I ,1,function (v,X1,D){return (sum(diag (t(X1[,,v[1

11) %+% D %% X1[,,v[2]]1)))},X1=Y,D=Dn),

nrow=repeticiones ,ncol=repeticiones)

# extrae los vectores propios segun el metodo explicado y calcula

las coordenadas para las interestructuras

aX<—(eigen (CovwX %% Dk, symmetric=TRUE))$vectors

VIX<—solve (Dk2) %x% (aX[,1:2]) %x% diag(1/sqrt(diag(t(aX[,1:2])
*% (aX[,1:2]))))

VIX[,1]<—abs(VIX[,1])

IX<—CowwX %*% DK %x*% VIX

a¥Y<—(eigen (CovvY %% Dk, symmetric=TRUE) )$vectors

VIY<—solve (Dk2) %x% (aY[,1:2]) %x% diag(1/sqrt(diag(t(aY[,1:2])
*% (aY[,1:2]))))

VIY[,1]<-abs(VIY[,1])

Y <—CowY %*% Dk %x% VIY

# calcula las matrices compromiso

Xc<—apply (X,1:2,function(v,v2){return (sum(vxv2))},v2=VIX[,1]/sum(
VIX[,11))

Yc<—apply (Y,1:2,function (v,v2){return (sum(vxv2)) },v2=VIY[,1]/sum(
VIY[,1]))

%

%
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# si se introdujo TRUE en normalizacion, centra y normaliza los

compromisos por columnas

Xc<—preproc (Xc,norm)

Yc<—preproc (Yc,norm)

# extrae los vectores singulares por la izquierda y la derecha y

los valores singulares segun el metodo explicado

c<—svd (t(Yc) %+*% Dn %x% Xc)

d<—c$d

u<—c$u

v<—Cc$v

Ur<—u %x% diag(1/sqrt(diag(t(u) %x% u)))
Vr<—v %x% diag(1/sqrt(diag(t(v) %x% v)))

# calcula las coordenadas para las filas y las columnas de los
compromisos y de las trayectorias mediante el

# diagrama de dualidad

FXc<—Xc %+ % Vr

CXc<—t (Xc) %*x% Dn %+ % YC Y%*x% Ur

FYc<=Yc %% Ur

CYc<—t(Yc) %*x% Dn %x% Xc %*x% Vr

FXt<—array (apply (X,3,function (mm2){return (m %x% m2)} ,m2=Vr) ,dim=c
(filas ,columnas2,repeticiones))

CXt<—array (apply (X,3,function (mm2){return(t(m) %% m2)},m2=Dn %

*% YC %+*% Ur) ,dim=c(columnasi,columnas2,repeticiones))
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95 FYt<—array (apply (Y,3,function (mm2){return(m %% m2)} m2=Ur) ,dim=c
(filas ,columnas2,repeticiones))

96 CYt<—array (apply (Y,3,function (m,m2) {return (t(m) %% m2)} ,m2=Dn %
x% XC %+% Vr) ,dim=c(columnas2,columnas2,repeticiones))

97 FX<—matrix (aperm(FXt,c(2,1,3)) ,nrow=filas«repeticiones ,ncol=
columnas2 ,byrow=TRUE)

98 CX<—matrix (aperm(CXt,c(2,1,3)) ,nrow=columnasixrepeticiones ,ncol=
columnas2,byrow=TRUE)

99 FY<—matrix (aperm(FYt,c(2,1,3)) ,nrow=filasxrepeticiones ,ncol=
columnas2 ,byrow=TRUE)

100 CY<—matrix (aperm(CYt,c(2,1,3)) ,nrow=columnas2x«repeticiones ,ncol=
columnas2,byrow=TRUE)

101 CX2<-rbind (CXc,CX)

102 CY2<-rbind (CYc,CY)

103

104 # si se ha elegido, calcula las contribuciones para las filas y las

columnas de las matrices compromiso y de las

105 # trayectorias de las filas y las columnas

106

107 if (contr)

108 {

109 contributions (FXc,namesf,”las filas segun el primer cubo en el
compromiso” ,TRUE)

110 contributions (CXc,namesc1,”las columnas del primer cubo en el
compromiso”)

111 contributions (FYc,namesf,”las filas segun el segundo cubo en el
compromiso”)

112 contributions (CYc,namesc2,”las columnas del segundo cubo en el

compromiso”)
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contributions (FX, rep(namesf,repeticiones),”las filas segun el
primer cubo en todas las repeticiones”)
contributions (CX, rep (namesci ,repeticiones),”las columnas del
primer cubo en todas las repeticiones”)
contributions (FY,rep (namesf, repeticiones),”las filas segun el
segundo cubo en todas las repeticiones”)
contributions (CY, rep (namesc2,repeticiones),”las columnas del

segundo cubo en todas las repeticiones”)

# si no se ha elegido representar los ejes, representa los valores

singulares en un diagrama de sedimentacion

if ((is.null(dimX))||(is.null(dimY)))
{
windows ()
layout (matrix(c(1,1,2,1),ncol=2),widths=c(310.5/99,382.5/99),
heights=c(5.5,1.5))
layout.show(2)

screeplot(d)
# representa un esquema con la forma de los cubos de datos

plot(0,0,type="n",xlab="",ylab="",xlim=c(-1.5,4.25) ,ylim=c(-7.25,2
.25) ,bty="n" ,xaxt="n" ,yaxt="n")

rect(-1,-1,1,1)

rect(1,-1,3,1)

rect(-1,-4,1,-2)

rect(1,-4,3,-2)
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135 rect(0,-7,2,-5)
136 segments(-1,1,0,2)
137 segments(0,2,4,2)

(
138 segments(4,2,4,0)
139 segments(4,0,3,-1)
(
(

140 segments(1,1,2,2)

141 segments(3,1,4,2)

142 text (0,0,”X”)

143 text(2,0,7Y”)

144 text(0,-3,"Xc”)

145 text(2,-3,7Yc”)

146 text(1,-6,”Yc’ Dn Xc”)

147 text(—-1.25,0,filas)

148 text(0,1.25,columnasi)

149 text(2,1.25,columnas2)

150 text(-0.75,1.75,repeticiones , srt=45)
151 text(-1.25,-3,filas)

152 text(0,-1.75,columnas1)

153 text(2,-1.75,columnas2)

154 text(-0.25,-6,columnas?2)

155 text(1,-4.75,columnas1)

156

157 # si se ha elegido representar los ejes, comprueba que los ejes a

representar en los graficos sean correctos
158
159 } else {
160 if (compr(dimX,dimY,d))
161 {

162 dimension<—c (dimX,dimY)
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FXcd<-FXc[,dimension]
CXcd<—CXc[ ,dimension]
FYcd<—FYc[,dimension]
CYcd<—CYc[ ,dimension]
FXtd<-FXt[,dimension ,]
CXtd<-CXt[ ,dimension ,]
FYtd<-FYt[,dimension ,]
CYtd<-CYt[,dimension ,]
FXd<—FX[ ,dimension ]
FYd<-FY[,dimension]
CX2d<-CX2[ ,dimension]
CY2d<-CY2[ ,dimension]
Fc<—rbind (FXcd, FYcd)

# crea el entorno del grafico de las interestructuras, y se

divide en dos

windows (width=14 ,height=7)
layout (matrix (1:2,nrow=1))

layout.show(2)

# representa el grafico para las repeticiones segun el primer
cubo en la izquierda con las etiquetas y vectores

# desde el origen

plot (IX[,1],IX[,2],type="n",xlim=c(min(0,IX[,1]) ,max(0,IX[,1])),
ylim=c(min(0,IX[,2]) ,max(0,IX[,2])),
xlab="",ylab="")

text (IX[,1],1X][,2],namesr,cex=0.8 ,pos=2)
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189 box (lwd=2)

190 abline (h=0,Ilwd=2)

191 abline (v=0,lwd=2)

192 arrows (0,0,IX[,1],IX[,2],angle=10,length=0.1)

193

194 # representa las repeticiones segun el segundo cubo en la derecha

con las etiquetas y vectores desde el origen

195

196 plot(IY[,1],1Y[,2],type="n" ,xlim=c(min(0,IY[,1]) ,max(0,IY[,1])),
ylim=c(min(0,IY[,2]) ,max(0,1Y[,2])),

197 xlab="",ylab="")

198 text (IY[,1],1Y][,2],namesr,cex=0.8 ,pos=2)

199 box (lwd=2)

200 abline (h=0,Ilwd=2)

201 abline (v=0,lwd=2)

202 arrows (0,0,1Y[,1],1Y][,2],angle=10,length=0.1)

203

204 # representa el grafico para la coinercia de las filas de los
compromisos en la izquierda con las etiquetas y

205 # vectores de la segunda a la primera matriz segun los colores de
los grupos

206 # representa las columnas de la primera matriz compromiso en la
derecha con las etiquetas y vectores desde el

207 # origen segun su color

208

209 plotm (dim=dimension ,d=d ,M1=FXcd ,M2=CXcd ,M3=FYcd, lim1=Fc, lim2=CX2d
,namesi=namesf,names2=namesci ,

210 colores1=coloresf,colores2=coloresc1,contf=contributions2(FXc,

dimension) ,
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contc=contributions2(CXc, dimension))

# representa el grafico para la coinercia de las filas de los
compromisos en la izquierda con las etiquetas y

# vectores de la primera a la segunda matriz segun los colores de
los grupos

# representa las columnas de la segunda matriz compromiso en la
derecha con las etiquetas y vectores desde el

# origen segun su color

plotm (dim=dimension ,d=d ,M1=FYcd ,M2=CYcd ,M3=FXcd, lim1=Fc, lim2=CY2d
,namesi=namesf,names2=namesc2,
colores1=coloresf,colores2=coloresc2,contf=contributions2(FYc,
dimension) ,

contc=contributions2(CYc,dimension))

# representa el grafico para las trayectorias de las filas del
primer cubo en la izquierda con las etiquetas y

# segmentos segun los colores de los grupos a los que pertenecen

# representa las trayectorias de las columnas del primer cubo en
la derecha con las etiquetas, segmentos y

# vectores desde el origen segun su color

plotm (dim=dimension ,d=d ,M1=FXtd[,,1] ,M2=CXtd[,,1],M4=FXtd ,M5=CXtd
, lim1=FXd, lim2=CX2d, namesi=namesf,
names2=namesc1,coloresi=coloresf,colores2=coloresc1,contf=
contributions2(FXt[,,1],dimension),

contc=contributions2(CXt[,,1],dimension))
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231 # representa el grafico para las trayectorias de las filas del
segundo cubo en la izquierda con las etiquetas y

232 # segmentos segun los colores de los grupos a los que pertenecen

233 # representa las trayectorias de las columnas del segundo cubo en

la derecha con las etiquetas, segmentos y

234 # vectores desde el origen segun su color
235
236 plotm (dim=dimension ,d=d ,M1=FYtd[,,1] ,M2=CYtd[,,1] ,M4=FYtd ,M5=CY1d

, lim1=FYd, lim2=CY2d,namesi=namesf,
237 names2=namesc?2,coloresi=coloresf,colores2=coloresc2,contf=
contributions2(FYt[,,1],dimension),
238 contc=contributions2(CYt[,,1],dimension))
239 }
240 }
241}

242}
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6.1.9. Programa para realizar un Tucker3

TUCKER3<—function (X, p=NULL,g=NULL, r=NULL,P1=NULL,P2=NULL,Q1=NULL,Q2=
NULL,R1=NULL,R2=NULL, coloresf=NULL,

coloresc=NULL,maximo=5,iter=100,tol=10"-8,norm=FALSE, contr=
FALSE)

{

# lee el cubo de datos con las etiquetas de las filas, las columnas
y las repeticiones (si no estan incluidas,

# se nombran por defecto) y suprime las filas que tengan datos
faltantes

| <—read (X)

X<=I[[1]]

filas <—I[[2]]

columnas<—I [[3]]

repeticiones <—I [[4]]

namesf<—I[[5]]

namesc<—I [[6]]

namesr<—| [[7]]

conf<—I[[11]]

# lee las etiquetas de los colores para las filas y columnas y
comprueba que hay tantas como filas y columnas

# (si no se dan, se asignan por defecto de color negro)

if (!conf)

{
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| <—colores (filas ,columnas, coloresf ,coloresc,conf)
coloresf<=I[[1]]
coloresc<—I[[2]]

conf<—I[[3]]

# centra el cubo de datos por columnas y si se introdujo TRUE en

normalizacion, normaliza por capas laterales

if (!conf)

{
X<—preproc (X,norm, TRUE, TRUE)

# comprueba los valores de maximo y de iteraciones

if ((maximo<=1) || (maximo!=(floor (maximo))))

{
conf<=TRUE

print ("te has confundido, numero maximo de componentes incorrecto”
)
}
if (lconf){if ((iter<t)||(iter!=(floor(iter))))
{
conf<-TRUE

print ("te has confundido, numero maximo de iteraciones incorrecto”

)

if (!conf)
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{

c1<—min(maximo, filas)
c2<—min (maximo, columnas)

c3<—min(maximo, repeticiones)

# si no se ha elegido una combinacion de componentes, realiza el

analisis para todas las combinaciones posibles

if ((is.null(p))||(is.null(q))||(is.null(r)))
{

# crea una tabla con tantas combinaciones de componentes como

sean posibles

| <—as.matrix (expand.grid (1:¢c3,1:c2,1:c1))

l<=I1],3:1]

names<—apply (1 ,1,function(v){return(paste(v[1],”x”,v[2],"x",v[3],
sep=""))})

# para cada combinacion que cumpla la regla del maximo producto
realiza la funcion auxiliar y construye la tabla

# con los resultados

a<-function (cont,|,T,iter ,tol ,c1,c2,c3)
{
if (((I[cont,1]) <=((I[cont,2])«(l[cont,3])))&&((I[cont,2]) <=((I]
cont,1]) «x(I[cont,3])))&&
((I'[cont,3]) <=((I[cont,1])*(l[cont,2]))))
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return(c(cont,every(l[cont,1],I[cont,2],1[cont 3],T,iter ,tol)))
} else {return(rep(0,5))}
}
tablet<—matrix (unlist (lapply (1:(dim(l)[1]) ,a,I=1,T=X,iter=iter ,
tol=tol ,c1=c1,c2=c2,c3=c3)) ,ncol=5,
byrow=TRUE)

# elimina de la tabla las combinaciones que no cumplen la regla

del maximo producto

cual<—apply (table1,1,function(v){return(any(v!=0))})

table1i<—table1[cual,]

names<—hames[cual ]

filas1<—dim(table1)[1]

ini <—rbind (c(”Number” ,”Model _Size” ,”Sum” ,”Best _given _Sum” ,”SS(Res

)" ,”Prop._SS(Fit)”,”Number_of _iterations”),
cbind(table1[,1],names, table1[,2],rep(””,filas1) ,tablel1[,3:
51))

# crea otra tabla con las combinaciones con un mejor ajuste para

cada valor de la suma de componentes

cual<—unlist (lapply (3:(c1+c2+c3) ,function (i ,m){if (any(m[,2]==i)){
min (which (m[ ,4]==max(m[m[,2]==i,41)))}},
m=tablel))
table2<—table1[cual,]
names2<—names| cual ]
ini[cual+1,4]<-"%"

filas2<—dim(table2)[1]
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96

97 # guarda las tablas como resultados

98

99 results(ini ,”todas las combinaciones”, first=TRUE)

100 ini2<—rbind (c(”Number” ,”Model _Size”,”S”,”SS(Res)”,” DifFit”,”Prop
._SS(Fit)”,”Number_of_iterations”),

101 cbind(table2[,1],names2,table2[,2:3],table2[,4]-c(0,table2

[-filas2,4]) ,table2[,4:5]))

102 results(ini2,”combinaciones con mejor ajuste”)

103

104 # crea una tabla con las combinaciones que pertenecen a la
envolvente convexa de entre todas

105

106 table3<—table2[table2[,3]<=(table2[,2]-3) x(table2[filas2,3]-table
2[1,3])/(c1+c2+c3-3)+table2[1,3],]

107 cual<—chull (table3[,2:3])

108 table3<-table3[cual[order(cual)],]

109 filas3<—dim(table3)[1]

110

111 # elimina todas las combinaciones mas estables menos la mas
simple de entre estas

112

113 cual<—ifelse (any((table3[,3]-c(table3[-1,3],0))<table3[,3]/100),

114 min (which ((table3[,3]-c(table3[-1,3],0))<table3[,3]/100)),

filas3)

115 table4<-table3[1:cual,]

116 filas4<—dim(table4)[1]

117 if (filas4>=3)

118 {
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119 st<—c(0,((tabled4[-c(filas4-1,filas4),3]-tabled[—-c(1,filas4),3])/

120 (tabled4[—c(1,filas4) ,2]-tabled4[—-c(filas4-1,filas4),2]))/

121 ((tabled4[-c(1,filas4),3]-table4[-c(1,2),3])/(table4[-c(1,2),

2]-table4[-c(1,filas4),2])),0)

122 } else {st<-0}

123 if (any(st!=0)){vertical <—table4[min(which(st==min(st[st!=0])))-1,
2]1+0.5}

124

125 # representa el grafico scree—plot con todas las combinaciones

originales , con vectores para las que pertenecen a

126 # la envolvente convexa

127

128 windows (width=14 ,height=7)

129 layout (matrix(c(1,1,2,1),ncol=2),widths=c(9.9375,4.0625) ,heights=
c(3.5,3.5))

130 layout.show(2)

131 par(mar=c(5,8,4,2)+0.1)

132 plot(table1[,2],table1[,3],type="n",xlim=c(min(table1[,2])—-1,max(
table1[,2])+1),

133 ylim=c(min(table1[,3])—-1,max(table1[,3])+1),xlab="Suma del

numero de componentes”,

134 ylab="Suma de cuadrados residual”)

135 text (table1[,2],table1[,3],names, cex=0.8 ,pos=4)
136 box (lwd=2)

137 abline (h=0,lwd=2)

138 abline (v=0,lwd=2)

(
139 points (tablei[,2],table1[,3],pch=3,col=rgb(255,0,0,maxColorValue=
255) ,cex=0.8 ,lwd=2)
140 lapply (1:(filas3—1) ,function (i ,M)
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141 {

142 arrows (M[i ,2] ,M[i,3] ,M[i+1,2] ,M[i+1,3],col=rgb(0,0,255,
maxColorValue = 255) ,angle=10,length=0.1 ,lwd=1.5)

143 } ,M=table3)

144

145 # representa una recta vertical separando las combinaciones
estables de las no estables, asi la primera a su

146 # derecha podria ser la elegida para el resto del analisis

147

148 if (any(st!=0)){abline(v=vertical ,col=rgb(255,0,127,maxColorValue=
255) ,lwd=2)}

149

150 # representa un esquema con la forma del cubo de datos

151

152 plot(0,0,type="n",xlab="",ylab="",xlim=c(-1.5,2.25) ,ylim=c(-1.25,
2.25) ,bty="n" ,xaxt="n",yaxt="n")

153 rect(-1,-1,1,1)

154 segments(—-1,1,0,2)

155 segments(0,2,2,2)

156 segments(2,2,2,0)

157 segments(2,0,1,-1)

158 segments(1,1,2,2)

159 text(0,0,”X")

160 text(-1.25,0,filas)

161 text(0,1.25,columnas)

162 text(-0.75,1.75,repeticiones , srt=45)

163

164 # si se ha elegido una combinacion de componentes, comprueba que

sean correctos
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}

{

}

{

else {

f((p<1) [[(p!=(floor(p))) ||(p>c1))

conf<=TRUE

print ("te has confundido, numero de componentes incorrecto”)

if (!conf)

if ((a<1) [[(al=(floor(q))) || (a>c2))
{

conf<-TRUE

}

print ("te has confundido, numero de componentes incorrecto”)

}

if (!conf)

{

}

(r<1) | ( (floor( ) || (r>c3)

{
conf<=TRUE

print ("te has confundido, numero de componentes incorrecto”)

}

if (!conf)

{

comp<—c(p,q,r)

# realiza la funcion auxiliar para la combinacion de componentes

establecida
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193

194 | <—every(p,q,r,X,iter ,tol ,mas=TRUE)

195 A<—I[[1]]

196 B<—1[[2]]

197 C<I[[3]]

198 G<—I[[4]]

199 Aprox<—tensorial (tensorial (tensorial (G,1,t(A)),2,t(B)),3,t(C))

200

201 # crea una tabla con los porcentajes de ajuste para cada
componente de cada dimension, y el ajuste total para

202 # cada dimension, y la guarda como resultado

203

204 s0s<—100«(matrix (unlist (lapply (1:3,function (i ,T,comp)

205 {

206 return(c(apply(T"2,i,sum) ,rep(0,max(comp)—comp[i])))

207 },T=G, comp=comp) ) ,ncol=3)) /(sum(X"2))

208 sos<—rbind (sos, apply (sos,2,sum))

209 ini3<-=rbind (c(”Component” ,”Dimension_1”,”Dimension_2” ,”Dimension
-37),

210 cbind (c(1:(max(comp)),” Total _explained _variation”) ,s0s))

211 results(ini3,”porcentajes de ajuste”,first=TRUE)

212

213 # crea otra tabla con el tensor core y el porcentaje de ajuste
para cada combinacion de componentes de las tres

214 # dimensiones, y la guarda como resultado

215

216 core<—cbind (matrix (aperm(G,c(2,1,3)) ,nrow=px*r ,ncol=q, byrow=TRUE)

3
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217 matrix (aperm(100x(G"2) /(sum(X"2)) ,c(2,1,3)) ,nrow=pxr,ncol=
g, byrow=TRUE))
218 inid<—rbind (c(rep(””,3),rep(c(”’Mode_2_components” ,rep(””,q9-1)),2
)
219 c(rep(””,3),”Residual _Sums_of _Squares” ,rep(””,q-1),”

Explained_Variation”,rep(””,q-1)),

220 c(rep(””,3),rep(1:q9,2)),cbind(unlist(lapply(1:r,function (i
P)

221 {

222 return(c(paste(”Mode_3,_Component_” i ,sep=""),rep(””,p—-1)
))

223 }.p=p)),rep(c(”Mode_1_components” ,rep(””,p—-1)),r),rep(1:p,
r),core))

224 results(ini4,”core array”)

225

226 # calcula el ajuste de cada fila, columna y repeticion

227

228 fit1<—apply (Aprox"2,1,sum)

229 fit2<—apply (Aprox"2,2,sum)

230 fit3<—apply (Aprox"2,3,sum)

231 fit1<—cbind(fit1,apply(X"2,1,sum)—fit1)

232 fit2<—cbind (fit2,apply (X"2,2,sum)—-fit2)

233 fit3<—cbind(fit3,apply(X"2,3,sum)-fit3)

234

235 # guarda como resultado las coordenadas de cada fila, columna y

repeticion para los graficos
236
237 results (A, "coordenadas de las filas”,names=namesf, axis=TRUE)

238 results (B, "coordenadas de las columnas” ,names=namesc, axis=TRUE)
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239 results (C, "coordenadas de las repeticiones”,names=namesr, axis=
TRUE)

240

241 # si se ha elegido, calcula las contribuciones para las filas,

las columnas y las repeticiones del cubo de datos

242

243 if (contr)

244 {

245 contributions (A,namesf,”las filas”)

246 contributions (B,namesc, "las columnas”)

247 contributions (C,namesr,”las repeticiones”)

248 }

249

250 # representa el grafico con el ajuste para cada fila, columna vy
repeticion con las etiquetas segun los colores de

251 # los grupos a los que pertenecen

252 # ademas pinta una recta separando las filas , columnas vy
repeticiones con un ajuste superior o inferior a la media

253

254 windows (width=14 ,height=7)

255 layout (matrix (1:3,nrow=1))

256 layout.show(3)

257 par(mar=c(5,6,4,2)+0.1)

258 plot(fit1[,1],fit1[,2],type="n" ,xlim=c(min(fit1[,1]) ,max(fit1[,1
1)) ,ylim=c(min(fit1[,2]) ,max(fit1[,2]))

259 ,xlab="",ylab="")

260 text(fit1[,1],fit1[,2],namesf,col=coloresf)

261 box (Ilwd=2)

262 abline (h=0,lwd=2)
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263 abline (v=0,lwd=2)

264 abline (0,sum(fit1[,2])/sum(fit1[,1]),col=rgb(255,0,0,
maxColorValue = 255) ,lwd=2)

265 plot(fit2[,1],fit2[,2],type="n" ,xlim=c(min(fit2[,1]) ,max(fit2[,1
1)) ,ylim=c(min(fit2[,2]) ,max(fit2[,2])),

266 xlab="",ylab="")

267 text(fit2[,1],fit2[,2],namesc, col=coloresc)

268 box (lwd=2)

269 abline (h=0,Ilwd=2)

270 abline (v=0,lwd=2)

271 abline (0,sum( fit2[,2])/sum(fit2[,1]),col=rgb(255,0,0,
maxColorValue = 255) ,lwd=2)

272 plot(fit3[,1],fit3[,2],type="n",xlim=c(min(fit3[,1]) ,max(fit3[,1
1)) ,ylim=c(min(fit3[,2]) ,max(fit3[,2])),

273 xlab="",ylab="")

274 text (fit3[,1], fit3[,2],namesr)

275 box (lwd=2)

276 abline (h=0,Ilwd=2)

277 abline (v=0,lwd=2)

278 abline (0,sum( fit3[,2])/sum(fit3[,1]),col=rgh(255,0,0,
maxColorValue = 255) ,lwd=2)

279

280 # si se ha elegido representar los ejes, comprueba que los ejes
a representar en los graficos sean correctos

281

282 if (('is.null(P1))&&(lis.null(P2))&&(lis.null(Q1))&&(!is.null (Q2)

)&&(lis . null (R1))&&(lis.null (R2)))

283 {
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if ((compr(P1,P2,c1,p,TRUE))&&(compr(Q1 ,Q2,c2,q,TRUE) ) &&(compr (R
1,R2,c3,r,TRUE)))

dimensionP <—c (P1,P2)
dimensionQ<—c (Q1,Q2)
dimensionR<—c (R1,R2)
Ad<-A[ ,dimensionP]
Bd<-B[,dimensionQ]
Cd<—C[ ,dimensionR]

# representa las filas en la izquierda con las etiquetas segun
los colores de los grupos a los que pertenecen
# representa las columnas en el centro con las etiquetas vy
vectores desde el origen segun los colores de los
# grupos a los que pertenecen
# representa las repeticiones en la derecha con las etiquetas

y vectores desde el origen

plotmt (dimi=dimensionP ,dim2=dimensionQ ,dim3=dimensionR , s0s=s0s
,M1=Ad,M2=Bd,M3=Cd, lim1=Ad, lim2=Bd,
[im3=Cd, names1=namesf, names2=namesc,names3=namesr, colores1

=coloresf ,colores2=coloresc)

contf<—contributions2(A,dimensionP)
contc<—contributions2(B,dimensionQ)
contre<—contributions2(C,dimensionR)
contf[is.nan(contf)]<-0
contc[is.nan(contc)]<-0

contre[is.nan(contre)]<-0
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mcontf<—max(contf)/2
mcontc<—max(contc) /2
mcontre<—max(contre) /2
Icoloresf<—coloresf[contf>=mcontf]
Icoloresc <—coloresc[contc>=mcontc]
Inamesf<—namesf[ contf >=mcontf]
Inamesc<—namesc[contc>=mcontc]
Inamesr<—namesr|[contre >=mcontre ]
IA<—matrix (Ad[ contf>=mcontf,] , ncol=2)
IB<—matrix (Bd[ contc>=mcontc,], ncol=2)
IC<—matrix (Cd[ contre>=mcontre ,], ncol=2)
plotmt (dim1=dimensionP ,dim2=dimensionQ ,dim3=dimensionR , sos=s0s
,M1=IA ,M2=IB ,M3=IC, lim1=Ad, lim2=Bd,
lim3=Cd, names1=Inamesf,names2=Inamesc ,names3=Inamesr ,
coloresi=Icoloresf ,colores2=Icoloresc,
titles=TRUE)
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6.2. Programa para realizar un Co-Tucker3

El siguiente programa de este trabajo es aquel para el Co-Tucker3, que es el método nuevo

propuesto para analizar simultdneamente una sucesién de pares de tablas.

COTUCKER3<—function (X,Y,p=NULL,g=NULL, r=NULL,P1=NULL,P2=NULL,Q1=NULL,
Q2=NULL,R1=NULL,R2=NULL,

dimAX=NULL, dimAY=NULL, dimBX=NULL, dimBY=NULL,dimCX=NULL,
dimCY=NULL,
coloresf=NULL, coloresc1=NULL, coloresc2=NULL, maximo=5,iter=1
00,tol=10"-8,norm=FALSE, contr=FALSE)
{
# lee los cubos de datos con las etiquetas de las filas, las
columnas y las repeticiones
# (si no estan incluidas, se nombran por defecto) y suprime las
filas que tengan datos faltantes
| <—read (X,Y)
X<=I[[1]]
filas <—I[[2]]
columnasi<—I[[3]]
repeticiones <—I[[4]]
namesf<—I| [[5]]
namesci<—I[[6]]
namesr<—I| [[7]]
Y<=I[[8]]
columnas2<—I1[[9]]
namesc2<—| [[10]]

conf<—I[[11]]
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# lee

las etiquetas de los colores para las filas y columnas y

comprueba que hay tantas como filas y columnas

# (si no se dan, se asignan por defecto de color negro)

if (lconf)

{

}

| <—colores(filas ,columnas1,coloresf,coloresci1,conf,columnas2,

coloresc?2)

coloresf<—=I[[1]]

coloresci<—I[[2]]
coloresc2<—I1[[3]]

c

onf<—1[[4]]

213

# centra los cubos de datos por columnas y si se introdujo TRUE en

normalizacion ,

if (!conf)

{

normaliza por capas laterales

X<—preproc (X, norm, TRUE, TRUE)
Y<—preproc (Y, norm,TRUE, TRUE)

# comprueba los valores de maximo y de iteraciones

if ((maximo<=1) ||(maximo!=(floor (maximo))))

{

conf<=TRUE
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}

print ("te has confundido, numero maximo de componentes incorrecto”

if

{

}

{

}

if

{

)

(!'conf)

if ((iter<1)||(iter!=(floor(iter))))

conf<—TRUE

print ("te has confundido, numero maximo de iteraciones incorrecto

)

(!conf)

c1<—min(maximo, filas)

c2<—min(maximo, columnas1,columnas?2)

c3<—min(maximo, repeticiones)

# si no se ha elegido una combinacion de componentes, realiza el

analisis para todas las combinaciones posibles

if ((is.null(p))||(is.null(q))||(is.null(r)))

{

# crea una tabla con tantas combinaciones de componentes como

sean posibles

| <—as.matrix (expand.grid (1:¢3,1:¢c2,1:¢c1))
[<—I1[,3:1]
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names<—apply (1 ,1,function(v){return(paste(v[1],”x”,v[2],"x",v[3],
sep=""))})

# para cada combinacion que cumpla la regla del maximo producto
realiza la funcion auxiliar y construye la tabla

# con los resultados

a<-function (cont,|,T,iter ,tol ,c1,c2,c3)
{
if (((I[cont,1])<=((I[cont,2])=«(l[cont,3])))&&((I[cont,2]) <=((I]
cont,1]) «x(I[cont,3])))&&
((I'[cont,3]) <=((lI[cont,1])x(l[cont,2]))))
{
return(c(cont,every(l[cont,1],I[cont,2],1[cont,3],T,iter ,tol)))
} else {return(rep(0,5))}
}

table1X<—matrix (unlist (lapply (1:(dim(I)[1]) ,a, =1 ,T=X, iter=iter,
tol=tol ,c1=c1,c2=c2,c3=c3)) ,ncol=5,byrow=TRUE)

tabletY<—matrix (unlist (lapply (1:(dim(I)[1]) ,a,I=1,T=Y,iter=iter,
tol=tol ,c1=c1,c2=c2,c3=c3)) ,ncol=5,byrow=TRUE)

# elimina de la tabla las combinaciones que no cumplen la regla

del maximo producto

cual<—apply (table1X,1,function(v){return(any(v!=0)) })
table1X<-table1X[cual ,]

tablet1Y<-table1Y[cual,]

names<—names|cual]

filas1<—dim(table1X)[1]

215
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94 tablei<—cbind (table1X[,1], table1X[,2],table1X[,3]+table1Y[,3],

95 100-100«(table1X[,3]+table1Y[,3]) /(100«(table1X[,3]/(100-
table1X[,4])+table1Y[,3]/(100-tablel1Y[,4]))),

96 apply (cbind (tablei1X[,5],table1Y[,5]) ,1,max))

97 ini <—rbind (c(”Number” ,”Model _Size”,”Sum” ,”Best _given _Sum” ,”SS(Res

)”,”Prop._SS(Fit)”,”Number_of _iterations”),

98 cbind(table1[,1],names, table1[,2],rep(””,filas1) , tablel1[,3:
51))

99

100 # crea otra tabla con las combinaciones con un mejor ajuste para

cada valor de la suma de componentes

101

102 cual<—unlist (lapply (3:(c1+c2+c3), function (i ,m){if (any(m[,2]==1i)){
min (which (m[ ,4]==max(m[m[,2]==i,4]))) }}.m=tablel))

103 table2<-table1[cual ,]

104 names2<—names| cual]

105 ini[cual+1,4]<="%"

106 filas2<—dim(table2)[1]

107

108 # guarda las tablas como resultados

109

110 results(ini ,”todas las combinaciones”, first=TRUE)

111 ini2<—rbind (c(”Number” ,”Model _Size” ,”S” ,”SS(Res)”,” DifFit”,”Prop
._.SS(Fit)”,”Number_of_iterations”),

112 cbind(table2[,1],names2,table2[,2:3],table2[,4]-c(0,table2

[-filas2,4]) ,table2[,4:5]))
113 results(ini2,”combinaciones con mejor ajuste”)

114
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115 # crea una tabla con las combinaciones que pertenecen a la
envolvente convexa de entre todas

116

117 cual<-table2[,3]<=((table2[,2]-3) «(table2[ filas2,3]-table2[1,3])
/(c1+c2+c3-3)+table2[1,3])

118 if ((table2[filas2,2])==(c1+c2+c3)){cual[filas2]<-TRUE}

119 table3<—table2[cual,]

120 cual<—chull (table3[,2:3])

121 table3<-table3[cual[order(cual)],]

122 filas3<—dim(table3)[1]

123

124 # elimina todas las combinaciones mas estables menos la mas

simple de entre estas

125
126 cual<—ifelse (any((table3[,3]-c(table3[-1,3],0))<table3[,3]/100),
127 min (which ((table3[,3]-c(table3[-1,3],0))<table3[,3]/100)),
filas3)
128 tabled4<—table3[1:cual,]
129 filas4<—dim(table4)[1]
130 if (filas4>=3)
131 {
132 st<—c(0,((tabled4[-c(filas4-1,filas4),3]-tabled[—-c(1,filas4),3])/
133 (table4[—c(1,filas4),2]-table4[—-c(filas4—1,filas4),2]))/
134 ((table4[—c(1,filas4) ,3]-tabled4[-c(1,2),3])/(table4[-c(1,2),
2]-table4[-c(1,filas4),2])),0)
135 } else {st<-0}
136 if (any(st!=0)){vertical <-table4[min(which(st==min(st[st!=0])))-1,
2]+0.5}

137
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138 # representa el grafico scree—plot con todas las combinaciones

originales , con vectores para las que pertenecen

139 # a la envolvente convexa

140

141 windows (width=14,height=7)

142 layout (matrix(c(1,1,2,1),ncol=2) ,widths=c(8.85,5.15) ,heights=c(3
5,3.5))

143 layout.show(2)

144 par(mar=c(5,8,4,2)+0.1)

145 plot(table1[,2],table1[,3],type="n" ,xlim=c(min(table1[,2])-1,max(
table1[,2])+1),

146 ylim=c(min(table1[,3])-1,max(table1[,3])+1) ,xlab="Suma del

numero de componentes”,

147 ylab="Suma de cuadrados residual”)

148 text(table1[,2],table1[,3],names,cex=0.8 ,pos=4)

149 box (lwd=2)

150 abline (h=0,Ilwd=2)

151 abline (v=0,lwd=2)

152 points(table1[,2],table1[,3],pch=3,col=rgb(255,0,0,maxColorValue=
255) ,cex=0.8 ,lwd=2)

153 lapply (1:(filas3-1),function (i ,M){arrows (M[i,2],M[i,3] ,M[i+1,2],M
[i+1,3],col=rgb(0,0,255,maxColorValue = 255),

154 angle=10,length=0.1 ,lwd=1.5) } ,M=table3)

155

156 # representa una recta vertical separando las combinaciones

estables de las no estables, asi la primera a su derecha
157 # podria ser la elegida para el resto del analisis

158
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if (any(st!=0)){abline(v=vertical ,col=rgb(255,0,127,maxColorValue=

255) ,lwd=2) }

# representa un esquema con la forma de los cubos de datos

plot(0,0,type="n",xlab="" ,ylab=
2.25) ,bty="n" ,xaxt="n",yaxt="n")
rect(-1,-1,1,1)
rect(1,-1,3,1)
segments(—1,1,0,2)
segments(0,2,4,2)
segments(4,2,4,0)
segments(4,0,3,-1)
segments(1,1,2,2)
segments(3,1,4,2)
text (0,0,”X")
0,"Y")
1.25,0,filas)

text

text

(2

(-

text(0,1.25,columnast)

text(2,1.25,columnas?2)
(-

text(-0.75,1.75,repeticiones , srt=45)

,Xlim=c(—

1.5,4.25),ylim=c(-1.25,

# si se ha elegido una combinacion de componentes, comprueba que

sean correctos

} else {
((p<1) [[(p!=(floor(p))) |[(p>c1))

{
conf<=TRUE
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}

print (”te has confundido,

if (!conf)

{

}

((g<1) || (g!=(floor(

conf<=TRUE

print ("te has confundido,

}

if (!conf)

{

}

(r<t) || (r!=(floor(

{
conf<=TRUE

print (”"te has confundido,

}

if (!conf)

{

comp<—c(p,q,r)

numero de componentes incorrecto”

) || (g>c2)

numero de componentes incorrecto

) || (r>c3)

)

)

numero de componentes incorrecto”

)

220

# realiza la funcion auxiliar para la combinacion de componentes

establecida

| <—every(p,q,r,X,iter ,tol
AX<=I[[1]]
BX<-1[[2]]
CX<-I[[31]

,mas=TRUE)
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213 GX<—1[[4]]

214 AproxX<—tensorial (tensorial (tensorial (GX,1,t(AX)),2,t(BX)),3,t(
CX))

215 | <—every(p,q,r,Y,iter ,tol ,mas=TRUE)

216 AY<—I [[1]]

217 BY<-1[[2]]

218 CY<-I[[3]]

219 GY<-I[[4]]

220 AproxY<-tensorial(tensorial (tensorial (GY,1,t(AY)),2,t(BY)),3,1t(
CY))

221

222 # crea una tabla con los porcentajes de ajuste para cada

componente de cada dimension,

223 # y el ajuste total para cada dimension, una tabla para cada
cubo

224

225 s0sX<—100x«(matrix (unlist (lapply (1:3,function (i, T,comp)

226 {

227 return(c(apply(T"2,i,sum) ,rep(0,max(comp)—comp[i])))

228 },T=GX, comp=comp) ) ,ncol=3)) /(sum(X"2))

229 sosY<—100x(matrix (unlist (lapply (1:3,function (i ,T,comp)

230 {

231 return(c(apply(T"2,i ,sum) ,rep(0,max(comp)—comp[i])))

232 },T=GY, comp=comp) ) ,ncol=3)) /(sum(Y"2))

233 sosX<—rbind (sosX, apply (sosX,2,sum))

234 sosY<—rbind (sosY, apply (sosY,2,sum))

235 ini3X<—rbind (c(”Component”,”Dimension_1”,”Dimension_2" ,”

Dimension_3”),

236 cbind(c(1:(max(comp)),” Total _explained _variation”) ,sosX))
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237 ini3Y<—rbind (c(”Component” ,”Dimension_1”,”Dimension_2",”

Dimension_3”),

238 cbind(c(1:(max(comp)),” Total _explained _variation”) ,sosY))
239
240 # crea otra tabla con el tensor core y el porcentaje de ajuste

para combinacion de componentes de las tres dimensiones,

241 # una tabla para cada cubo
242
243 coreX<—cbind (matrix (aperm(GX,c(2,1,3)) ,nrow=px*r ,ncol=q, byrow=
TRUE) ,
244 matrix (aperm (100 (GX"2) /(sum(X"2)) ,c(2,1,3)) ,nrow=px*r,
ncol=q, byrow=TRUE))
245 coreY<—cbind (matrix (aperm(GY,c(2,1,3)) ,nrow=pxr ,ncol=q, byrow=
TRUE) ,
246 matrix (aperm (100« (GY"2) /(sum(Y"2)) ,c(2,1,3)) ,nrow=pxr,
ncol=q, byrow=TRUE) )
247 inidX<—rbind (c(rep(””,3),rep(c(”Mode_2_components” ,rep(””,q9-1)),
2)),
248 c(rep(””,3),”Residual _Sums_of _Squares” ,rep(””,9-1),”

Explained _Variation”,rep(””,q-1)),

249 c(rep(”7,3),rep(1:q9,2)),cbind(unlist(lapply(1:r,function(
i,p)
250 {
251 return (c(paste (”"Mode_3, _Component_",i ,sep="") ,rep(”” ,p—1
)))
252 },p=p)) ,rep(c(’Mode_1_components” ,rep(””,p—1)),r) . ,rep(1:p

)
,r),coreX))
253 inidY<—rbind (c(rep(””,3),rep(c(”Mode_2_components” ,rep(””,q9-1)),

2)),
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254 c(rep(””,3),”Residual _Sums_of _Squares” ,rep(””,q-1),”

Explained_Variation” ,rep(””,q-1)),

255 c(rep(””,3),rep(1:q,2)),cbind(unlist(lapply(1:r,function(
i,p)

256 {

257 return (c(paste(”Mode_3,_Component_” ,i ,sep="") ,rep(”” ,p—1
)))

258 },p=p)) ,rep(c(’Mode_1_components” ,rep(””,p—=1)),r) ,rep(1:p
,r),coreY))

259

260 # calcula el ajuste de cada fila, columna de los dos cubos y

repeticion

261

262 fit1X<—apply (AproxX"2,1 ,sum)

263 fit2X<—apply (AproxX"2,2,sum)

264 fit3X<—apply (AproxX"2,3,sum)

265 fit1X<—cbind (fit1X,apply (X"2,1,sum)—-fit1X)

266 fit2X<—cbind ( fit2X, apply (X" 2,2,sum)—fit2X)

267 fit3X<—cbind (fit3X,apply (X"2,3,sum)—fit3X)

268 fit1Y<—apply (AproxY“ 2,1 ,sum)

269 fit2Y<—apply (AproxY“ 2,2 ,sum)

270 fit3Y<—apply (AproxY 2,3 ,sum)

271 fit1Y<—cbind (fit1Y,apply (Y 2,1 ,sum)—-fit1Y)

272 fit2Y<—cbind (fit2Y,apply (Y 2,2 ,sum)—-fit2Y)

273 fit3Y<—cbind (fit3Y,apply (Y 2,3 ,sum)-fit3Y)

274

275 # si no se ha elegido representar los ejes, guarda como

resultados las tablas con los porcentajes de ajuste
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276 # para cada componente de cada dimension, y el ajuste total para

cada dimension

277

278 if (!((Vis.null(P1))&&(lis.null(P2))&&(!is.null(Ql1))&&(!is.null(Q
2))&&(lis.null (R1))&&(lis.null (R2))))

279 {

280 results (ini3X,”porcentajes de ajuste primer cubo”, first=TRUE)

281 results (ini3Y, " porcentajes de ajuste segundo cubo”)

282

283 # guarda como resultados los tensores core y los porcentajes de

ajuste para cada combinacion de componentes

284 # de las tres dimensiones

285

286 results (inid4X,”core array primer cubo”)

287 results(ini4Y,”core array segundo cubo”)

288

289 # guarda como resultado las coordenadas de cada fila , columna
de los dos cubos y repeticion para los graficos

290

291 results (AX,"coordenadas de las filas primer cubo”,names=namesf,
axis=TRUE)

292 results (BX, "coordenadas de las columnas primer cubo” ,names=
namesci , axis=TRUE)

293 results (CX, "coordenadas de las repeticiones primer cubo”,names=
namesr, axis=TRUE)

294 results (AY, "coordenadas de las filas segundo cubo”,names=namesf
, axis=TRUE)

295 results (BY, "coordenadas de las columnas segundo cubo”,names=

namesc2 , axis=TRUE)
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296 results (CY, "coordenadas de las repeticiones segundo cubo”,names

=namesr, axis=TRUE)

297

298 # si se ha elegido, calcula las contribuciones para las filas,
las columnas y las repeticiones de los dos cubo de datos

299

300 if (contr)

301 {

302 contributions (AX,namesf, ”las filas primer cubo”)

303 contributions (BX,namesc1,”las columnas primer cubo”)

304 contributions (CX,namesr, ”las repeticiones primer cubo”)

305 contributions (AY,namesf, ”las filas segundo cubo”)

306 contributions (BY,namesc2,”las columnas segundo cubo”)

307 contributions (CY,namesr, "las repeticiones segundo cubo”)

308 }

309

310 # representa el grafico con el ajuste para cada fila, columna
de los dos cubos y repeticion

311 # con las etiquetas segun los colores de los grupos a los que
pertenecen

312 # ademas pinta una recta separando las filas , columnas de los
dos cubos y repeticiones con un ajuste superior

313 # o inferior a la media

314

315 if ((is.null(dimAX) ||is.null(dimAY))&&(is.null(dimBX) ||is.null(
dimBY) ) &&(is . null (dimCX) || is. null (dimCY)))

316 {

317 contr=FALSE

318 windows (width=14 ,height=7)
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319 layout (matrix(1:3,nrow=1))

320 layout.show(3)

321 par(mar=c(5,6,4,2)+0.1)

322 plot(fit1X[,1], fit1X[,2],type="n" ,xlim=c(min( fit1X[,1]) ,max(
fiti1X[,1])),

323 ylim=c(min(fit1X[,2]) ,max(fit1X[,2])),xlab="",ylab="")

324 text (fitiX[,1], fit1X[,2],namesf,col=coloresf)

325 box (Ilwd=2)

326 abline (h=0,lwd=2)

327 abline (v=0,lwd=2)

328 abline (0,sum( fit1X[,2]) /sum(fit1X[,1]),col=rgb(255,0,0,
maxColorValue = 255) ,lwd=2)

329 plot(fit2X[,1], fit2X[,2],type="n",xlim=c(min( fit2X[,1]) ,max(
fit2X[,1])),

330 ylim=c(min(fit2X[,2]) ,max(fit2X[,2])),xlab="",ylab="")

331 text (fit2X[,1], fit2X[,2],namesc1,col=coloresc1)

332 box (lwd=2)

333 abline (h=0,lwd=2)

334 abline (v=0,lwd=2)

335 abline (0,sum( fit2X[,2])/sum(fit2X[,1]),col=rgbh(255,0,0,
maxColorValue = 255) ,lwd=2)

336 plot (fit3X[,1], fit3X[,2],type="n",xlim=c(min( fit3X[,1]) ,max(
fit3X[,1])),

337 ylim=c(min(fit3X[,2]) ,max(fit3X[,2])),xlab="",ylab="")

338 text(fit3X[,1], fit3X[,2],namesr)

339 box (lwd=2)

340 abline (h=0,lwd=2)

341 abline (v=0,lwd=2)
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342 abline (0,sum( fit3X[,2]) /sum( fit3X[,1]) ,col=rgb(255,0,0,
maxColorValue = 255) ,lwd=2)

343 windows (width=14 ,height=7)

344 layout (matrix (1:3,nrow=1))

345 layout.show(3)

346 par(mar=c(5,6,4,2)+0.1)

347 plot(fit1Y[,1], fit1Y[,2],type="n" ,xlim=c(min(fit1Y[,1]) ,max(
fit1Y[,1])),

348 ylim=c(min(fit1Y[,2]) ,max(fit1Y[,2])),xlab="",ylab="")

349 text(fit1Y[,1],fit1Y[,2],namesf,col=coloresf)

350 box (Ilwd=2)

351 abline (h=0,lwd=2)

352 abline (v=0,lwd=2)

353 abline (0,sum( fit1Y[,2])/sum(fit1Y[,1]),col=rgbh(255,0,0,
maxColorValue = 255) ,lwd=2)

354 plot(fit2Y[,1], fit2Y[,2],type="n" ,xlim=c(min(fit2Y[,1]) ,max(
fit2Y[,1])),

355 ylim=c(min(fit2Y[,2]) ,max(fit2Y[,2])),xlab="",ylab="")

356 text(fit2Y[,1], fit2Y[,2],namesc2,col=coloresc?2)

357 box (lwd=2)

358 abline (h=0,lwd=2)

359 abline (v=0,lwd=2)

360 abline (0,sum( fit2Y[,2]) /sum(fit2Y[,1]),col=rgb(255,0,0,
maxColorValue = 255) ,lwd=2)

361 plot (fit3Y[,1], fit3Y[,2],type="n",xlim=c(min( fit3Y[,1]) ,max(
fit3Y[,1])),

362 ylim=c(min(fit3Y[,2]) ,max(fit3Y[,2])),xlab="",ylab="")

363 text(fit3Y[,1], fit3Y[,2],namesr)

364 box (lwd=2)
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365 abline (h=0,lwd=2)
366 abline (v=0,lwd=2)
367 abline (0,sum( fit3Y[,2])/sum(fit3Y[,1]),col=rgh(255,0,0,
maxColorValue = 255) ,lwd=2)
368 }
369
370 # realiza los tres analisis de co—inercia para las tres
dimensiones
371
372 dimnames (AX) [[ 1]] <—namesf
373 dimnames (AY) [[ 1]]<—namesf
374 dimnames (BX) [[ 1]] <—namesc1
375 dimnames (BY) [[ 1]] <—namesc2
376 dimnames (CX) [[ 1]] <—namesr
377 dimnames (CY) [[ 1]] <—namesr
378 if ((is.null(dimBX) ||is.null(dimBY))&&(is.null(dimCX) ||is.null(
dimCY)))
379 {
380 COIA(AX,AY,dimX=dimAX,dimY=dimAY, coloresf=coloresf ,norm=norm,
contr=contr ,cotucker=TRUE)
381 }
382 if ((is.null(dimAX) ||is.null(dimAY))&&(is.null(dimCX) ||is.null(
dimCY)))
383 {
384 COIA(t(BX) ,t(BY) ,dimX=dimBX, dimY=dimBY, coloresc1=coloresc1,
coloresc2=coloresc2,norm=norm, contr=contr ,
385 cotucker=TRUE, tcotucker=TRUE)

386 }
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if ((is.null(dimAX) ||is.null(dimAY))&&(is.null(dimBX) ||is.null(
dimBY)))
{
COIA(CX,CY,dimX=dimCX, dimY=dimCY ,norm=norm, contr=contr ,
cotucker=TRUE)

# si se ha elegido representar los ejes, comprueba que los ejes

a representar en los graficos sean correctos

} else {
if ((compr(P1,P2,c1,p,TRUE))&&(compr(Q1,Q2,c2,q,TRUE))&&(compr (R
1,R2,¢c3,r,TRUE)))

dimensionP <—c (P1,P2)
dimensionQ<—c (Q1,Q2)
dimensionR<—c (R1,R2)
AXd<-AX][ ,dimensionP]
BXd<-BX[ ,dimensionQ]
CXd<-CX[ ,dimensionR]
AYd<-AY[,dimensionP]
BYd<-BY[,dimensionQ]
CYd<-CY[ ,dimensionR]

# representa las filas segun el primer cubo en la izquierda
con las etiquetas segun los colores de los grupos

# a los que pertenecen

# representa las columnas del primer cubo en el centro con las

etiquetas y vectores desde el origen
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# segun los colores de los grupos a los que pertenecen
# representa las repeticiones segun el primer cubo en la

derecha con las etiquetas y vectores desde el origen

plotmt (dim1=dimensionP ,dim2=dimensionQ ,dim3=dimensionR , sos=
sosX ,M1=AXd,M2=BXd,M3=CXd,
lim1=AXd, lim2=BXd, lim3=CXd, namesi=namesf ,names2=namesci ,
names3=namesr ,
colores1=coloresf,colores2=coloresc1)
contfX<—contributions2(AX, dimensionP)
contcX<—contributions2(BX, dimensionQ)
contreX<—contributions2(CX, dimensionR)
contfX[is.nan(contfX)]<-0
contcX[is.nan(contcX)]<-0
contreX[is.nan(contreX)]<-0
mcontfX<—max(contfX) /2
mcontcX<—max(contcX) /2
mcontreX<—max(contreX) /2
IcoloresfX <—coloresf[contfX>=mcontfX]
IcolorescX <—coloresc1[contcX>=mcontcX]
InamesfX<—namesf[ contfX>=mcontfX]
InamescX<—namesci [ contcX>=mcontcX]
InamesrX<—namesr[contreX>=mcontreX]
IAX<—matrix (AXd[ contfX>=mcontfX,] , ncol=2)
IBX<—matrix (BXd[ contcX>=mcontcX,], ncol=2)
ICX<—matrix (CXd[ contreX>=mcontreX,] , ncol=2)
plotmt (dim1=dimensionP ,dim2=dimensionQ ,dim3=dimensionR , sos=
sosX ,M1=IAX ,M2=IBX ,M3=ICX,
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434 lim1=AXd, lim2=BXd, lim3=CXd, namesi=InamesfX ,names2=InamescX

,hames3=InamesrX,

435 colores1=IcoloresfX ,colores2=IcolorescX , titles=TRUE)
436
437 # representa las filas segun el segundo cubo en la izquierda

con las etiquetas segun los colores de los grupos

438 # a los que pertenecen

439 # representa las columnas del segundo cubo en el centro con
las etiquetas y vectores desde el origen

440 # segun los colores de los grupos a los que pertenecen

441 # representa las repeticiones segun el segundo cubo en la

derecha con las etiquetas y vectores desde el origen

442

443 plotmt (dim1=dimensionP ,dim2=dimensionQ ,dim3=dimensionR , sos=
sosY ,M1=AYd,M2=BYd,M3=CYd,

444 lim1=AYd, lim2=BYd, lim3=CYd, namesi=namesf , names2=namesc?2 ,

names3=namesr,

445 colores1=coloresf,colores2=coloresc?2)

446 contfY <—contributions2(AY, dimensionP)

447 contcY<—contributions2(BY,dimensionQ)

448 contreY<—contributions2(CY,dimensionR)

449 contfY[is.nan(contfY)]<-0

450 contcY[is.nan(contcY)]<-0

451 contreY[is.nan(contreY)]<-0

452 mcontfY <—max(contfY)/2

453 mcontcY <—max(contcY) /2

454 mcontreY <—max(contreY) /2

455 IcoloresfY <—coloresf[contfY >=mcontfY]

456 IcolorescY <—coloresc2[contcY>=mcontcY ]
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457 InamesfY <—namesf[ contfY >=mcontfY ]

458 InamescY <—namesc2[ contcY >=mcontcY ]

459 InamesrY <—namesr[contreY >=mcontreY ]

460 IAY <—matrix (AYd[ contfY >=mcontfY ,] , ncol=2)

461 IBY <—matrix (BYd[ contcY >=mcontcY ,] , ncol=2)

462 ICY<—matrix (CYd[contreY >=mcontreY ,] , ncol=2)

463 plotmt (dim1=dimensionP ,dim2=dimensionQ ,dim3=dimensionR , sos=

sosY ,M1=IAY ,M2=IBY ,M3=ICY,
464 lim1=AYd, lim2=BYd, |lim3=CYd, names1=IlnamesfY ,names2=InamescY
,names3=InamesrY ,
465 coloresi=IcoloresfY ,colores2=IcolorescY , titles=TRUE)
466 }
467 }
468 }
469 }
470 }
471}

472}
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Capitulo 7

Resultados

Se presentan los resultados para todos los tipos de analisis explicados divididos en méto-
dos para matrices o pares de matrices de datos, métodos para una sucesion de matrices de
datos, esto es, un cubo de datos, y métodos para una sucesién de pares de matrices de datos,

o lo que es lo mismo, dos cubos con datos relacionados entre si.

7.1. Matrices y pares de matrices de datos

Los datos para el Analisis de Componentes Principales y para el Andlisis Entre-Grupos
estan ordenados en una matriz de 151 filas, los paises, con 21 columnas, los indicadores del
Sustainable Society Index para el ano de estudio 2012. Mientras que para el Analisis de Co-
Inercia se divide esta matriz en tres: una con 10 columnas, que contiene las variables de tipo
social; otra matriz con 6 columnas, las variables relacionadas con el bienestar medioambiental;
y la ultima, con las 5 variables econémicas. Estas tres matrices han sido analizadas mediante
el Andlisis de Co-Inercia consideradas a pares.

El objetivo de estos analisis es una primera toma de contacto, una familiarizacién con las ma-
trices con los datos de sostenibilidad. Se descubrira como se comportan los distintos paises
en las distintas areas de la sostenibilidad durante el afno 2012, y qué relaciones existen entre

los indicadores de un tipo y los de otro.
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La figura 7.1 es una representacion grafica que incluye los paises (ver apéndice B) y las va-
riables relativas al Sustainable Society Index (ver apéndice C) analizados mediante un PCA.
Todos los paises estan representados segun su nivel de ingresos mediante diferentes colores:
los paises con un nivel de ingresos bajo con color negro, los que tienen un nivel de ingresos
medio-bajo con color azul, los de un nivel de ingresos medio-alto con violeta, y aquellos con
un nivel alto de ingresos de color rosa. Los indicadores estan representados con vectores de
colores segun el pilar de la sostenibilidad con el que tengan que ver: los indicadores sociales
en azul, los medioambientales en verde, y los econémicos de rojo.

En dicha figura, en su parte izquierda, se puede observar como los paises con el mismo nivel
de ingresos se acercan entre ellos, demostrando que forman grupos en el que los paises tienen
perfiles similares. Ademas, los grupos por nivel de ingresos se sitlan en el grafico configuran-
do un gradiente de izquierda a derecha en orden: ingresos bajos, medio-bajos, medio-altos y
altos. Esto significa que el motivo principal de la separacion de los paises es el nivel de ingre-
s0s, puesto que es la caracteristica que queda representada en el eje de abscisas, es decir,
el primer eje de la descomposicidon espectral de la matriz correspondiente, que es el eje que
retiene la mayor variacién por estar asociado al mayor valor propio.

De la parte derecha de la misma figura se puede interpretar como se relacionan las variables
del SSI, asi, por un lado, las variables sociales y las econdémicas estan situadas formando
angulos pequenos entre ellas (a excepcion de Public Debt, P.D.), y en el extremo opuesto
se encuentran los indicadores medioambientales; esto quiere decir que los indicadores so-
ciales y los econdmicos estan correlacionados positivamente entre si, y negativamente con
los medioambientales, que a su vez también estan correlacionados positivamente entre ellos.
También se pueden interpretar las longitudes de los vectores que representan a las variables,
asi los indicadores sociales y econdmicos, en general, poseen vectores de modulos mas cor-
tos que los de las variables medioambientales, lo que significa que los paises presentan una
mayor variabilidad en los valores que toman en estos Ultimos, mientras que presentan una
mayor similaridad en los valores que toman en aquellos.

Por ultimo, se pueden interpretar las similaridades entre paises y variables con las dos partes

de la figura conjuntamente, seguin en qué semiplanos y cuadrantes se sitlien simultaneamente
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los paises y los indicadores. Por lo tanto, los paises con nivel de ingresos alto, y los de ingresos
medio-altos en menor medida, se inclinan mas por temas de tipo social o econémico (a excep-
cion de Public Debt, P.D.), porque ambos, paises y variables, estan situados en el semiplano
derecho, en los cuadrantes | y IV. Y en sentido opuesto, los paises con nivel de ingresos bajo
y la mayoria con medio-bajo, se preocupan mas por los temas medioambientales, por estar
situados en los semiplanos izquierdos, es decir, en los cuadrantes Il y Ill. Estos resultados son

los mismos que los obtenidos en el primer articulo de los publicados por el autor (Apéndice A).
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Figura 7.1: Analisis de Componentes Principales para el ano 2012

La figura 7.2 obtenida tras el andlisis BGA, a diferencia de la resultante del PCA, es una
representacion grafica que sirve para interpretar, antes que los paises, las similaridades y dife-
rencias entre los distintos grupos en que se hayan podido definir estos paises, esto es, segun
su nivel de ingresos, junto con las variables relativas al Sustainable Society Index para los
grupos durante el ano 2012. Y en un segundo paso, en la representacion anterior se pueden
proyectar los distintos paises, teniendo en cuenta como se comportan los grupos a los que
pertenecen. Asi, la representacion de las variables es la misma para la interpretacion de los

grupos, que para los paises.
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En este grafico, para la interpretacion de los grupos (parte superior), en su parte izquierda, se
puede observar de forma consecuente con lo que se vio tras el analisis PCA, cémo los grupos
de paises segun el nivel de ingresos se sitian en el grafico ordenados ascendentemente de
izquierda a derecha: ingresos bajos, medio-bajos, medio-altos y altos. Mientras que en la parte
derecha, se observa de nuevo que las variables del SSI estan relacionadas, por un lado, los
indicadores sociales y econdmicos (excepto Public Debt, P.D.) positivamente, y ambos negati-
vamente con los medioambientales.

De nuevo, se ven las mismas similaridades entre paises y variables: los paises con nivel de
ingresos alto, y medio-altos se relacionan con los temas social y econdémico (excepto Public
Debt, P.D.), y por otro lado los paises con nivel de ingresos bajo y medio-bajo estan interesa-
dos en lo medioambiental.

Por ultimo, se situan los paises en el mismo subespacio (parte inferior) por si se quisieran

interpretar mas detalladamente las relaciones individuales entre paises e indicadores.
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Figura 7.2: Analisis Entre-Grupos para el ano 2012

Antes de hacer los Andlisis de Co-Inercia, se necesita analizar cada tabla separadamen-

te. La figura 7.3 muestra los resultados graficos tras los Analisis de Co-Inercia para las tres

tablas: una para los indicadores sociales, otra para los medioambientales, y la Gltima para los

econdmicos. Las interpretaciones que se pueden hacer de estas figuras son similiares a las lle-
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vadas a cabo en los parrafos dedicados al analisis PCA para el ano 2012, pero ahora relativas
Unicamente a cada tipo de variables respectivamente. En este caso, se puede destacar el he-
cho de que, de nuevo, paises con niveles de ingresos similares siguen agrupandose, ademas
de que se sigue formando un gradiente en direccién horizontal para los tres tipos de indica-
dores, esto viene a significar que los paises no solo se separan segun su comportamiento

econdémico, si no que también lo hacen segun lo medioambiental o lo social.
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Figura 7.3: PCAs de los Analisis de Co-Inercia para el afio 2012
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Fijandonos en las figuras 7.4, 7.5 y 7.6 se puede explicar qué significan los vectores que
parten de las etiquetas de cada pais e interpretar también sus longitudes. Asi, por ejemplo, ha-
blemos de la figura 7.4: en |la parte superior los paises se sitian en el subespacio de Co-Inercia
atendiendo a cémo se comportan en relacion a los indicadores sociales cuando estos se han
estudiado conjuntamente con los medioambientales, y en la parte inferior segun los indicado-
res medioambientales en el mismo estudio. Para que esto quede reflejado en los graficos, se
dibujan vectores partiendo del lugar que ocupa un pais segun los indicadores, y llegando al
lugar que ocuparia segun los otros indicadores del estudio. En este caso, en la figura superior
izquierda los vectores parten de las coordenadas que le corresponden a los paises segun las
variables sociales, y llegan a las coordenadas donde se situarian los paises segun las me-
dioambientales; por lo tanto, en el grafico de abajo a la izquierda, los vectores son los mismos,
pero cambiando el origen por el extremo y viceversa.

Interpretemos ahora las longitudes de los vectores. Como un vector representa la distancia
entre los lugares que ocupan los paises segun los dos tipos de indicadores que se estén
analizando, un vector corto significa que en ese pais los dos tipos de indicadores estan fuer-
temente relacionados y el pais se comporta similarmente para ambos; mientras que vectores
largos significan que en los paises hay diferencias notables entre los dos tipos de variables, y
con comportamientos muy distintos. En nuestro caso, se puede observar, en general, en cual-
quiera de las figuras 7.4, 7.5y 7.6 que los paises con bajo nivel de ingresos (en color negro)
poseen vectores cortos, mientras que el resto de paises destacan por una mayor longitud.

Si se quieren interpretar estos graficos en funcion de relaciones entre paises por un lado, in-
dicadores por otro, o paises e indicadores conjuntamente, se puede hacer de forma analoga
a como se ha explicado esta interpretacion para el primer Analisis PCA. Asi, en la figura 7.4
se sigue viendo que los indicadores sociales se sitian opuestamente a los medioambientales
y estan relacionados con los paises de alto y bajo nivel de ingresos respectivamente. En la
figura 7.5 se ve que la variable Gross Domestic Product, GDP, es la que mas contribuye a la
separacion de los paises en distintos grupos, y de nuevo se puede observar como se relacio-
na positivamente con todos los indicadores sociales. Por ultimo, en la figura 7.6 las variables

econdmicas se sitian de forma parecida a la figura anterior, mientras que las medioambien-
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tales se dividen claramente en dos grupos, uno de ellos en direccion horizontal, que seria el
que sirve principalmente para diferenciar a los paises segun el nivel de ingresos, puesto que
paises con alto nivel de ingresos se sitian en el semiplano izquierdo, y los que tienen un bajo
nivel en el derecho; por otro lado, existe un segundo grupo de indicadores medioambienta-
les en direccion vertical que explicarian una segunda razén menos importante que el nivel de

ingresos por la que se separan los paises en los semiplanos superior e inferior.
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Figura 7.4: Analisis de Co-Inercia entre variables sociales y medioambientales para el afo
2012
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7.2. Sucesiones de matrices de datos

Los datos estan ordenados en un cubo constituido por 151 filas, los paises, con 21 colum-
nas, los indicadores del Sustainable Society Index, para cuatro repeticiones, los cuatro afos
de estudio (2006, 2008, 2010 y 2012).

El objetivo del Analisis Parcial Triadico es destacar la estructura estable a lo largo de los cuatro
anos de los paises y los indicadores, es decir, encontrar un “afo medio”, representar a los
paises e indicadores en esta estructura estable, y mostrar como cada uno de estos se aleja de
aquella. Mientras que el objetivo de los métodos Tucker es reducir la dimensionalidad de los
datos, en este caso, de 151 paises x 21 indicadores x 4 afos, mediante tres matrices, una para
cada dimension, y un cubo de datos mas pequeno que contenga las interacciones entre filas,
columnas y repeticiones. Este método se diferencia del Analisis Parcial Triadico en que ahora
se pueden descubrir interacciones mas profundas que las estables obtenidas con el Analisis
Parcial Triadico.

El primer grafico resultante que se obtiene después del analisis PTA es la figura 7.7 llamada
interestructura. Es una representacion grafica que sirve para interpretar las similaridades y di-
ferencias entre las repeticiones que se hayan estudiado, en nuestro caso, los distintos afos,
asi como evidenciar cuales de esas repeticiones son las mas relevantes a la hora de formar
la llamada matriz compromiso, esto es, aquellos afnos que se parezcan mas a un “ano medio”
que destacara la parte estable de la evolucion de los datos a lo largo del tiempo.

Se puede observar que el ano mas parecido a la configuracion mas estable, que es el que se
encuentre mas cerca del eje horizontal, de abscisas, es el 2008, lo que significa que es el que
mas se parece, en media, a todos los demas afnos. De la misma forma, se observa también
como se agrupan los anos: por un lado, 2010 y 2012, en el cuadrante IV, se encuentran muy
proximos entre si y alejados de 2006 y 2008, en el cuadrante |, lo cual viene a decir que se
han encontrado pruebas significativas para demostrar que entre el afio 2008 y el 2010 pudo
suceder algo que justifique los diferentes valores de los indicadores del SSI entre los dos pares

de anos.
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Figura 7.7: Interestructura del Analisis Parcial Triadico

En un segundo paso, una vez que se conocen las similaridades y diferencias de las distintas
repeticiones con el “ano medio”, se puede obtener explicitamente como combinacion de todas
las repeticiones, asi se ha calculado la llamada matriz del compromiso, que incluye los paises 'y

los valores mas estables que toman en los indicadores. Esta matriz se puede analizar mediante
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el analisis PCA, segun el que se ha obtenido la figura 7.8.

Este grafico se interpreta de la misma forma que se vio en el analisis PCA: de nuevo los
grupos de paises segun el nivel de ingresos se sitlan ordenados; las variables del SSI estan
relacionadas, por un lado, los indicadores sociales y econémicos (excepto Public Debt, P.D.)
positivamente, y ambos negativamente con los medioambientales; y las mismas relaciones
entre paises y variables.

Se puede observar que el grafico del compromiso guarda cierta semejanza con el grafico del
PCA para el ano 2012.
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Figura 7.8: Compromiso del Analisis Parcial Triadico

Por ultimo, se proyectan los paises y las variables de todos las afios en el mismo subes-
pacio que la matriz compromiso (figura 7.9), la llamada representacién de la intraestructura o
de las trayectorias, y con ello se puede interpretar mas detalladamente las evoluciones a lo
largo del tiempo de los paises y los indicadores del SSI. Por ejemplo, los paises que tienen las
trayectorias mas largas, aquellos que han evolucionado mas en el tiempo son los que poseen
niveles de ingresos bajos o medio-bajos, mientras que los indicadores que mas han variado

son los de tipo econémico, en particular destaca Public Debt, P.D.
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Figura 7.9: Trayectorias del Analisis Parcial Triadico
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Presentemos ahora los resultados tras el analisis con el método Tucker3. Lo primero es

escoger cuantas componentes retener para cada una de las dimensiones, la de los paises,

la de los indicadores, y la de los anos. Para ello nos fijamos en las dos primeras tablas que

se obtienen como resultados, la tabla 7.1 que muestra todas las combinaciones posibles de

componentes con sus porcentajes de varianza explicada, y la tabla 7.2 que resume la tabla

anterior para aquellas combinaciones que tengan una mejor varianza explicada para una suma

de componentes fijada.
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Tabla 7.2: Combinaciones con mejor ajuste en el Tucker3

Namero | Modelo | s Suma de Diferencia | Porcentaje | Numero de

Cuadrados Residual | del Ajuste | del Ajuste | Iteraciones
1 1x1x1 3 42723.454 42.854 42.854 4
25 2x2x1 | 5 32861.467 13.191 56.045 10
26 2x2x2 | 6 32848.561 0.017 56.063 13
49 3x3x1 7 27277.202 7.452 63.515 19
50 3x3x2 | 8 27076.362 0.269 63.783 20
73 4x4x1 | 9 23262.695 5.101 68.884 45
74 4x4x2 | 10 23042.134 0.295 69.179 52
97 5x5x1 | 11 19744.483 4.411 73.590 34
98 5x5x2 | 12 19517.003 0.304 73.895 46
99 5x5x3 | 13 19502.269 0.020 73.914 47
100 5x5x4 | 14 19494.652 0.010 73.924 47

En la segunda se ve que las combinaciones 4x4x1 y 4x4x2 tienen unos porcentajes de

ajuste del 68.884 % y 69.179 %, que ya son unos porcentajes suficientemente altos teniendo
en cuenta que se ha reducido de un cubo de datos 151x21x4 a uno 4x4x1 o 4x4x2. Ademas,
el incremento en la varianza explicada si se considerase el siguiente modelo mas complejo
(5x5x1) solo seria de un 4.411 % como se ve en la columna de Diferencia en el Ajuste, lo que
ya se considera como insignificante desde el punto de vista estadistico.
También, a la hora de elegir la combinacién de componentes, se puede usar un grafico en el
que estén representados todos los modelos segin la suma del nimero de sus componentes
frente a la suma de cuadrados residual, tal como se explico en el apartado de desarrollo. En
este caso, el grafico seria el siguiente (Figura 7.10)

En él se observa que el modelo 4x4x1 es uno de los mas simples (tiene la menor suma de
cuadrados residual para los modelos que tienen la misma suma del nimero de componentes)

y también es el primero de los mas estables (los modelos posteriores tienen una reduccion en
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Figura 7.10: Suma del numero de componentes vs. Suma de cuadrados residual en el Tucker3

la suma de cuadrados residual insignificante desde el punto de vista estadistico).

Sin embargo, se va a elegir el modelo 4x4x2, porque si no se consideran dos componentes
para la tercera dimension no se veran diferencias entre los afnos, e interesa ver como nuestros
datos evolucionan en el tiempo.

Los siguientes resultados que se presentan son después de llevar a cabo el mismo analisis
Tucker3 pero fijando como componentes el modelo 4x4x2. El primero que se obtiene es la
tabla 7.3, una tabla resumen donde se recoge el desglose de la varianza explicada por cada

uno de los componentes de cada una de las dimensiones.
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Tabla 7.3: Porcentajes de Ajuste con el Tucker3

Componente Dimensién 1 | Dimensién 2 | Dimension 3
1 43.120 42.863 68.875
2 13.202 13.204 0.304
3 7.483 7.722 0
4 5.375 5.391 0
Varianza explicada Total 69.179 69.179 69.179

253

Pero quizas es mas interesante interpretar la siguiente tabla resultado (Tabla 7.4), el lla-
mado core array puesto en forma de matriz, la matriz core. También se refiere a la varianza
explicada, pero considerando las diferentes combinaciones de los componentes de las dimen-
siones. Ademas, se muestran los signos para interpretar las interacciones entre los compo-

nentes de las dimensiones que son estadisticamente significantes, esto es, que no son nulas.

Tabla 7.4: Matriz Core en el Tucker3

Componentes Modo 2 Componentes Modo 2
Suma de Cuadrados Residual Varianza Explicada
1 [ 2 ] s ] 4 1 [ 2 [ 38 ] 4

1 178.893 0.111 -0.153 0.058 42.849 0.000 0.000 0.000

2 0.204 -99.298 0.991 -0.237 0.000 13.189 0.001 0.000
Modo 3, Componente 1 Componentes Modo 1

3 -0.257 -0.734 -74.679 -2.261 0.000 0.001 7.460 0.007

4 -0.180 -0.213 -1.850 63.327 0.000 0.000 0.005 5.364

1 -0.409 -2.821 -13.417 3.751 0.000 0.011 0.241 0.019

2 -2.132 1.245 1.456 -0.827 0.006 0.002 0.003 0.001
Modo 3, Componente 2 Componentes Modo 1

3 -2.308 -0.744 -2.402 -0.136 0.007 0.001 0.008 0.000

4 0.154 -0.928 -1.880 0.145 0.000 0.001 0.005 0.000

Por ejemplo, del total de 69.179 %, reteniendo una componente de cada dimensién se
obtiene una varianza explicada del 42.849 %.
Se presentan los siguientes graficos con las tres dimensiones. En cada gréafico se representan
dos componentes, una en horizontal y otra en vertical. Estos, junto con los resultados de la
anterior tabla, serviran para interpretar las interacciones entre paises, indicadores y anos.
Se interpretaran dos graficos: el procedente de las combinaciones de componentes 1x1x1 y

2x2x1 (Figura 7.11); y el procedente de la combinacion 1x3x2 (Figura 7.14).
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Como el elemento 1x1x1 de la matriz core (Tabla 7.4) es positivo (178.983), los paises que
tengan coordenadas positivas en la primera componente, es decir, los que estén situados en
el semiplano derecho (cuadrantes |y 1V) de la figura 7.11, tienen una interaccion positiva con
los indicadores que tienen coordenadas negativas en la componente primera, los situados en
el semiplano izquierdo (cuadrantes Il y IIl), en cualquiera de los cuatro anos, porque todos se

sitian en el semiplano izquierdo, tienen coordenadas negativas.
Paises(+) x indicadores(-) x afnos(—) x matriz core(+) = interaccion(+)

Esto es, en todos los anos de estudio, todos los paises con ingresos altos y la mayoria con in-
gresos medio-altos toman valores altos en las variables sociales y econémicas (excepto Public
Debt, P.D.). De la misma forma, en todos los afos de estudio, todos los paises con ingresos
bajos y la mayoria con ingresos medio-bajos toman valores altos en las variables medioam-

bientales.
Paises(-) x indicadores(+) x anos(—) x matriz core(+) = interaccion(+)

Estas dos conclusiones a partir del producto de los signos se pueden visualizar facilmen-
te en la figura 7.12, en la que se han representado los paises, indicadores y anos segun los
signos explicados. Ademas, solo han sido representados aquellos con mejor calidad de repre-

sentacién (superior a 500 sobre mil).
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Con la misma figura y sabiendo que el elemento 2x2x1 de la matriz core es negativo
(—99.298), se puede interpretar como en el caso previo, pero considerando los ejes vertica-
les de los subgraficos de los paises y los indicadores, que los paises pueden ser diferenciados
con detalle dependiendo de en qué variables toman valores mas altos. Por ejemplo, los paises
de Rusia, Kuwait, Qatar, Oman, Emiratos Arabes Unidos o Arabia Saudi, que se situan en el
cuadrante | y por tanto tienen signo positivo en la coordenada para la segunda componente,
aunque siguen teniendo valores altos en todas las variables sociales y econémicas (excep-
to Public Debt, P.D.), toman valores ligeramente mas altos en Safe Sanitation, S.S., Income
Distribution, I.D., Sufficient Food, S.F., y Sufficient to Drink, S.D., porque estos se sitian en el

semiplano superior (cuadrante II).
Paises(+) x indicadores(+) x afnos(-) x matriz core(—) = interaccion(+)

Mientras que por otro lado, paises como Austria, Suiza, Letonia, Holanda,Croacia o Dinamarca
toman valores altos en el resto de indicadores sociales y en todas las variables econémicas
(excepto Public Debt, P.D.).

Paises(-) x indicadores(-) x anos(-) x matriz core(-) = interaccion(+)

Estas dos ultimas diferenciaciones que se han obtenido con los signos de las componentes
2x2x1 tienen una varianza explicada de 13.189 %, asi como las obtenidas tras el estudio de
los signos para la combinacion 1x1x1, de un 42.849 %.

Estas dos conclusiones a partir del producto de los signos, de nuevo, se pueden visualizar
facilmente en la figura 7.13, en la que se han representado los paises, indicadores y anos
segun los signos explicados. Ademas, solo han sido representados aquellos con mejor calidad

de representacion.

Ahora, como ejemplo de interpretacién de la segunda componente para la dimension de los
anos, se hablara sobre la combinacion 1x3x2, esto es, habran de observarse la primera com-
ponente de los paises, la tercera de los indicadores y la segunda de los anos. Se usara la
figura 7.14, en la que que la componente 1 de los paises esta representada en horizontal y la

tercera de los indicadores en vertical.
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Nos fijamos en que el elmento 1x3x2 de la matriz core es negativo (—13.417).
Durante el 2006 y el 2008, todos los paises con ingresos altos y la mayoria con ingresos

medio-altos toman valores altos en los indicadores:

= Todos los indicadores sociales excepto Good Governance, G.Go., Clean Water, C.W.,

Clean Air, C.A., e Income Distribution, I.D.
= Biodiversity, B., Consumption, C., y Renewable Water Resources, R.W.R.
= Public Debt, P.D., Genuine Savings, G.S., y Employment, Em.
Paises(+) x indicadores(+) x afos(-) x matriz core(—) = interaccion(+)

Y por otro lado, durante los mismos afos, todos los paises con ingresos bajos y la mayoria con

ingresos medio-bajos toman valores altos en los indicadores:
= Good Governance, G.Go., Clean Water, C.W., Clean Air, C.A., e Income Distribution, I.D.
» Greenhouse Gases, G.Ga., Air Quality, A.Q., y Renewable Energy, R.E.
= Organic Farming, O.F,, y Gross Domestic Product, GDP.
Paises(-) x indicadores(-) x anos(—) x matriz core(—) = interaccion(+)

Mientras que en los afos 2010 y 2012 los temas de interés estan invertidos con respecto a
los anos anteriores, porque los anos 2010 y 2012 estan situados en el semiplano superior y el
2006 y el 2008 en el inferior.

Notese que estos Ultimos resultados explican una varianza del 0.241 %, asi que solo deberian
ser interpretados después de hablar de todos los elementos de la matriz core de mayor va-
rianza explicada y entendiendo que estos resultados sirven para explicar una diferenciacion
menos manifiesta entre los paises, las variables y los anos.

Estas dos conclusiones a partir del producto de los signos se pueden visualizar facilmente en
la figura 7.15, en la que se han representado los paises, indicadores y afios segun los signos
explicados. Ademas, solo han sido representados aquellos con mejor calidad de representa-

cion.
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7.3. Sucesiones de pares de matrices de datos

Los datos para el Andlisis de Co-Inercia Entre-Grupos, el STATICO, el COSTATIS y el Co-
Tucker3 estan ordenados en tres cubos de 151 filas, los paises, con 4 repeticiones, los cuatro
anos de estudio (2006, 2008, 2010 y 2012): un cubo con 10 columnas, que contienen las va-
riables de tipo social; otro cubo con 6 columnas, las variables relacionadas con el bienestar
medioambiental; y el Gltimo, con las 5 variables econémicas.

El objetivo de los analisis de este conjunto de datos es descubrir las relaciones entre paises
e indicadores de sostenibilidad social, medioambiental y econémica. Mas precisamente, los
analisis ayudaran a descubrir cémo estas relaciones varian a lo largo del espacio (por paises
de todo el mundo) y del tiempo (los ultimos cuatro bienios). Ademas, se demostrara que las
cuatro técnicas deben emplearse de forma complementaria para obtener resultados que se
beneficien de las ventajas de cada uno de los métodos.

En una primera parte se hablara de los resultados de los tres primeros métodos, que han si-
do utilizados de forma complementaria, y en una segunda parte se expondran los resultados
obtenidos tras el andlisis Co-Tucker3, y también se demostrara que debe ser usado comple-

mentariamente con los otros tres.

7.3.1. BGCOIA, STATICO y COSTATIS

Las figuras 7.16, 7.17 y 7.18 muestran las representaciones de las similaridades existentes

entre los distintos anos de estudio.
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Figura 7.16: Anos segun el Analisis BGCOIA
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La primera figura corresponde con los graficos procedentes del analisis BGCOIA:

= desde el punto de vista Social, el ano 2006 da prioridad a los temas de Healthy Life,
H.L., y Sufficient to Drink, S.D., los anos 2008 y 2010 dan paso a un interés por Safe
Sanitation, S.S., y finalmente el 2012 se caracteriza por concentrarse en temas como
Education, Ed., y Sufficient Food, S.F.

= desde el punto de vista medioambiental, los cuatro afios apenas tocan los temas relacio-
nados con Air Quality, A.Q., y Greenhouse Gases, G.Ga., pero existen diferencias entre
los anos, en 2008 y 2010 se da prioridad a las cuestiones de Biodiversity, B., y Rene-
wable Energy, R.E. (con mayor énfasis el Ultimo ano), mientras que en 2006 y 2012 el
tema mas importante es Renewable Water Resources, R.W.R., en 2006 por interesarse
por ello, y en 2012 por ser un tema que pierde mucha importancia. Ademas, en el ano

2012 se da prioridad al tema de Consumption, C.

= desde el punto de vista econémico, los anos 2006 y 2010 se interesan por Gross Domes-
tic Product, GDP, y el 2008 por Organic Farming, O.F., y Genuine Savings, G.S. Ademas
se observa una evolucién del comportamiento respecto a Employment, Em., cuando mas
importante es, es en el 2006 y el 2008, desciende en el ano 2010, y finalmente tiene va-

lores muy bajos en 2012.

Los graficos del analisis STATICO (segunda figura) muestran las interestructuras del Analisis
Parcial Triadico después de realizar el Analisis de Co-Inercia, por lo tanto, muestran las si-
milaridades entre los anos teniendo en cuenta los tipos de variables en pares: asi, el primero
corresponde a variables sociales con medioambientales; el segundo, sociales con econémicas;
y el tercero, medioambientales con econdmicas. Ademas, estos graficos muestran qué afnos
son los que tendran mayor peso a la hora de construir el compromiso, asi, para el primero,
el mas importante es el 2008, mientras que para los otros dos graficos, todos los afos son
igual de parecidos al compromiso, sin embargo, se observa similaridades entre los anos 2006
y 2008, y por otro lado, 2010 y 2012. Estos resultados son los mismos que los obtenidos en el

tercer articulo de los publicados por el autor (Apéndice A).
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Y los graficos del analisis COSTATIS (tercera figura) muestran qué anos son similares antes
del analisis de Co-Inercia, luego corresponden a interestructuras desde el punto de vista de
cada tipo de variables por separado: sociales, medioambientales y econdémicas. De nuevo, se
puede observar en estos graficos qué anos son los mas relevantes para la construccién del
compromiso. En este caso, el primer grafico muestra que el afio 2008 es el que proporciona
mayor peso, en el segundo grafico se observa que los anos mas importantes son 2008 y 2010
igualmente espaciados de 2006 y 2012, y en el tercero, al igual que mediante el STATICO,
todos los anos son parecidos al compromiso, pero con similaridades a pares, 2006 con 2008,
y 2010 con 2012. Estos resultados también son los mismos que los obtenidos en el tercer

articulo de los publicados por el autor (Apéndice A).

Antes del Ultimo paso, en el que con los tres analisis se pueden estudiar las trayectorias de los
paises de estudio a lo largo de los cuatro bienios, se hablara de los resultados graficos que se
obtienen para cada una de las técnicas, puesto que son diferentes, y asi quedara manifiesto
que se han de usar las tres de forma complementaria.

Con el analisis BGCOIA, lo que se obtiene es un par de graficos con los que se puede interpre-
tar la Co-Inercia entre los anos respecto a los tres tipos de indicadores analizados a pares, que
se puede realizar de la misma manera a como se ha explicado anteriormente en el apartado
de resultados para pares de matrices de datos, esto es, se puede hablar sobre la longitud de
los vectores. Un afio con un vector corto se traduce en fuertes relaciones entre los dos tipos de
indicadores para ese ano y que durante este, los paises se comportan de manera similar en
las variables de ambos tipos, y viceversa, un afio con un vector largo se traduce en diferencias
notables entre los dos tipos de indicadores en ese ano y que durante este, los paises tienen
comportamientos muy distintos.

Por ejemplo, en la figura 7.21 se observa que en el afio 2008 las variables medioambientales
y las econdémicas estan fuertemente relacionadas y los paises, por tanto, se comportan de
manera similar con respecto a esos indicadores. Mientras que en la figura 7.19 se ve que en
el ano 2012 hay mucha diferencia entre las variables sociales y las medioambientales, con lo

que los paises se han comportado de manera muy distinta durante ese afo respecto a los dos
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tipos de indicadores.
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Figura 7.19: Analisis de Co-Inercia del BGCOIA entre variables sociales y medioambientales

para todos los anos
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Figura 7.21: Analisis de Co-Inercia del BGCOIA entre variables medioambientales y economi-

cas para todos los afnos

Con el analsis STATICO, se obtienen dos graficos con los que se pueden interpretar las

relaciones entre las variables de dos tipos en funcién de como se comportan en ellas todos los

paises, y también se puede interpretar como varian estas relaciones a lo largo del tiempo.
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Lo que se puede destacar, principalmente, es consecuente con lo que ya se habia descubierto
con el analisis PCA para el ano 2012, que las variables de tipo social y las de tipo econémico
estan estrechamente relacionadas entre si (a excepcién de Public Debt, P.D.) e inversamente
relacionadas con las de tipo medioambiental; ademas de que se observa que la variable que
mas varia a lo largo del tiempo es, de nuevo como se vio tras el analisis PTA para todos los
anos, la Public Debt, P.D. (figuras 7.23 y 7.24). Con la diferencia de que ahora se puede deducir
todo esto para el caso en que se estudien las relaciones entre los tipos de variables a pares,
no todas a la vez. De nuevo, estos resultados son los mismos que los obtenidos en el tercer

articulo de los publicados por el autor (Apéndice A).
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Figura 7.24: Compromiso y trayectorias del Analisis STATICO entre variables medioambienta-

les y economicas

Con el analisis COSTATIS, los graficos que se obtienen hablan sobre la Co-Inercia entre
los compromisos después de realizar los dos PTAs, con flechas uniendo cada pais segun un

compromiso con el mismo pais del otro compromiso. Asi que la interpretacion se lleva a cabo
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de la misma manera que con el BGCOIA pero para pases en vez de anos, puesto que ahora
con el COSTATIS solo se puede hablar del comporta