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«To infinity...and beyond»

Buzz Lightyear, Toy Story (1995)
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Resumen

Resumen

En el presente trabajo se pretende profundizar en el andlisis del objeto matemaético
conocido como infinito actual en el Aula de Secundaria; a partir del estudio de las
posibles coherencias e incoherencias, consistencias e inconsistencias presentadas por
los alumnos respecto a este concepto, siguiendo las investigaciones previas de la Dra.
Sabrina Garbin, (Garbin, 2000; Garbin y Azcarate, 2002; Garbin, 2005). Dicha investi-
gacion se enmarca dentro de una metodologia de tipo cualitativo, empleando como
instrumento de recogida de datos un cuestionario en el que se contextualizan diversos
problemas que involucran el concepto de infinito, expresados en lenguajes matemati-
cos diferentes.

Palabras clave: infinito actual, incoherencias, inconsistencias, registros de representa-
cion semiotica.

Abstract

At the present memoir we intend to deepen into the analysis of the mathematical ob-
ject known as actual infinity in Secondary School. We will take as reference the previous
work developed by Dr. Sabrina Garbin (Garbin, 2000; Garbin y Azcarate, 2002; Garbin,
2005), where the possible coherences and incoherences, consistencies and inconsisten-
cies about this concept are widely studied. Our research is framed within a qualitative
methodology, using a questionnaire as our data collection instrument, in which some
exercises that involve the concept of actual infinity are presented, expressed in different
mathematical languages.

Keywords: actual infinity, incoherence, inconsistency, semiotic representations.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacidn del trabajo

La asignatura de Matematicas suele presentar ciertas dificultades para los alumnos de
Secundaria, en gran medida por el alto grado de abstracciéon y consecuente comple-
jidad que presentan ciertos contenidos; junto con la implementacién de un lenguaje
formal. En este contexto, se ha planteado estudiar la concepciéon del infinito matema-
tico en las aulas de Secundaria, como claro exponente de esta cuestion. En nuestro
entorno mds cercano, no se encuentran referencias inmediatas que permitan concre-
tar una primera aproximacion a esta idea de infinito, pues vivimos y exploramos un
mundo finito, (Belmonte y Sierra, 2011). Pero la nocién de infinito estd intrinsecamen-
te ligada y surge de manera natural en el contexto de las Matematicas (y no sélo en
las Mateméticas), y constituye un concepto clave y continuamente presente en la en-
seflanza de las Matematicas para cualquier nivel de aprendizaje. En este sentido, las
ideas preconcebidas e intuicién constituyen un elemento fundamental en la aproxima-
cién del alumnado al tratamiento del objeto matematico del infinito, pudiéndose dar
ciertas incoherencias e inconsistencias en su interpretaciéon (Garbin y Azcdrate, 2002;
Garbin, 2005).

Unida a la problematica asociada del tratamiento de conceptos formales en la propia
disciplina, se deben afiadir las consideraciones del panorama actual educativo. Segiin
se especifica en (Belmonte y Sierra, 2011), el concepto de infinito no se trata adecua-
damente en el contexto educativo (curriculo y textos escolares), pues no se define o se
hacen referencias a su significado, ni se acompafia de manual de uso alguno. El primer
contacto con la nocién de infinito, mediante una mera intuicién, tiene lugar a edades
tempranas, en el contexto del estudio de la numerosidad de conjuntos; y no es hasta
el curso de 1° de Bachillerato (de acuerdo con la nueva reforma educativa) donde se
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considera el infinito como objeto matematico a partir de la idea y definicién formal
de limite. El concepto de limite ha sido ampliamente estudiado por sus implicaciones
did4cticas en relacién con el curriculo educativo desde una perpectiva histérica (Sie-
rra y cols., 1999, 2002) y en base a las concepciones de los alumnos derivadas de ello
(Sierra y cols., 2000). Entonces, se puede afirmar que en nuestro curriculo educativo y
durante la etapa de aprendizaje de las matematicas bésicas, el infinito desempefia un
papel meramente simbdlico, o tinicamente concebido como sinénimo de muy grande
o muy pequefio. Sin embargo, dicho concepto se encuentra intimamente ligado a innu-
merables topicos de las matemadticas, como niimeros periddicos, irracionales y reales,
conceptos de sucesion y serie, limite, derivada, integral...

Debido a este carécter singular y multidisciplinar del infinito, y a la propia importancia
que posee dicho concepto, tanto en si mismo como en la ensefianza de las matematicas,
se ha creido conveniente y licito realizar la presente investigacion respecto a este topi-
co. Se busca profundizar en la cuestion del aprendizaje, tratamiento y concepcion del
objeto matematico del infinito en los alumnos de Educacién Secundaria, intentando
responder a la cuestion ;Cémo se aproximan, comprenden y conocen los alumnos de Secun-
daria el concepto de infinito?.

1.2. Estructura del trabajo

Tras un estudio previo de caracter bibliografico, se ha decidido abordar el andlisis de la
nocion del infinito en el Aula de Secundaria a partir del estudio de las posibles coheren-
cias e incoherencias presentadas por los alumnos respecto a este concepto, siguiendo
las investigaciones de la Dra. Sabrina Garbin, (Garbin y Azcarate, 2000; Garbin, 2000;
Garbin y Azcérate, 2002; Garbin, 2005). Entonces, en la presente investigacion se ela-
borara un estudio cualitativo acerca de la concepcién del infinito para 36 alumnos de
3° y 4° de Educacién Secundaria, empleando como instrumento de recogida de datos
un cuestionario ya validado en las referencias anteriores.

En base a este fin, el presente trabajo posee la siguiente estructura:

1. En el Capitulo 1 de este trabajo se incluye esta pequefia introduccioén, en la que se
presentan brevemente la motivacién, objetivos y composicién del trabajo.

2. En el Capitulo 2 se aborda la fundamentacion teérica que respalda la presente in-
vestigacion. Se exploran las distintas nociones existentes del concepto de infinito,
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asi como un recorrido histérico del mismo. A su vez, se exponen los marcos con-
ceptuales bajo los que se sustenta este trabajo y se analiza el estado de la cuestion
a investigar.

3. En el Capitulo 3 se establece la caracterizacién y estructura del presente trabajo,
identificando y especificando el problema de investigacién, los objetivos perse-
guidos y la metodologia empleada en su desarrollo.

4. El Capitulo 4 constituird el eje central del presente trabajo. En él se realiza de
forma detallada y exhaustiva el andlisis de la informacién obtenida a través de
los cuestionarios. Se construirdn las redes sistémicas asociadas a cada una de las
preguntas, se establecerdn las lineas de coherencia y se determinara el sistema
de clasificacién por categorias del alumnado. Finalmente, se realizard un breve
estudio comparativo entre ambas clases, y de la influencia del registro de repre-
sentacion empleado.

5. En el Capitulo 5 se presentaran las conclusiones generales derivadas de la realiza-
cion de este trabajo.

= A continuacién, después de los capitulos descritos anteriormente, se adjuntara la
biliografia empleada en la composicién de este trabajo.

= Finalmente, se incluye el Apéndice, en el que se puede consultar el modelo de
cuestionario implementado en el estudio, las redes sistémicas desarrolladas en el
andlisis cualitativo y las respuestas a los cuestionarios por parte de los alumnos
de cada uno de los cursos.



Capitulo 2

Marco Teorico

En el presente capitulo se pretende ilustrar de forma general la fundamentacién teéri-
ca que sustenta la investigacion realizada. En primer lugar, y antes que nada, conviene
establecer una definicién, lo més acotada y univoca posible, de las distintas termino-
logias empleadas para designar y tratar el concepto de infinito, la nocién de infinito
actual e infinito potencial. Acto seguido se adjunta un breve desarrollo histérico sobre
la evolucién de la concepcién del inifinito, con el fin de poder obtener una idea mas
clara de la dimensién y relevancia de la cuestion a tratar. Asimismo, se ofrecen, de for-
ma breve, un resumen sobre los marcos conceptuales mas importantes que legitiman
la investigacién, asi como su problemética fundamental. Entre ellos, cabe destacar las
bases presentadas por la teoria cognitiva desarrollada por Tall y Dreyfus y conceptos
claves como intuicién o inconsistencia. Se terminara el presente capitulo mediante la
presentacion del estado de la cuestién, haciendo referencia a las investigaciones de
actualidad en la tematica que compete, y una mencién especial al trabajo de la Dra.
Sabrina Garbin, sobre el cual se fundamenta la presente memoria.

2.1. El concepto de infinito

La nocién de infinito se presenta como un concepto complejo y para nada trivial, y por
tanto, notablemente dificil de definir. Este término se encuentra intimamente ligado
a una cierta intuicién intrinseca, generalmente anclada al mundo finito en el que vi-
vimos (en contraposicion a la naturaleza abstracta del propio concepto) y se presenta
de forma natural como «algo muy grande» o «que no tiene fin». Esta primera aproxi-
macioén al infinito, bastante extendida, constituye una definicén vaga y poco clara de
dicha nocién.
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Con el fin de profundizar en el estudio del término, se distinguen distintas tipologias
de infinito, de las cuales se pueden resaltar las dos siguientes:

1. Infinito potencial. El infinito potencial se concibe a partir de la posibilidad de
realizar sucesivamente un determinado proceso, sin que exista una aparente li-
mitacion al mismo. La concepcién del infinito potencial va intimamente ligada a
la nocién del limite considerado como una tendencia infinita, indefinida.

2. Infinito actual. El infinito actual se asocia a la idea de totalidad y completitud,
de unidad en si misma. Se podria entender como una entidad definida que en-
globa totalmente el proceso infinito potencial. La concepcién del infinito actual
se consigue al superar la operacion del paso al limite.

Para poder entenderlo de una forma mads explicita, pensemos en los ntimeros natura-
les. Dado un ntmero natural arbitrario siempre se puede obtener el nimero natural
consecutivo, sumandole una unidad. Extrapolando este razonamiento, siempre se po-
dré obtener el siguiente nimero natural, y dado éste, el siguiente; y asi sucesivamente.
La concepcioén de la generaciéon de los niimeros naturales como un proceso iterativo in-
finito es lo que proporciona la nocién de infinito potencial. Respecto al infinito actual,
éste se conseguiria al pensar en el conjunto de los nimeros naturales como un todo.

«El infinito potencial es la concepcién de infinito como un proceso. Este proceso se
construye empezando por los primeros pasos (por ejemplo 1, 2, 3 en la construccion
del conjunto de los ntimeros naturales) que se refieren a una concepcién acciéon. Repetir
estos pasos (por la adiciéon de 1 repetidamente) al infinito, requiere de la interiorizacién
de estas acciones en un proceso. El infinito actual es el objeto mental que se obtiene de
la encapsulacion de este proceso», (Dubinsky y cols., 2005).

La nocién de infinito actual aplicada a conjuntos induce algunos problemas, que se
resulven al introducir la cardinalidad de dichos conjuntos.

2.2. Breves resefias historicas sobre el infinito

La problemaética del infinito ha sido un tema de gran interés, y ampliamente estudiado,
a lo largo de la historia, tanto desde la perspectiva de las Matematicas como su acerca-
miento desde otras disciplinas, como la Historia o Filosoffa. Recientemente, el estudio
sobre la nocién de infinito actual o matemaético cobra una gran relevancia en el campo
de la Psicologia y de la Did4ctica de las Mateméticas, entre otros &mbitos.
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Citando al célebre David Hilbert, uno de los matemaéticos mds influyentes de los siglos
XIX y XX, se nos presenta la siguiente reflexion sobre el infinito: «;El infinito! Ninguna
cuestion ha conmovido tan profundamente el espiritu del hombre». Esta cita nos evoca la
gran trascendencia que ha tenido, y tiene, el concepto de infinito en la conciencia de la
Humanidad.

El concepto de infinito aparece por primera vez en Occidente con Anaximandro de
Mileto (610 - 546 a.C.), en la época griega, fundamentalmente haciendo a alusiones de
cardcter filosofico. Los griegos emplearon el término «apeiron» para designar el infini-
to, que puede traducirse como «ilimitado» o «indefinido», haciendo referencia no sélo
a «algo infinitamente grande, sino también un objeto sin orden, complejo y no carac-
terizable por un conjunto finito de determinaciones», (Rucker, 1995). Segtin (Garbin,
2000), esta palabra representaba tres roles en la cultura griega: nombre, adjetivo y ad-
verbio; presente en la mitologia, teologia o metafisica. De acuerdo con (Luis y cols.,
1991), el modo de existencia del infinito arranc6 mas bien como forma de pensamiento
que como objeto matematico.

Asimismo, el concepto de infinito tuvo una gran relevancia en la matematica griega, re-
lativa a problemas de numeracién y representaciéon de nameros, problemas de medida
y problemas tedricos acerca de la concepcién de los objetos matematicos en si. Dentro
de esta ultima categoria surgen las problemaéticas més interesantes respecto a la defini-
cién del propio concepto de infinito, evidencidndose la dualidad infinito actual-infinito
potencial; o proporcionando dilemas filoséfico-matemdticos como la finitud /infinitud
del universo o la divisibilidad infinita.

En el contexto de la problemética de los tépicos de divisibilidad infinita cabe destacar
a Zeno6n de Elea (490 - 430 a.C.), discipulo de Parménides, con la formulacién de las
hoy denominadas paradojas de Zenén. Estas «paradojas» constituyen un conjunto de ar-
gumentos para demostrar la inconsistencia de la multiplicidad o divisibilidad infinita,
involucrando conceptos como las nociones de movimiento, tiempo y espacio; median-
te un método dialéctico basado en la reduccién al absurdo. Las paradojas de Zenén
mads conocidas son: la Dicotomia, la de Aquiles y la tortuga, la Flecha y el Estadio.

Aristételes (383 - 322 a.C.) estudi6é profundamente el tema del infinito, concibiendo su
existencia como tal, pero tratdndolo como un tema delicado influenciado por las para-
dojas de Zenén. Realiz6 la distincion entre infinito actual e infinito potencial, aunque
«para Aristételes, el infinito no puede existir mas que como potencialidad, su tnica
concepcién aceptable es la de un devenir, un proceso sin fin», segtn (Belmonte, 2009).
Aristételes defendia una concepcién esencialmente finitista del Universo aunque pre-
serve una identidad potencial del infinito respecto a la divisibilidad.
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El primer contacto con el concepto de infinito actual, desde el punto de vista de la
formulacién moderna, fue introducido por Galileo (1564 - 1642), que estudi6 la natu-
raleza y aritmetizacion de los conjuntos infinitos. A partir del siglo XVII se comienza
a fraguar el desarrollo de las Mateméticas en su concepcién moderna, que derivard en
la disciplina actual. En esta época tiene lugar el nacimiento del cdlculo infinitesimal,
de mano de los matemaéticos y cientificos Newton (1642 - 1727) y Leibniz (1646 - 1716),
en los que se trata una concepcién potencial del infinito y los inicios de su concepcién
actual.

Desde entonces, numerosas personalidades han contribuido al estudio y trabajo sobre
la nocién del infinito. De entre ellos, cabe destacar la influencia de los grandes mate-
maéticos Bolzano (1781 - 1848) y Cantor (1845 - 1918) en el progreso de la cuestion que
compete. Bolzano plantea introducir el infinito como objeto de estudio en las matema-
ticas, concibiendo el infinito como un atributo de una coleccién, y no como un nombre
o un adverbio, (Belmonte, 2009). Bolzano presenta la necesidad de definir el término
infinito, ya que habia un nuevo nivel de representacién de los conjuntos, y esto signi-
ficaba transformar el infinito en un objeto dentro de un dominio operacional, (Luis y
cols., 1991). Por su parte, el trabajo de Cantor presenta un punto de inflexién también
crucial en el estudio y formulacién del infinito actual. Cantor explor6 la naturaleza del
continuo y contribuy6 al desarrollo la teoria de conjuntos, estableciendo un criterio
de correspondencia o comparacién de conjuntos basado en la existencia de relaciones
biyectivas entre los mismos.

Finalmente, durante la segunda mitad del siglo XIX y siglo XX el estudio del infinito se
ha convertido en un elemento fundamental dentro de la disciplina, habiéndose reali-
zado grandes avances. Para un desarrollo més detallado de la perspectiva histérica de
la cuestién se pueden consultar (Luis y cols., 1991; Garbin, 2000; Belmonte, 2009).

2.3. Fundamentacion teodrica

2.3.1. El pensamiento matematico avanzado

Un elemento fundamental en el marco tedrico bajo el que se ampara esta investigaciéon
es la teoria cognitiva desarrollada por Tall y Dreyfus en relaciéon con el desarrollo y
crecimiento del denominado pensamiento matemdtico avanzado. En esta teorfa se tratara
de estudiar y caracterizar el Pensamiento Matematico Avanzado (de ahora en adelante
referido por las siglas PMA) frente al Pensamiento Matemético Elemental (PME). La
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justificiacion sobre la fundamentacion tedrica de nuestro estudio en esta teoria radica
en las caracteristicas particulares de dicho estudio. En el presente trabajo se realizara
un andlisis cualitativo a través del estudio de un cuestionario en el que se plantean
preguntas que involucran conceptos como serie, suma infinita o funcién, cuyos proce-
sos cognitivos asociados se engloban dentro del dominio del PMA, dado su grado de
abstraccion.

En (Tall, 1995) se afirma que el lugar de la conversién del PME al PMA no esté definido
con precisién; pero que existen diferencias entre ambos planteamientos, tales como
la complejidad o la frecuencia de uso. Ademads se especifica que el paso del PME al
PMA implica una transicion significativa que requiere una reconstruccién cognitiva,
que implica, entre otros aspectos, el uso de las abstracciones formales.

Desde los afios 60, el intentar presentar los conceptos y definiciones matematicas de
forma que los estudiantes puedan entenderlos es un tépico de gran interés. Referente
a esto, en (Tall y Vinner, 1981) se introducen los términos concept image y concept defini-
tion, que Garbin (2000) traduce como esquema conceptual y definicion del concepto. Estas
nociones son de especial relevancia a la hora de considerar la coherencia/incoherencia
de los procesos involucrados. Tall y Vinner describen el esquema conceptual como toda
la estructura cognitiva asociada a la nocién matematica en cuestiéon. También se espe-
cifica que «el esquema conceptual no necesita ser coherente todo el tiempo», y que los
alumnos «en tiempos diferentes, aparentemente, se pueden evocar imagenes conflicti-
vas». Cuando hablan de definicién del concepto aluden a una propia definicion verbal.

Por otro lado, es importante diferenciar entre los objetos mentales y los objetos fisicos,
teniendo en cuenta la naturaleza de los objetos matemaéticos. «Los objetos matematicos
son de naturaleza distinta a los objetos visuales como percepciones del mundo exte-
rior, los primeros, toman un significado més abstracto», (Garbin, 2000). Segan (Tall,
1995), la diferencia de categoria de los objetos mentales hace referencia directamente
a la construccién desarrollada durante el crecimiento cognitivo. Esto nos permite dife-
renciar entre esquema conceptual y la propia manipulacién de los objetos mentales en
los esquemas. De esta forma, al aludir a la estructura cognitiva, el esquema conceptual
emplea el simbolo para conectar adecuadamente procesos y relaciones; tal que estos
simbolos (representacion semittica) se puedan manipular como objetos mentales sin
necesidad de estar asociado con un esquema fisico.
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2.3.2. El concepto de intuicién

Dentro de la fundamentacion teérica cabe mencionar, con especial mencién, el con-
cepto de intuicién. La nocién de intuicién, desde la perpespectiva aplicada a las mate-
maticas, posee una relevancia esencial en la educacién matemaética, y ha sido amplia-
mente estudiada en los dltimos tiempos (Fischebein, 1982); pues se considera que el
conocimiento intuitivo es fundamental y bésico, junto al conocimiento analitico, para
desarrollar toda actividad matematica.

El concepto aristotélico del infinito es una concepién potencial del mismo, que dominé
en las Matematicas hasta la época moderna, y tuvo una gran influencia en la construc-
cién del concepto de intuicion. En (Fischebein, 1982) se destaca que esta concepcién
potencial del infinito es la asociada con la interpretacion intuitiva del infinito, «un ob-
jeto potencialmente infinito [...] tiene un signficado conductural. Un infinito actual no
tiene un significado conductural, por tanto no es congruente con una interpretaciéon
intuitiva». En resumen, se puede afirmar sin pérdida de generalidad, que las activida-
des que involucren una nocién actual para el infinito pueden resultar contraintuitivas
(Garbin, 2000).

En la linea de intentar profundizar en la caracterizacién de este concepto de intuicién,
se cree importante mencionar que las cogniciones intuitivas poseen las siguienes carac-
teristicas: cogniciones directas y autoevidentes, certeza intrinseca, coersion, capacidad
de extrapolar y globalidad, descritas en (Fischebein, 1998). Fischbein también distingue
entre las intuiciones de aceptacion e intuiciones de anticipacion.

2.3.3. Inconsistencias

El topico de las inconsistencias se presenta como otro tema de especial relevancia para
el estudio desarrollado en nuestro trabajo. En el afio 1990 varios investigadores del
area de la Didactica de las Matematicas dedicaron un volumen entero de la revista
Focus on Learning Problems in Mathematics al estudio de las inconsistencias, donde el
objetivo fundamental era profundizar en el conocimiento basico sobre esta materia y
establecer asi un campo de estudio viable. Segtin (Garbin y Azcérate, 2002) algunos
investigadores (Wilson, Tall, Tirsoh y Graeber) presentaban investigaciones empiricas,
otros (Behr y Harel; Vinner) aportaban discusiones tedricas y otros trataban el tema
desde otras perspectivas (Steffe, Tirosh).
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Tall determiné tres dreas dentro del &mbito del calculo y el andlisis donde podemos en-
contrar inconsistencias; y Vinner diferencié dos tipos de inconsistencias (derivadas de
un sistema formal y desde el punto de vista psicomatemaético) y establecié dos niveles
de inconsistencias (superficiales y profundas). Tirosh estableci6 una clasificacién de un
total de seis ideas inconsistentes, afiadiendo otros tipos de ideas a las propuestas por
Vinner, inconsistencias directas e indirectas, validez matemaética de las proposiciones,
inconsistencias externas e internas, conciencia de los estudiantes de sus inconsisten-
cias. Finalmente mencionar que para un andlisis més detallado acerca de la fenome-

nologia de las inconsistencias se puede consultar la bibliografia asociada, citada en
(Garbin, 2000; Garbin y Azcérate, 2002).

2.4. Investigaciones actuales en la didactica del infinito

Tal y como cabe esperar, y dada la naturaleza y fascinacién que causa el concepto de
infinito, existe una amplisima bibliografia y numerosas investigaciones en el campo de
la Didactica de las Matematicas sobre el topico del infinito matematico. A continuaién
se enumeran brevemente las investigaciones y los resultados mds relevantes, pero se
debe resaltar que las contribuciones en este drea son més que notables. Para un mayor
detalle en el andlisis de las investigaciones en cuestion se refiere al lector a (Garbin,
2000; Belmonte, 2009).

» En (Tall, 1992) se realizan estudios sobre la transiciéon del PME al PMA. Ademas,
en él se citan otras investigaciones llevadas a cabo por el mismo autor en el que se
introduce el concepto de «measuring infinity», como complemento a las nociones
estandar de infinito potencial, infinito actual e infinito cardinal.

= En (Fischbein y cols., 1979) y (Tirosh, 1991) se investigaron los conflictos inhe-
rentes a las diferentes concepciones del infinito, y particularizando para el trata-
miento de conjuntos.

= (D’Amore, 1996) recoge numerosas investigaciones desarrolladas en los altimos
afios con el fin de mostrar los diferentes caminos de la investigaciéon matema-
tica sobre el infinito desde una perspectiva de la evolucién histérica del propio
concepto.

= Finalmente, cabe mencionar otras investigaciones relacionadas con el concepto
de infinito como (Riscos, 1996; Tirosh y Tsamir, 1996; Tsamir y Tirosh, 1999; Luis
y cols., 1991).
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2.5. El Trabajo de Sabrina Garbin

Tal y como se ha especificado previamente, el presente trabajo se basara en las inves-
tigaciones previas desarrolladas por la Dra. Sarina Garbin. En lineas generales, en las
contribuciones aportadas por dicha investigadora se pretenden identificar las incon-
sistencias y categorizar las situaciones de coherencia (lineas de coherencia) manifes-
tadas por los estudiantes en relacién con sus esquemas conceptuales sobre el infinito
actual. Ademas, introduce el concepto de tarea de conexién, que permite establecer
vinculos entre contextos y /o representaciones diferentes en los procesos de ensefianza-
aprendizaje.

Se tomard como guia fundamental la tesis doctoral de dicha autora, (Garbin, 2000), ti-
tulada «Infinito actual: inconsistencias e incoherencias de estudiantes de 16-17 afos»,
y realizada bajo la direccién de la investigadora Carmen Azcérate. Estas dos autoras
han realizado un prolifico trabajo relativo al estudio de la temética que compete; pu-
diendo destacar los siguientes estudios, entre otros, que también habran servido como
elementos esenciales en la realizacién de este trabajo: (Garbin y Azcarate, 2000, 2001,
2002; Garbin, 2005).
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Capitulo 3

El Trabajo de Investigacion

Una vez establecida la fundamentacion tedrica de la cuestion que compete, se procede
a profundizar en la propia caracterizacion y estructura del presente trabajo de inves-
tigacion. En este capitulo se establece de forma concreta el problema de investigacion
y se formulan los objetivos perseguidos a través del trabajo. Asimismo, se da cuenta
de la metodologia empleada en la realizacién del presente estudio y de los diferentes
aspectos técnicos de su desarrollo.

3.1. Problema y objetivos de investigacién

Tal y como ya se ha mencionado en capitulos anteriores, la pregunta de investigaciéon
principal que ha suscitado la motivacién de este trabajo puede resumirse en ;Cédmo
se aproximan, comprenden y conocen los alumnos de Secundaria el concepto de infinito?. A
simple vista y de forma trivial, esta pregunta de investigacién es demasiado general,
dando lugar a un amplio rango de respuestas e interpretaciones, con lo que serd nece-
sario precisar y acotar notoriamente el campo de estudio.

Tras un estudio previo de la amplisima literatura existente en torno al tépico de la ca-
racterizacion y didactica del concepto de infinito (centrado o no necesariamente sobre
alumnos de Educacién Secundaria o equivalentes) se ha decidido abordar el analisis
de la nocién del infinito en el Aula de Secundaria a partir del estudio de las posibles
coherencias e incoherencias presentadas por los alumnos respecto a este concepto.

Por ello, el objetivo general de la presente investigacion puede entenderse como una
primera aproximacion al estudio y anélisis de las concepciones que poseen los alumnos
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de Secundaria del concepto de infinito. Para ello se realizara un estudio cualitativo so-
bre la concepcién del concepto de infinito matematico en el aula de Secundaria, donde
se pueden considerar los siguientes objetivos especificos:

» Estudiar los esquemas conceptuales de los estudiantes asociados con el concepto
de infinito actual, a través de diferentes representaciones y contextos expresa-
dos en lenguajes matematicos diferentes: verbal, geométrico, grafico, algebraico
y analitico.

= Analizar, identificar e intentar categorizar las posibles coherencias e incoheren-
cias, consistencias e inconsistencias surgidas del estudio anterior. Describir e in-
terpretar dichas categorias, para poder establecer una clasificacién de los estu-
diantes en funcién de sus esquemas conceptuales sobre el infinito.

» Efectuar, si hubiera lugar, un analisis del lenguaje utilizado para referirse al infi-
nito en las distintas contextualizaciones presentadas, y cémo éste influye en los
estudiantes.

A continuacién, tras presentar un esbozo del problema de investigacion que ha mo-
tivado la realizacién de este trabajo, se procede a plantear alguna de las hipétesis de
investigacion asociadas, previas al andlisis de resultados propios, y basadas en la lec-
tura y observacion de resultados derivados de otros articulos.

- El concepto de infinito en el aula de Secundaria y se presenta como un tépico com-
plejo. La intuicién (arraigada necesariamente a la experiencia de nuestro mundo finito)
juega un papel fundamental en la concepcion del infinito, siendo una de las dificulta-
des fundamentales que presentan los alumnos, y responsable en gran medida de las
inconsistencias encontradas en investigaciones anteriores (Barahmand, 2017; Garbin y
Azcérate, 2002; Singer y Voica, 2008; Tsamir y Tirosh, 1999).

- Cabe esperar que esta dificultad asociada a la intuicién aparezca en las distintas con-
cepciones y tratamientos de la nocién de infinito a estudiar; aunque es posible con-
jeturar que las inconsistencias e incoherencias encontradas en los alumnos varien en
funcién de la naturaleza de la problematica a tratar. Otra variable determinista a tener
en cuenta serd la franja de edades sometida a estudio y el nivel educativo y conoci-
mientos previos del alumnado (Garbin y Azcérate, 2002; Garbin, 2005).

- Es posible que se encuentre una relacién directa entre las inconsistencias presentadas
por los alumnos y el lenguaje empleado en su desarrollo y consecucién.
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3.2. Metodologia de investigacion

El trabajo a llevar a cabo estda enmarcado y concebido dentro de una investigaciéon de
tipo cualitativo. El andlisis de datos es fundamentalmente inductivo, tomando como
principal fuente de anélisis la informacién obtenida en el estudio; aunque el disefio de
la investigacioén, el sistema de clasificacion de la informacion y categorias esta basado
en las investigaciones de la Dra. Sabrina Garbin (Garbin y Azcarate, 2000; Garbin, 2000;
Garbin y Azcarate, 2001, 2002; Garbin, 2005). El estudio desarrollado posee un caracter
exploratorio, descriptivo e interpretativo; y el estar basado en investigaciones previas
ya validadas legitima a su vez y le confiere la solidez necesaria a la investigacién reali-
zada.

3.2.1. Participantes del estudio

La presente investigacion se ha desarrollado con la participaciéon voluntaria de un total
de 36 estudiantes de Educaciéon Secundaria, de entre 14 y 17 afios de edad, correspon-
dientes a los niveles académicos y educativos de 3° de Educacioén Secundaria Obliga-
toria (18 participantes) y 4° de Educaciéon Secundaria Obligatoria (18 participantes). La
experiencia se realiz6 con practicamente la totalidad del alumnado de los cursos de 3°
y 4° de la E.S.O. de un tnico centro escolar, el Colegio San José', en la ciudad de Sala-
manca, siendo éste mi centro asignado durante el periodo del Practicum del Méster de
Profesor de Educacion Secundaria Obligatoria y Bachillerato, Formacién Profesional y
Ensefianzas de Idiomas, de la Universidad de Salamanca, correspondiente con el curso
académico 2016-2017.

De cara al futuro estudio, resulta interesante profundizar en los conocimientos previos
del alumnado en el momento de realizacién de la investigacion sobre la materia de Ma-
temdticas, y més concretamente, en el campo del anélisis. En este sentido, cabe resaltar
que los dos cursos analizados presentan un perfil bastante distinto, lo que podria verse
reflejado en los resultados obtenidos:

= El alumnado de 3° de la E.S.O. posee los conocimientos propios de su nivel aca-
démico sobre conjuntos numéricos, ecuaciones y sistemas, proporcionalidad y
geometria. A su vez, gozan de un conocimiento reciente de funciones, habiendo
estudiado la descripcion de funciones elementales polindmicas; y sucesiones. No
poseen conocimientos formales previos sobre limites.

Thttp:/ / colegiosanjosesalamanca.es
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= El alumnado de 4° de la E.S.O. presenta unos conocimientos avanzados en el blo-
que de andlisis matematico correspondiente con el curriculo establecido, habien-
do estudiado la teoria de funciones al completo, la formalizacion y tratamiento
de limites y la introduccién al concepto y cdlculo de derivadas; todo ello desde el
punto de vista tedrico y préctico.

Esta dicotomia en la formacién previa de los particiantes del estudio aporta un ele-
mento adicional a la investigacion realizada, pues ademds de profundizar en la ca-
racterizacion del infinito, se podré analizar la evolucién en la concepcién de nocion de
infinito a lo largo del sistema educativo, valorando el factor académico de la educacién
matematica recibida.

3.2.2. Instrumento de recogida de datos

El instrumento fundamental de recogida de datos se realizara mediante la implemen-
tacion de un cuestionario a los alumnos. Dado que lo que se pretende analizar es la
aproximacion y el tratamiento del concepto de infinito en distintos contextos, se esti-
ma este método de recogida de informacién como el mds adecuado; pues a través de
las diferentes preguntas del mismo, los estudiantes van a poder profundizar y refle-
xionar sobre sus concepciones preestablecidas sobre la nocién del infinito en diversas
situaciones, abordando los problemas desde diferentes perspectivas.

El cuestionario implementado estd basado en los modelos propuestos en la investiga-
cién desarrollada por la Dra. Sabrina Garbin (Garbin y Azcarate, 2000; Garbin, 2000;
Garbin y Azcérate, 2001, 2002; Garbin, 2005), donde se incluyen breves ejercicios de
enunciado con los cuales se pretende analizar el concepto matematico de infinito ac-
tual. El cuestionario final consta de un total de 5 preguntas, en las que estd presente
y se trata el mismo concepto matemdtico, el infinito actual, pero el lenguaje y contexto
matematico es distinto en cada problema: geométrico, verbal, analitico, gréafico y alge-
braico. De esta forma, se busca explorar de manera mds profunda la concepcién del
infinito que poseen los alumnos, valorando ademads otros factores como el lenguaje y
contexto del problema, analizando si se producen variantes en este sentido.

A continuacién se adjunta el modelo de cuestionario propuesto y anteriormente ana-
lizado en (Garbin, 2000; Garbin y Azcarate, 2002; Garbin, 2005); y posteriormente im-
plementado como eje base de este trabajo de investigacion:
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N[

Cuestionario

. Observa la siguiente figura.

Nos muestra un esquema en el que se biseca cada vez el segmento de la derecha, es decir, los

puntos M, N, O, P son los puntos medios de los segmentos AB, M B, NB y OB, respectiva-
mente:

=
Z
+ 0

Si se siguen haciendo més y mds bisecciones, ;crees que es posible llegar a una situacién en la
que un punto de la biseccién coincide con el punto B? Explica tu respuesta.

. Se deja caer una pelota desde 2 metros de altura sobre una superficie horizontal. Cada vez que
la pelota llega al suelo, tras caer desde una altura h, rebota hasta una altura %
» ;Podrias calcular la distancia total recorrida por la pelota? Explica tu respuesta.

» ;Podrias decir cudntos rebotes haré la pelota? Explica tu respuesta.

. Considera la siguiente suma:

U
2747816

¢Cudl crees que es el valor de esta suma? Explica tu respuesta.

. La siguiente figura representa la grafica de una funcién:

Describe lo que pasa con la funcién para valores muy grandes de z. ;Podrias determinar el
valor de la funcién cuando z se hace muy grande? Explica tu respuesta.

. Considera la siguiente ecuacién:

I I LI I
Y= i Ty T Ty Ty o

¢(Podrias decir para qué valor de n resulta y = 2? Explica tu respuesta.
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3.2.3. Organizacion de la informacién y procedimiento de analisis de
datos

Tal y como ya se ha mencionado, mediante el cuestionario se pretende caracterizar la
nocién, tratamiento y aproximacién del concepto de infinito por parte de los alum-
nos en diversas contextualizaciones matematicas distintas, modelizados por los cinco
problemas propuestos.

Se planteo la elaboracién del cuestionario a los alumnos en dos sesiones de aula de 50
minutos (una para cada curso), aunque en principio no se ha establecido ningtn limite
de tiempo para la realizacién del mismo. Se ha de mencionar que la participacién en
la realizacion del cuestionario era totalmente voluntaria; aunque todos los estudiantes
de ambos cursos (que se encontraban presencialmente en el aula) participaron diligen-
temente y con buena actitud. Se ha asegurado en todo momento la confidencialidad de
los datos y el anonimato externo de los alumnos (dada la politica de confidencialidad
del centro), pero a la vez se han tomado medidas internas y de exclusivo conocimien-
to personal que permitan conocer la autoria de los diferentes cuestionarios en caso de
que sea necesario. Para ello, se pidi6 a los alumnos de cada curso que se identificaran
en el cuestionario tinicamente mediante su nimero de la lista, sin ninguna mencién
explicita a su identidad (nombre, iniciales...). La correspondencia biunivoca entre el
nombre de cada alumno y su ntimero de lista es confidencial, y fue facilitado por el
tutor de préacticas en su momento. Finalmente, y con el fin de poder distinguir a los
alumnos de los diferentes cursos, se ha agregado un digito adicional a cada cédigo del
cuestionario (3 para los alumnos de 3° de E.S.O y 4 para los alumnos de 4° la E.S.O),
de forma que cada ejercicio viene determinado por 3 cifras, el primero de los digitos se
corresponde con la cifra del curso, 3 6 4, seguido de los dos digitos del nimero de la
lista correspondiente del alumno.

Mencionar que se analizaran de forma separada los cuestionarios realizados por los
dos cursos, 3° y 4° de E.S.O., con el fin de poder estudiar con mayor facilidad las res-
puestas de los grupos con el mismo nivel académico.

Una vez organizada y debidamente codificada la informacién proporcionada por los
cuestionarios, se prevé realizar un anédlisis de datos inductivo, obteniendo el material
de trabajo a partir del estudio de resultados derivado de la recogida de datos. Se hara
uso de la siguiente metodologia para el andlisis de los datos obtenidos, siguiendo las
pautas establecidas en (Garbin, 2000; Garbin y Azcarate, 2001, 2002; Garbin, 2005):

= Se emplea el recurso de las redes sistémicas como instrumento de organizacién
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y andlisis para los datos cualitativos. Segtun (Garbin y Azcarate, 2002) «las redes
sistémicas posibilitan una configuracién de los datos que permite mirar todas
las respuestas efectivas de los alumnos encuestados. Estos datos nos interesa-
ban para acercarnos a los esquemas conceptuales de los estudiantes asociados al
concepto de infinito actual». Para cada una de las preguntas del cuestionario, se
construird la red sistémica asociada y se establecerdn los grupos de respuestas. El
analisis realizado en este primer paso es un mero analisis exploratorio, descripti-
vo e interpretativo de las respuestas obtenidas.

= El siguiente paso del analisis de datos versa por la elaboracion de tablas resumen
a partir de la informacién obtenida y de las redes sistémicas implementadas en
el paso anterior. La implementacién de este tipo de tablas persigue dos objetivos
fundamentales:

1. Visualizar la informacién de una forma compacta, resumida y esquematica.
2. Obtener y determinar las lineas de coherencia para cada uno de los casos.

= En base a las lineas de coherencia anteriores se plantea construir un sistema de
categorias, que permita clasificar adecuadamente cada uno de los casos analiza-
dos, proporciondndonos informacién acerca de los esquemas de la concepcién
del infinito de los alumnos; asi como de las posibles inconsistencias que puedan
presentar.

= Finalmente se realizarfa una interpretacion y comparacion global de la totalidad
de resultados obtenidos, con la consecuente extraccién de conclusiones y genera-
lizacién de resultados, si ha lugar.

El analisis mas detallado de los cuestionarios, profundizando en las particularidades
de cada una de las preguntas implementadas, asi como las construccién de las redes
sistémicas y el establecimiento de las lineas de coherencia se pueden encontrar en el
siguiente capitulo.
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Capitulo 4

Estudio cualitativo sobre la nocion de
infinito actual en el Aula de Secundaria

En el presente capitulo se procedera a realizar el andlisis pertinente en profundidad
de la informacién obtenida a través de los cuestionarios para los diferentes alumnos.
Siguiendo el procedimiento descrito en el capitulo anterior, y analizando cada uno de
los cursos separadamente, se construirdn las redes sistémicas asociadas a cada una
de las preguntas, se establecerdn las lineas de coherencia de cada grupo para obtener,
posteriormente, un sistema de clasificaciéon por categorias de alumnado de estudio.
Finalmente, se realizara un breve estudio comparativo entre ambas clases, obteniendo
los resultados pertienentes.

Ademas, también se adjuntard un breve andlisis del lenguaje (matematico y conven-
cional) empleado por los estudiantes, prestando especial atencién a las caracteristicas
fundamentales para cada uno de los cursos y su comparativa.

4.1. Analisis exploratorio. Redes sistémicas

En primer lugar, y antes de proceder explicitamente con la construccién de las redes
sistémicas en cada caso, se procede a analizar brevemente cada una de las preguntas
especificadas en el cuestionario.

Tal y como se puede apreciar, el cuestionario de estudio posee un total de 5 preguntas,
en las que se plantea el mismo tépico matemdtico abordado mediante registros lingtiis-
ticos diferentes, el infinito actual. Los 5 problemas planteados representan el problema
matematico de la divisibilidad infinita (de una «distancia» finita), haciendo referencia
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a las miticas paradojas de Zenén. En cambio, cada uno de ellos se aproxima al pro-
blema base de forma diferente, empleando diversos lenguajes mateméaticos que permi-
ten contextualizar y abordar cada problema desde una perspectiva distinta (aunque el
problema subyacente sea el mismo): geométrico, verbal, analitico, grafico y algebrai-
co. Segun (Garbin y Azcarate, 2002) cada problema, en su enunciado, tiene una parte
que usa la lengua natural como registro lingtiistico, al explicar el problema y la cues-
tién planteada, y otra parte que usa otro registro de representacion semittica. Como se
puede observar, los registros de representacién semiética (indicamos RRL para indicar
registro de representacion lingiiistico y RR registro de representacién no lingtiistico)
que aparecen en el enunciado son:

Pregunta  Lenguaje matematico Registro de representaciéon semiética
1 Geométrico RR: figura geométrica (segmento de recta)
2 Verbal RRL: lenguaje natural
3 Analitico RRL: numérico (suma infinita)
4 Grafico RR: representacion gréfica cartesiana
5 Algebraico RRL: escritura algebraica (ecuacién)

TABLA 1: Lenguaje matemético y registros de representacién semiética

Para profundizar en el andlisis en si del propio cuestionario u obtener una informa-
ciéon mas detallada acerca de las caracteristicas del mismo se remite al lector a (Garbin,
2000), donde se exploran ampliamente estas cuestiones.

El primer aspecto a tener en cuenta, antes de pasar a valorar los resultados directos
de la aplicacién del cuestionario, es la evaluaciéon del propio nivel de respuesta por
parte de los alumnos. A continuacién, se adjunta la siguiente tabla donde quedan re-
cogidos el ntimero y el porcentaje de respuestas obtenidas después de la aplicacion del
cuestionario a los dos grupos de alumnos analizados de forma separada:

Preguntas 1 2 3 4 5
(@) (b) (@) (b)

Ntmero de 3° ESO 18 16 17 18 15 18 17

respuestas 4° ESO 17 18 18 18 16 16 17

Porcentaje de  3° ESO 100 88,89 94,44 100 83,33 100 94,44

respuestas 4°ESO 94,44 100 100 100 88,89 88,89 94,44

% Total 97,22 94,44 97,22 100 86,11 94,44 94,44

TABLA 2: Nivel de respuesta de los alumnos
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Tal y como se puede observar, el porcentaje de respuesta del alumnado es alto y similar
para todas las preguntas. La cuestion 4, apartado (a), es la que ha obtenido un menor
porcentaje de respuestas, siendo esta pregunta, de acuerdo con el analisis posterior,
una de las cuestiones en la que los alumnos han tenido mayor dificultad, para ambos
cursos. Cabe mencionar que se ha considerado como respuesta no contestada aquella
que se encontraba en blanco, respuesta de la que no se puede obtener informacién. De
esta forma, en el andlisis asociado a las Preguntas 2-4 (a)-(b) tinicamente se han excluido
los alumnos que no presentaron ninguna aportacion a estas preguntas de forma global,
contabilizando a aquellos alumnos que incluyeran respuestas explicitas en alguno de
sus apartados'. Este hecho ratifica a su vez, la validez del cuestionario empleado en el
presente estudio.

De acuerdo con las pautas de andlisis establecidas en el capitulo anterior, el primer pa-
so a seguir para analizar el presente estudio cualitatio consiste en la implementacién
de redes sistémicas para estructurar y categorizar en primera instancia los datos que
se desean analizar. Las redes se estructuran en forma de 4rbol con ramas que se subdi-
viden en «clases» (empleando como formalismo la llave ({)) que se pueden entender
como categorias excluyentes entre si, sobre las que se clasifican las respuestas de los
alumnos. A continuacién se procede a determinar las redes sistémicas de cada de las
preguntas, teniendo en cuenta las siguientes consideraciones:

» Se analizardn de forma separada los cuestionarios de los alumnos de 3° y 4° de la
E.S.O.

m Los alumnos se identifican univocamente con su nimero de cuestionario, es de-
cir, con el namero de la lista correspondiente. En cada red sistémica, a la derecha
de cada categoria aparecen los ntimeros correspondientes de los alumnos cuya
respuesta (explicita o sujeta a interpretacién) se corresponde con dicha clase.

= Enla parte superior de algunos nimeros puede aparecer el simbolo *. Este simbo-
lo * indica que el alumno aporta alguna informacién adicional a la recogida en la
red sistémica, generalmente asociada con alguna representacién grafica o calculo
numérico suplementario. En cada caso se daran las indicaciones pertienentes al
respecto.

= En los tltimos bloques de la categorizacion de la red sistémica se han intenta-
do recoger explicaciones pseudo-explicitas aportadas por los alumnos, es decir,

'En la Figura 20 se observa que el nimero de alumnos que no presentaron respuesta explicita a la
pregunta en cuestion es alta. En cambio, si que ofrecieron alguna contribucién al apartado (a) de dicha
pregunta, por lo que no se les puede catalogar como alumnos que no hayan respondido a esta cuestion.
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expresiones literales de los alumnos (o ligeramente modificadas, generalmente
por consideraciones de espacio en la elaboracién de la red, pero que preserven el
sentido) presentes en los cuestionarios.

A continuacién se procede a implementar y analizar las redes sistémicas para cada
una de las preguntas del cuestionario. Como ejemplo de un estudio mds detallado, se
presenta el andlisis descriptivo de la Pregunta 1 para ambos cursos, con su desarro-
llo correspondientes. Con el resto de preguntas se procederd de forma similar, cuyos
resultados se pueden consultar en el Apéndice A, seccién A.1.

4.1.1. Preguntal

En la primera pregunta del cuestionario se esperaba agrupar a los alumnos en tres gru-
pos distintos, segiin sus respuestas al cuestionario (1-3). En cambio, tras leer y analizar
las respuestas de los alumnos, se estim6 pertinente afiadir un dltimo grupo mas (4):

1. Los alumnos que respondieron afirmativamente, aquellos que indicaron que el
punto de la biseccion coincide o alcanza al punto B, punto extremo del segmento
a considerar.

2. Los alumnos que respondieron negativamente, aquellos que indicaron (explici-
tamente) que el punto de la biseccién no coincide o no llega a coincidir con el
punto B.

3. Los alumnos que no respondieron a la pregunta o no contestaron explicitamente
a lo que se les preguntaba.

4. Los alumnos que distinguieron entre la teoria y la préctica.

A continuacién se adjuntan el andlisis del porcentaje de respuestas por apartado del
alumnado y la red sistémica asociada a la Pregunta 1, para cada curso:

Grupo Numero de respuestas Porcentaje de respuestas
1 6 33,33
2 11 61,11
3 1 5,56
4 0 0

TABLA 3: Pregunta 1. Porcentaje de respuestas del curso 3° de ESO
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-(2)

- Identifica un niimero grande o infinito de bi -

Proceso iterativo secciones para poder llegar a B: (5),(17),(18)

Responde de las bisecciones

afirmativamente
- Los nimeros son infinitos y siempre se puede

dividir: (15)

Depende del nimero de divisiones: (6)

- Siempre existe un segmento que biseccio-
nar, (los niimeros son infinitos): (3), (14)

- El punto se acerca (infinitamente) a B pero

El punto se aproxima nunca podra tocarlo porque hay infinitos nua-
Pregunta 1 otiendea B )
meros: (10), (13)

- El punto medio de la biseccién nunca podra
Responde | coincidir con B: (19)
negativamente

Entre A y B existen infinitos nimeros (con infinitos decimales): (4)

Hay ntmeros (términos) infinitos y siempre se podra dividir el seg-
mento en segmentos més pequefios: (7), (16)

Habria que hacer infinitas bisecciones: (8)

B nunca puede llegar a ser el punto medio de un segmento: (9)*, (21)

| No lo entiende o no contesta a lo que se le pregunta: (1)*

FIGURA 1: Pregunta 1. Red sistémica para el curso 3° de ESO

Y para el curso de 4° de E.S.O:

Grupo Numero de respuestas Porcentaje de respuestas
1 6 33,33
2 10 55,56
3 1 5,56
4 1 5,56

TABLA 4: Pregunta 1. Porcentaje de respuestas del curso 4° de ESO
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-1, (7)

Proceso iterativo de las bisecciones 3 e ) .
- Ntmero infinito de biseccio-

nes para poder llegar a B: (2)
Responde

afirmativamente | g segmento a bisecar cada vez se hace mds pequefio, y en algtin pun-
to se alcanzara B: (3), (8)

Es una sucesion geométrica, cada vez se multiplica por 3, y el limite
infinito de la sucesioén es 0, por lo que se alcanza B: (6)

El punto medio de -(9), (10)
_El punto se aproxima J la biseccién nunca
o tiende a B podra coincidir con B, | - El limite de las di-
ya que es un extremo visiones es B: (13)
Pregunta 1 L
- No se puede construir el segmento BB: (4)
Responde e . .
negativamente | ~ Hay infinitos ntimeros y al hacer la biseccién siempre va a dar

otro nimero: (5)
- No seria una biseccién: (19)

- El punto medio de la biseccién no puede coincidir con B, ya que es
un extremo (punto fijo o referencia): (12), (15), (20)

- B no puede ser el punto medio de un segmento: (22)

Matematicamente, el problema se resuelve como un
Distingue entre teorfa y practica { limite, por lo que el valor «co» de éste serd B; aunque
teéricamente nunca se podria alcanzar: (11)

No responde: (14)

FIGURA 2: Pregunta 1. Red sistémica para el curso 4° de ESO

Acto seguido se procede con el andlisis descriptivo de las redes sistémicas anterior-
mente mostradas, en base a las respuestas de los alumnos.
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1. El punto de biseccién coincide con el punto B

(a) Seis de los alumnos de 3° de la ESO respondieron afirmativamente, es decir, que el
punto de biseccién coincidia con el punto B.

» Los alumnos (2, 5y 17) afirman que si se podria llegar a B, como consecuencia
de un proceso iterativo de bisecciones, que conllevara un gran ntimero de
ellas. En ningtin momento hacen referencia a la finitud o infinitud del proceso
de forma explicita, 0 a que sean necesarias «infinitas» bisecciones. Emplean
expresiones del estilo:

(5): Coincidiria con el punto B porque al hacer tantas bisecciones chocaria con el
punto B.

(17): Es posible que si se hacen mds y mds bisecciones el punto de biseccion coincida
con B.

» El estudiante (15) hace referencia a la infinitud del proceso indicando que exis-
ten infinito niimeros y que siempre se puede dividir a la mitad.

» En cambio, los alumnos (6 y 18) coinsideran que el proceso de bisecciéon es
finito. El estudiante (6) alude a la dependecia en el ntiimero de divisiones,
lo que implica una concepcién finitista practica del problema. En cambio, el
estudiante (18) afirma que va a llegar un punto en el que no se puedan hacer mds y
B sea el punto medio y la biseccion.

(b) En el curso de 4° de la ESO otros seis alumnos afirman que el punto de la biseccion
coincidird con B.

» Los alumnos (1, 2 y 7) afirman que si se podria llegar a B, como consecuencia
de un proceso iterativo de bisecciones. La sintaxis del estudiante (7) es simi-
lar a los argumentos planteados por los alumnos equivalentes de 3° de ESO,
haciendo referencia a la iteracién del proceso y a la necesidad de considerar
muchas bisecciones, pero sin hacer alusién directa a la finitud o infinitud ex-
plicita del propio proceso en si. En cambio, los estudiantes (1 y 2) mencionan
explicitamente el término «infinito» en sus redacciones:

(1): Llegard al infinito al hacerse mds y mds bisecciones.

(2): Si se siguen dividiendo los segmentos infinitamente el punto de la biseccién coin-
cidird con B.
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Ademés, el alumno (2) recalca el hecho de que los segmentos se van haciendo
cada vez més pequefios, y que aun asi, se podria alcanzar 5.

» Los estudiantes (3 y 8) hacen referencia a que la medida de las bisecciones o
distancia entre la bisecciéon y B, va disminuyendo y acercindose a B, de forma
que llegue a coincidir con B.

» El estudiante (6) emplea una terminologia mas formal, haciendo referencia a
una sucesion geométrica e introduciendo la nocién de limite, si se hace el limite
infinito de esa sucesion es 0, concluyendo que se alcanzaria el punto B.

2. El punto de bisecciéon no coincide con el punto B

(a) Once de los alumnos de 3° de la ESO respondieron negativamente, es decir, que el
punto de biseccién no coincidiria con el punto B.

» Los alumnos (3, 10, 13, 14 y 19) afirman que, aunque la biseccién no coincida
con B, si se aproximard a este punto. Para explicar este fendmeno, los estu-
diantes se basan en la infinitud de los niimeros, en la existencia de infinitos
nuimeros entre la biseccion y el punto B, y:

- Que por tanto, siempre se podra dividir (3, 14), o bien

- Que al haber infinitos nimeros nunca podran coincidir «exactamente» dos
de ellos, aunque sean muy cercanos (10, 13 y 19).

A pesar de que en varias ocasiones los alumnos mencionan la infinitud de
los niimeros, en nigtn caso hacen referencia a un proceso finito o infinito de
bisecciones explicitamente.

» Los estudiantes (4, 7 y 16) emplean argumentos similares a los mencionados
anteriormente, pero sin explicitar verbalmente que la biseccién se aproxima al
punto B.

» Los estudiantes (9 y 21) emplean razonamientos geométricos, argumentando
que el punto B no puede ser un punto de biseccién, al ser considerado como
extremo del segmento.

» El alumno (8) argumenta la imposibilidad de alcanzar B (mediante un razo-
namiento geométrico de realizar la biseccion) debido a la infinitud del propio
proceso. Hasta el momento, es el tinico estudiante que ha explicitado directa-
mente la infinitud del proceso de biseccién.
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(b) En el curso de 4° de la ESO diez alumnos afirman que el punto de la biseccién
coincidird con B.

» Los alumnos (9, 10 y 13) afirman que, aunque la biseccién no coincida con B,
si se aproxima o tiende a este punto.

- Los estudiantes (9 y 10) emplean un argumento geométrico, alegando que el
punto B no puede ser un punto de biseccion.

- El estudiante (13) matiza que las divisiones serdn cada vez mds pequerias,
pero que no se alcanzard B, sino que su limite serd B.

» El alumno (5) se justifica basandose en la infinitud de los ntimeros.

» El resto de estudiantes, (4, 12, 15, 19, 20 y 22) emplean el argumento geo-
métrico, al considerar B como el extremo o la referencia del segmento.

En este dltimo grupo, tnicamente el alumno (12) hace referencia a la infinitud
del proceso de bisecciones, mediante la expresién sucesivamente. El resto de
estudiantes no hacen alusién directa a esta cuestion.

3. Distincién entre teoria y practica

(a) Unicamente el estudiante (11) de 4° de ESO distingue entre la dimension tedrica
y practica de la cuestion a tratar, mediante una explicacién pseudoformal:

Creo que este problema se resolveria como un limite, por lo tanto el valor «co» de este serd
B, aungue tedricamente éste nunca se podria alcanzar.

Comentarios destacables de la Pregunta 1

A nivel general se puede decir que se destacan dos grades argumentos por parte de
los alumnos para presentar una posible solucién a este problema: una argumentacién
numérica frente a una argumentacion geométrica. La vertiente numérica esta basada
en la concepcién del segmento AB como un intervalo entre dos puntos, realizando la
asociaciéon de un punto del segmento con un punto numérico de la recta. En este con-
texto, algunos alumnos se expresan en términos de niimeros o decimales; y este tipo de
argumentacion se da tanto en alumnos de carécter finitista como infinista. La segunta
opciodn, la eleccién geométrica, se expresa en términos del propio proceso de biseccio-
nar un segmento, obteniendo como resultado dos segmentos similares al primero de
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longitud mitad. Dentro de esta concepcién geométrica podemos resaltar dos tipos de
alumnos:

= Una primera categoria engloba a lo a los alumnos que aceptan la finitud o infi-
nitud del proceso, y se basan en este hecho para argumentar sus respuestas. Por
ejemplo:

(413): No, es imposible puesto que por mucho que dividamos el segmento nunca se llegard
al punto B, puesto que las divisiones cada vez serdn mucho mds pequefias; y al final las
divisiones de los segmentos mds pequefios no llegardn a B, pero estardn muy proximos a
este punto, es decir, su limite serd B,

donde se refleja un argumento plenamente potencial del infinito.

= Dentro de la argumentacion, aparece un nuevo tipo de respuesta’?, respaldada
por un colectivo numeroso de alumnos (2 alumnos de 3° de ESO y 6 de 4° de
ESO) en la que el que el proceso de divisén sea finito o infinito no determina la
respuesta a la pregunta, y tampoco es condicionante para resolverla.

(321): No se llegard al punto B porque con este punto siempre se hacen las bisecciones.
(404): No, porque no puede haber un punto® BB.

En ambas respuestas queda ejemplificado el punto a tratar. Los alumnos argu-
mentan que el hecho de que B sea uno de los extremos del segmento a bisec-
cionar es determinante, pues conciben como incompatible la posibilidad de que
éste sea un punto de biseccion y extremo a la vez. Las razones proporcionadas
estdn altamente influenciadas por el lenguaje de representaciéon geométrico, y ni
siquiera se considera en ningtin momento la incégnita de la infinitud del proceso.

Finalmente mencionar a modo de resefia que los alumnos de 3° de ESO manifiestan un
mayor anclaje a la concepcién numérica del problema.

4.1.2. Pregunta?2

Se debe mencionar que la Pregunta 2 posee dos cuestiones explicitas a resolver:

2En otras investigaciones como (Fischbein y cols., 1979) se plantean cuatro categorias de respuestas:
el proceso es finito, el proceso es infinito, el proceso termina pero en la teoria no, y no contesta. En
cambio en este trabajo y en los estudios previos de S. Garbin (Garbin, 2000; Garbin y Azcarate, 2002)
aparece esta nueva categoria de respuesta.

3Aqui se interpreta que el alumno ha querido decir segmento, de otra manera la respuesta no tiene
sentido en la propia construccién BB.
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(a) ;Podrias calcular la distancia total recorrida por la pelota? Explica tu respuesta.

(b) ¢Podrias decir cudntos rebotes hard la pelota? Explica tu respuesta.

Se ha creido conveniente analizar ambas preguntas de forma separada, duplicando asi

los elementos de andlisis. A pesar de evaluarlas de forma separada, las agrupaciones

obtenidas en base a las respuestas de los alumnos siguen el mismo patrén, obteniendo

seis grupos distintos:

1.

Los alumnos que respondieron afirmativamente, aquellos que indicaron que si
se puede calcular la distancia recorrida/ntimero de rebotes y los calcularon.

Los alumnos que respondieron afirmativamente, si se puede calcular la distancia
recorrida/ntmero de rebotes, pero no los determinaron explicitamente.

Los alumnos que respondieron negativamente, aquellos que afirmaron que no
se puede determinar la distancia recorrida por la pelota/ntimero de rebotes.

Los alumnos que distinguieron entre la teoria y la practica.

Los alumnos que no respondieron a la pregunta explicitamente, pero describie-
ron la situacién.

Los alumnos que no respondieron a la pregunta o no contestaron explicitamente
a lo que se les preguntaba.

El anélisis del porcentaje de respuestas por apartado del alumnado se incluyen a con-

tinuacion:
Grupo 2(a) 2(b)
N° de resp. % de resp. N° de resp. % de resp.
1 3 16,67 4 22,22
2 9 50 12 66,67
3 2 11,11 0 0
4 0 0 0 0
5 0 0 0 0
6 4 22,22 2 11,11

TABLA 5: Pregunta 2. Porcentaje de respuestas del curso 3° de ESO

Y para el curso de 4° de ESO:
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Grupo 2(a) 2(b)
N° de resp. % de resp. N° de resp. % de resp.

1 2 11,11 1 5,56
2 12 66,67 14 77,78
3 4 22,22 1 5,56
4 0 0 1 5,56
5 0 0 1 5,56
6 0 0 0 0

TABLA 6: Pregunta 2. Porcentaje de respuestas del curso 4° de ESO

Las redes sistémicas asociadas a esta cuestion se pueden encontrar en el Apéndice A,
A12.

Comentarios destacables de la Pregunta 2

A nivel general se puede decir que se destacan tres tipos de argumentos por parte
de los alumnos: argumentos numéricos, graficos y geométricos. Destacar también la
importancia el registro grafico empleado por numerosos alumnos para ejemplificar el
mencionado problema.

De cara al andlisis de esta pregunta, iinicamente resefiar la fuerte influencia de los estu-
diantes respecto a la contextualizacion del problema, siendo notables los comentarios
respecto a las circunstancias fisicas del ejercicio. Esto denota una clara orientacion fi-
nitista. También mencionar la introduccién de un lenguaje pseudo-formal por parte
de los alumnos (406), (413) y (411) mediante el uso de limites, demostrando una clara
orientacién potencial por parte de los dos primeros y una tendencia actual por parte
del altimo alumno.

4.1.3. Pregunta3

En la tercera pregunta del cuestionario se esperaba agrupar a los alumnos en tres gru-
pos distintos (los que afirmaran que la suma es convergente, que la suma es divergen-
te, o que dieran otra respuesta). En cambio, tras leer y analizar las respuestas de los
alumnos, la clasificacién obtenida se torna considerablemente mas complejas, propor-
cionando finalmente la siguiente distribucién de grupos:

1. Los alumnos que afirman que el valor de la suma es infinito.
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2. Los alumnos que afirman que el valor de la suma es finito.
3. Los alumnos que afirman que el valor de la suma tiende a 2.

4. Los alumnos que dan una respuesta cualitativa, aportan informacién sobre cémo
determinar la suma, aunque no expliciten un valor para la misma.

5. Los alumnos que no respondieron a la pregunta, no aportan informacién directa
sobre la suma, pero describen la situacion.

6. Los alumnos que indican que se puede determinar, pero que desconocen cémo.
7. Los alumnos que no contestaron a la pregunta.

A continuacién se adjuntan el andlisis del porcentaje de respuestas por apartado del
alumnado a la Pregunta 3, para cada curso:

Grupo Numero de respuestas Porcentaje de respuestas

1 71 38,89
2 2 11,11
3 17 5,56
4 7 38,89
5 1 5,56
6 0 0

7 1 5,56

TABLA 7: Pregunta 3. Porcentaje de respuestas del curso 3° de ESO

Y para el curso de 4° de ESO:

Grupo Numero de respuestas Porcentaje de respuestas
1 2 11,11
2 4 22,22
3 3 16,67
4 3 16,67
5 4 22,22
6 1 5,56
7 1 5,56

TABLA 8: Pregunta 3. Porcentaje de respuestas del curso 4° de ESO
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T: Mencionar que en el grupo de 3° de la ESO, el estudiante (4) contempla la posibilidad
de que el valor de la suma sea 2 6 oo, con lo que se ha creido conveniente incluirlo en
ambos grupos. Se analizara este caso mas ampliamente en la seccién de comentarios.

Se pueden consultar las redes sistémicas para esta pregunta en el Apéndice A, A.1.3.

4.1.4. Pregunta4
Al igual que en el caso de la Pregqunta 2, en esta cuestiéon también se plantea dos cues-
tiones explicitas a resolver:

(a) Describe lo que pasa con la funcion para valores muy grandes de x.

(b) ;Podrias determinar el valor de la funcion cuando x se hace muy grande? Explica tu
respuesta.

De nuevo, se ha crefido conveniente analizar ambas preguntas de forma separada. En
este caso, también se evaluara de forma diferente las clasificaciones de los alumnos en
grupos producidas en ambas cuestiones:

Pregunta 4(a)

1. Los alumnos que plantean un comportamiento oscilatorio para la funcién.
Los alumnos evidencian un comportamiento asintético lineal para la funcién.

Los alumnos que afirman que la funcién tiende a co.

=W N

Los alumnos que describen otros comportamientos y aportan alguna informa-
cién sobre el tendencia de la funcién.

5. Los alumnos que no respondieron a la pregunta o no contestaron explicitamente
a lo que se les preguntaba.

Pregunta 4(b)

1. Los alumnos que determinaban explicitamente el valor de la funcién.

2. Los alumnos que describen cualitativamente el comportamiento de la funcién.
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3. Los alumnos que consideraron que si se podia determinar el valor de la funcién
para valores muy grandes de z, pero no aportan un valor explicito.

4. Los alumnos que consideraron que no se podia determinar el valor de la funcién
para valores muy grandes de .

5. Los alumnos que no respondieron a la pregunta o no contestaron explicitamente
a lo que se les preguntaba.

A continuacién se adjuntan el andlisis del porcentaje de respuestas por apartado del
alumnado a la Pregunta 4, para cada curso:

Grupo Ntumero de respuestas Porcentaje de respuestas
1 5 27,78
2 3 16,67
3 0 0
4 3 16,67
5 7 38,89

TABLA 9: Prequnta 4(a). Porcentaje de respuestas del curso 3° de ESO

Grupo Ntumero de respuestas Porcentaje de respuestas
1 2 11,11
2 4 22,22
3 5 27,78
4 1 5,56
5 6 33,33

TABLA 10: Pregunta 4(b). Porcentaje de respuestas del curso 3° de ESO

Y para el curso de 4° de ESO:

Grupo Ntumero de respuestas Porcentaje de respuestas
1 1 5,56
2 3 16,67
3 2 11,11
4 7 38,89
5 5 27,78

TABLA 11: Prequnta 4(a). Porcentaje de respuestas del curso 4° de ESO
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Grupo Ntumero de respuestas Porcentaje de respuestas
1 3 16,67
2 0 0
3 1 5,56
4 2 11,11
5 12 66,67

TABLA 12: Pregunta 4(b). Porcentaje de respuestas del curso 4° de ESO

Se pueden consultar las redes sistémicas para esta pregunta en el Apéndice A, A.1.4.

Comentarios destacables de la Pregunta 4

Aligual que en la Prequnta 2, cabe destacar argumentaciones del tipo numérico, gréafico
y geométrico por parte de los estudiantes. Destacar también la importancia el registro
gréafico empleado por numerosos alumnos para ejemplificar el mencionado problema.

A continuacién se debe hacer una breve resefia a las diferencias presentadas entre las
clases de 3° de ESO y de 4° de ESO. La concepcion de los alumnos de 3° de ESO es fun-
damentalmente finitista, analizando en gran medida el comportamiento de la funcién
mediante un proceso oscilatorio (y en algunos casos asintéticamente lineal) sin llegar
a extrapolar dicha tendencia. Ademads, algunos alumnos alegan que no entienden o
encuentran sentido al problema planteado, lo que evidencia su sorpresa para este tipo
de situaciones; y apenas hacen referencia a la finitud /infinitud del proceso descrito.
En cambio, la reacciéon de los alumnos de 4° de ESO, a nivel mds general, es ligera-
mente diferente. Parece ser que se han visto influidos por los conocimientos de anélisis
que posefan. Ademds, algunos alumnos se refieren al comportamiento de la funcién
mediante un lenguaje formal y términologia de limites.

4.1.5. Pregunta5
En esta ultima pregunta del cuestionario se ha conseguido agrupar a los alumnos en
los siguientes grupos:

1. Los alumnos que afirman que existe un valor de n y lo determinan.

2. Los alumnos que responden afirmativamente, que si existe un valor de n, pero
que no lo determinan explicitamente.
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3. Los alumnos que responden negativamente, afirmando que no existe un valor
de n para que y = 2.

4. Los alumnos no responden a la pregunta explicitamente o no contestan. Pueden
hacer alguna observacion.

A continuacién se adjuntan el andlisis del porcentaje de respuestas por apartado del
alumnado a la Pregunta 5, para cada curso:

Grupo Numero de respuestas Porcentaje de respuestas
1 7 38,89
2 4 22,22
3 1 5,56
4 6 33,33

TABLA 13: Pregunta 5. Porcentaje de respuestas del curso 3° de ESO

Y para el curso de 4° de ESO:

Grupo Numero de respuestas Porcentaje de respuestas
1 9 50
2 2 11,11
3 0 0
4 7 38,89

TABLA 14: Prequnta 5. Porcentaje de respuestas del curso 4° de ESO

Las redes sistémicas asociadas se encuentran en el Apéndice A, A.1.5.

4.2. Lineas de coherencia

En la seccién anterior se han construido las redes sistémicas asociadas a cada pregunta,
que acttian como un primer instrumento de organizacién y andlisis de la informacién
obtenida. Haciendo uso de estas redes sistémicas se va a implementar las lineas de
coherencia generadas en el presente estudio, que permitiran clasificar y visualizar los
esquemas de coherencia de los alumnos analizados.

El método de proceder para obtener las lineas de coherencia versa por la construccion
de las tablas resumen, donde partiendo de la informacién proporcionada por las redes
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sistémicas, se reorganizan los datos en bloques independientes. La construccién de es-
tas tablas y su forma de organizacion estara directamente orientada al establecimiento
de las lineas de coherencia, con lo que, a pesar de que la informacién disponible es
idéntica a la presente en las redes sistémicas, la mirada con la que se busca clasificar
la misma es diferente. El andlisis de las redes sistémicas es meramente descriptivo,
mientras que las tablas resumen y las lineas de coherencia deben dar evidencias de las
posibles lineas de pensamiento del alumnado respecto a la temaética del infinito.

Al igual que en la seccién anterior se presenta de las tablas resumen de la Pregunta
1 como ejemplo detallado del proceder en la realizacion del presente trabajo. Para el
resto de preguntas se ha actuado de la misma forma, realizando un estudio similar.
La implementacion de las tablas resumen se constituye como un paso intermedio en
la construccién de las lineas de coherencia, y no aportan mayor informacién al estudio
realizado, Ginicamente son una herramienta para reorganizar la informacién; por lo que
se ha creido conveniente omitir en el Apéndice la inclusién de dichas tablas. Una vez
explicado el procedimiento, se presentardn directamente los resultados obtenidos para
las lineas de coherencia, para cada de los cursos involucrados.

4.2.1. Tablas resumen para la Pregunta 1

En estas tablas resumen se busca organizar a los alumnos por sus lineas de pensamien-
to y concepcion de la infinitud. El andlisis de la Prequnta 1 se torna sencillo desde esta
perspectiva, pues esencialmente se busca determinar, para los distintos casos conside-
rados, si el alumno considera el proceso de biseccién como finito o infinito. La premisa
tedrica resulta simple, pero la realidad es que practicamente ningtin alumno especifica
explicitamente cuestiones relativas a la finitud del proceso de biseccién, con lo que al-
gunas de las respuestas deberdn ser interpretadas. Por ejemplo, se tomard como ansatz
considerar que los alumnos que aluden a un nimero grande de bisecciones consideran
el proceso de biseccién como infinito, a no ser que especifiquen lo contrario. En cam-
bio, otro dato a resaltar es que, aunque no se hacer referencias concretas a la finitud
del proceso de biseccion, los alumnos si hacen alusiones a la infinitud numérica. Ade-
mads, las tablas resumen permiten tener en cuenta otros aspectos de las cuestiones que
no se han podido reflejar en las redes sistémicas, y que pueden ser claves a la hora de
estudiar la coherencia de los estudiantes.

A continuacion, se presentan las tablas resumen asociadas a la Pregunta 1 para cada
uno de los cursos a considerar:
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- Para 3° de ESO:

Responde afirmativamente

El proceso de biseccién | El proceso (iterativo) de
es finito biseccién es infinito

La respuesta alude a la
infinitud

No especifica si el
proceso es finito o
infinito

6 17,18

15 2,5

TABLA 1

Responde negativamente

Infinitud del El punto de biseccién tiende a B B no puede ser punto de bisecciéon
d Ficasiel Ficasiel
proceso de No especi ica si e Alude a I No especi ica si e Alude a la
bisecciones proceso es finitoo | . .. . . proceso es finitoo | . . . .
o infinitud numérica e infinitud numérica
infinito infinito
8 19 3,10,13,14 9,21 4,7,16
TABLA 2
Otros
No responde a la pregunta
1
TABLA 3

- Y para los alumnos de 4° de ESO:

Responde afirmativamente

El proceso (iterativo) de
biseccién es infinito

Limite infinito

No especifica si el
proceso es finito o infinito

1,27 6 3,8
TABLA 4
Responde negativamente
B d tod
B como limite de El punto de biseccién tiende a B 1o pue. © se.r/ punto ge
L biseccién
las bisecciones
e Alude a la e
No especifica si el e No especifica si el proceso es
o infinitud o
proceso es finito o infinito L. finito o infinito
numérica
13 9,10 5 4,12,15,19, 20, 22

TABLA 5
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Otros

Distingue entre teoria y practica
8 PR yP No responde a la pregunta
(limite infinito)

11 14

TABLA 6

Tal y como se puede observar, la informacién recogida en las tablas anteriores es la mis-
ma que la asociada en las redes sistémicas, inicamente haciendo hincapié en la con-
cepcion de la infinitud de los estudiantes. Como comentario global cabe resaltar que,
en general en este problema, los alumnos apenas hacen referencia directa a la cuestién
de la infinitud del proceso, empleando fundamentalmente argumentos geométricos o
numéricos, lo que ratifica las conclusiones anteriores obtenidas para esta pregunta.

Mencionar que se puede observar una notoria diferencia entre el alumnado de 3° de
ESOy 4° de ESO. Los estudiantes de 3° de ESO emplean fundamentalente argumentos
geométricos y se escudan frecuentemente en la infinitud de los ntimeros reales para
alegar que la biseccién no podrd coincidir con B. En cambio, esta faceta numérica no
se halla tan presente en el alumnado de 4°, tomando como principal argumento la linea
geométrica. Destacar que algunos alumnos de 4° (6, 11 y 13) mencionan explicitamente
el término «infinito» en sus redacciones, procurando una respuesta pseudo-formal a la
pregunta en cuestion.

4.2.2. Construccion de las lineas de coherencia

Una vez después de haber determinado todas las tablas resumen asociadas a cada una
de las preguntas y por curso, se procede a construir las lineas de coherencia que se pue-
den establecer desde las respuestas de los alumnos. Mencionar que estudiar la cohe-
rencia de las respuestas no es tarea sencilla, pues los conceptos de finitud /infinitud se
presentan en cada una de las cuestiones mediante diferentes registros, y las referencias
a estos conceptos como tal pueden no estar claras en algunos casos. Por esto mismo,
y otros aspectos a considerar, en (Garbin, 2000) se argumenta que en ocasiones no es
facil asignar «qué tipo de respuesta dada puede considerarse coherente». Por ello se
quiere resaltar que el presente estudio pretende ser riguroso en la medida de sus po-
sibilidades, intentando vislumbrar los esquemas de pensamiento de los estudiantes
analizados que resulten coherentes entre si.

Se han establecido un total de tres lineas de coherencias (para cada curso), disefiadas y
estructuradas a partir de las tablas resumen. Si se sigue el orden dado por las flechas de
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los gréficos asociados se puede identificar facilmente a los alumnos que no mantienen
respuestas coherentes entre las cinco preguntas del cuestionario. Con el objetivo de
establecer las distintas lineas de coherencia se analizaran los resultados obtenidos para
las Prequntas 1,3, 2 ((a) y (b)), 4 y 5, establecidas en ese orden.

Linea finitista

Se he establecido, tal y como su propio nombre indica, que las respuestas finitistas son
aquellas que han sido desarrolladas en base a argumentos finitistas.

» La Pregunta 1 tal vez sea la pregunta més clara desde el punto de vista del analisis
que concierne. La respuesta finitista en este caso comprendera a los alumnos que
han respondido afirmativamente, afirmando que el punto de biseccién coincide
con B tras un proceso finito de bisecciones. Esta respuesta, alude directamente a
la representaciéon geométrica del problema al presentar un segmento finito. «La
infinitud no se hace presente y la convergencia del punto de biseccién con B es
consecuencia de la finitud», (Garbin, 2000).

= En la Pregunta 3 se halla de forma explicita el planteamiento de la nocién de infi-
nito en la propia representaciéon numérica de la suma. Esta cuestion no da lugar a
respuestas finitistas tan claras como la pregunta anterior. Se han considerado, si-
guiendo las directricces de (Garbin, 2000; Garbin y Azcérate, 2002; Garbin, 2005),
dos tipos de alumnos en esta clasificacion:

1. Aquellos alumnos que evaden la infinitud de la suma considerando tinica-
mente un ntimero finito de términos de la misma, y determinan el resultado
en cuestion como una suma ordinaria de fracciones.

2. Los alumnos que especifican que la suma es infinito como consecuencia de
la observacién visual de la misma (estableciendo la analogia directa con la
representacion geométrica de la Pregunta 1) y notificaciéon de su divergencia.

= De cara al andlisis de la Prequnta 2, en la linea finitista se englobara a los alumnos
que mantienen respuestas contextualizadas respecto al mundo real, «atados» a
las circunstancias fisicas del problema, que dificultan o permiten evadir la per-
cepcioén de la infinitud. También se incluyen a los alumnos que son incapaces de
proporcionar una respuesta por falta de datos, o que proponen una relacién di-
recta entre la distancia recorrida y el nimero de rebotes. Ademads, en este grupo
entrarian el grupo de alumnos que dan una respuesta numérica finita derivada
de considerar tinicamente un conjunto parcial de las alturas/rebotes a considerar.
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= La concepcion finitista en la Prequnta 4 tendrd lugar al considerar «la finitud del
poceso si la mirada hacia la grafica se hace en el sentido de la medicién» u «ob-
servando puntualmente el comportamiento de la funcién, la concepcién de la
funcién como correspondecia entre variables», (Garbin, 2000). Se consideraran
respuestas finitistas aquellas que aludan al proceso como finito.

= La Pregqunta 5 es similar a la Pregunta 3 en su formulacion, pues lleva explicita la
infinitud en su planteamiento. Al igual que entonces, nos fijaremos en dos tipos
de alumnos para la implementacién de esta linea:

1. Aquellos alumnos que evadan la infinitud de la suma considerando tnica-
mente un niimero finito de términos, proporcionando un valor finito de n.

2. Los alumnos que especifiquen que el que la suma posea infinitos términos
dificulta o impide la determinacién del valor de n.

Linea actual

En este apartado se recogerd una linea de pensamiento actualista, donde la nocién
imperante en las respuestas observadas verse por una concepcién actual del infinito.

= Enla Pregqunta 1 se considera la respuesta de que el punto de biseccién alcanzara
a B tras un proceso infinito de bisecciones. En esta respuesta el alumno integra
varios procesos de pensamiento matematico tales como que el niimero de di-
visiones aumenta («divergencia») o es infinita («cardinalidad») mientras que la
medida de los segmentos disminuye («convergencia») en relaciéon al «espacio»,
(Garbin, 2000).

= La respuesta coherente de la Pregqunta 3 asociada a la anterior se consigue al con-
siderar a los estudiantes que afirmaron que la suma tiende a 2 (0 a 0 en su caso)”.

= De cara al anélisis de la Pregunta 2, se buscaran lineas de pensamiento entre los
alumnos, considerando como validos los siguientes argumentos:

e Un resultado finito para la distancia aludiendo a la infinitud del proceso.

e Un resultado cualitativo aludiendo a la infinitud del proceso.

4+Este caso debe tenerse en cuenta a pesar de que sea incorrecto. Los alumnos estudiaron los términos
de la suma por separado {1, 3, 1, ...} construyendo la sucesién geométrica asociada y observando que
tiende a 0. Aunque la respuesta no sea correcta, la linea de pensamiento seguida es similar, con lo que
se ha creido conveniente incluirla en este apartado.
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e Un resultado infinito para el namero de rebotes.

e Un resultado cualitativo para el nimero de rebotes aludiendo a la infinitud
del proceso.

En la Pregunta 4 se considerardn respuestas actualistas aquellas que aludan a la
infinitud, o que la funcién tendrd un comportamiento asintético horizontal, ten-
diendo a 2, al eje z 0 a 0°.

Las respuestas coherentes en esta linea asociadas a la Prequnta 5 son aquellas que
aludan al proceso como infinito, n tendiendo a oo para que y = 2.

Linea potencial

La tercera y ultima linea de coherencia es aquella que presenta un perfil de respuestas

potenciales que reflejen una concepcion potencial del infinito.

La respuesta de la Prequnta 1 asociada a la linea potencial es aquella en la que
se considera que el punto de biseccién no coincide con B, por la infinitud del
propio proceso, pero que tiene a él. Concibe el proceso como infinito pero éste
no es completo. De acuerdo con (Garbin, 2000), «esta respuesta induce a pensar
que el alumno consider6 la divergencia, la cardinalidad y el espacio, pero no la
convergencia».

Las respuestas de la Prequnta 3 asociadas son aquellas en las que se plasman evi-
dencias de que el proceso es infinito pero no completo, es decir, no se concretiza
la convergencia de la serie.

En la Pregunta 2, en la linea potencial se englobard a los alumnos que hagan refe-
rencia a la infinitud del problema.

La concepcién potencial en la Pregunta 4 tendra lugar al considerar respuestas
que aludan a la infinitud del proceso obteniendo un resultado final finito, pero
sin plasmar el fenémeno de convergencia.

La Pregunta 5 seguira una linea argumental similar a las respuestas proporciona-
das en las Preguntas 3 y 4.

Y a continuacién se adjuntan los esquemas obtenidos para las distintas lineas de cohe-

rencia:

>De nuevo, incurrimos en un segundo caso donde, a pesar de que la respuesta numérica como tal no
es correcta, la linea de pensamiento es coherente.
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Pregunta 1

Responde afirmativamente
El proceso de biseccioén es finito

6
1
Pregunta 3
Respuesta cuantitativa Respuesta cualitativa
Re.su-ltado f1rut9 (suma El Vék?r dela Suma es 6o Alude a Ia finitud Alude a la infinitud
finita de fracciones) (infinitud de términos)
15,19 4,6,8,14,16 18, 21 1,3 2,17
1
Pregunta 2(a)
Responde afirmativamente
Calcula la distancia No calcula la distancia
.. .. Divisién entre 2, Datos/condiciones
Resultado finito Suma finita de alturas .. .
proceso finito fisicas del problema
56 18,21 3,4 7

Responde negativamente

En funcién del recorrido de la pelota

9,10
Pregunta 2(b)
Responde afirmativamente
o]
Calcula el n® de No calcula el ntimero de rebotes
rebotes
s
.. N finito de Divisién entre 2, De}t(.)s/cond. En funcién de la
Resultado finito rebotes. La pelota iy fisicas del . .
proceso finito distancia
se para problema
2,6,16 9,10, 13, 15,21 4,5 1,3,7,18,19 8,14
1
Pregunta 4
Comportamiento oscilatorio Otros comportamientos En funcién de otros datos
14,15,17,21 16 7,13
1
Pregunta 5
Respuesta cuantitativa Respuesta cualitativa
n es un valor finito Alude a la finitud Alude a la infinitud
3,4,5,10,15,17,21 13, 14 1,8

FIGURA 3: Linea finitista para el curso 3° de ESO
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Pregunta 1

Responde afirmativamente
El proceso de biseccioén es finito

1

Pregunta 3

Respuesta cuantitativa

Respuesta cualitativa

Resultado finito (fraccién) El va.lqr de la Suma es 6o Alude a la infinitud
(infinitud de términos)
2,3,15,20 1,7 6,89, 14
1
Pregunta 2(a)
Responde afirmativamente Res.ponde
negativamente
No calcula la distancia
Divisién entre 2, En funcién del n° de Datos/condiciones Datos/condiciones
proceso infinito rebotes fisicas del problema fisicas del problema
5,20 2,14 7,12 1,15
Pregunta 2(b)
Responde afirmativamente
[¢]
Calcula el n® de No calcula el ntimero de rebotes
rebotes
NP finito de Datos/cond. En funcién de la
Resultado finito rebotes. La pelota fisicas del . .
distancia
se para problema
14 5,13 7,12 2
Responde .
afirmativamente Responde negativamente
Hace referencia a Sin explicacién Datos/cond. fisicas del problema
oo rebotes
3,4,8,9 22,15 1,10
0
Pregunta 4
Comportamiento . La funcién tiende a
. . Otros comportamientos P
oscilatorio infinito
5 3,8,12,15,19,20 1,10
1
Pregunta 5

Respuesta cuantitativa
n es un valor finito
10, 14, 20

FIGURA 4: Linea finitista para el curso 4° de ESO
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Pregunta 1

Responde afirmativamente

El proceso de biseccion | La respuesta alude a la NO. espe.C1f}C%1 si el proceso es
e e finito o infinito, pero alude a
es infinito infinitud . .
un proceso iterativo

17,18 15 2,5

1

Pregunta 3
Respuesta cuantitativa Respuesta cualitativa
El valor de la sumaes )~ ) 5-=2 Es una serie geométrica convergente
4
Pregunta 2(a)

Una ditancia finita, el proceso es infinito

Pregunta 2(b)
N° de rebotes infinito, el proceso es infinito

1

Pregunta 4

El valor de la funcién es 2, 0 6 el eje =

1

Pregunta 5

Respuesta cuantitativa Respuesta cualitativa

FIGURA 5: Linea actual para el curso 3° de ESO
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Pregunta 1l

Responde afirmativamente

. . No especifica si el proceso es
El proceso (iterativo) de T . AP
i . e Limite infinito finito o infinito, pero alude a
biseccién es infinito . .
un proceso iterativo
1,2,7 6 3,8
1
Pregunta 3
El valor de la suma es 2
11
1
Pregunta 2(a)

Distancia finita como limite de la suma de
todas las alturas, el proceso es infinito
11

Pregunta 2(b)
N° de rebotes infinito, el proceso es infinito

1

Pregunta 4

El valor de la funcién es 2, 0 6 el eje =
6,11

1

Pregunta 5

Respuesta cuantitativa
n es infinito, la suma o y = 2
1,2,9,13

FIGURA 6: Linea actual para el curso 4° de ESO
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Pregunta 1

Responde negativamente

B no puede ser

Infinitud del El punto de biseccién tiende a B N
punto de biseccion
proceso de No especifica si el
bisecciones p . Alude a la infinitud | Alude a la infinitud
proceso es finito o . .
. numérica numérica
infinito
8 19 3,10,13,14 4,7,16

!

Pregunta 3

Es una serie geométrica que tiende a un ntimero finito, pero no alcanza dicho nimero

!

Pregunta 2(a)

Tiende a una distancia finita, el proceso es infinito

Pregunta 2(b)

El proceso es infinito, no se sabe cuantos rebotes puede dar la pelota
6

1

Pregunta 4

Comportamiento asintético lineal La funcién tiendea 2,0 6 el eje
10,18 4

1

Pregunta 5

La suma tiende a 2, no se puede determinar n, la suma nunca llegarad a 2...

FIGURA 7: Linea potencial para el curso 3° de ESO
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Pregunta 1
Responde negativamente
B como limite | Limite infinito El p“thO de biseccién Bno pugde Ser punto
de las oT0 116 Se tiende a B. de biseccion.
. . p Alude a un proceso Alude a la infinitud
bisecciones alcanza B . . L.
lterativo numerica
13 11 9,10 5
1
Pregunta 3
Respuesta cuantitativa Respuesta cualitativa
La suma tiende a 2, pero nunca Alude a la infinitud de la suma y se
alcanzard ese valor interpreta que el resultado final es finito
5,13 10
0
Pregunta 2(a)
Tiende a una distancia finita (4), el proceso es infinito
6,13
Pregunta 2(b)

El proceso es infinito

1

Pregunta 4
Comportamiento La funcién tiende a 2, | Proceso infinito, no se puede
asintético lineal Obelejex determinar el valor exacto
2 13 9
1
Pregunta 5
No se puede determinar n. La suma n es infinito pero y nunca alcanzaré el
no llegard a 2 valor de 2
6,8 11

FIGURA 8: Linea potencial para el curso 4° de ESO
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A modo de breves observaciones al trabajo recién realizado se ha de mencionar que en
las lineas de coherencia anteriores no aparecen las siguientes respuestas expresadas por
los alumnos, dada su dificultad en su clasificacién o bien que no se ajustan a ninguna
de las categorias establecidas:

= No contesta a la pregunta. En esta categoria se incluyen a los alumnos que no
responde a la pregunta, no contestan explicitamente a lo que se les pregunta,
o habiendo contestado, no entienden el enunciado de la misma. Estos alumnos
pueden tener cualquier tipo de respuestas en las preguntas restantes.

= En la Pregunta 1 un total de 2 alumnos de 3° de ESO (9, 21) y 6 alumnos de 4° de
ESO (4, 12, 15, 19, 20, 22) argumentan que el punto B no puede ser un punto de
biseccion pues constituye el extremo del propio segmento a bisecar. Esta respues-
ta no ha sido obtenida bajo un andlisis de la finitud /infinitud del problema, sino
por un obstdculo plenamente cognitivo, donde B no puede ser un punto de bi-
seccién por argumentos puramente geométricos. Los alumnos pueden presentar
respuestas en cualquiera de las lineas de coherencias presentadas.

» En las Prequntas 2, 3, 4 y 5 hay un grupo de alumnos significativo® que describe
los problemas presentados como series o progresiones (geométricas, férmulas), pero en
ningiin momento se especifica, ni explicitamente ni interpretativamente, si el resultado de
la misma es finito o infinito. Ante la imposibilidad de clasificar estas respuestas en
alguna de las lineas de coherencia se ha creido conveniente excluirlas del analisis.

= Se distingue entre la teoria y la practica, entre los argumentos matematicos pseudo-
formales y argumentos empfricos.

Mencionar que en el Apéndice A, seccién A.2 se incluyen las tablas resumen asociadas
a estas respuestas excluidas, catalogadas por tipo de respuesta y por curso.

Realizando un andlisis breve acerca de los resultados obtenidos, es interesante compa-
rar el perfil de los patrones de pensamiento de las respuestas de los estudiantes por
curso y por pregunta, obteniendo la siguiente tabla:

6Pregunta 2:301, 313, 314, 315, 316, 319, 402, 403, 404, 408, 419, 420, 422; Prequnta 3: 307, 310, 313, 404,
412, 422; Pregunta 4: 301, 303; Pregunta 5: 307, 412, 419



Capitulo 4. Concepto de infinito actual en el Aula de Secundaria 49

3° ESO 4° ESO
Pregunta Lineal Linea2 Linea3 Lineal Linea2 Linea3
Pregunta 1 1 3 9 0 5 5
Pregunta 2(a) 7 0 0 8 1 2
Pregunta 2(b) 17 0 0 15 0 0
Pregunta 3 13 0 0 10 1 3
Pregunta 4 7 0 3 9 2 3
Pregunta 5 11 0 0 3 4 3

TABLA 7: Relacién entre las respuestas de los alumnos alumnos por linea
de coherencia y pregunta

donde la Linea 1 hace referencia a la linea finitista; la Linea 2 se corresponde con la
linea actual y la Linea 3, con la linea potencial.

Cabe mencionar, como comportamiento generalizado para ambos cursos, que el ntiime-
ro de respuestas finitistas que aportan los alumnos es considerablemente mayor que el
nimero de respuestas que podriamos encuadrar en la linea potencial, y mucho menos
para la linea actual. Esta tendencia se mantiene estable para las Preguntas 2(b)-5, donde
la disposicion de resultados es mds o menos homogénea. También se puede observar
que la cuestiéon con menor indice de respuesta es la Prequnta 2(a). En cambio, cabe des-
tacar el caso anémalo de la Pregunta 1, donde los resultados anteriores se invierten,
y la linea finitista queda préacticamente abandonada por parte del alumnado, cobran-
do importancia la linea potencial para 3° de E.S.O. y la linea potencial-actual para 4°
de E.S.O. Este fenémeno debe estar ligado intimamente al lenguaje de representacion
empleado en la pregunta, que alude a un fuerte componente geométrico. Este hecho
viene siendo palpable desde las secciones anteriores, y se comentara en profundidad
mas adelante.

Finalmente destacar que se pueden apreciar comportamientos ligeramente diferentes
para los alumnos de 3° y 4° de la E.S.O. El primer grupo de alumnos presenta una alta
concepcion finitista, inicamente descartable en el contexto geométrico. Esto indica, en-
tre otras cosas, estos alumnos se hallan fuertemente atados a la contextualizacion del
problema que se presente. En cambio, para los estudiantes de 4° de E.S.O, aunque en
general también muestran elevadas directrices finitistas, el porcentaje de alumnos que
se halla en las concepciones potencial y actual aumenta, siendo bastante similar para
estas dos concepciones, haciéndose independiente del lenguaje de representaciéon. En-
tonces, como una posible explicacion a este hecho, se considera que ésta resida en la
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educacion matemaética de los propios estudiantes, siendo vital para este caso el conoci-
miento y dominio del anélisis, y mds concretamente, de los limites.

4.2.3. Categorizacion de los estudiantes por las lineas de coherencia

En esta seccién se busca categorizar a los estudiantes a partir de las lineas de cohe-
rencia construidas. Para ello se busca estudiar la progresiéon de las respuestas de los
distintos alumnos a lo largo del cuestionario (que consta de 5 preguntas, pero dado
que la Prequnta 2 se ha estudiado de forma duplicada (2(a) y 2(b)) contabilizardn como
dos elementos de estudio, proporcionando un total de 6 respuestas por alumno). Las
respuestas coherentes determinaran la clasificacién, siguiendo las pautas descritas a
continuacién, basadas en (Garbin, 2000; Garbin y Azcarate, 2002; Garbin, 2005):

= Siel alumno posee tres 0 mds respuestas coherentes de una linea determinada, se
le asignaré a la categoria asociada.

= Si un estudiante posee tres respuestas en una linea de coherencia, y las otras tres
restantes en otra linea distinta, entonces se le situard en una nueva categoria,
compartida por ambas lineas.

= Si un alumno posee dos o mds respuestas situadas en diferentes lineas (que no
entre en conflicto con la proporsion anterior) se le ubicard en una nueva categoria
denominada categoria mixta.

Teniendo en cuenta estas consideraciones, se han obtenido los siguientes resultados,
donde se representa el nimero de estudiantes obtenido por cada una de las categorias
analizadas. Mencionar que se analizard de manera separada, tal y como viene siendo
usual, los cursos de 3° y 4° de la ESO:

3° ESO 4° ESO
Lineas de coherencia N°. alumnos % alumnos N°. alumnos % alumnos
Linea finitista (Linea 1) 18 100 14 77,78
Linea actual (Linea 2) 0 0 1 5,56
Linea potencial (Linea 3) 0 0 2 11,11
Linea finitista-potencial (Linea 13) 0 0 1 5,56

TABLA 8: Clasificacion de los estudiantes en las lineas de coherencia

obteniendo en ambos casos un total de 4 grupos segtin las respuestas coherentes (lineas
de coherencia) de los estudiantes.
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En base a las pautas de andlisis propuestas se han conseguido identificar 4 catego-
rias segln sus respuestas coherentes, donde 3 de ellas (1, 2 y 3) se corresponden con
las lineas de pensamiento previamente definidas, habiendo introducido una categoria
mixta, como producto de las lineas de coherencias 1 y 3, denominada Linea 1-3 o Li-
nea finitista-potencial. En base a la tabla anterior, merece la pena sefialar el asombroso
hecho de que absolutamente todo el alumnado de 3° de ESO pertence a la Categoria 1,
que evidencia la linea de pensamiento finitista. En el curso de 4° de ESO casi un 80 %
de los participantes estdn incluidos en la primera categoria, y el resto de estudiantes
se ubican de forma mds o menos equilibrada en las categorias restantes. Como una
primera conclusion, se puede establecer que la mayoria de los estudiantes analizados
poseen una fuerte concepcion finitista, estando ésta mas arraigada en los alumnos mas
jovenes. Haciendo referencia a los contenidos previos del alumnado, se puede aventu-
rar que el estudio del andlisis matemadtico y la introduccién de las nociones formales
de limites puede contribuir a fomentar otras concepciones potenciales y actuales del
infinito en nuestros alumnos.

4.3. Incoherencias e inconsistencias

Tal y como se destac6 en el marco tedrico, el concepto de inconsistencia constituye un
elemento fundamental en esta tltima parte del desarrollo del trabajo. Segtn (Garbin,
2000), «cuando se habla de una idea o un pensamiento inconsistente es con relacién al
concepto matematico involucrado, o a contradicciones dentro de una teoria matemati-
ca dada». Estas inconsistencias suelen aparecer durante la resolucién de un problema
matematico o en la biasqueda de la respuesta del mismo. Numerosas son la literatu-
ra y las investigaciones acerca del tépico de las inconsistencias, (Tirosh, 1990); pero
mas concretamente se estd interesado en analizar las inconsistencias producidas en los
alumnos al resolver un mismo problema representado por lenguajes matematicos di-
ferentes, (Tirosh y Tsamir, 1996; Tsamir y Tirosh, 1999). En esta situaciéon se podran
generar respuestas inconsistentes entre si, siendo alguna de las respuestas consisten-
te con el concepto para un determinado tipo de representacion e inconsistente para el
resto.

Volviendo la vista hacia el cuestionario implementado en el presente estudio, ésta es
justo la situacién problematica a tratar, en el que se han empleado diferentes regis-
tros de representacién para un mismo tépico de base. En este contexto, en el que a
un estudiante se le plantea resolver un problema expresado de diversas formas (ma-
tematicamente hablando), Garbin (2000) introduce el nuevo concepto de incoherencia,
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con un matiz distinto al de inconsistencia aunque estrechamente relacionado, con el que
busca denotar las respuestas contradictorias entre si; o coherentes en caso contrario. Es-
ta definicién permite distinguir y trabajar de forma simultanea con los conceptos de
«incoherencia» e «inconsistencia», relegando el término de «inconsistencia» al propio
objeto matematico involucrado en el estudio.

Mediante el establecimiento de las lineas de coherencia se puede determinar la nocién
de alumno coherente o incoherente con su propio pensamiento, mds alld del mero anéli-
sis de la legitimacion de sus respuestas a los problemas planteados. Con todo ello, se
definen tres tipologias de alumnos, (Garbin y Azcarate, 2000; Garbin, 2000):

1. Alumno coherente y consistente: es el estudiante que presenta todas sus respuestas
en la misma linea de coherencia («coherente»), en la categoria 2 o linea actual
(«consistente»).

2. Alumno coherente pero inconsistente: presenta todas sus respuestas en la misma
linea de coherencia («coherente»), en las lineas 1 (finitista) o 3 (potencial) («in-
consistente»).

3. Alumno incoherente: es aquel que posee respuestas que no son coherentes en al-
guna linea de pensamiento, es decir, que posee varias respuestas en lineas dife-
rentes.

Atendiendo a esta clasificacién, podemos categorizar a los estudiantes y analizar el
grado de incoherencia/inconsistencia de sus respuestas. Se ha de resaltar dos aspectos
fundamentales respecto a este proceso:

» Laincoherencia patente en el alumnado no es una nocién absoluta, sino que cada
alumno puede poseer un grado de incoherencia diferente. «No todos los alumnos
incoherentes lo son de la misma manera», (Garbin y Azcérate, 2002)

= En la categorizacion de los alumnos en base a las lineas de coherencia, se han ex-
cluido algunas de las respuestas de los alumnos que no se han tenido en cuenta
para el andlisis, con lo que hablar de la «totalidad de respuestas» parece una sen-
tencia demasiado fuerte, que se sustituira por el andlogo «totalidad de respuestas
categorizables dentro de las lineas de coherencia».

A continuacién se presenta las siguientes tablas donde se recogen los resultados obte-
nidos del analisis que compete en funcién de las incoherencias e inconsistencias de los
alumnos, por lineas de coherencia y por curso:

» Para 3° de ESO:
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3° ESO (Linea 1, 18 alumnos)

Tipo de alumno Ntmero de alumnos
Alumno coherente y consistente 0
Alumno coherente pero inconsistente 4
Alumno incoherente 12

TABLA 1: Incoherencias e inconsistencias para los alumnos de 3° de ESO

Cabe resaltar que la totalidad del grupo de 3° de ESO se halla en la primera linea de
coherencia, la linea finistista, con lo que, por definicién, estos no podrén ser consisten-
tes. De los 18 alumnos analizados, 4 de ellos (1, 6, 9, 21) se engloban en la categoria de
coherentes pero inconsistentes, presentando todas sus respuestas dentro del pensamien-
to finitista. De los 14 alumnos restantes, considerados como alumnos incoherentes, 5 de
ellos (2, 5, 15, 17, 18) presentan una respuesta de caracter actual, mientras que los otros
9 presentan alguna cuestion dentro de la concepcién potencial (3, 4, 7, 8, 10, 13, 14, 16
y 19). Tal y como se ha mencionado, el grado de incoherenca de los alumnos no es uni-
forme, pues los alumnos (4 y 10) presentan dos respuestas de cardceter potencial en el
cémputo final mientras que el resto de alumnos incoherentes tinicamente presenta una
respuesta en alguna de las lineas 2 ¢ 3, segtin se corresponda.

En general, la respuestas de cardcter actualista en el grupo de 3° de ESO son escasas,
dando lugar a un nimero ligeramente superior de respuestas potenciales. Esto parece
indicar que el contexto y los registros de representacion semiética tienden a reafirmar
una posicion finitista, o que evade la infinitud, o una concepcion potencialista, sien-
do ésta la intuicién natural de infinito. Tal y como ya se ha mencionado, este hecho
también puede estar relacionado con la educacién matematica recibida por parte del
alumnado hasta el momento.

m Para 4° de ESO:

4° ESO
Tipo de alumno Linea 1, Linea 2, Linea 3, Linea 1-3,
14 alumnos 1 alumno 2 alumnos 1 alumno
Alumno coherente y
. 0 0 0 0
consistente
Alumno coherente
. . 7 0 0 0
pero inconsistente
Alumno incoherente 7 1 2 1

TABLA 2: Incoherencias e inconsistencias para los alumnos de 4° de ESO
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Mencionar que la distribucién de alumnos en 4° de ESO es notablemente diferente
al panorama observado en 3°, apareciendo los primeros alumnos con esquemas de
pensamiento puramente actuales o potenciales.

De los 18 alumnos analizados, 14 de ellos se hallan en una linea de pensamiento fini-
tista, de los cuales 7 (12, 14, 15, 19, 20 y 22) se clasifican como alumnos coherentes pero
inconsistentes y los 7 restantes (1, 2, 3, 5, 7, 8 y 10) como incoherentes. De nuevo cabe sefia-
lar que el grado de incoherencia manifestado por los alumnos no es homogéneo, pues
los grupos de alumnos (3, 7) y (1, 2) presentan una y dos respuestas actuales, respec-
tivamente; mientras que (5, 10) presentan dos respuestas potenciales y (2,8) presentan
respuestas variadas en las dos lineas actual y finitista. En este primer grupo analizado
se evidencia una mayor presencia de las respuestas actuales, aunque no sean muy nu-
merosas, derivadas fundamentalmente de la sensibilidad al registro de representacioén
empleado.

El alumno (11), categorizado con una linea de coherencia actual, se manifiesta como
un alumno incoherente, poyesendo dos de sus respuestas en el &mbito potencial y tres
de ellas en el actual. Este alumno se presenta como el mas actualista de todos los ana-
lizados, aunque también presenta una clara inclinacién potencial. Se puede decir que
este estudiante ha superado completamente la concepcion finitista, moviéndose en las
concepciones actual-potencial, aunque su nivel de desarrollo no es todavia el suficiente
para ubicarlo plenamente dentro del grupo actualista. No obstante, este alumno repre-
senta, junto con los estudiantes (6 y 13) uno de los casos mds interesantes de estudio
de todos los alumnos evaluados.

Los alumnos (6 y 13) se encuentran categorizados en un esquema de pensamiento po-
tencial, donde ambos presentan una respuesta finitista, y dos y una respuestas actua-
les, respectivamente. Ambos alumnos se presentan como incoherentes al concebir varias
respuestas en las distintas lineas de coherencia. Aunque su orientacién es fundamen-
talmente potencial, se puede observar que destacan por poseer un elevado ntiimero de
respuestas actuales. Al igual que en el caso anterior, estos alumnos han superado par-
cialmente la concepcioén finitista para ubicarse dentro de una concepcién potencial, con
indicios actuales. Resaltar que estos alumnos resultan bastante sensibles al registro de
representacion empleado, sobre todo en lo que al problema contextualizado se refiere.

Finalmente, el alumno (9) se halla en la categoria 1-3, con dos respuestas en cada linea
(finitista y potencia) y una tinica respuesta en la linea actual. Este alumno se consti-
tuye como uno de los maximos representantes de la incoherencia, y es especialmente
sensible al lenguaje de representaciéon empleado en cada caso.
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4.4. Analisis del lenguaje de representacion

Mediante la construccion de las redes sistémicas y las lineas de coherencia se han podi-
do vislumbrar los esquemas conceptuales de los alumnos acerca del tépico del infinito
actual, partiendo de las distintas respuestas aportadas, que han permitido evidenciar
los pequefios detalles sobre la concepcién de este concepto (presencia de ciertos obs-
taculos cognitivos (Pregunta 1), inconsistencias,...). Se ha podido observar a lo largo
de la presente redaccién que parte de las respuestas, junto con los argumentos que se
esconden detrds, estdn influenciados por el lenguaje empleado en la descripciéon del
problema, es decir, son sensibles a los registros de representaciéon empleados en cada
caso. Seguin (Garbin, 2000) «el lenguaje es el medio para acceder a los objetos matema-
ticos, mds atn es el vehiculo que usan los matematicos para transmitir y hacer reales
estos objetos». Mediante esta reflexion queda presente la importancia del lenguaje en
la expresion matemadtica; y la necesidad como tal de construir y emplear un lenguaje
matemadtico adecuado, mediante el uso de las representaciones semiéticas apropiadas
para representar el objeto en cuestion. Pero como toda construccién humana, la lingiiis-
tica no esta exenta de limitaciones, y es por ello que, teniendo en cuenta la presencia
de las mismas, se debe hacer énfasis en desarrollar un lenguaje preciso y adecuado que
permita acercarse a los objetos matemaéticos de estudio.

En relacién a esta linea argumentativa, en (Garbin, 2000) se especifica:

«En el caso del infinito actual, cada representacion resulta ser cotraintuitiva con respec-
to a la intuicién natural, que es la potencial. Cada registro de representaciéon semiotica
alude, incide, fomenta, convence, permite que surjan en la mente del estudiante, con-
cepciones, elementos y experiencias matematicas especificas».

Una vez justificada la importancia del lenguaje en el &mbito matematico, se procede
a analizar brevemente los registros de representaciéon empleados por algunos de los
alumnos, y la relacién entre ellos. Parte de los elementos aqui analizados ya han sido
previamente mencionados en apartados anteriores.

Pregunta 1

= Considerar el segmento como un elemento finito (desde la perspectiva de la me-
dida), dando lugar un proceso de biseccién finito.

= Se puede considerar el segmento AB como un conjunto infinito de puntos, lo que
alude a la infinitud del proceso. Aunque esta percepcién no condiciona el hecho
de que el punto de la biseccién pueda coincidir con B.
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= La concepcion del segmento desde una perspectiva geométrica puede conducir
a dos vertientes diferenciadas, la primera de ellas conduce a la consideracion de
los segmentos derivados de la biseccién como elementos geométricos, que puede
dar lugar a procesos finitos o infinitos; y la segunda de ellas, en la que no se tiene
en cuenta el proceso infinito de biseccién y se argumenta mediante elementos
exclusivamente geométricos.

Prequnta 2

= Se puede establecer la analogia entre el ejercicio matemadtico tedrico y el proble-
ma real contextualizado, sujeto al mundo fisico. Los alumnos con frecuencia se
ven influenciados por su experiencia y familiaridad con esta situacién, lo que les
confiere una actitud finitista frente a esta cuestion, donde no hay cabida para la
infinitud.

= Los alumnos también implementan nuevos registros de representacion, tales co-
mo las graficas o dibujos, recorrido de la pelota... que les ayudan pero también
condicionan a ejemplificar y describir la situacién planteada. La finitud o infini-
tud del propio proceso dependerd de la representacién empleada; asi como su
orientacion.

= Algunos alumnos hacen referencia a la formulacién formal con limites del pro-
blema, lo que indica una concepcién actual-potencial ante dicha situacion.

Pregunta 3

= Algunos alumnos consiguen evadir la infinitud de la suma planteada conside-
rando una suma parcial de fracciones hasta un término adecuado.

» La suma planteada es infinita, debido a que posee infinitos términos.

= Algunos alumnos caracterizan la suma como serie o progresion, describiendo
verbalmente, en la mayoria de los casos, la tendencia de la progresiéon geométrica,
sin especificar explicitamente la finitud o infinitud de la misma.

= Un selecto grupo de alumnos de 4° de ESO consideran la convergencia de la serie
a un valor finito, con una concepcién fundamentalmente potencial del mismo.

Pregqunta 4

= Los alumnos destacan un comportamiento oscilatorio o fluctuante de la funcién,
influenciados por el registro grafico de representacion.
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= Otra opcién versa por caracterizar el comportamiento de la funcién como asint6-
ticamente lineal, considerando la funcién como una curva geométrica o a través
de un proceso numérico.

= Los alumnos confunden la recta y = 2 con el eje z 0 y = 0, aunque las lineas de
pensamiento subyacentes sean coherentes.

Pregqunta 5

= De nuevo, los alumnos buscan evadir la infinitud de la ecuacién planteada con-
siderando una suma parcial de fracciones hasta un determinado término, o ais-
lando tnicamente el término n-ésimo de la serie.

» La ecuacion planteada es infinita, debido a que posee infinitos términos.

» Algunos alumnos caracterizan la ecuacion como serie o progresion, sin especifi-
car explicitamente la finitud o infinitud de la misma.

» La suma tiende a 2 para n infinito.

» A pesar de la intima relacién que guarda esta cuestion con la Pregunta 3, un nime-
ro significativo de alumnos manifiestan no entender la pregunta, atin habiendo
respondido a la pregunta anterior.

En las lineas anteriores se puede observar un resumen rapido de las principales argu-
mentaciones realizadas por los alumnos en los distintos casos. Se puede apreciar, que a
pesar de estar describiendo el mismo problema, los esquemas desarrollados son muy
diferentes; y inicamente un grupo destacado de alumnos ha sido capaz de identificar
una posible relacién entre los distintos enuciados. Ademas, volviendo al anélisis de
los resultados derivados del establecimiento de las lineas de coherencia, gran parte de
los alumnos han sido categorizados dentro de la linea de pensamiento finitista, que
generalmente estd intimamente ligada al lenguaje empleado. Con todo ello, tinicamen-
te se desea hacer notar la gran importancia que posee el registro de representacién y
su influencia en la sensibilidad del pensamiento y esquemas conceptuales de nuestros
alumnos.

4.5. Breve andlisis comparativo

Finalmente, como colofén a este capitulo, se desea realizar una breve comparacién
entre los dos grupos clase estudiados en la presente investigacion.
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A nivel general, los alumnos de 3° de ESO poseen una concepcién fundamentalmente
finitista de cara a la resolucién de los problemas, aunque se pueden apreciar algunas
concepciones esporddicas relativas al infinito potencial y actual.

En cambio, en 4° de ESO el perfil es ligeramente diferente. Aunque la mayoria de los
alumnos presente un cardcter finitista (casi un 80 %) se pueden apreciar con mayor
frecuencia respuestas potenciales y actuales; hasta tal punto que 3 de los alumnos se
pueden categorizar como plenamente no finitistas, aunque los resultados posteriores
corroboren que no son del todo coherentes en su linea de pensamiento.

Las diferencias encontradas se pueden explicar aludiendo a un factor fundamental:
la educacién matemdtica recibida, evidenciada principalmente por la brecha presente en
los conocimientos de base del alumnado. Esto nos permite concluir que la educacion
matemadtica en materia de andlisis, y mds concretamente, en la formacién de la teoria
de funciones y limites, puede ser el mecanismo que regule la transicién entre un con-
cepcion plenamente finitista a un esquema en principio potencial (ya que constituye la
nocién més natural del infinito), y que conduce a una vision actualista del infinito.
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Capitulo 5

Conclusiones

Finalmente, en este tiltimo capitulo de la memoria, se presentan las conclusiones obte-
nidas, de forma detallada y compacta, derivadas del desarrollo de este Trabajo de Fin
de Master. Se expondran las conclusiones asociadas recogidas por capitulos:

- En el Capfulo 2 se han expuesto los fundamentos teéricos que respaldan la investi-
gacion realizada. Se ha descrito una linea de investigacién sélida, conformada por un
marco conceptual potente y ampliamente desarrollado desde los afios 90 y numerosas
investigaciones al respecto, que a su vez legitiman nuestro trabajo.

- En el Capfulo 3 se han establecido los fundamentos metodolégicos que sustentan la
investigacion realizada. El haber realizado un estudio de tipo cualitativo, de corte des-
criptivo y analitico, con un proceso de obtencién de informacién inductiva, éste se ha
convertido en el instrumento perfecto para poder conseguir los objetivos perseguidos
en este trabajo.

- El Capfulo 4 se constituye como eje central de este trabajo, en el que se realiza de forma
detalla y meticulosa el anélisis pertienente respecto de la informacién recogida.

1. En la primera parte del capitulo se ha realizado la implementacién de las redes sis-
témicas, que constituye un perfecto instrumento de andlisis para efectuar un estudio
descriptivo de las respuestas proporcionadas por el alumnado. Se han elaborado un
total de 14 redes sistémicas, una para cada una de las preguntas' y curso, obteniendo
una herramienta visual poderosa que permite obtener una idea global de forma répida
del perfil de la estructura de cada pregunta, considerando a todos los alumnos de cada

grupo.

2. En la segunda parte del capitulo se han analizado las lineas de coherencia, mediante
la construccién previa de tablas resumen de cada una de las preguntas involucradas y

!Considerando los apartados (a) y (b) de las Preguntas 2 y 4.
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por curso. Se han obtenido un total de 6 lineas de coherencia, tres para cada curso, cada
una de las cuales representa una vision finitista, actual o potencial del inifinito, basado
en las respuestas de los alumnos; y que nos permitira categorizarlos en funcién de sus
esquemas conceptuales respecto del infinito. Resefiar que en los estudios previos de
(Garbin, 2000; Garbin y Azcéarate, 2002) se ha obtenido esta misma clasificacién a gran-
des rasgos, con la salvedad de que en las investigaciones de la Dra. Garbin se producia
un desdoblamiento en la primera linea de coherencia (finitista) en base a las respues-
tas obtenidas para la Pregunta 2. Finalmente, ha sido imposible clasificar todas y cada
una de las respuestas presentadas por los alumnos, dado que no encajaban en ninguna
de las lineas de coherencia propuestas o bien que no eran catalogables. Esta conside-
racion tiene sus consecuencias en el andlisis posterior de cara a la categorizacion del
alumnado.

Destacar que los alumnos no suelen hacer una mencién explicita directa acerca de la
finitud o infinitud del proceso involucrado, con lo que serd necesario realizar una in-
terpretacion a posteriori de las respuestas. Este hecho puede ser indicativo de que los
alumnos no hayan sido capaz de percibir la alusién a la infinitud en alguna de las cues-
tiones, tal y como se evidencia en una de los principales resultados de la Pregunta 1,
donde los alumnos proporcionan una respuesta basados tinicamente en argumentos
geométricos, sin necesidad de considerar la finitud o infinitud del proceso. Este fent-
meno indica claramente cudn importante va a ser el registro de representacién emplea-
do en cada caso para el alumnado. Otro factor importante a tener en cuenta, es que los
resultados indican un alto porcentaje de alumnos alojados en un esquema conceptual
tinitista, frente a un pequefo grupo de alumnos que presenta una inclinacién potencial
del infinito o actual.

Con todo ello, se ha conseguido categorizar a los estudiantes en funcién de las lineas
de coherencia construidas segun ciertas pautas preestablecidas por (Garbin, 2000). De
esta forma, se han obtenido un total de 4 grupos segtin las respuestas coherentes de
los estudiantes: Linea 1 o finitista, Linea 2 o actual, Linea 3 o potencial y Linea 1-3
o combinacién equitativa de los procesos finitistas y potenciales. Mencionar que una
clasificacion similar ha sido obtenida en las investigaciones base (Garbin, 2000; Garbin
y Azcarate, 2002; Garbin, 2005), donde tinicamente aparece una quinta clasificacion, la
linea mixta.

3. En una tercera parte, se han analizado y clasificado a los alumnos por las incoheren-
cias e inconsistencias presentadas en sus respuestas, empleando el estudio previo de la
construccién de las lineas de coherencia. La categorizacion tiene lugar en tres grupos
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distintos: alumnos coherentes y consistentes, alumnos coherentes pero inconsistentes y alum-
nos incoherentes. Mencionar que no se han encontrado alumnos en la primera de las
categorias, dada la escasez de respuestas actuales proporcioandas por los participan-
tes. Los resultados permiten vislumbrar que los alumnos alojados en la categoria de
coherentes pero inconsistentes se incluyen en una linea finitista de pensamiento, mientras
que los alumnos incoherentes pueden pertenecer a cualquier categoria, incluyendo aqui
los esquemas conceptuales potenciales y actualistas.

4. En la altima parte de este capitulo se ha hecho una breve referencia al analisis e im-
portancia del lenguaje de representacion empleado en relacién a las respuestas aporta-
das por los alumnos.

- Finalmente, se desea realizar una breve comparacién entre los resultados obtenidos
por los dos grupos clase de 3° y 4° de Educacién Secundaria.

- Se considera que el presente estudio puede tener numerosas implicaciones didécti-
cas. La primera de ellas versa por una invitacién a reflexiéon y andlisis de los resultados
obtenidos, que nos permite conocer como se aproxima nuestro alumnado a un determi-
nado concepto matematico. En segundo lugar, el presente analisis muestra las posibles
incoherencias en las lineas de pensamiento de los estudiantes, intimamente relaciona-
das con los registros de representaciéon empleados. Ser consciente, como docente, de
este tipo de limitaciones y circunstancias en el alumnado puede repercutir muy be-
neficiosamente en la labor didactica asociada. Ademads, estos resultados pueden tener
aplicaciones directas y positivas en la construccién de problemas reales contextualiza-
dos en el Aula de Secundaria.

- Desde el punto de vista de las perspectivas de trabajo futuras, seria interesante conti-
nuar con el andlisis propuesto en las investigaciones de la Dra. Garbin, (Garbin, 2000;
Garbin y Azcérate, 2002; Garbin, 2005), mediante la implementaciéon de un segundo
cuestionario y una entrevista, con el fin de analizar en profundidad la tarea de cone-
xién entre las diferentes representaciones matematicas. Ademads, se podria extender
este tipo de estudio a otros conceptos matematicos que sean objeto de tratamiento me-
diante distintas representaciones conceptuales y que presenten problemas en el Aula,
tales como el concepto de funcién, continuidad... Y finalmente, otra aplicacién posible
seria el disefio de experiencias didacticas reales en el Aula, que permitieran comprobar
los resultados obtenidos, y en caso afirmativo, implementar actividades para fomentar
una mejor comprensién por parte de los alumnos del concepto matemaético tratado en
cuestion.
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Apéndice A
Documentacion complementaria

En este anexo se incluird la documentacién complementaria pertinente empleada en la
elaboracion y desarrollo del presente trabajo. La informacién anexada a continuaciéon
constituye un pilar vital y fundamental para poder comprender y complementar en
su totalidad a este Trabajo de Fin de Madster, titulado Estudio exploratorio del concepto
de infinito actual en el Aula de Secundaria: inconsistencias e incoherencias. Como elementos
constituyentes del presente Apéndice se adjuntan los siguientes elementos:

= Modelo del cuestionario implementado en el estudio desarollado.
= Redes sistémicas para las diferentes preguntas y los cursos estudiados.
= Respuestas excluidas en la determinacién de las lineas de coherencia.

» Cuestionarios de los alumnos que han servido como soporte para el presente
trabajo.
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N[

Cuestionario

. Observa la siguiente figura.

Nos muestra un esquema en el que se biseca cada vez el segmento de la derecha, es decir, los

puntos M, N, O, P son los puntos medios de los segmentos AB, M B, NB y OB, respectiva-
mente:

=
Z
+ 0

Si se siguen haciendo més y mds bisecciones, ;crees que es posible llegar a una situacién en la
que un punto de la biseccién coincide con el punto B? Explica tu respuesta.

. Se deja caer una pelota desde 2 metros de altura sobre una superficie horizontal. Cada vez que
la pelota llega al suelo, tras caer desde una altura h, rebota hasta una altura %
» ;Podrias calcular la distancia total recorrida por la pelota? Explica tu respuesta.

» ;Podrias decir cudntos rebotes haré la pelota? Explica tu respuesta.

. Considera la siguiente suma:

U
2747816

¢Cudl crees que es el valor de esta suma? Explica tu respuesta.

. La siguiente figura representa la grafica de una funcién:

Describe lo que pasa con la funcién para valores muy grandes de z. ;Podrias determinar el
valor de la funcién cuando z se hace muy grande? Explica tu respuesta.

. Considera la siguiente ecuacién:

I I LI I
Y= i Ty T Ty Ty o

¢(Podrias decir para qué valor de n resulta y = 2? Explica tu respuesta.
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A.1. Redes sistémicas

A.11. Preguntal

Pregunta 1

(

Proceso iterativo

Re'spon.de de las bisecciones
afirmativamente
El punto se aproxima
otiendea B
Responde
negativamente

-(2)

- Identifica un ntiimero grande o infinito de bi -
secciones para poder llegar a B: (5), (17), (18)

- Los ndmeros son infinitos y siempre se puede
dividir: (15)

Depende del ntimero de divisiones: (6)

- Siempre existe un segmento que biseccio-
nar, (los nimeros son infinitos): (3), (14)

- El punto se acerca (infinitamente) a B pero
nunca podra tocarlo porque hay infinitos nua-
meros: (10), (13)

- El punto medio de la biseccién nunca podra
coincidir con B: (19)

Entre A y B existen infinitos nimeros (con infinitos decimales): (4)

Hay ntimeros (términos) infinitos y siempre se podré dividir el seg-
mento en segmentos mds pequefios: (7), (16)

Habria que hacer infinitas bisecciones: (8)

B nunca puede llegar a ser el punto medio de un segmento: (9)*, (21)

No lo entiende o0 no contesta a lo que se le pregunta: (1)*

FIGURA 9: Pregunta 1. Red sistémica para el curso 3° de ESO
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Pregunta 1

Responde
afirmativamente

Responde
negativamente

Distingue entre teorfa y practica { limite, por lo que el valor "oo"de éste serd B; aunque

No responde: (14)

-1, (7)

Proceso iterativo de las bisecciones 3 e ) .
- Ntmero infinito de biseccio-

nes para poder llegar a B: (2)

El segmento a bisecar cada vez se hace mds pequefio, y en algtn pun-
to se alcanzara B: (3), (8)

Es una sucesion geométrica, cada vez se multiplica por 3, y el limite
infinito de la sucesioén es 0, por lo que se alcanza B: (6)

El punto medio de -(9), (10)

_El punto se aproxima J la biseccién nunca
o tiende a B podra coincidir con B, | - El limite de las di-
ya que es un extremo visiones es B: (13)

- No se puede construir el segmento BB: (4)

- Hay infinitos ndmeros y al hacer la biseccion siempre va a dar
otro nimero: (5)

- No seria una biseccién: (19)

- El punto medio de la biseccién no puede coincidir con B, ya que es
un extremo (punto fijo o referencia): (12), (15), (20)

- B no puede ser el punto medio de un segmento: (22)

Matematicamente, el problema se resuelve como un

tedricamente nunca se podria alcanzar: (11)

FIGURA 10: Pregunta 1. Red sistémica para el curso 4° de ESO
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A.1.2. Pregunta?2

Pregunta 2(a)
Distancia
recorrida

-2:(5), (6)
Responde afirmativamente
y determina la distancia - Expresa la distancia total como la suma de las alturas

de cada bote: (18)*

)
- Expresa la distancia total como la suma de las al-

turas de cada bote: (1), (13), (15), (16)*, (21)

- Expresa la distancia como una divisén continua
entre 2 hasta que el rebote sea minimo: (3)

Responde afirmativamente - Se puede calcular mediante una sucesion, al dividir
pero no determina la distancia | sucesivamente entre 2. La distancia total es la suma
de lo anterior: (4)

- Se puede calcular dividiendo sucesivamente la al-
tura entre 2: (19)

-Teorema de Pitdgoras: (7)

No se puede calcular la distancia porque no te dicen cudn-

R .
esponde negativamente { tos metros avanza la pelota (en cada bote): (9)*, (10)

No da una respuesta explicita: representacién gréfica sin respuesta directa: (2)*

No responde: (8), (14)

No lo entiende o no contesta a lo que se le pregunta: (17)

FIGURA 11: Pregunta 2(a). Red sistémica para el curso 3° de ESO
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Pregunta 2(b)
Numero de
rebotes

Responde afirmativamente y

Responde afirmativamente
pero no determina el
ntmero de rebotes

No responde: (14)

determina el niimero de rebotes

- 4 botes: (2)

- Dara la mitad de botes porque la altura se divi-
de entre 2: (5)

-Altura dividida entre 2, % =1:(6)

-(16)*

-(21)
(- (18), (19)

_Depende de las circunstancias | - Fuerza aplicada y
fisicas del problema la potencia: (1)

- Rozamiento: (3)

- El ntimero de rebotes se puede determinar mediante el
calculo de los elementos de la suma (dividiendo entre 2)
hasta que dé 0: (4)

- Ditancia de Pitdgoras dividido entre %: (7)

- La pelota va a rebotar el niimero de veces que se divi-
da por %: (8)

- El namero de botes es finito, hasta que se pare la pe-
lota: (9)

- Se puede determinar el ntimero de botes contdndolos
(cuando la altura llegue a 0): (13), (10)*

- La mitad del bote resultante: (15)

No lo entiende o no contesta a lo que se le pregunta: (17)

FIGURA 12: Pregunta 2(b). Red sistémica para el curso 3° de ESO




Apéndice A. Documentaciéon complementaria 71

Pregunta 2(a)
Distancia
recorrida

Responde afirmativa-
mente pero no deter-
mina la distancia

Responde afirmativamente ) La suma total es muy cercana o tiende a 4: (13)*
y determina la distancia

Responde negativamente

- Expresa la distancia como la sucesién geométrica

an = a1 1 a1 = 2m,as = 1m, az = 0,5m, as = 0,25m....

- Distancia = n% (distancia de la primera vez por el nt-
mero de veces que rebota): (14)*

- (22)

- En los primeros rebotes es f4cil calcular la altura (cdlculo ma-
tematico explicito) pero al ir dando mads botes, la altura ira dis-
minuyendo a alturas tan pequefias que no podremos diferen-
ciar, y en algtin momento la pelota se parara: (2)*

- Siempre hay alguna forma de calcularlo: (3)*

- Sucesion geométrica, 2, %, %, %, .

como la mitad de la anterior: (5)

la altura siguiente se calcula

- Expresa la distancia total como la suma de las alturas de cada
bote (2, %, %, %, 1—16, ..) (hasta que no rebote): (6), (8)

- Tiempo de movimiento de la
_Conociendo las circuns- pelota: (7)
tancias fisicas del problema
- Velocidad y aceleracion: (12)*

- La altura se calcula dividiendo entre 2, cada vez da una h di-
ferente y se halla: (9)*

- Limite de la suma de los valores de las alturas, da como resul-
tado un valor numérico: (11)

- Féormula: (19)*

- Dividiendo sucesivamente la altura entre 2: (20)

-(4)

- Depende de las circunstancias fisicas del problema:
Velocidad (y tiempo en caer): (15), (1)

- Mediante una férmula desconocida: (10)*

FIGURA 13: Prequnta 2(a). Red sistémica para el curso 4° de ESO
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Pregunta 2(b)
Ntimero de
rebotes

Responde afirmativamente y

Responde afirmativamente
pero no determina
el niimero de rebotes

- Los botes son infinitos pero

determina el nimero de rebotes

{-1()2: (14)*

(- @), @), (22)"

- El material de
la pelota: (7)

Depende de las circuns-
" tancias fisicas del problema | - Peso, densidad y facili-
dad para botar de la pe-
lota: (10)*

- Hallando el término final de la sucesion: (5)

-Es necesario determinar la altura, porque tiene muchos
rebotes: (6)

- Se puede hallar con una férmula, pero es dificil deter-
minarlos botes préximos al suelo: (8)

- Hasta que h llegue a 0, cuando se para la pelota: (9)*
- Cada rebote realizado es la mitad del anterior: (12)*

- La pelota no puede quedarse infinitamente botando
por la accion de la gravedad: (13)

- Hacen falta mas datos: (15)
- Férmula: (19)*

- Hasta que no se pueda dividir més, hasta que llegue a
0: (20)

Distingue entre teorfa y préctica

Responde negativamente { Se desconoce la velocidad y el tiempo en caer: (1)

muy pequefios: (3)*

Matematicamente, darfa oo botes, pues todos los
valores de R se pueden dividir entre 2. Pero en

el universo existe el rozamiento, con que el nime-
ro de botes sera finito: (11)

FIGURA 14: Pregunta 2(b). Red sistémica para el curso 4° de ESO
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A.1.3. Pregunta3

Pregunta 3

Respuesta cuantitativa

;

Respuesta cualitativa

- 2 6 00, ya que hay numeradores infinitos: (4)

- (16)

- Infinitos 0 muchos sumandos (ntmeros): (6), (21)
- Infinitos términos y progresiéon geométrica: (18)

- Sucesién geométrica de los denominadores (se multipli-
can por 2): (8), (14)

- %: (15)*(Suma explicita de fracciones hasta el término 3%)

- Resultado par: (19)

- La suma se puede calcular como una suma ordinaria de
fracciones: (1)

- Suma de fracciones (sucesién) donde se multiplica sucesiva-
mente por 2: (2)*, (10), (17)

- Sucesién de numeradores aritméticos d = 0 y denominadores
geométricos r = 2. La suma es un ntimero fraccionario de nu-
merador aritmético y denominador geométrico, ambos nliimeros
positivos: (3)

- Progresién aritmética de numeradores y geométrica en los de-
nominadores: (13)

- Progresion geométrica, el denominador se va multiplicando
por 2y el numerador queda igual: (7)

El denominador es el doble cada vez 2, 4, 8, 16..: (5)

No lo entiende o no contesta a lo que se le pregunta: (9)*

FIGURA 15: Pregunta 3.

Red sistémica para el curso 3° de ESO
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Pregunta 3

Respuesta cuantitativa

Respuesta cualitativa

-5

- Cada vez que sumamos el proximo nimero de-
jamos un espacio que serd rellenado por la mitad

- Tiende a 2
endea y asi infinitamente: (11)
- Nunca llegara a 2, pero si lo hacemos con la cal-
culadora redonde a este nimero: (13)
e

- 1:(3), (15, al multiplicar el denominador siempre es el doble
2 p p
del anterior)

- %, donde n va tomando un valor mas mayor: (20)

- La suma es infinito: (1)

- Siempre dividida por un ntimero par: (7)

- Progresion aritmética: (4)
- Suma de los n términos de la sucesién geométrica (razén %): (6)

- Suma geométrica, de razén 2: (22)

- Multiplicar por 1 y continuar la sucesion: (8)

- Los denominadores se van multiplicando por 2: (9), (12)

- Se va restando % a cada nuamero: (10)

- Se puede hallar con una férmula: (19)

- No lo entiende o0 no contesta a lo que se le pregunta: (14)*

FIGURA 16: Pregqunta 3. Red sistémica para el curso 4° de ESO
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A.14. Pregunta4

Pregunta 4(a).
Descripciones
cualitativas

;

Comportamiento
oscilatorio

- La recta va disminuyendo segtn va avanzando en la
funcién pero luego volverd a aumentar: (1)

- Cuanto mayor es el valor de x mayor es la onda: (14)

- A medida que el valor de z aumenta el dibujo as-
ciende, creando maximos de la funcién: (15)

- Para valores muy grandes de x la funcién baja a los
niveles més bajos de la misma, ya que cuanto mds ba-

jo es el valor mds bajo se colocan: (17)

- Va de positivo a negativo todo el tiempo: (21)

- (La funcién) tiende a 2: (4)

- La funcién serd una funcién horizontalmente

Comportamiento asinté- J recta, ya que va disminuyendo: (10)

tico horizontal

Otros com- - Se

ortamientos
p -La

- Daria una funcién muy plana en el eje x ya
que habria mucha separacion en los niimeros:
(18)

disminuye equilibradamente (gradualmente): (3), (7)

funcién se va acortando en y y alargando en z: (16)

No responde explicitamente: (8), (13), (19)

No lo entiende o no contesta a lo que se le pregunta: (2), (5), (6), (9)

FIGURA 17: Pregunta 4(a). Red sistémica para el curso 3° de ESO
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. . - (La funcién) tiende a 2: (4)
Determina explicitamente

el valor de la funcion - Cuando z se hace muy grande es infinito: (14)

- La funcién serd horizontalmente recta, ya
que va disminuyendo: (10)

- El valor de la funcién es positiva cuando z se
hace muy grande: (15)

Determina cualitativamente
el valor de la funcion - Daria una funcién muy plana en el eje  ya
que habrfa mucha separacion en los ntimeros:
(18)

- El valor més grande de z estd en un valor
positivo: (21)

Pregunta 4(b).

El valor de la funcién - Si tuviera los valores de y (la funcién): (7)

- No sabe como: (8)

- Tarde o temprano llegara al (0,0): (16)
Si se puede determinar
- No tiene datos suficientes. El valor es el mas alto y
a la vez el més bajo: (17)

-Va aumentando gradualmente un ntiimero deter-
minado de veces: (19)

No se puede determinar: no tiene el valor de y: (13)

No responde explicitamente: (1), (3)

No lo entiende o no contesta a lo que se le pregunta: (2), (5), (6), (9)

FIGURA 18: Pregunta 4(b). Red sistémica para el curso 3° de ESO
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Pregunta 4(a).
Descripciones
cualitativas

-
La funcién tiende a oo
- Es ilimitada y seguird creciendo siempre. (10)

Cor‘nport‘amlento { - Tiene mds amplitud la onda: (5)
oscilatorio
)
- Llegara un momento en el que las diferencias sean tan

pequefias que no se puedan diferenciar: (2)

Comportamiento asint6- ) - La grafica terminara teniendo unas subidas y bajadas tar
tico horizontal pequefias que parecerd una recta, y = 0: (11)*

- Cuanto mayor es el valor de x, menor es el de y, la fun-
cion tiende a y = 2: (13)

- La y serd més pequeiia: (3), (19), (20)
- Los valores de y van siendo cada vez menores: (8)

Otros comportamientos { - Los valores de y van disminyendo: (9)

- La funcioén se vera més alargada en horizontal y mas es-
trecha en vertical: (12)*

- Cada vez se hace mds grande: (15)

No responde explicitamente: (6)
No responde: (4), (14)

No lo entiende o no contesta a lo que se le pregunta: (7)*, (22)

L

FIGURA 19: Pregunta 4(a). Red sistémica para el curso 4° de ESO
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Pregunta 4(b).
El valor de la funcién

.

\

) . -0, (La funcién se acerca a y = 0): (6), (11)*
Determina explicitamente

el valor de la funcién - Para = grandes la funcién tiende a y = 2: (13)

Si se puede determinar { - Habria que "maximizar"la gréfica: (5)

-©)
No se puede determinar
-Tiende a oco: (1)

No responde explicitamente: (2), (3), (8), (10), (12)*, (15), (19), (20)
No responde: (4), (14)

No lo entiende o no contesta a lo que se le pregunta: (7)*, (22)

FIGURA 20: Pregunta 4(b). Red sistémica para el curso 4° de ESO
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A.1.5. Pregunta5

Pregunta 5

-n=1:(3),(17)

-n = 6:(4), (5), (15, determina la suma de fracciones hasta el

Respuesta cuantitativa ¢ . "7
término ;)

-n = -1, 51r = 2:(10), (21)

- La suma de los denominadores sera siempre 2: (1)

- Progresion aritmética: (7)
Respuesta cualitativa
- Ir calculando hasta que dé 2: (8)

| - Tiene que ser una potencia negativa de 2: (13)

No tiene sentido: (6)

-(9), (16)
No sabe hacerlo
- Intuye que el resultado es un ntimero negativo: (14)

No responde: (2)

No lo entiende o no contesta a lo que se le pregunta: (18), (19)

FIGURA 21: Pregunta 5. Red sistémica para el curso 3° de ESO
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-n = 2:(20)
-n = 6: (10)

Aunque no se puede calcular el valor real de n

-y tiende a2 P
Y { porque los ntimeros son infinitos: (2)

- Los ntimeros son infinitos: (1)
Respuesta cuantitativa - Hay infinitas n, no tienen limite: (9)

- n deberia ser infinito para que y = 2, pero realmente,
paran = oo y serd el ntimero justo anterior a 2: (11)

- Cuando se alcance el infinito la suma total sera 2: (13)

Pregunta 5
- Ningtn valor de n hara la suma 2: (6)

- 2% en la que n va aumentando: (14)

- Férmula de la sucesion, segtin sea aritmética o geométrica: (12)
Respuesta cualitativa

-Férmula: (19)

Se necesitaria otra ecuacion para hallar y = 2: (8)
No sabe hacerlo: (3), (5), (7), (22)

No responde: (4)

No lo entiende o no contesta a lo que se le pregunta: (15)

FIGURA 22: Pregqunta 5. Red sistémica para el curso 4° de ESO

Nota: En la parte superior de algunos ntimeros aparece el simbolo *. Este simbolo
indica que el alumno designado aporta alguna informacién adicional relevante (o no)
para la resolucién del problema, como puede ser una representacién gréfica, un calculo
numérico suplementario, implementaciéon de férmulas... Por razones logisticas no se
han podido incluir adecuadamente en las redes sistémicas, con lo que se deriva su
lectura y correspondiente andlisis al cuestionario del alumno asociado.
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A.2. Respuestas excluidas en las lineas de coherencia

Pregunta 1

Otros

Responde negativamente

1

No responde a la pregunta

B no puede ser punto de biseccién por ser
extremo
9,21

!

Pregunta 3

Otros

No responde a la pregunta

Se refiere a la suma como serie o progresion sin especificar si el
resultado es finito o no

5,9

7,10, 13

1

Pregunta 2(a)

Otros

No responde a la pregunta

Se puede referir a la distancia como serie o progresién sin
especificar si el resultado es finito o no

2,8,17

1,13,14,15, 16, 19

Pregunta 2(b)

Otros
No responde a la pregunta
17

4

Pregunta 4

Otros

No responde a la pregunta

No especifica si el proceso es
finito o infinito

2,5,6,89,19 1,3

1

Pregunta 5

Otros

No responde a la pregunta

Se refiere a la suma como serie o progresion sin
especificar si el resultado es finito o no

2,6,9,16,18,19

7

FIGURA 23: Respuestas excluidas para el curso 3° de ESO
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Pregunta 1

Otros

No responde a la pregunta

B no puede ser punto de
biseccién por ser extremo

14 4,12,15, 19, 20, 22

4

Pregunta 3

Otros

Mediante una formula

Se refiere a la suma como serie o progresion sin especificar si el
resultado es finito o no

19 4,12,22
o
Pregunta 2(a)
Otros
Responde sin espegﬁcar siel Férmula
resultado es finito o no
2,3,4,8,22 10,19

Pregunta 2(b)

Otros

Distingue entre la teorfa y la
practica

Responde sin especificar si el

T Férmula
resultado es finito o no

11

20 19

1

Pregunta 4

Otros
No responde a la pregunta
4,14,7,22

{

Pregunta 5

Otros

No responden
3,4,5,7,15,22

Se refiere a la suma como serie o progresion (férmula)
12,19

FIGURA 24:

Respuestas excluidas para el curso 4° de ESO
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A.3. Cuestionarios de los alumnos

A.3.1. Curso de 3° de Educacion Secundaria
A continuacion se adjuntan los cuestionarios implementados por los alumnos del curso
de 3° dela E.S.O.

El ndmero de cuestionarios asciende a un total de 18, habiendo participado los siguien-
tes estudiantes:

(301) (302) (303) (304) (305) (306) (307) (308) (309)
(310) (313) (314) (315) (316) (317) (318) (319) (321)
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A.3.2. Curso de 4° de Educacién Secundaria
A continuacién se adjuntan los cuestionarios implementados por los alumnos del curso

de 4° dela E.S.O.

El ntimero de cuestionarios asciende a un total de 18, habiendo participado los siguien-
tes estudiantes:

(401) (402) (403) (404) (405) (406) (407) (408) (409)
(410) (411) (413) (413) (414) (415) (419) (420) (422)
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