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Introduccion

La teoria de la Relatividad General (RG) fue desarrollada por Einstein y completada en
1915 y es, hasta el momento, la teoria mas precisa a la hora de describir la fisica gravi-
tatoria. Esta generaliza la teoria Especial de la Relatividad, publicada en 1905. Einstein
comprendié que en presencia de campos gravitatorios, el espacio-tiempo es una var-
iedad diferenciable de dimensién cuatro dotada de un tensor métrico de signatura (3, 1)
solucién a las llamadas ecuaciones de campo de Einstein de la Relatividad General, que
son fundamentales para estudiar la interaccién gravitatoria. La teoria de Einstein hace
afirmaciones sorprendentes con respecto a la estructura del espacio y del tiempo y de
la naturaleza del campo gravitatorio. La teoria usa complejas y poderosas herramien-
tas matematicas. Einstein publicé sus famosas ecuaciones de campo de la gravedad
en su articulo ,, Die Feldgleichungen der Gravitation" (“Las ecuaciones de campo de
la Gravitaciéon™) el 25 de Noviembre de 1915 en la Academia Prusiana de las Ciencias
[10].

La teoria de la RG puede ser aplicada a numerosas areas de la fisica. Entre otras,
nos permite el estudio de la evolucién del universo como un todo. También es usada
para estudiar el comportamiento de objetos astronémicos altamente energéticos y com-
pactos, como los quasars y las fuentes compactas de rayos X. Es asimismo la mejor
teoria para estudiar el colapso gravitatorio de un objeto masivo y predice con precision el
comportamiento de cuerpos que se mueven en campos gravitatorios fuertes. La teoria
de Einstein también predijo en 1916 la existencia de ondas gravitacionales, ondulaciones
de un espacio-tiempo distorsionado que viajan a la velocidad de la luz y que son cau-
sadas por objetos masivos que aceleran. Recientemente, la teoria ha sido firmemente

confirmada mediante la deteccién de ondas gravitacionales por el observatorio LIGO el
14 de Septiembre del 2015 [20].

El tema central de esta tesis es la llamada conjetura de la desigualdad de Penrose.
Para describir el contexto general de donde surge comenzamos dando algunas pinceladas
sobre colapso gravitatorio.



Para estudiar el proceso de colapso, el espacio-tiempo usualmente se divide en dos
regiones bien diferenciadas, el interior de un cuerpo masivo y su exterior. La métrica
exterior generada por el objeto masivo aislado es modelada por la llamada solucion de
vacio asintoticamente plana (daremos una definicion precisa en el Capitulo ). Los
espacio-tiempos asintéticamente planos requieren restricciones “lejos” de las fuentes.
Mas concretamente se pide que la métrica y un niimero finito de sus derivadas se aprox-
Imen a los valores de Minkowski con un ritmo adecuado en la region alejada. El limite
puede tomarse a lo largo de direcciones luminosas (infinito luminoso) o direcciones es-
paciales (infinito espacial). Como consecuencia, existen varias nociones de asintoticidad
plana.

El descubrimiento de la solucién de vacio de Schwarzshild de las ecuaciones de campo
de Einstein en 1915, combinado con el trabajo de Oppenheimer, Snyder, y Volkoff
[29, 30] en 1939 sobre el colapso gravitatorio, permite comprender el proceso com-
pleto de colapso de una estrella sin rotacion esféricamente simétrica y la consiguiente
“formacion” de un agujero negro de Schwarzshild y de una singularidad.

Los agujeros negros son un posible desenlace del colapso gravitatorio. Otro, y de
hecho mas genérico es la existencia de singularidades. De hecho, hay teoremas en RG
que prueban que bajo ciertas circunstancias generales cuando el colapso ha pasado un
cierto punto la formacion de una singularidad es inevitable (ver por ejemplo [16],[38]). La
definicién basica de singularidad es la existencia de curvas no necesariamente geodésicas,
incompletas, e inextendibles en el espacio-tiempo. Para que esta definicion tenga sentido
es necesario que el espacio-tiempo sea asimismo inextendible.

La teoria de singularidades se desarrolld6 mayormente en los 60. EI primer teorema
de singularidades fue publicado por Penrose en 1965 [31], el cual probé incompletitud
geodésica luminosa bajo condiciones iniciales bastante generales que describian estados
de colapso. Esto se indico por la presencia de una superficie atrapada cerrada. El uso de
tales superficies ayudé a probar muchos otros importantes teoremas de singularidades,
incluyendo el mas importante debido a Hawking y Penrose en 1970 [17]. Estos teoremas
son notables puesto que pueden aplicarse a situaciones cosmoldgicas, al colapso de una
estrella o galaxia y a la colision de ondas gravitacionales.

Un tema fundamental es si las singularidades y los agujeros negros siempre vienen
juntos cuando el colapso gravitatorio ocurre. Mds especificamente, en un contexto de
colapso gravitatorio, una posibilidad es que un horizonte de sucesos comience a formarse
en una fase lo suficientemente temprana como para que la estrella que colapsa y la
consiguiente singularidad queden escondidas dentro del horizonte de sucesos. En este
caso ni siquiera la luz puede escapar y alcanzar a un observador que se encuentre alejado
en la regién exterior. El espacio-tiempo contiene una “region de no escape” no vacia,
que estd causalmente desconectada del infinito luminoso futuro. Un espacio-tiempo
que satisface esta propiedad se llama agujero negro. Los teoremas de singularidades de
Hawking y Penrose no afirman que una singularidad cubierta se forme necesariamente
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a consecuencia del colapso gravitatorio. Por otra parte, si la formacién del horizonte
de sucesos se retrasa lo suficiente (o no se forma) durante el colapso, el resultado es
una singularidad desnuda, y radiacién de la singularidad podria escapar al infinito. Esto
podria ocurrir por ejemplo si la formacién de la singularidad en el centro de la estrella
esférica que colapsa se hallara en el pasado causal del instante en que la superficie de
la estrella alcanzara su radio de Schwarzschild.

Se ha probado que las singularidades desnudas son posibles, e.g. en el colapso de
polvo césmico inhomogéneo esféricamente simétrico, dependiendo de la naturaleza del
dato inicial. Sin embargo, se acepta ampliamente que la hipdtesis de simetria juega
un papel importante para la existencia de tales modelos. El desenlace del colapso
gravitatorio es crucial para el problema de la predictabilidad asintética. La diferencia
entre los dos tipos de singularidades es muy significativa. En un espacio-tiempo que
desarrolla una singularidad desnuda, habria una pérdida total de predictabilidad en el
futuro del punto singular. En el caso de la singularidad cubierta, la predictabilidad se
mantendria al menos en la region del espacio-tiempo fuera del horizonte. Este hecho
tiene gran importancia para la astrofisica y la teoria de agujeros negros. La validez de
muchos teoremas acerca de la dinamica de agujeros negros depende de la hipdtesis de
la ausencia de singularidades desnudas.

La conjetura que afirma que, genéricamente, las singularidades del colapso gravitatorio
estan contenidas en agujeros negros fue propuesta por Penrose en 1969 y se conoce
como la conjetura de la censura cosmica debil [32]. En términos fisicos, la idea principal
detras de esta conjetura es que cualquier observador que esté lo suficientemente lejos de
un objeto que colapsa no encontrara ni singularidades ni efectos que vengan de ellas. En
otras palabras, la censura césmica débil conjetura que observadores distantes pueden
vivir su vida libres de los sucesos catastréficos que ocurren en la regién de colapso
del espacio-tiempo. Como consecuencia, si surgen singularidades, no pueden ser vistas
desde infinito. Como ya se ha mencionado, el resultado del colapso no es siempre un
agujero negro y una singularidad desnuda puede ocurrir en algunas situaciones. Aln
asi, la cuestién mas importante es la genericidad y estabilidad de tales singularidades
desnudas que surgen de un dato inicial regular. La censura césmica débil se cumpliria en
caso que el subespacio de datos iniciales que da lugar a singularidades desnudas tuviera
medida cero segln cierta medida apropiada. En otras palabras, la censura césmica débil
permite singularidades desnudas, siempre y cuando no sean genéricas. Otra conjetura
relacionada, llamada conjetura de la censura cosmica fuerte, también formulada por
Penrose en 1979 [34], afirma que, genéricamente, las singularidades temporales nunca
pueden ocurrir, de forma que un observador que cae en un agujero negro nunca ‘“vera”
la singularidad.

Hasta el momento ninguna versién de la censura césmica débil ha sido demostrada en
completa generalidad. Uno de los problemas principales es que el horizonte de sucesos
es una caracteristica que depende de todo el comportamiento futuro de la solucién de las




ecuaciones de campo en un periodo de tiempo infinito. Cualquier prueba de la censura
césmica débil requiere un conocimiento mucho mas profundo de las propiedades globales
generales de las ecuaciones de Einstein que el que tenemos hoy en dia. Una posible via
para abordar el problema es estudiar la estabilidad de espacio-tiempos particularmente
relevantes.

Como veremos en detalle en el Capitulo 2], la conjetura de la censura césmica débil
junto con suposiciones adicionales fisicamente razonables implican la desigualdad que
es el nucleo de esta tesis: la desigualdad de Penrose. Esta desigualdad involucra el
concepto de masa/energia del espacio-tiempo, y el area de superficies relacionadas con
agujeros negros quasi-locales. La energia total esta definida en términos de integrales
en la correspondiente regidn asintdtica, donde la métrica es cercana a Minkowski, y
su definicion depende del infinito elegido, espacial o luminoso. En cualquier caso, am-
bas energias estan definidas como componentes de dos respectivos vectores: el vector
energia-momento ADM donde la integral se calcula en el infinito espacial, y el vector
energia-momento de Bondi donde la integral se toma en el infinito luminoso. Am-
bos se transforman como vectores de Lorentz bajo transformaciones apropiadas, y sus
longitudes Lorentzianas se denominan masas (masa ADM y masa de Bondi respecti-
vamente). La masa ADM es una cantidad conservada en la evolucion y la masa de
Bondi es mondtona decreciente con respecto al tiempo retardado. Mas informacion
sobre tales vectores energia-momento puede encontrarse e.g. en [41]. Estas diferentes
masas originan diferentes versiones de la desigualdad de Penrose.

En esta tesis centraremos principalmente nuestra atencién en la llamada desigual-
dad de Penrose luminosa, que como su nombre indica, estad relacionada con el vector
energia-momento de Bondi del espacio-tiempo. A pesar de ello, en esta introduccién
y, por completar el argumento, también discutimos brevemente la “version espacial” .
En 1973, Penrose [33] llegé a la conclusidn de que la masa ADM de un espacio-tiempo
asintéticamente plano deberia ser al menos la masa del agujero negro que contiene, si la
densidad de energia es no negativa en todas partes. El argumento heuristico de Penrose
(en parte basado en la hipdtesis de la censura césmica débil y que serd expuesta en el
proximo capitulo en detalle) le condujo a formular la llamada conjetura de la desigualdad
de Penrose (las definiciones precisas seran dadas mas tarde):

Conjetura 1.1 (La desigualdad de Penrose para la masa ADM en espacio-tiempos
asintéticamente planos). Sea (M, g) un espacio-tiempo de cuatro dimensiones que
satisface la condicion dominante de energia, y que admite una hipersuperficie espacial
asintoticamente plana (X, 7y, K). Asumamos que ¥ contiene una superficie débilmente
atrapada hacia el exterior S (i.e. con vector curvatura media causal y futuro) cerrada
(compacta y sin frontera). Entonces

|‘Smin(5)|
> - 7
Mapm = 1/ Tom

donde Mapy es la masa ADM del espacio-tiempo, y Smin(S) es la superficie de area
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1. Introduccion

minima necesaria para encerrar a S (i.e. la mas externa de todas las superficies en ¥
que encierran a S y tienen igual o menor drea que cualquier superficie que encierra a
S). Es mas, si se alcanza la igualdad, (¥X,~y, K) puede ser embebido isométricamente
en el espacio-tiempo de Schwarzschild.

Aunque el argumento heuristico de Penrose fue originalmente formulado en un con-
texto de cuatro dimensiones, la desigualdad de Penrose para la masa ADM en espacio-
tiempos asintdticamente planos puede también formularse en dimensién arbitraria. La
forma de la desigualdad en un espacio-tiempo (n + 2)-dimensional es

1 Smin S ";nl
o > (150) ™
Wn

donde w,, es el area de la n-esfera unitaria.

Exponemos a continuacion la forma de la desigualdad de Penrose luminosa, que es el
tema principal de esta tesis. Esta desigualdad involucra espacio-tiempos que admiten
una hipersuperficie luminosa €2 que se extiende regularmente al infinito pasado luminoso
La forma precisa para la conjetura de Penrose en este contexto es

Conjetura 1.2 (La desigualdad de Penrose para la masa de Bondi en espacio-tiem-
pos asintéticamente planos). Sea (M, g) un espacio-tiempo de cuatro dimensiones,
asintoticamente plano en el infinito luminoso, que satisface al condicion dominante de
energia, y que admite una hipersuperficie luminosa Q2 que se extiende regularmente a
infinito luminoso pasado. Asumamos que 2 tiene una superficie débilmente atrapada
hacia el exterior S cerrada y embebida. Entonces

S|
Mg >\ —, 1.1
B=Vi6r (1.1)
donde Mg es la masa de Bondi del espacio-tiempo determinada por el corte de 2 con
el infinito pasado luminoso. Ademas, la desigualdad pasa a ser igualdad si y solo si
Q es isométrica (intrinsecamente y extrinsecamente) a una hipersuperficie luminosa
esféricamente simétrica en el espacio-tiempo de Schwarzshild.

La construccion original que llevé a Penrose a formular su desigualdad en 1973 es una
capa delgada de polvo luminoso que colapsa en el espacio-tiempo de Minkowski y que,
después de pasar, deja dos regiones bien diferenciadas separadas por una hipersuperficie
luminosa a lo largo de la cual la capa delgada se propaga. La regidn interior es isométrica
al espacio-tiempo de Minkowski, mientras que la region exterior no es plana. Una vez
que una seccion transversa S de 2 se elige, el contenido de la capa delgada puede
ajustarse de tal forma que S sea una superficie débilmente atrapada hacia el exterior
con respecto a la geometria exterior. La ventaja crucial de la construccién es que la
desigualdad (I.]) puede reescribirse exclusivamente en términos de la geometria interior
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(daremos los detalles de la construccion en el siguiente capitulo). Especificamente, la
forma equivalente de (L) en dimensién arbitraria en términos de la geometria de
Minkowski es

/ems > n(wn)b|S|, (1.2)
S

donde 6, es la expansion luminosa exterior de S, y w, es el area de la n-esfera. Nos
referiremos a la desigualdad (L2]) como la desigualdad de Penrose para capas delgadas
en Minkowski.

En esta tesis hemos estudiado la desigualdad de Penrose luminosa en detalle. Hemos
sido capaces de probar la desigualdad en algunos casos y de dar una prueba completa de
una desigualdad tipo-Penrose. Los métodos generales presentados aqui abren nuevas
posibilidades para abordar el problema. De hecho, un reciente trabajo de Roesch [36]
usa como herramienta clave el resultado principal de [27] correspondiente en esta tesis
al Teorema [6.13 del Capitulo[@ Aprovechando el limite de la energia de Hawking a lo
largo de €2 Roesch es capaz de probar la desigualdad de Penrose luminosa en caso que
(2 admita una foliacion geodésica satisfaciendo ciertas restricciones.




Fundamentos para la desigualdad de Penrose

Todas las variedades en esta tesis seran diferenciables y Hausdorff. Sea (M, g) una
variedad pseudo-Riemanniana orientada de dimensién m de signatura arbitraria. Los
tensores en M llevan indices griegos y denotamos por V la conexién de Levi-Civita en
M. La convencién que usaremos para el tensor de curvatura es

R(X,Y)Z := VxVyZ — VyVxZ — Vixy Z.

donde X, Y, Z son campos vectoriales en M. El tensor de Riemann Riem? de (M, g) se
define en términos del tensor de curvatura mediante Riem?(X,Y, Z, T) := g(T,R(Z, T)Y).
Contrayendo el primer y tercer indices de Riem?, obtenemos el tensor de curvatura de
Ricci Ric?(X,Y) = trg (Riem?(-, X, -,Y)), y su traza es la curvatura escalar Scal’. El
tensor de Einstein Ein? de (M, g) es

1
Ein? = Ric? — §Scalgg.

Las variedades embebidas jugardn un papel relevante en este trabajo. Los objetos
basicos son los que siguen: sea N una subvariedad n-dimensional embebida en (M, g)
con primera forma fundamental v no degenerada. La férmula de Gauss relaciona la
conexién ambiente V con la conexién inducida VY mediante la férmula

VxY = VY + (VxY)*, (2.1)
para cualesquiera vectores X,Y tangentes a N, donde '+’ es el operador que da la
componente ortogonal a N de un vector. El segundo término del lado derecho de (2.1])

define el llamado vector segunda forma fundamental.

Definicion 2.1 (Vector segunda forma fundamental). E/ vector segunda forma fun-
damental de N como variedad embebida en M es el tensor de tipo (1,2)

K(X,Y)=—(VxY)* (2.2)
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El vector segunda forma fundamental es por construccién, ortogonal a N. K también
es simétrico en X, Y.

Definicién 2.2 (Vector curvatura media). La traza H del vector segunda forma fun-
damental con respecto a la métrica inducida en N es el vector curvatura media, I.e.

H .= thK.

Consideremos un campo vectorial v normal a N, i.e. un vector v que satisface v(p) €
T,N+ VpeN.

Definicion 2.3 (Tensor segunda forma fundamental a lo largo de v). E/ tensor
segunda forma fundamental a lo largo de v se define como

KYXY) = (1, KX, Y))g = (1, VxY)g = (Vx1,Y)g, con XY €T(TN).

El tensor segunda forma fundamental es simétrico, i.e. K“(X,Y) = K“(Y, X), a
consecuencia de la simetria de K.

Definicién 2.4 (Expansion a lo largo de v). La expansion de N a lo largo de v,
denotada por 8,, es la funcion
9,, = tl’/\/(KU).

Definicion 2.5 (Forma de volumen). La forma de volumen my de (M, g) es la m-forma

(nM)al...an =V ‘detg|€a1...an

en cualquier carta coordenada del atlas orientado asociado, donde €4, . o, €s el simbolo
Levi-Civita y det g es el determinante de g en esta carta.

Todo lo dicho es valido para cualquier signatura. Para definir la nocién de espacio-
tiempo necesitamos el concepto de orientabilidad temporal y orientacion temporal:

Definicion 2.6. Una variedad Lorentziana (M, g) es orientable temporalmente si y sélo
si existe un campo vectorial u € X(M) que es temporal en todas partes. En este caso
una orientacion temporal es una eleccion de un campo vectorial temporal u que es
declarado como futuro.

Definicion 2.7 (Espacio-tiempo). Un espacio-tiempo (M, g) es una variedad de Lorentz
m-dimensional, conexa y orientable, dotada de una orientacion temporal.

La métrica g satisface las ecuaciones de campo de Einstein, que toma la forma

G

Eind +N\g=xT, x= e
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donde G es la constante gravitacional de Newton, c¢ es la velocidad de la luz en el
vacio, T es el tensor energia-momento de todos los campos no gravitatorios y A es la
constante cosmoldgica.

Las condiciones de energia estan normalmente definidas en términos del tensor en-
ergia-momento T. Podemos expresarlas en términos del tensor de Einstein Ein? porque
en nuestro contexto la constante cosmoldgica A es nula. Definiendo las condiciones
de energia directamente en términos de Ein? podemos olvidarnos de las ecuaciones de
campo de Einstein de forma que todos nuestros resultados sean aplicables a cualquier
teoria geométrica de la gravedad. Las condiciones de energia que usamos son

Definicion 2.8. Sea (M, g) un espacio-tiempo. Entonces

e (M, g) satisface la condicion nula de energia si el tensor de Einstein Ein? satisface
Ein?(k, k) > 0 para cualquier vector luminoso k € X(M).

e (M, g) satisface la condicién dominante de energia si e/ tensor de Einstein Ein?
satisface que —Ein9* X"|, es un vector causal futuro para cualquier vector causal
futuro X € X(M) y todo p € M (o equivalentemente cuando Ein?(X,Y) > 0 para
cualquier par de vectores causales futuros).

Observacion 2.9. Nétese que la condicién nula de energia es obviamente mas débil que
condicion dominante de energia.

En términos fisicos, la condicién dominante de energia significa que cualquier obser-
vador mide una densidad de energia positiva para el campo y que la energia fluye a una
velocidad acotada por c.

Sea S una superficie compacta, embebida, orientada y de codimensiéon dos en un
espacio-tiempo (M, g) m-dimensional. El vector curvatura media H de S juega un papel
importante puesto que la superficie S puede ser clasificada con respecto a su caracter
causal. Puesto que la superficie es de codimension dos, podemos considerar una base
luminosa futura de vectores {k,£} normales a S y normalizados tal que (k,£) = —2.
En este caso el vector curvatura media se descompone en la forma

. 1
H= —5 (6ok + 6,2) .
Definicion 2.10. Una superficie cerrada es

e Superficie atrapada hacia el futuro si 6, < 0 y 8, < 0. O equivalentemente, si
H es temporal y futuro.

e Superficie débilmente atrapada hacia el futuro si 6, <0 y 6, < 0. O equiva-
lentemente, si H es causal y futuro.




e Superficie marginalmente atrapada hacia el futuro si o bien, 6, =0y 6, <0
en todas partes, 0, 0, < 0 y 6, = 0 en todas partes. Equivalentemente, si H es
futuro y es o bien proporcional a k o proporcional a £ en todas partes.

En dimensidn cuatro, la energia de Hawking de la superfice S, con S superficie espacial
cerrada con topologia esférica es

Definicién 2.11 (Energia de Hawking). La energia de Hawking de S esta definida por

S|

mu(S) = —(1 !

167 Js

72
167 H T]s) ) (23)

donde H es el vector curvatura media de S y |S| es el drea de S.

La nocidn de espacio-tiempo asintdticamente plano es apropiada para describir objetos
aislados. Hay dos nociones de espacio-tiempos asintéticamente planos dependiendo del
infinito considerado. Comenzamos con la asintoticidad plana en el infinito espacial.

Definicion 2.12. Un final asintdticamente plano de una hipersuperficie espacial >
con primera forma fundamental g y sequnda forma fundamental K es un subconjunto
2.5° C X que es difeomorfo a R3 \B_R, donde Br es una bola abierta de radio R. Es
mds, en coordenadas Cartesianas {x'} inducidas por el difeomorfismo, las siguientes
condiciones de decaimiento se cumplen:

Scald = O(r*),  VE(K®, — (tryK)8,) = O(r™), (2.4)

donde r = |x| = \/x2xb8,p,, Scal? es la curvatura escalar de g y V* es la conexion
Levi-Civita de X.

Definicion 2.13 (Hipersuperficie espacial asintéticamente plana). Una hipersuper-
ficie espacial > con primera forma fundamental g y segunda forma fundamental K,
posiblemente con frontera, es asintoticamente plana si > = K U 2>°°, donde K es un
conjunto compacto y ¥ = | JL es una union finita de finales asintoticamente planos

!
o0

Definicion 2.14 (Espacio-tiempo asintéticamente plano en el infinito espacial). Un
espacio-tiempo es asintoticamente plano en el infinito espacial si admite una hipersu-
perficie espacial asintoticamente plana.

Caracterizaremos a continuacién los espacio-tiempos asintéticamente planos en el
infinito luminoso. Para ello necesitaremos recordar que dado A € M, Jt(A) y J~(A)
son el futuro y pasado causal del conjunto A respectivamente. Para definir el concepto
de espacio-tiempo asintéticamente plano en el infinito luminoso, consideramos una
compactificacién del espacio-tiempo (ver e.g. [41] para las definiciones), donde el
infinito espacial se denota por /%, y las hipersuperficies que representan el infinito pasado
y futuro luminoso se denotan por .#~ y ¢ respectivamente.
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2. Fundamentos para la desigualdad de Penrose

Definicion 2.15 (Espacio-tiempo asintéticamente plano en el infinito luminoso).
Se dice que un espacio-tiempo (M, g) es asintoticamente plano en el infinito luminoso
si existe una variedad M con frontera, con métrica diferenciable g, y una isometria
conforme de M al interior de M con factor conforme Q2. La frontera .% de M satisface
las siguientes condiciones:

(i) & se escribe como la union disjunta de dos piezas . y #~, tal que ST N
Jint(M)] =0 y £~ N JH[int(M)] = 0.

(i) Q se extiende a una funcion C> en todo M. En .#% y .~ tenemos Q = 0 y
dQ2 # 0.

(iii) La topologia de cada componente conexa de .% es S? x R.

(iv) Existe una funcion diferenciable f definida en M, con f >0en MU 4T U .~ y
que satisface Vo (f*n®) = 0 en #+ U .#~ (donde V es la conexion asociada a
g), y tal que el campo vectorial f~1n* es completo en . U .7 .

Ambos tipos de asintoticidad se combinan en el siguiente definicién:

Definicion 2.16 (Espacio-tiempo asintéticamente plano). Un espacio-tiempo (M, g)
es asintoticamente plano si es asintoticamente plano en el infinito luminoso y admite
una hipersuperficie espacial asintoticamente plana.

En un espacio-tiempo asintéticamente plano existe una nocién de energia total de
un sistema aislado que es descrita mediante el cuadrivector de energia-momento P.
Este vector se define en un espacio-tiempo de Minkowski abstracto con métrica n. La
componente temporal de este vector es la energia E del espacio-tiempo, y el resto
de componentes definen un tres-momento espacial p. Su longitud Minkowskiana es la
masa total del espacio-tiempo.

El tipo de infinito que consideramos define el cuadrivector energia-momento correspon-
diente. El cuadrimomento ADM (Arnowitt, Deser, Misner) Papn = (Eapm, Papwm) €sta
asociado a espacio-tiempos que son asintdticamente planos en el infinito espacial i°, y
el cuadrivector energia-momento de Bondi Pgs = (Eg, pg) es medido en un corte S, del
infinito luminoso ., donde S, es una seccién espacial de la hipersuperficie luminosa
#. El cuadrimomento de Bondi depende del corte y se aproxima al cuadrimomento
ADM en i° bajo condiciones apropiadas [44].

La energia ADM representa la energia total disponible en el espacio-tiempo, mientras
que la energia de Bondi es interpretada como la energia sobrante en el espacio-tiempo
con respecto al “tiempo retardado” determinado por la seccidn transversa S, de £,
después de la emisién de radiacion gravitacional.

Tanto la energia ADM como la de Bondi forman parte de las distintas versiones de la
desigualdad de Penrose. El argumento heuristico ideado por Penrose para la formulacion
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de la conjetura de la desigualad de Penrose se basa en conjetura de la censura cosmica
débil. Como ya se menciond en la Introduccion, esta conjetura afirma en pocas palabras
que las singularidades estan siempre escondidas en un agujero negro.

Un espacio-tiempo (M, g) es un agujero negro si es asintéticamente plano en el infinito
luminoso y si hay sucesos causalmente desconectados de la regidon asintética, i.e. no hay
curvas causales que comenzando en el suceso en cuestion alcancen la regién asintética.
La regidon de agujero negro B del espacio-tiempo esta definida como

B=M\I"(77),

donde el pasado cronolégico /= esta considerado en el espacio-tiempo conformemente
completado. El horizonte de sucesos ‘H del agujero negro estd definido como la frontera
de Ben M

H = 0B.

El horizonte de sucesos H es la frontera topoldgica de la regién de agujero negro. H es
una hipersuperficie luminosa (de Lipschitz) gobernada por geodésicas luminosas futuras
inextendibles [16].

Un enunciado mas preciso de la conjetura de la censura césmica débil es el siguiente:

Conjetura de la censura césmica débil: Sea (¥, g, K; 1) un dato inicial asintética-
mente plano de las ecuaciones de campo de Einstein con materia apropiada (donde
representa los campos de materia). Entonces, genéricamente, su evolucién de Cauchy
maximal es asintdticamente plana en el infinito luminoso futuro, con .#+ completo.

Estamos ahora en condiciones de describir el argumento heuristico de Penrose para la
formulacién de su desigualdad. Uno de los resultados que se utilizan en tal argumento
es que en espacio-tiempos que satisfacen la condicion nula de energia, el horizonte
de sucesos satisface el teorema del area, que esencialmente dice que en tales espacio-
tiempos el drea de las secciones transversas del horizonte de sucesos crece con el tiempo

[14, 15, 8].

Por otra parte, se espera que todo agujero negro se asiente asintdticamente a un
estado estacionario en un futuro distante, y se espera que el espacio-tiempo asintético
sea de electrovacio y estacionario. El teorema de unicidad para agujeros negros (ver e.g.
[7], [18]) puede aplicarse para concluir que la regién exterior del agujero negro asintético
es iIsométrica a la regién exterior de un agujero negro de Kerr-Newman, en que todas
las secciones S del horizonte de sucesos H son isométricas entre si y tienen drea

S| < 16mm?,

donde m es la masa del agujero negro de Kerr Newman.

La masa de Bondi Mg decrece hacia el futuro y su limite en /° es la masa ADM Mapu.
Recordemos que la masa de Bondi del espacio-tiempo de Kerr-Newman es m. Usando
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2. Fundamentos para la desigualdad de Penrose

esta informacién, Penrose obtuvo la siguiente cadena de desigualdades:
[Hs| < [He | < 16mm? < 16mM3 < 16TM3o0,

donde la primera desigualdad es consecuencia del teorema del drea, la segunda es una
propiedad del espacio-tiempo de Kerr-Newman, y las dos dltimas son consecuencias de
las propiedades del vector energia-momento total en un espacio-tiempo asintéticamente
plano.

La desigualdad resultante |Hy| < 16wM3,,, no involucra ninguna propiedad asintética
en el futuro, pero involucra el horizonte de sucesos, que es un concepto global en
el espacio-tiempo. A priori uno no sabe si el horizonte de sucesos existe o dénde se
encuentra. La segunda observacion principal de Penrose fue que el paradigma de colapso
gravitatorio también implicaba una desigualdad “local en el tiempo” como describimos
a continuacion.

Algunos campos gravitatorios fuertes pueden ser detectados por la presencia de su-
perficies débilmente atrapadas hacia el futuro. Consideremos un espacio-tiempo asin-
toticamente plano (M, g) que satisface la condicion dominante de energia. Asumamos
que el espacio-tiempo contiene una superficie débilmente atrapada hacia el exterior S
embebida en una hipersuperficie espacial asintéticamente plana > con un final. Bajo
estas hipdtesis se sigue [31, [13] (ver también [38] para una review de singularidades)
que el espacio-tiempo (M, g) tiene una singularidad. Bajo la conjetura de la censura
césmica débil, esta singularidad esta cubierta por un horizonte de sucesos y M es nece-
sariamente un agujero negro. Una propiedad fundamental de los espacio-tiempos de
agujero negro es que cualquier superficie débilmente atrapada hacia el exterior S esta
necesariamente contenida en la regién de agujero negro [41], [9]. Consideremos la hiper-
superficie espacial ~ que contiene a S. Esta hipersuperficie interseca al horizonte de
sucesos en una seccion transversa Hs. Si el drea de S fuera menor que el area de Hsy,
se seguiria

S| < [Hs| < 16TM3 < 16mM3p, (2.5)
i.e. |S| < 16mM3p,,, que sélamente involucra la geometria de la hipersuperficie espacial
Y. El problema es que no es necesariamente cierto que |S| < |Hyx|, puesto que del
hecho de que ‘H N X encierre a S no se sigue que su area sea hecesariamente mayor.
El problema se resuelve si consideramos la superficie de darea minima necesaria para
encerrar a S, que denotaremos por Smin(S), v que satisface [Smin(S)| < [H N X|. De

[2.8), se sigue
/|Smin(5)|
> -
MADM - 167 )

y considerando el supremo entre todas las superficies débilmente atrapadas hacia el
exterior, obtenemos finalmente

V. 167w

13




Asi llegamos a las dos desigualdades
1Smin(S)| < 167ME  y  |Smin(S)| < 16T Mapy- (2.6)

Para estas desigualdades no se requiere saber nada acerca del futuro del espacio-tiempo.
Las desigualdades (2.6]) se llaman desigualdades de Penrose y son el tema principal
de este trabajo.

En esta tesis nos concentramos en la llamada desigualdad de Penrose luminosa.
Para este caso, asumimos que (M, g) admite una hipersuperficie luminosa Q que se
extiende regularmente hasta el infinito pasado luminoso .~ y que contiene una super-
ficie débilmente atrapada hacia el exterior S. Usando un argumento andlogo al que
acabamos de ver, se sigue que

S| < 16mM3(Q) < 16mEZ(Q).

La desigualdad |S| < 16mE2(Q2) es la llamada desigualdad de Penrose luminosa y
sélamente involucra la geometria a lo largo de €2.

Un caso particular e interesante de la desigualdad de Penrose luminosa es la obtenida
mediante la construccion original de Penrose [33] en 1973, que consiste en el colapso de
una capa delgada de polvo cdsmico que se mueve hacia el interior del espacio-tiempo de
Minkowski. La capa delgada separa el espacio-tiempo en dos componentes. La interior
tiene una métrica de Minkowski y la exterior no es plana. Las dos componentes estdn
unidas por una hipersuperficie luminosa. Uno de los objetivos principales de este capitulo
es recuperar la expresion para capas delgadas que Penrose descubrié para su desigualdad.
La cdlculos que haremos con capas delagadas en relacién a esta desigualdad estdn
basados en resultados de Mars presentados en [23, 24].

La capa delgada considerada por Penrose tiene topologia S° x R y la materia de la
que ésta esta compuesta es polvo luminoso (las particulas no tienen masa y todas las
presiones son nulas). Para tener una métrica plana en el interior de la capa delgada, es
necesario que ningun punto en el interior esté en el futuro causal de la misma. El polvo
que colapsa puede emitir ondas gravitatorias que alteran la métrica del espacio-tiempo
fuera de la capa delgada, por lo que cuando ésta ha pasado la métrica ya no continta
siendo plana.

Sea t un tiempo Minkowskiano elegido en el interior de la capa delgada. Sea k el
vector luminoso futuro tangente a Q y normalizado mediante k(t) = 1. Consideremos
cualquier superficie S cerrada, espacial y embebida en €2 y sea £ su normal luminosa
futura transversa a €2 y que satisface (k,£) = —2. El tensor energia momento del
espacio-tiempo es una distribucion con soporte en 2 y que se expresa Tos = 8Tpka ka0,
donde p es la densidad de energia de la capa delgada y la delta é de Dirac esta definida
con respecto a la forma de volumen inducida por la normal k en €2. Los tensores que
estén definidos con respecto a la geometria exterior llevaran un +, y los definidos con
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2. Fundamentos para la desigualdad de Penrose

respecto a la interior un —. La expansion luminosa 6, salta a través de €2, y este salto
puede ser determinado usando la ecuacion de Raychaudhuri (ver e.g [41]) y algunas
propiedades de la delta § de Dirac (ver e.g. [22]). De todas formas, calculamos este
salto de una manera independiente.

Supongamos que el espacio-tiempo exterior (M*, g™) satisface la condicién dominante
de energia y que existe una seccion transversal compacta S que satisface 92 =0(.e S
es una superfice marginalmente atrapada hacia el exterior después de que la capa delgada
haya pasado). Veremos posteriormente que dada cualquier seccion transversa S C Q la
capa delgada siempre puede elegirse de forma que S sea una superfice marginalmente
atrapada hacia el exterior con respecto a la geometria externa. Usando el argumento
heuristico descrito anteriormente, se sigue

[H N Q| |S|
EL > _— — 2.7
5= 16w~ V167’ (2.7)
donde E‘g es la energia de Bondi del infinito luminoso pasado en el corte definido por

(2 en el espacio-tiempo exterior.

La gran idea de la construccion de Penrose para capas delgadas es que esta desigual-
dad puede expresarse completamente en términos de la geometria interior usando las
propiedades de las capas delgadas. Por otra parte, la energia de Bondi puede calcu-
larse usando limites en el infinito de la energia de Hawking a lo largo de foliaciones
apropiadas.

Las superficies de nivel de la funcién A : Q — R solucién de la ecuacion k(X)) = —1
con valor inicial A|s, = 0 definen una foliacién de superficies {S,}, a lo largo de € con
Sxo = {p € Q:Xp) = No}. En coordenadas adaptadas, k = —0,. La normalizacién
k(t) =1, hace que {S,} tienda a grandes esferas. Por tanto se sigue que

Jim [My(S»)] = EZ. (2.8)

puesto que la energia de Bondi de Minkowski es nula.

Esta claro que para calcular el lado izquierdo necesitamos evaluar el salto de la energia
de Hawking a través de las hojas de la foliacion {S,} de €. De (23] tenemos

1 ]S 7
M5 = g5\ 1o /. (FFIms. (29)

Consideremos el vector luminoso £ ortogonal a cada Sy y normalizado por g(k, £) = —2.
La descomposicion de H en la base {k,£} es H = —%Gek — %Gkﬂ, y por tanto

[A?] = —6,[60].

donde hemos usado que [6x] = 0, pues es una propiedad intrinseca a 2.
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En el caso de capa delgada de polvo luminoso, tenemos la libertad de elegir parte del
salto de la geometria transversa. Se puede realizar de modo que

[6,] =6 — 6, = —167p, (2.10)

[Mr(S))] = —\/%/S Ok PMs, - (2.11)

Para calcular el limite del lado derecho de (2.11) evaluado en esta foliacién, usaremos
el desarrollo asintético de 6y, ms, y p en A = co. Como veremos en el Capitulo [, el
desarrollo de 8, tiene la forma

y entonces (2.9]) queda

-2 6

y la forma de volumen admite la expresion ns, = (A\? + 0(A\?))n4, donde ny es la forma
de volumen de la esfera unitaria.

Sélo queda calcular el desarrollo asintético de p. Para ello utilizamos las ecuaciones
de las capas delgadas, que en este caso se traducen a

k(p) + pbx = 0. (2.13)

Integrando esta ecuacién se prueba que p presenta el desarrollo

~

p B
P:erO()\ %)

para alguna funcién p independiente de .

Sustituimos ahora los desarrollos de 6k, ms, y p en el lado derecho de (ZIII) para
calcular este limite. Puesto que /|Sx| = V4TA + o(X), se sigue

lim —\/@ Okoms, | = | Png
Moo 16m Js, T o

Todavia necesitamos relacionar esta integral en el infinito con las integrales a lo largo
de {S,}. Esto se consigue gracias a las dos observaciones siguientes. Primeramente

Jim / oms, = fim / (%w(ﬂ)) (N + o(N?))my = / e, (2.14)
SN /g2 2

y segundo, fsA pMs, €s una constante independiente de A porque

k(/ pnsx) :/ k(p)nsﬁ/ pLims, = [ (=pb)ns, + [ (pbc)ns, =0, (2.15)
S S S

N Sx

16



2. Fundamentos para la desigualdad de Penrose

donde hemos usado (Z13]) y la expresion para la derivada de Lie de una forma de

volumen a lo largo de k, i.e. £4ms, = 6kMs,. Juntando (28), II), @I4) y (2I5)

obtenemos

. . N . .
Eg = }J'_)mOO[MH(SA)] = lim (—\/ Tor /Sx Okpms, | = /S2 png = |lim /5A oNs,
Sxa

Hasta el momento, hemos usado la ecuacion de evolucién (Z213)), pero todavia no
hemos fijado ninguna condicion inicial para p. Es inmediato ver que S es una superfice
marginalmente atrapada hacia el exterior en el espacio-tiempo externo ((8,)|s = 0) si
y sélo si

I
pls = ﬁ(% )s-
Combinando con (216]), tenemos

/9;175 = 16mEpg,
s

y la desigualdad de Penrose (2.7]) finalmente llega a ser
/94”75 > /167[]. (2.17)
s

Esta desigualdad tiene la propiedad notable de no hacer referencia alguna a la ge-
ometria exterior en la construccidon. Puesto que la densidad p puede elegirse con
libertad, esta desigualdad deberia cumplirse para toda superficie espacial cerrada S
en el espacio-tiempo de Minkowski cuyos conos de luz pasados sean regulares en todas
partes. Subrayamos que desigualdades de Penrose tipo-capa delgada (también llamadas
desigualdades de Gibbons-Penrose en la literatura) existen para espacio-tiempos de di-
mensién arbitraria.
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Proyeccion a lo largo del Killing en espacio-tiempos
estaticos

Después de haber explicado la conjetura de la desigualdad de Penrose y de haber
intruducido las nociones fundamentales que vamos a usar, comenzamos con la pre-
sentacion de los resultados originales de esta tesis.

En este capitulo abordamos la desigualdad de Penrose para capas delgadas mediante
una proyeccién vertical a lo largo de la direccién del vector de Killing. Como explicamos
en la Introduccién, éste fue el método propuesto por Gibbons para atacar el problema.
Aunque su implementacién fue incorrecta, la idea es de cualquier modo interesante y
merece la pena investigarla. En vista de las aplicaciones potenciales del método en con-
textos mas generales que Minkowski, analizamos en detalle la proyeccién de superfices
generales espaciales de codimensién dos embebidas en un espacio-tiempo estatico. La
proyeccion se realiza a lo largo de un Killing estdtico sobre una hipersuperficie ortog-
onal al mismo. Estudiamos la relacién entre la geometria intrinseca y extrinseca de la
superficie original con la proyectada. En particular, encontramos expresiones explicitas
para la relacién entre las métricas inducidas, las segundas formas fundamentales y la
conexiéon del fibrado normal entre ambas superficies. Los resultados de este capitulo
han sido publicados en [26].

En relacién a la desigualdad de Penrose para capas delgadas, también explicamos
dénde y por qué razén el cdlculo de Gibbons falla. Asimismo aplicamos nuestros resulta-
dos para dar una prueba independiente del teorema de Brendle & Wang [4] mencionado
en la Introduccién y que da condiciones suficientes para la validez de la desigualdad de
Penrose para capas delgadas en términos de la convexidad de la superficie proyectada.
Como ya hemos dicho, obtuvimos la prueba de nuestro teorema al mismo tiempo que
Brendle & Wang de una forma completamente independiente.

En esta tesis y a no ser que se indique lo contrario, (M, g) representa un espacio-
tiempo (n + 2)-dimensional. Siempre se considerard n > 2. En una variedad con
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métrica vy, denotamos por (-, ) el producto escalar respeto de dicha métrica. Cuando
se utilice la métrica asociada a g, simplemente escribimos (-, -).

Definicién 3.1 (Campo vectorial de Killing). Sea £ un campo vectorial en un espacio-
tiempo (M, g). & es un campo vectorial de Killing si satisface la relacion

.fgg: 0. (31)

Esta condicion equivale a:
Vaép + Vpéa = 0. (3.2)

Definicion 3.2 (Espacio-tiempo estacionario). Sea (M, g) un espacio-tiempo que ad-
mite un campo vectorial de Killing £&. (M, g) es estacionario si £ es temporal.

Definicion 3.3 (Espacio-tiempo estatico). Un espacio-tiempo (M, g) es estatico si es
estacionario, y si ademas existe una hipersuperficie espacial ¥ ortogonal a las curvas
integrales correspondientes al campo de Killing £ en cada punto. En este caso € es un
campo de Killing estatico. Por el teorema de Frobenius, un espacio-tiempo con vector
de Killing & es estatico si y solo si

€ Vpéy = 0. (33)

El siguiente teorema es también conocido.

Teorema 3.4. Sea (M, g) un espacio-tiempo que admite un campo de Killing estatico
¢ de norma £€%€, = —\V/?, con V una funcién estrictamente positiva. Entonces existe
localmente en M una funcion diferenciable t tal que

o = —V?Vat, (3.4)
y un sistema de coordenadas donde la métrica se expresa como
g = —\V2dt®> + hjdx'dx’,
con hj; una métrica definida positiva.

Observacion 3.5. Una funcidn t es localmente definida en M cuando estd definida en
algtn entorno abierto U(p) no vacio para todo punto p.

Desde ahora asumimos estar en el contexto del Teorema 34l Uno de los ingre-
dientes en el Teorema de Brendle & Wang [4] es un célculo que relaciona las
curvaturas extrinsecas de una superficie espacial S de codimension dos embebida en
un espacio-tiempo estrictamente estdticoc con la geometria de su proyeccién S sobre
una hipersuperficie definida por un tiempo estatico constante. Un andlisis similar y mas
exhaustivo en el caso del espacio-tiempo de Minkowski fue llevado a cabo en conexién
a una nueva definicion de masa quasi-local en [42], [43]. Resultados de este tipo en
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3. Proyeccion a lo largo del Killing en espacio-tiempos estaticos

el caso estdtico general han aparecido también en [3]. Aln asi, no nos consta que
exista en la literatura una relacidon exhaustiva entre toda las propiedades geométricas
intrinsecas y extrinsecas de Sy de su proyeccién S, ni en Minkowski ni en el caso general
estrictamente estatico. Dedicamos este capitulo a ello.

Consideremos una superficie espacial S de codimensién dos en M. Puesto que todos
los calculos son locales podemos asumir sin pérdida de generalidad que S esta embebida,
y como antes sea t : M — R la funcién definida por ¢ = —V/?dt. Escojamos cualquier
to € Rysea X, = {t=ty}. Laproyeccion S de S sobre 2+, alolargo de las drbitas de
& define una superficie de codimension dos que también puede considerarse embebida
(restringiendo S si fuera necesario). Entonces, tenemos un difeomorfismo 7 : S — S
definido por la proyeccién a lo largo de €. La métrica inducida y la derivada covariante en
S (resp. S) se denotan por vy D (resp. 4y D). La funcién tiempo-atura 7 := t|s — to,
que mide la distancia que separa S de ¥, y Vs := V/|s jugardn un papel importante
para relacionar la geometria de las dos superficies. Las funciones escalares en S seran
asimismo definidas en S mediante 7 conservando sus nombres, y se distinguiran por el
contexto. De ahora en adelante |Df|3 = y*5faf g para cualquier funcién f : S — R,y
andlogamente |Df|2 = F*Pf sf 5.

Para cualquier campo X € X(S) denotamos su proyeccién dm(X) € ¥(S) como X.
Dado el vector X lo extendemos a lo largo de las érbitas del vector de Killing £ mediante
el transporte paralelo, es decir, resolviendo [¢, X] = 0. Nuevamente conservaremos el
nombre para el vector extendido. Apréciese que X es en todas partes ortogonal a £.
Con estas definiciones, para cada punto p € S se cumple

X|p = X(1)€lp + Xlp. (3.5)
Una consecuencia es que las métricas «y y 7y estan relacionadas por
VXY ) = (X(T)€+ X, Y(T)E+ V)|, = (1°(F) = VEdT @ dTl,) (X, V)],
donde hemos usado d7|,(X) = X|x(p) vy X(T) = d7(X). Entonces concluimos
¥ =) - ViédT ® dT. (3.6)

La relacion de las métricas inversas es

\/2
N l=dn(y ™) - Wszgradﬁ(T) ® grad~(T), W= /1 - VE|dT|2, (3.7)
que tiene, como consecuencia
dm(grad. (1)) = Lgrad (1), |dT]2 = ldT% W = L (3.8)
Y W2 ol ' ¥ we "' /—1+V52|d7'|,2y
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La cota 1 —VZ[d7|Z > 0 (necesaria para que W sea real) es una consecuencia de que S
es espacial en todo punto. Es inmediato probar que las respectivas formas de volumen
7)s ¥ M quedan relacionadas mediante

Ns = Wns. (3.9)

Para estudiar la relacién entre las geometria extrinseca de Sy S es itil elegir una base
para el fibrado normal en cada superficie. Para S, una eleccién natural es {7, V5 €5},
donde 7 es la normal unitaria a S como hipersuperficie en 2. Denotamos por K la
segunda forma fundamental de S a lo largo de 7. Con respecto a S, la extensién de
Lie de 7 a lo largo de & define una normal espacial y unitaria con respecto a S, que
también denotamos como V. Para el segundo vector, notemos que £|s no es tangente
a S en ningln punto, y por tanto su componente normal £+ en la descomposicién
ortogonal T,M = T,S & N,S nunca es cero, y de hecho, resulta ser temporal. De
¢ = —V?dt, tenemos que para cada X € T,S, ({|s, X) = —V2dT1(X), que significa
que la componente tangente de &|s es —VZgrad,(7), o equivalentemente £+ = §|s +
VZgrad,, (7). Siguiendo [43], denotamos por u al vector futuro unitario tangente a £+
Su forma explicita es

W
u= (éls + Vgrad,, (7)) (3.10)
a consecuencia de que u es unitario y ortogonal a grad.(7) y de que (£, &) = —V?2.
Nétese que {V, u} define una base ortonormal del fibrado normal de S.

La geometria extrinseca de S esta codificada en su vector segunda forma fundamental
K y en la conexién del fibrado normal a. En términos de la base descrita arriba, esta
informacién geométrica viene dada por dos tensores simétricos KY = (K, u), KV :=
(K, D) y de la uno-forma az(X) = (V¥D,u), X € %(S). La siguiente proposicién
relaciona estos objetos con la geometria de la superficie proyectada:

Proposicién 3.6. £n términos de la notacion recién descrita,

K’ = m*(K) — VsU(V)|sdT ® dT, (3.11)
KY = % (dVs @ dT + dT ® dVs + Vs (Hessz(T)))

— ngdvs(gradw(ﬂ)d’r @dr, W=,/1-Ve|dT[z, (3.12)
ay = % (Vs (K(grad(T),-)) — D(V)|sdT) . (3.13)

Observacion 3.7. Aunque hemos asumido que & es temporal, los calculos anteriores son
analogos cuando £ es espacial y distinto de cero en todas partes. En particular las rela-
ciones geométricas entre S y su proyeccién S en un contexto puramente Riemanniano
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3. Proyeccion a lo largo del Killing en espacio-tiempos estaticos

donde (£,€) = V2 y € = V2dt son
v = 77F)+ Védr ® dT,

ns = Wns W= /1+VE|dTl3,

K" = 1K)+ Vsu(V)|sdT ® dT,

1 V2
KUY — W (dVs @ dT + dT ® dVs + Vs (Hessy(T))) — Wsdvs(gradW(T))dT ® dT,

1 — _
ay = (=Vem*(K(grad~(7),-)) + 7(V)|sdT) ,
donde esta vez el vector unitario u es

w
U= (&ls — Vgrad,, (1)) .

Observacion 3.8. Las expresiones obtenidas arriba contienen la informacién necesaria
para relacionar cualquier cantidad geométrica en S con informacién geométrica en su
proyeccién S. Por ejemplo, el vector curvatura media de S puede ser relacionado con la
geometria proyectada simplemente tomando la traza en K = KT — K"u con la métrica
~v~1 y usando (3:8)) junto con los resultados de la Proposicién 3.6l Si elegimos otra base

luminosa cualquiera {k, £} del fibrado normal, normalizada de forma que (k,£¢) = —2,
tiene que ser necesariamente de la forma
k=f(-v+u), £=fYv+u), (3.14)

donde f : S — R\ {0} es diferenciable.

De forma similar, las segundas formas fundamentales luminosas KX, K¢ de S a lo
lago de la base de vectores luminosos {k, £} puede ser obtenida directamente de la
Proposicion usando la descomposicién de {k,£} en la base {v, u}. De hecho, si
consideramos una combinacién lineal w = av + bu de los vectores {V, u} tenemos

KYs = (Vx,(av + bu), Xg) = a(Vx,V, Xg) + b(Vx,u, Xg) = aKhg + bKis.
Por tanto, usando las descomposiciones (3.14]) y la Proposicion B.6] obtenemos
Kf\s = f(KZB - KZB)

1 V4 —
= f (W (dVs @ dT + dT ® dVs) + WS’N*(HGSSW(T)) — 7 (K)

\/2
+ (VSU(V)|5 — WSdVS(grady(T))) dT ® dT) ,
Kﬁ\B = f_l(Kg\B + K,ZB)
1 V. —
= f1 (W (dVs @ dT + d7 @ dVs) + WSW*(Hessq(’r)) + 7(K)

— (VSU(V)\S + VWSQdVS(gradW(T))) dT ® dT) : (3.15)

23



Tomando la traza de (BIH) con la forma contravariante de la métrica -y finalmente
obtenemos una expresion para 8, en términos de la geometria de la superficie proyectada:

1= Ve[ vMls,, 1= (Viza
Ge—?(H+W(K(grad,Y(T),gradw(T))— Ve |75 +75VA WVT .

Un simple calculo nos da (k, &) = —f%. Asi, si normalizamos k tal que (k,&) = —1,
el valor de f (que llamaremos en este caso f*) asociado es

W
Vs

Este valor es especial al calcular la curvatura luminosa extrinseca total fs 8,ms, puesto

que la divergencia de 6, se anula en la integracion (recordemos la relacién entre las

formas de volumen (B9)). En otras palabras, para f = f* la curvatura luminosa

extrinseca total es

3

/5947]5 = / (HVS + % (W(grad,y('r), grad (7)) — 7(\\2\5 |dfr|fy)> ns.  (3.16)

S

En lo que respecta a la uno-forma de conexién, su comportamiento ante cambio de
base no es tensorial (siendo una conexion), asi que merece la pena dar su expresion
explicita en la base luminosa {k, £}

5§ = —d?f + % (T(V)|sdT — Vs (K(grad(7),-))) .

El siguiente lema muestra que las curvaturas luminosas K* y K¢ de cualquier superficie
espacial S en un espacio-tiempo estrictamente estatico no son independientes entre si.
En el caso del espacio-tiempo de Minkowski el resultado fue demostrado en [12].

Lema 3.9 (Relacion entre las curvaturas luminosas extrinsecas). Sea (M, g) un
espacio-tiempo estatico (n + 2)-dimensional con campo de Killing estatico §&. Sea S
una superficie espacial en (M, g). Con la notacion anterior, tenemos

— (&, K)KE — (£, 0)KF — 2V (dT @ dVs + dVs @ dT) — 2VEZHess, 7 =0,  (3.17)

donde k y £ son una base de vectores luminosos normales a S que satisfacen (k,£) = —2,
y donde Vs y T son respectivamente, la restriccion deV yt a 5.

Observacion 3.10. Si elegimos una base {X4} del espacio tangente a S, la relacién
(BI7) puede ser expresada en notacién indicial como

— (&, k>Kf\B - <£1€>K£B - DA(VSQDBT) - DB(VszDAT) =0. (3.18)
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3. Proyeccion a lo largo del Killing en espacio-tiempos estaticos

Corolario 3.11. Bajo las mismas hipotesis que en el lema previo,

(€. 0 k) = V(1 +Vg|DT[3). (3.19)

La proyeccion a lo largo del Killing en espacio-tiempos estaticos ha jugado un papel
crucial en los intentos de probar la desigualdad de Penrose para capas delgadas luminosas
en el espacio-tiempo de Minkowski. A pesar de la simplicidad de la geometria ambiente,
probar tal desigualdad es notablemente dificil. En 1997 Gibbons [12] pensé haber
probado tal teorema. Lo cierto es qus su argumento contiene un fallo que invalida la
demostracién y el problema permanece abierto. Este fallo fue mencionado por primera
vez en [22] sin entrar en detalles. A continuacion discutimos con mayor detenimiento
el argumento usado por Gibbons y mostramos donde falla.

Siguiendo la notaciéon anterior, denotaremos por S a la superficie espacial, espaciotem-
poralmente convexa de la desigualdad. Por otra parte, siendo también fieles a la no-
tacion usada por Gibbons en [12] en la medida de lo posible, llamaremos a las normales
futuras luminosas k y L, y satisfacen la normalizacién (k,&) = =1y (L, k) = —1.

La estrategia en [12] se basé en proyectar S a lo largo de & sobre un hiperplano de
tiempo constante ortogonal a €. La superficie proyectada se denota por S. La idea
principal es reescribir la desigualdad de Penrose para capas delgadas luminosas

n 1, 0=l
[ pns = Gwn)ils| (3.20)
S

en términos de la geometria de S como una hipersuperficie del espacio Euclideo, donde
20 = V4L* es la expansion nula a lo largo de L (entonces p = %9( cuando comparamos
con la normalizaciéon que usamos en (33)), puesto que £ = 2L), y ms es la forma de
volumen de S.

El error de Gibbons ocurre en el siguiente calculo erréneo de la expansién nula total a

lo largo de L:
1 _
ps =4 | Hns. (3.21)
s 5

Es claro que (B21]) contradice nuestro resultado (3:16]) en donde obtenemos el valor de
la expansion nula total a lo largo de L en un espacio-tiempo estatico. En las condiciones
de normalizacién actuales (V = 1), en lugar de (B.21]) nosotros hallamos

/,O'fls —/ (H—i— K(grad T, grad 7')> (3.22)

La expresion (B.22) difiere de (B2I)) puesto que K(gradyT, grad-T) # 0 en general.

Expliguemos con mas detalle el método de la proyeccion usado por Gibbons y veamos
donde falla. Gibbons extiende primeramente k a lo largo de una superficie luminosa
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N que se cierra hacia el futuro resolviendo las ecuaciones de la geodésica afinmente
parametrizada V,k = 0 con dato inicial kK en S. Similarmente, L es extendido a un
campo vectorial luminoso a lo largo de una superficie luminosa £ que se abre hacia el
futuro y que contiene a S, y que es tangente a L. Estos vectores son luego extendidos
a un entorno de S mediante transporte paralelo a lo largo de £&. Con esta extension,
tenemos (k,&) = —1 en todo lugar. Definiendo B en este entorno como B := —(&, L),
introducimos el siguiente campo vectorial

U=

1
— (L — Bk). (3.23)
V20
Se sigue inmediatamente que U es en todo lugar ortogonal a £&. Ademds, este campo
es ortogonal a S y unitario en esta superficie proyectada (de hecho coincide con el U
que introdujimos en la primera parte del capitulo).

Gibbons usé en [12] que la curvatura media H de la superficie proyectada S puede
expresarse como H = Vaol®ls. Este es uno de los problemas principales en su argu-
mentacién, porque esta expresidon no se satisface generalmente. En esta tesis, nosotros
calculamos la (correcta) expresion para la curvatura media, siendo ésta

7 (3.24)
Gibbons comete un segundo fallo al calcular V,0%. La siguiente expresion se encuentra
en [12]

) ~0r 1 a '6 a o 1 a 6 a
H = Vau = VQ (\/%L - mk > = \/—2_6(VQL )— \/T_ﬁ(vak ), (325)

lo que implicitamente asume que las derivadas de G a lo largo de k y L son cero. Usando
la extension VL = 0y que £ es covariantemente constante es inmediato comprobar
que VB = 0. Por el contrario, tal y como veremos con un ejemplo, no es cierto que
VB = 0. En resumen, Gibbons halla la expresion errénea (cf. (5.11) en [12])

— 2
H= \/%p +/28u. (3.26)

donde —2u = 6. La expresién correcta para H es, combinando (3:24) vy (B.25)
— 2 1
H= \/gva V2B p— Vi < g) — 5 Vel D)
S

donde hemos usado V3 = 0.

, (3.27)

La expresion (B.27]) coincide con (B.26l) sdlo si los dltimos términos se cancelan mu-
tuamente. Ni V, (D, 7) ni la derivada de B a lo largo de k tienen que anularse nece-
sariamente en S. Es mas, no tienen ni siquiera que cancelarse mutuamente. Es posible
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3. Proyeccion a lo largo del Killing en espacio-tiempos estaticos

obtener expresiones generales tanto para V3 como para V{0, 0) en S (0 S), lo que
prueba que esas cancelaciones no tienen lugar. En lugar de eso, encontramos mas con-
veniente presentar un ejemplo explicito donde los dos dltimos términos de (3.27]) no se
cancelen mutuamente. Adicionalmente, también evaluamos H, p y u explicitamente en
este ejemplo y mostramos que (B.28]) no es valida.

Para el ejemplo, usamos coordenadas esféricas {t, r, 6, ¢} en Minkowski, y consider-
amos el cono de luz pasado €2, del origen p {t =0, r = 0}. La ecuacién que define Q,
es t+ r =0, por lo que la tangente luminosa k que satisface (k,9;) = —1 es

k:at_ar.

Consideramos una superficie espacial S con simetria axial (con respecto al vector de
Killing 95) embebida en €2,. El embebimiento viene dado por

F:(6.¢) = (=R(6),R(6).6.9),

donde R es una funcién diferenciable y positiva, (y satisface como siempre ciertas
condiciones de regularidad en el polo norte y sur de la esfera). Tras algunos calculos
hallamos que
v B 2(R1)2(_RRN + (Rl)2)

PR RY)
que generalmente es distinto de cero, lo que pone de manifiesto uno de los errores en
los célculos de Gibbons. Usando este célculo, es inmediato obtener la expresién para el
cuarto término del lado derecho de (B.27)):

B —1\/5 (R?(R"R—(R')?)
v \/j = —\/2(ViB) = =8 3.28
K ( 2) 2 6( «0) R2(R + (R (3.28)
Queda por calcular el tdltimo término de (B.27]). Considerando (3.23]), se obtiene
-1 —(R")?
— V(0,0 = , 3.29
2 (2. 2) —r@e) R? /R2 4+ (R')2 ( )

que no sélo no es cero, sino que tampoco se cancela con (328 en general. Esto
concluye nuestra exposicidon de los problemas existentes en la disertacion de Gibbons.

Por completitud del argumento, también daremos el valor para la curvatura media de

Hle = 1 2R* 4+ 3(R')> = RR"  R'cosf (3.30)
STURT(REN  RA(RY Rsing ) |

El valor de la curvatura para Gibbons seria, usando su expresion (errénea) (B.20))

2 — 1 2R?+2(R')> - RR" R'cosé®
\EH On s /RZTI(R)2 ( R? ~ Rsinf )
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lo que es claramente diferente de la expresion H|s en (3.30). Esto prueba que (B.26])
no puede ser correcto. Si en lugar de ello realizamos la sustitucién andloga en (B.27)),
hallamos la expresidn correcta.

Brendle & Wang [4] han demostrado una generalizacién de la desigualdad de Penrose
para capas delgadas luminosas en Minkowski en el espacio-tiempo de Schwarzschild. La
desigualdad es vdlida para una gran clase de superficies cuya proyeccién a lo largo de
la direccién del Killing sobre un hiperplano de tiempo constante es convexa. Relacionar
las las geometrias de la superficie inicial Sy de la proyectada S les ayuda a reescribir la
desigualdad de Penrose para capas delgadas luminosas en Schwarzschild en términos de
la geometria proyectada, y la validez de la desigualdad es consecuencia de la desigualdad
estandar de Minkowski en el espacio Euclideo cuando S es convexa.

En el siguiente teorema recuperamos el resultado de Brendle & Wang [4] y damos
una prueba que de hecho obtuvimos independientemente antes de que ellos publicaran
su resultado.

Teorema 3.12 (S. Brendle & M.T. Wang). Sea (M1 n) un espacio-tiempo de
Minkowski (n + 2)-dimensional con un tiempo Minkowskiano t que define un Killing
unitario § = —dt. Sea S una superficie cerrada, conexa, orientable y espaciotemporal-
mente convexa en (M1 m), con métrica contravariante y~*. Sea m : ML — ¥,
la proyeccion ortogonal sobre el hiperplano ¥, = {t = ty} y definamos S = =(S).
Denotemos por ns su forma de volumen y por K su segunda forma fundamental como
hipersuperficie del espacio euclideo (n+1)-dimensional con respecto a la normal exterior
unitaria. Entonces la desigualdad de Penrose con respecto a & para S es equivalente a

- 1 n=-1
/trdﬂ('yl)K% > n(wn)"|5| no, (331)
S
y se cumple si S es convexa.

Proof. Con la normalizacién que hemos usado hasta ahora ((k,§) = —1y (k,£) = —2)
la desigualdad de Penrose para capas delgadas luminosas en dimensién arbitraria es

1 n-1
[ 6ums = n(wn)?is
s
Podemos usar ahora la expresion (3.16]) para la curvatura extrinseca luminosa total

en espacio-tiempos estaticos con f = f* (puesto que k ha sido elegido satisfaciendo
(k,&) = —1), y con V = 1. Esta expresion se transforma en este caso en

_ 1 _
/Gms = / (H + w2 K(gradyT, grad77)> Ne = /trd,,(,yl)K N<, (3.32)
s 5 S

y la desigualdad de Penrose para capas delgadas puede ser reescrita como (3.37]).
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3. Proyeccion a lo largo del Killing en espacio-tiempos estaticos

Para concluir, vemos que si S es convexa se sigue W(gradﬁ',gradﬁ’r) > 0, y esto
implica

/ems > /ﬁng > n(wn) (51 > n(wn)|S|,
S S

donde hemos usado la desigualdad de Minkowski para superficies convexas en el espacio
Euclideo, y que |S| > |S].

]

Observacion 3.13. Por definicién, una superficie espaciotemporalmente convexa S em-
bebida en un hiperplano de tiempo constante >, es una superficie Euclidea con-
vexa. Cuando esto ocurre, el vector £ descompone como £ = £ + v y por tanto
6, = (H, & +v) = (Hv, £+ v) = H. Como consecuencia

/94775://'/?75,
s s

y la desigualdad de Penrose para capas delgadas resulta ser en este caso la desigualdad
de Minkowski para superficies convexas en el espacio euclideo, que de hecho se cumple
pues S es convexa. Este resultado también es recogido en (B.32]) estableciendo 7 = 0.
Este caso particular de la desigualdad de Penrose para capas delgadas fue primeramente
probado por Gibbons [12]. Nétese que esta desigualdad de Penrose para capas delgadas
es con respecto al Killing ortogonal al hiperplano 2.

Aunque Gibbons usara una prueba alternativa, este caso es inmediatamente cubierto
por el Teorema 3121 De hecho, este teorema implica también la validez de la desigual-
dad de Penrose para S con respecto a cualquier otro Killing, como muestra nuestro
siguiente resultado.

Teorema 3.14. Sea S una superficie cerrada, conexa y convexa embebida en en hiper-
plano espacial ¥, — M3 Sea & un vector de Killing unitario (no necesariamente
0

ortogonal a Z’té ). Entonces la desigualdad de Penrose con respecto a £ se cumple para
S.
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Proyeccion a lo largo del cono de luz pasado €2 en
Minkowski

En el capitulo anterior hemos estudiado la proyeccién en la direccion del Killing sobre
hiperplanos de tiempo constante en espacio-tiempos estaticos. Otra proyeccién natural
que resulta ser de utilidad para la desigualdad de Penrose es aquélla en que se arrastra
la superficie inicial a lo largo de su cono de luz pasado. Este arrastre serd estudiado en
detalle en el Capitulo [l En éste nos concentramos en el caso de Minkowski. La mayor
parte del contenido del capitulo fue publicado en [25], donde esta proyeccion se empled
por primera vez para abordar la desigualdad de Penrose para capas delgadas.

Sea Q una hipersuperficie luminosa de un espacio-tiempo (M, g) (n+ 2)-dimensional,
y k un campo vectorial futuro luminoso tangente a 2 que no se anula en ninguna parte.
Este campo vectorial esta definido univocamente salvo multiplicacién con una funcion
positiva F : Q — R*. Se sabe (ver e.g. [1I]) que dado un punto p € Q, se puede
establecer una relacion de equivalencia en T,(2 tal que X ~ Y siy sélosi X —VY = ck
con ¢ € R. La clase de equivalencia de X € T,Q2 se denota por X vy el espacio
cociente por T,Q2/k. El conjunto TQ2/k = J,cq TpS2/k estd dotado naturalmente con
una estructura de fibrado vectorial sobre Q (con fibras de dimensién n), y es llamado
fibrado cociente.

Dados X,Y € T,Q/k, se sigue que v*(X,Y) := (X,Y) es una métrica definida posi-
tiva en este espacio cociente. El tensor K%(X,Y) := (Vxk,Y) estd bien definido (i.e.
es independiente de los representantes X,Y € 7,52 de X.,Y y de la extensién de Y a un
entorno de p). Este tensor es simétrico y juega el papel de segunda forma fundamental
en Q. La aplicacion de Weingarten, que denotaremos por K, es el endomorfismo
obtenido de K subiendo un indice con la inversa de ¥**. Finalmente, la traza de K*
con respecto a ¥ es la expansién luminosa 6 de Q. Bajo el reescalado k — Fk,
estos tensores se transforman K — FK®? K% — FK®y 6, — F0,.

Una derivada en TQ/k puede definirse mediante (X) := V,X. Nuevamente esta
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derivada esta bien definida (i.e. es independiente del representante elegido en la defi-
nicién). Notese, sin embargo, que depende de la eleccién de k. Como siempre, esta
derivada se extiende a tensores en T2/k con la regla de Leibniz.

Una importante propiedad de las hipersuperficies luminosas es que la métrica cociente
%, la curvatura extrinseca cociente K2 y la geometria ambiente (M, g) estdn rela-
cionadas mediante las siguientes ecuaciones, que son las andlogas en el caso luminoso
a las ecuaciones estandar de Gauss-Codazzi para variedades no degeneradas:

(,YQ)/ — QKQ,
(K + K80 K+ R — QyK® =0, (Ecuacién de Ricatti)

donde K o K es la composicién de endomorfismos, R(X) := Riem(X, k)k y Qi est
definida mediante Vk = Qxk (las curvas integrales de k son necesariamente geodésicas
luminosas pero el parametro a lo largo de las mismas no tiene por qué ser afin ).

Para transformar este Ultimo sistema de ecuaciones en un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinario para las componentes tensoriales, elijamos k afinmente para-
metrizado, i.e. satisfaciendo Vi k = 0. Elijamos también n campos vectoriales X,
(A,B,C=1,---,n) tangentes a Q y que satisfagan las propiedades (i) [k, Xa] =0y
(ii) {k|p, Xalp} es una base de T,Q en un punto p € Q. Denotemos por a,(c) una
geodésica luminosa afinmente parametrizada y que contenga a p y con vector tangente
k (por conveniencia todavia no fijamos el origen del parametro afin o). Entonces
{Xalay(0)} €s una base de T, )S2/k y los coeficientes tensoriales ¥45(0), Kig(o) de
Y ap(0) Y K% ay(0) €N esta base satisfacen las ODEs

Q\A
d(/;o-) B _ _(KQ)AC(KQ)CB o RA ’
—d('LU)AB = 2(K?) 45, (4.1)

donde R*; esta definido como R(X ) = R“3X 4 y los indices son bajados y subidos con
la métrica (7**)ag vy su inversa (y*)AB.

Nos restringiremos en este capitulo al espacio-tiempo de Minkowski (n4-2)-dimensional
(ML m) (n > 2). Tomemos un sistema de coordenadas Minkowskiano (t,x') y
definimos & = 0. Los hiperplanos de tiempo constante t = t; se denotardn por >, .

Un objetivo principal de este capitulo es reescribir la desigualdad de Penrose para
capas delgadas en funcién de la geometria de la superficie Euclidea proyectada que
se obtiene intersecando el cono de luz pasado de la superficie original (siempre que
satisfaga condiciones apropiadas de regularidad) con un hiperplano de tiempo constante.
LLas superficies consideradas son las siguientes:

Definicién 4.1 (Hipersuperficie luminosa espaciotemporalmente convexa). Sea Q2
una hipersuperficie luminosa en (M1 n) maximalmente extendida. 2 es espa-
ciotemporalmente convexa s/ existe ty € R para el que la superficie So = Q2N Xy, es
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4. Proyeccion a lo largo del cono de luz pasado 2 en Minkowski

cerrada (es decir, regular, compacta y sin frontera), conexa y convexa como una hiper-
superficie de la geometria Euclidea de >4, y la expansion nula del generador luminoso
futuro k de 2 evaluado en Sy satisface 6| 5 < 0. A Q la denominaremos espaciotem-

poralmente convexa en sentido estricto s/ Sy es estrictamente convexa, esto es, con
curvaturas principales positivas en cada punto.

Dada una hipersuperficie luminosa espaciotemporalmente convexa €2, siempre norma-
lizamos el vector tangente luminoso k mediante la condicion (k, &) = —1. Este campo
vectorial siempre serda normal a cualquier superficie espacial embebida en 2. Puesto
que la desigualdad de Penrose para capas delgadas involucra precisamente este tipo de
superficies la siguiente definicion es util:

Definicion 4.2 (Superficie espaciotemporalmente convexa). Una superficie espa-
cial S embebida en (M* "1 n) es llamada espaciotemporalmente convexa (en sentido
estricto) si puede embeberse en una hipersuperficie luminosa espaciotemporalmente
convexa (en sentido estricto) Q de (M1 n).

Es intuitivamente obvio que una superficie S espacial, cerrada y conexa puede ser
embebida como mucho en una hipersuperficie luminosa espaciotemporalmente convexa
(2. Entonces, para cada una de esas superficies podemos definir inequivocamente una
base luminosa {4, k} de su fibrado normal que cumpla las condiciones de que k es
tangente a la hipersuperficie luminosa espaciotemporalmente convexa €2 que contiene a
S, y que satisface la normalizacion (k, &) = —1, (£, k) = —2. Nos referiremos a £ como
la normal luminosa exterior y a kK como la normal luminosa interior.

En el siguiente teorema publicado en [25] vemos cémo la desigualdad de Penrose
para capas delgadas es reescrita en funcién de la geometria de la superficie proyectada
So = Q2NXy, y de la funcién tiempo-altura 7, que describe cudnto dista S del hiperplano
Zto:

Teorema 4.3 (Desigualdad de Penrose para capas delgadas en Minkowski en
funcion de geometria Euclidea). Sea (M1 n) el espacio-tiempo de Minkowski
con un sistema de coordenadas Minkowskiano (t, x"), & = 8; elegido. Sea (S,~) una
superficie espaciotemporalmente convexa en (MY 1) y Q la hipersuperficie luminosa
espaciotemporalmente convexa que contiene a S. Consideremos la superficie cerrada y
convexa §0 = QN como una hipersuperficie del espacio Euclideo (R"!, gg), y sea
Yo Su métrica inducida, mg, su forma de volumen, Ko su segunda forma fundamental
con respecto a la normal unitaria exterior y Ko el operador de Weingarten asociado.
Entonces la desigualdad de Penrose para capas delgadas para S puede escribirse como

/§ (1+[(1d — 7 Ko) e (vi )BT ams) tr [Ko o (1d — 7 Ko) Y] Alr]mg, >

n—1

n

> n(wn)" ( / A[T]n§0> , (4.2)

So
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con w, el area de la n-esfera, Id es el endomorfismo identidad, T = t|s — to y A[T] :=
det(ld — 7 Ko).

El endomorfismo Id — TKj es invertible siempre que T satisfaga la cota

1

T < 1 4.3
max {Ka} (4.3)
1<A<n
donde {Ki, -+, kn} son las curvaturas principales de K. Asi la version (£2) de la

desigualdad de Penrose para capas delgadas es conjeturada para funciones 7 : Sg — R
que satisfacen (4.3)).

Una propiedad notable de las hipersuperficies convexas en el espacio Euclideo es que
una funcion determina todas sus propiedades geométricas, intrinsecas y extrinsecas.
Esta funcién es conocida como funcién soporte. En el Teorema [£.3] hemos escrito la
desigualdad de Penrose para capas delgadas en funcion de la geometria de superficies
euclideas convexas. El siguiente paso es usar la funcion soporte de estas superficies
convexas para obtener una forma alternativa de la desigualdad para capas delgadas.
Esta expresion es interesante porque toma la forma de una desigualdad para funciones
definidas en la esfera.

La funcion soporte se define de la siguiente manera:

Definicion 4.4 (Funcién soporte). Sea §0 una hipersuperficie cerrada, convexa y
conexa en el espacio Euclideo (R™?, gg). Sea x(p) el vector de posicion de p € §0.
La funcion soporte h : Sy — R se define por h(p) = (x(p),v(p))q., donde v(p) es la
normal unitaria en p hacia el exterior de §0.

Las hipersuperficies cerradas, convexas y conexas en (R™1! gg) son topolégicamente
siempre la esfera S”. Es mas, si la superficie es estrictamente convexa la aplicacion
de Gauss v : §0 — S" es un difeomorfismo. Nos restringiremos al caso estrictamente
convexo de ahora en adelante. Esto no conlleva ninguna pérdida de generalidad para
la desigualdad de Penrose pues cualquier superficie convexa §0 puede aproximarse por
superficies estrictamente convexas (e.g. mediante el flujo de curvatura media [19]).
Denotamos por § el pull-back sobre Sy de la métrica estandar de la n-esfera y por
V su correspondiente conexién. Entonces, la métrica inducida yg y la segunda forma
fundamental Ky de §0 < R™! pueden reescribirse en términos de la funcién soporte
de la la siguiente manera:

(Ko)as = VaVgh+ dash,
(Yo)as = (5_1)CD(K0)AC(K0)BD-

Combinando estas expresiones con el Teorema 3], es posible reescribir la desigualdad
de Penrose para capas delgadas como una desigualdad en la esfera que involucra dos
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4. Proyeccion a lo largo del cono de luz pasado 2 en Minkowski

funciones diferenciables, 7 y h. Obtenemos a continuacién la forma explicita de esta
desigualdad. Para ello, es conveniente introducir el endomorfismo B obtenido al subir
un indice de Ko con la métrica esférica ¢, i.e. B%; := (§71)"“(Ko)cs. Es inmediato
por (8) que B es el endomorfismo inverso de la aplicacion de Weingarten Ko. Puesto
que §0 es difeomorfa a S” mediante la aplicacién de Gauss, podemos identificar ambas
variedades y podemos pensar en §, h, B etc. como objetos definidos en S”. Esto se
aplica en particular a la funcién 7 : §0 — R. Con esta notacién, podemos enunciar
y probar el siguiente teorema, donde obtenemos la desigualdad de Penrose para capas
delgadas en términos de la funcién soporte.

Teorema 4.5 (Desigualdad de Penrose para capas delgadas en términos de la
funcion soporte). Sea (S, ) una superficie espaciotemporalmente convexa en sentido
estricto en (A/\/ll'”“, n). Con la misma notacion que en el Teoremal4.3, sea h la funcion
soporte de Sy. Entonces la desigualdad de Penrose para capas delgadas puede escribirse
como

/ (L+[(B=7Id) ) (G )PTare) tr(B—TId) "] det(B — Tld)ns >

> n(w,)? (/ det(B — Tld)m;) L (4.6)

donde &, V, Mg son la métrica estdndar, la conexion y la forma de volumen de S",
B = (§1)"VcVgh+ 6%h, (4.7)

h:S" — R es la funcion soporte de §0 — R™! y7:S" — R es la funcidén tiempo-altura
de S.

A continuacién discutimos el caso particular para la desigualdad de Penrose para capas
delgadas cuando ésta tiene forma esférica. Siguiendo [40] nos referimos a este caso
como “caso esférico” (nétese que la capa delgada no tiene por qué llevar una distribucién
de materia esféricamente simétrica). Dicho de otro modo, consideramos el caso en que
la hipersuperficie luminosa €2 es el cono de luz pasado de un punto en Minkowski y
S es cualquier superficie embebida en €2. La forma explicita para esta desigualdad
en dimensién cuatro aparecié en [33] y puede expresarse como una desigualdad para
funciones positivas en la esfera. Esta desigualdad resultd ser altamente no trivial.
Tod [39] fue capaz de probar la desigualdad usando funciones apropiadas en R* y una
desigualdad de Sobolev. Demostraremos que la desigualdad de Penrose para capas
delgadas con forma esférica se cumple en cualquier dimensién.

Nos restringimos al caso en que 2 es el cono de luz pasado de un punto. A conse-
cuencia del Teorema 48] la desigualdad de Penrose se transforma en este caso en una
desigualdad para una sola funcién positiva en la esfera. Su validez serd consecuencia
de la desigualdad de Beckner [I] que acota por arriba la norma L9 de una funcion en la
esfera en términos de su norma H?. Especificamente
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Teorema 4.6 (Beckner, 1993). Sea F € C'(S") y denotemos como ya hemos dicho la
métrica estandar, la forma de volumen y la conexion en la esfera unitaria n-dimensional
por g, mg, V. Entonces

q—2 ° 2 %
2 [t [z @0 ([ 1Fm) e

donde2<g<oosin=16n=2y2<q<-2%sin>3.

El siguiente teorema [25] establece la desigualdad cuando €2 es el cono de luz pasado
de un punto:

Teorema 4.7 (Desigualdad de Penrose para capas delgadas para el cono de luz
pasado de un punto). Consideremos un punto p € M1 (n > 2) y Q, el cono de
luz pasado de p. Sea S una superficie espacial cerrada embebida en €2,. Entonces la
desigualdad de Penrose para capas delgadas para S es

n—1

/n (" 4+ V) g 2 (wi)? (/ f"")a) o (4.9)

donde r = t(p) — t|s. Es mas, esta desigualdad se cumple a consecuencia del teorema
de Beckner.

Un caso particular que también hemos estudiado mas detalladamente es cuando
el espacio-tiempo de Minkowski tiene dimension cuatro. La expresion general para
la desigualdad de Penrose para capas delgadas en términos de la funcidon soporte
obtenida en el Teorema involucra la inversa del endomorfismo B — 7/d, donde
BAB = ?AﬁghqtéABh (por simplicidad en la notacién subiremos y bajaremos los indices
con la métrica esférica § y su inversa). En esta parte nos restringimos a dimension cu-
atro, donde las expresiones se simplifican notablemente. La razdn es que, en este caso,
el endomorfismo B actlia en espacios vectoriales bidimensionales donde las inversas son
mucho mas sencillas de calcular.

La forma especifica de la desigualdad de Penrose para capas delgadas en términos de
la funcién soporte en el espacio tiempo de Minkowski de cuatro dimensiones [25] viene
descrita por el siguiente teorema

Teorema 4.8. Sea (S,7y) una superficie espaciotemporalmente convexa en sentido es-
tricto en el espacio-tiempo de Minkowski (M2 n). Con la misma notacién que en el
Teorema &8, la desigualdad de Penrose para capas delgadas puede ser escrita en la
forma

| VAT = W94 arar) (k4200 = 7)) my >
S2

> \/167r/ ((h _ Yt (Agh)(h—T) — %(hA@h)) o, (4.10)
SZ
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4. Proyeccion a lo largo del cono de luz pasado 2 en Minkowski

donde A4 es el Laplaciano de la dos-esfera unidad y

W, o (h= T2+ 2(h— 1) Agh+ 1 [(Agh)? + (VcVph)(VEVPh)] (4.11)
[(h=T)2 4 (h—T)Dgh+ L[(Ash)? — (Ve Voh)(VEVOR]

W, = Sqh +2(h—7) L (4.12)
[(h=T)2 4 (h = T)Agh+ L[(Ash)? — (VeVph)(VEVOR)]]

Es sabido que cuando la superficie S se encuentra en un hiperplano de Minkowski,
la desigualdad de Penrose para capas delgadas (I.2]) se transforma en la desigualdad
clasica de Minkowski para la curvatura media total H de una superficie en el espacio
Euclideo. En el espacio-tiempo de Minkowski de cuatro dimensiones, dicha desigualdad
se expresa

/Hns > \/167S]. (4.13)
S

La desigualdad de Minkowski puede expresarse en términos de la funcién soporte:

Corolario 4.9 (Desigualdad de Minkowski en (R3, gc) en términos de la funcién
soporte). Sea S una superficie espaciotemporalmente convexa en sentido estricto y
embebida en un hiperplano de tiempo constante en el espacio-tiempo de Minkowski
(M3, m). Entonces, la desigualdad de Minkowski (4.13) en términos de la funcion
soporte h de S toma la forma

(/82 hﬂd) > \/47r /S2 (h2 + %hAgh) 4. (4.14)

Finalmente, probaremos la validez de (4.IQ) para un subconjunto de funciones {h, 7}
admisibles que tiene interior no vacio (en una topologia razonable) de tal forma que la
familia de superficies para las que la desigualdad se cumple es bastante grande.

La prueba se basa en el flujo de superficies usado por Ludvigsen & Vickers [21] y por
Bergquist [2] en su intento de probar la desigualdad de Penrose general (caso luminoso)
en términos de la masa de Bondi. En nuestro caso encontramos condiciones suficientes
para la validez de la desigualdad de Penrose para capas delgadas en Minkowski de forma
que la familia de superficies que encontramos es mucho mas grande que la cubierta por
el argumento de Bergqvist. Asimismo generalizaremos en el Capitulo [[ este argumento
a espacio-tiempos mas generales con un infinito pasado luminoso completo y donde se
satisface la condicion dominante de energia.

Los flujos de superficies usados por Ludvigsen & Vickers [21] y Bergqvist [2] con-
sisten en arrastrar la superficie inicial S a lo largo del cono de luz pasado €2 a través
de geodésicas luminosas afinmente parametrizadas. Asimismo se emplean cantidades
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mondtonas a lo largo de estos flujos, de gran utilidad a la hora de atacar la desigualdad.
En nuestro caso utilizaremos un funcional que se conoce usualmente como masa de
Bergquvist, pues fue introducido por Bergqvist en [2]. Comenzamos introduciendo el
flujo y definiendo la masa de Bergqvist en nuestro contexto.

Sea S una superficie espaciotemporalmente convexa en (M3 1), Q es la hipersuper-
ficie luminosa espaciotemporalmente convexa donde S yace y §0 = Q N, es cerrada.
Sea la funcion X : Q — R la Unica solucién de k(A) = —1 tal que A|s = 0. Se tiene
que X\ es un parametro afin a lo largo de los generadores luminosos de €2 (con este
pardmetro el vector tangente es —k y las geodésicas nacen en S). Las superficies de
nivel Sy, = {A"1(X\g), Ao > 0} de esta funcién definen superficies espaciotemporalmente
convexas embebidas en Q. La coleccién {S,}, A € [0, o) define un flujo que comienza
en S = Sp. Denotemos por 7y y ms, la métrica inducida y la forma de volumen en
Sx, Y por 6,(\) la expansion luminosa de Sy en la direccion transversa a €2 (con la

normalizacion (£, k) = —2). Entonces la masa de Bergqvist viene definida como
M) =2 — L [ g0 (4.15)
b =5 161 s e\A)Ts, - :

Bergqvist probd su monotonicidad derivando M, con respecto a .

Teorema 4.10 (Bergqvist [2]). Con las definiciones anteriores tenemos

dM,(2) 1
“dr_ _8n /SA<5>\, S\)mnTs, = 0,

donde sy es la uno-forma de conexion de Sy, definida como sy(X) := £(Vxk, £)., para
cualquier campo vectorial X tangente a Sy.

En esta tesis utilizamos también este funcional en otros espacio-tiempos mas gen-
erales.

La monotonicidad de M, nos ayuda a probar el resultado principal de este capitulo, en
el que obtenemos una clase de superficies para las que la desigualdad de Penrose para
capas delgadas en Minkowski se cumple. Esta familia de superficies viene determinada
por la funcién soporte h y la funcién tiempo-altura 7

Teorema 4.11 (Clase de superficies para las que la desigualdad de Penrose para
capas delgadas en M3 se cumple ). Sea (S, ) una superficie espaciotemporalmente
convexa en sentido estricto en (M*3,n). Con las suposiciones y notacion del Teorema
sea h la funcion soporte de §0 como hipersuperficie del espacio Euclideo y T =
t|s — to. Si estas dos funciones satisfacen la desigualdad

2
47r/ ((Agh)? +2hLgh)ng > 47r/ uPng — (/ uné) (4.16)
S2 S2 S2

donde u .= Agzh+ 2(h — T), entonces la desigualdad de Penrose para capas delgadas
(2172) se cumple para S.
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4. Proyeccion a lo largo del cono de luz pasado 2 en Minkowski

El Teoremal4 7l muestra que la desigualdad de Penrose para capas delgadas en el caso
esférico se cumple a consecuencia de la desigualdad de Beckner. Es interesante ver
qué relacion guarda el caso esférico con la clase de funciones cubierta por el Teorema
4. 171 El dnico “caso esférico” incluido en el Teorema 4. 11l es cuando la superficie S es
esféricamente simétrica, que es el caso trivial. De alguna manera las clases cubiertas
por la desigualdad de Beckner (que es esencialmente analitica) y las cubiertas por el
flujo geométrico usado en el Teorema [£.11] son mutuamente excluyentes. Esto parece
indicar que cualquier intento de probar la desigualdad de Penrose para capas delgadas
para superficies espaciotemporalmente convexas requerird algtin tipo de combinacién de
ambas técnicas y casi seguro una combinacién de argumentos analiticos y geométricos.
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Grafos normales en el espacio Euclideo. Aplicaciones
a la desigualdad de Penrose para capas delgadas en
Minkowski

En los dos capitulos anteriores realizamos dos proyecciones naturales de superficies
espaciales en el espacio-tiempo de Minkowski. En el Capitulo Bl obtuvimos expresiones
explicitas para la geometria de la superficie inicial S en funcién de la proyeccién a lo
largo del Killing. En el Capitulo [ la solucién a la ecuacion de Ricatti y de la métrica
a lo largo del cono de luz pasado de S fue usada para encontrar la relacién entre la
geometria de S y la geometria de la superficie convexa correspondiente a la interseccion
del cono de luz pasado con un hiperplano de tiempo constante. El siguiente paso natural
es relacionar las geometrias de las dos superficies proyectadas. Este es el propdsito del
presente capitulo.

Sea S la proyeccién vertical de la superficie inicial S sobre el hiperplano de tiempo
constante {t = to}, y So la proyeccién de S a lo largo del cono de luz pasado €2 sobre
el mismo hiperplano Euclideo. Es intuitivamente claro, y se demuestra en esta tesis,
que S queda determinada de manera Unica una vez que conocemos §0 =QnN{t=1t}
y la funciéon tiempo-altura 7 = t|s — to, que describe cudn lejos yace S de {t =t}
En esta construccién S resulta ser un grafo sobre Sy en el espacio Euclideo {t =t}
Por esta razon, la primera parte del capitulo estd dedicada a calcular las expresiones
que relacionan la geometria de una superficie orientable dada embebida en el espacio
Euclideo de dimensidn arbitraria con otra hipersuperficie que es un grafo sobre la primera.
Por completar el resultado, también damos las relaciones andlogas cuando las variedades
estan embebidas en el espacio-tiempo de Minkowski de dimensién arbitraria, y son
estrictamente espaciales o temporales. Estas relaciones fueron publicadas en [26] v,
cuando se aplican al contexto descrito arriba, se obtienen las expresiones de la primera
y segunda formas fundamentales de la proyeccién vertical S en funcién de la primera y
segunda forma fundamental de §0 y de la funcién 7.
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Recordemos que Brendle & Wang (Capitulo B Teorema B.12]) probaron que la con-
vexidad de la superficie S es una condicién suficiente para la validez de la desigualdad
de Penrose para capas delgadas en Minkowski. Como consecuencia de nuestros resul-
tados, somos capaces de reescribir esta condicién explicitamente como una desigualdad
que involucra al tensor Tag definido en §0, y que involucra la geometria de §o y de la
funcion tiempo-altura 7 de S.

Para concluir el capitulo, presentamos dos ejemplos sencillos. En el primero S es un
grafo sobre el cilindro (truncado apropiadamente y cerrado) y en el segundo ejemplo S
es un grafo sobre la esfera. En ambos casos el tensor Tas que codifica las condiciones
de convexidad de los grafos respectivos es calculado explicitamente.

Consideremos el espacio Euclideo (R"! gg) de dimensién n+ 1, con n > 2. La
conexion natural se denota por V. Consideremos dos variedades embebidas §0 y Sen
R y asumamos que hay un difeomorfismo ) : §0 — S. Asumamos también que
§0 es una hipersuperficie orientable y seIeccioAnemos un campo vectorial normal unitario
v. Elijamos una funcion diferenciable o : Sg — R y consideremos el conjunto de
puntos situados a distancia o de cada p € §0 C R™1! a lo largo de la normal v(p).
La congruencia de geodésicas normales a §0 no contienen ningun punto focal para
distancias o que satisfagan las cotas

l4+0ka>0 A=1,---,n (5.1)

donde {ka} son las curvaturas principales de §o- Asumiendo esta cota de ahora en
adelante, tenemos que la aplicacién 9’ : S; — R definida por

Y (p) = p+oa(p)v(p), (5.2)

(estamos obviamente usando la estructura afin de R"!) es tal que S := ¢/(§0) es una
hipersuperficie embebida en el espacio Euclideo, y, de hecho, un grafo sobre Sg.

Uno de los resultados principales de este capitulo es aquél que relaciona la geometria
del grafo S con la geometria base de Sp:

Teorema 5.1. Consideremos las hipersuperficies §o, S del espacio Euclideo (R™1, gg)
con funcion con signo o y difeomorfismo 1), como se ha definido anteriormente. Las
respectivas métricas inducidas o y ¥ y sequndas formas fundamentales K, y K con
respecto a las normales v y U estan relacionadas por

V() = Y9+ 20Ky + 0Ky o Ky + do @ do, (5.3)
1
W’l/}*(K) = K0+UKOO K0+UD KQ(',T,‘) + do® Ko(T,) +
+Ko(T, ) ® do — Hess,, (o), (5.4)
— —1 _ 1
donde T = (Id+0Ko)~*(grad., (o)) yW = T Koo Ko es la traza de Ko ® Ko

en el segundo y tercer indices, D es la derivada Levi-Civita de 7o y Hess.,, (o) es el
Hessiano de o con respecto a esta métrica.
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5. Grafos normales Euclideos y la desigualdad de Penrose para capas delgadas

Observacion 5.2. El caracter Riemanniano del espacio Euclideo ambiente ha sido em-
pleado s6lamente al evaluar ge(v,v)y ge(v,v). Con los mismos argumentos que antes,
sea Sy una subvariedad embebida en el espacio-tiempo de Minkowski (M1 n) con
una métrica inducida no degenerada 7y, y normal unitaria v satisfaciendo (v, v), = ¢,
cone = +1. S es construida como antes, donde la orientacién de la normal unitaria 7 es
elegida de tal manera que satisfaga (v, v),, = eW, con W > 0. Bajo estas condiciones

P (¥) = vo + 20Ko + 02Kp 0 Ko + €do @ do, (5.5)
1 —
W’(IJ*(K) = Ko + O'KO o) KO + oD Ko(', T, ) + do (024 Ko(T, )+
+ Ko(T,-) ® do — eHess ., (o), (5.6)

donde todas las definiciones son como antes y la descomposicién v = W(v — T) se
mantiene, pero esta vez T = e(ld + 0Ky) *(grad.,,(0)) y W es
1

V1+evw(T,T)

La condiciéon 1+ e€v,(T, T) > 0 es necesaria para que S tenga el mismo carécter causal
que Sp.

W =

Ahora podemos aplicar toda esta maquinaria a la construccién expuesta al principio del
capitulo que relaciona las tres superficies en el espacio-tiempo de Minkowski (M1 7)
(n + 2)-dimensional, con n > 2, esto es, la superficie inicial espaciotemporalmente
convexa S embebida en la hipersuperficie luminosa €2, las superficies Euclideas §0 =
QNXyy S, que es la proyeccién de S a lo largo del Killing € sobre el hiperplano de
tiempo constante X4, .

Para cualquier superficie cerrada espaciotemporalmente convexa S, S debe estar em-
bebida en =, (de lo contrario dos puntos diferentes de S con diferentes alturas proyec-
tarian el mismo punto en 2, lo que es imposible dado que estdn sobre una hipersuper-
ficie luminosa). Podemos aplicar el Teorema [5.1] para relacionar la geometria de §0 y
S de la siguiente manera.

El Teorema requerfa la convexidad de la superficie proyectada S como condicién
principal para la validez de la desigualdad de Penrose para capas delgadas para S. En la
construccion de arriba y usando los resultados del Teorema [B.1], podemos reescribir la
segunda forma fundamental de S en funcién de la segunda forma fundamental de §0 y
de la funcién con signo entre las dos superficies Euclideas, que como veremos coincide
con la funcién tiempo-altura 7 de S salvo en signo. De esta manera la condicién
de convexidad para S puede ser descrita mediante condiciones apropiadas sobre la
geometria de la superficie §0 y de la funcién tiempo-altura que separa a la superficie S
del hiperplano de tiempo constante >;,. Esta condicién de convexidad subyacente en

S puede convertirse en una condicién de que un tensor dos covariante definido en la
superficie Sp sea definido positivo, tal y como mostramos a continuacion:
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Teorema 5.3 (Condicion suficiente para la desigualdad de Penrose para capas del-
gadas en términos de geometria espaciotemporalmente convexa). Sea (M1 n)
un espacio-tiempo de Minkowski (n + 2)-dimensional con t un tiempo Minkowskiano
que define un Killing unitario§ = —dt. Sea S una superficie cerrada, conexa, orientable
y espaciotemporalmente convexa en (MY m), v Q la hipersuperficie luminosa espa-
ciotemporalmente convexa que contiene a S. Consideremos §0 =QNXy ysea Koy
su segunda forma fundamental como superficie Euclidea de 3., con respecto a su nor-
mal exterior unitaria v, D la conexion Levi-Civita de la métrica vy de §0, y grad., (T)
y Hess., (1) el gradiente y el Hessiano de T de la métrica vy, respectivamente, donde
T :=t|s — tg. Si el tensor

T = Ko —'TKO o Ko —71D Ko(', T, ) —dT® Ko(T, ) - Ko(T, ) RdT+ HGSS,YO('T) (57)

es semidefinido positivo, donde T = —(ld—7Ko)~*(grad., (7)), entonces la desigualdad
de Penrose con respecto a & se cumple para S.

En este capitulo estudiamos dos casos particulares que ilustran la teoria desarrollada.
Consideremos una superficie §0 cerrada, convexa, axialmente simétrica en un hiperplano
espacial *,, de M3,y asumimos que esta superficie es un cilindro entre los dos planos
paralelos z = zy y z = z; ortogonales al eje de simetria. Sea pg el radio del cilindro. En
coordenadas cilindricas {¢, z}, (EX) es, en la region zy < z < z,

(784 + 7.00%). (5.8)

Tag = (po — T)0X0% + T ag + 5
0

Asumiendo que T es también axialmente simétrica, entonces T es semidefinido positivo
siy sélo si T,, > 0. Asi, cualquier superficie S axialmente simétrica que proyecte §0 a
lo largo del cono de luz pasado y para el que T satisface 7,, > 0 en z € [z, z1], v es
constante T; en z > z; y constante Ty en z < z, (aunque no sea la Unica manera de
definirlo, podemos considerar dicha T para obtener una superficie proyectada compacta
3), satisface la desigualdad de Penrose para capas delgadas (con respecto a la traslacién
temporal ortogonal al hiperplano ¥,).

Otro ejemplo ilustrativo se obtiene cuando §o es la esfera de radio rp en 2. En
coordenadas esféricas {6, ¢}, la no negatividad del tensor T se expresa

o — T
,TAB _ ( Or2 )’YOAB+DADBT+ TAT B Z 0, (59)

0 o — T

. : : 9 9
donde un calculo directo revela que DaDgT = T ag+5Sin0cos 0T 0207 — =5 T (0405 +

6ﬁ6%). En caso que S sea axialmente simétrica, las condiciones Tg9 > 0y Ty, > 0 son
equivalentes a (en coordenadas esféricas donde 7(6))

(o —T)?+ (ro — T)Te0 +2(T4)*> > 0, (ro— T)sin® +cosf1y >0.  (5.10)
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5. Grafos normales Euclideos y la desigualdad de Penrose para capas delgadas

En nuestro trabajo probamos que si p(z) satisface p,, < 0y p—2zp , > 0, entonces el
teorema de la funcién implicita puede ser usado para definir z(0), y asi poder construir
la funcion 7(6) dada por

T=1ry— 2?2+ ,0(2)2’222(9).

Entonces, la superficie S definida mediante este tiempo-altura sobre la esfera §0 se
proyecta sobre una superficie Euclidea convexa S que estd en un hiperplano constante
Y 4, y por tanto usando el Teorema[3.12 de Brendle & Wang, probamos que la superficie
construida S satisface la desigualdad de Penrose para capas delgadas.
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La energia de Hawking a lo largo de hipersuperficies
luminosas asintdticamente planas

La energia de Hawking es un funcional que actia sobre superficies bidimensionales
cerradas y con topologia esférica en un espaciotiempo de cuatro dimensiones, y que
tiende a la energia de Bondi a lo largo de flujos que se aproximan a esferas grandes. El
objetivo principal de este capitulo es el estudio del Iimite de la energia de Hawking cuando
esta condicion se relaja. Para ello estudiaremos los elementos geométricos (métrica,
curvaturas extrinsecas y uno-forma de conexion) en las hojas de flujos generales en
funcion de los elementos geométricos de un flujo especial de referencia que llamaremos
foliacion base. Esto nos permitird analizar su comportamiento asintético en el infinito
luminoso pasado. Como consecuencia, obtenemos en el Teorema una expresion
para el limite de la energia de Hawking a lo largo de estos flujos generales en términos
de la geometria de la foliacion base. Estos resultados fueron publicados en [27].

En la parte final del capitulo, particularizamos a flujos a lo largo de la hipersuperficie
luminosa €2 que tienden a esferas grandes, y consideramos la correspondencia uno-uno
entre su limite asintético en el infinito luminoso pasado y las soluciones de la ecuacion
de las esferas grandes. Nuestros resultados nos permiten dar en el Corolario
una expresion explicita para el vector energia-momento de Bondi Pg en funcion de la
geometria de la foliacién base.

En el capitulo anterior trabajamos principalmente en el espacio-tiempo de Minkowski.
Volvamos a un ambiente mas general. Sea (M, g) un espacio-tiempo orientado de
dimensién n+ 2, n > 2, que admite una hipersuperficie embebida €2, regular y conexa.
Sea k un campo vectorial luminoso futuro, que no se anula en ninguna parte y tangente
a Q (i.e. un generador luminoso). Puesto que las curvas integrales de k son geodésicas,
existe Qx € F(2) tal que Vik = Qxk. Hacemos la suposicion de que hay una superficie
espacial y conexa Sy embebida en © (con embebimiento ®q) tal que cualquier curva
integral de —k intersecta a Sy sélamente una vez. Esto conlleva a la existencia de una
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aplicacion diferenciable m : Q2 — Sq (identificamos Sg con su imagen, distinguiendo
seglin el contexto) que hace corresponder p € €2 con la interseccién de la curva integral
a‘; de —k que pasa por p con Sq. La aplicacion 7 es una submersién. Elegimos el
parametro X de la curva af tal que af(0) = p.

Dados k y Sp, una funcién escalar A € F(2) se define mediante k(A\) = =1y A(p) =0
para todo p € Sg. Sea (A_(p), A+(p)) el rango de la funciéon X restringida a la curva
a’;. Asumimos también que el intervalo abierto (A_ := sups, A_, Ay = infs; Ay)
es no vacio. Si el gradiente de la funcién A no se anula nunca, las superficies de
nivel Sy, = {A\ = X1} son o bien vacias o bien hipersuperficies embebidas de forma
diferenciable (no necesariamente conexas). La coleccién {S,} es una foliacién de .
Para A1 € (A_, Ay) las hipersuperficies Sy, son de hecho conexas y difeomorfas a Sy.

En cualquier p € Q sea £|, € T,M el tinico campo vectorial luminoso que satisface
(k.£)|, = =2y (¢, X)|, = 0 para cualquier X € T,Sx). Sx esta dotada con una
métrica inducida -ys,, con dos segundas formas fundamentales luminosas K*, Kty con
una uno-forma de conexién en el fibrado normal s,(X) := (Vxk,£), X € X(S»).

Para obtener el limite de la energia de Hawking a lo largo de foliaciones generales,
necesitamos relacionar la geometria de diferentes superficies espaciales embebidas en
2. Consideremos una hipersuperficie espacial S embebida en 2. con embebimiento
®: S — Q yseap € S. Esta hipersuperficie estd univocamente definida por el
difeomorfismo W : S — W(S) C Sg y una funcion F € F(S) de la manera que sigue.
Para todo p € S definamos F(p) = A(®(p)) y V(p) = (7o P)(p). Reciprocamente,
una funcién F € F(S) con imagen en (A_(p), A+(p)) y un difeomorfismo W como
hemos descrito antes define un embebimiento

d:S5—Q
p— aﬁ,(p)(% = F(p)).

Queremos relacionar la geometria intrinseca y extrinseca de S en p con la geometria
de la superficie Sx—r(,). Puesto que todos los calculos son locales, podemos asumir
V(S) = Sy, lo que hace la presentacion mas sencilla. Extendemos F a una funcion
en € definida por F(q) = F((W"tom)(q)). Mantendremos el mismo simbolo para la
extension. Es claro que k(F) = 0. Para la geometria extrinseca de S (nuevamente
identificamos a S con su imagen) definimos en p € S, la normal luminosa £s|, mediante
las condiciones (¢s, k)|, = =2y (s, X) = 0 para todo X € T,S. La métrica inducida
vs, las segundas formas fundamentales luminosas K%, K* y la uno-forma de conexién
normal sy, vienen definidas de manera similar como antes.

La siguiente proposicion es conocida (ver e.g. [37]) cuando la foliacién base {Sy} es
afin (i.e. @ =0). Aunque ésta sea la situacién que requeriremos mds tarde, incluimos
también el caso general no afin por completar el argumento.
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6. La energia de Hawking a lo largo de hipersuperficies luminosas AP

Proposicion 6.1. Sea p € S, entonces la aplicacion
Tk : TpSAZF(p) — TDS
X — X=X —-X(F)k

es un isomorfismo bien definido. La métrica inducida vys, segundas formas fundamen-
tales K*, K* y conexion del fibrado normal ses de S vienen dadas por

Yslp(X,Y) =v(X,Y), (6.1)
KK(X', YN, =KX, Y), (6.2)
st (X)), =s0(X) — KX(X, gradF) + X(F)Qx., (6.3)

K (X YD), =K4AXY) + IDFPKE(X,Y) + 2X(F)sy(Y) + 2Y (F)sy(X)
— 2X(F)KX(Y, gradF) — 2Y (F)K*(X, gradF) — 2Hess F(X,Y)
+2QX(F)Y (F), (6.4)

dondey, KX, K*, s;, grad, Hess y |DF|?> = (grad F, grad F) estan referidas a la superficie
Sx=rF(p) ¥ estdn evaluadas en p.

El siguiente corolario es una consecuencia de cdmo se transforman las segundas formas
fundamentales y la conexion del fibrado normal bajo un “boost” en {4s, k}.

Corolario 6.2. Sea S como antes, y para todo p € S sea K'|, = a(p)k|, vy ls|, =

ﬁés, donde o ' S — R es una funcidn positiva diferenciable extendida a Q mediante

k(o) = 0. Entonces
1
s, (X'), =s4(X) — KX(X, gradF) + X (F)Q« — aX(a), (6.5)
KK (X', Y") =aKK(X,Y), (6.6)

KXY, :é ( KEX,Y) + IDFPKR(X,Y) + 2X(F)s(Y) + 2Y (F)s¢(X)
—2Hess F(X,Y) — 2X(F)K*(Y, gradF) — 2Y (F)K*(X, gradF)
+2QkX(F)Y(F)> . (6.7)

Las trazas de K* y K* en Sy con la métrica inducida definen las expansiones luminosas
de S, y se denotan respectivamente por 6, y 6,. La relacion entre las expansiones
luminosas 0y, 0y, de un grafo S con las correspondientes en la curva de nivel Sx—r(,) se
siguen de la Proposicion &1l

Corolario 6.3. Sean S, k" y s como en el Corolariol6.2 Las expansiones luminosas 6
y 0y enp € S y las expansiones luminosas 0y, 0, de Sx—r(p) en p estan relacionadas por

O = by, (68)

(60 + |DF 6y + 4s,(gradF) — 4K*(gradF, gradF) — 2AF + 2Q«|DF|?)
(6.9)

1
Gg/sza
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donde AF es el Laplaciano de Sy, con la métrica inducida.

Impondremos ahora condiciones globales sobre €2 y nos restringiremos a un espacio-
tiempo de dimensién cuatro. Primeramente asumimos que {2 admite una seccion
transversal global Sy de topologia esférica. También asumimos que para cualquier
eleccién de generador luminoso afin k (i.e. que satisfaga Vi k = 0) la correspondiente
curva integral que comienza en p € Sy tiene dominio maximal (—oo, Ay (p)), es decir,
los generadores luminosos son completos hacia el pasado. Podemos asumir que €2 estd
foliada por las superficies de nivel {S,} de la funcion A € F(Q2) definida mediante
k(X)) = —1, A|s, = 0 y que todas las superficies de nivel son difeomorfas a Syp. La
funcion A se llama funcion de nivel de k. Una hipersuperficie €2 que satisface estas
propiedades es llamada extendible a infinito luminoso pasado, y generaliza el concepto
de hipersuperficie luminosa espaciotemporalmente convexa definido en el Capitulo [@
para hipersuperficies en el espacio-tiempo de Minkowski que también se extienden al
infinito luminoso pasado.

Para definir asintoticidad plana a lo largo de €2, necesitamos imponer el decaimiento
de varios objetos en el infinito. Primero notemos la existencia de campos de tensores
covariantes T en Q completamente ortogonales a k (i.e. satisfaciendo T(k,---) =
T(..., k) =0). Llamamos a tales tensores transversos. Un campo tensorial T (no
necesariamente transverso) se llama Lie constante si 'y sélo si £4,T = 0.

Una base local {Xa} para cualquier seccion transversal de X(2) extendida mediante
[k, Xa] = 0 implica

(£xT)(Xay, - Xag) = kK(T(Xay, -+ Xa,))-

El siguiente resultado muestra la relacién entre tensores transversales y Lie constantes
con colecciones de tensores definidos exclusivamente en las hojas de la foliacién {S,}
a lo largo de €:

Lema 6.4. Un tensor transverso T en ) esta en correspondencia uno-uno con una

coleccion diferenciable de campos tensoriales covariantes {T (X\)}, con cada T (\) definido
en cada superficie de nivel Sy. Si ademas T es Lie constante, entonces T esta en cor-

respondencia uno-uno con tensores covariantes T en una hoja fija S,. Es mas, todos

los T(\) estan difeomdrficamente relacionados entre si y con T.

Observacion 6.5. Usando este lema, con las colecciones KgX y 5¢(S») podemos definir
los correspondientes tensores transversos K¢y s,.

Definicion 6.6. Un campo tensorial transverso T es definido positivo s/ y sdlo si la
correspondiente coleccion de tensores {T (\)} es definida positiva para todo \.

Consideremos una base local {Xa} en Sy extendida univocamente a X(2) mediante
[k, Xa] = 0. Con esta extensién {X,} define una base en cada superficie de nivel Sj.
Desde ahora {X4} una base construida de esta manera.
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6. La energia de Hawking a lo largo de hipersuperficies luminosas AP

Diremos que el campo tensorial transverso T en Q2 es T = O(1) siy s6lo si Ty,...a, :=

T(Xa,. -+ Xa,) estd uniformemente acotado. Escribimos T = O,(A79), g€ R, ne N
si y sélo si
NT =0(1), XL T=0(1), - AL £ T =0(1).
——

n

También escribimos T = o(A™9) si y s6lo si liMy_00 AT (A)a,n, =0y T = 0,(A79)
si 'y sélo si XH9(£,)'T = o(1) para todo i = 0,1,---,n. Dado un campo tensorial
transverso T el tensor £x, T es también transverso. Escribimos T = o,X(A79) si y sélo
si

>\q£XAl"'£XA.T:O(1) Vi:O,l,---,n
—_———

i

Es claro que todas estas definiciones son independientes de la eleccion de {X4}.
Definicion 6.7 (Hipersuperficie luminosa asintéticamente plana hacia el pasado).
Sea (M, g) un espacio-tiempo de cuatro dimensiones. Una hipersuperficie luminosa 2
es asintoticamente plana hacia el pasado si se extiende regularmente hasta el infinito

pasado luminoso y existe una eleccion de seccion transversal Sy y de generador afin
luminoso k con su correspondiente funcion de nivel A con las siguientes propiedades:

(i) Existen dos campos tensoriales § y h simétricos, dos-covariantes, transversales y
Lie constantes tales que 7 := vy — X\2§ — Ah es 4 = o1(\) N o5 ().

(1)

g . . ~ S
ii) Existe una uno-forma s'*) transversa, Lie constante tal que § = s — Lt~ es
7 by
§£ = Ol(>\_1).
~ ) (1) ~
(iii) Existen funciones Lie constantes 9,50) vy Gél) tal que 6, == 6, — QZT — 9§—2 es 0, =
o(\72).

(iv) El escalar Riem?(Xa, Xg, Xc, Xp) a lo largo de Q2 es tal que

1
lim ﬁRiemg(XA,XB,XC,XD) < 00,

A—00

y su doble traza satisface 2Ein?(k, £) — Scal? — 2Riem?(£, k, £, k) = o(A72).

A veces serd conveniente complementar esta definicién con una nocién mdas fuerte
donde condiciones de decaimiento adicionales para algunas componentes del tensor
de Einstein y para el tensor sobrante y son asumidas. Concretamente, decimos que la
hipersuperficie luminosa €2 asintéticamente plana satisface la condicion de decaimiento
de flujo energético si

Eind(k, Xa)|a = o(A7?), £ = of(1).
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Consideremos una hipersuperficie luminosa 2 asintéticamente plana hacia el pasado
con una eleccion de k y de funcién de nivel A. La siguiente proposicién determina la
0
expansién asintética de K¥ y da una expresidn explicita para 0( )

Proposicion 6.8. Sea Q2 una hipersuperficie luminosa €2 asintéticamente plana hacia
el pasado con una eleccion de generador luminoso k afinmente parametrizado y corre-
spondiente funcién de nivel . Sea «y(A\)*B la inversa de y(\). Entonces

1 o n _
’Y()\)AB >\2 qAB >\3 hAB + O()\ 3)' (610)
. 1
Khg = —das\ — EhAB-FO(l), (6.11)
2Ky 6V .
Qg:T—Jrv—FO()\ ) (612)
G"B es la inversa de Gag, indices en tensores con sombrero son subidos y bajados con

estas métricas y K4 es la curvatura de Gauss de Gag.

Observacion 6.9. Nétese que la expansion de KX sélo depende del item (i) en la
definicion de asintoticidad plana. La expresidon para 9,50) depende sin embargo de los

items (i), (iii) y (iv).

Observacion 6.10. Podemos subir el indice del tensor K*(\) con la métrica contravari-
ante y*B. Combinando los desarrollos asintéticos (E10) y (EIT) llegamos a

Kk(A)AB:—XéA + hAB>\2 +o(A7?), (6.13)

y tomando la traza
O = —= h A2 2 om L oo 6.14
(=34 S(trah)s + o0 = 2+ 6000 (614)

Nuestro objetivo es considerar foliaciones muy generales en €2 y obtener el limite
de la energia de Hawking a lo largo de las mismas refiriendo todos los objetos de una
foliacion base afin que tienda a esferas grandes. Es importante remarcar que como toda
métrica Riemanniana en una variedad ~ S? es conforme a la de la dos-esfera unitaria §,
entonces siempre existe una eleccion (no Unica) del generador luminoso afin k en una
Q asintoticamente plana con foliacidén base {S,} que tiende a esferas grandes.

Definicion 6.11. Sea Q2 luminosa y asintoticamente plana con una eleccion del gener-
ador luminoso afinmente parametrizado k y funcion de nivel \. Se dice que la foliacion
{5, } tiende a grandes esferas s/ y solo si el término dominante G en la expansion de vy
que aparece en el item (i) de la Definicion[6.7 es la métrica estandar § de la dos-esfera
unidad.
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6. La energia de Hawking a lo largo de hipersuperficies luminosas AP

Observacion 6.12. Una métrica § = ¢>G conforme a la esférica también serd esférica si
y sélo si la funcién ¢ satisface la ecuacion de las esferas grandes

Nglogg+ ¢* = 1. (6.15)

A partir de ahora consideramos el generador luminoso afinmente parametrizado k y
su correspondiente funcién de nivel A de tal forma que la geometria de las superficies
de nivel Sy se aproxime, a la métrica estandar de la esfera unitaria. Aparte de proveer
con la métrica § a cada S,, también consideraremos en cada hoja la correspondiente
derivada covariante D. Los tensores que suban y bajen indices con § tendran un circulo
arriba.

Consideramos una foliacién {S,/} de caracter general y calcularemos el limite de la
masa de Hawking a lo largo de la misma en el Teorema [6.13l Dada una base luminosa

{k’, £’} ortogonal a una seccién S de Q y que satisface (k’,£') = —2, la curvatura media
H de S se descompone H = —%(9,«6’ + 0pk’), y la energia de Hawking es
S| 1 /
= ]_ 1T pr . 1
mu(S) Tor \ 1T T6x 59k s (6.16)

El siguiente teorema da una relacién para el limite en infinito de la férmula (&.186])
en términos de la geometria de la foliacion base. De hecho, citamos dos expresiones
diferentes para el limite.

Teorema 6.13 (Limite general de la energia de Hawking). Sea 2 una hipersuperficie
luminosa asintdticamente plana hacia el pasado, dotada de una foliacion base {Sy}
afinmente parametrizada con generador k, y que tiende a esferas grandes. Definamos
la foliacion {Sx} as Sy = {p € Q: A(p) = w(lp) XN +7(p)+£&(p)}, donde las funciones

grafo son

1
>\|SX* :F)\* ::—S

N+ Tls,. +Els,..

con W > 0, y T son funciones Lie constantes en Q2 y € = o;(1) N 0X(1) con k(&) =
oX(A71). El limite de la energia de Hawking a lo largo de {Sy-} es

—1 /
I. S * S — A IC"G( 9(1)
)\*I_r)noomH( >\) 87T\/W< /S2nq> /S2< qY Kk~ + >

1 1
~gmv/i6m ( /S W’”)
X /S (Ag,eg” — (60 + oy — 4div§(sé1))) W, (6.17)

donde g, GS) y 9,§} ) hacen referencia tanto a la fo/iacio’n {Sx-} como a la foliacion afin
{Sx+} definida mediante Sx» = {p € Q : X\(p) = \IJ(p) g N +T1(p)}, v cuyas respectivas
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funciones grafo son A|s,, = Fyr = $ N'+7ls,,. vy 4, 9,&1)

< , Gél) yse(l) hacen referencia
N

a la foliacion base {S,}.

Como mencionamos anteriormente, el limite de la energia de Hawking cuando la fo-
liacién se aproxima a esferas grandes es la energia de Bondi. Para finalizar queremos
recuperar este hecho de nuestra expresion general. Recordemos que el grupo conforme
de la dos-esfera estd definido como el conjunto de difeomorfismos @ : (S?, §) — (S?, §)
que satisfacen ®*(§) = ©2§, © € F(S?,R") (i.e. el grupo de difeomorfismos con-
formes). Nos restringimos a la componente conexa de la identidad en este grupo. Es
bien sabido (ver e.g. [35]) que este grupo es isomorfo a la componente conexa de la
identidad en el grupo de Lorentz de Minkowski M3, y también isomorfo al grupo de
Mobius de la esfera de Riemann

F:S? s §2 (6.18)

az+p3 (a I}

ZHF(Z):72+6 0

) € SL(2,0), (6.19)

donde z € C U {oo} ~ S2. En estas coordenadas, la métrica estandar de la esfera es
§ = ﬁdzd? y el arménico esférico | =1 es
Yl_z+? . Z—Z , zz-1
L1+ z7 2 (14 z2) P 14zz
Observacion 6.14. Los armdnicos esféricos en este capitulo no estdn normalizados.
3

Para un vector a € R3 escribimos a-Y*! := Yo a’\/,-l. Estas propiedades nos permiten
obtener facilmente la solucion general de la ecuacion de esferas grandes (6.15]).

Proposicion 6.15 (Solucion de la ecuacion de las esferas grandes). Una funcion
diferenciable ¢ : S? — R* resuelve la ecuacion (615) si y sélo si existe a = (a', a°, a%) €

R3 tal que .
\IJ::a:\/l-l-laP—l-a-Yl. (6.20)

Se puede probar que el vector a es

2 _|R2 > |52
a=(a"a% a%) = (Re (@B +76) , Im (aB +79), o ~ 1P ;_ vl” = 19| ) . (6.21)

A su vez, cada transformacién de Mobius se corresponde con una Unica transformacién
de Lorentz restringida; reciprocamente cada transformacién de Lorentz restringida se
corresponde precisamente con dos transformaciones de Mobius, una opuesta de la otra.
La transformacion de Lorentz x'* = A(F)*, x” asociada a la transformacion de Mébius
F tiene la forma (ver pdgina 17 en [35])
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6. La energia de Hawking a lo largo de hipersuperficies luminosas AP

aad+pBB+vy+388  aB+Ba+v5+67 i(aB-Ba+v0—6Y) aa—pBB+yY 60
1 oy +vya& + B + 68 ad+6a+pBy+v8  i(ad—da+vB8-BY) ay+vya-—pB56 -8

2| i(va-ay+86-B5) i(6a—-ad+v8-BF) ad+éa-BY-v8 i(va—ay+Bs - p)
ad + BB — ¥y — 60 aB+Ba—v5—-6y i(aB—-PBa+oéy—v5) aa—pBB—vy+56

A una foliacion base {S,} de Q2 que tienda a esferas grandes con una métrica asintética
reescalada § se le puede asignar un sistema de referencia inercial {t, x'} en un espacio-
tiempo de Minkowski abstracto. Esto es posible puesto que dada otra foliacion {Sy } con
métrica asintética reescalada ¢2§, (con ¢ solucién de la ecuacién de la esferas grandes),
uno puede asociar una transformacion de Mébius F (determinada por la funcién ¢), vy a
F se le puede asociar una tnica transformacién de Lorentz restringida A(F). A su vez
A(F) define un nuevo sistema de referencia inercial asintético {t’, x"’}. El observador
inercial asociado a A(F) es definido por el vector

ot o)
U= at/:%é + 8);’ A(F)°,8, — Z/\

Toda esta construccion tiene sentido porque la energia de Bondi Ej asociada a la
métrica asintética esférica § correspondiente a un observador inercial asintético v puede
ser escrita en la forma (7 es la métrica de Minkowski)

EY = —n(Pa, u),

donde el cuadrimomento de Bondi Pg es independiente de u. Mas adelante en el
Corolario [6.16] recuperamos estos hechos desde nuestros resultados sobre el limite de
la energia de Hawking.

Comparando A% (F) en la transformacién de Lorentz con la expresion para a en (6.21),
se sigue que en el caso de hipersuperficies luminosas que se extienden hasta infinito
luminoso pasado,

= \/1+a?6; + a0,

en funcién de los coeficientes a' en el factor conforme ¢.

Podemos ahora recuperar el resultado en que la energia de Hawking tiende a la energia
de Bondi para foliaciones esféricas. Obtenemos asimismo la expresion explicita para las
cuatro componentes del cuadrimomento de Bondi Pg en funcién de la geometria de la
foliacion base:

Corolario 6.16. Sea 2 una hipersuperficie luminosa asintoticamente plana hacia el
pasado dotada de una foliacion base {S\} afinmente parametrizada con generador k y
que tiende a esferas grandes. Consideremos otra foliacion asociada al parametro \* tal
que A = pN* + T+ &, como en el Teoremal6 13, donde ¢ > O satisface la ecuacion de
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las esferas grandes (618). Sea u € M3 el observador inercial asintético asociado a
esta foliacion. Entonces

lim my(Sx) = —n(Pg, u) == Eg,
A*—00

donde m es la métrica de Minkowski y el cuadrimomento de Bondi Pg es

-1
. p0._ (1) (D \m .
Ep:=Pg =15 /SQ(GK + 6,7 )4, (6.22)
. 1
PL ;:16—7r/ (—Ag,eglu(9§”+9§”)+4divds,§”) Ying, ie€{1,23} (6.23)
SQ

Si, ademas, la condicion de decaimiento del flujo de energia se cumple, entonces el
tres-momento de Bondi se simplifica

1

PL=—
B l6m o

(Aaeﬁ) + (00 + 921))) Ying, ie{1,2 3} (6.24)
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Sobre la desigualdad de Penrose a lo largo de
hipersuperficies luminosas

Dedicamos este ltimo capitulo de esta tesis a estudiar las principales propiedades de flu-
jos generales a lo largo de hipersuperficies luminosas en espacio-tiempos asintéticamente
planos que satisfacen la condicién dominante de energia con el propdsito de abordar la
version luminosa de la desigualdad de Penrose. Es este capitulo probamos la desigualdad
para una gran clase de superficies. Ademas, otra desigualdad geométrica de la misma
naturaleza que la desigualdad de Penrose luminosa se prueba en completa generalidad.
Los resultados de este capitulo fueron publicados en [29].

La herramienta fundamental que usamos en este capitulo es un funcional sobre super-
ficies que acota por arriba la raiz cuadrada del area de cualquier superficie débilmente
atrapada hacia el exterior. Si la foliacién tiende a esferas grandes, el limite del funcional
es la energia de Bondi medida por el observador que el flujo determina. Este funcional
no es mondétono en general, pero puede romperse en una parte monétona, que definimos
como la masa de Bergquvist en el Capitulod], y un término D que es una renormalizacion
del area en cada hoja. Este dltimo Jugara un papel importante a la hora de encontrar
condiciones suficientes para la validez de la desigualdad de Penrose luminosa.

En el Capitulo[] la desigualdad de Penrose para capas delgadas fue abordada mediante
el uso de dos funcionales sobre una foliacion afin {S,} que tendia a esferas grandes a
lo largo de una hipersuperficie luminosa €2 hacia el pasado. Concretamente,

A 1

/\//b(>\) = E — E < 9@()\)17&\, (71)

que se definié como la masa de Bergqvist y es monétona (ver el Teorema 10 en el
Capitulo M), y
ISxl A

D=\ 16r ~ 2
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que se definié en analogia con la definicién de M,. La desigualdad de Penrose para
capas delgadas luminosas en Minkowski era equivalente a probar

My(\ = 0) + D(X = 0) < 0.

Esta expresion sugiere que el nuevo funcional definido por My(X) + D(X) puede tener
Interés en si mismo. En la suma, los términos en A se cancelan y encontramos una
expresion que depende sélamente de la superficie S y de la eleccidn de £ (por el término
6, en (Z1])). En este capitulo el funcional

M(S, 2) = \/E /Gm_g (7.2)

es un objeto fundamental. Analizaremos sus propiedades y estudiaremos su utilidad a
la hora de abordar la desigualdad de Penrose.

Notemos que una superficie débilmente atrapada hacia el exterior S satisface, por
definicion, 6, < 0 independientemente de la escala de £, y por tanto

150
167

Asi, si M(S, £) tuviera buenas propiedades de monotonicidad en ciertos flujos y su valor
sobre grandes esferas en un contexto asintéticamente plano pudiera ser relacionado con
la masa total del espacio-tiempo, este objeto seria potencialmente Util para abordar la
desigualdad de Penrose y quiza jugaria un papel similar al que la energia de Hawking
tiene en el contexto de simetria temporal.

< M(S,2).

Sea Q2 una hipersuperficie luminosa conexa embebida en (M, g) y que admite una
seccién transversal global Sg. Pongamonos en el mismo contexto que en el Capitulo [@],
y consideremos foliaciones {S,} a lo largo de Q. Queremos investigar la derivada de
M(Sx, £) con respecto a A. Para mantener la maxima generalidad, no haremos ninguna
suposicion sobre el vector luminoso £ ortogonal a Sy (aparte que la de ser futuro y
transverso a €2). Los generadores luminosos de 2 no tienen que ser necesariamente
afinmente parametrizados, esto es, cumplen

Vik = Qk,

con @k no necesariamente cero. Dada una funcién positiva diferenciable ¢ : Q — R,
hay una unica eleccién de normal luminosa £ para S, (que denotamos por £9) y que
satisface
(k. £%) = —op.

Obviamente, £ depende de la foliacion {S,}, por lo que no es una propiedad intrinseca
a Q. La eleccién ¢ = 2 serd relevante mas tarde y denotaremos £°=2 simplemente
por £ de ahora en adelante. Como antes, sg es también una cantidad dependiente
de la foliacion. La evolucién de M(Sy,£%) en este contexto general viene dada por el
siguiente lema:
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7. Sobre la desigualdad de Penrose a lo largo de hipersuperficies luminosas

Lema 7.1. Sea Q una hipersuperficie luminosa embebida en el espacio-tiempo (M*, g).
Asumamos que ) es de topologia S x R con el generador luminoso tangente al factor
R. Consideremos una foliacion {S,} de Q mediante hipersuperficies espaciales, todas

difeomorfas a S. Sea k el generador luminoso futuro que satisface k(A\) = —1 y £% la
normal luminosa a Sy que satisface (k,£¥) = —p. Entonces
dM(Sy, £%) 1 1 / : © 5
= ~8)ms, + ——— | |Ein%(2 k)~ TScal®
dA Ganlon Js, ™ T Tem [, (B0 7
: 1
+@ <—dIV5AS¢<p + |SN|’2YSA) + <ak((p) — Qk> 944 7Ms,, (7.3)

donde Qy esta definido mediante V k = Qk, Ein? es el tensor de Einstein de (M*, g),
Scal® la curvatura escalar de (5x,7s,), ¥ Sew es la conexion del fibrado normal de S».
Si, ademads, @ es constante y k es afin (Qx = 0), entonces

dM(Sy, £%) 1 ©x(Sy) 1 / .
= -0 — + Ein?(¢%, k
dX /647[ Sy sk( )7, 8 167 5A< (€%, k)

+ lswlZ, ) s, (74)
donde x(Sy) es la caracteristica de Euler de S,.

Asumamos a partir de ahora que X es un pardmetro afin. Hacemos la suposicion
global de que 2 = S? x R. Asimismo usaremos las nociones de transverso y tensor Lie
constante, y asintoticidad plana, introducidos en el Capitulo [@

Nuestro siguiente objetivo es analizar el limite de M(S, £°) en infinito. Las expresiones
son mas sencillas si introducimos el radio-drea en el infinito como

1
R% = — i
q 4 §T’q

donde S representa la superficie S dotada de la métrica asintética § a lo largo de la
foliacion {S,}. Realizando el célculo, obtenemos

Rs o 1 1 2
Y\ 9 _ ¥ (1) = . _r €8] R
M(S, £%) (—2 4) A+ T6r /S <9k (Ra LpICq) 2@ ) ng+o(1), (7.5)

donde la funcién Lie-constate 9,((1) viene definida por la expansion

-2 oY )

La expresion ([Z.5)) tiene limite finito en el infinito si y sélo si se reescala £° de tal
forma que ¢ = 2R4. Esto lleva a la siguiente definicion:
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Definicion 7.2. Sea 2 una hipersuperficie luminosa asintoticamente plana hacia el
pasado y {Sy} la foliacion cuya existencia se asume en la Definicion[6. 4 en el Capitulo[@
El campo vectorial £* es aquél que es luminoso, ortogonal a cada hoja Sy y normalizado
mediante (k,£*) = —2Rj.

Notese que £* viene definido por ¢ = 2R4 de forma que su relacion con el £ canénico
es £ = Rgf. Con esta eleccion,

| . 1 1
lim M(Sx,£7) = W/s (9&” (R_a — 2R@/cg,) - R@9§1)> 5. (7.7)

Es dtil relacionar este Iimite con el correspondiente limite de la energia de Hawking a lo
largo de {Sy}. La siguiente proposicion recoge el resultado:

Proposicion 7.3. Con la eleccion £ = R4¢, los limites de M(Sx,£*) y my(Sy) quedan
relacionados mediante

i M(Ss, £) = fim ma(S) + o [ 6 (Ri - Ra’%) n (78
Observacion 7.4. Hay dos casos interesantes en los que el limite de M(Sy, £*) coincide
con el limite de la energia de Hawking a lo largo de la foliacion. El primero ocurre
cuando § tiene curvatura positiva constante (caso en que la foliacidn tiende a esferas
grandes), donde como ya sabemos la energia de Hawking tiende a la energia de Bondi.
El segundo se corresponde con aquellas foliaciones que satisfacen 9,((1) = constante.
Estudiaremos ahora este dltimo tipo de foliaciones.

Ludvigsen & Vickers [21] y Bergqvist [2] trabajaron la version de la desigualdad de
Penrose luminosa. Un ingrediente fundamental de su trabajo involucraba foliaciones
afines para las que el primer término significativo en el desarrollo en el infinito de 6, era
cero. Como veremos, estas foliaciones estdan muy relacionadas con foliaciones afines
con 9&1) constante.

Primeramente necesitamos un lema que muestre que el término dominante 9,21) siempre
es estrictamente positivo independientemente de la foliacion afin considerada.

Lema 7.5. Sea 2 una hipersuperficie luminosa asintoticamente plana hacia el pasado
con una eleccion de generador luminoso k afinmente parametrizado y correspondiente a
la funcion de nivel A\. Asumamos que el espacio-tiempo satisface la condicion dominante
de energia. Entonces 9,21) > 0.

El siguiente resultado prueba la existencia de foliaciones con 9,21) constante

Lema 7.6. Sea 2 una hipersuperficie luminosa asintoticamente plana hacia el pasado
con una eleccion de generador luminoso k afinmente parametrizado y correspondiente
a la funcion de nivel X. Existe una funcion positiva Lie-constante f € F(Q), tal que
reescalar k' = fk hace que el término 9,9) en la expansion asintotica de 6, sea constante.
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7. Sobre la desigualdad de Penrose a lo largo de hipersuperficies luminosas

Estas foliaciones surgen naturalmente en el contexto de compactificaciones conformes
del infinito luminoso y estan relacionadas con las coordenadas de Bondi cerca del infinito
luminoso. Esto motiva la siguiente definicion:

Definicion 7.7 (Foliacion geodésica asintéticamente Bondi asociada a Sp). Con-
sideremos una hipersuperficie luminosa asintoticamente plana hacia el pasado con una
eleccion de seccion transversal So. Una foliacion geodésica-afin {Sy} se llama geodésica
asintoticamente Bondi (GAB) y asociada a Sy si y solo si

(i) Sx—0 = So.

(i) 9,((1) es constante.

Las foliaciones GAB son Unicas en el siguiente sentido:

Lema 7.8 (Unicidad de GABs). Sea Q2 una hipersuperficie luminosa asintéticamente
plana y So una seccion transversal. Dos foliaciones GAB {S»x} y {Sx} asociadas a Sy
estan necesariamente relacionadas por A = a\' para alguna constante positiva a.

Ya podemos enunciar nuestro resultado principal con respecto a las foliaciones GAB:

Teorema 7.9 (Una desigualdad tipo-Penrose para foliaciones GAB). Sea Q una
hipersuperficie luminosa asintoticamente plana hacia el pasado y Sy una seccion transver-
sal. Asumamos que el espacio-tiempo satisface la condicion dominante de energia.
Entonces, el area |Sq| satisface la cota

/150
15| / Opns, < I|m mH(SA) (7.9)
16w S

donde el limite es considerado a lo largo de la foliacion GAB {S\} asociada a So. En
particular, si Sq es una superficie débilmente atrapada hacia el exterior, entonces

[50] < Jim my(S5). (7.10)
167

Cuando 2 admite una foliacion GAB que tiende a esferas grandes, entonces el limite
de la energia de Hawking a lo largo de esta foliacién es la energia de Bondi Eg asociada
a este observador en el infinito, y la desigualdad tipo-Penrose ([ZIQ)) se transforma en
la desigualdad de Penrose estandar, recuperando asi el resultado original de Ludvigsen
& Vickers [21] y Bergqvist [2].

El ingrediente fundamental que nos permite probar la desigualdad tipo-Penrose (ZI0Q])
es D(Sy, 0") < AIim D(Sx, £¢*). De hecho, el argumento en la prueba del Teorema
—00
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combinado con la Proposicion muestra que cualquier superficie que satisfaga la
desigualdad

. , . 1 1)
< p— A~
D(50,£ ) < >\|I—T>OD(S>U£ ) 167TRC7 /gek T]q (711)

a lo largo de la foliacion afin {S,} que comienza en Sy, en un espacio-tiempo que
satisface la condicion dominante de energia, automdticamente satisface la desigualdad

| So 1 / . 1 / (1
\ e — 1= [ fems, < | — | 0 — — RsKys | mg. 7.12
lom 16w Jg, ¢Mso = AljgomH(S*) + 16m Js © \Rg aKa | Mg ( )

Esta es la desigualdad de Penrose cuando Sg es una superficie débilmente atrapada
hacia el exterior y el lado derecho sea la energia de Bondi Eg a lo largo de {S,}. Para
ello es suficiente que {S,} tienda a esferas grandes y este sera el caso que nos interese
de aqui en adelante.

A partir de ahora necesitaremos mas términos en los desarrollos asintdticos que esta-
mos manejando. Para poder hacer esto posible necesitamos una definicion ligeramente
mas fuerte de asintoticidad plana:

Definicion 7.10 (Fuerte asintoticidad plana hacia el pasado). Una hipersuperficie
luminosa Q en un espacio-tiempo (M*, g) es fuertemente asintéticamente plana hacia
el pasado si es asintoticamente plana hacia el pasado con (i) en la Definicion en el
Capitulo @ reemplazada por la condicion mas fuerte

(i)’ Existen campos tensoriales dos-covariantes § (definido positivo), h 'y Wq transver-
sos y Lie constantes tal que & definido por v = N°G +Xh+ Vg +7 es 4 =
o1(1) NoX(1).

Una de las consecuencias mds importantes de este nuevo item es que 6, admite la
expansion

RO
Qk:T—f‘v‘FF‘FO(A ) (713)

con 0,&2) Lie constante.

Buscamos condiciones que impliquen la validez de (ZI1]) y por tanto de la desigualdad
de Penrose cuando las foliaciones tienden a esferas grandes. Por ello asumiremos a
partir de ahora que § es la métrica de la esfera unidad §. En tal caso, Rg =1y £* = £.
Queremos investigar la condicion

d

—D(S,,¢") >0, 7.14

2 D(5,,8) > (7.14)
que de hecho implica (ZI1l) y consecuentemente la validez de la desigualdad de Penrose

luminosa.
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7. Sobre la desigualdad de Penrose a lo largo de hipersuperficies luminosas

La derivada de D(Sy, £) es
d 1 d
aD(Sx,@) = (a|5>\| -\ 167[’S>\>

21675,

1

S —0)ms, — \/1675 | .
2v1675, ( sx( s, " x)

Dado que 8, < 0, la desigualdad d%D(SA, £) > 0 puede ser escrita de forma equivalente
y mas convenientemente como G(\) > 0, donde

GO\ = ( / X(—ek)nsA)Z — 167,

Comenzamos calculando el limite de G(\) en infinito.

Proposicion 7.11. Sea Q2 una hipersuperficie luminosa fuertemente asintoticamente
plana hacia el pasado y {S,} una foliacion afin que tiende a esferas grandes. Entonces

2 2
AIim GA\) =F, = </ Qil)n(;) - 87r/ (9,&1)) Mg — 87r/ 0,((2)77,7. (7.15)
—00 S? S? S2

Asumiendo que estamos en la situacion en que AIim G(X\) > 0, podemos asegurar que
— 00

G(X\) > 0 mediante la condicién G’(X\) < 0. Esta derivada es, usando la ecuacién de
Raychaudhuri (ver e.g. [41]),

o01=2( o) (5 (f o) o)
=2 (/S eknsx) ([5 (Ricg(k, k) — %ei - H;Bﬂk“g) s, + 87r) :

donde M%z = K&z — 36,745 es la parte sin traza de Kz. Puesto que el primer término
es siempre negativo, G’(A\) < 0 es equivalente a que H(\) > 0, donde hemos definido

1
/‘/()\) = / (Ricg(k, k) — §9k2 + ﬂﬁBﬂkAB> Ms, + 8.
Sa

Procedemos con el cdlculo de la derivada de esta funcion y de su limite en infinito.

Proposicion 7.12. Con las mismas suposiciones que el la Proposicion [Z_11],
lim H(A) =0
A—00
y la derivada de H(\) es
d
H'(\) = / (—ZQkRicg(k, k) 4+ 2(MY*8Rag + aRicg(k, k)) 7s,., (7.16)
Sx

donde RAB = Riemg(XA, k, XB, k)
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Podemos combinar los calculos anteriores para encontrar un conjunto de condiciones
suficientes que permitan aplicar el método del drea renormalizada.

Teorema 7.13 (Condiciones suficientes para el método del area renormalizada).
Sea Q2 una hipersuperficie luminosa fuertemente asintoticamente plana hacia el pasado y
{Sx} una foliacion afin que tiende a esferas grandes. Asumamos que el espacio-tiempo
satisface la condicion dominante de energia. Si las dos condiciones

2 2
(i) (/ 9?)%) —87r/ (99) ﬂd—87r/ 67ng > 0,
§2 S2 S2

d
(i) (—29kRic9(k, k) +2(NM*BRAp + ﬁRic-@f(k, k)) ns, <0, YA >0
Sx

[1S0]
[5o] / 6,ms, < Eg, (7.17)
167 s,

donde Eg es la energia de Bondi asociada a la foliacion {S,}. En particular, si Sq es
una superficie débilmente atrapada hacia el exterior, entonces la desigualdad de Penrose

se cumplen, entonces

Eg > ‘50 se cumple.

Hemos comprobado que el método del drea renormalizada en el caso de espacio-
tiempos de vacio que admiten hipersuperficies luminosas Q2 sin cizalladura (i.e. que
satisfacen KK = %9;{7) es infructuoso. A pesar de ello, el funcional M(Sy,£) puede
usarse para probar la desigualdad de Penrose, que en este contexto ya fue probada por
Sauter [37] en toda generalidad aprovechando propiedades de la energia de Hawking.

En nuestro trabajo hemos probado cémo el método que involucra el funcional M(Sy, £)
puede puede establecer la desigualdad de Penrose en el caso de vacio libre de cizalladura.
Sin embargo el argumento no se basa en la monotonicidad de M(S,,£) (de la cual
carece, en general) sino que se basa en la integracion de ([Z4]), que a su vez puede
realizarse pues toda la informacién geométrica a lo largo de 2 puede ser calculada
explicitamente en este contexto.

El método del area renormalizada funciona particularmente bien en el espacio-tiempo
de Minkowski. De hecho, el tensor de curvatura se anula en este espacio-tiempo, y por
la Proposicion [Z.12] tenemos que H() es constante y por tanto cero, pues su limite en
el infinito siempre se anula. Por tanto, G(\) es constante y su signo puede deducirse
mediante su valor asintético (Z.I5]). Necesitamos determinar 9,&1) y 9,22). En el espacio-
tiempo de Minkowski esto es simple pues RAB = 0 hace que la ecuacién de Ricatti sea
explicitamente integrable.

Realizando el desarrollo asintdtico de 8, en el infinito, obtenemos

2 —tr (K™  —tr ((K&™) .
b= 5=+ —3 + 3 o). (7.18)
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7. Sobre la desigualdad de Penrose a lo largo de hipersuperficies luminosas

Entonces,
6 =t (KO™), 62 =t ((K§), (7.19)

donde K& es el endomorfismo asociado a la segunda forma fundamental a lo largo de
k de Sy. Puesto que como se vio en el Capitulo @, K¢ = —(Kj) o (Id — 10Ko) L,
con Ky el endomorfismo de Weingarten de §0, y asuvez B = (KO)_l, donde BAB =
(dfl)AC?CYBthéABh, con § la métrica esférica, V la conexién esférica y h la funcién
soporte de Sy, se deduce

95{1) =tr(B —T1old) = Agh+2(h —Ty) == u.

Insertando estos valores en (ZIR) se llega a

2
Foo = lim G(X) = (/ unﬁ) — 167|Sq].
A—00 S?

Hemos demostrado entonces que la desigualdad de Penrose para capas delgadas en

Minkowski se cumple si
2
(/ und> > 167|So|. (7.20)
SZ

La férmula para el drea de Sg en funcién de hy 19 es

5ol = [ (=) + (Batd(h = 1) ~ 3hah) mg

Después de algunas manipulaciones, ((Z.20]) puede escribirse de la forma

2
47r/ ((Agh)? +2hDgh)ng > 47r/ Png — (/ U"7r1> :
s 52 s2

Esta es precisamente la condicién suficiente para la desigualdad de Penrose para capas
delgadas en Minkowski obtenida en el Capitulo [

Con respecto a las aplicaciones de las foliaciones GAB, estudiaremos ahora la par-
ticularizacion de la desigualdad general tipo-Penrose obtenida en el Teorema en
el espacio de Minkowski de cuatro dimensiones. Para ello necesitamos informacion
del limite de la energia de Hawking a lo largo de foliaciones GAB. Nos seran de gran
utilidad los resultados obtenidos en el Capitulo [6] donde estudiamos el limite de la en-
ergia de Hawking en el infinito para una gran clase de foliaciones {Syx} a lo largo de
hipersuperficies luminosas asintéticamente planas.

Sea {S,} una foliacién base afin que tiende a esferas grandes, y definamos 9,(3), Gél)

y sél) como en la Definicion [671 Consideremos otra foliacion afin {Sy/} que nazca de

la misma seccién transversal Sy. Las funciones de nivel A y X estan necesariamente

65



relacionadas mediante A = f\’, con f > 0y Lie constante en 2. Entonces el limite de
la energia de Hawking a lo largo de {Sy'} es (ver Teorema [&.13 en el Capitulo [@)

1
. N - 2D o) L a0
im mu(Sx) 87r\/16_7r< /ngn"> /g <Aq9k O+
_ 1
—4d|v¢-,(st(1))> M- (7.21)

Construyamos la foliacién base afin de la siguiente manera. Sea un tiempo Minkow-
skiano t, y normalizemos el campo luminoso futuro k tangente a Q tal que k(t) = 1.
Sea X la funcién de nivel asociada a k, y {S,} la foliacién afin determinada por X, que
tiende a esferas grandes. La funcién tiempo-altura 7y de la superficie de nivel S, con
respecto al hiperplano {t = 0} esta definida como

Ty - — t’sk.
De hecho, 7|, = Tolx(p) — A @ consecuencia de la eleccién de normalizacién para k.

En el siguiente lema podemos ver los desarrollos asintéticos de las expansiones lumi-
nosas y de la uno-forma de conexién de cada hoja de la foliacién:

Lema 7.14 (Desarrollo asintético en A = +00). Sea Q una hipersuperficie luminosa
asintéticamente plana hacia el pasado en M3 y {S\} una foliacion afin asociada a la
eleccion del sistema de coordenadas Minkowskiano {t, x'} que satisface (k,& = 8;) =

—1. Sea £ ortogonal a {S,} y que satisface (£, k) = —2. Entonces tenemos los
siguientes desarrollos asintoticos
-2
=5 + 3 T o) u= (K (122)
2 —u—+ 2A°7’0 _
6, =tz =+ o(X7?), To = tls, (7.23)
Sia :—V>\ATO + O()\_l), (724)

donde K& es la segunda forma fundamental de Sy a lo largo de k.

El Lema [Z.14] nos permite calcular el limite de la energia de Hawking a lo largo de

foliaciones muy generales utilizando los resultados del Capitulo@ En el caso particular
(1)
u

L : . 0
de foliaciones GAB asociadas a Sg, la funcion de reescalado es f := - = £, ¢ >0,

con XA = 4X', y si sustituimos esta informacién en ([Z21I]) obtenemos

1 1
l Sy) = —— N4 Ng(u+270)—n4.
S (\/ /Sg“ "") /S ol 210) o

Entonces, la particularizacién del Teorema al contexto de Minkowski es
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7. Sobre la desigualdad de Penrose a lo largo de hipersuperficies luminosas

Teorema 7.15. Sea Q2 una hipersuperficie luminosa asintoticamente plana hacia el
pasado en M3 y Sy una seccion transversal espacial de Q. Entonces, la siguiente
desigualdad se cumple:

S| 1 / 1 / / 1
1o o L g L oma | | As(u+270)=ms  (7.25
16m ~ 167 Jo, "t ¥ grvAon o) a(u+2m0) Mg (7.25)

donde u = —tr((K&)™'), o = t|s, con t una coordenada temporal Minkowskiana.
La métrica § de la esfera unidad queda definida mediante § = AIim % y {k, £} son
—00

las normales luminosas futuras de Sq con k tangente a Q0 y satisfaciendo k(t) = 1y
(k,£) = =2.

En términos de 6,, la desigualdad ([Z.25]) se expresa

/15| 1 / / 1 / 1
< 2m . _ . —,.
t6m = 3oy \\ Jo " 1) s u%ms ) Hqlu+2m0)ma |

donde u = —tr (K& ™) = Agh+2(h — 7).

Cerramos finalmente el capitulo volviendo al contexto general de hipersuperficies
luminosas asintéticamente planas hacia el pasado en espacio-tiempos que satisfacen
la condicién dominante de energia. También volvemos a las foliaciones afines que
no tienden necesariamente a esferas grandes. EIl dltimo resultado para esta tesis
es una cota superior general para el area |S,| en términos de cantidades asintéticas
intrinsecas a €2. Encontramos una desigualdad que es mds débil que la desigualdad
D(Sy,¢7) < AIi_)mooD(SA,E*), siendo la diferencia entre ambas un término de la desigual-

dad de Holder.

Proposicion 7.16. Sea (2 una hipersuperficie luminosa asintoticamente plana hacia
el pasado embebida en un espacio-tiempo que satisface la condicion dominante de
energia, So una seccion transversa y {Sx} una foliacion afin que nace en Sy. Sea 9,({1)
el coeficiente asintctico definido en (Z4) y § la métrica asintotica asociada a {S,}.
Entonces,

1 2
Si< 3 [ (60 +22) e (7.26)
S

y en particular |So| < 1 [5(67)?n,.
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Conclusiones

En esta tesis hemos abordado la conjetura de la desigualdad de Penrose luminosa y
hemos obtenido varios resultados que respaldan tanto la validez de la versién general de
la desigualdad como la de su respectiva versiéon para capas delgadas. Las proyecciones
en espacio-tiempos estaticos, grafos sobre hipersuperficies en el espacio Euclideo vy
flujos de superficies a lo largo de hipersuperficies luminosas han sido las herramientas
principales que hemos usado para abordar el problema. La siguiente lista resume los
resultados principales de esta tesis.

1. Dada una superficie espacial S embebida en un espacio-tiempo estatico, hemos
obtenido las expresiones para su geometria intrinseca y extrinseca en funcién de la
geometria de su proyeccién a lo largo del Killing sobre un hiperplano de tiempo con-
stante. Hemos calculado también las expresiones analogas cuando la proyeccién
se realiza en un contexto puramente Riemanniano.

2. Hemos analizado con todo detalle el error en el intento de Gibbons [12] para
probar la desigualdad de Penrose para capas delgadas en el espacio-tiempo de
Minkowski usando la proyeccién a lo largo de la direccién del Killing, y hemos
calculado la expresion correcta para la expansion luminosa exterior total fs 0:ns
en funcién de la geometria de la superficie proyectada S. La expresion correcta
para la curvatura media H de S que involucra las expansiones luminosas de la
superficie inicial S también se obtiene.

3. Hemos probado la validez de la desigualdad de Penrose para capas delgadas en
Minkowski para superficies convexas embebidas en un hiperplano de tiempo con-
stante. Este resultado fue obtenido simultdneamente e independientemente por
Brendle & Wang [4].

4. Hemos obtenido una expresion para la desigualdad de Penrose para capas delgadas
en el espacio-tiempo de Minkowski de dimensidn arbitraria en funcién de la llamada

69



funcién tiempo-altura 7, que describe cuan lejos estad la superficie inicial S del
hiperplano de tiempo constante, y en funcién de la geometria Euclidea de la
superficie obtenida al intersecar el cono de luz pasado 2 de la superficie inicial
S con un hiperplano de tiempo constante. Esto ha sido posible formulando y
resolviendo las ecuaciones de la segunda forma fundamental cociente (ecuacién
de Ricatti) y de la métrica de Q en Minkowski, lo que nos permite reescribir la
geometria de la superficie inicial S en funcién de la proyectada a lo largo de su
cono de luz pasado.

Considerando el resultado anterior, y puesto que la geometria de cuerpos convexos
estd completamente determinada por la llamada funcion soporte h asociada a la
proyeccion de S a lo largo de su cono de luz pasado, hemos obtenido una expresion
para la desigualdad de Penrose para capas delgadas en Minkowski en funcién de
h 'y de la funcién tiempo-altura 7 de S. Usando esta forma de desigualdad de
Penrose para capas delgadas, hemos demostrado la validez en el caso particular
que la superficie S se encuentre en el cono de luz pasado de un punto en el
espacio-tiempo de Minkowski de dimension arbitraria.

La expresion para la desigualdad de Penrose para capas delgadas en términos
de la funcién soporte involucra las inversas de endomorfismos representados por
matrices de tamafio n x n. En el caso particular n = 2 (espacio-tiempo de
dimension cuatro), hemos calculado explicitamente esta inversa y hemos obtenido
una expresion explicita de la desigualdad para capas delgadas en términos de la
funcion soporte y de la funcién tiempo-altura.

En un contexto Euclideo, y dada una hipersuperficie orientable §0, hemos estu-
diado la geometria de un grafo sobre §0, y hemos obtenido las expresiones que
relacionan la primera y segunda forma fundamental del grafo con las de la hiper-
superficie base y la funcion grafo. Este resultado nos ha permitido relacionar las
dos proyecciones de S en el espacio-tiempo de Minkowski: la proyeccién en la
direccién del Killing S y la proyeccién §0 a lo largo del cono de luz pasado Q2
sobre un hiperplano de tiempo constante. Esto se ha aplicado para reescribir la
condicién de convexidad de S en términos de la geometria de la superficie convexa
§o y de la funcién tiempo-altura 7.

En un espacio-tiempo general que admite una hipersuperficie luminosa €2, hemos
obtenido las expresiones de la métrica, curvaturas luminosas extrinsecas y uno-
forma de conexion de cualquier seccidn transversa de €2 en términos de elementos
geométricos definidos en las hojas de una foliacién base asociada a un campo
vectorial luminoso futuro k dado y tangente a €2.

Hemos obtenido una férmula que da el limite de la energia de Hawking a lo largo
de flujos de cardcter general en una hipersuperficie luminosa 2 asintéticamente
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8. Conclusiones

10.

11.

12.

plana hacia el pasado en términos de la geometria de una foliaciéon base afinmente
parametrizada que tiende a esferas grandes. La expresion del cuadrivector energia-
momento de Bondi Pg asociado a la geometria base ha sido también calculado
en términos de la geometria base.

Hemos introducido la nocién de foliacién GAB a lo largo de una hipersuperfi-
cie luminosa 2 en un espacio-tiempo asintéticamente plano y que satisface la
condicion dominante de energia, y hemos obtenido una desigualdad tipo-Penrose
para cualquier seccién S de €2 que involucra el limite de la energia de Hawking a lo
largo de tal foliacion. En el caso particular en que S es una superficie débilmente
atrapada hacia el exterior, la desigualdad toma la misma forma que la desigualdad
de Penrose luminosa, pero con la energia de Bondi reemplazada por el limite de
la energia de Hawking a lo largo de la foliacién GAB. Ademas, si la foliaciéon GAB
tiende a esferas grandes, nuestra desigualdad se transforma en la desigualdad de
Penrose luminosa estandar.

Combinando los resultados anteriores con la expresidon para el limite de la energia
de Hawking a lo largo de flujos generales en hipersuperficies luminosas 2, hemos
probado la validez de una desigualdad de Penrose tipo-capa delgada en el espacio-
tiempo de Minkowski de dimensidn cuatro.

Finalmente, hemos desarrollado un método para abordar la desigualdad de Penrose
luminosa en espacio-tiempos asintdticamente planos y que satisfacen la condicién
dominante de energia, y que hemos llamado método del drea renormalizada.
Hemos hallado dos condiciones suficientes para que el método pueda aplicarse.
En el caso particular del espacio-tiempo de Minkowski de dimensidn cuatro, este
método prueba la validez de la desigualdad de Penrose para capas delgadas para
el mismo conjunto de superficies que en el Capitulod] las cuales fueron obtenidas
aprovechando propiedades del espacio-tiempo de Minkowski. Asi, el método del
area renormalizada puede considerarse una generalizacién de la tactica usada en el
Capitulo M para espacio-tiempos generales que satisfacen la condicion dominante
de energia.

Los resultados de esta tesis representan un avance importante en la comprension de Ia
desigualdad de Penrose luminosa. De hecho, algunos de nuestros resultados (definicion
de hipersuperficie luminosa asintéticamente plana y el limite general de la energia de
Hawking) han jugado un papel fundamental en un reciente acercamiento a la desigualdad
de Penrose luminosa publicado por H. Roesch [36].
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