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Introduccion

La historiografia y la filosofia de la matematica usualmente describen las reformas educativas
llevadas a cabo en Francia y los territorios germanicos durante la ultima década del siglo XVIIl y
la primera del siglo XIX de la siguiente manera: mientras que en Francia tales reformas se
realizaron tras la Revolucién Francesa, particularmente con la creacién de la Ecole polytechnique
y la Ecole normale en Paris en 1794 y 1795, respectivamente, las reformas germdnicas
comenzaron alrededor de 1810 con la fundacién de la Universitdt zu Berlin.' Esta descripcidn, si
bien acaso sea util para resumir el periodo antes mencionado cuando el interés radica en lo que
ocurrié antes —por ejemplo, el desarrollo del andlisis matematico en el siglo XVIIl- o después —
por ejemplo, el desarrollo del analisis real y la teoria de conjuntos en el siglo XIX—, ha
contribuido a una falta de comprension, cuando no a una mala compresién, de lo que ocurrié en

la matematica no sélo entre tales desarrollos sino ademas durante los propios siglos XVIIl y XIX.

Primero, mientras que a inicios del siglo XIX el territorio comprendido por el Imperio Francés era
muy similar a la Francia actual, la Alemania de hoy tiene poco que ver con los territorios
germanicos de aquella época; esto es, mientras que en cierto sentido aquellas reformas
educativas francesas tuvieron un impacto en ‘una nacién’, no puede decirse lo mismo acerca de
las reformas germanicas. Segundo, estrictamente hablando esas reformas no comenzaron en
Francia en 1794 ni en los territorios germanicos en 1810, sino antes de esas fechas. Por ultimo,
asi como el enfoque cientifico conceptual del siglo XIX (que condujo al desarrollo del analisis real
matematico y la teoria conjuntista) suele ser vinculado a esas reformas germanicas, el enfoque
cientifico utilitario (opuesto al analisis matematico del siglo XVIIlI) normalmente es asociado con
aquellas reformas francesas. Empero, como lo evidencian tanto la tradicién analitica Euleriana
como la propuesta de Bernard Bolzano, tanto si aquellas reformas educativas elogiaban la
utilidad de la geometria (en el caso de Francia) o un enfoque conceptual (en el caso de los
territorios germanicos), lo cierto es que ni aquella tradicion habia conseguido librarse de sus
raices geométricas a principios de la ultima década del siglo XVIII, ni la propuesta de Bolzano a

principios del siglo XIX puede ser considerada como el punto de partida del analisis real.

! Asi ocurre, por ejemplo, en (Struik, 1981: 14-15), (Jahnke, 1993: 266) y (Ferreirds, 2007: 4-6).



Dejando de lado lo que ocurrié con la tradicion Euleriana, en lo concerniente al andlisis
matematico moderno hoy en dia dos autores son considerados como sus pioneros, a saber,
Cauchy y Bolzano. Desde cierto punto de vista, Cauchy quizas fue “la figura mas importante en
el comienzo del analisis riguroso” (Grabiner, 1982: 2), mientras que las contribuciones de
Bolzano —“en la fundamentacion del andlisis real”— acaso “no solamente [bosquejaron] los
contornos generales de las nuevas matematicas emergentes del siglo XIX, sino que ademas
[efectuaron] el trabajo con considerable detalle” (Rusnock, 2000: 18). Aun mas, a partir de cierta
interpretacion de la obra de ambos autores, se podria afirmar que “el logro de Cauchy fue la
denominada ‘aritmetizacion’ del analisis” (Grattan-Guinness, 1970: 373), “el proyecto de colocar
la teoria de la linea real sobre un fundamento sélido, aritmético, [que] habria de ser llevado

adelante a lo largo del siglo XIX, en gran medida ajeno al trabajo de Bolzano” (Ewald, 1999: 226).

Sin embargo, al igual que con la descripcién usual de dichas reformas educativas francesas y
germanicas, hay algo erréneo en la narrativa habitual sobre las contribuciones de Bolzano al
desarrollo del analisis moderno: mientras que algunos autores que mencionan o estudian los
primeros trabajos matematicos de Bolzano son cuidadosos al vincular las propuestas contenidas
en esos trabajos con lo que posteriormente se llamaria “la aritmetizacion del analisis”, asi como
al vincular sus resultados en esos trabajos con los de autores posteriores, en especial con Karl
Weierstrass (cf. Kitcher, 1984: 191 y 263; Laugwitz, 1989: 205; Belna, 2000: 55; Moore, 2000 y
2008; Russ, 2004; Gray, 2015: 240), muchos de aquellos autores asumen ambas relaciones o al
menos la segunda de ellas. De hecho, asi como la emergencia de ambas lecturas anacrénicas
puede ser datada, a grandes rasgos, en el Imperio Aleman (Deutsches Reich) durante el ultimo
tercio del siglo XIX (en el caso de quienes asumen el vinculo entre resultados particulares) y
principios del siglo XX (en el caso de quienes asumen el vinculo entre propuestas generales), en
ambos casos se puede sefalar a ciertos matematicos germanicos como figuras clave en la

promocién de unay otra lectura, a saber, respectivamente, Karl Weierstrass y Felix Klein.

Respecto a aquella segunda lectura, Weierstrass reconocia a Bolzano como el matematico cuyo
. . s 2
trabajo (particularmente su Prueba puramente analitica, de 1817)" fue la base para el desarrollo

del llamado teorema de Bolzano-Weierstrass, teorema esencial del analisis moderno que hoy

*El titulo completo del trabajo de Bolzano es: Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes, dass zwischen je zwey Werthen, die ein
entgegengesetztes Resultat gewdhren, wenigstens eine reelle Wurzel der Gleichung liege.



dia sostiene que un conjunto infinito y limitado de numeros reales tiene un punto limite;
testimonio de ello se encuentra en las notas de clase de Weierstrass tomadas por algunos de sus
alumnos y en algunos escritos de estos y de él. Sin duda, el reconocimiento de Weierstrass
contribuyé a la idea de que aquel teorema y su prueba —enunciado y ofrecida por él- fueron de
alguna manera anticipados por Bolzano (cf. Weierstrass, 1868/1986: 79; 1874: 304; 1886: 59-63
y 238-239). No obstante, mas alld de lo enganosa que pudo resultar la narrativa del propio
Weierstrass, lo que sobre todo consolidd y propago esa idea fue: a) la importancia atribuida por
los estudiantes de Weierstrass a las referencias de éste a Bolzano y b) la lectura efectuada por
esos estudiantes de la obra de este ultimo. El “Anexo A” incluido al final de este trabajo ilustra

este argumento sobre la propagacién, consolidacidn y pervivencia de semejante lectura.

Ahora bien, en cuanto a la primera de aquellas lecturas, si bien Leopold Kronecker, por ejemplo,
se refirié a la “aritmetizacion” (arithmetisiren) del analisis y de todas las disciplinas matematicas
(cf. Kronecker, 1887: 338-339),% su propuesta no fue exactamente la misma que la de aquella
“importante tendencia matematica que”, como dijo Klein en 1895, “[tuvo] a Weierstrass como
su maximo exponente” (cf. Klein, 1896: 241): si bien ambas propuestas compartian la conviccién
en el desarrollo de las matematicas sobre la base de la aritmética de los nimeros naturales,
Weierstrass y otros pretendieron desarrollar una teoria de los nimeros irracionales, algo que al
menos en algin momento Kronecker rechazd. Asi, a partir de inicios del siglo XX fue mas
habitual identificar la propuesta de Weierstrass y otros bajo la designacidon de “aritmetizacion
del analisis” (concebida acaso la propuesta de Kronecker como una versién restrictiva de esta),
siendo incluso entonces habitual encontrar elogios hacia ella semejantes a los de Poincaré en
1900: “La matematica”, dijo, “ha sido aritmetizada. [...] Uno puede decir que actualmente se ha
alcanzado el rigor absoluto” (Poincaré, 1902: 120 y 122).* Pero fue precisamente Klein, si no el
primero en identificar a Bolzano con tal aritmetizacion, al menos aquel cuya tal identificacion se

hizo eco entre matematicos e historiadores y fildsofos de las matematicas: “Bolzano”, escribié

® Kronecker escribié: “Y yo también creo que algun dia se lograra ‘aritmetizar’ todo el contenido de todas estas disciplinas
matematicas, es decir, sobre la sola base del concepto de nimero considerado en el sentido mas restringido [esto es, en el sentido
de los nimeros naturales], eliminando asi las modificaciones y extensiones de este concepto, originadas principalmente por
aplicaciones en geometria y mecdnica” (“Und ich glaube auch, dass es dereinst gelingen wird, den gesammten Inhalt aller dieser
mathematischen Disciplinen zu ‘arithmetisiren’, d. h. einzig und allein auf den im engsten Sinne genommenen Zahlbegriff zu
grinden, also die Modificationen und Erweiterungen dieses Begriffs wieder abzustreifen, welche zumeist durch die Anwendungen
auf die Geometrie und Mechanik veranlasst worden sind”.).

* Poincaré escribié: “Il ne reste plus aujourd’hui en Analyse que des nombres entiers ou des systémes dinis ou infinis de nombres
entiers, reliés entre eux par un réseau de relations d’égalité ou d’inégalité. Les Mathématiques, comme on I'a dit, se sont
arithmétisées. [...] Or, dans I'Analyse d’aujourd’hui, quand on veut se donner la peine d’étre rigoureux, il n’y a plus que des
syllogismes ou des appels a cette intuition du nombre pur, la seule qui ne puisse nous tromper. On peut dire qu’aujourd’hui la
rigueur absolue est atteinte”.
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en sus Lecturas sobre el desarrollo de las matemdticas en el siglo XIX (Vorlesungen (iber die
Entwicklung der Mathematik im 19.Jahrhundert) publicadas péstumamente en 1926-27, “es uno

de los padres de la actual ‘aritmetizacién’ de nuestra ciencia” (Klein, 1826: 56).°

Como se muestra en el “Anexo B” de este trabajo, ain es comun la inclusién de Bolzano entre
los matematicos que abogaron por la aritmetizacion Weierstrassiana del andlisis, dos siglos
después de la publicacidon en Praha de su Prueba puramente analitica. Por el contrario, el Curso
de andlisis (Cours d’Analyse) de Cauchy, publicado cuatro afios después en Paris, no sélo fue mas
conocido durante el siglo XIX, sino que ademads ha sido mas ampliamente estudiado desde
entonces. Como consecuencia, se sostiene aqui, tanto la propuesta general, como los resultados
particulares contenidos en los primeros trabajos matematicos de Bolzano (1804-1817),
contindan siendo malinterpretados: en 1817 las nociones y practicas matematicas de Bolzano, si
bien dejaban entrever preocupaciones y caracteristicas innovadoras, eran muy diferentes de las
nociones y practicas Weierstrassianas aritmetizadoras venideras, en la medida en que la obra de

Bolzano aun tenia rasgos esenciales de una concepcidon semantico-ontoldgica del andlisis.

De hecho, la lectura de Bolzano como un matematico de transicidn, esto es, uno cuyos primeros
trabajos de cierta manera se orientaban hacia el terreno en el cual fue desarrollado el andlisis
real del siglo XIX, pero que a la vez tenia profundas raices en concepciones y practicas heredadas
gue eran comunes entre matematicos germanicos de c. 1800, estd estrechamente vinculada a lo
dicho al principio de esta introduccion sobre la narrativa sesgada de las reformas educativas
germanicas a principios del siglo XIX. Tanto si se estudia cuidadosamente lo que ocurrid en las
matematicas germanicas medio siglo después de 1817 (digamos, hasta c. 1872), como medio
siglo antes de 1804 (digamos, desde c. 1750), tal rol de Bolzano queda sustentado. Empero,
dado que el punto de llegada de esta tesis son los trabajos de Bolzano de 1804-1817, la atencién
se centrard en las generaciones de matematicos germanicos previas a Bolzano, asi como en los
vinculos y diferencias entre ellos y éste. Mas especificamente, el interés aqui radica en la obra
de los matematicos germanicos de la segunda mitad del siglo XVIIl, mismos que generalmente

son pasados por alto por los matematicos e historiadores y filésofos de la matematica.

® Klein escribié: “Diese Punkte wurden erst 1817 durch die Schrift von B. Bolzano 'Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes, dass
zwischen je zwey Werthen, die ein entgegengesetztes Resultat gewdhren, wenigstens eine reelle Wurzel der Gleichung liege' (Prag, =
Ostw. Klass. 153) erledigt, der damit auch Uber die spateren Entwicklungen von Cauchy hinausgegangen ist. Bolzano ist einer der
Vater der eigentlichen 'Arithmetisierung' unserer Wissenschaft”.

11



Justamente, mas alla de las practicas y los conceptos matemdticos implicitos en los primeros
trabajos matematicos de Bolzano, sus fuentes matematicas explicitas refuerzan dos principales
tesis —entrelazadas— de este trabajo. Asi, mientras que hasta 1817 Bolzano cita sobre todo a
matematicos germanicos (una vasta mayoria) y franceses, y en menor medida a britanicos y
griegos antiguos, claramente se puede distinguir entre ellos a tres grupos de acuerdo a su
conexion con cierta tradicién o escuela: a) la tradicion Newtoniana (Newton vy, por ejemplo,
John Colson, Samuel Horsley, Thomas Simpson, William Sewell y John Landen); b) la tradicidon
francesa (Euler y, por ejemplo, Simon Antoine Jean L’Huilier, Johann Castillon, Alexis Claude
Clairaut, Jean-Baptiste le Rond d’Alembert, Jean-Baptiste d’Estienne du Bourguet, Francois
Daviet de Foncenex, Pierre-Simon Laplace, Adrien-Marie Legendre, Sylvestre Francgois Lacroix y
Joseph-Louis Lagrange); y c) la denominada escuela combinatoria de Hindenburg (Hindenburg vy,
por ejemplo, Heinrich August Rothe, Georg Simon Kligel y Johann Friedrich Pfaff). Empero,
mientras que tales referencias de Bolzano a los autores pertenecientes a los dos primeros
grupos fueron en su mayoria menciones aisladas,® sus referencias a Hindenburg y Klugel, asi
como a diversos matematicos germanicos,’” sobre todo de la segunda mitad del siglo XVIII y
principios del siglo XIX, pone de manifiesto la importancia de estos (especialmente de aquellos

inmediatamente previos) en el desarrollo de su propuesta matematica temprana.

Asi, hay algo especialmente llamativo en lo concerniente a las fuentes germanicas de Bolzano:
junto con Wolff (uno de los filésofos y matematicos mas influyentes del siglo XVIIl) y Kant (un de
los fildsofos germanicos mas influyentes a principios del siglo XIX), Bolzano se refiere sobre todo
a matematicos que en su mayoria ni eran seguidores de aquel filésofo, ni habian sido educados
conforme a las ideas de aquel matematico. Indudablemente, esos autores germanicos a los que
Bolzano se refiere con mayor frecuencia que a otros no fueron ajenos a las ideas y obras de
Wolff y Kant, pero su acercamiento a las matematicas estuvo moldeado por las obras e ideas de

otros autores. Algo que, si bien dependid de la regidn y época en que se formaron, tuvo a sus

® De hecho, el grueso de ellos sélo aparecen nombrados ya sea en la lista que autores incluida al inicio del prefacio de su trabajo
sobre el teorema del binomio de 1816 (cf. Bolzano, 1816: Ill-IV), o en la lista de autores incluida al inicio del prefacio a su primer
trabajo de 1817 (cf. Bolzano, 1817B: 3y 5).

7 Los matematicos germanicos cuya referencia en la obra temprana de Bolzano va més alld de una mera mencién son: Christian
Wolff, Abraham Kastner, Johann Schultz, Immanuel Kant (fildsofo), Johann Andreas Christian Michelsen, Georg Simon Kliigel, Carl
Friedrich Hindenburg, Karl Christian von Langsdorf, Johann Heinrich Lambert, August Leopold Crelle, Johann Carl Friedrich Gauss,
Johann Friedrich Gensichen, Ernst Platner y Ernst Gottfried Fischer. Mientras que la lista de sus fuentes germanicas la completan
Bendavid, Karl Friedrich August Grashof, Franz Anton Ritter von Spaun, (Joseph-Louis Lagrange), Jakob Hermann, Leonhard Cochius,
Christian Gottlieb Selle, Franz Ulrich Theodor Aepinus, Johann Andreas von Segner, Karl Scherffer, Wenceslaus Johann Gustav
Karsten, Johann Friedrich Pfaff, Heinrich August Rothe, Christian Lebrecht Rosling, Mathias Metternich, Friedrich Gottlieb von Busse,
Christian Friedrich Kausler, Janos Pasquich, Friedrich Wilhelm Jungius, Karl Christian Friedrich Krause y Gottlob Nordmann.
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figuras clave en Kastner, Karsten y Segner, los profesores de matematicas en las universidades
de Gottingen y Halle. Ellos tres y sus respectivos maestros de matematicas, en cambio, si se
formaron durante el apogeo de la influencia de Wolff, si bien, conforme a la tesis aqui

defendida, no deben ser considerados como meros propagadores de las ideas de este.

Es verdad que entonces los trabajos mas conocidos de Kastner, Karsten y Segner eran sus libros
de texto, asi como en algunos casos sus traducciones de trabajos de autores extranjeros, por lo
que su influencia sobre las nuevas generaciones tuvo que ver ante todo con concepciones y
practicas matematicas generales y no tanto con resultados o desarrollos particulares. Pero, asi
como Bolzano no repitié meramente lo que heredd, esos tres autores tampoco lo hicieron.® Mas
aun, asi como los trabajos de esos tres matematicos no fueron simplemente “versiones mas
populares y legibles [de la obra de Wolff]” (Bullynck, 2006: 4), como se suele contar, ellos
paulatinamente introdujeron modificaciones significativas en sus trabajos que los alejaron cada

vez mas de ideas de Wolff aun presentes en los trabajos de éste de la década de 1740.

Ese ultimo punto es relevante, dado la idea generalizada sobre el estancamiento de las
matematicas germanicas durante la segunda mitad del siglo XVIIl. Mientras que a lo largo del
siglo pasado se pueden encontrar menciones aisladas sobre algunos aspectos de los trabajos
matematicos de esos tres autores (cf. Cantor, 1904; Cajori, 1913 y 1923; Fellmann, 1983; Clewis,
2015), lo cierto es que existen pocos estudios enfocados —al menos parcialmente— en ellos. El
trabajo de Gert Schubring (2005), asi como otros trabajos recientes, entre ellos (Kleinert, 2002) y
(Bullynck, 2006 y 2013), son las excepciones. Debido a su estudio detallado y extenso de las
nociones de cantidad y nimero entre los matematicos franceses y germanicos del siglo XVIII, el
libro de Schubring ha de ser considerado la principal referencia en el tema. De hecho, muchos
de los autores cuyo trabajo es abordado en el capitulo B del presente trabajo, también son
estudiados por Schubring y, por ende, el analisis ofrecido aqui de dichos autores ha de ser

entendido como una contribucién al trabajo de él y a los otros estudios existentes.

La investigacién de Schubring aborda el desarrollo del analisis matematico en los siglos XVII,

XVl y XIX, sobre todo en Francia y Alemania y enfocado en el desarrollo de los conceptos de

¥ Lo mismo puede decirse de Wolff pero ello va mas alld de los alcances de este trabajo, por lo que habra de bastar esta nota a pie
de pégina para evitar que en este punto se atribuya el mismo error que aqui se esta criticando. Asi, a lo largo de este trabajo las
ideas de Wolff que son mencionadas son atribuidas al afio especifico de la obra citada.
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numeros negativos y cantidades infinitamente pequefias. Como aqui, él presta especial atencion
a los libros de texto, dado que “ofrecen buenos indicadores respecto al horizonte conceptual de
un cierto periodo y cultura” (Schubring, 2005: 7). A Bullynck, por su parte, le interesa el estado
de las matematicas Germanicas a finales del siglo XVIII y principios del XIX “en la educacién
elemental y superior”, asi como en “las formas de mediaciéon y comunicacidon que acompafiaron
y prepararon el camino para las revistas especializadas en matematicas” (Bullynck, 2006 y 2013).
Esta tesis comparte con ambos trabajos tales intereses y algunas elecciones metodoldgicas, si
bien aqui el interés radica en las nociones basicas de nimero y cantidad durante la ultima parte
del siglo XVIII, para asi comprender mejor el surgimiento de la nocion pre-moderna de numero

entre los matematicos germanicos, en particular en la obra matematica temprana de Bolzano.

La comprension de la evolucién de las ideas matematicas de Kastner, Karsten y Segner, se
sostiene aqui, contribuye a su vez a comprender el panorama matematico germanico de finales
del siglo XVIII e inicios del XIX. Los vinculos entre Kastner, el matematico mas influyente de
aquellos tres, y la escuela combinatoria de Hindenburg, asi como entre ésta y Lagrange, no son
fortuitos, si bien en ultima instancia tales proyectos eran diferentes, como lo eran sus nociones
y procedimientos subyacentes. Pero, al mismo tiempo, tal comprension de la matematica
germanica a principios del siglo XIX es de suma importancia para analizar algunos aspectos clave

de los trabajos matematicos de Bolzano de 1804-1817.

Finalmente, establecidos los momentos de llegada (1817) y de partida (c. 1750), el territorio (las
matematicas germanicas) y la ruta a seguir (de Gottingen y Halle a Praha), asi como explicadas
las razones para tales elecciones, ¢donde comenzar, en términos geograficos, esta tesis sobre el
desarrollo germanico de la nocidn pre-moderna de nimero? El trabajo del agrimensor consiste
precisamente no sélo en delimitar el territorio y estudiarlo, sino también en fijar un punto de
partida adecuado para la éptima consecucién del trabajo: “K. se detuvo durante un largo tiempo
en el puente de madera que conducia desde el camino hasta la aldea, mirando lo que parecia
ser un vacio” (Kafka, 2009: 5). Como consecuencia, y dada la situacion politica de los territorios
germanicos durante ese periodo, el punto de partida estard a medio camino entre el Reino de
Prussia (Kénigreich Preufien) y el Archiducado de Austria (Erzherzogtum Osterreich), las dos
partes constituyentes mas importantes del Sacro Imperio Romano en ese momento (mismo que

entonces comprendia la mayoria de los territorios germanicos), a saber, Silesia (Schlesien).
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Introduction

The historiography and philosophy of mathematics usually characterize the educational reforms
undertaken in France and the Germanic territories during the last decade of the 18" century and
the first decade of the 19" century as follows: while in France such reforms were carried out
after the French Revolution and in particular with the creation of the Ecole polytechnique (in
1794) and the Ecole normale (in 1795) in Paris, the Germanic reforms began around 1810 with
the foundation of the Universitdt zu Berlin.? This characterization, although it might be useful to
summarize the aforementioned period when the interest lies in what happened before —e.g. the
development of mathematical analysis in 18" century— or later —e.g. the development of real
analysis and set theory in 19" century—, has contributed to a lack of awareness, if not a
misunderstanding, of what happened in mathematics not only in between such developments

but also during the 18" and 19" centuries.

To begin with, even though at the beginning of the 19" century the territory comprised by the
French Empire (Empire Frangais) was very similar to modern-day France, 21*" century Germany
has little to do with the Germanic territories of that time; that is, while in a sense it can be said
that those French educational reforms had an impact on a ‘whole nation’, the same cannot be
said about the Germanic. Secondly, strictly speaking those reforms did not begin in 1794 in
France, nor in 1810 in the Germanic territories but in both cases before those dates. Finally, just
as the scientific conceptual approach (that led to the development of real mathematical analysis
and set theory) is usually linked to those Germanic reforms, the scientific utilitarian approach
(opposed to 18" century mathematical analysis) is normally associated with those French
reforms. However, as evidenced by both the Eulerian analytical tradition and Bernard Bolzano’s
proposal, whether those educational reforms praised highly the usefulness of geometry (in the
case of France) or a more conceptual approach (in the case of Germanic territories), the fact is
that neither that tradition had managed to rid of the geometrical roots of mathematical analysis
by the beginning of last decade of the 18" century, nor Bolzano’s proposal at the beginning of

the 19" century can be considered the starting point of real analysis.

° This is the case in, for example, (Struik, 1981: 14-15), (Jahnke, 1993: 266) and (Ferreirds, 2007: 4-6).
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Leaving aside what happened with the Eulerian tradition, with regard to modern mathematical
analysis nowadays two authors are commonly considered as its pioneers, namely, Cauchy and
Bolzano. From a certain perspective, Cauchy perhaps was “the most important figure in the
initiation of rigorous analysis” (Grabiner, 1982: 2), while Bolzano’s contributions —“in the
foundations of real analysis”— might have “not only [sketched] the general contours of the
emerging new mathematics of the nineteenth century, but also [carried] the work out in
considerable detail” (Rusnock, 2000: 18). Even more, from a certain interpretation of the works
of those two authors someone could state that “Cauchy’s achievement was the so-called
‘arithmeticisation’ of analysis” (Grattan-Guinness, 1970: 373), “the project of putting the theory
of the real line on a solid, arithmetical foundation [which] was to be carried forward, largely in

ignorance of Bolzano’s work, throughout the nineteenth century” (Ewald, 1999: 226).

Nevertheless, as with the common description of the above-mentioned French and Germanic
educational reforms, there is something fundamentally wrong in the usual narrative on the
contributions of Bolzano to the development of modern analysis: while some of the authors that
mention or study the early mathematical works of Bolzano are wary of linking the proposals
contained in those works to what would later be called the “arithmetization of analysis”, as well
as to link the results in them with the ones of later authors, especially Karl Weierstrass (cf.
Kitcher, 1984: 191 & 263; Laugwitz, 1989: 205; Belna, 2000: 55; Moore, 2000 & 2008; Russ,
2004; Gray, 2015: 240), many of those authors either assume this second relation or both of
them. Indeed, the emergence of both readings can be roughly dated during the last third of the
19" century (for those who assume that link between particular results) and the early 20"
century (for those who assume that link between general proposals), and in both cases it is
possible to point out certain Germanic mathematicians as key figures in the promotion of each

reading, scilicet, Karl Weierstrass and Felix Klein.

Concerning the second of those readings, it is known that Weierstrass acknowledged Bolzano as
the mathematician whose work (particularly his Purely Analytic Proof, from 1817)* was the
basis for the development of the so-called Bolzano-Weierstrass theorem, an essential theorem

of modern analysis which nowadays states that an infinite and bounded set of real numbers has

' The full title of Bolzano’s text is: Purely Analytic Proof of the Theorem, that between any two Values which give Results of Opposite
Sign, there lies at least one real Root of the Equation (Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes, dass zwischen je zwey Werthen, die
ein entgegengesetztes Resultat gewdhren, wenigstens eine reelle Wurzel der Gleichung liege).
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a limit point; evidence of this is found both in notes of Weierstrass’ lectures taken by his
students, as well as in some works of these ones and him. Undoubtedly, Weierstrass’ own
recognition of Bolzano contributed to the idea that the theorem —enunciated by Weierstrass—
and its proof —provided by Weierstrass— were somehow anticipated by Bolzano (cf. Weierstrass,
1868/1986: 79; 1874: 304; 1886: 59-63 & 238-239). However, beyond the fact that Weierstrass’
narrative was misleading, what mainly consolidated and spread that idea was: a) the importance
given by the students of Weierstrass to his reference to Bolzano and b) the reading made by
those students of the latter’s work. The table included at the end of this work as “Annex A”

illustrates this argument on the propagation, consolidation and prevalence of such a reading.

As to the first of those readings, although Leopold Kronecker, for example, talked about the
“arithmetization” (arithmetisiren) of analysis and all mathematical disciplines (cf. Kronecker,
1887: 338-339)," his proposal was not entirely the same as that advocated by that “important
mathematical tendency which”, as Klein said in 1895, “[had] as its chief exponent Weierstrass”
(cf. Klein, 1896: 241): while both proposals shared the conviction in the development of
mathematics on the basis of the arithmetic of natural numbers, Weierstrass and others
intended to develop a theory of irrational numbers, something that at least at some point
Kronecker rejected. Thus, from the early 20" century onwards it became increasingly common
to identify the proposal of Weierstrass and others under the designation of “arithmetization of
analysis” (conceived in any case Kronecker’s proposal as a restrictive version of this one), and to
celebrate it as Poincaré did in 1900: “Mathematics”, he said, “has been arithmetized. [...] One
can say that nowadays absolute rigor has been achieved” (Poincaré, 1902: 120 & 122).? But it
was Klein, if not the first author to identify Bolzano with such arithmetization, at least the first
one whose identification of this mathematician with that project was echoed among
mathematicians and historians and philosophers of mathematics: “Bolzano”, he wrote in his

Lectures on the Development of Mathematics in the 19thcentury (Vorlesungen iiber die

! Kronecker wrote: “And | also believe that someday it will be achieved to ‘arithmetize’ the whole content of all these mathematical
disciplines, i. e. on the sole basis of the concept of number taken in the narrowest sense [that is, in the sense of natural numbers], so
to strip away the modifications and extensions of this concept, which have mostly been caused by the applications in geometry and
mechanics” (“Und ich glaube auch, dass es dereinst gelingen wird, den gesammten Inhalt aller dieser mathematischen Disciplinen zu
‘arithmetisiren’, d. h. einzig und allein auf den im engsten Sinne genommenen Zahlbegriff zu griinden, also die Modificationen und
Erweiterungen dieses Begriffs wieder abzustreifen, welche zumeist durch die Anwendungen auf die Geometrie und Mechanik
veranlasst worden sind.”).

 poincaré wrote: “Il ne reste plus aujourd’hui en Analyse que des nombres entiers ou des systémes dinis ou infinis de nombres
entiers, reliés entre eux par un réseau de relations d’égalité ou d’inégalité. Les Mathématiques, comme on I'a dit, se sont
arithmétisées. [...] Or, dans I'Analyse d’aujourd’hui, quand on veut se donner la peine d’étre rigoureux, il n’y a plus que des
syllogismes ou des appels a cette intuition du nombre pur, la seule qui ne puisse nous tromper. On peut dire qu’aujourd’hui la
rigueur absolue est atteinte.”
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Entwicklung der Mathematik im 19.Jahrhundert) published posthumously in 1926-27, “is one of

the fathers of the current ‘arithmetization’ of our science” (Klein, 1826: 56).*

As shown in “Annex B” table, it is still common to include Bolzano among the mathematicians
who advocated for Weierstrass’ arithmetization of analysis, despite the fact that two centuries
have passed since the publication of his Purely Analytic Proof in Prague. On the contrary,
Cauchy’s Course of Analysis (Cours d’Analyse), published four years later in Paris, not only was a
much better known work during the 19" century, but also since then has been more widely
studied. As a consequence, according to the thesis here defended, both the general proposal
and the particular results contained in Bolzano’s early works (1804-1817) continue to be
misread: by 1817 Bolzano’s mathematical notions and practices, though they hinted some
ground-breaking concerns and features, were heavily deviant from later Weierstrassian
arithmetizing notions and practices, insofar as Bolzano’s work still had essential traits of a

semantic-ontological conception of analysis.

In fact, Bolzano’s account as a transitional mathematician, that is, as one whose early works
were aimed in some way towards the land on which the 19" century real analysis was
developed, yet deeply rooted in inherited views and practices which were common among
Germanic mathematicians around 1800, is a thesis closely linked to the one stated at the outset
on the biased narrative of Germanic educational reforms of the early 19" century. Whether it is
carefully studied what happened in Germanic mathematics around half a century after 1817 (up
to c. 1872), as around half a century before 1804 (since c. 1750), Bolzano’s role as a transitional
author is sustained. But, since the arrival point in this thesis is precisely the work of Bolzano
from 1804-1817, the focus here lies in the previous generations of Germanic mathematicians
and the links and differences between them and Bolzano. More specifically, the interest rests on
the Germanic mathematicians of the second half of the 18" century, those who have generally

been overlooked by mathematicians and historians and philosophers of mathematics.

2 Klein wrote: “Diese Punkte wurden erst 1817 durch die Schrift von B. Bolzano 'Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes, dass
zwischen je zwey Werthen, die ein entgegengesetztes Resultat gewdhren, wenigstens eine reelle Wurzel der Gleichung liege' (Prag, =
Ostw. Klass. 153) erledigt, der damit auch Uber die spateren Entwicklungen von Cauchy hinausgegangen ist. Bolzano ist einer der
Vater der eigentlichen 'Arithmetisierung' unserer Wissenschaft.”
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Precisely, beyond the mathematical concepts and practices implicit in Bolzano’s early
mathematical works, his explicit mathematical sources reinforce two main —intertwined— theses
of this work. That way, while until 1817 he primarily quoted Germanic (a vast majority) and
French mathematicians, and to a lesser extent British and ancient Greek ones, among them
three groups can be clearly defined according to their connection to a certain tradition or
school: a) the Newtonian tradition (Newton and, for example, John Colson, Samuel Horsley,
Thomas Simpson, William Sewell, John Landen); b) the French tradition (Euler and, for example,
Simon Antoine Jean L’Huilier, Johann Castillon, Alexis Claude Clairaut, Jean-Baptiste le Rond
d’Alembert, Jean-Baptiste d’Estienne du Bourguet, Francois Daviet de Foncenex, Pierre-Simon
Laplace, Adrien-Marie Legendre, Sylvestre Francois Lacroix, Joseph-Louis Lagrange); and c) the
so-called Hindenburg’s combinatorial school (Hindenburg and, for example, Heinrich August
Rothe, Georg Simon Kliigel, Johann Friedrich Pfaff). However, while the references by Bolzano to
authors of the first groups were mostly isolated ones,** his references to Hindenburg and Klugel,
as well as to several Germanic mathematicians (mainly from the second half of the 18" century
and the early 19" century),” highlight the importance of these mathematicians and especially of

those immediately prior to him in the development of his early mathematical proposal.

Furthermore, there is something outstanding with regard to Bolzano’s Germanic sources: along
with Wolff (one of the most influential philosophers and mathematicians of the 18" century)
and Kant (one of the most influential Germanic philosophers by the early 19" century), Bolzano
referred mainly to mathematicians who for the most part were not followers of that
philosopher, nor strictly had they been educated under the ideas of that mathematician.
Undoubtedly, those Germanic authors were not stranger to the ideas and works of Wolff and
Kant. However, their education was mediated by the works of other auhors. This depended on
the region and epoch, but the key figures during that period were Kastner, Karsten and Segner,

the math teachers at the leading universities of Gottingen and Halle who, along with their math

' As a matter of fact, most of them are only named in the list of authors included at the beginning of his 1816 work on the binomial
theorem (cf. Bolzano, 1816: IlI-1V) or in the one included at the beginning of his Purely Anlytic Proof (cf. Bolzano, 1817B: 3 & 5).

** The Germanic mathematicians whose mention in Bolzano’s early mathematical works is not an isolated one are: Christian Wolff,
Abraham Kastner, Johann Schultz, Immanuel Kant (philosopher), Johann Andreas Christian Michelsen, Georg Simon Kligel, Carl
Friedrich Hindenburg, Karl Christian von Langsdorf, Johann Heinrich Lambert, August Leopold Crelle, Johann Carl Friedrich Gauss,
Johann Friedrich Gensichen, Ernst Platner and Ernst Gottfried Fischer. A list (of his Germanic sources) that is completed by: Lazarus
Bendavid, Karl Friedrich August Grashof, Franz Anton Ritter von Spaun, (Joseph-Louis Lagrange), Jakob Hermann, Leonhard Cochius,
Christian Gottlieb Selle, Franz Ulrich Theodor Aepinus, Johann Andreas von Segner, Karl Scherffer, Wenceslaus Johann Gustav
Karsten, Johann Friedrich Pfaff, Heinrich August Rothe, Christian Lebrecht Rosling, Mathias Metternich, Friedrich Gottlieb von Busse,
Christian Friedrich Kausler, Janos Pasquich, Friedrich Wilhelm Jungius, Karl Christian Friedrich Krause and Gottlob Nordmann.
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teachers, did grow during the heyday of Wolff's influence, though they were not mere

propagators of this latter’s ideas.

It is true, on the one hand, that by then the best known works of Kastner, Karsten and Segner
were their textbooks, as well as in some cases their translations of the works of foreign authors,
and so their influence on the next generations had to do primarily with general conceptions and
practices and not so much with particular mathematical results or developments. But, just as
Bolzano did not merely repeat what he inherited, those three mathematicians did not either.'®
Moreover, just as the works of those three mathematicians were not merely “more popular and
readable version[s] [of Wolff's work]” (Bullynck, 2006: 4), as it is commonly told, they gradually
introduced significant modifications in their works, which increasingly drove them away from

certain ideas of Wolff that were still present in this one’s works of the 1740s.

The latter point is crucial to note, given the widespread idea about the state of stagnation of
Germanic mathematics during the second half of the 18" century. While isolated mentions on
some relevant aspects of the mathematical works of those three authors can be found all
throughout the last century (cf. Cantor, 1904; Cajori, 1913 & 1923; Fellmann, 1983; Clewis,
2015), there are few studies focused —at least partially— on them. The exception to this is the
excellent work of Gert Schubring (2005), as well as some other recent works, such as (Kleinert,
2002) and (Bullynck, 2006 & 2013). Because of its extensive and detailed study of the notions of
guantity and number among French and Germanic mathematicians of the 18" century, the book
of Schubring must be considered the main reference in the subject. Indeed, many of the authors
whose work is discussed here in chapter B are studied by Schubring and thus the analysis

offered here of those authors aims to contribute to his work and the other existing studies.

Schubring’s investigation treats the development of mathematical analysis mostly in France and
Germany, with special focus on the development of the concepts of negative numbers and
infinitely small quantities throughout the 17", 18™ and 19" centuries. Just like we do here, he
pays special attention to textbooks, since “they yield good indicators as to the intended

conceptual horizon of a certain period and culture” (Schubring, 2005: 7). Bullynck, on the other

' The same can be said about Wolff but this goes beyond the scope of this work, so this footnote shall suffice to avoid the mistake
that is being criticized here. Thus, throughout this work the ideas of Wolff that are mentioned are attributed to the specific year of
the quoted work.
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hand, is interested in the state of Germanic mathematics in the late 18" and early 19" century,
"both on a level of elementary and higher education”, and in “the forms of mediation and
communication that accompanied and prepared the way for specialised mathematical journals”
(Bullynck, 2006 & 2013). This dissertation shares with both works such interests and some
methodological options, but the focus here is placed on the basic notions of numbers and
guantities during the last part of the 18" century, in order to better understand the emergence
of the pre-modern notion of number among Germanic mathematicians, particularly in the early

work of Bolzano.

On the one hand, understanding the evolution of the mathematical ideas and practices of
Kastner, Karsten and Segner in turn contributes to a better understanding of the Germanic
mathematical panorama by the end of the 18" century and the beginning of the 19" century.
The links between Kastner, the most influential of those mathematicians, and the so-called
Hindenburg’s combinatorial school, as well as the links between this school and Lagrange, are
not fortuitous, although ultimately the project of each of them was different, as different were
some of their procedures and underlying notions. Whereas, on the other hand but coupled with
that, understanding the state of things in Germanic mathematics in the early 19" century is of
utmost importance for a careful examination of some key aspects of Bolzano’s mathematical

works of 1804-1817.

Finally, once established the arrival (1817) and departure (c. 1750) times, the territory (the
Germanic mathematics) and the way forward (from Gottingen and Halle to Prague), as well as
explained the reasons for such decisions, last but not least, where to begin (geographically) this
thesis on the Germanic development of the pre-modern notion of number? The work of the
land surveyor is not only to delimit the territory and study it, but also to set a geographical point
of departure suitable for the optimal completion of his work: “K. stood on the wooden bridge
leading from the road to the village for a long time, looking up at what seemed to be a void”
(Kafka, 2009: 5). As a consequence, and given the political situation in the Germanic territories
during that period, starting point here will be a halfway territory between the Kingdom of
Prussia (Kénigreich Preufien) and the Archduchy of Austria (Erzherzogtum Osterreich), the two
most important constituent parts of the Holy Roman Empire by that time (which then comprised

most of the Germanic territories), namely, Silesia (Schlesien).
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Conclusions

The opening lines of Dedekind’s work of 1872, Continuity and Irrational Numbers (Stetigkeit und
irrationale Zahlen), the one in which he presented his definition of real numbers, are devoted to
explain the origin of that work: in preparing his lessons on differential calculus at the beginning
of his career as a teacher (1858), he wrote, he had to rely “on geometrical evidence” “in the
notion of the approximation of a variable quantity to a fixed limit value”, something didactically
acceptable but lacking in “scientificity” (Wissenschaftlichkeit) (Dedekind, 1872: 9).%* In addition
to which, sixteen years later, in the preface to What are the numbers and what are they for?
(Was sind und was sollen die Zahlen?), he pointed out that, as he had already shown in his
aforementioned work, the “gradual extension of the concept of number” (die shrittweise
Erweiterung der Zahlbegriffes) could be carried out without using “foreign ideas” (fremdartiger

Vorstellungen), such as “measurable quantities” (messbaren Gréssen) (Dedekind, 1888: X).

Dedekind’s standpoint was that of a 19" century Germanic mathematician who proposed
arithmetization of analysis but arrived there independently of Weierstrass, that is, without the
influence of the author who traditionally is regarded as the key figure in that project. As
mentioned in the introduction, even though Kronecker, for example, also proposed a sort of
arithmetization, he did not take the steps given by Dedekind, Weierstrass and many other
mathematicians, including students of the latter such as Cantor and Heine. Precisely, probably
due to the impact of Weierstrass on new generations, as well as due to his temporal
preeminence over those other authors, the traditional way of speaking identifies the
arithmetizing project with Weierstrass’ proposal. But it should not be forgotten that just as the
usual way of speaking of ‘arithmetization’ rules out some proposals that shared some key
features with the Weierstrassian, it also makes blurry the differences between this latter and

some others.

*? Dedekind wrote: “Bei dem Begriffe der Anniherung einer veranderlichen Grésse an einen festen Grenzwerth und namentlich bei

dem Beweise des Satzesm dass jede Grosse, welche bestdndig, aber nicht Gber alle Grenzen wachst, sich gewiss einem Grenzwerth
ndhern muss, nahm ich meine Zuflucht zu geometrischen Evidenzen.”
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That said, it is true that ‘arithmetization’ of analysis entailed a detachment from geometric
foundations whose crucial step during the 19" century was, precisely, the abandonment of such
a notion of quantity and the embracement of a purely mathematical domain of objects, namely,
numbers. A domain, it must be stressed, which was required to be a given continuous one, but
static. From this perspective, the set of real numbers was not only infinite in the sense of not
having a last member, as for example the set of natural numbers, but also infinite inasmuch as
its de facto given members could measure any given quantity and thus correspond to any
ordinary quantity. That way, the core notion of variable quantity was eventually replaced by
syntactic variables (i.e. a character that represents a number) and functions of a real variable
(i.e. functions within the real domain), while the real domain was conceived statically and

characterized as totally ordered, dense and continuous.

Nonetheless, all that was only achieved through a long process whose strict periodization simply

cannot be established.?°

As denounced by Dedekind, even in the 1870s there were still in —
modern— real analysis some remnants of foreign ideas to it, which can even be found, for
example, in the works of Weierstrass and Cantor: during that decade, both authors still used the
appellative “numerical quantities” (Zahlengréssen) to refer to rational and irrational numbers
within a pretty modern abstract conception (cf. Cantor, 1872/1932: 97; Weierstrass, 1878/1988:
7, 8 & 40), even though it evoked a previous understanding of mathematics as the science of
discrete and continuous quantities which was still present in the mid-19" century (cf. Hoffmann,
1864: 144; Ferreirés, 2007: 42). That way, the work of Weierstrass himself, the author

historically regarded as the chief exponent of the proposal nowadays commonly identified with

‘the arithmetization of analysis’, is evidence of the aforementioned process.

More importantly for the objectives of this thesis, in a sense Bolzano’s early mathematical work
is also evidence of that process, though in a different way from that of Weierstrass. This means
that, despite the fact that, from c. 1900 onwards, that work of Bolzano (in particular his Purely
Analytic Proof) has been interpreted as an isolated and largely ignored antecedent of that
arithmetizing project and of Weierstrassian procedures and notions, this was not the case.
Instead, what a careful reading of that work seems to show is the Germanic transition towards a

pre-modern notion of number, that is, a transition towards the Germanic mathematical scenario

*° However, attempts can be made to establish a certain periodization, as is done, for example, in (Ferreirés, 2016: 216ff.).
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that without specifically anticipating that later project and those later notions and procedures,
preceded them. So, while all those proposals undoubtedly shared common traits, this was not
because the one of Bolzano was in the line of the later ones, but rather because Weierstrass and
others developed their proposals on the ground plowed by Bolzano and other mathematicians.
Which is not just a matter of drawing a line to distinguish what happened before and after:
Bolzano’s early mathematical work was pre-Weierstrassian and not proto-Weierstrassian since it
still featured traits of mathematical notions (of quantities and numbers) and practices that were

heavily deviant from the Weierstrassian and later ones.

Even more, those works of Bolzano represent a sort of confluence of two core ideas that shaped
Germanic mathematics during the second half of the 18" century and the beginning of the 19"
century: strictly speaking, zero and infinitesimals could not be considered quantities and
numbers were only the —positive— whole ones. Bolzano was very clear about this in his 1816
work on the binomial theorem: he talked about “the self-contradictory [concept] of infinitely
small quantities”; he wrote that it was “possible to divide by every finite (i.e. actual) quantity,
but never by a zero (i.e. by nothing)”; and he referred to an exponent n that could denote a
“whole number, [and] also a fractional, irrational or negative quantity” (cf. Bolzano, 1816: XI &
2). Or, as he wrote in his Paradoxes of the Infinite (Paradoxien des Unendlichen), published
posthumously in 1851: “[If] the multitude of all numbers is infinite (the set of all the so-called
natural or whole) [...], then so is the multitude of quantities [...] an infinite one. [For] not only all
numbers are also quantities, but [...] the fractions [...] and the so-called irrational expressions

[...] denote quantities” (Bolzano, 1851: 20-21).%*"

On the one hand, it is true that Bolzano’s standpoint in Paradoxes of the Infinite was not exactly
the same as that in his works of 1804-1817 but, on the other hand, it is also true that one and
the other were not exactly the same as the views of his Germanic mathematical predecessors.
As explained and shown in the second chapter of this work, throughout the second half of the
18" century Germanic mathematicians were taught mathematics in a post-Wolffian context. In

other words, those mathematicians grew up in a context in which, although in general Wolff's

' Bolzano wrote: “die Menge aller Zahlen (der sogenannten natiirlichen oder ganzen [...]) unendlich sei. [...] Ist die Menge der

Zahlen (namlich der sogenannten ganzen Zahlen) unendlich: so ist um so gewisser die Menge der GréRen (nach der § 6 und
Wissenschaftslehre § 87 vorkommenden Erklarung) eine unendliche. Denn jener Erklarung zufolge sind nicht nur alle Zahlen zugleich

. . . . . . . 112 1 . . .
auch GroRen, sondern es gibt noch weit mehr GréRen als Zahlen, weil auch die Bruche;,;,;,;, ..., ingleichen die sogenannten

irrationalen Ausdriicke ﬁ, 3\/E, ..., T, €, ..., GroRen bezeichnen.”
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philosophy and mathematical method did not undergo profound modifications, some
mathematical notions and practices were increasingly different from those that at least at some
point —if not always— Wolff defended. Thus, while at the Académie Royale des Sciences et Belles
Lettres of Berlin not only French was made the official language, but also the works of Euler,
Johann lll Bernoulli, Lambert, Lagrange and other ‘foreign’ mathematicians were conceived and
published (in its Histoire and Mémoires), in much of the Germanic territories central notions and

practices of these mathematicians were rejected.

Precisely, because of the relevance of the universities of Gottingen and Halle in shaping the
Germanic mathematics of the second half of the 18" century, rather than the relevance of the
Academies of Prussia, Paris and St. Petersburg, the second chapter focused on the works of
Kastner, Karsten and Segner. Three authors for whom, firstly, numbers were aggregates of units
and, as a consequence, numbers par excellence were the —positive— whole ones, from which
rationals could be formed, although those that could be called irrational numbers, as Segner
clearly stated, could never be accurately —arithmetically— expressed, while zero was not a
number but a sign. The reluctance to consider negative numbers within arithmetic framework
and the usual absence of the term ‘natural numbers’ (whose positivity would only arise once
considered the negative numbers) in the works of the Germanic mathematicians of that period,

were both rooted in an eminently geometric and kinetic conception of mathematics.

Evidence of the above is the fact that, while in the entry ‘number’ in the English Cyclopaedia and
in the French Encyclopédie it was stated that —positive— whole numbers or “simply numbers”
were “also known as natural numbers” (Chambers, 1728: 641; Diderot, 1765: 202),252 by
contrast in the entry “Zah!l” in Klligel’s Mathematisches Wérterbuch the alternative appellation
of “natural numbers” was not employed (Kllgel et al., 1831: 1053ff.). This is relevant not only
because of the date, but also because the division of the “whole science of numbers” into
arithmetic and number theory accounts for a change that occurred during those years (id.: 1057;
cf. Legendre, 1798; Gauss, 1801), while the notion of ‘number’ makes evident the prevalence of
conflicts around it. Just as in his book on the groundings of arithmetic, Kligel only introduced

the irrationals and negatives to say that a) the quantity of the former could only be accurately

252 . N . . .
Louis de Jaucourt (D. J.) wrote: “Les nombres entiers, appelés aussi nombres naturels ou simplement nombres, sont ceux que |'on

regarde comme des tous, sans supposer qu'ils soient parties d'autres nombres.”
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represented in geometry and b) the members (numbers) of the arithmetic progression, if read
backwards, would lead to “negated” members (Kliigel, 1792: 31 & 50-51), the same can be
found in his dictionary (Kligel, 1805: 104ff. & 949).

Secondly, for Kastner, Karsten, Segner and many of the Germanic mathematicians of the second
half of the 18" century, ‘gquantity’ was that capable of increase and decrease, as —at some
point— for Wolff, and therefore just as zero was not a quantity, neither were quantities the
differentials and infinitesimals associated to zeros. Ultimately, one could mathematically
consider the variability of a quantity but one could not ascribe to it a —finite— numerical value.
As summarized by Segner when he explained the variability that led from positive to negative
guantities and vice versa, there were “infinitely many types of quantities, [...] such as
possessions, debts; accepted, spent; gravity, force directed upwards; water flowing into vessel,
water emanating [from it], and very many other” (Segner, 1758: 5).2** A variability, it must be
stressed, that at that time Germanic mathematicians primarily interpreted in geometric terms;

hence the law of continuity was introduced within the geometric framework.

Coupled with the reluctance towards those new foreign developments, however, it is worth
noting two crucial aspects of Germanic mathematical practices of the time, namely, their use of
irrational and infinitely large quantities. On the one hand, despite the differences between their
proposals, Kastner, Karsten and Segner, like many others, conceived irrational numbers as those
that could not be properly expressed by whole units or aliquote parts of the unit. As a
consequence, irrationals were not numbers in the strict sense, since they were closer to
geometric magnitudes, although they were referred to as ‘numbers’. On the other hand, for
many Germanic mathematicians, as insistently stated by Karsten, infinitely large quantities were

not problematic and so one was entitled to use them as = oo in mathematics.

By contrast, in his early mathematical works Bolzano: a) was equally reticent towards infinitely
large and small quantities (cf. Bolzano, 1810: 30); b) considered that the concept of the

irrationality of a quantity still had to be clearly developed (cf. Bolzano, 1816: 143-144), in spite

253 T .
Segner wrote: “Caeterum infinita sunt quantitatum genera, quarum altera refertur ad alteram, quemadmodum progressus

refertur ad regressum, ascensus ad descensum, vel motus quicunque versus aliquam partem, ad motum versus partem oppositam.
Tales sunt, possessiones, debita; accepta, expensa; gravitas, vis sursum directa; aqua in vas influens, aqua effluens, & aliae plurimae,
quarum quaedam in sequentibus clare exponentur.”
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of which he referred to “irrational quantities” but not to “irrational numbers”;*** and c) although

he did not refer to the “commonly called” natural numbers, as he did some years later in his
Paradoxes, he did use this expression (nattirlichen Zahlen) by 1817 (cf. Bolzano, 1816: 41, 43, 85
& 96). Which means that, while Bolzano’s mathematical terminology and practice show a step
forward with regard to the basic notion of natural numbers, his general notions of quantity and
number in a sense were drawn more rigorously but at the same time more modernly than the
ones of his predecessors. The assumption of positive whole numbers as the most natural
multiplicity of numbers entailed that there was also the —not so natural- multiplicity of negative
numbers, to which he usually referred in terms of quantities with negative whole-numbered
values (that is, quantities to which could be assigned numerical values). But, at the same time,
such a notion of ‘numbers’ implied that these ones were less than the quantities, among which
were the whole positive, but also the fractional, negative and irrational ones; concepts, these

last two, that from his perspective still required to be clearly developed.

Furthermore, by 1817 Bolzano was reluctant towards the concept of an infinite quantity, and
this included both the infinitely big and small quantities. As he wrote in 1810, it was still to be
decided whether both concepts could be regarded, not as quantities, but as symbolic
expressions (that is, in current terms, as tools), as they were, for example \/—_1(1810) orm,e
and others (1851).%° So, while whole negative and fractional quantities could be numerically
expressed, the irrationals and the infinitely small and big could not be —finitely— numerically
expressed or, as he emphasized in his works of 1816-1817, infinite quantities could not be
strictly determined: for example, a) while the magnitude of an infinite straight line could not be
determined and therefore this one was an “indeterminate line” (1804), the magnitude of a
straight line between points a and b could be determined and so he would refer to it as a
“determinable line” (1817A); and b) he said that a function # “does not have any determinate

value when x = b, but becomes what is called infinitely big” (1817B), but spoke of a determined

multitude of infinite functions fx, fx, fx, ... that varied by the law of continuity for x (1817A).

»* As explained in the last chapter of this thesis, although it is true that Bolzano referred once to “irrationalen Zahl” in his

mathematical works of 1804-1817 (cf. Bolzano, 1816: 137), it seems appropriate to interpret his reference to “whole, fractional or
even irrational number” (§73) as meaning what he wrote at the beginning of that work, namely, “whole number, [and] also a
fractional, irrational or negative quantity” (Bolzano, 1816: 2), given that in his solution to the problem stated in §73 he referred once
again to “irrational quantities” (irrationaler Gréssen and Irrationalgrésse).

% |t is worth stressing that the conception as “symbolic expressions” of some of what we now consider numbers was not entirely
strange at the time: as it was said before, Bolzano, Cauchy and Jandera, for example, regarded imaginary numbers as “symbolic
expressions” (cf. Bolzano, 1810: 30; Cauchy, 1821: iij-iv & 173ff.; Jandera, 1830: XXIX).
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His definition of a continuous function and quantities w, definitions which closely resemble the
modern ones of a continuous function of a real variable and Weierstrassian &, and so constitute
two of the pillars that have traditionally sustained much of the attributed modernity of his
Purely Analytic Proof, should be interpreted within that framework and not within later ones (cf.

C.2.2).

What Bolzano did in his mathematical works of 1816-1817 seems, therefore, consistent with his
conception of mathematics and his notions of quantity and number. He defined mathematics as
the science about the general laws or forms to which things must conform in their existence,
because mathematical disciplines were not only purely scientific but also useful for everyday
needs. To mathematically study things (i.e. objects of thought or empirical), however, quantities
still played a crucial role in his system, but also their modes of composition or forms. This seems
to be the reason why combinatorial theory was so appealing to him to the extent that he
considered it a core part of mathematics. Even more, if one takes into account that underlying
Hindenburg’s program there was an aim to work mathematically in finite terms, Germanic
combinatorial theory of the early 19" century fitted perfectly with Bolzano's own objectives:
guantities varied but in order to study analytically their variation one could not resort to
geometric or kinetic notions and arguments, since these ones were alien to analysis and in fact
belonged to mathematical parts subordinated to analysis, just as one could not rely on actually

infinite quantities, i.e. non determined quantities, but in any case on infinite multitudes.

That way, when Bolzano explained in the preface to his 1816 work the concept of quantities w,
he said that there was nothing objectionable in it and added that the existence of such
guantities in space and time could be ascertained; a remark that does not fit with the syntactic
conception of variables within the later analytical framework and indeed implies assuming space
and time as continuous, something that later mathematicians would consider an axiom (cf.
Cantor, 1872; Dedekind 1872). For him, variable quantities w were not numbers (i.e. were not
Weierstrassian ¢€), but neither were they quantities that tended to zero in a strictly dynamic way
(i.e. were not Cauchy’s infinitesimals, implicitly dynamic, nor Carnot’s “continuously decreasing”

guantities, explicitly dynamic).
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In other words, quantities w were for Bolzano variable quantities that should not be assumed as
being smaller than any conceivable possible quantity, as the strictly dynamic conception of
guantities required, but as capable of becoming smaller than any given quantity. Hence his
distinction between “variable” and “constant” variable quantities (cf. Bolzano, 1817B: 30-31), as
well as his much-criticized proof procedure of his [convergence] criterion, where: a) he first
discarded to prove that the quantity X (to which a sequence of quantities [converged]) could be
assumed to be variable, an hypothesis that he took for obviously true, since that way it could
always be assumed as close as desired to the term of the sequence with which it was supposed
to be compared; and, secondly, b) he stated that the hypothesis of X as a constant quantity also
contained nothing impossible and proved that the sequence approached to such a quantity,

which could be determined as accurately as pleased.

It is not only, therefore, that by 1817 Bolzano named ‘quantities’ what later would be called
‘real numbers’. For him, it must be stressed, irrational quantities were not numbers and, indeed,
the irrationality of a quantity was a concept that still required to be clarified. Thus, just as he
worked with finite segments of infinite series (i.e. determined segments), ultimately he worked
with —indeterminate— irrational quantities by means of determined fractions (cf. Bolzano, 1816:
23, 76 & 137-138; Bolzano, 1817B: 38). Even his definition of quantities w could be interpreted
as a sort of attempt to finitely treat the potentially infinite variability of those quantities towards

Zero.

In that way, though some of his mathematical practices not only differ a lot from the ones of his
Germanic mathematicians predecessors and contemporaries, but in fact they resemble the
modern ones, the underlying ideas to those practices of Bolzano reveal how heavily deviant they
were from later practices, strictly speaking. Because, while within his analytical framework a) he
introduced the notion of a “multitude of infinite elements”, an object of mathematical study
inasmuch as it was determined by a law or a finite number of laws, and, moreover, b) he
assumed that quantities were determined by the law of continuity, c) he did not give the step to
consider a quantity as an actual multitude of infinite elements. Would he have done it, he would
have considered actual infinite quantities as objects of analytical study and irrational quantities
would not have been problematic. Moreover, would he have done it, a further step would have

still been required for Bolzano’s w to be Weierstrassian &, namely, to consider some ‘numbers’
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as multitudes of infinite elements. But the one and the other step would have contravened not

only his idea of a correct mathematical procedure, but also his notions of quantity and number.

While in 1865 Weierstrass enunciated what today is known as Bolzano-Weierstrass theorem in
terms of a point in —or on the boundary of— a bounded part of a plane (cf. Weierstrass, 1865/66:
16[B]) and later in his formulation of that theorem he identified “an unbounded variable
magnitude, which [formed] a simple manifold”, with its geometrical representation by a straight
line (Weierstrass, 1886: 60),%°° those could not have been valid procedures for Bolzano, at least
according to his early mathematical proposal. As a matter of fact, one of the few places
throughout his 1816 work and his Purely Analytic Proof where he used the term “point” as
identified with, traditional reading would say, the value of a Weierstrassian real quantity,”’ was
in the preface of that latter work: one of the usual types of proof of the intermediate value
theorem, he wrote, depended on a geometric truth, namely, “that every continuous line of
simple curvature whose ordinates are first positive [and] then negative (or vice versa), must
necessarily intersect the abscissa line somewhere at a point lying between those ordinates”
(Bolzano, 1817B: 6).2°® From Bolzano’s perspective, this was an invalid mathematical procedure
due to the subordination of geometry to analysis. But, ultimately, this also highlights how
deviant were Bolzano’s mathematical notions and practices from later Weierstrassian and

arithmetizing ones.

Last but not least, in the transition from the kinetic approach of the 18" century, in which
guantities prevailed, to the static standpoint that would be characteristic of ‘arithmetized’
analysis (e.g. the one of Weierstrass, Dedekind, Cantor and others), one of the crucial points was
the realization that a clear conceptual characterization of the continuity of the real-number
domain was needed. Success in arithmetizing the continuity of this domain was to become a key
element in that project, perhaps even its climax, as expressed in the title of Dedekind’s 1872
work, Continuity and irrational numbers. By contrast, it was characteristic of pre-Weierstrassian

proposals, among them the early one of Bolzano, to not yet envision that project and apparently

% As said before, both Cantor and Dedekind stressed their right to do so in their works of 1872 (cf. Cantor, 1872/1932: 97,

Dedekind, 1872: 18-19).

7 Other place in those works where such identification can be found is in the §13 of his Purely Analytic Proof, when he exemplified
his so-called “least upper bound” theorem by means of a rectangular hyperbola (cf. Bolzano, 1817B: 49-50).

% Bolzano wrote: “Eine jede continuirlicheLinie von einfacher Krimmung, deren Ordinaten erst positiv, dann negativ sind (oder
umgekehrt), die Abscissenlinie nothwendig irgendwo in einem Puncte, der zwischen jenen Ordinaten liegt, durch schneiden misse.”
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had no clear notion of a “theory of the continuum” (i.e. topological), nor any proposal about
how to approach the elements of topology (cf. Ferreirds, 2007: 137ff.), despite Bolzano’s pre-
set-theoretical and pre-topological ideas. A difference that, precisely, stresses the distance
between Bolzano’s proposal in 1817 and, for example, the one of Cantor (who used limit points

and derived sets) and Dedekind (who used his cut principle of continuity) in 1872.

And yet, once again, at the same time Bolzano appears as an important pre-Weierstrassian
author and a pioneering figure, given, for example, the method of partition of intervals that he
used in his Purely Analytic Proof and that was highly valued by Weierstrass. Once the problem of
characterizing the continuity of R became clear, as it was not in Bolzano’s early mathematical
work, that method could be turned into the so-called Bolzano-Weierstrass principle, 2*°
according to which an infinite sequence of nested, closed intervals, always has nonvoid
intersection (i.e. at least one point belongs to every interval). As it increasingly became clear,
that principle offered a satisfactory characterization of the continuity of the real number
system, alternative to the cut property proposed by Dedekind in 1872. Thus, for example, in
1884 Cantor emphasized the importance of that “very old” principle, which, he said, “was hardly
possible to replace by an essentially different one” (Cantor, 1884/1932: 212).*° By that time,
however, the Germanic mathematical context was very different from that of Bolzano’s Purely
Analytic Proof, a work that in the end would be as widely recognized as Bolzano wanted his first
works to be (cf. Bolzano, 1817B: 27), although often interpreted in a way that, according to this

thesis, seems alien to what he actually proposed.

> This expression, used in (Ferreirds, 2007: 139-141), is quite common in mathematical terminology, even though strictly speaking

it is anachronistic.

% Cantor wrote: “Ich bemerke, dass die hier angewandte Beweismethode, welche wohl schwerlich durch eine wesentlich andere
ersetzt werden kann, ihrem Kerne nach sehr alt ist; in neuerer Zeit findet man sie unter anderem in gewissen zahlentheoretischen
Untersuchungen bei Lagrange, Legendre und Dirichlet, in Cauchy’s Cours d’analyse (Note troisieme) und in einigen Abhandlungen
von Weierstrass und Bolzano; es scheint mir daher nicht richtig, sie vorzugsweise oder aussechliesslich auf Bolzano zurlckzufiihren,
wie solches in neuerer Zeit beliebt worden ist.”
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Conclusiones

Las lineas iniciales del trabajo de Dedekind de 1872, Continuidad y numeros irracionales
(Stetigkeit und irrationale Zahlen), el mismo en el que presentd su definicion de los numeros
reales, estan dedicadas a explicar el origen de dicho trabajo: al preparar sus lecciones sobre
calculo diferencial al inicio de su carrera como profesor (esto es, en 1858), escribid, tuvo que

n u

basarse en “evidencia geométrica” “en la nocion de aproximacién de una cantidad variable a un
valor limite establecido”, algo didacticamente aceptable pero carente de “cientificidad”
(Wissenschaftlichkeit) (Dedekind, 1872: 9).** Aunado a lo cual, dieciséis afios después, en el
prefacio a (Qué son y para qué sirven los numeros? (Was sind und was sollen die Zahlen?), él
sefiald que, como ya habia mostrado en su trabajo antes mencionado, la “extension gradual del
concepto de numero” (die shrittweise Erweiterung der Zahlbegriffes) se podia llevar a cabo sin

emplear “ideas extranas” (fremdartiger Vorstellungen), como por ejemplo la de “cantidades

medibles” (messbaren Gréssen) (Dedekind, 1888: X).

El punto de vista de Dedekind era el de un matematico germanico del siglo XIX quien propuso
una aritmetizacién del analisis a la cual llegé independientemente de Weierstrass, esto es, sin la
influencia del autor que tradicionalmente es considerado como la figura clave en dicho
proyecto. Como se menciond en la introduccidn, pese a que Kronecker, por ejemplo, también
propuso una especie de aritmetizacion, él no dio los pasos dados por Dedekind, Weierstrass y
otros matematicos, incluyendo a Cantor, Heine y otros estudiantes de aquel ultimo. Por ello,
probablemente debido al impacto de Weierstrass en las nuevas generaciones, asi como debido a
su preeminencia temporal sobre aquellos otros autores, la narrativa tradicional identifica el
proyecto aritmetizador con la propuesta de Weierstrass. Sin embargo, no se ha de olvidar que
asi como el modo habitual de referirse a la ‘aritmetizacién’ deja de lado algunas propuestas que
compartian rasgos cruciales con la Weierstrassiana, a su vez hace borrosas las diferencias entre

esta ultima y algunas otras.

**! Dedekind escribié: “Bei dem Begriffe der Anniherung einer verinderlichen Grésse an einen festen Grenzwerth und namentlich

bei dem Beweise des Satzesm dass jede Grosse, welche bestdndig, aber nicht Uber alle Grenzen waéchst, sich gewiss einem
Grenzwerth ndhern muss, nahm ich meine Zuflucht zu geometrischen Evidenzen”.
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Dicho lo anterior, es verdad que la ‘aritmetizacién’ del analisis conllevd un desapego de los
fundamentos geomeétricos cuyo paso crucial durante el siglo XIX fue, justamente, el abandono
de tal nocién de cantidad y la adopcidon de un dominio puramente matematico de objetos, a
saber, los numeros. Un dominio, ha de ser recalcado, que se requeria que fuera continuo pero
estatico. Desde esta perspectiva, el conjunto de los nimeros reales no sdélo era infinito en el
sentido de que carecia de un ultimo elemento, como por ejemplo el conjunto de los nimeros
naturales, sino también era infinito en tanto sus elementos dados de facto podian medir
cualquier cantidad dada y, por ende, ser identificados con cualquiera cantidad ordinaria. De esta
manera, la nocién central de ‘cantidad variable’ fue eventualmente reemplazada por las
variables sintdacticas (esto es, caracteres que representan nimeros) y funciones de una variable
real (esto es, funciones en el marco del dominio real), mientras que el dominio real fue

concebido estaticamente y caracterizado como totalmente ordenado, denso y continuo.

Empero, todo ello sélo fue logrado a través de un largo proceso cuya estricta periodizacion

262 como denuncié Dedekind, en la década de 1870 aln

simplemente no puede ser establecida.
existian en el anadlisis real -moderno— algunos remanentes de ideas ajenas a este, mismas que
se pueden encontrar, por ejemplo, en los trabajos de Weierstrass y Cantor: durante dicha
década, ambos autores aun empleaban Ila denominacién “cantidades numéricas”
(Zahlengréssen) para referirse a los numeros racionales e irracionales dentro de una concepcion
abstracta sumamente moderna (cf. Cantor, 1872/1932: 97; Weierstrass, 1878/1988: 7, 8 y 40),
pese a que dicha denominacién evocaba una comprensién previa de la matematica, en tanto
ciencia de cantidades discretas y continuas, aun presente a mediados del siglo XIX (cf.
Hoffmann, 1864: 144; Ferreirds, 2007: 42). Asi, el trabajo del propio Weierstrass, el matematico

gue histéricamente ha sido considerado como el maximo exponente de la propuesta que hoy

dia comunmente se identifica con la ‘aritmetizacion del analisis’, es evidencia de aquel proceso.

Sobre todo, para los fines de esta tesis, en cierto sentido los primeros trabajos matematicos de
Bolzano a su vez son muestra de dicho proceso, si bien de una manera diferente a como lo es la
obra de Weierstrass. Esto significa que, pese a que a partir de c. 1900 en adelante, aquella obra

de Bolzano (en particular su Prueba puramente analitica) ha sido interpretada como un

262 . . . . . s . .
Sin embargo, se pueden hacer intentos por establecer una cierta periodizacién, como se hace, por ejemplo, en (Ferreirds, 2016:

216ss.).
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antecedente aislado y ampliamente ignorado de ese proyecto aritmetizador y de nociones y
procedimientos Weierstrassianos, tal lectura es incorrecta. Por el contrario, lo que parece
mostrar una lectura cuidadosa de esos trabajos de Bolzano es la transicion germanica hacia una
nocion premoderna de numero, esto es, una transiciéon hacia el escenario matematico
germanico que, sin anticipar aquel proyecto y aquellas nociones y procedimientos posteriores,
les antecedid. De ese modo, mientras que indudablemente todas esas propuestas comparten
rasgos comunes, esto no se debe a que Bolzano estuviera en la linea de las posteriores sino, en
cambio, a que Weierstrass y otros desarrollaron sus propuestas sobre la tierra trabajada por
Bolzano y otros matematicos. Lo cual no es meramente una cuestion de distinguir entre lo que
ocurrié antes y después: los primeros trabajos matematicos de Bolzano fueron pre-
Weierstrassianos y no proto-Weierstrassianos, puesto que aun tenian caracteristicas de
nociones (de cantidad y niumero) y practicas matematicas sumamente distintas de la propuesta

de Weierstrass y posteriores.

Aun mas, aquellos trabajos de Bolzano representan una especie de confluencia de dos ideas
medulares que moldearon las matematicas germanicas durante la segunda mitad del siglo XVIII
y comienzos del siglo XIX: estrictamente hablando, el cero y los infinitesimales no podian ser
considerados cantidades y los nimeros sdlo eran los enteros —positivos—. Bolzano fue muy claro
respecto a esto en su trabajo de 1816 sobre el teorema del binomio: se refirid al “[concepto]
auto-contradictorio de cantidades infinitamente pequefas”; escribié que era “posible dividir por
cualquier cantidad finita (esto es, actual), pero nunca por cero (esto es, nada)”; y habld sobre un
exponente n que podia denotar un “numero entero, [y] también una cantidad racional,
irracional o negativa” (cf. Bolzano, 1816: Xl y 2). O, como escribidé en Las paradojas del infinito
(Paradoxien des Unendlichen), publicado postumamente en 1851: “[Si] la multitud de todos los
numeros es infinita (el conjunto de los llamados naturales o enteros) [...], entonces también es
infinita la multitud de las cantidades [...]. [Puesto que] no sélo todos los nimeros son también
cantidades, sino que [también] [...] denotan cantidades las fracciones [...] y las denominadas

expresiones irracionales” (Bolzano, 1851: 20-21).%%

*% Bolzano escribié: “die Menge aller Zahlen (der sogenannten natiirlichen oder ganzen [...]) unendlich sei. [...] Ist die Menge der

Zahlen (namlich der sogenannten ganzen Zahlen) unendlich: so ist um so gewisser die Menge der GréRen (nach der § 6 und
Wissenschaftslehre § 87 vorkommenden Erklarung) eine unendliche. Denn jener Erklarung zufolge sind nicht nur alle Zahlen zugleich

. . . . . . . 112 1 . . .
auch GroRen, sondern es gibt noch weit mehr GréRen als Zahlen, weil auch die Bruche;,—,—,—, ..., ingleichen die sogenannten

3°'3° 4
irrationalen Ausdriicke ﬁ, 3\/E, .., T, €, ..., GroRen bezeichnen”.
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Ciertamente, la postura de Bolzano en Las paradojas del infinito no era exactamente la misma
qgue aquella en sus trabajos de 1804-1817 pero, a su vez, una y otra no eran exactamente la
misma que la de sus predecesores matematicos germanicos. Como se muestra y explica en el
segundo capitulo de este trabajo, a lo largo de la segunda mitad del siglo XVIII a los matematicos
germanicos se les ensefiaron las matematicas en un contexto post-Wolffiano. En otras palabras,
tales matematicos crecieron en un contexto en el cual, si bien en general la filosofia y el método
matematico de Wolff no sufrio profundas modificaciones, algunas nociones y practicas
matematicas fueron cada vez mas diferentes de aquellas que, si no siempre, al menos en algun
momento defendié Wolff. Asi, mientras que en la Académie Royale des Sciences et Belles Lettres
de Berlin no sdlo el francés fue establecido como el idioma oficial, sino que ademas ahi se
concibieron y publicaron (en sus Histoire y Mémoires) trabajos de Euler, Johann IIl Bernoulli,
Lambert, Lagrange y otros matematicos ‘extranjeros’, en gran parte de los territorios

germanicos se rechazaban nociones y practicas centrales de estos matematicos.

Precisamente, dada la relevancia de las universidades de Gottingen y Halle en la conformacion
de las matemadticas germanicas de la segunda mitad del siglo XVIII, no asi de la Academia de
PreuBen, la de Paris y la de San Petersburgo, el segundo capitulo se enfocd en los trabajos de
Kastner, Karsten y Segner. Tres autores para quienes, en primer lugar, los nimeros eran
agregados de unidades y, como consecuencia, los nimeros por excelencia eran los enteros —
positivos—, a partir de los cuales se podian formar los racionales, mientras que los llamados
irracionales, como claramente lo sefial6 Segner, nunca podrian ser —aritméticamente—
expresados con precision, siendo ademds el cero un signo y no un nimero. La reticencia para
considerar a los numeros negativos en el entramado aritmético, asi como la ausencia habitual
del término ‘ndmeros naturales’ (cuya positividad sélo emergia al considerar a los nimeros
negativos) en los trabajos de los matemdticos germanicos de la época, estaban una y otra

enraizadas en una concepcién eminentemente geométrica y cinética de las matematicas.

Evidencia de lo anterior es el hecho de que, mientras que en la entrada ‘nimero’ en la

Cyclopzedia inglesa y en la Encyclopédie francesa se indicaba que los nimeros enteros —

positivos— o “simplemente numeros” “también eran conocidos como numeros naturales
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(Chambers, 1728: 641; Diderot, 1765: 202), %4 en cambio en la entrada “Zahl” en el
Mathematisches Wérterbuch de Kliigel esa denominacidn alternativa no era usada (Kligel et al.,
1831: 1053ss.). Esto es relevante no sélo debido a la fecha, sino también debido a que la division
de “toda la ciencia de los nimeros” en aritmética y teoria de nUmeros da cuenta de un cambio
gue tuvo lugar durante esos afios (id.: 1057; cf. Legendre, 1798; Gauss, 1801), mientras que la
nocion de ‘nimero’ muestra la prevalecencia de conflictos en torno a ella. Como consecuencia,
asi como en su libro sobre los fundamentos de la aritmética Kliigel sélo introdujo los irracionales
y los negativos para decir que a) la cantidad de los primeros sélo se podia representar con
exactitud en la geometria y b) los miembros (nimeros) de la progresion aritmética, de ser leidos
al revés, conducirian a miembros “negados” (Kliigel, 1792: 31 y 50-51), lo mismo se puede

encontrar en su diccionario (Kliigel, 1805: 104ss. y 949).

En segundo lugar, para Kastner, Karsten, Segner y muchos otros matematicos germanicos de la
segunda mitad del siglo XVIII, ‘cantidad’ era aquello capaz de incremento y disminucidn, como —
en cierta medida— lo era para Wolff, y como consecuencia, asi como el cero no era una cantidad,
tampoco lo eran las cantidades que los diferenciales e infinitesimales asociaban a ceros. En
ultima instancia, uno podia considerar matematicamente la variabilidad de una cantidad pero
no adscribirle a ella un valor numérico —finito—. Como de alguna manera lo resumié Segner
cuando explicé la variabilidad que conducia de una cantidad positiva a una negativa y viceversa,
habia “infinitamente muchos tipos de cantidades, [...] como por ejemplo las posesiones vy
deudas; lo recibido y lo gastado; la gravedad y la fuerza dirigida hacia arriba; el flujo del agua en
un recipiente y el del agua emanando de este; y muchas otros mas” (Segner, 1758: 5).°> Una
variabilidad, se ha de enfatizar, que en aquellos tiempos los matematicos germanicos
interpretaban sobre todo en términos geométricos; de ahi que la ley de continuidad fuera

introducida en el entramado geométrico.

Aunado a la reticencia hacia dichos nuevos desarrollos extranjeros, sin embargo, vale la pena

notar dos aspectos cruciales de las practicas matematicas germanicas de la época, a saber, su

264 . s 2 . . . .
Louis de Jaucourt (D. J.) escribié: “Les nombres entiers, appelés aussi nombres naturels ou simplement nombres, sont ceux que

I'on regarde comme des tous, sans supposer qu'ils soient parties d'autres nombres”.
265 e su s .

Segner escribié: “Caeterum infinita sunt quantitatum genera, quarum altera refertur ad alteram, quemadmodum progressus
refertur ad regressum, ascensus ad descensum, vel motus quicunque versus aliquam partem, ad motum versus partem oppositam.
Tales sunt, possessiones, debita; accepta, expensa; gravitas, vis sursum directa; aqua in vas influens, aqua effluens, & aliae plurimae,
quarum quaedam in sequentibus clare exponentur”.
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uso de las cantidades irracionales y de las cantidades infinitamente grandes. Por una parte, pese
a las diferencias entre sus propuestas, Kastner, Karsten y Segner, como muchos otros, concebian
a los numeros irracionales como aquellos que no podian ser expresados apropiadamente
mediante unidades enteras o partes alicuotas de la unidad. Debido a ello, en sentido estricto los
irracionales no eran numeros, puesto que ellos estaban mas proximos a las magnitudes
geométricas, si bien se referian a ellos como ‘numeros’. Por otra parte, para muchos
matematicos germdnicos, como Karsten insistentemente defendid, las cantidades infinitamente
grandes no eran problematicas y, por ende, uno estaba autorizado a emplearlas en matematicas

como = o,

En cambio, en sus primeros trabajos matematicos, Bolzano: a) era reticente por igual a las
cantidades infinitamente pequefias y a las infinitamente grandes (cf. Bolzano, 1810: 30); b)
consideraba que el concepto de irracionalidad de una cantidad aun debia de ser desarrollado
con claridad (cf. Bolzano, 1816: 143-144), a pesar de lo cual él se referia a “cantidades
irracionales”, aunque no a “numeros irracionales”;?®*® y c) si bien él no se refirid a los
“comunmente Ilamados” numeros naturales, como lo hiciera afios mds tarde en Las paradojas,
hacia 1817 él si usaba esta expresion (natiirlichen Zahlen) (cf. Bolzano, 1816: 41, 43, 85 y 96). Lo
qgue significa que mientras la practica y la terminologia matematica de Bolzano muestran un
paso adelante con respecto a la nocion basica de niumeros naturales, de cierta manera sus
nociones generales de cantidad y nimero estaban trazadas mas rigurosamente pero a la vez
mas modernamente que las de sus predecesores. La asuncion de numeros enteros positivos
como la multiplicidad mas natural de nimeros conllevaba que también existia la —no tan
natural— multiplicidad de nimeros negativos, a los cuales él usualmente se referia en términos
de cantidades con valores numerados por enteros negativos (es decir, cantidades a las que se
les podian asignar valores numéricos). Pero, al mismo tiempo, semejante nocién de ‘nimeros’
implicaba que estos eran menos que las cantidades, entre las cuales estaban las enteras
positivas, pero también las racionales, negativas e irracionales; conceptos, estos dos ultimos,

gue desde su perspectiva aun necesitaban ser desarrollados con claridad.

266 s T ’ . . . . TRl s .
Como se explicé en el Ultimo capitulo de esta tesis, si bien es cierto que Bolzano se refirié en alguna ocasion en sus trabajos de

1804-1817 a “irrationalen Zahl” (cf. Bolzano, 1816: 137), parece apropiado interpretar dicha referencia a “ndmeros enteros,
racionales e incluso irracionales” (§73) mas bien en la linea de lo que escribi6 al inicio de ese trabajo, a saber, “un niUmero entero, [y]
también una cantidad racional, irracional o negativa” (Bolzano, 1816: 2), dado que en su solucion al problema presentado en el §73
él volvio a referirse a “cantidades irracionales” (irrationaler Gréssen e Irrationalgrésse).

175



Aun mas, hacia 1817 Bolzano era reticente respecto al concepto de una cantidad infinita, lo que
incluia a las cantidades infinitamente grandes y pequefias. Como escribié en 1810, aun estaba
por ser decidido si ambos conceptos podrian ser considerados, no como cantidades, sino como
expresiones simbdlicas (esto es, en términos actuales, como herramientas), como lo eran, por
ejemplo, V=1 (1810) o 7, e y otras (1851).%’ Asi, mientras que las cantidades enteras negativas
y racionales podian ser expresadas numéricamente, las irracionales y las infinitamente pequenas
o grandes no podian ser expresadas numérica-finitamente, esto es, como enfatizd en sus
trabajos de 1816-1817, las cantidades infinitas no podian ser estrictamente determinadas: por
ejemplo, a) mientras que la magnitud de una linea recta infinita no podia ser determinaday, por
ende, ésta era una “linea indeterminada” (1804), la magnitud de una linea recta entre dos
puntos a y b podia ser determinada y, por lo tanto, él podia referirse a ésta como una “linea
determinable” (1817A); y b) escribid que una funcic’mﬁ”no tiene un valor determinado
cuando x = b, sino que se torna lo que se denomina infinitamente grande (1817B), pero se
refiri6 a una multitud infinita determinada de funciones fx,f_x,fx,... que variaba para x
conforme a la ley de continuidad (1817A). Sus definiciones de una funcidon continua y de las
cantidades w, que se asemejan mucho a la definicion moderna de una funcién continua de una
variable real y a la € Weierstrassiana, y que por ende constituyen dos de los pilares que
tradicionalmente han sustentado mucha de la modernidad atribuida a su Prueba puramente
analitica, han de ser interpretados dentro de aquel entramado y no dentro de entramados

posteriores (cf. C.2.2).

Lo que Bolzano hizo en sus trabajos matematicos de 1816-1817 parece, por lo tanto, consistente
con su concepcién de las matematicas y sus nociones de cantidad y nimero. El definié la
matematica como la ciencia sobre las leyes o formas generales a las que las cosas habian de
ajustarse en su existencia, ya que las disciplinas matematicas no sélo eran puramente cientificas
sino también utiles para necesidades del dia a dia. Para estudiar matematicamente las cosas
(esto es, objetos del pensamiento o empiricos), sin embargo, las cantidades aun jugaban un rol
crucial en su sistema, como también lo hacian sus modos de composicién o formas. Esta parece
ser la razén por la que la teoria combinatoria resultaba tan atractiva para él, al grado de que él

la consideraba una parte medular de la matematica. Todavia mas, si uno toma en cuenta que al

267 .. p . . “ . . ™ ”
Vale la pena recalcar que la concepcidn de algunos de los que hoy dia se consideran niumeros como “expresiones simbdlicas” no

era enteramente extrafia en la época: como se dijo antes, tanto Bolzano como Cauchy y Jandera, por ejemplo, consideraban a los
nUmeros imaginarios como expresiones simbdlicas (cf. Bolzano, 1810: 30; Cauchy, 1821: iij-iv y 173ss.; Jandera, 1830: XXIX).

176



programa de Hindenburg subyacia el objetivo de trabajar matematicamente en términos finitos,
la teoria combinatoria germanica de principios del siglo XIX encajaba perfectamente con los
objetivos de Bolzano: las cantidades variaban pero para estudiar analiticamente su variacién
uno no podia recurrir a nociones y argumentos geométricos o cinéticos, puesto que estos eran
ajenos al analisis y de hecho pertenecian a partes de la matematica subordinadas al analisis, asi
como uno no podia basarse en cantidades infinitas en acto, es decir, en cantidades no

determinadas, sino, en cualquier caso, en multitudes infinitas.

Asi, cuando en el prefacio a su trabajo de 1816 Bolzano explicé el concepto de cantidades w, él
dijo que no habia nada objetable en dicho concepto y afiadid que la existencia de tales
cantidades en el espacio y tiempo era inapelable; una observacién que no encaja con la
concepcion sintactica de ‘variables’ en el entramado analitico posterior y que, de hecho, implica
la asuncion del espacio y del tiempo en tanto continuos, algo que matematicos posteriores
habrian de considerar un axioma (cf. Cantor, 1872; Dedekind 1872). Para él, las cantidades
variables w no eran numeros (esto es, no eran las € Weierstrassianas), pero tampoco eran
cantidades que tendian a 0 de una manera estrictamente dindmica (esto es, no eran los
infinitesimales de Cauchy, implicitamente dinamicos, ni las cantidades “continuamente

decrecientes” de Carnot, explicitamente dinamicas).

En otras palabras, para Bolzano las cantidades w eran cantidades variables que no debian ser
asumidas siendo mas pequefias que cualquier cantidad posible concebible, como lo demandaba
una concepcion de las cantidades estrictamente dinamica, sino que debian ser asumidas como
cantidades capaces de ser mas pequefias que cualquier cantidad dada. De ahi su distincion entre
cantidades variables “variables” y “constantes” (cf. Bolzano, 1817B: 30-31), asi como su tan
criticado procedimiento para probar su criterio de [convergencia], en la cual él: a) primero
descartd probar que la cantidad X (en la cual [convergia] una secuencia de cantidades) podia ser
asumida como variable, una hipdtesis que daba por obviamente verdadera puesto que de ese
modo siempre podia ser asumida tan cerca como se quisiera al término de la secuencia con el
cual se suponia que era comparada; y, segundo, b) afirmdé que la hipdtesis de X como una
cantidad constante tampoco era imposible y probd entonces que la secuencia se aproximaba a

dicha cantidad, misma que podia ser determinada con la precisién que se quisiera.
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No se trata simplemente, por ende, de que hacia 1817 Bolzano denominara ‘cantidades’ a
aquellas que mas tarde se llamarian ‘nimeros reales’. Para él, debe quedar claro, las cantidades
irracionales no eran numeros y, de hecho, la irracionalidad de una cantidad era un concepto que
aun necesitaba ser clarificado. Como consecuencia, asi como él trabajé con segmentos finitos de
series infinitas (es decir, con segmentos determinados), en ultima instancia también trabajé con
cantidades irracionales —indeterminadas— mediante fracciones determinadas (cf. Bolzano, 1816:
23, 76 y 137-138; Bolzano, 1817B: 38). Incluso, su definicion de cantidades w podria ser
interpretada como una suerte de intento por tratar de modo finito la variabilidad

potencialmente infinita hacia 0 de aquellas cantidades.

Asi, pese a que algunas de sus practicas matematicas no sélo diferian sobremanera de las de sus
antecesores y contemporaneos matematicos germanicos, sino que de hecho se asemejaban a
practicas modernas, las ideas subyacentes a aquellas practicas de Bolzano revelan lo diferentes
gue estrictamente hablando eran respecto a practicas posteriores. Porque, mientras que en su
entramado analitico a) él introdujo la nocién de una “multitud de infinitos elementos”, un
objeto de estudio matematico en tanto que estaba determinado por una ley o un nimero finito
de leyes, vy, sobre todo, b) él asumid que las cantidades estaban determinadas por la ley de
continuidad, c) él no dio el paso a considerar una cantidad como una multitud actual de infinitos
elementos. De haberlo hecho, él habria considerado cantidades infinitas actuales como objetos
de estudio analitico y las cantidades irracionales no habrian sido problematicas. Aun mas,
incluso de haberlo hecho, todavia se hubiera requerido un paso mas para que las cantidades w
de Bolzano fueran € de Weierstrass, a saber, considerar algunos ‘nimeros’ como multitudes de
infinitos elementos. No obstante, lo uno y lo otro habrian contravenido no sdélo su idea de un

procedimiento matematico correcto, sino también sus nociones de cantidad y niumero.

Mientras que Weierstrass en 1865 enuncid lo que hoy dia se conoce como el teorema de
Bolzano-Weierstrass en términos de un punto en —o en la frontera de— una parte limitada de un
plano (cf. Weierstrass, 1865/66: 16[B]) y, posteriormente, en su formulaciéon de ese teorema
identific6 “una cantidad variable ilimitada, que [formaba] un dominio simple” con su

268

representaciéon geométrica de una linea recta (Weierstrass, 1886: 60),” ellos no habrian sido

%% Como antes se dijo, tanto Cantor como Dedekind enfatizaron su derecho a hacer tal cosa en sus respectivos trabajos de 1872 (cf.

Cantor, 1872/1932: 97; Dedekind, 1872: 18-19).
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procedimientos validos para Bolzano, al menos de acuerdo a su propuesta matematica inicial.
De hecho, uno de los pocos lugares en su trabajo de 1816 y en su Prueba puramente analitica en
el cual él usé el término “punto” en tanto identificado con, diria la lectura tradicional, el valor de
una cantidad real Weierstrassiana,?®® fue en el prefacio a ese ultimo trabajo: uno de los tipos de
pruebas mas comunes del teorema del valor intermedio, dijo, dependia de una verdad
geométrica, a saber, “que toda linea continua de curvatura simple cuyas ordenadas eran
primero positivas [y] luego negativas (o viceversa), necesariamente deben intersectar la linea
abscisa en algin punto que yace entre aquellas ordenadas” (Bolzano, 1817B: 6).2° Desde la
perspectiva de Bolzano, este era un procedimiento matematico invalido debido a la
subordinacién de la geometria al analisis. No obstante, ultimadamente esto también pone de
manifiesto cuan diferentes eran las nociones y practicas matematicas de Bolzano de las

nociones y practicas matematicas Weierstrassianas y aritmetizadoras posteriores.

Por ultimo, pero no por ello menos importante, en la transicion del enfoque cinético del siglo
XVII (en el cual las cantidades prevalecian) al punto de vista estatico que caracterizaria al
analisis ‘aritmetizado’ (por ejemplo, el de Weierstrass, Dedekind, Cantor y otros), uno de los
puntos cruciales fue la comprension de que una caracterizacion conceptual clara de la
continuidad del dominio de los numeros reales era necesaria. El éxito en aritmetizar la
continuidad de este dominio se convirtid en un elemento clave de dicho proyecto, quizas incluso
su climax, como lo expresé el titulo del libro de Dedekind de 1872, Continuidad y nimeros
irracionales. Por el contrario, era caracteristico de las propuestas pre-Weierstrassianas, entre
ellas la propuesta inicial de Bolzano, no contemplar aun dicho proyecto y al parecer no tener
una nocién clara de una “teoria del continuo” (esto es, topoldgica), ni una propuesta sobre
como abordar los elementos de la topologia (cf. Ferreirds, 2007: 137ss.), pese a las ideas pre-
conjuntistas y pre-topoldgicas de Bolzano. Una diferencia que, precisamente, subraya la
distancia entre la propuesta de Bolzano en 1817 y, por ejemplo, la de Cantor (quien usé puntos
limite y conjuntos derivados) y la de Dedekind (quien empled su principio de continuidad de

cortaduras) en 1872.

** otro lugar en esos trabajos en el que tal identificacion puede ser encontrada es en el §13 de su Prueba puramente analitica,

cuando ejemplificé su denominado teorema por medio de una hipérbola rectangular (cf. Bolzano, 1817B: 49-50).
7 Bolzano escribié: “Eine jede continuirlicheLinie von einfacher Kriimmung, deren Ordinaten erst positiv, dann negativ sind (oder
umgekehrt), die Abscissenlinie nothwendig irgendwo in einem Puncte, der zwischen jenen Ordinaten liegt, durch schneiden musse”.
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Y, sin embargo, una vez mas, al mismo tiempo Bolzano se revela como un autor pre-
Weierstrassiano importante y como una figura pionera, considerando, por ejemplo, el método
de particién de intervalos que usé en su Prueba puramente analitica y que fue altamente
valorado por Weierstrass. Una vez que se tornd claro el problema de caracterizar la continuidad
de R, como no lo estaba en los primeros trabajos de Bolzano, aquel método pudo ser
transformado en el denominado principio de Bolzano-Weierstrass,?’* conforme al cual una
secuencia infinita de intervalos cerrados anidados siempre tiene una interseccién no vacia (es
decir, al menos un punto pertenece a todo intervalo). Como paulatinamente se volvid mas claro,
aquel principio permitia una caracterizacién satisfactoria de la continuidad del sistema de los
numeros reales, alternativa a la propiedad de cortadura propuesta por Dedekind en 1872. De
esa manera, por ejemplo, en 1884 Cantor enfatizd la importancia de ese principio
“verdaderamente antiguo” que, dijo, “dificilmente podia ser reemplazado por uno
esencialmente diferente” (Cantor, 1884/1932: 212).272 Para entonces, sin embargo, el contexto
matematico germanico era ya muy diferente al de la Prueba puramente analitica de Bolzano,
obra que a la postre seria tan ampliamente reconocida como Bolzano queria que lo fueran sus
primeros trabajos (cf. Bolzano, 1817B: 27), si bien muchas veces interpretada de una manera

gue, conforme a esta tesis, parece ajena a lo que él mismo proponia.

7! Esta expresion, usada en (Ferreirés, 2007: 139-141), es bastante comun en la terminologia matematica, si bien estrictamente

hablando es anacrénica.

2 Cantor escribié: “Ich bemerke, dass die hier angewandte Beweismethode, welche wohl schwerlich durch eine wesentlich andere
ersetzt werden kann, ihrem Kerne nach sehr alt ist; in neuerer Zeit findet man sie unter anderem in gewissen zahlentheoretischen
Untersuchungen bei Lagrange, Legendre und Dirichlet, in Cauchy’s Cours d’analyse (Note troisieme) und in einigen Abhandlungen
von Weierstrass und Bolzano; es scheint mir daher nicht richtig, sie vorzugsweise oder aussechliesslich auf Bolzano zurlckzufiihren,
wie solches in neuerer Zeit beliebt worden ist”.
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Annex A

Reference

“there is a certain quantity U, which is the greatest of those for
which it can be true that all smaller x possess property M.”

(Bolzano, 1817B: 41)

“If, in a bounded part of the plane, there are infinitely many points
with a given property, then there is at least one point (inside that
part or on its boundary) such that in every neighborhood of this
point there are infinitely many points having the given property.”

(translation in (Moore, 2008: 222))

“Herr Kronecker befindet sich Gbrigens ebenfalls im Widerspruch
mit dem Weierstrass-Bolzanoschen Satze von der unteren und
oberen Granze; es wird mich dies aber nicht aufhalten, meinen
Beweis zu veroffentlichen, da ich diesen Satz nicht nur fir richtig
sondern fir das Fundament der wichtigeren mathematischen

Wahrheiten halte.” (Meschkowski and Nilson, 1991: 24)

“der von Herrn Weierstral} in seinen Vorlesungen verfochtenen
Meinung, dal man ohne die SchluRweise, welche von Herrn W.
auf Bolzanoschen Principien weiter ausgebildet ist bei vielen
Untersuchungen nicht zum Ziel gelangen kénne.” (Meschkowski,

1967: 228)

Year Author
1817 Bolzano
1865 Weierstrass
Cantor
1870
Schwarz
1872 Cantor

“Unter einem ,Grenzpunkt einer Punktmenge P“ verstehe ich
einen Punkt der Geraden von solcher Lage, dall in jeder
Umgebung desselben unendlich viele Punkte aus P sich befinden,
wobei es vorkommen kann, daR er auRerdem selbst zu der Menge
gehort. Unter ,Umgebung eines Punktes” sei aber hier ein jedes
Intervall verstanden, welches den Punkt in seinem Innern hat.
Darnach ist es leicht zu beweisen, dal} eine aus einer unendlichen

Anzahl von Punkten bestehende [,beschrankte”] Punktmenge
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stets zum wenigsten einen Grenzpunkt hat.” (Cantor, 1872/1932:

98)

Schwarz

“mit Hulfe einer von Bolzano ersonnenen und von Herrn
Weierstrass weiter entwickelten Schlussweise.” (Schwarz, 1872:

221, fn.)

1876

Weierstrass

“Existiren namlich fur irgend eine eindeutige Function im Innern
eines begrenzten Bereichs unendlich viele ausserwesentliche
singuldre Stellen, so giebt es im Innern oder an der Grenze des
Bereichs wenigstens eine stelle, welche sich dadurch auszeichnet,
dass in jeder Umgebung derselben von ihr verschiedene singulare
Stellen vorhanden sind, und die deshalb nothwendig eine
wesentliche singuldre Stelle fir die Function ist.” (Weierstrass,

1876/1895: 80)

1878

Dini

“qualunque sia il gruppo di punti G che si considera, purché
contenga un numero infinito di punti, esistera sempre almeno un
punto-limite che potra essere o no uno dei punti punti del gruppo.”

(Dini, 1878: 16)

1880

Pincherle

“Teorema. Se in una varieta ad una dimensione si hanno infiniti
posti soddisfacenti ad una definizione comune si trovera in quella
varieta per lo meno un posto avente la proprieta che in qualunque
suo intorno, per piccolo che si voglia prendere, esisteranno
sempre infiniti posti soddisfacenti a quella definizione. [...] Il
teorema del no. precedente si puo generalizzare estendendolo ad

una varieta di n dimensioni.” (Pincherle, 1880: 60, 64)

1881

Stolz

“Hr. H. Schwarz bezeichnet ihn als den Urheber einer von Hrn.
Weierstrass weiter entwickelten Schlussweise [...]. Die Grosse U
heisst nach Weierstrass die obere Grenze aller Werthe von x,

denen die Eigenschaft M zukommt.” (Stolz, 1881: 55 & 58)

1898

Schoenflies

“Fiir eine aus unbegrenzt vielen Punkten bestehende Menge P
giebt es nach einem Satz von Bolzano-K. Weierstrass mindestens

eine Haufungsstelle (Grenzpunkt, Verdichtungspunkt).”
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(Schoenflies, 1898: 185)

1914

Hausdorff

“(Satz von Bolzano-Weierstrass). Jede beschranke unendliche
Menge reeller Zahlen [“eines euklidischen Raumes”] hat

mindestens einen Haufungspunkt.” (Hausdorff, 1914: 258, 329)

1968

Boyer

“This theorem [Bolzano-Weierstrass theorem] was proved by
Bolzano and apparently was known also to Cauchy, but it was the
work of Weierstrass that made it familiar to mathematicians.”

(Boyer, 1968: 605)

1996

Ewald

“This lemma (the greatest lower bound principle) is the first
published version of the Bolzano-Weierstrass theorem.” (Ewald,

1999: 226)

2004

Russ

“the main result in RB (an early form of Bolzano— Weierstrass

theorem).” (Russ, 2004: 146; cf. Russ, 1980: 157)
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Year

Author

Reference

1900

David Hilbert

“The most suggestive and notable achievements of the last
century in this field are, as it seems to me, the arithmetical
formulation of the concept of the continuum in the works of
Cauchy, Bolzano and Cantor, and the discovery of non-euclidean

geometry.” (Hilbert, 1902: 445)

1926

Felix Klein

“Bolzano is one of the fathers of the current ‘arithmetization’ of

our science.” (Klein, 1926: 56)

1956

Gottfried Martin

“Man kann den Unterschied zwischen Kant und Bolzano dahin
charakterisieren, dass fiir Kant Kant die Axiomatisierung, und
dass flr Bolzano die Arithmetisierung das eigentliche Ziel
gewesen ist. Man wird Felix Klein recht geben miissen, wenn er
sagt: ‘Bolzano est einer der Vater der eigentlichen

‘Arithmetisierung’ unserer Wissenschaft’.” (Martin, 1956: 103)

1968

Carl B. Boyer

“for the rapid expansion of the theory of functions had been
accompanied by the rigorous arithmetization of the subject from

Bolzano to Weierstrass.” (Boyer, 1968: 643)

1981

Hans Niels Jahnke

and Michael Otte

“Within the tendency to arithmetize mathematics, Bolzano has
made an important contribution in his works concerning the
guantity concept and function theory. [...] A particularly striking
example is his [1817] proof of the intermediate value problem,
as well as his realization that this is actually a theorem requiring
proof. The necessity of proving this theorem becomes evident
only from the point of vantage offered by the program of

arithmetizing mathematics.” (Jahnke and Otte, 1981: 87)

1986

Pierre Dugac

“Bien que ce mémoire fat pratiquement ignoré des
mathématiciens, avant la redécouverte de Bolzano, il constitue le

premier pas décisif vers ce qu’on appellera plus tard
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I'arithmétisation de I'analyse.” (Dugac, 1986: 242)

1991

Alberto Coffa

“As a result of Bolzano’s [1817] proof, the central notions of the
calculus were on their way to being ‘arithmetized.’” The
arithmetization —or ‘rigorization’— of the calculus would be
completed in later years by Cauchy, Weierstrass, Cantor and

Dedekind.” (Coffa, 1991: 28)

1997

Michel Bourdeau

“Non content d'étre ainsi un des pionniers de I'arithmétisation
de I'analyse, Bolzano figure également sur l'arbre généalogique
de chacune des deux écoles philosophiques qui ont dominé le

vingtieme siecle.” (Bourdeau, 1997: 56)

2000

Paul Rusnock

“For Bolzano would not only sketch the general contours of the
emerging new mathematics of the nineteenth century, but also
carry the work out in considerable detail. His work in the
foundations of real analysis attained results which still stand as

models of rigor and sound method.” (Ruscnock, 2000: 18)*"®

2006

Eckehart Kohler

“[If] Frege-Russell Logicism is rejected because of doubts about
Type Theory (a variety of set theory), then the Bolzano-
Weierstrass arithmetization of analysis should also be rejected

for the same doubts.” (Kdhler, 2006: 93)

2008

Michael Detlefsen

“In the early years of the 19" century, Bolzano also articulated
such an idea and applied it to the reformation of mathematics
generally, and particularly to analysis. It comprised, indeed, a
prime motive of his early attempts to ‘arithmetize’ analysis.”

(Detlefsen, 2008: 182)

2010

Jan Sebestik

“Two of the first Bolzano’s publications have permanent interest:
the Rein analytischer Beweis (1817) which inaugurates the
arithmetization of analysis, and the Beytrdge zu einer
begriindeteren Darstellung der Mathematik (1810). While the
first one was noticed by Weierstrass, the second one, going

against the spirit of the dominant Kantian and postkantian
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Nevertheless, it must be said that, as for Rusnock’s second assertion, he could have in mind Bolzano’s later works when talking

about “his work in the foundations of real analysis” (cf. Rusnock, 2000: 14).
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philosophy, was completely neglected.” (Sebestik, 2010)

“Wir unterstreichen, dass Bolzano in allen seinen Arbeiten in der

Bediirftig &
2012 Analysis als Flirsprecher der so genannten ‘Arithmetisierung’ der
Murawski
Analysis auftrat.” (Beddirftig and Murawski, 2000: 66)
“Most directly, Dedekind’s essay was tied to the arithmetization
of analysis in the nineteenth century —pursued by Cauchy,
Bolzano, Weierstrass, and others— which in turn was a reaction
2016 Erich Reck
to tensions within the differential and integral calculus,
introduced earlier by Newton, Leibniz, and their followers.”
(Reck, 2016)
“Its first proofs [“Bolzano’s theorem], given independently by
Bolzano in 1817 and Cauchy in 1821, were crucial in the
Michael N.
2016 procedure of arithmetization of analysis (which was a research
Vrahatis

program in the foundations of mathematics during the second

half of the 19™ century).” (Vrahatis, 2016: 41)
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