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Capitulo 0
Errores

0.1. Introduccion

Un método numérico es un método “aproximado” para la resolucién de un pro-
blema matemético. Este, a su vez, puede ser un modelo matemdtico de un problema
fisico, quimico o del mundo real. En la prictica, la solucién al problema real que
nosotros conoceremos serd la que nos proporcione el método numérico, que en ge-
neral no va a coincidir con la solucién exacta del problema real, ya que va a estar
afectada de diversos tipos de errores:

= Experimentales: la presencia de errores puede comenzar en la misma formula-
cién del problema real, pues los datos se pueden haber obtenido de ciertas medi-
ciones u otras observaciones experimentales, siempre susceptibles de errores.

= De modelizacién: debidos a la aproximacién de la realidad del modelo matemati-
co elegido.

= De discretizacion o de truncamiento: debidos a la propia naturaleza del método
numérico elegido para resolver el problema matematico.

= De redondeo: debidos a las restricciones aritméticas de los ordenadores y la limi-
tada capacidad humana, frente a la infinidad de cifras decimales de los niimeros
reales. Es necesario delimitar su acumulacidn, ya que es habitual llevar a cabo un
elevado nimero de operaciones en la resolucion de los métodos numéricos.

0.2. Error absoluto y relativo

Sea x el valor exacto de un nimero real y xo un valor aproximado. Definimos:

= Error absoluto de x: £(x) = |x — xo|.
= Error relativo de x: e(x) = %

El error absoluto da una referencia cuantitativa de la bondad de la aproximacion,
medida por la distancia que separa el valor exacto del aproximado. El error relativo
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proporciona una referencia cualitativa, en tanto en cuanto refleja la proporcion del
error absoluto con respecto a la magnitud que se trata de aproximar: en este senti-
do, no es lo mismo un error de una unidad cuando se aproxima el valor exacto de
7 =3.14159... que cuando se aproxima el valor exacto del nimero de Avogadro
(aproximadamente igual a 6.022 - 1023).

Ejemplo 0.1 Comparar los errores absolutos y relativos en las aproximaciones 3.1
de 3y 3099 de 3000.

Diremos que la aproximacion xo tiene p cifras decimales exactas si el error abso-
luto € < 1077, Obsérvese que esto no indica que hayan de coincidir las p primeras
cifras decimales de x y xo. Por ejemplo, si x = 1 y xo = 0.9999 se tiene que £ < 10~
y, por tanto, 0.9999 aproxima a 1 con las cuatro cifras decimales exactas (aunque
no coincida ninguno de los decimales de ambas cifras).

0.3. Errores de redondeo

Dado un nimero real x expresado en su forma decimal

X=apay,_1...a0.d_14_3...a_}A_j_1..., 0<ap <9,keZ

se llama parte decimal de x a la secuencia a_ja_»...a_ja_j_ .... Por ejemplo,
17.352 tiene por parte decimal a 352.

Si efectuamos los cédlculos en una maquina que puede representar nimeros con k
cifras decimales, esta representacion se puede hacer de dos formas: por truncamien-
to, cortando la parte decimal para dejarla en k cifras;

Xy = apdp—1...40.d—14A-2...4A_

o por redondeo, si la cifra a_;_| es menor que 5, entonces el resultado es el mismo
que por truncamiento, y si la cifra a_;_ es igual o mayor que 5, entonces se ailade
1 ala cifra k-ésima y se trunca el niimero restante.

Observar que |x — x| < 10~% mientras que |x —x,| < 1107*



Capitulo 1
Ecuaciones y sistemas de ecuaciones no lineales

En este tema repasaremos uno de los problemas basicos del cdlculo numérico:

Dada una funcién f real de variable real, hallar los valores de la variable x

que satisfagan la ecuacién f(x) =0

La funcién f puede ser polindmica, transcendente o incluso puede que no dis-
pongamos de una expresion explicita de la misma, por ejemplo, si es la solucién de
una ecuacion diferencial. Los valores que buscamos son los valores ¥ que anulan
dicha funcion. A estos valores se les denomina raices o soluciones de la ecuacion, o
también ceros de la funcién f(x). Geométricamente representan las abscisas de los
puntos de corte de la grifica y = f(x) con el eje OX.

Definicion 1.1 Multiplicidad de una raiz
Una raiz X de la ecuacion f(x) = 0 se dice que tiene multiplicidad n si

fE=FE®=f'®=..="@®=0ys®+#0
Si la multiplicidad de una raiz es 1, diremos que es una raiz simple.

En general, las raices de una ecuacion no lineal no se pueden calcular de forma
exacta, sino que se recurre a métodos numéricos que permiten obtener aproximacio-
nes numéricas de las mismas. El objetivo de este capitulo es presentar algunos de
estos métodos, pero antes veremos algunos resultados que nos permitirdn localizar y
separar previamente las raices de una ecuacion. Posteriormente veremos algunos de
los métodos mas clésicos para el calculo de raices de ecuaciones, como el método
de la biseccion, el método de punto fijo y el método de Newton, y algunas de sus
modificaciones. Por dltimo veremos como adaptar alguno de estos métodos al caso
de sistemas no lineales, como el método de punto fijo y los métodos Quasi-Newton.
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El problema de hallar las raices de una ecuacién, f(x) = 0, aparece frecuente-
mente en ingenierfa. Por ejemplo, para calcular el volumen V de un gas de van der
Waals como funcién de la temperatura absoluta 7', la presién P, el niimero de moles
n'y los parametros de Van der Walls a, b, la ecuacién de estado es,

<P+ %) (V —b) = nRT,
que conduce a una ecuacién polinémica de grado 3 en V,
PV3 — (Pb+nRT)V>+aV —ab = 0.

En teoria de la difraccion de la luz necesitamos las raices de la equacion

x—tanx = 0.
En el célculo de drbitas planetarias necesitamos las raices de la ecuacién de Kepler

X—asinx =b, (1.1)
para varios valores de a y b. En teoria de la combustién

x=de", (1.2)

para varios valores de 7y 6.

1.1. Localizacion y separacion de raices de una ecuacion.

El proceso de localizacién y separacion de raices de una ecuacion es una tarea
previa a la aplicacién de un método numérico para el calculo de estas raices. Con-
siste en obtener informacién de las zonas donde se encuentran las raices reales de la

ecuacidn, para posteriormente buscar intervalos [a;,b;],[a2,b2],... que contengan
una y s6lo una de estas raices.

Dada una ecuacién no lineal f(x) = 0 con n raices reales distintas, Xi,...,%,,
se pretende hallar n intervalos disjuntos I; = [a;,b;] para i = 1,...,n de modo que

xiel,i=1,...,n.

A veces puede obtenerse algiin tipo de informacion gréfica si se transforma la
ecuacién f(x) = 0 en otra del tipo g(x) = h(x) y se cotejan los puntos de corte de
las graficas de g(x) y h(x). Esto sélo da una idea grifica de donde estdn los ceros,
pero no puede servir como prueba de localizacién y separacidn de las raices de
una ecuacion, ya que en algunos casos la informacién grafica que proporciona un
ordenador puede no ajustarse a la realidad.

Es el estudio analitico de la funcién f(x) el que puede aportarnos la informacién
necesaria, abordando diversos aspectos:
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(a) Crecimiento. Estudio de los intervalos de crecimiento de f(x). Si [a,b] es un
intervalo de crecimiento (resp. decrecimiento) monétono de f(x), entonces a lo
mds habrd una tnica raiz de f(x) = 0 en ese intervalo. El estudio de los intervalos
de crecimiento de una funcién supone hallar los ceros de su derivada, lo que en
ocasiones puede ser tanto o mas complejo que el problema de partida.

(b) Teorema de Bolzano. Se trata de aplicar el toerema de Bolzano a cada uno de los
intervalos en los que se sospecha que hay una raiz. Esto require que se satisfagan
las hipétesis de este teorema, lo cual no siempre ocurre.

(c) Sucesiones de Sturm. No siempre se conoce como determinar una sucesioén de
Sturm para una funcién dada. Estudiaremos el caso de las funciones polindmicas.

1.2. Ecuaciones polindmicas

Dado un polinomio
P(x) = apx" + axX '+ a1 x+ay

donde a; € Rparai=0,1,...,n diremos que P(x) = 0 es una ecuacion polinémica.
El teorema fundamental del Algebra nos dice que la ecuacién polindmica
P(x) = 0 con coeficientes reales tiene n raices reales y complejas contadas con sus
multiplicidades. Las raices complejas aparecen en pares conjugados (si a + bi es
raiz, entonces a — bi también lo es).
Veamos algunos resultados que permiten localizar ceros de un polinomio.

Proposicion 1.1 Si ¥ es una raiz de P(x) = 0 entonces:

A
—— <% < 1+ — siendo A = max;>|a|

|aol

[an]

Proposicion 1.2 Regla de Laguerre

Dado ¢ € RY podemos escribir P(x) = (x — ¢)C(x) +r con C(x) = box"~' +
coitbyp2x+by_1yreR . Sir>0yb; >0parai=0,1,....n—10r<0yb; <0
parai=0,1,... ,n—1, entonces el niimero real c es una cota superior de las raices
positivas de la ecuacion.

Proposicién 1.3 Sea R(x) = a,x" +a,_1xX"~' +... 4+ ao, es decir, R(x) = x”P(%)
para x # 0. Por tanto P(%¥) =0 < R(%) =0.

Esto nos permite obtener una cota inferior de las raices positivas de P(x) =0
puesto que si ¢’ una cota superior de las raices positivas de R(x) = 0 obtenida men-
diante la regla de Laguerre, entonces } es una cota inferior de las raices positivas
de P(x) =0.

Proposicion 1.4 Sea H(x) = P(—x), entonces P(¥) =0 < H(—%) =0, esto es, si X
es una raiz negativa de P(x) = 0, entonces —x es una raiz positiva de H(x) = 0.
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Esto nos permite obtener cotas inferiores y superiores de las raices negativas de
P(x) = 0: sicy ¢ son cotas superior e inferior de las raices positivas de H(x) = 0,
respectivamente, entonces —c’ es cota superior de las raices negativas de P(x) =0
y —c cota inferior de las raices negativas.

Ejemplo 1.1 Dado el polinomio P(x) = x* 4+ 2x* — 3x> — 4x — 1, acotar las raices
de P(x) = 0 tanto como se pueda.

Definicion 1.2 Una sucesién de Sturm para una funcion f(x) en [a,b] es un con-
Junto fo(x) = f(x), f1(x),...,fu(x) de funciones continuas en dicho intervalo tales
que:

(a) fu(x)+#OVx € [a,b], es decir, el signo de f,(x) permanece constante en [a,b]
(b) Si fi(c) =0 con c € [a,b] entonces fi—1(c)- fi+1(c) <O, es decir, tienen signos
opuestos y no se anulan en c.

(c) Si fo(c) =0con c € [a,b] entonces ;‘l’g; pasa de negativa a positiva en ¢
La importancia de las sucesiones de Sturm radica en el resultado siguiente:

Teorema 1.1 Teorema de Sturm

Sea fo(x), f1(x),..., fn(x) una sucesion de Sturm para f(x) = fo(x) en el inter-
valo [a,b). Consideremos las siguientes sucesiones en las que sig(d) denota el signo
de d (indistintamente + cuando d = 0)

sig(fo(a)),sig(fi(a)),...,sig(fu(a))
Sig(fo(b)>7Sig(f1(b))7'"7Sig(fn(b))'

Denotemos por N el niimero de cambios de signo en la primera sucesion, y por N»
el niimero de cambios de signo en la segunda (siempre ha de ser N\ > N> ). Entonces
el niimero de raices de la ecuacion fy(x) = 0 en el intervalo |a,b] viene dado por
N1 —N,.

Por tanto, si conocemos una sucesién de Sturm para una funcién f(x), podremos
separar todos sus ceros reales. Lamentablemente, no hay procedimientos sistemati-
cos para formar sucesiones de Sturm para cualesquiera funciones dadas, salvo con-
tadas excepciones, como es el caso de los polinomios, para los que la sucesion de
Sturm se construte de la siguiente forma:

fox) =P(x), filx)=P(x), fir(x)=-ri(x)
donde r;(x) es el resto de dividir f;_; entre f;, es decir, fi—1(x) = ¢;(x) - fi(x) + ri(x).

Ejemplo 1.2 Dado el polinomio P(x) = x* + 2x> — 3x> — 4x — 1, construir una su-
cesion de Sturm para este polinomio y separar las raices de P(x) = 0.
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1.3. Ecuaciones no lineales

1.3.1. Método de biseccion.

Se basa en la aplicacion reiterada del teorema de Bolzano: Si f es una funcion
continua definida sobre un intervalo cerrado [a,b] tal que f(a).f(b) < 0 entonces
f debe tener un cero en (a,b).

El método de la biseccidn explota esta propiedad de la siguiente manera:

(a) Tomamos ¢ = #
(b) = Si f(a).f(c) <0, entonces f tiene un cero en (a,c) y hacemos b <— ¢

= Sif(a).f(c)>0,entonces f(c).f(b) <0y f tiene un cero en (c,b) y hacemos

as<—c

= Si f(a).f(c) =0, estd claro que f(c) =0y ya hemos encontrado un cero.

En las dos primeras situaciones del punto 2, hemos reducido el problema a la
busqueda de ceros en un intervalo de longitud la mitad que la del intervalo original
y repetimos el proceso.

La situacién f(c) = 0 es poco probable que se dé en la préctica, debido a los
errores de redondeo. Asi, el criterio para concluir no debe depender de que f(c) =0,
sino que permitiremos una tolerancia razonable, tal como |f(c)| < €, para cierto €
suficientemente pequefio.

Pseudo-codigo del algoritmo de la biseccion

= entrada a,b,M,$,¢€

m u+— fla),v<— f(b),e+—b—a
= sisign(u) = sign(v) entonces parar
= parak =1,...,M hacer

s ev— S, c—ate wi— f(c)

e salidak,c,w,e

* sile| < 8 or |w| < € entonces parar

* sisign(w) # sign(u) entonces b <— ¢, v<—w
e sinoa<—c,u<+—w

* fin condicional

= fin bucle

Varias de las partes de este pseudo-c6digo necesitan una explicacién adicio-
nal. En primer lugar, el punto medio ¢ se calcula como ¢ ¢— a+ b%” en lugar de
c “%b. Al hacerlo asi se sigue la estrategia general de que, al efectuar calculos
numéricos, es mejor calcular una cantidad afiadiendo un pequefio término de correc-
cién a una aproximacién obtenida previamente. En segundo lugar, es mejor determi-
nar si la funcién cambia de signo en el intervalo recurriendo a que sign(w) # sign(u)
en lugar de utilizar w.u < 0 ya que esta tltima requiere una multiplicacién innecesa-
ria. Por otra parte e corresponde al célculo de la cota del error que se establece mas
adelante.
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En el algoritmo hay tres criterios que pueden detener la ejecucion:

= M, sefiala el mdximo nimero de iteraciones, un algoritmo correctamente di-
sefiado tiene que ser finito.

= Por otra parte la ejecucién del programa se puede detener, ya sea cuando el error
es suficientemente pequefio o cuando lo es el valor de f(c). Los pardmetros 8 y
€ controlan esta situacién. Se pueden dar ejemplos en los que se satisface uno de
los dos criterios sin que el otro se satisfaga.

Teorema 1.2 Andlisis del error

Sea f continua en [a,b] = [ap,bo] con f(a).f(b) <O0. Sean [ag, bo], [a1,b1], ..., [an, bn)
los intervalos sucesivos generados por el método de la biseccion. Entonces los
limites 1im,, o ay,, 1im, . by, existen, son iguales y representan un cero de f. Si
r=1im,_..c, conc, = @, entonces

Demostracion
Por la propia construccién del algoritmo, tenemos,

ap<a; <...<by

by > by

Y

...>ap
bn —dy
2 )
La sucesién {a, } converge debido a que es creciente y estd acotada superiormen-
te.

La sucesi6n {b, } converge por ser decreciente y estar acotada inferiormente.
Ademas, se tiene,

b1 —any1 = n>0

b _ bn—1—an _ _b()*a()
n an—72 ——72n
Asi b
—d
lim b, — lim a, = lim -~ =@
n—oo n—oo n—o0 n

Si escribimos r = 1ima,, = lim b,,, tomando limites en la desigualdad f(a,).f(b,) <
0, resulta f(r)? = f(r).f(r) <0, es decir f(r) =0.

Finalmente, en la etapa en la que se ha construido el intervalo [a,, by], si se detie-
ne en este momento el algoritmo, sabemos que la raiz de la ecuacién se encuentra
en ese intervalo. La mejor estimacién para esa raiz serd el punto medio ¢, = %
y el error cometido verificara

b, —ay, 1 bO —ap bO —ao
[r—cal < 2 S§ on  ontl
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1.3.2. El método de punto fijo

Utilizaremos este método para resolver ecuaciones de la forma x = g(x). Obser-
vemos que si queremos hallar las raices de una ecuacién f(x) = 0, podemos ponerla
de la forma anterior, por ejemplo, haciendo g(x) = x — f(x) o més generalmente
g(x) =x—p(x)f(x) donde p(x) # 0, es una funcién adecuadamente elegida, que
puede ser constante o no.

De manera mas precisa el problema planteado es el siguiente:

Dada g : [a,b] — |a, b] funcidén continua, hallar x € [a,b] tal que x = g(x).

Teorema 1.3 Existencia del punto fijo
Sea g : [a,b] —> |a,b] continua, entonces existe al menos un x € |a,b] tal que
x=g(x).

Demostracién
Sia=g(a) o b= g(b) entonces a o b es una solucién. Supongamos pues que

a#g(a)yqueb#g(b)

Pongamos f(x) = x — g(x), tendremos, f(a) =a—g(a) <0y f(b) =b—g(b) >
0. Por el teorema de Bolzano existe al menos X € (a,b) tal que f(¥) =0, es decir,
x=g(x).

Teorema 1.4 Unicidad del punto fijo
Sea g : [a,b] — [a, b] continua'y contractiva, es decir, existe k < 1 tal que |g(x) —
g(y)| < klx—y|,¥x,y € [a,b], entonces el punto fijo X es tinico.

Demostracion
Sean X7 y X dos puntos fijos de g, X] # X3, es decir, X1,% € [a,b], X1 = g(x1) y
Xy = g(x"z).

b — 02| = |g(x1) —g(02)| < ki — 0| < X1 — 2|
n

Observacién: Si g es diferenciable y existe un nimero k < 1 tal que |g'(x)| <k
para todo x € [a, b], entonces para & € [a,b], resulta |g(x) — g(y)| = |g'(&)||x—y| <
klx—yl.

El algoritmo de punto fijo o iteracion funcional es:

= Dado un x € [a,b],
= calculado x,, obtenemos x,1 = g(x,)
Pseudo-codigo del algoritmo de punto fijo

= entrada xo, M, €
B X< X0
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» Parak=1,...,M hacer

o xp 4 x, x4 gx), e+ [x—x|
e salidak, x, e
* sie < & entonces parar

= fin bucle

Teorema 1.5 Teorema de convergencia y andlisis del error
Sea g : |a,b] — |a,b] continua y contractiva, es decir, tal que

lg(x) =g <klx—y| Vx,yela,b], k<1
entonces la sucesion x, generada por el algoritmo de punto fijo verifica
lim x, = x
n—oo

siendo X el unico punto fijo de g, y ademds,

n

|x, — x| < |x1 — xo]

11—k

Demostracion

Pen — | = |g(xn—1) — g(¥)| < klxn—1 — %[ < ... <k"|xo— %]
de donde
lim |x, — x| < |xo— % im k" =0
n—oo n—yoo
pues k < 1.
Por otro lado,
Pt 1 = Xn| = |g(xn) — g(xn—1)| < klotn —xn—1| < ... <K |1 —x0]

Para m > n > 1 tendremos,

[%m — Xn| = |Xm — Xim—1 F Xm—1 — Xm—2 + Xm—2 — - F Xnt1 — Xn|
< |xm = Xm—1 |+ [xXm—1 = Xm—2| + oo+ X1 — Xn|
< (KN KT LK) — X0
<K' (1+k+ o+ K"y —xo

Pasando al limite cuando m — o se obtiene

n
—xl <
b =5 < 7%

|x1 —xo
|

Definicion 1.3 Orden de convergencia, convergencia lineal, cuadrdtica y orden o
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=)

Supongamos que {x,};,_, es una sucesion convergente cuyo limite es p. Sea e, =
X, — p. Si existen dos constantes L > 0y a > 0 tales que

l. ‘el’l+1| _
My 00 |en‘a -

diremos que {x,} converge hacia p, con orden . En particular:

= Si o= 1, diremos que la convergencia es lineal.
= Si o =2, diremos que la convergencia es cuadrdtica.
» Sil <o <2, diremos que la convergencia es superlineal.

Teorema 1.6 Orden de convergencia del método de punto fijo
El método de punto fijo tiene convergencia lineal si g' es continua y g'(x) # 0
siendo X el punto fijo de g.

Demostracion
En efecto,

enil = Xni1 — X = g(xn) — (%) = &' (&) (xn — %) = &' (&n)en
donde &, € [x,,x], finalmente

€n . _
il _ i, g (€] = 8B =2 > 0

limy, oo
lenl

1.3.3. Elmétodo de Newton

Consideremos de nuevo el problema de buscar las raices de una ecuacién del tipo
f(x) =0.Si f(x), f/(x) y f”(x) son continuas cerca de una raiz %, esta informacién
adicional sobre la naturaleza de f(x) puede usarse para desarrollar algoritmos que
produzcan sucesiones {x; } que converjan a X mas rdpidamente que el método de bi-
seccién o de punto fijo. El método de Newton-Raphson, o simplemente de Newton,
que descansa en la continuidad de f7(x) y f”(x), es uno de los algoritmos mds ttiles
y mejor conocidos.

Supongamos que X es una raiz de la ecuacion anterior y supongamos ademads que
f es dos veces derivable con continuidad. Si x es una aproximacién de X, usando el
desarrollo de Taylor, podemos escribir,

0=1(0) = f(&) + F (=) + 3/ (E)(F )"

Si x estd cerca de ¥, (¥ —x)? es un niimero pequefio y podremos despreciar el tltimo
término frente a los otros, y X vendra dado aproximadamente por
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_ f)

f(x)
Como hemos despreciado el término cuadritico este valor no serd exactamente ¥,

pero es de esperar que serd una mejor aproximacion que el valor x de partida. De
aqui se obtiene el algoritmo de Newton:

XX

= X, valor cercano a x.
= Calculado x,, obtenemos x;,+ 1,

_ J(xn)
1" (xn)

El método de Newton también es conocido como método de la tangente, ya que
si trazamos la tangente a la curva y = f(x) en el punto (x,, f(x,)) obtenemos la recta
y=f(xn)+ f'(xn) (x—x,) que corta al eje y = 0 en el punto de abscisa x = x,, — ]{,(();?) ,
que es precisamente el valor de x,,; | en la férmula de Newton-Raphson.

El método de Newton se puede interpretar como un método de punto fijo, pues

buscamos el punto fijo de la funcién x — f(x)/f(x).

Xn+1 = Xp Férmula de Newton-Raphson

Pseudocodigo del algoritmo de Newton

= entrada xo,M, 8, €

» v flxo)

= salida 0,xp,v

= si|v| < € entonces parar
= parak=1,...,M hacer

* X| ¢ Xp— ﬁm)
¢ V< f(xl)

e salida k,x1,v

* sijx; —xp| < 8 0|v| < € entonces parar

® Xp < X1
= fin bucle

Un inconveniente de la sucesion generada por la férmula de Newton-Raphson
es que no siempre se tiene asegurada la convergencia hacia x, incluso tomando xg
préximo a ¥. Nos preguntamos que condiciones hay que exigir a xo y a f para que
la sucesion {x,} generada por la férmula de Newton-Raphson sea convergente a .

El resultado mds general de convergencia del método de Newton es el siguiente:

Teorema 1.7 Convergencia del método de Newton

Supongamos que f € C*[a,b] y que X € [a,b] es una raiz simple de f, es decir,
f(X) =0y f'(x) # 0. Entonces existe una constante 8 > 0 tal que la sucesion {x,}§
generada por el método de Newton converge a X cualquiera que sea la aproximacion
inicial xy € [x— 8,%+ 0], y ademds la convergencia es cuadrdtica, es decir, existe
una contante C > 0 tal que
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[Xntr1 — % < Clxy —7c|2, n>0.

Existe un resultado que, partiendo de un intervalo inicial adecuado, cuando este
existe, nos permite asegurar la convergencia del método de Newton y nos indica el
valor incical con el que comenzar la iteracion.

Teorema 1.8 Regla de Fourier
Sea f(x) : [a,b] — R, continua y dos veces diferenciable con continuidad en [a, b]
y tal que verifica:

w f(a)-f(b) <0, es decir sigf(a) # sigf(b),
s f(x) #£0,Vx € [a,b],
= f"(x)#0,Vx € [a,b].

Entonces el método de Newton converge si tomamos xo = a 6 xo = b de tal forma que
F(x0) - f"(x0) > 0, es decir, tomando como valor inicial xg el extremo del intervalo
en el que la funcion y su segunda derivada tienen el mismo signo.

Ejemplo 1.3 Aproximar la raiz cuadrada de 3 con el método de Newton partiendo
del intervalo [1,2).

Para una amplia clase de problemas, el método de Newton converge cuadratica-
mente con tal que la aproximacién inicial sea suficientemente buena. Sin embargo
puede no haber convergencia para una aproximacion inicial no cercana a la solucién.

1.3.4. Modificaciones del método de Newton.

El método de Newton presenta problemas cuando £, la raiz de f(x) = 0 que se
busca es multiple. Esta situacion se detecta porque la convergencia del método se
hace especialmente lenta. La formula de Newton-Raphson puede modificarse para
adpatarse a este caso:
f(xn)

I (xn)

Xntl =Xn—k

donde k representa la multiplicidad de .
En la prictica, el problema es que no conocemos k, pero a esto nos puede ayudar
el comportamiento de f y sus derivadas al aplicar el método.

Ejemplo 1.4 La ecuacion x —sinx = 0 tiene una raiz triple en x = 0. Aplicar el
método de Newton y su modificacion a este ejemplo partiendo del intervalo [—1,1].

1.3.5. Método de la secante.

En muchas aplicaciones, f(x) no viene dada por una férmula explicita, por ejem-
plo si f(x) es el resultado de algiin algoritmo numérico o de un proceso experimen-
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tal. Como f”(x) no estard en consecuencia disponible, el método de Newton deberd
modificarse de modo que unicamente requiera valores de f(x).

Cuando f’(x) no estd disponible, podemos reemplazarlo por una aproximacién
suya, por ejemplo, tomando la pendiente de la secante formada a partir de dos puntos
sobre la grafica de la funcién, es decir, aproximamos la derivada en un punto x,

mediante
S Gen+ ) — f(xn)
hn
Una manera de aproximar f”(x,) es utilizar los valores de f en x, y x,,_1, es decir,

Jn) = flon1)

Xn — Xn—1

I () = an =

f/(xn) ~ap =

obtenemos asi el llamado método de la secante,

" X0, X1
Xn—Xn—1

R e e S o oy
y que necesita de una sola evaluacién de la funcién en cada iteracion.

Pseudocodigo del algoritmo de la secante

= entrada xg,x;,M, 8, €

» v ¢ f(x0), vi< f(x1)
= salida 0,x9,vg,1,x1,v1

= si|vi| < € entonces parar
= parak=1,...,M hacer

X1=X0
Vi —Vo

* X< X1 —V]
L) <—f(x2)
e salida k,x3,v;

e si|x; —x1| < 0 0 |v2| < € entonces parar
® X0 < X1,V < V1

* X| < X2,V < V2

= fin bucle

Si hay convergencia en el método de la secante, esta es superlineal. El orden de
convergencia es el nimero dureo.

145
o= 5

~1.62

1.4. Sistemas de ecuaciones no lineales.

Nos ocupamos ahora del problema del cdlculo numérico de los ceros de funcio-
nes vectoriales de varias variables reales que tienen la forma general F(x) = 0, don-
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de F : R" — R" viene definida por sus n componentes f; : R" — R parai=0,...,n,
esto es, un sistema de n ecuaciones no lineales con n incdgnitas:

Salxt, .o yx0) :0

El salto de una a varias variables conlleva la introduccién de nuevos conceptos
que generalicen los habituales en R. El concepto de norma como distancia, compati-
ble con las operaciones de la estructura de espacio vectorial, generaliza el concepto
de valor absoluto en R, y con él es facil expresar el andlisis en varias variables
manteniendo una semejanza casi total con el caso de una variable. La dificultad es
mayor, pero las herramientas son las mismas generalizando lo que hemos estudiado
en una variable.

Recordemos algunos resultados del andlisis en varias variables que necesitare-
mos.

= Sea D un conjunto cerrado de R" y f: D C R" — R, entonces,

* ftiene limite / en xo (1im,_, f(x) =1),siVe > 036 > Otal que |f(x)—I| <€
VxeDcon0 < |x—xp| <8.

* fescontinuaenxy € D si 3lim,_, f(x) y lim, .y, f(x) = f(x0).

* fescontinua en D si lo es en cada punto de D.

e Seaxg€D,si3é>0,K>0con |aaf—)§j‘)| < K paracada j=1,...,n siempre
que |[x —xp|| < 8 y x € D = f es continua en xo.

= SeaF:DCR"—R", conF =(f1,...,f,)" entonces,

o limy, F(x) =L=(l1,...,I,)" ©limy,y, fi(x) =l paracadai=1,...,n.
* Fescontinuaen xg € D si 3imy_,y, F(x) y limyx, F(x) = F(x0).
e F escontinua en D si lo es en cada punto de D.

1.4.1. Método de punto fijo en varias variables.

Sea G : D C R" — R", decimos que tiene un punto fijo en p € D si G(p) = p.

Como en el caso de una variable, cuando tenemos un sistema de ecuaciones no
lineales, F'(x) = 0, podemos escribirlo en la forma G(x) = x, de varias formas, por
ejemplo haciendo G(x) = x — F(x), y transformar el problema de calcular una raiz
de F en calcular un punto fijo de G.

Pseudo-codigo del algoritmo de punto fijo en varias variables

= entrada xg, M, €
B X< X0
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» Parak=1,...,M hacer

o x; 4 xx G(x), e |lx—x1]
e salidak, x, e
* sie < € entonces parar

= fin bucle

Tenemos el siguiente resultado que nos da la convergencia del método de punto
fijo en varias variables. Observar que la convergencia depende de las propiedades de
G, por tanto, la eleccién de esta funcidn a la hora de escribir el sistema que queremos
resolver F(x) = 0, en la forma G(x) = x, es crucial.

Teorema 1.9 Sea D= {(x{,...,x,) /a; <x; <bji=1,....,n} yG:D— R" tal que
sea continua 'y G(x) € D, Vx € D. Entonces G tiene al menos un punto fijo p € D. Si
ademds, G tiene derivadas parciales primeras continuas y 3K < 1 tal que

‘ dgi(x), K

=" <= VxeD, ij=1,...,n
dx; n

entonces la sucesion {x")}_, definida por la iteracién funcional x" = G(x("~1))

para m > 1, partiendo de un x© e D arbitrario, converge a dicho punto fijo p € D
Yy

m

) = plfe < T I 5

~1-K

1.4.2. Meétodo de Newton en varias variables.

Supongamos que x(*) es un valor préximo a ¥ solucién de F (x) =0, es decir,

x©) =%+ h, haciendo el desarrollo de Taylor,

0=F(x) =Fx9—n) =Fx9) = DF(x)(h) + Resto

Despreciando el resto,

es decir,
h~ DF (x) 71 F (x(%))

de donde,
D =xO —p = xO _ pr(xO)-1F(x0)

serd una mejor aproximacion de X que x©, donde DF (x(o)) viene dado por la matriz
Jacobiana,
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2fix) 9fikx)  9filx)

ox ox oxy,
ahl) aht) Al
J(x) — dxy dxp, T dxy

() hE) KW

8x1 axz e axﬂ

De aqui se obtiene el algoritmo de Newton:

s x(9, valor cercano a .

s Calculado x™, obtenemos x("+1),
XD = 1) g ()= ()

Este algoritmo plantea la dificultad de tener que calcular la inversa de la matriz
Jacobiana en cada iteracidn, en la practica el método se realiza en don pasos,

= se resuelve el sistema J(x("))y = —F (x("))
= se calcula x("1D) = x(") 4y,

Pseudocodigo del algoritmo de Newton

. entradax<0),M,£
= parak =1,...,M hacer

o calcular F(x) y J(x)

* resolver el sistema lineal n x n J(x)y = —F (x)
* hacerx=x+y

e salida k,x

* i |ly|| < € entonces parar

* sinohacerk=k+1

= fin bucle

En el método de Newton en una variable se podia interpretar como un método
de punto fijo donde tratdbamos de encontrar una funcién p(x) tal que la iteracién
funcional de g(x) = x— p(x)f(x) diera convergencia cuadrdtica al punto fijo p de
g(x), escogiendo p(x) = 1/f"(x). Para el caso n-dimensional, buscamos una matriz
nxn, A(x) = (a;j(x)), donde cada componente es una funcion a;;(x) : K" — R tal
que,

G(x) =x—A(x)"'F(x)

de convergencia cuadrética a la solucién de F(x) = 0, siempre que, desde luego,
A(x) sea no singular en el punto fijo de G(x). Esta matriz va a ser precisamente la
matriz Jacobiana.

Tenemos el siguiente resultado que nos da la convergencia del método de Newton
en varias variables, de nuevo, el valor incial debe ser préximo a la solucién buscada.

Teorema 1.10 Sea F = (f1,..., f,) : D € R" — R" con D un abierto convexoy F
diferenciable con continuidad en D. Supongamos que existe un punto ¥ € D, dos
constantes r,3 > 0y otra y > 0 tales que:
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F()=0
@) <pB
V() =)l < 7llx—yl[|Vx,y € B(x,r)

Entonces para € = min{r,1/2yB}, y ¥x\©) € B(%,€) la sucesion generada por el
método de Newton, converge a X y ademds

et — | < By~



Capitulo 2
Sistemas de ecuaciones lineales

En este capitulo consideraremos el problema de resolucién de sistemas de ecua-
ciones lineales, unos de los problemas numéricos que en la practica aparece con
mayor frecuencia, por si mismo o como parte de un problema mayor.

Los métodos que utilizaremos se clasifican en dos grupos: métodos directos y
métodos iterativos. En teoria, los métodos directos permiten calcular la solucion
exacta con un nimero finito de operaciones aritméticas, en la practica debido a la
finitud de las cifras con que podemos representar los nimeros reales en un ordena-
dor, la acumulacién de errores de redondeo produce soluciones aproximadas. En los
métodos iterativos la solucion se define como limite de una sucesién infinita de vec-
tores, en la prictica se puede obtener una solucién aproximada fijando un nimero
finito de iteraciones.

Un sistema de n ecuaciones lineales con n incognitas se puede escribir,

ayxy+apxy+...+apx, = b
ar1x1 +anxy+...+axx, =by

an1 X1 +amxy + ...+ apx, = by,

donde los coeficientes a;; (i, j=1,2,...,n)ylos términos independientes b; (i =
1,2,...,n) son constantes dadas. El problema es determinar las inc6gnitas del siste-
ma x,x2,...,X, de forma que se satisfagan las n ecuaciones simultaneamente.

El sistema en forma matricial se escribe,

Ax =D,

siendo A = (a;;) la matriz de coeficientes, b = (b;) el vector de términos de inde-
pendientes, y x = (x;) el vector de incGgnitas. A partir de ahora, nos centraremos en
el caso de sistemas determinados, es decir, con solucidn Unica.

Por tanto el problema resolver en este capitulo es:

19
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Dada una matriz A € R™" regular y un vector b € R”, hallar x € R” tal que

Ax=0>b

Empezaremos recordando algunos conceptos basicos Algebra lineal.

2.1. Generalidades sobre matrices y vectores

Tipos de matrices. Notacion

Sea A = (a;;) € R™", A" = (aj;) la matriz traspuesta, A~! la matriz inversa.

= A es singular si detA = 0, A es regular si detA # 0.

= A essimétricasi A’ = A, A es ortogonal si A~! = A,

= A es definido positiva si es simétrica y x'Ax > OVx # 0.

= A es semidefinido positiva si es simétrica y X’ Ax > 0Vx # 0.

= A es diagonal dominante si |a;;| > Y ;4 laij|,i=1,...,n

= A es estrictamente diagonal dominante si |a;;| > Y |aij|,i=1,...,n

» Ay B son matrices semejantes si existe una matriz regular C tal que B = C~'AC.

= A es digonalizable si es semejante a una matriz diagonal.

= Aesbanda p,gsia;j=0parai> j+py j> i+q (triangular superior:p=1,q=n;
triangular inferior:p=n,q=1; Hessemberg superior:p=2,q=n; Hessemberg infe-
rior:p=n,q=2; diagonal:p=q=1; tridiagonal:p=q=2; etc.)

» Sea L una matriz triangular, entonces detL = [T, [;;.

= El producto de dos matrices triangulares superiores (resp. inferiores) es una ma-
triz triangular superior (resp. inferior), y los elementos de la diagonal son el pro-
ducto de los elementos de las diagonales.

= La inversa de una matriz triangular superior (resp. inferior) es una matriz trian-
gular superior (resp. inferior), y los elementos de la diagonal son los inversos de
los elementos de la diagonal.

Propiedades

» SeaA = (a;;) € R™", las siguientes afirmaciones son equivalentes.
+ A~ !existe.
e detA#0.

¢ El sistema lineal Ax = O tiene solamente la solucién x = 0.
* Para cualquier vector b, el sistema lineal Ax = b tiene solucién tnica.
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» Las filas y las columnas de A son linealmente independientes.
* Elrango de la matriz A es n.

= (AY=A,(A+B)=A"+H, (0A) = aA'.

. (At)fl — (Afl)l’ (AB)I — BIA”.

w detld =1, detA" = detA, det(aA) = " detA.

» det(AB) = detAdetB, detA~' = 1/detA si A" existe.

» detB=det(C'AC) = detC~'detAdetC = detA

» Una matriz cuadrada tiene inversa <> es regular.

= Lema de Schur: Toda matriz es semejante a una matriz triangular superior me-
diante una transformacién de semejanza con una matriz ortogonal.

= Criterio de Sylvester: Una matriz simétrica es definido positiva < todos los
determinantes principales son estrictamente positivos.

= Las submatrices principales de una matriz definido positiva son definido positi-
vas.

= Los elementos diagonales de una matriz definido positiva son estrictamente po-
sitivos.

= Si Q) y Q> son ortogonales = Q10> es ortogonal.

= Si Qes ortogonal = |derQ| = 1.

= Si Q es ortogonal = || Ox|2 = ||x||2.

Valores y vectores propios

» Dada una matriz cuadrada A, diremos que un vector v # 0 es un vector propio de
A de valor propio A cuando Av = Av.

= Los valores propios de A son las raices del polinomio caracteristico ps(A) =
det(A—Ald).

= Elespectro de A, Esp(A) = conjunto de valores propios de A.

= Elradio espectral de A, p(A) = mdxy,cpgp(a) | Ail-

= Los vectores propios de A y A’ se llaman vectores propios por la derecha y vec-
tores propios por la izquierda de A (respect.).

= Las matrices A y A’ tienen los mismos valores propios. Los vectores propios
por la derecha son ortogonales a los vectores propios por la izquierda de valores
propios diferentes.

= A es regular < tiene todos los valores propios diferentes de cero. Los valores
propios de A~! son los inversos de los valores propios de A. v es un vector propio
de valor propio A de A < v es un vector propio de valor propio 1/4 de A~!.

= Los valores propios de una matriz simétrica son reales.

= Una matriz simétrica es definido positiva <>todos los valores propios son estric-
tamente positivos.

= Los espectros de dos matrices semejantes son iguales. Si v es un vector propio
de valor propio A de Ay B = CAC~!, entonces C~'v es vector propio de valor
propio A de B.
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= Se llaman valores singulares |l de A alas raices cuadradas positivas de los valores
propios de A’A.

Normas vectoriales
= Sea E un espacio vectorial, una norma en E es una aplicacién

|: E—R*T
x = |||

que cumple:

 |x|=0&x=0,

o |lex| = |el||x||V escalar ¢,Vx € E,
© eyl < el + [lyllvx,y € E.

= Las normas vectoriales son las que estan definidas sobre espacios vectoriales de
laforma E=R"o0 E =C".
= Normas Holder:

n
kel = (X lal”)/7,p > 1
i=1

= Norma suma de mddulos:

n
xll = Y |
i=1

= Norma euclidea:

Ixll2 = (Y lil*)/2
i=1

= Norma infinito:
]l = max |x;]
i=1+n

Normas matriciales

Una norma matricial es una norma en el espacio de las matrices cuadradas R"*"
que sea multiplicativa, es decir, que cumpla

IAB|| < [IA[[]|BIl  VA,B € R""".

Una norma matricial || || es consistente con una norma vectorial (que denotaremos
igual) si y sélo si
lAx|| < |A|l|lx]] VA € R™" vx € R™.
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Dada una norma vectorial | ||, siempre se puede definir una norma matricial con-
sistente con ella, llamada norma matricial subordinada, mediante

IIAXH
Al = ax [|Ax||
#0 [|x[l || H i

por ejemplo, las normas subordinadas a las normas Holder,

IAllp = max [lAxl],
)4

Se verifican las siguientes propiedades,

= Norma 1:
n
Al = 1??2‘,1; |aij]
= Norma euclidea:
[All2 = /P (A'A) = timax

= Norma infinito:
[[All = mdx Z |aijl

1<i<n

Si A es simétrica = p(A) = ||A||2

Propiedades

= p(A) <||A|| para una norma matricial cualquiera.
IA|l < p(A) + € para al menos una norma matricial inducida.
= Las siguientes condiciones son equivalentes:

o limg W AF =0

o limpeAfx=0 VxeR”"

« p(A)<1

* ||A|| < 1 para alguna norma matricial inducida.

Condicionamiento de una matriz

Sea A una matriz cuadrada regular, y | || una norma matricial, se define el
condicionamiento de A asociado a la norma || ||, como

cond(A) = ||A[[[|A™"]]

» cond(aA) = cond(A),Ya # 0,YA € R"™" regular.
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= cond(A) > 1 si se calcula con una norma inducida.

» condy(A) = %, donde Wqy, Umin sON los valores singulares de A mds grande y
mds pequefio.

= Una matriz estd bien condicionada si su nimero de condicionamiento es proximo
al.

= Las matrices mejor condicionadas son las matrices ortogonales.

2.2. Métodos directos de resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales

2.2.1. Matrices triangulares

Comenzaremos presentando dos algoritmos de resolucién muy sencillos para sis-
temas con matriz de coeficientes triangular. Tengamos en cuenta que para que un
sistema de este tipo sea determinado los coeficientes de la diagonal principal deben
ser no nulos.

Consideremos el siguiente sistema de n ecuaciones con z incognitas, cuya matriz
de coeficientes es triangular superior invertible,

apxy+apxy+...... + ayx, = by
apxy+...... + arpx, = by

ap—1n—1Xn—1 T An—1nXn = by
ApnXn = by,

Teniendo en cuenta que a; # 0, para i = 1,...,n, de la dltima ecuacién podemos
despejar,

Xy = by / Ann,y
sustituyendo este valor en la pendltima ecuacién, tenemos

Xn—1= (bnfl 7an71,nxn)/an71,n717

y asi sucesivamente hasta llegar a

X1 = (b1 —a1’2x2 — ... —alnxn)/alﬁl.
Este método se llama método de sustitucion inversa.

Algoritmo 2.1 Método de sustitucion inversa
Para resolver Ax = b siendo A triangular superior invertible

Xn = bn/anrn
para i desde n— 1 hasta 1

x; = (bi — Xj—ip aijx;j) / aii,
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Algoritmo 2.2 Método de sustitucion directa
Para resolver Ax = b siendo A triangular inferior invertible

x1 = by /an,
para i desde 2 hasta n
x; = (bi — Xz aijxj) /aii

Es importante tener una idea del coste computacional de estos algoritmos pa-
ra poder hacer comparaciones entre distintos métodos. Para algoritmos de dlgebra
lineal, una forma de estimar este coste es contar el nimero de operaciones algebrai-
cas del algoritmo. En casi todos los ordenadores las sumas y restas llevan aproxi-
madamente el mismo tiempo de ejecucion, al igual que productos y divisiones, asi,
normalmente para contar el niimero de operaciones de un algoritmo se cuentan el
nimero de sumas/restas y el nimero de productos/divisiones.

En los algoritmos anteriores, el nimero de operaciones realizadas es,

o (n=Dn n® n
Z i=—— = 573 sumas/restas

n 1 2
Z i= % = % + g productos/divisiones

i=1

2.2.2. Eliminacion gaussiana

Entre los métodos directos de resolucién de sistemas de ecuaciones lineales es el
mds popular. También se usa para calcular determinantes e inversas de matrices.

La idea bdsica consiste en transforma (reducir) el sistema inicial en uno equiva-
lente (misma solucién) cuya matriz de coeficientes sea triangular superior. El nuevo
sistema se puede resolver facilmente mediante el método de sustitucién inversa. La
reduccidn se realiza mediante transformaciones elementales sobre las ecuaciones
del sistema: permutar dos ecuaciones y sustituir una ecuacién por su suma con otra
multiplicada por una constante.

Veamos como es posible transformar un sistema determinado Ax = b de n ecua-
ciones con n incégnitas, realizando un nimero finito de transformaciones elemen-
tales, en un sistema equivalente con matriz de coeficientes triangular superior. La
reduccioén se realiza en n — 1 pasos. _

Para simplificar la notacién usaremos la matriz ampliada del sistema A, donde
cada fila representa una ecuacion.
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(1 (1) (D] (1)

ai ai ... ai|bi “111 “112 “1{1 L

-~ a; ax ... ax|by “<21) agz) aén) bg)
A:Al p— p— . .

n a Dl a

ant Gy .. Gnn by NI 0

Primer paso de la reduccion: si a(111> #0cadafilai, (i =2,3,...,n) se sustituye
por ella misma menos la primera fila multiplicada por /;; = al(ll ) / a(lll), obteniéndose
la siguiente matriz ampliada,

(m (1) (MM

apy dpp ... 4y, (D)
2)

2 2
- 0 o ... a2 |b

Ay = _
0 4@ 2L

S P

siendo

Segundo paso de la reduccion: si agzz) # 0 cada fila i, (i = 3,4,...,n) se sustituye
por ella misma menos la segunda fila multiplicada por l;; = afzz ) / agzz), obteniéndose
la siguiente matriz ampliada,

1) ( D, (1
ag]) a§2> 9(13) agn) by"

]
0 a<222> ag) agl) b(z)

As=] 0 0 ag) agi) bg3)

0O O a,(fz) a,(13> b£,3)
siendo ; ) )
al(j) = a§j> —lizaéj) (i=3,...,m;j=3,...,n),
b =bP 1,63 (i=3,....n).
y asi sucesivamente hasta llegar al paso n — 1 en el que se obtiene la matriz ampliada,

1 1 1 1
) 0

@ @0

~ 0 ayy ...a5’|b

A, = %2 Z.n 2
0 0 ..ap

de un sistema equivalente al primero triangular superior que se resuelve por sustitu-
cién inversa.
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Los nimeros agll) , agzz), e ,aﬁ,ﬁ) se llaman pivotes. Los ndmeros /;; se llaman mul-
tiplicadores.

. . . k . .
Si en el paso correspondiente se tiene que a,ik) = 0, por ser el sistema determina-

do, siempre podemos encpntra.r aﬁ). #0,(j>k), permptgr la§ filas jy .k y continuar
el proceso, esto se denomina pivotaje. El proceso de eliminacién gaussiana se puede
realizar sin pivotaje, si y solo si todos los determinantes principales de la matriz de
coeficientes A son no nulos.

Ejemplo 2.1 Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales mediante el
método de eliminacion gaussiana,

X1 — x+2x3— x4g= —8
2x1 — 2x3 4+ 3x3 — 3x4 = =20
X1+ x+ x3 -2
X1 — xp + 4x3 + 3x4 4

Algoritmo 2.3 Método de eliminacion gaussiana
Para resolver el sistema determinado Ax = b siendo A de orden n

para k desde 1 hasta n
para i desde k+ 1 hasta n
I = ay/ar
para j desde k+ 1 hasta n
ajj = ajj — lagj,
bi =b; — by,
Xn = bn/anm
para i desde n— 1 hasta 1
Xi = (bi = Y1 aijxj) /i,

El niimero de operaciones aritméticas realizadas en el proceso de reduccién es,

n—1 n—1 1 1
Z(n—k)(n—k—l— 1)= Z m(m+1) = g(n— Dn(2n— 1)+§n(n— 1) sumas/restas
k=1 m=1

n—1 n—1

1
Z (n—k)(n—k+2)= Z m(m+2)= g(n— )n(2n—1)+n(n—1) productos/divisiones
k=1 m=1

Junto con el coste operacional del proceso de sustitucién inversa, tenemos un total

de,

n3 2

—I—n " mas/resta
— — — sumas/restas
3 2 6

3

% +n?— g productos/divisiones

En la siguiente tabla podemos ver como aumenta el coste operacional con el tamafio
del sistema.
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no +/—  x/+

3 17 11

10 430 375

50 44150 42875

100 343300 338250
Una variante del método de eliminacién gaussiana es el Método de Gauss-
Jordan. Consiste en reducir a 0 no sélo los elementos por debajo de la diagonal,
sino también por encima, es decir, en el paso k de la reduccidn, se transforman en
0 todos los elementos de la columna k fuera de la diagonal, obteniendo al final un
sistema equivalente con matriz de coeficientes diagonal, que se resuelva facilmente
dividiendo los términos independientes por el correspondiente elemento de la dia-
gonal. El coste operacional de este método es superior al de eliminaciéon gaussiana.
3

n
— — — sumas/restas
2 2

3

% +n?— g productos/divisiones

2.2.3. Técnicas de pivotaje

Si en algin paso del proceso de eliminacién gaussiana el pivote es no nulo pero
muy pequefio, aunque podemos aplicar el método, éste es muy inestable numérica-
mente en el sentido de que los errores de la solucidn, propagados a partir de los erro-
res de los datos, pueden aumentar notablemente. Conviene en estos casos modificar
el método de eliminacion gaussiana con alguna técnica de pivotaje, por ejemplo:

Pivotaje parcial o maximal por columnas

En el paso k-ésimo, en lugar de tomar como pivote a,((],?

L. k . .
de méaximo valor absoluto entre los elementos afk) para i = k,...,n, es decir, si

, se toma el elemento

|a£§2\ = MéX<i<n |a§,1:) |, se permutan las filas p y k.

También es recomendable utilizar alguna técnica de pivotaje cuando las magni-
tudes entre las distintas filas (distintas ecuaciones) es muy diferente, en este caso se
recomienda:

Pivotaje escalado
Calculamos para cada fila un factor escalar s; = mixi<j<y |a;j|, es decir, ele-

gimos en cada fila el elemento de maximo valor absoluto. Si detA # 0 entonces
si#0 Vi=1,...,n. En cada paso k, permutamos la fila k por la p si
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(k) k
ol lay|
Sp k<i<n S;

De este modo conseguimos eliminar la diferencia de magnitud relativa entre los
elementos de distintas filas. Los factores escalares se eligen una sola vez al principio
del proceso y no en cada paso, pues esto elevaria en exceso el coste operacional.

2.2.4. Factorizacion LU

El método de factorizacion LU produce la factorizacién de la matriz del sistema
A en el producto de una matriz triangular inferior con unos en la diagonal L, y otra
triangular superior U. Esta factorizacién A = LU se puede realizar de manera uni-
ca siempre que todos los determinantes principales de A sean no nulos, la misma
condicién que nos permite realizar el proceso de eliminacidn gaussiana sin pivota-
je. En caso de que no se cumpla esta condicén y siempre que A sea regular, serd
posible permutar las ecuaciones de manera que la nueva matriz PA admita una tal
factorizacion, PA = LU.

Una vez realizada la factorizacion LU, la solucién del sistema Ax = b, (o bien
PAx = Pb si ha sido necesario hacer alguna permutacion), se realiza en dos pasos,
resolviendo sucesivamente dos sistemas triangulares,

_ _ 1) Ly=b=y
Ax—LUx—b:>{2) Ux=y=x
PAx— LUx—Ph— | 1) Ly=Pb=y

2) Ux=y=x

El modo de calcular los coeficientes de las matrices L 'y U nos lo da el proceso
de eliminacién gaussiana sin mds que interpretarlo en forma matricial.

Permutar las filas p y k de una matriz A consiste en multiplicar dicha matriz por
la matriz de permutacién P correspondiente, que no es mas que la matriz identidad
en la que se han permutado las filas p y k. Observar que las matrices de permutacién
verifican P~! = P. Observar también que el determinate de una matriz a la que se
han permutado dos filas es el mismo cambiado de signo.

Asi, si en el primer paso del proceso de eliminacién gaussiana tenemos que per-
mutar las filas 1 y p, estamos multiplicando el sistema Ax = b por la matriz de
permutacién Py, que es la matriz identidad donde se han permutado las filas 1 y p.
Después, al hacer ceros por debajo del pivote estamos multiplicando por una matriz
L que se obtiene a partir de los multiplicadores, a saber,

PlA; =LA,

donde,
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100...0
HL110...0
L= 5101...0
;5100...1
Entonces, multiplicando por P, tenemos,

A=A, =P LA,

En el segundo paso,

PA; = [5A;3
donde,
100...0
010...0
Ly = 0l31...0
0L,0...1

de modo que,
A=A =P LA, = PLL1P1rAs

Al llegar al dltimo paso,
A=PLP,L;...P,_ L, 1A,

donde A,, = U es la matriz triangular superior buscada. Si no hiciera falta ninguna
permutacién tendriamos A = LjL,...L,_ U = LU donde L = L{L,...L,_ es la
matriz triangular inferior con unos en la diagonal construida con los multiplicadores
lij,

1 00...0

Ly 1 0 ...

L_ iilan 1 ...0

)

Int Lip I3 ... 1

En el caso de ser necesarias las permutaciones, como el producto de matrices no
es conmutativo, tenemos,

A=PLPLy...Py Ly 1A, =PP... P, L\L,... L, \U=PLU

donde,
P=PP...P_
L=LL,...L

Ly =P 1P o... Py 1LiPiy1 .. Pr2Pry

de modo que multiplicando por la matriz de permutacién P tenemos, PA = LU.
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Ejemplo 2.2 Resolver el sistema de ecuaciones lineales del ejemplo anterior me-
diante el método de factorizacion LU.

2.2.5. Matrices especiales: factorizacion LDL', Cholesky

Si la matriz A es simétrica y admite una factorizacion A = LU, podemos escribir
U = DR con D diagonal y R triangular superior con unos en la diagonal. Al ser
A simétrica, A = A, por lo que LDR = R'DL’, y como la factorizacién es unica,
entonces R = L, de donde se puede escribir,

A=LDL

Si ademds A es definido positiva, entonces los elementos diagonales de D son
positivos y podemos calcular su raiz cuadrada. Sea D'/2 la matriz diagonal cuyos
coeficientes son las raices cuadradas de los de D. Entonces,

A=LDL =LD'*D'\?[! = 2 '

donde ¥ = LD'/? que es la factorizacién de Cholesky para matrices simétricas
definido positivas.

Ejemplo 2.3 Calcular la factorizacion LDL' y la de Cholesky para la siguiente
matriz,

131111
1113 11
111113

2.2.6. Aplicaciones

Calculo del determinante de una matriz.

Si en una matriz se permutan dos filas o dos columnas, el valor absoluto del
determinante no varia, pero si cambia de signo. Si en una matriz a los elementos
de una fila o columna se les suman los de otra multiplicados por un escalar, el
determinante no varia. Estas son las transformaciones que se realizan en el proceso
de eliminacién gaussiana, por tanto,

n
detA = €detU = SHuii
i=1

ya que U es triangular, siendo € = 1 si el nimero de permutaciones de filas realiza-
das es par, y € = —1 si es impar.
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El nimero de operaciones realizadas al calcular el determinate de este modo es

del orden de 19(@), mucho menor que el nimero de operaciones realizadas al usar
la regla de Laplace para el calculo del determinante,

detA = Z(_I)Signo-al,a(]) < -Ap.c(n)
(o2

que son n! — 1 sumas/restas, y n!(n — 1) productos/divisiones.

Calculo de la inversa de una matriz.

Si A es una matriz regular, y X es su inversa, entonces su producto es la matriz
identidad AX = Id. Separando las columnas de esta ecuacion, si x®) es la k-ésima
columna de X, y e 1a k-ésima columna de la matriz identidad, esto es, el k-ésimo
vector de la base candnica, tenemos

Ax®) — o®)

Entonces el cdlculo de X se reduce a la resolucién de n sistemas de ecuaciones
lineales de dimensién n con la misma matriz de coeficientes A y distintos términos
independientes, las columnas de la matriz identidad. Entonces basta con aplicar el
método de eliminacion gaussiana la la siguiente matriz ampliada,

ary] ... dip 1...0
(Alld) = :
apl ... |0 ... 1
Ejemplo 2.4 Invertir las siguiente matrices,
1 2-1
210
—11 2

—_ = =
—_
SN ol ]
oo

* 130w
N

O\ =
N ~
X+

2.3. Métodos iterativos de resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales

Los métodos directos son eficaces para sistemas de tamafio moderado, por ejem-
plo n =~ 1000 o en el caso de matrices huecas n ~ 5000 ,10000. Para valores sig-
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nificativamente mayores los métodos directos pierden eficacia, no s6lo porque el
nimero de operaciones necesario crece desmesuradamente sino también porque la
acumulacién de errores de redondeo puede desvirtuar el resultado.

En el caso de grandes sistemas de ecuaciones, los llamados métodos iterativos,
resultan mds convenientes. De forma genérica: Para resolver un sistema Ax = b, se
transforma en otro equivalente (es decir, con la misma solucién) que tenga la forma

x=Bx+c
expresion que sugiere el siguiente método iterativo

X0 arbitrario
x(k+1) — Bx(k> + Cc

Diremos que el método es convergente, si

lim x®) = x
k—so0

cualquiera que sea el valor inicial x() elegido.

Teorema 2.1 El método iterativo anterior es convergente si p(B) < 1, o de forma
equivalente si ||B|| < 1 para al menos una norma matricial (que podemos elegir
subordinada).

Demostracion

x=Bx+c
XD = By 4 ¢

restando
XKD —x = B(x™) —x)

0) k)

Llamando ¢© = x(9) — x al error inicial y e®) = x®) — x al error en la iteracion k,

resulta e*t1) = Be(®) y también

e®) = Bek=1) — = Bk
de donde
le®]| = [1B* V|| < [|BH[[]|e ]| < ||B]*||e”|

Si ||B|| < 1 entonces

lim [|le®| =0
k—so0

es decir,

1im x®) = x
k—yoo
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Hemos obtenido,
k k 0
e®] < 1B[[]le|

esto se puede interpretar como que en cada una de las k primeras iteraciones el error
se ha reducido en un factor de ||B¥||'/¥ y, en consecuencia, se puede estimar que
para que el error se reduzca en un factor de 107" se deben realizar N iteraciones
cumpliéndose,

BY['KW <107, o bien N > —— -
B = = logio([B)

Al niimero —logio(||B¥||'/¥)) se le llama velocidad media de convergencia en k
iteraciones.

Se puede demostrar que p(B) = lim;_,.. ||BY||
Ilama velocidad asintética de convergencia.

17k Al niimero —logo(p(B)) se le

Teorema 2.2 El método iterativo anterior se verifica,

Bk
e = e ) < L2t 0
T 5]

Demostracion
En efecto, tomando normas en la siguiente expresion,

0 = xR k) D)
resulta
e B e [ e R - [[E ey
es decir,

(1= [1BID | =l < [0 —x® ) < B0 5D < < 1B xD =)

de donde se deduce la desigualdad buscada.

2.3.1. Meétodo de Jacobi

Supongamos que queremos resolver el sistema

anxi+ ... +apux,=b

ayxi+ ... Fayux,=b;

amxi+ ...  +apmx, =b,
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que podemos escribir

ajxy = b] — Zaljxj
J#1

axnxy; — b2 — Z azjx;
i#2

ApnXy = by — Z AanjXj
Jj#n

El algoritmo de Jacobi se escribe: Dado 0 e R arbitrario, una vez calculada una
aproximacion x(*), calculamos x**1) de 1a manera siguiente,

k
(k+1) by _Z#laljx;)
Xl =
ap
k
k+1) _ b2—Yjm a2jx5’ )
x2 =
an

k
(k+1) b= Xjzm anjxﬁ- )

Xn =
Qnn
Este método estd definido s6lo si a;; # 0 parai = 1,...,n. La ecuacion i-ésima
(k1) _ 1 0]
xl- —; b;—Za;jxj
123 ]#l

(k)

se puede escribir también, restando en los dos miembros x; ’ as:

0 k)
W)y L o W\ T
X; X = p” (b, j;a,]xj ) =

aij
donde hemos designado mediante %) al vector residuo
r0) = p— Ax®)

correspondiente al valor x
Vamos a escribir el método anterior en forma matricial. Pondremos

A=D-E-F

donde

= Deslaparte diagonalde A, Djj =a;;, i=1,...,n
= —F es la parte estrictamente triangular inferior
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{(_E)ij:aij i>]
(=E)ij=0 i<

= —F es la parte estrictamente triangular superior

{(—F)ijZGij i<j
(—F)ij=0 i>]

Entonces la iteracion de Jacobi se escribe

D = pHE+F)X® D7

o bien,

D) = (1-p'4)x® + D 1p

es pues de la forma general x = Bx+c,conB=J=I—-D"'Ayc=D"'b.

2.3.2. Meétodo de Gauss-Seidel

Si observamos con atencién la expresion general de una iteracion del algorit-

mo de Jacobi, podemos ver que si procedemos en el orden natural, i = 1,2,...,n,
al calcular xl(kH), los valores x(lkﬂ),xgkﬂ), e Eﬁl) ya los hemos obtenido. Si el

método es convergente, tenemos la esperanza que estos i — 1 valores estén mas cerca
) . k) (k k -

de la solucién que los anteriores x(l >,x§ ), . ,xg_)l. Por lo tanto podemos utilizarlos

(k+1)

en lugar de estos en la expresion que sirve para calcular x;” '/, quedando

i—1
H = i (bi - Z aije; = Z az’ﬂﬁ”)
=1 :

dii Jj=it+1

Obtenemos asf el llamado método de Gauss-Seidel, que podemos escribir de la for-

ma
Lo e LW
Yoaipx; =bi= ), aix
j=1 Jj=i+1

o en forma matricial
(D—E)x* ) = p 4 Fx(®

y también

() = (D—E) 'Fx® - (D—E)"'b

que es de la forma general x = Bx+c,con B= ¥4 = (D—E) 'Fyc=(D—E)"'b.
En el método de Gauss-Seidel no aparece el residuo explicitamente, sino
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i—1 n
~ k+1 k
r,':b,'—Za,'ij» )—Zaijxﬁ)
j=1 Jj=i

entonces,

L) b T

1 1

2.3.3. Meétodos de relajacion

Se pueden generalizar los dos métodos anteriores de Jacobi y Gauss-Seidel, in-
(k) (k+1)

. yacalculado y £; obtenido a partir de

troduciendo un parametro ® > 0. Sea x
k c . I
xl( ) por uno de los dos métodos anteriores. Se define entonces la combinacién lineal

x§k+1) _ wﬁ(kﬂ)

i i

+(1- a))xl(k)

Si el método de partida es el de Jacobi, obtenemos parai=1,...,n

A L Zaijxy()) +(1— )

1

i J#
o bien multiplicando por a;;
aiixl(kﬂ) = (b — Zai/xﬁ-k)) +(1- a))a,'ixl(k)
J#

y con notacién matricial
Dx%*Y) = (1 — @)Dx + @b+ w(E + F)x®

y también

XD = (1— @D 'A)x® + 0D b

En el caso del método de Gauss-Seidel, el correspondiente método de relajacién
se llama S.O.R. (Succesive Over Relaxation) y se escribe

i—1 n
x§k+1> = g(bi — Z a,-jx;kﬂ) - Z al-jx;k)) +(1— a))xl(k)
j=1 j=it+1

y con notacién matricial
(D — wE)x*Y = wb 4 ((1 — ©)D+ oF)x®

es decir
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) = (D— 0E) ' ob+ (D— 0E) "' (1 — ©)D+ oF)x)

que es de la forma general x = Bx+c, con B= %, = (D— wE) "' ((1 — ®)D+ @F)
yc=(D—wE) 'ob

2.3.4. Control de parada de las iteraciones

Designemos mediante %) al vector residuo correspondiente a la iteracion k-€si-
ma, es decir,
) —p— Ax®)

Un posible control de parada consiste en parar en la k-ésima iteracion si

(el
bl

para € elegido convenientemente pequefo.

Esta relacién implica que el error et = x — x)

verifica

siendo x la solucién exacta de Ax = b. En efecto, como
le® ]| = [|A= AR < la=t 1+

entonces
le®] < ella=||.|1b]| < ella™"||.[|Ax]| < econd (A) ||

y de ahf la afirmacién realizada.
En los métodos de Gauss-Seidel y S.O.R. no aparece el residuo explicitamente,
sino

i—1 n
~% (k+1) (k)
r :bi—Zaijxj —Zaijxj s
J=1 j=i

entonces el criterio de podria ser,

lo que evita cdlculos suplementarios.
Otro posible criterio de parada consiste en interrumpir las iteraciones cuando,
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que es un control cémodo desde el punto de vista del cdlculo. Presenta sin embargo
el inconveniente que podria darse en ciertos casos en los que se verificase el control
sin que x¥) estuviese cerca de la solucién x. Por ejemplo si para algin k resulta
x%) = 0 sin ser ésta la solucién buscada.

2.3.5. Resultados de convergencia

Los métodos anteriores son de la forma general
KK = k) 4 ¢
La condicién necesaria y suficiente de convergencia es
p(B) <1
Para el método de Jacobi
B=J=DY(E+F)=1d—D'A
Para el método de Gauss-Seidel
B=%=(D-E)'F
Para el método S.O.R.
B=%,=(D—0E) (1 - ®)D+ oF)

Estas matrices se pueden expresar en funcién de L =D~'E yde U = D~'F que son
respectivamente dos matrices triangulares inferior y superior con diagonal nula

0 0...0 0—%2 . %
L0 T

| @ g |0 0.
-l 2.0 0 0. 0

Teniendo en cuenta que D~!A = D' (D—E —F) =1~ L— U, podemos escribir
facilmente, para el método de Jacobi

J=D Y E+F)=D'E4+D 'F=L+U
para el método de Gauss-Seidel
A=D—-E)Y'F=(U-D'E)D'F=(1-L)"'U

y para el método S.O.R.
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Lo =D—-0E) ' (1-0)D+oF)=(I-wD 'E)"'((1-0)[+®D"'F)
= -oL) ' ((1-0)+oU)

Vamos a ver una condicién necesaria para que el radio espectral de la matriz del
método S.O.R. sea menor que la unidad.

Teorema 2.3 Para toda matriz A, el radio espectral de la matriz del método de rela-
Jjacion S.O.R. es superior o igual a |@ — 1| en consecuencia una condicion necesaria
para que el método sea convergente es 0 < ® < 2.

Demostracién
Los valores propios de la matriz .%, del método de relajacion verifican la relacion

det l*COD F - "IT i
T 2u(Lo) = der( ) = 202 DD Lo THen g _ g
det(E—E) (5) Ia;;

y como por otra parte
P(Lw) = [l

lo que implica
P" (L) = L |4 = o — 1"

resulta finalmente
p(Lo) > o1

Corolario 2.1 Para toda matriz A, una condicion necesaria de convergencia del
método de S.O.R. es
O<w<?2

Matrices diagonal dominantes

Definicion 2.1 Una matriz A cuadrada de orden n se dice que es estrictamente
diagonal dominante si

n
|aii| > Z laij| para i=1,...,n
Jj=1
J#i
Teorema 2.4 Si A es una matriz de orden n estrictamente diagonal dominante en-
tonces es no singular.

Demostracion
Consideremos el sistema de ecuaciones

Ax=0

y veamos que tiene como tnica solucién x = 0.
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Por reduccién al absurdo, supongamos que x = [x],...,X,]" es una solucién dis-
tinta de cero. En este caso para algin &, 0 < |x;| = méax;<j<, |x]
Como Z?:1 a;jxj =0paratodoi=1,...,n, tomando i = k resulta
Ak Xk = Z aij]
J#k
de donde
n
lael x| < Y lagjl x|
j=1
J#k

es decir

n
law| < Z \ak] ‘ ]‘ < Z |a|

J=1
J#k Hﬁk

en contradiciéon con la propiedad de A de ser estrictamente diagonal dominante.
|

Teorema 2.5 Sea A, matriz cuadrada de orden n estrictamente diagonal dominan-
te. Entonces el método de Jacobi para resolver un sistema de ecuaciones lineales
asociado a dicha matriz es convergente.

Demostracién
La matriz de iteracién para el método de Jacobi es J =D Y(E+F) =L+ U.
Vamos a demostrar que ||J||. < 1. En efecto,

_ 412 _%n
apl apg
_ 21 0 _%n
J=L+U = ap T an
_dnl __dn2 0
Ann app "7

de donde 5 la
dij i LA
\|J|\w—maXZ| |_1<l <1

1<z<n <n \aii|

pues A es estrictamente diagonal dominante.
|

Teorema 2.6 Sea A una matriz estrictamente diagonal dominante, entonces el
método de Gauss-Seidel para resolver un sistema de ecuaciones lineales asocia-
do a dicha matriz es convergente.

Demostracion
La matriz asociada a la iteracion de Gauss-Seidel es
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LA=D-E)y'F=(1-L)'U

Para determinar el radio espectral de .4}, calcularemos primero los valores propios,
es decir, las raices del polinomio caracteristico

p(A) =det(Al—£)=0
Observando que det(I — L) = 1 resulta

p(A) = det(I — L)det (Al — 4)
= det(I — L)det(AI — (I —L)"'U)
(4
(4

— det(A(I—L)—U)
— det(A(I L—%D
:l%aU—L—%)

de donde p(1) =0si A =0 o biensidet(I —L— %) =0.

Queremos demostrar que todas las raices de p(4) = 0 verifican |A| < 1. Supon-
gamos por reduccién al absurdo que existe al menos una raiz A tal que |A| > 1.
Entonces por una parte det(I — [ — %) = 0y por otra parte como A =D —FE — F
es estrictamente diagonal dominante, también lo es / —L — U y lo serd también
I-L—- % si [A] > 1. Por lo tanto I — L — % es no singular en contradiccién con

det(I-L—%)=0.
[

Matrices simétricas y definidas postivas

En esta seccién vamos a ver algunos resultados interesantes que relacionan la
convergencia de los métodos iterativos cuando la matriz del sistema es definido po-
sitiva, caso que aparece en muchas aplicaciones practicas, pero no nos detendremos
en los detalles de las demostraciones.

Teorema 2.7 Sea A una matriz simétrica no singular descompuesta en la forma
A =M — N donde M es no singular. Sea B=M"'N = Id — M~'A la matriz de
iteracion. Supongamos que M' + N (que es simétrica) es definido positiva. Entonces
si A es definido positiva = p(B) < 1.

Teorema 2.8 Si A es simétrica y definido positiva = el método SOR es convergente
si 0 < w < 2. En particular, Si A es simétrica y definido positiva = el método de
Gauss-Seidel es convergente (w =1).

Teorema 2.9 Si A es simétrica, definido positiva'y 2D — A es definido positiva = el
método de Jacobi es convergente.
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Comparacion de los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel. Bisqueda del
parametro de relajacion 6ptimo en el método S.O.R.

Teorema 2.10 Si A es una matriz tridiagonal = p(£1) = (p(J))?. Entonces los dos
métodos Jacobi y Gauss-Seidel convergen o divergen simultdneamente, y si conver-
gen, Gauss-Seidel lo hace mds rdpidamente.

Teorema 2.11 Si A es definido positiva y tridiagonal, y 0 < w < 2 = los tres méto-
dos Jacobi, Gauss-Seidel y SOR convergen y la eleccion optima del pardmetro es

2
Wop = ————F——
P+ /1=p()?

siendo p(%,,,) =w—1.






Capitulo 3
Interpolacion

En este tema y el siguiente intentaremos dar respuesta a una situacién bastan-
te habitual en el dmbito cientifico: investigamos un fenémeno fisico/quimico que
se estd desarrollando ante nuestros ojos, podemos tomar muestras experimentales
y a partir de estas mediciones obtener mds informacion. Para ello podemos inten-
tar recrear/reconstruir el fendmeno en su totalidad (en un dominio continuo del es-
pacio/tiempo o cualquier otra magnitud) con una funcién que represente lo mejor
posible esos datos.

Las técnicas que utilizan funciones continuas y que vamos a estudiar en este y el
préximo capitulo son de dos tipos:

= Interpolacién: cédlculo de funciones que pasan (interpolan es el término ma-
tematico) exactamente por los puntos sefialados por los datos.

= Aproximacion: cdlculo de funciones que aproximan los datos en un cierto sentido
(para una determinada forma de medir el error).

En este capitulo trataremos el problema de la interpolacién, que ademds tiene
mucha utilidad al tratar la derivacion y la integracién numérica.

Problema de interpolaciéon: sean (x;,y;) para i = 0,...,n, pares de valores
reales (puntos del plano) tales que x; 7 x; para i # j, buscamos una funcién
p(x) de un determinado tipo, tal que p(x;) =y; parai=0,...,n.

Los datos a interpolar pueden proceder de mediciones experimentales como he-
mos mencionado antes: conocida experimentalmente la respuesta y; obtenida bajo
condiciones x;, nos interesa encontrar el resultado y que obtendriamos al tomar con-
diciones x no experimentales. Pero también podemos pensar que los puntos dados
forman parte de la grafica de una funcién f que queremos conocer al menos aproxi-
madamente y de la que Unicamente sabemos su valor en ciertos puntos x;. A partir
de ahora, para una mayor generalidad, hablaremos del problema de interpolacién de
funciones.

Al plantearse un problema de interpolacién, uno debe contestar a tres preguntas:

45
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= ;De qué tipo debe ser la funcién p(x) buscada? Polinomial, trigonométrica, ra-
cional, exponencial, etc. El comportamiento de los datos a interpolar nos puede
orientar sobre el tipo de funcién interpoladora a elegir: si f tiene un comporta-
miento periddico, elegiremos funciones trigonométricas; si sospechamos que f
puede tener asintotas, convendrd que p sea racional; si f responde a un com-
portamiento polinémico, buscaremos p entre las funciones polinémicas. En este
capitulo sélo trataremos este dltimo caso, el de la interpolacién polinémica.

= Una vez elegido el conjunto de funciones en el que debemos buscar p, ;existe la
funcién buscada?, y si existe, ;es Unica?.

= ;Esla funcién p una buena aproximacion de la funcién f fuera de los puntos de
interpolacién?.

3.1. Interpolacion polinomica.

3.1.1. Planteamiento del problema

Dados n+ 1 puntos de interpolacion (x;,y;) para i =0,...,n, con x; # x; para
i # j, llamamos interpolacion polinomial a la determinacién de un polinomio p(x)
de grado < N tal que

p(xi)=yi i=0,....n

Si y; es el valor de una funcién f en x; para i = 0,...,n, hablaremos de la inter-
polacion polinomial de la funcion f en las abscisas de interpolacion o nodos x;,
i=0,...,n

3.1.2. Tipo de funcion interpoladora

La funcién p buscada formara parte del conjunto de polinomios de grado < N,
para un cierto N que determinaremos mds adelante, es decir, serd de la forma,

p(x) =anx" +ay_ X" '+ +ax+ag

y para determinarla habra que encontrar los N + 1 coeficientes ag,aj....,ay.

3.1.3. Existencia y unicidad del polinomio interpolador

Teorema 3.1 Dados xo,x1,...,x, n+ 1 valores reales distintos, para cada conjun-
to de n+ 1 valores arbitrarios yo,y1,2, . . .,yn €xiste un unico polinomio p,(x) de
grado a lo mds n tal que p(x;) = y; parai=0,1,... n.
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Demostracién
Demostremos en primer lugar la unicidad: supongamos que hubiera dos polino-
mios p,(x) y g (x) verificando las condiciones del teorema. Por tanto, p, (x) — g,(x)

es un polinomio de grado a lo mas n verificando (p, —¢g,)(x;) =0parai=0,1,...,n,
es decir, tiene n+ 1 raices pero es de grado n, por lo tanto, p, — g, = 0, es decir,
Pn ={qn-

La existencia la demostraremos por induccién sobre n: para n = 0, si po(xo) = yo,
se trata de la funcidn constante po(x) = yp. Supongamos que el teorema es cierto
para n < k — 1, demostrémoslo para n = k. Por hipétesis de induccidn, existe un
polinomio py_; de grado alo més k — 1 tal que py—; (x;) =y; parai=0,1,... . k— 1.
Tratemos de construir p; de la siguiente forma,

Pr(x) = pr—1(x) +c(x—x0)(x—x1) ... (x —x—1)

que es un polinomio de grado a lo més k verificando py(x;) =y; parai=0,1,... k—
1. Para determinar py, basta calcular el valor de ¢ despejando de

pkfl(xk) +C(xk —X())()Ck —xl)... (xk —xk,l) = Yk

posible puesto que todos los nodos x; son distintos.

3.1.4. Meétodos de cdlculo del polinomio interpolador.

Podemos dar otra demostracién del Teorema 4.1. que nos permite calcular el
polinomio interpolador p(x) = agp + ajx+ ...+ a,x" simplemente imponiendo las
n+ 1 condiciones que debe cumplir,

ao+a1xo+...+anx8 =0
ao+a1x1+...+a,,x’11 =y

agtaixy+...+apxi =y,

que es un sistema lineal de n + 1 ecuaciones con n+ 1 incégnitas que son los coefi-
cientes ag,ay,...,a, del polinomio p,. El determinante de la matriz de coeficientes
es el determinante de Vandermonde que tiene la forma,

Lxo...x;
Lxp...xf

P =T —x)
e e s
1x,...x}

y es no nulo ya que x; # x; si k # i. Por tanto el sistema es compatible determinado
y tiene solucidn Unica.
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Este proceso para calcular p, es excesivamente laborioso cuando n no es pe-
quefio. Hay que entender que el polinomio interpolador es tinico pero se puede ex-
presar de muy diversas formas y llegar hasta él a través de diferentes algoritmos.
Estudiaremos dos métodos para calcular el polinomio interpolador.

3.1.4.1. Método de Lagrange

Se toma como expresion del polinomio interpolador la férmula de interpolacién
de Lagrange,

- T —x;)

= , 1=0,1,...,n
T4 (xi — x;)

palx) = fzoym ()

donde /;(x) son los llamados polinomios de Lagrange, que son de grado n y verifican
li(xj) = &;j parai,j=0,1,...,n, por tanto p,(x;) =y; parai =0,1,...,n como se
deseaba.

Ejemplo 3.1 Encontrar el polinomio interpolador de la siguiente tabla de datos,

mediante el método de Lagrange.
x|1|2| 4] 5
y|0|2|12|21

Ejemplo 3.2 Encontrar el polinomio interpolador de la siguiente tabla de datos,
mediante el método de Lagrange. Observar que es la ecuacion de la recta que pasa
por los puntos del plano (xo,y0) y (x1,¥1).

X|X0|X1
Y{Yo|)1
3.1.4.2. Meétodo de diferencias divididas de Newton
Expresamos el polinomio interpolador de la siguiente forma,
pn(x)=cotci(x—x0)+ca(x—x0)(x—x1)+...+cnlx—x0) (x—x1) ... (X —Xp—1)

El método de las diferencias divididas de Newton permite calcular los coeficientes c;

para j =0,1,...,n, mediante la construccion de las llamadas diferencias divididas:
flxil =y, (i=0,...,n)
 fin e X ] = fl X ]
S Xie1y o Xig s Xig 1] = ;
Xitj+1 —Xi

(i=0,....n—j), (j=0,....n—1)

de forma que c; = fxo,x1,...,xj], (j=0,...,n), es decir, el polinomio interpo-
lador viene dado por la siguiente formula de interpolacion de Newton:
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Pa(x) = flxo] + flxo0,x1] (x = x0) + flx0, X1, x2] (x — %0 ) (x — x1)+
Fooo fx0, -] (x—x0) (x—x1) .. (X —x0—1)

Ejemplo 3.3 Veamos el esquema de construccion de las diferencias divididas de
Newton paran =2,

xo|f[xo] = Yo
N
y flxo,x1] = %ﬁ’“’]
a1\ fba) =3 R R
N\
s flr o] = Lol
x| flx2] =y

El método de diferencias divididas de Newton tiene la ventaja de que cuando se
afladen puntos de interpolacién puede aprovecharse todo el trabajo hecho, basta con
continuar el esquema de construccién de diferencias divididas y calcular las nuevos
coeficientes ¢, 11,cpt2,- .., aprovechando asi todos los cédlculos previos.

Ejemplo 3.4 Con la siguiente tabla de datos,

x |1|2] 4] 5
Fo2[12]21

mediante el método de diferencias divididas de Newton, aproximar el valor de f(3),
usando

» ¢l polinomio interpolador de grado 2 calculado usando los tres primeros nodos
de la tabla,

= el polinomio interpolador de grado 2 calculado usando los tres iiltimos nodos de
la tabla,

= ¢l polinomio interpolador de grado 3 calculado usando todos los datos de la
tabla.

3.1.5. Error de interpolacion

Nos interesa tener un criterio para medir la proximidad del polinomio p, a la
funcién f fuera de los puntos de interpolacion xy.

Teorema 3.2 Sea f € C"*'(a,b) y sea p, un polinomio de grado a lo mds n que
interpola a f en n+ 1 puntos distintos xo,x1,...,%x, del intervalo (a,b). Entonces
para cada x € (a,b) existe un & € (a,b) tal que
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I ) ) ()

(n+1) 0

Si analizamos el error podemos observar tres términos diferentes:

1
- Lo s,
(n+1)! oo

. f"+1>(§x) que depende de si la derivada n + 1-ésima de la funcién a interpolar
esta acotada,
s [T7o(x—x;) que depende de la colocacién de los nodos de interpolacion.

Una pregunta natural en este contexto es la siguiente: Supongamos que dado un
intervalo (a,b) lo vamos subdividiendo en més puntos, concretamente, x; = a + jh
para j=0,1,2,...,n, donde h = (b—a)/n y supongamos que construimos con estos
puntos el polinomio de interpolacién p,(x) para una funcién dada f, esto es, que
pn(xi) = f(x;), para estos n puntos. La pregunta es, ;tenderd a 0 el error a medida
que crece en nimero de nodos de interpolacién, es decir, el grado del polinomio
interpolador?. La respuesta es NO.

Ejemplo 3.5 Comparar lo que sucede con el error de interpolacion al aumentar el
ntimero de nodos de interpolacion para las siguientes funciones:

= sen(mx) en el intervalo (0,1.5),

HZ# en el intervalo (—1,1).

Lo que ocurre al aproximar la funcién ﬁ en el intervalo (—1,1) con poli-
nomios de grado alto es lo que se conoce como el efecto Runge. La aproximacién
es mala en los extremos del intervalo, asi que una idea para mejorar dicha aproxi-
macién es la de olvidarnos de tomar nodos igualmente espaciados y tomar nodos
que se concentren mds cerca de los extremos. De este modo al obligar al polinomio
pn(x) a pasar por estos puntos quizds se mejore la aproximacién. Por supuesto que
tiene que haber un equilibrio en la disposicién de los nodos x; , pues si ponemos
pocos puntos en la regién central del intervalo quizas perderiamos alli. Estas ideas
son las que llevan a una teoria de aproximacién muy bonita, donde resulta que los
nodos a usar son los ceros de los llamados polinomios de Chebyshev 7, (x), dados
por,

(2k+1)m
2(n+1)’

Otra posibilidad para reducir el error de interpolacién debido al uso de polino-
mios interpoladores de grado alto es el uso de la interpolacién polindmica a trozos o
splines. Consiste en trazar una serie de puntos que uniremos por pedazos de curvas
ctibicas. Esto es, tomamos un polinomio de grado 3 distinto que une cada par de
puntos consecutivos a interpolar. Los coeficientes de cada polinomio se tienen que
tomar adecuadamente para que hasta las segundas derivadas coincidan en los puntos
de enganche. El resultado es una curva suave agradable a la vista.

Xy = COS k=0,1,...,n
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3.2. Interpolacion de Hermite.

El término interpolacion de Hermite hace referencia a la interpolaciéon de una
funcién y de algunas de sus derivadas en un conjunto de nodos.

3.2.1. Ejemplo sencillo

Sean xp,x; dos puntos donde conocemos el valor de una funcién f y también de
su primera derivada f’. Buscamos el polinomio p de menor grado que verifique,

p(xo) = f(xo), p(x1)=f(x1),
p'(x0) = f'(x0), p'(x1) = f'(x1).

En vista de que hay cuatro condiciones, parece 16gico buscar p en el espacio de
polinomios de grado < 3, escribdmoslo de la siguiente forma,

p(x) = a+b(X—x0)+C(x—x0)2+d(x—xo)2(x—x1),

cuya derivada se escribe,

P'(x) = b+2c(x —x0) +2d(x — x0) (x —x1) +d(x —x0)%.

Imponiendo las condiciones y denotando /4 = x; — xp, obtenemos,

fxo)=a f(x1)=a+bh+ch?
f'(x0) = b f'(x1) = b+2ch+dh*.

Por tanto, despejando,

=f(xo) c=(f(x1)—a—bh)/h?
f'(x0) d = (f'(x1) —b—2ch)/h>.

3.2.2. Problema de Hermite generalizado

La interpolacién de Hermite puede generalizarse al caso en que conocemos la
funcién f en una serie de nodos x; parai = 0,1,...,n y sus respectivas derivadas
hasta un cierto orden que puede ser distinto en cada nodo.

Teorema 3.3 Dados xy,x1,...,Xx, n+ 1 nodos distintos dos a dos, y los valores de
la funcion f y derivadas sucesivas en esos nodos,

), j=01,... k-1, i=0,1,....n,
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entonces existe un unico polinomio py de grado a lo mds N con N+ 1 = ko +k; +
...+ k, verificando las condiciones de interpolacion

) =) (x), j=01,... k-1, i=01,..n

Demostracion

Buscamos un polinomio de grado a lo mds N, que tiene N + 1 coeficientes, e
imponemos N + 1 condiciones. Por tanto, tenemos que resolver un sistema lineal
de N + 1 ecuaciones con N + 1 incdgnitas y deseamos asegurarnos de que la matriz
de coeficientes es no singular para que exista una solucién tnica. Para demostrar
que una matriz cuadrada es no singular basta con demostrar que el correspondiente
sistema homogéneo tiene como dnica solucién la idénticamente nula. En nuestro
caso esto se corresponderia con encontrar un polinomio g de grado a lo mas N
verificando,

¢ (x)=0, j=01,....k—1, i=0,1,...,n.

es decir, buscamos un polinomio g de grado a lo mds N que tiene un cero con
multiplicidad k; en x; parai =0, 1,...,n, y por tanto debe ser miltiplo de [T} (x —
xi)ki que es de grado N + 1, imposible a no ser que ¢ = 0 como desedbamos.

|
En lo que se refiere al error en este caso, puede decirse que si f € CVN*1(a,b) y
xi, € (a,b) parai=0,1,...,n, entonces para cada x € (a,b) existe un &, € (a,b) tal
que
1
f(x)—pn(x) = NG (= x0) (k= x0)M L (=)

(N+1)

3.2.3. Caso particular: el polinomio de Taylor

El caso de interpolacién de Hermite en un solo nodo se trata del conocido polino-
mio interpolador de Taylor: sea f € C"*!(a,b), para cada x € (a,b), existe un tnico

polinomio p, de grado a lo més n tal que p{,) (x0) = f9)(xo) para j =0,1,....n, que
es el polinomio de Taylor,

fn) (XO)

n!

//(XO)

X (x—x0)*+...+

Pn(x) = f(x0) + f'(x0) (x —x0) + (x—x0)",

junto con la férmula del error de la interpolacion de Taylor,

1

(n+ 1)gfn+l)(§x)(x—x0)n+1’

f(x) _pn(x) =

para cierto &, € (a,b).
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3.2.4. Meétodo de las diferencias divididas de Newton generalizado

Para calcular el polinomio interpolador de Hermite se usa una generalizacion
del método de diferencias divididas de Newton en la que el esquema triangular
se construye de la siguiente manera: en la primera columna se coloca cada nodo
repetido tantas veces como condiciones haya sobre él; en la segunda columna los
respectivos valores de la funcién a interpolar en los nodos correspondientes, es decir,
flxi] = f(x;) tantas veces como condiciones sobre el nodo i tengamos, para i =

0,1,...,n; en la tercera columna cuando aparezcan dos nodos iguales, tendremos en
cuenta que,
/ LS —f)
;) = lim = lim flx;,x] = flxi,x;
f (X,) frares X=X x_mif[xlvx] f[xhxl]a
y en general,
£ (x)
f[xiaxiv"'7xi]: .'l 3
—— J!

J

de modo que el polinomio interpolador seria,

pv(x) = flxo] + f[x0,%0] (x — x0) + ... + fx0,%0, - - - ,.Xo0] (x —x0) K0T ...
——— ——

ko

+f[x0,%0, - - -, X0, x1] (x — x0)%0 ...

e ——

ko

+f X055 X0, X1, -+ -5 1] (x — x0 )0 (x —xp )i L

S — N —’

ko ky
+..
FIX0y -3 X0, -+ s Xy e+ ] (X = x0)K0 L (3 — 2, )]
—— ——

ko kn

3.2.5. Ejemplo sencillo

El tridngulo de diferencias divididas de Newton que deberiamos construir para el
ejemplo sencillo propuesto antes, en el que conocemos el valor de la funcién y su
primera derivada en dos nodos, seria,



54 CAPITULO 3. INTERPOLACION

xo|fxo] = £ (x0)
N\
flxo,x0] = f'(x0)
Va N\
xo|fxo] = f(x0) flx0,X0,x1]
¢ S AN
flxo,x1] flxo,x0,x1,x1]
Va N Va
xi|fPa] = f(x1) flxo,x1,x1]
N\ Va
flxi,x] = f(x)
/
xi|fla] = f(x1)

y el correspondiente polinomio interpolador,

p(x) = flxo] + flxo,x0] (x — x0) + f[xo, X0,x1] (x —x0)*+
+f[x0, %0, x1,x1] (x —x0)*(x — x1).

Ejemplo 3.6 Siendo f(x) = x'2, hallar el polinomio p;(x) verificando,

0, i=0,1,2,
A1), i=0,1,2,3,4.



Capitulo 4
Aproximacion numérica.

4.1. Introduccion.

En el capitulo anterior hemos hablado de aproximacién de funciones mediante in-
terpolacion que tiene muchas ventajas: el polinomio interpolador es facil de calcular
y se dispone de una férmula explicita para el error de interpolacion; la interpolacién
es muy util para generar férmulas de derivacién e integracién numérica; la interpo-
lacién es especialmente apropiada para el calculo de funciones dadas por tablas, es
decir, para funciones bien conocidas sobre conjuntos discretos de abscisas donde el
error de redondeo de los valores es menor que el error propio de interpolacion.

Sin embargo, la interpolacién presenta ciertos problemas en otros casos, por
ejemplo: si tenemos un conjunto discreto de valores (xg,yx) (k=0,1,...,m) que
tienen errores de redondeo apreciables, no es conveniente utilizar el polinomio in-
terpolador que interpole exactamente esos datos ya que su caricter oscilante puede
provocar que el error fuera de los puntos de interpolacién sea muy grande; otra si-
tuacién en la que tampoco es conveniente la interpolacion es cuando conocemos una
funcién f en todo un intervalo /, generar una tabla de valores y buscar el polinomio
interpolador no es la manera mas eficiente de aproximar dicha funcién.

Si nos encontramos con el caso discreto, es decir, un conjunto discreto de valo-
res (x;,yx) (k=0,1,...,m), podemos pensar en buscar un polinomio p, de grado
n < m tal que los errores, e; =y — pu(xx) (k=0,1,...,m) sean lo mds pequefios
posibles en un sentido que determinaremos mas adelante. Este es el proceso de
aproximacién polinomial. Podemos aproximar estos datos con otro tipo de funcion,
fa(x) =ap@o(x)+...+a,9,(x), donde debemos encontrar los pardmetros ay, . . ., dy
de forma que los errores e = y; — f,(xx) (k=0,1,...,m) sean lo mds pequefios po-
sibles en un cierto sentido. Este es el problema de aproximacion discreta.

En el caso continuo, cuando conocemos la funcién a aproximar f en todo un
intervalo /, buscamos una funcién f,, de forma que la funcién de error de aproxima-
cién e, (x) = f(x) — f,(x) sea lo més pequefia posible sobre el intervalo I en algin
sentido que se determina a priori. La funcién aproximadora puede ser polindmica
o de forma general, f,(x) = ap@(x)+ ...+ a,@,(x), donde ¢y, ..., @, son funcio-
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nes dadas, facilmente calculables, y el problema se reduce a calcular los pardmetros
ag,...,d,.

Por tanto, el problema general de aproximacion, que abarca tanto el caso conti-
nuo como discreto, distintos tipos de funciones bésicas y distintas formas de medir
la magnitud del error, es:

Problema general de aproximacion: Dado un conjunto / de abscisas de
aproximacion, y unas funciones bésicas @; (j = 0,1,...,n) definidas sobre
1, para cada funcién f definida sobre /, buscamos los coeficientes ay, .. ., dp,
de forma que f;,(x) = ag@o(x) + . - . + @, @, (x) haga que la magnitud del error
de aproximacion e, (x) = f(x) — f,(x) sea lo mds pequefia posible.

Por tanto, para determinar totalmente un problema de aproximacion es necesario
especificar:

(a) Conjunto I de abscisas de aproximacion
(b) Funciones basicas
(c) Forma de medir la magnitud del error

4.1.1. Conjunto de abscisas de aproximacion

Si I es finito (I = xy,...,X%,) hablaremos de aproximacion discreta; si I es un
intervalo de extremos a y b (a < b), hablaremos de aproximacion continua. Dar
una funcién f sobre un conjunto finito I = xp,...,x, equivale a dar y; = f(x)
(k=0,...,m).

4.1.2. Funciones bdsicas

Las funciones ¢y, ..., @,, definidas sobre I, pueden escogerse de diversas formas
dependiendo del comportamiento de la funcién f a aproximar. Si f es periddica,
elegiremos las funciones bésicas entre las funciones trigonométricas, por ejemplo:
©o(x) = 1,01 (x) = senx, @2 (x) = cosx, ..., Prs—1(x) = sen2sx, P25(x) = cos2sx, don-
de n = 2s, que llamaremos aproximacion trigonométrica; Si f responde a un com-
portamiento polindmico, elegiremos cada @;(x) = p;(x) entre los polinomios de
grado j (j=0,...,n (por ejemplo, @;(x) = x/ aunque esta no serd siempre la elec-
cién mds adecuada) y hablaremos de aproximacion polinomial.

Observar que nos estamos limitando al caso de aproximacion lineal, es decir,
buscamos la funcién aproximadora f,(x) en el espacio vectorial generado por las
funciones basicas,

éan:<(p0a"'a(pﬂ>7
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esto es,

fulx) = Z aj@j(x), xel.
=0

4.1.3. Medida de la magnitud del error: normas funcionales

La magnitud del error de aproximacion se puede medir de diferentes maneras
segun sea el caso discreto o el caso continuo, y segtin la norma que utilicemos.

Caso discreto

El error de aproximacion es un vector de m + 1 valores,

esz(xk)—f,,(xk), (k=0,...,m)

por tanto, para medirlo utilizaremos una norma vectorial. Las dos normas mds usa-
das son:

» la norma euclidea
m

el = (3 el

k=0
» la norma del mdximo
lelle = madx |ex]
k=0-+m

Cuando quiere darse una importancia diferente a los distintos términos del error
se usan normas ponderadas introduciendo coeficientes positivos llamados pesos w =

{Wk}k:0+m,

m 1
2 )
lello = ( Y wilexl?), el = mix wilel.
k=0 k=0-+n

Caso continuo

El error de aproximacion es una funcién definida en el intervalo I = [a, b], defi-
nimos:

» la norma euclidea

el = ( [ letwPa)’

lle]lo = mdx |e(x)]
xel

» la norma del mdximo
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Se puede probar que estas definiciones cumplen las propiedades de norma sobre
el conjunto €'([a,b]) de funciones continuas sobre el interval [a, b].

Como en el caso discreto, se pueden definir las correspondientes normas ponde-
radas introduciendo una funcion peso w € € ([a, b)) positiva (w(x) > 0 sobre I),

el = ([ w0lelx)”,  fello = maxleCoo).

Tanto en el caso discreto como en el continuo, si se elige la norma euclidea ha-
blaremos de aproximacion por minimos cuadrados, si se elige la norma del maximo,
hablaremos de aproximacion minimax. En este capitulo nos centraremos en la apro-
ximacién por minimos cuadrados.

4.2. Aproximacion por minimos cuadrados.

4.2.1. Definicion del problema

Consideremos un conjunto de abscisas /, ya sea continuo o discreto, unas funcio-
nes bésicas ¢; (j = 0-+n), y el espacio vectorial que generan &;,. Para cada funcién
f definida sobre 7, buscamos una funcién f;’ € &, tal que ||f — f/||> sea minima en
&,, es decir,

_f* — m’n —
£ = F 1= min 1=l

donde || |2 representa aqui cualquiera de las normas euclideas, ponderada o no,
tanto en el caso continuo como discreto.

= en el caso discreto, I = xg,...,X, y sie = (eg,...,em),

n !
lellza = (X wlexl?)
k=0

donde w = wy, ..., w,, es una coleccién de pesos positivos;
= en el caso continuo, / es un intervalo de la recta real de extremos a y b,

1

el = ([ weoletPare)

donde w(x) > 0 es una funcién peso sobre 1.
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4.2.2. Productos escalares asociados

La propiedad fundamental de las normas euclideas es que provienen de sendos
productos escalares:

= en el caso discreto,

m
(u,v) = Z Wil Vi,
k=0

= en el caso continuo, ,
(u,v) = / w(x)u(x)v(x)dx
Ja

en el sentido que se cumple, en ambos casos,

2
lell2 = (e,e)-

Estos productos escalares cumplen las propiedades de definicién de producto
escalar:

= (u,u) >0y (u,u) =0siysélosiu=0,

" (uvv) = (V’ ”)’

v (ajuy+aguy,v) =ay(ur,v)+az(uz,v), para funciones uy,u,,v sobre I y nimeros
reales ap,a; cualesquiera.

4.2.3. Ecuaciones normales.

Sea f;; una funcién sobre I tal que,

(f_f;7fn):07 v.](‘l’lE(g)na

entonces tenemos,

1f=falls = (f = fus f=fu) = (F = F A+ = fus f =S+ S = fa) =
=(f—ff—F) 2= I =)+ —fa i = fu) =
= f = £+ 11 = 53

por tanto,

If=flla=f = £+ = full3, Vfu €6

En particular,

1f = Falle Z 1 = fallzs - Va7 1 € &,

es decir, f;; es la tnica funcién de &, que satisface la condicién de aproximacién
por minimos cuadrados,

* — { —
£ = f3l= min £ = £l
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Dado que &, estd generado por las funciones bdsicas ¢; (i =0+n), y f € &,,
podemos escribir,

) =Y aio;),
=0

y la condici6n anterior equivale a encontrar los coeficientes a; (j =0-n), tales que
satisfagan las llamadas ecuaciones normales,

f((pi,tpj)a}‘- = (@, f) (i=-n).
j=0

Este sistema puede escribirse en forma matricial,
Ad* = b,

donde A = ((¢;, 9)))i,j=0-n, @* = (a3) j=0:n Yy b= (@i, f))i=0:n-
La matriz A es semidefinido positiva, es decir, simétrica y para cualquier vector
a=(ap,ai,...,a,)", se tiene,

n n n
daa=(Y a9 Y ai0) = L a;0513 = 113 >0
j=0 i=0 Jj=0

] —_ n . .
donde f, viene dada por, f,(x) = ¥}_oa;@;(x).

Esta relacién nos muestra ademds que las funciones bdsicas ¢; son linealmente
independientes si y s6lo si detA # 0, y que las ecuaciones normales tienen solucién
Unica para cualquier f si y sélo si las funciones basicas son linealmente indepen-
dientes.

4.2.4. Un ejemplo sencillo: la recta de regresion

Tenemos un conjunto de puntos del plano (xg,yx) (k=0-+m), con m > 2,y
buscamos una recta y = ap + a1 x que los aproxime de modo que minimice } ;" d,f
la suma de los cuadrados de las desviaciones dy = y; —ap — a1x (k=0-+m).

Este no es mds que un problema de aproximacion discreta por minimos cuadra-
dos con I = x¢,x1,...,Xm, Qo(x) =1, @1(x) = x, todos los pesos iguales a 1, y el
producto escalar (u,v) = Y7L ugvk.

Las correspondientes ecuaciones normales,

(oo oo ) ()= (o)

forman el siguiente sistema lineal de dos ecuaciones con dos incdgnitas,



4.3. ORTOGONALIZACION. 61

m+1 ka:() X a _ Z;?:O Yk
Y oXk Yito x% apx Yil 0 XkVk

cuya solucion es:

* _ =Xy
a; = =

1~ 22

¥ __ = *0
ay =y —ax,

donde la barra indica la media, es decir,

1 m _ 1 m
mrl Zk=o Xk V= m Zkzoyk
_ 1 m 2 —=_ 1 m
= T Lh=0%e X = T im0 Xk Yk

RN‘ =l

4.3. Ortogonalizacion.

Una vez reducido el problema de aproximacion por minimos cuadrados, es ne-
cesario resolver el sistema de ecuaciones normales asociadas,

Ad* = b,

donde A = ((9i,9;))i,j=0+n- @" = (@}) j=0:n Y b = (i, f))i=0+n-

Como la matriz A es semidefinido positiva siempre que las funciones basicas sean
linealmente independientes, un método especialmente adecuado es el de Cholesky
que requiere % + ¥ (n?) operaciones.

El trabajo preliminar de construccion de las ecuaciones normales requiere ge-
neralmente % p(n+1)(n+4) operaciones, donde p es el nimero de operaciones
necesarias para cada producto escalar, que normalmente serd mayor que n+ 1: en el
caso discreto, p =m+1 > n+1, si I consta de m+ 1 elementos; en el caso continuo
hay que calcular las correspondientes integrales. Por tanto, la mayor parte del calcu-
lo corresponde a la formacion de las ecuaciones normales. Ahora bien, esta parte del
cdlculo esta fuertemente condicionada por la eleccion de las funciones basicas de
&,. En general, debemos calcular todos los productos escalares, es decir, todos los
coeficientes de la matriz A. También debemos tener en cuenta que la matriz A puede
estar mal condicionada si las funciones bdsicas son ’poco independientes’desde el
punto de vista numérico. Todo esto nos lleva a pensar que una buena eleccién de
de una base de funciones de &, reduce considerablemente los célculos, por ejemplo
con una base de funciones ortogonales y; (j = 0-n) respecto al producto escalar,
es decir (y;, ;) =0,Vi# jy (Wi, ¥i) >0 (i = 0=+ n), el sistema es diagonal y la
solucién es inmediata:

*x*nc*- i(x cﬁf:i(w]"f)
fn( )_ng JWJ( )’ J (Wjau/j)

Dada la simplicidad de estas expresiones, los métodos estandar de resolucién de
las ecuaciones normales, estdn basados en la ortogonalizacién de las funciones basi-
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cas, es decir, en la expresion de las ecuaciones normales en una base de funciones
ortogonales.

4.3.1. Ortogonalizacion de Gram-Schmidt

Consideramos una base de funciones @;(x) (i = 0,+n) de nuestro espacio vec-
torial &, que estd dotado del correspondiente producto escalar (-,-). Buscamos otra
base de funciones de &, y;(x) (i = 0,+n), que sean ortogonales respecto a ese pro-
ducto escalar, es decir,

(Vilx), yj(x)) =0 Vi j
(yi(x),yi(x)) >0 Vi=0,...,n
El proceso es
Vo (x) = ¢o(x)
Wi(x) = @i(x) — X' o4y (x) i =1,...,n
g (909.%50)
Y (yi(), ()

Cuando el espacio de funciones es el espacio de polinomios de grados < n, par-
tiendo de la base de polinomios @;(x) = x' (i =0,+n), tenemos la siguiente recu-
rrencia para calcular una base de polinomios ortogonales respecto a un producto
escalar (-,-) determinado.

0(x) =

1(x)

j(x) = (x )P/ 1(x) =bjpja(x) j=2
. (xpj 1(%), pj-1(x))

T s (@), pi ()

b — (xpj-1(x), pj-2(x))

T (pj-a(x), pja(x))

T

(@]

on




Capitulo 5
Integracion y derivacion numéricas

5.1. Integracion numérica.

La integracién numérica es el proceso por medio del cual se genera un valor
numérico que aproxima el valor de la integral definida de una funcién que no posee
una primitiva facil de calcular. Para calcular,

[ oo,

buscamos primero una primitiva, es decir, una funcién F tal que F’ = f, y entonces

/a ) = F(b)— Fla).

Pero existen muchas funciones elementales que no poseen primitivas sencillas, por
. 2 o .

ejemplo, f(x) = ¢* . Una primitiva de esta funcién es,

o 2k+l

PO =X i

Una estrategia muy poderosa para calcular el valor numérico de la integral | : F(x)dx,

consiste en reemplazar f por otra funcién g que aproxime f de manera adecuada en
el intervalo de integracion y que sea facil de integrar. Entonces,

rrg= [ rwars [ gax

Por ejemplo, g puede ser un polinomio que interpole a f en un conjunto de nodos o
una serie de Taylor. En el ejemplo anterior,

1 2 1 n ka n 1
dx ~ —dx~ —_
/0 ¢ /0 ; K kgo(ycﬂ)k!
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5.1.1. Integracion via interpolacion. Formulas de Newton-Cotes

Deseamos calcular,
b
/ S(x)dx.
a

Elegimos los nodos xi,x1,...,X, en |a,b], e iniciamos un proceso de interpolacién
Y Y ) ?
polinémica de Lagrange,

- T —x;)

i (x) = C i=01,....n.
i=0 [Tjzi(xi — x;)

Aproximamos,
b b n b
/ f(x)dx%/ p(x)dx = Zf(xi)/ li(x)dx.
a a k=0 a

Entonces, para cualquier funcién f(x) tenemos,

b n b
/ F)dx~' Y Aif (x), donde A; = / 1i(x)dx.
Ja i=0 a

llamadas Formulas de Newton-Cotes.

Regla del trapecio: n = 1

El ejemplo mds sencillo de una férmula de Newton-Cotes es la regla del trapecio
que se obtiene para n = 1, es decir, dos nodos que son los extremos del intervalo de
integracion, xo = a,x; = b. Por tanto, los correspondientes polinomios de Lagrange
son,

e integrando,

Aoz/:’lo(x)dx: %(b—a) :/abll(x)dx:Al,

obteniéndose la conocida regla del trapecio,

a

P2 (fa)+ 1)

! f)dx

Si en el intervalo [a,b] se hace una particion como la siguiente,

a=xg<x1<...<x,=b,
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aplicando la regla del trapecio en cada uno de los subintervalos, obtenemos la regla
del trapecio compuesta,

n

[ s =% [ plopas 53 o —so)(7Gso) + £600)

i=1 7 %i—1 i=1

Los nodos no tiene porque estar espaciados uniformemente, pero si lo estan, es decir,
tomando i = ?, definiendo x; = a+ hi parai =0,1,...,n, la regla del trapecio
compuesta se escribe,

b h n—1
/fawmzﬂﬂ@+zsz+mﬂfw)
a i=1

Regla de Simpson: n =2

Un ejemplo mas complicado de férmula de Newton-Cotes es la regla de Simpson
que se obtiene para n = 2, es decir, con tres nodos, que son los extremos del intervalo
de integracion y el punto medio, xop = a,x| = “;’b ,xp = b. Procediendo como en el

caso anterior,

b V- a-b)  b-a
Ag= [ I xdx:/ 2 dx = 7
0 a o(x) a a—#)(a—b) 6
b b (x—a)(x—b) b—a
A = lxM:/ dx=42"2
S A Y e R
b b (x—a)(x— L) b—a
A —/ [ xdx—/ 2 L dx = ,
: a 2() Ja b—a)(b—#) 6

obtenemos la regla de Simpson

b —a a
[ rwas= 222 (@) + 475 + )

Si en el intervalo [a,b] se hace una particién con un nimero par de intervalos,
es decir, eligiendo n un nimero par, definimos x; = a+ hi parai =0,1,...,n con
h="=" 4,y aplicamos la regla de Simpson a cada par de intervalos, obtenemos la
regla de Simpson compuesta,

[f(x2i72) +4f(x2-1) +f(x2i)} ;

reordenando,
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n/2 n/2

[ rouem [t 42 X sl 2) +4 Y S+ 1050
a =2 i=1

Las férmulas de Newton-Cotes nos llevan a otras férmulas de integracién mas
generales del tipo,

b n b
/a f(x)w(x)dm;)A,-f(x,-), donde A; — / L(x)w(x)dx,

donde w(x) es cualquier funcién de peso.

5.1.2. Meétodo de los coeficientes indeterminados

A medida que elegimos mds nodos en las férmulas de Newton-Cotes, las inte-
grales que tenemos que calcular para obtener los coeficientes A; se complican. Hay
otro procedimiento para calcular el valor de estos coeficientes, el llamado método
de los coeficientes indeterminados, que consiste en imponer en la férmula de inte-
gracién correspondiente, las condiciones que debe cumplir, es decir, que sea exacta
para polinomios del grado correspondiente.

Veamos como se obtiene la regla de Simpson con este método. La regla de Sim-
pson es una expresion del tipo,

[ s aort@) +an 10 s ),

donde tenemos que calcular los coeficientes Ay, A y Az de forma que dicha férmula
sea exacta para polinomios de grado mas alto posible, como tenemos tres grados de
libertad, podemos imponer que esta formula sea exacta para polinomios de grado
< 2. Basta imponer que la férmula de integracién sea exacta para f(x) = 1,x,x%,
obteniendo el siguiente sistema de ecuaciones,

b
b—a :/ ldx = Ag+A; +As
a

b*—a* P b
2a = / xdx:Aoa—i—Al%—i—Agb
Ja
b —a b a+b
- :/ P =Aga® + 41 (17 + 4?
a

de donde podemos despejar Ag = Ay = b%“ yA = 41’%", como corresponde.
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5.1.3. Cambio de intervalo

A partir de una férmula de integracién numérica en un intervalo de integracién
determinado, podemos deducir la correspondiente férmula de integracién numérica
para cualquier otro intervalo de integracién mediante un cambio de variable lineal.
Si la primera férmula es exacta para polinomios de un cierto grado, lo mismo sera
cierto para la segunda férmula. Veamos cémo se lleva a cabo.

Supongamos que contamos con la siguiente férmula de integracién numérica,

/ 0 ~ iA,- £(t)
¢ i=0

No nos importa el origen de esta férmula, sin embargo, supongamos que es exacta
para todos los polinomios de grado < m. Si necesitamos esta formula para algin
otro intervaalo, [a,b], definimos primero una funcién lineal A (¢) tal que, si 7 recorre

[c,d], entonces A(t) recorre [a,b]. La expresion explicita de A (¢) es,
b—a ad—bc
Alt) = —r1+——.

©) d—c i d—c

Por tanto, para el cambio de variable en la integral tenemos x = A(t) = dx =
A'(t)dt = 2=4dt, de donde,

b b—a A b)=d b—a
/af(x)dpd_‘;/w(a):c f(k(t))dtmd_ii;)A,-f(l(ti)),

férmula que seguird siendo exacta para todos los polinomios de grado < m.

Ejemplo 5.1 Deducir la férmula de Simpson para el intervalo [0,1] por el método
de los coeficientes indeterminados, es muy sencillo, después utilizando este cambio
de variable podremos tener la formula de Simpson para cualquier otro intervalo.

5.1.4. Cuadratura gaussiana.

En la seccién anterior hemos visto cémo generar formulas de integracion numéri-
ca, también llamadas férmulas de cuadratura, del tipo,

/abf(x)dx ~ éAif(xi)v

que son exactas para polinomios de grado < n. En estas féormulas, la eleccién de los
nodos xg, X1, . ..,X, se hace a priori, y una vez fijados los nodos, los coeficientes A; se
determinan de manera univoca imponiendo la igualdad en la férmula de cuadratura
para todos los polinomios de grado < n. Nos preguntamos ahora si una eleccién
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de nodos puede ser mejor que otra, por ejemplo, nos preguntamos si podria haber
un conjunto particular de nodos para los que todos los coeficientes A; fueran todos
iguales, simplificando asf la férmula de cuadratura.

Partiendo de las férmulas de cuadratura mds generales, a saber,

[ reomyac~ iAif<xi>,

donde w(x) es una funcién de peso positiva, sabemos que esta férmula es exacta
para polinomios de grado < n si y sélo si,

b =no
Ai = / W(X) H Y dx.
a

J=0.j#i M T X]

En vista de que se cuenta con n+ 1 coeficientes A; y n+ 1 nodos x;, sin que exista
ninguna restriccién a priori sobre estos ultimos, sospechamos que se pueden encon-
trar formulas de cuadratura que sean exactas para polinomios de grado < 2n+ 1.
El siguiente resultado nos indica dénde colocar los nodos para que esto sea posible,
obteniendo las llamadas férmulas de cuadratura gaussianas.

Teorema 5.1 Dada una funcion de peso positiva w, y un polinomio q no nulo de
grado n+ 1 que sea w-ortogonal a &, espacio de polinomios de grado < n, en el
sentido de que para cualquier p € T, se tiene,

b
[ a@ptwdx=o,
a
entonces, Si Xg,X1,...,X, son las raices de g, la formula de cuadratura,

Jj=n

/abf(X)W(X)dx%izn:’)Aif(xi), Ai:/abw(x)

J=0.ji XX
serd exacta para todo polinomio de grado < 2n+ 1.

Demostracion
Sea f € m,+1, dividimos f entre g obteniendo un cociente p y un resto r, f =
pq—+r.Portanto p,r € m, y f(x;) = r(x;), parai =0, 1,...,n. Integrando,

i=0

b b b n n
/ f(x)w(x)dx:/ q(x)p(x)w(x)dx+/ r(x)w(x)dx = ZA,-r(x,-) = ZA,-f(xi).
a a a ; i=0
=0

como queriamos demostrar.
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Para poder aplicar la férmula de integracién en ese conjunto de nodos que son las
raices de g, es necesario que éstas sean reales y simples. Esto se deduce de forma
inmediata del siguiente resultado.

Teorema 5.2 Sea w una funcion de peso positiva en € [a,b. Sea q un elemento no
nulo de €|a,b] que sea w-ortogonal a T,. Entonces q cambia de signo en (a,b) al
menos n+ 1 veces.

Demostracion

Como 1 € &, entonces | : q(x)w(x)dx = 0, mostrando que g cambia de signo al
menos una vez en (a,b) ya que la funcién de peso w es positiva.

Supongamos que g cambia de signo en s6lo r ocasiones, con r < n. Escoge-
mos puntos #; de manera que a =ty <t < ... <t <t = b, y tal que g sélo
tiene un signo en cada intervalo definido por estos puntos. Entonces el polinomio
p(x) =TI_, (x— 1) tiene la misma propiedad respecto al signo que ¢ y por lo tanto
i) f q(x)p(x)w(x)dx # 0, pero esto es una contradiccién puesto que p € T,, a no ser
que r = n+ 1 como queriamos demostrar.

El célculo de los coeficientes A; en las férmulas de cuadratura gaussianas, se
realiza del mismo modo que en el caso de las férmulas anteriores no gaussianas, una
vez determinados los nodos x;. Podemos calcular directamente su valor mediante las
integrales de los correspondientes polinomios de Lagrange, o mediante el método
de los coeficientes indeterminados.

A su vez, los nodos son las raices de un cierto polinomio g, que queda univo-
camente determinado mediante dos condiciones:

= ¢g,41 es un polinomio ménico de grado n+ 1, es decir, el coeficiente de X1 es
la unidad.
® g,11 es w-ortogonal a 7,, es decir, [ ,f Gn1(X)w(x)p(x)dx =0, Vpem,

Estos son los llamados polinomios ortogonales que podemos calcular con la férmula
recurrente vista en el Tema 5,

0(x) =
1(%)

j X

T

(" )p] 1(x) =bjpja(x) j=2
(xpjfl( ) pj*l(x))
(Pj—1(x),pj-1(x))
(xpj-1(x),pj2(x))

(Pj-2(x),pj-2(x))

de forma que el polinomio p,1 calculado con esta férmula serd ortogonal a 7, en
el sentido del producto escalar usado en la misma, que en nuestro caso debe ser,

(@)

ona;=

bj=

()= [ PLIw(Oa()ax
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Ejemplo 5.2 Encontrar la férmula de cuadratura gaussiana para [a,b] = [—1,1],
wx)=1lyn=1

5.2. Derivacion numérica.

Aunque haya reglas bien conocidas para derivar las funciones mas usuales, no
siempre pueden ser utilizadas (por ejemplo, en funciones dadas por tablas de va-
lores), o no es conveniente (por ejemplo, en funciones con expresiones analiticas
muy complicadas). En estos casos debemos recurrir a técnicas numéricas que, par-
tiendo de los valores de la funcién en diversas abscisas, nos permitird calcular una
aproximacion al valor de alguna de sus derivadas en una abscisa proxima.

5.2.1. Derivadas primeras.

La derivada de una funcién f en un punto x es,

/(x0) = lim f(xo+h)— f(xo)

h—0 h

lo que nos da una forma obvia de generar una aproximacién de f’(xo),

f/(xO) ~ f(XO+h21—f(X0)

para valores pequefios de 4. Aunque esto parezca muy evidente no es demasiado util
debido a los errores de redondeo, pero es un buen punto de partida.

5.2.1.1. Foérmulas de derivacion interpolatoria.

Para conocer mejor el error que se comete con este tipo de aproximaciones vamos
a utilizar las férmulas de interpolacién polinémica de las que conocemos el error.

Sean X, x1, . ..,%,, n+ 1 puntos distintos de un intervalo I en el que f € C"+1(I),
por las férmulas de interpolacién polinémica sabemos que, para algin &, € 1,

N 1 . ¥ n+1) M
1 )—kgof( L) + (&) k(no+1)!

donde L;(x) es el k-ésimo polinomio de Lagrange de los nodos xg,xi,...,X,, €s

decir,
_ lia(x—x:)

L) = [Tiza (o — x2)
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Si derivamos esta expresion, obtenemos,

oy B vty g o =) ITi_o(x — )
70 = Y AL+ Dol (G SRS D G0y (TS

que en el caso en que x sea una de los nodos x;, se reduce a,

, B n o fn+1)(€,) n ‘
fxj) = k;)f(xk)Lk(xJ) + W&(x./ = Xk)
J

llamada férmula de derivacién de n+ 1 puntos para aproximar f’(x;).

En términos generales, la utilizacién de mas puntos produce una mayor exactitud
aunque no es conveniente dada la cantidad de evaluaciones funcionales y el aumento
del error de redondeo. Las férmulas méds comunes son las de 2, 3 y 5 puntos, que
veremos con mds detenimiento.

Formulas de 2 puntos: n = 1

Supongamos que xq € (a,b), donde f € €?[a,b], y que x; = xo + h para algiin
h # 0 suficientemente pequefio para asegurarnos que xj € [a,b]. Construimos el
primer polinomio de Lagrange para f determinado por xo y x; con su término de

error,
X—Xx] X—Xx

+ flxr) °O +f"(&)

X0 — X1 X1 — Xi

(x—x0)(x—x1)
2

f(x) = f(x0)

para cierto &, € [a,b]. Sustituyendo x| = xo + A,

100 = £la) IR g TR0 gy HERIE 0
Al diferenciar, obtenemos,
7109 = Fs0) 2 o + )4 D (1)) BT ZX T o A 0) 2
de donde, tomando x = x tenemos,
h) — h
f(x) = M _ Ef”(gm)

Para valores pequefios de i podemos utilizar (f(xo + k) — f(xo))/h para apro-
ximar f’(xg) con un error acotado por M|h|/2 donde M es una cota de |f”(x)| en
[a,b]. Esta férmula se llama formula de la diferencia progresiva si h > 0, y férmula
de la diferencia regresiva si h < 0.
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Formulas de 3 puntos: n =2

Supongamos que xo € (a,b), donde f € €3[a,b], x; = xo +h 'y x» = xo -+ 2h para
algiin A # 0 suficientemente pequefio para asegurarnos que x,x; € [a,b]. Construi-
mos el primer polinomio de Lagrange para f determinada por xp, x| y X con su
término de error,

(x—x0)(x—x1)(x—x2)

Fx) = f(x0)Lo(x) + f (x1)Li (x) + £ (x2) Lo (x) + £ (&)

6
para cierto &, € [a,b], donde,

Lo(x) = =R R) g maoxe
(3(60—361 xo—xg) 0 (xoz—xl)(xo—xz)

X—X0)(X—X2 , X—X0)— X2
Li(x)= =Llx\=m—— "=
1) (x1 —x0) (x1 —x2) 1) (x12—x0)(x1 —x2)

L) = )y 2o

(w2 —x0) (x2 — x1) (%2 —x0) (x2 — x1)
de modo que para x = x; para j = 0, 1,2, tenemos,

2x—x1 —x2
(%0 —le)(xo —x2)

e E 0y %)

k=0
k#j

2X— X9 — X2

(x1 —x0) (x1 —x2)

2x —xp — X1

(x2 —xo) (xz —Xx1)

f'(xj) = f(x0) +f(x1) +f(x2)

Tomando ahora x| = xg+h y xp = xo + 2h, la férmula anterior queda:
= parax; = Xo,
, 1 3 1 h? 1
£1(x0) = 5 [ = 5 G0) 21 (o +h) = 5 fx0+20)] + 5" (&)
m parax; =x; = xo+h,
Ir 1 1 h?
/ N L o) -/
Foh) = 5 [ = 3£ G0) + 3 Fo+2m)| = £ (&)
® parax; =x; = xo+2h,
, 171 3 h* 1
f(xo+2h) = 7 [Ef(xo) —2f(x0+h)+ Ef(xo—&-Zh)} + §f (&)

Por razones de comodidad, podemos sustituir en la segunda férmula x( por xo + &
y en la tercera férmula xy por xg + 24, obteniendo,
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/ 1 h2 1!
£(0) = 5| = 3£ (o) 4 o +1) = Flxo +20)| + 5 £ (G0)

! Zlh h2 U
Fx0) = 5[ = oo —h)+ flo+h)| = = f"(&)
2
7/(0) = 57 [£00 —20) 47 (0 — )+ 37x0) | + 5 17(82)

donde la primera y ultima férmula son iguales sin mas que sustituir 4 por —h. Por
tanto, en realidad hay dos férmulas de 3 puntos, la formula de diferencias finitas
centrada:

f'(x0) =

2
Zlih[_f(XO—h)-l-f(XO—i-h)} _%f”/(go) 7

que emplea datos a ambos lados de xq y por ello tiene un error aproximadamente la
mitad que la otra férmula, ya sea para i > 0 o para & < 0, que emplea tinicamente
datos a un lado de xp:

2
7/00) = 5[~ 3000) +47 o+ B) — Flao+ 20| + £ ()

Formulas de 5 puntos: n =4

Para obtener las férmulas de 5 puntos se evalda la funcién en otros dos puntos
mds, por ejemplo, xo — 2k, x9 — h, xo, X0 +h y xo + 2h, pero cuyo término de error
tiene la forma 6(4). Una de estas férmulas es,

4

(x0) = 13 [ 700~ 20) = 8F(x0 — h) + 8 (x0-+ 5) — o+ 20)] + 5 £/(8)

donde & est4 entre xg — 2h 'y xo + 2h.

5.2.2. Derivadas de orden superior.

Se pueden obtener férmulas para aproximar derivadas de orden superior de una
funcién en un punto x( utilizando exclusivamente los valores de la funcién en varios
puntos. La obtencion de estas férmulas por el procedimiento anterior es muy labo-
riosa, pero usando desarrollos de Taylor alrededor de un punto se pueden obtener
dichas férmulas de modo més sencillo.

Veamos un ejemplo: hagamos el desarrollo de Taylor de grado 3 de una funciém
f enun entorno de xo y evaluemos en xo — h 'y xo + h.
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Flo+h) = o)+ £ (o)t 5 7" (ol + £ (s} + 5 7™ ()

Flro—h) = Fx0) — £ (ro)h+ 5 1" (oI — " (so) + 5 £ (61

donde xo — h < 571 <xp < 51 <xo+h
Sumando,

4
Pl +)-+ o~ 1) = 2 (o) + 1ol + 5 (£ (&) + (1)
y despejando f”(xp),
2
f"(x0) = % [f(xo—h) —2f(x0) + f(x0+ )] — % (Y& +1"(61))

Suponiendo que f" es continua en [xo — k,xq -+ 4], por el teorema del valor interme-
dio, existe un & entre £&_; y & con

FUE) = 5 E )+ (&)

por tanto,

2

f'(x0) = ,712 [f(x0—h) = 2f (x0) + f(xo+ )] - %fiV(g)

para E entre &1y ;.
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