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Capitulo 0

Errores

0.1. Introduccion

Un método numérico es un método “aproximado” para la resoluciéon de un problema matemaético, éste,
a su vez, puede representar una modelizacién matematica de un problema fisico, quimico o del mundo
real. En la préctica, la solucién al problema real que nosotros conoceremos serd la que nos proporcione
el método numérico, que en general no va a coincidir con la solucién exacta del problema real, ya que va

a estar afectada de diversos tipos de errores:

= Experimentales: la presencia de errores puede comenzar en la misma formulacién del problema
real, pues los datos se pueden haber obtenido de ciertas mediciones u otras observaciones experi-

mentales, siempre susceptibles de errores.
= De modelizacion: debidos a la aproximacién de la realidad del modelo matemaético elegido.

= De discretizacion o de truncamiento: debidos a la propia naturaleza del método numérico

elegido para resolver el problema matematico.

= De redondeo: debidos a las restricciones aritméticas de los ordenadores y la limitada capacidad
humana, frente a la infinidad de cifras decimales de los niimeros reales. Es necesario delimitar su
acumulacion, ya que es habitual llevar a cabo un elevado nimero de operaciones en la resolucién

de los métodos numéricos.

0.2. Error absoluto y relativo

Sea x el valor exacto de un nimero real y zy un valor aproximado. Definimos:

= Error absoluto de z: ¢(z) = |x — x¢].
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» Error relativo de z: e(z) = e‘(le) .

El error absoluto da una referencia cuantitativa de la bondad de la aproximacién, medida por la dis-
tancia que separa el valor exacto del aproximado. El error relativo proporciona una referencia cualitativa,
en tanto en cuanto refleja la proporcion del error absoluto con respecto a la magnitud que se trata de
aproximar: en este sentido, no es lo mismo un error de una unidad cuando se aproxima el valor exacto
de m = 3.14159. .. que cuando se aproxima el valor exacto del niimero de Avogadro (aproximadamente

igual a 6.022 - 10%3).
Ejemplo 0.1 Comparar los errores absolutos y relativos en las aproximaciones 3.1 de 3 y 3099 de 3000.

Diremos que la aproximacién xq tiene p cifras decimales exactas si € < 107P. Obsérvese que esto no
indica que hayan de coincidir las p primeras cifras decimales de = y xg. Por ejemplo, siz = 1y g = 0.9999
se tiene que € < 10™* y, por tanto, 0.9999 aproxima a 1 con las cuatro cifras decimales exactas (aunque

no coincida ninguno de los decimales de ambas cifras).

0.3. Errores de redondeo

Dado un numero real x expresado en su forma decimal

T = Gnp_1...00.0_10_2...0_pG_g_1..., 0<ap, <9, ke’

se llama parte decimal de = a la secuencia a_ja_s...a_ga_g_1 .... Por ejemplo, 17.352 tiene por
parte decimal a 352.

Si efectuamos los nuestros calculos en una méaquina que puede representar nimeros con k cifras
decimales, esta representacion se puede hacer de dos formas: por truncamiento, cortando la parte decimal

para dejarla en k cifras;
Tt = Qplp—-1...00.0_10_92...0_f

o por redondeo, si la cifra a_g_1 es menor que 5, entonces el resultado es el mismo que por truncamiento,
y si la cifra a_;_1 es igual o mayor que 5, entonces se anade 1 a la cifra k-ésima y se trunca el nimero
restante.

Observar que |z — x| < 107* mientras que |z — z,.| < £107*



Capitulo 1

Ecuaciones y sistemas de ecuaciones
no lineales

En este tema repasaremos uno de los problemas bésicos del calculo numérico:

Dada una funcion f real de variable real, hallar los valores de la variable x que satisfagan la ecuacion

f(z)=0.

La funcién f puede ser polinémica, transcendente o incluso puede que no dispongamos de una ex-
presién explicita de la misma, por ejemplo, si es la solucién de una ecuacion diferencial. Los valores que
buscamos son los valores Z que anulan dicha funcién. A estos valores se les denomina raices o soluciones
de la ecuacién, o también ceros de la funcién f(z). Geométricamente representan las abscisas de los

puntos de corte de la grafica y = f(z) con el eje OX.
Definiciéon 1.1 Multiplicidad de una raiz.

Una raiz = de la ecuacién f(z) = 0 se dice que tiene multiplicidad n si

f@=f@=f"@=...=f""@=0y [z #£0
Si la multiplicidad de una raiz es 1, diremos que es una raiz simple.

En general, las raices de una ecuacién no lineal no se pueden calcular de forma exacta, sino que se
recurre a métodos numéricos que permiten obtener aproximaciones numéricas de las mismas. El objetivo
de este capitulo es presentar algunos de estos métodos, pero antes veremos algunos resultados que nos
permitiran localizar y separar previamente las raices de una ecuacién. Posteriormente veremos algunos
de los métodos mas clasicos para el calculo de raices de ecuaciones, como el método de la biseccion, el
método de punto fijo y el método de Newton, y algunas de sus modificaciones. Por ultimo veremos como
adaptar alguno de estos métodos al caso de sistemas no lineales, como el método de punto fijo y los

métodos Quasi-Newton.
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El problema de hallar las raices de una ecuacién, f(x) = 0, aparece frecuentemente en ingenieria. Por
ejemplo, para calcular el volumen V' de un gas de van der Waals como funcién de la temperatura absoluta

T, la presiéon P, el nimero de moles n y los parametros de Van der Walls a, b, la ecuacién de estado es,

(P+ %)(V— b) = nRIT,

que conduce a una ecuacién polinémica de grado 3 en V,
PV3 — (Pb+nRT)V?+aV —ab=0.

En teoria de la difraccién de la luz necesitamos las raices de la equacion

r —tanx = 0.
En el cédlculo de érbitas planetarias necesitamos las raices de la ecuacién de Kepler

x —asinz = b, (1.1)
para varios valores de a y b. En teoria de la combustién

x = de’”, (1.2)

para varios valores de v y 9.

1.1. Localizacion y separacion de raices de una ecuacion.

El proceso de localizacién y separacién de raices de una ecuacién es una tarea previa a la aplicacién de
un método numérico para el cdlculo de estas raices. Consiste en obtener informacion de las zonas donde
se encuentran las raices reales de la ecuacién, para posteriormente buscar intervalos [a1,b1], [az,ba], . ..

que contengan una y s6lo una de estas raices.

Dada una ecuacién no lineal f(z) = 0 con n raices reales distintas, Z1,...,Z,, se pretende hallar n

intervalos disjuntos I; = [a;,b;] parai=1,...,n de modo que Z; € I;,i=1,...,n.

A veces puede obtenerse algtn tipo de informacién grafica si se transforma la ecuacién f(x) = 0 en
otra del tipo g(z) = h(z) y se cotejan los puntos de corte de las gréficas de g(z) y h(z). Esto sélo da una
idea grafica de donde estdn los ceros, pero no puede servir como prueba de localizacién y separacion de
las raices de una ecuacién, ya que en algunos casos la informacién grafica que proporciona un ordenador

puede no ajustarse a la realidad.

Es el estudio analitico de la funcién f(z) el que puede aportarnos la informacién necesaria, abordando

diversos aspectos:
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(a) Crecimiento. Estudio de los intervalos de crecimiento de f(z). Si [a, b] es un intervalo de crecimiento
(resp. decrecimiento) monétono de f(x), entonces a lo méds habrd una dnica raiz de f(z) = 0 en ese
intervalo. El estudio de los intervalos de crecimiento de una funcién supone hallar los ceros de su
derivada, lo que en ocasiones puede ser tanto o mas complejo que el problema de partida.

(b) Teorema de Bolzano. Se trata de aplicar el toerema de Bolzano a cada uno de los intervalos en los
que se sospecha que hay una raiz. Esto require que se satisfagan las hipdtesis de este teorema, lo

cual no siempre ocurre.

(¢) Sucesiones de Sturm. No siempre se conoce como determinar una sucesiéon de Sturm para una

funcién dada. Estudiaremos el caso de las funciones polinémicas.

Ecuaciones polinémicas

Dado un polinomio
P(z) = apx™ + 12" ' + .. 4 an 17+ ay

donde a; € R para i =0,1,...,n diremos que P(xz) = 0 es una ecuacién polindmica.

El teorema fundamental del Algebm nos dice que la ecuacién polinémica P(x) = 0 con coeficientes
reales tiene n raices reales y complejas contadas con sus multiplicidades. Las raices complejas aparecen

en pares conjugados (si a + bi es raiz, entonces a — bi también lo es).

Veamos algunos resultados que permiten localizar ceros de un polinomio.

Proposicién 1.1 Si Z es una rafz de P(x) = 0 entonces:

i siendo A = max;>1|a;]

|aol -

Proposicion 1.2 (Regla de Laguerre) Dado ¢ € RT podemos escribir P(x) = (z — ¢)C(x) + r con
C(r) =box" '+ ...+ by or+b, 1 yr €R Sir>0yb >0parai=0,1,....n—16r <0y
b; <Oparai=0,1,...,n— 1, entonces el nimero real ¢ es una cota superior de las raices positivas de la
ecuacion.

Proposicién 1.3 Sea R(r) = a,2"+a, 12" 1 +...+ag, es decir, R(z) = :L‘"P(%) para z # 0. Por tanto
P(z) = 0 & R(2) = 0. Esto nos permite obtener una cota inferior de las raices positivas de P(z) = 0
puesto que si ¢ una cota superior de las raices positivas de R(z) = 0 obtenida mendiante la regla de

Laguerre, entonces % es una cota inferior de las raices positivas de P(z) = 0.

Proposicién 1.4 Sea H(z) = P(—xz), entonces P(Z) = 0 < H(—Z) = 0, esto es, si T es una raiz negativa
de P(x) = 0, entonces —Z es una raiz positiva de H(x) = 0. Esto nos permite obtener cotas inferiores y
superiores de las raices negativas de P(xz) = 0: si ¢ y ¢’ son cotas superior e inferior de las raices positivas
de H(x) = 0, respectivamente, entonces —c’ es cota superior de las raices negativas de P(z) =0y —c¢

cota inferior de las raices negativas.
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Ejemplo 1.1 Dado el polinomio P(z) = 2 4 223 — 322 — 42 — 1, acotar las rafces de P(x) = 0 tanto

como se pueda.

Definicién 1.2 Una sucesion de Sturm para una funcién f(z) en [a,b] es un conjunto fo(z) = f(x),

fi(x),..., fu(x) de funciones continuas en dicho intervalo tales que:

(a) fn(z) # OVz € [a,b], es decir, el signo de f,(z) permanece constante en [a, b]
(b) Si fi(c) = 0 con ¢ € [a,b] entonces f;_1(c) - fir1(c) < 0, es decir, tienen signos opuestos y no se
anulan en c.

(¢) Si fo(c) =0 con ¢ € [a, b] entonces ;?8 pasa de negativa a positiva en ¢

La importancia de las sucesiones de Sturm radica en el resultado siguiente:

Teorema 1.1 (Teorema de Sturm) Sea fo(x), fi(x),. .., fn(x) una sucesién de Sturm para f(z) = fo(z)
en el intervalo [a, b]. Consideremos las siguientes sucesiones en las que sig(d) denota el signo de d (indis-

tintamente + cuando d = 0)

sig(fo(a)), sig(fi(a)), ..., sig(fn(a))
sig(fo(b)), sig(f1(D)), ..., sig(fn(D)).

Denotemos por N el niimero de cambios de signo en la primera sucesién, y por No el niimero de cambios
de signo en la segunda (siempre ha de ser N3 > N3). Entonces el nimero de raices de la ecuacion fo(z) =0

en el intervalo [a,b] viene dado por Ny — Ns.

Por tanto, si conocemos una sucesién de Sturm para una funcién f(z), podremos separar todos sus
ceros reales. Lamentablemente, no hay procedimientos sistematicos para formar sucesiones de Sturm para
cualesquiera funciones dadas, salvo contadas excepciones, como es el caso de los polinomios, para los que
la sucesion de Sturm se construte de la siguiente forma:

fo(z) = P(x), fi(z)="P'(2), fir1(2)=—7i(2)
donde r;(x) es el resto de dividir f;_; entre f;, es decir, fi_1(x) = ¢;(x) - fi(x) + ri(z).

Ejemplo 1.2 Dado el polinomio P(x) = 2* + 223 — 322 — 42 — 1, construir una sucesién de Sturm para

este polinomio y separar las raices de P(z) = 0.

1.2. Ecuaciones no lineales

1.2.1. Método de biseccion.

Se basa en la aplicacion reiterada del teorema de Bolzano: Si f es una funcion continua definida

sobre un intervalo cerrado [a,b] tal que f(a).f(b) <0 entonces f debe tener un cero en (a,b).
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El método de la biseccién explota esta propiedad de la siguiente manera:

a+b

(a) Tomamos ¢ = 47

(b) = Si f(a).f(c) <0, entonces f tiene un cero en (a,c) y hacemos b +— ¢
» Si f(a).f(c) >0, entonces f(c).f(b) <0y f tiene un cero en (¢,b) y hacemos a <— ¢

= Si f(a).f(c) =0, estéd claro que f(c) =0 y ya hemos encontrado un cero.

En las dos primeras situaciones del punto 2, hemos reducido el problema a la biisqueda de ceros en

un intervalo de longitud la mitad que la del intervalo original y repetimos el proceso.

La situacién f(c) = 0 es poco probable que se dé en la prictica, debido a los errores de redondeo.
Asi, el criterio para concluir no debe depender de que f(c) = 0, sino que permitiremos una tolerancia

razonable, tal como |f(c)| < €, para cierto € suficientemente pequeno.

Pseudo-cédigo del algoritmo de la biseccion

entrada a, b, M, 6, e

u+— f(a),v+— f(b),e+—b—a

si sign(u) = sign(v) entonces parar

para k =1,..., M hacer

ect— S, ci—ate, wi— f(c)

e salida k,c,w,e

e si|e|] < 4 or |w| < € entonces parar

e si sign(w) # sign(u) entonces b «+— ¢, v +— w
e sinoa<+—c, u+—w

e fin condicional

= fin bucle

Varias de las partes de este pseudo-cédigo necesitan una explicacién adicional. En primer lugar, el
a+b
2
general de que, al efectuar cdlculos numéricos, es mejor calcular una cantidad anadiendo un pequeno

punto medio ¢ se calcula como ¢ «— a + ”’Ta en lugar de ¢ +— . Al hacerlo asf se sigue la estrategia
término de correccién a una aproximacién obtenida previamente. En segundo lugar, es mejor determinar
si la funcién cambia de signo en el intervalo recurriendo a que sign(w) # sign(u) en lugar de utilizar
w.u < 0 ya que esta ultima requiere una multiplicaciéon innecesaria. Por otra parte e corresponde al
calculo de la cota del error que se establece mas adelante.

En el algoritmo hay tres criterios que pueden detener la ejecucién:
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= M, senala el maximo niimero de iteraciones, un algoritmo correctamente disenado tiene que ser

finito.

= Por otra parte la ejecucién del programa se puede detener, ya sea cuando el error es suficientemente
pequeno o cuando lo es el valor de f(c). Los pardmetros § y e controlan esta situacién. Se pueden

dar ejemplos en los que se satisface uno de los dos criterios sin que el otro se satisfaga.

Teorema 1.2 : Andlisis del error

Sea f continua en [a,b] = [ag,by] con f(a).f(b) < 0. Sean [ag, bo], [a1,b1], ..., [an, by] los intervalos

sucesivos generados por el método de la biseccion. Entonces los limites lim,, o0 @y, 1im,, oo by existen,

son iguales y representan un cero de f. Si r = lim,,_, o, ¢, con ¢, = %, entonces

by — ag

|T_CH|SW

Demostracion:

Por la propia construccién del algoritmo, tenemos,

La sucesién {a, } converge debido a que es creciente y estd acotada superiormente.
La sucesién {b,} converge por ser decreciente y estar acotada inferiormente.

Ademds, se tiene,

b bn—1 — an—1 _bo—ag
Asi
bp — aop
lim b, — lim a, = lim —— =0
n— o0 n— oo n—oo 2N

Si escribimos r = lim a,, = lim b,,, tomando limites en la desigualdad f(a,).f(b,) < 0, resulta f(r)? =

f(r).f(r) <0, es decir f(r)=0.

Finalmente, en la etapa en la que se ha construido el intervalo [a,, b,], si se detiene en este momento

el algoritmo, sabemos que la raiz de la ecuacion se encuentra en ese intervalo. La mejor estimacién para
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esa raiz serd el punto medio ¢, = % y el error cometido verificara

<1b0—a0 _ bo—ao
2 on+1

bn — Gnp

2

|r —cn| <

1.2.2. EIl método de punto fijo

Utilizaremos este método para resolver ecuaciones de la forma z = g(z). Observemos que si queremos
hallar las raices de una ecuacién f(x) = 0, podemos ponerla de la forma anterior, por ejemplo, haciendo
g(x) = x — f(x) o més generalmente g(x) = z — p(z) f(x) donde p(x) # 0, es una funcién adecuadamente

elegida, que puede ser constante o no.
De manera mas precisa el problema planteado es el siguiente:

Dada g : [a,b] — [a,b] funcidn continua, hallar x € [a,b] tal que z = g(x).

Teorema 1.3 : Existencia del punto fijo.
Sea ¢ : [a,b] —> [a, b] continua, entonces existe al menos un x € [a, b] tal que = = g(x).

Demostracion:

Sia=g(a) o b= g(b) entonces a o b es una solucién. Supongamos pues que a # g(a) y que b # g(b).

Pongamos f(x) =z — g(x), tendremos, f(a) =a —g(a) <0y f(b) =b— g(b) > 0. Por el teorema de
Bolzano existe al menos Z € (a,b) tal que f(Z) =0, es decir, Z = g(Z).
|

Teorema 1.4 : Unicidad del punto fijo.

Sea g : [a,b] — [a,b] continua y contractiva, es decir, existe k < 1 tal que |g(z) — g(y)| < klx —

y|,Vx,y € [a,b], entonces el punto fijo Z es tnico.

Demostracion:

Sean @ y @2 dos puntos fijos de g, @1 # @2, es decir, 41,52 € [a,b], 71 = g(@1) v T2 = g(@2).

|71 — 72| = [g(21) — g(@2)| < k|71 — 22| < |71 — 72
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Observacién: Si g es diferenciable y existe un nimero k < 1 tal que |¢’(x)| < k para todo z € [a, b],

entonces para ¢ € [a,b], resulta |g(z) — g(y)| = ¢'(§)|lx — y| < klz —yl.

El algoritmo de punto fijo o iteraciéon funcional es:

» Dado un zg € [a,b],

= calculado z,, obtenemos z,+1 = g(x,)

Pseudo-cédigo del algoritmo de punto fijo

= entrada xg, M, €

" T < X

» Para k=1,..., M hacer

o x1 < x, x4+ g(x), e+ |z —1
e salida k, =, e

e si e < ¢ entonces parar
= fin bucle

Teorema 1.5 : Teorema de convergencia y analisis del error.
Sea g : [a,b] — [a, b] continua y contractiva, es decir, tal que
lg(z) —g(y)| < klz —y| Va,y€la,b], k<1
entonces la sucesién x,, generada por el algoritmo de punto fijo verifica

lim z, ==Z
n— oo

siendo Z el Unico punto fijo de g, y ademas,

n

1-k

|z, — 2| <

\Cvl — X

Demostracion:
Tnt1 — 2| = |9(2n) — 9(2)| < klzn — 2] < .. < k"|zo — 2
de donde

lim |z, — & <|xo—Z| lim k" =0
n—roo n—roo
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pues k < 1.

Por otro lado,

|xn+1 - Z"rz| - ‘g(xn) - g(xn—1)| S k|xn - xn—1| S S kn‘xl — X0

Para m > n > 1 tendremos,

|Tm — Tnl = |Tm — Tm—1 + Tl — Tm—2 + T2 — e + Tpp1 — T
< am — 1| | Tm—1 — Tm—2| + o + [Tnp1 — T
< (KPR LRz — 2o
< K" 4E4 . R Y|z —

Pasando al limite cuando m — oo se obtiene

S

Definicién 1.3 Orden de convergencia, convergencia lineal, cuadréatica y orden «.

Supongamos que {z,}52; es una sucesién convergente cuyo limite es p. Sea e, = x,, — p. Si existen

dos constantes A > 0y a > 0 tales que

1 T lensal _
|€n I(y

diremos que {z,} converge hacia p, con orden «. En particular:

= Si @ =1, diremos que la convergencia es lineal.
= Si o =2, diremos que la convergencia es cuadratica.

= Sil < a< 2, diremos que la convergencia es superlineal.

Orden de convergencia del método de punto fijo
El método de punto fijo tiene convergencia lineal si ¢’ es continua y ¢’(Z) # 0 siendo Z el punto fijo de g.
En efecto,

entl = Tpt1 — T = g(mn) - g(S_C) = g/(gn)(xn - i’) = g’(fn)en

donde &, € [z, Z], finalmente

€n . _
entil _ il (6] = 19/(®)] = A > 0

limp— o0 | |
n
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1.2.3. El método de Newton

Consideremos de nuevo el problema de buscar las raices de una ecuacién del tipo f(z) = 0. Si
f(x), f'(z) y f"(z) son continuas cerca de una raiz T, esta informacién adicional sobre la naturaleza
de f(x) puede usarse para desarrollar algoritmos que produzcan sucesiones {x} que converjan a T més
rapidamente que el método de biseccién o de punto fijo. El método de Newton-Raphson, o simplemente
de Newton, que descansa en la continuidad de f/(z) y f”(z), es uno de los algoritmos mds utiles y mejor

conocidos.

Supongamos que T es una raiz de la ecuacién anterior y supongamos ademds que f es dos veces
derivable con continuidad. Si x es una aproximaciéon de Z, usando el desarrollo de Taylor, podemos

escribir,
0= () = f(@) + f' (@)@~ 2) + 5 £ (€)(F ~ o)

2

Si x estd cerca de Z, (T — z)* es un numero pequeno y podremos despreciar el dltimo término frente a

los otros, y  vendra dado aproximadamente por

Como hemos despreciado el término cuadratico este valor no serd exactamente Z, pero es de esperar que

serd una mejor aproximacién que el valor x de partida. De aqui se obtiene el algoritmo de Newton:

= 1, valor cercano a .

= Calculado z,, obtenemos 1,

Tnt1 = Tn — Foérmula de Newton-Raphson

El método de Newton también es conocido como método de la tangente, ya que si trazamos la tangente
ala curva y = f(x) en el punto (z,, f(x,)) obtenemos la recta y = f(x,) + f'(z,)(x — x,) que corta al

f(zn)
f(zn)’

eje y = 0 en el punto de abscisa x = z,, — que es precisamente el valor de x, 1 en la férmula de

Newton-Raphson.

El método de Newton se puede interpretar como un método de punto fijo, pues buscamos el punto
fijo de la funcién x — f(z)/f'(x).

Pseudocédigo del algoritmo de Newton

= entrada xg, M, 4, e
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» v+ f(xo)

salida 0, zg, v

si |v| < € entonces parar

para k =1,..., M hacer
U
® T < To— Flwo)

o v f(z1)
e salida k,x1,v

e si |z — xo| < 0 o |v] < € entonces parar

® o< I
= fin bucle
Un inconveniente de la sucesién generada por la férmula de Newton-Raphson es que no siempre se tiene
asegurada la convergencia hacia z, incluso tomando zy proximo a z. Nos preguntamos que condiciones

hay que exigir a z¢ y a f para que la sucesién {x,} generada por la férmula de Newton-Raphson sea

convergente a .

El resultado més general de convergencia del método de Newton es el siguiente:

Teorema 1.6 : Convergencia del método de Newton

Supongamos que f € C2[a,b] y que T € [a,b] es una raiz simple de f, es decir, f(Z) =0y f'(Z) # 0.
Entonces existe una constante § > 0 tal que la sucesién {z,}5° generada por el método de Newton
converge a T cualquiera que sea la aproximacién inicial ¢ € [T — §,T + 0], y ademads la convergencia es

cuadrética, es decir, existe una contante C' > 0 tal que

|Tpi1 — 7| < Clz, — T2, n>0.

Existe un resultado que, partiendo de un intervalo inicial adecuado, cuando este existe, nos permite
q 7 p ) 7
asegurar la convergencia del método de Newton y nos indica el valor incical con el que comenzar la

iteracion.

Teorema 1.7 (Regla de Fourier) Sea f(z) : [a,b] — R, continua y dos veces diferenciable con continuidad

en [a,b] y tal que verifica:

< F(a) - (b) <0, es decir sigf(a) # sigf(5),
» f'(z) #0,Vz € [a,b],

w f"(z) #0,Yx € [a,b)].
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Entonces el método de Newton converge si tomamos zg = a 0 £ = b de tal forma que f(xo)- f"(x0) > 0,
es decir, tomando como valor inicial xg el extremo del intervalo en el que la funcién y su segunda derivada

tienen el mismo signo.

Ejemplo 1.3 Aproximar la raiz cuadrada de 3 con el método de Newton partiendo del intervalo [1,2].

1.2.4. Modificaciones del método de Newton.

El método de Newton presenta problemas cuando Z, la raiz de f(z) = 0 que se busca es miltiple.
Esta situacién se detecta porque la convergencia del método se hace especialmente lenta. La férmula de

Newton-Raphson puede modificarse para adpatarse a este caso:

k f(xn)

Tn+l = Tp —
" f(zn)
donde k representa la multiplicidad de z.

En la préctica, el problema es que no conocemos k, pero a esto nos puede ayudar el comportamiento

de f y sus derivadas al aplicar el método.

Ejemplo 1.4 La ecuacién x — sinxz = 0 tiene una raiz triple en = 0. Aplicar el método de Newton y

su modificacién a este ejemplo partiendo del intervalo [—1,1].

1.2.5. Método de la secante.

En muchas aplicaciones, f(z) no viene dada por una férmula explicita, por ejemplo si f(z) es el resul-
tado de algin algoritmo numérico o de un proceso experimental. Como f’(x) no estard en consecuencia

disponible, el método de Newton deberd modificarse de modo que dnicamente requiera valores de f(x).

Cuando f'(z) no estd disponible, podemos reemplazarlo por una aproximacién suya, por ejemplo,
tomando la pendiente de la secante formada a partir de dos puntos sobre la gréafica de la funcién, es decir,

aproximamos la derivada en un punto z,, mediante

_ flzn) = f(zn)

Tp — Tpn-1

obtenemos asi el llamado método de la secante,
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= To, T1

" Tptl = Tp — f(xn) f(m%:ﬁgifl)
y que necesita de una sola evaluacién de la funcién en cada iteracion.
Pseudocdédigo del algoritmo de la secante

= entrada xg,x1, M, 6, €

= vo ¢ f(xo), w14 f(21)
= salida 0, xg, v, 1, 21,01

» si |up] < € entonces parar

= para k = 1,..., M hacer

1—%o

® To < 1 — U1 1 —v0

o vy < f(x2)
e salida k, xo, vo
o si|xe —x1| < d 0 |v2| < € entonces parar

® Ty < T1,V9 < U1

® T < T2,V1 < V2

= fin bucle

Si hay convergencia en el método de la secante, esta es superlineal. El orden de convergencia es el
numero aureo.

1+5
o =

~ 1.62
2

1.3. Sistemas de ecuaciones no lineales.

Nos ocupamos ahora del problema del célculo numérico de los ceros de funciones vectoriales de varias
variables reales que tienen la forma general F(xz) = 0, donde F : R" — R" viene definida por sus n
componentes f; : R — R para i = 0,...,n, esto es, un sistema de n ecuaciones no lineales con n
incégnitas:

fl(xl,...,xn) :0
fg(.’El,...,l'n) :0
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El salto de una a varias variables conlleva la introduccién de nuevos conceptos que generalicen los
habituales en R. El concepto de norma como distancia, compatible con las operaciones de la estructura
de espacio vectorial, generaliza el concepto de valor absoluto en R, y con él es facil expresar el anélisis
en varias variables manteniendo una semejanza casi total con el caso de una variable. La dificultad es

mayor, pero las herramientas son las mismas generalizando lo que hemos estudiado en una variable.
Recordemos algunos resultados del andlisis en varias variables que necesitaremos.

= Sea D un conjunto cerrado de R™ y f: D C ™ — RN, entonces,

o f tiene limite [ en z¢ (limy,_,, f(z) =1), si Ve > 0 30 > 0 tal que |f(z) — | < e V& € D con
0 < ||z — x| <.

o f es continua en xg € D si Flimy, .y, f(z) v imysy, f(z) = f(20).

e f es continua en D si lo es en cada punto de D.

e Seaxp € D,si3d >0, K >0con |88f—y)| < K para cada j = 1,...,n siempre que || — x| < ¢
J

vz € D = f es continua en zy.
= Sea F': DCR*"— R", con F = (f1,...,fn)! entonces,

o lim, ., F(x) =L =(ly,...,1,)" & lim,_,,, fi(z) =1; paracadai=1,...,n.
e F es continua en xg € D si Ilimy ., F(x) y limy ., F(x) = F(x0).

e [ es continua en D si lo es en cada punto de D.

1.3.1. Método de punto fijo en varias variables.

Sea G : D C R™ — R"™, decimos que tiene un punto fijo en p € D si G(p) = p.

Como en el caso de una variable, cuando tenemos un sistema de ecuaciones no lineales, F(z) = 0,
podemos escribirlo en la forma G(z) = =z, de varias formas, por ejemplo haciendo G(z) = = — F(z), y

transformar el problema de calcular una raiz de F' en calcular un punto fijo de G.
Pseudo-cédigo del algoritmo de punto fijo en varias variables

= entrada xg, M, €

BT < 2o
= Para k= 1,..., M hacer

o 1z, x4+ Ga), e+ || — x|
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e salida k, z, e

e si e < ¢ entonces parar

= fin bucle

Tenemos el siguiente resultado que nos da la convergencia del método de punto fijo en varias variables.
Observar que la convergencia depende de las propiedades de G, por tanto, la elecciéon de esta funcién a

la hora de escribir el sistema que queremos resolver F(z) = 0, en la forma G(z) = z, es crucial.

Teorema 1.8 :

Sea D = {(x1,...,zn)" /a; <x; <bj,i=1,...,n} y G: D — R" tal que sea continua y G(z) € D,
Vz € D. Entonces G tiene al menos un punto fijo p € D. Si ademads, G tiene derivadas parciales primeras

continuas y 3K < 1 tal que

dgi K
/ gz(z)| <2 vereD, ij=1,...,n
Oz n
entonces la sucesién {z(™1%_, definida por la iteracién funcional z(™ = G(2(™~Y) para m > 1,

partiendo de un z(®) € D arbitrario, converge a dicho punto fijo p € D y

m
2" — plloe < Tl — 2o

1.3.2. Método de Newton en varias variables.

Supongamos que z(°) es un valor préximo a Z solucién de F(z) = 0, es decir, z(°) = Z + h, haciendo
el desarrollo de Taylor,
0=F(@) =F@® —h) = F(©) = DF(z)(h) + Resto
Despreciando el resto,
DF(zO)(h) ~ F(z©)

es decir,
h~ DF(z©) 1 F(2©)

de donde,
e =20 —h =20 — DR E ()

serd una mejor aproximacién de Z que z(?), donde DF(x(O)) viene dado por la matriz Jacobiana,

ofi(z) Ofi(x) 0f1(=)

ox ox O0xy,
of1(x)  0fi(x) 0f1(x)

J(Z‘) — Oz Oxo Tt oz,
oh@ @ @)

Oz Oz T Oy,



24 Ecuaciones y sistemas de ecuaciones no lineales

De aqui se obtiene el algoritmo de Newton:

» 29 valor cercano a Z.

» Calculado z(™, obtenemos z(" 1),

x(n-{-l) — x(n) _ J(J,’("))_lF(.’L‘(n))

Este algoritmo plantea la dificultad de tener que calcular la inversa de la matriz Jacobiana en cada

iteracién, en la préactica el método se realiza en don pasos,

= se resuelve el sistema J(z(™)y = —F(z(™)

= se calcula ("D = (") 4y
Pseudocédigo del algoritmo de Newton

» entrada z(9, M, e
= para k = 1,..., M hacer
e calcular F(z)y J(x)
e resolver el sistema lineal n x n J(x)y = —F(x)

e hacerzx =z +y

e salida k,x

si |ly|| < € entonces parar
e sino hacer k =k +1

= fin bucle

En el método de Newton en una variable se podia interpretar como un método de punto fijo donde
tratdbamos de encontrar una funcién p(x) tal que la iteracién funcional de g(z) = = — p(x)f(x) diera
convergencia cuadratica al punto fijo p de g(x), escogiendo p(z) = 1/f'(x). Para el caso n-dimensional,

buscamos una matriz n x n, A(z) = (a;;(x)), donde cada componente es una funcién a;;(x) : R — R tal
que,

G(z) =2 — A(z) ' F(z)
de convergencia cuadritica a la solucién de F'(x) = 0, siempre que, desde luego, A(zx) sea no singular en

el punto fijo de G(z). Esta matriz va a ser precisamente la matriz Jacobiana.

Tenemos el siguiente resultado que nos da la convergencia del método de Newton en varias variables,

de nuevo, el valor incial debe ser proximo a la solucién buscada.
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Teorema 1.9 :

Sea F = (f1,...,fn)!: D €R™ — RN" con D un abierto convexo y F diferenciable con continuidad en

D. Supongamos que existe un punto X € D, dos constantes 7, 3 > 0 y otra v > 0 tales que:

F(X)=0
7)< B
[J(x) = J¥)I < vlx =yl Vx,y € B(x,7)

Entonces para e = min{r,1/2v8}, y vx(©) ¢ B(x,€) la sucesién generada por el método de Newton,
converge a X y ademés

74D — | < B —



26

Ecuaciones y sistemas de ecuaciones no lineales




Capitulo 2

Sistemas de ecuaciones lineales

2.1. Generalidades sobre matrices y vectores

Tipos de matrices. Notacién

Denotaremos M, ,, el espacio vectorial de matrices cuadradas (n filas, n columnas) con coeficientes

reales. Sea A = (a;j) € My, ,,, A" = (aj;) la matriz traspuesta, A~ la matriz inversa.

= A es singular si detA = 0, A es regular si detA # 0.

A es simétrica si A’ = A, A es ortogonal si A~! = A’

A es definido positiva si es simétrica y zf Az > OVz # 0.

A es semidefinido positiva si es simétrica y zt Az > 0V # 0.

= A es diagonal dominante si |a;;[ > 32, ai;[, i =1,...,n

A es estrictamente diagonal dominante si |a;;| > >2.;lai;l,i=1,...,n

A vy B son matrices semejantes si existe una matriz regular C tal que B = C~1AC.

= A es digonalizable si es semejante a una matriz diagonal.

A es banda p,q si a;; = 0 parai > j+py j > i+ ¢ (triangular superior:p=1,q=n; triangular
inferior:p=n,q=1; Hessemberg superior:p=2,q=n; Hessemberg inferior:p=n,q=2; diagonal:p=q=1;

tridiagonal:p=q=2; etc.)

» Sea L una matriz triangular, entonces detL = [, l;;.
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= El producto de dos matrices triangulares superiores (resp. inferiores) es una matriz triangular supe-

rior (resp. inferior), y los elementos de la diagonal son el producto de los elementos de las diagonales.

= La inversa de una matriz triangular superior (resp. inferior) es una matriz triangular superior (resp.

inferior), y los elementos de la diagonal son los inversos de los elementos de la diagonal.

Propiedades

= Sea A una matriz cuadrada nxn con coeficientes reales. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

o A~1 existe.

detA #0 .

El sistema lineal Az = 0 tiene solamente la solucién x = 0.

Para cualquier vector b, el sistema lineal Az = b tiene solucién tnica.

Las filas y las columnas de A son linealmente independientes.

e El rango de la matriz A es n.
» (AP = A, (A+ B)t = At + Bt (aA)t = aAl.
. (AN = (A1), (AB)t = Bt A,
» detld =1, detA! = detA, det(aA) = adetA.
» det(AB) = detAdetB, detA=! = 1/detA si A~} existe.
» detB = det(C~LAC) = detC~tdet AdetC = detA
= Una matriz cuadrada tiene inversa < es regular.

= Lema de Schur: Toda matriz es semejante a una matriz triangular superior mediante una trans-

formacién de semejanza con una matriz ortogonal.

= Criterio de Sylvester: Una matriz simétrica es definido positiva < todos los determinantes

principales son estrictamente positivos.
= Las submatrices principales de una matriz definido positiva son definido positivas.
= Los elementos diagonales de una matriz definido positiva son estrictamente positivos.
= Si Q1 y Q2 son ortogonales = Q1(Q)2 es ortogonal.
= Si Q es ortogonal = |detQ| = 1.

= Si @ es ortogonal = ||Qx||2 = ||z]|2.
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Valores y vectores propios

= Dada una matriz cuadrada A, diremos que un vector v # 0 es un vector propio de A de valor propio
A cuando Av = Av.

= Los valores propios de A son las raices del polinomio caracteristico pa(\) = det(A — AId).
= El espectro de A, E'sp(A) = conjunto de valores propios de A.

= El radio espectral de A, p(A) = méxy, e psp(a) [Ail-

» Los vectores propios de A y A! se llaman vectores propios por la derecha y vectores propios por la

izquierda de A (respect.).

» Las matrices A y A? tienen los mismos valores propios. Los vectores propios por la derecha son

ortogonales a los vectores propios por la izquierda de valores propios diferentes.

= A es regular < tiene todos los valores propios diferentes de cero. Los valores propios de A~! son

los inversos de los valores propios de A. v es un vector propio de valor propio A de A < v es un

vector propio de valor propio 1/\ de A7L.
= Los valores propios de una matriz simétrica son reales.
= Una matriz simétrica es definido positiva <todos los valores propios son estrictamente positivos.

= Los espectros de dos matrices semejantes son iguales. Si v es un vector propio de valor propio A de

Ay B=CAC™!, entonces C~'v es vector propio de valor propio A de B.

= Se llaman wvalores singulares j1 de A a las raices cuadradas positivas de los valores propios de A*A.

Normas vectoriales

= Sea F un espacio vectorial, una norma en F es una aplicacién

| | E—R*
ity

que cumple:
o |z]| =0 2=0,
o |[cz|| = |e|||z||V escalar ¢,V € E,

o [lz+yll <llzll+ lyllve,y € E.

= Las normas vectoriales son las que estdn definidas sobre espacios vectoriales de la forma E = R" o
E=C"

= Normas Holder:

n
Izl = O |z /?,p > 1
i=1
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» Norma suma de moédulos:
n

lzfly =) il
i=1

= Norma euclidea:

lzlle = (D lail*)!/?
i=1

» Norma infinito:
[2]loc = méx |z;]
i=1+n

Normas matriciales

Una norma matricial es una norma en el espacio de las matrices cuadradas M,, ,, que sea multiplicativa,

es decir, que cumpla
IAB| < [A[lllB|| VA,B € Mpyn.

Una norma matricial | || es consistente con una norma vectorial (que denotaremos igual) si y sélo si

[Az|| < [Allll=]] VA € Myp, Vo € R

Dada una norma vectorial || ||, siempre se puede definir una norma matricial consistente con ella, llamada

norma matricial subordinada, mediante

A
14] = max 1220 e ag
#0 ||| llz||=1

por ejemplo, las normas subordinadas a las normas Holder,

|Allp = méx [[Az]],
lzll,=1

Se verifican las siguientes propiedades,

= Norma 1:
n
| All1 = 1rgrljfcigxnz; |ai
i

= Norma euclidea:
||A||2 = p(AtA) = Umazx

= Norma infinito:
n
|Alloc = méx § |aig]
1<i<n 4 1
j=

= Si A es simétrica = p(A) = || A||2
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Propiedades

= p(A4) < ||A]| para una norma matricial cualquiera.
» ||A]] < p(A) + € para al menos una norma matricial inducida.
= Las siguientes condiciones son equivalentes:

[ ] h’mk_mo Ak =0
o limy oo Az =0 VYzeR”
e p(A) <1

e ||A]| < 1 para alguna norma matricial inducida.

Condicionamiento de una matriz

Sea A una matriz cuadrada regular, y || || una norma matricial, se define el condicionamiento de A

asociado a la norma || ||, como

cond(A) = Al A7

» cond(aA) = cond(A),Va # 0,YA € M,, ,, regular.
= cond(A) > 1 si se calcula con una norma inducida.

» condg(A) = Bmez donde fimaz, min sOn los valores singulares de A més grande y més pequefio.

Hmin

= Una matriz estd bien condicionada si su nimero de condicionamiento es préximo a 1.

= Las matrices mejor condicionadas son las matrices ortogonales.

En este capitulo consideraremos el problema de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales, unos de
los problemas numeéricos que en la practica aparece con mayor frecuencia, por si mismo o como parte de

un problema mayor.

Los métodos que utilizaremos se clasifican en dos grupos: métodos directos y métodos iterativos. En
teoria, los métodos directos permiten calcular la solucién exacta con un nimero finito de operaciones
aritméticas, en la préactica debido a la finitud de las cifras con que podemos representar los ntimeros
reales en un ordenador, la acumulacién de errores de redondeo produce soluciones aproximadas. En los
métodos iterativos la solucion se define como limite de una sucesién infinita de vectores, en la préctica se

puede obtener una solucién aproximada fijando un ntimero finito de iteraciones.

Un sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas se puede escribir,

a11xr1 + a2 + ...+ a1, = b1
a911 + a22T2 + ... + A2 Ty = b2

Ap121 + Q2o + ... + QppTn = by,
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donde los coeficientes a;; (i,j = 1,2,...,n) y los términos independientes b; (i = 1,2,...,n) son
constantes dadas. El problema es determinar las incognitas del sistema z1,xs,...,z, de forma que se

satisfagan las n ecuaciones simultaneamente.
El sistema en forma matricial se escribe,
Ax = b,

siendo A = (a;;) la matriz de coeficientes, b = (b;) el vector de términos de independientes, y = (z;) el
vector de incégnitas. A partir de ahora, nos centraremos en el caso de sistemas determinados, es decir,

con solucién unica.

2.2. Meétodos directos de resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales

2.2.1. Matrices triangulares

Comenzaremos presentando dos algoritmos de resolucién muy sencillos para sistemas con matriz de
coeficientes triangular. Tengamos en cuenta que para que un sistema de este tipo sea determinado los

coeficientes de la diagonal principal deben ser no nulos.

Consideremos el siguiente sistema de n ecuaciones con n incégnitas, cuya matriz de coeficientes es

triangular superior invertible,

a11T1 + a2 +...... + a1ty = b1
ao2To + ...... + a9, = ba
Gn—-1,n—1Tn—-1 + Ap—1,nTn = bn—l
nnTn = by
Teniendo en cuenta que a;; # 0, para i = 1,...,n, de la tltima ecuacién podemos despejar,

Tn = bn/an'ru
sustituyendo este valor en la peniltima ecuacién, tenemos
Tn—1 = (bn—l - an—l,nxn)/an—l,n—la
y asi sucesivamente hasta llegar a
x1 = (b1 —a12%2 — ... — Q1n%n)/G11.

Este método se llama método de sustitucion inversa.
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Algoritmo 2.1 : Método de sustitucién inversa.

Para resolver Az = b siendo A triangular superior invertible

Ty = bn/a'rma
para i desde n — 1 hasta 1

z; = (b — Z?:i-u i)/ i,
Algoritmo 2.2 : Método de sustitucién directa.
Para resolver Ax = b siendo A triangular inferior invertible

ry = bi/as,
para i desde 2 hasta n

r; = (b — 23;11 ai;r;)/agi,

Es importante tener una idea del costo computacional de estos algoritmos para poder hacer compa-
raciones entre distintos métodos. Para algoritmos de algebra lineal, una forma de estimar este coste es
contar el niimero de operaciones algebraicas del algoritmo. En casi todos los ordenadores las sumas y
restas llevan aproximadamente el mismo tiempo de ejecucidén, al igual que productos y divisiones, asi,

normalmente para contar el nimero de operaciones de un algoritmo se cuentan el nimero de sumas/restas

y el nimero de productos/divisiones.

En los algoritmos anteriores, el nimero de operaciones realizadas es,

S, (mn—1n n? n Jrest
i=-——"— = — — — sumas/restas
p 2 2 2

= ———— = — 4 — productos/divisiones

zn:i nn+1) n?> n
2 2 2

2.2.2. Eliminacion gaussiana

Entre los métodos directos de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales es el més popular. También

se usa para calcular determinantes e inversas de matrices.

La idea bésica consiste en transforma (reducir) el sistema inicial en uno equivalente (misma solucién)
cuya matriz de coeficientes sea triangular superior. El nuevo sistema se puede resolver facilmente mediante

el método de sustitucién inversa. La reduccién se realiza mediante transformaciones elementales sobre
las ecuaciones del sistema: permutar dos ecuaciones y sustituir una ecuacién por su suma con otra

multiplicada por una constante.
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Veamos como es posible transformar un sistema determinado Az = b de n ecuaciones con n incégnitas,
realizando un numero finito de transformaciones elementales, en un sistema equivalente con matriz de

coeficientes triangular superior. La reduccién se realiza en n — 1 pasos.

Para simplificar la notacién usaremos la matriz ampliada del sistema /T, donde cada fila representa

una ecuacion.

1 1 1 1
T IANEE 1t
~ o~ azi aza ... Qg | be a a e.oa b
A=4, = _ 21 22 2n
1 1 1 1
an1 ap2 ... Qpp bn 511) 512) agnz b( )
Primer paso de la reduccién: si agll) # 0 cada fila i, (i = 2,3,...,n) se sustituye por ella misma menos

la primera fila multiplicada por I;; = aﬁ) / agll), obteniéndose la siguiente matriz ampliada,

(1) (1) (1) ] 5D

- S B
~ 0 a .. Gs, | b
A, = 22 2 2
Ry e
siendo
agj):agjl)fll agl) (2727' '7”7]:27 ’n),
p® =M — 140V (i=2,... n).
Segundo paso de la reduccion: si a22) 7& 0 cada fila 4, (i = 3,4,...,n) se sustituye por ella misma menos

la segunda fila multiplicada por l;5 = a / a22 , obteniéndose la siguiente matriz ampliada,

1 1 1 1 1
o
- 0 asy a2§) - a2§L b23
Aol oo 0 G B
o 0 a? ald) | bt
siendo
az(.j.’)_a(?)—l a (1=3,...,n;j=3,...,n),

P = b — b(gg (i=3,....n).

y asi sucesivamente hasta llegar al paso n — 1 en el que se obtiene la matriz ampliada,

1 1 1 1
ol |
ORI R I

0 0 ... am|pm
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de un sistema equivalente al primero triangular superior que se resuelve por sustitucién inversa.

P 1 2 n . , RT
Los ntimeros a(11)> aéz), . ,agm) se llaman pivotes. Los nimeros /;; se llaman multiplicadores.

. . . k . . .
Si en el paso correspondiente se tiene que a](gk) = 0, por ser el sistema determinado, siempre podemos

encontrar ag.];) # 0,(j > k), permutar las filas j y k y continuar el proceso, esto se denomina pivotaje.

El proceso de eliminacién gaussiana se puede realizar sin pivotaje, si y sélo si todos los determinantes

principales de la matriz de coeficientes A son no nulos.

Ejemplo 2.1 Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales mediante el método de eliminacién

gaussiana,
Ty — ®xy + 213 — x4 = 8
207 — 239 + 33 — 34 = =20
r1 + Tro + T3 = -2
Ty — To + 4dxz3 + 3x4 = 4

Algoritmo 2.3 Método de eliminaciéon gaussiana

Para resolver el sistema determinado Ax = b siendo A de orden n

para k desde 1 hasta n
para i desde k + 1 hasta n
| = ai/ar
para j desde k + 1 hasta n
aij = aij — lagg,
b; = b; — lbg,
T = bn/anna
para ¢ desde n — 1 hasta 1
z; = (b — Z?:i-u i)/ i,

El ntimero de operaciones aritméticas realizadas en el proceso de reduccién es,

n—1 n—1
1 1
dtn—k)n—k+1)=> mm+1)= (= 1)n(2n = 1) + Sn(n — 1) sumas restas
k=1 m=1
n—1 n—1

Z(n —k)(n—-k+2)= Z m(m+2) = %(n — Dn(2n — 1) + n(n — 1) productos/divisiones
k=1 m=1

Junto con el coste operacional del proceso de sustitucién inversa, tenemos un total de,

n3 4 n?  5n Jrest
— + — — — sumas/restas
3 2 6
n? 9 M L
— +n* — = productos/divisiones

3 3
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En la siguiente tabla podemos ver como aumenta el coste operacional con el tamano del sistema.

n +/— */+

3 17 11
10 430 375
50 44150 42875
100 343300 338250

Una variante del método de eliminacién gaussiana es el Método de Gauss-Jordan. Consiste en
reducir a 0 no sélo los elementos por debajo de la diagonal, sino también por encima, es decir, en el paso
k de la reduccién, se transforman en 0 todos los elementos de la columna k fuera de la diagonal, obteniendo
al final un sistema equivalente con matriz de coeficientes diagonal, que se resuelva facilmente dividiendo
los términos independientes por el correspondiente elemento de la diagonal. El coste operacional de este

método es superior al de eliminacién gaussiana.

3

n® n
53 sumas/restas

n? 9 M
7+n —_

5 5 productos/divisiones

2.2.3. Técnicas de pivotaje

Si en algin paso del proceso de eliminacion gaussiana el pivote es no nulo pero muy pequeno, aunque
podemos aplicar el método, éste es muy inestable numéricamente en el sentido de que los errores de la
solucién, propagados a partir de los errores de los datos, pueden aumentar notablemente. Conviene en

estos casos modificar el método de eliminacién gaussiana con alguna técnica de pivotaje, por ejemplo:

Pivotaje parcial o maximal por columnas

- . k .
En el paso k-ésimo, en lugar de tomar como pivote a,ik), se toma el elemento de maximo valor absoluto

(k)

entre los elementos a,;.’ para i = k,...,n, es decir, si |a;k)| = MaXp<i<n |az(.k)\, se permutan las filas p y

k.

También es recomendable utilizar alguna técnica de pivotaje cuando las magnitudes entre las distintas

filas (distintas ecuaciones) es muy diferente, en este caso se recomienda:

Pivotaje escalado
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Calculamos para cada fila un factor escalar s; = maxi<j<p |a;;|, es decir, elegimos en cada fila el
elemento de maximo valor absoluto. Si detA # 0 entonces s; # 0 Vi = 1,...,n. En cada paso k,

permutamos la fila k& por la p si

(k) k
|apk | — s |az('k)|
5p k<i<n S;

De este modo conseguimos eliminar la diferencia de magnitud relativa entre los elementos de distintas
filas. Los factores escalares se eligen una sola vez al principio del proceso y no en cada paso, pues esto

elevaria en exceso el coste operacional.

2.2.4. Factorizaciéon LU

El método de factorizacion LU produce la factorizacién de la matriz del sistema A en el producto de
una matriz triangular inferior con unos en la diagonal L, y otra triangular superior U. Esta factorizacion
A = LU se puede realizar de manera unica siempre que todos los determinantes principales de A sean no
nulos, la misma condiciéon que nos permite realizar el proceso de eliminacién gaussiana sin pivotaje. En
caso de que no se cumpla esta condicén y siempre que A sea regular, serd posible permutar las ecuaciones

de manera que la nueva matriz PA admita una tal factorizacién, PA = LU.

Una vez realizada la factorizacién LU, la solucién del sistema Az = b, (o bien PAx = Pb si ha sido
necesario hacer alguna permutacién), se realiza en dos pasos, resolviendo sucesivamente dos sistemas
triangulares,

1) Ly=b=y

AxLUxbé{ 2 Ur—y= a2

PAr=LUz=Ph={ }) Lv=Pv=y
2) Uz=y=ux

El modo de calcular los coeficientes de las matrices L y U nos lo da el proceso de eliminacion gaussiana

sin mas que interpretarlo en forma matricial.

Permutar las filas p y k& de una matriz A consiste en multiplicar dicha matriz por la matriz de
permutacién P correspondiente, que no es mas que la matriz identidad en la que se han permutado
las filas p v k. Observar que las matrices de permutacién verifican P~! = P. Observar también que el

determinate de una matriz a la que se han permutado dos filas es el mismo cambiado de signo.

Asi, si en el primer paso del proceso de eliminacién gaussiana tenemos que permutar las filas 1y p,
estamos multiplicando el sistema Ax = b por la matriz de permutacién P;, que es la matriz identidad
donde se han permutado las filas 1 y p. Después, al hacer ceros por debajo del pivote estamos multiplicando

por una matriz Li que se obtiene a partir de los multiplicadores, a saber,

P1A1 = L1A2
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donde,
1 00 ... 0
loy 1 0 0
L, = ls7 0 1 0
ls; 0 0 ... 1

Entonces, multiplicando por P;, tenemos,

A= A1 = P1L1A2

En el segundo paso,

P2A2 = L2A3
donde,
1 0 0 0
0 1 0 0
Lo=| 0 l3o 1 0
0 lpe O 1

de modo que,
A= A1 = P1L1A2 = P1L1P2L2A3

Al llegar al ultimo paso,
A=P L 1PLy...P, 1L, 1A,
donde A, = U es la matriz triangular superior buscada. Si no hiciera falta ninguna permutacién
tendriamos A = L1Ls...L, U = LU donde L = L1Ly...L, 1 es la matriz triangular inferior con

unos en la diagonal construida con los multiplicadores [;;,

1 0 0O ... 0

lop 1 0o ... 0

L_ l31 l32 1 ... 0
lnl ln2 lnS 1

En el caso de ser necesarias las permutaciones, como el producto de matrices no es conmutativo,

tenemos,
A=PL1PLy...P, 1L, 1A, =PP...P,_1L\L,... L, U=PLU
donde,
P=PP...P,_
L=L{L,... L), 4

Liy=PoaPno.. . PopiLpPegr... P2Ppy

de modo que multiplicando por la matriz de permutacién P tenemos, PA = LU.

Ejemplo 2.2 Resolver el sistema de ecuaciones lineales del ejemplo anterior mediante el método de
factorizaciéon LU.
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2.2.5. Matrices especiales: factorizaciéon LDL!, Cholesky

Si la matriz A es simétrica y admite una factorizaciéon A = LU, podemos escribir U = DR con
D diagonal y R triangular superior con unos en la diagonal. Al ser A simétrica, A = A!, por lo que

LDR = R!DL?, y como la factorizacién es tnica, entonces R = L!, de donde se puede escribir,

A= LDL'

Si ademdas A es definido positiva, entonces los elementos diagonales de D son positivos y podemos

calcular su raiz cuadrada. Sea D'/? la matriz diagonal cuyos coeficientes son las raices cuadradas de los
de D. Entonces,

A=LDL'=LDY?D'Y2[! = Lt

donde £ = LD? que es la factorizacién de Cholesky para matrices simétricas definido positivas.

Ejemplo 2.3 Calcular la factorizacién LDL! y la de Cholesky para la siguiente matriz,

13 11 11
11 13 11
11 11 13

2.2.6. Aplicaciones

Caélculo del determinante de una matriz.

Si en una matriz se permutan dos filas o dos columnas, el valor absoluto del determinante no varia,
pero si cambia de signo. Si en una matriz a los elementos de una fila o columna se les suman los de otra
multiplicados por un escalar, el determinante no varia. Estas son las transformaciones que se realizan en

el proceso de eliminaciéon gaussiana, por tanto,
n
detA = edetU = ¢ H Wi
i=1
yva que U es triangular, siendo € = 1 si el nimero de permutaciones de filas realizadas es par, y ¢ = —1

si es impar.

El ntimero de operaciones realizadas al calcular el determinate de este modo es del orden de 19(%3),

mucho menor que el nimero de operaciones realizadas al usar la regla de Laplace para el calculo del

determinante,

detA = Z(—l)SigngaLo.(l) . an)o(n)

que son n! — 1 sumas/restas, y n!(n — 1) productos/divisiones.
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Célculo de la inversa de una matriz.

Si A es una matriz regular, y X es su inversa, entonces su producto es la matriz identidad AX = Id.

Separando las columnas de esta ecuacién, si (%) es la k-ésima columna de X, y e(®) la k-ésima columna
de la matriz identidad, esto es, el k-ésimo vector de la base candnica, tenemos

A — o)

Entonces el calculo de X se reduce a la resolucién de n sistemas de ecuaciones lineales de dimensién
n con la misma matriz de coeficientes A y distintos términos independientes, las columnas de la matriz

identidad. Entonces basta con aplicar el método de eliminacién gaussiana la la siguiente matriz ampliada,

ail A1n 1 ... 0
(Al1d) =

anl -.. QAnpn 0o ... 1

Ejemplo 2.4 Invertir las siguiente matrices,

1 2 -1

2 1 0

-1 1 2
1 2 3 4
1 4 9 16
1 8 27 64
1 16 81 256

2.3. Métodos iterativos de resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales

Los métodos directos son eficaces para sistemas de tamafio moderado, por ejemplo n =~ 1000 o en el
caso de matrices huecas n =~ 5000 , 10000. Para valores significativamente mayores los métodos directos
pierden eficacia, no s6lo porque el niimero de operaciones necesario crece desmesuradamente sino también
porque la acumulacién de errores de redondeo puede desvirtuar el resultado.

En el caso de grandes sistemas de ecuaciones, los llamados métodos iterativos, resultan mas conve-
nientes. De forma genérica: Para resolver un sistema Az = b, se transforma en otro equivalente (es decir,

con la misma solucién) que tenga la forma
x=DBzx+c

expresion que sugiere el siguiente método iterativo

2@ arbitrario
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Diremos que el método es convergente, si

lim z®) =
k—o0

cualquiera que sea el valor inicial 2(?) elegido.

Teorema 2.1 El método iterativo anterior es convergente si p(B) < 1, o de forma equivalente si || B|| < 1
para al menos una norma matricial (que podemos elegir subordinada).
Demostracion:

r=Bx+c¢
2*TD) = Ba(R) 4 ¢

restando
2D — 2 = B(z® — 1)

Llamando e(©) = z(9) — z al error inicial y e®) = 2(*) — 2 al error en la iteracién k, resulta e(*+1) = Be(*)

y también
e®) = Beth=1) — = Bke©)
de donde
1™ = (| B*e @1 < [|B([lle] < [|B]* e

Si ||B]| < 1 entonces

lim [e®] =0

k—o0
es decir,

lim z® =2

k—o0

|

Hemos obtenido,

le™ ) < 1B 1@

esto se puede interpretar como que en cada una de las k primeras iteraciones el error se ha reducido en
un factor de || B¥||*/* y, en consecuencia, se puede estimar que para que el error se reduzca en un factor

de 10™™ se deben realizar N iteraciones cumpliéndose,

BF|Y/F)N < 10™™, o bien N > n .
BT < = Zlogno(1BF V)

Al niimero —logyo(||B¥||*/*)) se le llama velocidad media de convergencia en k iteraciones.

Se puede demostrar que p(B) = limy_, o ||B*||*/*. Al niimero —logio(p(B)) se le llama velocidad

asintotica de convergencia.
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Teorema 2.2 El método iterativo anterior se verifica,

1] = o — o) < LU a0 _ 50
= 18]
Demostracion: En efecto, tomando normas en la siguiente expresion,

2 _ g — ) _ g Oe1) 4 (e1) _

resulta
2 =l < 29 = D) + [0 — 2] < o) — 2| + B+ — z

es decir,
(1= BINfz™ = || < a*) —a® | < | Bl[ja® - 2* V|| < ... <||B|*|a™ - 2O

de donde se deduce la desigualdad buscada. B

2.3.1. Método de Jacobi

Supongamos que queremos resolver el sistema

a11T1+ +a1,Ty, = b1
as1x1+ +aonTy = b2
ap121+ +@pn Ty = by,
que podemos escribir
anry = b1 — E a1;T;
j#1
ag2x2 = bg — E a2
72
ApnTn, = by — E ;T
J#n

k)

)

El algoritmo de Jacobi se escribe: Dado z(®) € R™ arbitrario, una vez calculada una aproximacién z(

calculamos z(*t1) de la manera siguiente,

(k)
(k+1) br — Zj;él a5,
x3 =
a11
(k)
(k+1) ba — Zj;ﬁ2 25T
T =
az2
(k)
2+ bn = 3 jn W

Apn
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Este método esta definido sélo si a;; # 0 para i = 1,...,n. La ecuacién i-ésima

(k+1) _ 1 wo
T, = —(b; — ;i %
7 aii( ; Jg

(k)

se puede escribir también, restando en los dos miembros z;"’ asf:

21

n (k)
(k+1) wL_l( W)_ﬁ
x; -z, =—|b; — a;;x; | = ——
% [ @i ; I3 Qs
donde hemos designado mediante »*) al vector residuo
rB) = — Ag®

correspondiente al valor z(%).

Vamos a escribir el método anterior en forma matricial. Pondremos
A=D—-E-F

donde

= D es la parte diagonal de A, D;; = ay, i=1,...,n

= —F es la parte estrictamente triangular inferior

(=E)ij = aij i>]
j 0 1<y

\
=
-
=
\

(—F)ij = Qi i<j
: 0 i>j

|
Fq
NG
&
|

Entonces la iteracion de Jacobi se escribe

2 ) = DY(E + F)2® + D%

o bien,

2 ) = (1 = D' A)z™ + D'

es pues de la forma general t = Bx +c¢,con B=J=1—-D"1'4Ayc= Db
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2.3.2. Método de Gauss-Seidel

Si observamos con atencion la expresién general de una iteracién del algoritmo de Jacobi, podemos ver

( (k+1) xngrl) ) x(kJrl)

. . k+1
que si procedemos en el orden natural, i = 1,2,...,n, al calcular ; ), los valores z; N 2

va los hemos obtenido. Si el método es convergente, tenemos la esperanza que estos ¢ — 1 valores estén

. L . k) (k k -
mas cerca de la solucién que los anteriores xg ), wé ), . 7%(;)1- Por lo tanto podemos utilizarlos en lugar

(k+1)

de estos en la expresién que sirve para calcular z, , quedando

i—1

<k+1>_i(_ L) NS )
i T bi = D 0 > @i )

j=1 j=it+1

Obtenemos asi el llamado método de Gauss-Seidel, que podemos escribir de la forma
) n
k+1 k
> ayay ™ =bi— 3 ayal?
j=1 Jj=i+1

o en forma matricial

(D — E)z ) =p 4 Fz®

y también

2 D) = (D - E)"'F2® + (D—E)"'

que es de la forma general z = Bz + ¢, con B=L; = (D - E)"'Fyc= (D - E)"'b.

En el método de Gauss-Seidel no aparece el residuo explicitamente, sino

i—1 n
~ (k+1) j : (k)
r, = bi — E aijxj — aijxj
j=1 j=i

entonces,

T
17

2.3.3. Meétodos de relajacion

Se pueden generalizar los dos métodos anteriores de Jacobi y Gauss-Seidel, introduciendo un parametro

() A (k+1) (k)

w > 0. Sea x; ' ya calculado y &; obtenido a partir de ;" por uno de los dos métodos anteriores. Se

define entonces la combinacién lineal

xEkH) = wﬁgkﬂ) + (1 —w)z;
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Si el método de partida es el de Jacobi, obtenemos parai=1,...,n

K1) _ W k k
| )=%(bi—;aij$§ N+ - wa
YE]

o bien multiplicando por a;;

agzy T = w(bi =Y ayal?) + (1 - w)aga”
i

y con notacién matricial

Dk — (1— w)Dx(k) +wb+ w(E + F)x(k)

y también

2* ) = (I —wD ' A)2® + wD ™1

En el caso del método de Gauss-Seidel, el correspondiente método de relajacion se llama S.O.R.

(Succesive Over Relaxation) y se escribe

i—1 n
w
xngrl) _ ;(bi _ Zaijxgkﬂ) _ Z aijxg-k)) +(1- w)xl(k)
" j=1 j=i+1

y con notacién matricial

(D —wE)z® ) = b+ (1 — w)D + wF)z™®

es decir

2D = (D —wE) 'wb + (D —wE) (1 — w)D 4 wF)z®

que es de la forma general x = Bx +¢, con B= L, = (D —wE) "} ((1-w)D+wF) y c= (D —wE) " 'wb

2.3.4. Control de parada de las iteraciones

Designemos mediante r(*) al vector residuo correspondiente a la iteracién k-ésima, es decir,
rB) = — Ag®
Un posible control de parada consiste en parar en la k-ésima iteraciéon si

IS _
oI =

para ¢ elegido convenientemente pequeno.
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Esta relacién implica que el error e®) = 2 — 2(*) verifica

let™]

[l

< econd(A)

siendo x la solucién exacta de Ax = b. En efecto, como
[e®] = A7 @ < AT [Ir®)

entonces

le™ ] < e A7HL[IBl] < ell A7 [| Az]| < econd(A)|«|

y de ahi la afirmacion realizada.

En los métodos de Gauss-Seidel y S.O.R. no aparece el residuo explicitamente, sino

i—1 n
~k _ Z (k+1) }: (k)
T —bi— aijxj — aijxj s
j=1 j=t

entonces el criterio de podria ser,

lo que evita cédlculos suplementarios.

Otro posible criterio de parada consiste en interrumpir las iteraciones cuando,

= — a0
ERIN

que es un control cémodo desde el punto de vista del calculo. Presenta sin embargo el inconveniente que
podria darse en ciertos casos en los que se verificase el control sin que z(*) estuviese cerca de la solucién

. Por ejemplo si para algin k resulta z(®) = 0 sin ser ésta la solucién buscada.

2.3.5. Resultados de convergencia

Los métodos anteriores son de la forma general
2D = Bz(®) 4 ¢
La condicién necesaria y suficiente de convergencia es
p(B) <1

Para el método de Jacobi
B=J=DYE+F)=Id-D'A
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Para el método de Gauss-Seidel
B=L,=(D-E)'F

Para el método S.O.R.
B=L,=(D—-wE) (1 -w)D+wF)

Estas matrices se pueden expresar en funcién de L = D™'E y de U = D~'F que son respectivamente

dos matrices triangulares inferior y superior con diagonal nula

0 0 ... 0 0 —@z . _am

N I o 0 .. —im

L = a22 U = a2z
—a a0 0 0 ... 0

Teniendo en cuenta que D™'A = D™D -~ E — F) = I — L — U, podemos escribir ficilmente, para el

método de Jacobi
J=D Y E+F)=D'E+D'F=L+U

para el método de Gauss-Seidel
Li=(D-E)y'F=I-D'EYD'F=(I-L)'U
y para el método S.O.R.

L, =(D-wE) Y (1-w)D+wF)=(I-wD 'E)~'((1-w)+wD'F)
= —wLl) Y (1 -w)+wl)

Vamos a ver una condicién necesaria para que el radio espectral de la matriz del método S.O.R. sea

menor que la unidad.

Teorema 2.3 Para toda matriz A, el radio espectral de la matriz del método de relajacién S.O.R. es
superior o igual a |w — 1| en consecuencia una condicién necesaria para que el método sea convergente es

O<w<?2.

Demostracion: Los valores propios de la matriz £, del método de relajacion verifican la relacién

n det(l_T"’D + F) (I_T“)”Ha“-
Iy Ni(Ly) = det(Ly,) = det(Q —E) = (l)nHa..

=(1-w)"

y como por otra parte
p(Ly) > |)‘2|

lo que implica
p"(Lo) 2 Loy |A] = |w —1]"

resulta finalmente
p(Ly) 2w — 1]

|
Corolario 2.1 Para toda matriz A, una condicién necesaria de convergencia del método de S.O.R. es

I<w<?2
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Matrices diagonal dominantes

Definicién 2.1 Una matriz A cuadrada de orden n se dice que es estrictamente diagonal dominante si

n

|aii|>2\aij| para i=1,...,n
j=1
J#i

Teorema 2.4 Si A es una matriz de orden n estrictamente diagonal dominante entonces es no singular.

Demostracion: Consideremos el sistema de ecuaciones

Az =0
y veamos que tiene como tnica solucién x = 0.
Por reduccién al absurdo, supongamos que x = [x1,...,T,]" es una solucién distinta de cero. En este
caso para algin k, 0 < |z| = max <<y, |2;]
Como Y77, ajjzj = 0 para todo i = 1,...,n, tomando i = k resulta
n
AT — — E QT
j=1
j#k
de donde
n
Jarellzr] < lawlz]
=1
J#k
es decir

lare] <D a2 <> la,]
— o] T
1= 1=
Tk otk

en contradicion con la propiedad de A de ser estrictamente diagonal dominante. l

Teorema 2.5 Sea A, matriz cuadrada de orden n estrictamente diagonal dominante. Entonces el método

de Jacobi para resolver un sistema de ecuaciones lineales asociado a dicha matriz es convergente.

Demostracién: La matriz de iteracién para el método de Jacobies J = D™Y(E+F) = L+U. Vamos

a demostrar que ||J||s < 1. En efecto,

0 __ Q12 __ain

ail ail

__a21 0 __Q2n

J=L+U~= a2z s
__Gn1 __Qn2 0

ann aw,n
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de donde
n
. s
17]1e = méx 37172 ] = méx Ljzilosl
1§z§nj:1 (o727} 1<i<n |aii|
J#i

pues A es estrictamente diagonal dominante. l

Teorema 2.6 Sea A una matriz estrictamente diagonal dominante, entonces el método de Gauss-Seidel

para resolver un sistema de ecuaciones lineales asociado a dicha matriz es convergente.

Demostracion: La matriz asociada a la iteracién de Gauss-Seidel es
Li=D-E)y'F=(1-L)'U

Para determinar el radio espectral de £1, calcularemos primero los valores propios, es decir, las raices del

polinomio caracteristico

p(A) =det(A\ —L1) =0
Observando que det(I — L) = 1 resulta
p(A) = det(I — L)det(\ — L)

= det(I — L)det(\I — (I — L)"'U)
= det(\(I—-L)-U)

= det(\I - L - %))
= N'det(I-L— %)

de donde p(A) = 0si A =0 o bien si det(I — L —§)=0.

Queremos demostrar que todas las raices de p(A) = 0 verifican |A| < 1. Supongamos por reduccién
al absurdo que existe al menos una raiz A tal que |A| > 1. Entonces por una parte det(I —1 — ¥) =0
y por otra parte como A = D — E — F es estrictamente diagonal dominante, también lo es [ — L — U
y lo serd también I — L — % si |A\| > 1. Por lo tanto I — L — ¥ es no singular en contradiccién con

A
det(I-L—-5)=0.1

Matrices simétricas y definidas postivas

En esta secciéon vamos a ver algunos resultados interesantes que relacionan la convergencia de los méto-
dos iterativos cuando la matriz del sistema es definido positiva, caso que aparece en muchas aplicaciones

practicas, pero no nos detendremos en los detalles de las demostraciones.
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Teorema 2.7 Sea A una matriz simétrica no singular descompuesta en la forma A = M — N donde M
es no singular. Sea B = M !N = Id — M~ A la matriz de iteracién. Supongamos que M* + N (que es
simétrica) es definido positiva. Entonces si A es definido positiva = p(B) < 1.

Teorema 2.8 Si A es simétrica y definido positiva = el método SOR, es convergente si 0 < w < 2. En

particular, Si A es simétrica y definido positiva = el método de Gauss-Seidel es convergente (w = 1).

Teorema 2.9 Si A es simétrica, definido positiva y 2D — A es definido positiva = el método de Jacobi

es convergente.

Comparacién de los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel. Biisqueda del parametro de relaja-

cién 6ptimo en el método S.O.R.

Teorema 2.10 Si A es una matriz tridiagonal = p(£;1) = (p(J))2. Entonces los dos métodos Jacobi y

Gauss-Seidel convergen o divergen simultdneamente, y si convergen, Gauss-Seidel lo hace més rapida-

mente.

Teorema 2.11 Si A es definido positiva y tridiagonal, y 0 < w < 2 = los tres métodos Jacobi, Gauss-

Seidel y SOR convergen y la elecciéon 6ptima del pardmetro es

2

Wop = ———F——c
1+ +/1—p(J)

siendo p(Ly, ) =w — 1.

Wop



Capitulo 3

Interpolacion

En este tema y el siguiente intentaremos dar respuesta a una situaciéon bastante habitual en el &mbito
cientifico: investigamos un fenémeno fisico/quimico que se esta desarrollando ante nuestros ojos, podemos
tomar muestras experimentales y a partir de estas mediciones obtener mds informacion. Para ello podemos
intentar recrear/reconstruir el fenémeno en su totalidad (en un dominio continuo del espacio/tiempo o

cualquier otra magnitud) con una funcién que represente lo mejor posible esos datos.

Las técnicas que utilizan funciones continuas y que vamos a estudiar en este y el proximo capitulo

son de dos tipos:

= Interpolacién: célculo de funciones que pasan (interpolan es el término matemédtico) exactamente

por los puntos senalados por los datos.

= Aproximacién: cdlculo de funciones que aproximan los datos en un cierto sentido (para una deter-

minada forma de medir el error).

En este capitulo trataremos el problema de la interpolacién, que ademas tiene mucha utilidad al tratar

la derivacion y la integracién numérica.

Problema de interpolacién: sean (z;,y;) parai = 0,...,n, pares de valores reales (puntos del plano)
tales que x; # x; para i # j, buscamos una funcién p(z) de un determinado tipo, tal que p(x;) = y; para

1=0,...,n.

Los datos a interpolar pueden proceder de mediciones experimentales como hemos mencionado an-
tes: conocida experimentalmente la respuesta y; obtenida bajo condiciones x;, nos interesa encontrar el
resultado y que obtendriamos al tomar condiciones x no experimentales. Pero también podemos pensar
que los puntos dados forman parte de la grafica de una funcién f que queremos conocer al menos apro-
ximadamente y de la que inicamente sabemos su valor en ciertos puntos x;. A partir de ahora, para una

mayor generalidad, hablaremos del problema de interpolacion de funciones.
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Al plantearse un problema de interpolacién, uno debe contestar a tres preguntas:

= ;De qué tipo debe ser la funcién p(z) buscada? Polinomial, trigonométrica, racional, exponencial,
etc. El comportamiento de los datos a interpolar nos puede orientar sobre el tipo de funcién in-
terpoladora a elegir: si f tiene un comportamiento periédico, elegiremos funciones trigonométricas;
si sospechamos que f puede tener asintotas, convendra que p sea racional; si f responde a un
comportamiento polinémico, buscaremos p entre las funciones polinémicas. En este capitulo sélo

trataremos este ultimo caso, el de la interpolacién polinémica.

= Una vez elegido el conjunto de funciones en el que debemos buscar p, jexiste la funcién buscada?,

y si existe, jes unica?.

= ;Es la funcién p una buena aproximacién de la funcién f fuera de los puntos de interpolacién?.

3.1. Interpolaciéon polinémica.

3.1.1. Planteamiento del problema
Dados n + 1 puntos de interpolacion (z;,y;) para i = 0,...,n, con x; # x; para ¢ # j, llamamos
interpolacion polinomial a la determinacién de un polinomio p(z) de grado < N tal que

p(xi):yi i=0,...,n

Si y; es el valor de una funcién f en x; para i =0, ..., n, hablaremos de la interpolacion polinomial de la

funcion f en las abscisas de interpolacion o nodos x;, i =0,...,n.

3.1.2. Tipo de funcién interpoladora

La funcién p buscada formard parte del conjunto de polinomios de grado < NN, para un cierto N que

determinaremos mas adelante, es decir, serd de la forma,

p(z) = ant™ +ay_ 2N+ arr +ag

y para determinarla habra que encontrar los N + 1 coeficientes ag, a1....,an.

3.1.3. Existencia y unicidad del polinomio interpolador

Teorema 3.1 Dados zg,x1,...,2, n + 1 valores reales distintos, para cada conjunto de n + 1 valores
arbitrarios yo, Y1, Y2, - -, Yn €xiste un dnico polinomio p,(x) de grado a lo més n tal que p(z;) = y; para

i=0,1,...,n.
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Demostracion:

Demostremos en primer lugar la unicidad: supongamos que hubiera dos polinomios p,(z) y ¢, (x)
verificando las condiciones del teorema. Por tanto, p,(z) — ¢,(x) es un polinomio de grado a lo mds n
verificando (p, — ¢n)(x;) = 0 para i = 0,1,...,n, es decir, tiene n + 1 raices pero es de grado n, por lo

tanto, p, — ¢, = 0, es decir, p, = qy.

La ezistencia la demostraremos por induccién sobre n: para n = 0, si po(xg) = yo, se trata de la
funcién constante po(x) = yo. Supongamos que el teorema es cierto para n < k — 1, demostrémoslo para
n = k. Por hipétesis de induccién, existe un polinomio pg_; de grado a lo mas k — 1 tal que pg_1(x;) = y;

parai=0,1,...,k — 1. Tratemos de construir p; de la siguiente forma,
pe(x) = pr—1(x) + el — z0)(x — 1) ... (T — 2R—1)

que es un polinomio de grado a lo més k verificando pg(z;) = y; parai=0,1,...,k — 1. Para determinar

pi basta calcular el valor de ¢ despejando de

Pr—1(xk) + c(xr — x0) (T — 21) .. (Th — Tp—1) = Ui

posible puesto que todos los nodos z; son distintos. l

3.1.4. Meétodos de calculo del polinomio interpolador.

Podemos dar otra demostracién del Teorema 4.1. que nos permite calcular el polinomio interpolador

p(x) = ap+ a1 + ... + a,z™ simplemente imponiendo las n + 1 condiciones que debe cumplir,

ao+a1xo + ...+ anxy = Yo
ap+ a1z + ... +anz! =01

ap+ 1Ty + ...+ anx) =Y,

que es un sistema lineal de n 4+ 1 ecuaciones con n + 1 incégnitas que son los coeficientes ag, aq, ..., an
del polinomio p,,. El determinante de la matriz de coeficientes es el determinante de Vandermonde que

tiene la forma,

1 z ... zf
1 = z?
oozt |
= (=)
k>1
1 =z, ... z}

y es no nulo ya que xp # x; si k # i. Por tanto el sistema es compatible determinado y tiene solucién

Unica.

Este proceso para calcular p, es excesivamente laborioso cuando n no es pequeno. Hay que entender
que el polinomio interpolador es tnico pero se puede expresar de muy diversas formas y llegar hasta él a

través de diferentes algoritmos. Estudiaremos dos métodos para calcular el polinomio interpolador.
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Método de Lagrange

Se toma como expresion del polinomio interpolador la férmula de interpolacién de Lagrange,

= " 4 B Hj;éi(ff—xj)
=0 - l_Ij;Jéi(gci_xj)7

donde [;(x) son los llamados polinomios de Lagrange, que son de grado n y verifican [;(x;) = ¢;; para

i,7=0,1,...,n, por tanto p,(z;) = y; parai=0,1,...,n como se deseaba.

Ejemplo 3.1 Encontrar el polinomio interpolador de la siguiente tabla de datos, mediante el método de

Lagrange.

Ejemplo 3.2 Encontrar el polinomio interpolador de la siguiente tabla de datos, mediante el método de

Lagrange. Observar que es la ecuacién de la recta que pasa por los puntos del plano (xg,y0) ¥ (z1,y1).

T | To | T1
Y|lY% | 9N

Método de diferencias divididas de Newton

Expresamos el polinomio interpolador de la siguiente forma,
pn(x) =co+er(x—x0) + ol —ao)(x—z1) + ...+ ez —x0)(x—21) ... (T — Zpeq)

El método de las diferencias divididas de Newton permite calcular los coeficientes ¢; para j = 0,1,...,n,

mediante la construccion de las llamadas diferencias divididas:

f[xz] = Yi, (Z: a"'an)
fleict, .., i1 — flri, ..., i,
f[xz'axz’—Ha-~-7$i+j793i+j+1] _ [ i+1 ) H—]-‘rﬂ [ i ) H—J},
Titj+1 — Ti
(i=0,....,n—3), (j=0,...,n—1)

de forma que ¢; = flzg,z1,...,2;], (j =0,...,n), es decir, el polinomio interpolador viene dado por

la siguiente férmula de interpolacién de Newton:

po(x) = flzo] + flzo, 21](x — o) + fl20, 71, T2](T — 20) (¥ — 1)+
+.oooF flzo, . xn)(® —xo)(®—21) o (T — Xp1)
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Ejemplo 3.3 Veamos el esquema de construccion de las diferencias divididas de Newton para n = 2,

zo | flzo] = yo

flzo,z1] = 7,‘[:,:;1]:;[]%]

N\
fle1,@a]—flzo,z1]

z1 | flral =mn flwo, x1,22] = Fp——

flay, x] = flwa]—flzi]

T2—T1

NN

z2 | flr2] =92

El método de diferencias divididas de Newton tiene la ventaja de que cuando se anaden puntos de
interpolacion puede aprovecharse todo el trabajo hecho, basta con continuar el esquema de construccion de
diferencias divididas y calcular las nuevos coeficientes ¢, 41, ¢n12, - - ., aprovechando asi todos los célculos

previos.

Ejemplo 3.4 Con la siguiente tabla de datos,

mediante el método de diferencias divididas de Newton, aproximar el valor de f(3), usando

= el polinomio interpolador de grado 2 calculado usando los tres primeros nodos de la tabla,
= el polinomio interpolador de grado 2 calculado usando los tres ultimos nodos de la tabla,

= ¢l polinomio interpolador de grado 3 calculado usando todos los datos de la tabla.

3.1.5. Error de interpolacién

Nos interesa tener un criterio para medir la proximidad del polinomio p,, a la funcién f fuera de los

puntos de interpolacion xy.

Teorema 3.2 Sea f € C"!(a,b) y sea p, un polinomio de grado a lo més n que interpola a f en n + 1

puntos distintos g, z1, ..., z, del intervalo (a,b). Entonces para cada x € (a,b) existe un &, € (a,b) tal
que
n

) [T =)

=0

1

Si analizamos el error podemos observar tres términos diferentes:
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1
T 75ee

. f"+1)(§m) que depende de si la derivada n + 1-ésima de la funcién a interpolar estd acotada,

» [[i,(z — z;) que depende de la colocacién de los nodos de interpolacion.

Una pregunta natural en este contexto es la siguiente: Supongamos que dado un intervalo (a,b) lo
vamos subdividiendo en mds puntos, concretamente, z; = a+jh paraj =0,1,2,...,n,donde h = (b—a)/n
y supongamos que construimos con estos puntos el polinomio de interpolacién p,(x) para una funcién
dada f, esto es, que p,,(z;) = f(x;), para estos n puntos. La pregunta es, ;tenderd a 0 el error a medida que

crece en numero de nodos de interpolacion, es decir, el grado del polinomio interpolador?. La respuesta
es NO.

Ejemplo 3.5 Comparar lo que sucede con el error de interpolacién al aumentar el niimero de nodos de
interpolacion para las siguientes funciones:

= Sen(nzx) en el intervalo (0,1.5),

. 1-&-2# en el intervalo (—1,1).

Lo que ocurre al aproximar la funcién m en el intervalo (—1,1) con polinomios de grado alto es

lo que se conoce como el efecto Runge. La aproximacién es mala en los extremos del intervalo, asi que
una idea para mejorar dicha aproximacion es la de olvidarnos de tomar nodos igualmente espaciados y
tomar nodos que se concentren mas cerca de los extremos. De este modo al obligar al polinomio p,(x) a
pasar por estos puntos quizas se mejore la aproximacion. Por supuesto que tiene que haber un equilibrio
en la disposicién de los nodos x; , pues si ponemos pocos puntos en la regiéon central del intervalo quizés
perderiamos alli. Estas ideas son las que llevan a una teoria de aproximacion muy bonita, donde resulta

que los nodos a usar son los ceros de los llamados polinomios de Chebyshev T, (), dados por,

2k + )7

—, k=0,1,...
2(n+1)7 Pt ,

Tp = COS

Otra posibilidad para reducir el error de interpolacién debido al uso de polinomios interpoladores de
grado alto es el uso de la interpolacion polinémica a trozos o splines. Consiste en trazar una serie de
puntos que uniremos por pedazos de curvas cubicas. Esto es, tomamos un polinomio de grado 3 distinto
que une cada par de puntos consecutivos a interpolar. Los coeficientes de cada polinomio se tienen que
tomar adecuadamente para que hasta las segundas derivadas coincidan en los puntos de enganche. El
resultado es una curva suave agradable a la vista.

3.2. Interpolacién de Hermite.

El término interpolacion de Hermite hace referencia a la interpolacién de una funcién y de algunas
de sus derivadas en un conjunto de nodos.
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3.2.1. Ejemplo sencillo

Sean g, r; dos puntos donde conocemos el valor de una funcién f y también de su primera derivada

f'. Buscamos el polinomio p de menor grado que verifique,

p(zo) = f(20), p(z1) = f(21),
p'(wo) = f'(z0), p'(z1) = f'(z1).

En vista de que hay cuatro condiciones, parece légico buscar p en el espacio de polinomios de grado < 3,

escribamoslo de la siguiente forma,
p(z) = a+b(x —x0) + c(x — 20)? + d(x — 20)*(x — 21),
cuya derivada se escribe,
P () = b+ 2c(x — x0) 4+ 2d(z — 20)(x — 21) + d(x — 20)*.
Imponiendo las condiciones y denotando h = z1 — xg, obtenemos,

f(xo) =a f(x1) = a+ bh + ch?,
f'(zo) =b f'(x1) = b+ 2ch + dh?.

Por tanto, despejando,

a= f(zro)  c=(f(xr1) —a—>bh)/h?
b= f'(xo) d=(f"(x1)—b—2ch)/h.

3.2.2. Problema de Hermite generalizado

La interpolaciéon de Hermite puede generalizarse al caso en que conocemos la funciéon f en una serie
de nodos x; para ¢ = 0,1,...,n y sus respectivas derivadas hasta un cierto orden que puede ser distinto

en cada nodo.

Teorema 3.3 Dados xg,x1,...,2, n + 1 nodos distintos dos a dos, y los valores de la funcién f y

derivadas sucesivas en esos nodos,
Nz, j=0,1,....ki—1, i=0,1,...,n,

entonces existe un unico polinomio py de grado a lo mas N con N +1 = kg + k1 + ... + k, verificando

las condiciones de interpolacién

Pxi) = (), j=0,1,....ki—1, i=01,...,n

Demostracion:
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Buscamos un polinomio de grado a lo més N, que tiene N + 1 coeficientes, e imponemos N + 1 con-
diciones. Por tanto, tenemos que resolver un sistema lineal de N 4 1 ecuaciones con N + 1 incégnitas y
deseamos asegurarnos de que la matriz de coeficientes es no singular para que exista una solucién tunica.
Para demostrar que una matriz cuadrada es no singular basta con demostrar que el correspondiente sis-
tema homogéneo tiene como tnica solucion la idénticamente nula. En nuestro caso esto se corresponderia

con encontrar un polinomio ¢ de grado a lo mas N verificando,
@(x)=0, j=0,1,....k;—1, i=0,1,...,n.

es decir, buscamos un polinomio ¢ de grado a lo mas N que tiene un cero con multiplicidad k; en x; para

n

i=0,1,...,n, y por tanto debe ser multiplo de [[_,(z — 2;)* que es de grado N + 1, imposible a no

ser que ¢ = 0 como deseabamos.
]

En lo que se refiere al error en este caso, puede decirse que si f € CV*1(a,b) y x;,€ (a,b) para

i=0,1,...,n, entonces para cada = € (a,b) existe un &, € (a,b) tal que
1
f(@) —pn(2) = mfNH)(gm)(x —z0)*(z —21)F L (2 — @)

3.2.3. Caso particular: el polinomio de Taylor

El caso de interpolacién de Hermite en un solo nodo se trata del conocido polinomio interpolador de
Taylor: sea f € C""1(a,b), para cada zg € (a,b), existe un tinico polinomio p,, de grado a lo mis n tal
que pﬁ? (z0) = f9(x0) para j =0,1,...,n, que es el polinomio de Taylor,

f// (xo)

o (x—20)% 4+ ...+ —2(z — x0)",

pn() = f(z0) + f'(x0) (& — o) +

junto con la formula del error de la interpolacion de Taylor,

b

€)@ o),

f(@) = pn(z) =

para cierto &, € (a,b).

3.2.4. Meétodo de las diferencias divididas de Newton generalizado

Para calcular el polinomio interpolador de Hermite se usa una generalizacién del método de diferencias
divididas de Newton en la que el esquema triangular se construye de la siguiente manera: en la primera

columna se coloca cada nodo repetido tantas veces como condiciones haya sobre él; en la segunda columna
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los respectivos valores de la funcién a interpolar en los nodos correspondientes, es decir, f[z;] = f(z;)
tantas veces como condiciones sobre el nodo 7 tengamos, para ¢ = 0, 1,...,n; en la tercera columna cuando

aparezcan dos nodos iguales, tendremos en cuanta que,

JL g T b 2 ) PR Y P

T, T —x; T—T;

y en general,

de modo que el polinomio interpolador seria,

pn(z) = flzo] + flwo, zo](x — 20) + ... + flwo, 20, - - -, 2] (T — 20)F0 ™1 + . ..
—— ——
ko

+flwo, 0, - - -, To, 1] (T — T0)*0 + . ..

———

ko

+flxo, ..y T0, 21,y m1](x — zo) RO (2 — )T 4L

—— ——

k:() kl
+..
flTo, s Toy ey Ty ooy ) (@ — x0)F0 L (2 — 2y,)Fn L
ko kn

3.2.5. Ejemplo sencillo

El tridngulo de diferencias divididas de Newton que deberiamos construir para el ejemplo sencillo

propuesto antes, en el que conocemos el valor de la funcién y su primera derivada en dos nodos, seria,

zo | flzo] = f(zo)
flwo, z0] = f’(xo)
zo | flzo] = f(z0)

f[wo,afmxl]

pY
/

flzo, 1]

f[$07l'0,f131, T1

w1 | flzi] = f(z1)

f[xo,xhxl]

NN

flzr, 2] = f'(21)

NN N

ry | flo] = f(z1)

y el correspondiente polinomio interpolador,

p(z) = flzo] + flzo, zo) (@ — o) + flxo, w0, 21](z — T0)*+
+flzo, w0, 21, 21) (T — T0) % (T — 21).
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Ejemplo 3.6 Siendo f(z) = x'2, hallar el polinomio p;;(z) verificando,

p71)1(_1) :fl)(_1>7 Z:07132a3,
PhO)=F(0),  i=0,1,2,
pll)1<1) :f7)(1)’ i :Oa1727374



Capitulo 4

Aproximacion numeérica.

4.1. Introduccion.

En el capitulo anterior hemos hablado de aproximacién de funciones mediante interpolacién que tiene
muchas ventajas: el polinomio interpolador es facil de calcular y se dispone de una férmula explicita para
el error de interpolacién; la interpolacién es muy tutil para generar férmulas de derivacion e integracion
numérica; la interpolacion es especialmente apropiada para el cdlculo de funciones dadas por tablas, es
decir, para funciones bien conocidas sobre conjuntos discretos de abscisas donde el error de redondeo de

los valores es menor que el error propio de interpolacién.

Sin embargo, la interpolacion presenta ciertos problemas en otros casos, por ejemplo: si tenemos un
conjunto discreto de valores (xg,yx) (k= 0,1,...,m) que tienen errores de redondeo apreciables, no es
conveniente utilizar el polinomio interpolador que interpole exactamente esos datos ya que su caracter
oscilante puede provocar que el error fuera de los puntos de interpolacién sea muy grande; otra situacién en
la que tampoco es conveniente la interpolacién es cuando conocemos una funcién f en todo un intervalo
I, generar una tabla de valores y buscar el polinomio interpolador no es la manera maés eficiente de

aproximar dicha funcién.

Si nos encontramos con el caso discreto, es decir, un conjunto discreto de valores (xp,yi) (K =
0,1,...,m), podemos pensar en buscar un polinomio p, de grado n < m tal que los errores, e, =
yr — pn(zk) (K = 0,1,...,m) sean lo mds pequetios posibles en un sentido que determinaremos mads
adelante. Este es el proceso de aproximacion polinomial. Podemos aproximar estos datos con otro tipo de
funcién, f,(x) = agpo(z) + ...+ anpn(x), donde debemos encontrar los pardmetros a, . .., a, de forma
que los errores e, = yr — fu(xr) (kK = 0,1,...,m) sean lo mds pequetios posibles en un cierto sentido.

Este es el problema de aprozimacion discreta.

En el caso continuo, cuando conocemos la funcién a aproximar f en todo un intervalo I, buscamos

una funcién f,, de forma que la funcién de error de aproximacién e, (x) = f(z)— fn(x) sea lo mds pequena
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posible sobre el intervalo I en algin sentido que se determina a priori. La funcién aproximadora puede ser
polinémica o de forma general, f,,(z) = appo(z) + ...+ anpn(x), donde @, ..., p, son funciones dadas,

facilmente calculables, y el problema se reduce a calcular los parametros ag, - . ., ay.

Por tanto, el problema general de aproximacion es: dado un conjunto I de abscisas de aproximacion,
y unas funciones bésicas ¢; (j = 0,1,...,n) definidas sobre I, para cada funcién f definida sobre I,
buscamos los coeficientes ag, . . ., a,, de forma que f,,(z) = agpo(x) +. ..+ anen(z) haga que la magnitud

del error de aproximacion e, (z) = f(x) — fn(x) sea lo mds pequena posible.

Por tanto, para determinar totalmente un problema de aproximacién es necesario especificar: el con-

junto I de abscisas de aproximacion, las funciones bésicas y la forma de medir la magnitud del error.

4.1.1. Conjunto de abscisas de aproximacién

Si I es finito (I = xg, ..., %) hablaremos de aprozimacion discreta; si I es un intervalo de extremos
ay b (a <b), hablaremos de aproximacion continua. Dar una funcién f sobre un conjunto finito I =

Zoy ..., Ty equivale a dar y,, = f(xg) (k=0,...,m).

4.1.2. Funciones basicas

Las funciones ¢y, ..., @y, definidas sobre I, pueden escogerse de diversas formas dependiendo del
comportamiento de la funcién f a aproximar. Si f es periddica, elegiremos las funciones basicas entre
las funciones trigonométricas, por ejemplo: @g(x) = 1,¢1(x) = senz,pa(x) = cosz,...,pas_1(x) =
sen2sx, pas(x) = cos2sx, donde n = 2s, que llamaremos aproximacion trigonométrica; Si f responde a un
comportamiento polinémico, elegiremos cada ¢;(x) = p;(z) entre los polinomios de grado j (j =0,...,n
(por ejemplo, ¢;(x) = 27 aunque esta no serd siempre la eleccion mas adecuada) y hablaremos de

aproximacion polinomial.

Observar que nos estamos limitando al caso de aproximacion lineal, es decir, buscamos la funcién
aproximadora f, (z) en el espacio vectorial generado por las funciones bésicas,
En = <8007-~~,80n>7

esto es,

fn(CC):Zajgaj(z), el
=0

4.1.3. Medida de la magnitud del error: normas funcionales

La magnitud del error de aproximacién se puede medir de diferentes maneras segin sea el caso discreto
o el caso continuo, y segtn la norma que utilicemos.
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Caso discreto

El error de aproximacién es un vector de m + 1 valores,
ek:f(mk)_fn(xk)v (k:()vvm)
por tanto, para medirlo utilizaremos una norma vectorial. Las dos normas maés usadas son:

» la norma euclidea
m

lella = (3 fexl?)*

k=0

= la norma del mdximo
lelle = méx [eg]
k=0+m

Cuando quiere darse una importancia diferente a los distintos términos del error se usan normas

ponderadas introduciendo coeficientes positivos llamados pesos w = {wg }k=0=m,

m 1
2 2
lellza = (D welenl?)”s  elloow = mix wiler].
=0 k=0-+n

Caso continuo

El error de aproximacion es una funcién definida en el intervalo I = [a, b], definimos:

» la norma euclidea

fells = ( [ty

» la norma del mdzimo
lleflc = méx[e(z)]
xel

Se puede probar que estas definiciones cumplen las propiedades de norma sobre el conjunto C([a, b])

de funciones continuas sobre el interval [a, b].

Como en el caso discreto, se pueden definir las correspondientes normas ponderadas introduciendo

una funcidn peso w € C([a, b]) positiva (w(x) > 0 sobre I),
1

n¢m=([wmwm%@i Jelloe = méix |e(a) ().

Tanto en el caso discreto como en el continuo, si se elige la norma euclidea hablaremos de aprozimacion
por minimos cuadrados, si se elige la norma del maximo, hablaremos de aprozimacion minimaz. En este

capitulo nos centraremos en la aproximaciéon por minimos cuadrados.
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4.2. Aproximacion por minimos cuadrados.

4.2.1. Definicién del problema

Consideremos un conjunto de abscisas I, ya sea continuo o discreto, unas funciones bésicas ¢; (j =
0-+n), y el espacio vectorial que generan &,,. Para cada funcién f definida sobre I, buscamos una funcién

freé&, tal que ||f — f]|2 sea minima en &,, es decir,
17 = £illa = wuin 1f = full

donde || |2 representa aqui cualquiera de las normas euclideas, ponderada o no, tanto en el caso continuo

como discreto.

= en el caso discreto, I = g, ..., T, v sie = (eg,...,em),
m 1
2 2
lellza = (D welenl?)
k=0
donde w = wy, ..., w,, es una colecciéon de pesos positivos;

= en el caso continuo, I es un intervalo de la recta real de extremos a y b,

o= ([ w@letwPas)’

donde w(z) > 0 es una funcién peso sobre I.

lle]

4.2.2. Productos escalares asociados
La propiedad fundamental de las normas euclideas es que provienen de sendos productos escalares:

= en el caso discreto,

m
(u,v) = Z WEUR Vs
k=0

= en el caso continuo,

b
(u,v):/ w(z)u(x)v(x)dx

en el sentido que se cumple, en ambos casos,

lell = (e, e)-

Estos productos escalares cumplen las propiedades de definicién de producto escalar:
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s (u,u) >0y (u,u) =0siysélosiu=0,
= (u,0) = (v,u),

» (ajuy + asug,v) = ai(u1,v) + az(us,v), para funciones wuj, us,v sobre I y nimeros reales aj, as

cualesquiera.

4.2.3. Ecuaciones normales.

Sea f una funcioén sobre I tal que,

(f_f:;afn)zo7 vfnegnv

entonces tenemos,

If = fal3=(f = fas f=fa) = (F = o+ fo—fa f = Fr+ fo— fa) =
==t f=m) 2= f0 =N+ = fh = fn) =
=If = £213 + £ = full3,

por tanto,
1f = £l = 1f = Fall3 + 1 f = full3, Vi € En

En particular,

1f = Fulla Z f = fallzs Vin # fr € En,

es decir, f es la tnica funcién de &, que satisface la condicién de aproximacién por minimos cuadrados,

I = falla = min [f = fol2-

Dado que &,, estd generado por las funciones bésicas ¢; (i =0+n), y f € &,, podemos escribir,

fi@) =" alp;(x),
§=0

*

* (j = 0+n), tales que satisfagan las llamadas

y la condicién anterior equivale a encontrar los coeficientes a

ecuaciones normales,

n

> (eirpi)a; = (pin f) (i =-n).

Jj=0
Este sistema puede escribirse en forma matricial,
Aa* =D,

donde A = ((¢i, 9j))ij=0+n, @* = (a})j=02n ¥ b= ((¢i; f))i=02n-
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La matriz A es semidefinido positiva, es decir, simétrica y para cualquier vector a = (ag, a1, ..., a,)?,

se tiene,
n n n
t 2 2
atda= (Y ajen Y ) = 13 aseilld = 1all3 > 0
§j=0 i=0 j=0
donde f,, viene dada por, f,(z) = Z?:o a;p;i(z).
Esta relacién nos muestra ademas que las funciones bésicas ¢; son linealmente independientes si y

s6lo si detA # 0, y que las ecuaciones normales tienen solucién dnica para cualquier f si y sélo si las
funciones basicas son linealmente independientes.

4.2.4. Un ejemplo sencillo: la recta de regresiéon

Tenemos un conjunto de puntos del plano (zx,yx) (K = 0+ m), con m > 2, y buscamos una recta
Yy = ag+aix que los aproxime de modo que minimice Z/ano d% la suma de los cuadrados de las desviaciones

di = yr —ap — a1z (k =0-=m).

Este no es mas que un problema de aproximacion discreta por minimos cuadrados con I = xg, Z1,. .., Tm,

vo(z) =1, p1(z) = z, todos los pesos iguales a 1, y el producto escalar (u,v) = > ;- urvg.

Las correspondientes ecuaciones normales,

(em o) () - (@)

forman el siguiente sistema lineal de dos ecuaciones con dos incégnitas,

(38 B3)(3)-(Em)
D k=0Tk  Dp—o T ap* 2 k0 ThYk

cuya solucién es:

—_ 1 m 1 m
=5 Dok Y= P > ko Yk

_ — _1 m
T2 = 01 2ek=0Tk TY = 5q > k=0 ThYk

4.3. Ortogonalizacion.

Una vez reducido el problema de aproximacién por minimos cuadrados, es necesario resolver el sistema

de ecuaciones normales asociadas,
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donde A = ((SOM @j))i,j:O%nv a* = (a;)jzo%n y b= ((8017 f))i:o%'rp

Como la matriz A es semidefinido positiva siempre que las funciones basicas sean linealmente inde-

pendientes, un método especialmente adecuado es el de Cholesky que requiere %3 + 9(n?) operaciones.

El trabajo preliminar de construccién de las ecuaciones normales requiere generalmente $p(n-+1)(n-+4)
operaciones, donde p es el nimero de operaciones necesarias para cada producto escalar, que normalmente
serd mayor que n + 1: en el caso discreto, p = m + 1 > n + 1, si I consta de m + 1 elementos; en
el caso continuo hay que calcular las correspondientes integrales. Por tanto, la mayor parte del calculo
corresponde a la formacién de las ecuaciones normales. Ahora bien, esta parte del cdlculo esta fuertemente
condicionada por la eleccién de las funciones basicas de &,. En general, debemos calcular todos los
productos escalares, es decir, todos los coeficientes de la matriz A. También debemos tener en cuenta
que la matriz A puede estar mal condicionada si las funciones béasicas son ”poco independientes” desde
el punto de vista numérico. Todo esto nos lleva a pensar que una buena eleccién de de una base de
funciones de &, reduce considerablemente los cédlculos, por ejemplo con una base de funciones ortogonales
1; (j = 0+ n) respecto al producto escalar, es decir (¢;,v;) = 0,Yi # j y (¢i,¢:) >0 (1 =0+n), el

sistema es diagonal y la solucién es inmediata:

* S * * (w]’f)
fie) = Y Gusta), = Led)

Dada la simplicidad de estas expresiones, los métodos estandar de resolucion de las ecuaciones nor-
males, estan basados en la ortogonalizacién de las funciones bésicas, es decir, en la expresion de las
ecuaciones normales en una base de funciones ortogonales.

4.3.1. Ortogonalizacion de Gram-Schmidt

Consideramos una base de funciones @;(x) (¢ = 0,+n) de nuestro espacio vectorial &, que esta dotado
del correspondiente producto escalar (-, -). Buscamos otra base de funciones de &,, ¥;(x) (i = 0,+n), que

sean ortogonales respecto a ese producto escalar, es decir,

(Vi(@),;(z)) =0 Vi#j
(Vi(x),Yi(x)) >0 Vi=0,...,n

El proceso es

Cuando el espacio de funciones es el espacio de polinomios de grados < n, partiendo de la base de

polinomios ¢;(z) = z* (i = 0,+n), tenemos la siguiente recurrencia para calcular una base de polinomios
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ortogonales respecto a un producto escalar (-,-) determinado.

(zpj-1(z),pj-1(2))
(qu(x)apjﬂ(x))
_ (@pj1(@),pj2(z))
(pj—z(ﬂf)vpj—Q(JU))




Capitulo 5

Integracion y derivacion numéricas

5.1. Integracion numérica.

La integraciéon numérica es el proceso por medio del cual se genera un valor numérico que aproxima

el valor de la integral definida de una funcién que no posee una primitiva facil de calcular. Para calcular,

/ab f(x)dx

buscamos primero una primitiva, es decir, una funcién F tal que F’ = f, y entonces

b
/ f(@)dx = F(b) — F(a).

Pero existen muchas funciones elementales que no poseen primitivas sencillas, por ejemplo, f(x) = e

Una primitiva de esta funcién es,
p2k+1

Z (2k + 1)kl

k:O

Una estrategia muy poderosa para calcular el valor numérico de la integral f: f(z)dz, consiste en reem-

plazar f por otra funcién g que aproxime f de manera adecuada en el intervalo de integracién y que sea

fro= |  fla)de ~ / " (@)

Por ejemplo, g puede ser un polinomio que interpole a f en un conjunto de nodos o una serie de Taylor.

facil de integrar. Entonces,

En el ejemplo anterior,

1 1 n
2 1
X d“/zmd“f Zm
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5.1.1. Integracion via interpolacion. Férmulas de Newton-Cotes

Deseamos calcular,

/ab f(x)dx.

Elegimos los nodos x1, 1, . .., T, en [a, b], e iniciamos un proceso de interpolacién polinémica de Lagrange,
& [Tl — )
#i J .
p(z) = f)li(z), li(z)==—5, i=0,1,...,n.
; o ' Hj;éi(wi —zj)
Aproximamos,

I
=
8

—
(=al

&
jsW
IS

/ab f(z)dx ~ /abp(x)da?

Entonces, para cualquier funcién f(x) tenemos,

b n b
/ f@)dz =Y Aif(x;), donde A; :/ li(z)da.
a k=0 a

llamadas Férmulas de Newton-Cotes.

Regla del trapecio: n =1

El ejemplo més sencillo de una férmula de Newton-Cotes es la regla del trapecio que se obtiene para
n = 1, es decir, dos nodos que son los extremos del intervalo de integracion, rg = a,x; = b. Por tanto,

los correspondientes polinomios de Lagrange son,

b—=x T—a
lo(x)_bfcﬂ ll(x)_b—a’
e integrando,
b 1 b
Ao :/ lo(x)dz = 3 (b~ a) :/ h(x)dz = Ay,

obteniéndose la conocida regla del trapecio,

b b—a
[ fade = 250 (1) + 1)

Si en el intervalo [a, b] se hace una particién como la siguiente,

a=z9g<x1<...<xp =0,
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aplicando la regla del trapecio en cada uno de los subintervalos, obtenemos la regla del trapecio compuesta,

b n x; n
[ @ =3 [ fadom 53 (o - aia) (o) + fa)

b—a
n ?

Los nodos no tiene porque estar espaciados uniformemente, pero si lo estan, es decir, tomando h =

definiendo z; = a + hi para i =0,1,...,n, la regla del trapecio compuesta se escribe,

/‘f [ +2§:f (a+ hi) + f(b)

Regla de Simpson: n = 2

Un ejemplo mas complicado de férmula de Newton-Cotes es la regla de Simpson que se obtiene para

n = 2, es decir, con tres nodos, que son los extremos del intervalo de integraciéon y el punto medio,

To=a,r1 = “+b , Ty = b. Procediendo como en el caso anterior,
b b (z — «tby(z —b) b—a
%::/h@mzf 2 dx = ;
a a (a—%b)(a—b) 6
b b
z—a)(x—>b b—a
A = /ll(x)d:v:/ aJ(rb )(a+b) dx =4 6
a o (57 —a)(%57 =)

b b(x—a)(z— 2L —a
AQ = / ZQ(JJ)dx:/ ((b )( a—zb))dz ’ ’

obtenemos la regla de Simpson

/ab fl@)dx ~

Si en el intervalo [a, b] se hace una particién con un nimero par de intervalos, es decir, eligiendo n un

a+b

L) +4f (22 + 1)

nimero par, definimos xz; = a + hi para ¢ = 0,1,...,n con h = b;—l“, y aplicamos la regla de Simpson a

cada par de intervalos, obtenemos la regla de Simpson compuesta,

n/2

/ fz Z [f Toi_o) +4f (2 1)+f(1721)}

reordenando,

n/2 n/2

b
[ e g fan) + 23 i) + Y flomr) + flan)]|

=2 i=1
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Las férmulas de Newton-Cotes nos llevan a otras férmulas de integraciéon mas generales del tipo,

n b

b
/ f@)w(z)ds =Y A;f(z;), donde A; = / li(z)w(z)dz,

k=0 a

donde w(z) es cualquier funcién de peso.

5.1.2. Meétodo de los coeficientes indeterminados

A medida que elegimos mas nodos en las férmulas de Newton-Cotes, las integrales que tenemos que
calcular para obtener los coeficientes A; se complican. Hay otro procedimiento para calcular el valor de
estos coeficientes, el llamado método de los coeficientes indeterminados, que consiste en imponer en la
férmula de integracién correspondiente, las condiciones que debe cumplir, es decir, que sea exacta para

polinomios del grado correspondiente.

Veamos cémo se obtiene la regla de Simpson con este método. La regla de Simpson es una expresién
del tipo,

a-+b
2

b
/ F@)dz ~ Aof(a) + Ar F(20) + 4, £(b),

donde tenemos que calcular los coeficientes Ag, A1 y As de forma que dicha férmula sea exacta para
polinomios de grado mas alto posible, como tenemos tres grados de libertad, podemos imponer que esta

férmula sea exacta para polinomios de grado < 2. Basta imponer que la férmula de integracién sea exacta

para f(z) = 1,x,22, obteniendo el siguiente sistema de ecuaciones,

b
bfa = /ldl‘:A0+A1+A2

2 2 b
b a4 = /$d$:A0a+A1a+b+A2b
2 o 2
33 b
b 3a = / x2dx=Aoa2+A1(a+b)2+A252

de donde podemos despejar Ay = Ay = "’T“ y Ay = 4"’7“, como corresponde.

5.1.3. Cambio de intervalo

A partir de una férmula de integracién numérica en un intervalo de integracién determinado, podemos
deducir la correspondiente formula de integracién numérica para cualquier otro intervalo de integracion
mediante un cambio de variable lineal. Si la primera férmula es exacta para polinomios de un cierto grado,

lo mismo seréa cierto para la segunda férmula. Veamos cémo se lleva a cabo.



5.1 Integracién numérica. 73

Supongamos que contamos con la siguiente férmula de integracién numérica,

d n
/ fOdt~ > Aif(t)
c i=0

No nos importa el origen de esta férmula, sin embargo, supongamos que es exacta para todos los polino-
mios de grado < m. Si necesitamos esta férmula para algin otro intervaalo, [a, b], definimos primero una
funcién lineal A(t) tal que, si t recorre [c, d], entonces A(t) recorre [a, b]. La expresién explicita de A(t) es,
_b—a ad — be

t+

At) d—c d—c

Por tanto, para el cambio de variable en la integral tenemos = = A(t) = dz = N (t)dt = %dt, de donde,

n

b g A 0=d —a
/ f(a)de =" A FOD)dE~ LS Af(Mn)),

d—c —1(a)=c o

IS
|
o

formula que seguira siendo exacta para todos los polinomios de grado < m.

Ejemplo 5.1 Deducir la férmula de Simpson para el intervalo [0,1] por el método de los coeficientes
indeterminados, es muy sencillo, después utilizando este cambio de variable podremos tener la féormula
de Simpson para cualquier otro intervalo.

5.1.4. Cuadratura gaussiana.

En la seccién anterior hemos visto como generar formulas de integracién numérica, también llamadas
férmulas de cuadratura, del tipo,

b n
/ e~ S Asf (),
a k=0

que son exactas para polinomios de grado < n. En estas férmulas, la eleccién de los nodos xg, x1, ..., x, se
hace a priori, y una vez fijados los nodos, los coeficientes A; se determinan de manera univoca imponiendo
la igualdad en la férmula de cuadratura para todos los polinomios de grado < n. Nos preguntamos ahora
si una elecciéon de nodos puede ser mejor que otra, por ejemplo, nos preguntamos si podria haber un
conjunto particular de nodos para los que todos los coeficientes A; fueran todos iguales, simplificando asi
la férmula de cuadratura.

Partiendo de las férmulas de cuadratura mas generales, a saber,

n

b
/ f(z)w(x)dx ~ Z A f(x;),

k=0

donde w(x) es una funcién de peso positiva, sabemos que esta férmula es exacta para polinomios de grado

< n siy sdlo si,

b s
;= / w(x) H xl _zj'dx.
a J
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En vista de que se cuenta con n + 1 coeficientes A; y n+ 1 nodos z;, sin que exista ninguna restriccién a
priori sobre estos 1ltimos, sospechamos que se pueden encontrar férmulas de cuadratura que sean exactas
para polinomios de grado < 2n + 1. El siguiente resultado nos indica dénde colocar los nodos para que

esto sea posible, obteniendo las llamadas férmulas de cuadratura gaussianas.

Teorema 5.1 Dada una funcién de peso positiva w, y un polinomio ¢ no nulo de grado n + 1 que sea

w-ortogonal a m,, espacio de polinomios de grado < n, en el sentido de que para cualquier p € 7, se

tiene,
b
| sty = o
a
entonces, si xg,x1,...,Z, son las raices de ¢, la féormula de cuadratura,
b n b =n
/a f@yw@)dn ~ Y Af @), A= / wie) J] T2
k=0 Jj=0,j7#i

serd exacta para todo polinomio de grado < 2n + 1.

Demostracion:
Sea f € man41, dividimos f entre g obteniendo un cociente p y un resto r, f = pg + r. Por tanto
p,r €,y f(x;) =r(x;), parai=0,1,...,n. Integrando,

b n n

/ab f(@)w(z)dr = /ab q(x)p(g:)w(x)der/a r(@)w(z)dz

=0

Il
(]
=

3
&

I
I M
=
~
&

como queriamos demostrar. l

Para poder aplicar la férmula de integracién en ese conjunto de nodos que son las raices de g, es

necesario que éstas sean reales y simples. Esto se deduce de forma inmediata del siguiente resultado.

Teorema 5.2 Sea w una funcién de peso positiva en C[a, b]. Sea ¢ un elemento no nulo de Cla, b] que sea

w-ortogonal a 7,. Entonces ¢ cambia de signo en (a, b) al menos n + 1 veces.
Demostracion:

b . .
Como 1 € m,, entonces [ g(z)w(z)dr = 0, mostrando que ¢ cambia de signo al menos una vez en

(a,b) ya que la funcién de peso w es positiva.

Supongamos que g cambia de signo en sélo r ocasiones, con r < n. Escogemos puntos ¢; de manera
que a =ty < t; < ... <t <try; = b,y tal que ¢ sélo tiene un signo en cada intervalo definido por
estos puntos. Entonces el polinomio p(z) = [],_,(z — ¢;) tiene la misma propiedad respecto al signo que
q y por lo tanto f: q(z)p(x)w(x)dx # 0, pero esto es una contradiccién puesto que p € m,, a no ser que

r =n + 1 como queriamos demostrar. B
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El céalculo de los coeficientes A; en las formulas de cuadratura gaussianas, se realiza del mismo modo
que en el caso de las féormulas anteriores no gaussianas, una vez determinados los nodos z;. Podemos
calcular directamente su valor mediante las integrales de los correspondientes polinomios de Lagrange, o
mediante el método de los coeficientes indeterminados.

A su vez, los nodos son las raices de un cierto polinomio ¢,+1 que queda univocamente determinado

mediante dos condiciones:

» ¢n.1 €s un polinomio ménico de grado n + 1, es decir, el coeficiente de ™! es la unidad.

® ¢n4+1 €s w-ortogonal a 7, es decir, f; dn+1(z)w(z)p(x)de =0, Vpem,

Estos son los llamados polinomios ortogonales que podemos calcular con la férmula recurrente vista en

el Tema 5,
po(l‘) =1
pi(z)=z—a
pi(x) = (z — aj)pj—1(x) — bjpj—2(x) j=>2
con a. — (@Pi-1(2),pj-1(2))

(pj-1(2),pj-1(2))
_ (@pj—1(2), pj—2(z))

(Pj—Q(x)an—Q(ﬂf )

de forma que el polinomio p,+1 calculado con esta féormula serd ortogonal a 7, en el sentido del producto

escalar usado en la misma, que en nuestro caso debe ser,
b
0 = [ el
a

Ejemplo 5.2 Encontrar la férmula de cuadratura gaussiana para [a,b] = [-1,1], w(z) =1y n=1.

5.2. Derivacion numeérica.

Aunque haya reglas bien conocidas para derivar las funciones mds usuales, no siempre pueden ser
utilizadas (por ejemplo, en funciones dadas por tablas de valores), o no es conveniente (por ejemplo,
en funciones con expresiones analiticas muy complicadas). En estos casos debemos recurrir a técnicas
numéricas que, partiendo de los valores de la funciéon en diversas abscisas, nos permitird calcular una

aproximacién al valor de alguna de sus derivadas en una abscisa proxima.

5.2.1. Derivadas primeras.

La derivada de una funcién f en un punto xg es,
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lo que nos da una forma obvia de generar una aproximacién de f’(zg),

f(zo +h) — f(zo)
h

f(zo) =

para valores pequenios de h. Aunque esto parezca muy evidente no es demasiado util debido a los errores

de redondeo, pero es un buen punto de partida.

Foérmulas de derivacién interpolatoria.

Para conocer mejor el error que se comete con este tipo de aproximaciones vamos a utilizar las férmulas

de interpolacién polinémica de las que conocemos el error.

Sean xq,1,...,Zn, n+ 1 puntos distintos de un intervalo I en el que f € C"T1(I), por las férmulas

de interpolacién polinémica sabemos que, para algin &, € I,

HZ:O(”C — Ty)

donde Li(x) es el k-ésimo polinomio de Lagrange de los nodos xg, z1, ..., z,, es decir,

Hi#k(x - ;)

Lk(x) = Hi7§k(zk — Iz)

Si derivamos esta expresién, obtenemos,

Zf k)L () + Do (f”*”(@))nk(()(m) +f”+1)(€m)Dx(W)

que en el caso en que x sea una de los nodos x;, se reduce a,

n+1)
S et s 2280
k#j

llamada férmula de derivacién de n + 1 puntos para aproximar f’(z;).
En términos generales, la utilizacién de maéas puntos produce una mayor exactitud aunque no es

conveniente dada la cantidad de evaluaciones funcionales y el aumento del error de redondeo. Las férmulas
mas comunes son las de 2, 3 y 5 puntos, que veremos con mas detenimiento.

Foérmulas de 2 puntos: n =1

Supongamos que zg € (a,b), donde f € C%[a,b], y que 1 = o + h para algiin h # 0 suficiente-

mente pequefio para asegurarnos que xj € [a,b]. Construimos el primer polinomio de Lagrange para f
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determinado por xy y x1 con su término de error,

Tr — I r — X

f(@) = f(xo)

x
Ty — X1 T — Xo 2

para cierto &, € [a,b]. Sustituyendo z1 = x¢ + h,

fla) = f(zo)% + flzo +h)Z +f~(5m)(x*$0)(w2* o — h)
Al diferenciar, obtenemos,
_ B o B N
de donde, tomando x = x(y tenemos,
h) — h
ag) = LE XD ZIC) B pe,

Para valores pequenios de h podemos utilizar (f(xg + h) — f(xg))/h para aproximar f’(zp) con un
error acotado por M|h|/2 donde M es una cota de |f”(z)| en [a,b]. Esta férmula se llama férmula de la

diferencia progresiva si h > 0,y formula de la diferencia regresiva si h < 0.

Foérmulas de 3 puntos: n =2

Supongamos que zg € (a,b), donde f € C3[a,b], z1 = 29 + h y 22 = g + 2h para algin h #
0 suficientemente pequefio para asegurarnos que zj,Zs € [a,b]. Construimos el primer polinomio de

Lagrange para f determinada por xg, £1 y 2 con su término de error,

(x — xz0)(x — x1)(x — 22)
6

f@) = fxo)Lo(x) + f(x1)La(x) + f(22)La(x) + (&)

para cierto &, € [a,b], donde,

(x—xl)(a:—xg) , 2r —x1 — X9
L = Li(z)=
0( Zo —xlggl‘o—@ O( ) (3302— 581)(330 —3?2)
(v —x0) (7 — 22) T —To— T2
L = L'(z)=
1( 331 - 370321‘1 - 332 1( ) (3712— xo)(l‘l - 932)
.’E—CL’O (E—l’l r— Ty —T1
Lo(x) = = Li(x)=
2(7) (w9 — o) (T2 — 1) 2(2) (w2 — x0) (T2 — 1)

de modo que para x = x; para j = 0, 1,2, tenemos,

20— 19 — X1

(z2 — z0) (T2 — 21)

20 — x9 — To

(z1 — z0)(T1 — T2)

20— 11 — X9
(zo — 1271)(950 )
2776 [T - o)

k=0
k#j

f'(xj) = flwo) + f(z1)

+ f(x2)
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Tomando ahora x1 = xg 4+ h y 22 = xg + 2h, la férmula anterior queda:

= para x; = o,

2
[ = 2 Fleo) + 27w+ B) = (w0 + 20)] + = (&)

S

f(xo) =

= para x; = x1 = 2o + A,

2

[~ 2 o) + & o +2)] = )

f(xo+h) = 6

S

= para x; = Ty = Tg + 2h,

2
o+ 2h) = 7 [2 F(wo) — 27 w0+ h) + o f(ao +20)] + (&)

Por razones de comodidad, podemos sustituir en la segunda férmula xg por zg + h y en la tercera

férmula x¢ por xg + 2h, obteniendo,

2
Flao)= [~ 870+ 4 (o + 1) — Flao +20)] + 5 (6o)
Flao)= 5[~ Flao —h)+ flamo+ )] — )

f'(xo0) = % {f(xo —2h) —4f(xo — h) + 3f($0)} + %f’"(fz)

donde la primera y tltima férmula son iguales sin més que sustituir A por —h. Por tanto, en realidad hay

dos férmulas de 3 puntos, la férmula de diferencias finitas centrada:

2

) = o [ = Pl =)+ T+ )] = (60)

que emplea datos a ambos lados de xg y por ello tiene un error aproximadamente la mitad que la otra
férmula, ya sea para h > 0 o para h < 0, que emplea tinicamente datos a un lado de z:

2
F'(a0) = 5| — 3f(ao) + 4f(xo + ) — flao +20)] + (e

Foérmulas de 5 puntos: n =4

Para obtener las férmulas de 5 puntos se evalia la funcién en otros dos puntos mas, por ejemplo,
xo — 2h, g — h, xg, g + h v xo + 2h, pero cuyo término de error tiene la forma 6(4). Una de estas

férmulas es,

4

' w0) = 13 [ = 2h) = 87z — )+ 8f (o + ) = Flwo +20)] + 25 £(6)

donde £ estd entre xg — 2h y xg + 2h.
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5.2.2. Derivadas de orden superior.

Se pueden obtener férmulas para aproximar derivadas de orden superior de una funcién en un punto
o utilizando exclusivamente los valores de la funcién en varios puntos. La obtencién de estas féormulas
por el procedimiento anterior es muy laboriosa, pero usando desarrollos de Taylor alrededor de un punto

se pueden obtener dichas formulas de modo mas sencillo.

Veamos un ejemplo: hagamos el desarrollo de Taylor de grado 3 de una funciém f en un entorno de

To y evaluemos en xg — h y g + h.

FGo + 1) = f(a0) + F'(zo)h+ 31" (o) + <" (o) + o (€0)h'
F(o = ) = F(w0) = F'(zo)h+ 31" (wol® = " (o)l + oo (€1}t
donde g —h < €_1 < xp <& <o+ h.

Sumando,

f(zo+h) + f(xo — h) = 2f(x0) + [ (x0)h* + %(f”(&) + f7(€-1))

y despejando [ (o),

2
F(0) = 2 (7o — h) = 2f (o) + fzo + )] — b (F(60) + F*(6.1))

Suponiendo que f es continua en [xg — h,zo + h], por el teorema del valor intermedio, existe un ¢ entre
§-1y & con
v 1 v v
1) = S(F () + 17(6))

por tanto,

[ (xo) = % [f(zo — h) — 2f(w0) + f(zo + h)] — %f“’(f)

para £ entre £ 1 y &;.



