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Abstract En la actualidad la légica se constituye como una disciplina intrinsecamente
plural, albergando diversos sistemas disefiados para razonar sobre objetos muy
diferentes. En este contexto las traducciones han venido cobrando cada vez un mayor
protagonismo, con la esperanza de clarificar las relaciones entre ellos. El objetivo de
este trabajo es ayudar a comprender qué es una traduccion y destacar su importancia,
matematica, filosofica y aplicada. Se prestara atencion al origen y desarrollo de las
traducciones en el siglo XX y se comentara cada una de las tres principales lineas de
investigacion: aquella que descansa en la teoria de categorias, el empleo de sistemas
deductivos etiquetados y las aproximaciones modelo-tedricas. Finalmente, se
profundizara en el procedimiento de traduccién a la l6gica multivariada y se aplicaré a
la l6gica hibrida de segundo orden. Se podra comprobar asi que los estudios sobre la
traduccion forman un campo rico y saludable, pero no unificado; que la identidad de
una légica y la identidad de una traduccién dependen la una de la otra; y que las
traducciones desempefian un papel esencial en el transporte de metapropiedades y
metateoremas.

Palabras clave: RC-morfismo, comorfismo, sistema deductivo etiquetado, teoria de la
correspondencia.

Abstract Nowadays logic is constituted as an intrinsically plural discipline, which
harbors a variety of systems designed to reasoning about very different objects. In this
context translations have become increasingly important, hoping for a better
understanding of their relations. The purpose of this work is helping to understand what
a translation is and to highlight its mathematical, philosophical and applied importance.
Attention will be paid to the origin and development of translations in the twenty
century and each of the three main research programs will be discussed: the one that
rests on category theory, the use of labelled deductive systems and the model-theoretic
approaches. Finally, the procedure of translation to manysorted logic will be carefully
analyzed and it will be applied to second order hybrid logic. All this allows to checking
that: studies on translations shape a rich and healthy, but not unified, field; the identity
of a logic and the identity of a translation depend on each other; and translations play an
essential role in transporting of metaproperties and metatheorems.

Keywords: entailment relation-morphism, comorphism, labelled deductive system,
correspondence theory.
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Introduccion

El siglo pasado ha visto un desarrollo sin precedentes en los estudios sobre
I6gica y, como consecuencia, la proliferacion de una gran cantidad de logicas ligadas a
las matematicas, la filosofia, las ciencias de la computacion y la linguistica. Logicas
cada vez mas diferentes de la ldgica clasica, disefiadas para razonar sobre objetos de
naturaleza muy distinta. Esta pluralidad es lo que, de manera mas inmediata, caracteriza
el estado actual de la disciplina. Sin embargo, a pesar de la aceptacién técita de todos
esos sistemas formales, la comprension global que se tiene sobre ellos es limitada. Su
disparidad exige el replanteamiento de la pregunta por la identidad y parentesco de los
mismos. ¢Qué es una légica y en qué factores descansa su identidad? ;Qué relaciones
mantienen entre si las ldgicas existentes? Preguntas con una vocacion tedrica,
justificada por el interés matematico y filoséfico intrinseco a esa diversidad, y practica,
obedeciendo a la necesidad de transportar procedimientos de prueba, metapropiedades y
metateoremas con el objetivo de facilitar su estudio y empleo.

Histéricamente, uno de los recursos pioneros empleados en el estudio de tales
relaciones han sido las traducciones o interpretaciones. Concebidas como herramientas
para la prueba de metapropiedades, su uso se hizo cada vez mas frecuente y la
investigacion sobre ellas se desarrollo hasta dar lugar a los primeros intentos de una
definicion formal en el ultimo tercio del siglo. El estudio de la traduccion muestra de
forma clara la integracion de las dos preguntas anteriores. Es decir, lo que se entienda
por una traduccion depende de lo que se considere que es una légica. Precisamente por
esto, por la multiplicidad de posiciones y perspectivas acerca de la condicion de estas
ultimas, no existe una teoria de la traduccion generalmente aceptada en la comunidad de
investigadores.

El objetivo principal del presente texto es contribuir al estudio de la traduccién
l6gica, ayudando a entender qué son las traducciones y su importancia, teérica y
practica, en el contexto actual. Para lograrlo, la tarea sera dividida en tres subobjetivos
que permitan su concrecion. En primer lugar se tratara de elaborar, a modo de estado de
la cuestion, una vision comprehensiva del desarrollo historico de las traducciones y de
las principales lineas de investigacion sobre las mismas. De este modo, se pondran de
manifiesto las diferentes ideas de lo que es una traduccion, posibilitando una futura
identificacion de sus semejanzas y sus diferencias. En segundo lugar, se analizara la
relevancia que la traduccion tiene respecto a la definicidn e identificacion de una légica,
asi como para el transporte de calculos, metapropiedades y metateoremas; consistencia,
expresividad, correccion, completud, Léwenheim-Skolem y compacidad seran algunas
de estas Gltimas. Notese el empleo que se viene haciendo del articulo indefinido. Lo que
se investiga no es la relacién entre las traducciones y la l6gica en cuanto disciplina, sino
entre las traducciones y las l6gicas entendidas como sistemas formales. Finalmente, en
tercer lugar se profundizara en una de las propuestas de traduccion, la desarrollada por
Manzano (1996), y se aplicara a un caso particular: la ldgica hibrida de segundo orden.



Los primeros trabajos sobre la traduccién se encuentran en los textos de
Kolmogorov (1967), Godel (1986a, 1986b) y Gentzen (1969). En estos, las traducciones
son construidas como funciones para probar la consistencia de la légica y la aritmética
clasicas relativamente a sus homélogas intuicionistas. Pero, en ninguno se ofrece una
reflexion teorica sobre la traduccion. Los intentos de dilucidar su significado y su
naturaleza habrian de esperar a las investigaciones de Prawitz y Malmnés (1968),
quienes fueron los primeros en proporcionar una definicion formal. En los afios
posteriores aflorarian nuevas propuestas, entre las que destacan las de Wojcicki y
Epstein, quienes pueden ser considerados los primeros en llevar a cabo una
aproximacién sistematica (Carnielli et al., 2009; de Araujo Feitosa & D’Ottaviano,
2002). En la actualidad conviven tres grandes formas de pensar la traduccién. Una se
basa en la teoria matematica de categorias (Carnielli & D’Ottaviano, 1997; Carnielli et
al., 2009; de Araujo Feitosa & D’Ottaviano, 2002) y, especialmente, en la teoria de
instituciones desarrollada a partir de aquella para sistematizar la légica (Meseguer,
1989; Mossakowski et al., 2007, 2009). Otra descasa en la teoria de la prueba (Gabbay
1993, 1994, 2014). Por su parte, la tercera recurre a la teoria de modelos, otorgando a la
traduccion un caracter eminentemente semantico (Manzano 1996, 2014; Manzano &
Urtubey, 2013; van Benthem, 2011). En cuanto a la logica hibrida que aqui sera
traducida, consiste en una reduccion a segundo orden de la teoria de tipos hibrida
desarrollada por Areces et al. (2011, 2014). Para simplificar las pruebas se trata de una
l6gica puramente relacional y sélo se han considerado modelos estandar.

El texto se divide en dos grandes partes que se articulan en tres apartados. La
primera parte corresponde a los apartados 1y 2. En el apartado 1 se analiza el desarrollo
de las traducciones en el siglo XX, dedicando especial atencion a las contribuciones de
Kolmogorov y Gddel. También se exponen las definiciones de Prawitz y Malmnaés,
Wojcicki y Epstein. El apartado 2 se centra en las tres perspectivas actuales, reservando
un espacio exclusivo para el tratamiento de cada una de ellas. La segunda parte se
corresponde con el apartado 3, donde se comentara con detalle el método de traduccion
definido por Manzano (1996, 2014) y Manzano & Urtubey (2013) y se aplicara a la
l6gica hibrida de segundo orden. De esta forma, se podra obtener una imagen mas
precisa del funcionamiento de las traducciones, asi como comprobar su utilidad para el
transporte de resultados metaldgicos bien conocidos. Sin embargo, la traduccién solo
sera realizada hasta un estadio, ciertamente, elemental. EI motivo es la necesidad de
ulterior investigacion sobre la légica hibrida a traducir, aislando un conjunto manejable
de axiomas y precisando la clase de estructuras que caracterizan. A pesar de esto, el
ejercicio sienta las bases para una posible traduccion completa y muestra los principales
atributos del enfoque semantico introducido por la teoria de modelos.

Lo que se espera es que se haga evidente la riqueza y la heterogeneidad
presentes en el estudio de la traduccion y, al mismo tiempo, la necesidad de abrir un
dialogo entre las diversas propuestas. Solo asi, identificando sus puntos en comin y sus
aspectos positivos, serd posible esbozar los cimientos de una teoria o, al menos, de un
campo de investigacién con derecho propio. En general el texto pretende destacar la



triple importancia de la traduccion: matematica, ayudando a comprender la relacion
formal entre las l6gicas existentes y qué elementos constituyen su identidad; filosofica,
aportando razones para aceptar o rechazar el pluralismo l6gico y herramientas
conceptuales para precisar en qué sentido se entiende la tesis; y aplicada, reduciendo el
namero de procedimientos de prueba y facilitando nuevos recursos para la prueba de
metapropiedades y metateoremas.

1. Origen y desarrollo de la traduccion en el
siglo XX

El estudio sistematico de las traducciones logicas tiene un origen relativamente
reciente. Sin embargo, han sido empleadas desde mucho antes. Sus origenes se pueden
situar en la tercera década del pasado siglo, en el trabajo de Kolmogorov, Glivenko,
Godel y Gentzen (Carnielli & D’Ottaviano, 1997; Carnielli et al., 2009; de Araujo
Feitosa & D’Ottaviano, 2002; Mossakowski et al., 2009). Su uso ha de ser entendido en
el contexto de investigacion sobre la consistencia de la légica y las matematicas,
concepto central en la época. De este modo, las traducciones se ponian al servicio de
pruebas relativas de consistencia entre logicas y teorias aritméticas, especialmente de la
l6gica y aritmética clasicas en funcion de sus versiones intuicionistas. Como se ha
dicho, el concepto de traduccion logica presupone, al menos en cierto grado, la
identificacion de lo que sea una logica. Por entonces, a falta del desarrollo de los
conceptos semanticos proporcionados por la teoria de modelos, las l6gicas se entendian
fundamentalmente como relaciones de consecuencia definidas en el lenguaje.

Definicion 1: una relacion tarskiana de consecuencia (RC) definida sobre
S, (S, ), donde S es un conjunto de sentencias, es una relacion binaria - <
§#(S) x S tal que para todo I'U{¢p} € S se cumple:

1) reflexividad: {¢} F ¢
i) monotonicidad: sil' - ¢ yI' € I"’, entonces I’ ¢
iii) transitividad: si '+ @j, parai € I, yT'U{oi/ i € I} I y, entonces T - vy

Si para todo I' + ¢ existe un subconjunto finito A € I tal que A + o, se dice
que RC es compacta (Gabbay, 1993, 1994, 2014; Mossakowski et al.,
2009). m

Posteriormente Scott ampliaria ¢ a conjuntos de sentencias. NOtese que S es un
conjunto de sentencias, pero RC puede ser definida igualmente para formulas. De
acuerdo a esta idea sobre lo que era una ldgica, las primeras traducciones consistian en
funciones definidas sobre S que preservaban la relacién de consecuencia.



Actualmente se considera que la primera traduccién fue la llevada a cabo por
Kolmogorov (1967) en 1925. Su objetivo era demostrar que el principio del tercero
excluido en la logica clésica, que, de acuerdo con Brower consideraba ilegitimo, no
producia contradicciones y que a toda prueba matemética que hiciese uso de él
correspondia otra prueba exclusivamente intuicionista. Para esto definié dos sistemas
proposicionales B y $ que formalizasen respectivamente lo que denomind ldgica
general de los juicios y légica especial de los juicios.

Definicion 2 (sistema 3B):

Alfabeto

1) variables proposicionales: p, q, 1,...
11) conectivas: —, —

iii) parentesis: ),(

Axiomas:

Lo—(y—9)
2.2 (0> y)—0—y

3.(0 > (y—0)) = (v — (9 —0)
4. (y —0)—> (9 —vy) — (9 —0))
3. (0= y) = (¢ = ~y) > 70)

Reglas de inferencia

Modus Ponens: ¢, ¢ — v F v

Sustitucion: + ¢(p) = F ¢(p/p), donde p es una variable y B una
formula m

Los axiomas 1-4 coinciden con los cuatro axiomas clasicos propuestos por Hilbert para
el condicional. B es equivalente al sistema intuicionista minimal desarrollado
posteriormente por Johansson (de Araujo Feitosa & D’Ottaviano, 2002).

Definicion 3 (sistema $): se afiade un sexto axioma a B
6.0 —> 0 o

Kolmogorov sefiala que $ es equivalente al sistema proposicional clasico de Hilbert. Su
traduccion consiste en una funcion K definida recursivamente que a cada formula de $
asigna una formula de B, la doble negacion de cada una las partes de la primera.

Definicién 4 (traduccion de Kolmogorov):
K: FOR($) — FOR(®B)
K(p)=—p

K(=¢) = (—Ko)
K(e — v) = =(K(p) — K(y))



FOR($) y FOR(®B) denotan el conjunto de formulas de § y 8. o
A partir de K Kolmogorov demuestra los dos siguientes teoremas.
Teorema 5: si g @ entonces s K(o).

Teorema 6: sea I' € FOR($) un conjunto de axiomas, si I' g ¢ entonces
K(') s K(), siendo K(T') = {K(yy/y € T}.

En el Teorema 6 I' puede ser el conjunto de los axiomas de las matematicas,
obteniendo asi el resultado que buscaba. La traduccion de Kolmogorov es una clara
muestra de cémo las traducciones eran empleadas en la época. El procedimiento y los
resultados expuestos en su articulo anticiparon los de Glivenko y Godel aunque, en un
primer momento, el texto pasd desapercibido (de Araujo Feitosa & D’Ottaviano, 2002).

A diferencia de este, la traduccion de Glivenko si acabaria siendo influyente. Su
principal aportacion fue un nuevo teorema que relacionaba la ldgica proposicional
clasica (LPC) y la logica proposicional intuicionista (LPI) (en de Araujo Feitosa &
D’Ottaviano, 2002):

Teorema 7: Si Fpc @ entonces i p; —.
Corolario 8: Fpc ~¢ SYSS FLp; —¢.

Estos resultados fueron conocidos por Godel (1986a, 1986b), quien definié dos nuevas
traducciones. En primer lugar (Godel, 1986a), otra traduccion de la logica clasica en la
l6gica intuicionista. En el texto no especifica los sistemas formales para los que se
define, pero parece que se trata de los sistemas de Hilbert y Heyting.

Definicién 9 (traduccion de Godel):
G: FOR(LPC) — FOR(LPI)
G(p)=p
G(-¢) =~Go)
G(e Ay)=Go A Gy
G(o V ) =~(=G(¢) A =G(y))
G(o — v) = =(G(e) A ~G(v))

donde p es una variable proposicional. O
De esta traduccion se sigue, a partir del Corolario 8, una nueva version del Teorema 5.

Teorema 10: para toda ¢ € FOR(LPC) que contenga como conectivas “—”
y “A” y solo ellas, si Fpc ¢ entonces Fip ¢.

Corolario 11: si Fpc ¢ entonces Fip; G(9).

! De aqui en adelante FOR(X) denotaré el conjunto de las formulas de X; SEN(X) el conjunto de sus
sentencias.



En el mismo articulo, Gédel extiende la definicion 9 y el corolario 11 a las aritméticas,
clasica e intuicionista, de Herbrand y Heyting. La segunda de las traducciones (Godel,
1986b) involucra a LPI y al sistema &, que consiste en LPC ampliado con un nuevo
operador monario “B”, cuyo significado es “ser probable”, tres nuevos axiomas

1.Bp—>p
2.Bp—B(p—q)— Bq
3. Bp — BBp

y una nueva regla de inferencia: ¢ + Bo. El sistema es equivalente al sistema de Lewis
para la implicacion estricta si se anade el axioma de Becker: Bo — BBe.

Definicion 12 (segunda traduccion de Godel):
G,: FOR(LPI) — FOR(G)

Ga(p) =p

Ga(~¢) =B

Ga(o A ) = Ga(0) A Ga(v)

Ga(e V v) = B(G2(9)) vV B(Ga(v))

Ga(e — v) =B(Ga(9)) — B(Gz(y)) O

Gaodel también considera otra posible traduccion e hipotetiza, pero no prueba, que una
formula es un teorema en LPI si y solamente si su traduccion lo es en &. La prueba
seria encontrada posteriormente por Tarski y McKinsey. Las traducciones de Godel, en
concreto la segunda, fueron de gran importancia y en la segunda mitad del siglo XX
dieron lugar al estudio de la traduccion de las l6gicas modales en la l6gica intuicionista
(de Araujo Feitosa & D’Ottaviano, 2002).

El cuarto de los protagonistas fue Gentzen (1969). Lo destacable de su articulo
es la prueba de un teorema que contiene una funcidn de la aritmética clasica en la
aritmética intuicionista. Con ella logra probar la consistencia relativa de la primera.

Teorema 13: una prueba en la aritmética clasica de ¢ es transformable en
una prueba intuicionista de ¢*, donde ¢* se obtiene de ¢ de la siguiente
maera: cada subformula de ¢ con la forma yVvy se sustituye por —(—yAy);
cada subférmula 3xy pasa a ser ~Vx—y; finalmente, toda formula atomica
con una variable proposicional es precedida con dos negaciones.

A pesar de que en todas estas investigaciones se hace un uso explicito de la traduccion,
en ningun caso existe la intencion de analizar el concepto y ofrecer una definicién
precisa del mismo. Sin embargo, es importante notar que todas las traducciones
expuestas poseen una caracteristica comdn: consisten en funciones que preservan la
relacion de consecuencia. Esta caracteristica es la que destacaron los primeros intentos
de definicién. La primera fue la propuesta por Prawitz y Malmnas (1968).



Definicion 14: dados dos sistemas légicos S; y Sy, una interpretacion de S;
en S, es una funcion f de FOR(S;) en FOR(S;) tal que para toda ¢ €
FOR(S:)
Fs; @ SYSS Fs, T ().

Si ademas para todo T'U{ep} < FOR(S1)

I'ks @ syss () s, ()
siendo f (I') = {f (y)/ y € T'}, entonces se dice que S; es interpretable en S,
mediante f respecto a la derivabilidad. Si en S, existe un conjunto de
esquemas tal que f asigna uno a cada formula atémica y para cada constante
ci permiten definir inductivamente el valor de f para formulas con ¢; como
conectiva principal, se dice que f es definida mediante esquemas.? m

No obstante, son Wadjcicki y Epstein (Carnielli & D’Ottaviano, 1997; Carnielli et al.,
2009; de Araujo Feitosa & D’Ottaviano, 2002) quienes pueden ser considerados los
primeros en tratar de desarrollar una investigacion sistematica. Ambos propusieron
sendas definiciones. La definicion de Wojcicki es semejante a la definicion mediante
esquemas de Prawitz y Malmnés.

Definicion 15: dados dos lenguajes proposicionales S; y S, con el mismo
conjunto de variables, una traduccion de S; en S, es una funcion f que
cumple:

i) para toda variable p existe en S, una formula ¢(po) en la variable po

tal que f (p) = o(p);

ii) para toda conectiva n-aria c; en S; existe una formula ¢; € S; tal

que, para toda y1,...,yn € S1

f(Ci(yis---wn) = 6i(f (w1),....f (wn)).
Dados dos célculos C; = (Sy,1) Y C, = (Sp,k2), siendo + una relacion de
consecuencia, una traduccion de C; en C, es una traduccion de S; en S; tal
que paratodo I'U{p} S S;
' @syssf ()21 (). m

Esta definicion es mucho mas restrictiva que las definiciones 13 y 15, ya que exige que:
1) el conjunto de las variables de S; debe ser un subconjunto de las variables de S, y 2) f
ha de ser definida mediante esquemas. Condiciones que no cumplen muchas de las
funciones que han sido consideradas traducciones. Por su parte, Epstein ofrece una
definicion anéloga a la de Prawitz y Malmnés en términos semanticos.

Definicidn 16: una funcién de validez de una logica L; en una logica L, es
una funcion f de FOR(L,) en FOR(L;) tal que para toda ¢ € FOR(L;)

EL ¢ SYSS B, f (),
donde “E” denota la relacion de consecuencia definida mediante la
semantica de atribuciébn de conjuntos (véase de Araujo Feitosa &

2 Prawitz y Malmnés no especifican que quieren decir con la palabra “esquema”. Pero un esquema se
puede definir como un conjunto de formulas que comparten cierta secuencia de operadores I6gicos y
paréntesis.
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D’Ottaviano, 2002, 155-158). Una traduccion es una funcion de validez tal
que para todo T'U{e} € FOR(L;)
I'enesyss () =L f (). O

Mientras que las traducciones de Kolmogorov y Gentzen son traducciones de acuerdo a
cualquiera de estas definiciones, la traduccion de Godel sélo lo es en el sentido débil de
la definicion 14.

La idea de preservar la consecuencia mediante funciones se ha mantenido en el
programa de teoria de categorias. Pero, en la actualidad, han surgido otras dos lineas de
investigacion muy diferentes: una descansa en la teoria de la prueba y otra en la teoria
de modelos. A pesar de sus divergencias, ambas comparten la intencion de generar un
marco unificador en el que las ldgicas tengan cabida. En cualquiera de los tres casos, la
traduccion implica una vision particular de lo que sea una légica.

2. Perspectivas actuales

2.1. Estudio de las traducciones mediante la teoria de
categorias

El primero de los tres programas de investigacion que aqui se expondran es
aquel que estudia la traduccion empleando la teoria matematica de categorias. Para este,
el factor definitorio de una traduccion sigue siendo la conservacion de la relacion de
consecuencia bajo determinadas funciones. Por lo tanto, la idea basica es la misma que
la propuesta por Prawitz y Malmnads, pero, ahora, se pretende precisar lo que son esas
funciones recurriendo al concepto de morfismo. De este modo, una traduccién es un
morfismo entre relaciones de consecuencia.

Definicién 17: dadas dos relaciones de consecuencia RC; = (S3,F) Yy RC; =
(Sz,F), un RC-morfismo o funcién continua a: RC; — RC; es una funcidn
a: S; — S tal que para todo I'U{p} € S;

si" F ¢ entonces o(T") F a(p)

siendo a(T") = {a(y)/ y € T'}. Si la conversa también se cumple se dice que el
RC-morfismo es conservativo (Carnielli & D’Ottaviano, 1997; Carnielli et
al., 2009; de Araujo Feitosa & D’Ottaviano, 2002; Mossakowski et al.,
2009). O

Como se vera mas adelante, algunas de las propuestas sobre lo que es una traduccion, y
lo que es una logica, son mucho mas complejas. Pero, las versiones mas simples se
mantienen en este nivel, definiendo a una légica fundamentalmente como una RC en un
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conjunto abstracto, despreocupandose de su naturaleza linglistica y su gramatica
(Carnielli & D’Ottaviano, 1997; Carnielli et al., 2009; de Araujo Feitosa &
D’Ottaviano, 2002).

Definicion 18: una logica A es un par (A, Ca) donde A es un conjunto
cualquiera, denominado el dominio o universo de A y Ca €s una relacion
que cumple las condiciones i-iii de la definicion 1 entre los elementos de A. o

Las logicas asi entendidas y los RC-morfismos entre ellas forman una categoria
denominada Tr o RC. Mossakowski et al. (2009), quienes defienden un concepto
diferente de légica, también consideran que los RC-morfismos forman una categoria,
pero, en este caso, sus objetos sdlo serian relaciones de consecuencia.

A pesar de la, en principio, aparente sencillez de estas ideas, las
investigaciones han dado lugar a ciertos resultados que involucran conceptos
metaldgicos tan notorios como los de consistencia o expresividad (Mossakowski et al.,
2009). Es importante tener en cuenta que tales conceptos son entendidos en el contexto
de la literatura del programa, de modo que su lectura ha de ser necesariamente limitada.

Definicion 19: si la consistencia de una teoria I, o una relacion de
consecuencia RC;, implica la consistencia de otra teoria I'’, o relacion de
consistencia RC,, entonces la primera es mas fuertemente consistente que la
segunda, I' = I"” 0 RC; = RC,. O

Dado un RC-morfismo de RC; en RC,, si la consistencia de RC; implica la
consistencia de RC; se dice que transporta la consistencia. Si la conversa es cierta,
entonces refleja la consistencia.

Proposicion 20: sea a: RC; — RC, un RC-morfismo, entonces
i) si es conservativo, transporta la consistencia
ii) si a es suprayectiva, refleja la consistencia. ]

Definicién 21: dadas dos relaciones de consecuencia RC; y RC,, RC; es
como maximo tan expresiva como RC, o RC, es como minimo tan
expresiva como RC;, RC; <f¢ RC, syss existe un RC-morfismo
conservativo a: RC; — RC,. m

De acuerdo a esta definicion, la traduccién de Kolmogorov muestra que $ <°¢ 8. El
resultado mas interesante se sigue inmediatamente de 19, 20 y 21, relacionando los
conceptos de consistencia y expresividad al probar la correlacion inversa entre ambos.
Este resultado, considerado muchas veces paraddjico, ha sido corroborado con
generalidad mas alld de esta particular propuesta de investigacion. De una forma
intuitiva, se puede pensar que un conjunto mayor de axiomas supone un aumento de las
condiciones estipuladas sobre la relacién de consecuencia logica, lo que concuerda con
una disminucion en el nimero de consecuencias de los mismos y, asi, la menor
capacidad expresiva.
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Proposicién 22: si RC; "> RC, entonces RC; <€ RC.. n

Sin embargo, la conversa no se cumple en todos los casos. Por ejemplo, la lI6gica modal
L tiene una axiomatizacion méas debil que la légica modal K, pero no existe un RC-
morfismo conservativo a: K — L.

No todas las investigaciones se han limitado a estudiar morfismos entre
relaciones de consecuencia definidas sobre un conjunto abstracto. Algunas también se
han hecho cargo de las contribuciones realizadas por la teoria de modelos. De este
modo, se ha tratado de acomodar los conceptos de modelo, satisfacibilidad y
consecuencia (semantica) al marco de la teoria de categorias (Meseguer, 1989;
Mossakowski et al., 2004; Mossakowski et al., 2009).

Definicion 23: una unidad (room) U = (S, 9, &) consiste en

i) un conjunto S de sentencias,
if) un conjunto Mt de modelos y
iii) una relacion binaria de satisfacibilidad £ € M x S

Un conjunto I" € S es satisfacible syss para todo ¢ € I' existe un M € Mt tal
que M E ¢. La relacion de satisfacibilidad define una relacion binaria de
consecuencia semantica, denotada habitualmente mediante el mismo
simbolo “E”, E C (S)xS:

I' & ¢ syss para todo M € M y todo y €T, si M E y entonces M = ¢
(Mossakowski et al., 2009). O

La idea de unidad pretende resumir en un Unico objeto matematico el lenguaje, el
conjunto de modelos y la relacion entre ambos. Se define asi una nueva categoria,
Room, cuyos objetos son unidades relacionadas mediante una nueva clase de morfismos
denominados “corredores”.

Definicion 24: un corredor (corridor) (o, B): (S1, M1, E1) — (Sz, My, E2)
consiste en
1) una funcion de traduccion a: S; — Sy y
ii) una funcion reductora de modelos (model reduction function) B: 9t
— My, tal que

M3 =2 a(@) syss (M) E1 ¢ (condicion de satisfaccion)
para todo M, € M, y toda ¢ € S; (Mossakowski et al., 2009). O

Los corredores pueden ser entendidos como traducciones entre unidades, analogas
a los RC-morfismos, que se hacen cargo de la semantica. Nétese la diferencia
respecto a la definicion propuesta por Epstein, que no incluye una funcion
reductora. El estudio sobre corredores también ha involucrado a los conceptos de
consistencia y expresevidad, de tal forma que la definicion 21 y la proposicion
22 se extienden a los mismos (Mossakowski et al., 2009).
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Definicion 25: un corredor es modelo-expansivo si su funcion reductora es
suprayectiva. m

Definicion 26: U; <**T U, syss existe un corredor modelo-expansivo (a, f):
U1 4 U2. O

Proposicién 27: si U; <**T U, entonces RC; <"° RC,, donde RC; y RC,
son relaciones de consecuencia inducidas por U; y U, respectivamente.

Prueba: véase Mossakowski et al. (2009) p. 108. |
Corolario 28: si U; <**T U, entonces RC, < RC;. n

Claro esta, la aceptacion de las conclusiones depende de la aceptacion de las
definiciones, propias de la teoria de categorias, que se han expuesto. Los conceptos de
unidad y corredor dejan de lado tanto la graméatica como la estructura interna de los
modelos. Por lo que quiza sean demasiado abstractos como para ofrecer una definicién
aceptable de lo que intuitivamente se entiende por “expresividad” y traduccion o, al
menos, para ofrecer una comprension precisa de sus detalles concretos. A pesar de que
la teoria de modelos no vincula el lenguaje y los modelos en un Unico objeto, sus
andlisis si profundizan en la gramatica, en los modelos apropiados para la ella y en
como diferentes clases de modelos, por ejemplo, estandar y no estandar, afectan a su
expresividad. A favor de las definiciones se podrian aducir, precisamente, los resultados
a los que han dado lugar.

Los conceptos de RC-morfismo y corredor permiten desarrollar una nueva
definicion de légica que, de acuerdo con la perspectiva introducida por la teoria de
categorias, no la identifica con un objeto o estructura particular, sino con un cierto
grupo de invariancias. En este caso, invariancias relativas a las relaciones de
consecuencia, sintactica y semantica. Para ello es necesario exponer las nociones de
sistema de consecuencia (entailment system) e institucién®, vinculando ambos tipos de
morfismo a una categoria de signaturas. Una signatura (de primer orden) es un par
(R,F), donde R y F son conjuntos indexados de relaciones y funciones, que define el
vocabulario no l6gico. Entre estas se dan ciertos morfismos que conservan la ariedad,
denominados s-morfismos (signature morfisms), los cuales definen la categoria Sign.
Las signaturas se tornan ahora en elemento central, hasta tal punto que la relacion de
satisfacibilidad no se entiende, a la manera de Tarski, como una relacion binaria, sino
como una relacion ternaria entre una sentencia, un modelo y una signatura
(Mossakowski et al., 2004). La idea basica detras de las siguientes definiciones es que
ciertas variaciones en el vocabulario no l6gico empleado no suponen un cambio de
l6gica (Meseguer, 1989). Las variaciones aceptables vienen dadas por una categoria
Sign, de tal modo que los RC-morfismos y los corredores pueden ser empleados para
determinar, una vez dada dicha categoria, el limite de las variaciones respecto a la
relacion de consecuencia y el conjunto de modelos. A su vez, la perspectiva de la teoria

® Es posible definir estos conceptos independientemente de los de RC-morfismo y corredor, como se hace
en Meseguer (1989) y Mossakowski et al. (2004).
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de categorias dota a las invariancias de una unidad con la que se identifica a las
diferentes logicas.

Definicion 29: un sistema de consecuencia o /Z-istitucion es un functor &:
Sign¢ — RC tal que:

i) Sign¢€ es una categoria formada por signaturas y s-morfismos;

ii) para cada signatura £ € |Signé|, existe una RC = (sen&(X), +§),
donde |Sign¢| denota el conjunto de objetos de Signé y sené es un
functor sen¢: Sign¢ — Set de la categoria de signaturas en la categoria
de conjuntos;

iii) para cada s-morfismo o: £; — %, existe un RC-morfismo o

(sené(Zy), 5., ) — (sené(y), k5. ). O

Definicion 30: una institucion es un functor 7: Sign? — Room tal que:
i) Sign’ es una categoria de signaturas y s-morfismos;

ii) para cada signatura X € |Sign’| existe una unidad U = (sen’(X), mod
I(T), =3, siendo mod 7 un functor mod 7: Sign? — CAT y CAT una
categoria cuyos objetos son modelos y sus morfismos se denominan
m-morfismos (model-morfisms);

iii) para cada s-morfismo o: £; — X, existe un corredor

(sen’(Z1), mod /(21), 3 ) — (sen’(Zz), mod /(%y), ). O

Ambas definiciones son expuestas en Mossakowski et al. (2009). Definiciones
ligeramente diferentes se pueden encontrar en Meseguer (1989) y Mossakowski et al.
(2004).

Definicion 31: una logica es un par (&, J), tal que € es un sistema de
consecuencia, J es una institucion, Signé = Sign? y sen¢ = sen’, m

Notese el caracter abstracto de la definicion. EI functor sen relaciona las signaturas no
con lenguajes, sino con conjuntos aleatorios. Asi mismo, la relacién + es considerada
con independencia de calculos particulares que la generen. La principal razon aducida
para hacerlo es que diferentes calculos pueden generar la misma relacién, considerando
entonces que no son esenciales (Meseguer, 1989). Como se vera en la proxima seccion,
esto choca fuertemente con las ideas de Gabbay.

Una vez que las logicas han sido definidas de esta manera es obvio que se
necesita una nueva forma de entender las traducciones acorde con su complejidad. Las
traducciones pasan a identificarse con comorfismos entre sistemas de consecuencia e
instituciones.
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Definicion 32: dados dos sistemas de consecuencia € y F, un RC-
comorfismo (@, a): € — F consiste en:

i) un functor @: Sing¢ — Sing”*, y
ii) para cada X € |Sign¢|, un RC-morfismo

ag: (sené(X), Fg) — (senf(D(X)), "g(z))

natural en X. O

Definicion 33: dados dos instituciones 7 y (J, un comorfismo entre
instituciones (@, a, B): 7 — J consiste en:

i) un functor ®: Sing? — SingJ, y

il) para cada X € |Sign?|, un corredor

(az,Bz): (sen’(E), mod /(E), 3) — (send(D(L)), mod I(D(T), Foz))
natural en X. o

De nuevo se sigue aqui el texto de Mossakowski et al. (2009). Definiciones
semejantes se pueden encontrar en Meseguer (1989) y Mossakowski et al. (2004).

Definicion 34: un comorfismo entre logicas es un par ((®, a), (O, a, B)), tal
que (@, a) es un RC-comorfismo y (®, a, B) un comorfismo entre
instituciones. m

Como se puede ver, la teoria de categorias introduce un contexto en el que las
nociones de logica y traduccién reciben un tratamiento matematico preciso y general.
Sin embargo, su principal problema es el caracter sumamente abstracto que se ha venido
destacando a lo largo de la seccion. Esta es una constante en la literatura del programa,
donde abiertamente se reconoce que se pretende estudiar la traduccion sin
comprometerse con lo que sea un lenguaje, un calculo o la estructura de los modelos.
Una traduccion se entiende tan solo como la preservacion de la relacion de
consecuencia bajo morfismos. Pero, entonces, surge la duda acerca de cuales son los
aspectos concretos de la idea intuitiva de traduccion que la propuesta recoge. Al menos
en principio, parece que una traduccion involucra a la gramatica y a la semantica de los
lenguajes traducidos Y, asi, exige prestar atencion a sus modelos y a la estructura de las
pruebas en las que las formulas participan. Algunos morfismos podrian no respetar estos
elementos. Especialmente, el significado de las expresiones ldgicas. Restringir la
traduccion a sistemas donde su significado es el mismo quiza sea excesivo, pero ¢son
los criterios ofrecidos por el programa suficientes para discriminar lo que es una
traduccion de lo que no lo es? Si todo esto se deja de lado no resulta raro que puedan
aparecer casos que dificilmente sean considerados traducciones. Esta abstraccion es
algo de lo que se alejan los programas de investigacion que se expondran en las dos
siguientes secciones.
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2.2. Sistemas deductivos etiquetados

El estudio de la traduccion légica desde la teoria de la prueba ha sido
desarrollado por Gabbay (1993, 1994, 2014). Gabbay repara en la gran cantidad de
sistemas formales desarrollados a lo largo del siglo XX, especialmente en las I6gicas no
clasicas y en la aparicidn de relaciones de consecuencia no monétonas. Mientras que en
las relaciones monotonas, de acuerdo a la condicion ii) de la definicion 1, para todo
T'u{e} € S, T I ¢ syss existe un A € I tal que A + @, en las relaciones no mondtonas
esta condicién no se cumple. “¢” se sigue del conjunto I" al completo. La aceptacién de
este nuevo tipo de relaciones como relaciones de consecuencia significa que las
caracterizaciones tradicionales de la misma dejan ser validas o, al menos, resultan
parciales. De acuerdo a esta preocupacién, su proyecto tiene como objetivo la
comprension de lo que es una légica mediante la pregunta por aquello que las vincula,
tratando de generar un marco unificador al que puedan traducirse y en el que reciban un
tratamiento uniforme. De nuevo se puede ver aqui la intima conexion que existe entre
identidad y traduccion logica.

La investigacion llevada a cabo en la teoria de la prueba automatica ha puesto
de manifiesto las semejanzas estructurales que existen entre muchas ldgicas. Un
pequefio cambio en el calculo de una puede dar lugar al calculo de otra conceptualmente
muy diferente. Por ejemplo, a partir del procedimiento de tablas de verdad para la l6gica
clasica se puede pasar a un procedimiento analogo para una légica multievaluada; pero,
no sucede lo mismo con la l6gica intuicionista. En el caso del calculo de secuentes
ocurre lo contrario, es el calculo de la logica intuicionista el que es facilmente obtenido.
Incluso ciertos calculos no mondtonos son obtenibles de esta manera a partir de un
calculo mondtono. Por lo tanto, las relaciones estructurales entre calculos pueden ser
tomadas como la base para abordar el estudio de la traduccion logica. Ahora bien,
asumir esta idea implica otorgar al calculo y, en general, a los procedimientos de
decision, un lugar esencial y definitorio. Una perspectiva muy alejada de la que adopta
el programa de teoria de categorias. Para Gabbay el par (+, Sr), donde F es la relacion
de consecuencia clasica y Si un calculo de secuentes, es una logica diferente de la
misma relacion vinculada al procedimiento de tablas de verdad, (+, T+). Un calculo
diferente conlleva una l6gica diferente.* Al incorporar el calculo a la traduccion se dota
de contenido y concrecidn a la misma, de forma que no se ve reducida a la preservacion
abstracta de una relacion de consecuencia. Ahora es necesario tener en cuenta la
gramatica del lenguaje y, a través de las reglas de inferencia, el significado de las
expresiones logicas.

Sin embargo, la constatacion de este tipo de conversiones no proporciona de
forma inmediata un estandar comparativo. A pesar de las semejanzas entre los célculos
de ciertas ldgicas, las consideraciones metaldgicas sobre los mismos y sobre sus

* La definicion de lo que es una légica de acuerdo al programa de Gabbay sera expuesta mas adelante. Lo
que se dice en este parrafo es completamente valido, pero es necesario ampliar el concepto de calculo al
de sistema deductivo etiquetado.
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semanticas son muy diferentes, como también lo son sus aplicaciones. Aqui es donde
entra en juego la propuesta de Gabbay. Esta consiste en resituar el metalenguaje al nivel
del lenguaje-objeto mediante lo que denomina “sistema deductivo etiquetado” (labelled
deductive system), que proporciona “a concept of logic where the passage from one
system to another is natural, and along predefined aceptable modes of variation”
(Gabbay, 1993, 188) Se sigue la definicion contenida en Gabbay (1994).

Definicion 35: A = (A, Ry,..., Rm, f1,..., fk) es el lenguaje de un algebra tal
que A es el conjunto de los términos simples de un lenguaje de primer orden
dado L (variables y constantes individuales), Ri,..., Rm €s un conjunto de
relatores n-arios y fi,..., fx un conjunto de functores n-arios definidos sobre
A. Los elementos de A son etiquetas atémicas y las diferentes f; permiten
generar etiquetas complejas. m

Definicion 36: una unidad declarativa es un par t : ¢ donde t es una etiqueta
y ¢ una férmula de L. |

Definicion 37: un diagrama de etiquetas es un conjunto M que contiene un
conjunto B € A, esta cerrado mediante las operaciones fi,....fx y contiene
todas las formulas +Rits,....tn, tal que tj € M. o

Definicion 38: una database es una unidad declarativa o es un triplete (a,
M, g) donde M es un diagrama de etiquetas finito, a € M es una etiqueta
destacada y g es una funcion que asocia cada etiqueta t € M a un conjunto
finito de formulas de L o a una database. Si s6lo asocia etiquetas a formulas
se trata de una database simple. O

Definicion 39: un sistema deductivo etiquetado (SDE), prototipico, es un
triplete (L, A, M), donde L es un lenguaje de primer orden, A es un
algebra de acuerdo a la definicion 35 y 9t contiene un calculo vinculado a
un conjunto de databases y un mecanismo que transmite, de acuerdo a las
diferentes f;, las etiquetas a través de la aplicacion de las reglas de
inferencia. m

La definicion contempla un SDE béasico. A mayores, Gabbay estipula varias
restricciones adicionales sobre su empleo: 1) las reglas del calculo seran so6lo las
habituales; 2) los mecanismos de propagacion de las etiquetas seran, salvo ligeras
variaciones, uniformes para todas las l6gicas. Por ejemplo, en el caso del condicional:

t: (@ — ) syss paratodo X € A, si x : ¢ entonces se puede probar t+x :

donde A es un conjunto de etiquetas que caracteriza al condicional; 3) las reglas para los
cuantificadores son las mismas para todas las logicas.

El uso de etiquetas permite representar informacion adicional que no esta
contenida en las formulas, en este caso, informacion habitualmente tratada en el
metalenguaje. De este modo, la tradicional relacion de consecuencia (definicion 1) es
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sustituida por una relacién entre conjuntos de unidades declarativas y unidades
declarativas:

{ti:01,...,th: O} F sy

Esta nueva relacion es generada tanto por las reglas del calculo como por las
operaciones del &lgebra, en las que queda recogida la metateoria.

Ejemplo 40: {{t : oog, s : 0(¢ — y)}, t <s} Ft: OOy (Gabbay 1993, 2014).

Reglas de inferencia:

MP t:rog;t:op— vy
tiy

RED t<s;t:OQ
SR ()

RIO t<s;s:o

100
REO t: 00
crear un nuevo mundo s, tal que t <s,ys: @

Prueba

1. t: oo Premisa

2.5:0(p —vy)  Premisa

3.t<s Premisa

4.s<r;r:9—vy RE02

5.s:00¢ REO 1-3

6.r:¢ REO 4-5

1.1y MP 4-6

8.5:0vy RIO 4-7

9.t: 00y RIO 3-8

Los SDE constituyen un marco integrador en el que el metalenguaje recibe un
tratamiento matematico preciso al ser explicitado en un algebra. Las logicas son
entonces analizadas de forma equivalente, de manera que sus diferencias y semejanzas
pueden ser determinadas con cuidado para, asi, llevar a cabo procedimientos generales
de comparacion, transformacion y traduccion. No sélo eso. Ademas, para Gabbay, el
hecho de que sistemas tan diferenciados sean susceptibles de un mismo anélisis dice
algo sobre lo que es una ldgica.

Definicion 41: una légica es un par (-, SDE,) donde I es una relacion de
consecuencia (posiblemente discordante con la definicion 1) y SDE. es un
sistema deductivo etiquetado para generarla. |
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Como se ha dicho, las herramientas proporcionadas por la teoria de la prueba hacen
posible que las traducciones tengan en cuenta la gramatica y el significado de las
expresiones logicas. Lo que podria suponer la propuesta de criterios mas rigurosos y
concretos que los estipulados desde la teoria de categorias. No obstante, cabe
preguntarse, ¢es suficiente la conversion a un SDE para que las l6gicas sean traducidas
mutuamente? Los SDE proporcionan un tratamiento universal del metalenguaje a partir
del cual estudiar las relaciones entre ellas, pero no propiamente una definicion o una
propuesta de traduccién. Al fin y al cabo, la explicitacion del metalenguaje no elimina
las diferencias entre los metalenguajes de ldgicas distintas y, muy probablemente, no
todas las transformaciones entre sus calculos sean traducciones. Si esto es asi, seran
necesarias nuevas condiciones que liguen sus metateorias, descritas algebraicamente, y
delimiten el subconjunto de transformaciones que constituyen una traduccién. Sélo
entonces se podra empezar a desarrollar una teoria de la misma a partir de los SDE.

2.3. Traduccion y teoria de modelos

Los estudios modelo-tedricos sobre la traduccion se caracterizan por la
asuncion de su perspectiva semantica y algebraica. De esta forma, y en contraste con la
centralidad que el calculo tiene en los SDE, la traduccion se vincula al estudio de los
modelos y a la relacion de satisfacibilidad® que se establece entre ellos y el lenguaje.
Esto significa que pasa a ser entendida como una relacion entre la capacidad expresiva,
precisada mediante los conceptos de definibilidad y axiomatizabilidad (véase Manzano
1989, 1996), de las logicas implicadas; es decir, las expresiones traducidas y traductoras
se identifican a partir de las entidades conjuntistas que denotan. Se podria lograr asi un
andalisis mas acorde con lo que intuitivamente es una traduccion que los cimentados en
la preservacion, meramente matematica y abstracta, de la relacién de consecuencia o las
relaciones estructurales entre célculos. Ademas, la relacién de consecuencia y su
preservacion siguen ocupando un lugar central. Pero ahora, de acuerdo a su definicion
modelo-tedrica (véase la definicion 22; también Manzano 1989, 1996), se trata de una
preservacion que atiende a la estructura de los modelos y respeta, en un sentido adn por
precisar, la relacion de satisfacibilidad y el significado de las expresiones.

Estas son las ideas que articulan el examen de las relaciones existentes entre la
l6gica modal y la logica clasica en el que consiste la teoria de la correspondencia.
Desarrollada por van Benthem, parte de la observacion de que ciertos axiomas modales
axiomatizan propiedades ordinarias de la relacion de accesibilidad. Por ejemplo, el
axioma T, “op — p”, es satisfecho solo por modelos y frames en los que la relacion es
reflexiva, mientras que el axioma S4, “op — oop”, lo es por modelos y frames
transitivos. Propiedades que también son axiomatizables mediante las formulas de
primer orden “VxRxx” y “Vxy(Rxy — Vz(Ryz — Rxz))”. Es este paralelismo el que
genera la pregunta a la que la teoria busca dar respuesta: “;cual es el conjunto de las

® En Manzano (1989) se expone su definicion para légica de primer orden y en Manzano (1996) para
varias logicas de orden superior.
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formulas modales que se corresponden con férmulas de primer orden?”. Actualmente,
la “teoria” se constituye como un conjunto diverso de procedimientos heuristicos y
criterios destinados a la identificacion de tales férmulas. Dentro de los Gltimos son
destacables los resultados relativos a la preservacion de la satisfacibilidad bajo
construcciones modelo-tedricas bien conocidas. Las formulas de la légica clésica de
primer orden preservan la satisfacibilidad bajo la construccion de submodelos y
subframes, bajo modelos y frames conectados en zigzag y, especialmente, bajo la
construccion de ultra-productos. Lo que quiere decir que las formulas modales
susceptibles de traduccion también han de hacerlo. Se logra asi una caracterizacion
general, aunque abstracta, del conjunto buscado (van Benthem, 2011).

La teoria de la correspondencia muestra claramente la naturaleza semantica que
la traduccion adquiere al vincularse a la teoria de modelos. Las férmulas traducidas lo
son en virtud de los modelos que las satisfacen, lo que a su vez abre la puerta a la
prservacion de la relacidon de consecuencia, modelo-tedricamente definida, entre ambos
conjuntos de formulas. Sin embargo, a pesar de su importancia, en este texto se prestara
atencion a las investigaciones de Manzano (1996, 2014) y Manzano & Urtubey (2013).
Como la propia autora sefiala, sus bases se encuentran en dos pequefios articulos de
Henkin, (1950) y (1953). En el primero, Henkin expone su prueba de completud basada
en la distincion entre estructuras estandar y estructuras generales. Una distincion
fundamental que permitio comprender como los modelos afectan a lo que expresa el
lenguaje y al conjunto de férmulas y argumentos validos. El segundo contiene la
exposicion de un calculo alternativo al de Church para la logica de segundo orden. Su
relevancia consiste en que, como el propio Henkin hace notar, puede ser adaptado a la
l6gica multivariada si se elimina el axioma de comprehension. Otras influencias son los
trabajos ya vistos de van Benthen y Gabbay. No hay que pensar en la propuesta como
un intento de definir lo que es una traduccién. Mas bien, dando por sentada cierta idea
de la misma, su objetivo consiste en especificar un algoritmo para la traduccién de una
l6gica cualquiera a la légica multivariada. La exposicion pormenorizada del proyecto es
a lo que se dedicara el apartado siguiente.

3. Lalagica multivariada como logica
universal

El planteamiento que aqui se expondra descansa en la plasticidad de la légica
multivariada (LM) y en su capacidad de razonar sobre diversas clases de objetos.
Ademas, su calculo es correcto y completo. Todo lo cual hace pensar en ella como una
l6gica en la que puedan estar contenidas muchas otras légicas. En principio, algunas de
ellas parecen ser: distintas l6gicas de orden superior, varias l6gicas no clasicas, la ldgica
infinitaria y algunas l6gicas empleadas en programacion. En Manzano (1996) se lleva a
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cabo la traduccion de la l6gica clésica de segundo orden, la l6gica modal proposicional
S4, la l6gica modal de primer orden S5 y la l6gica dindmica. La idea basica consiste en
instituir a LM en una légica universal con capacidad de integrar varias légicas que, al
ser traducidas, son obtenidas como teorias. Puede que esta idea recuerde a los SDE de
Gabbay, que también acttan como un marco unificador. No obstante, hay que tener
presentes dos diferencias: por un lado, ahora si se contempla un procedimiento concreto
de traduccion (a la l6gica multivariada); por otro, la obtencién de las l6gicas en forma
de teorias hace pensar en su comparacion, e incluso traduccion, a través de los recursos
proporcionados por la teoria de modelos. De modo que el proyecto no se limita a
esbozar un marco general a partir del cual estudiar la traduccién. En cuanto a sus
objetivos, estos tienen un carécter esencialmente utilitario: 1) el empleo de un Unico
calculo y 2) el transporte de metapropiedades.

En el apartado 3.1. serd expuesto el plan general de acuerdo a Manzano (1996,
2014) y Manzano & Urtubey (2013). El procedimiento consta de un conjunto de
teoremas mutuamente dependientes que dan lugar a su articulacion en tres niveles
jerarquicamente ordenados. En el primer nivel el objetivo es el Teorema de
representacion. Este garantiza la existencia de un conjunto recursivo de sentencias en
LM que caracterice a los modelos de la l6gica a traducir. En el segundo nivel se prueba
el Teorema principal, estableciendo la equivalencia entre consecuencia en la logica a
traducir y consecuencia entre las formulas traducidas. Finalmente, en el tercer nivel se
prueba la consistencia y la completud del célculo empleando la consistencia y la
completud de LM. En el apartado 3.2. se aplicara el procedimiento a la logica hibrida de
segundo orden, definida mediante la restriccion de la teoria de tipos hibrida de Areces et
al. (2011, 2014). Sin embargo, a falta de mayor investigacion sobre ella, la traduccion
solo serd desarrollada hasta un nivel elemental. Se sientan asi las bases para una futura
traduccion completa, al mismo tiempo que se puede observar su naturaleza semantica.
No se ofrecera aqui una definicion de la légica multivariada en general. Para ello véase
Manzano (1996), capitulo VI. Pero, en el apartado 3.2. se define la légica multivariada
que alli se emplea.

3.1. Procedimiento general’

3.1.1. Nivel 1: Teorema de representacion

En primer lugar hay que definir una signatura (%) y un lenguaje multivariados
directamente relacionados con la l6gica a traducir (XL). Una vez hecho esto, es posible
asociar las expresiones de XL con expresiones de la légica multivariada en la sera
traducida (LM®). Al mismo tiempo, la clase de las estructuras de XL (ST(XL)) debe ser

® En este apartado no se continuara con la numeracion de las definiciones y teoremas de los apartados
anteriores. La razon es que los resultados expuestos reciben un nombre en Manzano (1996, 2014) que
aqui sera respetado.
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transformada en un subconjunto de las estructuras de LM* (ST(LM?)). Es decir, hay
que definir una funcion recursiva TRANS para la traduccion de las expresiones

TRANS: EXPR(XL) — EXPR(LM")
y otra funcion CONV; para la conversion directa de las estructuras
CONV;: (ST(XL)) — ST(LM")

En estas dos funciones recaera todo el peso de la traduccién. En algunos casos FUNC
puede introducir un nuevo conjunto finito de variables libres en las expresiones de XL.
Una vez definidas, hay que probar la equivalencia semantica entre ST(XL) y
CONV;(ST(XL)) relativamente a las formulas traducidas.

Lema 1: para todo <A € ST(XL) existe una estructura CONV;(A) € ST(LM") tal que:

D) [V1...Va] & @ syss CONV1(A) "™ (TRANS(@)[V1...vn]) = V;

Vi..Vn
i) A E ¢ syss CONV;(A) es modelo de VTRANS(o),

para toda @ € SEN(XL), donde A[vi...vq] E ¢ significa que ¢ es verdadera en A
relativamente a los parametros vi,...,Vn, ¥ Vi,...,vh €S Un conjunto de variables nuevas
introducidas en la traduccién.

A partir del Lema 1 se sigue inmediatamente el Teorema 1, obteniendo asi la
equivalencia entre validez en XL y validez en la imagen de sus formulas y estructuras
bajo FUNC y CONV;.

Teorema 1: Fx 9 Syss Fconvi(st(xr)) Y TRANS(9), para toda ¢ € SEN(XL).
Prueba:

Se sigue del Lema 1, ya que s6lo afirma la validez de YTRANS(9) en la clase de
modelos CONV;(ST(XL)). ]

El éxito de la prueba depende de la “coherencia” existente entre CONV1(ST(XL)) y
MOD(TRANS(VAL(XL))), donde VAL(XL) es el conjunto de las formulas validas en
XL y MOD(A) es el conjunto de modelos de A. Ademas, serd preferible que las
expresiones TRANS(e) denoten en CONV(A) casi el mismo objeto que e € EXP(XL)
en A € ST(XL).

Obtenido el Teorema 1, el paso siguiente es probar, con su ayuda, el Teorema
de representacion. Esto supone encontrar un conjunto de sentencias de LM* que
caracterice y haga manejable la consecuencia en CONV;(ST(XL)).
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Teorema de representacion: Existe un conjunto recursivo de sentencias A <
SEN(LM?), siendo CONV;(ST(XL)) € MOD(A), tal que:

ExL ¢ Syss A B y# VTRANS(o),

para toda @ € SEN(XL).

Del Teorema de representacion se sigue que VAL (XL) es numerable.
Corolario: VAL(XL) es recursivamente numerable.
Prueba:

El Teorema de representacion afirma que una formula es valida en XL syss A | y#
VTRANS(9), siendo A un conjunto recursivo de formulas. Entonces, el conjunto de sus
consecuencias, CON(A) = {¢ € SEN(LM")/ A & ¢}, también es recursivo. Por la
equivalencia, {TRANS(¢)/ ExL ¢} S CON(A), de lo que se sigue que es un conjunto
recursivo. Finalmente, la funcion TRANS es recursiva, lo que significa que también lo
es su inversa. u

Este resultado significa que XL admite calculos y que pueden reproducirse en
el célculo de LM”. En este punto es posible ir un poco mas alla del Teorema de
representacion probando el Teorema 2, antesala del Teorema principal.

Teorema 2: Existe un conjunto recursivo de sentencias A € SEN(LM®), siendo
CONV;(ST(XL)) € MOD(A), tal que:

si TRANS(I")UA E;y# TRANS(@) entonces I' Exi o,
para todo I'U{p} S SEN(XL).
Prueba:

Se sigue del Lema 1y del Teorema de representacion. Asumanse ambos resultados y
sea 'U{p}< SEN(XL).

Astmase 1) TRANST)UA E; y# TRANS(e) y 2) para todo y € I, A € ST(XL),
A[Vi...vy] E v. Por el Lema 1, existe una estructura CONV1(A) € ST(LM") tal que
CONV;(A)yY "y ™(TRANS(y)[Vi...va]) = V, para todo y € I. Por el Teorema de
representacion, CONV;(A) € MOD(A). De esto y el supuesto 1) se sigue
CONV:(A)yY ™ (TRANS(9)[v1...va]) = V. De nuevo, por el Lema 1, [Vi...Vo] E ¢. ®
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3.1.2. Nivel 2: Teorema principal

En este nivel el objetivo es el Teorema principal, que se sigue del Lema 2. A
su vez, para probar este Gltimo es necesario definir una conversion inversa CONV;:
MOD(A) — ST(XL), donde A es un conjunto recursivo de sentencias de LM* que
caracteriza a CONV(ST(XL)). Al hacerlo se pueden dar dos casos: 1) A axiomatiza a
CONV;(ST(XL)), de modo que CONV(ST(XL))=MOD(A). En este caso CONV; =
CONV;™; 2) A axiomatiza categéricamente a CONV(ST(XL)). Lo que hay que hacer
en esta situacion es definir una funcion H: MOD(A) — CONV(ST(XL)), tal que para
toda ¢ € MOD(A), € = H(C) o ¢ = H(C) € CONVy(ST(XL)). Entonces se puede
definir una funcion F: H(MOD(A)) — ST(XL) vy, generalmente, CONV; serd la
composiciébnde Hy F.

Lema 2:" Existe un conjunto recursivo de sentencias A € SEN(LM®), siendo
CONV;(ST(XL)) € MOD(A), que satisface: para toda estructura multivariada C €
MOD(A) existe una estructura CONV,(C) € ST(XL) tal que:

i) CONV(C)[V1,....Va] & ¢ yss Cy o™ (TRANS(¢)[v1...vo]) = V
i) CONV;(C) E ¢ syss C es modelo de VTRANS(¢),

para toda ¢ € SEN(XL), donde CONV2(C)[V,...,vn] E ¢ significa que ¢ es verdadera
en CONV;(C) relativamente a los parametros vi,...,Vn, Y Vi,...,vnh €S UN conjunto de
nuevas variables introducidas en la traduccion.

El Lema 2 asegura una suerte de equivalencia semantica inversa. Como se puede ver,
algunos de los teoremas se parecen a los morfismos introducidos mediante teoria de
categorias. Sin embargo, la perspectiva semantica de la teoria de modelos evita que las
relaciones establecidas sean meramente matematicas y estructurales. Con el Teorema
principal queda asegurada la equivalencia entre consecuencia en XL y consecuencia en
su imagen bajo FUNC y CONV;. Notese que esto solo es posible gracias a A.

Teorema principal®: existe un conjunto recursivo de sentencias A S SEN(LM®),
siendo CONV;(ST(XL)) € MOD(A), tal que:

I' ExL ¢ Syss TRANS(I)UA Ey# TRANS(9),
para todo T'u{e} € SEN(XL).
Prueba:

Se sigue del Lema 1 y del Lema 2. Asimanse ambos resultados y sea T'U{op} <
SEN(XL).

" En Manzano (1996) este lema recibe el nombre “versién fuerte del Lema 2. Aqui se ha omitido dicho
lema por no revestir un caréacter esencial, de ahi el cambio de nombre en el primero.

& Existe una version global de este teorema, asi como de los teoremas 3 y 4 de la seccion 3.1.3. Basta con
afiadir el cuantificador universal en las formulas traducidas. Aqui no serdn expuestas por cuestiones de
espacio.
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[=] Asumase 1) I' ExL ¢ y 2) Gy sea modelo de TRANS(I')UA. De esto se sigue C
€ MOD(A), dado que A es un conjunto de sentencias (lo relevante es que si contienen
variables vi,..,v,, inexistentes en XL, estardn cuantificadas). Por el Lema 2 existe una
estructura CONV,(C) € ST(XL) tal que CONV;(C)[V1,...,Vn] E v, para todo y € I'. Por
el supuesto 1), CONVy(C)[vi,...,vi] E ¢. De nuevo, por el Lema 2
CIV ™ (TRANS(@)[Vi...va]) = V.

V1...Vp

[] Asimase 1) TRANS(IUA E;q# TRANS(p) v 2) sea A € ST(XL), tal que
A[V1...vn] E v, para todo y € T'. Por el Lema 1 existe una estructura CONV;(A) €
ST(LM?) tal que CONV1(A)y > (TRANS(Y)[V1...va]) = V, para todo y € T. Por el

Lema 2, CONV(A) € MOD(A). Por el supuesto 1)
CONV1(A)yY ™ (TRANS(9)[V:...va]) = V. De nuevo, por el Lema 1, [Vi...Vo] = ¢. m

El teorema principal implica compacidad, L&dwenheim-Skolem vy
numerabilidad para XL. Un resultado central, ya que muestra la funcion que las
traducciones pueden jugar en la prueba de metateoremas.

Proposicién: El Teorema principal y la compacidad de LM* implican la compacidad
de XL.

Prueba:

Asumase el Teorema principal y I' Ex. ¢. De ambos supuestos se sigue que existe un
conjunto A € SEN(LM®), siendo CONV,(ST(XL)) € MOD(A), tal que: TRANS(I')UA
Frm# TRANS(@). Por compacidad de LM?, existe un conjunto finito IT = {TRANS(y;)/
vi € TTU{di/ 6; € A} € TRANS(IMUA tal que IT = y# TRANS(p). Por monotonicidad
de LM* | TTUA Frm# TRANS(9). Lo que es equivalente a {TRANS(yi)/ yi € T'JUA
Fm# TRANS(p). De nuevo, por el Teorema principal {yi/ yi € I'} EXL ¢. ]

Proposicién: Los lemas 1y 2 junto con el Teorema principal y el hecho de que LM*
cumple Léwnheim-Skolem, implican que XL también cumple Léwenheim-Skolem.

Prueba:

Asimanse el Lema 1, el Lema 2 y el Teorema principal. Sea I' © SEN(XL) vy
asiimase que tiene un modelo A. Por el Lema 1, {VTRANS(y)/ y € I'} también tiene un
modelo CONV;(A). Por el Teorema principal CONV;(cA) € MOD(A). De lo que se
sigue CONVy(A) € MOD({VTRANS(y)/ y € T}UA). Dado que LM* cumple
Léwenheim-Skolem, {VTRANS(y)/ y € T} UA tiene un modelo numerable, B. A partir
de esto y el Lema 2 se obtiene que I tiene un modelo numerable CONV(B). ]
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Proposicion: El Teorema principal implica la numerabilidad de XL.
Prueba:

Astmase I' = @ en el Teorema principal y véase el Corolario anterior. ]

3.1.3. Nivel 3: completud y correccién

Una vez obtenido el Teorema principal s6lo resta comprobar si se puede
emplear el calculo de LM* para probar la correccion y la completud de XL. Para ello
hay que estudiar cbmo se comporta el calculo respecto a la teoria A, es decir, si esta es
suficiente para producir TRANS(VAL(XL)). El célculo multivariado al que se refieren
los resultados es C;, introducido por Henkin (1953) y expuesto en Manzano (1996).
Para una prueba de su completud véase el capitulo VI. Se asume que el célculo de XL:
1) es finitario, 2) contiene el calculo proposicional clasico y que 3) el teorema de
deduccion es valido para él.

La correccion del célculo se obtiene una vez probados el Lema 3 y el Teorema
3.

Lema 3: si Fx_ @, entonces A Fy# YTRANS(), para toda ¢ € SEN(XL), donde A es
el conjunto de sentencias obtenido en el LEMA 2.

Teorema 3: siI" Fx. @, entonces TRANS(I')UA Fpy# TRANS(9), para todo I'U{ep} S
SEN(XL), donde A es ¢l conjunto de sentencias obtenido en el LEMA 2.

Prueba (esbozada):

Se sigue del Lema 3. Asimase este resultado y I" Fx. ¢. Entonces existe un conjunto
finito {y1,...,yn} S T tal que {y1,...,yn} FxL ¢ (véase Manzano (1996), p. 80). Por el
teorema de deduccidon y empleando ciertas reglas del calculo se puede obtener Fx. y1
A...Ayn — @. Porel Lema 3, A Fy# YTRANS(y1 A...A yq — ¢). De nuevo aplicando
ciertas reglas del calculo, A F;y# TRANS(y1) A...A TRANS(yn) — TRANS(¢). De
donde se puede obtener TRAS(I")UA Fpy# TRANS(9). ]

Correccion del calculo de XL: siT" x. ¢, entonces ' Exi_ ¢.
Prueba:

Astimase I' x. @. Por el Teorema 3, TRANS(IUA +,y# TRANS(9p), donde es un
conjunto de sentencias obtenido en el Lema 2. Por la correccién de LM
TRANS(T)UA Epm# TRANS(). Por el Teorema 2, T Fxi o. |
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En caso de que se pueda probar la equivalencia en el Lema 3 y el Teorema 3
se obtiene completud.

Lema 4: Fxi. ¢ Syss A Fiy#* VTRANS(¢), para toda ¢ € SEN(XL), donde A es el
conjunto de sentencias obtenido en el LEMA 2.

Teorema 4: I' Fx. ¢ syss TRANS(I')UA Fpm# TRANS(9), para todo T'U{p} S
SEN(XL), donde A es el conjunto de sentencias obtenido en el LEMA 2.

Prueba:

Se sigue del Lema 4. ]

Completud del calculo de XL: siI" Ex_ ¢, entonces I' Fxi_ ¢.
Prueba:

Asumase el Teorema 4, el Teorema principal y I' Ex. ¢. Por el Teorema principal,
TRANS(I)UA =+ TRANS(p). Por la completud de LM*, TRANS(I)UA ¢
TRANS(o). Por el Teorema 4, T Fxi_ o. ]

3.2. De la légica hibrida de segundo orden a la logica
multivariada

3.2.1. Légica hibrida de segundo orden (LHSO)

3.2.1.1. Signatura
Una signatura X para LHSO es un par ordenado (VAR, FUNC) donde:

1) VAR = VAR(Z) es conjunto tal que: a) 1 € VAR; b) para todo n € o—{0},
(0,1,.",1) € VAR. Tendremos variables predicativas n-arias de cualquier
ariedad;

2) FUNC = FUNC(X): OPER.CONS — VAR. m
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3.2.1.2. Lenguaje

3.2.1.2.1. Alfabeto

El alfabeto del lenguaje contendra:

1. Un conjunto infinito numerable de variables individuales, V: x, y, z,..., X1, Y1,
Z1,...
2) Un conjunto de variables V; de tipo (0,1): X, Y, Z*,..., X}, Y{, Z1,...
Un conjunto de variables V, de tipo (0,1,1): X?, Y2, Z°,..., X2 Y2, Z2,...
y asi sucesivamente.
V*=VU(Uneo10;Vn)
3. Para cada n € N, un conjunto a lo sumo numerable de relatores n-arios,
OPER.CONS: P", S", T",..., P, SR, TP, ...
4. Conectivas: =, A, L, T
5. El cuantificador universal: v
6. El operador modal de necesidad: o
7. El operador hibrido: @
8. Un conjunto infinito numerable de nominales, NOM: i, j,..., i1,j1,...
9. El abstractor lambda: A
10. Simbolos de igualdad para individuos y relaciones: =, =1, =,...
11. Paréntesis: ),(

No se incluyen functores para simplificar la prueba.

3.2.1.2.2. Expresiones
Términos:

(T1) Todo x € V es un término.

Predicados:

(P1) Toda variable X" € V,, es un predicado n-ario.

(P2) Todo relator n-ario es un predicado n-ario.

(P3) =1, =, ... son predicados binarios.

(P4) Si ¢ es una formula de LHSO y Xxi,...,x, son variables individuales
diferentes, entonces (Axa,...,x,¢) €s un predicado n-ario.

(P5) Si Il es un predicado n-ario e i es un nominal, entonces @;II es un predicado
n-ario.

El conjunto de predicados es denotado mediante PRED(LHSO).
Formulas:

(F1) Ty L son formulas.
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(F2) Todo nominal i, j,... es una féormula.

(F3) Si IT es un predicado n-ario y Xi,...,X, son variables individuales, entonces
IIx4,...,Xn €S una formula.

En particular x1= x, es una formula.
(F4) SiIlI, y ¥, son predicados n-arios, entonces IT, = ¥, es una férmula.
(F5) Si @ y y son féormulas, entonces ~@ y ¢ A y son formulas.

(F6) Si ¢ es una formula y x es una variable individual, entonces Vx¢ es una
formula.

(F7) Si ¢ es una formula y X" es una variable relacional, entonces VX" es una
formula.

(F8) Si ¢ es una formula, entonces 0O es una formula.

(F9) Si @ es una formula e i es un nominal, entonces @i es una formula. o

El conjunto de las formulas de LHSO es denotado mediante FOR(LHSO). Tan sélo los
operadores “V” y “A” ligan variables. Las formulas que no contienen variables libres se
denominan “sentencias” y Su conjunto se denota mediante SEN(LHSO).

Notese que el operador “@” se aplica a cualquier predicado o formula.

3.2.1.3. Modelos estandar para LHSO
Una estructura estandar para LHSO es un par M = (A, F) tal que:
1. A=(A (A1, W, R)

(i) A # @ es el universo de individuos
(ii) Para todo n>1, A, = A"
(iii) W # @ es el universo de mundos posibles

(iv) R =W x W es la relacion de accesibilidad

2. F es la funcion de denotacion, que asigna a cada miembro de OPER.CONS
(aqui sdlo relatores n-arios) una funcién de W en el universo A, adecuado y a
cada nominal i un subconjunto unitario de W:

(i) F asigna a todo relator n-ario P una funcion Fe): W — A,

(ii) para todo nominal i, Fg: W — {V,F}, de tal forma que F(w) =V para
un anico w € W. Para simplificar la notacion se escribira F(i) = {w}, y se
dird que w es la denotacion de i. O
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Por cuestiones de espacio no se introducirdn los conceptos de frame y estructura
general. Pero, si la traduccion se llevase mas alld, habria que hacerlo, restringiendo a
segundo orden las definiciones contenidas en Areces et al. (2014).

3.2.1.5. Interpretacién

Antes es necesario definir el concepto de asignacion: una asignacion g es una funcion
del conjunto de las variables en los universos:

gV = AU (U A). O

Una asignacion variante g ¥: si g es una asignacion, “x” es una variable individual y x €
A, entonces g ¥ es una asignacion que manda “X” a X y coincide con g para las demas
variables diferentes a “x”:

9% = (0-{(x.g0)}) U {{x.x)}. =

Una asignacion variante simultanea g ﬁif:_‘;’f;“ se define de la forma evidente:

9= (0-{0wg0w), s (nG(xn))}) U {(X0. X0, (XnXn)},
siendo x; # x;, paracada i,j € {1,...n,} ei# . m
Ambas definiciones son analogas para el caso de las variables predicativas. O

Una interpretacion 3 = (M, g), donde M es una estructura estandar y g es una
asignacion, se define como sigue. Si 3 = (M, g) entonces (M, g3 mm) = o

(T1) (3,u)(x) = 9(x)

(T2) (I3, u)(@ix) = (I,V)(x), siendo v el inico mundo tal que F(i) = {v}
(P1) (3,u)(X") = g(X")

(P2) (3,u)(P) = Fepy(u)

(P3) (IJ,u)(=) = {(xy) € A%x = yIU(Urr{(X",Y") € AZ/ X" = Y"}
(P4) (JUYAXa,....Xn0) = {{Xa,....Xn) € Ad(IX 70" ) = ¢}

(P5) (I3,u)(@iIT) = (J,v)(IT), siendo v el unico mundo tal que F(i) = {v}
(F1) (J,u) nunca satisface a L y siempre satisface a T

(F2) (3,u) = isyss F(i) = {u}

(F3) (J,u) E TI"X1...xp SysS ({(I,u)(X1),....(I,u)(Xn)) € (I3,u)(I1")

(F4) (3,u) =~ Syss (J,u) ¥ ¢

(F5) (JU)EQAYSYSS(I,U)Epe(J,u)E v
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(F6) (3,u) = VX syss paratodo x € A, (IX,u) = ¢
(F7) (3,u) £ VX" syss para todo X" € A,, (3Xn,u) £ ¢
(F8) (J,u) = oo syss para todo v tal que se cumple Ruv, (3,v) E ¢

(F9) (3,u) E @i syss (3,v) = ¢ siendo v el tnico mundo tal que F(i) = {v} o

Para toda ¢ € FOR(LHSO), I3 E ¢ syss para todo u € W, (J,u) E ¢. Se dice que I
satisface a 0 es modelo de ¢. En caso de que ¢ € SEN(LHSO) es posible prescindir de
la asignacion g. En este ultimo caso se dice que ¢ es verdadera en {(A,u) 0 en A.
Escribiremos asi (A,u) E @ o A E o.

Para todo TU{p} € FOR(LHSO), I" =, ¢ syss para todo (3,u), si (3,u) & v, para todo y
€ T, entonces (J,U) & ¢. Esto es lo que se conoce como relacion de consecuencia local.
La relacion de consecuencia global se define como sigue. Para todo T'U{p} <
FOR(LHSO), I & ¢ syss para todo 3, si 3 k& vy, paratodo y € I, entonces 3 E ¢. O

3.2.2. Logica multivariada (LM*)

3.2.2.1. Signatura
Una signatura * para LM* es un par (SORT, FUNC*) donde:

1) SORT = SORT(Z*) es un conjunto tal que:

a) 0,1, 2 € SORT. (0 es el sort booleano, 1 el sort de los individuos y 2 el sort
de W),

b) para todo n € ®—{0}, (0,1,.",1) € SORT,
b) para todo n € ®—{0}, (0,2,1,.".1) € SORT;
2) FUNC* = FUNC*(2*): OPER.SIM — [S,(SORT)]U[w-{0}],

siendo S,(SORT) el conjunto de las secuencias finitas de los elementos de
SORT. Los miembros de S,(SORT) se denominan “tipos” y los de ®-{0}
“ariedades”. |

3.2.2.2. Lenguaje

3.2.2.2.1. Alfabeto

1. Un conjunto infinito numerable V* =V de variables individuales: x, y, z,..., X1,
Y1, 21,...
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2. Un conjunto infinito numerable VW de variables de tipo 2: u, v, w,... ug, Vi,
Wiq,...

3. Para todo n, un conjunto infinito numerable V*, = V, de variables de tipo
0,1,.0,1): X", Y", Z", .. X2 YR, Zh, ..

V5 = V* U VW U (Uns1V*n)
4. Todos los simbolos de OPER.SIM:
3.1. Todos los miembros de OPER.CONS (ahora cambian ligeramente su tipo)
3.2. Un relator binario R
3.3. Para cada n € w—{0} un relator de pertenencia n+1-ario €+1
3.4. Las conectivas ~ y A
3.5. La relacion binaria no tipada de igualdad: E
3.6. Un conjunto infinito numerable de nominales NOM* = NOM: i,
Joe- A j1,. .
4. El cuantificador universal: v
5. El abstractor A
6. Paréntesis: ), (

Se podria incluir también un conjunto de variables n+1-arias con un argumento para
mundos, aumentando la capacidad expresiva de LM* al poder cuantificar sobre
expresiones de tipo (0,2,1,.1.,1). Consecuentemente habria que incluir una tupla de
universos n+1-arios en sus estructuras (definidas mas abajo). Esto permitiria tener un
principio de comprehensidn irrestricto, que posiblemente sea necesario si la traduccion
se extiende al nivel 2.

FUNC* (P) = (0,2,1,.".,1), para todo P € OPER.CONSNOPER.SIM

FUNC* (R)=(0,2,2)

FUNC* (gn+1) = (0,1,...,1,{(0,1,.7.1))

FUNC* (E) = = (abusando de la notacion se empleara el simbolo habitual para la
igualdad en lugar de E)

FUNC* (=) = (0,0)
FUNC* (A) = (0,0,0)
FUNC* (i) = 2

3.2.2.2.2. Expresiones

(E1) Toda variable cuyo sort es a es una expresion de tipo o.

(E2) Todo P € OPER.SIM N OPER.CONS tal que FUNC* (P) = (0,2,1,.",1), es
una expresion de tipo (0,2,1,.7.,1).
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(E3) R es una expresion de tipo (0,2,2).

(E4) Paratodo n € m — {0}, env1 €5 Una expresion de tipo (0,1,.",1,¢0,1,.M.1)).
(E5) E es una expresion binaria.

(E6) Las conectivas = y A son expresiones de tipo (0,0) y (0,0,0) respectivamente.
(E7) Si uxg,...,xn, son variables de tipos 2,1,...,1 y @ es una expresion de tipo 0,
(MUX1...Xn®) €S una expresion de tipo (0,2,1,.M.,1)

(E8) Todo i € NOM™* es una expresion de tipo 2.

(E9) Si IT es una expresion de tipo (0,2,1,.M.,1), y e1,...,en+1 SON expresiones de
tipos 2,1,.M.,1 entonces Ile;...e, €s una expresion de tipo 0.

(E10) Si ey y e, son expresiones de tipo 2, Reje; es una expresion de tipo 0.

(E11) Si X4,...,X, son variables de tipos 1,...,1 y X" € V*,, gn+1X"X1...Xn €S UNA
expresion de tipo 0.

(E12) Si @ y v son expresiones de tipo 0, entonces —¢ y ¢ A y son expresiones de
tipo 0.

(E13) Si e1 Yy e2 son expresiones del mismo tipo, entonces e; = e, €S una expresion
de tipo 0.

(E14)Si ey,...,en+1, son expresiones de tipos 2,1,...,1, (AUX;...Xp@)(€1,...,6n+1) €S
una expresion de tipo 0.

(E15) Si ¢ es una expresion de tipo 0 y X es una variable individual, entonces Vx¢
es una expresion de tipo 0.

(E16) Si ¢ es una expresion de tipo 0, para todo n tal que X" € V*,,, vX"p es una
expresion de tipo 0.

(E17) Si ¢ es una expresion de tipo 0 y W es una variable de tipo 2, entonces Ywe
es una expresion de tipo 0. m

3.2.2.3. Funcion TRANS
Definicion recursiva:

(F1) TRANS(L)[u]=u #u
TRANS(T)[u]=u=u

(F2) TRANS()[u]=i=u

(F3) TRANS(PX;...xn)[u] = Puxy,... X, para todo P € OPER.CONSNOPER.SIM
TRANS(X"X1...xn)[u] = ens1X"™X1...Xn
TRANS(V1 =, V2)[u] = V1 = Vs, para toda variable vy, v, € V* n-aria

34



TRANS((Ax1...Xn®)(Y1...¥n))[u] = (AsX1...Xn TRANS(@)[u])(Uyi...yn), Siendo s # u
TRANS(@ilIx1...xn)[u] = TRANS(ITx...xq)[u] i/u

(F4) TRANS(—)[u] = —“TRANS(¢)[u]

(F5) TRANS(¢ A y)[u] = TRANS(¢)[u] A TRANS(y)[u]

(F6) Para toda x € V, TRANS(Vx¢)[u] = YXTRANS(¢)[u]

(F7) Para todo n, tal que X" € V,, TRANS(VX"9)[u] = VX" TRANS(¢)[u]

(F8) TRANS(0p)[u] = Yw(Ruw — TRANS(¢)[W])
(F9) TRANS(@ip)[u] = TRANS(¢)[u] i/u 0

3.2.2.4. Funcion CONV;

Sea ST(LHSO) el conjunto de las estructuras de signatura ¥ para LHSO y ST(LM*) el
conjunto de las estructuras de signatura £* del lenguaje multivariado definido. CONV;
asigna a cada miembro de ST(LHSO) un miembro de ST(LM*):

CONV;: ST(LHSO) — ST(LM*)
(A,F) — CONV1({(A,F)).
Definicion de CONVy((A,F)) = C:
C = (A, (Annz0, W, (CE)c e opER SIM)

1. Para cada n > 1, A, es igual al correspondiente universo de relaciones de
(A,F). Ahora Ao ={V, F} es el universo booleano.

2. W es el universo de mundos posibles de A.
3. (C %)c e oper.sim €S una familia de relaciones.

3.1. Para cada P € OPER.CONSNOPER.SIM y FUNC*(P) =
(0,2,1,.M.,1):

PC:W x A" — Ag
tal que P¢ = {{u,X4,...,%Xn,X) € WXA"'XAg/ X=V SySS (X1,...,Xn) € Fp)(U)}.
3.2. Para R, FUNC*(R) = (0,2,2):

RE: W2 — A

tal que RC = {(u, w, X) € W?xAy/ X=V syss (u,w) € R}.
3.3. Para €n+1, FUNC*(gn+1) = (0,1,.1,1,(0,1,.7.1)):

€€, T AXA" — Ag
tal que €51 = {(X"X1,.... X0 X) € AxA"XAq/ X=V syss (Xy,...,X)) € X"}
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3.4.Para-yA:
- C Ay — Ag
NC: A%—> Ao

La definicion de ambas funciones es estandar y refleja el comportamiento
de las conectivas de LHSO en el modelo (A, g).

3.5. ParaE, FUNC*(E) = =:
EC: (AUWU(U,»1A))? — Ag

En todas las estructuras, no sélo las contenidas en el rango de CONVj,
EC(x,y) = T syss x = y. Es decir, la igualdad es interpretada como la
identidad, de modo que CONV;({A,F)) sera una estructura normal.

3.6. Parai € NOM:
ic=w

tal que F(i) = {w}. m

3.2.2.5. Interpretacion

Al igual que en el caso de la logica hibrida, es necesario definir el concepto de
asignacion: una asignacion es una funcion g de las variables en los universos de la
estructura

g:V* S AUWU (Ups 1A
tal que g[V*] € A, g[VW] € W, paratodo n, g[V*,] € A.. m
Las asignaciones variante y variante simultdnea se definen de la forma esperada. o

Una interpretacion 3 = (A, g), donde A es una estructura de signatura £* y g es una

X1,-uX ~X1,.,Xn

asignacion, se define como sigue. Si J = (A, g), entonces (A, g, % ") = I} %,

(E1) (V) = g(V), para toda V eV**
(E2) 3(P) = P¢, para todo P € OPER.SIMNOPER.CONS
(E3) 3(R) = Re€
(E4) S(en+1) = 5,4, paratodo n € o — {0}
(E5) 3(=) = E°
(E6) 3(=) = ¢
J(A) = A€

(E7) S((huxy...xnp)) = {(U,X1,....Xn) € W x A JLE12 () = V}
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(E8) 3(i) = i€
(E9) I(Pes...en) = PE(J(e),...,3(en)), para todo P € OPER.SIMNOPER.CONS
(E10) 3(Re1ez) = RE(I(e1),3(e2))
(E11) J(enr1X™X1...Xn) = €511 (I(X"), I(X1),..-,I(Xn))
(E12) 3(—¢) =~ “(3(9))
3(p A w) = AN3(9),3(v))
(E13) J(e1 = e2) = EC(T(e1),3(e2))
(E14) I((Auxy...xn0)(e1...en)) = T syss (I(er),..., I(en)) € I((Aux;...xn0))
(E15) 3(vxe) =T syss paratodo x € A, (A, g ¥) (o) =V
(E16) I(VX"p) =T syss para todo X" € An, (A, g Xn)(e) =V
(E17) 3(Vve) =T syss paratodo v € W, (A, gy)(o) = V. O

3.2.3. Traduccion

A continuacion se prueba el Lema 1y, asi, el Teorema 1. Para ello se prueba
un resultado ligeramente diferente, el Lema 0.1. Intuitivamente este afirma que, en
general, la denotacion de las expresiones sera casi la misma en LHSO y LM*.

Lema 0.1.

SeaJ = (M, Q) yM =(A, F). Paratodo M € ST(LHSO),u € W, ¢ € FOR(LHSO) y
toda asignacion g de V ¥ en (An)us1:

(3,u) = @ syss (CONV(M),g)s (TRANS(@)[u]) =V

para toda ¢ € FOR(LHSO).

Prueba:

En la prueba se emplean los lemas de coincidencia y sustitucién. Para una prueba de los
mismos veéase Manzano (1996).

Sea CONV1(M) = C.

(F1) L siempre es falso en todo (J,u). Como se estan usando estructuras multivariadas
normales (apartado 3.2.2.4.) u # u también sera siempre falso en cualquier (C,Q)y.

El argumento para T y u = u es analogo.
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(F2) (3,u) =isyss F(i) = {u}
syss (C,g U)(i =u) =V [por definicidn de C]
syss (C,9)a(TRANS(i)[u]) = V.

(F3) (3,u) E PX1...xn SYSS (9(X1),...,0(Xn)) € Fe)(u)
syss (U,g(X1),...,g(Xn)) € P¢
syss (C,g ) (Puxi...xn) =V
syss (C,9)a(TRANS(Px;...xp)[u]) = V.

(3,u) E X"X1...Xn SYSS {g(X1),...,g(Xn)) € g(X")
syss (9(X"),9(x1),...g(%)) € €514
sysS (C,0 W) (ens1 X" X1... Xn)= V
syss (C,0)4(TRANS(X"X;...xn)[u]) = V.

(3,u) = V1 =p V2 Syss g(v1) =n 9(V2)
syss (v1, v2) € E€ [dado que C es una estructura normal]
syss (C,g)(v1=Vz) =V
syss (C,g 3)(vi1 = v2) =V [por el lema de coincidencia]

syss (C,9)u (TRANS(v1 = v2)[u]) = V.

(IU) & (AXpo X @) (Y1 Yn) SYSS (Y1), 9(Yn)) € {(Xe,....Xn) € Ad((M 0 X7 ),u) = ¢}

syss (9 H(U).g(Y),-g(n)) € {(U,(Xs,.... %)) € WXANC,G L1 o) (TRANS(o)[U]) = V}
[induccion en o]

syss (g u(U),g 5(Y2),..g §(Yn) € {(UXe,.... %) € WXAJL(C,G B)enlia™(TRANS(@)[u]) = V}
[por el lema de coincidencia]

syss (C,g ) ((AsX1...Xn TRANS(@)[u])(uyi...yn)) =V
syss (C,9)4 (TRANS((AX1...Xn@)(Y1...yn)) [U]) = V.

(3,U) E @ilIx;...xn SYSS (J,V) E IIx;...x, tal que F(i) = {v}
syss (C,9)v(TRANS(ITx;...xn)[V]) = V [supuesto inductivo]
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syss (C,g ‘“P Oy TRANS(IIx;...x,)[v]) = V [por definicion de
CONV/{]

syss (C,9)(TRANS(IIX;...xp)[V]iv) = V [por el lema de
sustitucion]

syss (C,9)u(TRANS(@;il1x;...xy)[u]) = V.

(F4) (3,u) E —@ syss (I,u) # ¢
syss (C,9)u(TRANS(p)[u]) = F [supuesto inductivo]
syss (C.9h(=TRANS(g)[u]) =V
syss (C,9)a(TRANS(=¢)[u]) = V.

(F5) (J,u) E@ Ay syss (I,Uu) E@y(I,uU) Evy

syss (C. 9 (TRANS(¢)[u]) = V'y (C,P)a(TRANS(y)[u]) =V
[supuesto inductivo]

syss (C,0)a(TRANS(¢)[u] A TRANS(y)[u]) =V
syss (C,0)a(TRANS(¢ A y)[u])=V.

(F6) (3,u) = Vxo syss paratodo x € A, (JX,u) E ¢
syss para todo X € A, ((M,0)¥,u) E ¢
syss para todo x € A, ((M,gX),u) E ¢
syss para todo x € A, (C,g X)3(TRANS(¢)[u]) = V [supuesto inductivo]
syss para todo x € A, (C,g)xy (TRANS()[u]) =V
syss (C,0)8(VXTRANS(p)[u]) =V
syss (C,0)a(TRANS(Vxe)[u]) = V.

(F7) (3,u) = VX" syss para todo X" € A, (3¥n,u) E ¢
syss para todo X" € A, ((M,g)%n,u) E ¢
syss para todo X" € A, ((M,gXa),u) = ¢
syss para todo X" € Ay, (C,g §E)3(TRANS((p)[u]) =V [supuesto inductivo]

syss para todo X" € A,, (C’,g)iﬁ'l‘l‘(TRANS((p)[u]) =V
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syss (C,0)Y(VX"TRANS(p)[u]) = V
syss (C,0)4(TRANS(VX"p)[u]) = V.

(F8) (J,u) = oo syss para todo v € W tal que (u,v) € R, (J,V) E ¢

syss para todo v € W tal que (u,v) € R, (C,g)v(TRANS(¢)[v]) = V [supuesto
inductivo]

syss para todo v € W, si {C,g)uv(Ruv) = V entonces (C,g)v(TRANS(p)[v]) =V
syss para todo v € W, (C,g)uv(Ruv — TRANS(p)[v]) =V

syss (C,9)u(Vv(Ruv — TRANS(p)[v])) =V

syss (C,Q)u(TRANS(@)[u]) = V.

(F9) (3,u) E @io syss (I,V) E o, tal que F(i) = {v}
syss (C,0)v(TRANS(p)[v]) = V [supuesto inductivo]

syss (C,9) P (TRANS(9)[V]) = V

\%

syss (C,9)(TRANS(¢)[v]i/v) = V [por el lema de sustitucion]
syss (C,g)(TRANS(@; p)[u]) = V. »

Corolario 0.1.

SeaJ = (M, Q) yM =(A, F). Paratodo M € ST(LHSO),u € W, ¢ € FOR(LHSO) y
toda asignacion g de V ¥ en (An)s1:

I E ¢ syss (CONV(M),g) (VUTRANS(o)[u]) =V

para toda ¢ € FOR(LHSO). ]

Lema 1.

SeaJ = (M, Q) yM =(A, F). Paratodo M € ST(LHSO),u € W, ¢ € FOR(LHSO) y
toda asignacion g de V ¥ en (A1

a) (M ,u) E ¢ syss CONV;(M)U(TRANS(p)[u]) =V
b) M E ¢ syss CONV1(M)(VUTRANS(p)[u]) =V

para toda @ € SEN(LHSO). ]
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Teorema 1.
Sea S* = CONV;(G(LM*)).

E ¢ Syss Esx VUTRANS(o)[u].
Prueba:

El Teorema 1 se sigue del Lema 1. Ver el apartado 3.1.1. ]

Conclusion

A lo largo de este texto se han expuesto los conceptos y tesis fundamentales
sobre los que se articula el estudio de la traduccion logica. El objetivo que asi se ha
perseguido es contribuir a la comprension de su naturaleza y destacar su importancia,
tedrica y préactica, en el contexto intrinsecamente plural que hoy dia caracteriza a la
disciplina. Para ello, en primer lugar se ha ofrecido una vision panordmica de los
origenes y desarrollo de las traducciones en el siglo XX, prestando especial atencion a
las contribuciones de Kolmogorov y Godel. En estos trabajos las traducciones consisten
en funciones de un lenguaje en otro, empleadas con el fin de lograr una prueba relativa
de consistencia. Sélo en el ultimo tercio del siglo aparecieron las primeras propuestas de
una definicion formal, proporcionadas por Prawitz y Malmnés, Wojcicki y Epstein.
Partiendo de los casos historicos, todas consideran que una traduccion es una funcién
que preserva la relacion de consecuencia, ya sea definida sintactica o semanticamente.

También se ha prestado atencion a las tres principales lineas de investigacion
que existen en la actualidad. Los estudios de teoria de categorias asumen la idea
presente en las citadas definiciones. Un programa que alcanza su mayor grado de
madurez y abstraccion mediante los conceptos de sistema de consecuencia, institucion y
comorfismo. Su principal atractivo radica en la confeccion, posibilitada por estos
altimos, de una definicion general y precisa de lo que es una légica y lo que es una
traduccion. Sin embargo, esa misma abstraccion podria ser su punto débil. La idea de
preservacion bajo morfismos es muy especifica y cabe preguntarse si es el tipo de
preservacion exigido por las traducciones. Por lo tanto, las dos lineas de investigacion
restantes, al fijarse en la gramatica y, respectivamente, en la estructura de las pruebas y
los modelos, podrian estar en una posicion mas ventajosa. El principal problema de la
propuesta de Gabbay es la ausencia de un criterio que permita discriminar qué
transformaciones entre SDE son traducciones y cuales no. Por su parte, el enfoque
semantico introducido desde la teoria de modelos da lugar a la identificacion de las
expresiones traducidas y traductoras en funcion de las entidades conjuntistas que
denotan. Lo que quiza suponga un andlisis mas adecuado de lo que intuitivamente se
entiende por una traduccion. Ademas, en este caso, las investigaciones han generado
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procedimientos de traduccion concretos. Asi, la ultima parte del texto se ha dedicado al
tratamiento pormenorizado de uno de ellos, el desarrollado por Manzano (1996, 2014),
y se ha aplicado a la l6gica hibrida de segundo orden.

La heterogeneidad de las formas de pensar en la traduccion pone de manifiesto
la necesidad de abrir un dialogo entre ellas, para asi determinar sus puntos en comin y
sus diferencias. Lo méas sensato parece ser la adopcion de una actitud integradora,
empleando los aspectos mas prometedores de cada una en la creacion de una teoria de la
traduccion o, al menos, de un campo de investigacion unificado. Una labor demasiado
ambiciosa para ser realizada en un trabajo de estas caracteristicas y, probablemente,
también para un dnico investigador en solitario. Por otra parte, los problemas
encontrados a la hora de traducir la légica hibrida de segundo orden han puesto serios
limites a la tarea, que sdlo es llevada a cabo hasta un nivel elemental, probando el
Teorema 1. Esos problemas se deben al estado embrionario de la l6gica en cuestion.
Recuérdese que se ha creado como una restriccion de la teoria de tipos hibrida, lo que
provoca que el conocimiento sobre ella sea limitado. Para continuar con la traduccion es
necesario acotar un conjunto manejable de axiomas, describir con cuidado la clase de
modelos que los satisface y definir el correspondiente calculo. La prueba de completud
para la teoria de tipos hibrida hace esperable la existencia de esos axiomas y también
que el calculo sea completo. Lo que, a su vez, haria posible extender la traduccion hasta
el nivel tres. Si se lograse, se obtendria directamente la prueba. De modo que el texto
sienta las bases para una futura traduccion completa.

A la luz de todo lo expuesto se concluye que: 1) como se ha dicho, los estudios
sobre la traduccion légica conforman un campo rico, saludable y en expansion, pero no
unificado. Este es uno de los retos al que han de hacer frente las investigaciones
venideras; 2) la identidad de una ldégica y la identidad de las traducciones estan
indisolublemente ligadas. Esta es una constante que se mantiene en las diferentes
aproximaciones. Cada una de las tres posee un concepto propio de lo que es una logica,
el cual condiciona la forma de entender la traduccion, ya que se trata de una relacion
entre ellas. A la inversa, las traducciones ayudan a comprender su parentesco y que
factores son esenciales a las mismas. Quiza la excepcion sea la teoria de modelos. En
este caso, aungue su perspectiva semantica proporciona los cimientos para la
traduccion, esta no parece afectar demasiado a un concepto de l6gica preexistente y bien
asentado; 3) la traduccion desempefia un importante papel en la prueba, mediante su
transporte, de metapropiedades y metateoremas. Esto es evidente desde sus origenes: las
traducciones fueron creadas para construir pruebas relativas de consistencia.
Actualmente, la teoria de categorias muestra como a través de la traduccion se
relacionan las propiedades de consistencia y expresividad. Asi mismo, se ha visto con
detalle como probar los teoremas de compacidad, Léwenheim-Skolem, correccion y
completud empleando la traduccion a la légica multivariada. 4) De modo general se
concluye que la traduccion logica es esencial, desde un punto de vista matematico,
filosofico y aplicado, para la comprension del actual estado de la disciplina y se destaca
la necesidad de profundizar en su conocimiento
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