CAPITULO 6

PROGRAMACION NO LINEAL

6.1.- Introduccién a la Programacion No Lineal

En este tema vamos a considerar la optimizacion de problemas que no
cumplen las condiciones de linealidad, bien en la funcion objetivo, bien en las
restricciones. En general, se puede expresar un problema de Programacion No
Lineal (PNL) de la manera siguiente: encontrar los valores de las variables (xi,
X2,..., Xn) que

Max (min) z= f(xy, Xz, .., Xn)
st
g1(X1, X2,..., Xn) (<, =, =) by
9o(X1, Xa..., X)( <, =, 2) by
6.1)
Im(X1, X2,-.., Xn))( <, =, 2) by
Xj> 0, Vi

Antes de entrar de lleno en el tema, veamos una serie de conceptos sobre
funciones concavas y convexas.

6.2.- Funciones cdncavas y convexas

Las funciones concavas y convexas representan un papel fundamental en la
Teoria de la Optimizacion ya que pueden garantizarnos la globalidad de los
optimos locales. Por ello vamos a iniciar este apartado introduciendo el concepto
de funcién concava y convexa para luego mas tarde introducir condiciones que
nos permitan reconocer si una funcion es concava o convexa dependiendo de sus
propiedades de diferenciabilidad.
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Definicién 6.1. Diremos que una funcion f(x) es estrictamente céncava en un
conjunto S convexo si todo segmento que une dos puntos de la grafica esta
estrictamente por debajo de la gréfica.

Definicién 6.2. Diremos que una funcién es concava (no estricta) si no todas
las cuerdas que unen puntos de la grafica en dicho intervalo quedan estrictamente
por debajo.

Definicién 6.3. Sea f(x) una funcion definida en un intervalo de R, diremos
que dicha funcidn es convexa en el intervalo si todo segmento que une dos puntos
de la gréafica queda por encima de la grafica. Si siempre queda estrictamente por
encima, decimos que la funcién es estrictamente convexa.

Definicion 6.4. Sea S un subconjunto convexo de R" y sea f: S R. Diremos
que f(x) es una funcién convexa en S si para cualquier par de puntos x, yeS'y
para cualquier be[0,1]

f[(1-b)x+by] < (1-b)f(x)+bf(y)

Definicion 6.5. f(x) es una funcion estrictamente convexa en S si para
cualquier par de puntos X, yeS 'y para cualquier be[0,1]

f[(1-b)x+by] < (1-b)f(x)+bf(y)

En la figura siguiente se representa graficamente una funcion convexa:

f(x) (1-b)f[x)+bf(y) £(y) .
b

X (1-bIx+by ¥

Definicién 6.6. f(x) es una funcion céncava en S si para cualquier par de
puntos X, yeS y para cualquier be[0,1]

f[(1-b)x+by] > (1-b)f(x)+bf(y)
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Definicién 6.7. f(x) es una funcidn estrictamente céncava en S si para
cualquier par de puntos X, yeS 'y para cualquier be[0,1]

f[(1-b)x+by] > (1-b)f(x)+bf(y)
En la figura siguiente se representa graficamente una funcion céncava:

Y

£((1-bIx+by)

e

£ LN f(y)
(1-bYf (X)+bf (y)

x y
. . (1-b)x+by .

Ejercicio 6.1. Demostrar por definicion que f(x)=x* es estrictamente convexa
en R.

Para hacer esta demostracion, consideremos dos puntos cualesquiera de R,
por ejemplo X1,X2 . Tenemos que demostrar que

f((1-b )x1+ b x2) < (1- b )f(x1)+ b f(x2)
((1- b X2+ b X2)?=(1- b )22+ b?X?+2(1- b)bx1x,
y comparar con
(1- b )X:*+ b x,°
Obsérvese que no es facil demostrar la concavidad o convexidad de una
funcién por definicion. Por ello es necesario o conveniente disponer de unas
condiciones necesarias y suficientes que nos permitan determinar si una funcion

es concava o convexa estudiando otros elementos mas operativos.

Propiedad 6.1. Si f es concava en S, entonces -f es convexa en Sy si f es
convexa en S, entonces -f es cdncava en S.
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Propiedad 6.2. Si f es estrictamente convexa en S, entonces -f es
estrictamente concava en Sy, si f es estrictamente concava en S, entonces -f es
estrictamente convexa en S .

n
Propiedad 6.3. Si f;, i=1,..., n son convexas en S, entonces Z“i f, cona;>0
i=1
es convexa en S. Del mismo modo, si f;, i=1,...n son concavas en S,

n
entonces Zai f, cono;>0 esconcavaen S.
i=1

Demostracion.

Demostramos solo la primera: Si f; es convexa en S para todo i, entonces para
cualquier par de puntos X, yeS 'y para cualquier be[0,1]

fil(1-b)x+by] < (1-b)f; (X)+bf; (y)
Esto quiere decir que para cualquier o; >0
o fi [(1-b)x+by] < ai ((1-b)f; (X)+bf i (y))

entonces

Za (@-p)x+by] < za((l b) f, (x) + bf, (y))
y esto Gltimo es cierto si y solo si

Za (a-bx+by) <@- b)Za (x)+bZn1:aifi(y)

con lo que queda demostrado gque es convexa.

Propiedad 6.4. El producto de funciones concavas (convexas) no ha de ser
necesariamente una funcion concava (convexa).

Teorema 6.1. Sea S un subconjunto convexo de R", sea f:S=> R. Entonces:
a) SifesconvexaenS = paratodo ae R, se verifica que el conjunto

A,={xeS/f(x) <a } es un conjunto convexo.
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b) Sifesconcavaen S = paratodo ae R se verifica que el conjunto

B,={xeS/f(x) > a } es un conjunto convexo.

Demostracion.

a) Consideremos un nimero o real cualquiera. Como f es convexa en un
conjunto S (convexo de R"), vamos a demostrar que el conjunto A, es convexo.

Consideremos dos puntos cualesquiera X, ye A, Yy sea un be[0,1]
Como dichos puntos son del conjunto A, entonces verifican que
f(xX)<a, f(y)<a pues X,ye A,
Como ademas f es convexa se verifica que
fl(1-b)x+by] < (1-b)f(x)+bf(y) < (1-b) a+b a=a

luego se cumple que Vbel0, 1] y VX, yeA,, f[(1-b)x+tby] €A, por tanto el
conjunto A, es convexo.

b) Se demuestra de forma analoga.

Propiedad 6.5. Region factible para un problema de PNL es el conjunto de
valores X=(X1, Xz,..., Xn) que satisfacen las restricciones de (6.1).

Propiedad 6.6. Maximo local: sea S un conjunto convexo tal que X, X2€S,
f(x1) > f(x2) V X2 = X3 seria un maximo local.

Propiedad 6.7. Minimo local: sea S un conjunto convexo tal que Xxi, X,€S, tal
que f(x1) < f(x2) V X2 = Xy seria un minimo local.

Propiedad 6.8. Sea el problema Maximizacion de z en un problema de
programacion no lineal (PNL). Si para todo x existe x” tal que f(x’) > f(x), X’
seria la solucion optima (cumpliendo la Propiedad 6.6).

Propiedad 6.9. Sea el problema Minimizacion de z en un problema de
programacion no lineal (PNL). Si para todo x existe X’ tal que f(x’)< f(x), seria la
solucion optima (cumpliendo la Propiedad 6.7).
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Teorema 6.2. Consideremos un PNL de maximizacion. Supongase que la
region factible, S, para el PNL es un conjunto convexo. Si f(x) es concava sobre
S, entonces cualquier maximo local de PNL es una solucion optima para el
problema de PNL.

Demostracion

Supongamos que existe X que es maximo local y que no es solucion optima,
es decir, 3 x/f(x) > f (X).

Podemos formar combinacion lineal: f(ax + (1- o) X) > a f(X ) + (1-a) f(X)

Como f(x) > f (x), tenemos

f(ax+ (1- o) X) > a f(x) + (1-a) f(x) > o f(x) + (1-o) f(x)=f(X)

Podemos tomar o~ 1= a X+ (1-a)X X no puede ser un maximo local, en
contra de la hipdtesis inicial. Luego, llegamos a una contradiccion, por lo que el
teorema es cierto. Es decir, si es maximo local, entonces es una solucion éptima

para el PNL.

Definicién 6.8. La matriz Hessiana asociada a una funcion f(x)= (X1, Xa,...,
Xn) €S una matriz cuadrada, H x, tal que sus elementos hj; son de la forma:

0%z
hij =
OX; X

Definicién 6.9. Denominamos Hessiano al determinante asociado a la matriz
Hessiana. En R?, el hessiano es H: R? > R

0°z 0°z

_| oxZ ox0x,
H= 2 2
0z 012

OX,0X, %

Para un problema de Maximizacion con dos variables, las condiciones que se
han de verificar son:

2
ﬂ :O, a_§<0
0%, OX;
9 _0, H(X)>0

OX,
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donde X es el punto de estudio correspondiente al maximo.

Para un problema de Minimizacion con dos variables, las condiciones que se

han de verificar son:

2
ﬁ :0’ 8_§>0
0%, OX;
0z =
—2z=0,H(x)>0

0oX,
donde X es el punto de estudio correspondiente al minimo.

Definicién 6.10. EI menor principal de orden i de una matriz Hnx, es el
determinante de cualquier matriz ixi que se obtiene al suprimir las n-i filas y las
n-i columnas correspondientes de la matriz.

Definicién 6.11. EIl menor principal dominante de orden i de una matriz Hyxn

es el determinante de cualquier matriz ixi que se obtiene al suprimir las n-i
Gltimas filas y columnas de la matriz.

Teorema 6.3. Sea la funcion f(x) con derivadas parciales de segundo orden
continuas para cada punto de xeS (conjunto convexo de soluciones factibles).
Entonces f(x) es convexa sobre S si y sélo si, para cada xeS, todos los menores
principales, Hj, son no negativos.

Teorema 6.4. Sea la funcion f(x) con derivadas parciales de segundo orden
continuas para cada punto xeS (conjunto convexo de soluciones factibles).
Entonces f(x) es concava sobre S si y solo si, para cada xeS, los menores
principales, Hi, no nulos tienen el signo que (-1)'.

6.3. Optimizacion sin restricciones en R"
Estudiaremos como obtener una solucion dptima (si existe) o un extremo
local para el siguiente problema de PNL.:

Max (min) z = f(Xq, Xa,..., Xn)

st
(6.2)

X = (X1, X2,..., Xn), XeR"
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Supongamos que existen las primeras y las segundas derivadas parciales de
f(x) y que son continuas en todos los puntos.

Una condicidn necesaria para que un punto X sea un extremo local para el
PNL (6.2) nos la proporciona el teorema siguiente:

Teorema 6.5. Si X =(X,, X,,...,X,) es un extremo local para (6.2), entonces

T _ g vi.
OX.

Definicion 6.12. Un punto X que satisfaga ?: 0 es punto estacionario
X

de la funcion f(x).

Teorema 6.6. Si H;i(X) >0, (i=1, 2, ..., n), entonces un punto estacionario X
sera un minimo local para (6.2).

Teorema 6.7. Si Hi(X )=0 (i=1, 2, ..., n) y tiene el signo que (-1)¥, entonces
un punto estacionario X sera un maximo local para (6.2).

Teorema 6.8. Si Hij(Xx)=0 (i=1, 2, ..., n) y no se dan ninguno de los casos
anteriores (teoremas 6.6 y 6.7), f(x) presenta un punto de inflexion en ese punto
X.

Ejercicio 6.2. Obtener el extremo de z = X;+2X3 + Xz X3 - X1°- X2 - X3°

.., . . 0z .
La condicién necesaria para que exista extremo es: a—: 0, parai=1, 2, 3.
X

O o 0% =0, P c1x-2%20 P =24 x-2x%:=0

Xy Xz X3

Resolviendo el sistema anterior, obtenemos, para el extremo, el punto objeto
de estudio (1/2, 2/3,4/3) = X

Condicion suficiente:
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0°1 0°1 0°1
ox;  OxOX, OX0%, 2 0 0
0’1 0°1 0’1
OX,0% — OXs  OX,0X,
0’z 0°1 0°1
OX 0%, OXs0X,  OX;

Estudio de los menores principales:

Orden 1:
|Hia |=-2<0 — signo (-1)*
Orden 2:
-2 0
| Hoxz | = ‘ ‘: 4>0 = signo (-1)°
0 -2
Orden 3:
-2 0 0
|Has|=|0 -2 1[=-8+2=-6<0 = signo (-1)°
0o 1 -2

Por tanto, tenemos el signo de (-1)'. Asi pues, en el punto Xo, tenemos un
posible maximo. Como el valor de los menores principales no depende del punto,
en ese punto tenemos un Maximo.

6.4.- Basqueda de la seccion Aurea

Consideremos una funcion f(x) para la cual la derivada de f(x), f’(x), es dificil
de obtener o no existe. El problema de PNL a resolver es

Max z = f(x)

st a<x<b (6.3)
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Definicién 6.13. Una funcion f(x) es unimodal en el intervalo [a,b] si se
verifica que existe un punto X, tal que f(x) es creciente en [a, X ] y decreciente
en[Xx, b].

En la basqueda de la Seccion Aurea, elegimos dos puntos, Xi, X, de manera
razonada, de forma que podamos estudiar los siguientes casos:

CASO 1: f(xy) < f(xp) CASO 2: f(xq1) = f(x2)
a X X2 b a X1 X2 b
I = (X1, b] I=[a, x2) 6 1=(xy, b]

CASO 3: f(x1) >f(x2)

a X1 X2 b
| = [a, X2)

Seccion Aurea se denomina al coeficiente r, el cual se determina de la
siguiente forma:

1 (longitud de todo el segmento) _
r (longitud de la parte mas larga del segmento)

_ r (longitud de la parte més I arga del segmento)
1—r (longitud de la parte mas corta del segmento)

r>=1-r = r’+r-1=0, r=0,618
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En cada caso, podemos demostrar que la solucion 6ptima para (6.1) estara en
un subconjunto [a, b].

La busqueda de la Seccién Aurea empieza con la evaluacion de f(x) en los
puntos X; y Xp, donde x;=b-r(b-a) y x,=a+r(b-a).

r(b-a)

X1 X2

r(b-a)

Definiciones 6.14.
L : longitud del intervalo de incertidumbre después de realizar k iteraciones.
I : intervalo de incertidumbre después de realizar Kk iteraciones.

b-x;=r(b-a) = x1=b-r(b-a)

Xz -a=r(b-a) = xp=a+r(b-a)

X1y X2 quedan perfectamente definidos.
L; =r(b-a)

CASO 1: f(x1) < f(x2)

L; =r(b-a)
li=(x1,b], b-x=r(b-a), r*=1r
r(b- x1)
mx4
X1 b

r(b- x1)

X3=b - r(b- x) =b —rr(b-a) = b - r* (b-a)
X3=b - (1-r) (b-a)= X
X4= X1 + r(b- X1) = X¢ + r r(b-a) = x; + r? (b-a)

Lo=b-x3=r(b—-x) =r*(b-a), 1= (Xs, b]
Siguiendo el mismo proceso, llegamos a una expresion general para la

longitud del intervalo de incertidumbre después de realizadas k iteraciones del
algoritmo:
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Ly = r* (b-a), K=

Tomando logaritmos

k log r = log L - log (b-a)

_logL, —log(b-a)
logr

k

Poniendo la condicion de que la longitud de incertidumbre sea menor o igual
que un valor prefijado, €, tenemos que el nimero de iteraciones, k, viene dado por

log e —log(b—a)

Lk<e=>k=
logr

El valor que tomamos para k es el entero mas proximo por exceso, [kK]+1.

CASO 2 : f(x1) > f(x2)

Ly = r(b-a)
l;=[a, X2), Xo-a=r(b-a), r*=1-r

r(xz- a)

/Km

a X2

r(xz- a)

X3= Xo - r(Xg - a) =X - rz (b-a)

Xs=a+r(x-a) =a+r’(b-a)

Xq=a+ (1-r)(b-a) = at+b-a-r(b-a) = b-r(b-a) = x;
X1=Db -r (b-a)

L, = X4 - a= r(X3 - a) = 1* (b-a)

Siguiendo el mismo proceso, llegamos a una expresion general para la
longitud del intervalo de incertidumbre después de realizadas k iteraciones del

algoritmo:
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Ly=rf(b-a), r*= L
b—a
I_k£8:>k:Iogg—log(b—a) )
logr

El valor que tomamos para k es el entero mas proximo por exceso, [K].

CASO 3: f(x1) < f(x2)
Caso 3.1: f(x3) < f(xy)
Caso 3.2: f(x3) > f(xs)

Caso 3.1:
f(x1) < f(x2) = L1 =r(b-a); I3 = (X, b]
f(x3) < f(xa)

r(b- Xs)

Xs Xs
X3 b

r(b- Xs)
L2:r(b-x1), Lo<L;
|2 = (X3, b]

Xs=b - r (b- X3)
Xg=Xz+Tr (b- X3)

y asi sucesivamente.
Ejemplo: Max z =f(x)
st
-1<x<1

¢Cuénto tiene que valer k para que el error sea & < 10 7>?

K= log10~° —log?2
log0'618

=15’79 = k=16
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6.5.- Método del gradiente

El método del gradiente se aplicara para aproximar un punto estacionario de
una funcién cuando sea dificil encontrar ese punto estacionario.

En este apartado, se estudiard como obtener una solucion éptima (si existe)
para un problema de PNL sin restricciones:

Max (min) z = f(x)
st x e R"

Definicion 6.15. El gradiente es un vector cuyas componentes son derivadas
parciales de la funcion f(x) que queremos estudiar.

V f(x) = (af(x) 6;)(()‘),...,—6;)(("))

. . Vi (x
El vector normalizado del gradiente es: u :#
IVECO I

El gradiente nos proporciona la direccion de maximo cambio.

Xo — X sx1; V(x| <e

Los pasos a seguir son:

i) Fijamos un punto inicial Xo y en la direccién del gradiente, nos
desplazamos hasta otro punto Xj.

i) Fijamos el grado de aproximacion a la solucion a traves de ¢

(V) < ). ,

iii) Si se cumple la condicion, x; se encontrard cercano a un punto

())

estacionario (
iv) Sino se cumple, buscaremos de forma iterativa un punto x; en el que se
verifique ||V f(x;) || < e.

Max z = f(Xo + to V f(X0)) = Xo —2% 5 x1: X1 = Xo + to V f(Xo)
st th>0

Nos preguntamos ¢, es ||V f(x1) || <& ?
Si lo es, hemos terminado.
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En caso contrario

Max Z:f(Xl + 1V f(Xl)) = X1 &)Xzi Xo= X1 + 11V f(Xl)

st t12>20
(ES|IVI(x) |l <e?
Si lo es, hemos terminado.
En caso contrario, seguimos con el proceso hasta encontrar un punto que lo
verifique.
El proceso anterior se repite hasta cumplir la condicion de parada, (||Vf(xi) ||< €).
Ejercicio 6.3. Utilizando el método del gradiente aproxime la solucion de

Max z = f (X1, X2) = -(X1-1)% - (X2 -2)?
st (X1, X2) €R?

Para resolverlo elegimos de forma arbitraria el punto X, = (1, 1) y calculamos
el gradiente en ese punto

V f(x) = (%, %F (-206-1)-2(x2-2))

X1 = Xo +to V f(Xo) = (1, 1)+ t5 (0, 2)= (1, 1+2 ty)
Max z = f(Xo + to V f(X0))= Max (1, 1+2 tp)
f(1, 1+2 to)= (2 to-1)? = f (o)
Derivando e igualando a cero la derivada, f “(t)= 0 , tenemos
f=4(21t-1)=81t-4=0, ty=1/2

Desplazandonos en la direccion del gradiente hacia el nuevo punto, X,
tenemos

X1 = Xo + 1o V f(x0)= (L, 1)+ % (0, 2)= (1, 2)

Calculando V f (1, 2)= (0, 0), nos indica que hemos finalizado. Al ser f (xi,
X2) una funcién concava, hemos encontrado la solucion 6ptima del problema.
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6.6.- Multiplicadores de Lagrange

Se pueden utilizar los multiplicadores de Lagrange para resolver problemas
de PNL en los cuales las restricciones son de igualdad.

Max (min) z = f(x) = f(Xy, X2,..., Xn)

s.L.

01(X1, X2,..., Xn) = b1 = g1* =b1-gi(x) =0
02(X1, X2,..., Xn) = b2 = 02* = b2-g2(x) =0

Om(Xs, X2,..., Xn) =bm = g™ =Dm-Om(X) =0 (6.3)

Para resolver el problema anterior, asociamos a cada restriccion un
multiplicador A; (i=1, 2, ..., m) y formamos la funcion lagrangiana

L, 1) =100+ 3 2400 b) =160 + 37 2 [bi- i)

i=1 i=1

donde A; (i=1, 2, .., m) son constantes (desconocidas) denominadas
multiplicadores de Lagrange.

Buscaremos una soluciéon de L(x, A). Para ello, segun se ha visto en el
apartado 6.2, la condicion necesaria para que L(x, A) tenga un maximo o un
minimo en el punto (X, 4) = =(X,, X,,.... X, 4, 4y A) es

ﬁ-O i=1,2
o , (=1, 2, ...,n)

i-O i=1, 2 6.4
81—,(|—,,...,m) (6.4)

1

Teorema 6.9. Supongamos que (6.3) es un problema de maximizacion. Si f(x)
es una funcién concava y si cada gi(x) es una funcion lineal, entonces cualquier
punto (X, A ) que satisfaga (6.4) proporcionara una solucion 6ptima x=(x1, Xa,...,
Xn) para el problema (6.3).

Teorema 6.10. Supongamos que (6.3) es un problema de minimizacion. Si
f(x) es una funcion convexa y si cada gi(x) es una funcion lineal, entonces
cualquier punto (X, A1) que satisfaga (6.4) proporcionara una solucién optima
X=(X1, X2,..., Xn) para el problema (6.3).
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Ejercicio 6.4. Comprobar que el punto (4,-2;4,8) es estacionario para la
funcidn lagrangiana asociada al problema:

Max z = (x-2)%+(y-2)?
st
-x+y?’< 0
Xty <2

Ejercicio 6.5. Una compaiiia planifica gastar 10.000 euros en publicidad.
Cuesta 3.000 euros un minuto de publicidad en la television y 1.000 euros un
minuto de publicidad en la radio. Si la empresa compra x minutos de publicidad
en la television e y minutos de publicidad en la radio, su ingreso, en miles de
euros, esta dado por f(x,y)=-2x?-y*+xy+8x+3y. Plantear y resolver el problema de
manera que la empresa maximice sus ingresos.

Solucién:
La formulacion del problema no lineal queda de la forma:
Max z =-2x?- y?+xy+8x+3y
st
3x+y=10
Formamos la lagrangiana
L(X, Y, A) =-2X% y?+xy+8x+3y+ A (10-3x-y)

Operando tenemos

oL
& = -4x+y+8-31=0 = y= 4x -8+3\

oL

a—y = -2y+Xx+3-A=0 = x= 2y-3+A
o 10-3 0= 3x+ 10
— = - X— = =
o4 ¢ y) X+y

Vamos a poner las expresiones de x e y en funcion de A .
Sustituyendo x en 'y = 4x -8+3X, tenemos
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y =4(2y-3+1) -8+3% = 7y =20-7TA. = y =20/7-\
Llevando este valor de y a x= 2y-3+A, tenemos
X= 2y-3+A= 2(20/7-1)-3+A=19/7-).
Sustituyendo los valores de x e y en 3x + y = 10, tenemos
3x +y = 10=3(19/7-1)+20/7-A=11-41. = 1 =1/4
Sustituyendo este valor de A=1/4 en las expresiones de x e y, tenemos
y =20/7-A=20/7-1/4=73/28

X = 19/7-1/4=69/28

La matriz hessiana asociada con la funcion f(x, y) = -2x% y*+xy+8x+3y es

-4 1
H(x,y)=( 1 —2j

Los menores principales de primer orden son negativos y H,=7 > 0, luego
f(x, y) es una funciéon concava. La restriccion es lineal, por el Teorema 6.9,
concluimos que la solucion es optima para el problema no lineal.

Asi, la empresa tendria que comprar 69/28 minutos de tiempo de televisor
y 73/28 minutos de tiempo de radio.

6.6.1. Interpretacion de los multiplicadores de Lagrange

Estamos interesados en estudiar en qué medida varia el valor de la funcion
objetivo en X cuando variamos el recurso b.

Tenemos que en el punto (X, 4) =(X,, X,,.... X,, 4 4, Ay,..., 4, ) €l valor de la

funcion objetivo, z =f(x), es 6ptimo. Si tomamos derivadas parciales en ese punto
respecto a los recursos b;, tenemos:
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L(X,K)=f(><)+i i [bi- gi(¥)], %#} (i=1, 2, ..., m)

i
lo que nos indica que los multiplicadores de Lagrange vienen a representar los
precios marginales (precios sombra) ya mencionados al estudiar la interpretacion
econdmica del DUAL.

En el ejercicio anterior A =1/4, el gasto de un cantidad extra pequefia, Ab (en
miles de euros) aumentaria los ingresos de la empresa en aproximadamente
0.25Ab.

6.7.- Condiciones de Kuhn -Tucker

En esta seccion se estudian las condiciones necesarias y suficientes para que
el punto X =(X,, X,,..., X, ) sea una solucion optima para el PNL, con restricciones

de desigualdad.
Las condiciones de Kuhn-Tucker s6lo son aplicables si las gi(x) (i=1, 2, ..., m)
satisfacen ciertas condiciones de regularidad:
i) Ser lineales e independientes o
i) Restricciones linealmente independientes: continuas y los gradientes en la
solucién oOptima forman un sistema de vectores linealmente
independientes.
Para aplicar los resultados de este apartado, todas las restricciones del PNL
tienen que ser del tipo <.
Estudiaremos los dos casos siguientes:

Caso 1: x; sin restriccion de signo

Max (min) z= f(x)
S.t.
gu(X) < by
g2(x) < b,
(6.5)
gm(X) < bny

El problema anterior lo transformamos en un problema de multiplicadores de
Lagrange introduciendo variables de holgura hi? :

0100 + N =by - = g =(01- (6109 +hr)) =0
02(X) + ho®=by = g2 =(b2- (G2(X) + h2?)) =0
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Om(X) + hm2 =bm = gm*:(bm - (9m(x) + hmz)) =0

Formamos la funcion lagrangiana

LGt B, 2) =00+ 3 24 i (@09 + )]

i=1

Y, operando, tenemos

oL S 59 (x)

_8X =0= —f( ) - .2:1 hi ——= X

oL _ =0=[bi- (gi(X) + h-z)] = h?=b- gi(X)
aﬂ/ i i i 1 | |

oL
E =0=-2hiAi = hi2 Ai= A [bl - g|(X)]

Las condiciones de Kuhn-Tucker se establecen como

=0 (=1,2,..,n)

rilbi-g(X)] =0  (i=1,2, .., m)

>|

i>0  (i=1,2,..,m) (6.6)

Tomaremos en la expresion anterior el signo:
- para un problema de maximizacion.
+ para un problema de minimizacion.

Tenemos que tener presente que puede haber dptimos locales y globales que

no verifiquen las condiciones Kuhn-Tucker.

Si un punto X satisface las condiciones de K-T este punto es un éptimo local.
Si un punto X es un optimo local no tiene por qué satisfacer las condiciones

de K-T.

Los teoremas siguientes nos dan las condiciones necesarias y suficientes (si
satisfacen las condiciones de regularidad), para que un punto X =(X,, X,,..., X,

sea solucion de (6.5).

Teorema 6.11. Sea el problema (6.5) de maximizar f(x). Si el punto

X =(X,, X,,...,X,) €S una solucion 6ptima de (6.5), entonces X

tendrd que
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satisfacer las m restricciones del problema de PNL (6.5) y deberan existir
multiplicadores %1, A2, ...,Am, que verifiquen las condiciones de Kuhn-Tucker
(6.6).

Teorema 6.12. Sea el problema (6.5) de minimizar f(x). Si el punto
X =(X, X,,...,X,) €s una solucion optima de (6.5), entonces X tendra que
satisfacer las m restricciones del problema de PNL (6.5) y deberan existir
multiplicadores %1, A2, ...,Am, que verifiquen las condiciones de Kuhn-Tucker
(6.6).

Caso 2: x; con restriccion de signo (x; > 0)

Cuando se ponen restricciones de no negatividad para las variables, las
condiciones de Kuhn-Tucker para el PNL (6.5) se establecen

Max (min) z= f(x)
St.
g1(X) < by
g2(x) < b,
(6.7)
Im(X) < bm
-X; <0 para(i=1, 2, ...,n)

Operando de forma analoga a como se hizo para el Caso 1, teniendo en
cuenta que aqui tenemos que introducir dos variables de holgura h?, (i=1, 2, ...,

m) y t,-2 (=1, 2, ..., n) y dos multiplicadores de Lagrange A; y u;, escribiremos la
funcién lagrangiana

L(x, h, t, A, p) = f(x) + i i [oi- (@i(x) + )]+ Z b [~ 1))

i=1

y obtenemos las condiciones de Kuhn-Tucker:

af(X) i i X) +7=0 (j=1,2, ..,n)

i=1 j

rilbi-g(X)]=0 (=1, 2, .., m)

6f (x)

)]x, 0 (=1,2, ... n)

Ma
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%220 (=1, 2, ..., m)

Zi20  (j=1,2, ...n) (6.8)

Tomaremos en la expresion anterior el signo:

(-, +) para un problema de maximizacion.
(+, -) para un problema de minimizacion.

Como x>0, la primera restriccion de (6.8) puede escribirse como

<0 (j=1, 2, ..., n) (problema de maximizacidn)

>0 (j=1, 2, ..., n) (problema de minimizacion)

Generalizando los Teoremas 6.11y 6.12, tenemos:

Teorema 6.13. Sea el problema (6.7) de maximizar f(x). Si el punto

X =(X;, X,,...,X,) es una solucion optima de (6.7), entonces X tendra que
satisfacer las m restricciones del problema de PNL (6.7) y deberan existir
multiplicadores %1, X2, ...,Am; H1, M2 -.., dn, que verifiquen las condiciones
de Kuhn-Tucker (6.8).

Teorema 6.14. Sea el problema (6.7) de minimizar f(x). Si el punto
X =(X;, X,,...,X,) es una solucion optima de (6.7), entonces X tendra que
satisfacer las m restricciones del problema de PNL (6.7) y deberan existir
multiplicadores X1, L2, ...,Am; H1, K2, -.., nque verifiquen las condiciones de
Kuhn-Tucker (6.8).

Podemos establecer dos teoremas, correspondientes a los Teorema 6.13 y
6.14, que recojan las condiciones necesarias y suficientes para que
X =(X,, X,,..., X, ) sea una solucion optima de (6.5) o (6.7).

Teorema 6.15. Sea el problema (6.7) de maximizar f(x). Si f(x) es una
funcion céncava y las gi(x) (i=1, 2, ..., m) son funciones convexas, entonces

cualquier punto X =(X,, X,,...,X,,) que satisfaga las condiciones de Kuhn-Tucker
(6.8) y las m restricciones del problema de PNL es una solucién 6ptima de (6.7).
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Teorema 6.16. Sea el problema (6.7) de minimizar f(x). Si f(x) es una
funcién convexa y las gi(x) (i=1, 2, ..., m) son funciones convexas, entonces
cualquier punto X =(X,, X,,..., X, ) que satisfaga las condiciones de Kuhn-Tucker

(6.8) y las m restricciones del problema de PNL es una solucion ptima de (6.7).

Para poder aplicar los resultados anteriores es importante que el problema se
plantee en la forma que aparece descrita; de no ser asi, los signos de los
multiplicadores podrian ser diferentes.

i)

Debe también verificarse la hipdtesis de regularidad que obliga a que los
vectores gradientes de las restricciones saturadas sean linealmente
independientes en el 6ptimo. De no ser asi, el punto podria no verificar el
teorema correspondiente, como ocurria en el caso de restricciones de
igualdad.

Los multiplicadores de Kuhn-Tucker (A, u) también se conocen como
variables duales del problema.

Para problemas de maximizacion (minimizacion) se tendria un resultado
similar, con la Unica diferencia de que los multiplicadores deben ser
negativos (cambio de signo).

Estos teoremas sirven para determinar los posibles 6ptimos de un
problema; para ello, habria que resolver un sistema de n+m ecuaciones
con n+m incégnitas. Una vez resuelto este sistema habria que seleccionar
aquellas soluciones que verifican las desigualdades. Por analogia con los
problemas con restricciones de igualdad, a estos puntos se les Ilama
puntos estacionarios.

A continuacion, veremos un caso practico de localizacion de posibles 6ptimos
mediante las condiciones de Kuhn-Tucker.

Ejemplo 6.3. Encontrar las posibles soluciones del problema

Min z = (x-7)*+(y-10)?
st
y-8<0
(x-10)?+(y-10)*-36 < 0

Para resolver el problema, comenzamos por observar que las restricciones
estan dadas en la forma estandar. Segun las condiciones de Kuhn-Tucker, todo
minimo del problema deberia verificar el sistema:

2(X-7)+ A2*2(x-10)=0

2(y-10)+ hy+ho*2(y-10)=0
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A1(y-8)=0
A2 [(x-10) 2 +(y-10) 2-36]=0

Las soluciones de este sistema son:

X Yy A1 A2

16 10 0 -1.5

4 10 0 -0.5

7 10 0 0

7 8 4 0
15,6569 8 -2,12132 -1,53033
4,34315 8 2,12132 -0,46967

Si de esas soluciones seleccionamos las que corresponden a puntos factibles y
con multiplicadores positivos (por tratarse de un problema de minimizacion), se
obtiene un Unico candidato a minimo del problema: x=7, y=8, A1=4, A, =0.

Con las condiciones estudiadas hasta ahora, no se estd en disposicion de
asegurar que dicho punto corresponda realmente a un minimo local del problema.
Se hace necesario, por tanto, el estudio de condiciones suficientes de optimalidad.
La siguiente seccidn se dedica precisamente a eso.

Condiciones suficientes de optimalidad.

Una vez seleccionadas las posibles soluciones de un problema de
optimizacion con restricciones de desigualdad, deben estudiarse condiciones
suficientes que permitan decidir si realmente los puntos localizados corresponden
a verdaderas soluciones.

Teorema 6.17: Si el problema es convexo (restricciones convexas), entonces
las condiciones necesarias de Kuhn-Tucker son ademas suficientes.

El ejemplo anterior es un caso de problema convexo, por lo tanto se puede
concluir gue el punto estacionario encontrado es minimo y ademas global.

6.8.- Programacion cuadratica

La programacion cuadratica es un caso particular de la programacion no
lineal en el que la funcién objetivo es cuadréatica y las restricciones son lineales.
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Max (min) z = CTX+X'D X
st
AX<b
x>0
La funcién X'D X define una forma cuadratica donde D es simétrica. La
matriz D, se define:

>0 definida positiva (minimo)

>0 semidefinida positiva (cuasiminimo)
<0 definida negativa (maximo)

<0 semidefinida negativa (cuasiméaximo)
=0 indefinida (puntos de inflexiéon)

Tendremos un minimo si los menores principales asociados con D son todos
positivos y un maximo si los menores principales tienen el signo (-1)".

Ejercicio 6.6. Una empresa puede invertir 1000 millones de euros en tres
titulos de bolsa. Sea X;j la variable aleatoria que corresponde al interés anual por
cada millon de pesetas invertido en el titulo i-ésimo. Se conocen los valores
siguientes: E(X1)=0.14, E(X2)=0.11, E(X3)=0.10; Var(X1)=0.2, Var(X2)=0.08,
Var(X3)=0.18; Cov(X1,X2)=0.05, Cov(X1,X3)=0.02, Cov(X2,X3)=0.03.

a) Formule un problema de programacién cuadratica que se pueda utilizar
para encontrar la cartera de varianza minima que alcance un interés anual
esperado de por lo menos un 10%.

b) Resuélvalo mediante LINDO.

Solucion:

a) Definamos: x;=numero de millones de euros invertidos en el titulo j-

ésimo.

E X1X1+ X2X2 +X2X2
1000

} >0.10

Min Var[x; X1 + X X5 + X X5 |=Minz
Min z= 0.20 xZ +0.08 X5 + 0.18 X3 + 0.10XyX, + 0.04X1X3 +0.06X;X3

st 0.14x; + 0.11x, +0.10 x3 > 100
X1 + X2 + X3=1000
x;=>0,i=1, 2, 3.

En el programa LINDO se introduce de la forma siguiente:

Min X1+X2+X3+L1+L2+L3
st
0.40X1+0.10X2+0.04X3-0.14L1+L2-L3=>0
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0.10X1+0.16X2+0.06X3-0.11L1+L2-L3=>0
0.04X1+0.06X2+0.36X3-0.10L1+L2-L3=>0
-0.14X1-0.11X2-0.10X3<=-100
X1+X2+X3<=1000
-X1-X2-X3<=-1000

END

QCP 5

b) Salida:
OBJECTIVE FUNCTION VALUE
1) 63988.77

VARIABLE VALUE REDUCED COST
X1 140.449432 0.000000
X2 623.595520 0.000000
X3 235.955063 0.000000
L1 0.000000 11.853932
L2 0.000000 0.000000
L3 127.977531 0.000000
ROW  SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES
2) 0.000000 -140.449432
3) 0.000000 -623.595520
4) 0.000000 -235.955063
5) 11.853932 0.000000
6) 0.000000 0.000000
7 0.000000 127.977531

En la tabla siguiente se recogen las inversiones:

Titulo 1 2 3
Euros invertidos 140.4494 623.5955 235.9550

6.9.- Programacion separable

A los problemas de programacion no lineal se les denomina de programacion
separable cuando las variables de decision aparecen en términos separados tanto
en la funcion objetivo como en las restricciones.

Max (min) z = Zn: i (Xj)=fa(xq) + falx2) +... + Fr(Xn)

i=1

st i gij () <bi (=1, 2,.., m)

=
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En la figura siguiente representamos una funcion y su aproximacion en un
intervalo de un punto X, ajr<Xj<ajrm

f(x;)

f (x)

djr Xj djre1

donde f (x;) es la funcion lineal que emplearemos para estimar f(x;).

En ese intervalo X, se puede expresar como una combinacion lineal de los
extremos, es decir,

Xj=aajr +(l-a)aje,  fXj)=oaf(@jr)+(1- o) f(@jr)

Vamos a considerar que todas las variables tienen el mismo recorrido
dividido en k celdillas.

k k
Xj:Z Qjr djr , z OLJ'r:l (J:l, 2, ..., N)
r=1 r=1

Aplicando la funcion de estimacion a la funcion objetivo y a las restricciones,
tenemos

k

fx;) = ogfi(ay)

r=1

§ix) = D oy Gij @jr)

r=1

Para que la aproximacion sea buena, debemos tener en cuenta la suposicion
de adyacencia, que dice que, a lo sumo, dos o pueden ser positivos. Si para un j
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dado (j=1, 2, ...., n), dos o Son positivos, entonces tienen que ser adyacentes. Es
decir, deberan ser positivos a1 Y Ojr+1.

Ahora ya podemos formular el problema:

k
> ayfi(ajr)

r=1

.MD

Il
LN

n ~
Max (min)z = fi(xj)=
j=1

]

st Zn: @ij(Xj)=Zn: 2, rgij@jr) <b;

= =1 =l

i =1 (=12, ..., n),

r=1
0;;20(=1,2,..,nr=12,..,K)
Ejercicio 6.7. Resuelva el problema siguiente:

Max z=30x; + 35X, - 2 X2 - 3X,2
S.t.
X12 + 2X22 <250
X1+ X2<20
x>0 (i=1, 2)

Como una de las restricciones es no lineal, sino cuadratica, no podemos
aplicar Kuhn-Tucker, por lo que recurriremos a la programacion separable.

z= Zn: fi(x) =f1(X2) +falx2) + ...+ Fn(Xn)
j=1
Zn: gij () <bi=

i1
g11(X1) +g12(X2) + ...+ g 1(Xn) < by

O mi (X1) + O m2(X2) + ...+ g mn(Xn) < b

f 1 (Xl) = 30X1 - 2X12
f 5 (X2) = 35%; - 3%5°
g1(x)= X12

g 12(X%2) = 2 X5

g 21 (X1) = X1
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g22(X2) = X2

31SX1Sb1:>OSX1S20
8.2SX2Sb2:>OSX2S20

a1 =ann=0;a2=5;a13=10;a14=15; a;5 =20 = by;
Q=an=0;a,=5;83=10; a4 =15; a; =20= Dby,

Cambiamos las funciones f; y gj; por sus estimaciones:

fq (X1) = o1z F1(a11) + oz Fa(aa2) + ...+ ous T 1(a1s)
f2(X2) = a1 T2 (a21) + 022 F2(822) + ...+ 025 T 5(825)
Xy =0y ar + oyt ...+ s as

dp1, d11 dpo, d12 dp3, d13 do4, d14 dos, dis
0 5 10 15 20
f1 0 100 100 0 -200
f, 0 100 50 -150 -500
011 0 25 100 225 400
012 0 50 200 450 800
021 0 5 10 15 20
J22 0 5 10 15 20

Max z=f 1+ f 2 =100 aty2 +100 013 -200 a5 +100 oo+ 50 oo -150 a4 -500 oios
s.t.
25 011o+100 013 +225 oiat+ 400 o5+ 50 oo+ 200 o3+ 450 og+ 800 ows < 250
5012+10 013+ 15 0s + 20 a5 + 5 0 + 10 ap3 + 15 apg + 20 005 £ 20
a1 + o + oz + oug +os =1
Ol1 + 02 + a3 + 0laa + 05 =1
o> 0 (j=1, 2: r =1, 2, 3, 4, 5)

Para obtener la solucion final tendremos en cuenta la condicion de
adyacencia. Dicha solucion es:

Olp1 =022 :1; X1:5, X2:5, z=200
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6.10.- Programacion Estocastica

La programacion aleatoria o estocéstica se presenta cuando alguno o todos los
parametros del problema se pueden describir mediante variables aleatorias.
Nuestro objetivo es expresar la naturaleza probabilistica del problema en
términos deterministicos.

Dado el problema de programacion no lineal en forma canonica

n
Maxz:z Ci Xi
i=1
st Z aij X < b

j=1

XjZO Vj=1,2,...,n

supondremos que los coeficientes del problema son variables aleatorias que
siguen distribuciones normales. Los casos que se nos pueden presentar son:

Caso 1: El coeficiente de la funcién objetivo es aleatorio.

Si el coeficiente c; es una variable aleatoria con valor esperado E[ci] y
varianza Var (c;j), entonces el problema, en forma deterministica, se establece:

XjZO Vj=1,2,...,n

Caso 2: Los aj; siguen una distribucion normal, a;; = N( E[a;;], Var (aij) ). La
covarianza de a; y a;j viene dada por Cov (ajj, airj).

Consideremos que la i-ésima restriccion se produce con una probabilidad
minimade 1 - o.;.
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n
P(Z ainJ'Sbi)Zl-Oti
i1

n
Tomemos h; = z aij X;, entonces la probabilidad asociada a la i-ésima
j=1
restriccion la escribimos como P(hi<bj)>1 - a4

1- i

k1—0Li

Tipificando P( h; < b;), tenemos:

h —E[h] _b —E[h] o
PL/Var(hi) < \/Var(hi)} 2l-o

La varianza asociada a h; es Var (h;)=X"D;X, y su desviacion tipica

JVar(h) = X"D,X

siendo D; la matriz de la i-ésima covarianza.

Var(a;)  Cov(ay.a;,) .. Cov(aya,)
Cov(a,.a,) Var(a,) . Cov(a,.a;)
(=
Cov(a,,a;y) Cov(a,.a,) .. Var(a,)

hi — E[hi]

Nar(n,) } N

donde {
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por tanto, ¢ {%1 =1l-q

. i .. b-E
El cuantil correspondiente verifica ————=

Operando llegamos al resultado

E[h]+ KeaiyVar(h) < by

n

Sustituyendo en la expresion anterior h; :Z ajj X;, tenemos para la i-ésima
j=1
restriccion

Z E[ai,-] Xj + Ki-i 1/XTDiX <bi Vi=12 ...m
i1

Silasv.a. ajjsonv.a.i. (caso particular del anterior), tenemos

Var(a;,) 0
Var(a,
Di — ( |2)

0 Var(a;,)

Asi, podemos escribir:

n n
E[ai; ] Xj + Kii /ZVar(aij )X < b
i1 1
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Caso 3: Los coeficientes de las restricciones, bj, son v.a., es decir,
~ N(E[bi], Var(bi))

Operando de forma similar al Caso 2, fijamos la probabilidad de que ocurra
la i-ésima restriccion

P(bi ZZ ajj Xj) > 0

j=1
P(b; ZZ aij Xj) =1- P(b; Sz aij X;)
= j=1
Tipificando la ultima expresion y operando

b, — E[b] _ Za’” b -
Nare) = Narb) |

n

/b —ED] _ Z.,, Elb]
JVar(b,) JVar(b,)

<1- g

zau i —E[b]

j=1

JVar(b,)

=1-0qj

por tanto, ¢

zau j —E[b]

j=1

War(b,)

El cuantil correspondiente verifica < Ki-oi
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por tanto

kiai \Var(b,) > > a;x; —E[b]
j=1
Operando llegamos al resultado para la i-ésima restriccion

Zn: aij Xj <E[bi]*+ Ki-i \lvar(bi)

j=1
Caso 4: Los coeficientes ajj y bj son v. a.

n n

Z ainiji, Z ainj-biSO

j=1 i=1
Como todas las a;; y b; siguen distribuciones normales, es decir,

aij ~ N(E[aij], Var(aij)), bi ~ N(E[bi], Var(bi))

n

z aij Xj - bi también sigue una distribucion normal. Por tanto, podemos hacer un
j=1
estudio analogo al Caso 2.

Ejercicio 6.7. Una empresa minera dispone de tres canteras, X, X, y X3, las

cantidades a explotar siguen distribuciones normales: N(150m3, 02:625m6),

N(200m3, o 2:2500m6) y N(100m3, c 2:625m6), respectivamente. Por otra parte,
el material debe transportarse a los lugares X,, Xg, Xg, X; y Xg, €n donde se

requieren respectivamente 100 m3, 100 m3, 150 m®, 250 m® y 50 mS. Debido a
las restricciones en la flotilla de camiones, en el equipo de explotacion de las
canteras y en los caminos de acceso, las capacidades de transporte de cada una de
las canteras a los lugares de descarga resultan como se muestra en la siguiente
tabla:

Destino
Origen X4 Xg Xg X5 Xg
X4 60 40 80 80 0
X, 60 60 60 80 60
X3 0 40 30 70 30
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Tomar como dato, para las canteras, el cuantil correspondiente a
Fi(2)=0.977250 (i=1, 2, 3). ¢;Como se pueden satisfacer las demandas al

maximo?;en qué destinos no se satisface la demanda al ritmo deseado y en qué
cantidades?
Resolviendo el problema mediante LINDO, tenemos

i) Planteamiento del problema:

Sea x; (1=1, 2, ..., 15) la cantidad de producto que enviaremos del origen al
destino.
Este ejercicio corresponde al Caso 3 de programacidn estocastica

n

z dijj X _<E[b|]+ kl—(xi \lvar(bi)

i=1
Las cantidades a explotar son:
b1 =150+2+/625 = 200, b, = 200+2 /2500 = 300, b3 =100+2 /625 = 150

Max X1+X2+X3+x4+X5+X6+X7+X8+Xx9+x10+x11+x12+x13+x14+x15
st

x1<=60
X2<=40
x3<=80
x4<=80
x5=0
X6<=60
X7<=60
Xx8<=60
x9<=80
x10<=60
x11=0
x12<=40
x13<=30
x14<=70
x15<=30
X1+X2+x3+x4+x5<=200
X6+X7+x8+x9+x10<=300
X11+x12+x13+x14+x15<=150
x1+x6+x11>=100
X2+X7+x12>=100
x3+x8+x13>=150
X4+x9+x14>=250
X5+x10+x15>=50
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ii) Resolucion mediante LINDO

OBJECTIVE FUNCTION VALUE

1) 650.0000
VARIABLE VALUE REDUCED COST
X1 40.000000 0.000000
X2 20.000000 0.000000
X3 60.000000 0.000000
X4 80.000000 0.000000
X5 0.000000 0.000000
X6 60.000000 0.000000
X7 60.000000 0.000000
X8 60.000000 0.000000
X9 80.000000 0.000000
X10 40.000000 0.000000
X11 0.000000 0.000000
X12 20.000000 0.000000
X13 30.000000 0.000000
X14 70.000000 0.000000
X15 30.000000 0.000000

Resumiendo los resultados en una tabla, tenemos

7=650 m3 Destino
Origen X4 X Xg X5 Xg
X1 40 20 60 80 0
X, 60 60 60 80 40
X3 0 20 30 70 30
Demandado 100 100 150 250 50
Dado 100 100 150 230 70
Demanda no 0 0 0 -20 20
satisfecha

El lugar X no satisface sus necesidades, necesita 20 m? més y el Xg tiene un

sobrante de 20 mS,
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