CAPITULO 2

PROGRAMACION LINEAL

2.1. El modelo de Programacion Lineal

En los siglos XVII y XVIII, grandes matematicos, como Newton, Leibnitz,
Bernoulli y, sobre todo, Lagrange, que tanto habian contribuido al desarrollo del
calculo infinitesimal, se ocuparon de obtener maximos y minimos condicionados
de determinadas funciones.

Posteriormente, el matematico franceés Jean Baptiste-Joseph Fourier (1768-
1830) fue el primero en intuir, aunque de forma imprecisa, los métodos de lo que
actualmente llamamos programacion lineal y la potencialidad que de ellos se
deriva.

En 1939, el matematico ruso Leonid Vitalevich Kantorovitch publica una
extensa monografia titulada Métodos mateméaticos de organizacion y
planificacion de la produccién en la que por primera vez se hace corresponder a
una extensa gama de problemas una teoria matematica precisa y bien definida,
Ilamada hoy en dia programacién lineal.

En 1941-1942 se formula por primera vez el problema de transporte,
estudiado independientemente por Koopmans y por Kantorovitch, razon por la
cual se suele conocer con el nombre de problema de Koopmans-Kantorovitch.

En los afos posteriores a la Segunda Guerra Mundial, en Estados Unidos se
asumio que la eficaz coordinacion de todas las energias y recursos de la nacion
era un problema de tal complejidad, que su resolucion y simplificacion pasaba
necesariamente por los modelos de optimizacion que resuelve la programacion
lineal.

Paralelamente a los hechos descritos se desarrollan las técnicas de
computacion y los ordenadores, instrumentos que harian posible la resolucion y
simplificacién de los problemas que se estaban gestando.

En 1947, G. B. Dantzig formula, en términos matematicos muy precisos, el
enunciado estdndar al que cabe reducir todo problema de programacion lineal.
Respecto al método simplex, que estudiaremos despues, sefialaremos que su
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estudio comenzo en 1951 y fue desarrollado por Dantzig. Los fundamentos
matematicos de la programacion lineal se deben al matematico norteamericano de
origen hungaro John Von Neumann (1903-1957), quien en 1928 publicé su
famoso trabajo sobre Teoria de juegos.

La Programacion Lineal es un conjunto de técnicas racionales de analisis y de
resolucion de problemas que tiene por objeto ayudar a los responsables en las
decisiones sobre asuntos en los que interviene un gran numero de variables.

El nombre Programacién Lineal no procede de la creacion de programas de
ordenador, sino de un término militar, programar, que significa realizar planes o
propuestas de tiempo para el entrenamiento, la logistica o el despliegue de las
unidades de combate.

La Investigacion Operativa en general y la programacion lineal en particular
recibieron un gran impulso gracias a los ordenadores. Uno de los momentos mas

importantes fue la aparicion del Método del Simplex. Este método, desarrollado
por G. B. Dantzig en 1947, consiste en la utilizacién de un algoritmo para
optimizar el valor de la funcion objetivo teniendo en cuenta las restricciones
planteadas. Partiendo de uno de los vértices de la region factible, por ejemplo el
vértice P, y aplicando la propiedad: si la funcion objetivo no toma su valor
minimo en el vértice P, entonces existe una arista que parte del vértice Py a lo
largo de la cual la funcién objetivo no aumenta, es decir, se pasa a otro vértice
donde el valor de funcion objetivo sea menor o igual que el alcanzado en P.

Iniciarse en la técnica de programacion lineal teniendo como referencia al
método cientifico: la representacion o modelo en formulacion matematica lineal
de algunos problemas elegidos, sera nuestro objetivo en este capitulo.

La Programacion Lineal es una de las técnicas agrupadas como
programacion matematica, aplicable a problemas de asignacion de recursos
limitados, con actividades competitivas hacia un objetivo comun, que puede ser
de maximizar beneficios o minimizar pérdidas. Se utiliza un modelo matematico
con representacion valida de la problematica en estudio; sus relaciones deben ser
lineales, que significa utilizar, solo variables de primer grado en cada término.

El objetivo de la Programacion Lineal es encontrar el valor de la funcion que

Max (Min) z=cy X3 + Co X2 + ... + Cp X
denominada funcidn objetivo.

La funcion objetivo se encuentra sujeta a una serie de restricciones
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st
Qi XatapXe+ ... tanXy=bs
A X1 +tanXe+ ... +anXn=h

am1 X1+ @m2 X2 + ... + 8mn Xn = b

donde x;> 0 (i=1, 2, ..., n) son las condiciones de no negatividad de las
variables.

Cada columna de coeficientes:

A X
a,; X
Ap=| | x=[7?
amj Xn
a‘ll a12 aln bl

(Al A2 A b)_ a21 a22 e a2n b2
’ yreey Ny -

Ay Ay - Ay D

X1 A1+ Xo Ao +...+ Xa A< b;
Xi >0, Vi
Matricialmente lo anterior se escribe como:

Max z = ¢'X
st
AX<b
X=>0

siendo
z: la funcién objetivo
¢ =(cq,....cy) | : vector de coeficientes de la funcion objetivo.
X = (Xq,...,.Xn)": vector de variables de decision.

A = (...,ajj,-..): matriz de coeficientes técnicos (i =1, 2, ..., m; j =1, 2, ..., n).

b= (bq,...bm) " : vector de demandas (recursos).

El conjunto de soluciones factibles de un problema de Programacion Lineal

viene dado por:
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X={xeR"/Ax<b,x>0}

Como se veré posteriormente, todos los 6ptimos (si existen) deberan estar en
la frontera del conjunto de soluciones factibles.

La solucion de un problema de programacion lineal, en el supuesto de que
exista, debe estar en la region determinada por las distintas desigualdades. Esta
recibe el nombre de region factible, y puede estar 0 no acotada.

. L | A
.-""'-.- {"
- f;”
X I 3
] r v
Region factible acotada Region factible no acotada

La region factible incluye o no los lados y los vértices, segun que las
desigualdades sean en sentido amplio (< 0 >) o en sentido estricto (< 0 >).

Si la regidn factible esta acotada, su representacion grafica es un poligono
convexo con un numero de lados menor o igual que el nimero de restricciones
siempre que no haya restricciones redundantes.

2.2. Formulacion de un problema de Programacion Lineal

Para que un modelo de Programacion Lineal sea valido, debe cumplir las
propiedades siguientes:

Proporcionalidad. Significa que la contribucion al valor de la funcion
objetivo y el consumo o requerimiento de los recursos utilizados, son
proporcionales al valor de cada variable de decision. Asi el término 2x; es
proporcional, porque contribuye al valor de la funcién z con 2, 4, 8, etc. para los
valores 1, 2, 3, etc., respectivamente, de x;. Se puede observar el aumento
constante y proporcional de 2 conforme crece el valor de X;.

Aditividad. Significa que se puede valorar la funcion objetivo z, asi como
también los recursos utilizados, sumando las contribuciones de cada uno de los
términos que intervienen en la funcion z y en las restricciones.

Divisibilidad. Significa que las variables de decisién son continuas y por lo
tanto son aceptados valores no enteros para ellas. La hipotesis de divisibilidad
mas la restriccion de no negatividad, significa que las variables de decision
pueden tener cualquier valor que sea positivo o por lo menos igual a cero.
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Certidumbre. Significa que los parametros o constantes son estimados con
certeza, 0 sea, no interviene una funcién de probabilidad para obtenerlos

El modelo de programacién lineal es un caso especial de la programacion
matematica, pues debe cumplir que, tanto la funcién objetivo como todas las
funciones de restriccion, sean lineales.

Dependiendo del tipo de restriccion que presente el problema de
programacion lineal, tendremos:
Restricciones (=): Formulacion estandar.
Restricciones (<) o (>): Formulacién candnica.
Restricciones (< 0 (=) o (=): Formulacién mixta.
Sin restricciones de signo: xx =(x+)- (x-), donde (x+) >0; (x-)>0
Por ejemplo, vamos a pasar un problema formulado en forma candnica a otro
en forma estandar.
Problema formulado en forma canonica:

Max (Min)z =c; X3 + C2 X2 + ... + Cy Xp
st(s.t.)
A Xy +apXo+ ...+ Xp< by
Ay Xp+anXo+ ... FamXp<hs
am1 X1 + amz X2 + ... + @mn X < by
X;=>0, Vi
Escrito lo anterior en forma compacta, tenemos

n
MaXZzC1X1+c2xZ+...+cnxn:|\/|axz G X,
j=1
st
n -
> aix<b, (i=1,2,...,m)

j=1
x>0, =1,2,...,n)

Escrito en forma matricial seria:
Max z = ¢' X
st

AX <b
X>0

Cada columna de coeficientes técnicos A representa un vector:
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Las restricciones las escribiremos:

X1 A+ Xo Ao+.. .+ X An<hb
X; =0, Vi

Problema formulado en forma estandar:

Max (Min)z =cy X3 + C2 X2 + ... + Cp Xp
st(s. t.)
11 X1 +a12 X2+ ... +a1n Xn + Xne1 = b1
21 X1+ @ Xo + ... + 80 Xn + Xne2 = D2
ami X1+ @m2 X2 + ... + @mn Xn + Xnem = b
X;=> 0, Vi

A las variables Xn+1, Xn+2, ..., Xn+m S€ las denomina variables de holguray se
introducen para convertir desigualdades en igualdades.

Cuando las variables de holgura son iguales a cero, implica que el recurso de
esa actividad se ha consumido en su totalidad (restriccion saturada).

2.3. Fases en la resolucién de problemas de Programacion
Lineal

Las fases en la resolucion de un problema de Programacion Lineal las
podemos resumir en:

12 Definir el significado cuantitativo de las variables de decision (xi, Xz, ...,
Xn)-

2% Establecimiento de la funcion objetivo cuyo valor se desea
maximizar(utilidad, rendimiento, ingreso, produccion) o bien minimizar
(costo, tiempo, mano de obra, inventario).

3% Establecimiento de las restricciones que limitan el valor Optimo que
puede tomar la funcion objetivo. Las restricciones que pueden presentarse
son del tipo: i) Si no se debe exceder del recurso disponible (<); ii) Para
no menos de lo requerido (>); iii) Para igualar el recurso especificado (=).

42 Resolucion del problema y andlisis de la solucion o soluciones.
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Ejercicio. Un empresa tiene tres tipos de maquinas, A, B y C, que pueden
fabricar dos productos, P1 y P2. Todos los productos tienen que pasar por todas
las maquinas. La tabla siguiente muestra los recursos:

Tipo de Méaquina Producto 1 Producto 2 Horas disponibles
Horas por u. Horas por u. semanalmente
A 2 2 16
B 1 2 12
C 4 2 28
Ganancia por u. 1 1,50

¢Qué cantidad de cada producto P1y P2 se debe manufacturar cada semana,
para obtener la méxima ganancia ?

Desarrollado el problema en fases, resulta:

12 fase:
X1 = “ nimero de unidades de P1 “
X2 = “ nUmero de unidades de P2 “

22 fase:
Maxz=1x;+15x%

32 fase :
2X1+2X2£16
X1+2X,<12
4x1+2X%X,<28
X120,X220

42 fase :
La resolucion del problema y anélisis de la solucion o soluciones se vera
posteriormente.

2.4. Tipo de soluciones en un problema de programacion lineal
El problema de programacién lineal formulado matricialmente (estandar):
Minz =c'X (2.1)
st

AX =b (2.2)
X>0 (2.3)
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Donde A es una matriz de m filas (restricciones) y n columnas (variables),
siendo n > m. Generalmente las restricciones aparecen en forma de desigualdad
y son convertidas en igualdades al introducir las variables de holgura, esto hace
que la suposicion de que n > m esté justificada. Ademas se supondra que la
matriz A tiene rango m; lo que quiere decir que pueden seleccionarse m
columnas de A de manera que la matriz que forman tenga determinante no nulo.
El hecho de exigir que el rango de la matriz A sea m implica evitar que en el
problema aparezcan restricciones redundantes o contradictorias. Las
restricciones redundantes pueden eliminarse de la formulacion del problema y
las contradictorias provocan que el espacio de soluciones factibles sea vacio y el
problema no tenga solucién.

Cada una de las submatrices de A con determinante distinto de cero (es
decir, inversibles) formadas seleccionando m columnas de A, se llama matriz
bésica o matriz de base. Si B es una de esas matrices, se dice que es una matriz
basica factible si el vector resultante de multiplicar su inversa por el vector b
tiene todas sus componentes mayores o iguales que cero

Cada matriz bésica B del programa lleva asociado un vector que se conoce
como solucidn basica; el proceso de construccion es el siguiente:

1. Se dividen las variables de decisién en dos bloques:

Variables basicas: aquella que resulta de (2.2) al hacer (n-m) variables iguales a
0.

Variables no basicas: las restantes.

2. A las variables no basicas se las da el valor cero.
3. Se resuelve el sistema BX = b, donde X es el vector formado con las
variables bésicas y se asignan a estas variables la solucion obtenida.

Las soluciones de un problema de programacion lineal se clasifican en:

e Solucion factible: Es un conjunto de n + m variables X;, definidas
ordenadamente como un vector X = ( X1, X2, ... Xj, ..« Xn , Xn+1, -+, Xn+m) qUE
satisface el conjunto de ecuaciones que constituyen el sistema (2.2) y (2.3)
sus componentes son todas positivas o nulas.

« Solucidn basica: Solucion basica: aquella que resulta de (2.2) al hacer (n-
m) variables iguales a 0. Cada una de las submatrices de A con
determinante distinto de cero (es decir, invertibles) formadas
seleccionando m columnas de A se Ilama matriz bésica o matriz de base.
Si B es una de esas matrices, se dice que es una matriz basica factible si el
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vector resultante de multiplicar su inversa por el vector b tiene todas sus
componentes mayores 0 iguales que cero.

« Solucion factible basica: aquella que es solucién basica y cumple (2.3),
esto es, todas las variables son no negativas.

« Solucién factible basica no degenerada: aquella que es solucion factible
basica que tiene exactamente m variables x; positivas, es decir, todas las
variables basicas son positivas.

« Solucidn factible minima: aquella que es factible y hace minimo z.

 No factibles: alguna componente tiene un valor negativo.

Y, asuvez, en:

o Degeneradas: cuando alguna de las variables basicas tiene un valor nulo.
o No degeneradas: cuando todas las variables basicas son estrictamente
positivas.

El nimero de soluciones bésicas de un problema lineal es siempre finito y

(n+m)!
min! J

donde m es el nimero de restricciones de igualdad y n el nimero de variables en
su forma estandar. Este es el niumero de posibles combinaciones para elegir m
columnas entre las n columnas existentes. Por supuesto, no siempre todas esas
combinaciones dan lugar a matrices con determinante no nulo.

A continuacién se presenta un ejemplo de localizacion de soluciones basicas
de un programa lineal. Se trata de encontrar las soluciones bésicas del problema

Ccomo maximo: (

Min z=2X;+4X+X3
2X1+2X2 < 6
X1+4Xo-X3 <12

X1, X2, X3 >0

y clasificarlas en factibles o no factibles, degeneradas o no degeneradas. En
primer lugar, debe formularse el programa en su forma estandar y obtener las
correspondientes matrices:

A b
2 2 0 1 0|66
1 4 -1 0 1 12
Las matrices basicas seran en este caso todas las submatrices inversibles
formadas al seleccionar 2 columnas de A.
Por ejemplo, la primera matriz basica que puede construirse es la formada
por las dos primeras columnas de A:
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2
B 1y

2
4

En este caso, las variables basicas son x; y X, y los valores que toman en la
correspondiente solucion basica se obtienen resolviendo el sistema:

2X1+2X, = 6
X1+4X, = 12

La solucion de dicho sistema es x; =0 y x,=3. A las restantes variables, las
no basicas, se las da el valor cero y la solucion basica que se obtiene es
X=(0,3,0,0,0). Las variables basicas son no negativas por tanto la solucion
béasica es factible y es degenerada porque la primera variable basica es nula.

De igual manera se construyen el resto de soluciones basicas, en este caso
todas las submatrices 2x2 son basicas excepto la que forman las columnas
tercera y quinta. En la siguiente tabla se presentan todas las soluciones basicas
obtenidas.

Variables Variables no | Matriz Solucién

basicas basicas basica basica Ik
wve xonwe 23 03000 S
X1Y X3 | X2, XaY Xs i(i (3,0,-9,0,0) No factible
X1YXa | X2, X3Y Xs i(l) (12,0,0,-18,0) No factible
ayn v 20 ooey | Remero
oy neye 35 wsson | N
ove xonye 39 Osonn
XsYXs | X1, X2y Xs g%) (0,0,-12,6,0) No factible
XaY X5 | X1, X2y X3 (1)2 (0,0,0,6,12) g:gg:gfagg

Veamos, mediante un ejemplo el concepto de punto basico degenerado
(menos de m componentes positivas) y no degenerado:
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Max z = X1-2Xo+5X3 - X4
st

X1+Xo+X3 =1

X1-Xo-X3 +2X4 =1

xi 20(i=1, 2, 3, 4)

El punto (1,0,0,0) es bésico degenerado
El punto (0,0,1,1) es basico no degenerado
El punto (1/2, 1/4 ,1/4 ,1/2) es no bésico

Veamos una serie de ejemplos de problemas de programacion lineal con dos
variables atendiendo al tipo de solucion que presentan:

i) Con solucién unica

Maximizar la funcion z = f(x,y) = 4x + 3y
st
30x + 20y <1800
X+y <80
X x=>0,y2>0

Y

)

Tiene por region factible la region sombreada.
Los valores de la funcidn objetivo en cada uno de los vértices son:

f(O) = f(0,0) = 0; f(C)=f(60,0) = 240; f(D) = f(20,60) = 260; f(E) = f(0,80) = 240
La solucion es Unica, y corresponde al vértice para el que la funcidn objetivo
toma el valor méximo. En este caso es el vértice D(20,60).
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ii) Solucién mdltiple
N Maximizar la funcion z = f(x,y)= 4x + 2y
EIE+r=t gt ox+y <4, x-y<1,x>0,y>0
- yly
\g Los valores de la funcion objetivo en cada uno de los vértices
< x som
v e ‘x._\ f(0)=f(0,0) = 0, f(A) =f(1,0) = 4
' f(B)=f(5/3,2/3) = 8, f(C) =f(0,4) = 8

La funcion objetivo alcanza el valor méximo en los vértices B y C, por tanto,
en todos los puntos del segmento BC.

Hay infinitas soluciones, solucion multiple, que corresponden a los puntos
del segmento situado entre dos vértices de la region factible. En estos casos,
como ya vimos en el capitulo anterior, la funcion objetivo es paralela a una de
las restricciones.

iii) Solucidn no acotada (No existe limite para la funcién objetivo)

Y| yuze/ Maximizar la funcién z = f(x,y) = x +y
sty <2x,y=>x/2

Tiene por region factible la zona coloreada que aparece en
la figura, que es una region no acotada. La funcion crece
indefinidamente para valores crecientes de x e y. En este

| = X caso no existe un valor extremo para la funcién objetivo,
/9 por lo que puede decirse que el problema carece de

solucion.

Para que suceda esta situacion, la region factible debe estar no acotada.

E auineiita

iv) Cuando no existe el conjunto de soluciones que cumplen las restricciones

Y Maximizar la funcion z = f(x,y) = 3x + 8y
st x+y z6,x+y =22,x20,y =0
No existe la region factible, ya que las zonas coloreadas que
aparecen en la figura son Unicamente soluciones de alguna
de las inecuaciones .Por tanto, el conjunto de soluciones del
2 sistema de desigualdades no determina ninguna region
Rty*2 =+y%6 o ctible. Este tipo de problemas carece de solucién.

2.5. Resolucion de un problema de programacion lineal
mediante el método grafico
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Lo que se pretende con el método gréafico es dar una visién geométrica del

problema que queremos resolver. Es evidente que su precision no es la deseada,

pero

w

oo

~

10.

11.

nos puede dar una aproximacion a lo que queremos resolver.
El procedimiento a seguir es:

Dibuje la grafica de cada restriccion sobre el mismo cuadrante no
negativo.

Convierta las desigualdades en igualdades y represente la rectas que
representan estas ecuaciones.

Escoja cualquier punto de ensayo que no pertenezca a la recta.

Evalue el primer miembro de la expresion. Sustituya el punto de ensayo en
el primer miembro de la desigualdad y obtenga el valor numérico.
Determine si el punto de ensayo satisface la desigualdad.

Si el punto de ensayo satisface la desigualdad original, entonces todos los
puntos que estén del mismo lado que el punto de ensayo satisfacen la
desigualdad, en caso contrario serd un punto no factible.

Localice la region de soluciones factibles (Region Factible).

Dibuje una recta arbitraria de la funcion objetivo, por ejemplo pasando por
el origen, para obtener la pendiente de la funcion objetivo.

Determine la direccion ascendente o descendente de esta recta.

Dada la pendiente de la funcion objetivo y teniendo en cuenta si es un
problema de maximizar o minimizar, determine el vértice del conjunto
factible que esté sobre la recta que representa la funcion objetivo.

Los valores de las variables de decision, en este vértice, dan la solucién al
problema.

El valor 6ptimo de la funcion objetivo se obtiene sustituyendo los valores
Optimos de las variables de decision en la funcion objetivo.

Ejercicio 3. Resolver graficamente el problema siguiente:
Un fabricante esta tratando de decidir las cantidades de produccion para dos

artic

ulos: mesas y sillas. Se cuenta con 96 unidades de material y con 72 horas

de mano de obra. Cada mesa requiere 12 unidades de material y 6 horas de mano
de obra. Por otra parte, las sillas utilizan 8 unidades de material cada una y

requ

ieren 12 horas de mano de obra por silla. EI margen de beneficio es el

mismo para las mesas que para las sillas: 5 euros por unidad. El fabricante
prometid construir por lo menos dos mesas.

Solucion: El primer paso para resolver el problema es expresarlo en términos
matematicos en el formato general de PL.

Funcidn objetivo:
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Maximizar z = 5x; + 5x»

en donde:
X1 = numero de mesas producidas
X2 = numero de sillas producidas

Restricciones del problema (st):

12x; + 8%, <96 (restriccion de material)

6x; + 12X, < 72 (restriccion de mano de obra)

X12>2 (restriccion de promesa del fabricante)
X1>0,X, >0  (restricciones de no negatividad)

Poniendo todo junto el modelo, se tiene:

Maximizar z =5x; + 5%,
st
12x; + 8%, < 96
6X1 + 12X, <72
X1 >2
X120,%2>0

La gréfica asociada al problema es:
A2
12 x1 = 2

10—

Ex1 + 12}::2 =72

.

Region
2r factible
| |
0 2 4 B g 10 12 Xy

Cualquier solucion que esté en la frontera o dentro del area sombreada
cumplird con todas las restricciones. Ahora se utilizara la funcion objetivo para
seleccionar la solucién optima.
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Representando por lineas discontinuas la funcion objetivo moviéndose hacia
el valor éptimo (maximo) del problema, tenemos:

#a
12

10

El valor optimo estard sobre la linea recta que representa a la funcion
objetivo, mé&s lejana al origen, pero que todavia toque la region factible. Esto se
muestra en la siguiente figura:

2
12

10

Con el punto 6ptimo localizado gréficamente, la Unica tarea que queda es
encontrar las coordenadas del punto. Nétese que el punto Optimo estd en la
interseccion de las lineas de restriccion para materiales y horas de mano de obra.
Las coordenadas de este punto se pueden encontrar resolviendo el sistema de
ecuaciones que forman estas dos restricciones. Las coordenadas de este punto
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resultan ser (6, 3). La sustitucion de este punto en la funcién objetivo da la
ganancia maxima: z = 5(6) + 5(3) = 45 euros.

En un problema de Programacion Lineal con dos variables, si la region
factible existe y es acotada, el valor 6ptimo de la funcién objetivo se alcanza
en uno de los vertices del poligono que limita la region, o a lo largo de uno de
los lados. Si la region factible no es acotada, la funcion objetivo no alcanza
necesariamente un valor éptimo concreto, pero si lo hace, éste se encuentra en
uno de los vértices de la region.

Si la regidn es acotada lo Unico que hay que hacer es calcular el valor de la
funcion objetivo en todos y cada uno de los vértices del poligono, y en aquel en
el que el valor de la funcion sea mayor (o menor) habremos alcanzado el punto
dptimo buscado. Si se da el caso de que los valores correspondientes a dos
vértices coinciden, éstos seran adyacentes, de modo que a lo largo de ese lado
del poligono se alcanza el mismo valor de la funcién objetivo, que es
precisamente el valor 6ptimo. En este caso, las lineas de nivel tienen la misma
pendiente que la recta que contiene a ese lado del poligono, es decir, son
paralelas.

2.6. Propiedades de las soluciones

Las soluciones de un problema de programacion lineal tienen diversas
propiedades, alguna de las cuales vamos ver.

Designemos por K el conjunto de las soluciones factibles de un problema de
programacion lineal; K es una region de R" determinada por la interseccion del
conjunto finito de restricciones lineales (2.2) y (2.3), por lo que K es:

i) K=, no tiene solucion el problema de programacion lineal.

i) K = &, cuando K tenga un namero finito de vértices que se puedan
alcanzar todos (poliedro convexo). Existe solucién de valor finito de la
funcién objetivo.

iii) K = &, cuando K tenga un namero finito de vértices que no se puedan
alcanzar todos (region convexa ilimitada). EI problema tiene solucion,
pero el maximo podria ser ilimitado.

Si K es un poliedro convexo, entonces K es la envolvente convexa de los
puntos extremos de K. Toda solucién factible podrd representarse como una
combinacion convexa de las soluciones factibles extremas de K (salvo el caso en
que el poliedro sea ilimitado).

Proposicion 2.1. El conjunto de soluciones factibles de un problema de
programacion lineal es un conjunto convexo.
Demostracion
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Sean X3 y X; soluciones factibles, entonces A X;=b, A Xz;=Db, X;> 0, X,>0.
Si formamos un vector X que sea combinacion lineal de éstos dos:

X=a X+ (1-a) Xo, AX=aAX;+(1l-a) AXo=a b+ (1-a) b=b
por lo que X es también una solucion factible.

Proposicion 2.2. Si K es un poliedro convexo, entonces la funcion objetivo z
dada por (2.1) alcanza su minimo en un vértice de K; ademas, si este minimo se
alcanza en varios puntos, también se alcanza en cualquier combinacion lineal
convexa de los mismos.

Demostracion

Sean X, Xa,..., Xp los vértices de K y sea X, una solucion factible minima,
esto significa que c" Xo < c' X para cada XeK.

X4

X3
X5

X2
X6

Xl X7
Se pueden dar los casos siguientes:
i) Si Xp es un vertice de K, ya estaria demostrado.

i) Si Xo no es un vértice de K, entonces X, se podrd poner como una
combinacidn lineal convexa de ellos:

p p
onz ai Xi;ai=0:; Z ai=1
i=1 i=1
Sustituyendo:

Minz =m= CT X():CT(OLl X1+ oo Xo +...top Xp)
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Supongamos que ¢’ X; = minc’ X;

mZCT(OLl X1+ oo Xg +...top Xl) :CT Xl(OLl+OLz +...+0Lp) :CT X12m

por consiguiente ¢’ X; = m, es decir, que existe un vértice de K en el que la
funcion objetivo z=c' X alcanza su valor minimo.

Para probar la segunda parte de la propiedad supongamos que z alcanza su
valor minimo en X, Xa,..., Xq Yy que X es una combinacion lineal convexa de
ellos:

X:Zq: oi Xi:ai=0, Zq:oti:].
i=1

i=1

CTX: CT(OL1 X1+ op Xo +... oy Xq) =0 C-r X1+ o CT X5 +... oy CT Xq =
= (moy + map +...+Mog) =m (ag + o2 +...+0g) =M

con lo cual la proposicién queda demostrada.

Proposicion 2.3. Si tenemos un conjunto de k vectores A, Ay,..., Ak, que
sean linealmente independientes y de forma que:

X1 At Xo Ao+...+ Xk Ak=Db

con las x; > 0, entonces, el punto X = (X, Xa,..., Xk, 0,..., 0)7 es un vértice del
conjunto convexo K de soluciones factibles.

Demostracion
Supongamos que X no fuera vértice, entonces podria expresarse como
combinacion lineal convexa de dos puntos distintos de K:

X=a X+ (1-0() Xo, OLE[O, 1], X1, XoeK

Puesto que las coordenadas de las soluciones factibles son no negativas y
o>0 debera ocurrir que las n-k coordenadas ultimas de X; y X, fueran iguales a
cero:

Xy = (X11, X124+ 0y X1ky 0,..., O)T
Xz = (le, X22,.v .y X2k, 0,..., O)T

con X; # X,. Ademas, por ser soluciones factibles, se cumple que AX;=b y
AX,=b, por lo que podemos escribir:

X11 Art Xo Ao +...+ Xk Ak=D
Xo1 A1+ Xoo Ao +...+ Xok Ak=Db
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Restando las expresiones anteriores obtenemos:
(X11 = X21) Azt (X12 - X22) Az +...+ (X1 - Xok) A =0

y por ser los vectores Az, Ao,..., Ak linealmente independiente Ilegamos a la
conclusion de que:

X11 = X21
X12 = X22

X1k = Xok

es decir, que X; = X3, lo que contradice el hecho de haber supuesto X; # X, por
lo que necesariamente X debe ser un vértice de K.

Proposicion 2.4. Si tenemos un vector X = (X1, Xa,..., X)' €S un vértice de K,
entonces los vectores A; asociados con las coordenadas X; positivas forman un
sistema linealmente independiente, de lo que se sigue que, a lo sumo, m de estas
coordenadas x; son positivas.

Demostracion:

Supongamos, para simplificar, que las k primeras coordenadas son las no
nulas, entonces :

X1 At Xo Ap+.. .+ Xk Ac=Db
Si los vectores Ai;, As,..., Ag son linealmente dependientes, podremos
encontrar una combinacion lineal de los mismos igual a cero con algun
coeficiente no nulo:
MAF LA L FAKAK=0
Asi tenemos:

k
z Xi Aj= b
i=1

k
82 Ki Ai:0
i=1

donde ¢ > 0. Si los sumamos y restamos:
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k

k
Z XiAi+SZ AA=b

i=1 i=1

k k
Z XiAi'SZ XiAi:b
i=1 i=1

Es decir, desarrollando las expresiones anteriores:

(X1+8}L1)A1+ (X2+8X2)A2 +...+(Xk+87uk)Ak: b
(X1-87\,1)A1+ (X2-87\,2)A2 +...+ (Xk-SKk)Ak: b

De manera que tenemos dos soluciones distintas del sistema de ecuaciones:

Xi= (X1 +€ht, Xo + € Aoy, X+ € Mi, 0,... 0)7
X = (X1-€h1, X2 - € Agyenny Xk - € Mk, 0,... 0)7

Sumando X3 y Xy, resulta:
Xq + Xo = (2X1, 2Xa,...., 2%, 0,... 0)'= 2X

Despejando X= %2 (X; + X5), lo cual contradice el hecho de que X sea vertice.
De ahi que, no puede hacerse la hipotesis de que los vectores A, Ay, ..., A sean
linealmente dependientes, por tanto son linealmente independientes y, como
estos vectores son m-dimensionales no podremos tener mas de m linealmente
independientes, de ahi que, como maximo, m de las x; seran positivas.

Proposicion 2.5. A cada punto extremo del poliedro convexo se encuentra
asociado un conjunto de m vectores linealmente independientes del conjunto

dado A, A,,... A, .

Demostracion

La Proposicion 2.4. prueba que existen k<m vectores linealmente
independientes. Para k =m la propiedad 2.5 queda comprobada.

Supongamos que k<m y que podemos encontrar solamente A ,,..., A

vectores adicionales tales que el conjunto A,,..., A, A,,...., A, para r<m es

linealmente independiente. Los n-r vectores restantes dependen de
A, A,,...,A . Esto contradice la suposicion de que tenemos siempre un

conjunto de m vectores linealmente independientes A,..., A, asociados con
cada punto extremo.
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Teorema 2.1. (Caracterizacion de los vértices de K)

El vector X = (X1, Xa,..., Xn)', de coordenadas no negativas, es un vértice de
K (conjunto convexo de soluciones factibles), si X3 A1+ X2 Ao +...+ Xp An=by
las x; > 0 son coeficientes de los vectores A; linealmente independientes.

Demostracion

La demostracién es inmediata aplicando las proposiciones 3y 4.

Resumiendo lo anteriormente expuesto mediante propiedades y teoremas
tenemos:

Si existe solucion al problema de programacion lineal, entonces hay un

veértice de K (conjunto de soluciones factibles) en el que la funcion objetivo

alcanza su minimo ( 0 su maximo). Max z = Min (-2)

Cada solucion factible basica corresponde a un vértice de K.

A cada vértice de K se puede asociar una base de dimensién m del conjunto

de vectores Ay, Ay, ..., An.

, . , , - n
El maximo namero de vértices que puede tener el convexo K es C;, m:( ] :
m

Aplicando un algoritmo Ilamado método del Simplex en un numero finito
de pasos (en general entre my 2m) se llega a la solucidn factible éptima.

2.7. Algoritmo del Simplex

El alumno debe aprender la utilizacion del método del simplex que
proporciona la solucién de un problema de programacion lineal, las diversas
circunstancias de su preparacion antes de aplicar el algoritmo y los casos
especiales identificables en la tabla solucion (Gltima tabla).

Sea el problema de programacion lineal:

Min z = ¢'X
st
AX=b
X>0

Supongamos que tenemos una solucion factible basica, es decir, se conoce
una solucion de punto extremo en términos de m vectores A; del conjunto

original de n vectores. Podemos hacer que este conjunto de m vectores
linealmente independientes sean los primeros m, es decir, que las variables no
nulas sean las n-m finales X = (X1, Xa,..., Xm, 0, ..., 0)" que verifica:
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XA +XA +. L+ X A =D, X 20,V (2.1)

Como los vectores A, forman una base en el espacio m-dimensional, R",
podemos expresar cada uno de los n vectores dados como combinacién lineal de

m

los vectores de esa base: Z“ij A=A, j=12..,n
i=1

y si escribimos todas las ecuaciones:

apA+au A+ tan A=A
ap A +tayhA +.ta, A=A

(2.2)
o, A+a, A+ +a, A, =A
y la funcién objetivo z tomaré en el vértice X el valor:
Z=C; X1+ Ca X2+ ... + Cy Xm (2.3)

Observando en (2.1) que, si A1, Ay,..., Ay es la base canonica de los
vectores unitarios entonces X;=bs, X=by, ..., Xm=bm.

Tomemos un j de modo que Ajno esté en la base dada, pues bien si a (2.1)
le restamos (2.2) multiplicada por un escalar 6;, resulta:

(Xl-ejotlj)Al"'(Xz-ejazj)Az'i' +(Xm-9jamj)Am+9jAj:b (2.4)

con lo cual, si elegimos 6; > 0, de modo que X; - 6; o ;= 0 para i=1, 2, ..., m
tendremos que el vector X’ = (X’1, X’2,..., X’n)" €s una solucion factible, donde:

X’i:Xi-ejOLijZO, i=1,2,...,m (2.5)
X’ = 6,- >0, i:j
x’;=0, en los demas casos

La funcién objetivo en X’ = (X’1, X’a,..., X'n)", solucién factible, toma el
valor

Z’=Ci X tCX ...ty X' mt0Ci =
:Cl(Xl-ejalj)+C2(X2-9jOsz)+ +Cm(Xm-9j0Lmj)+ejCj:
=2-6;(z-¢) (2.6)

donde z es el valor de la funcion objetivo en X, y z; viene dada por la expresion:
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Zj=CiaijtCrazjt ... +CmOnmj (2.7)

asi pues, en (2.6) vemos que debemos seleccionar 6; y j de forma que
verificandose (2.5) se tenga que 6j(z;-c;) sea positivo y maximo, con lo cual z’<z,
z’= z- 6; (z; -¢;). El procedimiento consiste, por tanto, en calcular las cantidades
(zj -c;) > 0 observando las relaciones (2.5), éstas corresponden a las variables
cuyos vectores asociados, si los incluimos en la base, mejoran el valor de la
funcién objetivo. Estudiaremos dos casos:

i) aij>0
i) OtijSO

Casoi): 6,20, 0;>0

Xi=Xi-0joi>0, 6< ;(—i’ 0= miin{i/aij >O} (2.8)
i i

y esto para cada j para el que se cumpla (z; -c;) > 0, a continuacion calcularemos
los productos 6; (zj -cj) y nos quedaremos con el indice j que da el producto
mayor, supongamos que éste es j=m+1, ello significard que seleccionamos el
vector Am+1, por otra parte, si el minimo en (2.8) se alcanza, por ejemplo, para
i=1, es decir:

Omet = m_in{i/aij >o}= X (2.9)

Qjj @ i

C X
ello significard que X1” = X1 - Om+1 01, me1 = X1 -—— o1, me1 = 0, por lo que la
O mu

nueva solucion factible X* = (X’1, X’2,..., X’n)' = (0, X', ..., Xm’, Oms1, O, ..., 0)"
sera un vértice de K (conjunto de soluciones factibles) si los vectores A, As,...,
A1 son linealmente independientes (Vea el teorema de caracterizacion de los
veértices de K).

Para probar que los vectores Ay, As,..., Am:1 S0n linealmente independientes,
supongamos que fueran linealmente dependientes, esto quiere decir que existira
Ai tal que

Ao Ao+ 7\,31' Azt ...+ AmAnt Amit Amir =0 (210)

para algin A; distinto de cero y, puesto que los vectores Ay, As,..., Ay Son
linealmente independientes, deberd ser Am+1#0. Por tanto, despejando Am+; de
(2.10), obtenemos:
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A, A A

Am+1=' AZ'_A3'...' m Am
ﬂ’m+l j’m+1 j’m+1
; - Mo
haciendo vy j=- (i=2,...,m)
m+1
Ana=7v2A2 +y3Az+...+ymAn (2.11)

Restando (2.11) de (2.2), con j=m+1, encontramos que
Ami1 =01 met AL + 0o met Ao oot O m me1 Am
O0=o01mt At + (02, me1 -7 2) Ao+t (O m met =Y m)Am

por lo que, al ser A;, A,,..., Anlinealmente independientes obliga a que oy m+1=0
y, sin embargo se supuso positivo (vea (2.9)).

En consecuencia, Az, A,,..., An+1 Son linealmente independientes, por lo que
X’ es un Vvértice de K y ademas vuelve a ser una solucion factible basica puesto
que tiene n-m coordenadas nulas y el resto son no negativas.

El proceso se volveria a repetir tomando X’ como solucién factible béasica
inicial y se iria repitiendo el proceso hasta encontrar zj-c; < 0 para todos los
valores de j=1, 2, ..., n, en cuyo caso ya no se podria disminuir la funcién
objetivo y, por tanto, se habria alcanzado el minimo con el vector X que se
tuviera en esa etapa.

Casoii): 9,-20, OtijSO

X’i:Xi-ejOLij
Z’=2-0i(zj-¢cj),con(z-¢c;)>0

Como se puede elegir un 0;tan grande como quiera, ocurrira que z’ tiende a
menos infinito, es decir, no existe solucion.

Cualquier problema de programa lineal puede reducirse a la busqueda de
minimos en un conjunto finito de puntos (las soluciones bésicas factibles). Por
supuesto encontrar todas las soluciones basicas de un programa lineal requiere
de grandes esfuerzos de célculo, Unicamente resulta sencillo en problemas con
pocas variables de decision. EI mas famoso de los métodos de resolucion de
programas lineales (el método Simplex) esta basado en la localizacion de una
solucién bésica inicial y el paso de una a otra hasta encontrar la éptima.
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1.- 3ume variables
de helgura
fforma estandai}

'

2.- Caleule una
primer solucion
pasica factible

3.- jExiste una solucian
basica faciible
acyacents que sea
mejor?

4.- Entonces calcule 5.- Entences la solucién

&l valor de la funeen 2 bésica faclible actual
para la nueya solucion es c»mima

Easica fachble

Dentro de los aspectos computacionales, la magnitud de los problemas
lineales que aparecen en la mayoria de las situaciones reales hace impensable su
tratamiento mediante el método simplex de forma manual. En tales situaciones
debe recurrirse al uso de los computadores electronicos. Sin embargo, el método
Simplex no resulta muy econémico desde un punto de vista computacional, ya
gue se almacenan y calculan muchos numeros que no son estrictamente
necesarios. Por ejemplo, en las tablas del simplex aparecen gran nimero de
ceros; para un humano no supone ningun problema reconocer los ceros y darse
cuenta que al multiplicar un nimero por cero resulta cero, 0 que sumar cero a un
numero no altera el resultado. Sin embargo, un computador no reconoce esas
situaciones y pierde tiempo realizando operaciones que realmente no son
necesarias.
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Teorema 2.2. Si en algun paso (puede ser el primero) del método simplex se
verifica que (z;- ¢;) <0, Vj (=1, 2, ..., n), entonces, el ultimo vertice obtenido
es la solucién optima.

Demostracion

Sea X = (X1, X2,..., Xn)" un punto extremo en el cual la funcién objetivo vale
Zo y para el que se verifica que (z;-¢j) <0, Vj (j=1, 2, ..., n).
Hemos de probar que para cualquier otra solucion (z; - ¢;) <0, Vvj (j=1, 2, ...,

n)
Y= (yli y2!-'-) yﬂ)T! con yl Z O

y valor de la funcién objetivo: z=c; y1 + C2 Yo+ ... + Ch Yn (2.12)

se verificazp < z.

Como (zj - ¢j) <0 = z; < ¢ y sustituyendo en la expresion (2.12) cada c; por
zj tenemos:

Z1y1+ 2o Yo+ ...+ ZpyYn<2Z (2.13)

Sustituyendo en (2.13) cada z; (j=1, 2,..., n) por su valor
m

Zi=CiajtCoazjt...+Chamj= Z Ciaij
i=1

tenemos:

m m m

(O ciain)yi+ (O] ciaigyst ... + (D) Ciain)yn<z

i=1 i=1 i=1

Agrupando términos en ¢ ; (i=1, 2, ..., m) se tiene:
n n n

c1 (D) anjyp+ca (D) azjy)+... (D) amy)<z (214)
j=1 j=1 =1

Puesto que Y es una solucién factible
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yiAity, Axt ... +yYAn=Dh (2.15)

Sustituyendo A; (j=1, 2, ..., n) por su valor:

m
Aj:Otlel'l'OszAz'l' +0LmjAm:z OLiin

i=1
Sustituyendo este valor en (2.15) para cada uno de los j:

)M(i ailAi)+Y2(§: aigAi)+,,_+yn(i ainA)=b
i=1 i=1

i=1

Ahora agrupamos términos en A i:
n n n
O arjy)AL+ (D) azjy)Ast ..+ (D] amjy)An=b
j=1 j=1 j=1
Como X es un punto extremo

X1 A1+ X Ao+ ...+ XnAn=Db

y por ser los vectores Aj, Ay, .., Am linealmente independientes, b se escribe de
forma Unica, por lo cual:
n n n
XL=D L oY Xe =D, 02yl Xm =D, AmjYj
j=1 j=1 j=1
Sustituyendo en (2.14) se tiene:

CitX1+CoXo+ ...+ CnXm<2Z

esdecirzy<z.

Ejercicio 1. Resuelva mediante el Método Simplex el problema de
programacion lineal siguiente:

Min z = -5X;+2X,-3X3
st
2X1+2Xo-X3<4
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3X1- Xo+X3<3
2X1+Xo+3X3<5
xi >0 (i=1, 2, 3)

Pasando el problema a forma estdndar afiadiendo variables artificiales, de
manera que tengamos una base candnica para comenzar el método del simplex:

Min z = - 5X;1+2X5-3X3+0X4+0x5+0Xe
st
2X1+2Xo-X3+Xs = 4
3X1- Xo+X3+X5= 3
2X1+Xo+3X +Xe= 5
xi 20 (i=1, 2, 3)

Primera tabla

Se lleva a la tabla los datos del problema y se comienza a operar de acuerdo
con el algoritmo del simplex:

¢[ 5 [2 |3 Jo |0 o
Base| cg b A A, As Ay As Ag 01 | 03
Ay 0 4 2 2 -1 1 0 0 2 | -
As 0 3 3 -1 1 0 1 0 1 |3
As 0 5 2 1 3 0 0 1 5/2 |5/3

Z, Zj, 0; 0 0 0 0 0 0 0 1 |5/3

z¢ | 5 | 2 [ 3 |0 0o
0i(zj-c))| - )

El vértice inicial de partida es X=(0, 0, 0, 4, 3, 5)". Para ver que vector sale
de la base y cudl entra operamos de la forma siguiente:
1) Calculamoszj=cio1j+Co02j+ ... + Cm Omj.

i) Calculamos (z; -c;).

L o A

.| x b
iii) Para los valores (z; -c;) >0 calculamos 6; = m_m{—' =—/a; > 0} .
ij ij

iv) Buscando que 6; (zj -c;j) sea positivo y maximo.
: | X .
v) Elvalor de i que hace min<—/a; > 0} nos proporciona el vector
i aij
I-esimo que sale de la base y, el valor de j que hace max 6; (z; - ¢;) nos
J

proporciona el vector j-ésimo que entra en la base.

Por ejemplo, para j=1, tenemos, z; = 02+03+02=0, z; - ¢; =0 - (-5)=5
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Realizadas las operaciones correspondientes, tenemos:
- El vector que entra en la base es el A; (max 01 (z; —¢;)=15=b).
j=1

- El vector que sale de la base es el As (01 = min{ﬁ = b, = §} =1).
=2 oy ay 3

El vector entrante en la base formara parte de la base canénica de manera
que el elemento pivote, en nuestro caso el 3, que se genera en el cruce del vector
que entra y el vector que sale, debera valer uno y el resto cero.

Este proceso se repite de forma iterativa hasta que se verifique (zj - ¢;) <0,
vj (=12, ..., n).

El vector A; que entra en la base se convierte en un elemento de la base
canonica. El elemento pivote (que ha de ser un 1) se forma en el cruce del vector

A
0
que entra con el que sale (A1/As). Veamos como se obtiene 1
0
Base | ce [ b [A [A [As [Ar [As [As |
As 3 3 -1 1 0 1 0
A1=As/3 1 1 -1/3 | 1/3 0 13 1 0
A, 4 2 2 -1 1 0 0
2:A1 2 2 213 | 213 | 0 | 213 0
Asi-2-A 2 0 83 | -53 | 1 | -23 0
As 5 2 1 3 0 |0 1
2:A; 2 2 213 | 213 | 0 | 2/3 0
As-2-As 3 0 5/3 713 | 0 | -2/3 1
Llevando lo anterior a la tabla, tenemos:
Ci -5 2 -3 0 0 0
Base Cs b A Ao Az Ay As As
Ay 2 0 8/3 -5/3 1 -2/3 0
Ay 1 1 -1/3 1/3 0 1/3 0
Ag 3 0 5/3 7/3 0 -2/3 1
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Segunda tabla

¢ | 5] 2 3 0 0 |0
Base Ce b Al A As Ay As Ag 03
A, 0 2 0 8/3 -5/3 1 -2/3 0 -
A -5 1 1 -1/3 1/3 0 1/3 0 3
A 0 3 0 5/3 7/3 0 -2/3 1 | 9/7
22,6, 5 | 5 | 5B | 53 | 0 | 53 | 0 |97
z¢; | 0 | -13 | 43 0 | 5,3 |0
0i(zj-cj) - 12/7 - - -
Entra A; y sale As.
Tercera tabla
¢ 5 ] 2 | 3] 0 0 0
Base Cs b A A As Ay As As
Ay 0 29/7=4.1448 0 2217 0 1 -8/7 | 5/7
A -5 4/7=0.5714 1 -47 0 0 37 -1/7
As -3 9/7=1.2857 0 57 1 0 -2/7 | 3[7
2,2, 0| A17=67142 | -5 | 5/7 | 3 | 0 | -9/7 | -4l
21, 0 | 97| 0 | 0 | -9/7 | -4l
6(z-<) T

Observando la tabla tenemos (z; - ¢;) <0, Vj (j=1, 2, ..., n), por lo que hemos
llegado a la etapa final. Para buscar la solucion dentro de la tabla miramos la
columna b y encontramos:

x1=4/7=0.5714, x,=0 (no aparece), x3=9/7=1.2857, z =-6.7142

El vértice final obtenido es X=(4/7, 0, 9/7, 29/7, 0, 0)". La solucién mediante
la matriz inversa asociada a la tabla del simplex, B la podemos encontrar
directamente en la ultima tabla del simplex observando los vectores
correspondientes a los de la base inicial, en este caso a los vectores A4, As Y Ag
de la tabla:

1-8/7 5/7
B ={A4, As, Ag}=|0 3/7-1/7
0-2/7 3/7
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1-8/7 5/7\4 2917
B'h=X,=|03/7-1/7 |3 |=]4/7
0-2/7 3/7)5 9/7

y la matriz B se obtiene de la primera tabla mirando la base que figura en la
ultima tabla del simplex, As, A1 Y As:

12 -1

B={A4, Al, Ag}: 031
023

Si resolvemos el ejercicio anterior con el programa LINDO, tenemos:

Min -5x1+2x2-3x3
st
2X1+2%x2-x3 <= 4
3Xx1- X2+x3 <= 3
2X1+x2+3x3 <=5

LP OPTIMUM FOUND AT STEP 2

OBJECTIVE FUNCTION VALUE

1) -6.714286

VARIABLE VALUE REDUCED COST
X1 0.571429 0.000000

X2 0.000000 1.285714

X3 1.285714 0.000000

ROW  SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES

2) 4.142857 0.000000

3) 0.000000 1.285714

1) 0.000000 0.571429

THE TABLEAU
ROW (BASIS) X1(A) X2(A) X3(A3) SLK 2(As) SLK 3(As)

1 ART 0.000 1.286 0.000 0.000 1.286
2 SLK 2(A;) 0.000 3.857 0.000 1.000 -1.143
3 X1(A;) 1.000 -0.571 0.000 0.000 0.429
4 X3(A3) 0.000 0.714 1.000 0.000 -0.286

ROW  SLK 4(As)
1 0.571 6.714
2 0.714 4.143
3 -0.143 0.571
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4 0.429 1.286

Operando de la misma forma para obtener las matrices:

1-8/7 5/7
B_l :{A4, A5, Ae}: 0 3/7-1/7
0-2/7 317

12 -1
BZ{A4, A]_, Ag}: 031
023

Ejercicio 2. Considere el problema siguiente:

Max z= 5x1+2X,+3X3
st
X1+5Xo+2x3<b,
X1-5X2-6X3< by
Xj >0 (i=1, 2, 3)

Para ciertos valores de los recursos, la solucion es:

Cj -5 -2 Cs 0 0

Base Cs b A A, Az Ay As
A -5 30 1 b 2 1 0
As 0 10 0 C -8 -1 1
z-c; |-150 | O a -7 d e

Calcule:
a) Los recursos.
b) Los valores de: a, b, c, d, e, cs.

Solucion:

Tabla 1

Base Cs b A A Az
Ay 0 b, 1 5 2
As 0 b, 1 -5 -6

(€3]

ololr|P|lo
olr|lo|Plo
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Tabla 2
Por la informacion que nos proporciona la tabla del enunciado, sale de la
base A4y entra A,

¢ [ 5] 2] 3] 0] 0

Base Cs b Al A Az Ay As
A -5 by 1 5 2 1 0
As 0 b,- by 0 -10 -8 -1 1
2,27¢, | 150 | 0 | 23 | 7 | 5 | 0

Identificando, tenemos:
a) b1: 30, bz- b1:10, b2: 40,
b)a=-23,b=5,¢=-10,d=-5,e=0, c3=-3

2.8. Determinacion de una base inicial

Hemos supuesto en el método del simplex que partiamos de una primera
solucién extrema a la cual teniamos asociada una base candnica. Veamos como
siempre es posible conseguir esto.

Si al introducir las variables de holgura necesarias para escribir el problema
en forma estandar ya tenemos la base candnica, podremos aplicar directamente
el método del simplex.

En la mayoria de los casos la situacion anterior no se producira, por lo que
tendremos que recurrir a métodos que nos conduzcan a él. Para conseguir partir
de una base canonica, para iniciar el método simplex, necesitaremos de lo que se
conoce como variables artificiales. Estas construyen un problema artificial méas
conveniente desde el punto de vista del método simplex.

Es oportuno resaltar la diferencia entre variables de holgura y variables
artificiales. Las primeras se introducen para convertir desigualdades en
igualdades, mientras que las variables artificiales se introducen para facilitar el
comienzo del método simplex.

La base canodnica inicial la configuraremos con las variables de holgura mas
las variables artificiales necesarias hasta tener esa base candnica.

Veamos, a continuacion, un método que nos ayude a resolver los problemas
que contengan variables artificiales.
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2.8.1. Método de la “M” o de Penalizacion

En este método la funcion objetivo se modifica para que imponga una
penalizacion muy grande sobre las variables artificiales en el caso de que
adquieran valores mayores que cero. Las iteraciones del método simplex
automaticamente fuerzan a las variables artificiales a desaparecer (a volverse
cero) una a una, hasta que todas quedan fuera de la solucion.

Consideremos el siguiente problema de programacion lineal planteado en su
forma estandar:

Minz =c'X
st
AX=Db
X=>0

Afadimos en las restricciones las variables artificiales necesarias para tener
en la primera tabla del simplex una base candnica, con lo cual tenemos el
sistema siguiente:

AX+1X,=b
X>0,X,20

Tenemos como solucién inicial: X, =b, X=0

Debemos buscar la forma de hacer salir las variables artificiales, es decir, las
Xa, Y que entren las otras variables. Para ello les asociamos un valor muy grande
M ( no es necesario especificar el valor de M) en la funcion objetivo.

Minz=c'X+M 1" X,
st
AX + 1 X, =b
X>0,X,>0

En la resolucion del problema por este método, pueden presentarse los casos
siguientes:
a) Tengamos solucidn finita:

i) Que el problema admita una solucion éptima, con todas las variables
artificiales iguales a cero, X,= 0, entonces la solucidn obtenida es Unica
y Optima.
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ii) Que el problema admita una solucion 6ptima en la cual encontraremos al
menos una variable artificial distinta de cero, X,;= 0, entonces el
problema original es imposible, no tenemos solucion.

b) Tengamos solucién no finita:

iii) Con todas las variables artificiales iguales a cero, X,= 0, en este caso
tenemos una solucion no finita.

iv) Exista al menos una variable artificial que sea positiva, entonces el
problema original es imposible.

Consideremos el siguiente problema:
Max z = X1+6X2-4X3
st
X1+2X2-X3 =20
2X1+ Xo*+X3< 40
2X1+ Xo+4X3> 55
Xi >0 (i=1, 2, 3)

Como explicamos anteriormente, para resolver este problema, debemos
construir un problema “artificial” que tiene, en caso de que exista, la misma
solucién 6ptima que el problema real.

Min z = - X1-6Xo+ 4X3+ 0 X4+ 0 Xs+ M X+ M X7
st
X1+2Xo-X3 + X5 =20
2X1+ Xo+X3+ X4 = 40
2X1+ Xo+4X3— X5+ X7 = 55
xi 20(i=1,2,..,7)

Primera tabla

Se llevan a la tabla los datos del problema “artificial” y se comienza a operar
de acuerdo con el algoritmo del simplex:

ci| -1 -6 4 0 0 M M
Base Ce b Al A, As Ay As Ag Ay 0
Ag M 20 1 2 -1 0 0 1 0 |10
Ay 0 40 2 1 1 1 0 0 0 140
A7 M 55 2 1 4 0 -1 0 1 |55

22,0 75M |3M | 3M [3M |0 |-M | M | M

zi-c; SM+1|3M+6 |3M-4 | 0 -M 0 0

0,(z1-C) 30M+60
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A los valores que hayan resultado ser (z;j -c;) >0, en nuestro caso se da para
varios j, elegimos la de mayor diferencia y aplicamos el criterio

0;= m_in{i/aij >O}
i A

U]

y buscando que 6; (z; -¢;) sea positivo y maximo, tenemos que entra A, y sale A,
que, por corresponder a una variable artificial, ya nunca mas volvera a entrar.

El vector entrante en la base formara parte de la base canonica de manera
que el elemento pivote, en nuestro caso el 2, que se genera en el cruce del vector
que entra y el vector que sale, debera valer uno y el resto cero.

Este proceso se repite de forma iterativa hasta que se verifique (z; - ¢;) <0,

vj (i=1, 2, ..., n).

Segunda tabla

o[ -1 | -6 4 J0 [0 M [ M
Base Cs b A A Az As |As [As | A7 0
A, -6 10 1/2 1 -1/2 0 0 - 0 -
Ay 0 30 3/2 0 3/2 1 0 - 0 1|20
A; M 45 3/2 0 9/2 0 |-1 |- 1 |10

Z, zj, 045M-60 |3M/2-3 -6 3M 0 |-M |- M

zc; BM22| 0 |[9M/2-1 [0 |-M |- |0

E)j(z,--c,-) 45M+10

Entra A; y sale A, que, por corresponder a una variable artificial, ya nunca
mas volvera a entrar.

Tercera tabla

o[ 1 [6 | 4 |0 0 M [M

Base Cs b Ay Ao Az Ay As As | Ay
A -6 15 2/3 1 0 0 -1/9 - -
Ay 0 15 1 0 0 1 1/3 - -
Az 4 10 1/3 0 1 0 -2/9 - -
22,0 50 | -8/3 | 6 | 0 | 0 |-2/9 |- |-
z¢, |53 |0 | 0 |0 [20 [- |-

Observando la tabla tenemos (z; - ¢;) <0, Vj (j=1, 2, ..., n), por lo que hemos
llegado a la etapa final. Para buscar la solucion dentro de la tabla miramos la
columna b y encontramos:
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X1= 0, X2=15, X3=10, X4=15, Xs=0, z=-50
Luego, la solucion del problema original planteado (maximizacion) es:

X1=0, X2=15, x3=10, z=50

2.8.2 Método de las dos fases
Supongamaos un problema planteado en su forma estandar
Minz =c'X
st
AX=b
X>0

Afadimos en las restricciones las variables artificiales, X,, necesarias para
tener en la primera tabla del simplex una base canonica, con lo cual tenemos el
sistema siguiente:

AX+1X,=b
X2>0,X,>0

Su resolucién se abordara en dos fases:

Fase I:
Esta primera fase consiste en resolver previamente el problema siguiente:

Minz=1"X,
st
AX + 1 X, =b
X >0, X0

Si el problema original tienen solucion factible, el minimo del problema
anterior se alcanzara cuando las variables artificiales X, =0y z=0.

Fase II:
En esta segunda fase, resolveremos el problema original planteado utilizando
la Gltima matriz obtenida en la Fase | y por tanto dicha base.

Consideremos el siguiente problema:
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Min z = X;- 2X;
st
X1 X > 2
X1 X > 1
X2 <3
X1=20,%X2>0

Vamos a resolverlo por el método de las dos fases. El problema con las
variables de exceso , holgura y artificiales y la funcién objetivo de la primera
fase (la funcion objetivo del enunciado se optimiza en la segunda fase) es :

Min z = a;+a,
st
X1+Xo- i+ a3 =2
- X1+Xo -hot+ 2, =1
Xo+ hz =3

pasamos a la tabla los datos y operamos segun el algoritmo del simplex,
tenemos:
Primera tabla

¢ |0 001 0 1 0
Base | cg b Al Ay As Ay As Ag A 0
A, |1 2 |11 11 0 0 0|2
As |1 1 |-11 00 -11 0|1
A; |0 3 /01 00 00 1|3
z|zle(3 |0 2 11 11 0|1
zi¢il0 2 -1 0 -10 0

Segunda tabla

¢ |0 0 01 01 O
Base Cs b Al A Az Ay As As Ay 0y 9A5
As 1 1 [2 0111 - 012]1
A, 0 1 |1 100 -1 - 0f-|-
Ar 0 2 |1 0001 - 1]2]2
zlz]e] 1 |2 0 -1 1 1 - 0]12]1

Zi-Cj 2 0 -1 0 1 -2 0

Oi(zic)|1 - - - 1

Solucidén de la tabla, h3=2, a;=1, X,=1, z=1, al ser la funcion objetivo de
minimizar y tener zj-cj positivos la solucion no es optima. Para los z-cj >0
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calculamos 6j, y el valor maximo de 6j(zj-c; ) se alcanza en x; y en h,, tomamos
X1 por tener mayor zj-Cj , sera la nueva variable basica, siendo a; la fila donde se
alcanza el valor minimo de 0; y por lo tanto la variable que deja de ser variable
bésica, la cual no volvera a entrar en la base y por lo tanto se puede eliminar de
la tabla, con lo cual terminamos la primera fase al obtener en la proxima tabla

z=0 con a;=0, a,=0.

Introducimos entonces la funcion objetivo original min z=x;-2X,

continuamos con el algoritmo del simplex:

Tercera tabla

¢ [1 2 0 0 o
Base| cg b |AL Ay As As Ar|0a3|0as
A 1 1/2 1 0 -1/21/2 0| - |1
Ao -2 3/2 0O 1 -1/2 -1/2 0| - | -
A7 0 3/2 0O 0 12 12 1|3 | 3
z]zle)| 52 |1 -2 12 32 0][3]1
zic; |0 0 1/2 32 0
0i(zi-c))| - - 32 32 -
Cuarta tabla
¢ [1 -2 0 0 0
Base Cs b Al Ay Az As Ay 9A3
As 0 112 0 -1 1 0] -
A -2 211 1 -1 0 0| -
A7 0 1]/-1 01 0 1|1
z|zle] 4|2 2 2 00
Zj-Cj -1 0 2 0 O

Solucion de la tabla, h,=1, x,=2 hs=1, z=-4, la solucién no es Optima. Para
los zj-c; >0 calculamos 6;, hy sera la nueva variable basica, siendo h; la fila
donde se alcanza el valor minimo de 6; y por lo tanto la variable que deja de ser

variable basica.

¢l|1 2000
Base| cg b [A1 Ay Az As A
As 0 2|11 0 0 1 1
A -2 310 1 0 0 1
Az 0 1]/-1 01 01
z|zle] 60 2 0 0 -2
Zi-Cj -1 0 0 0 -2

El punto extremo es X;=(0, 3, 0, 0, 0, 0), z=-6.




60 Investigacion Operativa

2.9. Soluciones multiples

Cualquier problema de Programacion Lineal con soluciones Optimas
maultiples (y una regién factible acotada) tiene al menos dos soluciones factibles
en los vertices que son optimas. Toda solucion Gptima es una combinacion lineal
convexa de las soluciones factibles basicas dptimas.

El método simplex se detiene automéaticamente al encontrar una solucion
factible basica dptima. Una vez que el método simplex encuentra una solucion
factible bésica Optima, se puede detectar si existen otras y, si es asi, se encuentra
observando si tengo algun vector j, tal que no pertenece a la base, pero que
cumple (z; - ¢))= 0, esto nos indicara que existe multiplicidad de 6ptimos.

Supongamos que ya hemos encontrado una solucion optima (minima) de un
problema y que se verifica (z;- ¢j) <0, Vj.

La funcion objetivoes: 2’ =z - 0;(zj-¢;) =z

no hemos mejorado la solucion anterior.

Repitiendo este proceso para cada una de las “j” que no pertenecen a la base
y verifican (zj - c))= 0, obtendriamos todos los vertices que son soluciones
Optimas. Tomando una combinacion lineal convexa de ellas, también seria
solucién 6ptima, por lo cual el problema tiene infinitas soluciones.

Compruebe, mediante el método simplex, que el problema siguiente presenta
dos puntos extremos.

Min z = X1-2X2+3X3

st
X1- Xo+X3 + 2X4 =10
Xo- X3< 1
Xot+ 2%, < 8

xi >0 (i=1, 2, ..., 6)

Los puntos extremos son: X;=(2, 0, 0,4, 1,0)", X,=(4, 1,0, 7/2, 0, 0)"
asi como toda combinacidn convexa de dichos puntos.

2.10. Soluciones degeneradas

Al desarrollar el algoritmo del simplex supusimos que las soluciones eran
siempre no degeneradas, de manera que, en un namero finito de iteraciones
Ilegabamos a la solucion éptima.
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Ahora bien, si al calcular el valor de 6; = minq—/a; >0; existen varios i
i aij

tal que minimizan i, no se podria hacer salir a la vez a todos ellos. Se podria
o

elegir uno cualquiera y, entonces, en el nuevo punto extremo al que se pasan

todas las coordenadas de X para las cuales se alcanza ese minimo serian nulas,

es decir, estariamos en un punto extremo que tiene menos de “m” coordenadas

positivas, esto es, un punto extremo degenerado.

Se identifica en la tabla simplex porque al menos una variable béasica tiene
valor cero en la columna de solucién. Este caso se presenta cuando se valora una
solucidn basica no unica, la cual se tiene con al menos una variable bésica de
valor cero en el sistema de m restricciones, alguna de ellas debe ser restriccion
redundante que contiene s6lo un punto vértice del conjunto factible.

2.11. El método del simplex revisado
Un procedimiento mas eficiente que el simplex en su version matricial es el

Ilamado simplex revisado.
Consideremos el siguiente problema de programacion lineal:

Minz =c¢c'X
st
AX=Db
X>0

donde A es una matriz de orden mxn y sea rang (A, b) =rang (A) =m.
Denotemos por A; la columna i-ésima de la matriz A y supongamos que los
m vectores linealmente independientes son los m primeros A;, Ay,..., Am, la
matriz B= (A1, Az,..., An) €s la matriz basica.
Descomponiendo la matriz A de forma que A=(B, N)

donde Bxm €s la matriz basica y N(mx(-m)), 1& matriz no basica (los Ai que no son
de la base).

X
Cualquier solucion basica es de la forma X:(X ° j
N
donde Xy=0y BXg=Db
Si Xg es una solucién factible basica, Xg = (X1, X2,, Xm, O, ..., 0)', tenemos

BXg=b, Xg=B?'b
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y puesto que
m
Aj :ale1+ O(«ZjA2+ +O(.mjAm:Z O(’”Ai

i=1
esto es

Aj:BXj, Xj:((xlj,()sz,...,OLmj)T, Xj:B-lAj

El valor de la funcién objetivo en ese punto es
Z= CBTXB: CBT B-1 b
y los valores de

m
Zi=CiajtCazjt...+tChomj= z Cillijj

m
- - T - T p-1 AT
Zj—z ciaij=cg Xj=cg BT A =LA
i=1

Donde A'= cg' B, al vector columna Ama se le denomina vector de
multiplicadores del simplex asociado a la base B.
Veamos el ejercicio siguiente. Dada la tabla 6ptima del Simplex:

Cj
Base | cg b |A1 Ay As Ay As Ag
A 0751 0 0 05 -05 -
As 1.75/0 0 1 05 05 -
A; 325/0 1 0 -0515 -
z|zi|-475]-2 -1 0 -05 -05 -
Zi-Cj 0 0 0 -05 -05

a) Haciendo uso de la matriz basica y/o de su inversa formule el problema de
programacion lineal que corresponde a la tabla anterior, si se sabe que la primera
restriccion es (=) y el resto (<). Escriba la solucién en el recuadro adjunto.

Ayuda: Max z=
b, -1 1 st
B=|b, 0 1
b, 0 1

b) Formule el problema Dual y de la solucién sin hacer operaciones.
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Solucion:
a) La matriz inversa se obtiene directamente de la tabla:

0 05 -05 2 -1 1
B'=|-1 05 05 |, BH*=B=|3 0 1
0 -05 15 1 0 1

A continuacion se calculan los vectores A; (j=1, 2, 3):

2 -1 1)1 2
A=BX=|3 0 1|0|=|3]| paraj=1
1 0 1)0 1
2 -1 1)0 1
A=BX,= |3 1(0 1

1 1 1) (1
2 -1 1)0.75 3
BX=b=|3 0 1|175 —{
1 0 1)325

La formulacion del problema seria:

Max z= 2X1+ X
st
2X1+ X >3
3X1+X,< 5.5
X1tX2< 4
X1, X2 >0

b) Operando con el vector de multiplicadores del simplex asociado a la base B,
2 -11

tenemos: ¢'=A"B=(00.505)[3 0 1|=(201)
1 0 1
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2.11.1. Determinacion de la inversa. Forma producto de la inversa

Sea B una base y B™ su inversa, si realizamos un cambio de base a la base
B,, podemos conocer B, en términos de B™.

En efecto, sea B= (A1, Az, A1, Ar Aria,..., Am) Y supongamos que al
realizar el cambio de base introducimos el vector A;y sale A,

Bi= (A, Az, At Aj, A, An), X=B1A;, B'Bi=R

donde R es la matriz identidad reemplazando la r-ésima columna por el vector
columna X;; esto es:

10..¢;...0
101l.a,;..0
00..x 1

La inversa de R la denotamos por E y viene dada por

10..-;/le .0
0l.-a,/a;..0

E:R'lz

Entonces B;'= R B'= E B™, a la matriz E se la denomina matriz elemental.
Cuando comenzabamos el método del simplex, tomabamos la base candnica,
es decir, Bi=l, B;* =1y Xg=h.
Siguiendo un proceso iterativo, tenemos:
B,y’=E; By =E1I=E;
83_1: E2 Bz-l = E2 El

y, en general la inversa de la base de la k-ésima iteracién se obtiene

B«l=Ex1Exs....E, E;
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que expresa la inversa como producto de matrices elementales. A dicha
expresion se la conoce como forma producto de la inversa.
2.11.2. Etapas del método del simplex revisado

Toda la informacién necesaria para aplicar el método del simplex se puede
escribir en una tabla:

KT: CBTB-1 Z= CBT B-l b Zj-Cj= KTAJ' G| |g -Cj :CBTEk-lEk-g EzElAj-Cj

Bt Xg=B'b | X;=B"A; |...| X{=EkiEkz.... E2E1A

La ultima columna representa la situacién en la k-ésima iteracion. En cada
iteracion hay que controlar si todos los (z; - ¢;) < 0 Vj, en cuyo caso ya
tendriamos la solucion optima. Si para algin (z; - ¢)) > 0y X; <0, la funcion
objetivo no tendria solucion finita.

2.12. Resolucion mediante programa de ordenador

1. Si el programa requiere que todas las variables sean no negativas, se
pondran de manera que cumplan esta condicién. Las modificaciones deben
ser hechas antes de introducir los datos en el programa.

2. Todas las variables de las restricciones deben aparecer en el primer
miembro, en tanto que todos los términos constantes (recursos) apareceran a
la derecha.

3. En la columna de variables de holgura (SLACK OR SURPLUS) vienen los
resultados de esas variables (por restriccion), las de valor cero indicaran que
el recurso se ha consumido en su totalidad.

El niumero de variables positivas (decision + holgura) al finalizar el Simplex
debe ser igual al numero de restricciones, de lo contrario el problema es
degenerado.

Hay que hacer notar que la presentacion de la salida depende del programa
utilizado. Nosotros, mientras no se diga lo contrario, utilizaremos el programa
LINDO (L = Linear IN = Interactive D = Discrete O = Optimizer).

Utilizando el programa LINDO para resolver el ejercicio 1, tenemos:

Min z = -5x1+2X,-3X3
st
2X1+2Xo-X3<4
3X1- Xo+X3<3
2X1+Xo+3X3<5
Xi >0(i=1, 2, 3)
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LP OPTIMUM FOUND AT STEP

OBJECTIVE FUNCTION VALUE

D

VARIABLE
X1
X2
X3

ROW
2)
3)
4)

NO. ITERATIONS=

THE TABLEAU

ROW (BASIS)
1 ART
2 SLK 2
3 X1
4 X3

ROW SLK 4
1 0.571
2 0.714
3 -0.143
4 0.429

-6.714286

VALUE
0.571429
0.000000
1.285714

SLACK OR SURPLUS

4.142857
0.000000
0.000000

2

X1

.000 1.
-000 3.
.000
-000 0.

o} S NeoNe)

.714
.143
.571
.286

RPObhO

Observando la salida del programa,

z=-6.714286; x;=4/7=0.5714,

2

X2

286
857

.571

714

REDUCED COST
0.000000
1.285714
0.000000

DUAL PRICES
0.000000
1.285714
0.571429

X3
0.000
0.000
0.000
1.000

el resultado es:

SLK 2
0.000
1.000
0.000
0.000

SLK 3
1.286
-1.143
0.429
-0.286

X»=0 (no aparece), x3=9/7=1.2857

Que coincide con el obtenido mediante el algoritmo del simplex.
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