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Introduccion

La presente memoria, enmarcada en el ambito de la teoria de campos escalares,
esta dedicada al estudio de las soluciones de naturaleza topolégica admitidas por el

sistema de ecuaciones en derivadas parciales no lineales

52 ¢z n 2 ¢z oU
—~ +
ozt 4= 0x2  O¢

j=1 73

=0 j=1,..n; i=1,..N (1)

donde usaremos la notacion habitual en la que los indices griegos conciernen a los
grados espacio-temporales y los latinos quedan restringidos a los espaciales, esto
es, z, = (xo,x;) = (t,x). ¢ = ¢(z,) = (¢*(x,.),d*(x,), ..., ¢" (z,)) es un campo
con componentes escalares y U = U(¢!, ..., ¢") es una funcién cualquiera de dichos
campos fijada por el problema. En una descripcién méas minuciosa nuestro trabajo
estd dirigido a identificar soluciones de la ecuacién (1) cuya densidad de energia
permanezca localizada a lo largo de la evolucion del sistema, es decir, soluciones de
naturaleza no dispersiva. Ello permite interpretarlas como particulas clasicas. Para
apreciar la peculiaridad de la propiedad mencionada téngase presente que para el
caso particular de la ecuacién de Klein-Gordon para un campo escalar en (1+1)

dimensiones ) )
O ¢(x0, 1) _ 9°¢(xo, 1)

2 2
oxg Oxy

las expresiones de tipo onda plana, cos(kzy +wxg) y sen(kz; & wwp) forman un con-

+m?¢(x0, 71) = 0 (2)

junto completo de soluciones bajo la condicién w? = k? +m?2. La solucién general
corresponde a una combinacion lineal de las ondas planas, las cuales se propagan
con velocidades diferentes, provocando el fenémeno de dispersién. Por ello, este
tipo de soluciones no cumple las caracteristicas indicadas en el parrafo precedente.
La adicién de términos no lineales a (2) proporciona la posibilidad de que el com-
portamiento dispersivo de las soluciones resultantes sea contrarrestado con la no
linealidad de tales ecuaciones de forma que, como consecuencia, (1) admita solu-
ciones del tipo sugerido. La literatura se refiere a ellas como ondas solitarias de

forma genérica, aunque es extendido el uso del término soliton'. Este analisis puede

!Determinados autores emplean este término de forma restringida para designar ondas solitarias
que preservan su identidad tras un proceso de colisién entre éstas.
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ser asociado al estudio de un sistema fisico lagrangiano en un métrica minkowskiana,
de tal modo que el término U(¢) describe el potencial asociado a la teoria fisica.
El vocablo soliton tiene su origen, en realidad, en la interpretacién de particula,
preservada incluso en la teoria cudntica. De forma genérica, haciendo abstraccion
de la teoria en que se presentan, estas soluciones suelen ser denominadas defectos
topoldgicos [139]. En la teorfa de campos escalares, el teorema de Derrick [43] nos
permite afirmar que la presencia de ondas solitarias, que viajan a velocidad con-
stante, tiene lugar sélo en un espacio-tiempo de (1+1) dimensiones. En este caso
particular, estas soluciones reciben el nombre de kinks [114] y es el concepto al que se
consagra esta memoria. En (2+1) y (3+1) dimensiones, en el ambito de las teorfas
cosmoldgicas, se relajan algunas de las exigencias sobre las ondas solitarias dando
origen respectivamente a los ribbons 'y domain walls, que tras la adecuada proyeccion
dimensional se identifican con una solucién kink. Muy celebrados son los defectos
topoldgicos que tienen lugar en teorias gauge; cuando se trabaja con las teorias
abelianas asociadas al grupo gauge U(1) en (2+1) dimensiones surgen los vdrtices,
mientras que para el grupo SU(2) en (3+1) dimensiones aparecen los monopolos.

Evolucién histodrica.

El nacimiento histérico del concepto de onda solitaria o solitén es bien conocido y
debido a una experiencia fortuita de J. Scott Russell en el ano de 1834. Su relato
acerca de este hecho describe admirablemente el fenémeno [129]:

1 believe I shall best introduce this phenomenon by describing the circumstances of my
own first acquaintance with it. I was observing the motion of a boat which was rapidly
drawn along a narrow channel by a pair of horses, when the boat suddenly stopped -not so
the mass of water in the channel which it had put in motion; it accumulated round the prow
of the vessel in a state of violent agitacion, then suddenly leaving it behind, rolled forward
with great velocity, assuming the form of the a large solitary elevation, a rounded, smooth
and well-defined heap of water, which continued its course along the channel apparently
without change of form or disminution of speed. I followed it on horseback, and overtook
it still rolling on at a rate of some eight or mine miles an hour, preserving its original
figure some thirty feet long and a foot to a foot and a half in height. Its height gradually
diminished, and after a chase of one or two miles I lost it in the windings of the channel.
Such, in the month of August 1834, was my first chance interview with that singular and
beautiful phenomenon which I have called the Wave of Translation, a name which it now
very generally bears; which I have since found to be an important element in almost every
case of fluid resistance, and ascertained to be the type of that great moving elevation of the

sea, which, with the reqularity of a planet, ascends our rivers and rolls along our shores.

Russell dedicé gran parte de su trabajo de investigacion al estudio de tal fenémeno.



INTRODUCCION 3

Figura 1: Recreacion del soliton de Russel en Union Canal de Edimburgo por la Heriot-
Watt University (1995).

Tras numerosos resultados empiricos obtuvo la relacién
c=+/g(h+n)

donde ¢ es la velocidad de la onda solitaria, 1 es la amplitud de la onda, h es la
profundidad del canal y ¢ es la aceleracion de la gravedad. Los afios siguientes
correspondieron a una etapa de transicion en los cuales los resultados de Russell no
fueron aceptados por muchos de sus contemporaneos, como en los casos relevantes
de Sir John Herschel o Airy. Fue en 1895 cuando Korteweg and de Vries propusieron

on 3\/§ on 20n 1 &

— =/ (et oo

ot 2V2\'0r 30r 3 0z
para describir ondas sobre fluidos de densidad p y tension superficial T' en canales
poco profundos, donde ¢ = %3 — %. Esta ecuacion admitia ondas solitarias co-

mo soluciones. El problema fue practicamente olvidado hasta tal punto que el

la ecuacién

resurgimiento de dichas soluciones supuso de nuevo cierta sorpresa.

Ya en 1955, Fermi, Ulam y Pasta propusieron, para probar la puesta a punto del
computador MANTAC (Los Alamos), el problema de la distribucién de energia en
una cadena de osciladores no lineales, caracterizado por las ecuaciones diferenciales

ordinarias no lineales acopladas

mii; = k(Yis1 + Yio1 — 2yi) + ka(yis1 — v:1)° — (v — ¥i-1)’]

donde y; = y;(t) con i = 1,....N —1 e yo = yy = 0. Los valores tipicos que los

programadores introdujeron en la maquina correspondian a valores iniciales y;(0) =
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sen %, 9;(0) = 0 con N = 64. El comportamiento que esperaban Fermi, Ulam y
Pasta era que la energia se distribuyera uniformemente sobre los modos de la cadena.
En vez de ello, la solucién encontrada concentraba la energia en los modos de forma
peridédica. Fue mas tarde, en 1965, cuando Zabusky y Kruskal obtuvieron el limite
continuo del problema anterior, llegando a la relacion

Po  090°¢ 0%

gior Tavorr T a0

donde § = % siendo h la distancia entre los osciladores. Esta ecuacion es equivalente
(reescalando las constantes del problema) a la de Korteweg-de Vries. El estudio
numérico de tal ecuacion reveld la presencia de las soluciones de tipo onda solitaria.
Fueron estos autores, Zabusky y Kruskal, quienes introdujeron por primera vez el
término soliton para tales soluciones. Estos resultados numéricos dieron origen a
un desarrollo posterior de ciertas técnicas para tratar dichas situaciones, generando
nuevas areas en la Matematica Aplicada y Fisica Matemédtica. Recientes trabajos
de relevancia [121] han sido obtenidos por P. Rosenay, Hyman, R. Camassa y D.

Holmk, dando origen a nuevos términos como compactones, peakons, etc.

Objetivo de este trabajo

El propédsito de esta memoria es identificar las soluciones de tipo kink presentes
en determinados modelos fisicos enmarcados en teorias de campos escalares de N-
componentes con un espacio-tiempo bidimensional. Un procedimiento estandar para
construir kinks es identificar las soluciones sin dependencia del parametro temporal
xo de las ecuaciones (1). Una vez obtenidas éstas, el uso de la invariancia lorentziana
nos permite introducir una dependencia temporal que guarda la forma de la solucion
a lo largo de la evoluciéon del problema. Subyace tras el esquema marcado la intima
conexion presente entre el problema planteado y la mecanica clasica, a través del
proceso conocido como simil mecanico. Una vez hallados los kinks en determinados
modelos fisicos en el ambito clasico y dada su caracterizacion topoldgica, es natural
preguntarse si mantienen su entidad en el marco cuantico. La respuesta es afirmativa
si las soluciones son clasicamente estables y ello motiva la cuestion de cémo se ve
afectada la masa de las particulas asociadas a los kinks clasicos, al menos a primer
orden en A. Finalmente, uno de los marcos mas brillantes de la Fisica Matematica
es el dado por la supersimetria, donde las soluciones kinks son albergadas de forma
singular.

A modo de presentacion, los puntos a abordar en este trabajo son:

e Estudiar la clasificacién completa de los modelos fisicos correspondientes a
teorias de campos escalares de dos componentes cuyo sistema mecanico aso-

ciado es de tipo Liouville y, en consecuencia, completamente integrable. Se
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obtiene la totalidad de las soluciones kinks presentes en estos modelos y el es-
tudio de su estabilidad clasica. El mismo analisis es considerado sobre modelos

presupersimétricos con superpotencial armonico.

e Desarrollar un procedimiento de estimacion de la correccién cuantica a primer
orden (one-loop) de la masa de los kinks encontrados en los modelos ofrecidos,
que evite la necesidad de resolucion del espectro del hessiano asociado, uti-
lizando técnicas asintéticas sobre la traza de tal operador mediante el andlisis
de la ecuaciéon de calor. Asi serd encontrada la alteracion a la masa clésica de

los kinks descritos en el primer punto en el marco cuantico.

e Extender la estructura ofrecida en el primer punto al marco supersimétrico, en
el que las soluciones kinks se presentan como estados BPS. En particular los
modelos fisicos denominados en esta memoria de Liouville admiten una exten-
sién supersimétrica generando los modelos de SuperLiouville. Clasicamente
generalizaremos la nocién de kink al de superkink siguiendo las directrices
marcadas por los trabajos de Manton.

Estructura de la Memoria

En el capitulo 1 de esta memoria, se recopilan los aspectos generales concernientes
al concepto de solucién de tipo kink que seran utilizados a lo largo de todo el texto
presentado. Quedaran asi fijados los convenios y la notacién usados en este tra-
bajo. Junto a ellos, la nocién central que queda presentada es el simil mecénico,
que basado en ansantz determinado por la transformacién de Lorentz, equipara
la identificacién de kinks con un problema mecanico. Como consecuencia de ello,
serd util hacer algunas resenas acerca de determinadas herramientas utilizadas en
mecdanica clasica. En particular resultara imprescindible la mencién de la ecuacion
de Hamilton-Jacobi. De forma paralela presentaremos, ademds, la mecanica clasica
supersimétrica [53], la cual introduce junto a los grados bosénicos de los campos es-
calares otros de caracter grassmanniano. Ello sera utilizado para abordar los tltimos
dos capitulos de esta memoria. De gran interés sera exponer las nociones generales
sobre kinks adquiridas en la literatura acerca de modelos fisicos ampliamente trata-
dos, tales como los ejemplos paradigméticos con espacio interno unidimensional del
modelo ¢* y de Seno-Gordon [114]. En tal caso, las ecuaciones de Euler-Lagrange
se corresponden con una ecuaciéon diferencial no lineal de segundo orden que admite
una integral primera conocida. Las soluciones de ondas solitarias pueden ser, por
tanto, obtenidas. Con la intencién de dirigir nuestro analisis a modelos fisicos de
espacio interno con mayor nimero de grados de libertad, son presentados ademaés, el
modelo Sigma O(2) Lineal y una deformacién de éste conocida como modelo MSTB
(tratado inicialmente por Montonen [98], Sarker, Trullinger y Bishop [125, 133, 134]).
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Ahora, las ecuaciones de Euler-Lagrange se corresponden con un sistema de ecua-
ciones diferenciales no lineales acopladas. Encontrar las ondas solitarias asociadas
a éstas, corresponde a un salto en dificultad nada desdenable, dado que en general
el problema deja de ser resoluble, tal como es advertido por Rajaraman [114]. Este
autor propone como técnica de identificacion de kinks el método de orbitas prueba,
que consiste en ensayar expresiones que caractericen las trayectorias de hipotéticas
soluciones sobre las ecuaciones diferenciales hasta hallar una respuesta correcta. Es-
ta forma de obrar fue aprovechado sobre el modelo MSTB hasta obtener unas pocas
soluciones. Sin embargo, el modelo ocultaba una rica estructura no apreciada por
los investigadores referidos. Anos mas tarde, fue Ito quien, apoyado en la separabi-
lidad en variables elipticas de la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi del sistema mecanico
asociado al modelo MSTB, obtuvo al completo la variedad de kinks existente, junto

con unas peculiares relaciones entre las energias de estas soluciones.

Es de justicia reconocer al modelo MSTB el papel de piedra angular en el presente
texto y fue la motivacién que auspicio este trabajo. De hecho una de las aportaciones
presentadas en esta memoria se basa en el reconocimiento de que este modelo no es
ni mucho menos tnico. Nuestra contribucién se centra en analizar los modelos que
admiten como sistema mecanico asociado un sistema de Liouville. Tal es asi, que
en el capitulo 2 se trata su generalizacion, verificando que no es un modelo singular
sino que pertenece a una familia de modelos con propiedades similares, los modelos
separables en coordenadas elipticas o de Liouville de Tipo I [109].

En los capitulos 3 y 4 se completa la posibilidad ofrecida por los modelos se-
parables Hamilton-Jacobi, mostrando los modelos que denominaremos de Liouville
de Tipo III, que tienen asociado un sistema mecanico separable Hamilton-Jacobi en
coordenadas parabdlicas; modelos de Liouville de Tipo II, separables en polares y los
de Tipo IV, separables en coordenadas cartesianas. En los capitulos mencionados 2,
3 v 4 se obtiene la variedad de kinks al completo y se indican las peculiaridades de
estos modelos, tales como su caracter presupersimétrico mediante dos vias distintas,
la presencia de relaciones entre las energias de distintas familias de kinks conocidas
como reglas de suma, etc. En el siguiente capitulo, aunque el cometido de identi-
ficacién de kinks sigue siendo el vigente, el enfoque es diferente. En este caso son
analizados los modelos de caracter presupersimétrico, lo que proporciona un sistema
de ecuaciones acopladas de primer orden mas sencillo que el proporcionado por las
ecuaciones de Euler-Lagrange. Un caso peculiarmente importante es el constituido
por aquellos modelos que incluyen un superpotencial arménico, dado que se corres-
ponden con el sector bosénico de la restriccién dimensional de los modelos de Wess-
Zumino (ampliamente tratados en la literatura bajo el &mbito de la supersimetria
[141, 142, 143]). Ello permitird de nuevo identificar la variedad de kinks presente.

Relajando la condicién de armonicidad sobre el superpotencial, la informacién sobre
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tal variedad sera parcial, aunque también de gran interés. Ilustraremos tal situacién
en el estudio de un modelo ampliamente tratado en la literatura, aunque de forma
incompleta, en el mero empleo del método de las orbitas prueba [14, 16, 18]. Como
recapitulacion podemos advertir que los capitulos 2, 3, 4 y 5 son dedicados a la
identificacién de los kinks clasicos en distintos modelos, discutiendo su estructura y
propiedades.

Dos interesantes ambitos en el que quedan enmarcados las soluciones de tipo
kink se ofrecen en los siguientes capitulos: el estudio de las correcciones cuanticas a
la masa clasica de los kinks y la generalizacién de los modelos exhibidos en el marco
supersimétrico. El primero de los propdsitos viene justificado por el hecho de que
la naturaleza topoldgica de las ondas solitarias obtenidas salvaguarda la entidad de
los kinks como particulas en la teoria cuantica. Sin embargo, la masa clésica sufrira
una alteracién cuya estimacién a primer orden en A (one-loop) suscita el andlisis
mostrado en el capitulo 6. Esta correccion es obtenida esencialmente mediante la
suma de los autovalores del operador de pequenas fluctuaciones de segundo orden
(el hessiano) sobre la solucién kink, lo que en nuestros sistemas se corresponde con
un operador de tipo Schrodinger. El problema espectral es complejo ya para los
casos con mundo interno unidimensional, de modo que en los casos que nos atanen,
con dos o mas campos escalares, el problema se antoja irresoluble. Para paliar tal
deficiencia, desarrollaremos técnicas para calcular la correccién cuantica mediante
métodos asintéticos en el calculo de la traza de un operador, basados en el analisis
de la ecuacién de calor por desarrollo en serie. Como resultado encontraremos una
formula que en términos del potencial del hessiano ofrece una aproximacion aceptable
de la correccion a primer orden demandada. Como parece pertinente ensayaremos
la respuesta ofrecida sobre los modelos paradigmaticos, estudiados en la literatura
[41, 120], es decir, el modelo ¢* y el modelo Seno-Gordon, lo que nos permitird la
comparacion entre los resultados obtenidos por el método desarrollado y la aceptada
como correcta en los diversos estudios. La importancia del desarrollo quedara latente
en la estimacion de la correccién cuantica a la masa de kinks de dos componentes,
presentes por ejemplo en los modelos MSTB y III[1][11]. En estos casos el calculo
exacto no es posible, de modo que el método asintético es el tnico que ofrece una

respuesta. Con ello finalizaremos el capitulo sexto.

El otro ambito de estudio anunciado introduce en los modelos fisicos una nue-
va estructura, la supersimetria [53], que es anticipada en el primer capitulo. En
este caso se anaden a la teoria grados de libertad grassmannianos (fermiénicos) en
tal modo que aparece una nueva simetria que entremezcla los grados bosonicos y
estos tultimos. Los kinks clasicos encontrados en la primera parte de la memoria
se manifiestan como posibles estados BPS de la teoria cuantica, lo que justifica el

andlisis de este marco. Una cuestiéon que subyace es si existen kinks con una ex-
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tensiéon grassmanniana, que verifiquen las ecuaciones de Euler-Lagrange de estos
sistemas fisicos. Incluso antes de esta pregunta hemos de recomponer la extension
supersimétrica de los modelos que hemos anticipado en esta memoria. De forma
novedosa, ello originara los modelos supersimétricos derivados de los modelos de
Liouville y que denominaremos como de SuperLiouville. Es apropiado cuestionarse
si los sistemas mecanicos asociados a éstos mantienen las propiedades que carac-
terizaban a los primeros, la separabilidad de variables y la presencia de integrales
primeras. Anticipando la respuesta, anunciaremos que la primera de éstas se pierde
mientras que la segunda se mantiene. La busqueda de estas integrales primeras en
sistemas dinamicos supersimétricos ocupa casi al completo el capitulo 7, en el que
seran mostrados los novedosos resultados encontrados. El siguiente capitulo, ultimo
de esta memoria, transcurre en el marco de la supersimetria en teoria de campos
con espacio-tiempo de (1+1) dimensiones, en el que sobre la base del simil mecénico
utilizaremos los resultados del capitulo precedente para abordar la identificacion del
concepto de kink en este ambito, el superkink. La pérdida de la separabilidad de los
modelos nos aboca a tratar con las ecuaciones de primer orden obtenidas de las inte-
grales primeras. La complejidad es entonces de forma genérica ineludible, de modo

tal que nos contentaremos con el cdlculo del superkink cldsico [93] que extiende el
TK1 en el modelo III[1][11].



Capitulo 1

Sobre Defectos Topolégicos de
tipo Kink

1.1 Introduccion

Dedicaremos el presente capitulo a asentar la base tedrica del estudio de los de-
fectos topoldgicos inmersos en una teoria de campos escalares de N componentes.
Quedara demostrado que el estudio de las soluciones kinks se equipara con un pro-
blema mecanico, lo cual justificarda algunas resenas acerca de la mecdanica clasica
como herramienta para afrontar dicho cometido. Sobre este punto, y unicamente
con proposito introductorio, analizaremos la mecéanica clasica supersimétrica. La
literatura sobre defectos topoldgicos introduce como ejemplos ilustrativos el modelo
¢* y el Seno-Gordon [39, 114]. Dada la importancia y la referencia continuada a
lo largo de esta memoria de los modelos mencionados, optaremos por analizarlos
de forma exhaustiva en el presente capitulo. Presentaremos, también, en este texto
los modelos Sigma O(2) Lineal y MSTB, ya conocidos [77, 78, 94]. Los resultados
encontrados, junto a otros presentes en la literatura, inspiran dos grandes vias para
el estudio de defectos topolégicos en nuestro ambito, uno basado sobre los sistemas
completamente integrables de la mecéanica clasica, ilustrados sobre los modelos de
Liouville, y otro en la base del concepto de superpotencial sugerido por las teorias
supersimétricas. Ambos procedimientos guardan una estrecha relacién, como vere-

mos.

1.2 De las ondas solitarias de tipo kink

En la introduccién de esta memoria ha quedado explicito nuestro interés en las
soluciones de onda solitaria de las ecuaciones diferenciales (1). La teoria varia-

cional a la que obedecen puede ser asociada a un sistema fisico natural embebido en
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un espacio-tiempo minkowskiano de (14n) dimensiones con signatura (+, —, ), -),
cuya dindmica es determinada por el comportamiento del funcional accion

S[8] = / 07 L6, 0,) (1.1)

donde L es la densidad lagrangiana

£16,0,0] = 5 0461 00" — U(9) (1.2

donde:=1,2,... Ny pu=0,1,....n.

Un sistema fisico relativista debe ser invariante por la accién de las transforma-
ciones del grupo de Poincaré, esto es, su funcional accién no se ve afectada bajo las
transformaciones [117]:

o Traslaciones espacio-temporales: dzt = ie’ P,xt = €, donde P, = —i0,. Esto

tiene como consecuencia la aparicion de las corrientes conservadas

j,uzz = _guu£[¢> au¢] + au¢jau¢j

cuyas cargas
P, - / 't (—gu0L16, 0,0) + 0,800 (1.3)

corresponden a la energia Py y a los momentos lineales P;, i = 1,...,n, aso-
ciados al sistema fisico. Mas explicitamente, y referidas a sistemas naturales,

recobraremos las expresiones:
1 . 1 o
Rl = £l [ @ (Jawae + Jovos +ue) (0

e Rotaciones Lorentz dx" = %iep"Mpgx“ = e"’z,, donde se introducen los ge-
neradores infinitesimales M, = i(x,0, — x,0,) + S, siendo S, hermitico

y satisfaciendo el mismo algebra que el primer término de M,,. Ahora, las

corrientes aparecen como
j/ﬂ/p - (_gp)\c + a,ugbzau¢z>(gi\xp - g;\xl/) = .j,ul/xp - jHPxV
siendo las cargas pertinentes

M,, = /dnx(jouxp - jOpxu) v,p=0,1,...n
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Los operadores infinitesimales introducidos por mor del teorema de Noether se ven
sometidos al cumplimiento del algebra de Lie-Poisson caracterizado por las opera-
ciones

[P vy b p] =0

(M, Py] = —igup Py +igup Py

(M, M) = —i6,,M e + 16, M5 + 16,,M,,, — 0,5 M,
Las simetrias advertidas son catalogadas como espacio-temporales. El sistema fisico
puede incluir, ademas, simetrias internas resultantes de la invariancia respecto de
transformaciones uniparamétricas de los campos escalares, los cuales conforman el
espacio interno. Los generadores de tales transformaciones (denotados como B)
constituyen un algebra compacta G. De forma simbdlica, los generadores introduci-
dos hasta el momento cumplen las relaciones:

[B,P] =0 [B,M] =0 [B,B] ~ B

Entonces, el lagrangiano asociado a nuestro sistema fisico disfruta de simetrias que
se hallan sujetas a un algebra que corresponde a la suma directa de la de Poincaré
y la referida a las simetrias internas, P €& G. Lo que acabamos de manifestar fue

enunciado de forma precisa en 1967 por Coleman y Mandula en el siguiente teorema:

Teorema 1.1 (de Coleman-Mandula) [35]: Bajo las hipdtesis,

1. La matriz S estd basada en una teoria local de campos cudnticos en el espacio-
tiempo de 4 dimensiones.

2. Existe un numero finito de particulas diferentes asociadas con estados de una

particula de una masa dada.

3. Existe un gap de energia entre el vacio y los estados de una particula.

se cumple que el dlgebra de Lie mds general de simetrias de la matriz S contiene
los operadores momento-energia P,, los generadores de rotacion Lorentz Myg y un
numero finito de operadores escalares Lorentz B;, donde estos ultimos forman un
algebra de Lie de un grupo compacto.

Este resultado implicaba importantes restricciones sobre los sistemas fisicos que
pueden ser construidos para describir el mundo realista. El teorema declaraba la
diferente entidad que tenian las simetrias espacio-temporales y las simetrias internas
en este punto de la teoria. Fue, entonces, el esfuerzo de aunar éstas, el detonante
que auspicié el nacimiento de una nueva estructura cobijada bajo el nombre de
supersimetria, fuera de las hipdtesis del teorema anterior. En este capitulo haremos
mencién en una forma simple a este nuevo marco dentro de la mecéanica, dejando
para capitulos sucesivos un estudio profundo en el marco de la teoria de campos en

(141) dimensiones.
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El desarrollo del funcional accién (1.1) para un sistema natural sobre pequenas
deformaciones d¢ del campo, proporciona la expresion

Sl¢ + 6¢] = Sole, 3¢] + i[9, 0¢] + Sa[¢, 6¢] + 0(d¢”)

donde Sy es dado por (1.1)-(1.2). El sumando S [¢], originado por las perturbaciones
a primer orden, es

d¢'

de modo que siguiendo el principio variacional podemos afirmar que las soluciones

Sl[(b] — _/d1+nx5¢z’ (8u8”¢i+ aU)

clésicas (correspondientes a los puntos criticos del funcional accién) cumplen

U
a9’

O¢' = (1.6)
condicién que corresponde a las ecuaciones de Euler-Lagrange en el presente caso y

que reproducen (1). El espacio de configuracién vendra constituido en la forma:
C' = {¢(wg, ;) € Maps(R'™ RY) / Py[¢] < +o0}

Las variaciones a segundo orden originan la presencia del sumando S3[¢], definido

por
1
2

Sol¢)] = / 4"z 5 (@j 8,0" + Oy )«W (1.7)

0Pt 0P
y cuyo andlisis nos permitird estudiar la estabilidad para las soluciones de (1.6). El
término (1.7) introduce el operador de pequenas fluctuaciones a sequndo orden,

~ 0?U

— 5. "

H = 6, 0,0" + 56300 (1.8)
El tratamiento de deformaciones sobre una solucién estatica ¢ que contintien siendo
consistentes con la dindamica del sistema, nuevas soluciones de (1.6), nos traslada al
anélisis de la condicién H §¢(2, z;) = 0. Desarrollando las deformaciones d¢(x, ;)
en modos normales sobre la variable temporal, esto es, d¢(zg, z;) = A, e“™d¢(z;),

el estudio de la estabilidad se transforma en el problema espectral

0*U
toloNolold

Hép; = {—5jk VZ+ } S = WO, (1.9)
donde deben ser identificados los valores propios del operador diferencial hessiano
‘H. Se puede aseverar que si tal operador tiene un cardcter hiperbodlico las soluciones
seran inestables, mientras que en otro caso se garantiza la estabilidad de la solucion
considerada.
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Un resultado general es la presencia en el problema espectral descrito en (1.9)
de [ autofunciones con autovalor asociado nulo, modos ceros, para aquellos casos
en que se presenta una familia [-paramétrica de soluciones estéticas ¢ = ¢(z,c) =
¢(x cry..., ). Ello es puesto de manifiesto dado que al variar infinitesimalmente
el pardmetro ¢; sobre una solucién ¢(x ¢y, ..., ¢, ..., ¢;) obtendriamos de nuevo una
solucién del sistema ¢(x cq, ..., ¢; + ¢, ..., ¢), 1o que legitimiza a la expresion

9¢
801‘

como funcién propia del operador hessiano. Una comprobacion directa es mostrada

%’(%0) =

por los calculos

2 k k 2
Hii(z,c) = <—5jkv2+ al )8?_ 5jkv2a¢ ou

0PI OPF 6¢38cz
0 oy, U
~ (-7 55) -0
donde ha sido usado el hecho de que ¢(z) = (¢'(x),...,¢™(x)) es una solucién

estatica del sistema fisico.
En particular resulta conocido que la invariancia traslacional del sistema es-
tablece que si ¢(z) es una solucién estética, también lo serd ¢(z + ) para cualquier

valor de 5 € R. Es, por ello, que podemos reconocer de forma inmediata un modo

8¢ _ 99
o

Otro marco muy interesante de estudio de la estabilidad del conjunto de solu-

cero (modo traslacional) con funcién propia 3 asociado al hessiano.

ciones presentes en el sistema fisico se apoya en la teorfa de Morse [101, 97]. Las
soluciones son tratadas como caminos sobre cierta variedad sobre la que se estudia
su estabilidad mediante el teorema del indice [94, 9, 95, 96]. Un estudio sumamente
detallado y su aplicacién sobre deformaciones del modelo Sigma O(N) Lineal es
dado en [65].

1.2.1 Soluciones de vacio

De aquellas soluciones presentadas por el sistema seran sumamente importantes las
configuraciones que se corresponden con los minimos absolutos de la energia, debido
a que, desde el punto de vista cuantico, estas soluciones cldsicas proporcionan el
valor esperado del operador campo en el estado fundamental de la teoria. Por este
argumento emplearemos el término punto de vacio para designar a dichas soluciones,
como un preestadio de la dindmica cuantica.

Sobre un sistema fisico con densidad lagrangiana (1.2) elegiremos el convenio de
hacer corresponder al minimo absoluto del potencial U(¢) con el valor nulo, hecho
que no cambia el comportamiento de la dindmica. Con la anterior afirmacion esta-

mos haciendo la suposicién implicita de que los sistemas que estudiaremos incluiran
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un término potencial semidefinido positivo. En estos supuestos el funcional energia
es también semidefinida positiva. Asi pues,

Definicién 1.1: Llamaremos soluciones triviales o puntos de vacio, que deno-
taremos como ¢, o simplemente v, a aquellas configuraciones de los campos que

verifiquen que

€[] =0
Esta condicién implica necesariamente el cumplimiento de
0P, Oy
a) o=t ) U6) =0

Dado que asumimos que los potenciales son semidefinidos positivos, bajo la condi-
cién b) subyace implicitamente el requisito W(@,) = 0, es decir, ¢, son minimos
absolutos del término potencial.

Definicién 1.2: Llamaremos variedad de ceros o de vacios M al conjunto de

soluciones del espacio de configuracion formado por los puntos de vacio, esto es
M = {¢, : Maps(R"",RY) / U(¢) = 0}

Dada una configuracion que corresponde a un punto de vacio ¢, debe tenerse en
cuenta que si G es el grupo de simetrias internas del lagrangiano, también debera
serlo cualquier otro valor del campo que resulte de la accién de las transfomaciones
de G sobre dicho punto de vacio, esto es, G¢, € M. Llamaremos orbita de vacio
sobre ¢, al conjunto de puntos de vacio que surgen por la accién del grupo G sobre
el vacio ¢,. Sobre el concepto anterior puede introducirse el moduli de la variedad
de ceros Mod(M) como el conjunto formado por las érbitas de vacio presentes en el
modelo.

Es obvio que las soluciones referidas en M son estables por motivos energéticos,
no existen otras soluciones con menor energia. Para enfatizar este hecho puede
verse fécilmente que en el caso unidimensional n = 1 el hessiano presenta la forma
H = —4= + H, donde H es la matriz 3 ¢a 5 ¢b [¢,]. El problema espectral se apoya,
ahora, en la diagonalizacion de la matriz H en la forma

2 2
Hy = <—d21+H>¢:< d —SATA™ + AHA™ )Aw':
dxy dx?

2
= A (—ddQI + Hd> Y = AP = WP AY = WPy
1

donde H? es una matriz numérica diagonal. En el caso de que A sea regular, el
problema inicial es equivalente a la resolucion del espectro

<_dd_[+Hd> w w2¢/
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que queda desacoplado en n problemas unidimensionales sobre cada modo normal

d2 d / 2.1
——— + Hj; | ¥y =w™Y;
(=i 1)

Puesto que los puntos de vacio son minimos del potencial U(¢) podemos asegurar
que los autovalores de la matriz H¢ son positivos, o en algin caso, se admiten
nuevos modos ceros asociados a las simetrias del espacio interno. Sobre cada uno
de los modos normales aflora un espectro continuo soportado sobre los H;;, cuyas
funciones propias corresponden a ondas planas. En el lenguaje cuantico, dirfamos
que aparecen mesones de masa m? = Hj;.

El ejemplo paradigmatico, que nos permitira ilustrar de una forma sencilla los
conceptos que iremos mostrando, corresponde al modelo Sigma O(N) Lineal, cuya

accion viene determinada por la expresion
1+n 1 ¢ A t 2)2
S=[d*tx §aﬂ¢a#¢ —Z(gzﬁgzﬁ —a?) (1.10)

siendo ¢ = (o1, @2, ..., d) un campo escalar de N componentes en un mundo re-
lativista de (1 + m)-dimensiones. Asi, la variedad de vacio presente en este caso
es M = {¢p € C | ¢¢' = a*}. El caso particular en que n = 1y N = 1 es el
vastamente tratado modelo ¢*, que estudiaremos en secciones posteriores.

1.2.2 Defectos Topologicos: Kinks

En el texto precedente hemos descrito aquellas soluciones que hacen nula la energia
y hemos integrado éstas en el conjunto M. Tras estudiar un sistema fisico en el
marco clasico, surge como cuestién inmediata si el problema tratado tendra consis-
tencia tras el proceso de cuantizacion. En el marco clasico, por ejemplo, el sistema de
oscilador armoénico admite un minimo para ¢ = 0, sobre el que afloran una gran can-
tidad de nuevos estados en el estadio cudntico, el fundamental de los cuales verifica
que (@) = 0. Andlogamente, para sistemas mecanicos de una particula caracteriza-
dos por potenciales con minimos degenerados, el proceso cuantico genera un estado
fundamental de minima energia que resulta de la mezcla de los estados surgidos
sobre cada uno de los minimos, via efecto tunel. Este resultado queda prohibido en
la teoria de campos dado que en este caso el efecto tunel implicaria la penetracion
a través de una barrera infinita de energia, que conllevaria la violacién de la con-
servacion de la energia. Se tiene, entonces, la existencia de sectores desconectados
asociados a cada vacio, sobre los que tienen su génesis los niveles cuanticos. Respec-
to del modelo ¢*, los estados cudnticos brotan independientemente sobre el vacio

vl = —a y sobre v? = a.
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De las soluciones kinks:

Ahora bien, todos los argumentos utilizados en el teorema anterior seran validos para
soluciones con dependencia espacial que conecten asintéticamente diferentes vacios.
Esta observacién da pie al estudio de soluciones de naturaleza topolégica (defectos
topolégicos). Para dar una descripcién de este tipo de soluciones nos cenimos a la
definicién introducida en [114].

Definicién 1.3: Llamaremos kink, onda solitaria o soliton' a soluciones no
singulares del sistema de ecuaciones (1.6), cuya densidad de energia permanece lo-

calizada y puede ser escrita bajo la forma
e(zo, x) = e(x — vay)
donde v = (vq,...,v,) es interpretado como un vector velocidad.

Es decir, la densidad de energia es localizada y se mueve con velocidad constante.
Este ansantz nos permite atisbar que las soluciones buscadas pueden obtenerse a par-
tir de soluciones estdticas mediante una transformacién de Lorentz?. La definicién

anterior fuerza a las soluciones kink a cumplir una serie de requisitos, que enuncia-

mos:
.y . B . Ogx
1. Por su condicién de estaticidad, ¢x = ¢k (x), es decir, T 0.
Zo
2. Corresponden a puntos criticos del funcional energia de la teoria de campos
1
E[¢]:/dx{§v¢-v¢+[](¢)} (1.11)
de modo que se cumpliran las ecuaciones:
“ 9%¢; OU
= — =1,...,.N 1.12

3. Dado que la energia de un kink es finita, los dos sumandos de la integral (1.11)
deberan serlo por separado, al tratarse de magnitudes semidefinidas positivas.
La finitud de la contribucion energética asociada al término potencial implica
que

i ol (r) € M (1.13)

'El término solitén es a veces acuiiado por algunos autores para designar soluciones que bajo
los mismos requisitos de la definicién conservan su entidad tras procesos de scattering.
2Conocida una solucién estatica, la invariancia lorentziana del sistema permite generar nuevas

soluciones ¢(xg,z) = ¢ (\“”/1%) que cumplen la definicién 1.3, donde v es el vector velocidad

asociada al avance de la solucion.
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mientras que dicha condicién sobre el término cinético obliga a que

o 0%k ()

z—5% Ot

-0 (1.14)

Las soluciones introducidas hasta el momento (cuya biisqueda en diversos sis-
temas fisicos motiva esta memoria) son aquellos elementos del espacio de configura-
ciones estaticas

C = {¢(z) € Maps(R",R™) / €&l¢] < oo}

que son puntos estacionarios del funcional (1.11). Quedan incluidas en la definicién
de C las soluciones triviales o de vacio y las soluciones kinks. Como ya fue advertido,
estas soluciones no pueden ser deformadas continuamente a otras que impliquen
puntos de vacio distintos sin previa violacién del principio de conservacion de la
energia, de tal manera que pertenecen a nuevos sectores que permanecen desco-
nectados. El espacio de configuracién estard constituido por la unién de dichos
sectores, C = UCy, donde C4 son los espacios de configuracién determinados por
los caminos que conectan los vacios v® y v°. En particular, las soluciones triviales
asociadas al vacio v’ pertenecen al sector Cj;, el cual puede ademds integrar otras
soluciones de tipo kink. Para sectores que atinen vacios diferentes, la bisqueda de
configuraciones que correspondan a puntos criticos del funcional (1.11) nos reporta
inapelablemente soluciones de tipo kink. Nos referiremos al conjunto de todas las
soluciones de tipo kink como la variedad de kinks y serda denotada por Ck.

Un concepto muy til [25] y que permitird escribir de forma simple la informacién

introducida en la variedad de soluciones Cyk sera:

Definicién 1.4: La variedad de Moduli de soluciones kinks es el espacio cociente
de la variedad de soluciones Cx con respecto al producto del grupo compacto de
simetrias internas G con el grupo asociado a las simetrias del espacio, esto es,

Cx

En base a la condicién (1.13) obtenemos una relacién entre la dindmica del
sistema fisico y las propiedades topolégicas del mismo. Los sectores desconectados
que conforman el espacio de configuracién C de un sistema fisico son determinados
por las clases de homotopia del conjunto de aplicaciones que van desde OR"™ a la
variedad de ceros M.

La conexion intima entre la dindmica y conceptos topoldgicos nos permite recabar
informacion sobre el comportamiento del sistema fisico incluso antes de iniciar la
manipulacién de las oportunas expresiones dinamicas. En particular, nos permite

identificar los sectores desconectados que conforman el espacio de configuracién. Es
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usual distinguir cada uno de dichos sectores mediante una carga topolégica Q7 que
en el marco cuantico se convierte en un observable. Esta carga viene asociada a la

corriente de naturaleza topologica

3¢, 0ug] = € O,

Viene a presentarse como un hecho curioso que teorias fermionicas que admiten una
identificacién con teorias bosénicas mediante el proceso de bosonizacién, relacionan
la corriente bosonica topoldgica con otra de naturaleza fermidnica asociada a una
simetria local de tal teorfa [36, 144, 91].

Un problema diferente a la clasificacién de los sectores desconectados de C es
estudiar si estos sectores realmente albergan alguna solucion, que corresponda a
algin elemento de Ck. En la proxima seccién mostramos los aspectos generales en
la identificacion de éstas, que seran desarrolladas posteriormente en los sucesivos

capitulos de esta memoria.

1.2.3 De la busqueda de kinks

El cometido de este trabajo es explorar diversos sistemas fisicos que admiten un
proceso de ruptura de simetria, con el propésito de obtener soluciones de tipo kink.
Estos corresponden a puntos criticos de la energia (1.11), esto es, cualquier variacién
de los pardametros de los que depende la solucién no repercutird sobre £[¢]. Funda-
mentado en este hecho enunciamos un importante resultado debido a Derrick (1964)
y Hobart (1963),

Teorema 1.2 (de Derrick) [43]: Dado un sistema fisico natural con espacio
minkowskiano plano, sélo podremos encontrar soluciones kink (respetando la defini-
cion 1.3) cuando el sistema se halle en un mundo (1+1)-dimensional.

Este resultado restringe nuestro estudio, encaminado a la bisqueda de kinks, al
andlisis de sistemas fisicos naturales de (1+1) dimensiones espacio-temporales. El

funcional (1.11) se convierte en:

€[4 :/dx{%;lfl ;lfi +U(¢)} (1.15)

Observando (1.15), podemos enunciar lo que viene en conocerse como

Simil mecdnico [114, 33, 37]: El estudio de las soluciones integradas en el
espacio de configuracion C de la teoria cldsica de n campos escalares en un sistema
fisico con mundo relativista de (1+1)-dimensiones, cuya dindmica es dominada por
la expresion (1.15), y el problema de determinar la trayectoria de una particula en un

mundo euclideo de n-dimensiones en Mecanica Clasica son problemas equivalentes.

Para observar la analogia, tan so6lo hay que equiparar las siguientes magnitudes en

los dos problemas descritos:
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Mecanica Clasica H Teoria de Campos
Posicién T 10) Campo
Pardmetro temporal t 1 Parametro espacial
Potencial V(x) —-U(¢) Término Potencial
g 1 d¢* d¢'
Lagrangiano | L = 3 'zt =V(x) | —L= §dj1 dfl U(¢) | Densidad energia
to b
Accién / dtL / dxi L Energia
t1 a
1 de¢t dg’

1., .
Energia | F = ia'cljj' +V(z) | L

= 5 dr dan U(¢p) | Integral primera

El simil mecénico nos otorga el beneficio del uso de todas las herramientas de la
Mecénica Clésica para afrontar el problema de identificar las soluciones kinks de un
modelo. En este punto en la revision de los conceptos generales de la teoria de cam-
pos, abordaremos tres importantes esquemas en el ambito de la Fisica Matematica:
la Mecdnica Cldsica, y al anadir magnitudes de entidad grassmanniana, la Mecdnica

Pseudoclasica y la Mecdnica Cldsica Supersimétrica.

1.2.4 Mecanica Clasica

En nuestra intencién esta en los proximos parrafos hacer una somera descripcién de
las herramientas que, desarrolladas en este ambito, seran utilizadas en posteriores
analisis de las soluciones de tipo defecto topolégico. Pieza clave sera, por ejemplo,
la teoria de Hamilton-Jacobi.

Formalismo lagrangiano

Como ya hemos anunciado de forma genérica en secciones precedentes, toda la infor-
macién pertinente a la dindmica del sistema fisico queda incorporada en el funcional

accién, definida en este caso como

t
s= [ L
t1
donde ¢(t) es una magnitud valorada sobre una variedad riemanniana, que usual-
mente representa la posiciéon de una particula puntual, y donde el lagrangiano
L(q",¢") es una funcién dependiente de las coordenadas (¢°, ¢') del fibrado tangente
TM, donde 1 <1 < n siendo n el niimero de grados de libertad del sistema.

El principio de Accién de Hamilton establece que las soluciones son puntos esta-

cionarios del funcional accidn, esto es, S = 0. El analisis funcional para dicha
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condicién se traduce en el cumplimiento del siguiente sistema de ecuaciones diferen-

d (0L oL
— - | = — 1.1
dt (Gq'Z > oq (1.16)

que conforman las conocidas ecuaciones de Euler-Lagrange para la Mecanica Clasica.

ciales de segundo orden

Las necesidades planteadas por la busqueda de soluciones kink nos permiten
restringir nuestro interés a lagrangianos naturales y auténomos

L=§gz~jqq3—V(ql,---,q) (1.17)

donde introducimos la métrica g;; de la variedad riemanniana en la que se estudia
el sistema fisico. Las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a (1.17), escritas en
un sistema de coordenadas, proporcionan el siguiente sistema de ecuaciones diferen-
ciales: ‘ ‘
d’z'  _ daddx® OV
e g ar 9 9 =0
Teorema 1.3 (de Noether) [10]: Si el sistema tiene como simetria un grupo
uno-paramétrico de difeomorfismos h® : M — M, s € R (esto es L(hiv) = L(v)
para cualquier v € TM ), entonces el sistema admite la constante del movimiento o

integral primera

_ 0L dh*(q)
0§ ds o0

El teorema de Noether en la forma presentada genera integrales primeras lineales en

I

las velocidades ¢'. Generalizaciones [119] de este teorema han sido realizados para
incorporar invariantes con dependencias no lineales (simetrias ocultas).

Formalismo Hamiltoniano

Otro modo de abordar la Mecanica Clasica es trabajar en el espacio de fases coor-
oL
4 dq"
posiciones ¢. Sera el hamiltoniano construido a partir del lagrangiano (1.17), via la

denado por (¢%, p;) donde p; = son los momentos generalizados asociados a las
transformacion de Legendre, H(q',p;) = pi¢° — L(q;, ¢*), la entidad que contiene la
informacion sobre la evolucién del sistema fisico. De forma méas geométrica diriamos
que del fibrado tangente 7'M usado en el formalismo lagrangiano pasamos a trabajar
en el fibrado cotangente T*M, los cuales para los sistemas fisicos naturales son
isomorfos via la transformacion de Legendre. El fibrado cotangente admite una

estructura de variedad simpléctica natural definida sobre la 2-forma
w = dp; A dg’

donde hemos elegido las coordenadas (¢°, p;) segiin la condicién de Darboux. Las

ecuaciones del movimiento (1.16) son ahora determinadas por las ecuaciones de
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Hamilton .
d¢ OH dp;  OH

at op; dt _8qi

de modo que las n ecuaciones diferenciales de segundo orden sobre la coordenada

(1.18)

¢', que nos proporcionaban las ecuaciones de Euler-Lagrange, se convierten en 2n
ecuaciones diferenciales de primer orden en las variables ¢* v p;, las cuales reciben
el nombre de ecuaciones candnicas.

Toda variedad simpléctica admite una estructura de variedad de Poisson, en el
que se define la operacion binaria de paréntesis de Poisson,

of 99 Of dg

ke = p: gt dq A

(1.19)

de modo que las ecuaciones de Hamilton (1.18) adquieren las sencillas expresiones

dq’ ; dp;
— ={H,¢
dt { , 4 }P dt

lo que permite describir la evolucién temporal de cualquier magnitud fisica F' me-

= {H7pi}P

diante la ecuacidn:

F={H Fp

Ahora, podemos caracterizar una integral primera I, como aquella magnitud que
verifica

{H,It+}p =0 (1.20)
Ademas, se tiene:

Teorema 1.4 (de Arnold-Liouville) [10, 109]: Sea el espacio de fases T*M =
R?*" de un sistema fisico hamiltoniano (dotado de un sistema de coordenadas candni-
cas (q,p)) con el paréntesis de Poisson estandar y hamiltoniano H(q,p). Si existen
n integrales primeras Fy, con k = 1,...,n en involucion y funcionalmente indepen-

dientes, el sistema fisico es completamente integrable (resoluble por cuadraturas).

La integrabilidad en el sentido de Liouville obliga a la aceptacion por parte de
los sistemas fisicos de tantas integrales primeras como grados de libertad disfruta
el sistema. La mayoria de los sistemas fisicos no son integrables, a pesar de lo cual
la integrabilidad es una propiedad deseada porque genera una rica estructura en el
espacio de fases, junto con la predicibilidad y regularidad del sistema [119].

Por lo visto hasta ahora, tenemos dos procedimientos que nos permiten estudiar
la presencia de invariantes o integrales primeras, uno de ellos es mediante el teore-
ma de Noether, lo que nos permite encontrar integrales primeras asociadas a una
simetria ligada a un grupo de Lie, y el otro, mas general que el anterior, basado
en la relacién (1.20), se fundamenta en encontrar expresiones I cuyo paréntesis de

Poisson con el hamiltoniano sea nulo. Este tiltimo punto ha originado una cantidad
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ingente de trabajos [71, 72, 67, 116, 73, 8]. Entre los méds celebrados se encuentra
el trabajo realizado por Hietarinta [71, 72] que permite clasificar los sistemas fisicos
completamente integrables que presentan un potencial polinémico de grado menor
o igual a cinco con una integral primera dependiente a lo sumo de forma cuartica
en los momentos. Por otra parte, Rafiada [119] identifica sistemas que son sobrein-
tegrables, esto es, con presencia de un numero de invariantes superior a los grados
de libertad del espacio de configuracion.

La trascendencia del formalismo hamiltoniano reside en que trata en igualdad
de condiciones las variables ¢' y p;.

Teoria de Hamilton-Jacobi

La teoria de Hamilton-Jacobi [63, 85] tiene el propdsito de identificar una trans-
formacién canénica que relacione las antiguas variables canénicas (', p;) con otras
nuevas (Q°, P;) que permanezcan constantes a lo largo del tiempo. De este modo, las
ecuaciones que especifican el cambio de coordenadas en el espacio fasico proporcio-

nan las expresiones de las soluciones. Tal esquema puede ser alcanzado considerando

0Fy

5 es nula, lo que permite construir la

que la hamiltoniana transformada K = H +

ecuacion de Hamilton-Jacobi

OF, OF, OF,
H(q¢" ... ¢" —= ... —=:t —2 =9 1.21
(q ) ) q b aql ) b aqn b) ) _I_ at ( )

que se manifiesta como una ecuacién en derivadas parciales. La resolucién de (1.21)
nos proporciona la dependencia de la funcion generatriz F, respecto de las vie-
jas coordenadas ¢° y respecto de los nuevos momentos P; que, por construccion,
son constantes del movimiento (integrales primeras) que denotaremos por «a; con el

proposito de enfatizar este hecho. Entonces, conocemos
F2 = j = j(q17 vy Qpy Q14 ool Ol t)

donde se obvian constantes aditivas. Ademés, las nuevas coordenadas Q° son de

nuevo valores constantes (3; que verifican

0J (q,a,t)

Q==

lo que nos permite obtener las soluciones del modelo. Finalmente, es beneficioso y
jugara un papel sustancial en esta memoria encontrar un significado a la funcién
generatriz J(¢', o, t). Dado que

dJ 07 . 07

=it =psi—H=1L
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entonces
J = / dtL (1.22)

es decir, la funciéon generatriz es una primitiva del lagrangiano, escrita en funcién
de las variables ¢' y «;.

1.2.5 Mecanica PseudoClasica

En mecénica cldsica las magnitudes z¢ describen las posiciones de particulas pun-
tuales de caracter bosonico. Pero en la naturaleza tienen presencia dos tipos de
particulas, los bosones y los fermiones. En esta seccion se pretende introducir una
descripcion clasica de los fermiones implantando un nuevo esquema conocido como
mecdnica pseudocldsica, apelativo que da cuenta de las reminiscencias cuanticas del
esquema. El propdsito perseguido es introducir los conceptos de este marco y asentar
la notacién y convenios que posteriormente seran utilizados en sucesivos capitulos,
los cuales suelen aparecer dispares en la literatura.

Los fermiones aparecen en la teoria de campos como particulas de naturaleza
puramente cuantica, las cuales son descritas por magnitudes que verifican un algebra
de Clifford C. Si queremos obtener el comportamiento clasico debemos considerar
la contraccion de tal algebra en el caso de que el valor de h sea nulo. En ese caso
el algebra de Clifford C se convierte en el dlgebra de Grassmann By, a la vez que
las magnitudes que describen los fermiones pasan de ser operadores a cantidades
clasicas. En este particular, el anticonmutador de los L generadores 67 € By, es
nulo, esto es,

0'07 + 676" = 0 Vi, j=1,...,L

Cualquier elemento de este algebra a € By puede ser expresado como una com-
binacién de los productos de los L generadores 6°, de modo que puede ser escrito
que

a=aol+ ) a. ib0;.bs, (1.23)

Es usual en el &mbito de la Fisica clasificar las magnitudes en dos tipos: aquellas que
implican en el desarrollo (1.23) un ntimero par de factores en los productos de los
generadores grassmannianos, lo que induce un caracter bosénico a tales magnitudes,
y aquellas que introducen un ntimero impar de factores, lo que les proporciona una

naturaleza fermiodnica.

Formalismo lagrangiano

Ahora, consideraremos la expresién de un lagrangiano que pueda caracterizar un
sistema fisico encuadrado en la mecéanica pseudoclasica. La situacion mas sencilla

y a la vez rica que podemos contemplar, es aquella que introduce un espacio de
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configuracién N' = Bj_, formado por un grado de libertad bosénico y dos grados
grassmannianos o fermidénicos, esto es, (z,0;,60;). El lagrangiano es una funcién
de las coordenadas de TN y debe incluir el término cinético debido a los grados
bosonicos junto a su término potencial y ademas, el término cinético atribuido a
los grados fermidénicos, junto con un término que acopla los grados bosonicos y

3

los grassmannianos llamado acoplamiento tipo Yukawa’. Asi, queda propuesto el

lagrangiano pseudoclésico [30],

1 n
L= Sii —V(a) + %eaea +iR(x)0,0

donde usamos el convenio de Einstein sobre el subindice o. La expresién anterior
es directamente generalizable a un nimero arbitrario de grados de libertad. Asu-
miendo que el espacio de configuracion N' = Br_,® (N) @By _g es parametrizado
por las coordenadas (z°,6%,65) con i = 1,2,..., N, podemos construir la expresién

lagrangiana escrita como

1 . .
L=-ilil — V(z)+

5 L0960 + iR (x)0l0k (1.24)

20!06

donde j,k = 1,..., N y por sencillez asumiremos que el acoplamiento Yukawa es
debido a un factor R, simétrico en los indices. Las ecuaciones de Euler-Lagrange
nos proporcionan las ecuaciones del movimiento

OV ORy

Oz9 Z(?:L'j

que determina la dindamica del sistema fisico en estudio. Ademds, la invariancia por

i]

06, = 0 0] = —R;,0% 0) = Ry 0%

traslaciones temporales conduce a la conservacién de la energia o hamiltoniano:

1., _
H = Si'd/ + V(x) — iR ()0]05 (1.25)

Formalismo Hamiltoniano

En esta seccién nuestra preocupacién consistirda en estudiar si los sistemas pseu-
doclasicos soportan la implementacion del formalismo hamiltoniano [82]. Para ello

definimos el momento generalizado para las nuevas variables en la forma usual?,

Tor = L% - %eg (1.26)

3 Adviértase la necesidad en este caso de considerar dos tipos de variables grassmannianas para
justificar la presencia del acoplamiento tipo Yukawa. Si hubieramos considerado sélo un grado
fermidnico no se hubiese podido generar términos de ese cariz.

4En lo sucesivo trataremos de evitar el uso del indice i para evitar la posible confusién con
respecto a la unidad imaginaria.
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Observamos la coincidencia salvo factores de las variables grassmannianas con sus
momentos generalizados [51]. Esto constituye una condicion de sequnda especie sobre
el espacio de fases o fibrado cotangente T*N . Este posee 6n grados de libertad y
es coordenado por (x*, 0%, 0%, pk,ﬂ-glle,ﬂ-glg), aunque la dindmica queda restringida a
una variedad de 4n grados de libertad. El hamiltoniano, entonces, debe incorporar
la situacion descrita de tal forma que consideramos

1. . . . b
Hy = Si9d + V() = iRyu(w)8]05 — (v, — %eg{m

donde hemos introducido multiplicadores de Lagrange de naturaleza grassmanniana
[46]. Las ecuaciones de Hamilton se escriben ahora segin las expresiones
. OHrp ) OHrp OHr . OHr

1) = L= — A 0 = T, = x
p; Pi 0z’ @ OTgs b 99l

donde es de resaltar la diferencia existente entre los grados bosénicos y los fer-
mionicos; mientras que para los primeros las ecuaciones de Hamilton introducen un
cambio de signo, en los segundos el signo permanece inalterado. Bajo el uso de estas
ecuaciones podemos eliminar los multiplicadores de Lagrange de forma que podemos
encontrar el hamiltoniano

L. :
Hr = §$jxj + V(@) + Rji(x)(mgs01 — WH{H];)

que proporciona el adecuado flujo. Sobre el esquema planteado puede ser implemen-
tada una variedad de Poisson, donde la operacion de paréntesis de Poisson (1.19) es

generalizada en la forma

OFOG OFOG 0 o . 1.9 o
Gl Op; 07 O’ Op, e 00, 8%G 2 Omy 06}
1.0 o i 9 0
< — -F
2 89&87‘('92161 4 87% (97‘1'95‘x

G

de modo que las ecuaciones del movimiento se escriben como

d? - dp; e’ : dmys
— ={H,a’ —L = {H p, —= ={H, 0 « ={H,m,
dt { y &L }P dt { 7pj}P dt { ; a}P dt { 77T9a}P
o bien, de forma general para cualquier magnitud fisica F' podemos manifestar que
dF
— ={H, F
g~ Ul

Ahora, con toda la maquinaria hamiltoniana, una constante del movimiento [106,
107] o integral primera I debe verificar la condicion:

{H,I}p =0
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A efectos de célculo, la condicién de segunda especie (1.26) puede resolverse en
primera instancia, de modo que podemos trabajar con el hamiltoniano (1.25) y el
paréntesis de Poisson definido en la forma
OF 0G  OF 0G o 0
(Foy,=29 0000 p 0 0
Op; 0¢7  Oq’ Op; 00%, 06,

Ello sugiere las siguientes operaciones primarias:
{pj,a*}p =0 {2 p={p;m}p =0 {0),05}p =i6""0up (1.27)

Los resultados pueden ser trasladados al ambito cuantico teniendo en cuenta que
las magnitudes clasicas se convierten en operadores y los paréntesis de Poisson en
conmutadores segun la prescripcién de Dirac, { }p — [ |, respecto del sistema

natural de unidades. Las operaciones cudnticas verificarfan [124]:

b7, 2% = —i0y {0005} = 0"bas  [a7.02] =0 [p},00] =0 (1.28)

J J

El andlisis plasmado en esta seccién nos ha permitido incluir grados grassmannianos
en la mecanica clésica. Una restriccion de los modelos pseudoclasicos caracterizados
por (1.24) nos trasladard a la ultima de las estructuras que queremos introducir, la

mecanica clasica supersimétrica.

1.2.6 Mecanica Clasica Supersimétrica

Una de las estructuras mas ricas y estudiadas en los tultimos anos en el marco
de la Fisica Matemadtica viene constituida por la supersimetria [53]. Existen varias
formas de introducir este esquema, la mas bella de las cuales, desde nuestro punto de
vista, esta basada en el concepto de superespacio y que mostraremos en los capitulos
sucesivos. En esta seccion, sélo pretenderemos introducir de una forma sencilla
lo que viene a ser denominado como mecdnica cldsica supersimétrica. Este nuevo
ambito es un caso particular del aparecido en la mecanica pseudoclasica. El hecho
primordial es construir una simetria del lagrangiano pseudoclasico que entremezcle
los grados bosénicos y los fermidnicos. Asi, sobre la expresion (1.24) estudiaremos

las variaciones dadas por

Variacién 1: Variacién 2:
ozl = 6! o) = £}
00 =icid 5o = ieg’ ()
6.0 = —icfi(x) 026 = icid

donde puede observarse como las variaciones de la variable de caracter par son pro-
porcionales a las variables grassmannianas multiplicadas por un parametro grass-
manniano infinitesimal €, lo que permite recuperar la naturaleza bosénica de la va-

riable 27. La analogfa es total con respecto al comportamiento de las perturbaciones
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grassmannianas. La variacion inducida sobre el lagrangiano viene determinada como

nlL =

qT

dt

2

[ 1 .. .
Rkjj?k + §f]:| 59%—

ov

8 J + Rjkfk:| E@J

aR]k

0! 676%
o'

+

1 . 1 . ..
—:t]s@{} + 5]”58%—

0oL =

d

dt

+

(1. 1. ..
§$]50%:| — §gJ50{+

r 1] ..
Rkji’k + §QJ:| 69{—

ov

83+Rjkg:| (9+

aRjk

0L676%
ozt

+

Con objeto de que las variaciones 1 y 2 correspondan a simetrias del sistema fisico,
debe imponerse que las variaciones inducidas 6;L y oL se transformen en la ex-
presion de una divergencia. Esta situacién puede ser obtenida si son verificadas las
siguientes condiciones sobre las magnitudes definidas con anterioridad,

10W oW 0?W ow

(.I'):——.—. Rjk:_—k = —

2 0xd Oxd 0xidx ori
donde W (27) es una funcién de los grados bosénicos que es denominada superpo-
tencial. Introduciendo estas circunstancias sobre la expresién (1.24) alcanzamos el

lagrangiano de la mecéanica clésica supersimétrica

1., 1OW oW *wW
L= —iiil 4+ 919] _Z _ k 1.29
S S S g 0 o (1.29)
que lleva asociado el hamiltoniano (al restringir (1.25) al presente caso):
1 1OW oW O*W
H=—4l3 + = k 1.
SRy W MR WL (1.30)

Las simetrias que hemos impuesto sobre nuestro sistema fisico nos proporcionan las
cantidades conservadas
Q — j;jgj _ anj Qj
1 1 j 2 j 1
Ox Ox

a las que nos referiremos como cargas supersimétricas o supercargas y que verifican

Qy = i70) + ow

la siguiente estructura de paréntesis de Poisson

{Q1,Q1}p =2H {Q1,Q2}p =0

que es conocida como superdlgebra.

{Q2,Q2}p =2H

Con lo anterior podemos concluir la presencia del hamiltoniano H y de las dos
supercargas ()1 y (2 como invariantes o integrales primeras del sistema fisico que
estudiamos. Para sistemas fisicos con un grado de libertad bosénico N = 1 hemos
de anadir a la relacién anterior el invariante I3 = 61605 [111]. Las supercargas @, son
interpretadas como la raiz cuadrada de la energia mientras que I3 da lugar a una

rotacién en los grados de libertad grassmannianos.
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De la mecanica clasica a la mecanica supersimétrica

En las secciones precedentes han sido descritos los sistemas fisicos enmarcados en
la mecanica clasica y en la mecanica clasica supersimétrica tras introducir grados
grassmannianos. Es logico preguntarse en el modo en que un sistema fisico descrito
en el ambito de la mecanica clasica puede ser trasladado al marco supersimétrico.
Por simple inspecciéon de los lagrangianos hemos de imponer la condicion

10W oW
(z) 2 0zl OxJ ( )
De forma genérica, el potencial clasico V(z) puede expresarse como un medio del
cuadrado de la norma del gradiente del superpotencial W (z). Formalizamos esta

resena en la siguiente definicion:

Definicién 1.5: Diremos que un sistema mecdnico natural es presupersimétrico

st podemos expresar el potencial cldsico en la forma V = 3 ||grad W|J.

En el caso de trabajar con sistemas que implican un sélo grado de libertad, la

condicién anterior queda reflejada en la relacién

1dW dW
- 1.32
Vi(z) 2 dx dz (1.32)

que corresponde a una ecuacion diferencial resoluble directamente por cuadraturas,

obteniendo como resultado los dos superpotenciales

W) = + / dz\/2V ()

es decir, podemos manifestar:

Proposicion 1.1: Todo sistema cldsico con un solo grado de libertad es presu-
persimétrico.

Cuando se consideran sistemas con un nimero mayor de grados de libertad, la
condicién (1.31) se transforma en una ecuacién no lineal en derivadas parciales, de
modo que identificar el superpotencial adecuado a un potencial clasico deja de ser
un trabajo trivial.

1.3 De kinks tratados en la literatura

En esta seccién seran mostrados modelos de interés plasmados en la literatura y que,
tras un proceso de ruptura espontanea de simetria, presentan soluciones de tipo
kink que son identificadas. Iniciaremos tal estudio tratando modelos con espacio
interno unidimensionalm considerando el comportamiento del denominado modelo

¢*. Someramente también serd tratado el modelo de Seno-Gordon. El propésito
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perseguido en esta memoria aconseja mostrar la variedad de kinks presentes en
sistemas con dos campos escalares, ejemplificados en los modelos Sigma O(2) Lineal
y MSTB. El andlisis del primero de ellos es trivial, al tratarse de una generalizacion
rotacionalmente invariante del modelo unidimensional ¢*. Es el segundo de los
modelos mencionados el que posee una interesante variedad de soluciones kinks con
unas sugestivas propiedades.

Kinks en modelos con N =1

Consideremos el estudio particular de sistemas fisicos naturales que con un espacio-
tiempo de (1+1) dimensiones concurren en un espacio interno de una sola dimension,
es decir, el campo escalar ¢ estd formado por una sola componente real. En tal caso,
la expresién completa de la accién viene dada por:

- [ A (2) -3 (22 v

Las soluciones del sistema deben cumplir la ecuacion

¢ P U

22 022 8¢

Restringidos al espacio de configuraciones estaticas C, es el funcional energia

5[¢]=/_Zdw{%<5—i)2+U(¢)}

quien domina la dinamica del sistema mecanico asociado y admite una integral

primera, que empleando el simil se interpreta como la energia mecdnica,

L= <5—Z)2 —U(9) (1.33)

de modo que, atendiendo a las condiciones asintéticas (1.13) y (1.14), el valor de
I; debe ser nulo para las soluciones pertenezcan a la variedad Ck. Por ello, estas
soluciones estdan sujetas al cumplimiento de la ecuacién de primer orden:

N CTIO) (1.34)

dl’l

Para cualquier sistema fisico con un sélo campo escalar se concluye que este problema

siempre es abordable y resoluble por cuadraturas mediante el procedimiento descrito.

La estabilidad de las posibles soluciones es enjuiciada mediante el andlisis del
espectro del operador hessiano

d? 0*U

H=—-2 4
dri 09”4 )

(1.35)
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lo cual corresponde a un problema completamente analogo a la resolucién de la
ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo®. Por otra parte, este calculo
permite obtener las correcciones cuanticas a las masas de los kinks mediante apro-

ximaciones semicldsicas [114, 150].

1.3.1 Modelo ¢*

El ejemplo paradigmatico que ilustra el concepto de kink corresponde al nombrado
modelo ¢?, estudiado en primera instancia por Dashen et al. (1974), Goldstone,
Jackiw (1975) y Polyakov (1974). En [80] el modelo es aplicado en dos dmbitos: el
primero de ellos, encuadrado en la disciplina de la Fisica de la materia condensa-
da, modeliza un sistema electrén-fonén en materiales como el polyacetyleno (CH),,
constituido por una cadena que exhibe, en buena aproximacién, un solo grado de
libertad, estructura denominada trans-(C'H), [132, 136]. Una curiosa propiedad
sobre esta substancia de naturaleza aislante es el notable incremento de la conduc-
tividad cuando son introducidos solitones cargados [34], incluso hasta cotas similares
a materiales metdlicos. En el segundo ambito, dado en la teoria de campos rela-
tivistas, los solitones provocan el fraccionamiento semientero del niimero fermiénico
[64, 80]. De forma anadida, en teorias cosmoldgicas la introduccién de los defectos
topoldgicos, generados por el presente modelo, acoplados a dilatones incorpora la

aparicién de agujeros negros [7].

Iniciemos el estudio de este modelo. El tér-

U 6)
mino potencial se presenta en la forma
A m2\ >
Up)=>¢* — —
@=7 (%)
donde las constantes de acoplamiento A y
" + o m? son supuestas positivas. Por simplici-
“ 2 dad, introduciremos la constante a definida
Figura 1.1. Potencial ¢*. m
por a = &
La accion queda expresada como
2, J1 Ao 2\2
S8 = [ da 85 0u00" — (6" - o) (1.3

la cual disfruta de una simetria respecto al grupo discreto Zy de reflexiones en el
espacio interno ¢ — —¢. Las ecuaciones del movimiento asociadas corresponden a

5En lo sucesivo convenimos en denotar el pardmetro espacial mediante z para facilitar la
escritura.
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la ecuacién en derivadas parciales

Po ¢ 2

R g — N\

or o O
mientras que la energia introducida en (1.15) es

Ldpdp A o5 50
_ 1dpag A o 1.
elol = [ {5+ o (1.57)

La variedad de ceros es M = {v! = —a,v? = a}, lo que manifiesta la presencia de

dos soluciones triviales o vacios del modelo. El espacio de configuracién viene cons-
tituido por cuatro sectores desconectados C = UCy con a,b = 1,2. Las soluciones
constantes dadas por ¢, = —a y ¢,2 = a forman parte de los sectores Ci; vy Coo
respectivamente y su energia es nula. Resolviendo la ecuacién diferencial, ilustrada

en (1.34), obtenemos

ok (x) = iﬁ tanh {ﬁ(x + 72)} (1.38)

como solucién kink de nuestro sistema fisico. Estrictamente (1.38) conforma una fa-
milia uniparamétrica de soluciones identificadas por el valor de v,. Cada una de ellas
se encuentra localizada en x = —~,. Ello viene justificado por la invariancia trasla-
cional del sistema fisico. En pos de ello y para facilitar la escritura convendremos
en denotar T = x + 7».

Si es elegido el signo positivo sobre (1.38),

®(X) la solucién considerada conecta el punto de
777777777 a vacio ¢,1 = —a con ¢,2 = a para los valores
/—1 asintoticos del espacio, es decir, se cumple

v X ¢(—00) = —a y ¢(c00) = a. En este par-

/ ticular, denominaremos kink a la solucion

- “-a integrante del sector Cio. Si es considera-
do el signo negativo obtendremos la solu-

Figura 1.2. Soluciones kink (trazo con- cién antikink, que parte de ¢,2 = a hacia
tinuo) y vacios (tramo discontinuo). ¢,1 = —a formando parte del sector Co

(ver figura 1.2).

Siguiendo la literatura, usaremos para designar la solucién kink las siglas TK mien-
tras que el antikink sera representado por ATK. EI moduli de la variedad de kinks
estara conformado por un solo elemento dada la invariancia traslacional y por pari-
dad que relaciona estas soluciones, Mod(Ck) = {TK}. La densidad de energia de la
solucién kink dada por el integrando de (1.37) proporciona

4
e(z) = —sech?—=

ox N
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La integracion de la densidad de energia sobre el espacio facilita la masa clasica del
kink

En la figura adjunta a estas lineas queda
plasmada la evolucion espacial de la solu-
cién de vacio (representada por un trazo
discontinuo) y de la solucién kink (repre-
sentado por un trazo continuo) sobre el po-
tencial U(¢) marcado por la teoria de cam-
pos. La figura exhibe la barrera infinita de

energia que impide en la teoria de campos

que la solucién kink decaiga a la soluciéon

Figura 1.3. Soluciones kink y vacio. trivial o de vacio.

El estudio de la estabilidad de las soluciones (1.38) nos lleva al estudio del es-
pectro del hessiano (1.35). En tal caso, para los dos tipos de soluciones obtenidas,

podemos encontrar:

- Soluciones triviales: Vacios. Sobre la base del estudio presentado en la seccion

1.2.1, el hessiano asociado en este caso

2

_ 2
o= = T2m

presenta un espectro continuo asentado sobre el valor 2m?. La traduccién cudntica

nos permitirfa afirmar que surgen mesones de masa v/2m sobre los sectores Ciq y
Coo.

- Soluciones topoldgicas: kinks. Considerando las expresiones (1.38) que determi-
nan las soluciones de naturaleza topolégica sobre la forma (1.35) del hessiano, el
estudio de la estabilidad queda supeditado a la identificacién de los autovalores y

autofunciones,

+ <2m2 — 3m? sech? %) Yy = w?ﬂ%

que equivale a la resoluciéon de un problema espectral con término potencial de tipo

d*y,

— 2 _

Posch-Teller® [47, 102]. Es conocido que el espectro discreto queda caracterizado

por w2 = 2m? — (2 —n)? con n = 0, 1,2,

El espectro de pequenas deformaciones de las soluciones de tipo kink [88] viene
conformado por los siguientes autovalores:

8Introduciendo z = %, el hessiano queda escrito en la forma Hk = mTz (—j—; + 4 — 6sech? z)
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e wi=0:
Da cuenta del modo cero que presentan
de forma genérica todas las soluciones de
tipo kink. En este caso, la funcién propia
asociada es dada por

mx
Yo o sech? —

V2

Obsérvese en la figura 1.4 como el mo-

do cero hace brotar un nuevo kink que es  Figura 1.4. Perturbacidn vy sobre el
kink (tramo discontinuo).

trasladado del originario.

o wl= %mQ:
Corresponde a un autovalor positivo y li-
gado del espectro, por lo que en el pre-
ludio cuantico corresponderia a un estado

excitado del kink. La autofuncién es dada

ahora por:

mx mx
¥y o senh —= sech? —

V2 V2

El trazo discontinuo de la figura 1.5 repre-

Figura 1.5. Perturbacion v sobre el
senta el efecto de esta perturbacion sobre  kink (tramo discontinuo).

la solucién kink.
o wi=2m*
Este valor propio es el punto de partida del °(X)

espectro continuo asociado al problema de a =
estudio. La autofuncién es dada por
X

3 mx Y2
1 — Zsech? —
Py X 5 sec 7 /

que corresponde ya a una expresion no
normalizable, lo cual puede ser percibido Figura 1.6. Perturbacion by sobre el
al observar la figura 1.6. kink (tramo discontinuo).

o wr={¢"+2m’}4en :
La funcion propia que caracteriza el espectro continuo parametrizado por el valor
de ¢ es la expresion no normalizable

2¢° mz 32

o q . mx
“wr -1 — — + 3tanh ——igtanh —
g X e ( 2 + 3tan NG - qtan \/§>

Quedan representados, en el marco cuantico, los mesones de distinto momento que
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afloran sobre el estado kink.

1.3.2 Modelo Seno-Gordon

Junto al modelo ¢*, el modelo Seno-Gordon es de los més estudiados en la literatura.
De hecho, es posible resolver de forma exacta la teoria cuantica para este caso. Dado
que el estudio de la variedad de kinks es completamente andloga al considerado en
el ejemplo precedente, los resultados serdn expuestos de forma directa.

La energia del modelo viene caracterizada por el funcional

_ ldydy m?
E[X]—/dx [2d:cdx+ 5 (1 —cos\/7x)

de donde puede comprobarse que el término potencial presenta un infinito numerable

de minimos o vacios degenerados, los cuales se hallan situados en y, = :‘/—’% conn € Z,
de modo que M = {v(") = 3—:1/711 € Z}. Ello motiva que el modelo presente un

proceso de ruptura de simetria en el que aparecen las soluciones de origen topolégico

4 _
xs(z) = £— arctan e™®
Y
que corresponden al conocido solitén (eligiendo el signo positivo) y su antisolitén
(elegido el signo negativo). El estudio de la estabilidad de estas soluciones puede
ser abordado analizando el espectro del hessiano asociado,
d2

Hs = o +m? —2m?sech®*m x
x

que corresponde a un operador de tipo Schrodinger”. Su espectro discreto viene

conformado por el autovalor w2 = 0 con autofuncién 1)y o< sech mz, que representa

el modo cero atribuido a la simetria por traslaciones espaciales. El espectro continuo
m tanh ma
o). La
ausencia de autovalores negativos implica la estabilidad de esta solucién.

queda asentado sobre el valor m? con autofuncién v, = €""(1 —

Kinks en Modelos con N =2

Por todo lo enunciado hasta ahora nos resultan de interés aquellos modelos fisicos,
que embebidos en un mundo relativista de (141)-dimensiones, poseen una dindmica
gobernada por el funcional accién (1.1) asociada a un sistema natural (1.2), donde
el campo ¢ incluye en general N componentes reales y tal que el término potencial
U(¢) corresponde a una expresién semidefinida positiva. El estudio de la variedad

. . . . 2
"Haciendo z = ma se tiene el hessiano asociado Hg = m? (—% +1 — 2sech? z)
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de kinks Ck en estos casos es un problema no siempre abordable, valga la afirma-
cién de Rajaraman en [114] en la que anuncia: “Let us move on to the next level
of complezity, i.e. static solutions to systems of coupled scalar fields in two space-
time dimensions. This already brings us to the stage where no general methods
are available for obtaining all localised static solutions, given the field equations.
However, some solutions, but by no means all, can be obtained for a class of such
lagrangians using a little trial and error”. En las ultimas lineas empieza a hacer
mencién del método de érbitas prueba, que permite obtener informacién parcial del
sistema fisico y que sera detallado en proximas secciones. En particular elegiremos,
en la presentaciéon de los siguientes modelos, un espacio interno dotado de dos gra-
dos de libertad, esto es, N = 2. Esta eleccién contiene ya importantes propiedades
de la generalizacion a un nimero de dimensiones arbitrarias. Anadlisis de los sis-
temas mostrados quedan registrados en el estudio de eventos fisicos como cuerdas
cosmolégicas y domain walls descritos en [139], y entre ellos, otros mas especificos
como los domain ribbons [26], domain walls que habitan en cuerdas cosmoldgicas
[145, 99, 100], domain walls superconductoras [86] o la descripcién de agujeros ne-
gros asociados a defectos topolégicos [7]. En el marco de la materia condensada, se
describe el comportamiento de los antiferromagnetos como Rbs NiFy y KoMnF)y [32]
y de los sistemas de transiciéon orden-desorden sobre redes biestructurales o transi-
ciones de liquido-gas. También tienen relevancia en sucesos como el confinamiento
en cromodindmica cudntica [135].
La energia (1.11) impuesta sobre el espacio de configuraciéon C es dada como

£l6] = /dm {% (‘%)2 +% <‘%)2 + U(¢1,¢2)} (1.39)

sobre la que aplicaremos diversas técnicas que nos permitan extraer las soluciones
kinks. La estabilidad de dichas soluciones sera estudiada, en lo posible, mediante
el andlisis de los autovalores del operador hessiano, presentado como el operador
diferencial matricial de orden dos

E U 02U
Cde? T 0% |y 00106n 4,
H = . i (1.40)
061002 |4 dz? 993 | 4z

tal que el problema espectral requiere identificar los autovalores y autofunciones en

Pl o)
" (w) = (w)

lo cual supone un grave problema que no ha sido abordado en general y que tan

la expresion

solo puede ser analizado fructiferamente en algunos pocos casos en que el hessiano

(1.40) aparece en forma diagonal.
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1.3.3 Modelo Sigma O(2) Lineal

Este caso es la extension N = 2 rotacionalmente invariante del modelo ¢* presentado
con anterioridad. Para ello aglutinamos las dos componentes reales en el campo
complejo ¢ = @1 + 1¢y. Es propuesto el andlisis de un sistema fisico que incorpora
el potencial:
U() =5 (6%~ a?)’

Este modelo ha sido tratado en las teorias cuanticas y es conocido como el modelo de
Goldstone. Se observé que el espectro de particulas albergaba bosones de masa nula
como consecuencia de la presencia de un modo cero generado por la simetria continua
de rotaciones. En materia condensada es utilizado para la descripcién del fenémeno
de superfluidez, siendo el campo ¢ la magnitud que representa la funcién de ondas
del gas condensado de Bose. El modelo de Goldstone adquiere una transcendencia
esencial cuando es tratado como parte de una teoria gauge U (1), conformando lo que
se conoce como modelo de Higgs. En este supuesto es posible el mecanismo de Higgs,
basado en un proceso de ruptura de simetria de tal manera que los campos ¢(z), que
describen los bosones Higgs, dotan de masa a las particulas con las cuales se acoplan.
Asi, en la teorfa electro-débil standard [92] de Weinberg y Salam, donde el grupo
gauge es SU(2) x U(1), este mecanismo es aplicado para generar masas no nulas
para los bosones W+, W~ y Z° responsables de la transmisién de la interaccién
débil. Con esta misma interpretacién, en el marco de la materia condensada, la
superconductividad es descrita mediante el modelo de Ginzburg-Landau donde el
campo ¢ representa la funciéon de onda del par de Cooper (estado ligado de dos
electrones), mientras que en astrofisica diversos procesos cosmoldgicos son explicados
por la presencia de domain walls, que dominarian el universo temprano segun ciertas
teorias [139, 48].

El funcional asociado en la teoria variacional es la accién
2 1 * >\ * 2\2

donde los campos solucién de caracter estatico se ven sometidos al cumplimiento de
las ecuaciones no lineales en derivadas parciales acopladas

D*¢) . ,
(9;:252 =\’ (¢"¢ — a®) Vj=1,2

La accién S nos permite dilucidar la simetria respecto del grupo U(1) de transfor-
maciones de fase ¢ — €“¢ con « constante que disfruta el sistema fisico. Aplicando
el teorema de Noether identificamos la corriente conservada [117] determinada por

ju[¢a 8u¢] = ¢* M¢ - gb@mﬁ‘
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La variedad de ceros estd en este caso determinada por M = {¢ € C/|p| =
a} = S'. La simetria U(1) asociada al lagrangiano queda rota al grupo discreto Z,
sobre la orbita de vacio. A pesar de la novedosa complejidad del modelo, mediante
el uso del simil mecanico podemos identificar dos integrales primeras asociadas a
la accién del sistema mecéanico asociado a la buisqueda de soluciones estaticas en la
teoria de campos; por una parte la energia mecanica
_ ldo*dep A

* 2\2
= S dedy 19— )

1

junto al momento angular

dg? do*
R
dx dx
Las soluciones de tipo kink pueden ser encontradas de manera sencilla, basandonos
en la simetria rotacional del modelo y la informaciéon adquirida en secciones prece-
dentes, de tal forma que podemos presentar las soluciones

m mx

o(r) = e — tanh —

VAT V2

donde a € [0,27) y que denotaremos por TK,. El moduli de la variedad de kinks

(1.41)

incluye un unico elemento, Mod(Cx) = {TK = [TK,-o|}, dado que estas soluciones
quedan relacionadas por las simetrias rotacional, por paridad y traslacional del mo-
delo. Por otra parte, el estudio de la estabilidad nos obliga al analisis de operador

hessiano considerado sobre la expresién de la solucion ¢(z),

H =

& (3A¢%+A¢%—m2 2Ah162 )
#(z)

da? 2\ o Ap? + 3Ap3 — m?

de donde se tiene que:

- Soluciones triviales: Dada la invariancia rotacional, podemos tomar como solucién
de vacio el valor particular ¢, = (%, 0) como representativa del comportamiento
mostrado por las soluciones triviales. Es sencillo ver que el hessiano

d? 2m? 0
H vl — T 5 o 1 _'_
(0] dx? ( 0 0
presenta una forma diagonal, presentando un espectro continuo asentado sobre el
valor 2m? para perturbaciones del tipo (¢1,0) y sobre el valor nulo para autofun-

ciones del tipo (0,19). En el contexto cudntico se presentan, por la tltima resena,

particulas de masa nula (los bosones de Goldstone).

- Soluciones kinks: Aprovechando la invariancia bajo rotaciones del modelo, enfo-

caremos nuestro interés en la solucién (1.41) con o = 0, de modo que el hessiano
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particular es ahora,

d? 2m? — 3m?2 sech? & 0
_ V2
HITKazo] = da? b ( 0 2 —m? sech? Vo
2

que nos traslada (dado que el hessiano H es diagonal) al estudio espectral de los

hessianos unidimensionales indicados por

d? mT d? mT
Hip = ——— + 2m? — 3m? sech? —= Hoy = ——— — m?sech? —
n=-o5 NG 2T da? V2
donde el primero de ellos fue analizado en detalle en secciones precedentes y respecto
del segundo concluimos que sus autovalores son:

2 . .
oWl = —"-: En este caso, se observa la presencia de un autovalor negativo de modo

que la solucién que estamos tratando es inestable. La autofuncién correspondiente
es
mz
2
Y;,_o X sech —

V2
que tiene como consecuencia que el kink decaiga bien a un bosén de Goldstone o un

conjunto de mesones.

e w? = 0: La funcién propia es escrita como

mx
2 tanh —

n=1 \/é

y responde a la posibilidad que aparece en el sistema de que una solucién kink gire
en el contorno de S*, es por tanto, responsable de un modo cero relacionado con la
simetria rotacional de la teoria.

Es de advertir que la presencia de bosones de Goldstone estd prohibida en la
teorfa de campos cuédnticos escalares en (141) dimensiones, dado que en tal proceso
son eliminadas las simetrias continuas mediante correcciones radiativas, dando ori-
gen a un potencial efectivo cuya variedad de ceros M posee un ntimero de elementos
discreto, como es mostrado por el teorema de Coleman [38]. A la vista de lo co-
mentado centraremos nuestro interés en sistemas fisicos que presenten una simetria

discreta, que puedan albergar un proceso de ruptura de simetria espontanea.

1.3.4 Modelo MSTB.

En 1975, Montonen [98], Sarker, Trullinger y Bishop [125] estudiaron un modelo
Sigma O(2) no lineal que presentaba un proceso de ruptura de simetria derivado de
la existencia de dos vacios degenerados. El modelo pasé a ser conocido como modelo
MSTB. Presentaba un término potencial expresado en campos adimensionales como:

1 o?
Unmsts(9) = §(¢*¢ —1)*+ 7¢§
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El uso de las orbitas prueba proporcioné algunas soluciones aisladas que se dieron en
nombrar como TK1 (kinks topolégicos de una componente) [115] asentados sobre
la érbita ¢ = 0 y TK2 (kinks topolégicos de dos componentes) asentados sobre
una trayectoria semieliptica. El andlisis numérico de dicho modelo [133, 90] dilu-
cid6 la existencia de infinitas soluciones anadidas a las anteriores, de naturaleza no
topoldgica, los NTK. Asombrosamente, las energias de estas soluciones aparecian
relacionadas en una manera muy simple E(NTK) = £(TK1) + £(TK2) [134].
Esta relacion se conoce como regla de suma. Una década mas tarde, Ito di6 una
explicacién analitica a estas cuestiones, que surgian en este tan singular modelo, em-
pleando el simil mecanico. La propiedad sobre la que se apoyan todos los resultados
descritos es la separabilidad en variables de la teoria de Hamilton-Jacobi asociada a
dicho modelo. Ito obtuvo las soluciones [77] y estudié posteriormente su estabilidad
[78]. Estudios més detallados pueden encontrarse en [94, 2, 3]. La extension de
este modelo para el caso de tres grados de libertad del espacio interno es mostrado
en [65, 2]. Recientes trabajos abordan el estudio de modelos similares, aunque en
el mero empleo de las érbitas prueba como procedimiento de recabar informacién
acerca de ellos [26, 99, 100, 14, 13, 15]. Ejemplos fenomenolégicos se encuentran en
Materia Condensada en antiferromagnetitas no axiales como RbsNiFy o KoMnFy,
que presentan transiciones de orden-desorden sobre redes biestructurales o en tran-
siciones liquido-gas [32]. Un estudio en el marco de la teoria de campos cudnticos
es dado en [96].
El sistema fisico es gobernado por la dinamica presentada por la accién

1
S = /de {§8MX*8“X — Uniste(X: x*)}

donde x es un campo complejo x(y,) = x1(yu) + ix2(y,) definido sobre un espacio
de Minkowski de dos dimensiones. El potencial presentado por el modelo MSTB
viene expresado como

/\2

* m2 ? ﬁQ 2
Umsts(X) = T\ XX— 53 + RS (1.42)

donde las constantes de acoplamiento A\, m y [ poseen dimensiones de inverso de
longitud en el sistema de unidades naturales. La expresion (1.42) es isétropa en los
términos cudarticos y anisotropa en los cuadraticos. Corresponde a una deformacién
del potencial presente en el modelo Sigma O(2) Lineal, el cual se recupera para el
valor # = 0. El paso natural serd considerar expresiones adimensionales, lo cual
puede ser establecido considerando los cambios x — F¢, y, — ‘/ﬁimu y Z—QZ — o2
Entonces, obtenemos
m2

S = 3z d*x {%8,@*8’% — Unmsts(9, ¢*)}
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donde el factor global que aparece en la expresion anterior puede ser obviado cuando
trabajamos en el marco clasico. Ahora, la energia adimensional (1.11) aparece como

£l¢) = / d:v{% (%)+% (%)2+UMSTB<¢>} (1.43)

2
Unists(¢1, ¢2) = %(¢*¢ —1)*+ %Cbg (1.44)

lo que permite recuperar la energfa dimensional mediante la relacién £%[y] = \g—;g [@].

siendo

a) Régimen o < 1. b) Régimen o > 1.

Figura 1.7. Potencial MSTB en sus dos regimenes

El sistema introduce un pardametro no trivial o, en el sentido de que no puede ser
eliminado obviando factores globales del potencial y ejecutando rotaciones y trasla-
ciones en el espacio interno, los cuales no anaden propiedades novedosas sobre el
sistema a estudiar. A modo de curiosidad en este punto, completamos este parrafo
advirtiendo el caracter presupersimétrico de este modelo, aportando los superpoten-
ciales

W(d1,62) = \/gb% +é5 £ 206, + 0 % (2 + 2T ogy +0%) —1

que como puede ser verificado proporcionan (1.44) a partir de la relacién (1.31).

Propiedades del modelo:

La introduccién de las variables elipticas de Euler en el problema, £(¢,) = %uv y

& (¢2) = 11/(u? — 02)(0? — v?), permite escribir el potencial (1.44) en la forma:
x _ 1 2 \2(,2 2 2 202 2
EUnmsts = 2?07 [(u* = 1)*(W® = 0%) + (v* — 1)*(0” — v?)] (1.45)

Los elementos que conforman la variedad de ceros especificados sobre el campo
complejo adimensional ¢ = ¢1 + i¢9 son

M={v'=-1,*=1}
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de modo que los sectores desconectados del espacio de configuracion son clasificados
por los elementos de G = Zy X Zo. Existen cuatro sectores desconectados, esto es,
C =UCq con a,b=1,2. Los sectores C1; y Coo vienen constituidos respectivamente
por las soluciones que conectan los vacios v! o v? consigo mismos. Las soluciones
que parten de v! y llegan a v? son integrantes del sector Ci5 v aquellas que van de

v? a v! lo son de Coy.

?,

v2 vl

v

F F

Figura 1.8: Puntos de vacio y curvas separatrices del modelo MSTB en el plano eliptico

(derecha) y cartesiano (izquierda).

La distribucién de la variedad de vacios provoca que el sistema MSTB presente
un escenario de ruptura de simetria. Junto a la invariancia bajo la accién del grupo
de Poincaré, el lagrangiano disfruta de simetrias internas de reflexién G = Zy X Zo,
generadas por las transformaciones ¢; — —¢1 y ¢2 — —@o, de modo que la variedad
de ceros puede obtenerse por la accién del grupo G sobre algin elemento de M. En

este caso, la ruptura de simetria se caracteriza por la orbita de vacio
MMSTB = G/H = ZQ

donde H es el grupo pequeinio del vacio v* dado por Z,. El espectro de pequeiias
deformaciones para las soluciones de vacio (espectro de particulas) es un continuo
que se asienta sobre los valores:

4 0
MZ(UI,UZ) = < 0 o )

Dado que los kinks son soluciones del sistema considerado, deberan corresponder
evidentemente a puntos estacionarios del funcional (1.43) que, como cualquier otra
solucion, verificaran las ecuaciones diferenciales de segundo orden

d*¢;

dﬂl = 20i(¢;0; — 1) + 00120
con 1 = 1,2, las cuales admiten las dos integrales primeras

1 (de\> 1 (d\* 1 ’
n-z (%) <5 (52) —seteei-r-Sa o
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y
B (022 g, 20) L 2 (B (0) e o o)
2T Vdr > dx 2 dz dx ! 232

que, empleando el simil mecénico, corresponden a la energia mecanica y a una ex-
presién que podemos interpretar como un momento angular deformado [72] corres-
pondientes al sistema mecéanico asociado. Es de resenar que, utilizando las condi-
ciones asintoticas, el valor de dichas integrales para el caso de las soluciones kink
es I = I, = 0, hecho que nos proporcionara la posibilidad de obtener la expre-
sion de algunas soluciones mediante el método de érbitas prueba introducido por
Rajaraman [114], via cuadraturas.

Galeria de soluciones kinks:

Afrontaremos el cédlculo de las expresiones que determinan las soluciones usando
en primer lugar el método de drbitas prueba y posteriormente, tomamos como he-
rramienta la teoria de Hamilton-Jacobi para obtener el resto de las posibles solu-
ciones presentes en el modelo. Distinguiremos dos fases del modelo dependiendo del
valor adoptado por el pardmetro adimensional o. La primera vendra caracterizada
por el rango 0 < 02 < 1 (que corresponde a la situacién mas rica) y la segunda
cuando o2 > 1. Entonces

FASE I: 0 < 02 < 1. Para estos valores la discusién de las soluciones presentes
queda detallada en los siguientes tres puntos:

1. TK1: Ensayaremos una condicién de realidad sobre el campo complejo ¢ asu-
miendo que ¢ = 0. Trasladando dicha condicion sobre la expresién de la integral
(1.46), es facil obtener la solucién

¢(r) = £tanhz (1.47)

donde empleamos la notacién ya usada & = xr+2. Dado que la segunda componente
de ¢ es nula, la solucién se asienta sobre el eje ¢, conectando los puntos v!' y v2,
es decir, se trata de un kink topoldgico de una sola componente, que denotamos

8 como TK1, entendiendo que realmente estamos tratando con

de forma genérica
dos soluciones, previa eleccién del signo en la expresién (1.47). Por convenio, nos

referiremos por kink, si elegimos el signo positivo y antikink si es elegido el signo

8Puesto que sers preciso a lo largo del estudio de distintos modelos identificar aquellos conjuntos
de soluciones (familias) cuyo comportamiento es andlogo con las mismas siglas, emplearemos junto
con las letras TK (kink topolégico) otra que sea su sefia de identidad y que esté asociada a una
propiedad que le sea inherente. De forma particular y especifica, si es preciso se mostrara entre
corchetes los indices de los vacios que conecta cada solucién particular.
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negativo®, y los denotaremos por TK1[12] y TK1[21], si es preciso distinguirlos [115].
Obsérvese la figura 1.9.

?, @y

ATKI ) X

Figura 1.9: Sobre los kinks TK1. A la derecha se muestra la solucién TK1[12].

La descripcion de la solucion TK1 sobre el plano eliptico es dada senalando que la
érbita seguida son los tramos rectilineos que van desde v! hasta el foco F', luego
se dirije hacia el otro foco F, y desde ahi llega finalmente al vacio v2. El célculo
de la energia asociada a esta solucién, bajo el uso de variables adimensionales, nos

reporta:

4

3
E[TK1 =5 ¢  &'[TK1)= 2v2m?

32
La estabilidad de la solucién encontrada puede ser estudiada mediante el andlisis

espectral del hessiano

- —j—;—i—4—6sech2§c 0
0 —j—;—l—UQ — 2sech? 7

que implica la resolucién de dos problemas unidimensionales equiparables a la ecua-
cién de Schrodinger con potencial de Posch-Teller [88]. Los autovalores obtenidos
figuran como

Componente 1: w) = 4—(2—m) ny =0,1,2

Componente 2: wzz = 0% — (1 —ny)? no =0,1

sobre los que descubrimos el modo cero atribuido al valor ny = 0, junto con un
autovalor negativo para el particular ny, = 0 en la fase 02 < 1. Por esta circunstancia,
la solucién TK1 se presenta inestable. Noétese por otra parte que esta solucion
enmarcada en la fase ¢ > 1 se convierte en estable.

9Cada solucién kink presente en el modelo conecta dos puntos de vacio. Emplearemos el término
kink cuando el vacio de destino esté a la derecha del de partida, y si esto no es determinante cuando
el primero esté por encima del segundo. En otro caso, consideraremos tal solucién como antikink.
Esta eleccién es totamente artificial y lo tinico que se pretende es dar cuenta de que una trayectoria
dada alberga dos soluciones dependiendo de en cudl de los dos sentidos sea recorrida.
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2. TK2: Consideraremos la trayectoria eliptica

3

l1—0

o7 + s =1 (1.48)

ensayada sobre (1.46), lo cual nos proporciona la expresién
¢(z) = £tanhox + i g sechoz (1.49)

donde & = /1 — 02 [98, 125]. Representa cuatro soluciones, obtenidas combinando
los dobles signos de (1.49). Estas soluciones conectan los vacios v' y v? y serdn
denotadas genéricamente por TKE!X. Si debemos distinguir las cuatro soluciones
denominaremos kinks, empleando la notacién TKE[12] y TKE*[12], aquellas que
conectan los vacios v! y v? a lo largo del tramo superior e inferior de la elipse
respectivamente; mientras que el término antikink sera asociado a las soluciones
(1.49) que conectan v? y v!', usando TKE[21] y TKE*[21] para referirnos a ellas de
forma particular (ver figura 1.10).

TKE[12]

Figura 1.10: Sobre los kinks TKE. A la derecha, la solucion TKE[12].

La relacion (1.49) reescrita sobre el plano eliptico nos proporcionaria las condiciones
u=1 v = totanhox

quedando asentada sobre el tramo horizontal que une v!' y v?, (ver figura 1.11). El

valor de su energia es

E[TKE] = 20 <1 - 0—2> 6 EYUTK2] =

: Yo (1)

1— —
A2 3

por lo que en el rango de estudio del pardmetro o se cumple la inecuaciéon E[TKE] <
E[TK1].

10Mediante la letra E adosada a las siglas TK tratamos de enfatizar que se trata de un kink

topoldgico sobre una oOrbita eliptica. En la literatura sobre el modelo, estas soluciones suelen ser
denotadas por TK2, kinks topolégicos de dos componentes. Desechamos esta notacién, dado que
en modelos mas sofisticados no identifica los kinks presentes.
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TKE
vl v2

19) (I
TK1 TK1

an
TK1 \%

Figura 1.11: Kinks singulares sobre el plano eliptico

El analisis de la estabilidad en este caso mediante el operador hessiano es un proble-
ma altamente no trivial [138, 16, 11]. La complejidad del problema esta provocada
por el caracter no diagonal de H debida al acoplamiento de las perturbaciones. Es
de destacar en esta materia los resultados hallados en [65]. Otras formas de abor-
dar el problema, via la teoria de Morse, aseguran la estabilidad de la soluciéon TK2
(94, 95, 65]. Argumentos energéticos que presentaremos mas tarde inducen al mismo
resultado.

3. NTK(y): Con el propésito de encontrar el resto de las posibles soluciones
del sistema, se introduce el analisis del problema mediante el uso de la teoria de
Hamilton-Jacobi. Ello precisa el formalismo hamiltoniano y en particular la defini-

cién de los momentos generalizados

oL _u2—v2d_u oL _u2—v2@
pu_@(%)—qﬂ—a? dx pv—a(%)—az—vz dz

de manera que el hamiltoniano del sistema mecanico asociado al problema de la

buisqueda de kinks puede ser expresado como

1
H= s (b + 1)

uz —v
siendo

= 50 = o) [p} — (” — 1] he = 500" =) [p} — (2 = 17

U v
Sobre la ecuacién de Hamilton-Jacobi (1.21), expresada en las variables elipticas,

oJ oJ 0J
%W(%%’“v“)”

ensayaremos la forma separada de funcidn generatriz J = J,(x) + Tu(u) + Jo(v),

de modo que la expresién obtenida consta de piezas dependientes por separado de
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las variables u, v y . Concluimos que debe verificarse:

jw:_E'T
2F + 2B 1 (2 — 1)?(u? — o2
o = Sian o) [y (20T
u?—o
“9F — 2F2 2 _ 1)2(g2 — 12
%:Sign(v')/dv\/ v —Z(U 5 Jilo? = %)
0% —v

Hemos denotado por simplicidad u' = Z—Z y v = Z—;. La teoria de Hamilton-Jacobi
ofrece, respectivamente, las trayectorias y la dependencia de las soluciones respecto

de la coordenada espacial mediante las expresiones:

07 07
aF_le_Ce 8E_72_Ce

Considerando las derivadas respecto de las constantes E' y F', y teniendo presente
que las condiciones asintéticas (1.13) y (1.14) de las soluciones de tipo kink obli-
gan a considerar posteriormente los valores ' = F' = 0, se obtienen las siguientes

cuadraturas

. / du ] ! dv =
Sign(u )/ \/(u2 e T — Sign(v )/ \/(0,2 —02)2(0? — 1)2 =N

u?du vidv
Sign(u’ — Sign(v’ =T+ 72
o) | Jrr S0 | Jema

que resueltas proporcionan las trayectorias de las soluciones kinks

1 Y Sign(u’) 1 Sign(v')
{(1+u)(u_a)j} {(1+v)(0—v;j} om0

y la dependencia espacial de éstas

e M e et o SR

Deben ser advertidas algunas propiedades de las soluciones halladas. Constituyen
una familia biparamétrica, en la que el valor de v; € (—o0, 00) fija una trayectoria
particular, y 7, estd asociada al modo cero de cada solucion. Se distribuyen de forma
densa dentro del recinto delimitado por la elipse (1.48), que denominaremos celda
Py1, tal como queda demostrado en [2]. Observando la figura 1.12, podemos describir
los kinks que aparecen; se trata de soluciones no topolégicas (por lo que seran
denotadas mediante NTK(v;)) dado que comienzan y regresan en el mismo punto
de vacfo. La familia de soluciones que parten de v! regresan a este punto atravesando
por el foco F' (soluciones NTK[11](71)), mientras que aquellas que parten de v?
cruzaran el foco F” (kinks NTK[22](y1)).
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* A pesar de la intrincada expresién de las trayectorias (1.50) puede obtenerse solu-

ciones analiticas para determinados valores de los pardmetros. Para el caso o = %

y 1 = 0, asignados a la solucién NTK__1(0), (1.50) se convierte en la ecuacién de

la circunferencia centrada en el punto P = (%, 0) y de radio %,
1)2 2 3)2
(01 —3)" +63=(4)
lo que permite encontrar la solucién particular

¢(1;) = %tanhQ % — % + 7 sech % tanh %

La energia de todas estas soluciones no topolégicas es:

EINTK(y,)] = g(l +0)?(2—0) 6 EYUNTK] =

?

Figura 1.12: Kinks densos del modelo MSTB: Soluciones NTK.

Una descripcion final puede ser manifestada apuntando que en el interior de la
celda P;; sobreviven los kinks densos NTK(v;), mientras que sobre sus fronteras
0Py, se asientan las soluciones singulares TK1 y TKE. En términos del espacio de
Moduli podria ser transcrito que el sistema fisico proporciona las soluciones

Mod(Cx) = {TK1, TKE, NTK(y;)}.

Parametrizacion y reglas de suma

La expresion (1.50) describe los kinks no topolégicos NTK al considerar un va-
lor finito para el parametro natural v;. Un valor asintético de tal parametro,
v1 — =Too, transforma dichas soluciones en singulares, revelando la combinacién
de las soluciones TK14+TKE (donde debemos entender que dicha nomenclatura
incluye cualquiera de las posibilidades TK1+ATKE, TK1+ATKE*, ATK1+TKE,
ATK1+TKE*). Es posible escribir esqueméticamente:

lim NTK(y;) = TK1 + TKE

y1—£o00

Explotando el estudio ejercido con anterioridad, se cumple la siguiente relaciéon entre

las energias de las distintas soluciones halladas en el modelo
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EINTK (7,)] = £|TK1] + E[TKE]

que es la regla de suma. Como ya ha sido comentado fue un resultado intuido me-
diante el empleo de cdlculo numérico [90], observada en el caso particular o = 1 [134]
y demostrada analiticamente para cualquier rango del modelo MSTB [77] finalmente.
Los kinks TKE son las soluciones de minima energia en el sector topologico de modo
que deben ser estables.

Como ya fue advertido, el conjunto de todas las soluciones convergen en los
puntos focales. El flujo de trayectorias sobre el plano eliptico en dichos puntos viene

dado por
du

dv
lo cual implica sobre el plano cartesiano el resultado

_ :l:62o(1—02)'yl

dos 2e7(1=0*)m
doy i1 — e20(l=0)m tg 0

inspirando una nueva parametrizacion basada en la magnitud 6 que puede ser in-
terpretada como el dngulo de incidencia de la 6rbita particular respecto del eje O¢,
a través del punto focal (véase figura 1.12). Por ello, junto a la parametrizacién
natural asociada al valor de v;, podemos usar aquella mas geométrica basada en el
angulo 6. Sobre esta ultima parametrizacion podemos equiparar la variedad de las
soluciones kinks halladas en este modelo con el de geodésicas cerradas sobre la esfera
previa identificacion de las soluciones TKE. Es, entonces, la aplicacién de la teoria
de Morse la que permite aclarar la estabilidad de la variedad de kinks [94, 95, 78]. Se
puede concluir que las soluciones que atraviesan los focos son inestables. Entonces,
las soluciones no topologicas NTK(;) son inestables.

FASE 1II: 02 > 1. Esta situacién es mucho mds simple que la anterior. El
estudio en tales circunstancias arroja la presencia de una sola solucion de tipo kink.
De toda la fauna de soluciones descritas en la fase I sélo sobrevive el TK1, que sigue
la expresién (1.47) y que es ahora estable.

1.4 Sobre el estudio de kinks

Una vez que hemos descrito la nocién de soluciones de tipo kink incorporadas en la
teorfa de campos escalares de (1+1) dimensiones, junto al conocimiento adquirido
en determinados modelos presentes en la literatura, introduciremos los diversos pro-
cedimientos de trabajo, que seran aplicados a lo largo de esta memoria, en el empeno
de identificar las soluciones kinks de un sistema fisico. En principio habriamos de
emprender la resolucién del sistema de ecuaciones diferenciales acopladas de se-

gundo orden (1). Las técnicas que describiremos en las siguientes secciones tienen
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como virtud transformar el problema en la resoluciéon de un sistema de ecuaciones
diferenciales acopladas de primer orden. En particular indagaremos la presencia
de soluciones kinks en el seno de sistemas fisicos naturales con un mundo interno
bidimensional R?. El campo escalar estara constituido por dos componentes reales

que, por simplicidad, agruparemos en un campo escalar complejo ¢ = ¢1 + i¢ps.

1.4.1 Meétodo de orbitas prueba.

Como ya fue advertido para el caso de trabajar con un campo escalar de una sola
componente, el andlisis es siempre abordable via cuadraturas, pero para un niimero
mayor de dimensiones del espacio interno, como es el caso N = 2, el trabajo no
siempre es fructifero e inabordable en la mayor parte de los supuestos. Rajaraman
propone, en tales casos, el uso de una técnica que denomina de orbitas prueba, con-
sistente en el ensayo de una expresién f(¢1, ¢2) = 0 que relaciona las componentes
del campo ¢ sobre las ecuaciones diferenciales hasta hallar una que sea compatible
con éstas. Es, por ello, que mediante la relacién sugerida f(¢1, ¢2) = 0 debe iden-
tificarse (de forma milagrosa) alguna de las trayectorias del modelo con el objeto
de encontrar una informaciéon valida. Se trata en el fondo de tantear en busca de
una Orbita para luego integrar una ecuacién dependiente de un sélo campo. Este
proceso es el tinico aplicable de forma genérica y sigue siendo explotado hasta hoy,
como puede comprobarse en los trabajos recientes [7, 26, 14, 17, 18], siendo incluso
generalizado a teorias gauge [56]. En este texto esta técnica serd utilizada de forma

particular para identificar soluciones singulares.

1.4.2 De sistemas completamente integrables: Modelos de

Liouville.

La doctrina que hemos propugnado en la introduccion de esta seccién es la de in-
tentar trasladar el estudio de soluciones kink al analisis de ecuaciones diferenciales
de primer orden. Este planteamiento se obtiene directamente en modelos para los
cuales el sistema mecéanico asociado es completamente integrable. Existen, entonces,
tantas integrales primeras como grados de libertad, y éstas conforman el sistema de
ecuaciones diferenciales de primer orden anunciado. Las soluciones kinks verifican
tales relaciones para valores concretos de las integrales primeras. Sin embargo, este
rédito no garantiza la obtencion de los kinks. Como caso particular en el que el
resultado es positivo podemos encontrar los modelos de Liouville. En la base de los
calculos posteriormente mostrados, cabe resaltar el papel representado por el uso de
sistemas de coordenadas curvilineas sobre el mundo interno R?. Por tal concepto se

entiende una coleccién de funciones &;,& € C*(U) que cumplen los siguientes dos
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requisitos: las funciones &1, & separan puntos en el plano interno y para cada punto
a € R?, las d & v d,& € R* son linealmente independientes. Con ello se pretende la
separacién en variables de las ecuaciones dindmicas, via la teoria de Hamilton-Jacobi.
En tal linea argumental se produjeron una gran cantidad de estudios en el ambito
de la mecanica clasica de particulas, que permitié identificar una enorme cantidad
de sistemas integrables en el sentido de Liouville. Sobre el plano se determiné la
presencia de cuatro bloques de sistemas mecanicos separables Hamilton-Jacobi me-
diante el uso de sistemas de coordenadas especificos y que histéricamente se dieron
en llamar modelos de Liouville. Fueron clasificados como tipo I, los modelos separa-
bles mediante uso de coordenadas elipticas; tipo III, aquellos modelos separables en
coordenadas parabdlicas; el tipo II, los separables en coordenadas polares y al tipo
IV pertenecen los separables en cartesianas [87, 109]. Trasladaremos este estudio
a la teoria de campos (legitimados por el simil mecénico'!) asumiendo la siguiente

definicién:

Definicién 1.6: Un modelo fisico en el ambito de la teoria de campos en (1+1)
dimensiones espacio-temporales serd denominado de Liouville de tipo I, II, III o
IV si su sistema mecdnico asociado (a la bisqueda de soluciones estdticas) es de
Liouville de ese tipo.

1.4.3 De los modelos presupersimétricos:

Uno de los métodos que ha llegado a ser méas fecundo en el estudio de soluciones
kinks asociados a una teoria de campos con un espacio interno bidimensional esta
basado en el tratamiento del sector bosénico de una teoria supersimétrica, la cual
presenta un potencial (como ya fue advertido) expresable en este &mbito como

1 /oWw\? 1 /ow\?
U(¢1a¢2>:§(87¢1) +§(8T¢2) (1.51)

de modo que el funcional energia viene detallada en la forma

i frd () () () - ()] o

o bien, sobre el plano complejo

G [ 1deds oW ow
8[¢,¢]—/d:c{2dx =% (%*} (1.53)

Ha de ser advertido que a lo largo de esta memoria es usado de forma implicita el sfmil
mecanico. Con esta observacion tratamos de evitar las continuas referencias a dicho recurso que

sobrecarguen innecesariamente el texto.
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la cual admite como integral primera la expresion

R RN ) I

En tal marco es posible atenuar la complejidad que constituye el problema de identi-
ficar la variedad de kinks mediante las ecuaciones diferenciales acopladas de segundo
orden (1.11), que en este caso son

Et oW QW oW 9W
dz? ~ 96 09105l | 962 0pLog?
6P _OW W oW 9W
dz? ~ 9l 091052 | 9¢ 092052

(1.55)

al que resulta de resolver las ecuaciones diferenciales acopladas de primer orden
26, 14, 17, 18] establecidas mediante la saturacién de la cota de Bogomolny [23].
El argumento es sencillo: partiendo de un superpotencial W (¢), podemos escribir
la energia como la suma de dos términos semidefinidos positivos E[¢] = &E1[¢] + | T,

1 [ dpt  OW\> [de®> oW\’
51[¢]=5/_md$[(%‘afw) *(%‘672)]

L[ (detOW  dg? oW
|Ty_/ dx (Eﬁdﬂ + (%2) (1.56)

El comportamiento del superpotencial W{¢] fija el conjunto de ecuaciones diferen-

siendo

mientras que

—00

ciales que podemos utilizar. Si asumimos que el superpotencial es una funciéon suave
W] € C'(C), el valor del segundo sumando |T'| queda fijado por el sector topolégico
en el que tratamos de obtener las soluciones ¢(x)

< OW 1 ow 2\ > 1 42\ _
7| = /_w<a¢1d¢ +a¢2d¢>—/_de(¢,¢)—
= W¢'(00),¢*(00)] = W[$'(—00), ¢*(—00)]

de modo que el principio de estacionariedad del funcional accién E[¢] (desde el punto
de vista mecénico) viene a cumplirse cuando el término semidefinido positivo &;[¢]
adopte el valor nulo. Es, por ello, que pueden existir soluciones asociadas al sistema

fisico sometidas a las ecuaciones diferenciales de primer orden

@' _ow @ _ow

de — ¢t dr — 94 (1.57)

que presentan una energia |T'|. El anélisis de las ecuaciones (1.57) es mds sencillo que
el de (1.55). Este método es explotado en diversos trabajos [7, 26, 100, 14, 17, 18]
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conjugado con el de oOrbitas prueba. No queremos ser tajantes como Bazeia et
al. [17, 18] que aseguran: “This is the price one has to pay, although we got a
large class of systems wich can be investigated in a simpler way”. En el capitulo
siguiente introduciremos técnicas fructiferas basadas en el concepto de integrabilidad
del sistema fisico.

Hemos de completar el listado de ecuaciones diferenciales de primer orden que
puede generar el procedimiento descrito, eligiendo distintas elecciones de signos en
la determinacién del funcional £[¢]. Podriamos haber escrito E[¢] = &{[¢] + |T7],

siendo 1 , , ,
1 [ d d
glol=3 [ da:[( ¢ +a¢1) +( 0 +8¢2)]

mientras el segundo sumando quedaria expresado como

7' = = {W[$'(c0), ¢*(00)] — W[¢'(—00), ¢*(—00)] }

resultando soluciones del sistema determinadas por las ecuaciones diferenciales de
primer orden
dgt B _8W d¢? B _OW
de — 0¢! de — 0¢?

las cuales podrian ser justificadas de forma paralela aludiendo sobre las ecuaciones

(1.58)

(1.57) la invariancia por paridad de la coordenada espacial. En realidad si (1.57)
proporcionan soluciones kinks, (1.58) nos reporta sus antikinks, en tal modo que la
energia E[¢p] = |T"| de estas soluciones permanece siempre positiva.

Otras elecciones novedosas pueden ser adoptadas en la forma de reescribir la
energia E[¢], como la indicada por la suma E[¢| = E/[¢] + |T"|, donde

, 1 [ ! 2 lder oW\’
&[@:5/_%@[( Ly 4%_372)]

mientras el segundo sumando quedaria expresado como

(9W *

= W[¢1(OO), —¢*(00)] = W' (—00), —¢*(—00)]
lo que se traduce en la aparicion de las condiciones
a'_ oW at oW
dr  O¢! de  0¢?

como método para distinguir las soluciones kinks. El uso de la invariancia por pari-

(1.59)

dad del parametro x arroja las mismas ecuaciones donde los signos son alternados.
El conjunto de todas las ecuaciones diferenciales pueden registrarse en la formula
dg* ow d¢? ow
¢ _ + ¢ _ +

=t & =t (1.60)
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donde pueden elegirse arbitrariamente los signos. Una justificacién més elegante
sobre las cuestiones introducidas puede ser sintetizada por la afirmacién de que el
mismo potencial clasico puede ser generado por distintos superpotenciales. En parti-
cular cualquier eleccién de los superpotenciales W (!, ¢?), —W (¢!, ¢?), W(¢', —¢?)
o W(—¢',¢?) genera el mismo potencial U(¢p!, $?). Substituyendo cada uno de
estos superpotenciales sobre las condiciones (1.57) quedan reproducidas aquellas
mostradas en (1.60). La energia de las soluciones halladas es obtenida en cualquier
caso estimando |T'|, esto es, la diferencia de los valores asintéticos adoptados por el
superpotencial pertinente.

Existe un gran relacién entre los dos ultimos procedimientos descritos, es de-
cir, entre el concepto de completa integrabilidad y caracter presupersimétrico. La
conexién queda manifestada via la posibilidad que ofrecen las integrales primeras
del modelo completamente integrable de generar sistemas de ecuaciones diferenciales
de primer orden; o en otro sentido, la alternativa de generar distintos sistemas de
ecuaciones ofrece la posibilidad de encontrar distintos superpotenciales asociados a
un mismo modelo fisico.
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Capitulo 2

Kinks En Modelos De Liouville 1

2.1 Introduccion

En el capitulo precedente quedaron mostradas las propiedades de un peculiar mo-
delo estudiado en la literatura, denominado MSTB. En el presente capitulo se ad-
vierte y enfatiza el hecho de que el modelo MSTB no es un sistema aislado con
propiedades que le son unicas, sino que pertenece a una familia de modelos que
cumplen propiedades analogas [3]. En realidad es el caso que, dentro de los mode-
los de Liouville de Tipo I, presenta el mas simple de los escenarios de ruptura de
simetria posible. Siguiendo la clasificacién indicada por Liouville [87], en este bloque
de modelos fisicos son englobados aquellos cuyo sistema mecanico asociado es resolu-
ble (via la teorfa de Hamilton-Jacobi) mediante el uso de un sistema de coordenadas
elipticas. Iniciaremos el capitulo con la descripcion de las propiedades genéricas de
los modelos de este tipo, que sugiere la introducciéon de importantes conceptos como
los de solucion singular, curvas separatrices o celdas. Tras ello, se presentan dos
nuevos sistemas fisicos, el primero que incorpora un potencial polinémico de grado
sexto y el segundo de grado octavo. Este ultimo incorpora en su estructura las
propiedades generales de cualquier otro modelo analizable por este procedimiento.
Para designar de forma simple esta clase de modelos optaremos por detallar el tipo al
que pertenece segun la clasificacion de Liouville, junto con una marca numérica que
describa los parametros asociados al modelo. Advertimos que esta nomenclatura no
identifica univocamente los modelos que de forma genérica se pudieran introducir
pero si distinguen los casos particulares que trataremos en esta memoria. En las
postrimerias del presente capitulo se afronta la clasificacion general de las soluciones

kinks presentes en los modelos de Liouville de tipo I, asi como sus reglas de suma.

25
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2.2 De las coordenadas elipticas.

Asumiendo la definicién de Euler [131], el cambio a coordenadas elipticas vendra
asociado al difeomorfismo

o: E2=[Q,00) x [-02,Q] — R?/Z,
(u, ) —  (¢1,2)

sobre el que, via pull-back o imagen inversa, se verifica:

&a(d1) = guv Ea(d2) = /(2 — Q?)(Q? — v?) (2.1)

El espacio eliptico es identificado por una caja bidimensional de altura infinita que
denotamos por E2, puesto que el rango de definicién de las nuevas coordenadas
esu € [Q,00) yv e [—Q Q] El difefomorfismo (2.1) genera el semiplano interno
¢2 > 0. Precisamos dos copias de (2.1) para restaurar todo el plano interno, una
de ellas £}, que dé cuenta del semiplano ¢o > 0, y la otra &, que lo haga para
¢2 < 0. La recomposicién de la informacién sobre las variables originales debe
obtenerse compatibilizando las dos copias, empleando argumentos de continuidad
sobre el campo ¢ y sus derivadas. €2 es un parametro libre, lo que convierte (2.1) en
la definicién de una familia de sistemas de coordenadas. Las curvas isocoordenadas
en el espacio eliptico (presentadas en la figura 2.1) se traducen sobre el plano inicial

en elipses expresadas por f:—; + ufi%m) =1

cuando queda fijado el valor de la coordena-

da u e hipérbolas dadas por f—i %1

e Y]
al fijar el de v. Ambas familias de cur-

vas son homofocales. Sobre el plano carte-

siano, los focos se situan en los puntos
F.F' = (¢1,¢2) = (£92,0), mientras que
sobre el espacio eliptico E? lo hacen en
F F' = (v,u) = (£9,9). El valor de Q
especifica las excentricidades de las conicas

Figura 2.1. Coordenadas elipticas.

coordenantes.
Una vez considerados estos preliminares, asumamos el estudio de un sistema fisico
natural con un espacio interno bidimensional N = 2 con métrica euclidea que pre-
senta un término potencial cuyas interacciones entre los campos ¢; dependen de una
serie de pardmetros, que reagrupamos en la magnitud & = (o4, ...,0,). El término

cinético de la expresién (1.39), bajo el sistema de coordenadas elipticas, es transfor-

Lu2 =% [du)\® 142 =2 [dv\>
T - - | == - ==
T (01, 02) 2u? — Q2 (dm) +2Q2—112 (d:c)

mado como:
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El comportamiento del término potencial es quien determina si el modelo en con-

sideracion pertenece a la categoria de Liouville de Tipo I. Por ello:

Definicién 2.1 [109]: Diremos que un sistema fisico natural es de Liouville Tipo

I si se verifica que

Ulu,v) = £qU (¢1, ¢2) =

(f(u) +g(v)) (2.2)

2 _ 2
donde f(u) y g(v) son funciones arbitrarias de las coordenadas elipticas.

El funcional energia (1.39) restringida a estos modelos es escrita sobre el plano
eliptico E? por:

9 9 2 2
Gilon,on) = [ da {%—5 — (j—z) T (j;) ¢ 2 ol) fiﬁ”} (2.3)
La expresion (2.2), de modo genérico, incluird singularidades en los puntos focales
F'y F’, hecho que puede constatarse, teniendo en cuenta que el denominador de la
expresion (2.2) para tales puntos se anula. Sin embargo, determinadas elecciones de
las funciones f(u) y g(v) dotan de buen comportamiento al término potencial sobre
todo el plano interno.
Las raices de las funciones f(u) y g(v) juegan un papel fundamental en la
dindmica del modelo fisico. En tal modo, denotaremos por u; y v; los valores que

cumplen, respectivamente, f(u) = 0y g(v) = 0 ordenados mediante el subindice i

por orden creciente de su magnitud. Podemos introducir los siguientes conceptos:

Definicién 2.2: Llamaremos celda al paralelogramo abierto del espacio eliptico
E? determinado como (U, Ui1) X (0,0541) y que denotaremos como Pj;.

Por argumentos energéticos basados en el simil mecanico, que seran indicados
posteriomente, las soluciones kinks quedan restringidas al paralelogramo P = U; JP
A lo largo de esta seccién nos referiremos como separatrices de tipo I a cada uno de
los lados de las celdas del modelo, es decir, el lugar geométrico sobre P determinado
como 0F;;.

Definicién 2.3: Llamaremos reticulo Ret(P) al conjunto de separatrices de tipo
I, es decir, Ret(P) = U, ;0P;. El reticulo puede ser entendido paralelamente por

Ret(P) = P9 U PJ, donde dichos subconjuntos reunen curvas segtin la definicién
P ={(u,v) € B/ f(u) = 0} y P§ = {(u,v) € E*/g(v) = 0}.

Estos conceptos traducidos en el plano cartesiano R? son totalmente andlogos,

con la ﬁnica peculiaridad de que el reticulo £*~!(Ret(P)) esta formado por elipses
2 2

~2 + ~2 2z =1e hipérbolas ¢; Qf?ﬂ

Z
cardcter curvilineo. Otro hecho a resaltar es que todos los puntos de vacio estaran

= 1, mientras que las celdas adquieren un
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asentados sobre los vértices de las celdas. La afirmacion reciproca no es cierta en
general, no todos los vértices seran puntos de vacio.

Bajo el requisito (2.2) pueden ser identificadas dos integrales primeras o constan-
tes del movimiento, de modo que el sistema mecanico asociado es completamente
integrable. Sus expresiones, empleando el formalismo lagrangiano sobre el plano
eliptico, se contemplan como

[1 1 u?— 0 (du)2+ 1u® —o? (dv>2_M (2.4)

:§u2—92 dx 202 — 2 \dx u?2 —v?

que representa la energia mecanica, mientras que

02 —v? (du 2_u2—Q2 dv\? B
u2 — 02 \ dx 02 — 2 \ dx (2.5)

[(u? = Q%)g(v) = (@ = v*) f(u)]

I = ~(v* —u?)

uZ — 02
correspondiente a la segunda integral primera puede ser interpretada como un mo-
mento angular generalizado, via el pull-back a variables cartesianas.

2.3 Descripcion de la teoria de Hamilton-Jacobi

Con el propodsito de usar la teoria de Hamilton-Jacobi sobre el esquema trazado,

introduciremos el formalismo hamiltoniano, definiendo en primer lugar los momentos

generalizados
oL w0 du oL w0t dv
P o@) T - da @) T2 da

El hamiltoniano puede ser expresado como

1
H=—5—3

hy + Ry
e (hu + hy)
siendo

1 1

hu = 5('&2 — Qz)pi — f(U) h'u = 5(92 - /02)2712, - g(’l))

La ecuacién de Hamilton-Jacobi (1.21), base de todo nuestro posterior estudio, viene
apuntada para este tipo de modelos por la expresion

0T oJ 0J _
%—FH(%,%,U,U) =0 (2.6)

tal que funcion generatriz J posee la informacion del sistema fisico. Ensayando la
forma separada

J = Tu(2) + Tu(u) + Tp(v)
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sobre (2.6), concluimos que debe verificarse

jm = —Fx
7. = Sign (u )/d \/2(F+Eu2+f(u))

02
2

7, = Sign (v /dv\/ —F - Ev jg( v))
2—w

lo que permite calcular una expresion explicita de la funcién generatriz J. Hemos

hecho uso en el argumento de la funcién signo del convenio o/ Zu y v = j” con el

propédsito de no recargar innecesariamente las formulas. Este criterio sera asumido
a lo largo de todo el texto. Las magnitudes F y F' permanecen constantes en la
evolucion del sistema, por lo que constituyen integrales primeras del sistema que
pueden ser escritas en funcién de I y Ir; E = I, F = —Q?I, — I,. Siguiendo las
directrices de la teoria, las trayectorias son fijadas por la expresion

oNg
OF

mientras que la dependencia de las soluciones respecto de la coordenada espacial

=y, = cte (27)

queda dada por
N4
OF

Las soluciones de tipo kink (sometidas a las condiciones asintéticas (1.13) y (1.14))

= 72 = cte (2.8)

son caracterizadas por los valores E = F' = 0. En este caso, las ecuaciones (2.7) y
(2.8) quedan determinadas por las expresiones:

Sign(u') — Sign(v) =2y (2.9)

Sign(u/) / uidu — Sign(v/) / vidv =2z + ) (2.10)

V(u? = @) f(u) V(€2 = v?)g(v)
La condicién (2.9) nos proporciona las trayectorias de las soluciones kinks, carac-
terizando cada una de ellas por el valor de 7;. Ello nos da un procedimiento para
identificar cada una de las soluciones presentes en un determinado sector del es-
pacio de configuracién exhibido por el sistema fisico, al que nos referiremos como
parametrizacion Hamilton-Jacobi o natural. Dada la ambigiiedad de las coordenadas
elipticas, debe ser advertido que dicha identificacién es univoca sobre Ck /Zs. En las
afirmaciones anteriores hemos obviado el papel del parametro v, como registro de
las soluciones kinks, con el argumento de que representa el modo cero atribuido a la
simetria respecto de traslaciones espaciales de las que goza el sistema. La estructura
del espacio de moduli definido en (1.5) engloba todas las soluciones relacionadas por
tal simetria en un mismo elemento.
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2.4 Propiedades generales

De forma totalmente genérica, los modelos de Liouville Tipo I comparten una serie

de propiedades, que iremos introduciendo en los siguientes parrafos. Asi,

Definicién 2.4: Aquella solucion asociada a un modelo fisico natural de Liou-
ville de Tipo I parametrizada por un valor infinito de la constante v, introducida en

la relacion (2.9) recibe el nombre de solucion singular.

Proposicion 2.1: Los modelos de Liouville de Tipo I admiten soluciones de tipo
kink singulares, cuya orbita se encuentra asentada sobre el reticulo Ret(P).

Demostracion: Una solucion kink verifica las ecuaciones diferenciales marcadas
por I1 = 0y I, = 0. Una hipotética solucién establecida sobre el reticulo detenta
trayectorias descritas por u = u; o v = v; sobre el plano eliptico. Estas ultimas
relaciones deben ser compatibles con las condiciones sobre las integrales primeras
indicadas arriba. Usaremos en la demostracion de esta proposicion las separatrices
caracterizadas por u = @; (los mismos argumentos serian usados para completar la

demostracion sobre v = ¥;). Introduciendo tal relacién en (2.4) y (2.5) se consigue

1a? —v? <dv)2_ g(v) _0
u? B

202 — 2 \dx — 2

1a2—v? (dv\? v
(92_@?) - == _ﬁ =0
202 — 0?2 \dx u; — v?
que resultan ser idénticas. Por todo ello, queda demostrado que u = 4; correponde a
la 6rbita de alguna solucion del modelo. Inspeccionando la expresién (2.9), es obvio
que para esta particular trayectoria el primer término presenta un denominador nulo,

de modo que se obliga a que la constante ~; sea infinita, esto es, estamos tratando

con una solucién singular. C.Q.D.

Reescribiendo la expresién (2.9), podemos encontrar el flujo de las trayectorias

sobre el plano eliptico E? en el modo

du_ Sign() /& = @)
dv  Sign(v') /(92 — v2)g(v)

o bien, si recurrimos al plano ¢-¢o:

dpo  QPu+v) ¢
dor — ¢o(Pv+u) ¢

Otra importante magnitud atribuida a la solucién ¢(x) = ¢1(x) + ige(x) es

su energfa. Esta viene determinada por el valor del funcional (1.39) sobre la que

debemos introducir la expresién explicita de ¢(z). En general, la energia depende
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de la expresion que adopte la solucién y a priori no es posible anunciar su valor sin el
conocimiento detallado de la soluciéon. Sin embargo, para las soluciones kinks en este
tipo de modelos que estamos introduciendo aparece un interesante comportamiento.
Veremos como la energia no depende de la forma explicita de la solucién sino tan sélo
de los nudos del reticulo que queden conectados por ¢(x). Introduciremos para ver
esto dos operadores sobre el plano eliptico que llamaremos proyectores de camino
T, ¥V T,. Mediante estos operadores se quiere dar cuenta del camino proyectado
sobre los ejes u y v que sigue la solucién. No queremos reflejar la proyeccion usual
como puede entenderse con el siguiente ejemplo: si una solucién (u(z),v(z)) tiene
un comportamiento mondtono para ir desde un punto (ug, vo) hasta el punto (uy, v;)
y luego regresa al punto de partida, la proyeccion usual P, daria como resultado
el intervalo [ug,u;], mientras que la proyecciéon de camino 7, nos daria el camino
[Uo, Ul] U [Ul, Uo].

Para los modelos en estudio podemos enunciar:

Proposicién 2.2: La energia de las soluciones kink ¢(x) de los modelos de
Liouwville de Tipo I es calculada mediante la expresion

:/ du\/% +
ru(erg) ¥ u? —

El cumplimiento de tal proposicién tiene como consecuencia los siguientes hechos:

2g(v)

o (2.11)

1. El valor de la energia depende de los puntos de vacio conectados y los tramos
seguidos sobre el reticulo Ret(P) por la proyeccién de la trayectoria del kink.
La energia no depende de los detalles de la solucién.

2. Laexpresién (2.11) restringida a soluciones ¢(z) con comportamiento monétono
en la variable espacial puede reescribirse como

w3y || e (2w
/u(_ff;) il /U(_{g) e L

3. Si la proyeccién de camino para la dérbita de cierta soluciéon ¢(z) es escrita

El(a)] = + (2.12)

como
Tu(§70) = Uiy [ws, uiy1] To(§°0) = UL [vi, vig1] (2.13)

el cdlculo de la energfa (2.11) es desarrollado por la igualdad

u1+1
au S +Z

Se hace obvio que todas las soluciones o secuencias de soluciones que tengan

i [

—’U2

Elp(x)] = (2.14)

la misma proyeccién de camino (2.13) tendran la misma energia. Esta es la
justificacién de las conocidas reglas de suma.
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Demostracién: La teoria de Hamilton-Jacobi nos permitié interpretar la funcion
generatriz como la integral indefinida de la densidad lagrangiana, la accién del sis-
tema dindmico (véase tabla 1.1), lo cual coincide en el marco de la teoria de campos
con la energia asociada a la solucién cuando tal integral es considerada sobre el
camino marcado por la 6rbita. Por ello, podemos afirmar que la energia de cualquier

solucién atiende a la expresion:

Elp(z)] = lﬁ“ﬁﬁWWJKthféfW”

_F _ Eu?
+ / dv Sign(v’)\/z( F 2EU :—g(v)) — Ex
g 02—

&

El segundo miembro estd compuesto por sumandos que dependen de forma separada
de las variables u y v, por lo que para soluciones kinks (con F = F' = 0) la expresién
anterior se convierte en (2.11). C.Q.D.

Proposicion 2.3: Un modelo de Liouville de tipo I es siempre presupersimétrico.
La expresion que adquiere el superpotencial escrita en el plano eliptico E? viene
determinada port

W@@:i/@d%@%i/muéﬁ% (2.15)

precisamente, la funcién generatriz J(u, v, z) sopesada sobre las soluciones kinks,
E=F=0.
Demostracién: Si sobre la condicién (1.51) escrita en las variables elipticas

- {<u2 ~) (50) o (%_W)} = (@) + 9(0)

es ensayada la forma separada W (u,v) = Wy (u) + Wa(v) para el superpotencial, se

concluye

dW, 4 2f(u) dW, n 2g(v)
du u?2 — )2 dv 02 — 92

que nos traslada finalmente a la expresién (2.15). C.Q.D.

En la expresion (2.15) queda patente la presencia de cuatro superpotenciales. Es
constatable que bajo este concepto podriamos haber introducido una definiciéon méas
natural de los modelos de Liouville de Tipo I (que reemplazase la definicién 2.1) en

la forma:

Los signos de (2.15) pueden ser combinados arbitrariamente. Los signos globales del super-
potencial tienen una interpretacion en base a la invariancia de paridad sobre la variable espacial.

Son los signos relativos los que introducen un nuevo comportamiento.
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Definicién 2.5: Un sistema fisico pertenece a los modelos de Liouville de Tipo
I si admite un superpotencial expresado en la forma separada

EW =Wi(u) + Wy(v) estoes gy = 0
o bien, en las variables originales
OPW 0PW 0*W ow ow
1,2 _ 202 11 2 200 1 OW
7 (a¢la¢1 a¢28¢2> TG =00+ V) gram t a0 ag O

Las ecuaciones diferenciales de primer orden (1.60) que surgen del esquema super-
simétrico son

du j:\/2(u2 —Q2) f(u) dv j:\/2(92 —v2)g(v)

dx u? —v? dx u? — ?

(2.16)

las cuales incorporan doble signos dado que consideramos al tiempo los dos su-
perpotenciales mencionados arriba. Resulta de interés conocer si la informacién

proporcionada por (2.16) es completa o s6lo parcial. Por ello:

Proposicion 2.4: Dado un sistema fisico de Liouville de Tipo I, las soluciones
obtenidas a partir de las ecuaciones de primer orden (1.60) o (2.16) corresponden
a todas las soluciones kinks presentes en el modelo.

Demostracion: Dada la presencia en los sistemas que estamos estudiando de
las integrales primeras descritas por las expresiones (2.4) y (2.5), cualquier solucién

cumple las relaciones,

(du>2 2(u? — 02) [~I, + I (u? — Q) + f(u)]

dx (u2 — v?2)?
(d_> 202 =) [+ [ (2 = v?) + g(v)]
dx (u? — v2)?

que junto con las condiciones Iy = I, = 0 (que caracterizan toda la variedad de

soluciones kink), nos proporcionan,

(du>2 _2f(uw)(u? - 0?) (dv>2 _ 2g(v)(Q —0?) (2.17)

dx (u2 — v?)? dx (u2 — v2)?

Es decir, las expresiones (2.16) aglutinan todas las soluciones pertenecientes al es-
pacio de configuracion C. C.Q.D.

En este punto es conveniente resaltar el siguiente hecho: para adquirir toda la
variedad de kinks Cx hemos debido hacer uso de cuatro superpotenciales. Esto es,

la informacién obtenida sobre la base de uno de ellos hubiese sido parcial. Las



64 CAPITULO 2

integrales primeras (2.4) y (2.5) quedan reflejadas en el plano cartesiano por la
expresion (1.54) para la energia, mientras que el segundo invariante es

L[ pdet L de?\? L, de? d? LOW W\ L OW OW
f2_5[<¢%‘¢%) LT (5 5s) G

el cual, introduciendo los momentos generalizados

de; oW

queda reducida a la forma:
1
= [|¢*IL; — 'L, |* — Q|11 ]

La relacion anterior implica la accion del cuadrado del momento angular asociado
al momento generalizado junto al cuadrado de una traslacion.

Por otra parte, la necesidad de dos superpotenciales podria verse desde las condi-
ciones I; = 0y I, = 0. Si trabajamos con un superpotencial llegariamos a las
expresiones naturales (1.60), junto con la nueva posibilidad

QQS—ZZ — e%@g%; — (o7 — qb%)g%.
V(Q2 = 2Q¢; + ¢2 + ¢2) (02 + 2Q0¢; + ¢? + ¢2)

y puesto que el segundo miembro cumple las condiciones del teorema de Green via

do;
dx

= =(-1)’

la definicion (2.5), la ecuacién anterior podria adoptar la forma natural (1.60) sobre
la expresién de un nuevo superpotencial W, indicado en la proposicién 2.3.

2.5 Analisis del término potencial

La forma genérica del potencial de un modelo Liouville de Tipo I fue introducida en
la expresion (2.2), advirtiendo que presentaba, por lo general, singularidades en los
puntos focales. Dado que nuestro proposito reside en estudiar detalladamente las
propiedades de posibles soluciones kinks, presentes en el sistema fisico, es beneficioso
considerar potenciales que sean semidefinidos positivos, preferentemente carentes de
singularidades y en los que exista una estructura no trivial para la variedad de ceros
M que posibilite la presencia de un proceso de ruptura de simetria espontanea. En
particular, enfocaremos nuestro estudio a potenciales que incluyan términos anar-
monicos sobre los que introduciremos constantes de acoplamiento adecuadamente.

Entonces,

Proposicién 2.5: La familia (M. + 2)-paramétrica de sistemas fisicos que

cluyen el término potencial correspondiente a la expresion polinomica de grado
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2N ez SObTE los campos ¢1 y @2 dada como

Nmazx

U(fr, ¢2) = Z by H{¢%+¢§ — 206 cos

=1

+ 92} (2.19)

pertenece al Tipo I de los modelos de Liouuville.
Demostracién: Reescribiendo la expresién (2.19) en variables elipticas sobre el

plano interno y tomando b, se obtiene

QQTL )

Nmax

ZanH<u + v? 2uvcosniil>

que se transforma, usando la identidad (2.22) de [131], en la simple expresién

1 Nmax

faU — m Z a, (u2n+2 o ,U2n+2) (220)

n=0
que muestra bien a las claras que se trata de un potencial de Tipo I. C.Q.D.
Adecuando los valores de los a,, el potencial (2.20) puede ser elegido semidefinido
positivo, teniendo en cuenta que las coordenadas verifican u > v. Asi, por ejemplo,

los potenciales cuartico y sexto mas generales que pueden ser tratados mediante este

procedimiento, se rigen por las expresiones

Ulpr,02) = A(@]+ ¢3 £ a*)? + 19} + a3
U(dr,¢2) = Bs(o] + 5+ Q°)%(¢1 + ¢ + B) — 20°B305(67 + ¢3) +
+(B2 — B (P + B1)) ¢ + Bty + Bo

con A> a, ﬁa ﬁh Bi7 k€R.
Si el sistema fisico es caracterizado por la presencia de (2.19) como término
potencial, las integrales primeras (2.4) y (2.5) pueden ser reescritas como

I, = (Cldgf) + = (d%) mzmb H{Qﬁ%—ﬂbg—QQgﬁlcosnljl +Q2}

Nmaz n—1
b {<¢1d¢2‘¢2d¢1) - (%}*Z”{ AL (61 + -

n

T i
—20 —+0? )+ 07 T+ 5 —20 Q°
¢1cosn+ )+ H<¢1+¢2 ¢1cosn+1+ )}

i=1

El término potencial presentado en la proposicion 2.5 resulta excesivamente
genérico para nuestras pretensiones. Dado que las soluciones kinks vienen carac-

terizadas por la conexién entre distintos puntos minimos en los que el potencial
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adopta el valor nulo, restringimos la expresién (2.20) a aquella en la que los ceros
del potencial son obtenidos de la forma mas eficaz posible. En este capitulo nos
centraremos en sistemas fisicos cuyo término potencial puede ser expresado en la
forma

A2

u2 —

u2a0(u2 - Q2> H(uQ . 0'1-2)20” + 0200 (Q2 _ U2> H(U2 _ 0_i2>2a1~

i=1 =1

§oU =

(2.21)
donde sin pérdida de generalidad supondremos que

01 <0< ... <0, 1<0,=0< 0,11 <...<0y,

La nomenclatura que utilizaremos para etiquetar los sistemas fisicos con poten-
cial (2.21) especificard todos los pardmetros del sistema, empleando el formalis-
mo I[(o1,....,0.), (Ori1, ooy o0)][o][(a1y ooy ),y (i1 ooy )] Serd conveniente dis-
tinguir varios casos marcados por los valores adoptados por los pardmetros g y ..
Entonces, consideraremos

CASO A: agy=0a,=0

CASOB: ay>1; a,=0
CASOC: ap=0; a,>1
CASOD: apy>1;, . >1

Si sobre las restricciones precedentes imponemos que los pardmetros no prefijados
sean iguales a la unidad, esto es, oy = 1 (i # 0,7), los modelos obtenidos tendran
como referencia, respectivamente, las marcas A1, B1, C1 y D1.

Habiendo enfocado nuestro estudio sobre sistemas fisicos que son regidos por el
potencial (2.21), analizaremos la estructura de la variedad M, que puede determinar
un proceso de ruptura de simetria. Las separatrices que presentan estos modelos
pueden ser agrupados en los siguientes conjuntos:

G4

2 _ 52 2
02 -0 o

H—{(¢17¢2)€R2/ I o v=oy; 1§i<r}CP§

que denominaremos conjunto de hipérbolas separatrices,

E= (¢1¢2)€R2 / ¢—§+¢_f:1 o u=o; i1>rpy CPY
’ o —-Q2  o? v u

(2 7

que sera el conjunto de elipses separatrices,
X:{(¢1,¢2)€R2 / ¢2=0 o u:QUv:iQ}

esto es, el eje OX, el cual surge dentro del esquema por las elipses e hipérbolas que
degeneran a tal recta, y

Y ={(¢1,2) ER* /| ¢y =0 o v=0}ePpP?
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el eje OY, donde degeneran dos ramas hiperbdlicas coordenantes. Se cumple que
E*Ret(P)=HUEUXUY.

Proposicién 2.6: La variedad de ceros M para sistemas de Liouville de Tipo I
regidos por el potencial (2.21) viene determinada como

CASO A [ap=0, =0

M=HNE)UHNX)U(ENX)
card(M) =4(r—3)(n—r+3)—1

CASO B | ap > 0;a, =0
M=MHNE)UHNX)UENX)U(ENY)U(XNY)
card(M) =4dr(n—r+3) — 1

CASO C | ay=0;a, >0
M=HNE)UHNX)U(ENX)U{F}U{F'}
card(M) =4(r—(n—r—+3)+1

CASO D | ap > 0;a, > 0
M=HNE)UHNX)UENX)UENY)UXNY)U{F}U{F'}
card(M) =4r(n —r+3) + 1

esto es, los puntos de vacio quedan asentados sobre la interseccion de las curvas
separatrices.

Demostracion: Es facil comprobar la veracidad de la proposicion advirtiendo
que para el potencial (2.21) se tiene f(u) = u?*(u® — Q%) [\, (v? — 67)** y g(v) =
0?0 (2 —v?) [, (v¥*—07)**. En cualquiera de los casos introducidos, los elementos
del conjunto E verifican la condicién f(u) = 0, los de H cumplen que g(v) = 0,
mientras que el conjunto X constituido por la recta ¢o = 0 verifica f(u) = 0 para
el segmento definido en el intervalo (—,Q) y g(v) = 0 en el resto. El conjunto Y
acata la condicién g(v) = 0 siempre y cuando el modelo pertenezca a los casos B y
D. Por otra parte, para los casos C y D, en los que aparece los factores (u? — Q?)
v (2% — v?) con un exponente mayor a la unidad, los puntos focales F' y F’ son
raices de las funciones f(u) y g(v). A partir de toda esta informacién y teniendo en
cuenta que la variedad de ceros estara constituida por aquellos puntos (u,v) € E?
que cumplan al tiempo las ecuaciones f(u) = 0y g(v) = 0, puede completarse la
tabla anterior. C.Q.D.

Sobre la figura 2.2 puede observarse el reticulo generado para los casos tratados,
tanto en el plano eliptico como en el cartesiano. Los nudos de Ret(P) corresponden
a los puntos de vacio (estrictamente para los casos B y D) junto con los puntos
focales (para el caso A y C). El plano queda dividido en celdas delimitadas por las

separatrices.
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Figura 2.2: Reticulo y variedad de ceros para los casos: A (indicados como e),
B (e,0),C(e,x)yD(e,0,x)

Dado (2.21), las ecuaciones (2.17) descritas sobre el espacio de fases quedan

expresadas como

n n

p= 2 [J = ot g2 = [0 — o
i=1 i=1

El problema tratado en el espacio de fases queda desacoplado en cada coordenada
eliptica. El argumento utilizado por Rajaraman [114], para delimitar la zona en
que se presentan kinks en modelos con un campo escalar, puede ser utilizado en
cada componente eliptica, lo que restringe la presencia de soluciones de caracter
topoldgico al rango u € [Q,0,) y v € [, Q).

Es conveniente, en aras de la inteligibilidad de nuestro estudio, introducir el
estudio sistematico y profundo de varios modelos, que se enmarcan en los perfiles

descritos. Posteriormente generalizaremos estos sistemas.

2.6 Modelo I|o,1][1][1,1]

Describiremos en esta secciéon un modelo fisico que presenta un proceso de ruptura
de simetria mas rico si cabe que el modelo MSTB, en el sentido de que aparece una
pletora de defectos topolégicos mas compleja que en tal caso. El modelo [3] viene
caracterizado por la presencia de la accién

1 * *
S = /dyQ {58;0( 0"x — Utie 1,1 (X X )}

donde, ahora,

PR . m2\ 2 32 . m2 32
Uto1)1)f1,1) = 4_mgX X <X - F) + 7)(3 (X X~ e (1 - W))

tal que la energia es equiparada a la expresion dada en (1.43). El nuevo potencial

puede ser escrito empleando las variables adimensionales x — F¢, y, — %xu y
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2
B 62 como

m2

1 2
Uttoajina (81, 62) = 5 6% (676 — 1) + %63 <¢*¢ ~1+ %) (2.22)

Este tipo de modelos surge en la descripcién de defectos idnicos de orientacion
en hydrogen-bonded networks [112] o en twistones encontrados en las cadenas del
polietileno [149]. Otros modelos similares a (2.22) han sido estudiados en [49] en el
ambito de las érbitas prueba.

La expresion (2.22) corresponde a una per-
turbacién del potencial de Chern-Simon,

Uon-s(6) = 5 6°6 (6"6 — 1

que es recuperado para el caso particu-
lar de ¢ = 0. Este modelo (que posee
simetria rotacional) ha sido empleado en
teorfas gauge U(1) para modelizar deter-

minados comportamientos de superconduc-

Figura 2.3. Potencial Ifo,1][1][1,1]. tores de tipo II, tal y como es apuntado en
[81, 79, 57, 58].
El superpotencial (2.15) asociado a este modelo en las variables elipticas es
W(u,v) = 3(u* — 2u?) £ 1(v* — 2v?), lo que arroja las siguientes dos posibilidades
en las coordenadas iniciales, o bien,

W(6) = 1 [(60 — 17+ 20°63)

que es el potencial asociado al modelo MSTB salvando un factor global y redefiniendo
la constante de acoplamiento 02 — 20?; o bien,

1

W) = 11/ (61400 + 631/ (61 = 0)? + 63 (60 + 0>~ 2)

que introduce puntos de ramificacién en la teoria.

Propiedades del modelo:

Empleando el plano eliptico E2, la expresion (2.22) se transforma en

1

s =y [0 — 1P = %)+ 2 = 1P =)

& Uo ) =

por lo que el presente sistema es integrante del caso B de modelos de Liouville de

tipo I y donde deben considerarse los valores, A2 = %,n =2r=1,00=1,00 =
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o,a0 = 1,09 = 1,9 = 1, es decir, puede ser caracterizado como I[o,1][1][1,1]. La
variedad de ceros M es discreta y se erige como

M= {v' = —1; v* = —ig; v* = 0; v* = i5; v° = 1}

donde & = v/1 — ¢2. En el plano eliptico, el modelo forja dos celdas; la primera Pj;
delimitada por los puntos v!, v2, v3 y F’ y la segunda Py, por v3, v*, v® y F, tal y
como queda plasmado en la figura 2.4.

v4
vl V&l

vi=v4

vl

v2 F F

Figura 2.4: Vacios (puntos) y curvas separatrices (trazos continuos) del modelo.

El espacio de configuracion vendra constituido por 25 sectores desconectados iden-
tificados por los elementos del grupo Zs x Zs, conectando cada uno de los posibles

puntos de vacio, esto es,
C=UCy a,b=1,2,3,4,5

El espectro de pequenas deformaciones o espectro de particulas se refleja en las

masas

M2(0, %) = ( 3 ;)4 ) M2(02, ) = < 004 424 ) M2(v?) = < é 504 )

La degeneracion de la variedad de vacios origina un proceso de ruptura de simetria
en el modelo. Para v! y v° la simetria G = Zjy X Zy que presenta el lagrangiano es rota
a Hy =exX7Zsy: ¢y — —o, para v2 y v* se rompe al grupo Hy = Zy X € : ¢ — — 1,
mientras que para v3, la simetria G es respetada. La variedad de Moduli sobre M
queda constituida por tres elementos, Mod(M) = {[v!], [v?], [v%]}.

Podemos presentar las integrales primeras, que aseguran el caracter de integra-
bilidad del modelo estudiado. Asi, la integral primera asociada al funcional (1.39),

correspondiente a la energia mecanica, sera

1 (dei\? 1 [(dp\? 1 ?
h=y () +5(52) - poewe- 1 -cdwe-1+T)  @n)
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mientras que la segunda integral primera, que hace las veces de momento angular

generalizado, se escribe como
déy . dén)” d0\" 0% o5 22
(1— 2da:> 7 dr 7(?2[0% ("0 1+‘7)}

donde, como ya fue advertido, para las soluciones que nos preocupan tales expre-

siones adoptan los valores nulos, I = I, = 0. La energia, usando (2.12), puede ser

vp
’/duul—u /d’uv(l—v2)
vA

siendo (ua,v4) y (up,vp) las componentes de los puntos de vacio que definen la

calculada mediante

+

solucion kink particular, cuya energia pretende ser calculada.

Galeria de soluciones: Parametrizacidn.

Pasemos a estudiar los kinks presentes en el sistema I[o,1][1][1,1], para lo cual em-

plearemos el mismo proceso que introducimos en el modelo MSTB:

1. TK1: Empleando el método de las érbitas prueba, ensayaremos la restriccion
dada por ¢ = 0, de modo que sobre la condicién (2.23), puede extraerse la expresién

de la solucién kink de componente imaginaria nula,

b(x) = i%\/l T tanh 7 (2.24)

que llamaremos TK1 siguiendo la notacion habitual. Aparecen cuatro soluciones
singulares dependiendo del signo elegido en (2.24), kink y antikink conectando los
vacios v! y v3, que denotamos por TK1[13] y TK1[31] respectivamente, junto con
los que conectan v® y v° a las que nos referiremos como TK1[35] y TK1[53], ver
figura 2.5.

(Pz H

vl TKI1[13] v3  TKI[35] V3
ATK1[31] ATK1[53] @

1

9,

v2 X

Figura 2.5: Orbitas de las soluciones TK1 (izquierda) y kink TK1[35] (derecha,).

En la descripcién particular de la soluciéon TK1[13] sobre el plano eliptico habriamos
de senalar que se situa en el reticulo del modelo sobre dos tramos rectilineos; el
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primero va desde el punto v! hasta F’ y el segundo desde F” hasta el vacio final v3.
Por ello, m,(TK1[13]) = [0, 1] y m,(TK1[13]) = [—0,0]. La energia adimensional de
la que estan dotadas el conjunto de estas soluciones es

1
El hessiano asociado al TK1 adquiere la forma diagonal del operador diferencial
matricial
—%—%i%tanhf%—%tanﬁi 0
H<TK1):( d? 4 2 _ 1 2 _ 1 73 2—)
0 —gzto"—0°—7= (J —§)tanhx+ztanh T

cuyo espectro puede ser resuelto [88, 84]. La primera componente presenta un tinico
autovalor ligado asociado al modo cero cuya autofuncion es

1
1
U o e
VvV 2cosh” z e*
junto con un espectro continuo no degenerado entre los valores 1 y 4 sobre el que se
sostiene el espectro doblemente degenerado. Para la segunda componente se observa

un unico autovalor ligado de magnitud nula para la autofuncién

¢é2) o cosh™2 z e(377°)=

siendo el espectro continuo no degenerado definido entre los valores ot y (1 — 02)2,
y para valores mayores aparece un espectro continuo doblemente degenerado. Estos
resultados dictaminan la estabilidad de esta solucién. Ademads, la presencia de un
modo cero asociado a las variaciones ortogonales sugiere la presencia de una familia

uniparamétrica de soluciones, de la que el TK1 es un elemento particular.

2. TKY': Consideremos la posible existencia de soluciones imaginarias puras, es
decir, verifican la restriccion ¢; = 0 (elemento del conjunto de curvas Y). Sobre

(2.23) se concluye

b(x) = i@'% VI £ tanhz (2.25)

La combinacion de los signos en (2.25) concibe cuatro soluciones, denotadas genéri-
camente por TKY? conectando los puntos de vacio v?, v3 y v* mediante los kinks
especificos TKY[23|, TKY[34] y los antikinks TKY[43], TKY|[32], ver figura 2.6.
En el plano eliptico estan asociadas a una tunica separatriz, la cual une los vacios

2,4

v® y v®¥* como puede observarse en la figura 2.7. Dado que m,(TKY) = [0,1] y

7,(TKY) = 0, estas soluciones poseen la energia

1 2 2
EITKY] = TL% (1—%)

2Usando la letra Y se pretende sefialar que la solucién queda asentada sobre el eje ¢s.
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La forma del hessiano es declarada por

H(TKY) = (

& o6l oL panh 7+ 32 tanh®z 0
0 — & 454 [-5 £ 2tanh 7 + 1 tanh? 7

que nos permite afirmar que para la primera componente se presenta un espectro
continuo no degenerado sobre el autovalor o* y 1, valor a partir del cual el espectro
es doblemente degenerado. Es resenable la ausencia de estados ligados. Para la
segunda componente aparece un unico estado ligado correspondiente al modo cero
junto al espectro continuo no degenerado entre los valores 6* y 45, sobre el que se
asienta el espectro doblemente degenerado. La solucion es estable. La ausencia de
un modo cero para las variaciones ortogonales a la trayectoria del kink sugiere que
se trata de una solucién aislada en el sector de estudio.

3. TKE: Estudiamos, ahora, la presencia de soluciones asentadas sobre el tramo

2
eliptico ¢? + 122 = 1 (separatriz del conjunto F), a las cuales nombraremos como

TKE. Empleando (2.23) se obtienen las ocho soluciones

) _
¢ = +1—1/1 + tanh(, 027) =+ i%\/l — tanh(=£, 027) (2.26)

v v

combinando arbitrariamente los signos marcados con distintos subindices 1,2 y 3.
Las soluciones conectan los vacios v!, v, v* y v°; mediante los kinks TKE[14],
TKE[12], TKE[25], TKE[45] junto con sus antikinks TKE[41], TKE[21], TKE[52]
y TKE[54], ver figura 2.6. (Téngase presente que la notacién de la que estamos
haciendo uso especifica los indices de los vacios que son conectados, tal que el primero
se refiere al de partida y el segundo al de llegada).

vé ?, @,

1
TKE[45] ®, s /’
X

TKE[14]

ATKE[41] ATKE[54]

vl

ATKE[21]

ATKE[52]

TKE[12] TKE[25]

V2
Figura 2.6: Trayectorias de las soluciones TKE (izquierda) y kink TKE[45] (derecha).

Estas soluciones sobreviven en el plano eliptico sobre el tramo horizontal que conecta
los vacios v!, v** y v° donde 7,(TKE) =0 y 7,(TKE) = [0, 0]. Se cumple que:

£[TKE] = "; (1 - %2)
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u
Vi TKE TKE Vs
v=y 4
TKI(1) TKY TKI’(2)
3
TK1(2) v TKI(1) v
F F

Figura 2.7: Soluciones singulares sobre el plano eliptico

Las soluciones descritas quedan asentadas en trayectorias situadas sobre el reticulo
Ret(P) que forman las curvas separatrices (ver figura 2.7).

4. TKI(y,) y TKF(v;): Abandonando el método de drbitas prueba, aplicaremos la

teoria de Hamilton-Jacobi sobre el plano eliptico, para obtener las trayectorias de
las soluciones densas. Habida cuenta de (2.9), se tiene

_ Sign(u’) _ Sign(vv’)
252 2\o? 252 2\o?
{u (1—U ) } {|U| (1—U ) } :62026271 (227>

u2 — g2 g2 — 2

y la dependencia espacial, segin (2.10), sera

Sign(u/ Sign(vv’
1 — U2 gn(u’) 1— ’U2 gn(vv’) _ 6262(z+72)
U2 _ 0-2 0-2 _ ,02

Para el modelo en tratamiento, el flujo de trayectorias es indicada por

du _ Sign(u') u(l — u?)(u? — %)
dv  Sign(v') v(1 —v?)(0? —v?)

Las expresiones mostradas introducen dos familias de kinks topoldgicos, caracteri-

zadas por las condiciones Sign(u') = Sign(v') y Sign(u') # Sign(v’). Dentro de cada
familia, la trayectoria es especificada por el valor del pardmetro ;. Su compor-

tamiento puede ser descrito como

4.1. Familia TKI(~,): Este caso viene determinado por la elecciéon Sign(u') =

Sign(v') sobre (2.27). Las soluciones vienen distribuidas en dos subfamilias que
permanecen en cada una de las celdas, delimitadas por curvas separatrices. En la
celda P;; quedan conectados los vacios v! y v3, y para la celda P lo son v3 y
v®, mediante soluciones TKI[13](~), TKI[31](v1), TKI[35](71) y TKI[53](71), a los
que nos referiremos globalmente por TKI(y;) (ver figura 2.8). Para esta familia
es posible reexpresar los resultados en las variables originales mediante relaciones
relativamente sencillas. Se tiene que las trayectorias de estas soluciones siguen la
forma

(02" [*(1 = &) — ¢3]7 = 0?73
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presentandose como solucion
B 1 n 10
- \/1 — e2(x+m1) + e20%(z+x2) \/1 + 202 (z+21) + e—20%(z+z2)

¢()

=2
dondexlzfyg—l-lg—zayﬂfzz%—%_;?'

2

* En particular si elegimos los valores o= = % v 71 = 0 aparecen trayectorias descritas

por semicircunferencias de radio % y centradas en los puntos (:l:%, 0),
2 2
(614 3)" + 5= (3)
donde queda ubicada la solucién:

o(x) = :t% (1 —I—tanh%) 4+ 24 sech%

Considerando los valores asintéticos del pardmetro v, sobre (2.27), se cumple:

TK1
lim TKI(y) =
Y1—F00 TKE + TKY

Apoyados sobre el hecho de que 7, (TKI) = [0, 1] y 7,(TKI) = [0, 0], (2.11) permite
calcular el valor de la energia para estas soluciones, siendo:

E[TKI(7,)] = i + %2 (1 - O;)

v! V5

V2 v

Figura 2.8: Kinks TKI: en el plano cartesiano (izquierda) y en el plano eliptico (derecha,).

Las soluciones encontradas son integrantes de los sectores topolégicos Ci3, C31, Css
y Cs3. Pueden ser parametrizadas por el valor de 7, € (—00,+00). En esta familia,
la parametrizaciéon basada en el flujo de trayectorias sobre los vacios es infructuosa,
dado que muestra una expresién indefinida en tales puntos, tal y como puede ser
observado en la figura 2.8. Una parametrizacién alternativa puede ser caracterizada
por el punto de corte a alguna elipse coordenante, la cual puede ser elegida arbi-

trariamente de la gama u = a con 0 < a < 1. Trabajando en el plano eliptico,
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dicha parametrizacién vendra dispuesta por el valor v adoptado por la variable v al

resolver la ecuacién implicita

’1~)|252(1 _ 172)"2 a2 — o2

o2 — 2 - a252(1 _ az)f;?

2026271

Si nos proponemos identificar las soluciones del sector Cy3, todas aquellas que emer-
jan en el semiplano de abscisas ¢ positivas (TKI(+)) tendran asociado el valor
del pardmetro ¥ en el rango [—o,0] (véase figura 2.8). En el mismo rango son
identificadas las soluciones que permanecen en el semiplano inferior (TKI(—)). La
carta de la variedad de soluciones del sector Cy3 es completada atribuyendo a estas
ultimas un valor positivo del pardmetro o, tal que su rango, ahora, es [—o, 0|, donde
quedan incluidas todas las soluciones. La informacién recabada nos permite escribir

lo siguiente:

Parametro | Solucién
1)|o0=—-0 TK1[13]
2) |0 € (—0,0) | TKI[13](+)
3) | 0=0" TKE[14]+TKY[43]
4) | o =0" TKE[12]+TKY[23]
5) | ve(0,0) TKI[13](—)
6) | 0=0 TK1[13]

La teoria de Morse nos indicaria que esta familia de soluciones es estable por la
ausencia de puntos conjugados. Finalmente, debe advertirse que los kinks encontra-
dos verifican las ecuaciones de primer orden asociadas con el superpotencial W1(¢),
cuya expresion carece de puntos de ramificacion, lo cual les confiere un caracter BPS
en el estadio presupersimétrico. Esto sugiere de nuevo la estabilidad de la familia
de kinks encontrada, usando los argumentos detallados en [65].

4.2. Familia TKF(v;): Estimemos la condicién Sign(u') = —Sign(v’) sobre (2.27).

Los kinks, como en el caso anterior, se encuadran en dos subfamilias que se ubican en

las celdas P;; y P;. Todas estas soluciones conectan v? y v* (vértice comun a ambas
celdas), atravesando un punto focal, diferente para cada subfamilia. Las englobare-

mos bajo las siglas TKF(7;), que en particular corresponderian a las soluciones
TKF[24](v1) y TKF[42](71), ver figura 2.9.

* Entre las curvas que forman parte de la coleccién de érbitas (2.27) queda ubicada
una de sencillo andlisis analitico. Es asociada a la constante de acoplamiento o2 = %
con parametro natural v; = 0 y descrita por las semicircunferencia de (b% + qﬁ% = %,

de modo que, la particular solucién adopta la expresion:
1 z _
)= ——— |2v2e2 +i (1 — 26" }
) \/5(14—261’)[ ( )



MODELO DE LIOUVILLE: TIPO I: Modelo I[7,1][1][1,1]. 7

1~
<a
<

v! Vo

3
V2 v

Figura 2.9: Kinks TKF': en el plano cartesiano (izquierda) y en el plano eliptico (derecha).

El comportamiento asintético del pardametro v, sobre esta familia establece que

lim TKF(y,) = TKE + TK1 + TKY

y1—Fo00

mientras que la observacién m,(TKF) = 2o, 1] y 7,(TKF) = 2|0, o] proporciona

E[TKF(y)] = % + o? (1 — %2)

Para estas soluciones podemos considerar la parametrizaciéon basada en el valor del
flujo de trayectorias sobre el punto focal. Sobre el plano eliptico, es facil obtener

du

2=2
d_ ::FGZFQJam:thE
Ul(ot0)
que nos proporciona el angulo de incidencia sobre los puntos focales en relaciéon con
el parametro natural ~;. Sobre el plano cartesiano, la informacion anterior reza

como .
d¢2 262':20 oM

dpp  ~ 1—eF20%m

Fijemos el sector Cyy del espacio de configuraciéon C como tubo de ensayo. La varie-

=tg6

dad de soluciones viene constituida por dos facciones, una conformada por aquellas
soluciones que pasan por el foco F’ y la otra las que lo hacen a través de F'. Pre-
cisaremos dos cartas para coordenar toda la variedad de soluciones, las primeras
seran parametrizadas por el angulo de incidencia sobre el foco F’, mientras que las

segundas por el formado sobre F'. Fusionando las dos cartas, podemos encontrar

que:
Parametro | Solucién

1) 6=0 TKY[23]+TK1[35]+TKE[54]
2) | 0€(0,m) TKF[24](F)
3) | 0=n" TKE[25]+TK1[53]4+TKY[34]
4) | =7t TKE[21]+TK1[13]4+TKY([34]
5) | 0 € (m,2m) | TKF[24](F")
6) | 0 =2m TKY[23]4+TK1[31]+TKE[14]
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Aplicando la teoria de Morse podemos concluir la inestabilidad de las soluciones de
la presente familia dado que todas ellas cruzan a través de los focos, que es inter-
pretado geométricamente como puntos conjugados [65, 5]. Acunando el concepto
de superpotencial debe tenerse en cuenta que estas soluciones son generadas por las
ecuaciones de primer de orden asociadas a W(¢), el cual presenta un punto de
ramificacién en los puntos focales. Ello indica, de nuevo, que las soluciones halladas
son inestables.

Todos los puntos anteriores pueden ser resumidos afirmando que el espacio de
Moduli esta compuesto por

Mod(Cx) = {TK1, TKE, TKY, TKI(y,), TKF (1)}

Puede concluirse comentando que en las celdas P, v P21 quedan inmersas las solu-
ciones densas TKI y TKF, mientras que sobre las fronteras 0P;; y 0P se dis-
tribuyen los kinks singulares TKE, TK1 y TKY.

Reglas de suma:

Concluiremos el estudio de este modelo mostrando las relaciones entre las energias.
Atendiendo a la expresién (2.12), debe cumplirse (sin observar el valor especifico
que ha sido asignado a cada solucién) las siguientes relaciones

1. &[TKI(v,)] = £[TKE] + £[TK1] = £[TKY]

2. E[TKF (y1)] = 2&[TKI(7)]
las cuales, pueden ser verificadas empleando los datos calculados. A partir de las
relaciones anteriores pueden obtenerse otras reglas de suma. Por ejemplo, es evidente

que:
E[TKF(v,)] = £[TKE] + £[TK1] + £]TKY] = 2£[TKY]

2.7 Modelo I|o,7,07][0][011]

De forma andloga al andlisis realizado en el modelo anterior, estudiaremos, en esta
seccion, un sistema fisico cuyo comportamiento es extremadamente rico, englobando
en si mismo las caracteristicas de aquellos modelos que pueden asignarse al tipo I.

La dindmica, como siempre, atiende al estudio de la expresion

1 * *
S = /dzy {Q%X 0"'x — Ulloror01011] (X X )}
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que incluye un término potencial

. A6 m2]? m am? 5105
U, x*) = %[xx 51%} { XX — 53%} 5 x2+2A§x§+
36242 . 5262 2
+2 23 [x X+W<7_252 253)}

donde X\, m, &; y 2 son constantes de acoplamiento, cuyas dimensiones son la
inversa de longitud en un sistema de unidades naturales y o es un parametro con

dependencia sobre las magnitudes anteriores especificada por

522 (25;153 28365 25163

4 4 252
=30 |5~ o ot - 52+45152)

) . . . m V2 2 5 2 53
Introduciendo variables adimensionales, x — ¢, y, — Y5x,, 0° — 5y 7° — 3,

la engorrosa expresién del potencial se transforma en la méas comoda
2
U= (66— 026"~ ) +30°7°03 (66 + 22222 )y agd+ 070} (2.28)

2.2
donde v = &= (207" — 20"7% — 20%7! + 40’7 — 0t — 77).

Propiedades del modelo:

El sistema fisico introducido presenta un
potencial que sigue una expresion polino-
mica de octavo grado semidefinida positiva.
El lagrangiano disfruta de simetrias bajo el
grupo Zs X Zs de las reflexiones internas,
01 — —¢P1, 02 — —¢po. Pese a la desventaja
que puede suponerse la presentacién de un
potencial tan complejo, ha de ser advertido
la presencia de dos parametros, cuyo rango
de definicién es 0 < 02 < 00,0 < 72 < o0,
Figura 2.10. Potencial del modelo. de modo que estamos tratando con un in-

menso abanico de modelos, de forma total-
mente genérica. Esto es, estudiamos de forma conjunta una familia biparamétrica
de modelos. El estudio de modelos que dependen de una cantidad indefinida de
parametros es inherente a la estructura considerada en este capitulo y no consti-
tuye un motivo vinculante para presentar este sistema en particular. Es expuesto
por poseer una estructura muy rica, presentando diferentes estadios asociados a los
valores relativos entre los parametros o y 7, que pueden ser analizados de forma
paralela. Considerando que los parametros podrian incluir una dependencia im-
plicita de alguna magnitud fisica, como la temperatura del sistema, o(T), 7(T),

distinguiremos tres posibles fases del modelo:
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e FASE I. ELIPTICA: 0 < 72 < 02 < 1.
e FASE II. HIPERBOLICA: 0 < 02 < 1 < 72.

e FASE III. FOCALIZADA: 0 < 0? <1 =172

Otras fases pueden ser consideradas, pero resultan mucho mas triviales que las
enunciadas. Definamos, por comodidad en la escritura, las magnitudes 6 = /1 — 02,
T =+/|1 — 72|y 7 = /|o? — 72|. Una caracteristica comun a cualquiera de las fases
es la separabilidad del modelo empleando las coordenadas elipticas descritas en (2.1),
donde asumiremos que (o, 7) = o7. El potencial, dado por (2.28), se expresa en el
plano eliptico como

1
g:’;q—U = — - [(U2 o 0_2)2(u2 o 7'2)2(u2 o 0_27_2) + (U2 o 0_2)2(,02 o 7_2)2(0_27_2 o U2)]
us —v
que manifiesta la forma particular de un modelo de Liouville de tipo I. El superpo-
tencial asociado a este modelo es

W) = Y2\ fon £ or + 6 (560 F 0761 + 0760 £ 07 + '7) -
—5(c? + 7 (¢* O F 0T + 0*12) F 307h1 (%P + 0*T?) + 150272}

Sobre la expresién (2.21) se debe identificar los valores, A? = 1, oy = 0, pero
distinguiendo para las distintas fases las siguientes caracteristicas:

e FASE I: El modelo pertenece al caso A presentado en (2.21), conn = 3, r = 1,
or=01,a1 =0,00 =7, a9 =1, 03 =0, az = 1, de tal modo que card(M) =
4(1-3)(3=1+2)—1 = 4, es decir, concluimos la presencia de cuatro puntos de
vacio. El potencial es identificado por I[o7,7,0][0][0,11]. El reticulo presentado
por este modelo encierra dos celdas que representamos como Pj; (delimitado
por los puntos distinguidos v?, v®, F'y F’) y Py (determinado por los puntos

vl 0?2, v3 y v1) como puede comprobarse en la figura 2.11.

vl v4

V2 v3

F F

Figura 2.11: Vacios (puntos) y curvas separatrices (tramos continuos) de la Fase I.
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La variedad de ceros en las variables iniciales queda establecida por,

_ 1 _ 2 O T S
La presencia de vacios degenerados introduce el proceso de ruptura de simetria.
De la original simetria Zs X Zy exhibida por el lagrangiano, los vacios conservan

tan sélo Zs x {e}. El espacio de Moduli, conformado por las érbitas de vacio,

es Mod(M) = {[v]], [v7]}-

e FASE II: El modelo en esta fase sigue incluido en el caso A, donde n = 3,
r=2 0, =o0,a =1, 09 =07, a9 =0, 03 =7, a3 = 1, con lo que
card(M) = 4(2 - 1)(3 — 2+ 3) — 1 = 8, atisbando, por ello, la existencia de
ocho puntos de vacio. El modelo atiende a la etiqueta I[o,07,7][0][10,1]. En

esta fase, sobre el plano eliptico aparecen tres celdas, Pj; (cuyos vértices son

los puntos singulares v', v°, v? y F’), Py (delimitados por v°, v7, v3 y v?) y

Py3 (encerrado por los lados v3 — v” — v* — F), verificdindose que

1 2 o3 o4 _ .5 —_—

Min = {yy=-T;op=—0;vy=0;vy=T;vp=1-140T;
v = —1—i67; vy = —1+i67; v, = 1 +i67}

2 v y v* rompen la simetria original del lagrangiano al sub-

grupo Z, x {e}, mientras que para los restantes vacios v°, v®, v7 y 8, ésta

Los vacios v, v

queda totalmente rota, ver figura 2.12.

Figura 2.12: Vacios (puntos) y curvas separatrices (tramos continuos) de la Fase II.

e FASE III: El modelo pertenece, ahora, al caso C, donde los parametros que
caracterizan el modelo sonn =2, r=1, 01 =0, a1 =1, 00 =1, a0 =1y
donde card(M) = 4(1 — 1)(2 — 1+ 3) + 1 = 4, concluyendo la presencia de
cuatro vacios. El potencial, identificado como I[(¢),(1)][0][(1),(1)], aparece en
el plano eliptico E? como

U= o [0 =P 17— (P = 2P 17 (229)
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El modelo presenta solo una celda como puede verse en la figura 2.13 delimitada
por los vacios. El sistema en estudio puede considerarse como una deformacion
de aquel que incluye un potencial U(¢) = (¢*¢)?(¢*¢ — 1)%. Se tiene:

1l L2 .3 .4
M = {vy = —1; vy = —0; vy = 05 vy = 1}
@, u
V1 V4
vl V2 v3 v4
+ +
F F 0]
1
v? v3 v
F F

Figura 2.13: Vacios (puntos) y curvas separatrices (tramos continuos) de la Fase III.

Como puede observarse, la variedad de ceros M aparece dispar en cada una de las
fases. Las masas que determinan el espectro de particulas (los valores que soportan

el espectro continuo de pequenas deformaciones), son

8522 0 8724 0
2,3
M?(viiym) = ( 0 92027654 > M?(vgy ) = ( 0 206,274

Falta, atin, por obtener algunas masas. Si definimos los pardmetros u* = o4+ o272+

7 v 1?2 = 72 + 02, éstas pueden ser escritas como
MO — g pt = 3022 + 3ottt GT(pt — 207722 + otrt)
) =
i o7(pt — 202722 + ot7?) 7272 (ut — 2027%07%)

que tras ser diagonalizadas adoptan la sencilla apariencia

o674 0
MQ(U%W’S) = ( 0 87654 )

El sistema mecanico asociado al modelo presenta junto a la energia mecanica

d 1 (dos\°
L, = (d?) +§(%) —U(¢1, ¢2) (2.30)

un nuevo invariante que le concede el caracter de completa integrabilidad y que es

expresada como

2 2
{< 1%— 261;21) — o7 (%) }+

2 2
06+ o -t =) (00 -

0—1—7’

)2+ 20° 7292 + ﬁ)
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4 4 2.2 . . .
donde 3 = o'r* — 7% — 027 — & — T 4+ 327 Las soluciones kinks verifican las

relaciones I; = I, = 0, como puede entenderse al llevar las condiciones asintéticas
(1.13) y (1.14) sobre las expresiones de las integrales primeras.

Galeria de soluciones:

Estudiemos las soluciones presentes en el modelo, para cada una de las fases:

FASE 1

I.1 TK1: Iniciamos la busqueda de las soluciones usando el método de oOrbitas
prueba para trayectorias que se asientan sobre el eje real del plano interno, esto es,
¢ = 0. Via una cuadratura, la férmula (2.30) nos reporta la expresion en forma

implicita

1 1
o T

o+ ¢1|7|T— ¢
o—¢1| [T+
que determina el comportamiento de la componente ¢;. La relacién indicada en
(2.31) constituye seis soluciones: TK1[12], TK1[34], TK1[21] y TK1[43] que deno-

taremos por TK1W junto con TK1[23] y TK1[32], que llamaremos como TK1®,
2

= F2V2A* Tz (2.31)

Dichos kinks conectan los vacios v!, v?, v3 y v, tal que los sectores topolégicos
Ci2, C34, Ca1, Cy3, Co3 v C32 albergan estas soluciones. Las proyecciones de las solu-
ciones anteriores 7,(TK1W) = [0, 7], m,(TK1W) = 0, 7,(TK1®) = 2[o7,7] y

mo(TK1®) = [o7, 7] nos permiten el calculo de las energfas:

2v2

E[TK1Y] = 1—5(0 —7)*(0% + 30T + 7°)
42
E[TK1Y] = 1—\/5_7'3(502 +150° — 50° — 7% — 50°7% + 30°77)

1.2 TKE{I}: Asumiremos en este punto el estudio de aquellas soluciones que se

encuentren vinculadas a la trayectoria eliptica descrita por la expresion

o7 + % _ o (2.32)
1 5_2 =T .
de modo que usando (2.30) obtenemos la ecuacién implicita para la componente real
del campo o,
1
71— L
T+ ¢1 ¢1 _ 62\/5037_296 (233)
T—¢1] |1+ ¢

que corresponde a cuatro soluciones que conectan los puntos de vacio v! y v,
las cuales explicitamente son los kinks TKE{I}[14], TKE*{I}[14] y los antikinks
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TKE{I}[41] y TKE*{I}[41] y que genéricamente denotamos por TKE{I}. Son ele-
mentos de los sectores C14 y Cy1. Ademés, 7, (TKE{I}) = 0 junto con 7,(TKE{I}) =
[—oT,07|. La energia es
2v/2
E[TKE{I}] = 1—\2_ o*73(15 — 50% — 572 + 30°71?)

1.3 TKE{II}: Una novedad que incluye el sistema es que podemos considerar como
érbita otro tramo eliptico diferente a la expresién (2.32). Existen, por tanto, dos
trayectorias elipticas que soportan soluciones. La segunda es la curva

2 ¢§ _ 2
= (2.34)

que siguiendo los pasos anteriores, nos proporciona la solucién en forma implicita

1
o

o+ ¢
o — ¢
La ecuacién (2.35) determina soluciones que conectan los vacios v? y v* mediante
cuatro soluciones que nombramos como TKE{IT}[23], TKE*{II}[23], TKE{II}[32]
y TKE*{II}[32], a las cuales designamos simbdlicamente por TKE{II}. Forman
parte de los sectores Ca3 y C3o del espacio de configuracion. El cédlculo de la energia

1 — ¢y
1+ ¢

— 2V2rie%z (2.35)

reporta el mismo resultado que en el punto anterior. La figura 2.11 muestra las
trayectorias (2.32) y (2.34) seguidas por las soluciones TKE.

I.4 NTK(7y;) y TKS(71): En los anteriores puntos hemos descrito las soluciones

singulares del modelo en su fase I. Corresponde, ahora, encontrar las soluciones
densas que aparecen en el sistema. Como es habitual, para tal fin, es preciso emplear
la teoria de Hamilton-Jacobi, plasmada en las ecuaciones (2.9) y (2.10). Se concluye

que tales soluciones poseen una trayectoria regida por la férmula
H ’
.3 .3 Sign(u’)
22 (g —u\ 722
o+u

u+oT
3 Sign(v’) (236)

1 o 7'3
_ 2.2 2.2 _ 2.2
oT —v\e™ [(TH+v\er? [o—v)\7™ _ 230y
oT + v T—0 o+

mientras que su dependencia espacial es
1 o T Sign(u’)
u—or\? (u+T(77 (o0 —u\T
u+oT T—U o+u
1 o r v Sign(v')
_ 5272 52~2 — 7242
oT — v\ 7°7 T4+ v\ 7 o—v\ 7™ 262\@”(%%)
oT +v T— o+v

u-+T

u—T

(2.37)




MODELO DE LIOUVILLE: TIPO I: Modelo I[0, 7,0 T][0][011] 85

Las expresiones (2.36) y (2.37) describen dos familias de soluciones kinks:

I.4.1 Familia NTK(v;): Son parametrizadas por el valor de ; en el rango (—o0, 00)

y se encuentran encerradas en la celda £* Py, delimitada por la elipse (2.32). Se
caracterizan por la conexién del vacio v? o v® consigo mismo, formando parte de los
sectores Cos y C33. Su comportamiento es totalmente andlogo al descrito para los
kinks presentes en el modelo MSTB, ver figura 1.12. Por ello, los denotaremos por
NTK(71), que especificamente vienen constituidos por NTK[22](~;) y NTK[33](71).
En cuanto a los valores asintoticos, podemos escribir, para este caso,

lim NTK(7) = TK1® + TKE{II}

Y1—+L00

Otra parametrizacién para estas soluciones puede ser determinada por el angulo de
incidencia de la érbita sobre el punto focal, tal y como fue descrito en la seccion 1.3.4.
La energia para estas soluciones, sobre la base de que las proyecciones de camino
aparecen como 7,(NTK) = 2[o7,7| y 7,(NTK) = [—0T,07], nos proporciona el
valor:

24/2

EINTK(71)] = 1—?73(1002 +450% — 150° — 27% — 150372 + 90°7?)

I.4.2 Familia TKS(7;): Sobre el area delimitada entre las dos elipses (2.32) y
(2.34), esto es, la celda curvilinea £* Py, se presentan dos subfamilias de solu-

ciones parametrizadas por 7, que conectan los puntos de vacio v! y v3, una de
ellas emergiendo en el semiplano de ¢, positivas y otra en el semiplano negativo,
ver figura 2.14. Igualmente se presentan kinks que conectan los vacios v? con v*.
Forman parte de los sectores Ci3, C31, Coq4 v Cgo. Serén denotados como TKS(v),

cuyos elementos son los TKS[13](v;), TKS[24](1) y sus antikinks. Ahora, es

lim TKS(y,) =

y1—=+o00

TKE{I} + TK1®
TKE{IT} + TK1W

mientras que 7,(TKS) = [1,0] y 7,(TKS) = [-o7, 07], de modo que

2v/2

5[TKS(%)] = 15

(0° — 50%7% + 5027 + 1507 — 7° — 5037° + 35°7°)
Fijado el sector Ci3 (lo siguiente también vale para cualquier otro sector de la fami-
lia), la parametrizacion de las soluciones puede realizarse a través del valor adoptado
por ;. Un modo mas geométrico puede ser considerado siguiendo el procedimiento
usado con las soluciones TKI(7;) del modelo I[o,1][1][1,1].

Se puede afirmar que en la celda P;; se encuadran los kinks NTK, en P se
tienen los TKS, sobre OPy; se encuentran los TK1( y TKE{II} y finalmente sobre
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Figura 2.14: Kinks TKS: en los planos cartesiano (izquierda) y eliptico (derecha,).

OPy; tienen cabida los TK1®) y TKE{I}. La aplicacién de la teorfa de Morse sobre
la variedad de soluciones kinks dictamina la estabilidad de las soluciones TK1®,
TKE{I}, TKE{IT}, TKS(7;), mientras que los TK1® y NTK(7;) son inestables.

FASE 11

I1.1 TK1: Las soluciones de una sola componente siguen la expresion dada por las
ecuaciones en forma implicita (2.31), que ahora conforman las soluciones TK1[12],
TK1[23], TK1[34], TK1[21], TK1[32] y TK1[43] y que son clasificadas en el mismo
modo dado en la fase I. Son elementos de los sectores topoldgicos Cia, Coz, Ca1, C30 y
C43. Las proyecciones de camino son distintas a las obtenidas en aquel punto, siendo
ahora para el primer grupo de soluciones, 7, (TK1W) = [o7,7] v 7,(TK1V) =
[0, 07], que nos permiten el célculo

23

E[TK1W] = 15 (0 +7)*Bor —0? — 77)

mientras que para el segundo grupo, siendo m,(TK1®) = 0 y 7, (TK1®) =

442
1

[—0, —0], se obtiene

E[TK1?] = o3(57% — 0?)
I1.2 TKE: Sobre la elipse (2.32) encontramos doce soluciones que enunciamos:
TKE[17], TKE[71], TKE[16], TKE[61], TKE[84], TKE[48], TKE[54], TKE[45] (que
denotaremos en conjunto como TKE®), TKE[78], TKE[87], TKE[65] y TKE[56]
(a las que nos referiremos como TKE®)). Estas soluciones verifican la expresion
dada por (2.33). Las energias corresponden a los valores

V2 4

STid (1 — 1)*(20% + 40*1 — 107% 4 67%0% — 57° + 30°7%)

aTKE@n::i%ga%&ﬂ—a%

E[TKEW] =
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donde explicitamente hemos usado que 7, (TKE®Y) = 0, 7,(TKEW) = [5,07],
m.(TKE®) = 0 y 7,(TKE®) = [~0, 0] sobre (2.11).

11.3 TKH: Teniendo en cuenta el rango de definicién de los pardmetros o y 7, ad-
vertimos que la curva dada en (2.34) se convierte en una hipérbola, que reescribimos
como )

ﬁ—z% _ 2 (2.38)

74 —1

Ensayando dicha 6rbita encontraremos soluciones que verifican la expresién (2.35).
Como ilustra la figura 2.12, se conectan los vacios v®, v, v7, v°, v3 y v®, median-
te kinks que llamaremos TKH[62], TKH[72], TKH[35] y TKH[38], junto con los
antikinks TKH|[26], TKH|[27], TKH[53] y TKH[83]. En conjunto quedan senaladas

por TKH.

I1.4 TKP(v,), TKQ(v:1) y TKS(7): Usando la teoria de Hamilton-Jacobi, para
esta fase obtenemos expresiones similares a (2.36) y (2.37). Para las trayectorias, se

tiene
3 .3 Y Sign(u)
u—o\ 2?2 futor\a22 [T —u)\ 2?2
u+o U— 0T T+ u
3 ) .3 Sign(v’) (239)
v—0|7? foT—v )\ [T+0v)\ 2 930373,
=e
v+ 0o oT +v T—0
y la dependencia espacial viene expresada como
_T_ _1 o Sign(u')
Uu—0o\ 2?2 fu+t+or\5%272 [T —u)\ 3?2
u—+o U—0oT T+ u
(2.40)

vV—0

r 1 o Sign(v’)
722 5272 _ 522
) v oT + v T v v _ 62\/50-7-(1;_;’_,}/2)
oT — v T+v

Las curvas separatrices vienen determinadas por la elipse (2.32), la hipérbola (2.38)

v+ o

y el eje OX. Estas curvas delimitan las celdas £* Py, £*Pio y £*Py3. Siguiendo la
expresion (2.39), encontramos tres familias parametrizadas por el valor de 7, que
clasificamos como

I1.4.1 Familia TKP(y;): Corresponden a soluciones que denotaremos por las siglas

TKP(v,), constituidas por aquellas que podemos especificar como TKP[73](v;),
TKP[28](71), TKP[37](71) v TKP[82](71), encerradas en la region & (P2) y los
kinks TKP[63](v1), TKP[25](71), TKP[36])(71) vy TKP[52](71), situados en &* (P2).
Ver figura 2.15. Se cumple que:

lim TKP(v)

y1—=*o00

TKH + TKE®
TK1® + TKH
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~

I
=
n

I
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Figura 2.15: Kinks TKP en los planos cartesiano (izquierda) y eliptico (derecha).

A la vista de los resultados anteriores, la parametrizacién de las soluciones puede
ser obtenida considerando, como ya hicimos en otros casos, el valor v que es fijado
por el punto de corte de la trayectoria con una elipse dada por u = a. La energia,
bajo el cumplimiento de 7,(TKP(vy)) = [o7, 7] ¥y m(TKP(71)) = [—0, 0], es

2
E[TKP(m)] = \1/—5_(—405 +200%7 + 100°7° + 150°7° —

—50°73 — 27° — 5037° 4+ 30°7°)

I1.4.2 Familia TKQ(v;): Englobamos bajo la notaciéon TKQ(~;) aquellas solu-

ciones situadas en las celdas Pj; y Pi3, que surgen de la expresiéon (2.39) al tomar

Sign(u’) # Sign(v'). Sobre Pj; se conectan los puntos de vacio v! y v?, originan-
do las soluciones particulares TKQ[12](7;) y TKQ[21](71) y en Py se enlazan v y
v* mediante kinks TKQ[34](71) y TKQ[43](71), como puede ser comprobado en la
figura 2.16. Asintéticamente

lim TKQ(y) =

Y1 —=£o00

TKE® + TKH
TK1W

2
v v

Figura 2.16: Kinks TKQ en los planos cartesiano (izquierda) y eliptico (derecha).
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Dado que para estas soluciones las proyecciones de camino verifican las igualdades
Tu(TKQ(71)) = [o7,7] ¥y 7 (TKQ(71)) = [0, 07], su energia sera:

E[TKQ(n)] = %(0 + 1) (30T — 0® — 7%)

I1.4.3 Familia TKF(v;): Coexiste, ademds, una tercera familia de soluciones, em-

bebida en las celdas Py y Pi3, y que son caracterizadas por la igualdad de signos
Sign(u’) = Sign(v’) en (2.39) . En Pj; se enlazan los puntos v® y v mediante la
presencia de los kinks TKF[67](v1) y TKF[76](~1), que cruzan por el foco F’. Sobre
Py3 quedan ligados v° y v® mediante los kinks TKF[58] (1) y TKF[85](71) que atra-
viesan el foco F', véase figura 2.17. Los llamaremos de forma genérica por TKF (7).
Podemos concluir que
lim TKF(y) = TKE® + TK1" + TKH
Y1—= 00
lo que se encuentra relacionado con los resultados m, (TKF) = 2[o7, 7] y 7,(TKF) =
2[o, 07|, de donde se deduce que
42

E[TKF ()] = 1—5<O' +7)3 (80T — 7% — 0?)

2
v v

Figura 2.17: Kinks TKF en los planos cartesiano (izquierda) y eliptico (derecha).

Ahora, puede ser usada la parametrizacion flujo focal como herramienta para analizar

los sectores de esta familia. Para el sector Cg7, se tiene:

Parametro | Solucién
1) 6=0 TKE[61]+TK1[12]4+TKH[27]
2) | 0€(0,m) TKF[67]
3) | 0=m TKH[62]4+TK1[21]+TKE[17]

Podemos resumir diciendo que sobre Pjs sobreviven los kinks TKP(+;), sobre
Py y Pyi3 coexisten los TKQ(71) con los TKF(7;). Ademds, sobre la frontera 0P,
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se asientan los TKH, los TK1® y TKE® y sobre 9P; y 0P;5 lo hacen TK1®,
TKE® y TKH. El analisis de la estabilidad via la teorfa de Morse proporciona
los siguientes resultados: los kinks TK1®, TKE®, TKE® K TKH, TKP(v,) y
TKQ(7:) son estables, mientras que los kinks TK1®) TKF(v;) son inestables.

FASE 111

Este caso es méas simple que los anteriores. Las soluciones de tipo kink quedan

descritas en los siguientes puntos:

I11.1 TK1: Existen seis soluciones con componente imaginaria nula, expresadas por
la condicién (2.31), clasificadas y denotadas como en las fases anteriores. En lo que
se refiere a la energfa, siendo 7,(TK1W) = [s, 1], 7,(TK1®) = 0, 7, (TK1®) = 0
y 7,(TK1®)) = [0, 0], se concluye:

ETK1W] = %(1 —0)*(14+0(3+0))
E[TK1?)] = %03(5 —0?)

IT1.2 TKE: Sobre la érbita eliptica dada por (2.32) encontraremos cuatro kinks,
que verifican la relacién (2.33) y que seguiremos denotando por TKE, siendo ahora
m.(TKE) =0y 7m,(TKE) = [—0, 0], en tal sentido que:

42
—0

EITKE()] =~

(5 0%

II1.3 TKV(7;): La teoria de Hamilton-Jacobi nos permite encontar una familia de
soluciones parametrizadas por v, que conectan los vacios v! y v3, que llamamos
como TKV([13](71) y TKV[31](71), junto con los que unen v? y v*, representados
como TKV[24](y1) y TKV[42](y1). En conjunto, seran denotados por TKV(v;), y
resultan de la expresion

u-+o 2 14+u\’ —05%u
e
U—0o 1—u =P u? — o2
Sign(v’) (241>

1
oc—v\ 2 1—v\’ o5 23
— "
(a+v) <1—|—U) P [02—02} ‘
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que nos proporciona sus érbitas, mientras que la dependencia espacial viene deter-
minada mediante

1302 Sign(u')
u—o\ 2° [1—u a%u
exp | —————
u+o 11u)P o?(u? — o?)
1302 ) Sign(v’) (242>
o+v\ 2% [(1+w —0°v N
G5) T (Bl

Sobre estas soluciones, podemos escribir

TK1% + TKE

lim TKV(y) = { TK1® 4+ TK1®

El modelo presenta una sola celda Pjq, el la que se ubican los kinks TK'V (). Sobre
0Py 1o hacen las soluciones singulares, TK1 y TKE.

@ | u 4
2 v v

N\

F F

vl

”!'14><~

vioy

Figura 2.18: Kinks TKV en los planos cartesiano (izquierda) y eliptico (derecha,).

Adviértase la similitud existente entre este modelo en su Fase 111 y el modelo MSTB,
lo cual es manifestado en sus etiquetas (que identifican los parametros del sistema),
I[o,1][0][1,1] y I[e,1][0][0,1] respectivamente, o bien repasando las expresiones (1.45)
y (2.29) que muestran las expresiones elipticas de ambos potenciales. La diferen-
cia esencial reside en que en el caso presente los puntos focales se convierten en

vacios del sistema fisico. Las soluciones surgen o perecen en los puntos focales. Las

proyecciones de camino son 7, (TKV (7)) = [0,1] y m,(TKV (%)) = [—0,0], de
modo que:
2¢/2
E[TKV ()] = %—(1 — 50° 4+ 150° — 30°)

El uso de la parametrizacién flujo focal queda mal definida, en contra de lo acaecido
en el modelo MSTB (véase figura 2.18). Podria emplearse como parametrizacién de
las soluciones aquella basada en el corte de la ordenada en el plano ¢-¢o, en tal
sentido que cada solucién viene identificada por su corte con el eje ¢; = 0. Para el
sector Cy3 podemos anunciar lo siguiente
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Parametro | Solucion
1) | o =07 TKE[14] + TK1V[43]
2) | 63 € (67,0) | TKV[13](+)
3) | ¢o=0 TK1M[12] + TK1® [23]
4) | ¢o € (0,—a7) | TKV[13](-)
5) | ¢y = —7 | TKE*[14] + TK1MV[43]

El anélisis de la estabilidad mediante la teoria de Morse establece la identificacion
de la variedad de kinks descrita con las geodésicas de la esfera que parten del polo
norte y concluyen en el polo sur. Por ello, las soluciones presentes en la fase II1 del
modelo serian estables.

Los espacios de Moduli son presentados como un compendio de los resultados
obtenidos

Mod(Ck) = {TK1M, TK1® TKE{I}, TKE{II}, NTK(v,), TKS(71)}
Mod(Cl) = {TK1W TK1?® TKE" TKE® TKH, TKP(v,), TKQ(y1), TKF ()}
Mod(C{Y) = {TK1V, TK1? TKE, TKV ()}

Reglas de suma:

Finalmente, haremos mencién de las reglas de suma para cada fase. Quedan enun-
ciadas en el siguiente parrafo,

e FASE I:

1. £[TKE{T}] = £[TKE{II}]

2. £|TKS] = £[TKE] + £[TK1W]

3. EINTK] = £[TKE{II}] + £[TK1®?)]
e FASE II:

1. E[TKE®] = [TK1?]

2. £[TK1W] = E[TKEW] 4 £[TKH]

3. £[TKP] = E[TKE®] + £[TKH]

4. E[TKQ] = g[TKl(l)]

5. EITKF] = 26[TK1W]
e FASE III:

1. £[TK1?] = £|TKE]
2. £[TKV] = E[ITK1W] 4 £[TK1?)]
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Debe llamarse la atencién sobre los siguientes curiosos comportamientos:

i) Respecto de la fase I, los kinks asentados sobre las elipses (2.32) y (2.34)
de distinto trazado y recorrido estan caracterizados por el mismo valor de la
energia. A este respecto, una brillante explicacién en base a la métrica de

Jacobi puede leerse en [65].

ii) En la fase IT poseen la misma energfa las soluciones que unen v? y v asentadas
sobre el eje O¢; que aquellas que conectan v® y v% a lo largo del tramo eliptico
(2.32). Ademas, los TKF que ligan, por ejemplo, v7 y v% poseen doble energia
que los TK1 que enlazan v! y v%.

iii) Sobre la fase III es de resaltar que el kink TKE[14] tiene el mismo valor de la
energia que el TK1? 23].

2.8 Kinks genéricos de Tipo I

Con el objeto de concluir este capitulo, dedidado integramente a los modelos de
Liouville de tipo I en teorias de campos con ruptura de simetria espontanea y tras
haber estudiado varios ejemplos de forma detallada, generalizaremos los resultados
encontrados abarcando aquellos sistemas fisicos que introducian el término potencial
(2.21). La descripcién del reticulo y de las celdas que tienen lugar, fueron comen-
tadas genéricamente en la seccién 2.5. En estos casos, las expresiones (2.9) y (2.10)
quedan dadas por

Sign(u') du N Sign(v*v’) dv V24

n n
weo(u? — Q) [lu? — o2l weo(e? — )2 — o2
=1 =1

Sign(u') u? du N Sign(v*v’) v? dv

n n = \/§A(‘T + ’72)
u®o (u? — Q2)H|u2 — g2|o v (v2 — QQ)HW? —o?
i=1 i=1

&%)

Con el objetivo de abordar estas expresiones, los modelos elipticos se agruparon ini-
cialmente en cuatro casos. Analizaremos las caracteristicas de las soluciones kinks de
cada uno de ellos, estudiando casos que sin ser tan generales como los mencionados,
describen perfectamente todas las propiedades de las soluciones presentes.

e CASO A1l. Viene caracterizado por los valores ay = a,, = 0, = 1, con

1 <i < n sobre la relacién (2.21). Los sistemas fisicos quedarian identificados
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por las siglas 1[¢][0][(1...10), (1...1)] e incluirfan un potencial expresado como

U A? (u? — 0?) H(uz ~02)2 4 (02— 0?) H<U2 — o?)?

u? — v? ‘ ‘
£ 1T

La trayectoria, tras la integracién de los términos que aparecen en las férmulas
mostradas arriba, atiende a la expresion

{fA(U)}Sign(u/) {fA(U)}Sign(v/) _ e\/iA'yl (243>
mientras que la dependencia espacial sigue de
()} {fa (o)} = eVt (2.44)

donde las funciones fa(u) y fg(u) quedan definidas en el apéndice A.

CASO B1. Corresponde a los valores ag = 1,a, = 0,0 =1 con 1 <i<n
sobre (2.21), es decir, el potencial es de la forma

A2 n n
U=—— w’(u? = ) [ [ = 07)” + (@2 = ") [ [(v* = 07)?
i#r i#r

que caracteriza los modelos /[7][1][(1...0)(1...1)]. Usando las funciones definidas
en el apéndice A, la trayectoria puede escribirse como

{Fo()} =) {fo(v)} o) = /2m (245)
mientras que la dependencia espacial llega a ser
{p () {fp(0)} 70 = Vi) (2.46)

CASO C1. Ahora, tomaremos a9 = 0,a, = 1, = 1 con 1 < i < n,
que particulariza el caso C mas genérico. Los modelos son representados por
I[5]]0][1...1], e incluye el potencial,

A2 n n
U:2 5 u—Q2Hu—0 Hv—a
u2 — v paley

La trayectoria atiende a la expresion

Sign(u’
{fe@}™ ™) _ s, (2.47)
{fi(v)}7E)
mientras que la dependencia espacial sigue de
Sign(u')
{f ( )} ¢ \fA(a:Jr'yz) (2 48)
(o) |

con las definiciones mostradas en el apéndice A.
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Las expresiones para los casos mas generales que nombrabamos como A, B, Cy
D pueden ser obtenidas pero corresponden a expresiones altamente engorrosas y no
funcionales. Ademas, los kinks de los casos Al, Bl y C1 describen perfectamente

las propiedades de todas las soluciones posibles en este tipo 1.

Compendio de propiedades de los kinks tipo 1

El estudio de las expresiones (2.43), (2.45) y (2.47), nos permite enunciar una serie

de propiedades generales de los kinks que podemos encontrar en el tipo I:

- Las soluciones de cada modelo son obtenidas, via Hamilton-Jacobi, mediante
las relaciones (2.9) y (2.10), la primera de las cuales depende del valor v; que
parametriza las posibles trayectorias, mientras que la segunda dependiente de

~v9 parametriza el modo cero de las soluciones kinks.

- Las separatrices, introducidas en la seccion 2.2, surgen como un limite singular
de la expresion (2.9), en el que la constante 3 — 4o00. Forman en el plano
eliptico el llamado reticulo, que delimita un conjunto de celdas, en la que los

nudos constituyen los puntos de vacio junto con los puntos focales.

- Por inspeccién de las condiciones (2.43), (2.45) y (2.47) puede ser afirmado
que para un valor finito de 7, la trayectoria no cruzara en ningtin momento
las curvas separatrices, sino que queda encerrada en las distintas celdas, siendo
la unica posibilidad, a la vista de las expresiones anteriores, que el traspaso
a otra celda se haga a través de los vértices de la celda (nudos del reticulo).
Dentro de una celda mediante el teorema de Bolzano y técnicas de paso al
limite puede comprobarse que los kinks tienen trayectorias que conectan los
vértices opuestos. Estos vértices, como ya fue senalado, pueden ser puntos de
vacio (lo cual determinarfa una solucién kink simple a través de un espacio
infinito) o bien que alguno de ellos fuese un punto focal, permitiendo en tal
caso el traspaso a otra celda, tal que la solucion finalizaria en el vértice opuesto
de la nueva celda, el cual corresponderia a un punto de vacio. En ambos casos,
las trayectorias son densas, en el sentido de que llenan el area del interior de la
celda. Las soluciones singulares aparecen sobre el reticulo conectando nudos
opuestos dentro de tal restriccion.

- El flujo de trayectorias, de forma general, viene expresada como

Sign(u') u® (u? — Qz)o‘rﬂl_[(u2 — o)
@ . £
dv n
Sign(v§v') veo(v? — Q2)ar+1H(v2 — o2)w
i#£r
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magnitud que es indefinida para todas las trayectorias en los puntos de vacio.
Sin embargo, para las trayectorias que abarcan dos celdas, atravesando por
algun punto focal, el flujo adopta en tales puntos un valor que puede utilizarse

para identificar cada una de las trayectorias. Asi, para el caso A, serd

= +exp{ £2V20 A”YlH(QQ — 0]2)
(+0,Q)

i#£r

d_u
dv

mientras que para el caso B, se tiene el valor

d_u
dv

= +exp{ +2v20%4 71H(QQ — 032.)
(+0,0)

iFEr
siendo indefinido el flujo para el caso C, habida cuenta de que los puntos focales

se convierten en puntos de vacio.

Galeria de kinks de tipo I:

Llegado este momento, podemos describir las soluciones existentes de forma general,

y con tal motivo, identificaremos cada nudo del reticulo por un par de indices (¢, 5),

correspondientes a los subindices de las constantes de acoplamiento oy, que carac-

terizan la localizacién del punto de vacio. El primer indice determina la hipérbola

separatriz (positivo si es referido al semiplano v > 0 y negativo para v < 0) y el se-

gundo especifica la elipse separatriz, cuya interseccién implica la presencia del punto

de vacio. El elenco de kinks debe ser relatado en cada caso particular. Asi,

CASO A:

Definiendo los conjuntos de indices,

i={-r—(r-1,-(r-2),.,-11,.,r—17r}
j={r,r+1,...n—1,n}

los vacios quedan caracterizados por el conjunto de indices,
IA =1ix j - {(—T’, T)v (Tv T)}

en el sentido de que los vacios se encuentran localizados en los puntos del
plano eliptico v("9) = (Sign(ki)ox,|, ox,) con (ki,ks) € Za. Debe advertirse el
hecho de que han sido eliminados del conjunto de indices dobles Z4 aquellos
puntos que aun siendo nudos del reticulo corresponden a los puntos focales y
no son vacios del modelo. Concluimos los aspectos de notacién describiendo
diversas operaciones sobre indices: fijado un vacio caracterizado por los indices

1 = (+i,5) € Za, consideraremos los nuevos indices ' = (Li+,j+),1" =
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(£i+,7),1" = (&4, j+), siendo i+ una operacién prioritaria en el subconjunto
de indices i = {—1,1,2,...,r — 1,7} C i tal que a un elemento i’ le asocia el
siguiente elemento en orden de i’ y j+ el siguiente en j.

Los kinks quedan identificados enumerando los nudos del reticulo que incluye

cada solucién. La variedad de soluciones quedara descrita por el espacio de
Moduli Mod(Ck), al que permanecen la siguiente letania de kinks:

’ Soluciones densas: ‘
TK[LY](7)

TK [l//’l///] (,}/1)

TKF=TK[(+r—,r+), (£r,r), (xr—,r+)](m)

’ Soluciones singulares: ‘
TKHIL1"]

TKE[1,1”]

TK1[(£r,r+ 1), (£r,7), (£(r — 1),7)]
Caso especial: r = 1.
TK1FF’'=TK1[(1,2),(1,1),(-1,1),(-1,2)]

para cualquier 111”1 € T,. Téngase en cuenta, por ejemplo, que los modelos
MSTB y el modelo I[o,7,07][0][011] en su fase I implican que r = 1.

CASO B:
Para este caso, se redefine el conjunto de indices como

i={-r,—(r—-1),-(r-2),.,-1,0,1,...,r— 1,7}
j={r,r+1,...,n—1,n}

de modo que el conjunto de indices dobles sera
Ip=ixj—{(=r,r),(r,r)}.

La operacién i+ se define sobre el subconjunto i’ = {0,1,2,....,7 — 1,r} € i.
La relacién de kinks, que define Mod(Ck), es:

’ Soluciones densas: ‘
TK[LY](m)

TK [l//’l///] (71)

TKFE=TK|[(+r—,r+), (£r,r), (£r—,r+)](m)
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’ Soluciones singulares: ‘
TKHILL"]
TKE[1,1”]
TK1[(£r,r+ 1), (£r,r), (£(r —1),7)]

con L1 1" 1" € Tp.

CASO C:

Los conjuntos i, j y la operacién i+ vienen caracterizados de igual modo que
en el caso A, pero se define
IC =1ix J

tal que las soluciones presentes son

’ Soluciones densas: ‘ ’ Soluciones singulares:
TK[LY](71) TKHILY”]
TK[1"](71) TKE[1,1”]

con LI'1" 1" € T¢.

Reglas de suma

Una vez que se han determinado las soluciones existentes, podremos obtener las

reglas de suma, que se disponen como

CASO A:
Fijado 1 € Z 4, se cumple:

1

E[TK[LI](m)] = E[TK[",1"]] = E[TKH[L1"](y1)] + E[TKE[", 1]
E[TK[LY](n)] = E[TKE[,1"]] + E[TKH[]I”,1']]

E[TKH[L,1"]] = E[TKH[I",1']]

E[TKEN"I']] = E[TKE[L,1"]]

E[TKF (m)] = 2&E[TK1[(£r,r + 1), (£r,7), (£(r — 1),7)]]

E[TKF ()] = 28[TKH[(r—1,7), (r—1,r+1)]|+2E[TKE[(r—1,r+1), (r,r+1)]]

Para el caso especial en que r = 1, se tiene:

E[TKF(m)] = E[TK[(—1,7), (1,7)]] + E[TK1FF’] y cualquiera de las relaciones

que puedan ser obtenidas tras la manipulacion de las dadas.
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CASO B:
Subsisten las relaciones 1, 2, 3 y 4 de las dadas anteriores, para cada le Zg.

CASO C:
Persisten en este caso las relaciones 1,2 y 3, con 1 € Z¢

99
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Capitulo 3

Kinks En Modelos De Liouville 111

3.1 Introduccion

El primer capitulo albergd el estudio del modelo MSTB, ampliamente introducido en
la literatura referente a defectos topoldgicos [94, 98, 125, 115, 133, 90, 134, 77, 78, 3],
como el primer eslabon del andlisis de la variedad de kinks incluidos en una serie de
modelos que comparten interesantes propiedades, los mencionados modelos de Liou-
ville de Tipo I. En el presente capitulo mostraremos la estructura de la variedad
de soluciones kinks asociada a un nuevo bloque de modelos de Liouville, aquellos
sistemas fisicos que pueden ser resueltos utilizando en los calculos un sistema de coor-
denadas parabdlicas y que recaen bajo el epigrafe Tipo 11 [109]. En estos modelos
la estructura basica es totalmente analoga a los del tipo I. Por ello, presentaremos
los resultados de forma somera, aunque con el propésito de fijar las peculiaridades
que resultan en estos nuevos casos muchos de los conceptos acunados en el segundo
capitulo seran revisados. Este bloque de modelos también incorpora un sistema
fisico estandarte, sometido a la presencia de un potencial polindmico cuartico con
un estadio de ruptura espontanea de simetria, que puede considerarse como punto
de arranque en el estudio de esta clase de modelos, tal y como el modelo MSTB lo
fue en el capitulo precedente. Diferentes trabajos en el mismo ambito en que queda
inmersa esta memoria [14, 17, 18, 16, 11] analizan diversos sistemas fisicos que in-
cluyen potenciales polinomicos de grado cuatro con cierta libertad de eleccion en los
parametros, que ajustados proporcionan el aludido con anterioridad. Sin embargo,
el estudio realizado se restringe a la obtencién de unas pocas soluciones de tipo kink
mediante el método de orbitas prueba. En este capitulo completaremos el estudio
de la variedad de kinks de dicho modelo e introduciremos el estudio de otros dos
modelos, caracterizados por potenciales polinomicos de grado sexto y octavo. Este
ultimo contiene en su esencia todas las propiedades de cualquier modelo que pueda

generarse mediante esta estructura. Formalmente las caracteristicas genéricas de los
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modelos de Liouville de Tipo III son enunciadas en el final del capitulo mediante la
clasificacién de los kinks presentes y de las reglas de suma que se verifican.

3.2 De las coordenadas parabdlicas.

Consideraremos, de nuevo, el estudio de sistemas fisicos en un mundo relativista
(141) dimensional, en el que alguna magnitud fisica viene caracterizada por el valor
del campo complejo ¢ (g, x1) = ¢1(x0, 1) + igp2(x, x1). Supondremos que estos sis-
temas poseen una dependencia sobre una serie de parametros que aglomeramos en el
vector & = (074, ...,0,). Entenderemos como un sistema de coordenadas parabdlico
aquel cuya relacion con las coordenadas iniciales viene determinado por la transfor-
macion
p: P?2=(—00,00) x [0,00) — R?
(U07U0) - ( (137¢(2))

de modo que las funciones coordenadas son definidas via imagen inversa en la forma:

p(¢1) = 5(u® —v?) p*(¢2) = uv (3.1)

El rango de definicién de las nuevas varia-
bles, que determinan el espacio parabdli-
co, viene establecido como —oo < u < 00

v 0 < v < o0, esto es, conforman el semi-

plano P2. El espacio interno es coorde-
nado por parabolas homofocales sobre el
origen, de tal modo que fijando el valor

de la variable u se determina la parabola
Figura 3.1. Sistema de coordenadas

2 2 _ 4 . . .
P5+2¢01u” = u” y si fijamos la otra variable pardbolicas

v, el resultado es la curva ¢ —2¢,0v* = v’

Obsérvese una notable diferencia con el comportamiento de los modelos que com-
ponen el tipo I, mientras que la definicién (2.1) implica una familia de sistemas
de nuevas coordenadas, parametrizadas por el factor Q(d)!, ahora la ausencia de
tal grado de libertad tiene como consecuencia la rigidez de la definicién (3.1). El
resultado es que los sistemas fisicos que presentan el mismo grado para el poli-
nomio que caracteriza el término potencial presentardn un ntimero de constantes de
acoplamiento inferior en una unidad al obtenido en los sistemas de tipo I. Asi, el
modelo mas simple que abordaremos, de grado cuartico, carecerd de parametro libre
no trivial. Otra diferencia resaltable es que en este caso sélo necesitamos una copia
de (3.1) para recuperar todo el plano interno.

IEste comportamiento estd asociado a la libertad de eleccién en la excentricidad de las cénicas
coordenantes que son usadas para las coordenadas elipticas en los modelos de Liouville de Tipo 1.
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Un sistema fisico natural en el marco de la teoria de campos tiene asociado el
funcional energia (1.39). Introduciendo el sistema de coordenadas parabdlico, el

término cinético de tal funcional se convierte en

ST = %(@ﬁ +0?) { (%)2 * (%)2}

El comportamiento del término potencial de (1.39) bajo la transformacién (3.1)
determina si el sistema fisico es englobado en el tipo III. Entonces,

Definicién 3.1 [109]: Diremos que un sistema fisico natural cuya dindmica es
gobernada por la expresion (1.39) es separable Liouville de Tipo III, si bajo el uso

de las coordenadas parabdlicas (3.1), el término potencial aparece en la forma

pU (91, p2) = {f(u) +g(v)}

u? + v?
donde f(u) y g(v) son funciones cualesquiera de las coordenadas parabolicas.

Dicho potencial, genéricamente, introduce una singularidad en el origen. La energia

(1.39) para un sistema Liouville de Tipo III puede ser reescrita como

e[ dx{gwuv?) (3—5)2+<3—;)1+ﬁ(ﬂw+9(@)} (32)

Los mismos conceptos introducidos en los modelos de tipo I tienen validez en este

nuevo marco. Se tiene:

Definicién 3.2: Llamaremos celdas asociadas a los modelos de Liouville de
Tipo III a aquellos paralelogramos abiertos, englobados en el espacio parabdlico P2,
determinados como Pjj = (U;, Uit1) X (05,0;41), donde @; y 0; son respectivamente

las raices de f(u) y g(v) ordenados de menor a mayor®.

Definicién 3.3: Llamaremos separatrices de tipo 11 a las fronteras OF;; de cada
celda P;;.

El reticulo Ret(P) puede construirse como el lugar geométrico caracterizado por
Ret(P) = P¢ U P9, donde P¢ = {(u,v) € P?/f(u) =0} y P? = {(u,v) € P?/g(v) =
0}, o bien como Ret(P) = U0P;;. Los puntos de vacio y el foco del modelo, situado
en el origen, se situan sobre los nudos del reticulo. Los elementos del conjunto
Ret(P) corresponden a tramos rectilineos en P2, bien caracterizados por la condicién
u = U;, bien por v = ¥;. Sobre el plano cartesiano la definicién del conjunto Ret(P)
se transforma en la unién de los conjuntos p*(P?) = {¢ € C/¢2 + 2¢1u? = U} y

2Entendemos por (i, ;41) el intervalo abierto entre los puntos @; y ;41 del eje u del espacio
parabdlico. Igualmente se interpreta (0;, 0;y1)-
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p(P9) = {¢p € C/p3 — 2¢107 = ¥}}, esto es, el reticulo estd formado por tramos
parabolicos.

Para finalizar esta seccién anunciamos que el caracter de completa integrabili-
dad de los sistemas mecanicos asociados a los modelos de Liouville es debida a la
presencia de dos integrales primeras. Una de ellas corresponde a la energia mecanica

I =5+ 0?) { (% + (j—)} e L OR(()) S CE)

mientras que la segunda representa un momento angular generalizado

I, = %(uQ + v?) {u2 <Z—Z)2 - (Z—Z)Z} + UQ#W {v?f(u) —u’g(v)}  (3.4)

3.3 Descripcion de la teoria de Hamilton-Jacobi.

Dado que nuestro proposito es el uso de la teoria de Hamilton-Jacobi como herra-
mienta de trabajo, debe ser manejado el formalismo hamiltoniano. Los momentos

generalizados quedan definidos como

_aﬁ_ 2 2 /
pu—au/—(u +v)u

oL

pz):%:(“”'vz)vl

donde convenimos la notacién v’ = Z—Z yu = g—;, que serd usado en lo que sigue. La

densidad hamiltoniana puede ser escrita como

1
H=—— (hy+h,
u2+v2( + )

donde sus sumandos son

1
hy = 5193 — f(u) hy = =p; — g(v)

Llevando sobre la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi (2.6) la forma separada de la funcién
generatriz J = J,(z) + Ju(u) + J»(v), identificaremos la expresiéon adoptada por
cada uno de dichos sumandos. Esta es

J.=—FEx
Ju = Sign (u) /du\/Q(F + Eu? + f(u))
J» = Sign (v') / dv\/2(—F + Ev? + g(v))

donde por construccion de la teoria, tanto las magnitudes £ como F' resultan ser

constantes del movimiento, esto es, integrales primeras, las cuales pueden ser escritas
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en funcién de (3.3) y (3.4), E = I, y FF = —I,. La trayectoria de las soluciones
presentes queda determinada por la condicion

oNg

F == cte (3.5)

mientras que su dependencia respecto de la variable espacial x es estudiada a través

de la expresion
N4
OFE
Dado que este trabajo viene justificado por el estudio de las soluciones de tipo

=y, = cte (3.6)

kink, presentes en los distintos sectores desconectados del espacio de configuracién
C, debemos imponer las condiciones asintéticas (1.13) y (1.14) lo que tiene como
consecuencia la anulacion de las constantes del movimiento £ y F'. Las expresiones
(3.5) ¥ (3.6) para tal caso se simplifican hasta la obtencién de

— Sign(v' = V27 (3.7)

Sign(u

J— \/_

Sign(u') + Sign(v') = V2(z + 72) (3.8)

/ u?du / v3dv
VI Va(v)
de modo que el flujo de las trayectorias distribuidas sobre el plano parabdlico queda
determinado como

_du  Sign(u')\/f(u)

v Sign(v) /(W)

La expresion (3.7) proporciona una manera de parametrizar las soluciones presentes

en el modelo a través del parametro ;. Nos referiremos a este proceso como pa-
rametrizacion natural. En el formalismo hamiltoniano las integrales primeras son
escritas como

1 1 1
h= s {3+ g~ S0 - )
junto con
1 Looo Loo o 2
IQZW §Upv_§vpu+vf(u)_149(v)

3.4 Propiedades generales

Como en el capitulo anterior debe ser introducido el concepto de solucién singular
sobre los modelos de Tipo III. Diremos que una solucién del sistema fisico es singular
si lleva asociada un valor infinito del pardametro natural +;. Entonces,

Proposicion 3.1: Los modelos de Liouville de tipo I presentan soluciones cuya

orbita queda asentada sobre el reticulo Ret(P) y ademds son singulares.
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Demostraciéon: Ensayaremos bajo el método de orbitas prueba la condicién
marcada por el hecho de que la solucién subsista sobre el reticulo. Ello deberia
ser compatible con las condiciones representadas por la nulidad de las integrales
primeras (3.3) y (3.4), forzadas por las condiciones asintéticas de la solucién kink.
Es decir, debe cumplirse que las tres condiciones conformen un sistema de ecua-
ciones que sea dependiente. Demostraremos la proposiciéon para el subconjunto
P9 € Ret(P). El procedimiento puede ser seguido para los elementos del subcon-
junto PJ de forma directa. El resultado de substituir la condiciéon u = u; € PY sobre

las integrales primeras nos proporciona las expresiones

1 dv\ 2 1
L = ~(+)|—) - —— =0

1 dv\ 2 1
I, = @24 Z(i2 =) - —— =
2 uz {2(uz +U ) <d$) 1122+U2g(v)} O

que constituyen la misma condicién. Por ello, junto con la expresion de la trayectoria
y cualquiera de las condiciones de las integrales primeras queda determinada y bien
definida la solucién. Con ello hemos demostrado que las separatrices corresponden
a las orbitas de cierta solucion kink. Para verificar que son soluciones singulares
no hay mdas que inspeccionar la expresion (3.7). En el primer miembro aparece un
denominador que es anulado para las raices de f(u), esto es, para las trayectorias
especificas que estamos tratando. Dado que son soluciones, como se demostrd ante-
riormente, deben caer en el esquema de Hamilton-Jacobi sélo si el segundo miembro
de dicha expresién es infinita, lo cual es obtenido cuando la constante v, tiende al
infinito, lo cual confiere a estas soluciones el caracter de singulares. C.Q.D.

Una serie de resultados importantes quedan enunciados en los siguientes parrafos:

Proposiciéon 3.2: La energia asociada a cada solucion kink presente en los
modelos de Liouville de Tipo III se expresa como

p*¢] [o*¢]

o] = (3.9)

lo que tiene como consecuencia los siguientes puntos:

e La expresion (3.9) no depende de los detalles de la trayectoria seguida por la
solucién kink, sino sélo de los nudos que son conectados en el reticulo por ésta,
y por consiguiente, de la proyeccion sobre los ejes de los tramos seguidos por

la solucién.

e Para soluciones mondtonas que conectan dos puntos de vacio, la expresién
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(3.9) se convierte en la més sencilla

u(o0)

Elg| = ‘/(_du) V2f(u) |+ (3.10)

(—o0)

e El resultado encontrado es la causa directa de que en estos modelos aparezcan
las magicas reglas de suma, puesto que simbdlicamente podriamos escribir que

todas aquellas soluciones o combinaciones de soluciones que verifiquen

n m

Tulp @] = Z[Uu Uit1] m[p P] = Z[Uhviﬂ]

i=1 i=1
poseen la misma energia, cuyo valor es

n

Elgl =)

i=1

m

3

i=1

Ui+1

.du V2f(u)

Uq

Vi+1

vdv V2g(v)

Demostracion: El valor de la energia puede ser calculado substituyendo en
la energia estatica (1.39) de la teorfa de campos la forma explicita de la solucién
¢ = ¢(x) que estimemos. El mismo papel es jugado por la funcién generatriz (ver
tabla 1.1), que de forma genérica es presentada como

E=J = Sign(u) /*¢du\/2(F + Eu? + f(u)) +

p*e

+ Sign(v')/ dv\/2(—F + Ev? + g(v)) — Ex
p* P

La restriccion a soluciones kinks, distinguidas por las condiciones £ = F' =0, de la

expresion anterior, constituida por sumandos definidos positivos que dependen por

separado de las variables elipticas, nos da como resultado (3.9). C.Q.D.

Proposicion 3.3: Los modelos de Liouville de tipo III son presupersimétricos,
y admite cuatro superpotenciales que sobre el semiplano parabélico P? son

W(u,v)::t/du 2f(u)i/dv 29(0) (3.11)

precisamente la funcion generatriz restringida a las condiciones que caracterizan las
soluctones kinks.

Demostracién: Por (1.51), la busqueda de la expresion del superpotencial re-
quiere la resolucién de la ecuacion en derivadas parciales

2(u21+v2) {(802/)2 * (%_T)z} = ﬁ (f(w) + g(v))
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la cual, ensayando la forma separada W (u,v) = Wi(u) + Ws(v) para el superpoten-
cial, nos permite encontrar

dW. dW-
= £/2f(u) o5 =EV29()

que nos traslada finalmente a la expresién (3.11). C.Q.D.

La expresién (3.11) conlleva la presencia de cuatro superpotenciales segun los signos
relativos que sean considerados en tal relacion. La condiciéon de que un sistema
fisico corresponda a un modelo de Liouville de tipo III podria interpretarse sobre el

concepto de superpotencial en la siguiente definicion:

Definicién 3.4: Un sistema fisico natural es de Liouwville de Tipo I1I si admite
un superpotencial que verifica p*W = Wi(u) + Wa(v), o lo que es lo mismo que
P (p*W)
ou v

La condicién expresada en la definicién 3.4 puede transcribirse en el plano cartesiano

mediante la relacion sobre el superpotencial
0*W e ( PW PW ) ow

967067 ) "o

1
20 952002 Lo

0 (3.12)

Con este punto de vista, las integrales primeras (3.3) y (3.4) quedan reflejadas como

(1.54) para la energia y

L[ d eV A6 [ OW L OW OW
I, = <¢%—¢ %)%—(Cb 04° —¢ 8¢1) 52

para el segundo invariante, el cual usando (2.18) aparece como I, = Re[(¢ 'y —
$*T1;)I1,], que implica la accién del momento angular y una traslacién generalizados.
Si el superpotencial es fijado, las ecuaciones de primer orden que podemos obtener
a partir de las integrales primeras corresponden a las habituales expresiones (1.60),

junto con la novedosa posibilidad establecida por

A
dz — /¢"¢ " O

que puede ser transformada en las ecuaciones de primer orden del tipo (1.60) para un

i OW
+€l]¢j%>

nuevo superpotencial W, habida cuenta de que el segundo miembro de la formula
precedente verifica las condiciones del teorema de Green en el plano, teniendo el
consideracién el cumplimiento de (3.12). Esto justifica la doble posibilidad en la
eleccién del superpotencial (3.11). Las ecuaciones de primer orden sobre el plano
parabolico rezan como

du 2f(u) dv 2¢(v)

dx u? + v? dx u? + v?

(3.13)
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las cuales nos permiten obtener todas las soluciones kinks que se encuentran en el
modelo, tal y como puede ser demostrado siguiendo los mismos pasos que fueron
tomados en cuenta en la proposicién (2.4) del capitulo anterior.

3.5 Analisis del término potencial de tipo I1I

La forma mas genérica adoptada por el término potencial atribuido a sistemas de
Liouville de tipo III fue indicada en (3.2). Sin embargo, generalmente un potencial
de ese tipo conlleva una singularidad en el origen, como consecuencia de la anulacion
del denominador de (3.2) en ese punto. Por otra parte, es usual recurrir a potenciales
que adopten expresiones polinémicas en los campos, dado que la teoria de campos

cuanticos que originan es renormalizable. Entonces,

Proposicién 3.4: La familia (npe. + 1)-paramétrica de sistemas fisicos que

wncluyen el potencial con términos anarmonicos de la forma

Nmax

(th ¢2 =ag + Z Qnp, H |:4¢1 + 2¢2 (]. + cos 237:7: 1):| (314)

n=1

correspondiente a una expresion polinomica de grado 2n,,., con coeficientes libres
a;, pertenecen a los modelos de Liouville de Tipo III.

Demostracién: El término potencial puede ser reescrito como

Nmax 2 it
U(gr, ¢2) = Z an, H [491)1 + 203 + 263 cos — 1]
n=0 =1

de modo que usando las variables parabdlicas en el mundo interno obtenemos

Nmazx

2
pU = Zann[u + vt + 2u0? cos o - Zj:l]

Usando el resultado (2.21) de [131] podemos concluir que nuestro potencial aparece

COIMo
1 Nmax
p*U — : : § a, {u4n+2 + ,U4TL+2}
us+v 0
n=

Asi pues, el sistema que incluye dicho potencial cumple la definicién 3.1 de los
sistemas Liouville de Tipo III. Ademas, al tratarse de una expresién polinémica
sobre el plano interno cartesiano carece de singularidades. C.Q.D.

La expresion polinémica de segundo grado, que caracteriza los modelos de Liou-
ville de tipo III sometidos a la proposicion 3.4, es

Vi(6) = a1 (497 + ¢3)
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que presenta un tinico minimo, situado en el origen del plano interno, por lo que no
se introduce proceso alguno de ruptura de simetria. Para ello es necesario recurrir
a potenciales al menos de grado cudrtico, que siguiendo la forma (3.14) son

Va(9) = A(4¢7 + ¢ £ a”)* + 446195 + ag (3.15)

que ahora si presentan un posible escenario de ruptura de simetria eligiendo el signo
negativo en el doble signo.

En nuestro trabajo no abordaremos la expresién (3.14) de forma tan genérica,
sino que preocupados por estudiar modelos que presenten soluciones kinks nos res-
tringiremos a aquellos sistemas que incluyan un potencial que presente ceros de
forma efectiva. Elegiremos, por ello, el estudio de los potenciales que se presenten
sobre el semiplano parabdlico del modo

2 n n
U = u;j_ > u2oo H(u4 — g2)? 420 H(v4 — g2)% (3.16)
i=1 =1

donde los o; son parametros reales del sistema fisico, que asumimos ordenados por
su indice, 0 < 01 < 09 < ... < g,, y los a; € N con ay > 1. Las funciones f(u)
y g(v) son elegidas como el producto de monomios con dependencia cuarta sobre
sus variables con exponente «;. El potencial serd etiquetado como P[d][a@] donde
7 = (01,..,00) y & = (ap, a1, ...,), es decir, especificando los pardmetros del
sistema fisico. En el andlisis de los sistemas de Liouville de tipo III sometidos al

potencial (3.16) nos vemos obligados a considerar los siguientes casos distinguidos

CASO A: og=1
CASO B: oy >1

Nos referiremos a aquellos subsistemas caracterizados por las potencias a; = 1 con
1 <7 <n como los subcasos A1 o B1.

Si el sistema fisico viene caracterizado por el potencial (3.16), podemos obtener
el reticulo Ret(P) de forma general. Para ello, introducimos los siguientes conjuntos

de curvas definidos sobre el plano interno de partida,
P,={¢pecC/¢2+20:0, =02 (u*=02) con 1<i<n}

correspondientes a pardbolas homofocales con generatriz sobre el semieje O¢; nega-

tivo, y
P,={pecC/¢3 20101 =07 (w*=0}) con 1<i<n}

formado por parabolas homofocales con generatriz sobre el semieje O¢; positivo. Se

incluye, ademés, otro conjunto

X={peC/¢py=0 (u=0Uv=0)}
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que determina el eje O¢;. El reticulo o conjunto de separatrices mostrado en la
figura 3.2 queda conformado por Ret(P) = P, U P, U X.

Proposicién 3.5: La variedad de ceros para modelos de Liouville de Tipo I,
cuyo potencial es de la forma (3.16), viene constituida de la siguiente manera:

CASO A | oy =1
M=(P,NPH)UP,NX)U(P,NX)
card(M) = 2n(n + 1)

CASO B | o > 1
M=(P,NP)UP,NX)U(P,NX)U{O}
cardl M) =2n(n+1)+1

Demostracion: Por definicion habiamos dividido las curvas separatrices en los

conjuntos:

(a) PY: curvas del plano interno que cumplen f(u) = 0.

(b) P¢: curvas del plano interno que cumplen g(v) = 0.

(c) X: semieje positivo O¢; cumple g(v) = 0.

: semieje negativo O¢; cumple f(u) = 0.

En aquellos lugares geométricos que cumplan las dos condiciones f(u) =0y g(v) =0
al tiempo, el potencial (3.16) adquiere el valor nulo y como tratamos con potenciales
semidefinidos positivos, estos puntos son minimos o integrantes de la variedad de
ceros M. Especial tratamiento debe conferirse al punto focal de las parabolas coor-
denantes, situado en el origen, en el siguiente sentido: si la potencia oy = 1, entonces
el punto ¢ = 0, a pesar de constituir raices de los polinomios f(u) y g(v) no corres-
ponde a un cero del potencial como consecuencia de la presencia del factor métrico
en (3.16). Es facil advertir que las dos contribuciones se contrarrestan originando
un valor finito no nulo para dicha expresién. Esto es, en el caso A el punto focal
no pertenece a la variedad de ceros. Otro caso diferente se presenta si la potencia
ap > 1, pues en tal caso, la tendencia a cero del numerador de (3.16) es més fuerte
que el del denominador, de modo que el punto focal ya es un elemento de la variedad
M. C.Q.D.

Describiremos en las préximas secciones la estructura general cimentada anterior-
mente mostrando el andlisis de diversos modelos. El primero de ellos que llamaremos
ITI[1][11] introduce un potencial polinémico cudrtico y presenta un proceso de rup-
tura de simetria atribuido a la presencia de cuatro puntos de vacios. El siguiente
modelo al que denominamos I11[1][31] esta asociado a un potencial algebraico de gra-
do sexto con una variedad de ceros constituido por cinco vacios degenerados. Las
amplias posibilidades del marco trazado pueden ser observadas en el ultimo ejemplo,
en el que a través del modelo III[17][011] se presenta un espacio de configuracién

compuesto por 144 sectores topolégicos desconectados.
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Figura 3.2: Reticulo y vacios, caso A (o) y B (e,X), en los modelos Liouville Tipo III.

3.6 Modelo ITI[1][11].

Como fue anunciado en parrafos precedentes, el sistema fisico méas sencillo que intro-
duce un proceso de ruptura de simetria, albergado por el presente esquema, venia
asociado al potencial (3.15). Afrontaremos su estudio [3] y nos referiremos a tal
modelo como III[1][11]. En [26, 14, 18, 11] es analizado un sistema que engloba,
para la eleccién particular de las constantes de acoplamiento, A = 4v/2, = 2v2 y
a = %, el tratado en la presente seccién. Los resultados obtenidos en tales estudios
se restringen a la identificacién, mediante el uso del método de las érbitas prueba, de
dos soluciones de tipo kink, una de ellas con componente imaginaria nula (¢, = 0) y
la otra con trayectoria eliptica. Veremos para nuestro modelo que en realidad apare-
cen infinitas soluciones de tipo kink, especificamente, dos familias uniparamétricas
de éstas, con propiedades interesantes.
La dindmica del modelo III[1][11] viene regida por el funcional accién

2 )1 * A2 2 2 m?\? 2.2 2
Six] = [ dy §3u><3><—7 itxe— g ) — 2000

donde como es usual x(z,,) es un campo complejo sumido en un mundo minkowskiano
de (141) dimensiones. Las constantes de acoplamiento m y A tienen dimensiones
de inversa de longitud en un sistema natural de unidades, (h = 1, ¢ = 1). Usando
las variables adimensionales x; = T ¢;, y = ‘/Fi:v, el funcional que domina el compor-
tamiento de las soluciones englobadas en el espacio de configuracién C, corresponde

a la expresién® E[¢] = \/’g;c‘f [¢], donde E[)] es el funcional energfa en variables

adimensionales

1 /de\> 1 [doy)\?
Elo] = /dx {5 (%) +3 (%) + (4¢3 + ¢35 — 1)? +4¢§¢g} (3.17)

3Fl sistema presentado guarda una gran relacién con el introducido por Ishihara, Kubotani,

Nambu [139, 76] en el estudio de domain walls. Reescalando la primera componente y rotando
7/4 el espacio interno, la identificacién se obtiene bajo los valores Vo = —1/3, A = 3/4, n = 2//3,
e = 1/2. No se pretende equiparar ambos modelos sino mostrar su analogfa.
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Es decir, el sistema fisico incluye un poten-

cial expresado por

Urrippy (@) = (497 + ¢3 — 1)* + 49705

donde hemos eliminado la presencia de
parametros triviales. Queda representado
en la figura 3.3. En la relacién (3.15), in-
troducida inicialmente, se han reescalado

el factor global A y la constante a a la
Figura 3.3. Potencial ITI[1][11]. unidad, redefiniendo los campos y la varia-
ble espacial.

La expresion (3.11) de los superpotenciales asociados a este modelo es dada en la
forma W(u,v) = \/Li ( u® —wu ) \/LE (% V8 —w ), presentandose en las variables

originales como

2
WHp) = £—— ¢1 (497 + 3¢5 — 3 3.18
(6) = 57 01 (403 4303 = 3) (3.18)
o bien,

Wi \/ ¢ (467 + ¢35 — 3) (3.19)

Propiedades del sistema:

Haciendo uso del plano parabdlico u — v, el potencial puede ser escrito por

* 1 2/ 4 2, 2/ 4 2
que se ajusta a la expresién (3.16) tomando n = 1, A =1, 01 = 1, g = 1y

a; = 1. Queda patente su pertenencia a los modelos de Liouville de Tipo III, y
en particular al subcaso Al definido con anterioridad. Ello justifica que el sistema
quede especificado bajo las siglas ITI[1][11], siguiendo la notacién convenida. Por los
conocimientos transcritos en la tabla 3.1, se tiene card(M) = 4, esto es, la variedad

de ceros M consta de cuatro elementos. De forma especifica, podemos escribir que

1 1
M—{v 5V 1,0° = +i,v 2}

A la vista del funcional (3.17), podemos afirmar que el lagrangiano disfruta de las
simetrias por paridad interna asociadas al grupo Zs X Zs, lo que origina al elegir
un vacio un proceso de ruptura de simetrfa. Los vacios v! y v* pierden la simetria
primitiva del lagrangiano, conservando tan sélo la del grupo pequeno Hy; = {e} X Zs.

Por otra parte, los vacios v* y v® rompen la simetria inicial al grupo Hy = Zy X {e}.
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V2 v3

11 12

Figura 3.4: Reticulo del modelos I11[1][11].

El espectro continuo de pequenas deformaciones sobre las soluciones triviales o de
vacio (espectro de masas) se asienta sobre los valores

M?(v?,v3) = < i g ) M2t vt) = ( 302 (2) >

El espacio de configuracién C = {¢(x) € Maps(R,C) / E[p] < +oo} queda consti-
tuido por dieciséis sectores desconectados, es decir, C = UC,, donde a,b = 1,2, 3, 4.
Las soluciones inmersas en C son caracterizadas por las dos ecuaciones diferenciales

de segundo orden no lineales acopladas

d2
d;él = 861 (8¢% 4 3¢2 — 2)
d2
08— 40a(6% + 263~ 1)

Las integrales primeras atribuidas al funcional (3.17), la accién del sistema mecénico

asociado, son

- la energia mecanica:

1 (der\> 1 [(dey\?
1125(%> +§(%) SR B -1 4 (320

- el momento angular mecéanico generalizado:

L= {¢1% - qb%} % +4616;(207 + ¢; — 1) (3.21)

Estas conforman las ecuaciones diferenciales de primer orden que deben verificar las

soluciones. En particular, las soluciones kinks cumplen las condiciones I; = I, = 0.
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Galeria de soluciones: Parametrizacidn.

Afrontaremos ahora el problema de obtener las soluciones kinks que aparecen en
nuestro sistema fisico. Para ello, inicialmente utilizaremos el método de orbitas
prueba, tomando como referencia las expresiones de las curvas separatrices, moti-
vados por los resultados de la proposicién 3.1. Ello no es retrictivo, y es posible
usar el método con éxito sobre otras ligaduras entre las componentes del campo
¢. Finalmente, dado que este sencillo método no nos proporciona al completo la
variedad de soluciones kinks sera preciso utilizar la teoria de Hamilton-Jacobi. Las

conclusiones obtenidas son expuestas en los siguientes puntos:

1. TK1: Consideremos en primer lugar que la solucién es un campo ¢(x) real, esto
es, asumimos que ¢o(z) = 0. Esta curva corresponde a un elemento del conjunto de
separatrices X. Haciendo uso de la condicién (3.20), obtenemos la solucién

o(x) =+ % tanh(2v/2%) (3.22)

que conecta los puntos de vacio v! y v*, que denotamos como hasta ahora mediante
las siglas TK1. En particular, estas soluciones son el kink TK1[14] y el antikink
TK1[41], que forman parte respectivamente de los sectores Ci4 y C41. Sus proyec-
ciones se presentan por m,(TK1) = [0,1] y ,(TK1) = [0, 1], siendo por ello:

cimir) - 222

Su estabilidad puede ser abordada resolviendo el espectro del hessiano

_d _ 2 o
HITK1] = ( 7z 132 48 sech? 24/2 7 0 >

0 —%+2—6sech22\/§i

que es equivalente a dos problemas espectrales unidimensionales descritos por la
ecuacion de Schrodinger con potencial de Posch-Teller® [88]. Los resultados obtenidos
son

Componente 1: wil =32-82—m)* n1 =012 = wil =0, 24, 32, continuo

Componente 2: w22 =2-28 (% — n2)2 ny =0 = w?m = 0, continuo

donde identificamos la presencia de dos modos ceros, uno de ellos debido a la inva-
riancia traslacional de x, y el otro debido a que esta soluciéon pertenece en realidad

a una familia uniparamétrica. La ausencia de autovalores negativos implica la esta-
bilidad del kink considerado.

4Tomando z = 2v/2x las componentes del hessiano son Hy;[TK1] = 8 (—j—; 4 4 — 6sech? z) y
Hao[TK1] =8 (—j—; + i — %sech2 z)
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2. TKP,: Otra solucién singular es aquella que tiene la trayectoria parabdlica

$3 + 2¢y = 1, incluida en el subconjunto P,. Ensayando esta expresién sobre la

condicién I; = 0, se tiene la solucién °,

#z) = 411 (1 B tanh[j:12\/§3—;]) + Z\/% (1 + tanh[iIQ\/ﬁi‘])

En este caso quedan conectados los vacios v! y v?, mediante los kinks TKP,[12]° y
antikink TKP,[21], y los vacios v' y v® por el kink TKP,[13] y el antikink TKP,,[31].
De forma global nos referiremos a ellos como TKP,. Sobre su energia podemos
afirmar que, dado que 7, (TKP,) =[0,1] y m,(TKP,) = 0, su valor es
2
£[TKP,| = V2
3
3. TKP,: Empleando como érbitas prueba las curvas ¢3 — 2¢; = 1, que forman
parte del subconjunto de curvas separatrices P,, obtenemos soluciones singulares
analogas a las del anterior punto, dadas como

Ho) = _i (1~ tanh[12v28] ) = z\/% (1 + tanh[,2v27])

Mediante estas soluciones quedan ligados los vacios v® y v*, para las soluciones
que identificamos como TKP,[34] y TKP,[43], y los vacios v? y v, a través de los
TKP,[24] y TKP,[42]. Genéricamente los citaremos como TKP,. En este caso
m.(TKP,) =0y 7,(TKPy) = [0, 1], por lo que
E[TKP,| = Q
3
4. TKF(0): En los anteriores puntos hemos identificado las soluciones singulares.
Estudiaremos, ahora, la posible existencia de soluciones que presenten un campo ¢
que sea imaginario puro, es decir, consideraremos que ¢; = 0. Las condiciones dadas
por las integrales primeras I; = I, = 0 sobre dicha condicién son compatibles y nos

reportan la solucion

b(z) = % tanh(v/2z)

caracterizada por el nexo entre los vacios v? y v3. Esta solucién con el signo positivo

parte de v?, originando el kink que denotaremos por TKF[23](0), y con el signo

5Los dobles signos con distinto subindice pueden ser elegidos arbitrariamente, mientras que la
eleccién en un doble signo con cierto indice fija el resto de aquellos que tengan el mismo.

6Mediante la sigla TKP se quiere enfatizar que las soluciones son kinks topolégicos que se
asientan sobre un tramo parabdlico. El subindice u o v da cuenta de la orientacién de esta
trayectoria parabdlica.
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negativo da lugar al antikink al que asignaremos el nombre TKF[32](0), que parte
de v3. El hessiano mostrado en este caso es

_ a2 _ 9 /oo

0 —%+8—1286Ch2\/§f

cuyo espectro’ es

. =8-23-n1)> n=0,1,2,3 = w. =-10,0,6,8, continuo

ni

Comp. 1: w?
2

Comp. 2: w;,, =8—2(2— n2)2 n,o=0,1,2 = wfm =0, 6, 8, continuo

donde se manifiesta la inestabilidad de la solucién alcanzada debido a la presencia

2

del autovalor negativo w;, = —10 en el espectro del hessiano.

5. TKB(vy,) y TKF(7;): Emplearemos la teorfa de Hamilton-Jacobi para extraer

las soluciones kinks que aun quedan por identificar en el sistema. Haciendo uso
de las expresiones (3.7) y (3.8) podemos encontrar que las érbitas de las soluciones

sobre el plano eliptico deben verificar

4 Sign(uu’) 4\ Sign(v')
1 —
(“ ) ( “) = etV (3.23)

1 —ut vd

mientras que la dependencia sobre la variable espacial podra ser determinada por la

2\ Sign(uu’) 2\ Sign(v')
]_+U 1+U :e4ﬁ(m+72) (3 24)
1 —u? 1—2 '

condicién

El flujo de trayectorias en este sistema fisico queda dispuesto por

du _ Sign(uu’) u(l — ut)
dv  Sign(v') v(1 —v?)

magnitud que posteriormente usaremos para intentar parametrizar parte de las solu-

ciones presentes. La expresion (3.23) determina las siguientes familias de kinks:

5.1 Familia TKB(v;): Eligiendo sobre la ecuacién (3.23) la opcién Sign(uu') =

—Sign(v’), se obtiene la descripcién de una familia uniparamétrica de soluciones iden-
tificadas por el valor de la constante v;, que vienen caracterizadas por la conexién
de los puntos de vacio v! y v*. Son mostrados en la figura 3.5. Globalmente se deno-
taran como TKB, teniendo en cuenta que si debemos identificar la solucién parti-
cular a la que nos estemos refiriendo se debera especificar tanto el sector topoldgico
al que pertenece como su constante v, asociada, de modo que tendremos los kinks

"Tomando z = v/2x el hessiano es determinado por H;;[TKF(0)] = 2 (—dd—; 44 — 12sech? z)
y Haa[TKF(0)] = 2 (—% + 4 — 6sech? z)
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TKB[14](71) y los antikinks TKB[41](7;). Las férmulas (3.23) y (3.24) pueden reex-
presarse en los campos iniciales de forma que aparecen las trayectorias

(1 - e*Ww) G dg? — 202 +1=0
mientras que la dependencia espacial es dada por la relacion

2
N _QS;% — — tanh[2V/27]

Despejando las variables se obtienen las expresiones que determinan las soluciones

kinks para esta familia

senh 2v/2% 4 i
9 (62\/571 + cosh 2\/557:) \/1 + e=2V2n cosh 2v/2%

El cdlculo de la energia, basada en las proyecciones 7, (TKB) = [0,1] y 7,(TKB) =

Qs:—

[0, 1], proporciona el valor

2v/2
3

Cuando la constante y; adquiere valores asintéticos obtenemos alguna combinacion

E[TKB(m)] =

de soluciones singulares; en el presente caso

TK1
lim TKB(y) =
=00 TKP, + TKP,

)

V2 v4 V3

v! v!

Figura 3.5: Kinks TKB: en el plano cartesiano (izquierda) y en el plano parabdlico
(derecha).

El criterio de parametrizacién de las soluciones de esta familia es dado por el punto
de corte de cada una de ellas en el eje O¢p,. La relacién entre esta parametrizacion
particular y la natural debida a la constante ~; viene caracterizada por el requisito

u = v sobre la expresién (3.23), esto es,

+eV2n

V1 -+ e2Vam

Asi, la nueva parametrizacion nos permite presentar el siguiente cuadro resumen:

G2 =
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Parametro | Solucién
)| py=1 TKP,[13] + TKP, [34]
2) | gy € (0,1) | TKB[14](+)
3) | g2 =0 TK1[14]
4) | ¢ € (0,—1) | TKB[14](-)
5) | do=—1 TKP,[12] + TKP,[24]

El hessiano asociado a estas soluciones H[TKB(7;)] no es diagonal,

_ a2 _ 3 6sinh? & 24sinh &
H — dz? +8 ( 2+ 1+e~¢cosh & + (eCJrcoshfc)Q) + (e¢+cosh #)v/1+e—¢ cosh &
24 sinh & _£+4 14+ 3 + 3sinh? &
(e¢+cosh £)v/1+e~¢ cosh & dz? 1+e~Ccoshz 2(ec+cosh )2

donde ¢ = 2v/2v; y @ = 2v/2z, de modo que su espectro no puede ser calculado. Lo
que podemos asegurar es la presencia de dos modos ceros,

14+e€cosh & e sinh &

3@5 (e€+cosh £)2 @Qﬁ :F2(ec+coshi)2

1 2

Ui () = ar & e~Csinha 07 (@) = c | _ecoshz
(1+e—c coshi)% 2(e*c+cosh£)%

Junto al modo cero atribuido a la invariancia por traslaciones espaciales, aparece
uno nuevo asociado a que el kink tratado pertenece a una familia uniparamétrica
de soluciones, de manera que perturbando el valor de ¢ obtenemos un nuevo kink.
Aplicando la teoria de Morse puede concluirse la ausencia de puntos conjugados
sobre la variedad de soluciones kinks Ck, por lo que hemos de inferir la estabilidad
de todas las soluciones TKB(v;). Estas soluciones pueden ser obtenidas de forma
paralela por la resolucién de las ecuaciones de primer orden (1.57) asociadas al
superpotencial W(¢). Este carece de puntos de ramificacién, lo cual apunta, de
nuevo, a la estabilidad de los kinks TKB(v;) segtn los detalles dados en [65].

5.2 Familia TKF(v;): Tomando Sign(uu’) = Sign(v') sobre (3.23), encontramos
una nueva familia de soluciones parametrizadas por el valor de v;. En este caso, las

soluciones conectan los puntos de vacio v? y v3, cruzando todas ellas a través del
punto focal situado en el origen del plano interno como puede ser comprobado en la
figura 3.6. Denotaremos especificamente a estas soluciones kinks como TKF[23](~;)
y a los antikinks por TKF[32](71). Globalmente todas ellas recaen bajo las siglas
TKF(7y,). La traduccién al espacio interno inicial nos proporciona la expresién

algebraica
16685 6 (63 + ) + (1 — 0264 (26, — 63 + (261 + 6} — 1) =0

como determinante de las trayectorias, en las cuales se advierte que el origen es

un punto multiple. Este punto junto a los vacios v? y v® son comunes a todas las
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orbitas. La dependencia espacial se lee ahora
pi+¢3 1 25 /5
———= = —tanh”"2Vv2
ogpe — i v

Los valores asintéticos del parametro natural proporcionan los limites

lim TKF(y,) = TKP, + TK1 + TKP,

y1—=£o00

de forma que se cumple 7, (TKF(v1)) = [-1,1] y m(TKF(v,)) = 2[0,1], lo que

permite el calculo de la energia

12

EITKF ()] =

)
\VA)

vl v!

Figura 3.6: Kinks TKF en el plano cartesiano (izquierda) y elitica (derecha).

La parametrizacién flujo focal es 1til para estas soluciones. La relacién entre las dos

parametrizaciones mencionadas viene dada a través de la expresion

du

dv

que sobre el plano cartesiano se transforma en

+ e\@%

dpy  +2eV?n
dgy — e2Vom —1

La parametrizacién sobre las soluciones inmersas en el sector Coy nos permite intro-

ducir la tabla:

Parametro | Solucion
1)1 6=0 TKP,[21] + TK1[14] + TKP,[43]
2) | 0€(0,%) TKF[23](+)
3)|0=73 TKF[23](0)
4) | 0 e (5,m) TKF[23](—)
5) | 0= TKP,[24] + TK1[41] + TKP,[13]
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sobre la que introduciendo las técnicas de la teoria de Morse nos permite, en este
caso, concluir que las soluciones TKF(v;) son inestables, dado que quedarian iden-
tificadas con las geodésicas de la esfera que empiezan y terminan en el polo norte
en tal sentido que el polo sur (foco del modelo) seria un punto conjugado, origi-
nando la presencia de un autovalor negativo en el hessiano. Ademas, las soluciones
englobadas en esta familia pueden ser obtenidas como soluciones de las ecuaciones
de primer orden asociadas al superpotencial W/ (¢), el cual presenta un punto de
ramificacion, por el que pasan los kinks TKF (7). Ello sugiere de forma alternativa

la inestabilidad de estas soluciones.

El conjunto de soluciones kinks queda recogido en el moduli:

Mod Cx = {TK1, TKP,,, TKB(y1), TKF(y1)}

Reglas de suma:

Finalmente podemos introducir las reglas de suma que pueden ser calculadas sobre
la base de la expresién (3.9). Estas son:

1. [TKB(y)] = £[TKP,] + £|TKP,]
2. E|[TKF ()] = 2E[TKB(m)]

3. E[TKF(y)] = £[TKP,] + £|TK1] + £|TKP,]
4. £[TK1| = £[TKP,] + £[TKP,|

5. &

. E[TKP,] = E[TKP,]

™
| |

3.7 Modelo III[1][31].

En la seccién precedente estudiamos un modelo fisico con la presencia de cuatro pun-
tos de vacio, lo que proporcionaba un proceso de ruptura de simetria espontanea.
En aquel caso el foco de las pardbolas coordenantes definidas por (3.1), situado en
el origen, se convertia en un punto conjugado en el estudio de la estabilidad de las
soluciones TKF'. Incluiremos en la presente seccién el estudio de un nuevo modelo
fisico, que presentara cinco puntos de vacio degenerados, anadiendo a los presentados
por el modelo III[1][11], otro situado en el origen. Siguiendo la nomenclatura es-
tablecida, este modelo es caracterizado por las siglas I11[1][31] como serd justificado
posteriormente. El estudio de los posibles defectos topolégicos requiere el analisis
del funcional energia (1.39), que para este modelo incluye el potencial expresado

bajo el uso de variables adimensionales

U(¢) = (41 + 63) (401 + 03 — 1)” + 4105 (8671 + 3¢; — 2) (3.25)
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el cual se corresponde con una expresién
polinémica semidefinida positiva de sexto
grado. El lagrangiano presenta una sime-
tria asociada al grupo Zs X Zs, como viene
siendo norma en los sucesivos modelos es-
tudiados (ver figura 3.7). Recordemos que
las simetrias continuas eran discriminadas

en nuestro estudio, puesto que en el proce-

so cuantico éstas son destruidas. De nue-

vo el sistema fisico carece de parametros

Figura 3.7. Potencial III[1][31].

libres no triviales.

El resultado 3.1 nos informa del caracter presupersimétrico de los modelos en estudio.
El presente sistema admite la presencia de cuatro superpotenciales indicados por la
expresiéon en parabdlicas p*W = i‘/TQ <“78 - u4> + ‘/TQ <§ - v4>. Sobre el plano

interno original se da lugar a los superpotenciales
+1

1 2
m 2(2¢%+¢g—§) _ﬁbg]
W) = £vV2017/0%6 (262 + 62 — 1)

Wi(e) =

Propiedades del sistema:

La presentacién del potencial en el semiplano parabdlico convierte la expresion (3.25)

en la siguiente
1

*U:
P u? + v?

{uG(u4 — 12+ 50t — 1)2}

de modo que la comparacién con el potencial genérico (3.16) nos permite identificar
el valor de los pardmetros que caracterizan el modelo, siendon =1, ag =3, 07 = 1
y oy = 1. El potencial queda etiquetado por III[1][31] y pertenece al subcaso B1.
La variedad de ceros

1 1
{’U 9 (Y 7, U (% 1, U 9

es compuesta por card(M) = 2-1-(1+ 1)+ 1 = 5 elementos (ver figura 3.8).
El moduli de la variedad de vacios serd Mod(M) = {[v!], [v?], [v®]}. Sobre estos
elementos se tiene el espectro de pequenas deformaciones o de masas:

M2@17U5>:<302 8) Mz(vg,v4):(i g) MQ(U?,):(i g)
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A la vista de la estructura presentada por la variedad M podemos concluir la pre-
sencia de un escenario de ruptura de simetria, donde la simetria por paridad de las
componentes del campo presentada por la densidad lagrangiana, asociada al grupo
Zsy X Zs, es restringida al grupo pequetio {e} x Z, para los vacios v! y v°, mientras
que para v y v lo es al grupo Zy x {e}. Finalmente para v* la simetrfa primitiva
queda intacta.

V2 v4

Figura 3.8: Reticulo del modelo III[1][31].

El sistema mecénico asociado al modelo I11[1][31] presenta dos integrales primeras

- la energia mecénica:

de\ 2 depy\
n=1 (%) = (%) A+ ) A+ G 1) ARG (BFE 136 —2) (3.26)

- el momento angular mecénico generalizado:

I = {¢1 % _ @ij} W 1683 {&sz O34 8663 — 467 203+ 1| (327

que aseguran la posibilidad de encontrar las soluciones pretendidas.

Galeria de soluciones:

Siguiendo el esquema trazado en todas las secciones anteriores, debemos ilustrar
ahora las soluciones que pueden ser encontradas en el modelo, comenzando por las
soluciones singulares de las que nos es conocida la expresion de las érbitas que las
determinan. Concluimos:

1. TK1: Tomemos como ensayo de una hipotética soluciéon la trayectoria dada por
¢o = 0, es decir, el campo ¢ es una magnitud real. El uso de la integral primera
(3.26) con las condiciones asintéticas (1.13) y (1.14) nos permite afirmar que la

expresion
+1
o(r) = —/— (3.28)

V4 + etAvar
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constituye cuatro soluciones del espacio de configuracion, los kinks TK1[13] y TK1[35]
junto con sus antikinks TK1[31] y TK1[53]. Como es habitual seran denotados
globalmente como TK1. Dado que las proyecciones de camino se presentan como

m.(TK1) =0y 7,(TK1) = [0, 1], se verifica E[TK1| = ﬁﬁ‘

2. TKV(0): Otra posibilidad evidente en este caso, observando la figura 3.8, es
ensayar la érbita ¢; = 0, de modo que ¢ es un campo imaginario. Trasladando esta
informacién a las condiciones (3.26) y (3.27), llegamos a la solucién
+1i

¢(1) = ——= (3.29)
que engloba cuatro kinks eligiendo arbitrariamente los signos de (3.29) y que es-
pecificamos mediante los siguientes términos TKV[23](0), TKV[34](0), TKV[43](0)
y TKV[32](0). La energia asociada corresponde al valor E[TKV(0)] = ﬁi Para
estas soluciones el problema espectral del hessiano es resoluble. Este operador se

presenta en la forma

HITKY ()] = (e AR 3o VE0 ’
n 0 —%22+5—12—5sech2\/§97;—3tanh\/§£

cuya primera componente incorpora un espectro discreto w? ,=8— 2(2 —ny)? con
ny = 0,1,2, sobre el que se genera un espectro continuo. EIl proporcionado por
la segunda componente da lugar a un espectro discreto formado tinicamente por el
modo cero, junto a un espectro continuo no degenerado en el rango de autovalores

[2, 8], sobre el que se presenta el continuo doblemente degenerado.

3. TKP,: La trayectoria u = 1 forma parte del reticulo del modelo y debe albergar
soluciones singulares segin la proposicién 3.1. Esto se refleja en el plano cartesiano
por la presencia de kinks sobre la trayectoria parabdlica ¢3 — 2¢; = 1. De este
requisito se obtiene que el comportamiento de la segunda componente del campo ¢

debe ser determinado por la condicion implicita

P23 _ v (3.30)
1-¢3

que describe cuatro soluciones, que bajo las siglas TKP,,, pueden ser especificadas
como TKP,[21], TKP,[14], TKP,[12] y TKP,[41], donde quedan marcados los vacios
que son conectados. Siendo de forma genérica m,(TKP,) = [0,1] y 7,(TKP,) =0,

la energia es £[TKP,| = ﬁ, donde se ha tenido en cuenta el resultado 3.2.

4. TKP,: De forma similar al punto anterior aparecen otras trayectorias parabdlicas
como asentamiento de soluciones singulares. Asi, la expresién v = 1 o bien ¢3 +

2¢1 = 1 nos proporciona la condicién (3.30) para fijar la componente ¢,. Surgen
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las soluciones TKP,[25], TKP,[45], TKP,[52] y TKP,[54]. Todas ellas seran de-
nominadas mediante la etiqueta TKP,. Las proyecciones son m,(TKP,) = 0y

mo(TKPy) = [0, 1] de manera que se tiene E[TKP,| = ﬁ.

5. TKB(7v1) y TKV(7;): Utilizaremos la teorfa de Hamilton-Jacobi para encon-

trar nuevos kinks, una vez que han sido estudiadas completamente las soluciones
kink singulares mediante el método de 6rbitas prueba. Usando la expresién (3.7)

encontraremos las trayectorias, las cuales quedan determinadas como

2 Sign(uu’) 2 Sign(v')
{1—u2 652} {1+U2 632} — Vo (3.31)
14+u 1—-w

y al considerar (3.8) la dependencia espacial queda dada por

43 Sign(uu’) 4 3 Sign(v')
{1 ;4u } {1 —41) } — AV2(xt) (3.32)

v

La descripcion de las soluciones, que nos reportan las expresiones (3.31) y (3.32),
es llevada a cabo mediante la siguiente clasificacion en familias:

5.1. Familia TKB(v;): Caracterizada por la condicién Sign(uu') # Sign(v') sobre

la expresiéon (3.31), estas soluciones son integrantes del sector Ci5 o Csp, esto es,
quedan en conexidn los vacios v! y v® (ver figura 3.9). Parametrizadas por el valor de
71 atienden a las siglas TKB[15](7y1) y TKB[51](71) o globalmente a TKB(v;). Estan
asociadas a las ecuaciones de primer orden (1.60) evaluadas sobre el superpotencial
W1(g). Las trayectorias escritas en las variables iniciales aparecen como

I 2’¢| + QS% e% — 64\/571
1+2|¢| + ¢}

Se verifica E[TKB(y)] = #5, dado que la proyeccién de camino sobre el eje eliptico
wes m,(TKB(7y1)) = [0, 1], mientras que m,(TKB(v;)) = [0, 1]. El estudio asinté6tico
de los valores del parametro v; concluye que

lim TKB(y) =

y1—=£o00

TK1 + TK1
TKP, + TKP,

La parametrizacion de las soluciones encontradas puede ser caracterizada por el
valor de la segunda componente del campo ¢ cuando la solucién corta el eje Ogps.
La relaciéon existente entre la parametrizacién normal y la mencionada es implicita

en la relacién
1 — ¢, e% _ 62\/571
1+ ¢

Se puede completar la siguiente tabla:
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Parametro | Solucién
)| py=1 TKP,[14] + TKP, [45]
2) | ¢ € (0,1) | TKB[15](+)
3) | ¢2=0 TK1[13]+TK1[35]
4) | ¢o € (0,—1) | TKB[15](-)
5) | do = —1 TKP,[12] + TKP,[25]

sobre la que los resultados de la teoria de Morse vienen a indicar la estabilidad de
estas soluciones, puesto que los kinks se identifican con las geodésicas de la esfera que
empiezan en el polo norte y terminan en el polo sur. El superpotencial asociado a las
ecuaciones de primer orden (1.57) que las genera carece de puntos de ramificacién,
lo cual constituye de nuevo un indicio para asegurar la estabilidad de éstas [65].

5.2 Familia TKV(7): Una nueva familia de soluciones viene determinada al con-

siderar sobre (3.31) y (3.32) la condicién Sign(uu')=Sign(v’). Los minimos que llegan
a ser ligados son v? y v3, de modo que aparecen kinks asociados a los sectores Cos
y Ca2, v v2 con v*, tal que los sectores Cay y Cy3 introducen soluciones del sistema.
Aparecen dos subfamilias dependiendo de los minimos conectados; en una primera
subfamilia se encuadran las soluciones kink TKV[23](v;) y antikink TKV[32](y1), ¥
en la segunda los kink TKV([34]() junto a sus antikinks TKV[43](71). Su clase de
equivalencia en el espacio de moduli serd denominada TKV (v;). Ademads, son ge-
neradas por las ecuaciones de primer orden (1.60) asociadas a la expresién W ().

En coordenadas cartesianas las trayectorias se identifican por

2
1 - 2¢1 - ¢§ e_% — 64\/571

El cumplimiento de 7,(TKV(v;)) = [0,1] y m(TKV(v)) = [0,1] implica que
E(TKV(m)) = ﬁ El limite asintético del pardmetro 7, para esta familia lleva a
las soluciones singulares en el modo

lim TKV(y) =

y1—ZFo0

TKP, + TK1
TKP, + TK1

Contemplar una parametrizacién para la presente familia implica en primer lugar
advertir la presencia de un punto de vacio en el foco de las pardabolas coordenantes.
Ello tiene como consecuencia la inoperancia en este caso de la parametrizacién flujo-
focal. Nos vemos obligados a utilizar la parametrizacion determinada por el punto
de corte con cierta parabola, elegida entre aquellas que vienen definidas como v = a
donde a € (0,1). Cualquiera que sea nuestra eleccién sobre el valor de a, podemos

exhibir los siguientes datos:
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Parametro | Solucién Sector
) la=1 TK1[31] + TKP,[14] | Cs
2) |ae(0,1) TKVI[34](+) Cau
3) | u=0" TK1[35] + TKP, [54] Cau
4) |a=0" TK1[35] + TKP,[52] Cso
5) | @e(0,-1) | TKB[32](-) Cs:
6) | u=-—1 TK1[31] + TKP,[12] Cso

en tal sentido que la teoria de Morse determina que esta familia de soluciones es
estable. Desde otro punto de vista, las soluciones descritas no atraviesan el punto

de ramificacién presentado por W1I(¢), lo cual implica la estabilidad de éstas.

Figura 3.9: Kinks TKV (izquierda) y Kinks TKB (derecha).

Toda la variedad de kinks puede ser especificada mostrando el espacio de moduli de
Ck
Mod(Ck) = {TKB(71), TKV(y;), TKP,, TK1}

Reglas de suma:

Para finalizar los resultados asociados al presente modelo enunciamos las reglas de
suma:

[TKB(%)] [TKV(%)] = 5(TK1)
2. E[TKPU] = E[TKP,] = 2&[TK1]

3.8 Modelo III[17][011].

Para terminar el andlisis de los modelos particulares de Liouville de tipo III tratados
en este capitulo, abordaremos en esta seccién el estudio de un sistema fisico natural
caracterizado por un término potencial adimensional determinado por la expresion

polinémica de octavo grado

Unniiron) (8) = (462 + 62 — 1)° (462 + 62 — 72)" + (3.33)
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+4¢7d5 (L4472 + 7% — 2(1 + 72) (867 + 3¢3) + 48¢7 + 364795 + 6¢3)

que a pesar de su intrincada forma, ejemplifica las propiedades mas generales de los
sistemas asignados a los modelos de Liouville de tipo III.

El potencial (3.33) permite disfrutar al la-
grangiano de las simetrias asociadas a la
acciéon de las reflexiones del grupo Zs x
Zs. El sistema incorpora la presencia de
un parametro no trivial 7 que no puede
ser eliminado mediante redefiniciones de
las magnitudes del modelo. Por convenio,

supondremos para el parametro 7 un valor

superior a la unidad. Ademas, definimos el
Figura 3.10. Potencial III[1T][011]. pardmetro 72 = 72 — 1.

Segun la proposicion 3.3 el sistema considerado debe tener un caracter presuper-

simétrico. Asi, la expresién (3.11) permite calcular cuatro superpotenciales asocia-

dos al modelo

1472
3

W(6) = VB0 [t 446703 + 0t = TET 0k +308) +

1472

1
W) = VB +ah |5 (100 + 12600+ 0d) - 5T (a4 o) + 7]
que generan tantos sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden (1.60), que

caracterizan los defectos topoldgicos del modelo.

Propiedades del sistema:

El término potencial (3.33) puede ser expresado en el plano eliptico de la forma

1

*U:—
P u? + v?

[uz(u4 D2t — 72?4 Pt — 120t — 72)2]
El potencial genérico (3.16) es restringido al presente modelo al elegir los valores
de las constantes comon =2, 01 =1, 00 =7, a0 =0, a1 =1y as = 1, lo que
permite concluir que el sistema analizado pertenece al caso Al y lleva asociado las
siglas III[17][011]. El uso de los conocimientos adquiridos nos permite asegurar la
existencia de doce puntos de vacio, minimos con valor nulo del potencial. El modelo

presenta ocho celdas delimitadas en el plano interno por las curvas separatrices

)y 63 +2r61 =7 (u' = 7°)}
1)y ¢2 —27¢y =72 (v* = 77)}

P, = {¢p€C/¢5+2¢ =1 (u
P, = {peC/¢5 261 =1(v"
X = {¢peC/d=0}
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de forma que p*Ret(P) = P,UP,UX. La variedad de ceros queda determinada por
los elementos

T—1 T—1
M = W =irvt=— 5 +1 T;U3:—2 + i1 vt =1
5 T..6 Loz 1 s 7
vW=—=;0"=—=;0"' = =;0v° = =
2’ 2’ 2 2
T—1 T—1
v = —i; 0% = — 5 — i1 ol = 5 — i/ 0 = —it}

que es ilustrada en la figura 3.11, junto a las curvas singulares o separatrices que
delimitan las ocho celdas presentadas por el modelo. Las simetrias del sistema
relacionan los puntos de vacio, tal que Mod(M) = {[v'], [v%], [vY], [v°], [v%]}.

v
\}2 \) 0 V5 V2 V1
P P_| P P
12 2| R 42
\/11 V9 V6 V4 V3
P PP P
1 21| 31 41
V8 V7 F V7 V8
f u

Figura 3.11: Reticulo y vacios (indicados por e) del modelo III[1T][011].

La compleja estructura de la variedad M origina un proceso de ruptura de simetria.
Para los vacios v°, v®, v” y v® la simetrfa inicial queda rota al subgrupo pequeiio H =
{e} X Zs, que conserva la invariancia bajo las reflexiones de la segunda componente

del campo ¢. Los vacios v!, v*

, v v v!? guardan las simetrias de reflexién bajo la
componente ¢1, tal que la invariancia queda especificada por el grupo H = Zy x {e}.
Para el resto de los vacios la simetria del lagrangiano Zy X Zs queda totalmente
rota. El espectro de particulas o de pequenas deformaciones sobre los vacios viene

caracterizado por un continuo asentado sobre las masas

327272 0 8772 0
M2 5 ,,8) M2 1 .12

872 0
0 872

junto con la mas complicada

2,2 3 10 11y _ o 1—7+2 =147t T(r— 1)1+ 7%
M=(v*,v°, v 0) = 32(1 — 1) < \/;(7_1)(1+¢2) T(l—T+T2) >
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que al ser diagonalizada se convierte en

1 0
M?(v? 03 010 ot = 32(7 — 1)? f
0 7
El espacio de configuracién C estara formado por la union de 144 sectores desconec-
tados, atendiendo a los puntos de vacio que pueden ser ligados. Muchos de estos
sectores careceran de soluciones de tipo kink, o bien sélo las soluciones homogéneas
formaran parte de ellos. El par de integrales primeras mecanicas asociadas al modelo
que estudiamos, corresponden a las expresiones:

- La energia mecanica

1 /dé\> 1 [dos)\>
I = 5 (%) +3 (%) — Unnijinjonn) (61, ¢2)

- El momento angular mecanico generalizado

I, = {¢1% - 2%} %4-

+4¢105 (407 + 205 — 1 — 7°) (801 + ¢ + 855 + (14 7°) (267 + ¢3) — 77)

Galeria de soluciones: Parametrizacion.

Como en anteriores modelos, llegado este punto de la exposiciéon mostraremos interés
por las posibles soluciones de tipo kink presentes en el sistema, iniciando esta seccion
con el estudio de las soluciones singulares. Entonces,

1. TK1: Por argumentos generales ya expuestos debe existir una solucién singu-
lar cuya trayectoria vendréd caracterizada por la condicion ¢, = 0 sobre el plano
cartesiano, que se traduce en la relacion v = 0 U v = 0 en el plano eliptico. El
comportamiento de la componente real del campo ¢(z) viene determinado por la

relacién implicita

14 2¢, <T - 2(%51>i _ 2V
1—=2¢1| \ 7+ 20

que determina seis soluciones: los kinks TK1[56], TK1[78] junto a sus antikinks
TK1[65], TK1[87], que forman la clase de equivalencia TK1®)| y el kink TK1[67]
con su antikink TK1[76], que constituyen la clase TK1® (véase la figura 3.13).

2. TKP,{I}: Ensayando como trayectorias validas los tramos parabdlicos p*(u =
+1) (ver figura 3.13), que equivalentemente corresponden a la expresién en carte-

sianas
¢5 =1+ 2¢,
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encontramos soluciones que verifican la dependencia espacial implicita sobre la com-

ponente imaginaria del campo complejo ¢(z)

5 (13 =7\ 77 Il _
G272 | =35 — =V (3.34)
Gt [1- 3l

y que constituyen ocho soluciones que agrupamos en las clases de equivalencia
TKP,{I}¥ (que engloba los kinks TKP,{I}(V[97], TKP {I}(V)[74] y sus antikinks
TKP {I}M[79], TKP {1} V[47]) y TKP{I}'? (cuyos elementos son los kinks par-
ticulares TKP {1}?[42], TKP{I}?[10 — 9] y sus correspondientes antikinks, esto
es, los TKP, {1}#[24], TKP,{I}?[9 — 10)).

3. TKP,{I}: En el caso de adoptar como 6rbita prueba la separatriz p*(v =
1) = ¢3 = 1 — 2¢; € P, obtendremos como resultado la aparicién de soluciones
que siguen la expresion (3.34), que en este caso proporciona los kinks que bajo los
epigrafes TKP, {I}(¥) conectan los vacios v?, v% y v° y TKP{I}(? los vacios v3, v*,
v? y v'!. Al ser enumerados obtendremos los kinks TKP,{I}(V[96], TKP,{1}(V)[64],
TKP,{1}?[43], TKP,{I}?[11 — 9] y sus antikinks TKP, {1} [69], TKP, {1} [46],
TKP {1}@[14], TKP {1}@[9 — 11] (ver figura 3.13).

4. TKP,{I1}: El modelo presenta otras separatrices que deben ser tratadas bajo el
método de érbitas prueba. Asi, a la trayectoria p*(u = ++/7) = ¢3 = 72+ 27¢, € P,

encontramos asociadas las soluciones que verifican

(r — ﬁbg)%i# _ tor3

¢4
-2 — = (3.35)
|72 — 3|31

1=

1
| o]

Conectan los puntos de vacio v', v3, v® o' v v Las soluciones particulares
) b )

seran los kinks TKP, {11}V [11 —8], TKP,{I1}(V[83] y antikinks TKP {11} ([8 —11],
TKP {11} V[38] (que constituyen la clase de equivalenciaTKP,{IT}()), junto con
los kinks TKP,{I1}?[12—11], TKP{I1}?[31] y sus antikinks TKP,{IT1}(?[11—12],
TKP, {I1}?[13] (que forman TKP,{IT1}?), véase la figura 3.13.

5. TKP,{II}: Sobre el tramo p*(v = /7) = ¢3 = 72 — 27¢; € P, (ver figura 3.13)
se asientan soluciones que verifican la relacién (3.35) y que agruparemos en kinks
TKP, {IT}V) referidos especificamente como TKP,{I[}(V[10 — 5], TKP,{I1}V[52]
y sus antikinks TKP,{II}(V[5—10], TKP,{I1}(V[25], frente a los kinks TKP, {IT}(?
constituidos por TKP {I[}@[12 — 10], TKP {I1}?[21], TKP {II}?[10 — 12] y fi-
nalmente por TKP,{I1}(?[12].

6. TKL(y1), TKM(~v), TKN(y,) y TKF(7:): Una vez estudiadas todas las solu-

ciones singulares incluidas en el sistema, emplearemos la teoria de Hamilton-Jacobi

para obtener las soluciones densas. Empleando (3.7) y (3.8) tales soluciones deben
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cumplir la relacién que fija la trayectoria

4, P, Sign(uu’) 4L Sign(v’)
{ |u|f2 (7- —u )7272 } { i |1 —v |T2 1 } _ 64\/571 (336)
v

]1—u4\$2 (12 — pt) 77

y su dependencia espacial

g Sign(uu’) 1 Sign(v')
72 —u? = 1+ u? 72 —0? - 1+0? 4v/272 (z+72)
=e
72 4 u? 11— u?| T2 + 0 1 —v?
(3.37)

Las expresiones (3.36) y (3.37) determinan la siguiente plétora de soluciones kinks:

e Sobre las celdas Piy, Pss, P3s y Py sobreviven

6.1. Familia TKL{I}(v;): Estas soluciones, que llamaremos como TKL{I}(y)

sobre el espacio de Moduli, forman parte de los sectores Cs7, Cog, C7_11 , Cs_10,

Crz3, Co2, Ci1—7 y Cio—g. Sobre (3.36) y (3.37) son generadas bajo la condicién
Sign(uu')=Sign(v). Surgen en el esquema de modelos presupersimétricos aplicando
las ecuaciones de primer orden (1.60) sobre el superpotencial W/ (¢). Las soluciones
ilustradas en la figura 3.12 son los TKL{I}[73](7y1), TKL{I}[62](y1), TKL{I}[11-
7](71) y TKL{I}[10-6](y1) y sus respectivos antikinks. Si es considerado el limite
asintotico del parametro se puede escribir

lim TKL{I}(y) =

y1—=£00

TKP, {I}® + TKP,{1}(®
TK1® + TKP,{I1}?

6.2. Familia TKL{II}(~,): Verificando que Sign(uu') = —Sign(v’) encontraremos

soluciones que nombradas genéricamente como TKL{II}(+) enlazan los pares de
puntos de vacio v? y v® vty v®, v y 08 v? y 05 (ver figura 3.12). Las soluciones
particulares corresponden a los TKL{II}[84](y1), TKL{II}[54](7y1), TKL{II}[95](™)
y TKL{IT}[98](v1). Esta familia es asociada a la presencia del superpotencial W7 (¢).
En este caso, tendremos

lim TKL{II}(y) =

y1—=*00

TKP,{II}¥ + TKP,{I}(?
TK1Y + TKP, {I}®

e Sobre las celdas P v Py hallaremos

6.3. Familia TKM{I}(v;): Con Sign(uu’) = Sign(v’), las soluciones interrelacio-
nan los minimos v, v*, v? y v'? mediante los kinks TKM{T}[41](~;), TKM{I}[12-
9](71) y antikinks TKM{I}[41](7y1), TKM{I}[9-12](71), que conforman los elementos
de TKM{I}(v) en el espacio de Moduli. Pueden ser visualizados en la figura 3.13.

Un método alternativo para extraer estas soluciones viene reflejado en el estudio de
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las ecuaciones de primer orden (1.60) generadas por el superpotencial W (). Se
verifica que

lim TKM{I}(y)

y1—=£o00

TKP,{I}® + TKP,{I1}(?
TKP,{I}? + TKP, {11}(?

Figura 3.12: Kinks TKL{II} (izquierda) y kinks TKL{I} (derecha,).

6.4. Familia TKM{II}(v;): Se verifica que Sign(uu’) = —Sign(v’). Las solu-
ciones forman el elemento TKM{II}(v;) del espacio de Moduli, que viene cons-
tituido sobre C por los kinks TKM{II}[23](v;1), TKM{II}[10-11](y1) v antikinks
TKM{II}[32](y1), TKM{II}[11-10](y1). El superpotencial relevante en este caso
corresponde a W(#). Al tomar sobre esta familia los valores asintéticos de 7, se

tiene

lim TKM{II}(y;) =

y1—=+o00

TKP,{I}® + TKP,{I}®
TKP,{I1}® + TKP,{I1}(?

Figura 3.13: Kinks TKM{I} (izquierda) y kinks TKM{II} (derecha,).

e En las celdas Py y P35 subsisten

6.5. Familia TKN(v;): Compuesta por soluciones que conectan los vacios v°

y v, que bajo las siglas del elemento TKN(v;) € ModCk conforman los kinks
TKN[67](71) y los antikinks TKN[76](71) en el espacio de configuracién. Su com-
portamiento es totalmente andlogo al de las soluciones TKB del modelo TII[1][11]
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presentado en este capitulo (ver figura 3.5). El uso del superpotencial W(¢) so-
bre (1.60) nos permitirfa recuperar los mismos resultados expuestos. Cuando se
aumenta el valor del parametro natural, las soluciones densas se singularizan en el

modo

lim TKN(y) =

y1—00

TKP,{I}Y) + TKP,{I}®
TK1®3

6.6. Familia TKF(v;): Estas soluciones trascurren en dos celdas al atravesar el

foco (vértice de Py y Psp) localizado en el origen. Quedan en conexién los puntos
de vacio v? y v!. Como es ya natural, serdn denotadas como TKF(~;) € Mod Cx y
corresponden a los kinks TKF[94]() y a los antikinks TKF[49](71). Su descripcién
es identica a la proporcionada para las soluciones TKF (7 ) del modelo ITI[1][11] (ver
figura 3.6). El superpotencial que permitiria su estudio es asociado a la expresién

W (¢) en este caso. Se tiene:

lim TKF(y) = TKP {I}¥ + TK1® + TKP, {1}V

y1—=F0c0

A modo de sumario puede ser mostrado el espacio de Moduli Ck:

Mod(Ck) = {TK1® TK1® TKP {I}¥ TKP,{I}? TKP, {11}V,
TKP,{I1}¥, TKL{I}(7), TKL{II}(7,), TKM{I} (7).
TKM{II}(71), TKN(71), TKF (1)}

La teoria de Morse aplicada sobre el conjunto de familias de soluciones que hemos
encontrado, permite concluir la estabilidad de todas las soluciones a excepcién de los
kinks TKF (7, ), que atraviesan un punto conjugado y son inestables. Otra forma de
establecer este caracter viene determinado por la observacion de que estas soluciones
pasan por el punto de ramificacién del superpotencial Wl (¢), cuyas ecuaciones de

primer orden asociadas caracterizan estos kinks.

Reglas de suma:

Sobre de la tupida fauna de soluciones encontradas, cabe resaltar las sencillas rela-
ciones entre el valor de sus energias. Asi, se cumple que:

1. E[TKL{I}(y)] = E[TKL{II}]
2. E[TKM{I}(7)] = E[TKM{II}]
3. E[TKF(v,)] = 2E[TKN(y,)] = 2&£[TK1(?)]

4. E[ITKP{I}V] = E[TKP{I1}V] = £[TKP,{I}(V] = E[TKP,{I1}V]
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5. E[TKPL{I}?@] = E[TKP,{I1}?] = £[TK1Y)]

6. E[TKP,{I}?] = E[TKP,{I1}?] = £[TK1W)]

7. E[TKL(y)] = E[TKP{I}?] + E[TKP, {I}V]

8. E[TKM(y,)] = E[TKP{I1}?] + £[TKP, {I}?]

9. E[TKN(y)] = E[TKP{I}V] + £[TKP{I}V)] = £[TK1?]

y donde la energia de cualquier kink puede ser obtenido teniendo presente los valores

particulares

E[TK1W] = 1—15(7' — 131437 +7°) E[TK1?] = 135(572 —1)

3.9 Kinks genéricos de tipo 111

Habiendo realizado un profundo estudio de la variedad de kinks presentes en los
modelos particulares II1[1][11], III[1][31] y III[17][011], como casos significativos de
los modelos de Liouville de tipo III, resulta de interés generalizar la estructura
albergada por tales modelos. Asi, al aplicar sobre los sistemas fisicos que incluyen
un término potencial genérico dado por (3.16) la teoria de Hamilton-Jacobi plasmada
en las ecuaciones (3.7) y (3.8), obtenemos como resultado la expresion que define la

trayectoria de los kinks presentes en éstos

Ad Ad
) [ g~ 9800 | e~V 399

S(vt = o2)e]

mientras que su dependencia espacial es obtenida resolviendo

Auldu Avidv
Sign(u / o T (at = o7)] + Sign(v / o .07 — o7 = V2(z + )
(3.39)

En la seccién 3.5 los modelos que incluyen el término potencial (3.16) habian sido

divididos en los subgrupos A y B. Estudiaremos los subcasos Al y B1, los cuales
muestran de forma genérica las propiedades de los casos mas generales pertenecientes
a A y B. Entonces,

e Caso Al:

Los sistemas fisicos considerados en este bloque quedan restringidos a aquellos
con un potencial (3.16) en la forma

A2 n n
L R G | R | R,
u v
=1 ;
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tal que los paramétros introducidos permiten identificar el modelo, segtin la
nomenclatura convenida, como III[(5)][11...1]. Incluidos en este caso se en-
cuentran los modelos I1I[1][11] y ITI[17][011] estudiados con anterioridad. Con-
siderando las integraciones de (3.38) y (3.39), la trayectoria queda especificada
por la ecuacién entre componentes parabdlicas

Sign(uu’
e} _ oan, (3.40)
Sign(v’) ’
{fc(v?)}
mientras que la dependencia espacial surge como
Sign(uu’) Sign(v T
{fA } gn( {f } gn(v) _ 2v2A(z+72) (3.41)

donde las funciones introducidas quedan definidas en el apéndice A.

e Caso B1:

Los sistemas fisicos incluidos en este caso quedan referidos como ITI[(5)][31...1],

de modo que el potencial (3.16) se restringe a

A? =
p*U:m{UGH(u — o} +U6HU —o? }

i=1
tal que la trayectoria de las soluciones kinks presentes en este tipo de modelos

es determinada por la expresién

Sign(uu’)
{fG( )} Slgn(v ) — 62\/514’)/1 (342)
{fa(v)}
y su dependencia espacial queda plasmada en la relacion
Sign(uu’) Sign(v’ x
{fo(u2) Y= L fo(o?) )78 = e2v2attn) (3.43)

donde las funciones siguen las expresiones marcadas en el apéndice A.

Compendio de propiedades de los kinks de tipo III:

Las soluciones que surgen de las expresiones (3.40), (3.41), (3.42) y (3.43) estdn

regidas por los siguientes comportamientos

- Las soluciones de cada modelo conforman una familia biparamétrica, determi-
nadas por el valor de los parametros v; y 2. El primero de ellos parametriza la
trayectoria seguida mientras que el segundo caracteriza el modo cero. Las solu-
ciones singulares aparecen cuando alguno de los parametros crece indefinida-
mente, dando origen al concepto de separatrices, y en su conjunto al concepto

de reticulo.



MODELOS DE LIOUVILLE: TIPO III: GENERALIZACION 137

- Las curvas (3.40) y (3.42) definen las trayectorias de la solucién sobre el plano
parabdlico. Dentro de cada celda tales curvas son monétonas y alcanzan
vértices opuestos. Cuando dichos vértices corresponden a puntos de vacio
queda definido un kink simple a lo largo de un espacio infinito. Otra posibi-
lidad aparece en el caso A para aquellas soluciones que pasan por el origen,
que se asienta en el vértice de dos celdas adjuntas sin adoptar el cardcter de
vacio. En tal caso la solucién parte de un punto de vacio en una celda inicial,
cruza el origen llegando a una nueva celda y finaliza en el vacio asentado en el

vértice opuesto.

- El flujo de trayectorias queda regida por la expresion
du  Sign(u'u®)u®(ut — o) - .- (ut —o2)on

dv — Sign(v') veo(vt —o2)er. (vt —o2)en

7

la cual queda indefinida para los puntos de vacio de cada modelo. Un hecho
importante es que para las familias de soluciones que convergen en el foco,
como ocurre para el caso Al, el flujo a través de este punto queda definido en
el modo
d_u — 4(-)"V2An ] 07

dv 0,0)
lo cual permitiré parametrizar dichas soluciones por el angulo de cruce respecto

del origen (parametrizacién flujo-focal).

Galeria de kinks de tipo III:

Analizaremos las posibles soluciones kinks que aparecen en los modelos A y B,
a la vista de las propiedades anteriores. Seguiremos los convenios adoptados en
el capitulo precedente. Los kinks quedan caracterizados por la identidad de los
vértices de las celdas que son conectados. Generalmente bastard indicar mediante
indices los vacios que determinan las ondas solitarias, aunque algunos kinks deben
ser dercritos senalando su paso a través del foco situado en el origen. Como es

habitual distinguiremos los distintos casos introducidos en la secciéon 3.5.
CASO A:
Introduciendo los conjuntos de indices,

i={-n-n-1),-(n-2),..,-1,0,1,...,n—1,n}
i={0,1,...n—1,n}

definimos el conjunto de indices dobles como

Ia=1ixj—{(0,0)}
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de modo que la variedad de ceros sobre el plano parabdlico es conformada
por los siguientes elementos p*M = {09 = (Sign(i)oy,0;)} con (i,7) € Za.
Recuérdese que el punto focal se halla en el origen F' = (u,v) = (0,0), y por
la eleccion tomada de Z4 no es incluido en la definiciéon dada de la variedad

M. Los kinks que presenta este bloque de modelos pueden ser listados como

’ Soluciones densas: ‘ ’ Soluciones singulares: ‘
TKLY](7) TKP,[L1"]
TKI"1"](7) TKPy[11"]
TKF[(+1,1), (0,0), (F1,0)](7) TK1[(1, 1), (0,0), (¥1,0)]

para cualquier 111", 1" € Z,. La descripcién de las soluciones enunciadas
puede realizarse apoyados sobre los ejemplos presentados en las secciones
precedentes. Las soluciones densas TK[Ll'](v;) y TK[1”,1”](y1) unen vacios
situados en los vértices opuestos de las celdas, delimitadas por los kinks singu-
lares asentados sobre tramos parabdlicos TKPy[L1"] y TKP,[1,]”’]. La especi-
ficacion de las soluciones que pasan por el origen completa el cuadro anterior.

CASO B:

En este caso, la construccion del conjunto de indices dobles es realizada me-
diante la definiciéon
IB =1X J

tal que los vacios quedan localizados en los puntos v = (Sign(i)oy, 05) con
(1,7) € Zp. Ahora, el punto focal se convierte en un punto de vacio y se en-
cuentra incluido en p* M, lo que simplifica la descripcién de las soluciones de
defecto topologico mostrados por el modelo, dado que sobre los datos intro-
ducidos en el cuadro del caso A no hemos de distinguir soluciones que cubran
dos celdas. Los kinks que podemos encontrar seran

’ Soluciones densas: ‘ ’ Soluciones singulares:
TK[LY](1) TKP,[1,1"]
TK[ 1" (1) TKP,[L1"]

para cualquier L1', 1", 1" € Tp.

Reglas de suma:

Finalmente tras identificar, de forma general, la variedad de kinks de los modelos
de tipo Liouville de tipo III, mostramos las relaciones existentes entre sus energias

basadas sobre la base de la proposicion 3.2.
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CASO A:

1.

6.

AN S

TK(LY] (1)) = E[TKV 1] (71)] = E[TKP,[L1"]] + E[TKP, [1”,V]
[TKPy[1, 1”]] = E[TKP, 1" V]|

E[TKP,[I,Y]] = E[TKP, [L1"]]
[TKP[(2,7), (i + 1, j)]} = E[TKP[(4, 4), (j, i + 1)]]
[TKF[(£1, 1), (0,0), (¥1,0)](m1)] =2 E[TKP,[(0, 1), (1, ]+ 2 E[TKPy[(1, 1), (1,0)]]

E[TK1[(+£1,0), (0,0), (71, 0)]] = E[TKP,[(0, 1), (1, D]J+-E[TKP[(1, 1), (1, 0)]]

con 1,171 € T4. Ademas, se pueden obtener otras reglas manipulando las rela-

ciones dadas.

CASO B:

En este caso, siguen vigentes las reglas de suma marcadas como 1, 2, 3 y 4,

considerando que 1,117, 1" € Tp.
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Capitulo 4

Kinks En Modelos de Liouville 11
y IV

4.1 Introduccion

En los capitulos precedentes han sido analizados los modelos fisicos en el marco de
la teorfa de campos en (1+1) dimensiones con mundo interno bidimensional N = 2
que tienen asociados un modelo mecanico de Liouville de tipo I y III en el propésito
de la identificacién de soluciones kinks. Por completitud del presente texto intro-
duciremos asimismo los sistemas fisicos que pueden ser asociados, mediante el simil
mecanico, a los modelos de Liouville de tipo ITy IV. A estos tipos pertenecen aquellos
sistemas resolubles por separacién de variables de la ecuacién de Hamilton-Jacobi
en la teoria mecanica asociada mediante el uso de coordenadas polares y cartesianas
respectivamente. Las nociones introducidos en los dos capitulos precedentes tienen
vigencia en los nuevos modelos con minimas modificaciones atribuidas a los sistemas
de coordenadas de trabajo. Con ello en mente nos limitaremos en este capitulo a
la mera mencion de los conceptos utilizados ya en otros tipos de modelos y su ilus-
tracion con diversos modelos particulares. Asi, para la primera parte del capitulo,
en el que son tratados los modelos de Liouville de tipo II, analizaremos tres mode-
los que presentan distintos procesos de ruptura de simetria y una estructura dispar
para la variedad que recoge las soluciones kinks; el modelo I1[1,1,71] que presenta
simetria bajo las reflexiones de ambos ejes del plano interno, una de las cuales es
rota sobre los dos vacios presentes en el sistema, el modelo II[1a,11,71] con cuatro
vacios situados sobre el eje real que rompen la simetria en la misma forma que el
modelo mencionado antes y el modelo II[1a,11,73] que con dos vacios situados sobre
el eje real positivo conserva la simetria original e x Zy de la acciéon. Mas elemental
serd el estudio de los modelos de Liouville de tipo IV, que vienen constituidos por la

suma directa de dos copias N = 1, aunque aparecen muchas nuevas ondas solitarias

141
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dotadas de interesantes propiedades. Ilustraremos éstos mediante la generalizacion
a este estadio de los modelos ¢* y Seno-Gordon.

4.2 Modelos de Liouville de Tipo 11

Liouville clasificé como Tipo II aquellos sistemas dinamicos bidimensionales que
podian ser separables Hamilton-Jacobi utilizando un cambio de coordenadas basado
en un sistema de coordenadas polares. Denotaremos de igual forma, los modelos de
teorias de campos con dos componentes escalares cuyo sistema mecanico asociado
sea de Liouville de tipo II. Asi pues,

4.2.1 De las coordenadas polares.

En este caso, el mundo interno caracterizado por el valor del campo complejo ¢(z)
serd analizado mediante las coordenadas polares R y ¢, cuya relacién con las origi-
nales tiene lugar mediante la transformacion
¢(: P2=R*xS! — R?
(Ro,p0)  — (¢}, ¢9)

tal que la imagen inversa corresponde a:

(*(¢1) = Reos g (*(¢2) = Rsenp (4.1)
0 El rango de definiciéon de las nuevas varia-
5 2wrs 3 bleses0 < R < o0y 0 < ¢ < 27, formando

un cono de altura infinita sobre el que po-

ala

dremos estudiar las propiedades del sistema

0 fisico. Las curvas coordenantes correspon-

den a circunferencias ¢? + ¢3 = R2 cuando
es fijada la coordenada radial R = Ry y
a semirrectas ¢o = tg g ¢; cuando se fija

sx 3m S la coordenada angular ¢ = ¢y. Un punto

6 3
. distinguido en el nuevo sistema de coorde-
Figura 4.1. Coordenadas polares :
nadas es el origen del plano.
Consideremos, como es habitual, un modelo fisico natural en el marco de la teoria
de campos donde el vector & agrupa las constantes de acoplamiento involucradas.

Entonces, el término cinético de la energia se convierte en

1 (dR\> 1 dp\”
T=—(— —R? =
¢ 2(dx> +2 (dx)
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mientras que al respecto del término potencial diremos

Definicién 4.1 [109]: Un modelo fisico en teoria de campos serd de Liouville
Tipo I si su sistema mecanico asociado es natural y con un término potencial de la
forma

U(p1, ¢2) = (67 + 63) + Un(¢1, ¢2) (4.2)

donde Uy (1, ¢2) es una funcion homogénea de grado —2 respecto de las componentes
del campo ¢(x). Lo anterior equivale a decir que el término potencial se transforma
bajo la accién de ¢* en el modo

CU(1,62) = F(R) + 250(5)

donde f(R) y g() son funciones cualesquiera de las coordenadas polares. Una carac-
teristica primordial de los potenciales de tipo II es que conllevan una singularidad
inevitable en el origen asociada al sistema de coordenadas. Un sistema fisico de
Liouville Tipo II presenta un funcional energia (1.11)

1 (dR\> 1 _,(do\’ 1
*E= [de = — —R? | X — 4.
¢ / I{z(m) +5R <dx> + f(R) + 139(9) (4.3)
Las integrales primeras, que aseguran la integrabilidad del modelo mecénico aso-

ciado, pueden ser encontradas y presentadas como:

- La energia del sistema mecanico

doy 1 (dos
I, = ( . ) + 3 (d_) —U(¢1, ¢2) (4.4)
o bien, sobre el plano polar,
.1 [(dR\? 1 _,(dp\” 1
L= B <%> + §R (%) — f(R) — ﬁg(@ (4.5)

- Momento angular generalizado del sistema mecanico

En las variables originales, se tiene la expresion

d d
(gblﬁ — ¢2ﬂ) — g(arctan @) (4.6)
b1
la cual puede ser reescrita como
1 dy 2
L, = -R2(ZZ2) — 4.
=32 () - o0) (4.7

que se muestra como un momento angular deformado por la presencia del
sumando g(¢), causante de la ruptura de la simetria de rotacién U(1) en el
funcional energia (4.3). Por las condiciones asintéticas, las soluciones kink de

nuestro sistema fisico verifican que I; = I, = 0.
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Tal como en los modelos de tipo I y III analizados en los capitulos 2 y 3 se pueden
introducir los siguientes conceptos:

Definicién 4.2: Llamaremos celda asociada a los modelos de Liouwville de tipo
II a los paralelogramos abiertos Pj; = (R;, Ris1) ¥ (@), Pj+1), donde Ri >0y P; son
las raices de f(R) y g(¢) respectivamente ordenados por magnitud creciente.

Definicién 4.3: Las separatrices de tipo Il corresponden a las fronteras de las
celdas OP;;. Nos referiremos como reticulo Ret(P) al conjunto de las separatrices
de tipo II.

Con la advertencia de que en los modelos de tipo II queda discriminada la recta
R = 0 del plano polar P2 como curva separatriz por motivos dindmicos, que luego
seran claros, zanjamos la presente seccién suponiendo que el lector esta totalmente
familiarizado con los conceptos enunciados habida cuenta del estudio realizado en
los capitulos que preceden.

4.2.2 Descripcion de la teoria de Hamilton-Jacobi.

El formalismo hamiltoniano implica la definicién de los momentos generalizados

oL , oL,
_aR’_R p@—a(p/—R %)

PRr

con R = Z—’; y ¢ = Z—;’. La densidad hamiltoniana queda determinada por

1
H == hR + ﬁh(p
donde los sumandos son definidos como
1, 1,
hr = 50k — f(R) he = 50, = 9(#)

La aplicacién de la ecuacién de Hamilton-Jacobi (1.21),

0T N ((‘17 oJ

(G e Ree) =0 “8)

sobre la dependencia separada de la funcién generatriz J = Jr(R) + J,(p) +
Jz(7), nos permite identificar la expresién seguida por 7, la cual engloba toda la

informacion acerca del comportamiento del sistema fisico a estudiar. Asi, tendremos:
Jo=—FEx
Jr = Sign (R’)\/E/dR\/f(R) +E+ %
T, = Sign (¢)V2 [ dov/g(e) — F
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donde F y F' son constantes del movimiento que se anulan para las soluciones kink,
cuya relacion con las integrales primeras mostradas con anterioridad es £ = I y

F = —1I,. Entonces, las soluciones de este tipo quedan determinadas mediante su
trayectoria
dR dy
Sign(R') / ———— —Sign(y)) | ——==m (4.9)
R?\/2f(R) V29(#)
y su dependencia respecto del espacio x
dR
Sign(R') / ——— =2+ (4.10)
V2[(R)

La constante ~; parametriza las trayectorias seguidas por las soluciones kinks mien-
tras que el parametro 7, caracteriza el modo cero de éstas.

4.2.3 Propiedades generales del sistema fisico:

En esta seccién describiremos los comportamientos generales que muestran los sis-
temas fisicos de tipo II. En primer lugar, ha de advertirse que las soluciones que
atraviesen por el origen de coordenadas no pertenecen a la variedad de las solu-
ciones kinks, puesto que incumplirian la finitud en la energia como consecuencia de
la singularidad situada en dicho punto. Asi,

Proposicion 4.1: Sobre el espacio de configuracion C de los sistemas fisicos
de Liouwville de Tipo II existen kinks singulares cuya orbita queda asentada sobre el
reticulo Ret(P).

Demostracién: Las ecuaciones I; = 0 y I = 0 sobre la condicién de que la
hipotética solucion tenga por trayectoria un tramo del reticulo se comportan de la
siguiente manera:

e Caso 1: Si R = Ry (raiz de f(R)) entonces,

1 do\*> 1
1.1212251%3 (£> — 239(p) =0

e Caso 2: Si ¢ = ¢ (raiz de g(p)) se tiene,

2
n=3 () ~fm =0 n= g =0
de modo que en cualquiera de los casos las soluciones asentadas sobre las curvas
separatrices son compatibles con el sistema de ecuaciones diferenciales de primer
orden generadas por las integrales primeras. Por otra parte, dado que las trayectorias
aparecen determinadas por las raices de las funciones f(R) y g(p), el valor del
parametro natural dado en (4.9) debe ser infinito. C.Q.D.
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El flujo de las trayectorias en el plano polar viene dado como

o 4R _ Sien(R)\/J(R)
de  Sign(¢')y/g()

o introduciendo las componentes iniciales del plano interno se tendra la siguiente

relacién para el flujo

dpo _ 1y 7 + 03 + Py
dpr ey — /@2 + @3

Podemos enunciar ahora lo siguiente:

Proposicién 4.2: La energia asociada a cada solucion kink de los modelos de

Liouwville de Tipo I sigue la expresion

Elp(x)] = (4.11)

/ iR /2 (R)| +

r[¢C* @]

/ﬂdsox/m

e[C*¢]

Se cumplen las siguientes propiedades:

La energia de las soluciones kinks no depende de la expresion explicita adop-
tada por éstas sino que depende de la proyeccion de camino de su trayectoria
sobre los ejes polares, lo cual queda determinado por los nudos del reticulo que

son enlazados por cada solucion.

Si las trayectorias de una solucion kink definida sobre una celda vienen de-
terminadas sobre el plano interno por una funcién monotona que conecta dos

puntos de vacio, la expresién (4.11) se convierte en

/ e

R(—o0)

£ = + (4.12)

¢(o0)
/ ( dso) V29(¢)
p(—o00

Las reglas de suma aparecen fundamentadas por el hecho de que toda solu-
ciéon o combinacién de soluciones del sistema fisico que tengan las mismas

proyecciones de camino

n m

TR[C7¢) = Y [Ri, Rt TolC0) = i il

i=1 i=1
adoptan el mismo valor para la energia:

n

Elp(2)] =

=1

fi a5 [ v

i
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Proposicién 4.3: Los modelos de Liouville de tipo II son presupersimétricos y

presentan cuatro superpotenciales determinados por la integral indefinida

W(R, ) = + / AR \/2F(R) + / dp\/29(2) (4.13)

Demostracién: La condicién (1.51) escrita en coordenadas polares reza por

@—Vg) ;2 (%W) ] = f(R)+ %9(9@)

de forma que suponiendo que el superpotencial adopta la forma separada en variables
W(R,p) = Wi(R) + Wa(p), encontraremos que debe cumplirse

1
2

dw,
dR

dW,
do

= +v/2f(R) = +/29(¢)

que implica el cumplimiento de la expresién (4.13). C.Q.D.

La proposicién anterior establece la presencia de al menos dos superpotenciales
no triviales y sugiere una definiciéon alternativa de los modelos de Liouville del pre-
sente tipo.

Definicién 4.4: Diremos que un sistema fisico natural en el marco de la teoria
de campos en (1+1) dimensiones pertenece a los modelos de Liouville de tipo II si

admite un superpotencial que verifica que C*W(¢p) = Wi(R) + Wa(y), o equivalente-

PW = 0.

mente 9Rop

La condicién marcada en la definicion 4.4 se refleja en las componentes del campo

complejo como

oPW oPWw PW ow ow
09 (G251 ~ 55705 * 0 =) e+ G = e =0 410

El uso del concepto de superpotencial permite la escritura de las integrales primeras

mediante las simétricas expresiones proporcionadas por (1.54) para la energia y

ydot de? oW
(¢—‘¢—) -3 (“% 5%

para el segundo invariante, el cual puede ser escrito usando (2.18) como el cuadrado
del momento angular asociado al momento generalizado, Iy = %|¢2H1 — ¢TI, |2
Las ecuaciones de primer orden (1.60) asociadas a los superpotenciales (4.13) en-

contrados se expresan como

dR dy _ | V29(9)

= +\2f(R) e (4.15)
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las cuales reportan todas las soluciones kinks del modelo. El vinculo entre los
caracteres de completa integrabilidad y presupersimetria del presente modelo puede
observarse al fijar una expresion del superpotencial sobre las integrales primeras y
manipular tales expresiones hasta adquirir las ecuaciones de primer orden que de-
terminan las soluciones kinks. Este proceso concede dos resultados, unas ecuaciones
diferenciales de primer orden asociadas a la expresién habitual (1.60) junto con la
siguiente posibilidad

dgr 1 oW 5 5 OW
@ g [T A
dpy 1 ow ow
i e

que puede ser asociado a las ecuaciones de primer orden (1.60) para un nuevo su-
perpotencial W((b), construido via el teorema de Green interpretado sobre el plano
interno.

4.2.4 Sobre el término potencial de tipo II

El potencial genérico dado en (4.2) incluye en cualquier circunstancia una singula-
ridad en el origen de coordenadas. Esta es la diferencia més resaltable con respecto
a los modelos precedentes y la razén que obliga a descartar del conjunto de curvas
separatrices a la recta R = 0 sobre el plano polar . La elecciéon sobre el término
potencial considerada en los tipos I y III atendia al propdsito de eliminar las singu-
laridades en la expresion del término potencial. Esas caracteristicas, en este caso, no
pueden ser mantenidas. La eleccién que se hara ahora, alberga el espiritu de alcanzar
estadios interesantes de ruptura de simetria para los sistemas fisicos que incorpo-
raremos. Asumiremos que éstos se ven sometidos a la presencia de un potencial

caracterizado por la relacion

n

U = I_I(R2 — o2)% 4 %22 sen’(Byp) (4.16)
i=1

con o; € Ny [, 0, € R. Es supuesta sin pérdida de generalidad la ordenacion
0 <01 <09 <..<o0y,. Laexpresién (4.16) motiva la nomenclatura utilizada para
designar los modelos, los cuales seran nombrados detallando los parametros que
intervienen en (4.16) mediante las siglas II[(¢)(&)(y/5)]. Sobre el plano cartesiano el

término potencial es descrito como

R? b1

=1

U1, ¢2) = [ [ (01 + 63 — 07)> + 7 sen? (ﬁ arctg@>
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que para el caso particular en que el parametro 3 se convierte en un niimero entero
n € N puede reescribirse atendiendo al hecho de que el segundo miembro de la
expresion precedente es:

n—1-—1
o R n—1-—i 2¢
Vlone) =5~ 2 Z < ) (ﬁ)

Los sistemas fisicos que adoptan la expresién (4.16) como término potencial dan
lugar a las curvas separatrices apiladas en la definicién de los siguientes conjuntos

Pr = {¢€C/¢%+¢%:g.2 (R=0y) con 1§i§n}

P, = {¢€C/¢2—tg6¢1 ((pz%) con kEZ}

El conjunto Pg esta formado por circunferencias centradas en el origen de radio o,
mientras que el conjunto P, estd constituido por semirrectas que parten del origen
con una pendiente predeterminada por la constante de acoplamiento (3 del sistema
fisico. El reticulo puede ser construido mediante la expresién Ret(P) = Pr U P,.
La variedad de vacios asienta sus elementos sobre los nudos del reticulo, lo que nos
capacita para escribir M = PrN P,, de modo que albergard int(2-n - «) elementos.

Estudiemos algunos casos particulares de los sistemas introducidos. El primero
de ellos es el modelo I1[(1)(1),(v,1)], que presenta dos vacios sobre los que la simetria
original del lagrangiano asociada al grupo de reflexiones Zy x Zs queda rota al
subgrupo {e} x Z,. El segundo modelo que se presenta es el II[(1a)(11),(~,1)], que
implica la presencia de cuatro vacios con un proceso de ruptura de simetria analogo
al caso anterior pero con una variedad de kinks mas rica. Finalmente presentaremos
el modelo II[(1a)(11),(7,3)], sobre el que aparecen dos vacios sin ruptura de la

simetria inicial presentada por el lagrangiano y una curiosa variedad de kinks.

4.2.5 Modelo II[(1)(1)(~,1)].

El primer ejemplo que consideraremos para ilustrar los modelos de Liouville de Tipo
I1, corresponderd a un sistema fisico en (1+41)-dimensiones con un campo escalar

complejo cuya dindmica viene caracterizada por el funcional accién

A2 m2 2 62m6 X2
S d2 *au - *., 7 . 2
/ { R (X A2 ) 2 (xx)?

Utilizando las variables adimensionales x — 3¢, x, — %yu y 3 = K—i podemos

expresar la forma de el funcional energia en el ambito de la teoria de campos como

o fer () () e )
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lo que nos permite identificar el término potencial segtin la relacion

R
(¢*0)?

que puede ser entendido como una particular deformacién al potencial presente en

Urriymyqn)(¢) = (¢°¢ — 1) + (4.18)

los modelos de Goldstone o de Higgs y que es recuperado para el valor v = 0. La ex-
presién (4.18) se revela como un nuevo camino para deformar los modelos anteriores,
anadido al obtenido mediante el estudio del modelo MSTB. La singularidad mostra-
da por el sistema en el origen es advertida por inspeccién de la expresion (4.18). La
proposicion 4.3 acerca del caracter presupersimétrico de los modelos tratados queda
verificada en este caso al cotejar que la expresién

We) = V2 |Vaa (3000 1) 7]

donde los dobles signos pueden ser conjugados con arbitrariedad, cumple la condicion

(1.51) y da lugar a cuatro superpotenciales.

Propiedades del sistema:

Sobre el plano polar la expresién (4.18) se transforma como
2 2 o 2
U= (R"—-1) —i-ﬁsen ")

que corresponde a la restriccién de la expresion general (4.16) para los valores n = 1,
A=1 00 =1y a; = 1. Conforma un sistema de Liouville de tipo II al que
la nomenclatura convenida marca como II[(1)(1)(~,1)]. Las propiedades genéricas
enunciadas al principio de este capitulo indican la existencia de card(M) = 2-1-1 = 2
puntos de vacio. Concretamente, la variedad M esta formada por

M = {vl =—1,0° = 1}
lo que en las nuevas coordenadas puede leerse por
CM = {v' = (1,7),v* = (1,0)}

cuyo espectro de pequenas deformaciones o de particulas queda asentado sobre las

MQ(’Ul,’U2): 8 0
0 292

La accion del modelo es invariante bajo las transformaciones ¢; — —¢1 y ¢ — — oo,

masas:

tal que las simetrias del modelo vienen determinadas por el grupo de reflexiones

Zo X Zsy. Los elementos de M presentan un esquema de ruptura de simetria dado
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que el grupo pequeno asociado a éstos es H; = Zs. Las ecuaciones de Euler-Lagrange
que deben ser resueltas en la busqueda de soluciones son

d*¢, ‘ 479203
— 4 ) 2929

dQI'2 ¢1 (¢ ¢ ) (¢;¢3)3 2

d qbg x 4’7 ¢2 27 ¢2
— 4 —1)—

mientras que las integrales primeras son

- la energia:

N A R o
nep(%) f3() wem-gle e
- el momento angular generalizado:
1 ddy  den\ AP0

las cuales aseguran en el sentido de Liouville la integrabilidad del sistema mecanico
asociado. En particular, las soluciones kinks cumplen las condiciones I; = I, = 0.

Galeria de soluciones: Parametrizacidn.

Indagaremos la presencia de soluciones de tipo kink siguiendo la estructura marcada
en capitulos anteriores. Distinguimos los siguientes puntos:

1. SEI1: Ensayando la condicién ¢o(z) = 0, que proporciona soluciones reales sobre
las integrales primeras (4.19) y (4.20), podemos obtener

$(x) = ttanhv/27

Los puntos de vacio v! y v? pertenecen al trazo marcado por tal solucién (ver
figura 4.2). Sin embargo, estas soluciones no adquieren la naturaleza de defectos
topologicos o kinks dado que precipitan en la singularidad, lo que les dota de una
energia infinita, de tal modo que se elude la definicién (1.3).

2. TKC: Sabemos de la presencia de soluciones singulares asentadas sobre la curva
separatriz descrita por la circunferencia ¢? + ¢3 = 1 del plano interno, que corres-
ponde a un elemento del subconjunto de circunferencias Pr. La sustitucion de esta
condicién sobre (4.19) y (4.20), nos da la solucién

¢(x) = £tanhv/2vZ + i sechv/ 27z

que une los vacios existentes v! y v? sorteando la singularidad (ver figura 4.2).

Corresponde a kinks topoldgicos que denotaremos genéricamente por TKC. Quedan
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englobados de forma particular los kinks TKC[12], TKC*[12] (que ubicados sobre la
semicircunferencia superior e inferior respectivamente parten del vacio v! hacia v?) y

los antikinks TKCJ[21], TKC*[21]. Las proyecciones sobre el plano polar determinan
mr[TKC] =0y m,[TKC] = [0, 7], de modo que

E[TKC] = 2v/2y
3. SEI(71): Una vez agotado el método de las érbitas prueba aplicado sobre las

soluciones singulares, utilizaremos las ecuaciones de Hamilton-Jacobi (4.9) y (4.10)
para obtener las soluciones densas. Tales soluciones sobre el plano polar deben

cumplir
R(z) = tanh (Sign(R')\/ﬁ(x + 72)> (4.21)
junto con la relacién
L 90 Sign(gp/ sen @)
e . eV2atr-m) (tg E) K (4.22)

De las expresiones (4.21) y (4.22) emergen una
2 familia biparamétrica de soluciones. La des-
cripcion de su comportamiento puede ser vi-
sualizado en la figura 4.2, donde queda patente

v v que las soluciones parten de alguno de los

! vacios v! o v? y tras describir una orbita en
la celda delimitada por separatriz Cr—; alcan-
zan irremisiblemente la singularidad situada

en el origen. En base a ello, no corresponden a

luci kinks. N feri :
Figura 4.2. Soluciones SEI(11). soluciones kinks. Nos referiremos a éstas como

SEI(7) (soluciones de energia infinita).
Finalmente, como resumen de los resultados encontrados al respecto del modelo

II[(1)(1)(7,1)] podemos manifestar la presencia de cuatro soluciones de tipo kink
en la variedad Ckx. Usando el concepto de espacio de Moduli sobre tal variedad

escribiriamos:

Mod(Cx) = {TKC}

El estudio de la estabilidad mediante argumentos energéticos nos permite asegurar
la estabilidad de las soluciones encontradas debida cuenta de que no existen otras

soluciones a las que puedan decaer en su sector topoldgico.

4.2.6 Modelo II[(1a)(11),(~,1)].

Con la esperanza de alcanzar en otros modelos una variedad de kinks Cx mas rica

que la obtenida en la seccién anterior, presentamos un sistema fisico dominado por
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la presencia de un término potencial que queda exhibido al uso de las variables

adimensionales introducidas en el ejemplo anterior como
¢35
(¢*¢)?

que como es inevitable presenta una singularidad en el origen. Los superpotenciales

Urtiia)a1),(n1) () = (670 — 1)%(¢"¢ — a®)* + (4.23)

(4.13) asociados al presente modelo son especificados por

W () = +v/2 {\/ﬂ (% (¢*¢)* — ! Eaz ¢ ¢ — a2) = v\/%]

Propiedades del sistema:

La utilizacién de las coordenadas polares permite escribir el término potencial en la

forma separada
2

X v
CU = (R* - 1)*(R* — a®)* + = sen? @
que identifica el sistema fisico que analizamos como I1[(1a)(11)(v1)]. Se presentan
dos celdas (como puede ser advertido en la figura 4.3), delimitadas por las curvas

separatrices
Pp o= {peC/ei+¢3=1y ¢f+¢;=a’}
P, = {¢EC/¢2:0}
La variedad de ceros queda constituida por 4 elementos, situados sobre el eje real,
M= {v' = —a;v* = —1;0* = 1;v* = a}
sobre los cuales se tiene el espectro de pequenas deformaciones o de masas:

8a?(a* — 1) 0 8(a*—1) 0
M?(vl,w):( L) e = (),

a

La degeneracién en la variedad de ceros introduce un proceso de ruptura de simetria
dado que la invariancia bajo el grupo Zs X Zs de la accion queda rota para los
elementos de M al subgrupo Z,. Las integrales primeras que introduce el sistema

fisico son

- la energia:

1 [fdoy 21 (dgy\? X x Vb5
. (%) ‘ (%) - (@o— 19— - 8 (2

- el momento angular generalizado:

2 242
IR I ST
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Galeria de soluciones: Parametrizacién.

Las soluciones que alberga el sistema son descritas en los siguientes puntos:

1. TK1: Dado que el eje O¢; esta encuadrado como una de las separatrices, ensa-
yaremos sobre las expresiones de las integrales primeras (4.24) y (4.25) la presencia
de soluciones reales, es decir, ¢, = 0. Ello nos permite encontrar la relacion implicita
sobre la primera componente del campo

1+¢1 fa— ¢ %_ 2 1\~
T (a—}—qf)l) = 2v2(a® — 1)z (4.26)

que constituye un conjunto de seis soluciones. La expresion (4.26) representa las
soluciones kinks TK1[12] y TK1[24] junto con sus antikinks TK1[21] y TK1[42] que
quedan embebidas en la celda P;. Como es habitual seran denotados globalmente
como TK1. Ademas sobre la celda P;; aparecen como en el sistema fisico estudiado
en la seccion precedente soluciones que acaban cayendo en la singularidad y que
desconsideramos como kinks. Las soluciones kinks integradas en este punto cumplen
que mr[TK1] = [1,a] y m,[TK1] = 0 de tal manera que su energia es:

2v2

15

E[TK1] = (a—1)*(a®* +3a+1)

2. TKCW®: Es posible ensayar la dependencia circular ®? + ¢2 = 1 con éxito
garantizado, dado que tal curva constituye una de las separatrices del modelo. Asi,

la solucién asociada es escrita como
¢(x) = £ tanh v/2vZ =+ i sech V27 (4.27)

que determina cuatro soluciones que especificamos como TKC® donde quedan
conectados los vacios v? y v®. Son por ello los kinks TKC™[23], TKC*()[23], donde
el primero se asienta sobre la semicirdunferencia situada en los valores positivos de
la componente imaginaria y el segundo sobre los negativos. También aparecen los
antikinks TKCM[32], TKC*()[32], en la misma disposicién discutida anteriormente.
Las proyecciones en este caso son mg[TKCW] = 0 y 7, [TKC®] = [0, 7] de modo
que la energia es

E[TKCW] = 2v/24

3. TKC®@: De forma totalmente pareja al punto anterior puede considerarse la

circunferencia ¢? + ¢3 = a® como érbita de cuatro soluciones

¢(z) = + atanh V29T + i asech v2yT (4.28)
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que llamaremos de forma general TKC®. En particular tendremos los kinks
TKC@[14], TKC*®[14] y los antikinks TKC®[41], TKC*?[41]. La energfa aso-
ciada adopta el valor

E[TKC?] = 2v/2y
dado que se verifica que Txg[TKC®] =0 y 7, [TKC®)] = [0, 7].

4. SEI(v),TKD(7,): En la obtencién del resto de la pletora de soluciones em-

plearemos la teoria de Hamilton-Jacobi. Las soluciones encontradas se encuentran
caracterizadas por las expresiones

1 1 1~y Sign(R)
{eds (Ep = ()= ”
- g i
Sign(e/ seng) =’ (4.29)
te 5| 7
y
1+ R R 17 Sign(R)
AL _ 2V3(a®—1)(a+y2)
=e€ 4.30
1-R (a + R) ( )

La ecuacién (4.29) proporciona las trayectorias de las soluciones mientras que (4.30)
da la dependencia de éstas respecto de la variable x. Ambas ecuaciones definen dos
familias de soluciones:

4.1. Familia SEI(v,): El sistema presenta soluciones que caen en la singularidad

totalmente andlogas en su comportamiento a las SEI(;) halladas en el modelo
precedente y que tienen cabida en la celda Py (ver figura 4.2). No llegan a ser
consideradas soluciones kinks.

4.2. Familia TKD(+;): Bajo la notacion TKD(v;) englobaremos aquellas solucio-
1

nes que conectan entre si los vacios v
y v mediante los kinks que quedaran ’
senalados en la forma TKDI[13](m),

TKD[31](71) y los vacios v? y v* mediante
los kinks TKD[24](71), TKDI[42](y1), los | > \ ; s
cuales pueden ser visualizados en la figura /' o

4.3. Son soluciones densas que llenan el

espacio conformado por la celda P, que

aparece como la corona circular generada

por las curvas separatrices de Pgr. La ten- , ,
. ) . Figura 4.3. Soluciones TKD.
dencia del pardmetro dado en (4.29) hacia

el infinito transforma las soluciones densas en la siguiente combinacién de soluciones
singulares,

lim TKD(v,) = TK1 + TK1 + TKC

y1—=£o00
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La técnica de las proyecciones 7z TKD] = [1, a] y 7, [TKD] = [0, 7] nos proporciona
el valor de la energia:

1 .
E[TKD(11)] = 2V2 |7+ (a = 1)*(a* + 3a + 1)
A modo de recapitulacién el espacio de Moduli sobre la variedad de kinks queda

conformado de la siguiente manera:
Mod(Ck) = {TK1, TKC® TKC® TKD(v,)}

La parametrizacion del conjunto de estas soluciones puede ser alcanzada fijando
una circunferencia centrada en el origen de radio 1 < Ry < a de modo que las
trayectorias de las soluciones cortan en un solo punto @) de ésta. El segmento que va
desde el origen al ) determina un dngulo o que puede ser utilizado como parametro
que identifica cada una de las soluciones presentes en el modelo. Si enfocamos dicho

esquema sobre el sector Coy encontrariamos que

Parametro | Solucién
) |a=0 TKCW[23] 4+ TK1[34]
2) | a e (0,m) TKD[24](71)
3) |a=mn" TK1[21] + TKC®[14]
4) |a=7" TK1[21] + TKC®*[14]
5) | a € (m,2m) | TKD*[24]()
6) | a=2m TKCW*[23] + TK1[34]

lo que permite equiparar el problema de la estabilidad de las soluciones kinks de
Cx con el de geodésicas sobre la esfera S? que van del polo norte al sur, previa
identificacién de los kinks singulares TKC y TKC*. Entonces, puede inferirse la
estabilidad de todas las soluciones kinks encontradas.

Reglas de suma:

Basandonos en la expresién (4.11), podemos afirmar que:

1. E[TKCW] = £[TKC®?)]
2. E[TKD(y,)] = £[TK1] + E[TKCM)]

4.2.7 Modelo II[(1a)(11)(~y, %)]

Analizaremos como tltimo ejemplo de los modelos de Liouville de tipo II un sistema

fisico en (141) dimensiones espacio-temporales con un campo complejo gobernado
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por la dinamica atribuida a un funcional accién que implica un término potencial

expresado como

(¢*¢)

La expresion de la accién es invariante bajo las reflexiones ¢o — —¢9, es decir,

2 1
Unijiay 1), 1)) (01, 92) = (076 — 1D3(¢* ¢ — a®)* + % <M _ 3) (4.31)

disfruta de las simetrias asociadas al grupo Zs. La férmula (4.13) nos proporciona
los superpotenciales asociados al modelo que tratamos. Se tiene

(L 0 1+a B o
\/¢¢<5(¢¢> ¥ “)”W“m]

donde de nuevo se identifica la presencia de dos superpotenciales no triviales (no

W(g) = +v2

relacionados por la simetria de paridad del problema).

Propiedades del sistema:

El término potencial (4.31) puede ser reescrito en funcién de las coordenadas polares
obteniendo como resultado

C*U = (1 - R)*(a®> — R*)* + b sen? 2
R? 2

de tal modo que estos sistemas fisicos pueden enmarcarse bajo la identificacion
I1[(1a)(11)(y3)] siguiendo la nomenclatura prescrita en secciones precedentes. La

variedad de ceros asociado a este sistema fisico consta de dos elementos en la forma
N 2
M = {’U =1,0°= a}

tal que la simetria de reflexiones queda conservada sobre los vacios. El espectro de
pequenas deformaciones o de masas asociado es dado como

M2(U1) — < 8(&2 - 1)2 02 ) MQ(UQ) — < 8@2(612 - 1)2 32 )

- -
0 2 0 2a4
mientras que las integrales primeras corresponden a las siguientes expresiones:

- la energia

1 (d¢\? 1 (d
I = 5 (%) +t3 <%) — Unnjuay a1y (v 2y (91, 92) (4.32)

- el momento angular generalizado

dp doy ? 72 03}
ety Fg)
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Descripcién de las soluciones:

Veamos ahora cudl es el comportamiento de las soluciones que se presentan en el
modelo, siguiendo el habitual esquema:

1. TK1: Las soluciones ¢(x) reales asentadas en la frontera 0P, cumpliran la

siguiente dependencia respecto del espacio en su primera componente

1+¢1 fa— ¢ %_ 2 1\~
s (a+¢1) = 2v2( -1

lo que traducido sobre la segunda celda posibilita la presencia de un kink que enlaza

los vacios presentes en el modelo (ver figura 4.4). Serd el habitual TK1. Sus
proyecciones cumplen que mp[TK1] = [1,a] y m,[TK1] = 0 de modo que su energfa

2v/2
15

identica evidentemente al modelo anterior.

es

EITK1] = 5(a — 1 (a® + 3a + 1)

2. NTKC®: Ensayaremos sobre las integrales primeras (4.32) y (4.33) la depen-
dencia entre componentes definida por la separatriz ¢? + ¢3 = 1, esto es, la 6rbita de
la soluciéon es una circunferencia centrada en el origen de radio unidad. Proporciona
las siguientes expresiones

o(x) =2 tanh?X — 1 + i 2sech) = tanh

V2 V2 V2

que corresponden a kinks no topoldgicos que conectan el vacio v! consigo mismo.
Seran denotadas como NTKC®. Se verifica que mz[NTKC®)] = 0 para la variable
radial y 7,[NTKC®)] = [0, 27] para la polar, por lo que su energfa es:

EINTKCWY)] = 4v/2y

3. NTKC®: De forma anéloga al punto anterior, podemos considerar la circunfe-
rencia centrada en el origen de radio a, ¢? + ¢2 = a?, como la trayectoria asociada
a alguna solucién, la cual puede ser identificada. Ello proporciona la expresion

—aizQaseCh tanh Ve

\/_a V2 V2a?

que genera soluciones no topoldgicas sobre el vacio v2. Llevardn asociadas las siglas
NTKC® . Su energfa es

o(z) = 2 atanh?—L

EINTKC®)] = 4v/2y

dado que sus proyecciones aparecen dadas por mz[NTKC®] = 0 sobre el eje radial
y T,[NTKC®] = [0, 27] sobre el eje angular.
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4. SEI(v;) y TKD(v,): Finalmente la obtencién de las soluciones densas utilizando

las ecuaciones (4.9) y (4.10) surgidas de la teorfa de Hamilton-Jacobi nos propor-
cionan, sobre el plano polar, la expresion que rige la dependencia espacial dada
como

11 Sign(R’)

1+R /fa— R\«
1-R\a+ R

mientras que la trayectoria queda fijada por

_ 2VE@-)(a+)

{7 (=)™ (5 =
a

Sign(R')
1-R }

— 6\/5’71

%Sign(gp’ sen )

|tg £

Las expresiones anteriores conciben las siguientes soluciones:

4.1. Familia SEI(v;): Sobre la celda Pj; aparecen las desventuradas soluciones

SEI(v1), a las cuales no atribufamos la categorfa de kinks. No corresponden a
elementos de la variedad de soluciones kinks Cxk.

4.2. Familia TKD(v;): Sobre la celda Pj5 tienen lugar soluciones que conectan los

vacios v! y v? bordeando la singularidad a lo largo de la corona circular Py, (véase
su comportamiendo sobre las figuras 4.4 y 4.5) y que nombraremos como TKD (7).

Se verifica

lim TKD(y) = TK1 + TKC

y1—F0co

Siendo mx[TKD] = [1,a] y m,[TKD] = [0, 27], el valor de la energia debe presen-
tarse por:

E[TKD(v,)] = 2v2 |27 + 1—15(a —1)*(a* 4+ 3a + 1)

La plétora de soluciones albergadas por el modelo que estamos tratando puede
resumirse por

Mod(Ck) = {TK1,NTKC® NTKC® TKD(v,)}

que pueden equipararse tras el uso de la misma parametrizacién descrita en el modelo
precedente con las geodésicas sobre la esfera que parten de un polo y llegan al otro.

Por ello, las soluciones presentes en el modelo son estables.
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Figura 4.4. Orbita de una solucién Figura 4.5. Varias orbitas TKD en el
TKD en el modelo H[Ia,]],'y%] modelo 11[(1a)(11),(~, %)]

Reglas de suma:

Para terminar de describir el comportamiento del presente modelo, introducimos
las reglas de suma alcanzadas sobre (4.11). Estas quedan compendiadas segtin las
relaciones:

1. [TKCW] = E[TKC?)]

2. E[TKD(y)] = £[TK1] + E[TKCM)]

4.2.8 Generalizacién de los kinks Tipo II:

Después de haber analizado como ejemplos que ilustran los modelos de Liouville
de tipo II los sistemas IT[(1)(1),(v,1)], II[(1a)(11),(v,1)] v II[(1a)(11),(v, 3)], intro-
duciremos el estudio genérico de éstos, asumiendo un sistema fisico caracterizado
por una dindmica gobernada por el potencial (4.16). En este caso, la ecuacién de
Hamilton-Jacobi se simplifica en el modo

| dR . dio
, . / - @ @ =
() | i ~ 590 | Sy V2

Sign(R') / I_HRS—]—%UQP‘ = V2(z + )

Fijaremos los valores de los parametros «a; a la unidad con el objetivo de presen-
tar expresiones tangibles que caractericen las soluciones kinks, aunque los resulta-
dos obtenidos pueden extrapolarse para cualquiera otros valores enteros de dichos
parametros. Asi, la dependencia espacial de la componente radial queda fijada como

Fa(R) = Sien(R)vV2(z+72) (4.34)

mientras que la trayectoria sera obtenida de la expresion

[fA(R)]Sign(R/) V2m

Fran 2] 2

(4.35)
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donde la funcion fa queda registrada en el apéndice A.

Compendio de propiedades de los kinks de tipo II:
Las soluciones obtenidas de (4.34) y (4.35) muestran los siguientes comportamientos:

e Como ya sabemos, los valores de v; y 72 parametrizan, respectivamente, la
trayectoria y el modo cero de las soluciones. FEl reticulo esta constituido en
este caso a partir de circunferencias y semirectas, sobre las que se asientan las

soluciones singulares.

e Sobre la celda que alberga el origen de coordenadas se originan las soluciones
SEI(7) que caen irremisiblemente en la singularidad situada en el origen y que
no consideramos como soluciones kinks porque llegan a adquirir una energia

infinita, lo cual transgrede la definicion 1.3.

e Sobre el resto de las celdas generadas por el modelo la descripcion de las solu-
ciones es sencilla. Existen kinks cuya trayectoria sobre el plano de coordenadas
polares conecta los vértices opuestos de cada celda donde se asientan los vacios.
Esta afirmacion es estricta en los casos en que (§ es un numero entero. Hay
que llamar la atencién en que si son elegidos sistemas donde el término poten-
cial incluye valores de 3 racionales entonces el concepto de celda es dilatado
obligando ha adquirir sucesivas cartas de (4.1) para abarcar plenamente sobre
el plano polar tal estructura. El supuesto en que ( fuese un niimero irracional
el modelo dejaria de abarcar soluciones kinks habida cuenta de que usando
el simil mecanico la solucion que partiria de un vacio viajaria indefinida sin

encontrar otro, adquiriendo por ello una energia infinita.

e La aplicacion de la teoria de Morse sobre la variedad de soluciones kinks y la
carencia por parte de este tipo de modelos de puntos conjugados (focales) en
las congruencias de trayectorias asociadas a los kinks, nos permite intuir la
estabilidad de todas las soluciones encontradas en este tipo de modelos.

Galeria de kinks

Los kinks pueden ser compendiados para el caso en que (4.16) es regido por 3 € Z

de una manera simple. Introduciendo los indices

i={1,..m-—1m}
i=10,1,....,28—-2,26 — 1}

se define el conjunto de indices dobles

IT=ix]j
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La variedad de ceros sobre el plano polar, entonces, puede ser escrita por
M = {v(i’j) = <0‘i, %) con (i,7) € I}

Entonces, los kinks sepresentan segun la relacion:

’ Soluciones densas: ‘ ’ Soluciones singulares: ‘
TK[LY](7) TKC[L"]
TK [l”,lm] (’Yl) TK(p[l,l”/]

para cualquier 1,1,1”,1” € Z. Para aquellos modelos particulares para los que la
distribucién de vacios identifica 1 y 1” los kinks que de forma genérica hemos denotado

como TKC|Ll"] adquieren un cardcter no topolégico.

Reglas de suma:

Finalmente, para terminar de exponer los resultados concernientes a los modelos de
Liouville de Tipo II, especificaremos las reglas de suma asociadas a las soluciones

kinks enunciadas anteriormente. Estas se resumen en las relaciones:

L E[TK[LY](y)] = E[TK", 1"](m)]
2. E[TK[LY](m)] = E[TKC[L 1] + E[TK[I", V)]

4.3 Modelos de Liouville de tipo IV:

Finalmente, Liouville incluy6 aquellos modelos fisicos que admitian la separacion de
las ecuaciones de Hamilton-Jacobi en las variables originales del problema (o coor-
denadas cartesianas) bajo el epigrafe Tipo IV. Daremos término al estudio de los
kinks presentes en las teorias de campos asociadas a modelos de Liouville presen-
tando algunos resultados correspondientes a este tltimo grupo de sistemas. En este
caso, los conceptos desarrollados en las secciones precedentes referidos a otros tipos
de modelos quedan extremadamente trivializados. En la base de ello, se encuentra el
hecho de que en realidad estos modelos pueden ser interpretados como dos copias de
modelos unidimensionales, esto es, corresponde a la suma directa de éstos, aunque
la variedad de soluciones es mucho mas rica en este caso. Ni tan siquiera hemos de
introducir una transformacion del sistema de coordenadas con el que trabajamos.
En virtud de todo lo dicho, optaremos meramente por introducir la informacion
asociada a estos modelos siguiendo el esquema de secciones anteriores sin ahondar
en los detalles. Finalmente introduciremos dos modelos representativos de este tipo

de sistemas que ilustren sus propiedades.
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4.3.1 De los conceptos iniciales:

Dado que de inicio trabajamos con las variables que manipularemos a lo largo de
la resolucion del problema, introduciremos directamente la exigencia necesaria para
que un modelo pertenezca al tipo de modelos que hemos introducido.

Definicién 4.5: Un sistema fisico natural asociado al funcional accion (1.2) es

de Liouville de Tipo IV si su potencial admite la forma separada en las variables

U(¢) = f(#1) + 9(¢2) (4.36)

El funcional energia determinada bajo la condicién (4.36) queda representada por

o) = [ {% (%) 2 (%) + s +g(¢2>} (4.37)

donde es evidente por la ausencia de acoplamientos entre las componentes del campo

la expresiéon

¢(z) que estos modelos pueden entenderse como la suma directa de dos modelos con
mundos internos unidimensionales, cada uno de ellos asociados a las variables ¢; y
¢o por separado.

Dado que nuestro estudio se restringe a potenciales semidefinidos positivos y en
atencién a la expresion (4.37), las raices de cada uno de los sumandos juegan un
papel esencial en el comportamiento del modelo fisico. Asi, denotaremos por «; (i =
1,...,m) los ceros de la funcién f(¢1) y por G; (i = 1,...,m) aquellos valores que
caracterizan g(¢2) = 0. Ademds, supondremos sin pérdida de generalidad que el
indice ¢ ordena de menor a mayor cada una de las magnitudes a; y ;. Con estas

consideraciones podemos introducir

Definicién 4.6: Llamaremos celda asociada a los modelos de Liouville Tipo IV

a aquellos paralelogramos construidos como Pi; = (o, 1) X (B, Bis1)-

En el mismo sentido que en modelos ya analizados, las separatrices de los modelos
de tipo IV corresponden a las fronteras de tales celdas 0F;;. El reticulo es el lugar
geométrico constituido por todas las rectas separatrices, es decir, Ret(P) = U0D;.
No existe ningin punto del plano interno que juegue el papel de los focos mostrados
por los modelos de tipo I o II1. Todos los nudos del reticulo se convierten légicamente
en puntos de vacio del sistema fisico. Es facil advertir que el nimero de elementos
de la variedad de ceros es dado por card(M) =n - m.

El problema mecanico asociado a la identificacion de los kinks se corresponde la
busqueda de las trayectorias seguida por una particula en los modelos de Liouville
de tipo IV. Estos son completamente integrables, de modo que deben aparecer dos

integrales primeras en involucién asociados al sistema fisico. Estas pueden escribirse



164 CAPITULO 4

Ccomo dqb 9 d¢ 9
n= () o) n= () +aten

lo que muestra que la energia asociada a cada una de las componentes del campo se
conserva por separado.

4.3.2 Descripcién de la teoria de Hamilton-Jacobi.

El formalismo hamiltoniano define los momentos generalizados

d¢1 d<l52
Por = dr P2 = dr

lo que nos permite introducir la densidad hamiltoniana por
H = he, + he,

donde los sumandos corresponden a las expresiones

1 1
he, = 519351 — f(¢1) hg, = §Piz — g(¢2)

La teorfa de Hamilton-Jacobi (1.21) sobre la que ensayamos la forma separada de la
funcién generatriz J = J,(z) + Tp, (61) + Tp,(¢2), lo cual implica el cumplimiento
de

J:(x) = —FEx
To(ér) = Sign(éy) / d61v/2(F 1 f(60)

Ton(dn) = Sign(¢) / d6/2(E —F + 9(02))

asevera que las expresiones que rigen la trayectoria y la dependencia espacial de las
soluciones del modelo se presentan respectivamente como
oNg . oJ
=y, = cte
oF ~ "7 OE

La relacién entre las constantes del movimiento son £ = I + I y F' = I;. Ademas,

=y, = cte (4.38)

la variedad de soluciones kinks verifican las ecuaciones (4.38) aunque debido a su
comportamiento asintético (1.13) y (1.14) restringen el valor de las constantes F'y
E a cero. Es por ello, que podemos afirmar que las soluciones kinks pertenecientes

a los modelos de Liouville de Tipo IV deben cumplir en tal caso las relaciones

of o o[ _ s a0
Sign (") d¢2 V2(z + 72) (4.40)

vV 9(¢2)
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La ecuacién (4.39) nos proporciona la trayectoria seguida por las soluciones kinks,
donde el valor de vy, parametriza la curva asociada a cada solucién. La relacién (4.40)
nos permite el calculo de la dependencia espacial en la componente imaginaria del
campo ¢(z) lo que unido al uso de la érbita nos permite obtener la dependencia
espacial de la parte real del campo.

4.3.3 Propiedades generales del sistema fisico

El compendio de resultados obtenidos para los modelos de Liouville son directamente

generalizados aqui. Resumimos lo introducido entonces, enunciando

Proposicion 4.4: FEuxisten soluciones singulares asentadas sobre el reticulo de

los modelos de Liouville de tipo IV.

Esto es, podemos asegurar que el uso del método de las 6rbitas prueba es sencillo y
fructifero ensayando las relaciones para las componentes del campo dadas o bien por
¢1(x) = a4, o bien ¢o(x) = ;. En tales casos necesariamente el valor del pardmetro
71 en la férmula (4.39) se dispara a infinito.

Proposicion 4.5: La energia asociada a cada una de las soluciones de tipo kink
albergadas por los modelos de Liouville de tipo IV puede ser obtenida mediante la

erpresion

Elp(z)] = + (4.41)

/ﬂ ddy /21 (1)

1 [6()]

/7T dps \/29(¢2)

2 [6()]

Lo anterior tiene como consecuencia los siguientes puntos:

e Para soluciones que se muestren mondtonas en el interior de cierta celda F;;

la energia es directamente computada segin la expresién

¢2(c0)
/¢ dés /29(02)

2(—00)

Elo(z)] = +

¢1(c0)
[b dbs \/2F(60)

1(—00)

e Todas solucién o secuencia de soluciones que tengan la misma proyeccién de

camino poseen la misma energia, esto es, si tenemos una solucién que verifica

n m

Tolo(@)] =) lanain]  Telé@)] =) (5 Fi]

i=1 i=1
el valor de su energia sera:

n

Elp(x)] =)

i=1

m

2

i=1

/a A6 A @)

i

Bit1
/ﬁ 16y \/29(0)

i
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Proposicién 4.6: Los sistemas fisicos con funcional energia (1.39) asociada a
un modelo de Liouville de tipo IV son presupersimétricos presentando cuatro super-

potenciales dados por las expresiones

W(¢p) = i/dﬁbl 2f(¢1)i/d¢2 29(¢2)

resultado que se convierte para los modelos en estudio en algo obvio. Las ecuaciones

de primer orden rezan

% = ++/2f(¢1) % = ++/29(¢2) (4.42)
las cuales nos permiten otra via para el calculo de todas las soluciones kinks exis-
tentes en el sistema fisico. Dirfamos mas, es la técnica més sencilla y potente para
esta clase de modelos.

Sin mas, introduciremos dos ejemplos en lo que concierne a este tipo de modelos.
Consideraremos el sistema més simple con presencia de ruptura de simetria que
puede acaecer en estos modelos, el cual serd denominado modelo ¢f & ¢3. Otra

muestra serd el modelo seno-Gordon N = 2.

4.3.4 Modelo ¢} @ ¢3.

Consideremos un sistema fisico en (141) dimensiones caracterizadas por la presencia
de un funcional accién dada por

A

Sl¢] = /dzx {%5;@13’%1 + %&@25"% - %(Cb% —ay)? — Z(ng - a2)2}

de modo que el término potencial que es presentado por el modelo corresponde a la
expresion separada en cada una de las componentes dada por

A A
U(¢) = (8 — a1 + T (65 — ar)’

donde como en el primer capitulo hemos introducido las constantes a; = \7/“)7 El

funcional que caracteriza las soluciones estaticas y en particular a las soluciones

kinks corresponde a la energia

2 2
£l = [ o {% (D) +5 (%) + 5t —ar+ 203 - )}
que ofrece configuraciones extremales bajo el cumplimiento de las condiciones ex-
presadas por las ecuaciones diferenciales de segundo orden no lineales desacopladas
sobre los campos
0*¢;
dx

= N — mig; sin suma en ¢
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La variedad de ceros asociada a este modelo viene constituida por cuatro elementos
en la forma M = {v' = -1 —4;0* =1 —4; 03 = =1 +4; v = 1 + 4}, de forma que
la simetria asociada al grupo discreto Zs X Zs es totalmente rota sobre cada uno
de éstos. El espacio de configuracion muestra por tanto dieciseis posibles sectores

desconectados. Las integrales primeras presentadas por el modelo son

n=2 () de-ar =g (W) -y

2 \ dx 4 2 \ dx 4
que nos proporciona el camino mas sencillo para calcular las soluciones kinks, dado
que para éstas las constantes del movimiento /; y I son nulas recuperando las
ecuaciones de primer orden mostradas en (4.42). Debemos resolver por tanto dos
ecuaciones diferenciales de primer orden no acopladas. La teoria de Hamilton-Jacobi
nos lleva a la misma informacién. Por ambos procedimientos se verifica que todas
las soluciones kinks recaen bajo la expresion

¢(x) = £ay tanh[V2(z + 42)] £ i ag tanh[V2(x + 71 + 72)] (4.43)
cuya 6rbita puede ser descrita por la relacion:

ay + sign(¢1) d1 ag — sign(¢o') ¢2 _ 2V
ay — sign(py') o1 ag + sign(dy') o2

Considerando una descripcién detallada de la expresion (4.43) podemos concluir

los siguientes puntos:

1. Soluciones singulares: Sobre la proposicién 4.4 tenemos la posibilidad de en-

sayar dos tipos de orbitas. Entonces,

1.1. TKX: Considerando sobre (4.43) que el paramétro natural v, va a infinito
mientras que la suma vy, + v, se mantiene constante, aparece una solucién singular
que se asienta sobre las rectas ¢; = +a;. Estas soluciones presentan una naturaleza

topolégica uniendo los puntos v! y v?

cuando es considerado el signo negativo, o
bien los vacios v y v* para el signo positivo. La expresién de las soluciones que

denotaremos por TKX queda dada por

d(x) = +ay +iay tanh[V2(Z + 1))

|>—Al\)

2v/2m
3

- El hessiano adopta

y transportan una energia que adopta el valor E[TKX]| =

>

una sencilla expresion

prKx) = (e 2 !
0 — & m3(2 — 3sech? V2(Z + 1))
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cuya primera componente adquiere un espectro continuo asentado sobre el valor 2m?
mientras que la segunda componente presenta un espectro discreto

A =m3 (2-1(2-n)?) n=0,1,2

n

sobre el que se genera el espectro continuo. El modo cero es asignado al valor
n = 0, y su aparicién se debe, como bien sabemos, a la presencia de la invariancia
traslacional del sistema. Dado la ausencia de autovalores negativos en el espectro
de ‘H debe inferirse la estabilidad de esta solucién.

1.2. TKY: Si consideramos que el pardmetro v; = doo sobre (4.43) la solucién
singular se asienta sobre las rectas del plano interno expresadas como ¢ = Fas
quedando definida por

$(x) = +a; tanh[v27] + i ay

Integran los sectores desconectados Ci3, C31, Coy v Cyo y seran referidas por las
2

TKY. Se verifica que E[TKY] = %T—;, mientras que el hessiano asociado a estas

soluciones

_ﬁ 2 o 2 _
H[TKY] = ( 75 +mi(2 — 3sech V27T) 0 )

0 & 1 2mj

determina un espectro totalmente andlogo al expuesto en el punto anterior donde
deben ser intercambiados los papeles de las componentes. De nuevo se concluye la
estabilidad de este tipo de soluciones.

2. Soluciones densas TKD(~;): Si los pardmetros v; permanecen finitos sobre

(4.43), obtenemos soluciones que llenan la celda formada por el paralelogramo de-
limitado por los vacios del modelo. Existen dos familias, una conecta los puntos

1 4 3

v! con v* mientras que la otra comunica los vacios v? y v3. En conjunto son lla-

madas TKD(v;) y su energia viene determinada como E[TKD(v)] = %5%% En

cualquiera de los casos, el hessiano queda expresado como

_ﬁ 2 o 2 _
H[TKD] = ( 75 +mi(2 — 3sech V271) 0 )

2 —
0 —&5 + m3(2 — 3sech® V2(z + 7))
que permite encontrar los autovalores discretos asociados a cada componente en la
siguiente manera

A =m? (2-12-n)?) n;=0,1,2

n

los cuales resultan ser semidefinidos positivos lo que informa de la estabilidad de
los kinks introducidos en este punto. Es de resaltar ademés la presencia de dos

modos ceros que pueden atribuirse a la posibilidad de pasar de una solucién a otra
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en la familia biparamétrica de soluciones, bien a través de la invariancia traslacional
manifiesta al variar el valor de 7., bien al moverse a través de trayectorias contiguas

al variar ;.
Para concluir con el andlisis de este modelo presentamos la estructura del espacio
de moduli de la variedad de kinks

Mod(Ck) = {TKX, TKY, TKD(v,)}

junto con las reglas de suma que relacionan sus energias

1. E[TKD(7,)] = £|TKX] + £[TKY]

4.3.5 Modelo Seno-Gordon N=2

Para finalizar el estudio de los modelos de Liouville de tipo IV y zanjar, por tanto,
el presente capitulo, asumiremos el estudio en esta secciéon de un modelo fisico cuyo
comportamiento viene dominado por el funcional accién (1.2) que introduce un
término potencial de la forma

!

=5

el cual es semidefinido positivo de forma que los minimos de dicha expresion corres-

U(o) (1 — cos B¢y cos Bp)

ponden a los ceros del potencial. Las ecuaciones diferenciales que rigen el compor-
tamiento del campo ¢(z) quedan registradas en el siguiente modo

82¢1 62¢1 Q
02~ on ~pSenper s,
Poy PPy«
R o pgleosPesenfen

que implican la presencia de dos integrales primeras asociadas a la identificacién de

soluciones estaticas que se encuentran en involucion,

2 2
L = 1(%) +1<@) _%(1—(3035@(3085@)

2 \ dx 2 \ dr
_ Ldoy dpy Q
I, = 1 dr 4o @ sen B¢y sen Boo

La variedad de ceros queda definida en la manera

M:{¢=%Tm+i%7n con m,nGZ}
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Sobre los vacios de M se construye un espectro de pequenas deformaciones o espectro
de particulas asentadas sobre los valores de las masas

m2:<a O>
0 «o

Con la pretension de identificar la variedad de soluciones kinks consideraremos un

giro de 45 grados en el espacio interno de nuestro modelo introduciendo los campos,

7712%@514-%) 7722%

de manera que el funcional energia queda descrita por

£lg) = /dx{z E (§2)2+2%2<1 —cosmm”

1=

(61— o)

que adquiere una forma separada en las componentes del campo n(z). Ahora, es
claro que el modelo integra dos copias en cada una de las componentes del mo-
delo unidimensional de sine-Gordon. Sobre estas variables la variedad de ceros se

estructura como

M = {v”vm - ﬁgm +i ﬁﬁm

con m,n € Z}

La identificacion de las soluciones presentes en el modelo puede ser obtenida bajo
el uso de las ecuaciones de primer orden de las que nos dota (4.42) o por la teoria
de Hamilton-Jacobi. El conjunto de las soluciones que obtenemos con tales técnicas

corresponden a las expresiones

V2 (1 +2m)m
-5 (55

(1+2n)m

+ arctg etVe@=m) 4y 5

n(z)

+ 7 arctg ei‘/a(x_“))
(4.44)

1. Soluciones singulares: En el caso de considerar soluciones cuya orbita descansa

sobre el reticulo podemos concluir:

1.1. TKX: Ensayando como trayectorias las expresiones de los segmentos rectos

dados por 1y = M donde n € Z se obtiene sobre (4.44) la solucién escrita por

2v2 (142 2m(1+ 2
7”(1’) = \/_ (( - m>7T arctg ei\/a(‘r_ml)) +1 M

s s
de manera que se ligan los vacios v™" y v™ 1" Poseen una energia E[TKX]| = 4’%&.

El analisis de la estabilidad arroja como resultado que son estables.
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1.2. TKY: Si consideramos la restriccion 7, = M con m € 7Z que corres-

ponde a un tramo rectilineo, se obtiene la solucién dada en la forma

n(z) = \/§7r(15+ 2m) b 2?5 ((1 +22n)7r + arctg 6:{:\/5(:0—002))

donde los vacios que fijan el comportamiento asintético corresponden a v™" y v™ "+,

Su energia es dada como E[TKY] = %& adoptando un caracter estable.

2. Soluciones densas TKD(~;): En este caso se toma los pardmetros x; y

como magnitudes finitas, en tal modo que la expresiéon (4.44) proporciona solu-
ciones de tipo soliton simple en el sentido de que se conectan vacios adyacentes
que delimitan la misma celda. Entonces, existen familias de soluciones que extra-

polan los vacios v™" con respecto a v 1" *! vy otras que conectan los vacios v

y v La valor de la energia es E[TKD(v)] = 8‘%5.
Sobre la congregacion de soluciones kinks mostradas anteriormente puede adver-
tirse el cumplimiento de la regla de suma

E[TKD(v)] = £]TKX] + £[TKY]

La estabilidad de las soluciones obtenidas (4.44) es indagada mediante el estudio
del comportamiento del operador hessiano asociado a las soluciones para el sistema
que estamos tratando. En este supuesto se tiene

Hlg] = —j—;g—i-a—Qasechz Va(r —xq) 0
B 0 —% + a — 2asech? Ja(x — )

cuyos autovalores corresponden a
M2 =a —a(l—niy)? con nip=0,1

donde aparece el modo cero degenerado en dos veces, cuya interpretacion atiende
a las mismas valoraciones que en el modelo precedente. No se presenta ningun
autovalor negativo de forma que hemos de intuir la estabilidad de las soluciones
kinks que hemos descrito.

Una importante propiedad de este modelo es la presencia de soluciones multi-
solitén (soluciones dependientes del tiempo con naturaleza topoldgica integrantes
de cualquier sector). En estas nuevas variables las soluciones se ven sometidas al
cumplimiento de las ecuaciones diferenciales de segundo orden escritas como

82771 82771 «Q

- = - 2
3 o Ty
2 2
O"na  O"ma _«a sen \/55172

R I VT
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donde podemos conjugar las distintas soluciones multisolitén que caracterizan los
modelos unidimensionales sobre cada una de las componentes del campo 7. Asi,
entonces, los casos mas sencillos de esta clase de soluciones corresponden a las ex-
presiones:

3. Soluciones SS,SS: Este tipo de soluciones forman parte de sectores del tipo
n+2,m+2

Crmn+2m+2, esto es, van desde un vacio v™™ hasta otro vacio v conn,m € Z.

Su expresion corresponde a

Vo(z—z1) Vo(z—x2)

9\/2 v1 senh i 23 v senh Ji2
n(x) = arctan — +1 arctan Tt
cosh ~Yaut B cosh Y2225

\/lfvf w/lfvg

4. Soluciones SS,SA: En esta clase de soluciones los vacios que son conectados

son v™" con v"™*2" con n,m € Z. La expresién que caracteriza estos solitones es
h Yelz—z1) | Yowa(z—z2)
2/2 VISEIRTUTE 2V ST AT
n(x) = —— arctan N TR arctan e
B cosh Y&1L 5} vy cosh —L25—

\/1-0? \/1-v2

5. Soluciones SA,SA: Otra posibilidad son aquellas soluciones que unen un vacio

consigo mismo, y que integran de una forma no trivial el sector C,,, ynn con n, m € Z.

Esto ocurre para las soluciones expresadas como

Vo (z—=1) Vows (z—x2)

senh — 23 senh Jia

n(x) = —— arctan 7 T arctan e
B vy cosh —2=— B vy cosh 22—

\/ 171@ \/ 1711%
que describen los famosos “breather” que acaecen en los modelos de Seno-Gordon.

Esto corresponde a ejemplos particulares de toda la gama de soluciones multisoli-
ton que se pueden construir. En particular es facil construir soluciones que formen

parte de los sectores Cpypm+1n+2-



Capitulo 5

Kinks en Modelos

Presupersimétricos

5.1 Introduccion

En los capitulos precedentes hemos identificado la variedad de soluciones kinks en
una gran cantidad de sistemas fisicos en el marco de la teoria de campos sobre la
base del caracter de completa integrabilidad del modelo mecénico asociado. Otra
de las posibilidades, anunciada en el primer capitulo, corresponde al estudio del
sector bosénico de un sistema fisico supersimétrico. En estos casos el término po-
tencial debe presentarse en la forma (1.51), lo que permite identificar las ecuaciones
diferenciales de primer orden (1.60) asociadas a las soluciones kink. Su resolucién,
aunque mucho més asequible que la de las ecuaciones de segundo orden (1.55), sigue
suponiendo un problema no trivial. Una de las limitaciones en la busqueda de la
variedad de kinks en estos modelos, sugerida por el estudio de los capitulos iniciales,
es la imposibilidad a priori de determinar la existencia y el nimero de superpoten-
ciales asociados al sistema fisico en estudio. Podria ocurrir que un sistema incluyera
un superpotencial que no hubiese sido identificado, de tal modo que sus ecuaciones
de primer orden generaran nuevas familias de soluciones kinks, que no habrian si-
do contempladas por otros superpotenciales. Ello fue advertido en el estudio de la
relacion entre los modelos de Liouville y los presupersimétricos. Téngase en cuenta
que éstos podrian haber sido analizados en el capitulo presente desde este nuevo
punto de vista y con la certeza de la presencia de cuatro superpotenciales caracteri-
zando distintas familias de soluciones kinks. El propdsito marcado en los préoximos
parrafos serd, sin embargo, el estudio mas profundo de las posibles prestaciones del
método descrito, al margen de la propiedad de integrabilidad del modelo mecanico
asociado, senalando distintos escenarios en los que puede ser identificados la pletora

de kinks al completo. El primero de ellos es el caso en que el sistema fisico intro-
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duce un superpotencial arménico. Quedara demostrado, entonces, que existe una
familia uniparamétrica de superpotenciales asociados al mismo modelo, que generan
nuevas ecuaciones de primer orden y, por ello, la posibilidad de identificar nuevos
defectos topologicos. Como ejemplos de este tipo de estructuras consideraremos
los sistemas fisicos descritos por los modelos de Wess-Zumino, tratados en traba-
jos como [31, 61, 137, 21, 122, 29, 12|, que verifican los requisitos manifestados.
Finalmente, debido a su continuada presencia en la literatura [14, 17, 18, 16, 11],
analizaremos el modelo caracterizado por un superpotencial polinémico de grado
cibico W[g] = A(30% — a®¢1) + 46103, estudiado inicialmente por los autores D.
Bazeia, J.R.S. Nascimento, R.F. Ribeiro y D. Toledo, por lo que sera denominado
como modelo BNRT. Este ha sido estudiado mediante el método de érbitas prueba
permitiendo la identificacion de dos soluciones kinks topolégicos. Su interés princi-
pal radica en que introduce nuevos interrogantes que son solucionados parcialmente.
En nuestro analisis es identificada una familia uniparamétrica de soluciones kinks

pero queda latente la incognita de si coexisten otras familias.

5.2 Modelos con superpotencial armoénico

Bajo este epigrafe estudiaremos aquellos sistemas fisicos en (1+1) dimensiones espa-
cio-temporales bajo el marco de la teoria de campos, que presentan un funcional

accién restringida a soluciones estaticas determinada por (1.52), donde el super-
32W1 + 32W1 _ 0
GESErS 22042 U
Hemos utilizado un subindice en la notacién del superpotencial para distinguirlo de

potencial Wi(¢1,¢2) corresponde a una expresiéon armonica

otros superpotenciales que puedan quedar asociados al mismo modelo fisico. Esta
clase de sistemas cobija una estructura sumamente rica, incluyendo un familia uni-
paramétrica de superpotenciales y por extension una familia de ecuaciones diferen-
ciales de primer orden que caracteriza las soluciones kinks. Esto queda manifestado

en la siguiente seccién.

5.2.1 Cotas de Bogomolny:

Como primer acercamiento a este tipo de modelos podemos anunciar la posibilidad
de construir dos formas diferentes de saturar la cota de Bogomolny. Si construimos
la teorfa sobre el superpotencial dado Wi(¢', ¢?), la afirmacién enunciada puede
hacerse explicita sobre las siguientes puntos:

e Escribiendo el funcional energia para soluciones estaticas como

1 dor  dWi\?>  [dos  dW\°
£l = E/dxkﬁ_d@) (%)

+1T1
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donde

B B dWidgy — dWidgs\
T-/dW—/dm(d¢1 ot % dx) = Wi(o0) = Wi(—o0)  (5.1)

las ecuaciones de primer orden

dop AWy doy W,

dr  dp dr — do,

determinan soluciones estaticas que corresponden a puntos criticos del fun-
cional accién S[¢]. El andlisis puede ser completado conjugando distintos
signos en el argumento anterior. Estas son las relaciones que habjamos anun-
ciado en (1.60) y por ello pueden existir soluciones topolégicas sometidas a
tales condiciones.

e Por otra parte, cabria escribir el funcional energia en una forma alternativa,

1 dpy  dWi\?  [doy  dWV;\°
Wﬂ—a/“K%fw@)+G5+wJ
donde

5 _ dWidgy — dWider AW, _dW
7= feaw = far < iy du  ddy d ) -/ < i " g d‘“) (5:2)

La aplicacién del argumento esgrimido en el punto anterior implica la im-

+ |7

posicién de que el valor de T sobre una configuracion dependa sélo de las
condiciones iniciales marcadas por el punto de partida y destino, asumiendo
su independencia del camino o trayectoria seguida por la solucién. La uno-
forma bajo el signo integral en (5.2), que define T, debe ser exacta. Con tal
supuesto el teorema de Green sobre el plano exige

oWy 0N
961001 | 92052

=0 (5.3)

concluyendo la armonicidad del superpotencial, lo cual contituye el soporte
de la presente seccion. Las ecuaciones de primer orden asociadas a la carga
central (5.2) aparecen como

dgy AW, dgy AW,

dr  dos de ~ doy

(5.4)

que pese a su novedosa forma pueden reescribirse bajo el habitual formato
(1.60) introduciendo un nuevo superpotencial sometido a las relaciones

oWy OW, oWy OW, (5.5)
ot 02 092 Ot ‘
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con respecto al superpotencial primitivo Wj(¢1,¢2) con el que caracteriza-
bamos el problema inicialmente. Ello siempre es posible habida cuenta del
cumplimiento de (5.3). Las ecuaciones (5.5) implican necesariamente la condi-
cién de armonicidad no sélo sobre el superpotencial Wi(¢y, ¢2) sino también
sobre la expresion de nueva construccion Wa(¢1, ¢2). Por ello, es de resaltar la
siguiente afirmacién: el sistema fisico admite dos superpotenciales armdnicos
diferentes. La consideracién mas importante, sin embargo, atiende al hecho
de que las relaciones (5.5) entre los dos superpotenciales enunciados pueden
entenderse como las condiciones de Cauchy-Riemman de una funcién super-

potencial compleja. Esta es la motivacién de la siguiente seccion.

5.2.2 Holomorfia del superpotencial

La condicién de armonicidad (5.3) del superpotencial queda expresada respecto del
plano complejo interno como
O*W (¢, ¢")
0 0o

lo que muestra que el superpotencial debe ser expresado en la forma W (¢, ¢*) =

=0

f(®) + g(¢*). Por otra parte, la condicién de realidad del potencial bosénico res-
tringe el formato anterior a W (¢, ¢*) = f(¢) + f(¢*). La teoria fisica representada
por el funcional (1.53) puede equipararse a la proporcionada por el superpotencial

holomorfo W (¢) = f(¢) asociado al funcional energia

B Ld¢*dé oW [oW]"
8[¢]—/dx{§ dx%+za—¢[a—¢] } (5.6)

sobre la que basaremos nuestro analisis. En la secciéon 5.2.1 deducimos la presencia

de dos superpotenciales Wi (1, ¢2) v Wa(¢1, ¢2) asociados al mismo sistema fisico,
relacionados entre si por (5.5). Es natural compilar estas pesquisas mediante la

construccién de un superpotencial complejo

W (@) = wi(d1, d2) + iwa (o1, P2) = % (W11, p2) + iWa (o1, ¢2)]

Enfatizamos la notacién particular Wa(¢!, ¢?) = 2wa(¢!, ¢?), que relaciona las com-
ponentes del superpotencial complejo con respecto a los superpotenciales de los
modelos en estudio. Este superpotencial complejo se presenta como una funcion
holomorfa, dado que las condiciones de Cauchy-Riemann
Ow;  Ows Ow;  Ows
gt 0g? 962 99t

son verificadas bajo la relacién (5.5) y ademds implican la armonicidad de cada una

(5.7)

de las componentes de W(¢). El término potencial puede ser reescrito como

Loy S OW (OWNT 1 (92u\® 1 (02wi1\® 1 (92ws\® 1 [D2w2\?
v =25 (50 ) =3 (o) w3 (5 ) =2 (o) 2 (5)
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lo que nos permite afirmar, de nuevo, que el doble de las componentes del su-
perpotencial W (¢!, ¢?), las magnitudes reales 2wy (¢1, ¢2) v 2ws(¢1, ¢2), conforman
superpotenciales de la teorfa. La adhesién de los dos superpotenciales Wi (o1, ¢2)
y Wa(¢1, ¢2) es una forma sencilla de describir el modelo fisico. Sobre la base de
lo enunciado, podemos construir las ecuaciones de primer orden atribuidas al uso
de cada uno de los superpotenciales que hemos encontrado. Entonces, existen solu-
ciones que cumplen las ecuaciones diferenciales de primer orden constituidas por las

expresiones
d;(ﬁl . 82’(1)1 d;(ﬁl . 82’(1]2
dr — O¢! de  O¢!
@9 e osw O e v (5.8)
dr — 0¢? dr — 0¢?

como ya nos resultaba conocido por la secciéon precedente. Para estos sistemas
de ecuaciones diferenciales la cota de Bogomolny se satura, originando una carga
central cuyo valor es T = W (00) — Wi (—00) = 2[w;(00) —w (—00)] para el primero
de ellos, mientras que para el segundo se tiene que T = Wy(oo) — Wy(—00) =
2[ws(00) —wy(—00)]. Es también esclarecedor que las curvas solucién generadas por
los sistemas (a) y (b) sobre el plano interno son ortogonales, lo cual es advertido
tras el uso de las condiciones de Cauchy-Riemann (5.7). En otro orden de cosas,
podemos extraer el flujo de las trayectorias. Para (5.8(a)) se concluye que

awl
_%_67& awl 1 0w1 .
q)_dd)l_% = 8¢2d¢ 8¢1 de? =0
Ol

expresion que, empleando las condiciones de Cauchy-Riemann, nos permite obtener
Ows Ows
dp” + — =dwy =0
aqb]_ Cb ¢ gb 2 —
de donde puede concluirse que las érbitas que cumplen las ecuaciones diferenciales
de primer orden (5.8(a)) son dadas por la expresién

wy(¢,¢%) =7 6 Wa(',¢%) =27 (5.9)

donde 7 es una constante [31]. Para estas soluciones se verifica necesariamente que
T =0. Un argumento totalmente andlogo al que acabamos de mostrar puede ser
aplicado sobre (5.8(b)), concluyendo que las trayectorias de sus soluciones vienen
determinadas por la condicién

wi(¢h ¢*) =7 6 Wi(e',¢?) =27 (5.10)

de tal forma que la carga central T sera nula, T" = 0. De forma concisa puede
anunciarse que las trayectorias de los kinks asociadas a las ecuaciones diferenciales

de primer orden (5.8(a)) y (5.8(b)) son curvas isosuperpotenciales, valga el término.
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Tras el esquema planteado, daremos un nuevo paso conceptual afirmando que

Cualquier sistema fisico con la accion (5.6) admite la familia uniparamétrica de
superpotenciales

W) = e W(9) = 5 [W1(61,62) + Wi (6n,62))] =

= % (cosaWy —sena Wsy) + % (sen a Wy + cos aWs)
justificada facilmente a la vista de (5.6). El valor v = 0 reproduce la expresién del
superpotencial W (¢), mientras que a = 7 genera W5(¢). En general, el cambio en
la fase de magnitud 7 permite trasladar los argumentos de la componente real del
superpotencial a su componente imaginaria. Las ecuaciones de primer orden (5.8)
asociadas a la familia de superpotenciales son

d;& = an(a) = COS aan —sen o oW
d;& = 8W2a) = sen o ! + cosa oWy
de 0ot foloM) ol

las cuales nos permiten enunciar lo siguiente:

Los sistemas fisicos que admiten superpotenciales armonicos presentan solu-
ciones asentadas sobre las trayectorias representadas por la familia biparamétrica
de curvas

wéa)(@, $2) = sen awy (@1, Po) + cos @ wy (P, ) =71 (5.12)

Mostrado nuestro interés por las soluciones de tipo defecto topoldgico hemos de
escoger entre todas las drbitas (5.12) aquellas que correspondan a soluciones que
conectan vacios del modelo fisico. La descripcién del trabajo a realizar es dada
advirtiendo que debemos encontrar el valor del parametro o y de la constante 7,
que permita la conexién de algin par de vacios v* y v¥, esto es, la identificacién de
aquellas rectas plasmadas sobre el plano w; — ws que unen puntos de vacio. Debe
verificarse por ende que w@ (v*) = w§0‘) (v*). La carga central, que nos proporciona
la energia asumida por las soluciones, puede ser contemplada segtn las siguientes

operaciones
7@ = Wl(a)(a: =00) — Wl(a)(a: = —00) =
= cosa Wi (v%) — sen a Wy (vF) — cos a Wi (vF') 4+ sena Wa(v*) =

= VIR WP + ) — WP

donde ha sido usada la féormula (5.12).
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Métrica de Jacobi

El traslado del problema de la identificacién de los defectos topoldgicos en un sistema
fisico a la geometria riemanniana, via la métrica de Jacobi, permite dislumbrar los
resultados anteriores de una forma brillante [65]. El funcional energia viene dado

por el siguiente célculo, apoyado en la relacién (5.7),
B oW \>  (OWIN?] | (dot\®  [de*\®
o = fo| () (58 ] |(8) (%
. dw1 2 d’l,UQ 2
- 4/‘“’[(%) *(%”

La conclusiéon que podemos obtener a la vista de la expresién anterior es que las

soluciones kinks se corresponden con las geodésicas sobre el plano cuando son usadas
las coordenadas w; — wy. Las soluciones quedarian especificadas por las ecuaciones

de segundo orden
d2w1 . d2w2 o

dx? dx?
que manifiestan las soluciones

'LUZ(S> =a; S+ bz

donde el uso de la longitud de arco s impone la restriccion a;a; = 1. Las érbitas
de las soluciones son las rectas en el plano de componentes del superpotencial. Los
kinks vienen identificados por las condiciones asintoticas. Este esquema reproduce
fielmente los mismos resultados enunciados con anterioridad en un modo mucho mas

simple.

5.2.3 Modelo de Gibbons-Townsend

En [61, 137], Gibbons y Townsend proponen el estudio de un modelo particular cuyo
origen procede de teorias cosmoldgicas que admiten domain walls [122, 21]. En [148]
se muestra la relevancia del modelo expuesto en el caso de cuatro dimensiones con
simetria gauge SU(n—1). Un estudio en el marco de la teorfa supersimétrica N’ = 1
Yang-Mills es dado en [29]. Se plantea el estudio de defectos topoldgicos en el sector
bosénico de una teorfa N = 2 supersimétrica en (14+1) dimensiones regida por la
presencia del superpotencial complejo

Wiel=6- 2 (5.13)

que podemos reescribir usando la representacién polar del plano interno como

Wip| = (rcosgp - r—cosngo) +1 (rsengp — r—senngp)
n n
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La dinamica del sistema fisico es gobernada por el potencial
Ulr,o) =2 (1+ 2= 9pn =L cos(n — 1))

que se presenta como una expresion semidefinida positiva y cuyos minimos consti-
tuyen los elementos de la variedad de ceros o de vacios. Esta queda establecida
como

M:{vk:ei%ﬁzlm} con k=0,1,...n—2

n—1
El lagrangiano del sistema fisico disfruta de una simetria asociada al grupo dihédrico
Ds(n—1) = Zy X Zn_y asociado a las transformaciones ¢' — —¢p y ¢ — ¢ + % con
7 =0,1,2,...,n—2. Tras el uso de las coordenadas cartesianas, las transformaciones
del grupo dihédrico

(a) ¢y — —2, ¢) — ¢1.
2mj

o
' — sen ngbQ, #* — sen
1 n—1

277 27
T g1 s 2T

b) ¢
(b) ¢ — cos n—1 n—1

&
pueden entenderse como un subgrupo del grupo O(2). La afirmacién de que la
simetria original es rota al subgrupo Z, generado por la transformacién ¢’ — —p —
TQLL_kl, la cual deja un vacio v* inalterado cuando n es par y dos v* y okt para n
impar, describe al completo el proceso de ruptura espontanea de simetria.

Las ecuaciones de primer orden (5.8) escritas en estas nuevas variables vienen

expresadas en la forma

d d
o _ 2(cos p — " cos ny) Ty (sen — r"sennyp)
dx dx
@{ ™ ORI
rd—i = 2(—sen p + 1" ! sen ny) rd—i = 2(cos o — " cosnyp)
(5.14)
cuyas soluciones para la elecciéon particular de o = 0 y o = 7 presentan las érbitas
T-.TL
rcosp — —cosny = (5.15)
n
rsen g — Lsenngp = i (5.16)
n

Entre las trayectorias (5.15) y (5.16) hemos de distinguir aquellas que correspondan
a soluciones de tipo kink. Para ello hemos de imponer que las trayectorias de éstas
conecten dos puntos de vacio. Supongamos que son los minimos v* y v¥. La
condicién sobre (5.15) es enunciada diciendo que para dichos puntos la constante 7,
debe ser la misma, lo que se traduce en

(k+K)r (k—K)r 1 (k+K)nr  (k—K)nrm

sen sen = —sen sen
n—1 n—1 n n—1 n—1
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que se cumple no trivialmente para la relacién
k+ k" =0mod (n—1)

Por otra parte, considerando que (5.16) debe albergar las soluciones kinks descritas
anteriormente debe imponerse que

k+k)r  (k—kK)r 1 (k+k)nr (k= K)nr
cos sen = — coS sen
n—1 n—1 n n—1 n—1

lo cual es verificado no trivialmente para los vacios que cumplan que:
20k +k)=(n—1)mod2(n—1)

El conjunto de trayectorias (5.12) que caracteriza el problema genérico atiende a la

expresion

rh rh
sena | rcosp — —cosny | +cosa | rsenp — —senny | =m (5.17)
n n

que puede interpretarse como el giro de las soluciones mostradas en (5.15) y (5.16),
con la restriccién de que tal rotacién continue enlazando algin par de vacios del
modelo, con el proposito de que se correspondan con soluciones kinks.

Estudiaremos en algin detalle los modelos que surgen asociados a los valores del

parametro n mas bajos.

e Cason=3:

En este caso, el sistema fisico incluye un superpotencial complejo (5.13) escrito
en la forma
’ i 2 0,
Wigl=¢-35 = (¢1—§+¢1¢>2> +i <¢2—¢1¢>2+3)
lo que genera un término potencial

Un=s(¢1, 92) =2 [(¢p9" — 1)? + 463]

que se corresponde con el presentado por el modelo MSTB para el valor es-
pecifico de 02 = 4 y un factor global de 4. Ello proporciona la variedad de
ceros

M={"=1;0" = -1}
sobre los que la simetria inicial de reflexiones de los ejes Zs X Zsy queda rota
al subgrupo e x Z,. El resultado (5.17) proporciona las trayectorias de las
soluciones mediante la expresion:
¢

3
sen « (gbl -3 + ¢1¢§) + cos (qﬁz — P2y + %) =7 (5.18)
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La ecuacién (5.18) con el valor de o = 5 y 71 = 0 reproduce una curva con
una rama que describe la orbita ¢, = 0, sobre la que se asienta soluciones
de tipo kink caracterizados por el enlace de los dos vacios que presenta el
modelo. En la notacién que especifica los minimos de partida y de llegada,
tendriamos la presencia del kink TKJ1, 0] y del antikink TK][0, 1]. Conforman
en el lenguaje utilizado en el modelo MSTB la clase de equivalencia TK1 del
espacio de moduli de Ck. La resolucién de las ecuaciones definidas en (5.14)
nos proporciona la ya consabida solucién

¢(r) = £ tanh 2z

donde el signo positivo caracteriza la solucion kink y el signo negativo queda
asociado al antikink. Su energia es

- 8
ETKk,k£1]] =|T| = 3
donde hemos usado congruencias de orden dos, k = kmod 2.

Caso n = 4:

Este modelo ha sido el méas extensamente tratado en la literatura [61]. Modelos
similares con tres vacios dispuestos sobre los vértices de un triangulo equilatero,
como el modelo que introduciremos, han sido tratados en [12] como aproxi-
macién al presente caso. El sistema fisico viene en este punto caracterizado
por la presencia del superpotencial complejo
4 ¢4 3 ¢4 ‘
W] :¢_Z = (¢1—j+§¢%¢g—f) +igy (1 — ¢} + ¢163)

el cual genera un término potencial, ilustrado en la figura 5.1, que puede
escribirse segun la expresion algebraica

Unea($1,02) = 2 [(09%)" — 201 (7 — 3¢3) + 1]

La variedad de ceros que se manifiesta en este caso es caracterizada por la

existencia de tres elementos:
M = {voz 1; vl = —%+i\/7§; v? = —l—i@}

La teoria general discutida hasta el momento permite encontrar las trayecto-
rias seguidas por las soluciones de (5.11), las cuales quedan englobadas en la
expresion:

o
4

4
sena (6= 54 S0t - ) deosasa (1=t + o) = G19)
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Los valores « = 0y 71 = —% sobre (5.19) senalan una orbita que conecta
los puntos de vacio v! y v2, conformando una solucién kink que nombraremos
como TK[1, 2] junto a su antikink TK][2, 1]. El resultado queda trivializado al
trasladar el analisis al plano isosuperpotencial, en el que la concordancia de
la abscisa entre los vacios v! y v? implica la presencia sobre la recta w; = %3
del kink nombrado arriba (ver figura 5.1, tramo continuo). La simetria Zs
presentada por el modelo permite completar la variedad Cg, anadiendo los
kinks aislados que unen los vacios v° y v!, representados como TK|0,1] y
TK][1,0], junto con otros que unen los vacios v° y v? dados por TK]0,2] y
TK[2,0] (ver figura 5.1, tramos discontinuos). Es, por ello, que el moduli
de la variedad de kinks viene constituido por un tnico elemento Mod(Ck) =
{TK]0, 1]}. La energia de tales soluciones viene dada como

ETK[k k+1]] =T = 32£
siendo k = kmod3. La resolucién de las ecuaciones definidas en (5.14) nos
conduce a la relacién ¢(z) = h~1(z) donde la funcién h(¢) viene determinada,
por la cuadratura

den
¢) =
/2\/3 + 4¢1 +8¢%\/3¢% — /3 + 461 + 8¢

(

g ~~\\\\ X

\%
%Qg;}”i"'i . ( ;::9 W1 /(pV1
NSO i
LD [
2

0§

)

v2

Figura 5.1: Modelo de Gibbons con n = 4: Potencial (a la izquierda) y las drbitas de los

kinks en el plano isosuperpotencial (en el centro) y en el campo complejo (a la derecha).

Caso n = 5:

En este punto consideraremos el valor n = 5 en el superpotencial complejo
(5.13), de modo que de forma explicita el sistema fisico presupersimétrico
admite el superpotencial

3 4
Wig] = <¢1 — o+ 20105 — ¢1¢>3> + i (1 — ¢ 420202 — %)
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lo que genera un término potencial que puede escribirse como

Un=5<¢17 ¢2) =2 [<¢¢* + 1>2 - 4(25%] [(¢¢* + 1)2 - 4¢3]

El lagrangiano disfruta de invariancias bajo las transformaciones generadas por
el grupo dihédrico Dg, en el que permanecen las rotaciones de 5. Los elementos
de la variedad de ceros se distribuyen sobre los vértices de un cuadrado, en la
forma:

M= =10 =i 0® = —1;v* = —i}

Las trayectorias de las soluciones de las ecuaciones de primer orden son indi-
cadas por (5.17), que proporciona las curvas
4 4
b5

sena ¢y <1 — = + 20105 - ¢§) + cos s (1 — ot + 20705 — 2

=M
(5.20)
El estudio de las soluciones de tipo kink es facilitada al tratar el plano w; —ws

(figura 5.2) llegando a los siguientes resultados:

1. Los valores de @ = 0 y 71 = 0 sobre (5.20) proporciona la posibilidad de
conexién entre los vacios v° y v? a través de la drbita ¢o = 0 = wy = 0,
generando una solucion kink a la que denominaremos detallando los vacios
que la caracterizan, esto es, TKJ0,2], o bien TK[2,0]. Su dependencia
espacial queda determinada mediante la ecuacién implicita

arctg ¢ + arctanh ¢, = 47

Por otra parte, ajustando a = 7 y 71 = 0 sobre (5.20) se tiene la inter-
relacién entre los vacios v! y v* mediante el kink TK[3,1] o su antikink
TK][1, 3], asentados sobre la recta ¢; = 0 = w; = 0 y que verifican

arctg ¢y + arctanh ¢y = 47

La energia adquirida por estas soluciones es expresada como

€ [TK[k,F £ 2] = |T| = %

donde k = kmod 4.

2. Una nueva posibilidad es construir las soluciones kinks que unen vacios
consecutivos. Consideremos aquella que parte desde el vacio v° hasta v*.
En este supuesto la orbita sobre el plano de coordenadas isosuperpoten-
ciales queda declarada por la recta w; + wy = %, lo que es equivalente a



MODELOS PRESUPERSIMETRICOS: MODELOS DE GIBBONS-TOWNSEND 185

adoptar a = § y 71 = 0 sobre (5.20), generando el kink TK][0,1]. Las rota-
ciones sucesivas de angulo 7 dan lugar al resto de soluciones TK[k, k+1].
La energia de cada una de ellas es

ETK[k,k+1]] = |T| = ¥

La compilacion de los resultados encontrados en los puntos precedentes pro-

porciona el espacio de Moduli de la variedad de soluciones kinks

Mod(Cx) = {TK][0, 1], TK][0, 2]}

W2

\ \}\\\?\9”' " W1

V‘\\'\ )

\\ RN 0

\
i

Figura 5.2: Modelo de Gibbons con n = 5: Potencial (a la izquierda) y las drbitas de los

kinks en el plano isosuperpotencial (en el centro) y en el campo complejo (a la derecha).

e Cason=0:

Para el presente caso, el comportamiento del sistema fisico es determinado por
el superpotencial complejo

6
Wigl = ¢ — % = wi (@1, P2) + 1w2(d1, P2)

donde sus componentes son

&

6 5 5
wi(o1, P2) = ¢1 — El + §¢411¢§ - §¢§¢% + 6

10
wy(P1, P2) = @2 <1 — ¢ + §¢?¢§ - ¢1¢§)
lo que genera un término potencial que puede escribirse como:

Unzo(¢1, d2) = 2 [(6¢")° — 261 (1 + 563 — 10¢363) + 1]

En este caso, la simetria exhibida por el lagrangiano corresponde al grupo

D1, en el que quedan incluidas las rotaciones de fase 2?” (véase figura 5.3). La
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variedad de ceros viene constituida por los vértices de un pentagono regular
inscrito en una circunferencia de radio unidad

M:{vozl;vlzoz;UQ:ﬂ;vgzﬁ*;v4:oz*}

donde o = 1+\[+Z” yﬁ— 1‘[+ V5-v5

5 f . Como ya resulta conocido,
las trayectorias de las soluc10nes buscadas se convierten en rectas sobre el plano
w1 — Wy,

sen @ wi (g1, ¢2) + cos aws (o1, P2) = 1 (5.21)

de donde la variedad Cx queda determinada por los siguientes resultados:

1. Elvalora =5 y 71 = ——( + /5) sobre (5.21) proporciona soluciones
kinks que unen los vacios v? y v® (vacios consecutivos) que distinguimos
por TK][2,3] o TK][3,2]. Manifestando la simetria del sistema fisico se
concluye la presencia de las soluciones del tipo TK[k, k £ 1], cuya energia
es

E[TK[k, k+1]] =|T| = 34/25

siendo k = kmod 5.

2. Asumiendo el valor @ = Z y 73 = 2:(—1+ v/5) sobre la ecuacién (5.21)
podemos asegurar la presenma de solu(nones de tipo kink que conectan
los vacfos v! y v* (vacios que alternan entre ellos otro). Aplicando las
simetrias del problema podemos asegurar la presencia de soluciones que
unen vacios v* y v**? y que quedarén representados por TK[k, k + 2].
Adquieren una energia dada por

E[TK[k,k£2]] = |T| = 3/25

2

Aplicando la simetria Zs que posee el sistema fisico podemos afirmar que cada
sector desconectado Cy, con a,b =1,2,...,5 posee alguna solucién del sistema
como elemento, es decir, el sistema presenta kinks que se extrapolan entre
cualesquiera vacios del modelo, como viene representado en la figura 5.3. Asi,
de forma compacta puede afirmarse que el moduli de la variedad de kinks viene

determinado por

Mod(Cx) = {TK]0, 1], TK[0,2]}

Cason=17":

Para terminar el estudio de este tipo de modelos, abordaremos finalmente

aquellos sistemas fisicos que admiten un superpotencial

7
Wig] = ¢ — (b— = w1 (@1, P2) + 1w2(P1, P2)
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Figura 5.3: Modelo de Gibbons con n = 6: Potencial (a la izquierda) y las drbitas de los

kinks en el plano isosuperpotencial (en el centro) y en el campo complejo (a la derecha).

siendo las componentes dadas por las expresiones algebraicas

7
wi(¢1,¢2) = ¢1— 71 + 30302 — 5¢Spy + d1dS

7
wsbrs62) = bn= oo+ 56103 - 3t} + 2

de donde se construye la expresién del término potencial

Un=1(1,02) = 2 {(¢0")° — 2(1 — ¢3) [(9")" — 169763 + 1}

El lagrangiano del sistema fisico manifiesta invariancias bajo las transforma-
ciones del grupo Dy, del que forman parte las rotaciones de fase . El modelo
presenta una variedad de ceros

1 3
U0:1;U1:,+Z‘\[

V3 V3. 3 V3 o5 1
2 2

1 1
2 . 4
frng . = —— _— frd —1 = —— — 7 —"
M v 5 +1 5 v v 3 I—;v
de modo que los puntos de vacio se distribuyen sobre los vértices de un
hexagono regular inscrito en una circunferencia de radio unidad. Las trayec-
torias son extraidas a partir de la expresién (5.12), esto es

sen a wi (g1, o) + cos o wa(d1, P2) =7 (5.22)

Las soluciones de tipo kinks son discernidas de forma sencilla en el plano

wy — we (véase figura 5.4) y son caracterizadas de la siguiente manera:

1. Analizando las trayectorias determinadas por la relacién (5.22) tenemos

que para el valor del pardmetro « = 0y v, = %g

de tipo kink que conectan los puntos de vacio v' y v?, mientras que
si = 33
’Yl — 7

de las simetrias del modelo podemos concluir la presencia de soluciones

aparecen soluciones

surgen kinks dispuestos entre los vacios v* y v®. Al uso
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que unen minimos consecutivos, que nombramos por TK[k, k + 1], donde
k = kmod 6. Poseen una energia

o 12
ENTKk k1| =T = —
2. El valor de los pardmetros a = 7y 11 = % sobre la relacién (5.22)

nos indica la presencia de soluciones de tipo kink determinadas por los
puntos de vacio v! y v°, mientras que si es considerado v; = —% los kinks
extrapolan los vacios v? y v*. Usando la invariancia rotacional aludida en
los primeros parrafos de este punto, quedan conectados los minimos que
saltan otro, v* y v*+? y que denotamos por TK[k, k # 2]. Su energia es

123

€ [TK[k,k+2)] = 1] = =

3. Junto a las soluciones anteriores hemos de anadir aquella que surge para
los valores a = 0 y 7~ = 0 sobre (5.22), que caracterizan kinks que unen
los minimos v° y v3 asentados sobre la trayectoria ¢? = 0. Empleando la
invariancia del sistema fisico sobre el resultado anterior queda patente la
presencia de una pletora de kinks que unen los puntos de vacio opuestos
v* y vF+3 ) que nombramos TK[k, k £ 3]. Implican una energia méas alta

a los casos anteriores determinada por
ETKk, k+3]] =T ==

Como resumen de la informacion adquirida podemos advertir la presencia de
kinks que ponen en conexién cualquiera de los vacios del sistema fisico, y que
componen el espacio de moduli de la variedad de kinks presentado en la forma
Mod(Ck) = {TK]0, 1], TK][0, 2], TK]0, 3]}.

N N Ve Vo

Figura 5.4: Modelo de Gibbons con n = T7: Potencial (a la izquierda) y las drbitas de los

kinks en el plano isosuperpotencial (en el centro) y en el campo complejo (a la derecha).
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Como sinopsis de los kinks resultantes en los modelos de Gibbons-Townsend con
superpotencial holomorfo (5.13) podemos certificar la presencia de kinks que unen
todas las combinaciones de vacios posibles, de modo que se presentan (n —2)(n — 3)
soluciones de tipo topoldgico comprendiendo tanto kinks como antikinks. Todos
estos kinks son aislados y no conforman familias como era el habitual resultado
encontrado para modelos de Liouville. Es claro, ademas, que por esta caracteristica
mencionada las soluciones son estables dado que en su sector topologico son las
unicas presentes y por razones topoldgicos no pueden decaer a otras.

5.3 Modelo BNRT

Trataremos, en esta seccién, con un modelo enmarcado en la estructura que anali-
zamos en este capitulo con la intencion de mostrar las alternativas, las limitaciones
y las conjeturas que se albergan en un modelo presupersimétrico general. El mo-
delo elegido aparecié por primera vez en el articulo de Bazeia, Nascimento, Ribeiro
y Toledo [16], lo cual justifica el nombre que le hemos asignado; posteriormente,
en las referencias [14, 17, 18, 11] quedaron identificadas dos soluciones particulares
mediante el empleo del método de drbitas prueba. Veremos a continuacion que este
modelo engloba realmente una amplisima variedad de kinks estructurados de manera
notable.

Como es natural, el sistema fisico esta enmarcado en un mundo minkowskiano
de (1+1)-dimensiones con presencia de un campo complejo x(z) = x1(z) +ixa(x) y
caracterizado por el funcional (1.52) con el superpotencial

1

1
Wi(x)=A (gxi’ — ale) + §ux1x§ (5.23)

de modo que el término potencial viene determinado por la expresién polinémica de
cuarto grado

1 1 1 1
U(x) = §A2(><f —a?)? + §Au(><? —a®)xs + g/fx‘é + §u2x?x§

donde a, A\, u € R. El funcional energia, sobre el que los kinks corresponden a puntos
estacionarios, resulta ser

- fo (5 3 ()

Con la voluntad de simplificar el estudio del modelo introduciremos, como es habi-

tual, el uso de las variables adimensionales utilizadas a lo largo de esta memoria para
evitar la presencia de parametros no significativos. Haciendo x; = 2a¢;, y = 5=
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y 0 = &, se obtiene la relacién Ex] = V2a*)\E[¢], siendo el funcional energfa
adimensional

£ = [ o E () 3 (%) +vio

y donde el término potencial y el superpotencial en las nuevas variables quedan

escritos por
Ul6) = (467 + 2005 —1)" +160°05 W () =4v2 (éqﬁ% ~ b+ gw%)

Una de las propiedades que resulté determinante en los modelos discutidos en los
capitulos previos correspondio a la completa integrabilidad de los modelos mecanicos
que los representan. El presente caso no lleva asociado un sistema mecanico de
Liouville de manera general, ni se corresponde con ninguno de los sistemas fisicos
completamente integrables sometidos a potenciales polinéminos de grado menor o
igual al quinto con integrales primeras cuadraticas en los momentos proporcionada
en la literatura [72]. Siempre es advertida la presencia de la integral primera asociada
a la energia mecdanica

1 /dp\? 1 [doo\?
I1:2<d¢;cl> +2<;§f) ~ (467 +2063 —1)° ~ 160°610}

Si existen, sin embargo, determinadas elecciones de los parametros que caracterizan
el modelo que llevan a sistemas mecanico completamente integrables, como veremos

mas tarde. La variedad de ceros puede ser distinguida por los puntos criticos del

superpotencial
ow s 1o 5\ ow B
M—4ﬁ(¢1 4+2¢2>—0 8¢2_4\/§U¢1¢2_0

de donde puede comprobarse que los valores (:I:%, 0)y (0, :I:\/%) cumplen las ecua-
ciones previas. Los ultimos puntos hallados no siempre tienen cabida en el espacio
interno puesto que determinadas elecciones de la constante de acoplamiento o con-

vertirian en compleja la segunda componente. Quedan establecidas dos fases:

e Fase A. En el supuesto en que o < 0:

e Fase B. Siendo ¢ > 0 queda:

M = {o! = (3,0 0% = (0, 74 ); v = (=5,0); v* = (0, - &)}

Cualquier solucién debe satisfacer las ecuaciones de segundo orden (1.55):
L)
dx?
o,
dz?

= 1601 (467 +20(1 + 0)¢5 — 1)

80 ¢ (4(0 + 1)¢7 + 2005 — 1)
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En particular, entre las soluciones posibles encontraremos las de tipo kink, las cuales
deben entrelazar los puntos de vacio anunciados en M. Considerada la descripcion
general del modelo, establecida en estos parrafos preliminares, pasamos a explotar
los recursos de que nos dota la teoria de los modelos presupersimétricos. Para ello,
iniciaremos la busqueda de soluciones de tipo kink estudiando la informacién pro-
porcionada por el superpotencial (5.23) y sus ecuaciones de primer orden. Como
resultado encontraremos la existencia de un conjunto de soluciones kinks que nom-
braremos como familia I. La experiencia con los modelos de Liouville nos dice que
las soluciones asi generadas pueden no constituir al completo la variedad Ck. Es, por
ello, que serd pertinente indagar la posibilidad de existencia de otras soluciones, las
cuales supondremos correponden a una familia II. El establecimiento de los puntos
descritos es dado por:

1. Familia I: El sistema de ecuaciones de primer orden (1.60) asociado al superpo-
tencial (5.23) proporciona las siguientes relaciones

doy 2 _
— = AN 2016, (5.24)

El método de drbitas prueba puede ser ensayado sobre (5.24), considerando los

= V2(4¢2 + 2092 — 1) 92

siguientes puntos:

1.1. TK1: La presencia de soluciones reales que implican la condicién ¢y = 0 es

consistente con las ecuaciones (5.24), cuya resolucién proporciona el kink
1
o(x) = i§ tanh 2v/27

La estabilidad para la soluciéon mostrada puede ser estudiada mediante el analisis
del espectro del hessiano

— & 1 32 — 48sech?2v/27 0
H= _d2 2 2 -
0 75 +80% — 8 (0 + 1) sech 227

La obtencién del espectro puede realizarse resolviendo separadamente el espectro de
cada una de las componentes del operador mostrado!. Para la primera componente

‘H11 se identifica la presencia de un conjunto discreto de autovalores
w2 =8(4—(2—n1)?) con ni=0,1,2

con autofunciones correspondientes: sech? z, tanh z sech z (estados semiligados) y
1— %Sech2 z (estado semiligado). Como era esperado aparece un autovalor cero de-
bido a la invariancia bajo traslaciones espaciales del sistema. El continuo es doble-
mente degenerado y queda asentado sobre el valor 32. Sus autofunciones pueden

!Tomando z = 2v/2z las componentes del hessiano son H1;[TK1] = 8 (—j—; 4 4 — 6sech? z) y
Ha2[TK1] = 8 (—j—; + 0% — o(0 + 1) sech® z)
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expresarse, bien en términos de funciones hipergeométricas, bien en funcion de los

polinomios de Jacobi de orden dos, en la forma:
k 1 ikz p(—ik,ik)
Yr(z) = sech” z o F} k—2,k+3,k+1,§(1+tanhz) =" P, (tanh z)

con autovalor asociado 8(k* +4). El estudio realizado establece la estabilidad de la
solucion respecto a variaciones tangentes a la solucion.
Maés compleja es la situacion para la segunda componente. En este caso el espectro
discreto que se presenta es

wl, =8 [02 — (o — 712)2}
donde? ny = 0,1, ..., E[o] ¥ no existe espectro discreto para el rango o < 0.
Por su parte, el espectro continuo presenta autovalores siempre positivos 8(k* + o).
Las autofunciones del continuo son de la forma:

N 1
Y = —————5 o1 ik —o0,ik + 0+ 1,ik + 1, (1 + tanh z)
(e*+e72)" 2
El autovalor fundamental del espectro de Hss es nulo y describe un modo cero.
Desde el punto de vista geométrico, via la métrica de Jacobi asociada al sistema,
este hecho se interpreta como la existencia de un campo de Jacobi (campo del nicleo
del operador de desviacién geodésica, ver por ejemplo [65] para detalles) que ademés
es una variacion propia; es facil demostrar que este tipo de variacion transforma
geodésicas en geodésicas y, en consecuencia, kinks en kinks con la misma energia.
La expresion de la autofuncion correspondiente es:
N 1 N
o =————= 9F1 0,14+ 20,1+ 0,=(1 +tanhz) | = —sech? 2z
Y-io (e +e%)7 * 1( 5 /) =3
que se anula inicamente en los puntos de vacio, para cualquier valor positivo de o,
nos indica por un lado que la solucién TK1 es estable y, por otro, que existe una
familia uniparamétrica de kinks en el mismo sector topolégico que el TK1.

1.2. TKD(0): Una nueva posibilidad surge al ensayar como trayectoria el tramo

eliptico
g 2

0% = (5.25)

1
2 —_—

1—o0)

que proporciona la solucion kink

1
o(z) = iﬁ tanh 2v/20% £ i/ 2 sech V20T

2E[o] denota a la funcién parte entera de o.
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Estas soluciones son validas solamente en el rango o € (0,1), y junto con el TK1,
constituyen los tnicos kinks del modelo identificados en la literatura hasta la fecha
[18, 16]. La notacién usada para denotar este kink, TKD(0), es la habitual para una
familia uniparamétrica, habida cuenta que se trata de un miembro de la familia de

kinks (el correspondiente a parametro nulo) que analizaremos en el siguiente punto.

1.3 TKD(7;): El anélisis puede ser completado identificando el flujo de trayectorias

asociado a (5.24) mediante la ecuacién diferencial de primer orden

doy 4¢3 + 2093 — 1
doo B 4o d192

Esta tltima relacién admite el factor integrante |¢2\_§¢2’ ! lo que permite encontrar
las trayectorias asociadas a (5.24). Estas quedan precisadas, para o # 1y o # 0,

por la férmula

o s, 1 m 2
= -4+ = e 2
2(1 - 0)% 4 20|¢2| (5:26)

¢ +
donde la constante de integraciéon ha sido denotada como ~; por similitud con el
parametro natural de los modelos de Liouville. Las trayectorias de las soluciones
identificadas deben conectar los vacios (j:%,O)7 es decir, los dos vacios existentes
en el caso de la primera fase, los vacios v! y v® para la segunda, siguiendo un
comportamiento analogo al presentado en la figura 3.5. Las soluciones encontradas
en [18, 16] quedan apuntadas para el valor especifico v = 0, en cuyo caso las
érbitas son los tramos elipticos (5.25) (evidentemente sélo si 0 < ¢ < 1). No es
posible, sin embargo, encontrar la forma funcional respecto de la variable espacial
x de las soluciones de forma genérica. No todas las trayectorias descritas por (5.26)
corresponden a soluciones kinks, puesto que para determinados valores de ~; las
curvas (5.26) no enlazan los puntos de vacio. De manera general tendremos que
(5.26) describe soluciones kink para valores de la constante 7, pertenecientes al
intervalo: y; € (—00,%1), donde:

1 g o+1
Z 29)
11=o (%)

N =

y, en consecuencia, es positivo para ¢ € (0,1) y negativo para o € (1,00). Para
el valor 74 = 4, la ecuacién (5.25) se corresponde con dos curvas separatrices,
envolventes de la familia de kinks descrita, y que representan trayectorias kink en los
sectores topolégicos que conectan los vacios v! con v?, v? con v3, v3 con v* y v! con
v#, como puede verse en la figura 5.5. Para valores de 7; superiores a 7; la ecuacién
(5.25) se corresponde con dos curvas simétricas que no representan trayectorias kink
puesto que no conectan vacios de la teoria.

Un caso que merece una consideracion especial es el correspondiente a ¢ = 1. La
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integracion de la ecuacion de primer orden para este caso conduce a la soluciéon
&6 (L +injel) =
2 4

donde ahora aparecen trayectorias kink para v; € (—o00,%;), con 43 = —1 + In2.

La situacion cualitativa que presenta esta ecuacién es idéntica que la obtenida para

o# 1.

Figura 5.5: Representacion grdfica de las curvas (5.26): a la izquierda para vy € (—00,71)
(kinks); en el centro v1 =1 (separatriz) y a la derecha v € (31, 00).

2. Familia II: Tras haber estudiado las soluciones de tipo kink asociadas a las
ecuaciones de primer orden (5.24) hemos de investigar si otras soluciones, al margen
de las compendiadas en la familia I, aparecen en el sistema fisico que discutimos. Si
ensayamos el método de la érbita prueba, considerando Re(¢) = 0, obtendremos la

siguiente solucién kink:

2.1. TKY: El uso de la relacion I; = 0 restringida al uso de soluciones imaginarias
puras revela la presencia de la solucién

d(x) = +i tanh 2v/0 =

1
V20
referida a la fase B, conectando los vacios v? y v*. La expresién presentada verifica

las ecuaciones de segundo orden. Ademas, el hessiano asociado a esta solucion
aparece en forma diagonal?,

- — & 116 [0 — (1 + 0) sech® 2\/7 7] 0
B 0 — & 80 [2 — 3sech®2,/5 7]

El estudio del espectro de la segunda componente, es decir en la direccion tangente
a la trayectoria solucién, Has, es sencillo y, de hecho, ya se expuso en el apartado

3Haciendo z = 2/oz el hessiano es descrito por Hy1[TKY] = 40 (—% +4- @ sech? z) y
Ha2[TKY] = do (—dd— + 4 — 6sech? z)
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anterior. Se tienen los autovalores discretos

wl, =404 — (2 = ny)’] con ne =0,1

junto a un continuo doblemente degenerado que brota sobre la base 160. El auto-
valor fundamental, no = 0, caracteriza el modo cero asociado a la invariancia por
traslaciones espaciales del sistema. El resto de autovalores son magnitudes positivas
lo que indica la estabilidad del TKY respecto de perturbaciones tangentes.

Mucho maés interesante es el estudio de las variaciones ortogonales al kink TKY. De
manera general, el espectro consta de una parte discreta y una continua, si bien el
nimero de autofunciones del discreto depende de los valores que tome la constante

0. De esta forma el espectro discreto de Hq; es

‘*4211 =40 [4 — (C — (ny + %))2]

donde C' = 4(0;1) + i, y siendo n; = 0,1,... < C — % Las correspondientes

autofunciones son:

- NQFl[—n1,2C' - nl,C' — Ny + 1 l(l —|—tanhz)]

_ 1
cosh®¢~(m+32) »

Un

En lo que respecta a las autofunciones del continuo, se escriben como

- 1 1 1
Yy = N cosh™® z o Fy i ik + C, i ik —C,1—ik, §(1 + tanh 2)
con autovalores asociados 4o (k* + 4).

La presencia de modos cero en el espectro discreto viene determinada por la posi-

2
ni

bilidad de que w? se anule. No es dificil deducir que tal situaciéon se produce para

los casos en los que la constante ¢ puede escribirse de la forma:

4
o= — 1=2,3,... 5.27
I(l+1)—4 ( )
Por otro lado, en el espectro continuo siempre se dispone de un modo cero, el
correspondiente a k = 2¢, cuya expresiéon resulta:

5 5 1
wJINSGCh2Z 2F1 §+C,§—C,3,§(1+tanhz)

y desde el punto de vista geométrico se trata de un campo de Jacobi. %; no es,
de manera general, una autofuncién normalizable, o si se quiere, no constituye una
variacién propia, desde el punto de vista del calculo variacional, excepto en los casos
en los que el problema espectral se reduce a un caso tipo Posch-Teller sin reflexion,

lo cual ocurre exactamente para los valores de o dados por la expresion (5.27).
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11 __4
12040 U+ -4

presenta necesariamente una familia uniparamétrica de kinks en el sector topoldgico

Concluimos por tanto que para los valores o = 2 ., el modelo
al que pertenece el kink TKY.

Es posible entonces un analisis detallado de la estabilidad de la soluciéon TKY para
los diferentes valores de la constante o. De hecho, para o € [2,00) tenemos que los
campos 1y, que se anulan en un punto de vacio, no vuelven a hacerlo en ningin otro
punto de la trayectoria TKY, el indice de Morse es en consecuencia nulo y el kink es
estable. Para o = 2, 1¢; se anula en los dos puntos de vacio y de esta forma tendremos
toda una familia de soluciones kink en este sector topolégico, estables y con la misma
energia que el TKY; el modo discreto de autovalor mas grande se convierte en este
caso en un estado semiligado, punto de arranque del espectro continuo. Para los
valores o € [%, 2), ¥y se anula en un punto interior de la trayectoria TKY, el indice
de Morse es uno y el kink TKY es inestable. ¢ = % es otro caso especial, 1 es
de nuevo una variacién propia y aparece por tanto una familia de kinks inestables,
en el mismo sector topoldgico, que confluyen en los puntos de vacio y en el punto
conjugado, ver figura 5.6.

Los razonamientos anteriores pueden ser generalizados de manera que para o €

[ 10 ﬁ)_ e l(l—li)— 4> tendremos que el indice de Morse es [ — 2 y tinicamente en los ex-

tremos inferiores de dichos intervalos se tendran modelos con una familia degenerada
de kinks en el sector topoldgico del kink TKY.

Y, LIJJ

@,

0,

Figura 5.6: Representacion grdfica del campo de Jacobi 1 frente a ¢o para los casos
o =3 (izquierda) y o = % (derecha).

3. Una vez descritas las caracteristicas fundamentales de los kinks de las Familias 1
y II, analizaremos a continuacion el comportamiento concreto que se observa para
algunos valores significativos, por lo singular, de la constante o.

-0=2

Para este valor del parametro la expresion del potencial se reduce a

U(p) = (467 + 402 — 1)” + 640202
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que si realizamos una rotaciéon de dngulo 7 en el espacio interno se convierte
(salvo constantes) en el modelo ¢} @® ¢3 analizado en la seccién 4.3.4 y, en con-
secuencia, un modelo completamente integrable y separable en coordenadas
cartesianas (rotadas). En este caso la familia I y la II son completamente
analogas y por tanto estables, como se ha establecido en las secciones prece-
dentes (el indice de Morse de las soluciones kink es nulo).
Co=1L
Para este valor del parametro, el modelo BNRT se convierte en el modelo
de Liouville III[1][11], estudiado en el capitulo 3. Las érbitas (5.26) quedan
especificadas mediante la férmula ¢3 + %qb% = ;11+71¢‘21. Puede comprobarse que
el rango que proporciona soluciones de tipo kink es v; € (—o0, }1] Si el rango
anterior es especificado por el intervalo abierto los kinks conectan los puntos
de vacio v! y v?, segtin el comportamiento ya mencionado. El valor asintético
v1 — —oo da lugar al TK1. Para el valor v, = }l la expresion que determina
las trayectorias factoriza en el modo (1 + 2¢; — ¢3)(1 — 2¢; — ¢2) = 0, lo que
proporciona las parabolas separatrices del modelo de Liouville mencionado,
sobre las que se asientan los kinks singulares que unen, en este caso, los vacios
v! o v con v? 0 v? segiin las distintas combinaciones. Ademaés, el kink TKD(0)
permanece entre la familia de soluciones descritas.

En lo que respecta a la Familia II, tenemos ahora que el espectro de H;y; es de
%
de Liouville de tipo IIT que denominamos como ITI[1][11]. Quedé patente que
el TKY formaba parte de la familia de kinks TKF(v;), lo que da cuenta del

modo cero que hemos mencionado. Ademas de ello, el espectro presenta un

la forma: Spec(Z) = {5} U{0} U{continuo}, como corresponden al modelo

autovalor negativo explicado mediante la presencia de un punto conjugado en
la familia de soluciones TKF, localizado en el origen del plano interno. El
campo de Jacobi presente en este caso se anula en el punto (0,0) (ademds de
hacerlo en los vacios v? y v, ver figura 5.6), que constituye el punto conjugado
antes mencionado. Los kinks de esta familia seran inestables, por aplicacion
directa de la Teorfa de Morse de kinks (ver [65] para detalles).

- 0= }l:

El siguiente caso singular relevante para la familia IT es, como hemos visto,

el correspondiente a [ = 4 en la expresién (5.27), es decir 0 = ;11. En este

caso 1y se anula en dos puntos interiores de la trayectoria TKY, el indice

de Morse es 2 y existe en consecuencia una familia de kinks inestables en el

Py —

. . H
sector topolégico correspondiente. El espectro de Z2 es ahora Spec(Z1t) =

{—=12} U{-5} U {0} U {continuo}.
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-o0=-2:

Como ya se ha comentado, los valores negativos de la constante o nos reducen
a la que hemos denominado Fase A, con unicamente dos puntos de vacio. La
variedad de kinks se reduce entonces a la solucién TK1. Para el valor paticular
o = —2, tenemos ademds que el modelo BNRT es A/ = 2 presupersimétrico.
Siguiendo las directrices marcadas en la seccién precedente, queda identificada

asi una familia uniparamétrica de superpotenciales. Cabe destacar entre éstos
la expresion Wa = 4v/2¢5(¢3 — 163 — 1).

Finalmente, podemos resumir los resultados obtenidos resaltando los siguientes pun-
tos: 1) Se ha calculado una familia biparamétrica de soluciones kinks a partir de
las ecuaciones de primer orden asociadas al superpotencial (5.23). 2) Mediante el
método de las drbitas prueba hemos determinado otra solucién de las ecuaciones
de segundo orden del modelo, no inmersa en las ecuaciones de primer orden men-
cionadas anteriormente. Dicha soluciéon kink pertenece a una nueva familia, en el
mismo sentido que acaecia en los modelos de Liouville, en la que identificabamos
dos familias biparamétricas de soluciones distintas. En este caso, dicha familia de
soluciones de las ecuaciones del modelo esta constituida por soluciones de tipo kink
solo para determinados valores de la constante o, que quedan determinados por la
expresion (5.27). 3) Como consecuencia de lo anterior, es evidente que existe otro
superpotencial, ademés de (5.23), que ha de generar nuevas ecuaciones de primer
orden que incorporen estas nuevas soluciones. El calculo correspondiente se ha he-
cho explicitamente para los valores 0 =2y o = %, para los que el Modelo BNRT se

reduce a modelos ya estudiados a lo largo de la memoria.



Capitulo 6

Correccion cuantica a la masa de
Kinks

6.1 Introduccion

En los primeros capitulos de esta memoria hemos ofrecido una amplia pletora de
soluciones estaticas clasicas con un caracter topologico de distinta naturaleza aso-
ciadas a sistemas de ecuaciones en derivadas parciales no lineales, las cuales carac-
terizan el comportamiento de sistemas fisicos en el marco de la teoria de campos
relativista. Estas soluciones fueron denominadas kinks. Las propiedades peculiares
de tales soluciones; una localizacion definida con la presencia de una masa en reposo
M y la invariancia de Lorentz, que permite permite dotarlas de movimiento bajo
el requisito £ = +/ P2 + M?, aleccionan la interpretacién de éstas como particulas
extensas en el ambito clasico. Es de resaltar que la estabilidad de dichas estructuras
venia asegurada por fuertes argumentos topoldgicos. Sobre esta base es natural
preguntarse si el esquema descrito continua preservandose en el marco cuantico y
si las particulas asociadas a las soluciones de tipo kink salvaguardan su entidad.
La respuesta es afirmativa. Aun asi, la teoria cuantica modificara las magnitudes
caracteristicas de éstas, como es el caso de la masa M del kink clasico. El célculo
de tal magnitud a primer orden (one-loop) en la teoria cudntica motiva el presente
capitulo. Diferentes técnicas han sido desarrolladas respecto del topico cuantizacion
de soluciones kinks basadas en métodos funcionales, cuantizacién candnica, métodos
sobre operadores, etc. plasmados en los trabajos originales [33, 64, 41, 28, 113] y
compendiados en [114, 39, 27]. Todos ellos precisan de un proceso de regularizacién
y posterior renormalizacion para encontrar la adecuada respuesta finita. Los traba-
jos més importantes al respecto son debidos a Dashen, Hasslacher y Neveu [41], en
los que se obtiene la correcciéon cuantica de la masa a primer orden asociada al kink

del modelo unidimensional ¢*, la cual es asumida como correcta en nuestros dias.

199
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La base de tal calculo precisa de la resolucion del espectro del hessiano asociado
a la solucién kink. La suma de todos los autovalores hallados tras el proceso de
regularizacion y renormalizacién proporciona el resultado demandado. Este proceso
conlleva cierta ambigiiedad, tal y como han explicado exhaustivamente Rebhan y
van Nieuwenhuizen [120, 105]. Se demuestra que el proceso de regularizacién debe
realizarse contraponiendo modo a modo entre los espectros de los hessianos asociados
al kink y al vacio.

En general, los estudios sobre la correccion AM a primer orden en la masa de
soluciones topologicas introducidos en la literatura son referidos a modelos de mun-
do interno unidimensional. La aproximacién de fase estacionaria sobre la integral
funcional de la acciéon proporciona una expresién para AM que depende de los au-
tovalores del operador hessiano. La resolucién de tal hessiano es posible en unos
pocos casos favorables, tal son el modelo ¢* y el modelo de Seno-Gordon, permitien-
do el calculo exacto de la correccion cuantica en estudio. Debe tenerse en cuenta
que cuando son considerados modelos con mundo interno bidimensional, tal como
los presentados a lo largo de esta memoria, resulta ya dificil la obtencion de las
soluciones, atin mas la resolucién del espectro del operador diferencial matricial aso-
ciado al hessiano, cuando sino debieramos decir imposible hoy por hoy. La tnica
posibilidad de estimar la correccion cuantica en tales modelos es desarrollar técnicas
que permitan el calculo aproximado de tal magnitud aprovechando los desarrollos
asintéticos de la traza del operador e ?*, de cardcter més convergente que la traza
del propio hessiano. La transformacién de Mellin y una regularizacion en base a las

funciones zeta generalizadas completan tal empeno.

La descripciéon del contenido de las préximas secciones es descrito en las siguien-
tes lineas. Para abordar el propésito convenido mostraremos la aproximacion de
fase estacionaria que nos permite encontrar la expresién de la correccién cuantica
a primer orden de la masa de una solucién estatica. Esta expresion serd comple-
tada bajo los procesos de regularizacién y renormalizacién, haciendo énfasis en la
utilizacion de una regularizacion que contraponga modo a modo del espectro de los
hessianos implicados en dichas expresiones. En la seccion 6.3 serd introducida la fun-
cién zeta como técnica de regularizacién. Ya en la seccion 6.4 y 6.5 seran elaborados
los desarrollos asintéticos mediante el estudio de la ecuacion del calor para modelos
con espacio interno unidimensional, lo cual nos permitird obtener una estimacion
aproximada de la correccion cuantica para aquellos modelos que no permitan la re-
solucién de los hessianos. En la seccion 6.6 constrastaremos los resultados de cada
una de las técnicas descritas, tomando como paradigmas el modelo de Seno-Gordon
y el modelo ¢*, lo que nos permitird verificar la bondad de las aproximaciones con-
sideradas. En las secciones sucesivas, se glosa la generalizacion a sistemas fisicos con

dos grados de libertad, que es el objetivo inicialmente propuesto. Emprenderemos
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seguidamente el estudio de la correccion cudntica a los kinks estables hallados en los
modelos MSTB y BNRT ilustrados en capitulos precedentes.

6.2 Correccion cuantica a la masa del kink

El tratamiento perturbativo de la integral de Feynman, bajo la aproximacion de fase
estacionaria, permitira encontrar las expresiones para la estimacion de la correccién
cuantica a primer orden a la masa de los kinks, hasta hallar aquella que resulte mas
satisfactoria en su aplicacién sobre los modelos bidimensionales.

6.2.1 Aproximacién de fase estacionaria

Los sucesivos parrafos no predenten ser mas que una exposicion de los resultados
conocidos acerca de la aproximaciéon de fase estacionaria de la integral funcional, lo
cual nos permitird establecer la notacién y convenios a utilizar posteriormente [114].
La usual nocién de integral de camino referida a una teoria de campos corresponde

a la expresién
_iHT 1
GulT) = Tre ¥ = [Dlote.0) exp { 1ot} (6.1)
donde la integral es considerada sobre todas las posibles configuraciones sometidas a
las condiciones de contorno impuestas por el sector topoldgico que es estudiado. La
expresién (6.1) proporciona una relacién entre el problema espectral de la energia y

la integral funcional escrita en el tercer miembro. La primera de las igualdades en

(6.1) es
Gu(T) = Z exp [—%}
{n:}

que puede entenderse como la generalizacion infinito dimensional del problema
mecénico (usual en una teorfa de campos). Los {n,} corresponden a una secuencia
infinita numerable de enteros {ng, ni,ns,...}. Por otra parte, el dltimo miembro de
(6.1) puede ser estimado para pequenas perturbaciones de una solucién clésica de
naturaleza estatica ¢q(x), la cual extremiza la accién S[¢]. Un desarrollo a primer
orden en las configuraciones ¢(x, t) respecto de ¢ () permite escribir la acciéon como

Slp(z,t)] = =Elpa) T + % /dx /dt U (1) Hyp(z, 1) OF (2, 1) + o(T?)

siendo W (z,t) = ¢ (z,t) — ﬁl(x) y donde el operador hessiano ﬂjk(x, t) es indicado
por (1.8). Las condiciones de contorno para las variaciones de la solucién estética
U(x,t) = (¥l(z,t),...,0"(z,t)) son dadas, sea cual fuere el sector topolégico, como

U(t+o0,t) =0
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Es, ahora, cuando puede ser introducida la aproximacion de fase estacionaria sobre
la integral funcional (6.1). Esta consiste en despreciar los términos de orden ciibico
y superiores sobre la variable W(z,t). Ello permite concluir que

Gu(T) o e HEalT / DU (z, 1) exp{—% / da / AtV (2, 1) Fye(, 1) \Ilk(a:,t)}

lo que origina

1
Gu(T) ~ B(T) e~ #Elall {Det [—H(z, t)]} : (6.2)
donde hemos desarrollado una integral funcional gaussiana en las operaciones inter-
medias. La magnitud B(T') es un factor de medida que debe ser ajustado para obte-
ner la adecuada normalizacion de los estados. Podemos desglosar atin mas el calculo
precedente advirtiendo la dependencia aislada respecto del parametro temporal del
operador hessiano ﬂjk(:c, t). Esta circunstancia permite diagonalizar ﬂjk(a:, t) sepa-
radamente en los parametros temporal y espacial, considerando la factorizaciéon de
las funciones propias V(z,t) = ¥ (x)p(t). Asi, la dependencia espacial del problema
espectral viene reflejada por

Hn(z,t) vF(2) = (—8—2(5jk + E).Q—U[tbd]) VF(z) = w2 i (2) (6.3)

T Ox? 0PI Dk " e

que se equipara con el tratamiento de la estabilidad clésica abordado en (1.9). Apo-
yados sobre (6.3) se tiene

Det [—H(z,t)] = ﬁ Det (_88_; - wi)

que corresponde a un producto infinito de determinantes de tipo oscilador arménico.
El problema ampliamente analizado en la literatura [27, 114] permite escribir el
resultado

GH(T):ZeXp{ —%[5[%1]—%2%% (nr—i—%)} } (6.4)
{m} "

donde la suma sobre magnitudes {n,} es considerada sobre todas las posibilidades
del conjunto de enteros {ng,ni,ns,...}. Los niveles de energia generados sobre la

solucién clasica ¢ = ¢ afloran (bajo la aproximacién de fase estacionaria) como:
En,y = E[da] + Z hw, (n, + 3) (6.5)

La usual interpretacion de las magnitudes manipuladas en la teoria de campos
cuanticos nos permite afirmar que la masa cuantica atribuida a la particula aso-

ciada a la solucion clasica ¢ = ¢ es caracterizada por la anulacién del conjunto de
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indices {n, }. Valores no nulos de estos indices indican la presencia de mesones. Por
ello, podemos escribir:

1 1 1
M = E[pa] + 5712:% = E[pa) + 5 AT H:

La contribucion AM = g TrH: a la masa del kink, interpretada como la suma
de las energias fundamentales de infinitos osciladores armonicos, es obviamente in-
finita. Esta magnitud puede ser regularizada mediante la adicién a la densidad
lagrangiana de la constante cosmoldgica A [27], de modo que la correccién cudntica

es determinada como:

AM = g (TrH% n A) (6.6)

6.2.2 Regularizacion y renormalizacion de AM

La expresion (6.6) corresponde al resultado perseguido en esta seccién. Proporciona
la correccion cuantica, bajo la aproximacién de fase estacionaria, a la masa clasica
de una solucion estatica en la teoria de campos. Aun cuando formalmente el pro-
blema parece resuelto, (6.6) conlleva ciertos puntos conflictivos. El primero de ellos
se hace evidente en el instante en el que el problema espectral (6.3) es considerado.
Sélo circunstancias muy favorables permiten la obtencién de los valores propios del
operador hessiano H. Si como es nuestro propésito intentamos obtener una esti-
macion de las masas cuanticas de los kinks encontrados en los modelos precedentes,
hemos de desarrollar métodos para calcular aun cuando sea aproximadamente el
valor de Tr'Hz. Otro punto insatisfactorio de (6.6) proviene del hecho de que una
representacién matricial de H serd infinito dimensional de modo que la traza implica
una suma infinita de valores propios w, (que suponemos no negativas al asociarse
a soluciones clasicas estables) por lo que hard proliferar infinitos como resultado.
Como es usual en este tipo de teorias, en pos de encontrar respuestas finitas, ensa-
yaremos técnicas de regularizacion y renormalizacién. Especificamente, el primero
de los procesos aparece habida cuenta de que el propio vacio de la teoria adquiere
una energia infinita y es usualmente elegido como origen para medir el resto de

energias. Con ello, la correccién cuantica a la masa del kink quedara dada por
h 1 1
AM = | TrHE — TeHE + Ax — Av] (6.7)

donde la energia clasica del vacio es considerada nulay A, y Ak son, respectivamente,
las constantes cosmoldgicas renormalizadas asociadas al vacio y al kink. Hemos
llamado Hk = H[¢k] v H, = H[p,], los hessianos valorados respectivamente sobre
la solucion kink y el vacio, que aparecen como operadores diferenciales de tipo
Schrodinger

_ 0 -
H, = 12 +V Hk 12 -+ V(x)
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siendo V' constante y V(z) una funcién dependiente del espacio, obtenidas respec-
tivamente calculando la matriz de derivadas segundas del término potencial U(¢)
sopesada sobre el vacio y el kink.

Atn tras el proceso descrito, la respuesta puede continuar siendo no finita, y la
razon en ello debe ser atribuida a que no ha sido introducida en nuestro tratamiento
la prescripcién de orden normal sobre los operadores, lo cual origina la presencia
de una divergencia ultravioleta en (6.7). El proceso de renormalizacién de la masa,
mediante la suma de los correspondientes contratérminos &, solventa este problema
proporcionando la adecuada respuesta finita. El teorema de Wick impone que

52
:H:—?‘H—/dx 1—exp|-R> om? ——0o
( [ jz 7 6¢;0¢;

lo que a primer orden en el desarrollo de la exponencial se transforma en

H —H+/dm hZém (;SUéZ) +o(h}) + K

donde 6mJ2.j = % W‘;ﬁivo En la teoria cuantica los kinks son interpretados como
estados coherentes, de modo que el valor esperado de un operador ordenado normal-
mente puede ser obtenido mediante sus valores cldsicos, (: F\(p,q) 1) = F({(p),(q))
[39]. Por ello, los contratérminos quedan dados como

U

Ealoc] = (¢c| ' H : =H - K |¢c) —h/dx Z(Waqsa

Completamos, por ello, el resultado (6.7) en la forma:

o o1 !
AM = 3 TrHE — TrHs + Ak — Av] + Eet[P] — Ect|d0] (6.8)

6.2.3 Regularizaciones: corte de energias y corte de modos

Aunque hemos avanzado bastante, la respuesta (6.8) introduce aun cierta ambi-
giiedad asociada a la manera en que es computada la diferencia de las constantes
cosmologicas AR = Akx — A,. Si consideramos el sistema confinado en un intervalo
de longitud grande L, los hessianos asociados a la solucién kink y del vacio presentan

s6lo espectro discreto. Podremos denotar por wX y w?, respectivamente, sus auto-

T
valores donde supondremos que r es un indice sobre los naturales. La regularizacién
atribuida a las constantes cosmoldgicas puede ser obtenida de dos formas diferentes;

la primera de ellas proporciona la correccién cuantica basada en un procedimiento
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de corte en energias, AMCF  mientras que la segunda queda basada en el corte en
el nimero de modos AM®M- Podriamos escribir:

A

N
AMEM = Jim Y [Furf = Jwp] + Eulox] - Eald]
N—oo 2 7r 27 ctl¥K ot

r=0

La magnitud AMCE viene caracterizada sobre (6.8) por la condicién Ag — A, = 0
y es la que resulta mas sencilla de calcular. Es conocido, sin embargo, que el pro-
cedimiento de regularizacion acertado es aquel basado en el corte en el niimero de
modos de energia. Esta certidumbre esta basada en la comparacion de los resultados
obtenidos con distintas regularizaciones con el resultado exacto logrado en el caso
del modelo de Seno-Gordon. Este inconveniente puede ser eludido explotando la
relacién existente entre ambas regularizaciones, advertida en los trabajos [120, 105]
para los modelos de Seno-Gordon y ¢*, la cual introduce términos de superficie en
los desfasajes. Generalizando tal expresién a cualquier modelo, siguiendo escrupu-
losamente los pasos plasmados en [120, 105] para los casos particulares mencionados,
podemos introducir las siguientes consideraciones:

Supongamos que Hg y H, son, respectivamente, los hessianos asociados a una
solucion de tipo topolégico y al vacio presentes en un modelo determinado, y que
el espectro engendrado por el primero de ellos es caracterizado por un discreto
de n valores propios junto con un continuo que aflora sobre la masa del vacio,
Spec Hk = {w?}izo, n-1 U {¢® + V°},cr+, mientras que el segundo de los hessianos
presenta Spec H, = {V°}1 U {k* + V }cr+. Si el sistema fisico es confinado en
una caja de longitud L, las densidades espectrales de cada uno de los operadores
anteriores son py, (q) = %%— %%(j) Y pr, (@) = %, donde (q) representa el desfasaje
(ver apéndice B). Hay que advertir que los estados asociados a un valor del momento
nulo, estados semiligados, contribuyen la mitad que un estado ligado a la correccion
cudntica. En el problema libre aparece un estado semiligado con autovalor w? = V?,
que también es admitido por aquellos hessianos con potencial V' (z) sin reflexién.

Convengamos en denotar en los préximos calculos la totalidad de los contratér-
minos mediante & por sencillez en la escritura, esto es, E = Eut[dk]| — Ectdn]. Si
entendemos por AMCF la correccién cudntica obtenida tras el proceso de regulari-

zacion basada en el corte de energias podemos escribir
CE h 3 3 h
AMCE = 2 (T —TrHv>‘C.E. + & = §Zwi+

'V
—hm /dquK q> —l—VO——hm /dka )\/k‘Z—i-VO———i-SCt—
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he ho[™ 05(q) A/ VO
=Y wit o [ dg P VO - .
2;w+27r/0 179 VO T 1 '

donde el sumatorio recorre los estados del discreto con peso 1 para los estados
hf

ligados y % para los semiligados. El sumando — es debido al estado semiligado
del problema libre.

Por AM®M- denotamos la correccién cudntica derivada de la regularizacién basa-
da en el corte de los modos asociados a cada hessiano. Si consideramos en el hessiano
del vacio 2N + 1 estados junto con el estado semiligado, y elegimos en el hessiano
asociado al kink este mismo nimero, distribuidos en n estados del discreto y com-

pletados con estados del continuo, podremos introducir

AMOEM- - — Z(TrHK TrHj)‘ + &4 =
h <
SEOWRSID SETELD SRR
completar

donde el segundo sumatorio recorre estados hasta que su peso total sumado al dis-
creto sea igual al peso total de estados del hessiano libre, esto es, 2N + % Este
peso dependera del problema, asi si el espectro discreto de Hk carece de estados
semiligados, el sumatorio debe incluir estados hasta que su peso sea 2NN + % —-n
(potenciales con reflexién); mientras que si presenta uno, el peso a considerar es
2N — n + 2 (potenciales sin reflexién). Simbdlicamente consideraremos que se pre-
cisan 2N — [n] 4+ 1 estados para equiparar el nimero de modos de cada espectro,
donde [n] es la magnitud a ajustar para cada caso: n — & en el primer caso y n — 1

2
en el segundo. Entonces

1

o N-[
AMEM = g‘z hz,/qﬂuvo hzw/lﬁ +Vo— W_ Eep =
i=1

i—0

:_Zwﬁ 3 m_ﬁz k2+v0—£+sct_

=1 [n] +1

1 [n]
L. hzm+hz(m ,/k2+vo) LA
1=0

Las condiciones de contorno aplicadas sobre los modos tratados se presentan como

kiL=q 1 L+06(g_)+2r =2m

%t

Tales condiciones, aplicadas sobre la forma de la correccién presentada arriba, pro-
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porcionan la expresion

n 1

CM. _ o 0__ i3 _
AM ZO wl FLZJ wtV- \/W +ol(fz) = =+ Ea
=

donde & (¢, _m)=0(q,_m)+ QW@. Procedemos, ahora, a considerar el paso limite al
2 2

continuo en el que la caja adquiere una longitud infinita. El espectro discreto sobre
el valor VY se convierte en continuo. Es por ello que los pocos estados aglutinados
en el segundo término de la expresion precedente colapsan en la base en que aflora el
continuo espectral. Por otra parte, dada la tendencia de la magnitud L, se tendra:

00 - \/1/0
AMEM Z w; — = []VV qidq(;(q) _ WP &, =
27r 0 @+ VO 4
-1
h 7o ©  9./q2 0 . V0
Z qu eV 6(q) — v ct =
2 dq 4
h h NS 85
:Z wi =5 VVO - = \/q2—|—V0(5(q)‘ o +— “agv@ v vo 29
=0
_h
4 ‘|‘Ect—
n—1 ~
hw; hvV h . = RVVOS(0T
:Z ;u []—11120\/q2+V05(q)+27T()+

/10
+/d \/2+V085 h4v + Eet

La arbitrariedad en la elecciéon de los desfasajes es fijada de modo que para mo-

mentos ¢ altos el desfasaje tienda a cero, ) (¢ — o0) = 0. El teorema de Levinson

aplicado en una dimensién nos dice que §(07) = mnp — 7, donde np es una magni-

tud aditiva en la que cada estado ligado contribuye con la unidad, mientras que los
1

estados semiligados, lo hacen con 3. Este resultado, trasladado sobre la expresion

precedente, nos permite mostrar la formula:

B/10
AMEM = Z hw+—/dq\/waé 4V + i —
—— lim /¢ + V°6(q +§hvv0(n3—§—[n])

27 g—o0

El dltimo sumando es cero, de modo que

AR = AM®M — AMCSF = —— 1im /2 + V4(q (6.9)

2T g—oo

es la relacién existente entre las dos regularizaciones a la correccién cuantica de la

masa del kink descritas anteriormente.
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El comportamiento del desfasaje para momentos altos puede ser obtenido por la
aproximacién de Born [54, 59|

o(k) ~ —iln (1 + ﬁ d V(z) — vO]) ~ _i da (V(z) =V =

1 0
= —%W(l’)—v )

El resultado anterior puede ser generalizado a modelos con espacio interno bidi-
mensional N = 2, véase apéndice B. Todos estos aspectos permiten simplificar la
expresion de AR:

AR = % (V(z) =V (6.10)

Por lo visto, entonces, a lo largo de este capitulo, la expresién de la correccion

cuantica a primer orden puede ser establecida como

he~ b [C00(q) s i
=5 D wito— [dg——=/ - - 6.11
AM 5 ;wz-i-%r /Odq 3g ¢* + VO + Ei[p] —Ect[9] 1 +AR| (6.11)

a la que nos referiremos como calculo basado en las densidades espectrales, siendo
la usual expresién utilizada en la literatura [66, 120].

Para facilitar el estudio de las expresiones halladas, el calculo concreto de AM
para modelos especificos quedara basado en magnitudes adimensionales, a partir
de las cuales puede recuperarse la respuesta final. Los hessianos ‘H asociados a las
soluciones de vacio y kink con dimensiones de inversa de longitud al cuadrado

d? d?

— 0 —
HU——@—FV HK——@—FV(QZ)

pueden convertirse en hessianos adimensionales H,

_ d2 0 B d2
Hy=—=+V Hk = ——= + V(T
U di K="z V@

bajo el cambio T = Cy, o donde C 5 es una constante con dimensiones de inversa
de longitud, determinada por las peculiaridades del modelo. Si por w? y @? deno-
tamos respectivamente los autovalores asociados al hessiano con y sin dimensiones,
se verifica la relacién w = Cy . En la base de estas magnitudes adimensionales,
la férmula de la correccién cudntica (6.11) queda modificada en el modo,

hCoy s 2 RCh gy [ 85 )
TN @y — T / dg P29 BI04 o] — Eulbu) + CrmAR (6.12)

AM =

donde la diferencia entre las constantes cosmologicas adimensionales se escribe como

AR =L (V(z) - V).
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6.3 La funcién zeta ((s): Trazas de operadores

En la seccion precedente fue establecido que las magnitudes esenciales para determi-
nar la correcciéon cuantica a la masa del kink en la fase estacionaria corresponden a
las trazas de los operadores hessianos. En la presente seccion introduciremos impor-
tantes relaciones referidas a la traza de un operador cualquiera A € A[L*(R)], que
elegimos por conveniencia caracterizado por un espectro Spec A = {w? € R / A, =
w21, } discreto y positivo. La funcién zeta generalizada para el operador A queda
definida en la forma
s 1
Cals) =Tr A :ZW , seC (6.13)
n

la cual presenta una estructura meroforma y es bien definida para Res > 0 [62].
Debe advertirse, aunque no se explicite en la notaciéon para evitar recargar las expre-
siones, que para que (6.13) no incurra en incoherencias dimensionales hemos asumido
que los operadores estan descritos por variables adimensionales, tal y como ha sido
el habito considerado en esta memoria. Es sencillo recobrar la dimensionalidad de
las expresiones multiplicando por la pertinente constante Cy; 5.

Resulta conocido que los contratérminos & = E[pk| — Eet[ppy] dependen de
la magnitud 6m? = h [ % (k2 + V)2 = L ¢ (1), Mediante la continuacién de
dicha expresién sobre el plano complejo, definirfamos dm?(s) = ﬁ (1, (s), lo que

permite definir la funcién de la variable compleja que engloba la totalidad de los
contratérminos y que escribimos como E[(y,(s)]. Es claro que & = Exi[Cn, (3)].
La correccién cuantica puede ser determinada mediante la regularizacién ofrecida

por la funcién zeta como,

AM =2 i (G () — G ()] + Tin £, (9)] (6.14)

s——3 s—35

Debe ser advertido que la respuesta proporcionada por (6.14) se corresponde con la
correccién cuantica con una regularizacion basada en el corte de energia-momento.
Como ya fue observado la regularizacién que reproduce la respuesta correcta debe
ser basada en el corte en los modos de energia. Por ello, se completa la férmula
(6.14) en el modo:

AM = 2 i [0 () — G (9] + lim G, ()] + AR (6.15)

1
s——3 s—3

donde quedé establecido la expresion seguida por la diferencia de las constantes
cosmoldgicas AR mediante (6.9), o de forma especifica para modelos con N = 1 por
(6.10).
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El célculo directo de (6.15) mediante la funcién zeta generalizada es dificil e
inabordable de forma genérica. Sin embargo, puede ser evaluada de forma indirecta
a partir de la estimacién de la funcién de calor

ha(B) =Tr e PA = Ze‘ﬂw% (6.16)

n=0
estudiada profundamente en diversas ramas de la fisica matematica, habiendo provo-
cado la génesis de diversas técnicas para su evaluacion, entre las mas exitosas su
inteligencia a partir del ntcleo integral obtenido como solucién de la ecuacion del
calor, que sera introducida en la proxima seccion. La relacién entre las dos funciones

introducidas en esta seccién viene facilitada por la transformacién de Mellin,

1 oo
Ca(s) = —/ B ha(B 6.17
)= 757 . (9) (6.17)
o bien, de forma directa sobre las trazas:
1 (0. ]
TrA™ = — / dg st Tre P4 6.18
o) (01%)

Puede ser clarificador introducir un ejemplo sencillo que ilustre los conceptos que
acabamos de definir. Para ello consideraremos un sistema fisico confinado en una
caja de longitud L, que se considera muy grande. Calcularemos la funcién zeta

; ; d? 0 2
asociada al operador libre H, = —-5 + V", cuyo espectro es claramente w” =
{¢* + Vo}qeR, con una densidad espectral py, = % Es directo el céalculo de la
funcién de calor,

o0 _ L _
h, (B) =/ dq pr, (q) e POV = 375 Ve

lo que, tras la transformacién de Mellin (6.17), proporciona la funcién zeta genera-
lizada asociada al operador libre

L
S 2yT

La evaluacién de (6.15) mediante la relacion de las dos funciones (6.13) y (6.16)

(1, (s) (Vo) s (6.19)

introduce un punto delicado cuando existen modos ceros asociados a los operadores.
Es sabido que estos modos traslacionales no contribuyen a la correcciéon cuantica a
primer orden [114]; su presencia es sentida a ordenes superiores. La funcién zeta
para argumentos negativos no es sensible a estos modos, pero si lo es la funcién
ha(3), introduciendo posteriormente una contribucién espurea en (6.15). Debe por
ello substraerse la respuesta atribuida al modo cero para encontrar la adecuada
correccion. Asi, para el caso que nos ocupa, si el hessiano asociado a la solucion
kink introduce 7 modos ceros, la funcién zeta generalizada es calculada por

Chu(s) = ﬁ /O 4368, (8)



CORRECCION CUANTICA A LA MASA DEL KINK: ECUACION DEL CALOR: N =1 211

con hi, (8) = Tr e Mk = Tre AMx — j La expresién para la correccién cudntica

se completaria en la forma

h ] 1 p - * * .
AM =3 Iim, 775 /0 A5 5 Mg (8) = iy, (B)] + Tim EalGre, ()] + AR (6.20)

2

La férmula (6.20) mostrada requiere la resolucién del problema espectral asociado
a los operadores e Pk y e=BMv 1o cual sugiere la observacién inmediata de que el
problema si cabe sigue siendo al menos tan dificil como el planteado en la relacion
(6.11). La razén de realizar estas derivaciones atienden al hecho de que (6.20) ad-
mite un desarrollo asintotico, que permite encontrar una estimacion de la correccion
cuantica, aun en aquellos casos en que el espectro de los hessianos no puede ser
identificado. Este desarrollo es basado en el estudio de la ecuacién de calor [62].

6.4 La ecuacion del calor: Caso unidimensional

En la seccion anterior hemos derivado el estudio de la correccién cuantica sobre el
analisis de la traza de operadores en la forma A = e %, Por otra parte, sabemos
que estimar dicha magnitud resolviendo el problema espectral (6.3) es un camino ge-
neralmente inabordable. Se hace preciso elaborar un procedimiento que nos permita
obtener un valor aproximado de dichas cantidades, el método del heat kernel o mas
castizamente de la ecuacién del calor, bien establecido en el caso de teorias con
espacio interno unidimensional N = 1 [62, 55]. Parece provechoso presentar el
método en este marco y posteriormente generalizarlo al caso de modelos con espacio
interno bidimensional N = 2, que ocupan la presente memoria.

El problema que se plantea es la obtencién aproximada de la traza Tre "™,
donde H es un operador cualquiera que actua sobre cierto espacio de Hilbert. De
forma particular, nuestro estudio hace corresponder H con —% +V(x) y el espacio
de Hilbert con L?(R). El problema espectral viene representado por la ecuacién

H &) = wi &)

donde hemos hecho uso del formalismo de Dirac en mecanica cuantica, mantenida
a lo largo de esta seccién. Asumiremos la normalizacion genérica de los estados

propios del operador H,
<§k |§k’> = 5(]{3 — kf,) + S(kf)(;kk/

donde en la notacién usual para un espectro continuo quedan inmersos, también, los

posibles estados del espectro discreto. Esta notacién debe ser entendida a lo largo
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de todo el sucesivo texto. El operador e ?", cuya traza queremos estimar, admite
una representacion sobre los estados de posicién originando el ntcleo integral

Ka(,y;8) = (x| e |y) (6.21)

Puede comprobarse que
Kl 8) = [ b (o 160) el ™6} (6 ) =
= [k a6 6 6@ o) -
— [ argi) ula) e

lo que permite identificar el nucleo integral (6.21) si el problema espectral es re-
suelto. La eleccién de la base de estados posicién en el calculo de la traza Tre "
proporciona la funcién de calor,

hy(B) = Tre "M = /de (x| e "M |z) = /deKH(:E,x;ﬁ)

Por ello, el conocimiento del nicleo Ky (x, y; 3) permite calcular el resultado buscado
mediante una simple integracion. Dado que el problema espectral es usualmente
inabordable, resulta poco practico en la identificacion del nicleo. Debe ser elaborada
una via alternativa. Derivando la definicién (6.21) respecto del pardmetro 3, se

consigue la relacion

a — €T — xT
— Ky(z,y;8) = — (x| He PP |y) = —HW (2] e M |y) = —H Ky (z,y; B)

ap
donde H® es la representacién espacial del operador H. Entonces, queda
i—8—2—1—‘/(@ Ky(z,y;8) =0 (6.22)
a/@ 61’2 H I y) - .

de modo que el nicleo integral verifica la conocida ecuacion del calor. La expresion

(6.21) establece, ademaés, la condicién inicial:
Ky(z,y;0) = 6(z — y) (6.23)

La relacion (6.22) motiva la denominacion nicleo de calor o heat kernel del operador
'H para la magnitud (6.21). La determinacién del heat kernel resulta sencilla para un

operador de la forma H, = —% +V? habida cuenta de que las autofunciones de H,
son & (x) = \/%‘Eikx y sus autovalores w? = k% + V°. El resultado final proporciona
la expresion
1 _gy0 _
F,(2.y:0) = 5=e"""¢

2V
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En general identificar el nicleo de calor, bien sea apoyados sobre la resolucion del
problema espectral, bien sea mediante la ecuacion del calor (6.22), resulta un proble-
ma inabordable de forma exacta. Por ello, debemos acudir a un desarrollo asintético
para Ky (z,y; 3). Factorizado en la forma,

K?'l(x’y;ﬁ) :KHv(SC,y;ﬁ)A(JI,y;ﬁ) (624>

el desarrollo en serie mencionado sera ejecutado en torno a 3 = 0 y es explicitado
sobre la magnitud A(zx,y; (3), esto es,

o0

Az, y; 0) ~ Zan (6.25)

n=0

Las condiciones iniciales (6.23) se traducen en los requisitos
A(z,y;0) =1 o bien ag(x,y) =1

Por otra parte, la estimacion de la funcién de calor queda dada como
—ﬂVO o0 )
hw(B) ~ 2\/— Zan con  a,(H) = /_Oodx an(z, x) (6.26)

La incorporacién de (6.24) en la ecuacién del calor (6.22) establece el comportamien-
to de la magnitud A(zx,y; 3), fijada por la ecuacién

0 _ 2 vwy- v°) Al y:) =0 (6.27)

Llevando (6.25) a (6.27), podemos extraer la ley de recurrencia para los pardmetros
an (.’13‘, y)

(0t D)+ =) D (V) V) = S0

Para nuestros propdsitos es preciso obtener la relacion entre los coeficientes en la

(6.28)

forma a,(z,x); de modo que sobre (6.28) debe ser considerado el limite en que y
tiende a z. Esto debe hacerse de forma cuidadosa, dado que tomar directamente el
limite sobre (6.28) introduce magnitudes que no quedan bien definidas. Por ello, se

consideran las cantidades,
O an(z,y)
*) A — lim — 7
)= i =

Derivando k veces la ley (6.28) y tomando después la tendencia y — x, se desarrolla

una nueva ley de recurrencia

k
(k)An(x) _ 1 |:(k+2)An Z( >8J (V — V ) (kfj)Anil(x)
J=

n+k
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lo que permite generar de forma recursiva los (¥4, (z) a partir del primero de ellos

de modo que, ahora, el limite mencionado sobre (6.28) proporciona la relacién bien

definida )
ani1 (T, x) = ] [(Q)An(:v) — (V(z) = V) an(z, :v)}

que permite calcular los coeficientes necesarios en (6.25) y (6.26). Asi, los primeros
coeficientes quedan especificados en la tabla:

ap(z,z) = 1
al(flf,ﬂ?) = _(V_VO)
19°v 1 0n2
as(z,z) = —EW—Fi(V—V)
1oV 1 0OV 1avov 1 0\3
wlot) = g5ae 6 TV e T isas s 6 V)
o bien,
Go(H) = /dx
Q
i (H) = /dm(VVO)
Q
5 19*v 1 0n2
ag(H) = /{;d.%'[—Gaxg-i-z(V—V)
N 1oV 1 0OV 1avov 1 0\3
w0 = [ b g g g g a6 Y

6.5 Aproximacion asintética de AM con N =1

Dada la presencia explicita de la constante i en nuestros desarrollos, optaremos por
el uso modificado de las unidades naturales, considerando sélo ¢ = 1 y salvaguardan-
do el valor de A a lo largo del presente capitulo’. La pretensién de esta seccién es
aprovechar el conocimiento del comportamiento de la funcién de calor descrito en la
seccién anterior para obtener una aproximacion a la correcciéon de la masa (6.15). La
herramienta mateméatica que permite tal labor es la transformada de Mellin. Para
evitar ambigiiedades sobre dicho concepto optamos por seguir el siguiente procedi-
miento en la estimacién de la correccién de la masa de una solucién clasica para un

modelo concreto: en primer lugar reformulamos las magnitudes del sistema fisico

IEn tal caso las dimensiones de cantidades notables son [A] = ML, [z] = L, [¢] = Mz L3,
El=M,[Hl=L2 [w=L"1'ylkl=L""
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mediante variables adimensionales? y basaremos luego sobre éstas las estimaciones
ofrecidas por el desarrollo asintético. En particular, se planteara la manipulacién de
un hessiano adimensional H definido a partir del usual H con dimensiones de inversa
de longitud al cuadrado. Sus autovalores diferiran sélo en un cierto factor Cy, 5 tal
como ya ha sido descrito con anterioridad. Dado el uso reiterado que haremos mas
adelante, recordaremos en este punto la expresién de la funcion de calor o traza del

operador e #M mediante la aproximacién asintética

0

donde los coeficientes a,(H) han sido mostrados en la seccién 6.4. El cdlculo de la
correccion cuantica a la masa (6.15) o (6.20) implica la estimacién de la funcién de
calor para los hessianos asociados a la solucién de vacio y a la solucion kink. El
primero de ellos es resuelto de forma exacta

: 1 1 §
hi, (B) = Tre "M = -V dr = ey (H,)

—— e
2\/ Wﬁ Q 2\/ Wﬁ
lo que permite construir la funcién zeta asociada, via la transformacién de Mellin.

Esta puede ser desglosada por conveniencia en el modo

; D S T TR S AN TR -
Cr,(8) = m/o age® Tre +\F(_3)/1 dpp® Tre =
1 ~ Bﬂv(s)
io(H, ! 3 _ap0
- %F(l)/o dps2 e + By, (s) =
ao(H,)

= m(vo)i_s’}’[—% + S, Vo] + Bﬂv(s)

donde v[z,V°] = T'[z] — T'[z, V] es la funcién gamma incompleta [1]. La traza del
segundo operador mencionado exige el desarrollo asintético para su evaluacion. Debe
advertirse, ademas, que la contribucién de los 7 modos ceros debe ser substraida
convenientemente de la traza de e #"x. Es por ello que,

L/ L/ 1 — 0 1 1
—BHK _ “BHK _ ;0 _ ~ BV gn—1 no—3
Trre P"K =Tre 7™ —je’ = —j 4+ N E an(Hg)e 7V " 2 +o(f™"2) (6.29)

de modo que la funcién zeta generalizada es
1 1

! -1 —BH - -1 —BH
%(s)—ﬁfodm T e K*@/l 45Ty =

n<ngo

J/

B;, (5)

2Asi, la longitud adimensional que caracteriza el sistema correspondera a la magnitud L =
LCyy 51, siendo [Chy 5] = L1
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Los términos B (s) que han aparecido en la definicién de las funciones zeta con-
forman funciones enteras de la variable s. Se presume que su contribucién en la
correccién cuantica es despreciable por motivos analiticos, dado que la exponencial
que aparece en su definicion comienza a adoptar valores muy pequenos. El primero
de los sumandos definido mediante una integracion con 0 < < 1 admite la ex-
pansién asintética introducida en la seccion anterior. Consideremos que el calculo
efectivo de tal desarrollo es realizado mediante los ng primeros sumandos. Por ello,

se tiene
1
y = dp st + . dB 35tn=3 o—°
o) =~ @35+ A PR ) [asgenien
1 3 x
e szan () 33 4 0
b 71 (5)
esto es,

Gule) = 57Ty 2 WM s = V) -

J ' s—1 L _ * (s
g /0 AB 5"+ iy P (8) + By (s) (6.30)

La expresion (6.30) presenta polos localizados en s = %—n. Por otra parte, la funcién
by 71, () €s holomorfa para Res > —ng + 35 [62] y su contribucién caracteriza los
términos del desarrollo asintotico con n > ng, no tomados en cuenta en el calculo
efectivo. Este error es controlable, dado que eligiendo un valor suficientemente
grande para ng la convergencia del desarrollo asintético asegura que estos términos
son despreciables. Los modos ceros provocan la presencia del sumando Ry(s) =
—%S) fol dp 3°~'. Un proceso de regularizacién sobre R, proporciona el valor:

- R PR |
Ro(s):—m/odﬁﬁ )

La expresién de la correccién cuédntica (6.15) introduce la diferencia de las funciones

zeta sefialadas con anterioridad. Recordando que dg(H,) = ao(Hy) se obtiene

no—1 ~ 1.
anHK 2ns

2\/_F 5)

donde el error cometido en la estimacion previa corresponde a los términos

’Y[n—i_s - %,VO]

G (8) = G, () =

(s) = % byt (5) + B (5) — B (5)
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el cual suponemos despreciable en la correccion cuantica a la masa.

Por todo lo comentado podemos escribir la correccién (6.15) en el modo:

hCHH hCHH"O !

AM = - N ' ;%HK Y(WVO) iy — 1,V +
— - )
e <HK>813;1§% Al + 1,19+ (631)
AL,
+h (Ealged — Ealpul) + LR (e V°>+hc;””s<—%)
R2 AR error

ultr

La constante Cy, 5 es incorporada para justificar los factores que recuperan la ex-
presiéon final a partir del hessiano adimensional. Cada uno de los sumandos queda
designado mediante la notacién plasmada bajo las llaves de (6.31). Quedan iden-
tificados en tal expresion la contribucion atribuida al modo cero Ry, el valor del
+ Rultw
la diferencia entre las constantes cosmoldgicas AR y un término de error que sera

desarrollo asintético d,,, los términos de la renormalizacion R, = Rultr
desestimado en los calculos especificos. La divergencia ultravioleta mencionada en
parrafos superiores queda concentrada en el polo localizado en el valor s = —= de
Rl

ar- Recuérdese que este comportamiento motivé el proceso de renormalizamon

de la masa mediante la adicién de los contratérminos R, ., que deben ser obtenidos

ultr?
en cada modelo en concreto. Es logico pensar que estos términos contrarrestan la
respuesta infinita anadiendo a lo sumo una pieza finita atribuida al proceso de renor-
malizacion que denotamos por Ryy,. Podemos profundizar aiin mas en el compor-
tamiento de estos términos, afirmando lo siguiente: los contratérminos R, vienen
dados como una funcién de la magnitud dm? =k [ %\/ﬁi‘/o y dado que la correc-
cion considerada es a primer orden tal dependencia debe ser lineal. Es por ello que
podemos escribir que R%, = A(g, ( ), donde la constante A\ debe ser elegida de tal

modo que contrarreste el polo de R}, . Los términos responsables de la divergencia

ultr*
ultravioleta proporcionan la siguiente respuesta

Rultr = R1111tr + Rultr -
hCwm - (Vo) o
B ~ 1 1 0 1 _ —
gy ) Ty Sals g, VA T G, (5)
hCwm . .- (V)2 1150
L 0\1—s
P AL gy, O [—3 + 5.V + ABg, (3)
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hOwwt - oy s V) 0 AL (V) 0 1
VG al(HK)ig% mW&V ]+ 2\/77;12% I —1—5]7[6’1} | +ABg, (3) =
hCwm . . V) (=3 +¢)
— ) = 1 2 0
I/r 1(Hi) lim e Ve, VO] +
AL (V) 0 _ o1y
g Im il V) 4 B, (3)
hCwm . 0~V | A Cum - (V) ~%er[e, V]
- — a1(Hk)1 — a1(Hk)1
s M) lim L+ e T () Ty I
AL (V) 0 1
hC hCy
= S () + B, (5) =~ [dn (0(@) = V) + A, (4) =
T 47
hC
= —— R (Y(z) = V) + ABy (3)
47 v
habiendo elegido A = hi}’ﬂ a,(Hx) para alcanzar el proceso de renormalizacion,

esto es, los contratérminos adoptan la forma:

Eulon] — £alon] = "I 6, (H)Gr, (3) (6.32)

La contribucién Ry, coincide con el término AR con signo opuesto. Es, por ello,

que la correccién cuantica en el caso de modelos con mundo interno unidimensional
N = 1, a lo cual se cine todo lo explicado en esta seccién, queda especificado

definitivamente como

hCyrnj hCyxn =

B ~ a7 0\—n+1 . 0
AM = = =52 - ; an(Hi) (V)" = LV 4 Error | gy
N 1‘%'0 7 S d:jo

donde el sumando “Error” da cuenta de los términos que son despreciados en la

estimacion de AM,

Error = 5= b (=3) % B (=3) = B (=3)| + AB. (1)

Si bien es cierto que la expresién (6.33) no ofrece una respuesta exacta, posee dos
virtudes; la primera es que se sospecha que es una buena aproximacién (para el caso
del kink unidimensional el error cometido es del 0.07 % de la correccién a primer
orden aceptada como exacta), y la segunda reside en que la correccién es expresada
en funcién del término potencial V(z) del hessiano asociado a la solucién de tipo
kink. No es preciso la resolucion (generalmente inabordable) del problema espectral
de Hx. Esta peculiaridad permitird hacer uso de (6.33) para estimar la correccién a
la masa de los kinks presentes en modelos con N = 2 introducidos en los capitulos

precedentes.
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6.6 Correccion cuantica a la masa del kink en

modelos con N =1

Una vez que el desarrollo genérico del célculo de la correccién cuéntica a la masa del
kink ha sido elaborado, tomaremos en consideracion los célculos particulares para
alguno de los modelos que han sido introducidos en esta memoria. Aplicaremos los
procedimientos descritos a los ejemplos topicos, constituidos por el modelo Seno-
Gordon y el modelo ¢? [120, 66]. La estructura en que es abordado tal anélisis
consiste en una primera discusion dimensional de los modelos tratados, seguida del
calculo de la correccién cuéantica utilizando el procedimiento tradicional basado en
las densidades espectrales, en el que es necesario la resolucién del problema espectral.
Tras ello, y dado que la resolucién espectral es abordable en los casos mencionados,
seran obtenidas de forma exacta las funciones zeta generalizadas y ejecutada la
regularizacion en base a éstas, que proporciona el resultado buscado. Finalmente
pondremos en uso el método del desarrollo asintético, que no precisa el espectro de
los hessiano y que ofrece una estimacién de la correccién que podremos comparar

finamente con los métodos anteriores.

6.6.1 Modelo Seno-Gordon

Uno de los sistemas fisicos mas profusamente estudiado es el modelo de Seno-Gordon.
De hecho, la teoria cuantica es resuelta de forma exacta y correspondié al banco de
pruebas que determiné que la regularizacion que suminitraba la respuesta adecua-
da debia ser basada sobre el corte en igual niimero de modos para los hessianos.
Como ya fue advertido, el trabajo inicial de esta seccién consistird en presentar el
modelo y definir las adecuadas variables adimensionales sobre las que obtendremos
el desarrollo asintético.

La energia del modelo viene caracterizada por el funcional?,

Elx] = /dy BZ—;% + m7(1 — cos ﬁx)] (6.34)

que se transforma, introduciendo las variables adimensionales x = my, ¢ = /X,

e =2 far |+ - cose)] = Z g0

El término potencial presenta un infinito numerable de minimos o vacios degenera-

en el modo

dos, los cuales se hallan situados en

Oy = nm
3Las dimensiones de las magnitudes que caracterizan este modelo se identifican como [y] =
M=*L=ty[m]=L""L
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con n € Z. Ello motiva que el modelo presente un proceso de ruptura de simetria,
en el que aparecen las soluciones de origen topolégico

¢s(x) = 4 arctan e”

que corresponden al conocido solitén (eligiendo el signo positivo) y su antisolitén
(elegido el signo negativo). Es facil obtener los hessianos asociados a las soluciones
de vacio y topoldgicas, los cuales quedan indicados respectivamente como
H :—d—2+1 H :—d—2+1—QSech2x (6.35)
! dx? S dx? '

expresados en funcién de variables adimensionales, V° = 1 y V(z) = 1 — 2sech®x.
Observando la definicién de las variables adimensionales se concluye que la relacién
existente entre los autovalores w,, del hessiano dimensional (obtenido del funcional
(6.34)) y los autovalores w,, del hessiano adimensional (6.35) es w,, = mw,, lo que
induce que la constante Cyy 5y = m.

Finalmente con el proposito de obtener la correccién cuéntica debe ser conside-
rada la prescripcién de orden normal en el funcional energia, lo que proporciona los
pertinentes contratérminos [39]

Eule) = hm Euloc) = —hm [ do i (1 = cosc)

siendo Lo gk ]
_o L _ark Lt
= 47r/0 et~ ar e ()

con L = mL la magnitud adimensional que mide el tamano del intervalo en que

J

queda confinado el sistema fisico que tratamos. En resumen, el proceso de renor-

malizacion agrega la contribucion

9 hm hm

Rin = Ealos] = Ealon] = 77 Ga,(3) [ do (cos o, —cosds) = T G, (3)

lo que coincide con el comportamiento anunciado (6.32) sabiendo que a; = 4.

Una vez considerada las pertinentes resenas sobre el modelo Seno-Gordon, se
ofrecen tres alternativas en el estudio de la correccién cuantica; bien recurriendo
a la expresién (6.11), basada en el concepto de densidades espectrales y que da
un resultado exacto para AM, puesto que es posible, en este caso, la resolucién
de los hessianos (6.35); bien utilizando la férmula (6.20) para recuperar de nuevo
una respuesta exacta; bien empleando el desarrollo asintético (6.33) para estimar
aproximadamente AM. Presentaremos en el orden mencionado cada uno de estos
procedimientos aplicados sobre el modelo en estudio. La razén en la eleccién de este

orden de exposicién parece razonable atendiendo al hecho de que el primero de ellos
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es el utilizado en la literatura al respecto y servira para contrastar los otros dos; el
segundo basado sobre (6.20) corresponde a la expresién fundamentada en la funcién
de calor hy(8) = Tre "M, que nos permitié derivar el desarrollo asintético (6.33)

aplicable en cualquier modelo.

Correccién cuantica: Método de las densidades espectrales

La obtencién del espectro de los hessianos (6.35), introducidos en esta seccién, se
equipara a la resoluciéon conocida de la ecuaciéon de Schrodinger para el problema
libre y para un pozo sin reflexién de tipo Posch-Teller [47, 102]. Sus espectros son
caracterizados por: 1) Spec H, = {1}% U {k? + 1}4er siendo su densidad espectral
po(k) = %, donde es supuesto que L es grande; 2) Spec Hg = {O}U{l} LU{g®+1}ger
con ps(q) = % + %%(;) siendo 0(q) = 2 arctan 2. Junto al estado semlhgado libre
aparece otro asociado a Hg, ambos con autovalor 1 (que hemos identificado en el
espectro con el subindice %), y cuya contribucién en AM se contrarresta. Aplicando

la férmula (6.11) podemos introducir

AM = fim / d qgvq 2 +1 + gct ¢K] ct [¢v] + AR =

hm 24/ q? +1 hm/
T _ooq ¢ +1 \/k2

= 0+£/_g1’(—2sech2x):

T (V@) =

hm

™

como queda indicado en los trabajos [120, 105], esto es, la correccién cuéntica a
primer orden a la masa del soliton queda determinada como AM = —™2. Es, por
tanto, esta magnitud la que serd comparada con los resultados obtemdos en los

restantes dos procedimientos de calculo de AM.

Correccién cuantica: Funciones zeta exactas

La posibilidad de resolucién del problema espectral asociado a los hessianos (6.35),
ya mencionada, posibilita el calculo exacto de las trazas o equivalentemente de las
funciones zeta generalizadas acaecidas en este modelo. FEl paso al continuo del
momento k junto a la definicién (6.16) permite escribir la expresién seguida por las
trazas

Tre s — Tre M — ¢ = —ErfC\/B (6.36)
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lo que proporciona las funciones zeta generalizadas, tras realizar la conveniente trans-
formada de Mellin,

. 1 T[s+4]1
Gres(8) = Cn (5) = 5 T8 s
Este resultado trasladado a la expresién (6.15) da la correccién cudntica
hm . hm
AM = - hm1 [CHS( ) — Cn, (s )}—I—Thm(’m( s)+ AR =
s——3 S_,,
hm [[s+ 1)1 [[s — 1] hm
= — |- lim ——2%~-+lim ——2%| +AR=——
2\/m Sirfl% [[s] s * SLH% I'[s] * s

que se corresponde con la respuesta exacta conocida [120, 105] y donde se ha aplicado

la conveniente regularizacion sobre los polos:

[ls+3]1 [[s — 3 r 1 r
— lim Pls+5]1 + lim Ils — 5] — _lim 1[5] : 4 lim — [e] _
s—»—% F[S] S 5—)% F[S] e—0 F[_§ + 8} (—5 —'— 6) e—0 F[§ + E]
, [[e] , [[e]
= —1 1 =
) ['[: +¢] g L% +¢]
La respuesta encontrada es, por tanto, AM = —™2, que coincide con la encontrada

en la subseccion precedente. Queda establecida, la equivalencia entre los procedi-
mientos de calculo de la correccién cuantica basada en las densidades espectrales y

las funciones zeta.

Correccién cuantica: Desarrollo asintético de las funciones zeta

Finalmente, hallaremos la correccién cuantica mediante (6.33), aplicable ain cuando
el espectro de los hessianos fuese desconocido. Debe recordarse que la respuesta

encontrada es aproximada. La expresién (6.33) consta de los siguientes términos:

o Término de reqularizacion del modo cero. Dada la presencia de un tinico modo
cero, atribuido a la invariancia por traslaciones de la solucion soliton, se cumple

Ry = —3 f’ originando el valor numérico:

Ry = —0.282095 hm

o Términos del desarrollo asintdtico. Para el modelo de Seno-Gordon la suma
parcial de la serie que conforma el desarrollo asintotico es
ﬁm no—1
dy, = an(H n—1,1
o= = > an ()l = 1,1]

n=2

donde los coeficientes @, (Hg) con calculados a partir de los términos poten-

ciales de los hessianos:
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k ar(Hk) no — 1 dnyg

2 2.66667 2 -0.0670702
3 1.06667 3 -0.0782849
4 0.30476 4 -0.0802324
5 0.06772 5 -0.0805373
6 0.012324 6 -0.0805803
7 0.0018944 7 -0.0805857
8 0.00025258 8 -0.0805863
9 0.00002972 9 -0.0805863

El desarrollo asintético converge aceptablemente para los primeros nueve tér-

minos, adoptando el valor:

dyp = —0.0805863 hm

La estimacién para la correccién cuantica de la masa sera:

AM = —0.282095 ﬁT@—Q.O805863 hm = —0.362681 hm
I‘%,o d‘1'0

Entonces, el resultado obtenido mediante el procedimiento del desarrollo asintético
de las funciones zeta proporciona el valor AM = —0.362681 hm. Este valor puede
ser contrastado con el resultado exacto AM = —hTm ~ —0.31831 Am alcanzado en
[120, 105] mediante los procedimientos anteriores. Es comprobado que la aproxi-
macién es aceptable.

Dos son los puntos interesantes que podemos mencionar a partir de la expresion
exacta de las trazas senaladas en (6.36): 1) la posibilidad de encontrar el desarrollo
asintotico a partir de dicha expresién y 2) evaluar cudl es el valor de la funcién
“Error”, que fue despreciado en (6.33). Respecto del primero de los puntos, el
trabajo es satisfecho realizando el desarrollo en serie de la funcién Error Modificada
basada en la férmula (7.1.6) de [1], lo cual proporciona la relacién

hm ~— on _ on+2

!!7[7% 1] = @ny1(Hk) = @nr

o= —20N™ 2
21 = (2n + 1)

lo que reproduce los datos exhibidos en la tabla con extraordinaria exactitud. El

segundo de los puntos aludidos queda resuelto mediante el calculo

hm /OO (1 Erfey/B e P )
Error = —= ag | = — + ~ 0.044373 hm
2ym [y p 2 B2 V7B

que es un valor pequeno respecto la correccion cuantica encontrada. Esta cantidad

corresponde exactamente al defecto de masa hallado en la respuesta calculada en
esta seccion por el método asintotico. Es presumible, ademés, que en los modelos
de tipo kink, esta cantidad sea aun mas pequena de modo que la estimacién de la

correccion serd mas cercana al resultado exacto.
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La conclusion que queremos enfatizar en este apartado es que mediante la féormula
(6.20), basada en la traza del heat-kernel, su posterior transformada de Mellin y una
regularizacion sobre las funciones zeta, hemos reproducido el resultado aceptado en
la literatura [40, 41] calculada mediante las densidades espectrales asociadas a los
hessianos. Debe resaltarse la necesidad de substraer el modo cero asociado a la
solucién solitén. Ademads, y més interesante, el desarrollo asintético de la traza del
heat-kernel, proporcioné una estimacion aceptable para la correccion cuantica. Este
ultimo método sera el inico aplicable en la mayoria de los kinks de los modelos con
N = 2, dado que de forma genérica desconocemos el espectro del operador hessiano
asociado a las soluciones encontradas. Analizaremos en la siguiente subseccion la
correcciéon cuantica a la masa del kink obteniendo resultados similares a los del
presente modelo.

6.6.2 Modelo ¢*

El modelo ¢* es el ejemplo paradigmatico en el estudio de los defectos topolégicos
o kinks. Sera analizado en esta seccién con el propdsito de estimar la correccion
cuantica asociada a la masa de la solucién de tipo kink. Las expresiones (1.36) y
(1.37), proporcionadas en el primer capitulo, caracterizan respectivamente la accién
y la energl’a de este sistema fisico. La introduccién de las variables adimensiona-
les, ¢ = YA X,x = fy, elimina todos los pardmetros de la teoria junto con la

dlmensmnalldad de sus variables?, presentando el funcional energia adimensional

R R R e

que implica un potencial adimensional U[¢] = % (¢? — 1)%. El funcional dotado de
dimensiones puede ser recuperado de forma sencilla dada la relacién E[x] = \”}—;8— [@].
La variedad de vacios, como nos es ya conocido, viene constituida por dos elementos
¢, = %1, cuya energia es nula. Tiene lugar un proceso de ruptura espontanea de
simetria, que permite la presencia de las soluciones kinks:

¢x(z) = £ tanhx

Los hessianos adimensionales asociados a las soluciones mencionadas se corresponden
con las expresiones (VO = 4, V(z) = 4 — 6 sech® 1),

- d? - d>
Hy=——— +4 Hix = ——— +4—6sech’z 6.37
’ dx? K dx? (6:37)
4Las dimensiones de las magnitudes presentes en el modelo atienden a [\] = M~'[L]™% y

[m] = L71.
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cuyos autovalores permiten recuperar los pertenecientes a los de los hessianos ori-
ginales (con dimensiones de inversa al cuadrado de longitud) mediante la corres-
pondencia w,, = %@n. Entonces, la constante que recupera las dimensiones en
las formulas de la correccién cuantica a la masa mostradas en este capitulo es
Cyn = % La longitud adimensional que caracteriza el sistema es L = %L.
El orden normal sobre el funcional energia afecta al término potencial, generando
los contratérminos Eq[x] = V2 hm Ex[¢], siendo

Eet[pc] = /d:c (—%5m2¢%>

“dk 1 3
6_2: —_— = — l

Es, por ello, que la contribucién debida al proceso de renormalizacién puede es-

donde

cribirse en la forma
3k
Ri, = €lon] = €16 = =22 om [ o (6% = ¢%) = T2 6n 3

lo que sigue la relacion predicha en (6.32), teniendo en cuenta que a; = 12.
De forma andloga al ejemplo anterior, hallaremos la correcciéon cuantica a la
masa del kink mediante los tres procedimientos descritos en este texto, comparando

las respuestas proporcionadas por cada uno.

Correccién cuantica: Método de las densidades espectrales

El espectro de los hessianos presentados en (6.37) puede ser obtenido. Este queda
caracterizado por los siguientes autovalores: 1) Spec H, = {4} 1U {k?+4}er siendo
su densidad espectral p,(k) = %, donde el sistema es confinado en una caja de
tamafio adimensional L grande; 2) Spec Hx = {0} U {3} U {4}, U {¢* + 4} yer

donde pk(q) = % + %%(qq) con 6(q) = —2arctan 3‘22. De nuevo, existen dos
estados semiligados con autovalor 4, asociados al operador libre H, y al operador
de tipo Schrédinger con potencial Posch-Teller sin reflexion Hyg, que contrarrestan
su contribucién en AM.

Aplicando las férmulas (6.10) y (6.11), la correccién cudntica serd especificada me-

diante el siguiente calculo

AM = 2\/><\f+ /‘Zodoq\/q2+4cwd(®>+Sct[¢K]_5ct[¢v]+AR_

_ VBhm  hm /sz 3vV@? +4(¢° +2) | 3hm / hm () -4 =
B RN B e R R W \/kQ a
_ V3hm  hm hm / 2(—6 sech? ) =

s 6 avor
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hn ()
2./6 \/577
resultado transcrito en el trabajo de R.F. Dashen, B. Hasslacher, A. Neveu [40, 41],
retomados posteriormente utilizando diversas técnicas por H. Nastase, M. Stephanov,
P. van Nieuwenhuizen, A. Rebhan, [120, 105], M. Bordag [24], A.I. Bochkarev [22],
R.L. Jaffe, E. Farhi, N.M. Graham [66] entre otros. Esta magnitud sera la referen-
cia sobre la que compararemos la respuesta obtenida mediante las otras dos técnicas
desarrolladas en este capitulo, con especial mencién del desarrollo asintotico.

Correccién cuantica: Funciones zeta exactas

En el presente caso, el problema espectral es abordable de forma exacta, lo que
permite calcular como en la seccién precedente las expresiones seguidas por las
funciones de calor mediante la ecuacién (6.16). Esto permitira verificar la bondad
del proceso de regularizacién basado en las funciones zeta generalizadas. El paso al
continuo de los momentos en el espectro de los hessianos permite la escritura de

Tr e—ﬂﬂK —Tr G_BHU — 60 = 6_35 — 6_3ﬁ El"fC\/B — Erfc 2\/3

lo que proporciona la diferencia de las funciones zeta asociadas al kink y al vacio
tras realizar la transformacién de Mellin,
4 T5+s 2 1 T3+54

G (8) — G, (8) = “/ms T T ﬁ?’_i T'[s]

2F1[%7%+87 T ]

ol
Wl

El proceso de regularizacién mostrado en la expresién (6.15) proporciona la correc-

cién cuantica:

hm 3hm
AM = ——= lim (¢ (s) = Cr,(s)) + Z== lim (g, (s) + AR =
hm A7T[L + 5] , T[L+5]
= lim |[———=2 "~ 49.37 252~ gl 3 1
2V 2m s—lEl% { sI'[s] * ’ I[s] °* 13355 3]] +

3hm . T[s =1 ( 1 3 )
+ lim4z "~ 2 L AR=hm | — — —
227 51 I'[s] 2v6  V2r

El calculo precedente implica la conveniente regularizacién sobre los polos:

475T[L + 5] v T[54 ] [s — 1]
lim |———2—— +2-3727°=2 Fil3.5+s5,—3]| +3lim42~° 2 =
S_1>1E17 [ ST[s] + 2 5] 2 1[2a 5T 8 5, 3] + SI_I)I% 2 T[s]
1
. 427¢T[e 37 ¢I'[e . 47 °T[e
=lim | ——— [ }1 2 T ] QFl[%,e,%,_%] +31 T ]
=0 | (=g+e)l[-5+¢e] T[—5+¢] e=0I'[5 + ¢

= lim [—5277 + \/27?[—2 +y+Ind+1(3)] +o(e)

_l’_
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1 1
+an-+h+m3+w@>—ﬂm;m§r@n+da v

50 Ef f
lim | —— — [y +Ind + (L -
w2 - b ma o]+ o)
1 193 _1 T
:ﬁ<2+ln42F{[2,0,2,3]> — g
Por tanto, la respuesta proporcionada por la regularizacion de las funciones zeta
es AM = hm ( Ve f , la cual coincide con la aceptada como correcta en la

literatura. Queda demostrada para este caso la bondad del método utilizado.

Correccién cuantica: Desarrollo asintético de las funciones zeta

Estimaremos, finalmente, la correccién cudntica a la masa del kink empleando la
férmula del desarrollo asintético (6.33). En él quedan identificados los siguientes

sumandos:

o Término de reqularizacion del modo cero. La contribucién dimensional pro-
porciona el sumando Ry = %, considerando que j = 1 en (6.33) puesto que
aparece un unico modo cero, asociado a la invariancia traslacional del sistema.

Corresponde al valor numérico

Ry = —0.199471 hm

o Términos del desarrollo asintotico. En este caso la serie queda expresada en

la forma

donde los coeficientes de Seeley son obtenidos de forma recurrente a partir del

término potencial, dando lugar a los resultados:

k ar(Hk) ng — 1 dng

2 24.0000 2 -0.165717
3 35.2000 3 -0.221946
4 39.3143 4 -0.248281
5 34.7429 5 -0.261260
6 25.2306 6 -0.267436
7 15.5208 7 -0.270186
8 8.27702 8 -0.271317
9 3.89498 9 -0.271748
10 1.63998 10 -0.271900

de modo que concluimos
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Conjugando todos los datos hallados se tiene:

AM = —0.199471 hm — 0.271900 hom = —0.471371 hm
Ro dn

que puede compararse con los resultados obtenidos en diversos trabajos [40, 120,
105, 41, 24, 22]. Todos ellos proporcionan como valor de la correccion AM =

hm ) ~ —0.471113hm. El error cometido en la estimacion obtenida

W Vi
por el método asintético es del 0.07 % de la correccién exacta.

La obtencion de las expresiones exactas seguidas por las funciones zeta en el
apartado precedente abre la via para contrastar su desarrollo en serie con el obtenido
mediante del desarrollo asintético. Aplicando de nuevo la férmula (7.1.6) de [1],

puede concluirse que

hm o0 1 + 22n+1 B 2n+2(1 + 22n+1>
dog = — A = ap1(Hk) =
2\/%;2”(271“)!!7[” | = a1 (Hac) 2n + 1)

lo que permite alcanzar los datos plasmados en la tabla en buena aproximacion. Otro
de los aspectos importantes es la posibilidad de calcular el error cometido mediante

el método del desarrollo asintdtico. Se tiene que

hm /zloﬁ {_ 6_3f N e_wErfc\/B N ErchS\/B N 3e—48
221 )y 2032 202 2062 VT

lo cual representa un valor satisfactoriamente pequeno respecto la correccién cuantica

Error = ~ 0.00032792 hm

encontrada. Se ajusta de forma exacta con el defecto de masa encontrado en la res-
puesta determinada por el desarrollo asintético.

6.7 La ecuacion del calor: Caso bidimensional

Una vez que ha sido descrito el procedimiento de célculo de la correcciéon cuantica a la
masa de kinks en modelos con espacio interno unidimensional N = 1, trataremos de
extender estos conocimientos a los modelos con espacio interno bidimensional N = 2.
Dado que el espectro de los hessianos asociados a estos modelos son genéricamente
irresolubles, queda vetado el uso de los métodos de las densidades espectrales y el
de las funciones zeta generalizadas en su version exacta. Desarrollaremos para estos
casos, por tanto, el método asintotico. Ello exige el estudio de la ecuacion de calor
bidimensional que mostramos en los siguientes parrafos.

El operador hessiano en sistemas fisicos con N = 2 es un operador diferencial
matricial de orden 2, como viene indicado en (1.40). El espacio de Hilbert quedard
especificado por L?(R) x C. El problema espectral (6.3) viene dado como

i v () -4 (En) o0
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Vii(z) Via(z)
Via(z) Vao(z)
Dirac puede ser trasladado en este caso, asumiendo los convenios,

donde V'(x) es la matriz de funciones V' = ( > El formalismo de

(@ e =&i@)  (@H=H](I] = H =(|H])

donde los estados posicion deben especificar la componente del estado requerida y

'HZ(;) es la representacion espacial de las componentes del operador H especificado

en (6.38). Entonces (6.38) puede escribirse como
(#'| H |&) = wi (2" &)
El ntcleo integral queda definido como
Kyi(a,y; 8) = (2’| e [y7) (6.39)

de donde se verifica que

<xz} e P g = Z/dy <$z| e M |y]> (v |&)

La resolucién del problema espectral permite identificar el nticleo integral (tal y

como ocurria en el caso unidimensional) a la vista de la relacidn,
Ky(w,y:8) = (a'[e”™]y) =
= /dk: /dk’ (a" €x) (&l e [&) (Gu |y7) =
— / dk / dk' €9 (y) € (x) e 0 (&, |&) =
— [areiw e

Este procedimiento de calculo del ntcleo integral se ve truncada en la mayoria de
los casos por la imposibilidad de resolver de forma efectiva el problema espectral.
Como en la seccion precedente, es facil verificar

a i _ i — x 1 —
a5 (@l e ) = ('] = He T ) = 1P @ | e )

o equivalentemente,

(31—@—21+V(:c)) K (z,y;6) =0 (6.40)
88"~ o2 PR '

lo cual nos permite manifestar que el nicleo de calor Ky (x,y; 3) verifica la ecuacién

del calor generalizada a dos grados de libertad con condiciones iniciales

K;i(m, y;0) = 54 oz —y) (6.41)
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La resolucién de la ecuacién (6.40) es inabordable en la mayoria de los supuestos, por
lo que implementaremos métodos aproximados para estimar la magnitud K;ﬁ (x,y; B).
La funcién de calor hy(/3), esto es la traza del operador e=?*, viene relacionada con
la nociéon de ntcleo integral via la integracién sobre el pardametro espacial x y la

traza sobre los indices jk,
2 ..
h(B) = Tr e = / ks (&l e [g) = 3 / dx K (z, 2, 3)
j=1

Aun cuando el nticleo integral asociado a un hessiano no pueda ser obtenido de forma
exacta, podemos elaborar un desarrollo en serie tomando como punto de partida el

hessiano asociado al vacio,

Mo dacg + VP 0
§ 0 dx2 +‘/2

cuyo kernel puede ser obtenido de forma exacta,

( ) 1 (90—411)2 e < 10 0 ( )
H’U 7y7 2 / /6 O _5‘/20

Se estipula que el niicleo integral del hessiano Hg asociado a la solucién kink puede
escribirse mediante la factorizacion

e ( e A (2,4 8) €Y% Ava(z, 3 B)
e P Agi (,y:8) e 7V Aga(a,y; B)

(6.43)

donde las magnitudes A;;(z, y; 3) pueden ser desarrolladas en serie de Taylor respec-

1
2\/m 3 c
to del valor = 0, proporcionando la expresion

Aij(x,y; B) = Za“ z,y) [ (6.44)

y donde las condiciones iniciales quedan establecidas por
Aij(z,y;0) = 69 o bien al (z,y) = 0V (6.45)

Al uso de este desarrollo en serie, el valor de la funcién de calor, que es el resultado
que tratamos de alcanzar, se corresponde con

hi(B) = Tre™ 7T =

[ =BV G (M) + e B ~22(71}()] g (6.46)
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con la usual definicién @ (Hk) = [ dx a¥(x,x). Si (6.43) es introducida en (6.40),
el sistema de ecuaciones cumplimentadas por las magnitudes A;;(z, y; 3) queda re-
flejada en las expresiones:
9 eoyo P
0B B Ox  Ox?

0 x—y 0 0?
(% + 3 95 012 + Vll(x) - V20> A12($>y§ﬁ) + VlZ(x)AM(:U:y?ﬁ) =0 (6.48)
ﬁ n r—y 0 0?
tol6} 3 0z Ox2
< 0 x—y o0 0?

+ Viu(z) — Vlo) Av1(z,y; 8) + Via(z) Aoy (z,y;8) =0 (6.47)

+ Vaa(z) — Vlo) Ao (z,y; 8) + Via(z) Ari (2, y; ) =0 (6.49)

BB oz 0x°

+ Vaa () — V20> Az (z,y; ) + Via(w) Ar2(z,y;6) =0 (6.50)

Usando el desarrollo en serie (6.44) de las componentes A;;(x,y; 3), las ecuaciones
(6.47)-(6.50) se convierten en las leyes de recurrencia

aall x, 2a11 T
(n+1)all (,y) + (¢ — y)LosE0) _ Feaen) 4 (v, y0)all(z,y) + VigaZ(z,y) = 0

8(112 T, 2a12 x,
(n+ Dal2 (z,y) + (¢ — y) Lot @0 _ i) | (v, — V)al2(x, y) + VisaZ(w,y) = 0

da?!, | (z, 2421
(n+1)azl ) (z,y) + (x —y) ﬂJblm( v _2 agx(f’y) + (Voo = V?)a2 (x,y) + Vizall(z,y) = 0

8a22 | (z, 2,22
(n+1)a22 | (z,y) + (z — y) ”51( w2 5m(2 )y (Vag — V9)a22(z,y) + Visal2(z,y) = 0

De nuevo el paso al limite y — x requiere manipular minuciosamente las expresiones

(6.47)-(6.50). En primer lugar, quedan definidas las magnitudes
ij OFai(x,y)
®) A7 () = 1 n\""
n () = lim —2-7
de modo que derivando k veces las expresiones recurrentes mostradas arriba y lle-

vando a cabo posteriormente el limite en el que coinciden x e y, debe cumplirse

K\ [ (Vi = V) gy 411 Vi hjy 421, ]
(5) |2 0]l )+ Z2200 4 )

(
>

donde mn; = n+k+ 1. Ademds WA (z) = 6*°6. Todas las consideraciones
anteriores permiten escribir desde las ecuaciones (6.47)-(6.50) el resultado:

11 1

(o) = —=|04,@) - (Vul@) - V) )l (@,2) - Via(e) a2 (@, 2)|

My,

® 42 () = —— {@“)AS(@ -
k

_aj(V11 — ‘/20) (k*j) 12 _ ) 22 i
0w A, (x) + e A, (90)_

> a‘jV12 (k J
> _8J(V22 Vl )(k ) A 1(x) + (93‘/12 (kij)All(x)_ }
2z "

M» M-

My,

WA () = —— {M
k

<.
I
=)

M@

042 (@) = — {(M) D2
X

M,k

<.
I
=)

M»

oxJ

B A () = —— {M
k

My,

_aj(V22 VQ )(k j A Q(x) 4 5JV12 (kij)A12(x)_ }

<.
Il
=)
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1 - -
ada(@.e) = e |4 @) — (Vle) = V) @ (. 2) = Vigle) o (v, 2)
1 - -
aalea) = —= | P4 ()~ (Veolw) = V) @) w,2) = Vaa(a) ) (2, 7))
1 - -
aawa) = —= P47 @) ~ (Viale) = V) a2(w,2) = Vo) ) 2)

Finalmente, pueden ser exhibidas las expresiones de los coeficientes de indice mas
bajo. Son presentados en la siguiente relacion:

af (w,z) = 87

ai'(@,z) = —(V(z) = W)
al?(z,2) = —Vis(x)
ai'(z,x) = —Via(x)

(z, )

1 82V11 1 1
ay' (z,2) = ~6 922 §(V11(96) -’ + 5‘/12($)V12(1’)
10%V; 1
a%2($a$) = 7667;2 5‘/12(1‘) [VH(:C) + ‘/QQ(x) — 2‘/20]
1 0%V, 1
a3 (v,x) = _EW;Q §V12(96) (Vi1 () + Vao(x) — 2V7]
10%V: 1 1
a3’ (x,x) = _56752 §(V22(17) —Vy)?+ 5‘/12(I)V12(ar)
1 'V, 1 0%V, 1 oV, 1 9OV OV,
11 _ Loy 1 10 u 1 12 10V ovi
az (r,z) = 60 92t + 6(‘/11(30) V) 92 + 6‘/12(17)781‘2 + TR
1 0Vig OV} 1 1
5o ae g (Vi2@)* (Var() = V) = (Vs () = V)?
1
*5(1/12(1?))2(‘/11(93) -)
1 0% 1 0V 1 OVig 1 0Vaa OVaa
22 _ b 1 _ 10 L -
a5 (1,0) = —go e TR~V + Vel g+ 550

1 0Vi2 OV 1
5o e~ g V@) (Vi) — V)

(Via(2))*(Vaz(z) — V)

1
6

(Voo () = V3)?
1

3

6.8 Aproximacion asintotica de AM con N =2

Las expresiones encontradas en la seccién 6.5 referidas a la correccion cudntica para
modelos con espacio interno unidimensional pueden ser generalizadas para el caso

de modelos con espacio interno bidimensional. En los sucesivos parrafos se analiza
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esta generalizacion en una forma escueta dada su similitud con el caso ya tratado
en la seccién 6.5. Como ya fue advertido basaremos nuestro estudio sobre hessianos

adimensionales

_ &40 0 - <+ V() VlQ( )
Hv — dx Hee = dx
( 0 de Vg ) b < Vi () dmz + Vao()

que no introducen ambigiiedades dimensionales en la funcién zeta generalizada. La
traza atribuida al operador e=?"v es
. L 0 0
Tre v = —— (eiﬂvl + e"BV2)
2/73

lo que proporciona la funcién zeta generalizada asociada al hessiano del vacio

_ L
2 /als]

La correccion cuantica introduce ademas la traza del hessiano Hy, la cual debe ser

Gra(s) = (005314 4 5,0 + )9 [=4 +5,8]) + Br, (5)

estudiada mediante el desarrollo asintotico introducido en la seccién anterior. No
hemos de olvidar que debe ser substraida la contribucién debida a los 7 modos ceros
del hessiano. Entonces, para 0 < 8 < 1,

Trre- 9 Ty _ ;o0 4 0 i*l(ﬂ )ﬁ"‘ﬂifm}g iN”(H Jei:
e =Tre je’l = —j N nzoan K NG nzoan K
lo que permite escribir
j 1 no—1
~11 (1 0\2—n—s 1 1,0
1 —(r - Hx)(Vr)? -5,V
G 9) = G9) > =+ ] [ (o) V)31 5 — 1, W]+

donde se han despreciado los términos
1 *
e(s) = (s) by 71 (8) + By () — B, ()
Ademas, es preciso obtener la diferencia entre las constantes cosmolégicas. Asumien-
do que trataremos con hessianos bidimensionales cuyas componentes no diagonales

se desvanecen para grandes distancias, tendremos

h
AR = ~ox 11_>I£lo [\/kQ + V001 (k) + \/ k> + V3 52(1{3)]

de modo que el uso de la aproximacion de Born [59] para hessianos bidimensionales,
que describe el comportamiento de los desfasajes para momentos altos,
1 [ 0
ou(k) =~ -5 di’«“ [Via(2) = Vi + Via ()]

L[~ 0
o diE [Vaa () = V' + Vig(x)]

>
[\
—~
&
~—
¢
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proporciona la contribucion sobre los términos potenciales adimensionales

h C'H,'Fl

A p—
i 47

<V11(Zf) — V? + 2V12( ) + VQQ Vg>

lo que permite completar la férmula seguida por la correccién cuantica a la masa

del kink:

AM =
h CH 7:[ TLO—l - _ o 3 ~ »
== 2 [a () )T = 1) + 6 (Fa) (V) Tyl — 18] +
n=2
dng
Loy —3sgl! 7[84_%’]}1] —1s-22 v[s + 3, V9]
* 4T slirfl% (Wl) ar (Hx) T T(s) +(V3) 7270 (Hi) - T(s) +
Rlllltr
& T - hCyx
+h Cu (5ct[¢K] _gct[¢v]) + 471" <V11( ) Vl +2V12( )+V22 V2> B
R1211tr A‘rR
2/ 2 2
R
0

De modo anélogo al argumento usado en el caso unidimensional, los contratérminos

se corresponden con una funcién lineal en ém? y por ello B2, = X3, (3), donde la

constante A debe ser elegida de tal modo que contrarreste el polo de Rl . Es por
ello que podemos concluir que
Rultr = Rultr + Rultr Rultr + A hl’Il C’H ( )
_ O af' (Hi) (V)2 =[s + 3, W+ad (Hi) O8) 2"y ls + 3, V3] N
4y 51 ['[s]
ALy W) lg t s VI Ol sVl gy
2\/% ol T[s] T2
WG @ ) e V] + @) )
4\/_ e—0 F[—% + 8]
AL m WD) le W+ () [e V) L (1) =
Toym i I +¢ T2
_ WG (5 ) (@ (M) (V) e, VI + @2 (i) (V)= V3]) N
4\/_ e—0 F[% + 8]

JAL O VI 4+ ()1 M
Foym E+e

+ By, (3) =
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hCpp a1 (M) (V) “eyle, I+t (Hk) (V3) erle, V3]

— A Bs (1)) =
4ﬁ 51—r>1(1) I‘[%+€] + Hv(z)
_ hOH,ﬁ ~11 Hy a22(H Be (1) =
= TR (a0 () + 6 ()] + B, (3) =
hCy B _ _
= —— /d:p (Via(2) = V] + Vao(7) — V3] + By, () =
hCyh B _
= 2 (Vul@) W+ V(@) — V3) + By, (3)
habiendo elegido A = ﬂ [a' (Hk) + a3?(Hxk)]. Con todo ello, la correccién a la
masa viene deﬁmtlvamente determinada en la forma
hCymj  hCyg = o G hChn =
AM ~ — : — ’ —n+1 -1 0 )
2\/T 87 ; ; (H ) V)" e = 1, V+ 5 WVi2(2))
h\,—/ \ ~ J/ \a ~ J/
RO dno Rultr+AR
(6.51)

o bien, para aquellos casos en que el término Vis(x) sea impar (como en los casos

que trataremos),

hCymi hCum =N

_ _ ~kk (2 0\—n+1 _ 0
N - - ~ S
Ry dno

donde el término no computable en un problema general, designado por “Error” es
|y e

Error = (—3) + By K(—%) — Br,(=3)| + ABg,(3)

6.9 Correccion cuantica a la masa del kink en

modelos con N=2

Terminaremos el capitulo, utilizando las técnicas descritas sobre dos modelos de
espacio interno bidimensional ya tratados en capitulos precedentes, son el modelo
MSTB y el modelo BNRT, este tltimo abarca el modelo III[1][11]. El primero de
ellos introduce un parametro no trivial o que genera dos fases distintas, la primera
0% > 1 en la que existe una tnica solucién kink, el TK1, y la segunda 02 < 1 en
la que aflora una interesante variedad de kinks, que engloba la soluciéon TK1, TK2
y los NTK(7;). En este rango estamos interesados por la solucién estable TK2.
Obtendremos la correcciéon cuantica a dichas soluciones. Por otra parte, el modelo
BNRT presenta también una amplia gama de soluciones de tipo kink. En parti-
cular, nos centraremos en los kinks estables TK1 y TKD(0) de los que conocemos
explicitamente la expresion de su hessiano y podremos aplicar los procedimientos
anteriores.
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6.9.1 Modelo MSTB

El modelo MSTB, estudiado exhaustivamente en el capitulo 2, presenta un funcional

energia correspondiente a la forma

10x10x1  10x20x2 = A? 2 2 m?\” b5 2
g pum— d —_— —_— —_— _—— RS

donde las constantes de acoplamiendo que entran a formar parte del sistema fisico
tienen las dimensiones [3] = L™, [\*] = M~'L73. Es por ello, que el sistema
introduce un término potencial

A2 ) ) m2 2
U(X1,X2):Z X1+X2—F +ZX2

La prescripcion de orden normal introduce en la correccion AM los contratérminos

1 1
EalX] = /dy [—§A2h(35m% +oma)x: — §A2h(36m§ +om2)x3 + D (6.53)

donde ém? = [ Z—Z\/ﬁ con V! =2m? y Vi) = %2 En la expresién (6.53)
q i

pueden distinguirse las contribuciones asociadas a la renormalizacion de las dos

masas que caracterizan el sistema,

1
Ealx] = —5\hom] / dy [3xT + x3]
1
EilX] = —gN\hom; / dy [x3 + 3x3]
La introduccién de las magnitudes x = $¢, y = %EIL' y o? = f—z permiten encontrar

expresiones adimensionales que caracterizan el modelo en estudio. Asi, pues el fun-
cional energia puede escribirse como E[x] = \g—;g [¢], donde E[¢] es el funcional

adimensional

S Ldpydpy  ldpadps 1 5 4 2 O
g[qb]_/dxbdx da:+§dx d:p+§(¢1+¢2_1) +7¢2

mientras que la relacién entre los autovalores asociados al hessiano con y sin dimen-

siones es w,, = %@n, lo que consecuentemente proporciona que Cy 5y = % Al uso

de tales variables fue demostrado la presencia de las soluciones triviales ¢, = =41,
junto a otras soluciones estables, de naturaleza topolédgica, segin el régimen de va-

2. Si el rango correspondia a 0 < 02 < 1, la

lores adoptados por el parametro o
solucién TK2,

¢rre(x) = £tanhox + i g sechox
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conformaba la solucién de minima energia en su sector topologico, siendo el hessiano
asociado

HTK2 _ —% +4 —2(24 0?)sech® oz ] 46 sech oz tanh oz
46 sech ox tanh oz —& + 0% +2(2 - 30?) sech’ o

mientras que si acaecia el rango o2 > 1 la solucién TK1,
¢rki1(zr) = £tanhz

adquiria tal papel, siendo su hessiano la forma diagonal

KL _ —j—;—i—ll—ﬁsechzx ] 0
0 —j7+02—286Ch2x

Una vez introducidos todos los preliminares acerca del modelo MSTB, pasaremos al
calculo de la correccion cuantica a la masa de las dos soluciones kinks mencionadas
segiin los valores del pardmetro o. En el rango 02 > 1, el hessiano asociado a la
solucion estable TK1 es diagonal y sus componentes presentan problemas espec-
trales que pueden ser resueltos. En este caso podremos utilizar tanto los métodos
que aportan la respuesta exacta, de densidades espectrales y de las funciones zeta
generalizadas, como el desarrollo asintético. Sin embargo, en el rango 0 < 02 < 1, en
el que el kink con dos componentes no nulas TK2 es estable, sera el tltimo método

el tinico capaz de proporcionarnos el resultado buscado.

Correccion cuantica del TK1: Densidades espectrales

La evaluacién de la correccion cuantica a la masa del TK1 puede ser abordada medi-
ante la expresién (6.11), dado que el caracter diagonal del hessiano implicado permite
resolver el problema espectral. Entonces, la contribucién de cada componente en el
hessiano serd aditiva, tal que se tiene que AM = AM(HTEY) + AM (H ). El es-
pectro de los hessianos adimensionales queda especificado segin la forma siguiente:
1) Spec HIE! = {0}U{3}U{4}1 U{¢*+4}4er con desfasajes 01 (q) = —2arctan ;=45 3 5
2) Spec HIK! = {02 — 1} U {02}% U {¢® 4+ 0% },er con desfasajes d2(q) = Qarctan .
Existen dos estados semiligados libres junto a otros dos asociados a cada compo-
nente del hessiano H™X!, los cuales contrarrestan su contribucién en la correccién
AM.

El célculo de AM(Hi;) se corresponde identicamente con el realizado para la co-
rreccion cuéntica a la masa del kink en el modelo ¢*, y por ello, AM(Hy) =

hm ( N f ) AM (Hsz) es obtenida escribiendo

I} S dq 04 s
AM(Hx) = % [ oot / ;r(;c(lq) @+ 0% | + E[prra] — E5ldu] + AR =
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hm hm 2V/q* + o2 2 hm 9
_ o2 _1— d — + Voo (x) —0%) =
2v/2 4\/577/ 1 1+ ¢? VG + o2 4\@7r< 2(2) >

. Vo? -1 1 1
=nhm | ——————arcsen — — ———
ﬁﬂ o \/§7r
de tal modo que la correccién cuantica a la masa para la solucion topoldgica de una
componente TK1 sera:

AMTKl = hm

V3 4 N o2 —1 1
— arcsen —
6\/§ \/§7T \/_ 2T

Si 02 < 1 la respuesta es compleja, indicando la inestabilidad del kink y por ello
puede decaer a otra solucion.

Correccién cuantica del TK1: Funciones zeta exactas

En este apartado aplicaremos la regularizacién mediante el uso de las funciones
zeta generalizadas. En este caso podemos considerar el método sobre cada una
de las componentes de los hessianos asociados. Es, por ello, que dado el estudio
considerado en la seccién 6.6.2 al respecto, la primera de las contribuciones puede
ser escrita directamente, AM(Hy,) = hm ( 5~ 7o ) La segunda contribucién
precisa hacer explicitos los calculos. El conocimiento del espectro de los operadores

hessianos permite obtener
Tre P —Tre MM — 0 = —1 4 ¢ P71 _ =D Brfe \/B

que proporciona la diferencia entre las funciones zeta generalizada sobre el kink y el

vacio,
2 I[5 + s
V7 (02 —1)zts T[]

Por otra parte, los contratérminos que afectan a esta componente pueden plasmarse

C;kqum(s) - CHQQ(S) =

oFit L+, 3; 51

en el siguiente modo

h
53t[¢TK1] - ggt[ﬁbv} = _%/\27157”3 / dx[X%(QbTKl) - X%(va)] = \/—Tﬂ; (7%32(%)

donde se ha tenido en cuenta que CHU —3) = ¥ f \/— siendo L = \’}%L la

magnitud adimensional que determina la longltud del sistema. La regularizacion
basada en las funciones zeta generalizadas requiere la continuacién analitica de la
expresion precedente sobre el plano complejo,

EailCry, (s)] = lim

iy 72 G, ()
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La aplicacion de tal regularizacion concluye

AM(Hy) = h\/— %[CHTKI( 8) — Crz, (8)] + % ShII% Cry, (s) + AR* =
- 2vs i T
% 2 om 2\/_ (o F[_r%[s]+ L an -
N 27?/7;7 B (0 2 1) r[—ri ] 2Filz e 5l +
+2}\1Z_7T lim (a%‘%@i 3" AR =

1 1
2\/%6*0{ Vre /T

Qﬁllﬁ%[fg \/1% [—v—lnoj—w(%)}} +AR? =

—1
_ fm <2+1n" — L F][5,0,% 2 ])_h_m:

2271 o? 2w
Am 5 1 hm

= —+Vo0?—larcsen — — ——
V2or o 2w

donde por o F[a, b, ¢; z] denotamos la derivada de la funcién hipergeométrica respec-
to del segundo argumento. La respuesta final se obtiene de sumar las dos con-
tribuciones atribuidas a las componentes del hessiano, AMrk; = AMrki(Hi1) +

AMrki(Hag) = hm [ 5 f \ﬂr + X2 f Larcsen ] que coincide con la respuesta en-

contrada anteriormente®.

Correcciéon cuantica del TK1 y TK2: Desarrollo asintético

Finalmente aplicaremos el desarrollo asintotico para obtener la estimacion de la
correccién cuantica a la masa de los kinks TK1 y TK2. La virtud de este método es
que evita la resolucion espectral de los hessianos, de modo que incluso en el rango
de las soluciones TK2, donde los hessianos son no diagonales, podremos obtener
estimaciones a tal correccion.

La aplicacién de la férmula (6.52) exige en primer lugar la evaluacién de los
coeficientes del desarrollo asintético a}'(Hrk: ) y a? (HTKI) en el régimen o2 < 1
v al'(Hrko) v a??(Hrk2) en el régimen 0 < 0% < 1. Estos quedan exhibidos en la
siguiente tabla:

5El resultado obtenido puede escribirse en una forma més simétrica dada por la relacién AM =
(2 +In2 — ,F{[3,0,3; 2 ’1 [3,0,3; L ]) + AR, sobre la que quedan

59973 125 521

2f
aisladas las contribuciones de los espectros dlscretos y continuo de cada hessiano.
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oc=04 o=0.5 o =0.55
i al(Hrx2) a2 (Hrxk2) @ (Hrke) @22 (Hri2) al(Hrx2) a2?(Hri2)
1 21.5885 -15.1848 17.9984 -9.99909 16.7449 -7.94519
2 42.2799 26.5812 34.9975 16.3313 32.4671 12.6500
3 57.4180 -30.1703 47.9636 -16.8309 44.7212 -12.3062
4 58.5047 25.8672 49.4219 13.2491 46.3860 9.16729
5 47.6157 -17.8041 40.6415 -8.41779 38.3798 -5.58457
6 32.2580 10.2438 27.7911 4.4983 26.3875 2.87923
7 18.7171 -5.06707 16.2632 -2.08006 15.5166 -1.29275
8 9.4974 2.19973 8.31759 -0.849979 7.97034 0.516246
9 4.28184 -0.851489 3.77771 -0.295903 3.63439 -0.186287
10 1.73679 0.297602 1.51992 0.0884623 1.48987 0.0614301
c=0.6 o=0.7 c=0.8
i all(Hrx2) 22 (Hr2) @ (Hrke @22 (Hri2) al (Hrke a2?(Hri2)
1 15.7831 -6.13326 14.2285 -3.02857 13.2000 -0.4000
2 30.4424 9.45048 27.5051 4.95579 25.6320 2.42133
3 42.1577 -8.61765 38.5365 -3.88117 36.3858 -1.46193
4 44.0430 6.17577 40.9039 2.58248 39.2877 0.984184
5 36.6873 -3.61578 34.5847 -1.43041 33.7529 -0.53935
6 25.3728 1.80867 24.2279 0.696572 23.9672 0.267282
7 14.9467 -0.795022 14.4768 -0.30375 14.4819 -0.117869
8 7.7382 0.31335 7.53962 0.119982 7.61204 0.0464771
9 3.5428 -0.112272 3.47957 -0.0425253 3.53989 -0.0162638
10 1.45761 0.0369178 1.44002 0.0132872 1.47558 0.00497705
oc=20.9 o =0.95 o>1
i all (Hrko) a2? (Hrk2) all(Hrxe) 2% (Hrk2) @l (Hrki) a2?(Hrx1)
1 12.4889 1.91111 12.2211 2.97895 12.0000 4.0000
2 24.5218 1.67378 24.1951 1.952444 24.0000 2.66667
3 35.3368 -0.241656 35.16.16 0.310882 35.2000 1.066667
4 38.8216 0.341514 38.9553 0.230323 39.3143 0.304762
5 33.8715 -0.16798 34.2227 -0.053986 34.7429 0.0677249
6 24.3610 0.0863412 24.7475 0.0372813 25.2306 0.0123136
7 14.8742 -0.0370868 15.1758 -0.0145382 15.5208 0.0018944
8 7.88516 0.0140749 8.07351 0.00547229 8.27702 0.000252587
9 3.69263 -0.0046464 3.79191 -0.00173035 3.89498 2.97134107°
10 1.54847 0.001313 1.594006 0.0003535 1.63998 3.12591 106

Estas tablas pueden ser usadas para estimar finalmente el valor arrojado por la

férmula (6.52) para la correccién cuédntica a la masa del TK2 y del TK1 en su

rango de estabilidad. Asi, para distintos valores de la constante de acoplamiento

adimensional o, se encuentra los siguientes resultados:

o AM/hm
0.4 | —1.103270
0.5 | —0.852622
0.6 | —0.689001
0.7 | —0.583835
0.8 | —0.524363
0.9 | —0.505708
0.95 | —0.511638
1.0 | —0.528311

o | AM/hm
1.2 | —0.518426
1.4 | —0.509645
1.6 | —0.502291
1.8 | —0.496369
2.0 | —0.49172
2.5 | —0.484183
3.0 | —0.480101
4.0 | —0.476181
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Todas las estimaciones encontradas quedan resumidas en la figura 6.2, en el
que se representan la correcciéon cuantica en la masa respecto de la constante de
acoplamiento o, y donde debe considerarse que en cada régimen la solucién kink
estable viene determinada bien por el TK1, bien por el TK2. La respuesta exacta
para el TK1 queda representado por el tramo continuo, mientras que los datos
obtenidos por el desarrollo asintotico son plasmados mediante puntos.

-0.4 AM
-0.5
-0.6 b
-0.7 o
-0.8

-0.9

NES

Figura 6.1: Correccion cudntica a la masa del TK2 (0 < 02 < 1) y TKI1 (0?> > 1) en el
modelo MSTB.

A la vista de la grafica mencionada hemos de advertir los siguientes puntos: 1)
La comparacion entre los resultados exactos y la estimacion asintética para el caso
de la solucion TK1 nos permite afirmar que el desarrollo asintético proporciona una
respuesta con gran exactitud para los valores sobre ¢ > 1.2. 2) La discrepancia
surgida en la correccién cuantica calculada mediante el desarrollo asintético en el
rango aproximado entre o € (0.9,1.1) respecto de la respuesta exacta puede ser
explicada en la base de que para el valor 0 = 1 el autovalor fundamental de la
segunda componente Hso del hessiano se convierte en un modo cero, anadido al ya
presentado por la primera componente Hi;, de modo que en tal caso caso habria
que modificar el procedimiento para describir esta nueva situacién. Los efectos de
este nuevo modo distorsionan la respuesta del procedimiento en una pequena franja
alrededor del valor unitario de la constante de acoplamiento o. 3) En el rango en
el que la solucién estable es el TK2, el tinico procedimiento que nos permite en-
contrar alguna respuesta es el desarrollo asintético, de modo que en la figura sélo
encontramos datos representados por puntos. No es posible acotar el error cometi-
do en este caso, que suponemos lo suficientemente pequeno para que los valores

encontrados puedan suponerse como buenas aproximaciones.

6.9.2 Modelo BNRT

Analizaremos en esta seccion el comportamiento a nivel cuantico de las masas de

algunos de los kinks estables hallados en el modelo BNRT. El término potencial
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asociado a este sistema fisico escrito en las variables originales es

1 1 1 1
U(x) = §A2(x? —a?)’+ §Au(><f —a®)x3 + gﬁx‘é + §u2xf><§

La renormalizacién de la masa, obtenida sobre la prescripcién de orden normal sobre

los operadores introduce los contratérminos
Ealx] = — /dy (7 [3A*0m3 + 5 (X + )dm3]xt + Al pPom3 + 3 (A + p)omi]x3)
que podemos descomponer en la suma de dos términos Eq[x] = EL[x]+E2[x], siendo
Ealx] = —homj / dy [3A*x] — 5 (A + )]

5c2t ]

~hom3 § /dy [+ )Xt + 5 px3]

2 _ [ dk___1
donde om? = [ 4% ek

El estudio de este modelo, realizado en el capitulo 5, definia las variables adimen-
2v2

a\

Ex] = V24> E[@]. En estas variables el término potencial quedaba escrito como

sionales x; = 2a¢;, y = ry o =%, que implicaban la relacién entre las energias

U(¢) = (402 + 2002 — 1)° + 160°¢2¢}

El célculo de las correcciones cuanticas sera considerado sobre dos soluciones:

- 7) En primera instancia trataremos con un kink topolégico de una componente
no nula, el TK1

o(z) = :I:% tanh 2v/2x 6 X(y) = atanh(a\y)

cuyo hessiano es diagonal y dado como,
FTKL _ —%+4—6860h2z 0
B 0 —& 4+ 62— (0 +1)sech? 2
dz?

siendo z = my, donde por sencillez en la escritura hacemos m = Aa.

- 11) Seguidamente consideraremos un kink topolégico dos componentes no nulas,
el TKD(0)

1
o(x) = j:§ tanh 2v/ 20z £ 4/ % sech 220

con hessiano asociado

—df‘% + 22— (2+0%)sech®2] 22 —'U(I;)OM) sech 2’ tanh 2’

F{TKD(0)

2v/2 —ﬂu;;)(lw sech 2’ tanh 2/ —d‘i% + L]0+ 2(1 — 20) sech® /]

con 2 = 2201 = moy.
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Correcciéon cuantica del TK1: Densidades espectrales

La correccién cuantica a la masa del kink TK1 sera calculada en primer lugar usan-
do la férmula (6.11) basada en las densidades espectrales del operador hessiano
asociado. FEste operador se presenta diagonal, tal que la correccion buscada es
la suma de las contribuciones asociadas a cada componente, AM = A(HLEY) +
A(HEEY). El espectro asociado al hessiano adimensional HTK! es Spec(H{K!) =
{0}u{3tu{4}.u {¢* +4},cr donde el desfasaje corresponde a la expresion d;(q) =

— 3q
2 arctan oEmE

entre los autovalores de los hessianos con y sin dimensiones, w, = mw,, lo que

Dado el cambio realizado z = my es facil comprobar la relacion

implica que Cy, 5y = m. La primera contribucion a la correcciéon cuantica obedece a
los siguientes calculos:

AMy[TKY = M (x/é . / g+ 4 dff‘”) T Euldria] — Ealdn] + AR =

V3hm  hm [ 3\/q? +4(¢® +2) 3hm
= o [ e e V() —4) =
2 21 J_ oo q*+5¢2+4 k2
V3hm  hm  hm 9 < 1 3)
= -+ — dx 6sech®z) =~hm | —= — —
2 V3 Am o (- ) 2V/3

Miés detalles deben ser utilizados en la identificacién del espectro del operador HAX!,

dado que en este caso el potencial introduce en general reflexion en el proceso de
scattering. El espectro puede ser escrito distinguiendo dos situaciones

N RCay T i 0N
{n(20 — n)}nzo’lw.’g_l U {0'2}% U {q2 + 02}q€R+ si c€eN

donde E[o] es la funcién parte entera de o. Por otra parte, los estados de scattering
[47] aparecen en la forma

by = Ne¥oR 0,0+ 1,1 ig, 2]

cuyo comportamiento asintotico nos permite identificar los coeficientes de reflexion
y transmision

_ Lo +1—iq]'[—0 — iq] ['[iq] o Clo+1—1iq]T'[—0 — iq]
[lo + 1] T[=0] I[—ig] I[1 —iq) I'[—iq]

Para aquellos casos en que la constante de acoplamiento adimensional o es un
niumero natural o € N, el potencial no provoca reflexiéon en los estados de scat-
tering (el coeficiente de reflexién es nulo) y ademas, el ltimo estado del espectro
discreto se convierte en semiligado. El coeficiente de trasmisién puede escribirse en

la forma mas simple

o—1

B oc—k—iq ¢ — (0 — k)* + 2ig(c — k)
T_g—a—l—k—zq kli[ k—0)2 ol
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Los desfasajes asociados al proceso de dispersion pueden ser identificados mediante
e®r@) =7 4 py @ =7 — p. El desfasaje 65(q) que define la densidad espectral
resulta de la semisuma de los desfasajes anteriores, d2(q) = 3(dp(q) + 6;:(q)) (ver

apéndice B). Restringiéndonos al caso mencionado, o € N, se tiene que

o—1

r—old® = (0 = k) + 2ig(o — k)]
Re [17 ola® — (o — k)2 + 2iq(o — k)]

que debe ser calculada para cada valor natural especifico de .

52(q) = arctg

La expresion del
desfasaje para un valor arbitrario de ¢ es més compleja, aunque en cualquier caso
la derivada de tal magnitud puede ser obtenida en la forma:

a(q) i De'dr Deid1

- __ 6—1(5p +e—161

9 5 9 o | = Y(iq) —Y(—0 —iq) —

(—iq) T?[ig) I?[1 — ig] — ¥ (1 — iq) T*[-0] T?[1 + o]
I'2[1 — iq] T'%[iq] — T?[—0] ?[1 4 0]

(140 —iq)+

Con todos los ingredientes expuestos, puede ser abordado el cédlculo de la contribu-
cion AM (HaEY),

TK1 E[U] him [, 002(q) ,— 2
AM(HzQ ) = Z 20'—n +T o quq q + o4 +
hma 1+o0) / hma
+ AR =
271' 1/q +0- 4
E[G]

B hm [ 1002(q) ;5—= b o(l+0)
= Z 20—n+2 Odq[aq q—l—a—I—\/qsziU2

hma hm 2\

T (—o(o +1)sech” z) =

V¢ +o?

El sumando —% es debida a la contribucion del estado semiligado libre. El sumatorio

recorre todos los estados del espectro discreto, teniendo presente que si aparece

1

un estado ligado su peso es ;. Dada la complejidad de las expresiones acunadas

no es posible la integracién exacta de la expresion precedente. La contribucion

E[o]
:sz_hmaéi+) hmo hm/ [852 \/7_‘_ o(l+o0)
n=0

A Moy (Histt) debe ser estimada mediante una integracién numérica. Se obtienen los
siguientes datos para el rango 0.4 < o < 3.3:

Los desfasajes para los valores de o més bajos, 6§=1(q) = arctg qul = Zarctg% y 6572(q) =

6¢°—12¢q
q*—13q%2+4

Gordon y ¢*. Ademds, §=3(q) = 2arctg ((qQ 7111))

= —2arctg 23q2 reproducen los adquiridos en los casos de los modelos de Seno-

arctg
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o | AM(HIEY /hm o | AM(HIEY /hm o | AM(HIEY /hm
0.4 —0.133080 1.4 —0.449927 2.4 —0.824449
0.5 —0.163637 1.5 —0.484311 2.5 —0.865861
0.6 —0.194114 1.6 —0.519340 2.6 —0.908014
0.7 —0.224700 1.7 —0.555028 2.7 —0.950919
0.8 —0.255533 1.8 —0.591393 2.8 —0.986907
0.9 —0.286711 1.9 —0.628449 2.9 —1.03902
0.99 —0.315129 1.99 —0.662399 2.99 ~1.07967

1.00 —0.31831 2.0 —0.666254 3.0 ~1.05684
1.01 —0.321495 2.01 —0.670018 3.01 —1.08878
1.1 —0.350388 2.1 —0.704683 3.1 ~1.13019
1.2 —0.382994 2.2 —0.743871 3.2 —1.17694
1.3 —0.416163 2.3 —0.783797 3.3 —1.22446

La respuesta final, que proporciona la correccién cudntica a la masa del kink TK1,
corresponde a la suma de las dos contribuciones calculadas, AM (HT®Y) = A(HLE)+
A(HIEY). Los datos numéricos calculados quedan plasmados en siguiente grafica 6.2

mediante puntos.

Correccién cuantica del TK1: Desarrollo asintético

El analisis de la correccion cuantica a la masa del TK1 puede ser realizado, también,
mediante el uso de la férmula (6.52). Como fue demostrado en el capitulo 5, el
hessiano presenta dos modos ceros; uno de ellos asociado a la invariancia traslacional
del espacio, mientras que el otro se atribuye a que el kink TK1 es un elemento
particular de la familia uniparamétrica de soluciones TKD, pertenecientes al mismo
sector topoldgico. Por ello j = 2 en (6.52). Siguiendo el procedimiento ya marcado
en otros modelos podemos encontrar la correcciéon cuantica del TK1 mediante el
desarrollo asintético para distintos valores del parametro . Como ejemplo de los
resultados finales encontrados, se proporciona la siguiente tabla:

o | AM(HT™8Y) /hm o | AM(H™Y)/hm o | AM(HT™Y)/hm
0.5 —0.962386 1.1 —1.05073 1.7 —1.22526
0.6 —0.970537 1.2 —1.07468 1.8 —1.2599
0.7 —0.981183 1.3 —1.10097 1.9 —1.29571
0.8 —0.994487 1.4 —1.12939 2.0 —1.33324
0.9 —1.01053 1.5 —1.15971 2.1 —1.37074
1.0 —1.0293 1.6 —1.19174 2.2 —1.41007

Los datos anteriores son representados en la grafica 6.2 mediante el simbolo O. La
comparacion entre las correcciones obtenidas mediante el método de las densidades
espectrales y mediante el desarrollo asintoético, visualizada en la figura 6.2, permite

enunciar los siguientes puntos: 1) la estimacién mediante el desarrollo asintético de
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forma genérica es muy buena en el rango mostrado; 2) la precision de este método es
tanto mejor cuanto mayor es el valor de la constante de acoplamiento o, por ejemplo
para 0 = 1.5 el error cometido es del 0.79 % y para o = 2.0 el error cometido es
del 0.055 %; 3) sin embargo, el método proporciona un resultado menos preciso en
el rango o < 1, asi para 0 = 1 el error es del 4.5 % y para 0 = 0.9 es error es

aproximadamente del 6.0 %.

-0.4
-0.6
-0.

[ee]
.

-1.
-1.
-1.
-1.

o o AN
®
®

Figura 6.2: Correccion cudntica a la masa del TK1 en el modelo BNRT, en unidades
de hm, calculada mediante el método de las densidades espectrales (o) y el desarrollo

asintdtico (O).

Correccién cuantica del TKD(0): Desarrollo asintético

Tras haber obtenido la correccién cuantica a la masa del TK1 resulta interesante
saber cudl es esta correccion sobre la otra solucion que mencionamos en esta seccion,
el TKD(0). La situacion que encontramos ahora es analoga a la del TK2 en el modelo
MSTB, la solucién tiene sus dos componentes no nulas, de modo que el acoplamiento
entre los campos tiene como consecuencia que el operador hessiano es un operador
matricial de orden dos no diagonal. La resolucién del problema espectral en este
caso es hoy por hoy imposible (aunque si fue demostrado la presencia de dos modos
ceros), por lo que el método de densidades espectrales no es aplicable. Podemos,
sin embargo, aplicar el desarrollo asintético (6.52), que evita este inconveniente.
Elegiremos los valores particulares en el rango o € [0.96, 1) para realizar los calculos.
Entonces, los coeficientes del desarrollo son

o =0.96 o =0.97

i | al'(Hrkp) | @2 (Htkp) | @' (Hrkp) | @22 (HTkp(0))
1 12.6806 3.83333 12.5025 3.87629

2 27.2626 2.91223 26.3923 2.84445

3 43.0467 0.929709 40.8995 0.971713

4 51.8330 0.431151 48.3164 0.391887

5 49.4842 -0.00452478 45.2317 0.0193729

6 38.8786 0.0514525 34.8351 0.0380063
7 25.8993 -0.0156285 22.7417 -0.0090224
8 14.9659 0.00713977 12.8764 0.00456185




CORRECCION CUANTICA A LA MASA DEL KINK: MODELO BNRT

o =0.98 o = 0.99

i | a;'(Hrkp) | 822(Hrkp) | @' (Hrkp) | 422 (Hrkp(o)
1 12.3299 3.91837 12.1624 3.9596

2 25.5597 2.78109 24.7630 2.7219

3 38.8820 1.00819 36.9849 1.03968

4 45.0733 0.358188 42.0798 0.329352

5 41.3849 0.0389505 37.9012 0.0548776

6 31.2486 0.0273206 28.0632 0.0188943

7 19.9962 -0.00450157 17.6055 -0.000842262
8 11.0960 0.00265278 9.57626 0.0003676

247

Dado que en el rango de definicién de la solucién TKD(0) fue mostrado que para
valores pequenos de o los errores en la estimaciéon de AM pueden llegar a ser consi-

derables, nos hemos restringido a la estimacion de la correccion cuantica del TKD(0)

para valores de ¢ cercanos a la unidad. Es importante recordar que sobre (6.52)

consideraremos que j = 2. Finalmente la estimacion a la correccién en los casos

considerados es

AM (HTEDPO)) /him
0.96 —1.06082
0.97 —1.05253
0.98 —1.04422
0.99 —1.03624
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Introduccion a la Supersimetria

A excepcién de la gravedad, todas las fuerzas fundamentales conocidas son trans-
mitidas por campos gauge de spin 1. Tales campos estan necesariamente asociados
con la representacion adjunta de un grupo de Lie compacto, por lo que existe la
posibilidad de dar una descripcién unificada de estas fuerzas eligiendo un adecuado
grupo de simetria. Esta unificacion es alcanzada mediante SU(3) x SU(2) x U(1) en
la teoria standard, que atina las interacciones electromagnéticas, débiles y fuertes.
Una gran unificacion basada en grupos simples como SU(5), SO(10) o Eg puede
también generar teorfas de interés fisico. La mayoria de los resultados empiricos
concernientes a particulas elementales son descritos satisfactoriamente en el marco
de las teorias renormalizables gauge asintoticamente libres, bajo ordenes de energia
de 100 GeV. Existen, sin embargo, varios contrapuntos que indican la necesidad de
introducir un nuevo marco en el esquema trazado anteriormente.

El primero de ellos es que la teoria standard introduce un gran nimero de
parametros adimensionales arbitrarios que deben ser ajustados mediante experi-
mentos para poder obtener posteriores predicciones empiricas; junto a lo cual, debe
implementarse un grupo de simetria gauge y representaciones para los campos de
Fermi y particulas Higgs de spin cero. Algunas teorias caen en la inconsistencia de
adquirir tal cantidad de pardametros inderminados que superan al nimero de expe-
rimentos conocidos para poder ajustarlos. Otro conjunto de cuestiones sin resolver
concierne a los problemas de jerarquia y ajuste fino. El grupo G.U.T. es roto a
escalas de alrededor de 10'GeV mientras que el grupo débil SU(3) x SU(2) x U(1)
lo es sobre 1012GeV. Fenomenolégicamente se requiere que la ruptura de simetria a
escala G.U.T. divida los escalares Higgs para dar uno o dos dobletes con masa del or-
den de la escala débil, mientras sus companeros del triplete de color adquieran masas
del orden de la propia escala G.U.T. En el marco standard esto requiere el ajuste
fino de los parametros para establecer las relaciones en la teoria de campos clésica
y preservarlos de correcciones radiativas. Un nuevo punto de conflicto se refiere a
la gravedad, dado que a los ordenes de magnitud de energia que discutimos estas
interacciones no pueden ser despreciadas. Deben compaginarse la teoria de cam-
pos cuanticos del modelo standard con la relatividad general. Existe una manera

estandar de tomar cualquier teoria y hacerla generalmente covariante, acoplandola

249
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a la gravedad. Este hecho no resuelve los problemas anteriores sino que introduce
otros nuevos. El graviton, el cuanto de gravedad, es una particula sin masa de spin
2, en contraste con los cuantos de spin 1 asociados a otras fuerzas. Ello significa que
no puede ser incluido en la unificacién en las mismas condiciones que los campos
gauge, implicando severas divergencias ultravioletas. Cuando la gravedad es omiti-
da, las divergencias pueden ser eliminadas mediante renormalizacion, pero cuando
la gravedad es incluida, esto no es posible como consecuencia de las singularidades
a distancias cortas. La teoria es no renormalizable.

Da la impresién (en vista de los desarrollos recientes) que tales problemas pueden
ser resueltos en el contexto de la teoria de supercuerdas iniciada a finales de la
década de los 60. Ello implica tres nuevos ingredientes en el marco de la teoria de
campos cuanticos. El primero es abandonar la idea de que las particulas elementales
son puntos matematicos y permitir, en cambio, que sean curvas unidimensionales
llamadas cuerdas. El segundo ingrediente es la supersimetria [53, 126, 89, 141, 130],
introducido inicialmente hacia 1971 por Ramond [118] y Neveu, Schwarz [127], Wess
y Zumino [142] y consistente en un principio de simetria que relaciona bosones y
fermiones, dando origen al concepto de superdlgebra de Lie que permite eludir las
fronteras impuestas por el teorema de Coleman-Mandula. El tercer ingrediente es
la inclusiéon de seis dimensiones espaciales extra, dando lugar a un espacio-tiempo
decadimensional.

La introduccion de la supersimetria supuso en si mismo un avance tedrico notable
y es estudiada en numerosos ambitos. En esta memoria sera analizada asociada a
sistemas dinamicos clasicos con grados grassmannianos y en la teoria de campos en

(141) dimensiones espacio-temporales.

Fundamentos matematicos: Superalgebras, superespacio y supercampos.

Para generar un superdlgebra [53] se requiere:

1. Sea § un espacio vectorial sobre el cuerpo de los complejos C graduado de
moédulo 2. Ello significa que sus elementos son de dos tipos, unos que de-
nominaremos bosonicos o pares, que pertenecen a un espacio vectorial V0, y
otros que recibiran el apelativo de fermidnicos o impares, que forman parte del
espacio vectorial V1. Entonces S = VYUV, Asi, cualquier combinacién lineal
de elementos de V° pertenece a V? y cualquier combinacién entre elementos
fermidnicos queda incluida en V. Queda prohibida, dada la construccién de S,
elementos asociados a una combinacién lineal de V° y V1. Diremos, ademas,
que los elementos bosoénicos tienen un grado 0 mientras que los fermidénicos

llevan grado 1.

El producto de dos elementos de S atiende a las siguientes condiciones:
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e El producto de dos elementos bosénicos (de grado 0) corresponde a un
elemento bosénico

0v~0vlzov” 0+0=0

e El producto de un elemento bosénico (de grado 0) con uno fermiénico (de
grado 1) es un elemento fermiénico (de grado 1)

0v~1vlzlv” ()—Fi:i

e El producto de dos elementos fermiénicos (de grado 1) corresponde a un
elemento bosénico (de grado 0)

11)-11}/:01}” 1+i:()

2. § posee una operacion binaria, bilineal, superanticonmutativa y aditiva gra-
duada modulo 2.

Superanticonmutatividad significa que cuando la operacion se ejecuta entre
dos elementos bosdénicos, o bien entre un elemento bosénico y otro fermionico,
la operacién anticonmuta, [A, B] = —[B, A], pero cuando se realiza entre dos
elementos fermiénicos la operacién conmuta, [A, B] = [B, A]. El calificativo de
aditiva graduada maédulo 2 significa que si a y b son los grados de los elementos
Ay B, entonces C' = [A, B] tiene grado ¢ = a+0b (mod 2). (Usualmente cuando
la operacién es referida a dos elementos fermiénicos es denotada mediante

{A, B}, enfatizando que en este caso es referida al anticonmutador).

3. La operacién anterior obedece la superidentidad de Jacobi,

(=1)*[A,[B,C]] + (=1)"[B,[C, Al + (-1)*[C, [A, B]] = 0

Existe un catdlogo bien estructurado que muestra las posibles superdlgebras. Asi,
los trabajos de Kac [83], Freund [53], Kaplansky, Nahm y Scheunert [104], entre
los anios 1975-1980, clasificaron las superalgebras en ocho familias infinitas, sl(m|n),
osp(m|n), P(n), Q(n), W(n), S(n+2), S(n+2), H(n+3), junto a las superdlgebras
excepcionales D(2|1, ) (con pardmetro continuo), G(3) y F'(4). Sin embargo, una

supersimetria admisible fisicamente debe satisfacer los siguientes dos principios:

i) El sector de Bose °S debe ser la suma directa P + G, donde P es el grupo de
Poincaré y G es el grupo de simetrias internas.

i1) Los elementos del sector fermiénico 'S deben transformarse como spinores de
Lorentz.
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Aunque ciertos autores muestran interés por los supergrupos o(4, 1) para espacios
de-Sitter y o(3,2) para espacios anti-de-Sitter, en nuestro caso nos centraremos en
el llamado superalgebra de Poincaré, que puede ser obtenido de los anteriores como
un caso particular. Fue demostrado por Haag, Lopuszanski y Sohnius [69] en 1975
que dicha superalgebra estd asociada con la supersimetria mas general de la matriz
S en una teoria relativista en cuatro dimensiones que presenta multipletes finitos de

particulas con masa. Simbdlicamente, se verifica

IM,M]~M [M,B]~0 [M,Q~Q  [Z,2]~0

[M,P]~P [P,B]~0 [BQ]~@Q [Z,Q] ~ 0

[P,P|~0 [B,B|~B [P,Q]~0 1Z,B] ~ 0
Q.Q~P+2Z

donde P, M representa el conjunto de los generadores del algebra de Poincaré, B
de las simetrias internas, () los generadores de supersimetria y Z son las cargas
centrales. Una vez introducido el concepto de superdlgebra, el siguiente paso que
sera desarrollado es la generalizacion del espacio de Minkowski al superespacio de
Minkowski [151, 123, 140, 52].

Siendo By, un dlgebra de Grassmann’ de L generadores v;, cualquier elemento
a € By, (superntmero) puede ser escrito por la suma de dos términos, el primero de
ellos, un nimero ordinario al que nos referimos como cuerpo de a, mientras que el
segundo consta de productos de los generadores grassmannianos y recibe el nombre
de alma de a, esto es,

a=ag+ag = agl + E arvr
T

donde

-m(m—1)/2

Ur = Vigig..iigy = Viy Vg - Vi, 1 <1 < ...<1y

Junto con los escalares, los elementos a conforman un espacio vectorial donde los
vr conforman la base 2F-dimensional de B;. El algebra de Grassmann es graduado

con moédulo 2, tal que
B, =B, +'By,

donde °B; viene constituido por aquellos elementos con ar = 0 para los elementos
U = V.4, con m impar y donde !B} estd formado por los que implican ag = 0

y ar = 0 para vr = v;,4,.. 4, con m par, de modo que ambos tienen dimensién 2571,

"Mientras Hamilton desarrollaba los conocidos cuaterniones, Herman Gunther Grassmann
(1809-1877) publicé hacia 1844 Die Lineale Ausdehnungoslebre, en el que desarrollaba sus men-
cionadas algebras. Sin embargo, los matematicos y fisicos de la época no se interesaron por su
trabajo durante largo tiempo.
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Los elementos de °B; conmutan con todos los elementos de By, mientras que dos

elementos de ' B; anticonmutan.

Definicién: FEl superespacio (m,n) de Minkowski plano es definido como
B =By x M x"By x 'B,x (. x'By,

con la topologia (separable) Hausdorff inducida por la norma
lall = lao| + ) lar|
r

Un punto definido sobre tal superespacio viene identificado por m elementos pares
2°,...,2m 1 € OBy y n elementos impares 6%, 02.....0" € ' B;. Las magnitudes z°, en
general, no corresponden a variables reales ordinarias, mientras que los #° corres-
ponden a espinores de Majorana en virtud de la eleccién real considerada para Br,.
Las coordenadas del superpunto z € By, pueden ser organizadas en la (m + n)-upla

z= (202!, .. am 0N 0% . 0m).

Definicién: Llamaremos supercampo ® a cualquier funcion de las coordenadas
. m,n
del superespacio B;".

Fisicamente son resaltables aquellos supercampos de naturaleza bosénica o par.
Cualquier supercampo puede ser desarrollado respecto de las coordenadas nilpo-
tentes del superespacio, obteniéndose un desarrollo finito de potencias. Los coe-
ficientes de tal desarrollo corresponden a campos del espacio-tiempo ordinario y
reciben el nombre de componentes del supercampo. Es de advertir que a pesar de
las ventajas que supone introducir el formalismo de superespacio existen dos con-
trapuntos: el primero es que no siempre es posible implantar ese formalismo, como
en los modelos Sigma y Yang-Mills con 8 y 16 supersimetrias respectivamente; y en
segundo lugar, que aquellas teorias realizables fisicamente en la mayor parte de los
casos deben considerar severas restricciones sobre los supercampos, (altamente no
triviales) y que tienen por objetivo eliminar las componentes del supercampo que no
poseen entidad fisica. Asi, nacen los supercampos quirales o los vectoriales presentes

en la teoria de (3+1) dimensiones.
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Capitulo 7

Sistemas dinamicos
supersimétricos

7.1 Introduccion

La identificacion de las soluciones kinks en la teoria de campos escalares con espacio-
tiempo de 141 dimensiones, realizada en los primeros capitulos de esta memoria, fue
llevada a cabo al equiparar este problema con uno mecanico, via el simil mecanico.
Con el propdsito de generalizar la nocién de solucion kink a la teoria supersimétrica
en (1+1) dimensiones, el superkink, parece razonable, por tanto, realizar un estudio
profundo de los sistemas dinamicos que implican supersimetria, la mecdnica cldsica
N = 2 supersimétrica, con el afdn de hacer uso del simil mecdnico que tan fructifero
resulto en los capitulos precedentes. En este nuevo marco deben ser identificadas,
junto a las variables de caracter bosénico, las magnitudes grassmannianas que carac-
terizan el sistema dindmico. Cuando el espacio interior es unidimensional, el esque-
ma a la Manton [82, 93, 70] permite encontrar las soluciones mediante cuadraturas,
en el mismo sentido que tenia lugar en la mecanica clasica. La complejidad es in-
crementada al considerar espacios internos con mayor nimero de grados de libertad
como es el caso de los modelos de SuperLiouville, que conforman la extension de los
modelos de Liouville a este ambito. En el sector puramente bosénico, la variedad de
soluciones kinks era calculada en estos modelos debido a la propiedad de separabili-
dad en determinadas variables de las ecuaciones diferenciales del sistema mecanico
asociado, el cual presentaba, como consecuencia, dos integrales primeras en involu-
ciéon. En el marco supersimétrico los acoplamientos de tipo Yukawa malogran tal
peculiaridad, aunque puede ser comprobada la presencia de integrales primeras para
el sistema mecanico supersimétrico asociado, que son las generalizaciones de aque-
llas encontradas en el sector bosénico. Un punto importante en este capitulo sera

obtener sus expresiones.

255
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El estudio llevado a cabo en este capitulo es descrito en los siguientes parrafos.
En las primeras secciones quedan recopilados los conocimientos generales acerca de
la mecdnica N = 2 supersimétrica, que pueden encontrarse en la bibliografia mds
bésica [53]. En la seccién 7.3 se calcula la extension supersimétrica de modelos
de Liouville, que pasaremos a llamar modelos de SuperLiouville, como puede ser
facilmente asumido. Sera preceptivo, por tanto, explorar la existencia o no de las
segundas integrales primeras, que aseguraban la integrabilidad del problema en el
sector bosonico de la teoria clasica. Siguiendo las mismas directrices que el estudio
anterior seran analizadas las condiciones que debe cumplir un sistema mecanico su-
persimétrico para soportar la presencia de cargas de naturaleza fermiénica anadidas
a las cargas supersimétricas. Finalmente, analizaremos las ecuaciones diferenciales
que caracterizan los sistemas en estudio, cuya resolucién proporcionan las supersolu-

ciones.

7.2 Mecéanica N = 2 supersimétrica

La identificacion de las configuraciones estaticas que correspondian a puntos criticos
del funcional energia de la teoria de campos permitia obtener las soluciones de tipo
kink. El uso del simil mecanico en el capitulo 1 traslada la busqueda de kinks a
la resoluciéon de un problema mecanico. En el ambito supersimétrico, la restric-
cion de la teoria de campos supersimétrica a configuraciones estaticas nos procura
la mecénica cldsica N = 2 supersimétrica. Con tal motivacién dedicaremos esta
seccién al estudio de esta estructura (ya introducida en el primer capitulo) en base
al concepto de superespacio. En particular, generaremos las expresiones dindamicas
que caracterizan la Mecdnica N =2 supersimétrica, tanto sobre la métrica euclidea
(seccién 7.2.1) como sobre una métrica cualquiera (seccién 7.2.2).

7.2.1 Mecéanica N = 2 supersimétrica con métrica euclidea

Introduciremos esta estructura utilizando la notaciéon compacta del formalismo de
superespacio [53]. Ahora, un superpunto vendra identificado por la terna (¢, 71, 72) €
0B; x' By, x'By,. El supercampo puede ser expandido en sus componentes

Xt 7' 7)) = 2%(t) + 0%(t) 7 + i F(t) T (7.1)

dondea=1,2ya=1,..., N, esto es, incluimos una teoria con 2N grados de libertad
bosénicos debidos a las variables z(t) y F*(t), junto con 2N grados fermidnicos
atribuidos a las magnitudes grassmannianas 6%(t). Obsérvese el balance de los grados

pares e impares caracteristico del foro supersimétrico!. Aparecen dos invariancias

'En el presente capitulo tomaremos como convenio habitual tratar con fndices latinos repre-
sentados por las primeras letras del alfabeto acompanando a magnitudes inmersas en una métrica
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supersimétricas asociadas a supertraslaciones por la izquierda del superespacio

supersimetria 1: 7! — 7! —¢! 72 — 72 t—t—irtel

supersimetria 2: 7! — 71 72 =12 —€? t—t—ir?e?

que implican la presencia de dos generadores de supersimetria ), = i7*9; — J,, con
a = 1,2, que junto al generador de traslaciones temporales H = —i0; generan el
superalgebra:

{Qa, Qp} =2003H [Qa, H] =0 [H H] =0

La variacion sobre el supercampo que inducen los generadores de supersimetria se

manifiesta en las siguientes expresiones:

Supersimetria 1 Supersimetria 2
012 = 67 dox® = £6§
0107 = ez 0207 = ie F*
HXT=eQ1 X = ! 02X = Qe X = !
' @ 5,09 = —igFe @ 5,08 = icit
(51Fa = —695 52Fa = 69?

Teoria libre:

Apoyandonos en el concepto de derivada covariante, generador de supertraslaciones
por la derecha,
Da = iTaat + (9a

podemos construir acciones invariantes bajo transformaciones supersimétricas, a la
vista de la relacion {D,,Qs} = 0. Asi, introduciendo la expresién de la accién en
la forma

1
S = / dt dr* dr? ZeaﬁDaXaDgX“ (7.2)
podemos afirmar que la variacién del lagrangiano asociado
1
L = Zeaﬁng {D,X*DsX"} =iT70,L (7.3)

corresponde a la expresién de una divergencia, que deja invariante (7.2). Empleando

el desarrollo del supercampo (7.1), encontramos que el lagrangiano aparece como

' . .
Lle 05, F7) = 0965 — 57" (763 + 01F") + o2 (&0 — 05F") +
_|_,7_2,7_1 li,ajja + zeaéa + lFaFa
2 27e’a g

euclidea, mientras que las letras intermedias del alfabeto lo haran a magnitudes asociadas a métricas
no euclideas.
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por lo que, tras considerar su integracién de Berezin, la accién es

1~a'a ia‘a 1 a ra
S—/dt<§1’$ +29a90¢+2FF>

La relacién (7.3) proporciona los cambios en el lagrangiano mediante una transfor-

macion supersimétrica
sV L = 72719, {—% (0% — egFa)} 6L = 72119, {—% (205 + egFa)}
lo que tiene como consecuencia la aparicion de las cargas conservadas:
JV (0% = =0y + 05 F jP (2", 0%) = —i05 — 01 F°

Las magnitudes F'* son campos auxiliares (no propagantes), cuyo papel esencial
es que el dlgebra se verifique al margen del cumplimiento de las ecuaciones del
movimiento (off shell). Utilizando éstas se tiene que F* = 0, de modo que la accién

se escribe finalmente como

1 "
S = / dt (535:1: + %egeg)

que describe una teoria libre para bosones y fermiones representados respectiva-
mente por las variables x® y 0°. Estas deben verificar las ecuaciones diferenciales
desacopladas:

i =0 6 =0

Las variaciones supersimétricas, bajo el cumplimiento de las ecuaciones del movimien-
to (on shell), vienen dadas como

Supersimetria 1: oz = b 0107 = iex® 0105 =0

Supersimetria 2: 092 = 63 0207 =0 0905 = tex”
de forma que las cargas conservadas on shell corresponden a las expresiones:

j(l)(xjg) — Q(l)(l‘,e) _ _j:a(gtlz j(2)(xa79a) _ Q(Q)(x,e) _ —Li}a@g

Teoria con interacciéon:

Nuestro interés seguidamente sera incorporar en la teoria libre términos de interac-
ciéon compatibles con el esquema de supersimetria. Tal propdsito puede ser obtenido
anadiendo a la expresién (7.2) el sumando

Sint = i/dt drdr'WiXe(t, ', %))
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donde W[X“(t, 7!, 7%)] es una funcién arbitraria de los supercampos X?, denomina-
da superpotencial. La expansion de esta nueva magnitud respecto de los términos
nilpotentes es:

ow ow PW
WXt 7', 7)) = Wa(t)] — 00 ! F 0565
X ) = What(o)] - e 5 + 7 (58— T
La accion, una vez que los términos de interaccion han sido adheridos y la integracion
sobre los parametros temporales de caracter impar ha sido realizada, viene expresada
por

a;.a ana 1 a a aaW 82 anb
S = /dt{Qxx —|—26’a€a+2FF - F 8x“_28xaaxb00}

de modo que, eliminando los campos auxiliares F'® tras el uso de las ecuaciones del

movimiento, que nos reportan la igualdad

ow

Fo =
oz

podemos escribir finalmente la habitual expresion para la accién supersimétrica

1.,.a wia LOWOW rw
S—/dt{2x T +29a9a 3 e D —zaxaabu 9} (7.4)

donde cada sumando del integrando describe, respectivamente, el término cinético
bosoénico, el término cinético asociado a los grados grassmannianos, el término po-
tencial en el sector bosonico y el acoplamiento Yukawa con los grados fermionicos.

Las ecuaciones del movimiento, que gobiernan el comportamiento del sistema fisico,

son: R a8
a W oW . W b
S ozt 8x“8xb 8x“8xb8xc 102 =0 (7.5)
o1 = (91:“(91:1’92 b2 = ~ Oxe0zb o (7.6)

Por otra parte, las variaciones supersimétricas on shell aparecen en la forma

: ¢ . a __ a a __ ;-.a a __ - _OW
Supersimetria 1: ozt = ebf 0n0] = ict 0105 = e

Supersimetria 2: dox® = €65 0207 = zsgmg 0905 = 1ex”

dando origen a las cargas conservadas:

w w
He (2) — Qe pe
2 Q o0y + Opa L

(1) — jaga _
Q T vy al.a

Junto a las constantes del movimiento introducidas anteriormente, hay que recordar
que la invariancia respecto de traslaciones del tiempo ordinario origina la conser-

vacién de la energfa (1.30).
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7.2.2 Mecéanica N = 2 supersimétrica con métrica

Consideremos, ahora, sistemas fisicos con superespacio (1, 2), que sigue parametriza-
do como en la seccién anterior por las coordenadas (¢, 7!, 72). Por ello, la expansién
del supercampo es expresada mediante (7.1). La accién sin término potencial, aso-
ciada a la dindmica de la particula superpuntual N' = 2, que generaliza la expresion
(7.2) para sistemas definidos sobre variedades riemannianas N-dimensionales es

1 )
Sp = / dt dr' d#zgjk(xl)eaﬂpaxmﬁxk (7.7)

La expansion respecto de los grados nilpotentes de cada una de las magnitudes que
forman parte de (7.7), valga como ejemplo la expansién del factor métrico

99, .0gj *gjx
! ! l r QS8
gjk(X ) = gjk( ) aj (% +7iT (Za_leF - 8:67«3]%3@1192

nos permite acceder, tras la integracién de Berezin, a la expresion de la accion

1 1 10
Sp = /dt{ gird? 7"+~ g]kﬁj Dy 4~ g]kFJF’“+zFl]kz9J19k’Fl 57 fg’“SﬁWWW}

donde se define
Dyl =93 + 19 im0
siendo I, los sfmbolos de Christoffel. Para obtener la accién expresada sélo sobre

variables con significado fisico debe ser eliminado el campo auxiliar F' utilizando
las ecuaciones del movimiento. Ello nos indica que

F'= —il 004
por lo que finalmente se tendra
SO = /dt{ gjkl’]l’ + gjké“ Dt19 + 4Rjklnl9j?91 19k19n}

siendo Rj, el tensor de curvatura.
La presencia de términos de interaccién en el sistema fisico nos lleva a introducir
en la accion el sumando

Sint = / dtdrdr*iw [ X"

donde W[X*] es el superpotencial. Los cdlculos a seguir son totalmente andlogos a
los presentados en la seccién anterior. El campo auxiliar es ahora,

ow

I _ ik o ol
F'=— 1919—|—jaj
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de modo que la acciéon que incluye términos de interaccion puede ser dada como

1 . ] . 1 . 1 . .
S Z/dt {ggjkifji’hr %gjkﬁiDtﬁﬁJr ;LRjkalﬁlzﬁ]f??S - §gjkW;jW;k - iW;j;kﬁW]S}

(7.8)
donde W,; representa la derivada covariante. Asf,
B 0*W , OW
TR Gridak IR ogl

Por otra parte indicaremos las cargas conservadas debido al marco supersimétrico.
La invariancia de la accion frente a las variaciones

ha! =e¥ O] =ider! 6 = —ieF? 5 F = —ed)
provoca la conservacion de la supercarga

i ow .
Qu = gjd’ 0y — 5

mientras que su invariancia respecto de las perturbaciones
52[E] = 619% 5219{ = 1eFV 52’[9% = teq’ 51FJ = 5’19{
manifiesta la constancia de la magnitud

i ow .
Qo = g7 0% + %19]1

La energia es escrita para estos sistemas fisicos en la forma:

1 A 1 . A
H = 59567 3" + 50" Wy Wy + iW.j.0016; (7.9)

7.3 Sistemas mecanicos de SuperLiouville:

En los capitulos dedicados a la biisqueda de kinks tratamos con los sistemas meca-
nicos de Liouville. Recuérdese que la caracteristica esencial de éstos era el hecho
de ser completamente integrables como consecuencia de la existencia de dos inte-
grales primeras en involucién. Su integrabilidad explicita estaba apoyada en el uso
de un determinado sistema de coordenadas que permitia la separacién en variables
de las ecuaciones del problema. En los préximos parrafos dotaremos a los modelos
de Liouville de una estructura compatible con la supersimetria. Se nos antoja que
la nomenclatura natural para estos modelos es la de sistemas mecdanicos de Super-

Liouwille. La obtencion de las expresiones dinamicas serd sencilla apoyados sobre la
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covariancia de la expresion (7.8), que nos otorga la posibilidad de adoptar la visién

de que un cambio de variables introduce una métrica manifestada en la expresion

, dz® dz®
— O i g

En cualquier caso, los modelos de Liouville implican, en realidad, un espacio plano

9k (7.10)

por lo que la curvatura serd nula, Rz, = 0. Los campos fermiénicos se trans-
forman como tensores contravariantes. Asi, con estas premisas presentaremos las
expresiones que caracterizan los denominados sistemas dinamicos de SuperLiouville
distinguiendo cuatro bloques, segin el sistema de coordenadas utilizado en la sepa-

racion en variables de las ecuaciones del movimiento en el sector bosdnico.

7.3.1 Sistema mecanico de SuperLiouville: Tipo I.

Los modelos de Liouville de Tipo I venian caracterizados por el uso de coordenadas
elipticas (2.1), lo que transformaba la expresion de la accién en (2.3). Identificamos
las nuevas variables como (2’1, 2'?) = (u',u?) = (u,v) con el propésito de facilitar
la escritura. La inspeccién de la férmula (2.3) o la aplicacién de (7.10) identifican

la métrica asociada ¢'(u,v) = (g};) al cambio de coordenadas,

UQ—’U2
u2 — 02

0

0
u? —v?
02 — 02

g (u,v) =

de modo que los simbolos de Christoffel para este caso vienen especificados como

—u(Q2 — v?) v(u? — 0?%) —v
Fh = (u? — 02)(u? — Q2) Fg2 = (u? — v2)(Q2 — v2) F%Q = F§1 = w2 — 2

0(02 — v?) —u(u? — Q?) u
M = (u? —v?)(u? — Q2) P = (u? = v?) (2% — v?) Pz =T = u? —v?

El lagrangiano supersimétrico (7.8) asociado a estos modelos serd presentado como
la suma L = LY + L4 + L% + L%, en la que vienen indicados respectivamente
el término cinético de los campos bosoénicos, los términos del potencial clasico, el
término cinético asociado a los grados grassmannianos y los acoplamientos de tipo
Yukawa. En el sector bosénico quedan incluidos los términos

Tu?—v® . 1u?—v® .

Lgluvl =5 a—gp it 5o — a0

junto a la presencia del potencial

Tu2— Q2 fOWN\? 102 -2 [OW)?
I = — = —— _—_—— —_—
Lplu,v] = ~Up 2u2—'02(8u) 2u2—v2(8v)
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lo que engarza directamente con los resultados obtenidos en el capitulo 2, en el sen-
tido de que los modelos de Liouville de tipo I tenian un caracter presupersimétrico.

En el sector fermiénico, junto a la parte libre

0 u QU i U u u i u v v
Ly[u,v,0%,9%] = 2T QQﬁaDt?? SoE 19 o DY
aparecen los acoplamientos tipo Yukawa
[ O*W 02 —? ow ow
L = —i - Dy —
rlu.v] ! | Oudu * (u? —v?)(u? — Q?) (u u o )] 12

[o*W 1 ow ow wan b
- | Oudv * u? —? (U au " ow )} (V105 + 9193)

r 92 2 _ (2
oW N (u® — %) 8W v@W 90
| 0vov  (u? —v?) (2% —v?) “Bu v

Trasladando la definiciéon 2.1 o 2.5 al nuevo marco podemos introducir:

Definicién 7.1: Diremos que un sistema mecdnico supersimétrico es SuperLiou-
ville de Tipo I si existe un sistema de coordenadas definidos por (2.1) en el que la

accion (7.4) presenta un superpotencial de la forma:
S*W = Wl(u) + WQ(U)

donde W es una funcién exclusivamente de la variable u y W5 de v.

7.3.2 Sistema mecanico de SuperLiouville: Tipo III.

Los modelos de Liouville pertenecientes al Tipo III son aquellos que admiten su
integrabilidad usando un sistema de coordenadas parabdlico (3.1). La expresién
(3.2), donde queda expresado el término cinético, nos permite inferir que la métrica

g'(u,v) = (gj;) asociada al cambio de coordenadas viene determinada como

. Ox® 8xb5 () u? + v? 0
= ————0, u,v) =
Jik = Hud Dk g 0 u? + v?

donde de nuevo asumimos el convenio (z',2?) = (u!,u?) = (u,v). Los simbolos de
Christoffel aparecen definidos como

v

u? + v?

u

u? + 2 Fl2 - Fl1 - F22 - F% =

F%l = FZ2 = 1121 = F%z =

El sector bosoénico de la teoria supersimétrica de estos modelos viene caracterizado

por los siguientes términos

1
LY = §(u2 + %) (4t + 0D)
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(5 (5]

lo cual puede ser contrastado directamente con los resultados obtenidos en el tercer

junto al término potencial expresado como

1

L= _Up=—
B B 2(u? + v?)

capitulo que afirmaban la presupersimetria de estos sistemas. La parte libre del

sector fermiénico corresponde a

L = Lt 4 LD + L )LD

2
mientras que los acoplamientos tipo Yukawa proporcionan los términos
[ O*W 1 ow ow
Ly = —i — - P —
r ' | Qudu  u? + v? (u ou ' ow )} 12
[o*W 1 ow ow wan v au
- Qudv U2 + 02 (u ov v ou )} (V103 + 0103)
_ [O?W n 1 u@W B U@W GO
[ Ovov — u? 4 v? ou v 172

Generalizando la definicién 3.1 o 3.4, diremos que:

Definicién 7.2: Un sistema mecdanico SuperLiouville de Tipo III es aquel en
el que usando un sistema de coordenadas parabdlicos definido por (3.1) incluye en

(7.4) un superpotencial de la forma:

p*W = W1<U> + WQ(U)

7.3.3 Sistema mecanico de SuperLiouville: Tipo II.

Introduciremos en esta seccién los modelos supersimétricos que generalizan los mo-
delos de Liouville de Tipo II, es decir, aquellos modelos que admitian separacién en
variables de la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi utilizando el sistema de coordenadas
polares. Este cambio de variables estd asociado a la métrica ¢'(R, ) = (gjy.)

Oz Ox 1 0
Q}k = %Wéab J(R,p) = ( 0 R? )
donde (2!, 2%) = (u',u?) = (R, ). Los simbolos de Christoffel son
L
R

La descripcién del sector bosénico en estos modelos supersimétricos responde a las

Filzr%QZI%l:F%:FgQ:O F%QZ_R F%QZF%:

expresiones del término cinético

1. 1.,
LY[R, ¢) = §RR+§RQW
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y el término potencial

S 1 OWN? 1 (ow?
LplR, o] = =Up = 2(8R TANCE

que reproduce el potencial que asignabamos a la definicién 4.4 de los modelos de

Liouville de Tipo II. La parte libre del sector fermiénico aparece como
LO[R, 0, 01] = %ﬁngmf + %R%%Dmg

siendo los acoplamientos tipo Yukawa

2 2
LiRod) = —iZW grgn (aw RO

“oror"t "2 " "\ apap TV oR
(W 1w
0ROy R Oyp

)W%—
) (9795 + 979F)

Ahora, podemos anunciar que:

Definicién 7.3: Un sistema mecdnico en el marco de la supersimetria serd
llamado de SuperLiouville de Tipo II si usando un sistema de coordenadas polares
definidos por (4.1) incluye un superpotencial de la forma

W = Wi(R) + Wa(p)

o analogamente,
W
0ROy

Un hecho que puede ser observado es que si el superpotencial es rotacionalmente

0

invariante también lo serd, como consecuencia, el lagrangiano asociado al sistema

fisico supersimétrico.

7.3.4 Sistema mecanico de SuperLiouville: Tipo IV.

Este bloque de sistemas fisicos corresponde al caso mas sencillo de los pertenecientes
a los modelos de Liouville. El sistema de coordenadas utilizado son las cartesianas,
esto es, las variables originales que habiamos introducido para indicar las expresiones
de las teorias supersimétricas. Finalmente la definicion que delimita los sistemas de
SuperLiouville de Tipo IV viene confirmada por el enunciado:

Definicién 7.4: Un sistema mecdnico supersimétrico pertenece al Tipo IV de
los modelos de SuperLiouville si se verifica que el superpotencial W (x', x?) aparece
en la forma

W(ZEI, 1’2) = Wl(l'l) + WQ(JZQ)



266 CAPiTULO 7

El lagrangiano queda restringido a la expresion

2 _ 9
L=%" (lm tLgage  LOWOW_; O 19%;)
a=1

2 9 a’a 9 gra Pra Z@xaaxa

donde puede advertirse que, en realidad, el modelo corresponde a la suma directa
de dos copias de los modelos supersimétricos N' =2 con N = 1.

7.4 De la presencia de invariantes bosonicos

Sobre la experiencia obtenida en el estudio de los modelos de Liouville en el marco
de la teoria estatica de campos escalares, en los cuales aparecia una nueva integral
primera anadida a la energia, es primordial analizar si en los sistemas fisicos super-
simétricos asociados a dichos modelos subsiste todavia esa propiedad. La literatura
acerca de este respecto, ensalzado en el trabajo de Hietarienta [71, 72] propone la
siguiente conducta: tratar de forma directa con la expresion de un candidato a in-
tegral primera y obligar a que su conmutador (paréntesis de Poisson) con respecto
al hamiltoniano sea nulo. Con este punto de vista se trazaron multitud de estudios
[71, 72, 67, 116, 73, 119]. Bien es cierto que para los modelos de Liouville en el
ambito de la mecanica clasica la construccion de la segunda integral primera puede
llevarse a efecto utilizando la separacion en variables admitida por éstos, pero hay
que hacer notar que esta propiedad es perdida en los sistemas de SuperLiouville co-
mo consecuencia de la presencia de los acoplamientos de Yukawa. Todo ello sugiere
que sigamos el esquema indicado por Hietarinta.

En esta seccion trataremos el estudio de invariantes o integrales primeras de
caracter bosénico asociados a distintos modelos dinamicos supersimétricos. La pre-
gunta substancial a la que trataremos de dar respuesta es si los modelos de Super-
Liouville construidos anteriormente heredan la presencia de una segunda integral
primera. La forma en que obraremos es descrita en las proximas lineas. Ensayare-
mos para el invariante buscado I una expresién genérica obligando al cumplimiento
de la condicién {I, H}p = 0, que nos asegurarfa su conservacion en el tiempo. Este
calculo es realizado de dos formas: en primera instancia trabajaremos con las varia-
bles originales o cartesianas y posteriormente el mismo calculo se realizara con las
coordenadas curvadas, apoyados en el esquema de Cartan trazado en el apéndice
C. Ello radica en que nuestro analisis de sistemas de SuperLiouville tiene dos com-
portamientos analiticos; uno en el que las operaciones a ejecutar son mas simples
empleando las coordenadas curvilineas pertinentes, que aseguran la separabilidad
del superpotencial en esas variables, y otro en el que las expresiones son adecuada-
mente mejor manipuladas en cartesianas, habida cuenta de que al tratar el sistema

fisico en cuestion bajo una métrica euclidea, los acoplamientos Yukawa se exhiben
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de forma natural como simples derivadas parciales segundas. El estudio simultaneo

de estas dos formas nos permitird encontrar la informacién requerida.

7.4.1 Calculos genéricos en coordenadas cartesianas

Ensayaremos para el nuevo invariante una forma cuadratica en los momentos, inspi-
rada en la expresion seguida por las integrales primeras de los modelos de Liouville,
junto con los distintos acoplamientos a los grados grassmannianos que se pueden

generar
I = éHz]pipj + V(l’l, IQ) -+ Ej@zgj —+ GinZQJ + Jijéﬂgj‘}‘

—I—szpﬂjek + M’kpﬂ]@k + N’kpﬂ]@k + S0} 9k9]9l (7.11)

donde sin pérdida de generalidad, debido a las simetrias que se introducen en los

productos de los momentos bosénicos y las variables grassmannianas, asumimos que:

e HY es simétrico, de modo que constituyen tres cantidades a determinar.

e L, vy M}, son antisimétricos al intercambio de los indices j, k. Se tiene L}, =

—Lj; y Mj;, = =M. En conjunto conforman cuatro grados de libertad.

e G;; y Ji; son antisimétricos en los indices, esto es, Gi; = —Gj; v Jij = —Jj;, tal
que para determinar dichas magnitudes debemos especificar dos componentes.

La magnitud Fj; es designada por cuatro componentes.

e Finalmente S;j;; es antisimétrico al intercambio de los indices 4,5 y k,l y
simétrico para el intercambio de los pares de indices ij, kl. Guarda, por tanto,
las mismas simetrias que el tensor de curvatura. Por ello, sélo sobrevive una

de sus componentes cuando N = 2.

El paréntesis de Poisson entre el hamiltoniano y la magnitud (7.11) queda expresado

CcOomo
1 OH* PW oW oV
AL =550 plp]p“( H o o o om )pl+
W OF W W
—iH"™ : + 2L} M ——— roL
( R R A Pl L T P lmaxmaxk) i

PW O*W oW Y 92w '
R Mr— T ) kgl i NF Lpi
+ (alj&xk lj kj ax (9:1;1 al‘l > 9292 + (axk m]a a ) pkegeg

2 2 , 2
_( PW g PW 8W> el <8Gm . W
1

_ nnJj
Ox7 Dy " 9l 0ak Oy, ox; Nk axjﬁxk) PO

W PW PW oW
* (G"J TR ey ol R e ) oo
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L , oOM?, , ON? .
ik Jj gk ik J gk Jk J gk
0107 + ——pipnt505 + ——pip,610
+ o1, Dipnbi0y + oz, Dipnbslly + oz, Dipntiby+
o OPW , m OSnikl  n ks
por lo que hemos de asumir las siguientes condiciones
'BLOQUE 1]
1a): OHY n OH'™ n OH* _0
) oxk oxJ oxt
BLOQUE 2:|
L OPW oW OV
2a): H* =
a) dzkox! 0z Ox;
|BLOQUE 3|
oL} oL},
3a): A A
a) ¢ 8In te 8xj 0
3b): EklaMIgl X leaMI?l —0
8.75” al’j
BLOQUE 4:|
W OFy 0*W oPW
4a): H™ -+ 7 0L ——0— — + UM ——m—m =
a) 0zk0xl0xI +28xn T km o, 0z, e lj@xj(?a:k 0
L O*W OPW oW
ab): € ———F; — MF. — =0
) ¢ (8xn8xk & " Ox, 01 8xl)
- OPW W ow
4c): 1t 4 " L2~ ) =0
c) e (0w38xk kg kg &’zk)
BLOQUE 5:|
- (0G,; PW
5a): €9 (2L - N =0
a) ¢ ( oz, ’kﬁxnaxk>
(O o*WwW
5b): " L 4+ NE =0
) ‘ (8$k g 893m8:v”)
o*W PW 1 . O*W oW
5¢):  Gpj=——+J — —N? —— — =
) 7 Ox;O0xk + kl@x”@zl 2" "k Qxidal Dy
ON"  ON!
5d): A ik —
) a’L‘l + axn 0
, PW
. nj Lk xtm —
58). EJG N]km—o
BLOQUE 6:]|
6a): e”jekl%?:l =0

con el propdsito de que la expresion de I adopte el papel de invariante.
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Sobre las propiedades de las condiciones:

Cada uno de los bloques guarda condiciones autoconsistentes, los primeros bloques
permiten identificar ciertas componentes de I que posteriormente son usadas en
los posteriores bloques para obtener otras. En total suman 31 condiciones que
determinan 15 componentes libres que conforman la integral primera (7.11). Es

facil asumir las siguientes consecuencias:

1. Las condiciones expresadas en el blogue 1 y 2 corresponden a las relaciones
halladas en la teoria sin grados de libertad fermidénicos. Esta informacion
puede ser directamente obtenida de los resultados clasicos. Esto nos permite

identificar las expresiones seguidas por H’* y por V.

2. Las igualdades integradas en el bloque 3 son verificadas asumiendo la forma

afin para las componentes no triviales de las magnitudes Lé-k y M ]l-k,

LiZ = CZ‘Q + Al L%Q = —Cl'l + AQ
M, = Dzy+ B, Mj=—Dx + By

donde A;, Bj, C'y D corresponden a constantes.

3. El bloque 4 constituye un conjunto de 10 ecuaciones que establecen el com-
portamiento de las cuatro componentes de la magnitud Fj;. La condicién 4a)
obliga el cumplimiento de la siguiente relacion

0 o*W . O*W i W

mn n n_Y "V ‘g Y |
‘ 0, Jk@xj8x1+ Hoxkdx; 2 0xI dxkox!

que quedara referida como condicién 4d). La suposicién anadida de la sime-
tricidad de Fj; (lo que reduce los grados de libertad de esta magnitud a tres)
junto con la igualdad Lé.k = Mjlk (establecida mediante las relaciones C' = D,
A; = B;) transforman las condiciones 4b) y 4c) en una séla. Quedan bajo

estas hipdtesis 4 relaciones para determinar el tensor simétrico Fjy.

4. Las condiciones del blogue 5 son directamente verificadas considerando la anu-
lacién de los tensores G, Jjr y Njwi;

Gjr = Jjr = Njiy = 0

5. El bloque 6 es autoconsistente y nos informa que la inica componente no fijada

por simetrias de S;j5; debe ser constante, esto es

51212 = cte
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Esto nos lleva directamente a enunciar que la magnitud
I — 01620102

expresada como el producto de todos los grados grassmannianos que son in-
troducidos en la teoria es una integral primera. Esta es una afirmacién gene-

ralizable a cualquier sistema fisico supersimétrico.

7.4.2 Calculos genéricos en coordenadas curvadas

Esta seccion es dedicada, como habia sido anunciado, a abordar los mismos calculos
realizados en la seccién anterior considerados, esta vez, sobre sistemas fisicos que
introducen una métrica genérica g;;. Las expresiones generales que hallaremos
nos permitiran estudiar, en particular, la presencia de un nuevo invariante en un
sistema fisico con curvatura plana usando un sistema de coordenadas cualquiera
2" = 27 (2*). Este es el caso de los sistemas mecdnicos de SuperLiouville al que nos
restringimos. El cometido perseguido es verificar si en algin caso el uso adecuado de
un sistema de coordenadas permite analizar el comportamiento del invariante que
estamos buscando de forma mas simple. Recuérdese, ademas, que los grados grass-
mannianos se comportan como tensores contravariantes, tal que 9, = E7,0% (ver
apéndice C). Por comodidad de escritura introduciremos la notacién t; = g;; @’ k.
Como en los cédlculos precedentes, el objetivo serd identificar la expresion de I tal
que su paréntesis de Poisson con respecto al hamiltoniano

1 1. .
H = §g]kfjtk + QQJkW;jW;k + W, 05

sea nulo. Ensayaremos para [ una expresion cuadratica en los momentos de tipo

bosoénico, como fue considerado en (7.11). Entonces
1~.. 1 ~.. -~ ~ o -~ .
I = §H”titj + §K”Wﬂ»W;j + F3070% + Gi0107 + Ji;050% +
Lt 0% + Mt 0505 + Nigt 0705 7.12
jkLiV1V jkliV2V2 jkliV1V2

donde sin pérdida de generalidad asumimos que las magnitudes tilde exhiben las
mismas propiedades que las mostradas en la seccion precedente. Los resultados
obtenidos alli nos permiten simplificar los calculos, eliminando los términos cuarticos
en los grados fermidnicos y ensayando sobre el término de potencial una expresion
del tipo V(z) = %K”WZW] Si estudiamos una misma teoria en dos sistemas de
coordenadas diferentes, la covariancia permite transformar las magnitudes intro-
ducidas en la seccién predecente en las nuevas magnitudes tildadas o viceversa. El

conmutador o paréntesis de Poisson queda dado como:

kr aﬁjl - er 8gkl

. l
—ALHYr = 2\ o ox'"

trtit; +
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N = O(g" W W) g-ra(ffle;kW;l)

_ [T +.
ox'" ox'" it

N | .

jTVV;k;l;T + igjrﬁkl-r - QZfzi, gers;l - 2ZMZJSQSTW]€7T> t]ﬁlfi% +

+ (ﬁl
- 1 (g W, W, |
+i (gk FroiWa — 5”—%%) V) —
- 1o, 0 W W)\

+i (g’“’“élj.r - TSN’“WT.J-> ty9y 9] + i (g’“”JW + g”]\N/ijle) tr 50, +

2 oz

1 8 TS”/' M/’
( 9" G W 4 29" JpWojr + = Njk—( ))19%9’“
- i ™™m a S S S agrs
+ilg ( axf,’j r'.L;, —r;ij,> Léka ]tmmk

. i ns aMlk r oA T A T 8gnl

. i ns ale 7T Y NG ag"l /
+2 g <aT,js - Fistk - FskNJl'r> - Njk or' tntlﬁ{ﬁg

El conjunto de condiciones que convierten a la magnitud I en una integral primera
asociada al sistema fisico supersimétrico es:

'BLOQUE I:|
Ia): HM—— 09 + ™2 09" + HY g™ _
' ox! oz oz’
Im rrkl rrmk
g 8H _gmjﬁH‘ _gljaH "0
Erz ox oz

|BLOQUE II:|

Fri " irVVis i KTS irVVs
Ox Ox

|BLOQUE III: |

ail o rl
Illa): grs< T VI S ) ijai/s =0

8Ml rl
IIb): g™ ( 2T, — 0, ) M;Zgg/m =0

'BLOQUE 1V:|

IVa):  H'W,.o +ig" Frgy — 2i00,,9"™ W, — 2iM?%,6"™ W, = 0

j T a( TSW W, )
IVb) €]k (g ZF’le 2MIZ€JT) =0
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- ~ 1-, 0(¢g"W.,.W.,
IVC): Ik <grlelm/;k;r _ §Léku> =0

ox't

'BLOQUE V:|
Va): ¢&F (grséjk;s - gSlNﬁWS;k) =0

Vb): &* (Qrsjjk;s + QSINZZW;S;O =0

~ ~ 1 -~
VC): QQZTGleV;r;k + 2gr8JkSM/;j;r + §lek

(g W, Ws)
'

ale ~ ~ ~ 89”
AV4 . rs l m n 1 s o
d) g ( 0;‘9 - ij sk Fskij> - VK ox'® =0

=0

Estudio de las propiedades de las condiciones:

Las condiciones mostradas anteriormente, que verifican las magnitudes HY, K%,
5§ Fi o
Fij, Gij, L., M

J ]\N/% que forman parte de la expresién (7.12), nos permiten
asegurar que:

K ij K

1. En caso de eliminar los grados fermidnicos, la teoria quedaria restringida a
los sistemas mecanicos clasicos. Por ello, el estudio de las condiciones del
bloque 1 y 2 determinaria la integral primera del sector bosénico del sistema
supersimétrico. Los resultados clasicos pueden ser utilizados para obtener las

magnitudes aludidas en los dos primeros bloques.

2. Bajo la hipétesis K% = H% | la condicién Ila) se transforma en la relacién:

a(VVﬂ"WS) — gjkf{rsa(wrms)
oz'* oz'*

Para modelos fisicos que admitan un sistema de coordenadas que genere una

]:Ijkgrs

métrica ¢’¥ y una magnitud H¥ diagonales, la condicién que acabamos de

presentar se convierte en

O(W2Wo)
Ox't

las cuales se verifican siempre bajo el requisito de separabilidad del superpo-

OWaW.y)

(I:IlngQ . gllﬁ22) 8x/2

—0 (]:[22911 _ 922g11) —0

tencial en las nuevas variables
W
or"or?
Esto se ajusta a las definiciones de los modelos de SuperLiouville. Recuérdese,
ademas, que para estos sistemas el estudio del sector bosénico realizado en los

primeros capitulos determind la igualdad y la diagonalidad de las magnitudes

H'i y K como requeria la hipétesis de partida de este punto.
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3. Las condiciones del bloque III y IV constituyen expresiones mucho mas com-
plejas que las encontradas en la seccién anterior y su estudio serd contemplado
mediante el uso de la covariancia de la teoria y de las condiciones descritas en
el bloque 4.

4. Las condiciones plasmadas en el blogue V son verificadas mediante la anulacion
de las magnitudes
Gy = Jy = Ny =0
Esto es un resultado esperado desde la informacién de la secciéon precedente,
apoyados en la covariancia de la teoria.

7.5 Invariantes en los sistemas de SuperLiouville

Nos prestaremos en esta seccion al calculo de la extension supersimétrica de las
segundas integrales primeras, que aparecian en los modelos de Liouville. Téngase
en cuenta que dichos invariantes no se conservan tal cual aparecian en la mecanica
clasica debido a la presencia del acoplamiento de tipo Yukawa, de forma que hemos
de anadir términos a la expresién de la segunda integral primera originaria para
alcanzar su conservacion en la mecanica supersimétrica. Asi, pues, escribiremos la

constante del movimiento buscada como la suma de dos términos
L=01»+1"

de modo que [2(3) corresponde a la porcién de la integral primera que no muestra

)es la

una dependencia explicita de las variables grassmannianas, mientras que I2(F
parte que incluye estos grados y representa, por ello, la extensién supersimétrica de
I5. Mostraremos los resultados referidos a cada uno de los tipos de los modelos que

tratamos:

7.5.1 Sistemas mecanicos de SuperLiouville de Tipo I

El conjunto de modelos, que quedan abarcados por este tipo, son aquellos que pre-
sentan un superpotencial separable mediante el uso de coordenadas elipticas. Basado
en el estudio del sector bosénico de estos sistemas es sencillo extraer la forma de los
tensores H7* yv HI* siendo:

H = (%) = ( r2a? —rla? ) i = (%) = (Q —v?)(u* - Q) < -1 0 )

—xtz? ol — Q2 u?2 — o2 01
La condicién 2a) impone que % = 0, o sobre las variables iniciales,
0*W oPwW oPW ow ow
1,2 2 2 1.1 2 2 1 _
v (8:6183:1 B 8x28x2> tHe —as 40 )89518:52 i ot T a2 =0
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Obviamente esta condicién se cumple directamente para los modelos de SuperLiou-
ville de Tipo I. Por otra parte, las condiciones del bloque 3 permiten calcular las
magnitudes L* = (L};) y M* = (M)

; 2 ; _ el
L1:M1:£ 0 T L2:M2:£ 0 T
2\ =22 0 2\ 2zt 0

o bien, en coordenadas elipticas, siendo L* = (L) y M* = (MF),

Elelzf 0 v £2:M2:2 0 —u
2\ —v 0 2\ v O

Considerando el estudio del préximo bloque de condiciones, encontramos que el
requisito 4a) proporciona la forma de F' = (Fj)

20W 1.2 O°W 2,2 9°W 1.2 02w 20W 2,2 9°W

F—i T T 5T o2 +az Ozxlox! T X" 502002 +z Ozl +ax Oxlox?
- 1,2 0°W 20W 2.2 2W 2 1.1\ W 1OW 1.2 W
T 552042 tx Ozl +zt Ozxloz? _(Q - )8128952_‘% ort T T 5102

Segun IV, el mismo resultado puede ser expresado por

Wz — 2
(% — v?)W, N iv(u? — Q*)W,,

u2 — 2 u2 — 2

. (02 — )W, w(u? — Q)W
us —v us —v

F=

W,
T

02 — 92

Las condiciones restantes se verifican inmediatamente bajo el requisito que cumplen
aquellos superpotenciales asociados a los modelos de SuperLiouville de tipo I. En-
tonces, escribimos la segunda integral primera en la forma I, = [2(3) + [2(F), donde:

1 2 1 oW oW\ L 0W oW
B Z 2,1 2 142)2 . ()24242 - ChAASRINN LAANE BN Phaaidat
2 2[(2:;15 vi) gsx]+2 (x dzt " 8952) 8:5'283:2]
(F) . 9. . L, OW oPW . *W
L7 = i(x®i' — ')k + (—zazzﬁ —ixt 5rioaE T ir’a? ey 0105 +
O*W ow PW
+ (—’ixle 5m29.2 T ixQ% + iz?a? (91:1(9352) (0165 + 670) +

, oPwW ow oPwW
v (2 s~ Gt~ ) P

o bien, en el plano eliptico,

2 2 2 2
B _ Lo, o fum o T
o= g ‘“>{m—_w““‘m““+

F)y _ .2 2 vl uv u QU
L7 = i(u —v)<u2_92—92_v2)19a19a+

(1w = 02)(2? — ?)

2(u2 _ 112) (W - W )

7’0 7u
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, {u((ﬁ — VYW,  v(u® —Q)W,
+ 1 — + ’

2 2

} (9105 + 979)

u? — 2 u? — 2

W,

W.
— i(Q* —v?) le;u + u—] Pe9Y 4 i(u® — Q) {Wm v

R
QQ _ U2

s | 020

donde la parte bosénica de I reproduce el resultado clasico.

7.5.2 Sistemas mecanicos de SuperLiouville de Tipo 111

El estudio del sector bosonico de esta variedad de modelos realizado en capitulos
anteriores nos proporciond el invariante (3.4), de donde puede leerse directamente

como resultado

1}2

2 - 0
H _ 0 —XT N ]:_:]_ _ U2 + U2 )
—x? 22! 0 u

u? 4 02

que a su vez verifican 1a). La condicién Ila) para los valores de i = 1,2 se manifiesta

Cco1mo

2 oW oW 2 8W82W_0
u? +v2 v udv u? +v2 Ou Oudv
de donde es natural imponer en este caso la condicion gZ—amz = 0, que reproduce la

definicién de los modelos de SuperLiouville de tipo III. En las variables iniciales el

requisito anterior se refleja como:

0*W oPW 0*W ow
20" ——— +a? — =0 7.13
¥ 911022 i <6x28$2 axlaxl) * Ox? (7.13)
La condicién 3a) dictamina que
i
0 ——
0 0 A
2
o bien, en las coordenadas parabdlicas utilizadas en I11a)
7 i
El _ Ml _ 20 —57) [,;2 _ MQ _ ZO —§U
5’0 0 5’& 0

El primer requisito mostrado por el bloque 4 nos permite reconstruir la magnitud

de acoplamientos con grados fermiénicos

L, OPW L PW

—ix T ——

F— Oxl0x? 0x20x?
o O*W . O*W ow L, W

—iT i —1 —ix
0x20x2 0x20x? ox! o0xlox?
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o lo que es lo mismo, segin IV,

. . v
P —i0 Wi + W,y 21 g2 (W — 0
- U
o W — W) W, — il
mientras que las condiciones remanentes se verifican inmediatamente bajo (7.13),
que define los modelos de SuperLiouville de Tipo III. Entonces, el invariante a

anadir junto al hamiltoniano quedard expresado como la suma de los términos

(B) 1.2 2.1\ -2 18W 28W ow
L7 = (2'i® — 2% @ +(:E 52~ a1 ) 352
g L, PW L, OPW
LY = —idt000) — it oo 016 — i oo (6165 + 6765)

O*W oW O*W
: 1 2 202
i (235 922022 Ozt 8:6183:2) 616

o bien, usando las variables parabdlicas,

1
[2(3) = §(u2 +v?) (u21)1') — UQQ'M'L) + m (UQWva - UZVV;uVV;u)
I = —i(w? 4 0®) (i + ud)9u9Y, — iv(0 Wiy — W )00% +
UV u QU v QU . v,qQU
—m (U,Wu — UWU) (791192 + 191/192) + ZU(UV[/;’U;U - Wu)ﬁ1192

donde de nuevo es licito afirmar, al contrastar la parte bosonica de la integral primera
encontrada con respecto al resultado cldsico (3.4), que corresponden a la misma

expresion.

7.5.3 Sistemas mecanicos de SuperLiouville de Tipo 11

Este tipo de modelos requeria que bajo el uso de variables polares (4.1) el superpo-
2w
OR Oy

tencial se manifestara como una expresion separada, de modo que =0, lo cual

respecto de las variables iniciales queda indicado como

2
) + (z'zt — 2%2?) ald +xlaW — x28W =0 (7.14)

e orloz! 02012

Lo O*W W
oxlox? 0x? oxl

Entonces, las magnitudes

x2x? —rla? . 00
( —ztx?  xlxt ) ( 01 )

verifican respectivamente las relaciones la) y Ia). La condicién de separabilidad

sobre el potencial expuesta en (7.14) transforma 2a) y Ila) en identidades. Los
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requisitos del bloque 3 son satisfechos eligiendo

Ll — Ml — ZO ) %xQ L2 — M2 — iol _%xl

o bien, en las coordenadas polares,

It = 00 72 i — AO -1
0 0 ‘R0

Finalmente, la condicién 4a) establece la necesidad de que el tensor Fj, quede de-

terminado en la forma

_L20W 1,2 9°W 2,2 9°W 1,2 9°W 20W 2,2 9°W

F—; ( L 522 R ) +xtw Ozloxt Ll 52542 +z ozl +xtw Ozlox?
N 1.2 0°W 20W 2,2 W 1,1 W 10w _ 1.2 0°W
T 5 70,7 +z ozl +atr Ozl0x? LT 57957 L ot R s )

que podemos expresar en variables polares como

~ 0 0
= -2 92W
( 0 iR’ dpdp )

El resto de las condiciones pertenecientes a este bloque reproducen la igualdad (7.14)
y se verifican, por tanto, por la propia definicion de los sistemas de SuperLiouville
del tipo II.

Al recopilar toda esta informacion, podemos escribir la nueva integral primera
siguiendo la expresion genérica (7.11)

2
(B) _1 2.1 1.on2 1 28W 18W
(F) _ .(.2:1 1:2\ ol p2 . 92 2 ow 1 >*W ow 1p1
Iy’ = z(xx —xx)é’a@aqu: (m 2i0e F 9r02 92 0,05 +

0*W ow oPW
- 2 2 1 12 21
+ iz (a: 5oi5at T 5ar ¢ 63:26x2> (0165 + 6765) +

, *W ow *W
izt ( 1 2 ) 9%05

+ v 022022  Oxl v oxlox?

o bien, sobre el plano polar,

1 10W oW OPW
IL=-R*¢p+ ———— — iR pIR9¥ +iR?> ———970%
2 2 SOSO_FZ&SD (990 ? (paa_l_z 680(9(,012

coincide plenamente con la segunda

donde puede observarse que la expresion IéB)

integral primera (4.6) surgida en el sistema clasico de Liouville de tipo II. Entonces,

I2( ) es la extensién supersimétrica buscada.
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7.5.4 Sistemas mecanicos de SuperLiouville de Tipo IV

Los modelos encuadrados en esta clase de sistemas fisicos incluyen superpotenciales
con una forma separada en variables, de modo que se verifica
W B

oxlox?
Las integrales primeras pueden ser identificadas en este caso de una manera sencilla,
advirtiendo que los modelos de Liouville de Tipo IV vienen constituidos por dos
copias de teorias supersimétricas N/ = 2 con espacio unidimensional N = 1. Por
ello, la segunda integral primera anadida a la energia, corresponde a la expresion

1 1 oW oW *W
I, — 1.1 L . 151
2 Qx Tt 2 Ozt Ozt _H@wlaa:lel%

7.6 De la presencia de invariantes fermiénicos

La seccion precedente nos permitié dilucidar la presencia de integrales primeras de
caracter bosonico anadidas a la energia para los modelos de SuperLiouville. Jun-
to a dichos invariantes para sistemas mecanicos supersimétricos N' = 2 hemos de
adjuntar las dos supercargas de caracter fermionico. En esta seccién trataremos de
examinar si existen nuevos invariantes de naturaleza fermidénica. Ensayaremos la

expresién mas general de tipo impar asociada a un sistema fisico con N = 2,

0 = Al + Bapeli0505 + Un05 + Cupothh + Dapcl30005 + Vb5 (7.15)
q1 q2

en la que distinguimos dos subexpresiones, la primera abarcada por ¢; que consta
de los tres primeros sumandos y la segunda por ¢ conformada por los tltimos
tres sumandos. Pretendemos que el paréntesis de Poisson de (7.15) con respecto al
hamiltoniano sea nulo, esto es, {H, ¢}p = 0. El calculo explicito de dicha operacién
arroja las siguientes expresiones:
aAk OBk ou; W ;
—i{H, = — 0] —i—2Lp, 00505 — i S oAk ——— ]
{H.a}e o P Dar azk T 1 orlags ) PR
ow  o9*WwW oPW ;
+ AF +—-U, |0 +
( 7 (%cr 81”"(%’“ Oxidxr ) !

O*W
+ + 2 0705
( JaxTﬁxsﬁxk Zaxlamﬂ Tks) #1016
2 .
aV; p O°W ) i

C dDyj
— 0 — i P00k — :
i PP — i (axk A wEn

1 2 ;
. ¢(§ok. 0 {awavv}_ all Vk)%_

POz | Oxl O Oxi Oxk

PW 0*W
T : % ; J 0l nk
( R e W Jk) 1002
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donde es advertido que podemos agrupar las condiciones en dos sistemas de ecua-
ciones desacoplados totalmente analogos, uno de ellos que permite especificar las
magnitudes que forman parte de ¢; y el otro que da ¢s. Desde este punto de vista
podemos afirmar que este tipo de invariantes aparecen de forma apareada. Si es cal-
culada una integral primera de cardcter fermionica ¢;, podemos identificar de forma
directa otra carga ¢o. Los requisitos que verifican las componentes de cada una de
las cargas mencionadas quedan expuestos en la siguiente tabla:

Sobre la carga ¢;:

Condicion 1: Condicion 2: Condicion 3:
8Akj aAlj . 0By oU.; *W
=0 k% =0 — + AF - =0
ox! + oxk € ox" oxk + Y0210z
Condicion 4: Condicién 5:
ow O*wW *W . BPW *W
I, - U i | AL 24 -B.x| =0
T 0xk Qxk ozt dziozk F © { i e oront T gt
Sobre la carga QQ:‘
Condicion 1: Condicion 2: Condicion 3:
8ij 8Clj 0D oV *W
iy gk Z IR —L _C* - =0
ox! + oxk € ox" oxk Y0205
Condicion 4: Condicién 5:
lckOW O*W B *W i |t PW _ 9 *W 1_¢
27 T ozl 0xloxk ~ Oxidzk F IOz Ok Oxt oxloxk | T

En las veinticuatro condiciones anteriores subyace los siguientes comportamientos
referidos a las dieciséis magnitudes que tratamos de especificar:

1. Las condiciones 1 de la tabla que precede nos proporcionan una expresion

arquetipo para las magnitudes A’; y C*;. Estas aparecen como

A= ( a1[B2 + an a2$2 + a2 > C = ( 011‘2 + C11 CQZB2 + C19 )

—alxl + ao —CZQ.CL’I + ao9 —leﬂl + Co1 —CQ$1 + Co2
donde los coeficientes a;, a;j, ¢; y ¢;; son constantes reales.
2. Las condiciones 2 que especifican las magnitudes B;j; y D;j; nos indican que

Bﬂg = cte DﬂQ = cte
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3. Las condiciones 3 permiten identificar los términos U; y V;. La compatibilidad
de éstas esta supeditada al cumplimiento de las relaciones,

0 41 *wW _ 0 42 O*wW
0x? 9O ozt b9zt OT

o [ ., O o [ ., W
O (67 axbaxz> Ozt (Cjbaxbﬁxi

lo que constituye una restriccién sobre los superpotenciales y por ende de

los sistemas fisicos capaces de admitir estas nuevas integrales primeras. Las
condiciones 4 y 5 constituyen también restricciones sobre el superpotencial.

Téngase presente el conocido resultado de que el paréntesis de Poisson de dos inte-
grales primeras constituye de nuevo una integral primera. Por ello, de forma genérica
se tiene que las expresiones
a

pa9b9] + 4By Bk 0900505 +
oU;
ox®

0A%,
{gn, a}p = ATy A® bpzpa—i-ZzAZ o

+2AabBbjkpa9%0§ -2 (iAab — QBbijUj) 911)9; + UaUa

a

= 2000563 + ADy 0 D08 056265 +
ov;

oC%,
{2, 2}p = chLC® bpzpa—l—QzC“ o

+%mpmm%ﬁ+200%

- 2Dz‘ijj) 9393 + VoVa

se erigen como nuevas integrales primeras. Introduciremos el estudio de las inte-
grales primeras de naturaleza fermidnica a través de las condiciones sugeridas ante-
riormente, que fijardn las caracteristicas y restricciones sobre los modelos fisicos que

incluyen tales invariantes. Se destacan los siguientes casos:

7.6.1 Sistemas mecanicos N = 2 supersimétricos

El esquema planteado es totalmente genérico y en particular debemos identificar a
las supercargas como integrales primeras de caracter fermionico del tipo propuesto.
Esto queda verificado considerando los valores de los parametros expuestos en los

siguientes puntos:

e c=d=0,a; = 9;y Bijz =0. Bajo esta eleccién de las constantes nece-
sariamente U; = —g‘;{, mientras que las condiciones que se imponen sobre el

superpotencial se convierten en identidades que igualan dos miembros nulos.

‘g‘;‘f 0% es una constante del

Es decir, encontramos que la expresién ¢ = #°0% —
movimiento. Este invariante reproduce la supercarga, lo cual no constituye un

resultado novedoso dado que ya fue advertido en estudios previos.
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o ¢;=0,c¢;j =0;;y Dijr = 0. En este caso se tendrd que V; = % con ausencia de
restriccion alguna sobre el superpotencial. Queda demostrada la conservacion

ow

o 6i, algo que ya nos era conocido.

de la supercarga Qy = 10} +

Se cumplen las relaciones {Q1,Q1}p = {Q2,Q2}p = 2H junto con {Q1,Q2}p = 0.
En estos parrafos hemos visto la confirmacién de que las supercargas corresponden

a invariantes de los modelos mecdnicos N' = 2 supersimétricos.

7.6.2 Sistemas mecdnicos N =2 ® N = 2 supersimétricos

Otro caso englobado en el esquema introducido es aquel conformado por dos copias
de la mecénica N' = 2 supersimétrica con espacio unidimensional N = 1, tal y
como ocurre para los modelos de SuperLiouville de tipo IV. Entonces, se tiene las

siguientes consideraciones:

®a; =0, a1 =ayn =ax =0,a;1 =1y By = 0. En este caso, todas las
condiciones se verifican bajo la hipdtesis
oPW
x'dx?
es decir, el superpotencial adopta una expresién separada en las variables x?,
de modo que W = W (z!)+ W3 (22). Encontramos que U; = —%% y U, = 0.
La expresion explicita de la carga es

=0 (7.16)

ow

'

@ = i'0] — ——0;

o ¢, =0,cr2=co1 =C2=0, c11 =1y D;j, = 0. Anédlogamente al punto ante-
rior, la condiciéon que aparece para salvaguardar la consistencia del esquema
es que el superpotencial cumpla (7.16). Ahora, V}, =0y V, = g%. La carga
conservada es: o

La condicién de separabilidad sobre el superpotencial (7.16) impone que el hamil-

toniano aparece en la forma H = H® + H® con

1. 1OW oW o*Pw
G) — 25053 4 = . J nJ
HY = 2" * 2 0xd Oxd +283318x19192

donde el convenio de Einstein ha sido desestimado en esta expresion. Asi, por

construccién se hace evidente que las magnitudes HY) corresponden a invariantes
del sistema fisico, tal y como fue advertido en la secciéon 7.5.4. La estructura de

paréntesis de Poisson es

{Qi,Q;Yp =2H6;; {ai,q;}p =20,;HY {q;,Q;}p =0
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7.6.3 Sistemas mecanicos N = 4 supersimétricos

Bajo este epigrafe quedan incorporados los sistemas caracterizados por los valores
enumerados en los siguientes puntos:

ow ow
® a;,=0,a11 =ap =0,a3=—an=1, B =0,U, = -55yUs =55 La

condicion a verificar por el superpotencial es la relacion

O*W N O*W
oxloxl  0x20x2

=0 (7.17)

esto es, que la expresién del superpotencial sea armonica (verifica la ecuacion
de Laplace). La nueva supercarga viene dada como

Qs =€’ (:'cia{ + aw%)

oxt

e ci=0,c11 =cp =0 c2=—cu =1y Dijjr = 0. De nuevo se sostiene la

condicién (7.17). La expresién de la supercarga se atribuye a

Qs =€ (df‘@é - awe{)

ox’

La estructura de paréntesis de Poisson se presenta como

{Qa,QB}p =2Héap

donde A, B = 1,2,3,4. Se habla en este caso de una teoria extendida N = 4 de la

mecanica supersimétrica. En el marco cuantico todas las supercargas corresponden

a observables del sistema.

7.6.4 Sistemas mecdnicos N = 2 supersimétricos de tipo i

Otro caso novedoso aparece cuando los parametros que caracterizan la nueva carga

fermidnica vienen dados por

oW oW
L] ai:O,an:aggzo,algzaglzl, Bijk:Oa Ulz—WyUQZ—W La

condicién que aparece en estas circunstancias sobre el superpotencial es
oPW 0*W
Oxlox!  0x20x?

esto es, la expresién del superpotencial verifica la ecuacién de ondas. El in-

—0 (7.18)

variante fermionico es ahora

~ : : ow ow
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ow ow
e ¢;=0,c1n=c0n=0,ca=cu=1, Dy =0,U; =5 y Uy = 51. De nuevo
aparece la restriccion (7.18). La carga es entonces

~ . : ow ow
Q2 = @05 + i°0) + wei + @ef

La estructura de paréntesis de Poisson nos proporciona:

{Qa,QpYp =20agH {Qa,Qp}p =20apH {Q4,Qp}p = 2045l

donde
1. oW ow = *W CO0*W
I=di'a?+ 52l B2 + oy (0103 4 6263) + zmw}eg + 626,)

lo cual corresponde a una integral primera anadida a las ya construidas. Debe

resaltarse el hecho de que los nuevos invariantes no pueden considerarse como su-

percargas nuevas dado que la operacion entre las cargas Q4 y Qg no es nula.

7.6.5 Sistemas mecdnicos N = 2 supersimétricos de tipo ii

Finalmente consideraremos un resultado méas genérico que engloba como caso par-

ticular el sistema anterior. Su andlisis queda descrito en los siguientes puntos:

® a1 = a; @12 = a1 = 1; agy = 0; By, = 0. Con esta eleccién de los pardmetros
hemos de exigir el cumplimiento de la relacion,
W n W *W
a —
Oztox? = 022022 Oxlox!

de modo que el invariante de cardcter grassmanniano corresponde a la expre-

—0 (7.19)

sién

ow oW ow oW
@ = ai'0] + 07 + %0 — (@ + a@) 0; — (a@ + @) 0

® 11 =a; C1a = Co1 = 1; ¢ = 0; Dy, = 0. Se recupera la restriccién (7.19). El

estudio de las condiciones nos proporciona el invariante

L oW oW oW oW
G = a0y + 3105 + %05 + (@ i a@) ot (a@ * @> ¢

La estructura de paréntesis de Poisson es

{Qi, 1} = 2H
{Q2,Q2} = 2H
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{Q1,Q2} = 0
{a, e} = (@ +1)i'd" + 2ai'd® + %% + (9% + ad%)? + (aS% + I0)2 +
. 2 2 2 . 2 2 2
+22(822?;2 + 2%212;2 +a’ 3213;1)9%9% + 22(821?;2 + %222;2 + aailgvxl +

2 92w 192 . 9PW 2w 291 - OPW PW 202
ta 8:216952)0192 + 22(8:1:16902 + agorp,1)0103 + 2i( 5501 + a5,15,2)0103

(@22} = (& +1)i'd" + 2ad'3” + %8 + (9% + af%)2 + (ady + 9)2 +
+2i(55%, + 20550, + a2 5W VL0) + 2i(50 s + a5 10703 +

0 PW W 192 9 92W 2w PW W _\p2pl
+2i(5.79,7 + agorp,r) 0105 + 2i(a + gt + agomnes + o )0305

9270 921022 22027
{a, 2} = m%(@%&%-@%@%)
{Qua} = —adB + (500 — 5hh) 0303
{Q1, 2} = aﬁ% + @(8‘222;2 _ 82??;1>9%9%
{Quary = ai'd' +2i"3" +a(P 5% + J5 o) + 2280 4

0 OPW W \plpl | ;(,_O*W W _\p2p2
+2Z(8x18x2 + a8x18x1)0162 + Z(&8z28x2 + 289018502)0192 +

. 2w W W _\nlp2 - 02W p2pl
+z(2a8118x2 + Ozloxl + 8128902)9102 + 21811811 9102

- 5151 1,52 OW OW | OW oW AW oW
{Q2,02} = av'd” +20°3" + a(Grgr + 525:2) T 25, 507 T
- 92W 92w 101 . 92W 2W 292
+22(8118m2 + aax1am1)9102 + Z(aagcanQ + 28x18m2)0102 +

- PW_ plp2 - 9PW 92w 92W 201
+22_6z13$1 0182 + l(axlaxl + 922022 + 2aawlﬁx2 )9162

7.7 Supersoluciones:

Uno de los propoésitos en los andlisis llevados a cabo en este capitulo es el estudio
de las soluciones asociados a los sistemas dindmicos supersimétricos, en el que las
magnitudes que trataremos de identificar implican grados grassmannianos. Para ello
hemos de afrontar la resolucién de las ecuaciones del movimiento (7.5) y (7.6), las
cuales al introducir las variables 6% = \/Li (0F +i03) y 0° = \% (07 — i03) aparecen
en la mas sencilla forma

oW  9*W P b
- c = 2
S oxb 0xe0zxb  Oxe0xbOxc 0.0~ =0 (7.20)
' ;W - *w_,
a - g a [ 21
b zada o= " 9zadh o- (721)

donde quedan desacopladas las componentes de los espinores de Majorana. Un
apunte importante al respecto de las relaciones anteriores es el hecho de que =% es
una magnitud grassmanniana de caracter par. Es conveniente justificar la presencia
de integrales primeras asociadas a las ecuaciones (7.20) y (7.21), aun cuando el

resultado nos es conocido por otras vias. Se tiene:
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e La energia: Multiplicando por % la relacién (7.20), sumando las ecuaciones
resultantes y considerando las ecuaciones de primer orden (7.21), pueden jus-
tificarse los calculos

2 3
i xaa_Wa—W _ w'aa—ng 9°¢ =

Oxb Ox*Oxb Oxe0xbOxe T
d(1.,. 10W oW W . .
A 0502

dt 20z 9z dxedxb t
1 1OW oW 9*W

H — —5%40 a nb
231j SR 2 0z Oz 8x“8xb6+9

que muestran que la energia permanece constante a lo largo de la evolucién

temporal.

° Las supercargaS' Multiplicando la primera relacién de (7.21) por el factor

BW (7.20) puede ser escrito que
790 ow a . 82W b ow aZW b
0" + 2%9 8x“8xb T Qxe 9redxd T 0
a ° aW a . 82 a a 83W a nb pe
0° + 2%9 +iz? R b9 0% m9+9_9+ =0

d oW\ ., _ OW .
EKHZ&%)@] N @_( &6)9

lo que permite encontrar de nuevo la supercarga como invariante asociado al

sistema fisico. De igual modo podria hallarse la supercarga ¢)_.

e Producto de las componentes del espinor: Considerando las ecuaciones dife-

renciales (7.21) puede obtenerse que

d W e W
dt ' pgaon V= T e+ =0

de donde puede concluirse que I3 = 6 0% permanece constante.

[046°] =690 + 950° =

De las supersoluciones de sistemas mecanicos con N =1

Los argumentos introducidos en los péarrafos anteriores pueden ser utilizados con
éxito en la obtencién de supersoluciones asociadas a modelos supersimétricos con un
sélo grado de libertad, como es bien mostrado en los trabajos de Manton [82, 93, 70].
En estas circunstancias, las ecuaciones del movimiento (7.20) y (7.21) rezan

(. OWOPW 83
T or Ox? 830102_0
. O*W
0, = —i 5 6, (7.22)
) 32
\ 0_ = (%2 0_
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La identificacion de las integrales primeras realizada en la seccién anterior permite
obtener la forma explicita de las soluciones de estos sistemas fisicos. Hemos de
distinguir los siguientes casos:

oW
oz

en base a las siguientes expresiones

e Soluciones con & # 0 y 2* £1i5 = # 0. Las supersoluciones pueden ser escritas

d
t—t :/ ’ (7.23)
V2H — LAY | o2,

que implica una integracion respecto de una variable grassmanniana de caracter
par formalmente identica a la realizada sobre una variable ordinaria [44]. Los
grados fermiénicos son obtenidos directamente a partir de las supercargas,

Qs o — 9 (7.24)

ST oW
x—i—zw T =17,

siendo:
0+ ==

e Soluciones con = + i% = 0. La expresién (7.23) sigue rigiendo el compor-
tamiento de la variable 2. Las supercargas no pueden ser consideradas como
integrales primeras de modo que no podemos sostener el mismo argumento que
en el punto anterior. Sin embargo, los grados fermiénicos pueden ser resueltos
a partir de (7.22) originando las expresiones

2

0. (t) = 0, 0exp <—z’ /0 t dt’%;/ (:cB(t’))>

0_(t) = 0_gexp <z /0 t dt’ 85;/ (mB(t’)))

e Soluciones con ©* = 0. La variable de caracter par x® es estacionaria y puede

(7.25)

ser obtenida resolviendo la ecuacion

oW *W B PW
Oor 0Ox? ox3

13 - O
mientras que (7.25) determina los campos fermiénicos.

La obtencion de supersoluciones en sistemas fisicos que implican un ntimero mayor
de grados de libertad es altamente mas complejo y se carece de una metodologia apli-
cable de forma genérica. En el capitulo que sigue seran calculadas algunas soluciones
de tipo superkink en diversos modelos mediante el uso de sus integrales primeras.



Capitulo 8

Teoria de campos supersimétrica
en (141) dimensiones y kinks

8.1 Introduccion

En el capitulo precedente fueron mostrados los principios de la supersimetria y su
interés en sistemas fisicos que poseen rigor en la realidad. Debe anadirse que las
teorias N = 2 proporcionan un buen germen que conserva muchas de las propiedades
que se cultivan en la teoria general. Asi, Gervais y Sakita [60] mostraron que los
grados de libertad de una cuerda césmica pueden ser descritos mediante una teoria
supersimétrica bidimensional [128]. Basédndonos en ello, nuestro trabajo seguird
las directrices del buen entendimiento de estas ultimas, es decir, las teorias super-
simétricas en un mundo de (1+1) dimensiones, en las que como es nuestra linea
estudiaremos la posible existencia de defectos topolégicos. La introduccién de la
supersimetria incide de forma drastica en el espectro de particulas, originando un
aumento del nimero de particulas presentes en la teoria. Asi, en el modelo Stan-
dard aparecen junto con los quarks fermiénicos sus companeros supersimétricos que
son llamados los squarks de naturaleza bosoénica. Frente a los gluones bosénicos
(campos gauge de QCD) se tienen los gluinos como sus supercompanieros. En las
teorias supersimétricas en las que se introduce gravedad aparecen los gravitinos co-
mo integrantes del multiplete de supersimetria en el que aparece el graviton. Una
conclusion interesante es que la supersimetria debe darse a escalas de TeV, escala a
la que deberian manifestarse los supercompaneros de las particulas en el modelo es-
tandar. Esto es una importante observacion dado que los aceleradores de particulas
de préxima generacion, previstos para una o dos décadas, trabajardn a ese rango de
energias, lo que permitira discernir la bondad de estas teorfas. Segun palabras de
algunos autores, sera entonces cuando las dimensiones impares del espacio-tiempo

seran descubiertas [128]. Si la supersimetria fuese conservada, las particulas de cada

287
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supermultiplete aparecerian degeneradas en masa, hecho que a la vista del mundo
real debe implicar la ruptura de la supersimetria en teorias realistas.

El estudio considerado en el presente capitulo se describe de la siguiente mane-
ra: en las secciones 8.2, 8.3 y 8.5 se introducen los aspectos generales de la teoria
supersimétrica en (1+1) dimensiones; mientras que la seccién 8.4 es dedicada a la
obtencién de la extension supersimétrica de los modelos de Liouville en el marco de
la teoria de campos; en la seccion 8.6 tratamos la cuestion de la posible existencia
de cargas conservadas asociadas a estos modelos, en el mismo sentido que el calculo
de integrales primeras realizado en el capitulo precedente; finalmente, trataremos de

identificar el kink supersimétrico o superkink desde un punto de vista clasico.

8.2 Supersimetria N' = 1 en (1+1) dimensiones

con métrica euclidea

Superespacio y supercampos

La estructura asociada a los modelos con supersimetria en (141) dimensiones [128,
53] serd mostrada empleando directamente el formalismo de superespacio. Las coor-
denadas de un superpunto seran parametrizadas por cuatro magnitudes; dos de ellas
son ordinarias, referidas al tiempo t y al espacio x, y las otras dos ' y §? implican una
naturaleza grassmmaniana. Por ello, cada punto del superespacio viene coordenado
como z = (t,z,0%,6?%), donde 6* (o = 1,2) constituyen un espinor de Majorana. El

supercampo (ver apéndice A) puede ser expandido como
_ 1 _
O (x,0) = ¢%(x) + Ox*(x) — 52’691’“(9&) (8.1)

donde introducimos los campos bosénicos ¢%(z) y F*(z) junto a los campos fer-
miénicos de Majorana x*(x), con a = 1,...,N. Aparecen 2N grados bosonicos en
balance con los 2N grados fermidnicos atribuidos a los N espinores x®. El campo
F“ representa un campo auxiliar no propagante, cuyo cometido esencial es el cierre
off shell del superalgebra [152]. Las traslaciones superespaciales por la izquierda,

determinadas por las expresiones
On — 0o + icq T — ot 4 Oyte (8.2)

deben dejar por construccién invariante la acciéon, mostrando la estructura super-
simétrica del sistema fisico. El generador de supersimetria, asociado a (8.2), aparece

CcOo1mo

0 0
_— = ) “ 5 _— T ) u
Q 50 +1i7"00,, 16} Q. 55 + i(v8) 00,
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lo que permite obtener las variaciones supersimétricas sobre las componentes de los
supercampos

0p* = iex®

00 =iEQP = ¢ Ix* ="0,¢% + F (8.3)

OF* =iey"0,x*
El anticonmutador entre los generadores de supersimetria (), proporciona como re-
sultado una combinacion lineal de los generadores de traslaciones espacio-temporales
ordinarias

[ 90— 01 0
= 2(Y"C) o Py = —2
{Q(X?Q/B} (,7 C)Oéﬁ M ? ( 0 804—81 ) ;

La construccion de acciones invariantes por las transformaciones de supersimetria
estd basada en la definicién de la derivada covariante (generador de las supertrasla-

ciones por la derecha)

D= i —iy"00,

00
toda vez que esta magnitud anticonmuta con el generador @), es decir:
{D Q) Qﬁ } =0

Construiremos en primer lugar la teoria libre a la que anadiremos posteriormente

términos de interaccién.

Teoria libre

La teoria supersimétrica libre se halla asociada a la accion

1 _
5o(] = — / 23 d20 DB DO" (8.4)
correspondiente a la integracion sobre el superespacio de una densidad lagrangiana
dependiente de las derivadas covariantes de los supercampos. La invariancia por

supersimetria se hace evidente ante la forma de la transformacién
0D, @ =icQD,P"
que nos permite escribir
L =1eQL=1ev"00,L (8.5)

lo que muestra bien a las claras que las transformaciones supersimétricas provocan
un cambio en la expresion del lagrangiano que es identificado como un término de
divergencia. Advirtiendo el desarrollo

. a a a a 17 a s —a a a a
Lo=-X"X"+1i0("x*0,¢ —XF)+§99 (0p0" +ix "0, x" — F*F*)

N | —
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y realizada la integracion sobre variables impares concluimos que la accién es

5= [ & ( 001046 + Jix'D,x" —%FF)

mientras que la corriente conservada, facilitada por la invariancia del sistema fisico

respecto de la variacién (8.5), se manifiesta como
JHOY X)) = X0, — X

La eliminacion del campo auxiliar mediante el uso de las ecuaciones del movimiento,
las cuales nos informan que F* = 0, permite escribir la acciéon en funcién de las

variables fisicamente significativas como

So = / dQ:v( 0,0°0"6" + - 5 X v“c‘%xa)

que describe la teoria libre de bosones y de fermiones de Majorana representados,
respectivamente, por los campos ¢*(z) y x*(x). Las variaciones on shell asociadas

a la supersimetria
0P = iex*® oX* = "0,
determinan la expresion de la supercorriente
3@ X") = "X 00"

de modo que la carga asociada, correspondiente a la integral espacial de la compo-

nente temporal de la corriente, es escrita como
Q= / dz {7"7°Xx"0,9" }

Teoria con interaccion

La introducién de términos de interaccion en la teorfa, invariantes bajo (8.3), puede
ser obtenida anadiendo un término de superpotencial a (8.4)

S — 2 / 2z 20 W[ (z, 0)] (8.6)

donde W = W|[®] es una funcién cualquiera de los supercampos usualmente de buen
comportamiento (aunque este requisito puede ser relajado determinando novedosas
propiedades [65]). Desarrollando ésta en potencias sobre los elementos nilpotentes
del superespacio, se advierte que

8W ow 1 °W
Wl (o, 6)] = Wior] + G 0 — 300 (150 P+ 50
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lo que tiene como consecuencia que la accién queda expresada en la forma

1 1 1 ow 1 0*°W
S = d? 20 O Y ZiveatY v — ZFepe _ Fe_ ca. b
/ x(z R D S Y90 2 00 9 ¢ )
Los campos auxiliares F'*, obtenidos a partir de sus ecuaciones del movimiento
ow
F=—
i 9o

proporcionan la habitual forma de la accién supersimétrica en (1+1) dimensiones
[45, 74, 103, 25],

1OWOW 1 0*W
x) (8.7)

20¢° 00" 2990 "

S = / P (%amaa%“ + %z‘x“v“aux“ -

de donde concluimos que el potencial que rige el sector bosénico de la teoria viene

determinado por la expresion:

1oW oW
Up(o®) = =
50" =5 D Do
Las ecuaciones de Euler-Lagrange, que verifican las soluciones del sistema fisico,

aparecen como el sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden acopladas

ow 9*wW 1 W
W Aa Z 70y ¢ —
(%(3 ¢ + a¢b 8¢aa¢b + 9 a¢aa¢ba¢cx X 0 (8 8)
2W .

b __
gonagp X Y

La invariancia por traslaciones espacio-temporales proporciona, via el teorema de

10, X" +

Noether, la conservacion de la energia y el momento

| P 2 ., lowow 1 o*wWw __ .,
Py = /dm [580925 00" + 56@ 019" + §X 101 X" + §6¢a B + §8¢aa¢bx X

P = /diE [6‘o¢>“81¢“ + %X“%&X“

Por otra parte, la accién (8.7) es invariante bajo las transformaciones supersimétricas,

las cuales escritas on-shell vienen expresadas como

0 =iex” Ox* = 0,0"v!'e —i %Z €

por lo que la corriente asociada es
| , oW
FH(B" X)) = X0 i X
o
lo que permite construir la carga supersimétrica:

ow
Q= / da {v“voxa W +i7°x" 3 ¢a} (8.9)
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8.3 Supersimetria N' = 1 en (1+1) dimensiones

con métrica.

En secciones precedentes hemos considerado modelos supersimétricos que implica-
ban una métrica euclidea en el espacio interno. Generalizaremos los célculos realiza-
dos en la seccion 8.2 para el caso en que el sistema presenta una métrica cualquiera
[42]. El propésito final de este tratamiento es encontrar expresiones covariantes, que
bajo transformaciones de coordenadas (difeomorfismos) sobre la variedad de campos

8@5’3
Bpe X

lleven a escribir de forma sencilla las nuevas expresiones. Ello permitira obtener las

" — ¢ ("), X' =X =

(8.10)

generalizaciones de los modelos de Liouville en este marco. Utilizando el formalismo
de superespacio, un superpunto continua siendo caracterizado por las coordenadas
(20, 21,6',60%) y el supercampo puede ser expandido en la forma (8.1). La super-
simetria queda patente mediante la invariancia de la accién por las transformaciones

(8.2).

Modelo Sigma supersimétrico

Teniendo en cuenta que para el caso de métrica euclidea la expresién (8.4) podia ser
escrita como

1 _
So=—3 / d*z d*0 ;. D®’' DD

la generalizacién a un modelo con un espacio interno curvado® es obtenida mediante

la expresién
1 _
S =3 / P 2 g;1(®) DI DD (8.11)
donde la métrica gj; es una magnitud tensorial de naturaleza dos-covariante que

depende en general de los supercampos. Su desarrollo respecto de variables impares
queda anotado como

dg dg 1 Pg
gjk(q)> = gjk(¢) 8<;lk 9 f— —99 < aéf F' + 5qu’;xlx

lo que agrupado en (8.11) nos permite encontrar la expresién expandida en compo-
nentes de la accién. Esta es

1 | P T
So = /dQﬂC {§9jk 0,9 " F + 5 Yik Yo" — §9ijij+

1 . 1 0%gi ,
~Flgn I X" — L e }

7 )
_a l .Trr —J sk
+2 0@ i Ui XX + 5 8@¢la¢r

'Espacio “blanco” en la terminologia del modelo Sigma no lineal.
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de modo que empleando la expresién del campo auxiliar 7, proporcionada por las
ecuaciones del movimiento

1 —
Fl = ) F kX X
y tras manipular concienzudamente las formulas resultantes, la accién es

1 , 7 » 1 i -k m
So = / d’x {§9jk3u¢38“¢’“ + §gjk><”y“Dux’“ — g ftikim X' x }

donde se define la derivada covariante del campo fermiénico x’ en el modo
D! = 0, +T19.0,0™X!

A la vista de (8.3), las variaciones on shell que determinan la invariancia super-

simétrica aparecen en el modo

SoF = iex*k Sx" = 10,0% + 2F@]X e

de tal manera que la corriente supersimétrica asociada es

3*(b, X) =i gjk O’y X"

8.3.1 Teoria con superpotencial

Para introducir términos de interaccion en la teoria y siguiendo los pasos trazados
en secciones precedentes, hemos de integrar en la expresién de la accién (8.11) el
sumando (8.6) que incluye el superpotencial. Desarrollando respecto de las compo-

nentes del supercampo, el funcional accién aparece en la forma

1 _ 1. 1 . ] S
S = / d*x {—gjkaucﬁ "k + §Zgjkx’“7“8ux’“ — —ginFIF* + 58@’9]»« ek

2
1 P oW 1 PW
Fl rF 2 Y5k i ksl T _ F - : ciak

Las ecuaciones del movimiento asociadas al campo auxiliar F* proporcionan la
relacién ]
Uk 6W

FF=_T

que introducida en la expresion de la accién proporciona

1 8W ow 1 ,
S=35 d’x gk L2 W AR
Un estudio totalmente analogo al realizado en secciones precedentes nos permite
acceder a la corriente supersimétrica, expresada en este caso por

—WVMXj

3"(6:%) = g0y VX" = 55
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8.4 Modelos de SuperLiouville

Esta memoria se inici6 con el estudio de modelos enmarcados en la teoria de campos
en (14+1) dimensiones. Como casos particulares afrontamos el estudio de los defectos
topoldgicos englobados en los modelos de Liouville. Sobre dichos modelos queremos
insuflar la estructura supersimétrica, en modo totalmente analogo al anélisis realiza-
do respecto de los sistemas mecanicos. Dado que conceptualmente el procedimiento
fue descrito en el capitulo 7 nos limitaremos a introducir, aprovechando la seccion
previa, las expresiones para cada modelo de SuperLiouville, que difieren ligeramente

en su forma a las encontradas en la seccién 7.5.

8.4.1 Modelos de SuperLiouville de Tipo I
El sector bosénico de la teoria supersimétrica para este tipo de modelos queda
caracterizado por la densidad lagrangiana

1 u? 1 u?
Lp= S Q28u8u+§Q2_U2ﬁvav—U3(uv)

donde el término potencial queda especificado como

1 u?— 02 (aw>2 1022 (aw>2
Ug = = - =

2 w2 —0v2 \ Ou 2 w2 —v2 \ Ov

lo que reproduce los resultados obtenidos en el capitulo 2. En el sector fermioénico,
junto a la parte libre
i u?—? i u?—v?

Lr =5 5 X'V Dux" +292 S XY D"

aparecen los acoplamientos tipo Yukawa

o 1 O*W B (2 — o) (uqr + 3% | .
E 2 1 udu (u? —UQ)( —Q?) X
W (0 — 07l — il

0v Ov * (u? —v2) (2% —v?)

UL, U

X X

u 1
XX 9

La definiciéon 2.5 sigue rigiendo en este nuevo marco como determinante de este tipo
de modelos.

8.4.2 Modelos de SuperLiouville de Tipo III

El sector bosonico de la teoria supersimétrica adopta la siguiente forma

() (5]

1
2(u? +v?)

Lp= %(u2 + v?) (O, u 0"u + 0,0 OFv) —
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de modo que podemos afirmar que aparece un término potencial en este sector que

()~ (50)]

lo cual puede ser contrastado directamente con los resultados obtenidos en el tercer

viene expresado como

1

Up = 2(u? +v?)

capitulo. La parte libre del sector fermionico corresponde a

i N L
LY = §(u2+vz)x YD, x t3

mientras que los acoplamientos tipo Yukawa proporcionan los términos

(v +v%) X" D,x"

2 ow _ oW
EI_ 1 a4 uau UB'L) U U

F= 9 loudu w242 XX

2 ow _ oW
_[aw ul _ g,

Vi

X X

ou Ov u? + v? XX 2 | ovow u? — 2

w1 [82W +u%_vg_v%_vgl

De nuevo, un sistema supersimétrico corresponderd al tipo III si verifica la definicion
3.4.

8.4.3 Modelos de SuperLiouville de Tipo 11

La descripcion del sector bosonico en esta clase de modelos supersimétricos responde
a las expresiones

1 1 1 /ow\? 1 [ow)?
S 1% —R? oy _ —
Lp 23MR8 R—|—2R Oup O 5 (8R> Ve (8@)

por lo que el potencial que rige el sector bosénico es encontrado como

gL (oW 2 L L (ow ?
P72\ oR 2R? \ dp
que reproduce el potencial asignado en la definicién de los modelos de Liouville de
Tipo II. La parte libre del sector fermiénico aparece como

i _p Rl _
EOF = 5 XY Dux™ + 5 RQX@V“DMXS"
siendo los acoplamientos tipo Yukawa

LW o ( PW 1 aW) n, 1 (a?w RaW) oy

F=99rorN X T \GRoe  Roo )X X T2\ apae TV OR

La definicion 4.4 sigue siendo valida para determinar los modelos de SuperLiouville

de tipo II en teorfas de (1+1) dimensiones.
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8.4.4 Modelos de SuperLiouville de Tipo IV:

El sistema de coordenadas que proporciona la separacion en variables de la expresion
del potencial bosénico en estos modelos corresponde a las variables originales o
cartesianas, que habiamos introducido para indicar las expresiones de las teorias
supersimétricas. La definicién para los sistemas de SuperLiouville de Tipo IV viene
dada por (6.6), ya usada en el contexto de los sistemas dindmicos introducidos en
el capitulo precedente. El lagrangiano asociado a esta clase de sistemas es

2
1 1 LOW oW 1 O°W
=3 (50,60" 6" + Six" 0" — = _ = 12
£ a1(2aﬂ¢a¢+zl’”8“x 2 00" 0¢" 28¢aa¢axx) (8.12)

8.5 Cuantificacién y espectro SUSY

Una de las caracteristicas primordiales que confiere la supersimetria a un sistema
fisico es la presencia de nuevas simetrias, las cuales generan el hamiltoniano tras
la operacion bilineal constituida por el paréntesis de Poisson en el marco clasico o
por el conmutador en el cuantico. En esta secciéon consideraremos el ultimo ambito
con el objetivo de presentar importantes resultados. Entre éstos avanzamos que las
soluciones de tipo kink, sometidas a las ecuaciones de primer orden (1.60), aparecen
en este esquema como soluciones distinguidas. El procedimiento de cuantizacion
canonico convierte los campos en operadores y la operacién bilineal definida por el
paréntesis de Poisson se convierte en las siguientes relaciones de conmutacién a igual

tiempo

Sector bosonico Sector fermionico

[¢7(t,2), TIE(t, )] = i67%6(x —y)  {x(t2),XE(ty)} = 67%6(x — y)
(7 (t, ), ¢% (L, )]

—0 (8.13)
[1I5(¢, ), 11 (¢, )] = 0 O (8 ), X5 (t,y)} = 0

Con el objeto de seguir fielmente la literatura [146] introducimos el uso de las proyec-
ciones quirales de las magnitudes fermiénicas, definidas a través del operador de
proyeccién quiral Py = £(1 & +°), cuya accién sobre el campo espinorial x7(z) se

resuelve en el sentido

' = Pyx 0 XL =Px N :
2

La proyeccion de las cargas supersimétricas aparecen en los siguientes términos

0. = [af@w-00)+ 500 ) (5.15)
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. oW .
donde Xi y Xj_ son, ahora, operadores campos de naturaleza fermiénica de una sola
componente equiparables, respectivamente, a las componentes y] y x3. Adviértase
que tanto @), como ()_ son operadores hermiticos. Junto a las proyecciones quirales
de los campos fermidénicos se definen las magnitudes P, = Py+ P,y P_. = Py — P,

que proporcionan explicitamente las expresiones

1 , N2 . lowow 9*W .
fﬁz/m{ﬂ%w+mw—Hﬁ&ﬁ+§wwwfw%mwﬁﬁ} (8.17)
1 - N2 . 1owow | 9*W .

P = /dw {5 (0d’ — 01¢7)” — ix% OuX, + 5000 95 Z@qﬁj@qbkxixli} (8.18)

El calculo del dlgebra generado por las cargas supersimétricas nos reporta en primer

lugar el importante resultado

OW O¢/ ow
@0y =2 [ar 5 5 =2 [ de G = 2Wlota)

de modo que si las condiciones de contorno son tomadas sobre el infinito, la definicion

=2T

cont

de T se convierte en
T = Wlp(o0)] = W(g(—00)]

cuyo valor es cero para las soluciones triviales pero que adopta un valor no nulo
para aquellas soluciones de origen topoldgico [146, 25], como es el caso de las solu-
ciones kinks. Por simplicidad hemos asumido que el superpotencial corresponde a
una funcién de buen comportamiento sobre los campos ¢‘. Como ya fue advertido
en el primer capitulo, la forma de la T" puede verse alterada para sistemas fisicos que
admitan superpotenciales con puntos de ramificacién [65]. La presencia de esta mag-
nitud tendra una importante repercusion sobre el espectro engendrado sobre tales
soluciones, tal y como serd mostrado posteriormente [89]. El algebra se completa

enunciando que

{Q+, Q) = 2P {Q_,Q_}y =2P, {Qs,Qy=2T
[Q+7T] =0 [Q—7T] =0 [T7T] =0
junto con
L OW 0" Y OW 0¢*
I:PO, T] - a¢a at Scont [Pl’ T] B QZ a¢a ax Scont

por lo que se puede afirmar que para soluciones pertenecientes al espacio de con-
figuracion C, el operador T' se manifiesta como una carga central, cuyo origen es
totalmente topologico. La estructura del algebra de supersimetria obliga a que la
energia asociada al sistema fisico sea en todo caso definida positiva. Distinguiremos

dos situaciones en la identificacion del espectro:



298

CAPITULO 8

e Sector No Topologico: Manipulaciones sencillas

2Pp=P,+P =Q7+ Q> +QQ +Q Q= (Q; + Q)" = Q7

nos permiten escribir

1 1~
= §(Q+ +Q-) = 5@?,2

El hecho de que los operadores Q. y ) sean hermiticos implica que para
cualquier estado |s)

2

(s|Pyls) (Qy +Q-)

-l

de donde queda patente el resultado de que los autovalores de energia resul-
tantes de la teoria deben ser semidefinidos positivos [75]. Entonces, el espectro

de particulas es descrita segtin las siguientes situaciones:

— Particulas con masa: Si consideramos particulas con una masa en reposo

dada por P = (m,0), el dlgebra supersimétrica queda restringida a

(Qe.Qi}=2m  {Q1.Q-}=0  {Q_.Q}=2m

de modo que podemos definir los operadores creacién-destruccion

a= 2\/— (Q2 +1Q) al = 2\/— (Q2 —iQ1)

que verifican como es natural el algebra
{a,a} = {a',a'} =0 {a,a’} =1

de forma que sobre cierto estado |2) del sistema fisico, el multiplete de
supersimetria queda constituido como

) a'lQ)

— Particulas sin masa: En este caso las particulas vienen caracterizadas

por P = (E, E), lo que convierte el algebra supersimétrica en

[QQi} =0 {QeQ-}=0  {Q_.Q}—4E

de tal forma que el operador @), es realizado trivialmente, consideran-
do que ;. = 0. No pueden ser construidos operadores de creacién-
destruccién. Sobre un estado |€2) la supersimetria no genera nuevos es-

tados.
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e Sector Topologico: En este sector se tienen valores no nulos para la carga
central T'. Resulta

1 1
Py=5(Py+ P) = |T|+ (@ £ Q) (8.19)
de donde
Py > |T|
Para una particula simple en reposo con masa M, la condicién arriba escrita
queda reflejada en la relacion
M > |T| (8.20)
En el caso de que la desigualdad (8.20) no quede saturada (desigualdad estric-
ta) el espectro de particulas generado es similar al caso no topolégico basado
sobre los operadores de creacién-destruccion
1
[mQQ + (=T £ivm? —T?)Qy
2y/m(m? —T?)

Por otra parte, el camplimiento de la igualdad en (8.20), saturacién de la cota,

a,al =

ocurrird para aquellos estados caracterizados por alguna de las condiciones
(Q4 £ Q_)|a) = 0, como es de recibo al observar la formula (8.19). Estos
son los llamados estados BPS. Desarrollando explicitamente dicho requisito

encontramos

¢ o [ OWY\ ;. (0 ¥ _OWN ;|
/dx{(axﬁaxliaw))‘*i(axo axljFaqu)X— =0

Para el espacio de configuracion C definido en el capitulo 1, en el que quedan

integradas las soluciones con independencia temporal, las condiciones anterio-
res son verificadas por las soluciones que obedezcan
op iE)W
ot O

que constituyen las ecuaciones (1.60) que caracterizaban las soluciones kinks.

(8.21)

Estas soluciones, por tanto, aparecen en la estructura supersimétrica como
soluciones distinguidas. El estado BPS puede ser escrito como |a) = | (71))®
|F'). En la notacién de superespacio, los supercampos correspondientes a solu-

ciones kink son caracterizados por el ansantz
1 -
O(x,0) = f (xi 599)
En cuanto al analisis del espectro de particulas puede advertirse que no existe
realizacién alguna no trivial de los operadores de creacién-destruccién (a =
a’ = 0). No aparecen nuevos estados en el multiplete supersimétrico sobre los
estados BPS. En dimensiones mayores el efecto provocado es un acortamiento

en el nimero de estados del multiplete supersimétrico generado en el sector
no topolégico [89].
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8.6 Busqueda de invariancias fermionicas.

En el formalismo clasico, el lagrangiano asociado a una teoria supersimétrica en
(141) dimensiones venia expresado por (8.7). Fue mostrado que en presencia de
un término de superpotencial genérico subsistia una invariancia por las transforma-
ciones - | | oW
0p) =iex’ 0! =0’ e —i—e

(oY
que proporciona la conservacién de la supercarga (8.9). Nuestro interés reside, ahora,
en discernir la posibilidad de que existan sistemas fisicos que incluyan nuevas in-
variancias supersimétricas clasicas mezclando grados bosénicos y fermionicos. Para

ello, ensayaremos las variaciones genéricas

(007 =i (f),E5X"
. _ - OW ;
30 = =i(), 5o e 4 (he) Oty " (8.22)
, , - OW » _
oxX’ = —i(zp)’), Rra g% — (hp)’ | 9ug"yE”

donde (fg),, (hg)?,, (25)7, son tensores 1-covariante 1-contravariante dependientes
de los campos bosonicos. Impondremos que las variaciones (8.22) estén asociadas a
una simetria del sistema fisico. El lagrangiano experimenta la perturbacién

0L =0Ly+ 0Ly + 6Ly + L3
donde distinguimos los siguientes sumandos:

e Términos que incluyen la cadena x/y#y”eB, englobados bajo el sumando 6.£,.

Se encuentra que
0Ly = iau¢j a“(fB)jk XreP +i (fB)jk aqu Xl —
— 1 (hp), 0,0% 0,77 B + £ 0, (hp)’, 0,0" XIyHy eB+
+5 (hp)}, 0w e® Xy e?
lo que puede escribirse como
50 = Dy | £ (oY 0,0 X' <"

asumiendo las condiciones

o(fs),
Dl

que nos proporciona la constancia del tensor (fp)?, y la relacion entre éste y

=0 (f8) = (hp)", (8.23)

el tensor (hp)’,, responsables de las variaciones de los campos en la teorfa sin

interaccién, tal como puede verse en (8.22).
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e Términos que incluyen la cadena y/v#?, considerados bajo 6£;. Se tiene

1 ow ow
oLy = __(ZB)k:a¢k B’y + < 5(B)ka¢kxv“€ +
1 oW o W

+5 (ZB)k8¢ka¢l 00" Xe” — (hp)*, 0.0 a¢]8¢kva

lo cual guia a la divergencia expresada como

1 ;oW

0Ly =0, 2(23)k8¢kxv“6
bajo las siguientes restricciones
A(zp)’, , 82W , W
=0 — 8.24
consideradas sobre el tensor (zp)’, asociado a términos de interaccién en

(8.22).

e Términos que incluyen la cadena y/e”, enmarcados en la variacién 6 L,. Ahora,

. ow o*w  _ , ow  o*W Cig
6Ly = —i(fp)" LOgk 9 D el i)'y 098 06109" * © -
82 82 aW ]

_ 26100 (ZB)kl T 000 (fB) | ot Xe”
=0

donde hemos usado la traspuesta de la condicién (8.24).

e Términos que incluyen la cadena Y/ y*y'e?, inmersos en la magnitud §Ls.
Resulta
i PW
5£ - k—r B __
3 2<fB)r8¢]a¢ka¢lXXX€
l 83W Jkr Jj.k.r\.B i kor j k. r\.B
= 3Us) 350504 [OaRXTXT—x1XaX1)Es + (XAXaXs —XaXTXR)eT | =
83W k.r_B 83W k.r_B

= i(fs), D505 DF Xoxixied +i(fz), D505 DG XIxhxhet

donde hemos de asumir el cumplimiento de la condicién
PW
kr l
——— =0 8.25

€ (fB)ra¢]8¢ka¢l ( )
Con los puntos anteriores puede concluirse como resultado que bajo las relaciones
(8.23), (8.24) y (8.25), la variacién del lagrangiano respecto de las transformaciones
(8.22) queda determinada como el término de divergencia

7 4 . Y 1 oW
0L = aﬂ 5 (fB)Jk 0,¢’ Xk7u7 el — 2 (ZB> k a(bk X’ 7
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de modo que aparece una corriente conservada expresada por:
. e i oW
36, x) = i (f8) ), 00’ V' 4"X" + (28)), 25 X (8.26)

El esquema planteado debe albergar la posibilidad de recuperar la supercarga (8.9)
sin la exigencia de ningin requisito anadido sobre el sistema fisico, que pudiera
derivarse de las ecuaciones (8.23), (8.24) y (8.25). Esto supone, ademds, un test
inicial para comprobar la bondad de los calculos emprendidos anteriormente. Con-
siderando los valores (fz)7, = (hg)’, = (28)7, = 6], las condiciones sobre el su-
perpotencial (8.24) y (8.25) se convierten en identidades. Recuperamos, por tanto,
la supersimetria estandar y aparecera de forma general en cualquier otro subsis-
tema que consideremos. Asociaremos el valor B = 1, a esta invariancia general.
En las siguientes secciones distinguiremos algunas situaciones que admiten nuevas
invariancias respecto de los cambios (8.22). La situacién mas rica corresponde a la
supersimetria N/ = 2, en la que aparecen cuatro supercargas como invariantes del

sistema.

8.6.1 Modelos N =1@® N =1 supersimétricos

La primera posibilidad de encontrar sistemas que admitan invariantes de tipo fer-
mionico corresponde a los modelos de SuperLiouville de tipo IV en un espacio-
tiempo con (1+1) dimensiones, y cuyo superpotencial es una expresiéon separada
W =Wy (1) + Wy(¢?). Si elegimos en este caso que

(fa=2)') = (2B=2)’}, = ( (1) 8 )

las condiciones (8.24) y (8.25), que rigen las caracteristicas del superpotencial, se
leen mediante la condicién en derivadas parciales dada como % = 0, que se
cumple de forma inmediata dada la definicién de los modelos que tratamos. De
manera consecuente se tiene la corriente

. . y ow
75 (6,x) = 10,0" vy x! + ¢ s
que arenga la conservacion de la magnitud

. 3} oW
q= /dw (Z 0w VX + 5% voxl)

Se cumple la siguiente estructura de anticonmutadores

{Q:I:aQ:I:} :2P:F {QbQi} :2P:|1: {Q:I:aq:l:} :2P:|1:
{Q, Q) =2T {gr,0-} =211  {Qui,q5} =2T"
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donde T' = Wi (¢! = o) — Wi(¢! = —c0). En realidad este tipo de modelos estd
formado por dos copias de sistemas fisicos N/ = 1 supersimétricos con N = 1, los
cuales se encuentran desacoplados.

8.6.2 Supersimetria Extendida en (141) dimensiones:

Sera en esta seccion en la que analizaremos una clase de sistemas de gran interés y
que revela novedosas propiedades. Se plantea dotar a las nuevas invariancias (8.22)
del estatus de supercarga, adquiriendo las mismas propiedades que la magnitud @)
expresada en (8.9), esto es, hemos de imponer que cumplan el superdlgebra extendida

(07,851 = 21 6B &g y#eP 0, (8.27)

el cual ha sido escrito empleando generadores infinitesimales. Asi, teniendo en cuenta
el niimero A de supercargas encontradas hablaremos de A supersimetrias. De forma
genérica, el conmutador de dos variaciones especificas, expresadas por (8.27), nos
proporcionara el comportamiento del algebra on shell. Encontramos los siguientes
resultados

[5F7 52A]¢j = ((fA)jk (fB)lk + (fB)jk (fA)lk) i8u¢l gQAVME? +
. . ow
+ ((fA)]k (ZB)kz — (fB)x (ZA)kl) a_gbl E_1245}13
2,080 = () )+ () ()h) i efntef +

. O*W
() Ul = GaP i o)l ) g X' i€

donde implicitamente hemos hecho uso de la condicién:

(fB)kj(fA)kz + (fA)kj(fB)kl = (ZB)jk(ZA)lk + (ZA)jk(ZB)lk (8.28)

El requerimiento de que las relaciones de conmutacion exhibidas reproduzcan el
superalgebra (8.27) obliga a introducir severas restricciones sobre los tensores (fp)/,,

(za)?, v el superpotencial W(¢). En primera instancia debe imponerse

((faY7, (28)%, = (fB)e (24)") Z—Z 0
(o) el = Gl Gl (), )y = Gl U)) o =0

(8.29)
lo que tiene como consecuencia que nuestros calculos aparezcan ahora en la forma
mas simplificada:

[5lBa 52A] ¢j = ((fA)jk (fB)lk + (fB)jk (fA)lk) iau¢l 51247#5{3

67,687 = ((fa)¥; (Fa)", + (F)%; (F)",) i et



304 CAPITULO 8

Una de las simetrias englobadas debe corresponder a la estandar como ya fue ad-
vertido, la cual identificaremos con el indice A = 1. Resultaba (fa—1)’, = 01 v
(24=1)7, = 6. Empleando esta condicién en (8.29) se concluye que (fa)/, = (24)7,..

Seguidamente, para reproducir el N/ = 2 superalgebra debe imponerse

(fA)jk(fB)lk + (fB)jk(fA)lk = 25AB5jl

Analizando esta condicion, se obtienen las siguientes propiedades:

A=1,B#1 = (fs)f,=-(fs) (8.30)

A#BAB#1 = (fa)y(f5)" = —(f5)(fa)", (8.31)

A=B#1 = (fa)(fa)f =—6] (8.32)

El determinante sobre (8.31) proporciona la condiciéon 1 = (—1)™, donde m es

el orden de la representacién matricial de (f4)?,. De ello, hemos de concluir que
m = 2n con n € N, es decir, sélo apareceran supersimetrias extendidas para aquellas
variedades de dimensién par. La condicién (8.32), que cumplen las magnitudes
(fa)?,, dota de una estructura cuasi-compleja a la variedad en la que implementamos
la teorfa supersimétrica. Ademés, las magnitudes (f4)7, son estructuras constantes
cuasihermiticas. Una variedad de dimensién 2n con tal estructura es llamada varie-
dad Kahler [19, 45, 147, 110, 108, 68].

8.6.3 Modelos N = 2 supersimétricos

Restringiremos el estudio mostrado en la seccién precedente a modelos supersimétri-
cos con dos grados de libertad bosonicos en el espacio interno N = 2. Estos modelos
tienen relevancia dado que surgen como la restriccion dimensional de teorias de
supercuerdas de tipo II. En estos supuestos las magnitudes K4 = (f4)’, quedan
representados por matrices cuadradas de orden 2. La tinica eleccién sobre el tensor

(fa)?, capaz de verificar cada uno de los requisitos encontrados (8.31), (8.32) y

(8.32) es
K1:<1 o) K2:<O 1)
0 1 -1 0

lo que nos informa de que la variedad que soporta la teoria que estudiamos admite
la presencia de la aplicacién lineal Ky de T(M) en T'(M), tal que KyKy = —1
emulando el comportamiento de la unidad imaginaria. Explicitamente la acciéon
de la estructura cuasicompleja es ¢! — ¢* y ¢* — —¢' [50]. Con lo anterior
podemos encontrar las caracteristicas de la interacciéon mas genérica compatible con

la supersimetria AV = 2. De las condiciones (8.24) y (8.29) se lee que un sistema fisico
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soporta estas nuevas simetrias si el superpotencial que lo caracteriza es armodnico,
esto es, verifica la ecuacién de Laplace

oW W
dxdW =0 = Siom+5mns =0 (8.33)

Debe recordarse que en el capitulo 5 estudiamos la presencia de defectos topologicos

en el sector bosénico de sistemas fisicos que verificaban esta restriccién. Los resul-
tados obtenidos continuan teniendo vigencia en este nuevo marco al considerar la
anulacién de los grados fermiénicos. Las variaciones supersimétricas (8.22) quedan

restringidas como

St = igBy! 5% = igBy?
Supersimetria 1: OW oW
(5X1 — auqbl,y,ugB o ZaT&eEB 5X2 — 8u¢2’)/‘u53 o ZaT¢2EB
St = igBy? §¢? = —igBy!
Supersimetria 2: oW oW
oxt = —0,9°y1eP — zweB ox% = 0,0' el + 287&63

lo que nos permite obtener dos cargas supersimétricas (B = 1,2), cuyas proyecciones
quirales quedan expresadas mediante

QY = /dx<f3)jk {(atﬂ?j — 0! )X + %X{} (8.34)
@ = [atp, [(aoqsf Lo — %in] (8.35)

Hablamos por ello de sistemas fisicos N' = 2 supersimétricos. Asumiendo las rela-
ciones de conmutacién (8.13) en un instante ¢ dado, el superdlgebra presentado por
esta clase de modelos puede ser escrito como

{QL QL =2P {Q},Q31}=0 {Q},Q'}=2T {Q},Q*}=2T
{Q%,Q%)=2P {Q',Q*}=0 {Q%,Q*}=-2T {Q%,Q'}=2T

o de forma compacta,
[Q1,Q5) =20 P, {Q1.Q%) = (1) (64p2T + P2T)  (8.36)

donde quedan registradas las cargas centrales (5.1) y (5.2) de origen topoldgico.

Estructura cuasicompleja:

Para los modelos N' = 2 supersimétricos en un mundo interno bidimensional la
estructura cuasicompleja puede ser puesta de manifiesto directamente trabajando

con los campos

¢(x) = ¢'(z) + id*(x) X(@) = x'(z) +ix*(z)
¢*(z) = ¢'(x) — id*(x) ) ' X
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esto es, con un campo bosénico complejo ¢(z) y un campo espinorial de Dirac x(z)
que auna los dos espinores de Majorana x'(x) y x?(x). La condicién de armonicidad
(8.33) sobre el superpotencial se lee en las nuevas variables como
rw
0¢ Op*

lo que restringe la expresién del lagrangiano en la siguiente forma
owow 1 *W 0 1L o*W .

X7X— aaX TX
0p Op* 2 0¢ 0¢ 2 0p*Op*

La condicién (8.37), necesaria para soportar las nuevas simetrias, implica que el

(8.37)

1. . i
L= 5 0u¢"0u + 5 X" Oux + 2

superpotencial debe aparecer como una forma separada del campo ¢ y su conjugado
@*, esto es,

W(g,9") = f(¢) + 9(¢")

Sobre el formato anterior se anade la exigencia de realidad sobre el potencial asociado
al sistema fisico, que viene resuelta asumiendo que la funciéon g adquiere la misma

forma que la funciéon f. Entonces,

W(¢,¢") = (&) + f(¢)

lo que nos faculta para escribir la condicién

oW (oW "
aw‘(ﬁa)

A la vista de los resultados anteriores, la teoria puede ser caracterizada por el la-

grangiano

1 ow [owW 1" 10°W *wW
E— ugb*ugb"f_ X’VMHX‘F |: :| t 0 |: :| *t 0. *

96 [00] “2092 T 2092

donde el superpotencial es una funcién holomorfa del campo, esto es, W = W (¢), de
modo que la condicién (8.37) es verificada inmediatamente. El requisito de realidad
sobre el potencial bosénico es impuesto sobre la forma del lagrangiano presentado.
El aspecto que infiere mayor relevancia al modelo presentado es que se corresponde
con la reduccién dimensional del modelo N' = 1 supersimétrico de Wess-Zumino con-
siderado en (3+41) dimensiones espacio-temporales [143]. El lagrangiano mostrado
arriba es invariante bajo las variaciones supersimétricas, que aparecen en términos

de los campos complejos como

. ow
0p=1icx Ox= 8M¢7“5—218¢

0p* =ixe ox" = — uqﬁ*é'y“—Zi%—Zat’yo
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El algebra, escrita en esta notacion, puede ser obtenida introduciendo las cargas
supersimétricas complejas Q = Q' + iQ? y Q* = Q' — iQQ?, mientras que sobre las
cargas centrales

oW 96 OW 96\ - 06 OW 0"
= /dx(a¢@x+a¢ 3m) T__Z/dx<w¢ax_a¢* 8x)

se puede definir

de modo que el superalgebra verifica las relaciones:

{Q+,Q+} =0 {QL, QL =0 {Q+,QL} = 4P%
{Q+,Q-} =47 QL Q=42 {Q4,Q }=0

Una vez identificada el dlgebra supersimétrica extendida (8.36) podemos determinar
el espectro de particulas generado. Puesto que P, conmuta con todos los generadores
de supersimetria, todos los miembros del multiplete aparecen con la misma masa.
Hemos de distinguir las siguientes situaciones:

e Sector no topoldgico:

— Particulas con masa: Las particulas masivas son definidas como repre-
sentaciones irreducibles del grupo de Poincare. Estados de una particula
son caracterizados como autoestados del tensor momento-energia P, don-
de P? = m?. En un sistema de referencia en reposo P, = (m, 0) el algebra
(8.36) queda restringido en la forma

{Q4,QF=20""Pr  {Q!,Q°}=0

de modo que los operadores construidos por

A A t A
a +1 a —1
o= 5= (@t i) = 5 (@1 - )
amparan el anticonmutador {a4, aL} = 1 como el tinico no nulo. Por ello,
apy aL con A = 1,2 son operadores de creacién y destruccion respecti-
vamente. Es; por ello, que el multiplete supersimétrico engendrado sobre

un estado |§2) que verifica a4 |2) = 0 viene constituido por los estados:
) al) adlQ)  ald}|Q)

— Particulas sin masa: Este tipo de multipletes sin masa son sumamente in-

teresantes dado que aparecen en las teorias de Yang-Mills supersimétricas
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y en supergravedad con un espacio-tiempo de un niimero de dimensiones
mayor. El multiplete vendra constituido por un menor nimero de es-
tados que en el caso anterior. El marco de referencia es caracterizado
por la presencia de un tensor momento-energia donde P, = (E, E). En-
tonces, el algebra supersimétrica queda explicitado por los anticonmuta-
dores {Q%,Q%} = {Q4,Q8} = 0y {Q2,QF} = 4645 F, de tal manera

que definiendo los operadores

ay = 2\/—(Qi+ZQi) ait:2\/—(
T T

se concluye que a; y al se realizan trivialmente mientras que a_ y a_

—iQ%)

verifican un algebra de Clifford. Entonces, los estados que conforman el
multiplete de supersimetria asentados sobre el estado |Q2) (caracterizado
por a_ |2) = 0) vienen determinados por

@ ol |9)

e Sector topoldgico (Estados BPS): Como en la teorfa N = 1 supersimétrica
introduciremos los estados BPS como aquellos sobre los que haremos actuar
determinadas combinaciones de las supercargas elegidas adecuadamente sobre
un estado |a), estudiando en qué casos se anulan. Se observan los siguientes
resultados:

— A la vista de la siguiente accién de operadores

(@ £Q%) ja) = - [ do (010 £ 55 ) (), (V5 F2¢) o)
podemos concluir que aquellas soluciones de tipo kink que cumplen las
condiciones (5.8(a)) conservan la supersimetria que marcaremos mediante
las supercargas Qli El doble signo da cuenta de la invariancia por paridad
de la coordenada espacial del sistema fisico y provoca la transformacion
de un kink en su antikink.

— Bajo los célculos
ow - ,
(QL Q%) |a) = /dm (a ¢ + 6Jk3¢k) (s F X ) Ja)

ow i
(@ £@) )= [ar (a0 £ FE) (L) )
se concluye que las soluciones asociadas a las ecuaciones diferenciales
(5.8(b)) o equivalentemente (5.4) son estados BPS que conservan § de la
supersimetria. El doble signo da cuenta de la simetria por paridad del

parametro espacial.
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Por los argumentos esgrimidos y con el propdsito de marcar las supersimetrias
conservadas sobre las soluciones de tipo kink, introducimos la siguiente tabla:

’ Carga SUSY ‘ Definicién ‘ Condicién de los estados BPS

@ | ere =0
¢ | e-e =0
@ e e
> | e-a =0

Las condiciones anunciadas en el cuadro nos habilitan para trasladar los conocimien-
tos adquiridos en el capitulo 5 acerca de la busqueda de soluciones de tipo defecto

topoldgico al d&mbito de esta clase de modelos.

8.6.4 Modelos N = 4 supersimétricos

El trabajo respecto de la supersimetria extendida plasmado en modelos fisicos que
incorporan un espacio interno bidimensional N = 2 puede ser completado con el
estudio de sistemas con un espacio interno de cuatro dimensiones como préximo paso
a ejecutar de forma natural. Las magnitudes Kz’ = (f5)" ; quedan representadas
por matrices cuadradas de orden cuatro. La estructura cuasicompleja (8.32) obliga

a adoptar

o IR DI (o CONU I DR (LR OO D BRI
0 I 0 K, Ky, 0 ~I, 0

que dotan a los campos de una estructura de variedad hiperKahler. Se verifican los
siguientes productos: K{Kj = —Kj5, K{K} = K} y KjK; = —K{. Las condiciones
(8.24) y (8.25), que verifica el superpotencial para admitir las nuevas supersimetrias,

tienen en este caso drasticas consecuencias. Las sucesivas restricciones guian a
oW
a7
por la teoria libre. La estructura puede ser puesta de manifiesta considerando un

= 0, de modo que la supersimetria extendida con N/ = 4 es sélo sustentada

campo bosonico y un campo fermionico de naturaleza cuaterniénica. Claramente
estos modelos carecen de interés desde el punto de vista de defectos topologicos y

por ello no trataremos su analisis.
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8.6.5 Modelo N = 1 supersimétrico con superpotencial ar-
monico hiperbdlico
Como tultima estructura que admite invariantes de naturaleza fermiénica introducire-

mos un caso inspirado en los resultados obtenidos en los modelos mecanicos. Tomare-

mos en consideracion los siguientes valores

(Fn-a)'s = (na), = ( Ly )

de modo que dadas las condiciones (8.24) y (8.25), el sistema fisico debe implicar
un superpotencial que verifique la ecuacién de ondas
O*W O*W

301051~ 952002 "

Por ello, en este caso se tiene la corriente

. o o oW oW
35 (0, x) = 10,0V YN +10,0* 7 x' + 87527“98 + 87517“98

lo que induce la conservacion de la carga

. oW oW
0= / dz (z B, Ox% + i 8,07 X" + 37527%1 + @vox2>

Ahora, se tiene el cumplimiento de las siguientes relaciones de conmutacion

{Q+,Q+} =2P; {Q,Q-}=2T {Qs,Qs} =21
{Qiji} = 2P3F {Q+> Q,} =2T {Qb@?} =2R
donde

1
L= fa {§<ao¢1 0608 — %) — ix O — xS+

LOWow oW L PW
9L 02 0p19¢? e

(X T3 o+ )
1
I, = /dx {§(ao¢1 + 019")(00¢” + 019°) +ixLOx® +ix2Oix L+
owow . W _O*W
+ oL 02 Za¢1a¢2 (Gt +x3x2) - @W(Xin— + X1X1—>}

- oW dg® oW do!
ro= /dx{aqsl dr T 952 d:c}

de modo que los anticonmutadores no nulos entre las cargas fermionicas estropean

la interpretacién de éstas ltimas como una supersimetria extendida.
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8.7 Espacio de configuracion: SuperKink.

En el primer capitulo restringimos nuestro estudio a la obtencién de las soluciones
de tipo defecto topoldgico. Estas soluciones correspondian a configuraciones del es-
pacio C y se obtuvieron como los puntos estacionarios del funcional accién en la que
se obvia la dependencia temporal. En el marco supersimétrico, si fijamos los grados
fermiénicos como nulos, las expresiones de los kinks obtenidos en capitulos prece-
dentes se presentan como soluciones en este nuevo ambito. Trataremos de obtener
en esta seccion, desde un punto de vista clasico, soluciones de tipo defecto topolégico
que posean comportamientos no triviales para los campos grassmannianos, los su-
perkinks. El espacio de configuraciones quedara definido como

C={¢ ' R—=Re, XY :R—=Ra /¢ =¢(x), X = x(2)}

lo que induce que las soluciones de la teoria correspondan a los puntos criticos del
funcional

J AchJ S N N 9 A
SGZ/dm{l(% 00 i ,0d i 0 LoWow oW, ,
(8.38)

A la vista de (8.38) puede advertirse que el problema de identificar soluciones

2021021 2592 T 200 T 2050 061 ogiosh <

pertenecientes al espacio de configuracion C en una teoria de campos supersimétrica
de (141) dimensiones espacio-temporales es equiparable a la bisqueda de super-
soluciones en la mecénica N' = 2 supersimétrica. En este proceso de analogia, los
espinores constituidos por dos componentes en (1+1)-dimensiones se convierten en
(14-0)-dimensiones en dos espinores de una sola componente. La misma derivacién
recae sobre las cargas supersimétricas. La similitud entre ambos problemas es com-
pletada considerando la permuta entre las siguientes magnitudes

T. C. N =1 SUSY (1+1)D Mecéanica N = 2 Supersimétrica
r o 1
W — 1 Whec
Xp e —if]

Xy —— 03

lo que permite usar los resultados del capitulo 7, referido a la mecdnica super-
simétrica, en la teoria de campos presente.
La estaticidad de las soluciones sobre (8.8) o la aplicacién de las ecuaciones de
Euler-Lagrange sobre el funcional (8.38) guian a las ecuaciones diferenciales
d*¢) OW O*W 1 oW

_ R k. 1 —
02 00 0500 2000095 X X =V




312 CAPITULO 8

dg _ W,
dXJ O de ~ 00109
a(bj‘%k dxy PW

A 9giopk L
cuya manipulacion resulta mas sencilla bajo el uso de las magnitudes Xi = \/Li(le +

X3) ¥ X = %(X{ —X3), de modo que utilizaremos la siguiente forma de las ecua-

ciones de segundo orden

Ly oW PW . PW . <30
Az 99k 0pIosF a¢Ja¢ka¢1X+X— - (8.39)
dy’, W
d;‘ - 8¢Ja¢kx+ (840)
! W
dx aqbﬂaqbkx_ (8.41)

sobre las que quedan desacopladas las componentes fermiénicas con distinto subindice.
El tensor momento-energia para configuraciones estaticas viene expresado por

B L0600  LOWOW 1, (. 0 W
" /d${2axlax1+2a¢f 061 " 2% (“ + 3505

_ i a_Xj:/ i % aX2

de modo que si son usadas las ecuaciones del movimiento se tiene

oy [ [ LA de 10w oW
b = 5[®K]_/dx{2dx da:+28¢j0¢j}

7 - O0*W - O0*W
Pl - /d'xi{ Xlaja kXQ %838 le}ZO

Bajo la restricciéon de estaticidad el momento permanece nulo, como era esperado,
mientras que sobre la expresion de la energia puede destacarse la desaparicién de
los términos asociados a los grados fermiénicos. La energia del superkink viene
determinado exclusivamente por los grados bosénicos mediante la expresién (1.52).
Por otra parte, las cargas supersimétricas en la teoria de campos se convierten en

0 O 0 9w .
le/da:< agbixﬁaﬁwx%) sz/ (agbixg 8¢j><{> (8.42)

Con el propésito de identificar las soluciones que tienen lugar en el modelo super-
simétrico es conveniente senalar las integrales primeras de las ecuaciones (8.39)-
(8.41), que corresponderédn a aquellas del sistema mecénico supersimétrico asociado.

Apoyados sobre los argumentos aplicados en el capitulo precedente, es facil advertir
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que la multiplicacién de (8.39) por el factor %, ’ junto con el uso de (8.40) y (8.41),
proporciona como integral primera la energla mecanica
1d¢? d¢?  19W oW *W

_ est - _
b= = o ~ 294 o9 a¢fa¢kx+x—

(8.43)

Por otra parte, si la relacién (8.40) es multiplicada por %2 565

junto con la
igualdad (8.39), puede llegarse a la conservacién de la magmtud

d¢7 ;
est J
Qo = ( 5 ) (8.44)
mientras que si (8.41) se multiplica por M_BTSJ y se considera (8.39) puede obtenerse
la carga
d¢? oW\
est — o2 J 4
Q2 ( & 00 ) XL (8.45)

Las dos tultimas integrales primeras anunciadas se corresponden con las supercargas
asociadas a la accién (8.38). Otra forma de obtener este resultado es apreciar la

invariancia del funcional energia bajo las transformaciones

, : ‘ , oW
Supersimetria 1: he! =ex]  dix] = —i 5% X, =ie e
. , ; ow
Supersimetria 2: dod? =exd  dax] = —ie e Soxh =ie %ﬁ:

que implican la conservacion de las cargas

est est __
Q le 9 ] ] 2 = _5 X]Q + —a v ]

El algebra debida a las cargas anteriores resulta sencillo de obtener aprovechando el
paralelismo marcado entre la teoria de campos y la mecanica supersimétricas, donde
Q5" — —iQT y QS — Q5ec. Es facil advertir que se verifica:

{ est Qest} — _2[1 { est QSSt} =0 {Qest QSSt} = 2[1 (846)

La impresiéon que debemos percibir es que el argumento utilizado para introducir
. . . .. ; oW
las supercargas como invariantes exige el cumplimiento de 0,¢’ + o7 # 0, de modo
que la supercarga (), encontrada no puede ser considerada integral primera para
N N - aW _ . o N
las soluciones kink que cumplen 0,¢’ + 56 = 0. Bien es cierto que este tipo de
solitones si verifica la conservacion de la supercarga ()_. Las consecuencias de este
comportamiento son tan drasticas que afecta al espectro de particulas en la teoria
cuantica mediante el acortamiento de los multipletes de supersimetria. Para estas
soluciones sélo se consigue construir una supercarga. También hemos de recordar la

presencia de Iz = 676" como invariante asociados a (8.40) y (8.41).
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8.8 SuperSoluciones en N = 1.

El estudio de la dinamica de los sistemas fisicos supersimétricos con espacio interno
unidimensional N = 1 puede ser abordado con éxito. Apoyados sobre las integrales
primeras (8.43)-(8.45) podemos concluir de manera analoga a los célculos conside-
rados en el capitulo anterior los siguientes resultados:

e Soluciones con 7é 0y d¢:|:8W # 0. Las supersoluciones quedan especificadas
por
do Qs
g g, EE
e Soluciones con 7é 0 d‘ﬁj:a—‘g = (. Los grados de carécter par vienen regidos

por la expreswn (8.47a), mientras que los grados fermionicos, obtenidos de la
integracion de (8.40) y (8.41), responden a

o) =Lew [z [ @S ow)] (549

e Soluciones con % = (0. Mientras los grados fermiénicos siguen la relacién
(8.48), la variable ¢(z) puede ser resuelta desde la ecuacién

LOW oW  O°W

§a¢ 8@5 +Za¢2f3—|—]1:0

proporcionando las soluciones de vacio del modelo supersimétrico.

Aun cuando hemos afrontado la descripcion de las supersoluciones que presentan los
modelos con espacio interno unidimensional, no ha sido mencionado si el concepto de
kink puede ser trasladado a este a&mbito, originando la nocién de superkink. Con este
proposito introducimos un segundo procedimiento para derivar las supersoluciones.

La variable bosonica puede ser escrita especificando su cuerpo y alma

¢(x) = dp(x) + q(z)xix2

donde hemos elegido x% y x° como los generadores constantes del dlgebra de Grass-

mann y ¢p(x), ¢(x) son magnitudes ordinarias. La integral primera sometida a dicha

IFOO

expansion presenta la forma I; = I + I x%x", donde cada uno de los sumandos

viene representado por las expresiones

ldpgdos 1 OW OW
B = = — = 4
! 2 dr dr  20¢p0dg (8.49)

dogdg  OW PW W

F B _— — [
= ™ 9en 005 @ "5 (8.50)
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Este argumento usado con profusién en distintos trabajos [93, 70] proporciona al
margen de la explicacion inicial un método alternativo para recomponer la solucion
¢(z) de cardcter par. Concluimos de manera sencilla que el cuerpo ¢g(x) puede ser
obtenido segtn la relacion

r—T
965 0b5

mientras que el alma es determinada por el comportamiento de ¢(z),

- 9°W(op]
0:95(0) dx dr  J, 218 + gg; g;g '

como puede ser comprobado de forma directa al llevar esta expresion (8.51) sobre
(8.50). Han sido introducidos dos caminos distintos en la bisqueda de supersolu-
ciones dado que cada uno de ellos presenta virtudes diferentes. Mientras el primero
presenta una elegancia inherente, el segundo permite una comparacion directa con
la teoria clasica sin grados fermidnicos. Bajo esta identificacion es claro que las

supersoluciones de tipo kink deben asumir un cuerpo gobernado por las ecuaciones

(1.60),
dop  OW

dr " Odp

que respeta las condiciones asintdticas (1.13) y (1.14) sobre la variable ¢5(z). Debe

=0

por ello cumplirse que I = 0, aun cuando no reconocemos ninguna restriccién sobre
el valor de I{". En otras palabras la integral primera I; para las soluciones kinks
carece de cuerpo, solo presenta alma, que ademas para el presente caso, N = 1, debe
ser proporcional a I3. Una de las caracteristicas bésicas sobre el concepto de kink
correspondia a la finitud de la energia asociada a tal solucion. Hemos de verificar
si la generalizacién supersimétrica de tal concepto, el superkink, salvaguarda tal
propiedad. Ello debe ser verificado de forma directa sobre la expresion

_ ldppdop 1 0W OW dogdg OW O2W 0 ol
o /d‘”{2 dv dv 2005005 ( o dn  Bop a9 1@ ) XX g =

B 1 (dos _ OWN® dop (dg _ O*W
= /dx{g(dxqta%) + d:c( T ())X1X9}+\T|

lo cual puede imponer nuevas restricciones sobre la expresion del superkink, que

deben ser analizadas sobre cada modelo.

8.8.1 Modelo supersimétrico ¢*

Abordemos el estudio del modelo ¢* dentro del marco de la supersimetria. Este

presenta un superpotencial caracterizado por la siguiente funcién polinémica del
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supercampo ¢
1
W[o] = §<I>3 — a*d

el cual genera la expresién de la acciéon
2 1 1 Z’— " 1 2 2 2 —
S = [ @wq50.00"6 + 5x1"ux — 5 (6" — )" = oxx

Los minimos clédsicos en este modelo estan situados sobre los valores ¢(x) = +a, de
modo que (¢) = +a. En el estadio cudntico, el campo ¢(x) da lugar a una particula
bosonica con masa mp = 2Aa, mientras que la particula fermiénica adquiere una
masa mp = 2A(¢) = 2Aa, por lo que podemos afirmar que la supersimetria es
conservada.

Estudiaremos el sector topolégico en el espacio de configuraciones, que debe dar
cabida a las soluciones superkink. Siguiendo el esquema a la Manton [93, 70], el

cuerpo de estas soluciones atiende a la ecuacion

dpp 2 9
1 — (% —a)
que prescribe la forma habitual de la solucion clasica del kink y del antikink

B () = atanh[a(z — )] o5 " (x) = —atanhfa(z — 7))

La resolucién de (8.48), que extrae los campos fermiénicos, nos permite escribir

X1 (x) = X% sech? a(z — 7,) XATE(2) = x§ cosh? a(z — )
XT(x) = X2 cosh® a(z — ) XATK(2) = X% sech® a(z — )

o bien, recuperando las componentes iniciales:

1 1
Xi5(x) = —x"sech® a(z — y5) £ —=x" cosh® a(z — y»)

V2 V2
ATK 0 2 0 2
r) = —=x_.cosh”a(x — + —x_sech”a(x —
Xiz () X ( —72) 73X (. —72)
Estos resultados trasladados sobre la relaciéon (8.46) proporcionan el valor de las
integrales primeras de tipo grassmanniano del sistema mecénico asociado, debidas
a las supersimetrias de la teoria estatica. Se tiene

QF(TK) = v2a°x? QF (ATK) = —v2a%x"
Q5 (TK) = —v2a’x° Q5 (ATK) = —v/2a%x".
de tal forma que se tiene el cumplimiento de QT Q" = QS*QS* = 0 para cualquiera

de las soluciones tratadas. Las supercargas (8.42), que aparecen en la teoria de
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campos como una integracién a lo largo de todo el espacio, quedan fijadas por los
valores
TK _ T™® _ 2 2 0 ATK:2 ATK _

2 50 2.0 2 50
1 ——§GX+ 2 —§GX+ 1 gaX_ 2 —gaX_
Finalmente, puede obtenerse de forma sencilla la expresion de la variable ¢(x) usando
(8.50), siendo ésta

_ 2 ¢ s 17
q(x) = £Csech” az + 502 cosh” az — e

(3@%‘ sech? aZ + cosh? aZ tanh a:i)

donde T = = — v, y C es una constante de integraciéon. Por construccién la solucion
superkink en la teoria de campos posee una energia cuyo cuerpo es nimero real
finito. Ninguna restriccion es aplicada sobre el alma de dicha magnitud en principio.
Sin embargo, por extension acuniaremos en lo que sigue el término superkink para
aquellas soluciones que preserven la finitud del alma de la energia. Con este proposito
hemos de imponer la condicién If = 0 sobre la expresién de g(z). La expresién del

superkink clasico queda determinado, entonces, como:
i
¢ri(r) = atanha(r — 7o) + [Csech® a(z — 7o) + 502 cosh® a(x — 79) X x%

X1 (2) = x5 sech® a(z —72) X ¥(x) = x° cosh® a(z — 72)

Esta expresion del superkink clasico implica la anulacion de la parte nilpotente de
la energia. La masa clasica del superkink corresponde al valor Mgtk = %x\a‘g.

8.9 SuperSoluciones en N =2

Como ya advirtiera Rajaraman [114], el aumento del nimero de grados de liber-
tad del espacio interno en una teoria de campos impide en general la obtencion
de las soluciones kinks. Esta dificultad es inherente al proceso de incremento di-
mensional del espacio interno y es multiplicada cuando es insuflada la estructura
supersimétrica. Como es habitual en el presente texto, nuestro andlisis queda res-
tringido a sistemas fisicos supersimétricos que incorporan dos grados de libertad
bosénicos ¢'(z#) (i = 1,2), de forma que aparecen asociadas cuatro componentes
fermidnicas o grassmannianas \?, (i, = 1,2). La identificacién de la variedad de
kinks en los modelos de Liouville fue viable por el caracter de completa integrabi-
lidad del modelo mecanico asociado, el cual era apuntado por la presencia de dos
integrales primeras en involucion. El conjunto de estas dos magnitudes configuraban
un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden acopladas resoluble mediante
un cambio de variables adecuado. Con estos precedentes la bisqueda de la exten-

sion supersimétrica de las integrales primeras de los modelos mecanicos realizada
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en el capitulo 6 resultaba ineludible. En esta seccién se pretende obtener la expre-
sion de alguna solucién superkink atribuida a modelos de SuperLiouville, aplicando
técnicas a la Manton. La complejidad de las expresiones implicadas conlleva la ob-
tencién muy limitada de soluciones. Estas nociones seran ilustradas empleando el
modelo III[1][11]. Otras consideraciones seran tomadas en cuenta sobre los modelos
N = 2 supersimétricos. La siguiente tabla ilustra el estado en la identificacién de
las integrales presentes en cada uno de los casos:

Mod. Liouville N =2 SUSY
Grad. Grad. Cargas | Super- | Otras | Cargas | Super- | Otras
bosonic. | fermiénic. | bosénic. | cargas | cargas | bosénic. | cargas | cargas
¢! X1s X3 I Q1, Q2 I3 I Q1, Q2 I3
¢? X1, X5 Iy X X X Q3 Q1| X

En los modelos de SuperLiouville quedaron identificadas dos integrales primeras de
caracter bosénico, junto a las dos supercargas de naturaleza fermionico; mientras
que para los modelos N/ = 2 supersimétricos aparecian cuatro supercargas y de
manera genérica solo encontramos una integral primera bosénica. Siempre hemos

de considerar la presencia del invariante Is.

8.9.1 Modelos de SuperLiouville de tipo IV

A pesar de la dificultad que entrania la obtencién de supersoluciones para modelos
con mundo interno de un nimero de grados de libertad mayor a la unidad, existe
un abénico de sistemas conformado por los modelos de SuperLiouville de tipo IV,
en que ello es posible sin dificultad. El fundamento de tal comportamiento viene
basado en la ausencia de acoplamiento en los campos convirtiendo el modelo en dos
copias independientes del problema con N = 1. Como ejemplo consideremos aquel
sistema fisico gobernado por la presencia del superpotencial

1 1
W', &7 =§¢§—a§q>1+§¢g—a§<b2

lo que proporciona la accién
2. T1 i 1
S = /d2xz {5@@38“@ 4 §XJ,7ﬂXJ _ 5 (¢32 _ a?) _ (ij]XJ
j=1

El sector bosénico de la teoria presenta cuatro minimos asentados sobre los pun-
tos del espacio interno v' = ¢(x) = (ay,az), v* = ¢(x) = (—ay1,a2), v* = ¢(x) =
(—ay, —as) y v! = ¢(x) = (a1, —az). El modelo presenta dieciséis sectores topoldgicos.
Los campos ¢; describen particulas bosénicas de masa m}g = 2a;, mientras que sus

companeros supersimétricos adquieren una masa mjF = 2(¢;) = 2a;.
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Las soluciones kinks identificadas en el capitulo 4 para el sector bosénico del
modelo conservan este status en el nuevo marco bajo la imposicién de que los grados
fermi6nicos sean nulos X7 (z) = 0, de tal modo que quedarfan agrupadas en los

siguientes términos
1. Grupo 1: Soluciones no topoldgicas (v7 < v7), de modo que |T| = 0. Se tiene,
6 (@) = a5 xh(x) =0
donde los signos pueden ser conjugados arbitrariamente.

2. Grupo 2: Soluciones con la segunda componente constante (v! < v? y v® « v?)

con |T| = 3a3, Entonces:
¢1(z) = £ar tanh[V2(z +20)];  ¢a(2) = az;  xh(2) =0

3. Grupo 3: Soluciones con la primera componente constante (v < v3 y v? « v*)
siendo |T| = 3a3. Serd

G1(z) = ar;  ¢o(x) = Fay tanh[V2(x + 20)]; X (z) =0

4. Grupo 4: Soluciones que conectan los vacios v! < v?* con |T| = 2a3 + 243
371 392

d1(x) = +ay tanh[V2(z + x1)];  do(x) = +as tanh[V2(z 4+ 22)];  xL(z) =0
5. Grupo 5: Soluciones que enlazan v? «— v?, siendo |T'| = 3a} + 3a3. Se tiene:

61(x) = +ay tanh[V2(z + 7)];  éa(x) = Fas tanh[V2(z + 22)]; h(x) = 0

Otro aspecto importante es que dada la eleccién del superpotencial W (¢) sélo parte
de las soluciones enunciadas con anterioridad verifican las ecuaciones (1.60) y por
tanto sélo éstas pueden interpretarse como estados BPS. En el presente caso se trata
de las soluciones introducidas en los grupos 1, 2, 3 y 4 exhibidos anteriormente.

La representacion de las variables fermionicas clasicamente mediante la expan-
sion en generadores de un algebra de Grassmann permite encontrar soluciones mas
generales a las consideradas arriba. Sobre los modelos con dos grados de libertad
internos usaremos un algebra de Grassmann con cuatro generadores (; (7 = 1,2,3,4)
como consecuencia de la presencia de cuatro componentes fermidénicas en la teoria.
Dado los resultados obtenidos en los estudios del superkink en el espacio interno
unidimensional podemos escribir la extension supersimétrica de las soluciones men-

cionadas. Entonces, los superkinks para este modelo son
¢'(x) = a; tanh ay(z — 21) + [C) sech®(z — 1) + 2?7% cosh ay (z — 1)]¢1Ca

X} = (i sech® ay(z — 1) XL = (ycosh? ay(x — xy)

¢*(x) = agtanh ay(x — 25) + [Cysech?(z — ) + ﬁ cosh as(x — 29)](3¢

X2 = (gsech® ag(x — x2) x2 = (4 cosh? ag(x — x5)
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8.9.2 Modelos de SuperLiouville de tipo III

En esta seccion estudiaremos la posibilidad de obtener la generalizacion super-
simétrica de la solucién kink en los modelos de Liouville de tipo III, ilustrados
mediante el modelo III[1][11]. Es directo advertir que las soluciones de tipo kink
obtenidas en el capitulo 3 aparecen de forma intacta en el nuevo marco eligiendo
que los grados fermiénicos sean nulos. Tomaremos en consideracién el marco su-
persimétrico del modelo ITI[1][11] generado por la designacion de W1 (¢y, ¢y) como
superpotencial. En este caso los kinks con cardcter BPS vienen constituidos por
aquellos que verifican las ecuaciones de primer orden (1.60) para W®(¢y, ¢s), lo
que en particular apunta a la familia de soluciones TKB(7) junto con las solu-
ciones singulares. Con el propédsito de encontrar superkinks con grados fermiénicos
no triviales consideraremos la expansion de las componentes de las variables de la

teoria respecto de los generadores (; (j = 1,2,3,4) de un élgebra de Grassmann

() = O+ % Gl + r (1GlsCy
Xi(x) = AP+ Bl GGG (8.52)
X:(z) = AY°C+ BT GGG

donde las magnitudes ¢, vy B w1 son antisimétricas en los subindices. La recom-
posicién de la solucién superkink es establecida identificando las magnitudes ¢ (),
¢y (), r(z), A7 y Bjjj mediante el uso de las ecuaciones de primer orden (8.40)
y (8.41) asomados a los grados fermiénicos, junto con las integrales primeras de
cardcter bosonico constituidas por la energia mecanica asociada (8.43) y el momen-
to angular generalizado asociado I, el cual puede ser traducido a la teoria de campos

desde el invariante calculado en el capitulo 7, como

[ ade? Ldet) de? ) LdW dW
b= {gb ar ~° dx]dx {qb d¢2_¢d¢1]d¢2+
d? 02w 02w
+ dq; (X1XT — XaX3) — '¢2 991057 X1X3 — ¢2 952047 OaxE 4+ x2xs) +
| OPW , W oW,
+ [2¢ D202 —¢ 8¢18¢2 B 3@} 1A2

Los desarrollos sobre los generadores constantes grassmannianos de las integrales

primeras proporcionan
Ly=1I4+ 2]@-;C GG+ 1P (GGG A=1,2

con j < k. La constancia de estas magnitudes obliga a que las componentes surgidas
adopten esta misma caracteristica. Desde este punto de partida el cuerpo de la

variable ¢ () se ve sometida a las mismas condiciones que las surgidas en ausencia de
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grados fermionicos, lo cual nos permite aplicar el trabajo de capitulos precedentes.
Una vez identificada el cuerpo de la supersolucion podemos obtener la forma de
las variables A;L’a, empleando los términos que introducen un sélo generador en el

desarrollo de (8.40) y (8.41), lo que nos proporciona las relaciones

dAT" (1) PW e
dv 0 00p "
donde 5 ¢ 8 7 debe ser interpretado como la correspondiente derivada valorada sobre
B B

la magnitud cuerpo ¢p(z). Tomaremos este convenio sobre cualquier orden de las
derivadas parciales. Tras dicho proceso, el uso de la constancia de las magnitudes
I3 ;; proporciona los requisitos
](2) _ dq?k d¢% N 8W aZW qb . E 82W Aa,’l b,2
Lk dv dx 09 DdLO% 7* 206800k,

1 = (A gt} U (% ) G

dx dx dx
oW oW oW ow o, oW,
- 8¢B ¢B 8¢]23a¢b jk (bB 8¢1138¢b q_]k + ¢2 q]k‘ - ¢1 q]k -
W W oW, o 02w
- (%(%B %8%) dozad ik T 3 ( g c‘kb%) AL AT+
d¢B 62 12 21 8 W 12
! ( T F v ) AP = 598 5o A
] 02w O*WwW (9W)
N A2 4
( %5000 Basnad ool

los cuales permiten obtener las componentes gj,. Tras este computo las relaciones
obtenidas del desarrollo de (8.40) y (8.41) dependientes de productos de tres gene-
radores grassmannianos permitirdn obtener las magnitudes B;,;?. Para ello deben
ser resueltas las ecuaciones
dBjy _ (—1) oPwW Blﬁjjt (=)~  PW o A
da dopdoy M T 6 Dop00kach

donde por convenio j < k < [. Finalmente hay que utilizar el desarrollo de las
integrales primeras a los ordenes mas altos de los generadores para encontrar las
ecuaciones que determinaran las variables r*(x). En este caso se tiene el cumpli-
miento del sistema de ecuaciones de primer orden acopladas

a a ) da® a 2 ) 3
11(4) — %di lejkT‘S ik dqy, . ow d Wb rb 4+ EJkrsq qus d VZ/ .
dv dx = 2 de dx  0¢% \ 09L00} I 0G0 005,
1 e OPW  O?W *wW
= _jkrs ]k’f‘s A% 1Bb 2 Ab 2Ba 1y
2 € 8¢%a¢% ¢ a‘bB q]k q?‘s a¢%a¢% ( krs + ]k’l‘)
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068003005,

d(b d(b d(ﬁ
(¢B ; B . ) dzx ( i 1> .TB
d(;ﬁ dq? d d dq? d
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No pasa desapercibida la complejidad de calculo que supone construir la extension

supersimétrica del kink, habida cuenta de las expresiones presentadas. Consecuente-

mente elegiremos un caso relativamente sencillo para ilustrar el método. En par-

ticular abordaremos la extensién de la solucién (3.22). Aplicando la metodologia

descrita podemos encontrar el candidato a superkink

¢ (x)

1  Cj
= §tanhyc—i— dksech2x+lcjk cosh? & GiCr —

J 8\/§
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. 5) - .
g [@ dh+ 2o cjk] Fsech® F 1CaCoC +

_5V2
T cjk] tanh  cosh?® & (4(aC3Cs —

5v2

idj, + —— 3 cjk] tanh & (;(oC3Cs —

— @eﬂmcjkcm cosh® Z tanh & (1(oCs¢y + esech® & (o3¢,

8f
¢*(x) = 0

JkTS (4011 lifs + 4012 jlklr + C krs + 022 ]Zklr) COSh2 T C1C2C3C4

X}r(x) = cjl.1 sech25ch o \/_c[jkcl] ! #sech? xCJCkQ—l—fjklsecthC]CkQ

2 N N 1 .
— 3 d[ljkcll]l tanh 7 sech? & GiCkG — m C[jkcll]l tanh Z ; (kG

XL(z) = ij coshQi(j c[]kcl 2% cosh? xCJCkQ—l—fjkl cosh2x§j(kg

2\/_

2
+ gd[ljkcll]g cosh? Ztanh z (¢ + kcl 2 cosh? Z tanh 2 (¢

4f
r) = Cjzlsech%:i’cj o f Cncy 1 % sech? xCJCkQ—i—kalsech T GGG —

1
- 6 d[ljkclz]l tanh x sechﬁ T CjCk‘Cl — 'kCl2]1 COSh% rtanh CjCkCl

1
—F=C
962

() = Pcoshz ¢+ cykcP2E cosh® & GGG + [ cosh® T (GG +

9\/_

1 5
+ 5 d[ljkc?]z tanh 7 cosh? 7 CiCkG + c[jkcl?f cosh? z tanh & ;G

1
9612
donde ha sido adoptado el convenio de j; < j5 < ... < j,, para los distintos productos
de los generadores grasmmanianos (j,(j,...Cj,- Las constantes de integraciéon son

kl dé o finy e. Ademds, por simplicidad en la escritura se han introducido las
magmtudes Cik =3 (Zlc[llc,lc]2 - 0[2;022) & = 2v/2(x — 2¢). El valor de las integrales
primeras asociadas sobre la supersolumon mostrada viene determinado como I; =0

y Iy = it GG+ iv/265 (2 fR1 4 €2 [372) G1¢aCsCa- Sobre la nocién de superkink
agregamos la finitud de la energia surgida en la teoria de campos. La expansion de

esta magnitud arroja la forma Py = PP + Po(l)jk(jﬁk + Pé2)C1C2C3C4, siendo

| detde® 1 OW oW
PB — _
0 /d (2 iz dx+28¢“8¢a)




324 CAPITULO 8

dg%, do®  OW OPW

(1) gk b

Foji /dm < dr  dx T a¢a DO qjk)

dr® do® dq, dg® 1 . 2W 92w
P(Q) = / jkrs “13k Zdrs — _jkrs
0 du dx dz + € dr dz + 2E OGP 8¢aa¢cqﬂkq”+

oW 82W b b W,
0¢e [D¢r0 R

Por construccién el cuerpo de la energia permanecera finita, sin embargo deberemos
imponer nuevas restricciones sobre la supersolucién encontrada para que el alma
de la energia sea una cantidad acotada. Al insertar ésta sobre la expresion de las

componentes energéticas obtenemos la nulidad de la P(l) jx ¥ lanecesidad de requerir

6jk:rs (2)

la condicién cjkcrs = 0 para que F,” permanezca finita. El superkink vendrd

determinado por
Jkrscrsdlk tanh 2+

1
ot (z) = 3 tanh & + |d}, sech® Z + L9 osh? } GiGr + [

)
8v/2
- dkrse dlkx sech? & 4+ —— 5/ krse, dlk tanh 7 cosh? i} (1(2(3¢

42

donde el resto de variables permanece inalterada con respecto a la supersolucion

8\/5 1/2
21

jkrs A2l 22 2 ~ 2~
€ (4 12+ el Jkr—i-c 2+ ]kr) cosh” z + esech”

€

mencionada anteriormente. La energia total asociada a esta expresion es
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B = 3 kad;k < 5 dy, —HCrs) C1C2C3C4

La aplicacién del método sobre otro tipo de soluciones es posible aunque de forma
general la incapacidad de resolver sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden
acopladas impide encontrar la solucién buscada. En los casos casos mas benévolos

es, sin embargo, la intrincada expresion de la soluciéon la que inhabilita su exposicion.

8.9.3 Modelos N = 2 Supersimétricos

El estudio realizado en las secciones precedentes nos ofrecié la siguiente derivacion:
La dindmica en el sector bosénico de una teorfa N = 2 supersimétrica viene de-
terminada por un superpotencial holomorfo; recuérdese el primer sistema analizado
en el capitulo 5. Como alli, podemos partir, bien de la parte real, bien de la parte
imaginaria de dicho superpotencial, pues las ecuaciones de Cauchy-Riemann garan-
tizan que obtenemos la misma accién. Si denotamos como entonces por Wa (¢!, ¢?),
A = 1,2, respectivamente a la parte real y a la imaginaria, W(¢) = Wy + iWs,

¢ = ¢! +i¢?, la extensién supersimétrica asociada a cada una de las componentes
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mencionadas incluye los grados fermiénicos descritos por los campos x4 (A = 1,2),
donde con el indice introducido ha de distinguir las teorias surgidas sobre cada una
de las ellas. Es obvio que pueden construirse los siguientes lagrangianos

10W 4 OW 1 02°W
2= A (Foe1)’ X5

1 i -a a
Lwa (9 x4) = 50u9°0"¢" + SX47"0uXa — 55 5 00" 2000060 A

donde el indice A estd fijado por la componente usada. Las teorias supersimétricas
generadas sobre cada componente no son idénticas pero ain asi se manifiestan es-
trechamente relacionadas. La estructura cuasi-compleja se presenta como puente
entre estas dos posibilidades dado que erigiendo los lagrangianos asociados a una
componente sobre la expresién de la otra, se observa que

1 " PR S a 1 OWe OW,
Luwa(6.Xa) = 30u9"0"9" + i 0 — gle* NI Fom 52 =
1 PWe c
- é‘EAC’ a(baa;bXA(fB:Q)chA

donde el valor del indice A es fijo.

El célculo de las soluciones de tipo superkink es en este caso un problema com-
plejo de resolver dada la ausencia de las integrales primeras de caracter bosoénico.
Sin embargo, a tal respecto debemos hacer una importante resena respecto de las
soluciones de tipo superkink que carecen de extension supersimétrica, esto es, de
alma en su expresion. En tales circunstacias, el problema ya fue expuesto en el
capitulo 4 al tratar los modelos presupersimétricos que presentaban un superpoten-
cial arménico. Como resultado se encontro la presencia de soluciones que enlazaban
cada uno de los vacios de la teoria cuyas trayectorias resultaban ser rectas en el
plano de lineas isosuperpotenciales. Es conveniente discernir el modo en que estas
soluciones alli mostradas se amoldan a la nueva estructura. Debido a que el sistema
fisico es generado a partir de un superpotencial particular, ain cuando las solu-
ciones kinks descritas mantienen esta idiosincrasia en la estructura supersimétrica,
solo algunas de ellas corresponden a estados BPS. Estas verifican las condiciones
exhibidas en la tabla 7.1. de modo que vienen descritas como aquellas soluciones
con trayectoria ya no sélo rectilinea entre puntos de vacio, sino que tengan bien
abscisa u ordenada igual a constante.
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Conclusiones

Las conclusiones méas importantes que han sido alcanzadas tras la realizacién de este
trabajo son las siguientes:

1. Identificacién, clasificacién y descripcion de la variedad de kinks presente
en los modelos enmarcados en las teorias de campos escalares de dos componentes
que llevan asociado un sistema mecéanico de Liouville, mediante la resolucién de las
ecuaciones de Hamilton-Jacobi correspondientes. Se desvela la estructura general
de este tipo de modelos.

2. Demostracion de las reglas de suma que verifican las energias de cada familia
de kinks calculada. Anaélisis de la estabilidad de cada tipo de kink por medio del
estudio del espectro del operador hessiano asociado y de la aplicacién de la Teoria
de Morse de kinks.

3. Demostracién de que los modelos de Liouville poseen un caracter presu-
persimétrico, presentando cuatro superpotenciales diferentes, cuyas ecuaciones de
primer orden asociadas generan la variedad de kinks al completo.

4. Estudio de los modelos presupersimétricos con superpotencial armoénico. Se
prueba que admiten una familia uniparamétrica de superpotenciales, que proporcio-
nan infinitos sistemas no equivalentes de ecuaciones de primer orden. Se clasifican y

describen los kinks presentes en los modelos de Gibbons y Townsend generalizados.

5. Analisis del modelo BNRT como paradigma del comportamiento general de
los modelos presupersimétricos. Se identifica una familia de kinks asociada a las
ecuaciones de primer orden del superpotencial que caracteriza al modelo, y se dis-
tinguen, dentro de los valores posibles de la constante de acoplamiento, aquellos para
los cuales el operador hessiano posee un modo cero ortogonal, lo cual implica, por
la aplicacion de la Teoria de Morse, la existencia de una nueva familia de soluciones
kinks.

5. Estudio completo de las correcciones cuanticas de la masa del kink a primer
orden, desarrollando un procedimiento de estimacion de ésta, el método del desa-
rrollo asintotico de la funcién del calor asociada al operador hessiano, que elude

la resolucion del problema espectral, inabordable en la mayoria de los casos. Este
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método es aplicado a kinks con dos componentes, caso en el cual los métodos que
habitualmente se presentan en la literatura no pueden ser utilizados.

6. Extension de los sistemas dinamicos de Liouville al marco supersimétrico,
en el que los acoplamientos de tipo Yukawa impiden la separacion convencional
de variables del problema. Se identifican las extensiones supersimétricas de las

integrales primeras de estos modelos.

7. Definicion del concepto de superkink como la generalizacién del concepto
de kink clasico a teorias de campos supersimétrica en (1+1)-dimensiones. Célculo

explicito de los superkinks para varios modelos significativos.



Apéndice A
Convenios y notacion.

En una teorfa de campos escalares con (1+n) dimensiones espaciales, se consideran:

e Es usado a lo largo de la memoria un sistema natural de unidades, donde las
constantes fisicas relevantes son ¢ = h = 1, salvo en el capitulo 6, en el que al
tratar las correcciones cuanticas de los defectos topologicos hemos considerado
adecuado hacer explicita la presencia de la constante h en las formulas.

o 7/ = (2% ) = (2% 29) con j = 1,...,n. Téngase en cuenta que se abusa de la

notacién considerando que ¥ = x para no recargar las expresiones, esto es, el
simbolo x recoge los grados espaciales. Los indices griegos recorren los grados

de libertad espacio-temporales, mientras que los latinos sélo los espaciales.
e Se ha adoptado una métrica con la signatura (+, —, ..., —).

e Salvo que se indique lo contrario se asume el convenio de Einstein de suma en
indices repetidos.

: _ v _ 0¢ wh o 09 o _
e Como es usualmente asumido z, = g,2", 0,0 = 35, O = By Ty =

Tolyg — XjXT; VT T = Ty05.
e El tensor antisimétrico de segundo orden es elegido con el convenio €'? = 1.

e Como comportamiento habitual se evita el uso de la letra ¢ como indice, para
evitar la posible confusién con la unidad imaginaria. Cuando se relacionen
magnitudes en una métrica euclidea con otra genérica se usaran habitualmente
las primeras letras latinas como indices asociadas a la métrica euclidea y las

intermedias a la genérica.

e Los corchetes encerrando indices representa un proceso de antisimetrizacion

sobre éStOS, A[Z]] = Aij — Ajia A[ZBJ] = AZB] — AJBZ

329
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2 2

e Es frecuente el uso de los siguientes simbolos 62 = 1 — 02, 72 =1 - 72y

i':.%'+’}/2

e Los kinks suelen ser denotados mediante las siglas TK seguidas de una letra que
especifique la familia a la que pertenecen. El uso de letras romanas indica una
solucion particular, mientras que la negrita se refiere a su clase de equivalencia

en el espacio de Moduli.

e Es habitual la notacion ‘H, y Hk para representar los hessianos considerados
respectivamente sobre las soluciones de vacio y sobre la solucion kink.
Convenios sobre espinores:

Fijaremos los convenios y la notacién de los cuales nos serviremos para el estudio
de sistemas fisicos supersimétricos enmarcados en un espacio-tiempo ordinario de
(141) dimensiones. Las elecciones realizadas son las seguidas por Schwarz [126]. En
cualquier dimensiéon 1 + n, podemos introducir los siguientes puntos generales:

e Las matrices de Dirac [53] conforman una representaciéon matricial del dlgebra
de Clifford, sometidas a las relaciones,

{77} =20
que fija el comportamiento de los espinores o campos fermiénicos.

e La matriz de conjugacion de carga C' es definida como aquella que cumple la
relacion

Cy' et = (")

e La representacion adjunta para un espinor y es dada como

e Un espinor de Majorana, por definicién, es un espinor autoconjugado, esto es,

X=X

es decir, es un espinor que describe tanto su particula como su antiparticula.
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e En dimensiones que aceptan una representacion del algebra de Dirac con la
matriz 70 antisimétrica y con el resto v!,...,7™ simétricas (teniendo en cuenta
que 7° es hermitico y el resto de las matrices son antihermiticas), todas las ma-
trices son puramente imaginarias. Tal eleccién es denominada representacion

de Majorana [53]. En tal representacién la matriz de conjugacion es

C=-7°

e Para la eleccion anterior, la condicién de espinor de Majorana se convierte en
X = Xx*, es decir, corresponde a una condicion de realidad sobre las compo-

nentes del espinor y.

Convenio para n =1

En un mundo en (1+1)-dimensiones trabajaremos con una representaciéon de Majo-
rana de las matrices de Dirac, descrita por la particular eleccién,

0 —i 0 i
0_ 2 _ 1_ o1
= (z o) = (zO)

Introduciremos, ademds, la matriz v° definida como +° = 7%+,

Notacion sobre funciones utilizadas

En los capitulos dedicados al estudio de las soluciones de tipo defecto topoldgico
presentes en los modelos de Liouville son utilizadas las funciones definidas en el

modo:

p =1 (E22) 2 e =T(EE2)

z+Q\ z+o;\ ¢ —z
= A
we = (25) b (52) wrmemn 09
siendo,
2 4n-t 0« 1
A;r = 3. 53 3_ Z 2 2\, 2 2
30y 120%k,. 2 o (Q° —4do7) (o] — Q%)k;

[\
S
Q.
SN
|
2
=
z
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y
O\ S 240\ —z
pu— - - A-4
Jr(2) (z—Q) H (z—ai) P 2(z2 — Pk, (A.4)
con
_ 2 4n=2 5 30 < o?
A7 = 2 Z 2 2\(-2 02
30 12Q%k, 2 P (Q° —4do7) (o7 — Q)K;
B =
’ 2(02 — Q?)k;
o 203 H a - a
= J# A
e (ST (52 "
y donde



Apéndice B

Sobre el problema espectral de
operadores de tipo Schrodinger

En este apéndice trataremos de exponer los aspectos generales sobre el problema
espectral de un operador H de tipo Schrodinger, que son utilizados a lo largo de
esta memoria, necesarios principalmente en el andlisis de la estabilidad del kink y
en el calculo de su correccién cuéntica.

El problema espectral viene representado por la obtencion de los valores y fun-
ciones propias de la relacion

H [thr) = wi [¢r) (B.1)
donde ‘H es un operador de la forma
2

El espectro de forma genérica sera
SpecH = {w?}jel U{k* + 1} rer

donde I es un conjunto de indices que caracteriza el espectro discreto.

Densidades espectrales

Las funciones propias del espectro continuo tienen un comportamiento asintético
totalmente analogo al que seria encontrado en el problema espectral libre. Las
discrepancias en el infinito corresponden tan sélo a cambios de fase, tal que su
conocimiento permitirfa la descripcién de V(). Asi, consideraremos que los estados
de scattering quedan descritos por una onda incidente desde las abscisas negativas,
que tras el proceso de dispersién presentars una onda reflejada con amplitud |p|? y

una onda transmitida con amplitud |7|?, esto es,

B eik_x _l_p_efik_m T — —00
T_€ T — +00
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donde k,,k_ > 0. En el caso de que la onda incidente fuese originada desde las
abscisas positivas, la situacion quedaria descrita mediante los estados de scattering

ik_x

ST I I s
Tie T — —00

Los coeficientes p; _ y 74 _ son denominados respectivamente coeficientes de re-
flexion y transmision, y albergan toda la informacién acerca del proceso de scatte-

ring, la cual puede ser introducida en la matriz S

S — T P+
pP— T+

Puede demostrarse que es una matriz unitaria a partir de las propiedades de los
coeficientes py _ y 74 _. Por ello, sus valores propios son de la forma ela y e
donde 04 y dp son magnitudes reales que reciben el nombre de desfasajes. Para
potenciales pares, V(z) = V(—x), el problema aparece en una forma més simple:
pr = p_ =p, T+ = T7_ = T y los estados de scattering pueden escribirse mediante
la combinacion de las funciones trigonométricas, presentando lo que en la literatura
se conoce como el canal par, representado por la autofuncién A cos(kz + dp), y el
canal impar, considerada la autofuncién Asen (kx + ;). Sobre esta base se deduce

la relacion entre los desfasajes y los coeficientes de reflexién y transmision
€% =14 p N =1—p (B.3)

Si se considera el problema espectral libre confinado en un intervalo de longitud L,
de modo que el potencial se describe como

. L L
V(z) = 0 s% -5 <Lx<5
oo si|z[ > 5
las condiciones de contorno son en cada canal
Canal par: Acos® =0 = kL=(2n+1)71 neN
Canal impar: Asent =0 = kL= (2n)r neN
Total de canales: kL =mn neN

La diferencia entre los momentos de dos estados consecutivos es ki —k; = Ak = T,

_
— Ak

magnitud F' aditiva en los estados podria calcularse mediante la integracion

de donde se obtiene la densidad espectral en la forma pyer+ (k) = % Cualquier

F= / dk prexs (k) (k)
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Es habitual en la literatura considerar una densidad espectral definida sobre toda

la recta real, definiendo pger(k) = 2=, de modo que

27r’

F:/ﬁk%@wvw>

o0

La situacién es ligeramente diferente en el caso de un problema espectral genérico,
el cual presenta un término potencial V(x). En este caso, seguimos considerando el
confinamiento del sistema en una caja de longitud L, aunque impondremos que esta
magnitud sea muy grande. Entonces, habriamos de resolver el espectro asociado a

un operador con un potencial en la forma

V<x):{V(x) s ] <

NI

00 si |z| >

Las condiciones de contorno sobre cada uno de los canales proporciona los siguientes

comportamientos
Canal par: Acos(BsL + 6p) =0 = Kk, L+dp=2n+1)7 neEN
Canal impar: ~ Asen (2L +6,)=0 =  k,L+d;=(2n)7 neN

Entonces, se tiene que

L
(ki = D) + 941 = ) =
2Akn A Akl =7

Praer+ = AKA T 2 + T OkA

donde por el indice A damos a entender que los cédlculos ofrecidos conciernen a
cada uno de los canales por separado. La densidad espectral quedara determinada
mediante la suma de las densidades espectrales atribuidas a cada canal, ppcr+ =

pf€R+ + pieRJr. Se concluye que

L 10
prcke(B) = =+ T2 [5p(k) + 51(K)] (B.4)
o simplemente
L 1094(k)
prer+ (k) = ok
definiendo el desfasaje total §(k) = dp(k) + 67(k).
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Problema espectral con potencial de Posch-Teller

A lo largo de esta memoria ha sido extensamente usado el resultado de la resolucion
de un problema espectral con potencial tipo Posch-Teller. Las expresiones usadas
[102] se corresponden con el problema

&Py

el + (e —v+wvsech® 2)1 =0

de modo que los autovalores del discreto son

2
en:v—[@/v%—%—(n—%)] n=0,1,2,... < \/v+

con autofunciones

N /—
¢n:(ez+€z)m2Fl n2 \/U_En+17ez+ez

El espectro continuo es caracterizado por las autofunciones

=
o=

¢EZW2FJVU—€ vEDVU— et g Ut Vi — et ] ]

Aproximacion de Born

Uno de los resultados utilizados en esta memoria es la aproximacion de Born, que
proporciona el comportamiento asintotico de los desfasajes respecto del momento k,
para operadores diferenciales matriciales. La justificaciéon a la férmula usada viene
apoyada por los siguientes argumentos [59]:

Escribiremos el operador matricial de tipo Schrodinger en la forma H = Hy +
U(x), siendo

(o) = (—dd—2 m ) S (D) = Un(e) (B.5)

de modo que
lim U(z)=0

r—+00

El problema espectral puede presentarse como (—Hg + w3 )ty = Uy, de modo que
la solucién del problema de scattering en la aproximacién de Born (en la que se

considera que los momentos son grandes) es

(o) = 08la) — [ d’ Gla— Ul

[e.9]

siendo (—Hg + wi)YY =0y G(z — 2') la funcién de Green, que verifica:

(—Ho +wi)G(z —2') = —6(z — 2)



PROBLEMA ESPECTRAL DE OPERADORES TIPO SCHRODINGER 337

A la vista de (B.5), la funcién de Green puede ser calculada, obteniendose

_ Oab_
2ik,

6ika\ax—z’|

Gz — 1) =
mientras que para 19(x) hemos de tomar (¢2(r)), = e***, donde se asume que
wi=m?+k?=m3+k3.

Entonces, se puede obtener el comportamiento asintético (z — oo) de la solucién
bajo esta aproximacién

1 , /
W@ ~ b {H% dz (Un(x’)+e%<k2-kl>%<x’>)]

1 . ,
(UR(x))y =~ e** {”m da’ (Uzz<w’>+el<’“*k2>w U12<w’>)]

lo que permite obtener los desfasajes, dado que la funcién de onda es determinada
como (Yy(s))q ~ eFar+dalka)l hara valores asintéticos del espacio. Por ello,

. 1 / i(k2—k1)z’ /
51(ka> = —¢ln |:1 -+ Tkl d$ (Ull(fE ) + e (k2—k1) U12(.flf >>:|

. 1 / i(klsz)l'/ /
52(l€a> = —In |1+ % dl’ <U22($ ) +e Ulg(l’ ))

Teniendo en cuenta que para valores de los momentos altos ky, ks > 0, el logaritmo
mi—m3

se puede desarrollar a orden dominante, y que k; — k; = — e

~ 0 da lugar a
que e'F2=F)7" ~ 1 ge llega a la respuesta final

(51(/{31) ~ —2Lk1 _Oodx/[Uu(I/)—i‘Ulg(l’/)] (BG)
5o(ks) =~ 222 Tl [Un (') + Uso(a)] (B.7)

Reconstruir los argumentos anteriores para un operador diferencial (B.2) o bien
restringir los resultados a tal situacion es sencillo, obteniéndose el resultado conocido

1

o(k) ~ — 2%

d "U')
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Apéndice C

Supersimetria y formalismo de

Cartan.

El formalismo de Cartan es habitualmente utilizado al trabajar modelos que pre-
sentan métrica no euclidea. El lagrangiano asociado a un sistema fisico enmarcado
en la mecénica N = 2 supersimétrica era dado por la expresién (7.8), mientras que
el hamiltoniano era escrito como (7.9). Los momentos generalizados son

OL :

B ) ; F
Pi = 55 9i%” + §Pi,sk0393 Pio =

oL i
Y
og 2%

donde observamos la inclusién de términos fermiénicos en la expresién del momen-
to bosonico. Es en este punto donde es habitual el uso del convenio de Cartan.
Asumiendo un espacio interno que presenta la estructura

ds® = g;;(x)da'da’

el formalismo de Cartan desdobla la métrica en las magnitudes denominadas (n+1)-
beins e*; en el modo:

a b ab ij a b
Gij = Nab€ i€ ;5 n" = g’e"e’;
Los inversos de los objetos €% serdan denotadas por E,, esto es,

¢ By = 68

Basado en este concepto se define la 1-forma e* = e%;dz?, que no es necesariamente
una 1-forma exacta. Entonces, se verifica ds? = n,,e%®. Se completa la estructura

de Cartan definiendo la 1-forma de la conexion de spin w®, siguiendo la expresion
de® +w A e =T

339



340 APENDICE C

donde T* es una 2-forma denominada torsidn la cual con métrica riemmaniana se

anula, esto es, T = 0. Finalmente se define la curvatura como la 2-forma
a a a c 1 a c d
Rb:dwb+wc/\wb:§Rb0de Ne

Como ha sido apuntado para variedades riemannianas la torsién es nula, 7% =0, y
ademds wy, = —wp,. Se verifican las siguientes identidades:

why = e By, = e, (0, + FZ)\E;))‘) =—Eye",,, = —E" (0, — F:\we“A)

Formalismo de Cartan asociado a cambios de variables.

Para modelos embebidos en una teoria de campos con un mundo interno plano, un
cambio en las coordenadas de dicho espacio implica la aparicion de una métrica
segun (7.10), la cual no llega asociada curvatura alguna, R;;;; = 0. Esto es ttil en
los modelos de Liouville, por ejemplo. El formalismo de Cartan queda trivializado
puesto que en (7.10) puede leerse la forma de los beins, que seran:

ox?

Ozl

En el caso de trabajar en un mundo con métrica euclidea las relaciones de con-

a
€

mutacién eran sencillas de obtener. Es conocido que el momento puede ser realizado

en el espacio de configuracion mediante la expresion

0
oz

Pa = —1
Considerando el cambio de variables, se tiene

_ g _Z_&U’j 0
Pa = dxe  Oxo Oxl

= F’.p}
de donde puede concluirse que
[pay 00] = 0 = [Elopl, 0] = 0 = FY, ([p;., €100+ e%i[p), 9';])
de donde:
el

ox"

Por otra parte, es claro el argumento siguiente

/o0 M T tk __ s1i otk i b _c plk
[}, 00"] = iE"y 0" = il5.0, — iB"yw’ ;e 0,

{0a", 007} = {E'all, B0} = E'WE"{6;, 00} = B'. B0 = g¥

) o

luego:
{Ha/i’ Ha/j} — gZ]
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Empleando el formalismo de Cartan el lagrangiano seria
L = 59”117 i + Eeaga + 5
1. . .
—§e’a63aVViVVj + [0;(E' W) — w5 B Wi] E7,0765

1 . .
-knanc ) k l anbpcpd
Wackd 9a(9a + Ze a€ e’ e dRijk191929192 -

de donde el momento queda definido como:

Pk = grid" + §wa0k9392 = grid" + §Fi,kn9é92 - §€aiak6an‘géﬂz

Dado que la supercarga venia expresada como
_ - ind i
Ql = gijZE 01 — QQWZ

por simplicidad optaremos por estudiar el comportamiento de la parte bosénica del

momento mostrado anteriormente, esto es consideraremos la magnitud,
ti = giji’

de donde puede obtenerse de forma sencilla que:

(@) = i

i 1
[tj, 92] = ZFZ-QB [tz,tj] = §Rklw€§9lﬁ

Las operaciones entre conmutadores mostradas nos permiten obtener de forma mas
sencilla otros conmutadores con los que debemos trabajar! Asi puede comprobarse
que

{Qth} = {QQ,QQ} =2H

IRelaciones entre conmutadores:

{B1F1, BoF5} = [By, Bo|F1 Fs + By [F1, Bo|Fy — Bo[By, Fo|Fy + B B1{F}1, F»}
[F1Fy, FsFy) = {F1, F5}FyFy + Fy{Fy, F5}Fy — F3{F1, Fy} Fy — FyF3{F>, Fy}
[B1, F1 Iy F3) = By, F1|Fo s + F1[By, Fy]Fs + F1 L[ By, F3)

[F1, Fo ) = {F, Fo } F3 — Fo{F, F3}

{FIFF3, Fy} = {F1, Fy} Fo F3 — Fi{F, Fy} F3 + Fy Fo{F3, Fy}



342 APENDICE C



Bibliografia

1]

2]

Abramowitz, M., “Handbook of Mathematical Functions”, Dover Publications,
Inc., New York 1972.

Alonso Izquierdo, A., Gonzalez Leén, M.A. y Mateos Guilarte, J., “Kinks from
dynamical systems: domain walls in a deformed O(N) linear sigma model”,
Nonlinearity 13 July 2000, no. 4, 1137-1169.

Alonso Izquierdo, A., Gonzalez Leon, M.A. y Mateos Guilarte, J., “Kink ma-
nifolds in (1+1)-dimensional scalar field theory”, J. Phys. A: Math. Gen. 31
(1998), 209-229.

Alonso Izquierdo, A., Gonzélez Leén, M.A. y Mateos Guilarte, J., “N = 2
supersymmetric kinks and real algebraic curves”, Phys. Lett. B480 (2000),
373-380.

Alonso Izquierdo, A., Gonzéalez Leén, M.A. y Mateos Guilarte, J., “Kinks
out of Geodesics. Topological walls in the Linear Sigma Model”, contenido en
“Geometry and physics (Zaragoza, 1998)” An. Fis. Monogr., 5, 15-35.

Alonso Izquierdo, A., Gonzalez Leén, M.A. y Mateos Guilarte, J., “Invariants
in SUSY Classical Mechanics”, aparecera en los proceedings de “Geometry
and physics (Medina del Campo, 2000)”.

Alves, M., Bazeia, D. y Bezerra, V.B., “Black hole formation in bidimensional
dilaton gravity coupled to scalar matter systems”, Modern Phys. Lett. A14
(1999) no. 39, 2687-2694.

Aizawa, Y. y Saito, N., J. Phys. Soc. Japan 32 (1972) 1636.
Atiyah, M. y Bott, R., Philos. Trans. R. Soc. Lond., A308 (1982) 523.
Arnold, V.I., “Mecanica Clasica”, Paraninfo, Madrid 1983.

Bazeia, D., Boschi-Filho, H. y Brito, F.A., “Domain Defects in systems of two
real scalar fields”, J. High Energy Phys. 4 (1999) 28

343



344

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]
[20]

[21]

23]

[24]

[25]

[26]

[27]

28]

BIBLIOGRAFIA

Bazeia, D. y Brito, F.A. “Tiling the plane without supersymmetry”, Phys. Rev.
Lett. 84 (2000) no. 6, 1094-1097.

Bazeia, D. y Brito, F.A., “Bags, junctions and networks of BPS and non-BPS
defects”, J. Phys. A: Math. Gen. 31 (1998), 209-229.

Bazeia, D., Dos Santos, M.J. y Ribeiro, R.F., “Solitons in systems of coupled
scalar fields”, Phys. Lett. A208 (1995) no. 1-2, 84-88.

Bazeia D. y Morris, J., Phys. Rev. D54 (1996), 5217.

Bazeia, D., Nascimento, J.R.S., Ribeiro, R.F. y Toledo, D., “Soliton stability
in systems of two real scalar fields”, J. Phys. A30 (1997) no. 23, 8157-8166.

Bazeia, D., Ribeiro, R.F. y Santos, M.M., “Topological defects inside domain
walls”, Phys. Rev. D54 (1996) no. 2, 1852-1855.

Bazeia, D., Ribeiro, R.F. y Santos M.M., “Solitons in a class of two coupled
real scalar fields”, Phys. Rev. E54 3 (1996) 2943-2948.

Belavin, A. y Polyakov, A., JETP Letters. 22 (1975) 245
Berezin, F.A. y Marinov, M.S., Ann. Phys. 104, (1977) 336.

Binosi, D. y ter Veldhuis, T., “Domain wall junctions in a generalized Wess-
Zumino model”, Phys. Rev. Lett. 83 (1999) 1727.

Bochkarev, A.l., “Trace identities and analytical evaluation of the functional
determinants”, Nucl. Phys. B508 (1997) 449-467.

Bogomolny, E.B., “The stability of classical solutions”, Sov. J. Nucl. Phys. 24
(1976) no.4, 449-454.

Bordag, M., “Vacuum energy in smooth background fields”, J. Phys. A28
(1995) 755-765.

Boya, L.J. y Casahorran, J., “Bidimensional supersymmetric field theories with
discrete moduli space”, Ann. Physics 266 (1998) no. 1, 63-80.

Brito, F.A. y Bazeia, D.,; “Domain ribbons inside domain walls at finite tem-
perature”, Phys. Rev. D56 (1997) no. 12, 7869-7876.

Brown, L.S., “Quantum field theory”, Cambridge University Press 1992.

Cahill, K., Phys. Lett. 53B (1974) 174.



BIBLIOGRAFIA 345

[29]

[30]

[31]

[32]

[42]

Carroll, S.M., Hellerman, S. y Trodden, M., “Domain wall junction are 1/4-
BPS states”, Phys. Rev. D61 (2000) 065001.

Casalbuoni, R., “The classical mechanics for Bose-Fermi systems”, Nuovo

Cim, 33A (1976) 389-431.

Cecotti, S. y Vafa, C., “On classification of N' = 2 Supersymmetric theories”,
Comm. Math. Phys. 158 (1993) no. 3, 569-644.

Chaikin, P.M. y Lubensky, T.C., “Principles of condensed matter physics”,
Cambridge University Press, 1995.

Christ, N.H. y Lee, T.D., “Quantum expansion of soliton solutions”, Phys.
Rev., D12 (1975) no. 6, 1606-1627.

Chung, T.C., Moraes, F., Flood, J.D. y Heeger, A.J., Phys. Rev. B29 (1984)
2341.

Coleman, S. y Mandula, J., Phys. Rev. 159 (1967) 1251.

Coleman, S., “Quantum sine-Gordon equation as the massive Thirring model”,
Phys. Rev., D11 (1975) 2088.

Coleman, S., “Classical lumps and their quantum descendants” contenido en
“New phenomena in sub-nuclear physics”, ed. A. Zichichi (Plenum, New York,
1977).

Coleman, S., “There are no Goldstone bosons in two dimensions”, Commun.
Math. Phys. 31 (1973) 259-264.

Coleman, S., “Aspects of symmetry”, Cambridge University Press 1985.
Dashen, R.F., Hasslacher, B. y Neveu, A., Phys. Rev. D10 (1974) 4130.

Dashen, R.F., Hasslacher, B. y Neveu, A., “Nonperturbative methods and
extended-hadron models in field theory. Two-dimensional models and extended
hadrons”, Phys. Rev. D10 no. 12 (1974) 4130-4138.

de Wit, B. y van Nieuwenhuizen, P., “Rigidly and locally supersymmetric two-
dimensional nonlinear o-models with torsion”, Nucl. Phys., B312 (1989) 58-
94.

Derrick, G.H., “Comments on non linear wave equations as models for ele-
mentary particles”, J. Math. Phys., 5 (1964) 1252-1254.



346

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

BIBLIOGRAFIA

DeWitt, B., “Supermanifolds”, Cambridge Univertity Press, Cambridge-New
York 1984.

Di Vecchia, P. y Ferrara, S., “Classical solutions in two-dimensional super-
symmetric fields theories”, Nucl. Phys., B130 (1977) 93-104.

Dirac, P.A.M., “Lectures on quantum mechanics”, Belfer Graduate School of
Science, Yeshiva University, New York, 1964.

Drazin, P.G. y Johnson, R.S.; “Solitons: an introduction”, Cambridge Univer-
sity Press, Cambridge, 1996.

Dvali, G. y Shifman, M., “Dynamical compactification as mechanism of spon-
taneous supersymmetry breaking”, Nucl. Phys. B504 (1997) no. 1-2, 127-146.

Edelstein, J.D., Trobo, M.L., Brito, F.A. y Bazeia, D., “Kinks inside super-
symmetric domain ribbons”, Phys. Rev. D57 (1998) no. 12, 7561-7569.

Eguchi, T., Gilkey, P.B. y Hanson, A.J., “Gravitation, gauge theories and
differential geometry”, Phys. Rep. 66 no.6 (1980) 213-393.

Faddeev, L. y Jackiw, R., “Hamiltonian reduction of unconstrained and con-
strained systems”, Phys. Rev. Lett. 60 (1988) no. 17, 1692-1694.

Ferrara, S., Wess, J. y Zumino, B., Phys. Lett. 51B, (1974) 239.

Freund, P.G.O. “Introduction to Supersymmetry”, Cambridge University
Press, 1986.

Galindo, A. y Pascual, P., “Mecanica Cuantica”, Ed. Alhambra, 1978.

Garcia Fuertes, W. “Defectos topoldgicos en teoria de campos. De kinks,

vortices y monopolos en modelos escalares y teorias gauge”, Tesis Doctoral.

Universidad de Oviedo. Oviedo, 1998.

Garcia Fuertes, W. y Mateos Guilarte, J., “Trial surfaces gauge fields and
planar solutions”, Phys. Rev. D49 12 (1994) 6687-6691.

Garcia Fuertes, W. y Mateos Guilarte, J., “Self-dual solitons in N=2 super-
symmetric Chern-Simons gauge theory”, J. Math. Phys. 38, no. 12 (1997)
6224-6229.

Garcia Fuentes, W. y Mateos Guilarte, J., “Semilocal Chern-Simons Defects”,
J. Math. Phys. 37 (1996) no. 2, 554-566.

Garcia Fuertes, W., Notas y conversaciones privadas.



BIBLIOGRAFIA 347

[60]

[61]

[62]

[67]

[68]

[73]

[74]

[75]

Gervais, J.L. y Sakita, B., Nucl. Phys. B34 (1971) 632

Gibbons, G. y Townsend, P., “A Bogomol’nyi equation for intersecting domain
walls”, Phys. Rev. Lett. 83 (1999) 1727-1730.

Gilkey, P.B., “Invariance theory, the Heat equation and the Atiyah-Singer in-
dex theorem”, Publish or Perish, Inc 1984.

Goldstein, H., “Mecanica Clasica”, Editorial Reverté, 1988.
Goldstone, J. y Jackiw, R., Phys. Rev., D11 (1975) 1486.

Gonzéalez Leén, M.A., “Kinks, sistemas integrables y geodésicas: Solitones
en el modelo Sigma O(3) Lineal”, Tesis doctoral, Universidad de Salamanca.
Salamanca, 2001.

Graham, N.M., “Ezact renormalized one-loop quantum corrections to energies
of solitonic field configurations”, Tesis doctoral, 1999.

Grammaticos, B., Borizzi B. y Padjen, B., “Painlevé property and integrals of
motion for the Hénon/mhy Heiler systems” Phys. Lett. 89 A (1982) 111-113.

Grisaru, M.T., Massar, M., Servin, A. y Troost, J., “Some aspects of N =
(2,2), D =2 supersymmetry”, hep-th/9801080

Haag, R., Lopuszanski, J.T. y Sohnius, M., “All possible generators of super-
symmetries of the S-matriz”, Nucl. Phys. Rep. B88, (1975) 257-274.

Heumann, R. y Manton, N.S., “Classical Supersymmetric Mechanics”, Annals
of Physics 284 (2000) 52-88.

Hietarinta, J., “Quantum integrability is not a trivial consequence of classical
integrability”, Phys. Lett. 93A (1982) no. 2, 55-57.

Hietarinta, J., “A search for integrable two-dimensional hamiltonian systems
with polynomial potencial” Phys. Lett. 96 A (1983) no. 6, 273-278.

Holt, C.R., “Construction of new integrable hamiltonians in two degrees of
freedom”; J. Math. Phys. 23 (1982) no. 6, 1037-1046.

Hruby, J., “On the supersymmetric sine-Gordon model and a two-dimensional
bag”, Nucl. Phys. B131 (1977) no. 2-3, 275-284.

[liopoulos, J. y Zumino, B., Nucl. Phys., B76 (1974) 310



348

[76]

[79]

[30]

BIBLIOGRAFIA

Ishihara, H., Kubotani, H. y Nambu, Y., “Cell structure formation of domain
walls”, Phys. Lett. B. in press?

Ito, H., “Kink energy sum rule in a two-component scalar field model of 1+1
dimensions”, Phys. Lett. 112A (1985) 119-123.

Ito, H., “Stability theory for nonlinear Klein-Gordon Kinks and Morse’s index
theorem”, Phys. Lett. 113A (1985) 179-182.

Jackiw, R., Lee, K. y Weinberg, E., “Self-dual Chern-Simons solitons”, Phys.
Rev. D42 (1990) 3488-3499.

Jackiw, R. y Schrieffer, J.R., “Solitons with fermion number 1/2 in condensed
matter and relativistic field theories”, Nucl. Phys., B190 (1981) 253-265.

Jackiw, R. y Weinberg, E., “Self-dual Chern-Simons vortices”, Phys. Rev.
Lett. 64 (1990) no. 19, 2234-2237.

Junker, G., “Supersymmetric methods in quantum and Statistical Physics”,
Springer, 1996.

Kac, V.G., “A sketch of Lie superalgebra theory”, Comm. Math. Phys. 53,
(1977) no. 1, 31-64.

Khari, A.. “Static finite energy solutions of a classical field theory with positive
mass-square”, Lett. Math. Phys. 3, (1979) 475-480.

Landau, L.D. y Lifshitz, E.M., “Mechanics”, Pergamon, Oxford 1960.
Lazarides, G. y Shafi, Q., Phys. Lett., 159B (1985) 261.
Liouville, J., J. Math. Phys. Appl. 11 (1849), 345.

Lohe, M.A. “Soliton structures in P(¢)2”, Phys. Rev., D20, 12 (1979) 3120-
3130.

Lykken, J.D., “Introduction to supersymmetry”, Fermilab-PUB-96/445-T,
hep-th/9612114. “Introduction to supersymmetry. Fields, strings and duali-
ty”, Boulder, co, 1996, 85-153, World Sci. Publishing, RiverEdge, NJ, 1997.

Magyari, E. y Thomas, H., “Solitary waves in a 1D anharmonic lattice with
two-component order parameter”, Phys. Lett. 100A (1984) no. 1, 11-14.

Mandelstam, S., “Soliton operator for the quantized sine-Gordon equation”,
Phys, Rev., D11 (1975) 3026-3030.



BIBLIOGRAFIA 349

[92]

[93]

[94]

[95]

[100]

[101]

102]

103]

[104]

[105]

[106]

[107]

Mandl, F. y Shaw G., “Quantum Field Theory”, John Wiley & Sons, 1984.

Manton, N.S., “Deconstructing supersymmetry”, J. Math. Phys. 40 (1999),
no. 2, 736-750.

Mateos Guilarte, J., “Stationary phase approrimation and quantum soliton
families”, Annals of Physics, 188 no. 2 (1988) 307-346.

Mateos Guilarte, J., “A note on Morse Theory and One dimensional solitons”,
Letters in Math. Phys., 14 (1987) 169-176.

Mateos Guilarte, J., “Sphalerons and instantons in two dimensional field the-
ory”, Annals of Physics, 216 (1992) no. 1, 122-151.

Milnor, J., “Morse Theory”, Princeton University Press, Princeton, 1962.
Montonen, C., Nucl. Phys. B112 (1976) 349.

Morris, J.R., “Domain defects in strings and walls”, Phys. Rev., D51 no. 2
(1995) 697-702.

Morris, J.R., “Nested domain defects”, Int. J. Mod. Phys. A13 (1998) 1115-
1128.

Morse, M., “The calculus of variations in the large”, Am. Math. Soc. Provi-
dence, R.I. (1996) xii+368pp.

Morse, P.M. y Feshbach, H., “Methods of Theoretical Physics”, McGraw-Hill
Book Company, Inc., New York-Toronto-London, 1953.

Murphy, T. y Raifeartaigh, L.O., Nucl. Phys. B218 (1983) 484

Nahm, W., Rittenberg, V. y Scheunert, M., “Graded Lie algebras: generaliza-
tion of hermitian representations”, J. Math. Phys. 18, (1977) 146-154.

Nastase, H., Stephanov, M., van Nieuwenhuizen, P. y Rebhan, A., “Topolog-
ical boundary conditions, the BPS bound, and elimination of ambiguities in
quantum mass of solitons”, Nucl. Phys. B542 (1999) no. 1-2, 471.

Nirov, K.S. y Plyushchay, M.S., “P, T-invariant system of Chern-Simons fields:
Pseudoclassical model and hidden symmetries”, Nucl. Phys. B512 (1998) no.
1-2, 295-319.

Nirov, K.S. y Plyushchay, M.S., “Symmetries and classical quantization”,
Phys. Lett. B405 (1997) no. 1-2, 114-120.



350

[108]

[109]

[110]

[111]

[112]

[113]

[114]

[115]

[116]

[117)

18]

[119]

[120]

[121]

[122]

[123]

BIBLIOGRAFIA

Papadopoulos, G., “(2,0)-supersymmetric sigma models and almost complex
structures”, hep-th/9503063

Perelomov, A., “Integrable Systems of Classical Mechanics and Lie Algebras”,
Birkh&user, Boston MA.

Perelomov, A., “Instantons and kahler manifols”, Commun. Math. Phys. 63
(1978) no. 3, 237-242.

Plyushchay, M.S., “Integrals of motion, supersymmetric quantum mechanics
and dinamical supersymmetry: Supersymmetries and quantum symmetries”,
(Dubna 1997) 270-276, Lecture Notes in Phys. 524, Springer, Berlin 1999.

Pnermatikos, S., Phys. Rev. Lett. 60 (1988) 1534.

Polyakov, A.M., Phys. Lett. 59B (1975) 82.

Rajaraman, R., “Solitons and Instantons”, North-Holland, Amsterdam, 1982.
Rajaraman, R. y Weinberg, E.J., Phys. Rev. D11 (1975) 2950

Ramani, A., Dorizzi B. y Grammaticos, B., “Painlevé conjecture revisited”,
Phys. Pev. Lett. 49 (1982) no. 21, 1539-1541.

Ramond, P., “Field Theory, a modern primer”, The Benjamin/Cummings
Publishing Company, 1981.

Ramond, P. “Dual theory for free fermions”, Phys. Rev. D3, (1971) 2415-2418.

Ranada, M.F., “Sistemas Sobreintegrables”, VI Workshop de Otono: Ge-

ometria y Fisica. Salamanca 1997.

Rebhan, A. y van Nieuwenhuizen, P., “No saturation of the quantum Bogo-
molnyi bound by two-dimensional N=1 supersymmetric solitons”, Nucl. Phys.
B508 (1997) 449-467.

Rosenau, P., “New wave mathematics”, What’s happening in the Mathemat-

ical Sciences. “On analytic solitary waves formed by a non linear dispersion”,
Phys. Lett. A230 (1997) no. 5-6, 305-318.

Saffin, P.M., “Tiling with almost-BPS invariant domain wall junctions”, Phys.
Rev. Lett. 83 (1999) no. 21, 4249-4252.

Salam, A. y Strathdee, S., “Super-gauge transformations”, Nucl. Phys. B76,
(1974) 477-482.



BIBLIOGRAFIA 351

[124]

[125]

[126]

[127]

[128]

[129]

[130]

131]

[132]

133]

[134]

[135]
[136]

[137]

[138]

Salomonson, P. y Van Holten, J.W. “Fermionic coodinates and supersymmetry
in quantum mechanics”, Nucl. Phys. B196 (1982) no. 3, 509-531.

Sarker, S., Trullinger, S.E. y Bishop, A.R., “Solitay-wave solution for a com-
plex one-dimensional field”, Phys. Lett. 59A (1976) 255-258.

Schwarz, J.H., “Introduction to supersymmetry”, CALT-68-1282. Doe Re-
search and Development Report. “Introduction to superstrings. Supersymetry
and supergravity”, Trieste 1984, 426-448, World Sci. Publishing, Singapore
1984.

Schwarz, J.H., Nucl. Phys. B31, (1971) 1109.

Schwarz, J.H. y Seiberg, N., “String theory, supersymmetry, unification and
all that”, American Physical Society Centenary of Reviews of Modern Physics,
March 1999.

Scott Russell, J., Esq., M.A., F.R.S. Edin., made to the Meetings in 1842 y
1843. Report on Waves.

Sohnius, M., “Introducing supersymmetry”, Phys. Rep. 128, (1985) 39-204.

Spiegel, M.R., “Manual de formulas y tablas matemdticas”, Schaum-Mcgraw-
hill (1988).

Su, W.P., Schrieffer, J.R. y Heeger, A.J., Phys. Rev. Lett., 42 (1979) 1698.

Subbaswamy, K.R. y Trullinger, S.E., “Intriguing properties of kinks in a sim-
ple model with a two-component field”, Physica2D (1981) no. 2, 379-388.

Subbaswamy, K.R. y Trullinger, S.E., “Inestability of non topological solitons
of coupled scalar field theories in two dimensions”, Phys. Rev. D22 (1980)
1495-1496.

't Hooft, G., Nucl. Phys. B75 (1974) 461.
Takayama, H., Lin-Liu, Y.R. y Maki, J., Phys. Rev., B21 (1980) 2388.

Townsend, P., “Three Lectures on Supersymmetry and Extended Objects”, In-
tegrable systems, quantum groups and quantum field theories (Salamanca,
1992), 317-345, NATO Adv. Sci. Inst. Ser. C. Math. Phys. Sci, 409, Kluwer
Acad. Publi. Dordrecht 1993.

Veerman, J.J.P., Bazeia, D. y Moraes, F., “Soliton stability in a Z(2) field
theory”, Journal of Math. Physics 40, 8 (1999) 3925-3929.



352 BIBLIOGRAFIA

[139] Vilenkin, A. y Shellard, E.P.S., “Cosmic strings and other topological defects”,
Cambridge University Press, 1994.

[140] Volkov, D.V. y Akulov, V.P., Phys. Lett. 46B, (1973) 109.

[141] Wess, J. y Bagger, J., “Supersymmetry and Supergravity”, Princeton Univer-
sity Press, Princeton, NJ 1992.

[142] Wess, J. y Zumino, B., Nucl. Phys. B78, (1974) 1.
[143] Wess, J. y Zumino, B., Phys. Lett. B49 (1974) 52.

[144] Witten, E., “Non-Abelian bosonization in two dimensions”, Physics, Springer-
Verlag 1984, 455-471.

[145] Witten, E., Nucl. Phys., B249 (1985) 557.

[146] Witten, E. y Olive, D., “Supersymmetry algebras that include topological
charges”, Phys. Lett. 78 B no. 1 (1978) 97-101.

[147] Witten, E., Phys. Rev. 16 (1977) 2991

[148] Witten, E., “Constraints on supersymmetry breaking”, Nucl. Phys. B202
(1982) 253-316.

[149] Zhang, F. y Collins, M.A., Phys. Rev. E 49 (1994) 5804.

[150] Zloshchastiev, K.G., “Classical and quantum comparison of kink and bell soli-
ton as zero-branes”, Modern Physics Lett. A15 (2000) no. 1, 67-81.

[151] Zumino, B., “Superspace”, Lectures of Workshop on unification of the funda-
mental interaction, Erice, 17-24 March, 1980.

[152] Zumino, B., “Renormalization and invariance in quantum field theory”, ed. E.
Caianiello (Plenum Press, 1974).



