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Como Henri Poincaré comento una vez,
“solucion de un problema matemdtico” es
una frase de significado indefinido. Los
matemdticos puros a veces se conforman con
demostrar que la inexistencia de una
solucion implica una contradiccion logica,
mientras que los ingenieros pueden
considerar un resultado numérico como el
tinico objetivo razonable. Tales opiniones
unilaterales parecen reflejar limitaciones
humanas en lugar de valores objetivos. En st
misma, la matemdtica es un organismo
indivisible que une la contemplacion tedrica
v la aplicacion activa.

Richard Courant






Prefacio

Estos apuntes tienen su origen en una notas elaboradas por el Prof. Ferragut para
la asignatura Métodos Numéricos en Ecuaciones en Derivadas Parciales [1]] de la
extinta Licenciatura de Matemadticas tras su llegada a la Universidad de Salamanca
en 1995. Estas notas se han ido ampliando y corrigiendo durante los afios de docen-
cia de la asignatura Cdlculo Cientifico, del actual grado de Matematicas. Nuestro
objetivo es que sigan creciendo e incorporando nuevos capitulos, es por tanto una
obra en crecimiento. Esta version sirve de material de consulta para el alumnado de
la asignatura Métodos Numéricos avanzados en Ecuaciones en Derivadas Parciales
del Mdster en Modelizacion Matemdtica que nace con ilusiéon y esfuerzo en este
complicado 2020.

La mayor parte de los contenidos de estos apuntes se basan en el clésico libro
de P.A. Raviart y J.M. Thomas, Introduction a I’analyse numérique des équations
aux dérivées partielles, de 1a Editorial Masson de 1983, perteneciente a la coleccién
Mathématiques appliquées pur la maitrese dirigida por P.G. Ciarlet y J.L. Lions [2]].
Este libro recoge el contenido del curso de Andlisis Numérico avanzado imparti-
do por P.A. Raviart en el D.E.A. de Andlisis Numérico de la Universidad Pierre et
Marie Curie (Paris VI) en el que se form6 el Prof. Ferragut. No podemos dejar de
mencionar el libro que Philippe G. Ciarlet publicé en 1978 titulado ’The Finite Ele-
ment Method for Elliptic Problems” [3], donde se analizan los aspectos mateméaticos
basicos del MEF y que merece nuestro reconocimiento personal pues fueron la base
de estos cursos de Andlisis Numérico avanzado.

Estos apuntes tratan de dar una vision general del Método de los Elementos Fi-
nitos (MEF), sin perder el rigor matematico imprescindible, pero sin alejarse de las
aplicaciones y de la praictica.

El empleo de métodos de discretizacion espacial y temporal y la aproximacién
numérica para encontrar soluciones a problemas de ingenieria o fisica es conocido
desde antiguo, y el concepto de elemento finito parte de esa idea. El desarrollo de
los elementos finitos tal y como se conocen hoy en dia esta ligado en su origen al
célculo estructural aeroespacial. En 1943, R. Courant, en su articulo titulado Va-
riational methods for the solutions of problems of equilibrium and vibrations [4],
propone la utilizacién de funciones polindmicas para la aproximacion lineal de pro-
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VIIT Prefacio

blemas de elasticidad en subdominios triangulares llamados elementos. El primer
parrafo de este articulo recogido al inicio de este documento, refleja a la perfeccion
el espiritu de estos apuntes, uniendo el rigor matematico con la resolucidn practica
de problemas reales.

J.H. Argyris fue otro de los pioneros en el desarrollo del MEF contribuyendo
con estudios sobre la teoria matricial de estructuras para elementos discretos. No
podemos olvidar a L. Schwartz, quien desarroll6 en los afios 40 la teoria de distribu-
ciones necesaria para definir los espacios de Sobolev, y por la que recibi6 la medalla
Fields en 1950.

El trabajo en el que se establecié por primera vez el concepto de Elemento Fi-
nito tal y como lo entendemos hoy es el articulo de M.J.Turner, R.W. Clough, H.C.
Martin y L.J. Topp de 1953 titulado “Stiffness and deflection analysis of complex
structures” [S], en el que se aplican elementos finitos simples (barras y placas trian-
gulares) al andlisis de estructuras aeronauticas.

0.C. Zienkiewicz destacé por haber reconocido el potencial del MEF para resol-
ver problemas en dreas fuera de la mecénica estructural. Sus libros sobre el MEF
fueron los primeros en presentar el tema y hasta el dia de hoy siguen siendo textos
de referencia, como el clasico “The finite element method for solid and structural
mechanics” publicado en 1967 junto con R.J. Taylor [6].

En la década de los 60, con la llegada de los centros de caculo y los primeros
programas comerciales, el MEF adquiri6 una gran popularidad en la industria, pero
a la vez se avanz6 en sus bases tedricas en los centros universitarios.

En los afos 70, se estudian nuevos tipos de elementos y se sientan las bases ma-
tematicas rigurosas del MEF. Lo que en principio surgié como una técnica de la
ingenieria, empieza a entenderse como método numérico de las Matematicas, y la
bibliografia al respecto se multiplica. En 1973, Strang y Fix publicaron el primer
libro de texto sobre las propiedades matematicas del MEF titulado “An Analysis of
The Finite Element Method” [[7]. Sin embargo su aplicacién prictica sigue estando
aln limitada a caros ordenadores centrales en manos de la gran industria aeronduti-
ca, de automocion, defensa o nuclear.

En los afios 80, con el desarrollo de los ordenadores personales se extiende el
uso de programas comerciales del MEF, que incluyen procesadores graficos para la
realizacién del mallado y la visualizacién de resultados. Se amplia el uso del MEF
a gran variedad de problemas y se continta con el andlisis tedrico del método.

El desarrollo practico del MEF ha ido caminando parejo al desarrollo de las in-
novaciones en el campo de la arquitectura de los ordenadores. El descenso del coste
de los ordenadores y el incremento en la potencia de célculo, han permitido que el
MEF haya desarrollado una increible precision en todos los &mbitos de la ingenieria.

Salamanca, Luis Ferragut
Agosto de 2020 Mabel Asensio
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Capitulo 1
Espacios de Sobolev

Resumen Este capitulo se centra en algunos resultados de andlisis funcional ne-
cesarios para la formulacién variacional de problemas en derivadas parciales. En
concreto, se estudian los espacios de Sobolev y algunas de sus propiedades como la
desigualdad de Poincaré, el teorema de la traza y algunas de sus aplicaciones que
mas nos interesan en este curso, como la féormula de Green.

1.1. Nociones sobre teoria de distribuciones

Sea Q un abierto no vacio de R¥.

Definicion 1.1 2(Q) es el espacio de funciones de clase C*(L2) con soporte com-
pacto en £.

Utilizaremos la siguiente notacién para las derivadas en 2(Q):si ¢ € 2(Q)y

a=(ai,...,0s) € N es un multientero, con || = oty + ... + &g, denotamos

2 \a 2 o 9% g
% =(=—)"... ()= —g——
¢ (axl) (8xd) 8x‘lx' ...axg”
Pseudotopologia en 2(Q)
Definicion 1.2 si {@,} es una sucesion de 2(Q) diremos que h;m 0, =Qen 2(Q)
n—yo0

A
1. el soporte de @, permanece en un compacto fijo K de Q Vn,
2. Ya € N4 se tiene convergencia uniforme, es decir,

sup  [0%@,(x) —0%@(x)| —— 0

N
xeQ,oeNd e

Definicion 1.3 Se denomina espacio de distribuciones sobre Q, 9'(2), al dual

topoldgico de P(2), es decir, el espacio de las formas lineales continuas sobre
2(Q).



2 1 Espacios de Sobolev

Pseudotopologia en 2’ (Q)

Definicion 1.4 si {T,} es una sucesion de 2'(Q) diremos que h’_r)n T, =T en
n—yoo
2'(Q) si (T, ) —(T,9), Vo € 2(Q).

Ejemplos:

1. Delta de Dirac:
Sea a € Q, 1a delta de Dirac en a, §, se define (5, Q) = @(a)Vp € 2(Q).

2. Espacio de funciones L?(Q):
Recordemos que L?(Q) = {f : Q — R medibles : [, f>dx < o} es un espa-
cio de Hilbert con el producto escalar (f,g)o.o = [o f(x)g(x)dx y la corres-
pondiente norma asociada | flo.o = (fo f (x)zdx)l/ ®. Ademds 2(Q) es den-
so en L*(Q). A cada f € L*(Q) le asociamos la distribucién 7y definida por:
(Tr,9) = [o f(x)@(x)dxV @ € 2(Q). La aplicacién L2(Q) — Z'(Q) que asig-
na a cada funcién f la correspondiente distribucion asociada T asi definida es
inyectiva y continua.

Derivacion en el sentido de las distribuciones

Definicion 1.5 Sea T € 2'(Q) una distribucion, se define la derivada de T respecto
a x; en el sentido de las distribuciones, %, como la siguiente distribucion:
1

aT 1eX0)

De manera general, sea T € 2/() una distribucién y & € N un multientero, se
define:
(09T, 9) = (=1) (T, 0%0),Vp € 2(Q).

Propiedades:

1. Si f € C'(), su derivada cldsica coincide con su derivada en el sentido de las
T,

distribuciones, es decir, Ty, = L.
e dx;
2. La aplicaci6n % 1 72'(Q) — P'(Q) es continua.
. . Lo . . . . . . .
. Una distribucion es infinitamente derivable en el sentido de las distribuciones.
4. La aplicacién 0% : 2'(Q) — 2'() es continua Yo € N,

W

1.2. El espacio de Sobolev H'(Q)

Sea f € L?(£) que puede ser o no derivable en el sentido clasico, pero entendida
como distribucién, Ty € 2'(2), podemos derivarla en el sentido de las distribu-

. a7, . S .. .
ciones 5L € 2/(2),1 < i < d. En general, esta distribucién no estd en L*(Q),
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.o . aT, o
pero si existe una funcién g € L?(Q) tal que T, = aTj-c entonces podemos escribir
1

g§= af € L?(R) en el sentido de las distribuciones, cumpliendose,

oT;
(/Qg<pdx— (Ty, 0) _<8xi ) =—(Tp, 5 ax /f

Vo € 2(Q)

Definicion 1.6 Se llama espacio de Sobolev de orden 1 sobre Q al espacio,

H' (Q)={vel*(Q) ov

¥ cLl’(Q),1<i<d}

donde las derivadas son en el sentido de las distribuciones.

Se dota a este espacio del siguiente producto escalar,

4 Ju Jv
(:v)e = /Q(uv+ Z 1 Jx; dx; o)

y la correspondiente norma asociada,

= (u, u) / —|—Z 1/2

Teorema 1.1 H'(Q) es un espacio de Hilbert con la norma || - || o

Demostracion:

Recordemos que un espacio de Hilbert es un espacio vectorial dotado de un pro-
ducto escalar que es completo para la norma asociada, es decir, que toda sucesién
de Cauchy es convergente. Basta pues demostrar que en H' () toda sucesién de
Cauchy es convergente para la norma || - || o.

Sea {v,, }:°_, una sucesién de Cauchy en H!(£2), por lo tanto,

dv, v
. 2 _ . n m
an vm”l’g /_Q Vm +Z 8)6, 8x, )dx n,m—sco 0

lo cual implica,

fg(vnfvm) dx mo

Jo ¥ (e~ F2)dx ——0.

Xi n,m—oo

8»,,, oo

Por lo tanto, las sucesiones {vy, }5,_; y { 52 };»_; parai=1,...,d, entendidas como

sucesiones de L?(£) son de Cauchy. Como Lz(Q) es un espacio completo, estas
sucesiones son convergentes en este espacio, es decir, existen funciones vy v;, 1 <
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i <d,enL*(Q), tales que,

Vp ——V,
n—oo

i pn—oo

Basta demostrar que v; = %7 1 <i<d, en el sentido de las distribuciones. Puesto

que la inclusién canénica de L?>(2) en 2’(Q) es continua, la convergencia de las
sucesiones en L?(£2) implica la convergencia en 2'(R), es decir,

Tv,, — Tva
n—soo
T{)vn v’*ﬂzi, 1 SlSd
Tx; e

Por otro lado, la continuidad de la derivada en el sentido de las distribuciones im-
plica,
T, oT,
—_—t —

ox; n—w 0x;

J1<i<d.

Como ademads % =To,,1 <i<dporserv, € H 1(.Q), y el limite es tnico,
! x;
entonces v; = %, 1 <i<d, en el sentido de las distribuciones. ]

Teorema 1.2 H'(Q) es separable, es decir, tiene una parte densa numerable.

Demostracion:
La demostracion de este resultado se basa en las siguientes propiedades de los
espacios separables:

1. el producto cartesiano de espacios separables es separable,
2. un subespacio cerrado de un espacio separable es separable.

L*(Q) es un espacio de Hilbert separable, entonces el espacio producto (L?(£2))%+!
con la estructura hilbertiana producto es separable. Por otro lado, la aplicacién,

v v

J:V}—)(V,TXI,...,TX[I)

de H'(Q) en (L*(Q))4*! es una isometria, puesto que,
2 L v 2 \1)2
1l 2@yt = (IMe.) + XI5 —1l6.0)" = IV1.e-
i1 OXi

Identificando H' () con J(H'(Q)), al ser este un subespacio cerrado del espacio
separable (L?(£2))?*!, es separable, y por tanto H'(£) es separable. [ |
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1.3. Elespacio H}(Q)

Sabemos que Z(£) es denso en L*>(2) y H'(£) es un cierto subespacio de
L?(). Nos preguntamos si Z() es denso en H'(Q), en general NO, pero si
Q = R? entonces si es cierto.

Definicion 1.7 Se define H} (Q) como la adherencia de 7(Q) en H'(Q), es decir,

Hi(Q) = @) @,

Teorema 1.3 2(R?) es denso en H'(RY), es decir, H (RY) = H' (RY).

Demostracion:

La demostracién de este resultado se divide en dos partes: truncamiento y regu-
larizacién. Con la regularizacién demostramos que el espacio Z(R?) es denso en el
espacio de las funciones de H'(R?) con soporte compacto, y con el truncamiento
demostramos que este espacio es denso en H'(R?).

1- Truncamiento
Queremos aproximar las funciones de H' (R?) por funciones de H' (R?) con soporte
compacto. Para ello introducimos una funcién M € 2(R?) tal que:

():1 para |x| < 1
<M(x)<1paral < |x] <2
():0 para |x| > 2

Ahora, para todo nimero real R > 0, definimos la funcién My € 2 (Rd ) dada por:

Mg (x) :M(%) donde % = (%,,%)

Entonces, siv € H'!(RY), la funcién Mg -v € H'(R?) y es de soporte compacto pues
su soporte es el de Mg. Veamos ahora que Mg - v R—> ven H'(RY) y habremos
o0

concluido. Para ello tenemos que demostrar dos cosas:

1- Mg-v ——v en L*(RY)
R—yoc0

oM J 2 :
2- BQVE)T); en L*(RY) parai=1,....d

1- Tenemos que ver que |[Mg - v — V|| ga = 0, en efecto,
N
Mg v =3 pa = S (Mr v —v)*dx =

Jj<r(Mr-v =) dx+fx\>R(MR v—v)dx
‘[‘x‘>R(MR V_V) dx< fx‘>Rv dx—>0

2- Calculemos ag’R ¥ en el sentido de las distribuciones.
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8MR~v_ 8MR &v
ox; ( ox; )lv—’_MR.Txi

En el segundo término, Mg converge a 1 cuando R — co. Veamos el primer término.
M, _ 1M (x L : . oM, _
Tenemos que 5 (x) = ¢ 51! (%).portanto Vi=1,...,d, se tiene que img_c. SUP . a Tk (x) =

0. Asi podemos concluir

oM, 2 oM,
/ ( Rov) dx < sup\—R|2/ Vdx — 0
R4 9x,~ reRd axi R4 R—so0

2- Regularizacién

Queremos demostrar que toda funcién de H'(R?) con soporte compacto se puede
escribir como limite en H'(R?) de funciones ve € 2(R?). Para ello definimos una
funcién @ € 2(R?) tal que:

>0
Q(x)=0si|x| > 1
Jra @(x)dx =1

Ahora, para cada € > 0, construimos la funcién @, € Z(R?) definida por @¢(x) =
gid(p(g) que verifica:

0 >0

0:(x)=0si|x| > €

Jra Qe(x)dx =1

Consideramos la funcién regularizada ve = @¢ x v, es decir,

velw) = [ gel—yndy

Como vy @ son de soporte compacto, v también es de soporte compacto. Por las
propiedades del producto de convolucién y por ser @ € Z(R?) tenemos que v, es
C*—diferenciable.
Por ultimo, utilizando el resultado del lema que demostramos a continuacién, tene-
mos:

ve — ven L?>(RY)

e—0
T = eex gy o en LR

Y asi tenemos que ve 7 ven H'(RY).
E—

Lema 1.1 Si f € L>(RY) = @ % f —fen L2(RY).
£—

Demostracion:
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Como Z(R?) es denso en L>(R?), se puede considerar una sucesién f, € 2(R%)
tal que f, — f en L?>(R?) y escribir,
n—yoo

Qexf—f=Qexf—Qexfu+@cxfu—Jfotfo—f
Tomando la norma || - ||y ga>
@ x f = fllora < 1|@ex f— @e* fullora + |9e* fo — fallore + 1o — Fllo e

Por un lado, por las propiedades del producto de convolucién, y por ser || Qe[ | ge =
1, tenemos,

19 f = @e* fullo e = [|9e % (f = fa)llo e < [|@ello,1 pallf = fallo s —0
Por otro lado, obviamente,
1= Flloga 720
Por dltimo, multiplicando por [ga Qe (x —y)dy =1

(Qos*fn _fn)(x) = f]Rd (ps(x_y)fn(y)dy_fn(x) =
Jra Qe (x =) fu(¥)dy — [pa @e(x —y)dyfu(x) =

Jra @ (x =) (fu(y) — fu(x))dy =

T e Oele— V) (0) ~ folo)) e

tomando valor absoluto,

[(Pex fu— fa) )| < )
SUPy: |x—y|<e |fa(¥)
Supy:|x7y‘§£ |fn (y)

vyl <e [P =) fa(y) = fu(x)|dy <
= fu(x)] f\x—y\ge | Qe (x —y)|dy =
— fa(®)]
Tenemos que supy.,<¢ |[(fa(y) — fu(¥)] = 0 uniformemente, por tanto | (g *
= £—
o= fn)(X)] py 0 uniformemente. Ademds @, y f, tienen soporte compacto, lue-
E—

go su producto de convolucién también tiene soporte compacto. Sea K = sop@e U
sop fn, entonces,

L0 = fiPdx < sup [gex (1) = £l [ 1dx—>0.
R4 K £—0

yilx—yl<e

es decir, también tiende a 0 el término que faltaba para completar la demostracién.

(| @ * for — fullo ra 0 0.
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Teorema 1.4 (Teorema de prolongacion) Si v € H} (Q2), la funcion v, prolongacion
de v por 0 en R\ Q, es una funcion de H' (R?).

Demostracion:

Para esta demostracion utilizaremos repetidamente el teorema de prolongaciéon
de aplicaciones lineales continuas: Sea E un subespacio de un espacio normado
E, con E denso en E, B un espacio de Banach y f : E — B una aplicacion lineal
continua, entonces existe una prolongacion f : E — B lineal y continua.

Sea ¢ € 2(Q), evidentemente @ prolongacién de ¢ por 0 en R?\ Q es una
funcion de 2(RY) pues ¢ en la frontera de Q es 0. Por tanto @ sigue siendo de
soporte compacto y C*—diferenciable en todo R?. Ademds ||@||; ga = ||@]|1,0 pro-
visto 2(£) de la norma inducida por la de H' (£2). Por tanto, la siguiente aplicacién
es lineal y continua:

P(Q) — 2(RY) c H'(RY)
¢Pr—9

Por otro lado, 2(£2) es denso en H} (), entonces utilizando teorema de prolonga-
cién de aplicaciones lineales continuas, esta aplicacion se prolonga a una aplicacién
lineal continua,
Hy(Q) — H'(RY)
Y

Para concluir tenemos que ver que v es la prolongacién por 0 en R¢ \ Q. En efecto,
sea {@, } una sucesién de funciones de Z(£2) que converge a v en H} (), en parti-
cular converge en L?(£). Por la continuidad de la aplicacién ampliada, ¢, converge

aven H'(R?) y también en L?(R?). Entonces podemos extraer una subsucesién
{®m} que converja a v casi por todas partes en R, y por tanto,

six € Q se tiene que @, (x) = @ (x) = v(x) = V(x)
six € RY\ Q se tiene que @, (x) =0 — 0 = ¥(x)

Férmula de Green para funciones de H} (Q):

Teorema 1.5

dv du
1 . had _ .
Yu,v € Hy () se tiene / U~ id = / 3 ivdx Vi=1,...,d

Demostracion:

La demostracién de basa en la férmula de Green para funciones de Z(£2) (inte-
gracién por partes) y la densidad de 2(Q) en Hj ().
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Por la densidad de Z(2) en H}(Q), existen dos sucesiones {u, }>_; y {va},
de 2(Q) que convergen respectivamente a « y v en la norma de H'(£2), por tanto,
Vi=1,....d,
w9 o [2(Q),

ax,' n—soo ax,‘

I I ey [2(Q).

OXi oo OX

Aplicando la férmula de Green clésica a las funciones de Z(Q),

av du
/Quna—x':dx: 09 nv,ldx—&—/ up,vynids

Como son funciones de soporte compacto, la integral sobre la frontera es nula, y

pasando al limite se concluye.
|

Definicion 1.8 Se define la siguiente seminorma sobre H'(Q):

Z/ )12

Esta aplicacién es s6lo seminorma porque hay funciones de H' (£2) que no son nulas
pero sus derivadas si lo son.

Teorema 1.6 (Desigualdad de Poincaré) Si Q es un abierto acotado de R?, existe
una constante C = C(2) > 0 tal que,

WeHN(Q) [Voe < C(Q ZII I2 /2

Demostracion:

Por la densidad de Z(2) en H}(Q), basta demostrar este resultado para fun-
ciones v € 2(Q2), luego tomando sucesiones convergentes queda demostrado Vv €

H} (Q).
0
Como € estd acotado, podemos suponer que estd contenido en una banda {x =
(X xq), X = (x1,.. ., Xg-1),a <xg < b}.Seav e Z(Q)y vsuprolongacién por 0 en

R4\ Q. Obviamente v € Z(R?), y se tiene por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

Xd QY

M e < ([ Grweae) ([ rag)”

Tomando el cuadrado del valor absoluto,

V(X xg) =

)l < =) [ 3288 < Ga—a) [ |5 8P,
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integrando respecto a la variable x/,

_ v, 2
/ 25
/]Rd’l V(x',xg) | dx" < (xdfa)/Rd ‘&—m(xﬂ dx,

finalmente, integrando respecto a la variable x4,

" v 2
/ 2dx—// V(' xg)|PdX dxy < = (b a) /Rd’a—x[l(x)‘ dx,

obteniendo,

N
VI g = 1912 O fes | FE 0 s = 3= 55 B
|

<l -
< %( —a)*yi, ||9xiH0-,Q = %(b—a)z V‘%,Q

Tomando raiz cuadrada, concluimos ||v||o.o < ‘b\;i“‘ V-

]
Observar que en la demostracién anterior basta exigir que €2 sea acotado en una
direccién.
Supongamos que Q es acotado y definimos v tal que v(x) = 1, Vx € £, esta fun-
cién es de H' (L) pero no verifica la desigualdad de Poincaré. Por tanto, podemos
concluir el siguiente resultado:

Corolario 1.1 Si Q es un abierto acotado de RY, entonces H} (2) es un subespacio
C

propio de H'(Q), es decir, H} () 7éHl (Q).
Corolario 1.2 Si Q es un abierto acotado de R?, entonces la seminorma |- |1 o
es una norma sobre H} (Q) equivalente a la norma inducida por || -||1 q, es decir,

existen constantes C1 y Cy tales que

Cilvlihe < e <Glvlhe YveH(RQ)

Demostracion:

Es evidente que C; = 1, en efecto,

o= g/ e w</v+2( LY ax= vl

Como Q es acotado y v € HJ (), utilizando la desigualdad de Poincaré obtenemos

Ci1 =1//C*(2)+ 1 despejando de:
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v |2

2 v
<(C(@)+1) ox;llo.q

Il o = I Hm+2H = = (@) + 1)

1.4. Teorema de la traza

Sea I’ = 2, dada una funcién v € H' (), queremos definir su valor en la fron-
teral .

Para d = 1, se tiene H' (I) C C°(I), entonces como toda funcién v € H'(I) tiene
un representante continuo en I, basta tomar el valor de este representante en los
extremos del intervalo 7 para definir v|r. Sin embargo, para d > 2, las funciones de
H'(Q) no son en general continuas y hacen falta argumentos ms sofisticados para
definir su valor en la frontera.

Nuestro objetivo es estudiar si Z(Q) es denso en H! (), para asf poder prolon-
gar por continuidad la aplicacién 7,

W:2(2) — )
Vi— %v=v|r
U
Y :H' (Q) — L*(IN)
vVi— Yv=v|r

y asi dar sentido al valor de las funciones v € H' () en I'. Esta aplicacién prolon-
gada se llama APLICACION TRAZA, y el valor de yv de una funcién v € H'(Q)
se llama TRAZA devenI .

2(Q) sera denso en H'(Q) para Q un abierto acotado de R con frontera I"
suficientemente regular. Veamos cudles son estas condiciones de regularidad sufi-
cientes.

Caso A

Consideremos el caso mds simple, Q = Ri donde
RL = {x = («,x4) € R? x4 > 0}.
Entonces, la frontera de Q es el hiperplano I" = {x = (x/,0) € RY ¥’ € R~ 1}.

Teorema 1.7 Z(RY) es denso en H'(RY).

Demostracion:
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De nuevo, esta demostracién se divide en fase de truncamiento y fase de regula-
rizacion.

1- Truncamiento
Queremos aproximar las funciones de H'(R%) por funciones de H!(R%) con so-
porte compacto en Ri. La demostracion es igual que en el caso anterior.

2- Regularizacion
Queremos demostrar que toda funcién de H' (R‘i) con soporte compacto se puede
escribir como limite en H'(R?) de funciones ve € Z(R%). Se procede de nuevo
mediante regularizacién por convolucion, pero en este caso se plantean algunas di-
ficultades.

Seave H! (Ri) con soporte compacto en Ri, para aplicar convolucién necesi-
tamos que sea una funcién ampliada de todo R? y luego volver a restringir a ]Ri
el producto de convolucién. Sin embargo, si prolongamos v € H' (Ri) por O a to-
do R¢, 1a funcién prolongada no pertenece a H'!(R). Para resolver esta dificultad
trasladamos la funcién.

Sea wy, 1a siguiente funcién 7_,v = wy, (¥, x4) = v(x', x4 + h), definida para x; >
—h, y consideremos v;, = Wh‘R{{ . Veamos que vy, m ven H! (Ri), para ello basta

ver que vy ——> v en L*(R%) y observar que Lh% = %(th). Para demostrar
— i i

que v ——> ven L*(R%), por densidad, basta demostrarlo para v € Z(R%).
—

Seave 9 (Ri), por tanto tiene soporte compacto dentro de Ri, luego podemos
ampliarla por 0 en R? \ R? y la funcién ampliada v € 2(R?). Por Cauchy-Schwarz,
tenemos,

(Topv =) (x) = V(' ,xg + h) = V(¥ ,x4) = I ha‘%(xﬂxd +1h)dr <
Vo N2 o ow o 2,0\ /2 1 (9% [ 2\ /2
(fo h dz) (_[0 (42 (o xq +1h) dt) :h(fo (42 (¢ xq +1h) dt)
integrando el cuadrado en todo R4,

Jra (T-n¥ = ff)i(x)dx < faa Jo (
12 [y dt fpa (52 (x))dx = 2 fea (

(X',x4+1h)) *dtdx =

(X)) dx < B3|, — 0

v
Bxd
Rl 2

axd I,Rd h—0

y finalmente, siendo v;, = LhﬂRi , tenemos,

2 _ 2 _ ~ 2 ~ 2
i =12 g —/Ri(vh—v) dx—/Ri(T_hv—f/) dxg/Rd(’c_hv—ff) dx—>0

Una vez que hemos demostrado que vy, ﬁ ven H! (Ri), podemos limitar nues-
—>

tro estudio a funciones v que son restricciones a ]Ri de funciones w € H' (R% WY
de soporte compacto.

Sea y € Z(R?,) tal que ¥ =1 en el sop(v) y y = 0 cuando x; < —h/2. Na-
turalmente yw;, € H'(RY »)» se anula en un entorno de la frontera de R? p Y su
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prolongacién por 0 a todo R?, ywy,, pertenece a H' (RY). Ahora ya estamos en con-

diciones de aplicar regularizacién por convolucion, por tanto, existe una sucesion de

funciones Q¢ * Ywy, tales que Q¢ * Ywy, e wwy, en H'(R?). Por las propiedades
E—

del producto de convoluciodn, a partir de un € suficientemente pequefio, se tiene,

sop(@e* Ywn) C sop(@e) +sop(Wwy) CRY,

por tanto, tomando restricciones a R4 e
(Pe* Ywa)|ga — wwy en H'(RY),
—h €0
y tomando restricciones a Ri,
e 1 mod
* Yw, — Yw en H (R
(‘Pe 14 h)‘uei 0 v h|R1 (R%),

donde naturalmente (Q¢ * Ywy,) e €7 (RY)

Lema 1.2 Para toda funcion v de 9 (@) se tiene la desigualdad

V(5 0)lo a1 < Vil et

Demostracion:

Seave 2 (@) por el teorema fundamental del célculo integral,

> d o dv
/ 2 _ v / 2 — _ / Vo
WP = = [ S ) Pava = =2 [ o) S (W xa)

utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwartz,

o 12/ = dv 1/2
/ O 2 < 2 / / 2d / / 2d
0P <2( [ Pa) ([ x)Pxa)
y la desigualdad 2ab < a® + b2,
[v(x’ O)|2 < /w <|v(x’ xd)|2—|— |7(9v (x' xd)|2)dxd
b — 0 b 8xd b b

de modo que concluimos integrando en X/,

”V('vo)”o’Rdfl = j],Rd—l ‘V(XI,O)Fdx/ <

2 d 2 2
fra (W30 122 (2 xa) P ) < IR -
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Corolario 1.3 (Teorema de la traza en R‘fr ) La aplicacion lineal continua

P2(RY) — PR C 2RI
v — v(-,0)
se prolonga por continuidad a una aplicacion lineal continua
H'(RY) — L(RI)
v — v(-,0)

verificdndose ademds /v € H' (R%)

V(0o a1 < [IVI]; o -

Caso B

Definicién 1.9 Un abierto Q de R se dice que es 1-regular si es acotado y su
frontera I es una variedad de clase C' de dimension d — 1.

Esto significa que existe un ndmero finito de abiertos acotados 6; de R, 0<i<],
tales que 6y estd incluido en ©, {6;}._ es un recubrimiento abierto de Q, y para
todo i = 1,...,] existe una aplicacién invertible de clase C! @; : x +— y = @;(x) de 6;
en B, bola abierta de R? de radio 1, cuya aplicacién inversa (pi_1 también es de clase
C'y tal que

@(6:NQ) =BNRL = {y=(y,ys) €R?,|y| < 1,54 > 0},

(pl(elmr) = {y: (y/7Yd) 6Rd7|yl‘ < ]7yd :O}

Diremos que {6;, ¢;}/_, es un sistema de cartas locales que definen I
Vamos a demostrar el teorema de la traza para Q € R? abierto 1-regular, pero
también se puede generalizar a abiertos acotados con frontera de clase C! a trozos.
La demostracién se hace en varias etapas, a través de los siguientes lemas.

Lema 1.3 Si Q es I-regular, existe un operador P lineal continuo llamado de 1-
prolongacién P : H'(Q) — H'(R?), tal que

Wwe H' (Q) Pv=v casiportodas partes en .

Demostracion:

Veamos primero el caso de 2 = Ri y luego por cartas locales y particién de la
unidad lo extenderemos al caso de €2 un abierto 1-regular.
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Caso: Q =R?¢
Sive Z(R%), sea Py su prolongacién por reflexién,

v(¥,xg) sixg >0
v(x',—xq) sixg <0

Pv(xX,xq) = {

Pv es continua, estd en H' (RY) y se tiene,

9Py %(x/’xd) sixg >0
W(XI’xd): g—)‘c’i(x’,—xd) sixg<0yl<i<d-—1
! dv

— 5 (', —xq) sixg <0

de donde se deduce que [|Pv||; pa = ‘ﬁH"Hl.Ri que nos da la continuidad de la
aplicacién P : @(M) — 2(RY) c HY(RY).

Como 2(R4) es denso en H'(R%), esta aplicaci6n se prolonga por continuidad
atodo H'(R4), verificando que Pv(x) = v(x) casi por todo R%.

Caso: 2 abierto 1-regular

Sea {&;}!_, una particién de la unidad subordinada al recubrimiento {6;}/_,, es
decir, o; € 2(6;),Vi=0,...,1yY!_,6;=1.Siv e H'(Q), escribimos,

1
V= Z o;v,
i=1

y paracadai=0,1,...,I definimos P(c;v) de modo que,

1

Pv= Z P(ayv).

i=1

Por un lado, P(agv) = &gV, prolongacién de aqv por 0 en R¢\ Q. Por otro lado, para
i=1,...,1, consideramos la funcién w; = (0zv) o (¢, |, ), donde B, = BNRZ. Se
tiene que w; € H'(B.) y es nula en un entorno de {y € dB.;y,; > 0}, entonces
podemos prolongar w; por 0 en RY \ B, y obtener una funcién w; € H' (Ri), y ésta
a su vez prolongarla por reflexién a una funcién w; € H' (R? ) de soporte compacto
en B. Finalmente, #; o ¢; definido en 6; se prolonga por 0 en R?\ ; de modo que

Wi o ¢; es una funcién de H'(R?). De este modo definimos P(o;v) = w; o ¢; para
i=1,...,IL
Ahora es ficil verificar que la aplicacién v — Y'1_, P(0;v) verifica las condicio-
nes del lema.
|

Lema 1.4 Si Q es I-regular, 2(Q) es denso en H'(Q).

Demostracion:
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:Seave H'(Q)y Pve H'(R?) su prolongacién a todo R?. Como Z(R?) es den-
soen H'!(R?) existe una sucesién {w, }>°_,; € Z(R?) tal que w, — Pven H'(RY).
Sea v, = wy|q, la sucesién {v,}>_, es una sucesién de 2(Q) tal que v, —ven
H'(Q).

]

Para el tercer lema utilizaremos la siguiente notaciéon do denota la medida su-
perficial sobre I'", inducida por la medida Lebesgue dx. Asi definimos L?(I") el con-
junto de las funciones definidas sobre I" medibles para la medida do y de cuadrado
. ) 1/2
integrable, con la norma ||v[|o.r = ([pv?do) /.

De manera equivalente, utilizando la particién de la unidad, podemos definir,

P(M)y={v:[C =R, (op)oe '(-,00c >R, 1<i<I}

con la norma

I —~——
1/2
(Vlor = Z leav)o @ 2 zur) "

que es equivalente a la anterior, es decir, existen constantes C; y C, tales que
Ci[Pllo.r < [vllo.r < Cafvllo.r-

Lema 1.5 Si Q es I-regular; existe una constante C > 0 tal que

WweZ(Q) |wvllor <Clviie.

Demostracion:

: Sea v € Z(Q), utilizando la particién de la unidad {e;}_;, definimos en B
las funciones w; = (o) o (pl.‘l, para 1 <i <. Sea w; su prolongada por 0 a todo
R?. Segiin el teorema de la traza en R%, se tiene que ||w;(-,0) lo.ga-1 < [[will 1RS> Y
por las propiedades de o; y ¢;, se deduce ||w;| 1Rrd < Ci||v||1,- Finalmente, por la
equivalencia anterior de normas, se concluye,

1/2
Ivovllor < Callvllor = Ca(EL wi(-0 O)§ 1)
1/2
<G(2h ) le = Clvilhe

| |
El teorema de la traza es consecuencia directa de estos tres resultados.

Teorema 1.8 (Teorema de la Traza) Sea €2 un abierto I-regular de R<. Entonces
PD(R) es denso en H'(Q) y la aplicacién lineal continua Y : v — Yov = v|r de
PD(Q) en L*(I") se prolonga por continuidad a una aplicacion lineal continua de

H'(Q) en L*(I"), que denotamos también 'y, llamada aplicacion traza.
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1.5. Aplicaciones del teorema de la traza

Férmula de Green para funciones de H' (Q2).

Denotamos por 7; la i-ésima componente del vector normal unitario exterior de
Q.

Teorema 1.9 Sea Q un abierto 1-regular de RY. Entonces Yu,v € H'(Q) se tiene,

v

d
u—dx:f/ —uvdx+/uvn,-d0', Vi=1,....d.
Q 8x,~ ani r

Demostracion:

: Si u,v € H'(Q), entonces existen sendas sucesiones {u,}>_; y {v,}>_, en
P(Q) tales que convergen respectivamente a u'y ven H'(Q).
Para u,,v, € 2(Q) es vilida la férmula de Green,

0 0
/Mnﬁdx:_/ unvn+/””vn7’lid6a Vi=1,....d.
Q axi JQ 8xl- JI

Se concluye pasando al limite, puesto que por la continuidad de la aplicacién traza,
Un|r ¥ va|r convergen respectivamente a u|r- y v|r en L?(I").

Caracterizacién del espacio H] (22).

El teorema de la traza también nos permite caracterizar de forma mas sencilla el
subespacio H} () de H'(Q).

Teorema 1.10 Sea Q un abierto 1-regular de RY. Entonces H} (Q) es el miicleo de
la aplicacion traza Y : H' (Q) — L*(I'), esto es,

H}(Q)={veH (Q):v|r =0}

Demostracion:

Seav € H} (22), entonces existe una sucesién { @, }>°_; de Z() tal que ¢, —
n—yoo

ven H'(Q). Por la continuidad de la aplicacién traza, ||%@, — Yov|lor < C||@, —
v||1.@. de donde y%¢, — YV en L*(I"). Como las funciones ¢, son de soporte
n—oo

compacto en £2, entonces Y@, = 0Vn, y por tanto pv =0en I.

La demostracién del reciproco es mas delicada. Lo demostraremos para Q = R¢ |
pues por cartas locales y particién de la unidad se generaliza al caso 2 abierto 1-
regular.
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Sea pues v € {v € H'(RZ) : ypv =v(-,0) = 0} y queremos demostrar que v €
Hé (Rﬁ), es decir, que se puede aproximar por funciones @, € Q(Ri). Buscamos
una sucesion {@, }>_, de funciones de Z(R%) tal que ¢, — ven H!(v).

n—soo

Sea v la prolongacién por 0 de v a todo R¢. Es facil ver que v € H' (R4). Ob-
viamente v € L?>(R?) y también g—;[ € L*(RY), Vi =1,...,d. Basta demostrar que

g—g = g;;, Vi=1,...,d y tendremos que v € H'(R?). En efecto, Yo € 2(R?),
aplicando la férmula de Green y teniendo en cuenta que v(-,0) = 0, tenemos que
Vi=1,...,d,

v ~ 0 ~d d v
(55:0) == 55) = = Jpa Vagdx = = [pa vyEdx = Jpa 5 @dx—

Jiw )0 era-1} vOYAC = Jpa S 0dx = [e 5L @dx= (55, 0)

Como en los casos anteriores, tenemos que hacer producto de convolucién por una
sucesién regularizante, @ € Z(R?), pero de nuevo el soporte de @ x v puede estar
fuera de Ri. Para evitarlo nos trasladamos una magnitud / definiendo 7,v(x’, x;) =
v(x', x4 —h). Ya demostramos que ThV—O> vy que ademds sopT,v C RZ, por tanto
£—
ThV|ga pavy ﬂRi en H'(R4). Por otro lado, sop(¢e * 7,v) C R y como ya vi-
+ £
mos Qg x T,y — T,v en H'!(R?). Con ambas cosas, Qg * TV|ga ———— V|pa €n
£—0 + £€—0,h—0 +

H'(R%), siendo ¢, *TpVlpg € 2(R4) 1a sucesién buscada.

]

Construccién de subespacios de H' () de dimensién finita.

En el capitulo 3 estudiaremos la construccion de subespacios de dimension fi-
nita de H'(£). Para ello se procederd a construir funciones de H'(£) mediante
funciones a “trozos”. Serd de gran utilidad el siguiente resultado.

Sea Q = UY_, Q, una descomposicién de € tal que:

s Q, es un abierto de RY contenido en Q con frontera I, de clase C', para todo
r=1,...,N,
= Q.NQ;=0parar£s.

Teorema 1.11 Sea v € C°(Q) tal que la restriccion v|g, € H'(Q,)Vr =1,...,N,
entonces v € H'(Q).

Demostracion:

: Sea v € CY(Q) con v|g, € H'(Q,), Vr = 1,...,N. Evidentemente v € L*(Q),

veamos que también las derivadas en el sentido de las distribuciones gTV son también
1

funciones de L*(Q2), Vi = 1,...,d. Definimos v; € L*() tal que vi|o, = %‘Qr,

Vr=1,...,N, veamos que v; = % en el sentido de las distribuciones. En efecto,
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Yo € 2(Q), se tiene,

d J d
<%JP> =—( T)(s) = *fgva%dx =y fg,va%gdx =
N:1 (fg,. ,%‘PdX—faQ, V‘P"h’dG) = lrv:I fQ, %‘de
YL Jo, vigdx = [ovigdx = (vi, ).

Entonces L€ L?>(Q) y por tanto v € H' ().

1.6. Un resultado de compacidad

El siguiente resultado se llama teorema de Rellich, y sera ttil para las sucesio-
nes pues nos permite afirmar que en las condiciones del teorema de la traza, dada
una sucesién acotada en H'!(£), podemos extraer una subsucesién convergente en
L*(Q).

Teorema 1.12 Sea Q un abierto 1-regular de RY. Entonces la inyeccién candnica
de H'(Q) en L>(Q) es compacta, es decir; todo subconjunto acotado de H' () es
relativamente compacto en L*(Q).

1.7. Los espacios de Sobolev H" ()

Generalicemos la definicién del espacio de Sobolev H' ().

Definicion 1.10 Para todo entero m > 1 llamamos espacio de Sobolev de orden m
sobre  al espacio

H™(Q) = {ve [3(Q),d% e LX(Q), |a| < m},

dotado del producto escalar,

uva—/ Z&auaa

|| <m

la norma asociada,

1/2
m, - aa 5
e = (nae = ([ X (%)’ax)

lot| <m

y la seminorma,

_ |O“ 1/2
o= ([ X (0)’ax) ",

la=m
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Teorema 1.13 H™(Q) es un espacio de Hilbert separable para la norma

La demostracion es idéntica al caso m = 1.
Caso particular H>(Q).

Si Q es 1-regular, se puede definir la traza de una funcién v € H2(Q), v = v|r.
Por otro lado, si v € H?(Q) entonces a L cH! (Q) 1 <i<d,y por tanto también se

pueden definir las trazas de estas funciones Y5+ a = 3x Y|, 1 <i<d,que pertenecen
a L>(I"). La funcién n;% | es entonces una funcién de L?(I") por ser producto de

una funcién de L*(I") y otra de L*(I"), y podemos definir la derivada normal,

V 49y
r= ;Tliafxih"

como una funcién de L?(I").

2 . . . ., .
Sea Au = ):?:1 % el Laplaciano de una distribucién «. Entonces si u € H>(£),

se tiene para toda funcién v € H' (),

du av du
/ (Au)vdx = — ,Zf/ vd —. { 8x, ax, —/I_a—XiVT],-cIG}7

de donde se obtiene la férmula de Green generalizada.

Teorema 1.14 (Formula de Green generalizada) Si Q2 es 1-regular, para toda fun-
cion u de H*(Q) y toda funcién v de H' (Q), se tiene:

/ (Au) vdxf/ Vu-Vvdx — /—vdc

Nota: para m > d/2 las funciones de H™(£2) son continuas, en particular, si Q
es un abierto de R? o R3, entonces H*(Q) C C°(Q).



Capitulo 2
Formulacion débil de problemas elipticos

Resumen En este capitulo veremos la formulacién débil o variacional de algunos
problemas elipticos lineales que permitan una demostracién facil de la existencia
y la unicidad de las soluciones y que ademds se adapten bien a la aproximacii
numérica que se presentard en el siguiente capitulo. Este tipo de problemas tienes
muchas aplicaciones fisica, en concreto detallaremos el problema de la deformacion
elastica de un sélido.

2.1. Problemas variacionales abstractos

Vamos a introducir un marco abstracto bien adaptado para problemas de contorno
asociados a ecuaciones en derivadas parciales. Sean:

1. V un espacio de Hilbert sobre R de norma || - ||,

2. una forma bilineal a(-,-) : V x V — R continua, es decir, existe una constante
M >0 tal que Yu,v € V,a(u,v) < M|ul|||v]. y V-eliptic es decir, existe una
constante & > 0 tal que Vv € V, a(v,v) > a|v|]?,

3. y una forma lineal L : V — R continua, es decir, Vv € V, |[L(v)| < |||« [|v]

donde [|L||. = supyevzo T

Consideramos el siguiente problema variacional:
(P) Hallaru €V tal que a(u,v) =L(v) YveV

La existencia y unicidad de la solucién de este problema nos la da el teorema de
Lax-Milgram.

! Esta propiedad también se llama coerciva o fuertemente coerciva.

21
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Teorema 2.1 (Teorema de Lax-Milgram) Si se verifican las condiciones 1, 2 y 3,
el problema (P) tiene solucion nica.

Observar que si suponemos que la forma bilineal a(-,-) es ademds simétrica,

. 1/2
entonces a(-, -) es un producto escalar en V con norma asociada ||v||g = (a(v,v)) / ,
que es equivalente a la norma || - || de V. En este caso, la existencia y unicidad de la
solucién del problema (P) viene dada por el teorema de Riesz-Frechet.

Demostracion:

Introducimos el siguiente operador,

A:V—V
ur— Au

definido por (Au,v) = a(u,v)¥v € V donde (-,-) designa el producto escalar en V.
Esta aplicacion estd bien definida pues fijado u, la aplicacion v — a(u,v) es lineal y
continua de V en R, y por el teorema de Riesz-Frechet se puede representar dicha
aplicacion por un tinico elemento de V que llamaremos Au.
Evidentemente la aplicacion A es lineal y continua por serlo a(-,-), y ademds
verifica,
Au]| = sup, ey, o “fitt < MlJu]

vl
(Av,v) > afv]?

Por otra parte, al ser L una forma lineal continua sobre V, aplicando de nuevo el
teorema de Riesz-Frechet, existe un tnico 7L € V tal que Vv € V se tiene L(v) =
(tL,v).

Observar que esto define una biyeccion lineal,

T:V —V
L— 1L

que es una isometria puesto que,

TL,v) L(v
lzl= sp CEY g Oy

vevazo IVl vevazo (VI
Entonces el problema (P) se puede escribir de la siguiente forma,
Hallar u € V tal que (Au,v) = (tL,v) Vv €YV,

esto es,
Hallar u € V tal que Au = TL.

Para demostrar que este problema, en su tltima version, tiene solucién dnica
utilizaremos el teorema de Punto Fijo de Banach para contracciones estrictas. Para
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ello, dado un p > 0 que elegiremos mds adelante de forma apropiada, escribimos
nuestro problema de la siguiente forma,

Hallar u € V tal que u = u — p(Au— tL).
De este modo, tenemos definida una aplicacion,

T:V—V
vi—v—p(Av—1L)

cuyo punto fijo serfa solucién de nuestro problema. Para demostrar que esta apli-

cacidn tiene un dnico punto fijo bastara demostrar que es una contraccion estricta

puesto que al ser V un espacio de Hilbert y por tanto completo, podremos aplicar el

teorema de Banach que asegura en este caso la existencia de un dnico punto fijo.
En efecto, se tiene que,

[Tvi = Tva|* = |[vi —=va — p(A(vi —v2))|I* =
[vi = va|[* =2p(A(vi —v2),vi = v2) + p*||A(vi =) ||* <
(1—2ap +p>M?)|[vi —v2|?

luego para que T sea una contraccion estricta basta tomar p de modo que 1 —2ap +
p2M? < 1,y esto es cierto para 0 < p < 2a/M>.

Por tanto para cada p entre 0 y 2a/M? hemos demostrado que existe una so-
luct’on del problema (P), veamos que esta es tnica independientemente del valor
de p elegido. Supongamos que existen u; y up dos soluciones de (P), entonces,

a(uy,v)=L(v) Wvev,
a(uy,v) =L(v) WveV.

Restando a(u; —up,v) =0, Vv € V, en particular, a(u; — uz,u; —up) =0, y por la
V-elipticidad de la aplicacién bilineal, 0 = a(uj — up,u; — up) > o||u; — ua||%. Por

tanto u) = uy.
|

Corolario 2.1 La solucion del problema (P) estd acotada por los datos, es decir,
1
Jull < L.

donde o es la constante de elipticidad de la aplicacion bilineal.

Demostracion:

Basta con elegir v = u en el problema (P), y por la elipticidad de la aplicacién
bilineal se tiene,
ofJul < alu,u) = L(w)
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Por otro lado, la aplicacién lineal L es continua, por tanto
L) < [|L |l

de donde se concluye el resultado.
|
Cuando la aplicacién bilineal a(-, -) es ademds simétrica, el problema (P) es equi-
valente a un problema de optimizacién.

Teorema 2.2 Si se verifican las condiciones 1, 2'y 3, y ademds a(-,-) es simétrica
y verifica a(v,v) > 0 Yv € V, entonces el problema (P) es equivalente al siguiente
problema de optimizacion,

(Q) Hallaru €V tal que J(u) = rrg‘;ll(v)

donde J(v) = (v v) —L(v).

Demostracion:

Sea u solucién del problema (P). Sea v € V cualquiera con v # u, es decir, v =
u+w con w # 0, entonces,

J) =J(u+w) = ta(u+wu+w)—Lu+w)=
Ta(u,u) +a(u,w) + $a(w,w) — L(u) — L(w) =
J(u) +a(u,w) — L(w) + Sa(w,w).

Como u es solucién de (P), entonces a(u, w) = L(w), por otro lado a(w,w) > 0, por
tanto,

J(v) =J(u)+ %a(w,w) > J(u),

y esto es cierto Vv € V con v # u.
Veamos la demostracién del reciproco. Sea u solucién del problema de optimi-
zacién (Q), entonces Vv €V y A > 0,

J(u)
J(u)
J(u)

0<
0<

< (u+l(v— u))

< a(u+A(v—u u)yutA(v—u) —L{u+A(v—u)

< ta(u,u)+Aa(u ,v—u)—f—%a(v—u,v—u)—L(u)—lL(v—u)
Ja

24

:
I\J\

( —u)+ —za(v—u,v—u)—),L(v—u)
a(v—u,v—u)+a(u,v—u)—L(v—u).

Tomando el limite cuando A — 07, tenemos,

0<a(u,v—u)—L(v—u).
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Como esta desigualdad es cierta Vv € V, podemos tomar v+ u en lugar de v, de
donde,
0 <a(u,v)—L(v), WvevV,

y de la misma forma, tomando—v en lugar de v,
0>a(u,v)—L(v), WYvev,

de donde se deduce,
a(u,v)=L(v), Wvev.

2.2. Formulacion débil de problemas unidimensionales

Problema de Dirichlet homogéneo asociado al operador —d* /dx*

Sea I = (a,b) € R un intervalo de la recta real, f € L?(I), consideremos el pro-
blema:
Hallar u tal que

—u (x) = f(x) en [ 2.1)
u(a) =0 (2.2)
u(b) =0 (2.3)

En principio supondremos que u € H>(I) N H}(I) para que la ecuacién ante-
rior tenga sentido y de modo que se verifiquen las condiciones de contorno (2.2) y
(2:3). Vamos a formular el problema anterior de otra manera. Elegimos una funcién
Ve Hé (I) cualquiera, multiplicamos los dos miembros de la ecuacién porve
integramos por partes,

b b
/a 'V dx — (u (b)v(b) — ' (a)v(a)) :/a Sfvdx (2.4)

como v(a) = v(b) = 0 el problema se reformula de la siguiente manera: hallar u €
H} (I) tal que

b b
/ u'v dx = / fvdx WveHMNI) (2.5)
a a

Nos referiremos a como la formulacién débil o formulacién variacional del
problema de partida [2.3). Observemos que para que tenga sentido no
es necesario que u € H(I). Tenemos ahora que justificar la formulacién anterior,
es decir, demostrar que el problema (2.3)) tiene solucién y verificar si ésta es tnica.
Para ello utilizaremos el teorema de Lax Milgram.

Antes repasemos algunas propiedades del espacio H(} ().
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Teorema 2.3 Sobre H|(I) la seminorma |v|;; = (2 (v)2dx)"/? y la norma de

a
L2(D), ||v]jos = ([ v2dx)'/? verifican la siguiente desigualdad

b—a

04 < NG i

1

Demostracion:

Es un caso particular del teorema de Poincaré del capitulo anterior. Basta demos-
trar el teorema para funciones v € Z(I), pues Z(I) es denso en Hy (I).

tomando valores absolutos y aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en L?(I)
obtenemos para x € (a,b)

vl < ([ 12an) ([ ()2an 2

a

mayorando la segunda integral tomando x = b como limite superior de la integral

MO < () [ (4P = () Pl

Elevando al cuadrado e integrando de nuevo en /

(b—a)
2

||V||%,1 < ‘V‘%,I

Finalmente tomando la raiz cuadrada positiva obtenemos el resultado buscado.

Corolario 2.2 Sobre H(I) la seminorma |v|, | es una norma equivalente a la nor-
ma de H'(I).

Demostracion:

Puesto que
b
2 2 2 2 2
IVIlT, = (/ v+ (V) )dx = [l[5,+ I,
a

Tenemos de forma inmediata
i < Il

Por otra parte, utilizando la desigualdad demostrada en el teorema anterior
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(b—a)’

2 2 2
= 1Ios+ Wi <(

3 (b—a)? IVl < Pl <]
v v v
21 B 1S g <

Teorema 2.4 El problema formulado en la pregunta anterior tiene solucion inica.

[Iv] +1i,

de donde finalmente

11

Demostracion:
Aplicamos el teorema de Lax-Milgram. La forma bilineal es
a(.,.) : HY(I) x HY(I) = R
u,v— alu,v) = /b u'v dx (2.6)
a
La forma lineal es
L(.): Hi(I) =R
v—=I(v) = /bfvdx 2.7

= Laforma (2.6) es evidentemente bilineal.
= Laforma li es continua, pues para todo u,v € H} (I)

b
) = | [/ dxl < Jul vl < el
a

= La forma (2.6) es eliptica, pues para todo v € H{ (1)

b 2

2 2 2

alvr) = [0 dx= vl > 3 VI
donde hemos aplicado la equivalencia entre de la norma ||.||;; y la seminorma
|.|1.; demostrada anteriormente.

= Laforma (2.7) es evidentemente lineal.

= La forma (2.7) es continua, pues para todo v € H}(I), I(v) = P fvdx, resulta
por una parte aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la desigualdad de
Poincaré

b—a
oaltllos < P22 flloablns <

V2

(b—a)

il= [ v < =

[ /1oy

1.1
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Teorema 2.5 El problema débil (2.3)) es equivalente al problema de optimizacion
siguiente:
Hallar u € HL(I) tal que
J(u) = inf J(v)
veH

donde
1 b b
J(V)ZE/ (v’)zdx—/ fvdx

Demostracion:

La forma bilineal (2.6) continua y eliptica es también simétrica.
|

Teorema 2.6 La solucion del problema débil (2.3) verifica la ecuacion (2.1) en el
sentido de las distribuciones y en consecuencia u € H*(I). Ademds la solucién u de

(223) verifica las condiciones de contorno (2.2)) y (2-3).

Demostracion:

Sea u € H} (I) la soluci6n del problema débil (2.5). Tomando en (2.5) en lugar
de v cualquier funcién ¢ € Z(I) C Hl(I), funciones de clase C*(I) y de soporte
compacto en /, tenemos

b b
/ u’q)’dx:/ Fodxve € 2(I)

a

Podemos interpretar las integrales de la expresion anterior como el valor de las
distribuciones «’ y f en @’ y @ respectivamente, es decir,

<, @ >=<f,0> Vo)

o bien
—<u o>=<f,0> Voe ()

de donde
—u"=f en2'(I)

finalmente, como f € L?(I)
—u"=f enl* ) y ucH*)
ademés la igualdad en L*(I) implica

—u"(x) = f(x) enc.tp.del
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que es la ecuacion (2.1)).
Ademads como u € H(% (I) verifica las condiciones de contorno l) y l)

2.3. Problema de Dirichlet homogéneo asociado al operador
—-A

Sea Q un abierto acotado de R con frontera I" de clase C! a trozos. El problema
aresolver es:

(PDHI1) Dada f € L*(Q), hallar u definida en Q 'y solucién de,

—Au=f enQ
u=0 sobrel’

Supongamos que u es suficientemente regular de modo que la ecuacién anterior
tenga sentido, por ejemplo u € H (), entendiendo las derivadas en el sentido de las
distribuciones. Multiplicando la primera ecuacién por una funcion test v € Hé (Q)e

integrando en (2, .
/ —Auvdx = / Sfvdx.
Ja Ja

Utilizando la férmula de Green, teniendo en cuenta que v|r = 0, tenemos,

/fAuvdx:/ Vu-Vvdx,
Q Q

de modo que la ecuacién anterior queda,
/ Vu-Vvdx = / fvdx, YveH}(Q).
Q Q

Esta ecuacién tiene sentido aunque u no esté en H>(£2), basta con que u € H' (Q).
Por otro lado, al ser u = 0 sobre I" y por las propiedades de I' tenemos que u €
H& (). Asi podemos reemplazar el problema anterior por el siguiente, que recibe
el nombre de FORMULACION VARIACIONAL O DEBIL,

(PDH2) Dada f € L*(Q2), hallar u € H}(Q) tal que,

/Vu-Vvdx:/fvdx, W € H(Q).
Q Q
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Teorema 2.7 El problema anterior tiene solucion tinica.

Demostracion:

Basta demostrar que se verifican las condiciones del teorema de Lax-Milgram,
siendo,

V =Hy(Q),
a(u,v) = [o Vu-Vvdx,
L(v) = [o fvdx.
Evidentemente a(-, ) es bilineal. La continuidad se obtiene gracias a la desigual-
dad de Cauchy-Schwartz, en efecto,

la(u,v)| = | [o Vu-Vvdx| = |£L, [ 34 9% dx|
awbxzﬂ\<zlnymgnﬁmg

1/2 1/2
< (ZLil134B0) " (EL21R0)
= lulrolie < llulielvie-

La V-elipticidad se obtiene por la equivalencia de normas en Hé (Q), por ser Q
acotado, ya que en este caso se verifica la desigualdad de Poincaré, en efecto,

a(v,v) dx:v2 > alv|? 6.
;/ So)dr=lvho 2 alvlio

Finalmente L : H}(2) — R con L(v) = [, fvdx, es evidentemente lineal, y
ademds L(v) = [q fvdx <||fljo.cllvllo.e <I/llo.cllvll10.y por tanto continua.
|

Comentarios

1. Observar que evidentemente una solucién del problema fuerte (PDH1) es solu-
ci6n del problema débil (PDH2). Reciprocamente, si u € H} (L) es soluci6n del
problema débil (PDH2), entonces podemos recuperar las ecuaciones de la for-
mulacién fuerte en el sentido de las distribuciones y el teorema de la traza. En
efecto, como Z(Q) es denso en Hl (), tenemos que la ecuacién de la formula-
cién débil también es cierta Vo € Z(Q),

/Vu-V(pdx:/f(pdx, Vo € 2(Q),
Q Q

que interpretdndolo como productos de dualidad entre 2(Q) y 2'(2), equivale
a,

(Vu, Vo) = (f,9), Yoec2(Q),

y aplicando la definicién de derivada en el sentido de las distribuciones,
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<_Au7(p>:<f7(p>a V(PE.@(.Q)

De este modo recuperamos la primera ecuacion en el sentido de las distribucio-
nes,
—Au=f, en2'(Q),

en particular, como f € Lz(.Q), se tiene,
—Au=f, enl*(Q),
y por las propiedades de las funciones de L*()
—Au=f, enctp.deQ.

Por dltimo, por las condiciones de la frontera del dominio, podemos aplicar el
teorema de la Traza de modo que, al ser u € H} (22), entonces u|r = 0.

2. Observar también que al ser la aplicacién bilineal de este caso simétrica, el pro-
blema débil es equivalente al siguiente problema de optimizacion,
Dada f € L*(Q), hallar u € H} () tal que

J(u) = minJ
() = minJ(v)

A 2
donde J(v) =1 [o ¥4, (%) dx— [o fvdx.

2.4. Problema de Neumann homogéneo asociado al operador
—A+1d

Sea Q un abierto acotado de R? con frontera I" de clase C! a trozos. El problema
aresolver es:

(PNH1) Dada f € L*(R2), hallar u definida en Q y solucién de,

—Autu=f enQ
% =0 sobrel’

Supongamos que u es suficientemente regular, por ejemplo u € H>(). Multipli-
camos la primera ecuacién de (PNH1) por una funcién test v € H'(Q) e integramos

en Q,
/fAuvder/ uvdx:/fvdx.
Q Q Q

Utilizando la férmula de Green, teniendo en cuenta que g—; |r =0, tenemos,
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/—Auvdx:/ Vu-Vvdx,
Jo JQ

de modo que la ecuacion anterior queda,

/Vu~Vvdx+/ uvdx:/fvdx, e H'(Q).
Q Q Q

Podemos reemplazar el problema anterior por la correspondiente FORMULA-
CION VARIACIONAL O DEBIL,

(PNH2) Dada f € L*(Q), hallar u € H'(Q) tal que,

/Vu~Vvdx+/ uva’x:/fva’x7 Y e H'(Q).
Q Q Q

Teorema 2.8 El problema anterior tiene solucion tnica.

Demostracion:

Se demuestra aplicando el teorema de Riesz-Frechet siendo,

V=),
a(u,v) =Y, [, g—;g—;dx—&—fg uvdx = (u,v)1 .0,
L(v) = [ fvdx.

donde como vimos antes L(-) es lineal y continua, y como la aplicacién bilineal
a(-,-) es directamente el producto escalar en H' (£2), aplicando directamente el teo-
rema de Riesz-Frechet, tenemos que el problema (PNH2) tiene solucién tnica.

|

Comentarios

1. Es evidente que una solucién del problema fuerte (PNH1) es solucién del pro-
blema débil (PNH2). Veamos en que medida una solucién del problema débil
(PNH2) es también solucién del problema fuerte (PNH1). Si u es solucion del
problema débil (PNH2), como 2(Q) C H' (L), se verifica,

/Vu-V(pdx+/ u(pdx:/f(pdx7 Yo € 2(Q).
Q Q Q

Interpretando las integrales como productos de dualidad entre 2'(Q) y 2(R2),
podemos escribir,

(Vu, Vo) +(u,9) = (f, ), Yo P(Q),
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y como por definicién de derivada en el sentido de las distribuciones (Vu, V@) =
—(Au, @), podemos recuperar la ecuacién de la formulacién fuerte en el sentido
de las distribuciones,

—Au+tu=f en2'(Q).

De hecho, como f € L*(R), se tiene,
—Autu=f enl*(Q).

Para recuperar la condicién de contorno se necesita cierta regularidad en la solu-
cién. En efecto, si suponemos que u € H*(R2), tiene sentido integrar por partes
en la ecuacion de la formulacion débil tenemos,

/(—Au—!—u)vdx—t—/gvdcz/ Sfodx,
Q ran Q

pero como ya hemos recuperado —Au+u = f en LZ(Q), entonces,
. au 1/2
/ U vde =0, WveHVXI).
Jran

Como u € H*(L) entonces g—;\r € L2(I), y al ser H'/2(I") denso en L*(I"), se
tiene que 3—1‘;\1— =0en L*(IN).
Observar que para recuperar la condicién de contorno es imprescindible la
hipétesis de regularidad u € H*(Q).

2. Alsera(-,-) el producto escalar en H' (), es simétrico, y tenemos la equivalen-

cia del problema (PNH2) con el problema de optimizacion,
Dada f € [*(Q), hallar u € H'(Q) tal que,

J(u) = Ivrél‘l/l.](v)

donde J(v) = %(f_Q Ye, (%)zdx+fg uvdx) — [ fvdx.
3. Enel problema de Neumann las condiciones de contorno se recogen directamente

en la formulacién variacional, mientras que en el problema de Dirichlet aparecen
en el espacio funcional elegido para resolver el problema.

2.5. Problema de Dirichlet no homogéneo asociado al operador
-A

Sea Q un abierto acotado de R con frontera I" de clase C! a trozos. El problema
a resolver es:
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(PD1) Dada f € L*(Q) y g € H'/*(I'), hallar u definida en Q solucion de,

—ANu=f enQ
u=g sobrel

Supongamos que u € H*(£2), multiplicamos la primera ecuacién de (PD1) por
una funcién test v € H} () e integramos en Q. Aplicando la férmula de Green
obtenemos que la funcién u verifica,

/ Vu~Vvdx:/ fvdx, Vv H}(Q).
Q Q

Esta formulacién no encaja en el marco abstracto del teorema de Lax-Milgram
puesto que u € H'(Q) con u|r = gy v € H} (). Sin embargo, como g € H'/2(I"),

existe una funcién ug € H' () tal que up| = g. Sea w = u — uy, entonces w|r =0,
y si u es solucién de la ecuacidn anterior, entonces w lo es de la siguiente,

/Vw-Vvdx:/fvdx—/ Vug - Vvdx, VVGH&(-Q)'
Q Q Q

De esta forma hemos trasladado el problema al caso homogéneo, de modo que el
problema variacional es,

(PD2’) Dada f € L*(Q) y g € H'/>(I"), hallar w € H} () tal que,
/ i Vi = / i / Vuo-Vvdx, Vve HL(Q)
Q Q Q

donde uy € H'(Q) con up|r = g.

Resuelto este problema, la soluccién que buscamos es u = w + ug. Por tanto, el
problema variacional que realmente resolvemos es,

(PD2) Dada f € L*(Q) y g € H/*(I'), hallar u € H'(Q) tal que,
Jo Vu-Vvdx = [ fvdx, VveH}(Q)

ur=g

Teorema 2.9 El problema anterior tiene solucion tinica.

Demostracion:
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Sea ug € H'(Q) tal que up|r = g y w solucién del problema (PD2’), veamos que
w existe y es Unica. Si demostramos que la siguiente aplicacion,

H}(2) —R
vi— [o Vg - Vvdx

es lineal y continua, estaremos en las condiciones del teorema de Lax-Milgram co-
mo en el caso homogéneo. Evidentemente es lineal, la continuidad se obtiene gracias
a la desigualdad de Cauchy-Schwartz y al hecho de ser uy fijo, en efecto,

duy 9
UQVWVVg“B|Z Lbefg; d
pe At L

g o 1/2
1” Hog 1| |o,9

—Wﬂﬂhhgéwmﬁﬂhg-

Por tanto tenemos,

V=H;(Q),
a(u,v) = [ Vu- Vvdx,bilineal, continua y H} (22)-eliptica
L(v) = [o fvdx— [o Vug - Vvdx, lineal y continua.

y por el teorema de Lax-Milgram existe una tinica w € H& (£2) solucién del problema
(PD2’). Entonces u = w + ug es solucién del problema (PD2), pero como la eleccion
de ug no es unica, tenemos que demostrar la unicidad de u.

Sean u; y u; dos soluciones del problema (PD2), entonces se verifica,

Jo Vuy - Vvdx = [, fvdx, Vve H}(Q)

ullr =g
Jo Vu-Vvdx = [ fvdx, VveH}(Q)
wlr=g

restando las dos expresiones,

Jo V(i —u) - Vvdx=0, YveHH(Q)
(1 —uz)|r =0

tomando v = u; —up € H} (), resulta,
Clluy —u2||%79 <l|w —ug\%g = /_Q V(uy —up) - Vuy —updx =0,

por tanto [|uy — uz||? o = 0en H'(Q), luego u; = up en H'(Q).
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2.6. Problema de Neumann no homogéneo asociado al
operador —A + Id

Sea Q un abierto acotado de R? con frontera I" de clase C! a trozos. El problema
aresolver es:

(PN1) Dadas f € L*(Q) y g € L*(T") (0 bien g € H~'/*(I"), donde H="/*(I")
designa el espacio dual de H'/*(I") ), hallar u definida en Q y solucién de,

—Autu=f enQ
%’f’ =g sobrel’

Supongamos que u € H*(£2), multiplicamos la primera ecuacién de (PN1) por
una funcién test v € H'(Q) e integramos en Q. Aplicando la férmula de Green
obtenemos,

/Vu-Vvdx+/ uvdx—/@vdcr:/fvdx, VVEH(%(.Q).
Q Q ran Q

El correspondiente problema variacional o formulacién débil es,

(PN2) Dadas f € L*(Q) y g € L*(T"), hallar u € H'(Q) tal que,

/Vu-Vvdx+/ uvdx:/fvdx+/gvdc7, Ywe HY(Q).
Q Q Q r

Observacién Si g € H'/>(") hay que sustituir el término [ gvdo por < g,v >
donde < .,. > es el producto de dualidad entre H~'/2(") y H'/?(I")

Teorema 2.10 El problema anterior tiene solucion iinica.

Demostracion:

La demostracién es como en el caso homogéneo, aplicando el teorema de Riesz-
Frechet donde,

v=H'(@).
a(u,v) =Y4, [ g—;g—;dx—&—fg uvdx = (u,v)1 @,
L(v) = [q fvdx+ [rgvdo.

Basta demostrar que la siguiente aplicacidn es lineal y continua,
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H'(Q)—R
v— [rgvdo.

Evidentemente es lineal, veamos la continuidad, que se obtiene gracias a la des-
igualdad de Cauchy-Schwartz, al teorema de la traza y al hecho de ser g fijo, en
efecto,
1/2 1/2
Jrgvdo < (frgdo) " (fvdo) =
= ligllo.rlvllor < Cligllo.r(viie

Por tanto, estamos en condiciones de aplicar el teorema de Riesz-Frechet que nos
asegura la existencia y unicidad de la solucién.
|

2.7. Problema de contorno asociado a un operador eliptico de
segundo orden

Sea Q un abierto acotado de R? con frontera " de clase C! a trozos. Sea V un
subespacio cerrado de H'(Q) tal que,

Hy(2)CV CH'(Q).

Sean a; j, 1 <i,j <dy ag funciones medibles y acotadas en £2, es decir, funciones
de L (£). Definamos la siguiente aplicacién,
a(,-):VxV —R
u, vra(u,v)= [q (Z?{j:laiﬁj%% +aouv)dx

que es una forma bilineal y continua en H'(Q) x H'(Q). En efecto, la bilinealidad
es inmediata. Verifiquemos la continuidad:
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du dv '
la(u,v)| < | / aij dx|+|/ aopuvdx|
”Z’l 8 j Ox;
du
< mix|lais o 0 ¥ (12 ool 2 5 l0@) +laollowallloa Vi
i,j=1 J

max [a;jllo.» 0 ZII (0.2 ZII 3 o2 )+ llaollosallulloallvilog
ox;

mi e o 9(21) (Z||aj||ag)”2(i12)”2(ij;né,g)”z

=1 =1 J i=1

IN

+||aollo,oo,9||MH1.,9|| 1,2
(dH{;iX llijll0.00,2 + lla@ollo.2) [l 1.1 1V]]1.0

Supongamos que a; j, 1 <i,j < dy ap verifican las hipétesis de elipticidad:

1. Existe un ndimero real a > 0 tal que,

VE eRY, Za,j (0)EE; > alél?, ctp.en Q.
i,j=1

2. Existe un nimero real ¢ tal que,
Vx € Q,ap(x) > o, c.t.p.en Q.

De estas hipétesis se deduce que a(-,-) es V-eliptica si &y > 0. En efecto

d dv 9
a(v,v) = /Q Z alja;_ 3: dx—i—/ agv*dx
i V)

> /Z Vdxtao [ s
Q

2
O‘MI,Q +0‘0||V||0,9

Cuando V = H'(Q) la condicién o > 0 es necesaria y suficiente para que la
forma bilineal a(-,-) sea V-eliptica. Por el contrario, cuando V = H{ (), para que
la forma bilineal a(-,-) sea V-eliptica, basta que o > 0, o incluso es suficiente que
o > — %, donde C(£2) es la constante de la desigualdad de Poincaré.

Finalmente, sea f € LZ(Q) y definamos,

L(-):V—R
vi— L(v) = [ frdx

que es lineal y continuaen V.
Definamos el siguiente problema,
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(PV) Dadas a(-,-) y L(-) definidas sobre V .como antes, hallar u € V tal que,

a(u,v)=L(v) YveV.

Si la forma bilineal a(-,-) es V-eliptica, el teorema de Lax-Milgram nos da la
existencia y unicidad de la solucién de (PV).

Veamos como recuperar el problema fuerte a partir de esta formulacion variacio-
nal. Si elegimos una funcién ¢ € () en lugar de v € V, utilizando las reglas de
derivacion en el sentido de las distribuciones, obtenemos,

a(u, @) = (Au, @),

donde A es el operador diferencial eliptico de segundo orden con coeficientes varia-
bles definido por,
9 du

Au:iZa,( 718 )

i,j=1

+aopu.

Por otra parte, L(¢) = (f, ¢). Por tanto, se verifica la ecuacién en derivadas parciales
de segundo orden,
Au=f

en el sentido de las distribuciones sobre . Pero como f € L?(£2), entonces la dis-
tribucién Au € L?(R), y la igualdad anterior es cierta en L?(£2), y en consecuencia,

Au(x) = f(x) c.t.p.enQ.

Teniendo en cuenta que Au = f € L?(Q), deducimos también,
a(u,v) :/ Auvdx Yv ey,
Q

relacién que tenemos que traducir en términos de condiciones de contorno. Para esto
es para lo que necesitamos suponer que la frontera I" de £ es de clase C! a trozos, es
decir, que estamos en las condiciones del teorema de la traza. Supongamos ademas
que las funciones a; J 1> j > d son funciones de C! (Q) y que u € H*(Q), por
tanto las funciones Y G=14i,j a , 1 <i<d, pertenecen a H'(Q). Entonces, aplican-

do la férmula de Green generahzada, tenemos que Yu € H>(Q) y Vv € H'(Q),

JoAuvdx = — [, Z” | 9n (aij%‘)vdx—i— f_Q aouvdx=
:fQZ?_] 1“115: O dx+f9a0uvdx fr i j= 1al7J¢9x nivdo =
=a(u,v)— fr -vdo,

d

a; 7M; se denomina derivada conormal asociada
i,j=1 W ax

donde el operador I
al operador A.
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Por lo tanto, despejando,

du
B = A d +/ = d B
a(u,v) / uvdx Frv (o)

por lo que podemos deducir que,
/ U do =0, Wev.
r oNa

Observar que si las hipétesis de regularidad no se verifican, la derivada conormal
no tiene sentido.
En resumen, la solucién u de (PV) verifica:

uey,
Au=f enQ,
a(u,v) = [pAuvdx v eV,

donde esta tdltima ecuacién, en condiciones de regularidad suficientes se puede sus-
tituir por,

/ ﬂvdc =0, WweVW
r ona

Veamos que problema fuerte estamos resolviendo segin la eleccién de V.

1. V= H(% () = PROBLEMA DE DIRICHLET HOMOGENEO
El problema resuelto es,
Au=f enQ,
{ u=0 sobrel.

En este caso ap > 0 0 o > #‘}‘2) es suficiente para que el problema variacional
tenga solucion unica.
2. V=H'(Q)= PROBLEMA DE NEUMANN HOMOGENEO

El problema resuelto es,

{Au—f en Q,
u __
W_O sobre I".

En este caso es necesario suponer ¢ > 0 para que el problema variacional tenga
solucién dnica.

3. V={ve H'(Q);v=0sobre I} } = PROBLEMA MIXTO
El problema resuelto es,

{Au:f en Q,

u=0 sobrel"o,a% =0 sobre ],

donde I y I son dos partes de la frontera I tales que I = Iy UI; y con interiores
disjuntos.
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La aplicacién composicién de la aplicacién traza H' () — L*(I") y de la aplica-
cién restriccién de L?(I") sobre L?(I}) es evidentemente continua de H'!(£) en
L?(Ip). Es sencillo comprobar que V es un subespacio cerrado de H' () y por lo
tanto espacio de Hilbert con la norma inducida por la de H'(Q). Si suponemos
que o > 0 entonces la aplicacién bilineal a(-, -) es V-eliptica y el correspondien-
te problema variacional tiene solucién tnica.

Este resultado se puede generalizar al caso 0g > 0 si suponemos que £2 es cone-
x0 y la parte de la frontera con condiciones de tipo Dirichlet I, tiene medida no
nula, pues en este caso la V-elipticidad de la aplicacién bilineal a(-,-) es conse-
cuencia del siguiente teorema.

Teorema 2.11 Si Q es un abierto acotado conexo de R¢ con frontera I de clase
C' a trozos y Iy una parte de la frontera de medida superficial no nula, entonces
la seminorma | - |1 o induce una norma sobre el espacio V.= {v € H'(Q);v =
0 sobre I} equivalente a la norma || - ||| q-

Demostracion:

Veamos que la siguiente aplicacion es una norma sobre V,

V—R

1/2
J
v e = (T4 182130

Basta demostrar que si v € V es tal que |v|; o = 0 entonces v = 0. En efecto, si
[v|1,0 = 0 entonces gTV, =0en Q,Vi=1,...,d, por tanto v es constante en £2 en
virtud de su conexidad, pero como ademds v| r; = 0, entonces v =0 en Q.
Veamos ahora la equivalencia de las normas, es decir, que existen dos constantes
C1 y C, positivas tales que Vv € V,

Gilvilie < Phe <Gla-

Evidentemente, la segunda desigualdad es cierta para C; = 1. La primera des-
igualdad se deduce por reduccién al absurdo. Supongamos que esta desigual-
dad no es cierta, entonces Vn entero positivo, existe una funcién w, € V tal
que [[wyll1.0 > nlwa|io. Sea v, = wy/||wal|1.o, asi obtenemos unan sucesion
{va} CVtal que ||vp]l1.@ =1 |va|1,0 < 1/n. Por el teorema de Rellich, la in-
yeccién canénica de H' () en L*(Q) es compacta, por tanto, podemos extraer
una subsucesién convergente {v, } convergente en L*(Q),

vy —— v enL}(Q).

psoo
Pero tenemos que |vy|i,o < 1/ —— 0, por tanto para i = 1,...,d, se tiene
: P
d .
I a%’l‘ lloo <1/m m 0, es decir, g—): =0.Luegov € H'(2), como V es cerrado
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v € V. Ademds v es constante en £ y como v|; = 0, entonces v = 0 en 2, pero
esto no es posible porque ||v||1 o = limy e [|vull1,0 = 1.
|

Ejercicio: Problema mixto asociado a la ecuacion de transmision de calor.

Consideremos el problema de la determinacién de la distribucién de la tempera-
tura u de un cuerpo que ocupa una regién Q del espacio R¢, siendo d = 1,2 6 3.
En fisica e ingenieria se conoce con frecuencia la temperatura de una parte Iy de
la frontera de €2, y en el resto de la frontera I, se conoce sino el flujo de calor,
una relacién que liga éste con la temperatura en I, que suele ser una condicién de
transmision de calor por conveccion en la frontera y que depende de un coeficiente
h de conveccidn.

Las ecuaciones que rigen este fendmeno son,

d 9 9
—Xijo 7 (Kijge) = f en Q
_Z?{j=1 Ki,j%ni = h(u —u.) sobre I
u=g sobre I

donde K; ; € L=(Q) es el tensor de conductividad, que se supone eliptico, es decir,
existe una constante o > 0 tal que Z?:j:l Ki;&E > alé)? VE R SiK=kld,
se dice que el medio es isotropo, es decir, el calor se transmite igual en todas direc-
ciones. h € L=(I7), es el coeficiente de conveccion, u.. € L>(I7) es la temperatura

ambiente, f € L?(Q) es la fuente de calory g € H'/?(I}) es la temperatura en I,

= Deducir la formulacién débil.
= Estudiar la existencia y unicidad de solucién.
= [Interpretacion del problema resuelto.

2.8. Un ejemplo sin unicidad

Observemos el problema de Neumann asociado al operador de Laplace,

(P1) Dadas f € L*(2) y g € L*(I") ( 0 mds generalmente, g € H'/*(I")) hallar
u definida en Q y solucion de,

—Au=f enQ
3—7’; =g sobrel”

En caso de que tenga solucidn, ésta no seria tnica pues cualquier solucién més
una constante seria también solucidn. En ese caso podemos caracterizar el conjunto
de soluciones.
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Razonemos desde el punto de vista fisico de la ecuacién del calor, u represen-
ta la temperatura de un cuerpo, f € L*(Q) son las fuentes volumétricas de calor,
y g € L*(I") las fuentes superficiales de calor. Estamos buscando una solucién es-
tacionaria, es decir, independiente del tiempo, pero si el aporte global de calor al
cuerpo es positivo (resp. negativo), la temperatura del mismo aumentara (resp. dis-
minuird) con el tiempo y por tanto la solucién no seria estacionaria. Luego parece
un requisito indispensable para que nuestro problema tenga al menos una solucién,
que el aporte global de calor sea nulo, lo que matematicamente se expresa,

/fdx—i—/gdcr:O
Q Jr

El correspondiente problema variacional, procediendo como de costumbre, es,

(P2) Dadas f € L*(Q) y g € L*(T"), hallar u € H'(Q) tal que,

/Vu'Vvdx:/fvdx—F/gvdG, W e HY(Q).
Q Q r

Primero observemos que tomando v = 1 obtenemos que la condicién

/fdx+/gdc7:0
Q r

es necesaria para la existencia de soluciéon. Veamos que también es condicién sufi-
ciente. Inicialmente nuestro espacio de trabajo serfa V = H'(Q), y la forma bilineal
a(u,v) = [o Vu- Vvdx, que no es eliptica sobre H!(£), y por tanto no podemos
aplicar el teorema de Lax-Milgram.

Sin embargo, el hecho de que una solucién venga determinada salvo constantes,
nos lleva a introducir un nuevo espacio de clases de funciones, el espacio cociente

v=H'(Q)/R,

cuyos elementos son clases de equivalencia i, donde dos funciones u1,u; € H' ()
pertenecen a la misma clase de equivalencia si u; — uy = cte.

Este espacio cociente V, es un espacio vectorial normado con la suma, producto
por escalares y norma habituales,

H+v=u+v,
A= Au,
ully = infucllullr.o-
Ademds V es un espacio completo por ser H! () completo con la norma | - || 0 y

R un subespacio cerrado de H'(Q).
Por otro lado, podemos definir un producto escalar en V,
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(w,V)y :/ Vu-Vvdx,
Q

conu € uyveEv,y su correspondiente norma asociada,

1/2
o=t (5 305

Teorema 2.12 La norma |uly = (ﬁ,ﬁ’)%/ * es equivalente a la norma cociente en
V=H"(Q)/R.

Demostracion:

En concreto, vamos a demostrar que existe una constante C > 0 tal que C||ul|y <
luly < {[ullv
Primero observemos que Vu € u, se tiene,

d du
= d < d + dx =
|uly ;/Q (ax Z/ 8x, x / X= Hu”lﬂa
y como es Vu € u, tomando infimos,

iy < infueallulli o = .

Reciprocamente, por reduccién al absurdo, supongamos que no es cierta la des-
igualdad inversa, es decir, que para todo entero positivo 7, existe una clase w, tal que
[Walv < ||Wallv /n. Denotemos u,, = w,/||wy||v, formando una sucesién {u,} C V tal
que |[iy|lv = 1y |un|y < 1/n. Como ||uy||y = inf,, ez, [|unl|1,0, existird, cualquiera
que sea n, un € > 0 y un representante u, € i, tales que ||u,|/; o < 1+ €. Enton-
ces {u,} forman una sucesién acotada en H'(£), por tanto existe una subsucesién
{uy} convergente en L*(), sea u su limite. Por otra parte, como |uy |y < 1/u — 0,

tenemos que .~ a £ 5 0enL*(Q),y por la continuidad de las derivadas en el sentido

de las dlstrlbucmnes, g)‘: =0,Vi=1,...,d. Por tanto, u es constante, luego,

gl = inf_lup e < llup —ullio =0,
Uy €y

pero esto no es posible porque ||uy ||y = 1. Por tanto es cierta la desigualdad |u]y >
Claly,vueVv.
|
Por tanto, V = H'(2)/R es un espacio de Hilbert en el que |- ||y y |- |v son
normas equivalentes.
Por otro lado, definamos la siguiente forma lineal,
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L:V—R
Vi— L(V) = [ fvdx+ [pgvdo, Vvew.

Es facil comprobar que estd bien definida, en efecto, sean v{,v, € v, entonces,

/Qf(w—VQ)dx—F/Fg(vl—vz)dG:C(/Qfdx—k/ngo) =0.

La linealidad es trivial, y la continuidad se obtiene por la desigualdad de Cauchy-
Schwartz y el teorema de la traza, en efecto,

LW <[ Jq fvdx|+| [rgvdo| <|flloallvllo.e+llglorvior <
< (IfMlo.2 +C(@)lglor) Ve, Yvev,

y como esta desigualdad sigue siendo cierta tomando infimos en v € v, tenemos,

L) < (I fllo.2 +C(2)igllo.r) 7]y

Por tanto, simplemente aplicando el teorema de Riesz-Frechet en V, tenemos la
existencia y unicidad del problema siguiente,

Hallar una clase i € V = H'(Q) /R que verifica

@)y =L(), WeVv.

2.9. Deformacion elastica de un solido

Un ejemplo de problema eliptico fundamental en la Mecdnica de sélidos es el
sistema de ecuaciones de la elasticidad. Consideremos un cuerpo sélido que se de-
forma eldsticamente bajo la accién de fuerzas exteriores. El cuerpo ocupa una regién
Q del espacio RY (d = 2,3). Supongamos que una parte de la frontera Iy, de medida
no nula en R4~!, se mantiene fija. En el resto de la frontera I] = I \ I, suponga-
mos que se ejercen unas fuerzas superficiales § = (g1,...,84) € (L*(I’ ))d En Q
se ejercen unas fuerzas volumétricas f = (fi,--, fa) € (Lz(_Q))d. Debido a la ac-
cién de estas fuerzas exteriores f y &, el cuerpo se deforma y cada punto sufre un
desplazamiento # = (uy,...,uy). Al deformarse, se generan en el cuerpo unas ten-
siones eldsticas, caracterizadas por el tensor de tensiones o; j(i), hasta que se logra
un equilibrio con las fuerzas exteriores.

Las ecuaciones que rigen este problema se estudian en la teoria de la elasticidad
y son,
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Z/ 1ax 0, (i) = fi enQ, i=1,...,d,
u; =0 sobrely, i=1,...,d,
Y 0ij(@)n; =g sobre I}, i=1,....d.

Las primeras y tltimas ecuaciones representan el equilibrio entre las fuerzas exte-
riores y las fuerzas eldsticas. Las segundas ecuaciones representan que en la parte
de la frontera Iy no hay desplazamiento.

El tensor de tensiones viene dado por la ley del comportamiento del material o
ley de Hooke,

_>
0;,j () =A(V - i0)8; j + 2ug; ;(id) (2.8)
donde,

du; | 9
&, j(if) = (a)l:/JraI;f)
du;
V. W=y &) =¥l 13;
0j=1,s1i=j68;=0, su;«réj7
A>0,u>0

Los coeficientes A > 0y u > 0 se llaman coeficientes de Lamé, dependen del ma-

terial y estan directamente relacionados con el médulo de Young E = %ii" y

ﬁ del material. Se puede demostrar, como con-
secuencia de la ley general de conservaciéon de momento angular que el tensor de
tensiones ¢ es simétrico. El tensor de deformaciones es obviamente simétrico.

La ley de Hooke (2.8) se puede invertir, y podemos expresar el tensor de defor-

maciones en funcién del tensor de tensiones:

el coeficiente de Poisson v =

1+v
8ij - T - Z Gll ij (2-9)

Veamos la correspondiente formulacién variacional. Consideramos el espacio

(H' (.Q))d =H'(Q) x ¢ x H'(Q), que es un espacio de Hilbert con el producto,

d
(i@, V)1.0 =Y (uivi)1.0-

El espacio donde buscamos la solucién, llamado espacio de desplazamientos admi-

sibles es,

d

V={ie (H'(Q))":vi=0sobre I}, i=1,...,d}.

Multiplicando escalarmente el primer grupo de ecuacién por v € V, integrando en
Q y aplicando la férmula de Green, tenemos,

/ Z o; (i avldx / Z 0, j(i)njvido = /Zf,v,dx
.

1/1 i j=1
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Teniendo en cuenta que o; j(if) es simétrico, y utilizando el tercer grupo de ecuacion,
queda,

d d d
Z / C)'i’j(b_t’)&'i’j(\_/})dx = Z/ fividx+ Z/ givido.
ij=179 =179 i=1711
Por tanto, el correspondiente problema variacional a resolver es,
(PE) Dadas f € (Lz(Q))d yge (Lz(l"))d, hallar i €'V tal que,

d d d
Z / Gi’j(ﬁ)S,‘J(V)dx: Z/ f,-vl-dx—|—2/ givido, WYWeV. (2.10)
Q =172 i=1/1i

i,j=1

Esto significa que la posicién de equilibrio se obtiene para i € V verificando esta
ecuacion para cualquiera que sea v € V. Es lo que se conoce en fisica como principio
de trabajos virtuales: el primer miembro representa el trabajo de las fuerzas eldsticas
y el segundo miembro el trabajo de las fuerzas exteriores.

Para poder demostrar la existencia y unicidad de la solucién de este problema se
necesitan los siguientes resultados.

Teorema 2.13 (Desigualdad de Korn) Supongamos que Q2 es un abierto acotado
de R9 de frontera I de clase C 4 trozos. Entonces,

E={7e (LX(Q))"&,(7) € [2(Q).ij=1,....d} = (H'(Q)),
y existe una constante C = C(2) > 0 tal que /v € (H' (.Q))d,

Y e (M0 + 5.0 = ClIV o-
ij=1

Se han utilizado sobre los espacios (LZ(Q))d y (H! (Q))d las normas hilbertia-

nas,
d 1/2 d 1/2
IFloe = (X InlBa) " IFhe=(Xvka)

i=1 i=1

La desigualdad de Korn no es en absoluto trivial pues el primer miembro sélo
hace intervenir ciertas combinaciones lineales de las primeras derivadas, mientras
que en el segundo miembro intervienen todas las derivadas.

Algunas notas sobre la demostracion de la desigualdad de Korn
La demostracidn se realiza en tres pasos

1. Sea H} (), sea H~ () su dual. Entonces si,

aw
2 -1
weL(Q):axieH (Q)

En efecto: Sea ¢ € Z(£2) resulta
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adw ) 0]
<5—,0>=—<wW, 75— >=— dx
¢ " ox; / Vox
de donde

ow
<2 o> < Iwlhboallolia
1

por tanto la aplicacién

se extiende por continuidad a todo el espacio H] (€2) definiendo una forma lineal
continua sobre Hj (22).

.Siwe H 1(Q)estal que Y c H'(Q)i=1,...,d entonces w € L*(£). De-

mostracién en “Les 1nequat10ns en Mécanique et en Physique”, G. Duvaut, J.L.
Lions pag. 111, Ed. Dunod [8].

. Pongamos E = {¥ € (L*(Q))4; &;(V) € L*(Q2)}. Bstd claro que E D (H'(Q))".

Veamos que E C (H'())“. E es un espacio de Hilbert con la norma

1/2
||v||og+2||eu @)

Para todo V € E tenemos por una parte

(92\1,' _ a&-k 88,,- _ agjk
8xj8xk o 8xj axk 8xi

cH '(Q)
por lo demostrado en el paso 1 y por otra parte como ¥ € (L*(2))? = gv‘
H~'(Q) resulta av' € L*(R), por lo visto en el paso 2, es decir ¥ € (H'(Q))4.

En definitiva, E = (H'(Q))%.
Finalmente, la aplicacién idéntica

es biyectiva y continua pues evidentemente
12 _ =
e = le&j Wi +7lGe) ™ <I¥le

Por el teorema del grafo cerrado la inversa existe y es continua, es decir

o N 1/2
Wl <ClPWlle=C ZII&/ @I e+17Ea)"
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que es la desigualdad de Korn.

Como consecuencia de la desigualdad de Korn, tenemos el siguiente resultado
que nos va a permitir demostrar la existencia y unicidad de la solucién del problema
variacional de la elasticidad (PE).

Teorema 2.14 (Corolario de la desigualdad de Korn) Supongamos que Q2 es un
abierto acotado conexo de R? de frontera I de clase C' a trozos. Entonces existe
una constante Co > 0 tal que, Vv €'V,

d
a2 12
Z HSI‘J(V)HO’_Q > COHVHI,.Q'
ij=1

Demostracion:
Demostraremos primeramente que
7 (L lles (M3 all2
ij
es una norma sobre V. En efecto, pongamos
R ={vecH (Q); (V) =0paral <i,j<d}

El conjunto Z se llama conjunto de desplazamientos rigidos.

» Casod =2,V=(vi,n),

2]
811:(972:0:>v1(x1,x2):8(x2)
er= 22— 05 vy(vi,m) = f(n)
22_(9x2 = va2(Xx1,x2) = f(x1
71 vy vy . / / _
#2720y, oy TOT sl ) =0

que implica
gdx)=1 glr)=2Axn+a

f/(xl) =-A f(xl) = —lxl “+ay

de donde
vl(xl,xz) =a;+Ax;

va(x1,x2) = az — Ax

es decir

Z={Ve HI(Q)Z; vi(x1,x2) = a; +Axp, va(xg,x0) =ax — Ax; }
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Si ¥ € Z se anula en 2 puntos distintos de R? entonces ¥ = 0. Como suponemos
que la medida 1-dimensional de Iy es mayor que cero, tenemos

VNZ = {0}
= Casod=3.Sig;=0paral <i,j<3 tenemos

82vi . &+ 88,‘]' _ 8£jk .
8xj8xk a ax]' 8xk 8x,~ -

para 1 <i,j,k <3, de modo que v; es un polinomio de grado menor o igual que
1, es decir

3
vi(x1,x0,x3) =a;j+ Y byxp 1<i<3
=1

ademds ¢;;(V) =0 & av’ +3 av’ L =0 bij+bji = 0. Asi pues,
bi=0, 1<i<3

denotando
b1y = by = —b3
by3 = b3 = —by
b31 = b3 =—b
resulta

vi(x1,x2,x3) = a1 — b3xy +box3
V2 (X1,X2,X3) = az — b1x3 + b3x
v3(x1,x2,x3) = a3 — box1 +bix2
o bien, con notacidn evidente
\7()61,)62,)63) =d+bAX

Entonces si ¥ € Z se anula en 3 puntos no alineados de R? entonces ¥ = 0. Como
suponemos que la medida 1-dimensional de Iy es mayor que cero, tenemos

VNZ = {0}

y esto prueba que

ZHS:/ HO.Q 1/2

es una norma sobre V.
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Demostramos ahora la equivalencia de las dos normas, es decir, existen dos cons-
tantes C; > 0y C; > 0 tales que

d
Cillle < (Y leM5.0)"? < G0
i,j=1

La segunda desigualdad es inmediata con C, = 1. Demostremos la otra por reduc-
cion al absurdo. Supongamos que no existe ninguna constante C; verificando la
primera desigualdad de la expresion anterior, es decir, supongamos que para todo
entero n > 1 existe un w, € V tal que

*Hwnllm> Z e (Fa)ll5.0)"/
i,j=1
3 — "T’n
y tomemos Vv, = Tllia” resulta
[[Vall1.0 =1 2.11)
< > v 1
(X llellhe)'? <~ 2.12)
ij=1

Como la inclusién de

I:(H (Q))? -
V—

(L2 (Q))"

Vv

es compacta, y la sucesion (), es acotada, existe una subsucesién (V) de (V,),
convergente en (L?(£2))?. Sea

V= 1im ¥, en(L*(Q))?

oo
Tenemos por la continuidad de la derivacién en el sentido de las distribuciones

lim &;(V,) = &;(V) en 7' (Q) C L*(Q)

H—roo
Por otra parte por (2.12) resulta

lim &;(V,) = &;(V) = 0enL*(Q)

f—oo

de donde el limite v € E = (H'(22))?. Utilizando la desigualdad de Korn, lim e ¥, =
Ven (H'(Q))?. Ademds como V es un subespacio cerrado de (H'(2))?y (¥y)u C
V, vV € V. Finalmente como &;(V) = 0 resulta v = 0 lo que contradice (2.11).
|
Como consecuencia de estos dos resultados tenemos la existencia y unicidad de
la solucién del problema variacional de la elasticidad (PE).
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Teorema 2.15 El problema (PE) tiene solucion unica.

Demostracion:

Denotemos,
a(id,¥) =X 12y Jq 01 ()& ;(7)dx,
L&) =Y, [o fividx+ YL, Jr; gvido.
Por tanto el problema (PE) se escribe ahora,

Hallar i € V tal que a(ii,V) = L(¥), WeV.

Es fécil ver que L(+) es lineal y continua, y que a(-,-) es bilineal y continua. La
V-elipticidad es consecuencia del corolario de la desigualdad de Korn, en efecto,

— — = — —
a(¥,v) =24 [o(V -¥)2dx+2u [o Zf_’j:l(ei,j(v))zdx >
>2u ¥ lle (D50 = 2uCollVIT o-

Y en estas condiciones, el teorema es consecuencia del Lax-Milgram.

Equivalencia con un problema de optimizacion.

La forma bilineal a(-, ) es simétrica, por tanto,

Teorema 2.16 La solucion i del problema (PE) verifica,

J(#) = minJ (¥),
vev

donde,

. 1 d . . d d S
](V) = E Z / Gi,j(V)Ei’j(V)dx—Z\/ f,-v,-dx—i—Z/ g,'V,'dG.
Q =178 =171

=

La formulacién del problema de elasticidad de esta forma se conoce en fisica co-
mo el principio de minima energia, e indica que el estado de equilibrio de un cuerpo
eldstico se corresponde al de la minima energfa. La aplicacién bilineal a(-, ), repre-
senta el trabajo de deformacién eléstica, la aplicacién lineal L(-), el trabajo de las
fuerzas exteriores, y el funcional J(V), la energia total del sistema correspondiente
al estado V.
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2.10. Elasticidad plana

Campo de deformaciones planas

Si en un cuerpo eléstico el campo de desplazamientos es de la forma
up = uy (x1,%2), up = uz(x1,%2), u3 =0

el campo de deformaciones esta dado por

8u1 8u2
11 Bxl’ 22 axzy 33
1 8u1 8%2
12 Z(sz + 8x2)’ 13 = &3

decimos que tenemos un campo de deformaciones planas. Se observa que las uni-

cas componentes no nulas de este tensor de deformaciones son las componentes

&j, i,j = 1,2. ademds las componentes solo dependen de x; y de x, pero no de x3.
El tensor de tensiones asociado es de la forma

o1 o2 0
o= |0opop 0
0 O 033

donde las componentes o;;, i, j = 1,2 solo dependen de x; y de x; y vienen dadas

por
2

Gij:)*(zezz)Sij—FZueij para i,j=1,2
=1

Por otra parte como £33 = 0, resulta de la relacion (2.9)
(1+Vv)o33— V(011 + 022+ 033) =0
es decir,
033 = V(011 +022)

El campo de tensiones es pues, como el campo de desplazamientos y de defor-
maciones, independiente de x3.

Campo de tensiones planas

Un campo de tensiones planas es por definicion un campo de tensiones O;; que
solo depende de x; y de x, y tal que las componentes o;3, i = 1,2, 3 son nulas. Si el
cuerpo eldstico es isétropo, el campo de deformaciones asociado ;; esté relacionado
con el tensor de tensiones por la ley de Hooke (2.8)), es decir



54 2 Formulacién débil de problemas elipticos

Oij =7L(811+822+833)6,'j—|—2‘u8ij para i,j=1,2 (2.13)
O0=¢€3=63=0 2.14)
0=A(&11 +&n+833)+2u833 (2.15)

resulta de la ultima de estas relaciones que €33 se expresa explicitamente en fun-
cién de €11 y de & por

A
€3 = —m((‘?n +é&m) (2.16)

Se puede escribir la relacidn (2.13)) como funcién tinicamente de las componentes
&, i,j = 1,2, obteniendo

oij(w) =A"( Y &)dj+2ugj(m) i,j=1.2 (2.17)
=12
donde
. 2Ap
o A+2u

Resulta ademds que &;;, i, j = 1,2 solo dependen de x; y de x, y lo mismo ocurre
con €33 como consecuencia de (2.16).

Un problema de tensiones planas conduce pues a las mismas ecuaciones de equi-
librio que un problema de deformaciones planas sin mds que sustituyendo A por A*
en (2.17).

Formulacion débil de problemas de elasticidad plana
Con las notaciones para las coordenadas cartesianas mediante x =x; € y = x2, ¥
para los desplazamientos u = (u;,u3), v= (v,v2) en elasticidad plana, teniendo en

cuenta las observaciones de las subsecciones anteriores la expresion correspondiente
(2.10) se escribe para deformaciones planas:

2 2 2
Y [ o@e0)dudy=Y. [ jmaxay+y [ gmdo @19
Q =178 i=17/Ti

i,j=1

y teniendo en cuenta (2.18)) y desarrollando tendremos
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Z Jo 0ij(i)€;; (V) dxdy

i,j=1
2 -
=Y Jo (AV - (@)8;;+2ue;(i0)) (V) dxdy
i=1
. 8141 8u2 8v1 aVQ 8u1 &vl 3142 8v2
_/MﬁjL ot TG T o)
8u1 81/[2 8\1] aVQ

2

Z fivi dxdy+2/ givido

debiendo sustituir el valor de A por el de A* en el caso de tensiones planas.

2.11. Sistema de Stokes

Otro ejemplo de problema eliptico, en este caso en la Mecanica de Fluidos, es
el sistema de Stokes, que procede de la linealizacién de las ecuaciones de Navier-
Stokes, védlido para niimeros de Reynolds muy pequefios.

Sea Q € R? un abierto acotado, conexo y con frontera de clase C' a trozos. Que-
remos describir el movimiento lento de un fluido incompresible viscoso confinado

en Q y sometido a unas fuerzas exteriores f = (fi,...,fs) € (L*(2))?. Las ecua-

ciones son,
va7+?p:7 en Q,
_)
V.U =0 en Q,
@ =0 sobre I,

que escrito en sus componentes es

—vAu,»—kg—fi:ﬁ en®, i=1,....d,
):?:13—;{':0 en Q,
uj=0 sobrel’, i=1,...,d.

donde o = (u1,...,uy) es la velocidad del fluido, p es la presién y v > 0 es la
viscosidad. Recordemos que un fluido incompresible es aquel cuya densidad per-
manece constante, y tiene capacidad de oponerse a la compresion, esto quiere decir
que ni la masa ni el volumen del fluido pueden cambiar, en términos matematicos

es V u=0.
El espacio en el que se escribe la formulacién débil es

V={7eH(Q):V - V=0)
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que es un subespacio cerrado de (H} (£2))“. Por la desigualdad de Poincaré, V es un
espacio de Hilbert con la norma
) 1/2

Multiplicando la primera ecuacién por v;, componente i-ésima de V eV, inte-
grando en 2 y sumando sobre i = 1,...,d, tenemos

d ap d
I;/ﬂ v u,v,+ax1y, X ; Qf,v, x

BV,
8x,

7'—> |7|]7_Q = (

_>
Aplicando la férmula de Green, y teniendo en cuenta que v; € H} () y que V - V=
0, tenemos

2?;1 /Q( vAuYi+ )dx—Z/ ( 31/;[ l+3p )dx:
au, 8vl 8vl u; -
L2 Az

Ju; 8\/ v; du; dv;
d i 9Vi g Vi gy — AL
=1 /Q Z/ Z / dx; 8xj

i,j=1

Por tanto, la formulacién débil es:

(PS1) Dada 7 € (LX(2))4, hallar W €V tal que,

8u,~ 8v,~ &
”1 a—xja—xjdx—l;/gfiv,-dx ViV eV 2.19)

La forma bilineal a(-,-) sobre V x V dada por,

Z/ Iui 8vidx:/9vv7:?7dx

ij 8xj

i,j=1

es continua. Ademds, como a(V, V) = v|7|%_0, VYV €V, también es V-eliptica
(v>0).
Por otro lado, la forma lineal,

d
:; /Q Sfividx
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es continua sobre V. Por tanto, aplicando el teorema de Lax-Milgram, el problema
débil tiene solucién dnica.

La dificultad aqui es recuperar la formulacion fuerte a partir de la débil, con-
cretamente la presién p. Ademds, (2(£))¢ no estd contenido en V, por lo que no
podemos proceder como es habitual. Tendremos que hacer uso de este resultado
cuya demostracidn no trivial se puede encontrar en [2].

Teorema 2.17 Sea Q un abierto acotado conexo de R? de frontera de clase C' a
trozos, y sea L una forma lineal continua sobre (H} (2))?. Entonces, la forma lineal
continua L se anula sobre V si'y solo si 3¢ € L*(Q) tal que,

VV e (HV(Q), L(V)= /Q OV - Vdx (2.20)

Ademds, esta condicion determina ¢ de forma univoca salvo constantes.

Esto nos permite recuperar el problema fuerte a partir del siguiente resultado.

Teorema 2.18 EXxiste una tinica funcion wev, y una funcién p € L*(Q) determi-
nada de forma univoca salvo constantes, tales que

d
YV e (Hi(Q)), a(7,7)f/gp7~7dx:i;/gfividx (2.21)

Ademds, W es la solucion del problema débil.

Demostracion:

Si (#,p) € V x L2(R) es solucién de (2.21), entonces también es solucién de

. —
(2.19) pues si vas V, entonces V - =0.
Reciprocamente, si U@ €V es solucién de (2.19), considerando la forma bilineal

d
Vs L(V) = a(@, V) - ; /Q Fvidx

estaes continuaen (HJ (22))¢ y se anulaen V, y por el teorema anterior, 3p € L?(),
unico salvo constantes, tal que,

L(V)= /Q PV - Vdx, VT € (HL(Q))

por lo que (7, p) es solucién de (2.21).
|
El problema (PS1) es la version reducida de la formulacién débil del problema
de Stokes. En la préctica, la formulacion débil que se utiliza es la siguiente:
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(PS2) Dada ? € (L3(R))%, hallar W € (H (2))?y p € L3(Q) tales que

a(@,7)+b(V,p) = (F,7) ¥V € (H)(Q))",

b(i,q) =0 Vg € L3(Q). (2.22)

donde L3(Q) = {g € L*(Q) : [, qdx = 0}, esto es, de entre todas las posibles
presiones buscamos la de media nula, y

(?v V) =YL, [q fvidx.
La existencia y unicidad de la solucién del problema (PS2) requiere ademds de

la V-elipticidad de la aplicacion bilineal a, la verificacion de la condicién inf-sup de
Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi (LBB) que se puede escribir

b(V,q)
inf sup >k>0
VEV.VH0,4e12(0) 440 [ Ivllgllo.e



Capitulo 3

Aproximacion numérica mediante el Método de
Elementos Finitos

Resumen Este capitulo veremos la resoluciéon numérica mediante el Método de
Elementos Finitos de los problemas elipticos lineales planteados en el capitulo an-
terior. Comenzaremos estableciendo el marco general del método de Galerkin, para
entender el Método de Elementos Finitos como una forma de construir los subespa-
cios de dimension finita donde se resuelve la aporximacién de Galerkin. Veremos
un primer ejemplo sencillo en dimension 1 para después generalizar y comprender
como se construye un espacio de Elementos Finitos. Detallaremos el concepto de
Elemento Finito de Lagrange, y algunos tipos de elementos finitos sobre d-simplex
y paralel6topos. Terminaremos explicando como se construyen los subespacios de
dimensién finita de H'.

3.1. Aproximacion variacional abstracta: Método de Galerkin

Consideremos el problema abstracto presentado en el capitulo anterior: Sean

1. V un espacio de Hilbert con norma || - ||,
2. a(.,.): V xV :— R bilineal continua y V-eliptica o coerciva,
3. L(.): V — R lineal y continua.

El problema es:
(P) Hallaru €V tal que a(u,v) =L(v) YveV

El espacio V es de dimensién infinita. A fin de obtener una aproximacion numeéri-
ca de la solucién u del problema (P), reemplazamos el problema (P) por un problema
aproximado de dimension finita. Habrd que verificar que el problema aproximado
tiene una solucién unica, y que esta converge a la solucién u del problema (P). Sea
V;, una familia de subespacios de dimension finita, que dependen de un parametro
positivo A, tal que

59
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Vi CV, dimV,=N, <o Yh>0.

El correspondiente problema aproximado, llamado aproximacion de Galerkin,
sera:

(P,) Hallar uy, € Vj, tal que a(uy,vy) = L(vy) Yv, €V
Teorema 3.1 El problema aproximado (Py) tiene solucion tnica.
Demostracion:
El espacio de dimensidn finita Vj, es un espacio de Hilbert con la norma de V,

a(.,.) es bilineal, continua y eliptica sobre V,, y L(.) es lineal y continua en V},. Por
tanto, por el teorema de Lax-Milgram concluimos.

|
Resolucion Practica
Sea [@i,..., @y, ] una base de V. (P,) se escribe
Hallar u;, = ):Ijvi L 45, @j tal que
Nh .
Y a(ej,0)u,=L(¢;) i=1,...N, (3.1)

j=1

Es decir, un sistema algebraico lineal de ecuaciones.
Denotamos por A a la matriz del sistema, llamada matriz de rigidez, cuyos ele-
mentos son

Aij=a(@;, ;)

y por b al vector de componentes b; = L(¢;). Si denotamos por u al vector de com-
ponentes las incdgnitas del sistema algebraico, este se escribe,

Au=Db.

La matriz de rigidez tiene propiedades que son independientes de la base de
funciones elegidas para V;,, y que dependen exclusivamente de las propiedades del
problema variacional que aproxima. Sin embargo, hay otras propiedades, como el
nimero de condicionamiento o la dispersidad (sparcity) que si dependen de la base
elegida. El Método de Elementos Finitos nos proporciona una forma de construir
esos espacios de dimension finita y sus bases de la aproximacién de Galerkin. En
particular, para el MEF las funciones de las bases serdn funciones de pequefio sopor-
te, algo interesante desde el punto de vista computacional pues generardn matrices
muy dispersas (huecas). Lo interesante es siempre elegir espacios V}, que requieran
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poco esfuerzo computacional para el cdlculo de la matriz de rigidez y el término
independiente.

Teorema 3.2 La matriz A asociada la aproximacion de Galerkin de un problema
eliptico cuya forma bilineal sea V -eliptica, es definido positiva.

Demostracion:

Recordemos que una matriz B € R"*" es definido positiva si
VBy>0 WER'yVBv=0sv=0

Podemos definir una biyeccién de R en V}, de la siguiente forma,

Ny
V= (v,‘) € RM’ <—>vh(x) = Z Vi@ € Vi
=1

Dado un vector cualquiera v = (v;) € RV,

Ny N, Ny N,
VAV = Y0 Yl viag vy =Xk Xt via(@, @i)v;
Ny N N N
Ll X2 a(vie),vien) :a():ji1".i‘l’.ivzi:h1vi(/’i)
a(va,va) > o[yl >0

gracias a que la forma a(-, -) es bilineal y V-eliptica.
Ademds, si v/Av = 0, entonces ||vhH%, = 0 también, es decir, v, = 0, y por tanto
v=0.
|

Observacion: La demostracion que se ha hecho de la existencia y unicidad de la
solucién del problema de Galerkin (P,) hace uso del teorema de Lax-Milgram. Pero
este problema es equivalente a un sistema lineal, por lo que demostrar la existencia
y unicidad de la solucién de uno equivale a la del otro. Desde el punto de vista del
sistema lineal, este tiene solucidn tinica si la tinica solucién del sistema homogéneo
Av = 0 es la solucién nula, y esto se deduce de forma inmediata por ser la matriz
A definido positiva. Esta es otra fomra de demostrar existencia y unicidad de la
solucién del problema de Galerkin.

Otro resultado importante relacionado con la estabilidad de la solucién u;, del
problema aproximado es el siguiente:

Corolario 3.1 La solucion del problema (P,) estd acotada por los datos, es decir,
1
leeall < 1L«

donde o es la constante de elipticidad de la aplicacion bilineal.
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La demostracion es igual al caso continuo. La importancia de este resultado radi-
ca en que la norma ||uy|| de la solucién discreta permanece acotada, uniformemente
respecto a & lo que garantiza la estabilidad del método de Galerkin.

Queda por abordar la cuestién de la convergencia, esto es, si la solucién del
problema de Galerkin (P,) converge a la solucién del problema débil (P). Para ello
veamos estos dos resultados:

Teorema 3.3 (Ortogonalizacion de Galerkin) La solucion del problema de Galer-

kin verifica
alu—up,vy) =0 Yy, €V (3.2)

Demostracion:

Por un lado tenemos el problema continuo,
a(u,v)=L(v) Wev,
y como V}, C V, también tenemos
a(u,vy) =L(vy) Vv, €V,

que no es mas que la consistencia fuerte del esquema aproximado.
Por otro lado tenemos el problema discreto

a(uh,vh) = L(vh) Y, € Vy.
Restando
alu—up,vp) =0 Yy, €V

]

Esta propiedad se llama ortogonalidad de Galerkin porque si la aplicacién bili-

neal a(-,-) es simétrica, la solucién u;, del método de Galerkin se puede interpretar

geométricamente (utilizando la terminologia euclidiana) como la proyeccién orto-

gonal en Vj, de la solucién exacta u. En efecto, si a(.,.) es simétrica, la solucién
obtenida es la mejor posible en el sentido de la norma

IV]la = a(v,v)"/?
puesto que
||u—uh\|i =a(u—up,u—up) =a(u—up,u—vy) <||lu—uplla.l|u—valla

y finalmente
— = inf |lu—
[l = unfla = i [lu—vlla

Esto es, u;, es la mejor aproximacion de u en el espacio Vj,, con respecto a la norma
[I-[]a-
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Teorema 3.4 (Lema de Céa) Existe una constante C > 0 independiente de V), tal
que
=] < C inf Jlu—w| (3:3)
V/IEV;,

Demostracion:

Tomando en la aplicacién bilineal # — uj, en ambos factores, teniendo en cuenta
la ortogonalidad de Galerkin, y la elipticidad y continuidad de la aplicacion bilineal,
tenemos

o |u—up||* < alu—wp,u—up) = alu—up,u—vy) < M||u—up||.||u—vy]|

M
[l —upll < - lle=vall - Von €V

y finalmente
| | < — inf [|u—val
u—up|ll = o vy, u—vy
|

Sia(.,.) es simétrica, se puede mejorar el resultado anterior. En efecto, para todo
v, €V

alu—vy,u—vy) =alu—up+up —vp,u—up+up—vp) =
a(u—up,u—up)+2a(u —up,up —vy) +aluy — vy, up — vp)

En el segundo miembro, el segundo término es nulo y el tercero es mayor o igual
que cero. De donde

ol | — up|[* < a(u—wp,u—up) < a(u—vy,u—vy) < Mlu—vy|[*

M
||M—Mh||§\/a|\u—vh\| Vv, €V,
M
— <4/ — inf — .
lu—wll < /5 f v

Con esto, es evidente que para que el método de Galerkin converja es suficiente
requerir que cuando /4 tiende a 0, el espacio finito Vj, tienda a “llenar” el espacio
entero V. Para ello, supondremos que Vv € V, existe una sucesion v, € Vj, tal que
vy — venV cuando i — 0, de forma precisa, debemos suponer la siguiente propie-
dad de densidad,

y finalmente

es decir

lim min |[v—wy]| =0, WveV.
h—0v, V),

En este caso, el método de Galerkin converge y podemos escribir



64 3 Aproximacién numérica mediante el Método de Elementos Finitos
lim ||u — up|| =0
h—0

La eleccion de V}, se debe hacer con cuidado para garantizar esta propiedad de den-
sidad. Una vez satisfecha esta propiedad, la convergencia se debe verificar inde-
pendientemente de como sea la solucién u. Por el contrario, la velocidad de esta
convergencia, es decir, el orden de reduccién del error respecto a /, dependera en
general tanto de la solucién u como de la eleccién del espacio V.

Aqui estamos introduciendo el concepto de orden de convergencia. En la termi-
nologia clasica del Andlisis Numérico se dice que un método de aproximacion es de
orden k si ||u— uy|| = O(K*) cuando i — 0. Gracias al lema de Céa, para obtener un
método de Galerkin de orden k bastaria con encontrar unos subespacios Vj, de V de
dimension finita de modo que para cada u € V existiese una sucesion aproximante
v, €V, tal que ||u—vy|| = O(K¥).

El Método de Elementos Finitos nos permite construir subespacios de dimension
finita verificando esta propiedad de densidad, de modo que bajo ciertas condiciones
de regularidad podremos obtener resultados de convergencia del tipo

lu—upl| 1,0 < CH |ulci1.0

Este tipo de resultados para el Método de Elementos Finitos se analizan en el Capitu-
lo 4.

3.2. ElI ML.E.F. para el problema modelo de dimensién 1 con
funciones lineales a trozos

Vamos a construir una aproximacién del problema mediante un método de
elementos finitos. El espacio H(} (I) en el que estd formulado es un espacio de
dimensién infinita. La idea del M.E.F. es buscar soluciones de[2.5|en un subespacio
de Hg (I), més sencillo de manejar, en particular en un subespacio de dimensién
finita. Esto nos permitird representar cualquier funcién de este subespacio como
combinacion lineal de elementos de una base. En primer lugar construiremos un
subespacio Vy, de H&(I). Para ello sea 0 = xp < x1 < ... < xy < xy4+1 = 1, una
particién del intervalo (0,1) en subintervalos I; = (x;_1,x;) de longitud h; = x; —
Xi—1, i=1,..N+ 1y sea h = max h;. La cantidad h es una medida de lo fina que
es la particién. Consideremos ahora el conjunto de funciones vj lineales en cada
subintervalo I, y continuas en [0,1] y tales que v(0) = v(1) = 0, como en el ejemplo
de la siguiente figura:

Una base de este espacio esta constituida por el siguiente conjunto de funciones
Q; € Vy, i=1,...,N, definidas por:

C[lifi=
(pi(xj)_{Oifi;«éj
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05

04+ \ 4

03t \ 4

02 / 4

0.1 \ E
02
03 \ \ \ . . . . ~ /

Figura 3.1 Ejemplo de una funcién v, € V;, 10 subintervalos.

es decir, ¢; es continua y lineal a trozos y toma el valor 1 en el nodo x; y el valor 0
en los otros nodos. De forma més precisa:

0 if x <xi_y
X—Xi| -
e X <x<ux;
QD,‘(X) = ’;’.Jj’_’}
1 1 . .
e if x; <x <xipq
0 if xipp <x

Una funcién v, € Vy, se escribe de forma tinica como combinacion lineal de fun-
ciones de la base {¢;}Y |,

M=

vi(x) = ) va(xi)@i(x) x€[0,1]

i=1
El método de elementos finitos para el problema de contorno (2.1)-(2-2)-(2.3) se
formula de la siguiente manera:
Hallar u;, € Vy, tal que para todo v, € Vy, verifique:

1 1
/0 uj, (X)), (x) dx:/() FxX)vp(x) dx 3.4

Este problema , como hemos visto es equivalente a resolver un sistema algebraico
lineal, en efecto:
Para que se verifique [3.4] para cualquier v, es necesario y suficiente que se veri-
fique para cualquier funcién de la base. Por otra parte, la solucién u;, se expresa en
P N _yN
funcién de los elementos de la base {@;};L, esto es, u,(x) = Y ;_; u;@;(x), donde

uj = up(x;), resultando que el problema a resolver es:
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18- q

161 T

14r q

121 q

1k 4

08 T

0.6 b

04r q

0.2 q

0 I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 3.2 Ejemplo de una funcién de la base de Vj,, 10 subintervalos.

Hallar u = {u j}le:1 € RY solucién de

N 1 |
j;(/o (Pj(x)‘Pi(x)dx)uj:/Of(x)(pi(x)dx i=1,..N (3.5)

En forma matricial el sistema se puede escribir
Au=>b

donde la matriz A = (al-j)ffj:l, ajj = Iy @;(x)®;(x) dx y el segundo miembro b =
(b;)Y., viene dado por b; = fol F(x)@i(x) dx

Los elementos a;; de la matriz A se calculan ficilmente. Observemos primero
que si |i — j| > 1 entonces a;; = 0 pues en este caso para todo x € [0,1], ¢i(x) o
@;(x) es igual a cero. Por tanto la matriz A es tridiagonal, es decir, tinicamente los
elementos de la diagonal principal y los elementos de las dos diagonales adyacentes
pueden ser diferentes de cero. Tenemos parai=1,...,N,

[ [ o [ e
, PiX)eilx R Rl - R

i1 1 i i+

yparai=2,...,N,

[ ettt (0 ae=-
0
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Observamos ademds que la matriz es simétrica y definida positiva, en efecto, a;; =
aj; y por otra parte para cualquier (v;)Y_,, vector de RY, distinto del vector nulo, sea
v, = YN | v, entonces

N 1
Z aijvivi = / Vi, ()}, (x) dx > 0
ij=1 0

En el caso especial en el que los subintervalos I; tengan todos la misma longitud

h= ﬁ el sistema tiene la forma
2 -10 ...0 " by
-2 -t :
— .. =1 : 3.6
= . . (3.6)
—1
0 0 ..-12) \u by

que dividiendo por % se interpreta como un esquema en diferencias finitas para re-

solver el problema (2.1)-(2.2)-(2.3)

3.3. Construccion de espacios de Elementos Finitos

El método de Elementos Finitos consiste en elegir un subespacio V}, de dimensién
finita y mas precisamente una base de este subespacio en el que la funciones de dicha
base son de pequefio soporte.

3.3.1. Generalidades

Sea Q C R?, un abierto poliédrico de RY (un poligono si estamos en R?) de
frontera I".
Vamos a considerar una descomposicion finita de £2:

52 UTEZIT

tal que:

1. Cada elemento T de .7}, es un poliedro de R? de interior no vacio.

2. Los interiores de dos poliedros distintos de .7, son disjuntos.

3. Toda cara de un poliedro 7] € .7, es o bien una cara de otro poliedro T», en cuyo
caso T y T» son adyacentes, o bien una parte de la frontera I" de Q

Definicion 3.1 Toda descomposicion de Q verificando las propiedades anteriores
se llama triangulacion de 2. En la ﬁgurase muestra un ejemplo.
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Figura 3.3 Ejemplo de triangulacién

Notacién .7, designari en general una triangulacién de Q tal que & = maxyc 7, hr
donde A7 es el didmetro del poliedro 7.

Un subespacio de V;, de dimensioén finita de H'(£) se puede construir, como se
verd mas adelante, tomando por ejemplo,

Vi={vec®@)v

r€P VT €}

donde P, designa un espacio de polinomios de grado & en el poliedro 7.

3.3.2. Concepto de Elemento Finito

Un Elemento Finito es una terna (T, P, X) donde

1. T es una parte compacta de RY conexa de interior no vacio.

2. P es un espacio vectorial de dimension finita N cuyos elementos son funciones
de T en R.

3. X es una base del espacio dual de P, es decir, N funciones lineales de P en R
linealmente independientes.

Base asociada a un elemento finito
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La base dual de X en P es la base asociada, es decir si £ = { %}/ |, la base
asociada al elemento finito (7, P, X) sera el conjunto {p j}lj}': | C Ptal que Z(pj) =
6ij-

Elementos Finitos de Lagrange

Definicion 3.2 Se dice que el conjunto {aj}ljyzl de puntos de T es P—unisolvente si
y solo si, dados N escalares reales cualesquiera o; 1 < j <N, existe una funcion
p del espacio Py una sola tal que

plaj)=o; 1<j<N

Definicion 3.3 Un Elemento Finito de Lagrange es entonces un Elemento Finito
(T,P,X) en el que £ = {a;}Y| y donde {a;}Y_, es un conjunto de puntos de T,
P—unisolvente.

Interpretacién de la definicién: Los puntos {a;}Y | se pueden considerar como
formas lineales del dual de P, en efecto
a:P—R
p — ai(p) = p(ai)
Un Elemento Finito de Lagrange es entonces una terna (7, P,X) donde

. T es una parte compacta de R? conexa de interior no vacio.

X = {aj}yzl es un conjunto finito de N puntos P—unisolvente de T

3. Pesun espacio vectorial de dimension finita y compuesto por funciones definidas
sobre T a valores reales.

[N

Dado un elemento finito (7, P,X) se llaman funciones de base a la base dual de
X, es decir, a las N funciones p; 1 <i < N definidas por

pilaj)=06; 1<j<N

Comentario : Una condicién necesaria para que el conjunto X sea P—unisolvente
es que la dimensién de P sea igual al cardinal de X = N. Una vez verificada esta
condicién, tenemos dos criterios sencillos que aseguran la P—unisolvencia de X.

1. Basta verificar que la tnica funcién p € P que se anula en X es la funcion nula.
En efecto, cuando esta propiedad se satisface, la aplicacion lineal
Z:P—RY
N
p— (p(aj))j:l
es inyectiva y por lo tanto biyectiva pues P es de dimensiéon N
2. Basta hallar las funciones {p;}¥ | del espacio P verificando p;(a;) = &; para

probar la P—unisolvencia. En efecto, si estas funciones existen, a todo conjunto
de N escalares reales {aj } 1< j<y le asociamos la funcién
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P=) 0p;
Esta funcién es una funcién de P tal que p(a j) =0a; 1< j<N.Esto prueba
que la aplicacién
£ P—RVY
p — (plaj)iy
es sobreyectiva y por tanto biyectiva.

Definicion 3.4 Operador de P—interpolacion sobre T. Se llama operador de P—interpolacion
de Lagrange sobre T al operador que a toda funcion v definida en T le asocia la

Suncion Iyv definida por ITpv = Y v(a;) pi. IIyv se llama la funcion interpolada de

V.

La funcion IIpv verifica

IIrv(aj) Zv )pi(a;) Zv 6jj=v(aj)) 1<j<N

Es pues la tinica funcién p de P verificando p(a;) = v(a;).

3.3.3. Elementos Finitos de Lagrange en un d—simplex

Vamos a construir una clase de elementos finitos de Lagrange (7, P,X) donde T
serd un d—simplex de R?. Recordemos la nocién de d —simplex:

Consideremos d + 1 puntos a; = (a,-(,-)f":1 eR? 1< j<d+1nosituados en un
mismo hiperplano de R¢, es decir, que la matriz

ail aip .. ard+l
a1 a2 ... A2 4+1

ag) aqp - Add+1
1 1... 1

sea no singular.
Se llama d—simplex T de vértices a; a la envolvente convexa de los puntos a;.
Si d = 2 se llaman tridngulos y si d = 3 tetraedros.

Coordenadas baricéntricas

Todo punto x de RY de coordenadas cartesianas x; 1 <i<d, estd caracterizado
dando d + 1 escalares A = A i (x) 1< j<d+1 definidos como solucién del sis-
tema lineal
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d+1
Z a,'jﬁ,j = X;
J=1
d+1
Y a=1
=1

cuya matriz es precisamente la matriz regular A.

Los escalares Aj(x) 1< j<d+ 1 sellaman las coordenadas baricéntricas del
punto x con respecto a los puntos a;. Cada una de estas funciones es una funcién
afin de R? en R y se tiene para todo x € R?

x= Z Aj(x)a;
=1

El d—simplex T definido por los vértices a; estd caracterizado por

d+1
T ={xeRY x:le(x)aj 0<Aj(x) <1, 1<j<d+1}
=1

Observemos que A;(a;) =6;; para 1<i,j<d+1.
Ejemplos

1. Tria-pl-c:
T: Tridngulo.
P: Polinomios de grado 1.
X: Los tres vértices del tridngulo.
Es el ejemplo que hemos estudiado. Las funciones de la base local son p; = A;.
2. Tria-p2-c:
T: Tridngulo.
P: Polinomios de grado 2.
X: Los tres vértices y los puntos medios de las aristas.
Las funciones de P son pues funciones de la forma p(x,y) = a+bx+cy+dxy+
ex” + fy*. P es un espacio de dimensién seis. La base asociada de P estara forma-
da por las seis funciones p; verificando p;(a;) = §;;. Para hallar las seis funciones
de la base, podemos proceder de la manera siguiente: Llamemos a;, i = 1,2,3 los
tres vértices y a;, i =4,5,6 los tres puntos medios de las aristas (ver figura [3.4).
Para hallar py, es decir una funcién que verifique

plai)=1 plaj)=0 j#1

Observemos que A; la coordenada baricéntrica que vale 1 en el nodo a; y cero
en ay,as,as no se anula en as,ag donde vale A (as) = A;(ag) = 1/2. Por tanto si
tomamos

p1=A(2A4 —1)
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verifica las propiedades requeridas. Andlogamente las otras dos funciones aso-
ciadas a los vértices serdn
P2 =224 1)

p3 = 13(213 — 1)

Busquemos ahora p4,ps vy pe, las funciones asociadas a los puntos medios de los
lados. Basta observar que la funcién A, se anula en la recta a; —as —az, y A3 se
anula en la recta a; — ag — az, por lo tanto A;A3 se anula en todos los puntos de
X salvo en a4 donde vale Ay (as)A3(as) =1/2,1/2 = 1/4, de donde finalmente la
funcién

pa=4AA3

serd la funcion base asociada al nodo a4. Andlogamente obtenemos
ps =4M23

Pe =402
En las figuras [3.53.6]3.7I3.813.9] y [3.10] se representan las gréficas de las fun-

ciones de la base p;, i=1,...,6 en el tridngulo de referencia de vértices
(0,0),(1,0),(0,1).
3. Tetra-pl-c:
T': Tretraedro.
P: Polinomios de grado 1 de tres variables.
X: Los cuatro vértices del tetraedro.
Las funciones de la base local son p; = 4;, i=1,2,3,4.

151 q

0.5 q

a, 05 1 15 2 25 3 35 4

Figura 3.4 tridangulo de seis nodos
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Figura 3.5 funcién p;

Figura 3.6 funcién p;
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1.2

0.8
0.6

0.4

Figura 3.7 funcién p3

0.9
0.8 . /
0.7+ :

0.6 —

Figura 3.8 funcién p4

3.3.4. Un método general para construir a partir de un elemento
finito (T, P,X) toda una familia de elementos finitos
(T.P,X)

Consideremos un conjunto compacto 7' de R?, convexo y de interior no vacio. F
una aplicacién de 7' en R?. Supongamos que 7 = F(T') es una parte compacta, co-
nexa y de interior no vacia (por ejemplo exigiendo que F sea biyectiva y bicontinua
de T en 7).
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0.8
0.6
0.4

0.2

Figura 3.9 funcién ps

0.8
0.6
0.4

0.2

/14
=77

o6 ;/i/////

0.6

Figura 3.10 funcién pg

Teorema 3.5 Supongamos que la aplicacion F es biyectiva. Entonces si (f",ls,f)
es un elemento finito de Lagrange, la terna (T,P,X) donde T = F(T) y donde P =
{p:T =R poFcPlyX=F()esun elemento finito de Lagrange.

Demostracion:
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Sea (T, P, £) un elemento finito donde £ = {4 j}]j\'zl es un conjunto de N puntos

distintos de 7.
Pongamosa; =F(d;) 1<j<N
Entonces X = {a;}}_; 1<j<N
Puesto que F es biyectivade T en T = F(T')

card(X) = card(£) = dim(P) = dim(P)

para demostrar que X es P-unisolvente basta obtener las funciones de base corres-
pondientes a (T,P,X).
Sean p; i=1,...N las funciones de base correspondientes a (7, P, X), entonces

pi=pioF~ ' i=1,..,.N
son las funciones de base correspondientes a P, en efecto p; € P pues
pioF =pioF 'oF =p;eP
y ademas sia; € X
pilaj) = (pioF~")(a)) = pia;) = &;
|

Definicién 3.5 Dos elementos finitos de Lagrange (T ,P,£) y (T,P,X) se dice que
son equivalentes si existe una aplicacion F biyectiva de T en T verificando:

P={p:T—R, p=poFch}
I=F()

Cuando se puede elegir como aplicacién F una aplicacién afin, los elementos
finitos se llaman afin equivalentes.

Teorema 3.6 Sean (T,P,%) y (T,P,X) dos elementos de Lagrange equivalentes y
F una biyeccién de T en T verificando la condicion de equivalencia.

Si IT es el operador de P-interpolacion sobre £, el operador IT de P-interoplacion
sobre X estd caracterizado por

(ITv)oF =II(voF)
para toda funcion v definida en T.
Ejemplo 1

Veamos como podemos construir una familia de elementos finitos (7, P, X) afin
equivalentes al elemento finito (7', 2, £) siguiente:
T Triangulo de R? de vértices (0,0),(1,0),(0,1)
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P: Polinomios de grado 2 en 7.

z: {&i}le, donde a; ,&2,6:13 son los tres vértices de T, y d4,ds,de son los puntos
medios de los las aristas de T'.

Consideremos la aplicacién afin F' que lleva los vértices de T, {4i}i=123 alos
vértices {a;}i=1 23 de T respectivamente. Esta aplicacién es fécil de construir. Ob-
servemos que

N

A=1-%-7
=%
A=y

Entonces

X a X1 A X2 A X3 ~ A X1 A | X2 ~| X3
= =2 + A +A =(1-x- + +
> [y} l[m} 2[%] 3{m} (-2 ”{m} XLJ y{m}

RES! n X2 — X1 X3 —X] x
Vi y2=y1y3—y1 ] |¥

—b+Bk=F (%)

05

I I
0 0.5 1 15 2 25

0

La aplicacién F es afin y lleva los vértices a los vértices. Por otra parte si definimos
sobre T las funciones p; = ii oF~! para i=1,2,3 son polinomios de grado 1.
Resulta . )
pi(aj) = (AioF~")(aj) = Ai(a;) = &

Por lo tanto p; = A; para i = 1,2, 3. Tenemos pues que A;(x) = 4;(£) donde x = F(%).
Es decir T = F(T') y los puntos medios de las aristas van a parar a los puntos medios
de las aristas. Es inmediato ver que (7', P, £) y la familia (T, P, X) compuesta por T,
triangulos, P, polinomios de grado 2 en T' y X la unién de vértices y puntos medios
de las aristas son afin-equivalentes.
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Ejemplo 2: Familias equivalentes a elementos finitos paralel6topos

Consideremos el cubo unidad 7' = [—1,+1]¢. Construiremos elementos finitos
sobre T, (T,Q,Z). Un elemento finito paralelétopo serd un elemento finito afin-
equivalente a (7,0, %).

Ejemplo 2.1

T =[-1,+1]?
O={p:T =Ry P& F)=atbi+ch+diy}

2 ={a;}%_,. los cuatro vértices de 7.

Veamos cuales son las funciones de la base de Q (dual de 2):
Tenemos dim(Q) = card(E) = 4. Observando que la ecuacién de la recta dsdy

es y = —1 y de larecta d3a; es £ = —1 resulta,
L1 . .
pr=7(1+8)(1+9)

y analogamente

N 5 X
pr=5(1=9)(1+5)
N . .
py=4(1-9)(1-9)
L1 5 «
pa=5(14+8)(1-5)
Ejemplo 2.2
T=[-1,+1]

0=0,=
(p:T =R p(R,F) =a+bi+ch+dey+et + f7 + g9+ hiy? + k57 }
r= {&i}?:l, donde dj, ..., a4 son los cuatro vértices de Ty ds, ..., ds son los puntos

medios de los lados, y dg es el centro del cuadrado. Tenemos pues que Py C Qr C Py
La base sera:

» =21 +2)(1+)%
v po=1(1-%)(1+5)%
v p3=(1-%)(1—9)%
n pa=5(1+2)(1—F)%
n ps=5(1+5)(1—£)(145)F
» po=3(1-£)(1+H)(1—F)
= pr=301-)(1+£)(1-9)
» py=3(1+£)(1+5)(1-F)2
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= po=(14+2)(1=%)(1+9)(1-5)

2-

151
a, ag a
1k
0.5
a
ag a, 8
0
~05}-
b
a, a, a,
~151
2 I I I I I I )
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

3.3.5. Construccion de subespacios de H'

En primer lugar veremos como se pueden construir funciones de H' () a partir
de funciones definidas a trozos sobre subconjuntos de (2.

Teorema 3.7 Sea Q = Ulr\':l Q, una descomposicion de Q tal que

1. Q, es un abierto de R¢ contenido en Q de frontera I, C' a trozos para todo
r=1,...,N.
2. Q.NQ=0parar+#s

Sea v una funcion continua en Q tal que la restriccion v|q, pertenece a H'(£,),
para todor=1,...,N. Entonces v € H'(Q).
Demostracion:

Sea v continua en Q tal que v|o, € H'(£,); Evidentemente v € L?(Q). Hemos
de ver que 9 € [*(Q) para i=1,...,d

Para ello veamos que g—; =v; € [*(Q) donde v;| o, = % € L*(Q,). En efecto,
para toda funcién ¢ € 2(R2), tendremos
v ae 1o

< Q>=— <y —— >=

—_ —_ V— =
8)(?[’ ’ 8x,- Q 8)(?,'
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/ v [ vov=
o rl U, 95® Joa, 00 =
N
/ 3xl r;/ag,vq)w:

Z To= Z |, VO =<vi 0>
ax

pues v es continua.

Vamos ahora a construir subespacios de H' () de dimensién finita.

Sea Q un abierto poliédrico (para simplificar) de R¢.

Q= Ureg T, siendo .7}, una triangulacién de

Suponemos ademds que cada poliedro T de .7}, estd asociado a un elemento finito
de Lagrange (T, Pr,Xr) tal que Pr C H'(T)

Definimos el espacio de dimensién finita

={el (D), VYIreg, vreprr}

Asf en virtud del teorema anterior Vj, es un subespacio de H' ().

Sin hipétesis suplementarias sobre los elementos finitos (7, Pr, Xr) no es en mo-
do alguno evidente la determinacién de una base de Vj, (pues Vj, es isomorfo a un
subespacio propio de ITr¢ 7, Pr). Por otra parte resulta natural introducir el operador
de interpolacién IT;, que a toda funcién continua definida en €2 le hace corresponder
la funcién IT,,v de L?(Q) definida por

VT € F,, YxeT Iy(x)=IIrv(x)

donde Ilr es el operador de Pr-interpolacion sobre X7. En general sin hipdtesis
suplementarias sobre el elemento finito (7, Pr, X7), la funcién IT,v no es en general
continua sobre £ y no pertenece a Vj,. Para evitar esta situacién se introduce una
hipotesis de compatibilidad entre dos elementos finitos:

Supondremos que para todo par {7, 7>} de poliedros adyacentes de .7}, de cara
comun 7’ = T; N T, tenemos

L. Pr|r = Pr,|7
2. ET] nT’ :ZTZ N1’

Ademas necesitaremos la definicién siguiente:

Definicién 3.6 Sea T un poliedro de R?; Un elemento finito (T,P,X) se llama de
clase CY si las dos condiciones siguientes se satisfacen:

1. PcC(T)
2. Para toda cara T' de T, el conjunto X' = X NT’ es P'-unisolvente donde P' =
{plrs pePL
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Teorema 3.8 Sea ), una triangulacién de Q y sea (T, Pr,Xr)re g, una familia de
elementos finitos asociada. Suponemos que las condiciones de compatibilidad (1) y
(2) anteriores se satisfacen 'y que paratodo T € G, (T, Pr,Xr) es un elemento finito
de clase C° y Pr es un subespacio de H'(T). Entonces el operador de interpolacion
I1;, definido por

y(x) =Irv(x) VxeT VYT e,

de CY en 1*(Q) tiene su imagen en C°(Q). Dicho de otro modo y de manera mds
precisa B
V= {y; vec®(Q)}

Demostracion:

Sea v una funcién continua definida en Q; la restriccién a un elemento cualquiera
T de 7}, de la funcién IT,v pertenece al espacio Pr, subespacio de C°(T). Para
demostrar que II,v pertenece a V), basta verificar que II,v es continua sobre toda
cara T’ comiin a dos elementos adyacentes T} y T» de .7, es decir, que tenemos

HTlv‘T’ = HT2V|T’

Como la funcién w = Iy, v|7» — ITg,v|7 es una funcién del espacio P’ = P, |y =
P, | talque Va € ' w(a) =0 donde X' = X7, 77 = 77, los elementos finitos
son de clase C° y X’ es P'-unisolvente, deducimos w = 0. En consecuencia IT,v es
continua sobre Q, es decir {IT,v; v € C’(Q)} CV,.
Reciprocamente, sea v € V, = {v € C°(Q); v|r € Pr}, tenemos v|r € Pr, en-
tonces v|r = IIyv asi pues v = IT,v y v es continua pues v € V.
|

Construccion de una base de V),
Introduzcamos el conjunto de nodos de los elementos finitos
Iy =UregZr ={aiti<i<i card(Zy) =1
Para todo entero i 1 <i <1, designamos ¢; la funcién de Vj, tal que
Gi(aj)=8; 1<j<I

Si v es una funcién continua sobre ©, tenemos evidentemente
I
I,y = Z v(a;) i
i=1

Corolario 3.2 Con las hipotesis anteriores el conjunto de funciones {(p,-}{:1 cons-
tituyen una base de Vy, y toda funcion v de V), se escribe
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v(a;) @i

y =

-

Il
—_

Definicién 3.7 Los escalares {v(a;)}\_, se llaman grados de libertad de una fun-

cionvdeVj,.

Observemos que las funciones ¢; tienen pequeiio soporte. Mas precisamente, el
soporte de @; es el conjunto de elementos T de .7}, que contienen al nodo a;. Ademads
la restriccién de @; a cada uno de estos elementos T es una funcioén de la base del
elemento finito (7, Pr,Xr).

Ejemplos

1. 9, triangulacién de O construida mediante d-simplex. Dado un entero k > 1,
se asocia a todo T de 7}, el d-simplex de tipo (k), (T,P,X). Py es el espacio
de polinomios de grado k en T. Entonces todo (7,P,X;) es de clase 'y se
verifican las condiciones de compatibilidad siendo aplicable el teorema anterior.

2. Andlogo al anterior construyendo .7, mediante paralelétopos y elementos finitos
del tipo (T, O, Xy), siendo Oy el espacio de polinomios de grado k obtenido me-
diante producto tensorial del espacio de polinomios de grado k en cada variable.

3. Mezclando los dos anteriores de manera que en una cara comun a un tridngulo y
a un paralelétopo se cumplan las condiciones de compatibilidad.



Capitulo 4

Analisis numérico del Método de Elementos
Finitos

Resumen Este capitulo veremos algunos resultados generales de aproximacion en
espacios de Sobolev y su apliacién al andlisis numérico del Método de Elementos
Finitos en problemas elipticos lineales.

Situémonos de nuevo en el problema, en un marco variacional abstracto, don-
de V es un espacio de Hilbert con su norma || - ||, a(-,-) es una aplicacién lineal,
continua y eliptica sobre V, y L(-) una forma lineal continua sobre V. Denotamos
M a la constante de continuidad de la aplicacién bilineal, y o a la constante de la
elipticidad. El problema variacional continuo es:

(P) Hallaru €V tal que a(u,v) =L(v) YveV

Sea V, un subespacio de dimensién finita de V, el correspondiente problema
aproximado es:

(P,) Hallar uy, € Vj, tal que a(uy,vy) = L(vy) Vv, €V

El lema de Céa nos asegura que
M
— <= inf |lu—
el < 7 . [l

En particular, si Vj es un espacio de elementos finitos como los descritos en el
Capitulo 3, y ITj el correspondiente operador de interpolacion, tenemos que IT,u €
V. por tanto ||u — uy|| < X||u — ITyul|. Conviene pues acotar ||u — IT,u||, es decir,
estudiar el error de interpolacién. Para los problemas elipticos de orden 2, estamos
interesados en mayorar este error en la norma H' y para ello necesitamos una serie
de resultados generales de aproximacién en espacios de Sobolev.

83
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4.1. Resultados generales de aproximacion en espacios de
Sobolev

Si (T,P,X) es un elementos finito de Lagrange, a toda funcién v definida en 7,
le hemos asociado una funcién ITv, funcién P-interpolada de Lagrange de v sobre
X. Vamos a estudiar en este apartado el error de interpolacién v — ITv. Como hemos
dicho, para los problemas elipticos de orden 2, estaremos especialmente interesados
en una mayoracion de este error en la norma de H'(T), ||v — ITv||1 7.

Empezamos por dar algunos resultados generales de aproximacidén en los espa-
cios de Sobolev. Sea T una parte compacta de R?, conexa y de interior no vacia.
Para simplificar denotamos H™(T) al espacio H™(T"), donde T es el interior de 7.
Si E es un subespacio de H™(T'), el espacio cociente H"(T)/E es el conjunto de
clases de equivalencia v de funciones de H" (T ) médulo la relacién de equivalencia

Vivn <<= v —»neE

Cuando E es un subespacio cerrado de H™(T), el espacio H"(T')/E provisto de la
norma cociente

. .
|V em(r) /E 5felv||v||m,T

es un espacio de Hilbert (Dem: ejercicio). En particular, para todo entero, k > 0, el
espacio P, de los polinomios de grado menor o igual que k sobre T es un subespacio
de dimensién finita de H**!(T'), de manera que podemos introducir el espacio co-
ciente H*+1(T)/P;; vamos a dotar a este espacio de una norma mas manejable que
la norma cociente. Para ello, habra que suponer ademds que la inyeccién candnica
de H'(T) en L*(T) es compacta; puesto que T es un acotado de R?, esta propiedad
se verifica siempre que la frontera 07T es de clase C! a trozos.

Teorema 4.1 : Sea T una parte compacta de R%, de frontera C' a trozos. Entonces
para todo entero k > 0 la aplicacion

b ez = e =( Y / 9%v[2)1/2

|ot|=k+1

donde v es un representante cualquiera de la clase v en H**1(T), es una norma
sobre H**1(T) / P equivalente a la norma cociente.

Demostracion:

= Sea v una clase de equivalencia de H*"1(T)/P; y sea v € v. El valor de [v|;417
no depende del representante elegido. En efecto,

VpeP i = V+plirir

= Tenemos evidentemente
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P17 < 9] st 7y,

en efecto, paratodov € v

Plerrr = Pleerr < Alerrr

y tomando el inf para todo v € v obtenemos el resultado.
= Para obtener la equivalencia de normas resta establecer la existencia de una cons-
tante C tal que

0l e 7y, < CPlitrr

para todo elemento v de H**!(T") /P;. Empezamos por demostrar la existencia de
una constante C tal que

Wt <G+ ¥ (f 9%van?} 2

o <k

para toda funcién v € H*+1(T). Razonamos por reduccién al absurdo. Suponga-
mos que para todo entero positivo n existe una funcién v, tal que

1
~ 12 ~ 2 ~ 112
o+ X () 00,92 < 1l

lo <k

poniendo
Vin
Vn ==
|Pn] 1,7

obtenemos una sucesién {v,} verificando

[|val k1,0 =1 “4.1)
1
s+ X (f 9% < (“2)
|o <k

Si la inyeccién de H'(T) en L? es compacta, también la inyeccién de H*1(T)
en H*(T) es compacta. Entonces de (4.1)), deducimos la existencia de una subsu-
cesién vy, convergente en H*(T'). Por una parte de (4.2) resulta

1
Wyl < —
wlk+1, u

de modo que
vy —v en HYT)
Va, |a|=k+1 0%, —0 en L*T)
por la continuidad de la derivacién en el sentido de las distribuciones también

0%y — 3%
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paratodo o, |ot| =k+ 1. De modo que d%v =0 para || =k+1yve H(T).
Por otra parte

1
VaeN, Ja| <k |/8°‘vu\ <=
T u
pasando al limite cuando U — oo

VaeN, |o|<k /a“v=0
T

como T es una parte conexa de R4, las relaciones
%=0 Va |aj=k+1

implican que v es un polinomio de grado k sobre 7. Y de las relaciones
/a%:o Vo |a|<k
T

deducimos v = 0. Pero esto contardice la eleccion ||vy||x+17 = 1.

Finalmente consideremos v € H**!(T) /P, y sea v un representante cualquiera de
ven H1(T). A esta funcién v le podemos asociar el polinomio p € P definido
de manera tnica por las relaciones

VaeN! |a| <k, /a“p:—/a%
T T
Entonces v = 7+ p es el representante de v tal que
Vae N  |af <k /a%zo
T
Para este v tendremos

blleorr <COVEr+ X (f 950712 = Ol

la<k
y deducimos
I sty p, < AWlerr,r < Cvlegrr = Clolesrr

lo que termina la demostracién.

|
A partir del teorema anterior obtenemos el siguiente teorema general de aproxi-
macioén en los espacios de Sobolev.

Teorema 4.2 (Teorema de Aproximacion I) Sea T una parte compacta y conexa de
R? de interior no vacio de frontera C' a trozos y sea IT un operador lineal continuo
de H*Y(T) en H™(T), 0 < m < k+ 1, tal que
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Vpeh, Ip=p
Entonces existe una constante ¢ = c(T,II) tal que

We HNT) (v —Ivllng < clvleens

Demostracion:

Sea v € H1(T), de la hipétesis hecha sobre IT, para todo p € P
v—Ilv=v+p—Ip—Iv=I-II)(v+p)

de donde
|V =TI < [T = |||y + pllis1,7

donde ||.||+ designa la norma en el espacio .Z (H**!(T),H™(T)). Resulta
v = vl <Co of [+l = Culb s 1
con C; = || —I1||.. Finalmente gracias al teorema anterior
V= IV|lny < CiCllgsr s Wy € HEN(T)

El teorema queda demostrado tomando ¢ = C;C.
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El siguiente paso consiste en poner en forma explicita la dependencia de la cons-
tante ¢ en funcién de las caracteristicas geométricas de 7. Para ello vamos a intro-
ducir una parte compacta 7' de R?, conexa y de frontera C' a trozos, que nos va
a servir de dominio de referencia. Suponemos que existe una transformacién afin

invertible

x=F(%)=Bi+b, xecR? £ecR’ beR? B, matrizdxd

tal que T = F(T).
Adoptamos las siguientes definiciones:

= A toda funcién v definida sobre T, le asociamos biunivocamente la funcién ¥

definida sobre 7" por las relaciones
P(&) =v(x) VieT

es decir, P =voF.
= Introducimos las siguientes caracteristicas geométricas

e hy = didmetro de T (resp. h = didgmetro de 7).

e pr = didmetro maximo de las esferas (circulos si d = 2) contenidas en T

(resp. p didmetro maximo de las esferas contenidas en 7).
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Podemos estimar las normas espectrales ||B|| y ||B~!|| en funci6n de las caracteristi-
cas geométricas de Ty T'; recordemos que la norma de una matriz B estd definida
por

B
[IB||= sup ﬁz sup [BE|=sup [BS]
terdgzo 161 eeriz<n R [E|=1

donde || designa la norma euclidea del vector & de R?.

Lema 4.1 Se verifican las siguientes mayoraciones
h
B|| <L
B[ < %

—1 h
B~ < 5

Demostracion:
Podemos escribir

1
|[B|| = — sup [BE|
P iej=p

Sea & un vector de R tal que |&| = p; por definicién de p, didgmetro maximo de las
esferas contenidas en 7', existen dos puntos § y 2 de 7" tales que & = § — 2. Entonces

BE=By—BZ=F(§)—F(%) =y—z
donde los puntos y y z pertenecen a T'; por definicién de A7 resulta

IBE| =y —z| <hr

Esta desigualdad es vélida para todo & con || = p, por tanto, tomando el supremo
y dividiendo por p
hr
B < =
p

Lo que prueba la primera desigualdad. Intercambiando los papeles de 7'y T se
obtiene la otra desigualdad.
|

Teorema 4.3 (Teorema de Aproximacion II) Sea T una parte compacta y conexa
de R? de frontera C' a trozos y sea IT un operador lineal continuo de H*"'(T) en
H™(T), 0 <m < k+1 tal que

vpeP IMp=p

Si T es una parte de R¢ ml que existe una transformacion afin invertible F de R?
en R? para la cual T = F (T ) v el operador I1 estd definido por

A~

vve HY(T) Mv=TIIv
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Entonces existe una constante C independiente de F tal que

k+1
Yy € Hk+1(T) [v—IIv|nr < C;—m|v|k+1j
T

La constante C depende de 7'y por tanto de d, de IT y por tanto de k y de m;
la novedad reside en que la constante C es independiente de F y por tanto de las
caracteristicas geométricas de 7. Para la demostracién sera util utilizar la nocién de

diferencial de Fréchet de una funcién.

Recordemos, si v es una funcién definida en un entorno de un punto x € R? y
diferenciable (en sentido cldsico) / veces, se denota D'v(x) a su diferencial de orden
[ que es una forma /-multilineal simétrica sobre R?

Dhv(x):RYx ... xR — R
D'(v(x)(&,...&) ER EER! i=1,..1

HDlv(x)H — sup |Dlv(x)(§1,...,€1)\
51,...,516Rd, 517...7(:]750 ‘§1|"|5l|

donde || designa la norma euclidea de £ € RY.
Por otra parte recordemos la notacién [ = |ot| = oy +... + ay, y

9% (x) = D'v(x)(er,.( M1V o1, ... eq,.(%¥e) )

donde ¢; es el i-ésimo vector de la base candnica de R?.
Demostraremos primeramente el siguiente lema, para después completar la de-
mostracién del Teorema de Aproximacion II.

Lema 4.2 Existen dos constantes Y1 =1 (1,d) y » = 2(1,d) mayores que cero tales
que

WeI(T) Alvlur < ([ I1Dv00I )2 < Blvlr

Demostracion:
Sea o un multientero y |ot| =/, se tiene
[0%v(x)| =< [ID"v(x)[[]e1] .40 Jey |...[eq |- 40 eg| = ||D'v(x)]]

de modo que

(X [10%@P) 2 < (X [ D)

|ot|=I |a|=t

de donde
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/|aa 1/2<C/||Dl || )]/2
\Otl l
donde C = y/card{a; |a| =1} yy = é Por otra parte

ID"v(x)]| = sup DY) (&1, &)
S GiERE & ]==[g]=1

poniendo & = Y¢_, Eker i=1,...,1

d
Dlv(x)(g,,...,g,): Z ENLEIDVE) (et ver) = Y ELE0%(x)

AAAAA =1 ki, k=1

donde d%v(x) designa una de las derivadas parciales de v de orden|a| = 1.

d
Dh@) 8l =l Y &-gloml <] ): &' [ mix

kiook=1 k. Jy=1

v(x)]

ahora bien, como los vectores &; = ( 11’ L eRY i=1,...,]son de norma uni-

dad, es decir, Y¢_, (EF)> = 1 resulta |EF| < 1 parak=1,....d e i = 1,...,[, de modo
que

d d d
Y g Y gl s Y 1= na)=d
k

k|,...,kl:1 k|,...7 1 k|,...,kl
asi pues:
DYl < 1, 1) max [9%v()
de donde
(LIDEIP) 2 < p.a)([ (mixla“v o)) 2 <pta ¥ [ 10
T ]
o=t

|

Demostracion:

Para demostrar el Teorema de Aproximacion II, sea v € Z(T) y ¥ = vo F donde
F es una aplicacién afin invertible, es decir, x = F (%) = B£+b, siendo B una matriz
invertible de orden d x d. Aplicando la regla de la cadena tenemos:

D'o(%)(Er,....&) =D (vo F)(#)(&1, - &)
=D'(v(F(2)))(B&;,....BE) = D'v(x)(BE;. ... BE)

de donde
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5@l = sp  DOERE. B = sp DB, BE)
1€1]=...=|& =1 [&1]=...=|& =1
<|ID"v(x)|||B]|’

y finalmente
Dol Paz < B [ 1D/ (voF) (o) Pa
utilizando la férmula del cambio de variable bajo el signo integral
LD 58) Pt < BB ! [ [10'v(o] P
Obtenemos asi, aplicando el lema anterior
Vv e AT) [9];7 < VIBII'lderB|~ 2 |vir

donde y= % >0,7y="v(,d).
Como 2(T) es denso en H!(T), deducimos

Vv e H'(T) [9],7 < vIBI|'|det B|V?v]1r
intercambiando los papeles de Ty de 7', obtenemos anilogamente

voe H'(T) |Vl < 1I[B7"||'|der B]'}9

I
Sea finalmente una funcién v € H**!(T'), aplicando el dltimo resultado a v — ITv
[v =TIVl < (. d)|[B~||"|det B]' (9~ ITv], 7
por el teorema de aproximacién y como v =119
|ﬁ7Hv|mj' = |ﬁ7ﬁ‘/}‘m,f < C|‘9|k+l,f’
donde C = C(IT,T). Como
[Plisr,7 < ¥kt 1,d) B |det B2yl 7
resulta
V= IIv|,r < C(IT, ) y(m,d)y(k+1,d)|B~{|"|[BI" [v]ier,r
hr gl b
y como |[B]| < . |[B1|| < 1

et 1
v —TIv|pmr < C—Le Plirrr
Pr
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donde C = C(IT, ) y(m,d)y(k+ 1,d) 2.

>

Corolario 4.1 Consideremos ahora todos los valores [, 0 <1 < my los operadores
II; = I o I definidos por

I, : H*'(T) — H™(T) — H'(T)
v — IIv — Ilv

entonces
k+1

[y = ITV| |7 < Co = Vi1 7
pr

Demostracion:

Del teorma de Aproximacion II se tiene que,

k-+1
V=MV 7 = |v—Ip|r <CL—Pleyrr WeH(T) VI, 0<I<m
; ol
de donde para
hk+1
[=0 v—TIIvjor <Co—L5|vlksir
Pr

hk+1
I=1 p—IIv|i 7 <C—L—|lisir
Pr

kil
l=m [v—TIv|,r < Cm;i?|v|k+l,T

elevando al cuadrado, sumando y sacando la raiz cuadrada

k+1
v =TIv||m7 < Ce=Em Vi1 7
Pr

donde C. = (X" Clzp%(mfl))l/ 2. La constante C, se puede mayorar por una cons-
tante independiente de las caracteristicas geométricas de T, si consideramos solo
elementos T suficientemente pequefios, por ejemplo de didmetro inferior a 1, para
los cuales evidentemente el didmetro de la circunferencia inscrita serd menor que 1.

|
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4.2. Aplicacion al analisis numérico del M.E.F. en problemas
elipticos de segundo orden

Consideraremos el caso de £ un abierto poliédrico de RY.

» {9}, triangulaciones de 2, segin se ha definido en el Capitulo 3 subseccién
3.3.1.

» (T,Pr,Zr)reg, una familia de elementos finitos asociada a cada .7,, afin equi-
valentes a un elemento finito de referencia (7', P, %).

» h=méxrcg, hr paracada .7,

= {J},} serd una familia regular de triangulaciones , es decir, existe una constante
o > 1tal que

vThelgt L<o
pr

Observacion 1 En dimensién d =2 si 7' es un triangulo la dltima propiedad es
equivalente a la existencia de un dngulo 6y > 0 tal que

YT €, 6r>6

donde 07 es el angulo menor del elemento 7.

Observacién 2 El operador IT de P-interpolacién sobre £ es lineal continuo de
HY(TYen H™(T)sik>1,d <3, m<k-+1y P c H"(T). En efecto, sid <3 la
aplicacién
HY(T) — T
v — v

es continua y [|v|[o ., 7 < C|[V[|; | 7- Ademds para todo v € H*(T) tenemos ITv €
P c H™(T). En consecuencia

1] 7 = [ (@) @ill 7 < Y 1v(@n)l 197 < ClIVlg oz < ClIVIles 7

Observemos que si P es un espacio de polinomios se verifica que P ¢ H™(T).
Consideremos un problema modelo & de la forma

a(u,v)=L(v) WWwevV
ucV

donde supondremos que V = H'(Q) 6 V = H} () o un espacio intermedio entre los
dos. Con las hipdtesis sobre af(.,.) y L(.) del teorema de Lax-Milgram. El problema
aproximado &7, sera

a(uh,vh) = L(vh) Yv, €V
up, €V
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donde B
Vh:Xh:{VECO(Q); V|T€PT VTG%}
o bien
Vi =X, NHy (Q)
o bien

V=XV

en caso de que V sea un espacio intermedio entre H'(Q) y H} (Q).
El objetivo es estimar el error |[u—uy||1 o. Sabemos |[u—uy||1 o < Cinfy, ey, [|u—
vil|1,@. Como IT,u € Vj, tenemos

|l —up||1,0 < Cllu—ITul| o

donde IT;, es el operador de interpolacion definido sobre X = Urc 7 Xr. Esto es
factible si podemos construir ITj,u. Para ello necesitamos cierta regularidad de u.

Teorema 4.4 sea Q un abierto poliédrico de RY, d < 3. Sea {9}, } una familia re-
gular de triangulaciones de Q asociada a un elemento finito de referencia (T ,P,X)
de clase C°. Supongamos que existe un entero k > 1 para el cual tenemos

PCcPcH\T)

Entonces el Método de Elementos Finitos es convergente, es decir, la solucion uy, del
problema aproximado converge hacia la solucion u del problema () en la norma
de H'(Q):

lim || — up|1.0 = 0

Ademds, si la solucion u de () pertenece al espacio de Sobolev H**1(Q) tenemos
[lu—ull1.0 < Chulis1,0

Se dice entonces que el método es de orden k.

Demostracion:

Empezamos demostrando el caso en que u € H*1(Q). Si u € H*1(Q) entonces
u € C(Q) parak > 1, d < 3. Entonces podemos construir el operador de interpola-
cién I1;,. Tenemos
|lu—unll1.@ < Cil|u—Tyull1 0

conC| = % Considerando la restriccion ITu|y = Iru para todo T € .7}, tenemos

2 1/2
lu—ullio = (Y [ju—Irull} ;)"
Teg,
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Por el teorema de aproximacion II, existen dos constantes C y C3 que dependen
tnicamente del elemento de referencia (7', P,Y) tales que

K+l
|u—ITpu|r < CZ;T‘M|k+1,T

k+1
|| —ITrullor < C3#|M|k+1,r = C3h  ulkrr 7

Como la triangulacién .7, es regular :’,—i < 0o, es decir pir < %, de donde
k
lu—Irulyr < C0hy|ulki1r

||u— Irullo,r < Csdiam ()R |ulxr1.r

|| — pul|} 7 = |M_HT”|%,T + HM_HT”H(Z),T
< (G306 + C3diam(Q)*)hi|uli 1
[lu—yully 7 < C4hljc"|u|k+1,T

donde Cy = (C362 + C3diam(£2)?)'/? Finalmente
[lu— Iy |10 < Cahlulis1.0

Para demostrar que el método converge aunque la funcién u no sea regular, to-
memos ¥ = 2(Q) si V= H'(Q) o intermedio entre H'(Q) y H} (). Tomamos
¥ =9(Q) si V=H}(Q). Entonces ¥ es denso en V y II, estd definido en ¥,
II, : ¥ — V,,. Tenemos por la primera parte de la demostracion

We ¥ |lv—Mllia < Chblg

es decir 1imy,_,o ||v — IT,v||1 @ = 0. Por otra parte como ¥ es denso en V, para todo
€ > 0 existe un elemento v € ¥ tal que

lu—vl[1.0 < -
u—v
e
y para este v, existe un nimero A(g) > 0 tal que VA < h(g) |[v— IThVHl,Q < —;C.

Entonces para h suficientemente pequefio

&€ E

_ <Cllu—Tr <C(|ju— — <c(t 4+t
[lu—up|1,.0 <Cllu—IIy||1 0 <C(|lu—v|[1.o+I[v—Iv|1 ) < (2C+2C

)=¢






Capitulo 5
Aspectos practicos y programacion del M.E.F.

Resumen Este capitulo veremos algunos algunos aspectos practicos de la imple-
mentacion del Método de Elemento Finitos a través de un ejemplo sencillo, la ecua-
cion de Poisson con condiciones de Dirichlet homgéneas.

5.1. Un Método de Elementos Finitos para el problema de
Poisson

Consideraremos el siguiente problema de Dirichlet para la ecuacion de Poisson:

—Au=f en (5.1
u=0 sobre I' 5.2)

donde f es una funcién dada, definida en Q2.

Un gran nimero de problemas en fisica y mecdnica se modelan mediante esta
ecuacion. u puede representar por ejemplo la temperatura de un cuerpo, el potencial
electromagnético, el desplazamiento de una membrana eldstica fija en su contorno
y sometida a una fuerza.

Siguiendo los pasos en el tratamiento del problema modelo unidimensional del
Capitulo 1, introduciremos una formulacién débil del problema (5.1}{5.2). Para ello
introducimos un espacio de funciones definidas en 2 y para las cuales tengan sen-
tido las operaciones que vamos a realizar, en este caso, V = H& (Q).

Multiplicamos ambos miembros de la ecuacién por una funcién v € V cual-
quiera e integrando aplicando la férmula de Green resulta teniendo en cuenta que
v=_0en I que u es solucién del siguiente problema:

Hallar u € V tal que verifique,

/ VuVy dx,dx, = / Fvdxidxy (5.3)
Q0 Q

para toda funcién v € V

97
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Evidentemente toda solucién del problema (5.1}5.2) serd solucién de (5.3).
Reciprocamente si u es solucién del problema (3.3) entonces u serd solucién del
problema de partida (5.1}5.2), interpretando las derivadas en el sentido de las dis-
tribuciones. Vamos a construir un método numérico para calcular en la practica una
aproximaci6n de la solucién de (5.3). Empezamos introduciendo un subespacio de
V que sea de dimension finita y elegiremos una base de este espacio de modo que
las funciones del mismo sean ficiles de manejar. Para simplificar supondremos que
la frontera I" del dominio Q es poligonal. Construyamos una triangulacion .7, de
Q, subdividiendo £ en un conjunto de tridngulos 9, = {T,}.=1,.. g de modo que
Q= Ue=1....e Tes que los tridngulos no se superpongan, y que las aristas de cada
tridngulo sea bien la arista de otro tridngulo o una parte de la frontera poligonal I".
Ver un ejemplo en la figura[5.1] A cada mallado o triangulacién 7}, le asociamos el
pardmetro & = maxy¢ g, diam(T ), donde diam(T) = didmetro de T = lado mayor
deT.

Figura 5.1 Ejemplo de triangulacién

Definimos ahora Vj, como sigue:
Vi, = {v;, : Q — R, continuas; vj|7 € Py (x1,%2); vy =0enT}

donde P;(x;,x;) designa el conjunto de polinomios de grado 1 de dos variables.
El espacio V}, consiste en todas las funciones continuas que son lineales en cada
triangulo de la triangulacién 7}, y que se anulan en la frontera I". Observemos que
V, € V. Como pardmetros para describir una funcién v;, de Vj, elegimos los valores
vi(pi), i=1,...,M de v, en los puntos p;, i = 1,...,M, vértices de la triangulacién
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T, excluyendo los vértices situados en la frontera I', puesto que v, = 0 sobre I'.
Las correspondientes funciones de la base @; € Vj, j = 1,...M, estan definidas por

Cfrifi=
(Pj(pi)_{Oifiyéj

Una funcién tipica de la base se representa en la figura[5.2)

Figura 5.2 Ejemplo de una funcién base

Estamos en disposicién de formular el correspondiente problema aproximado del
problema(3.3): Hallar u;, € Vj, tal que verifique,

/ Vu, Vv, dxdx; :/ fvpdxidx, 54
Q Q0

para toda funcién v;, € Vj,.
En la préctica el problema (5.4) se reduce a resolver el siguiente sistema lineal

algebraico de ecuaciones:
Au=b (5.5)

donde A;; = [o V@,V dxidxs, bi = [o f@; dxidx; y el vector solucion u =
(uj)j=1,. m, donde uj = uy(p;) son los coeficientes de la combinacién lineal de ele-
mentos de la base de V), representando uy, es decir, uy,(x1,%2) =Y ;-1 un(pj)@;(x1,%2),
siendo p;, j=1,...,M los vértices de la triangulacion que no estdn en la frontera I'.

El célculo de los términos de la matriz A y del segundo miembro b se realiza
sumando las contribuciones de la integral en cada elemento T de la triangulacion,

asi:
_ T
Aij= ), Ajj
TeIy,
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donde
AT = / Vo,V dxdxs
T
y
b= Y b/
Teg,
donde

biT:/qu)i dxidx;

Los pasos a dar en la resolucion de un problema mediante el método de elementos
finitos con la ayuda de un ordenador son:

Entrada de datos f, Q, etc.

Construccién y representacion de la triangulacion o mallado.

Cilculo de las matrices elementales A” y de los vectores segundo miembro b”
Ensamblaje de la matriz global del sistema A por suma de las matrices elemen-
tales ATy del vector segundo miembro b por suma de los vectores elementales
bT.

Resolucion del sistema algebraico Au = b.

6. Presentacion y visualizacion de resultados.

el

9]

Vamos a precisar con algo mas de detalle el paso 3 y el 4. En primer lugar para
calcular las integrales AiT]- necesitaremos la expresion explicita de las funciones de
la base ¢;, 0 mds concretamente, la restriccién a T de las funciones ¢;. Observemos
primero que sélamente un nimero reducido de las funciones de la base son distintas
de cero en cada tridngulo T, en efecto, la funcién ¢; serd distinta de cero en el
triangulo T si y sélo si p; es un vértice de 7. Para fijar las ideas, consideremos un
tridngulo genérico T de vértices a; = (x;,y;), i = 1,2,3 (para no manejar un excesivo
nimero de indices utilizaré aqui la notacién (x,y) para designar las coordenadas
cartesianas en R?). S6lo hay tres funciones de la base de V, cuya restricciéon a T
sea distinta de cero. Son las funciones A;, i = 1,2, 3, polinomios de dos variables de

grado 1 en T y que verifican (figuras[5.3] [5.4] [5.3)

li(aj):6i' iajzlaza?’

La funcién A; = a+ bx + ¢y se puede determinar resolviendo el sistema de tres
ecuaciones con tres incdgnitas, a, b, c,

a+bxi+cy1=1
a+bxy+cy;y =0
a+bxs+cy;=0

y andlogamente para las funciones A, y A3. Observemos que si K es el tridngulo
de vértices a; = (0,0), ap = (1,0) y a3 = (0,1), entonces las funciones A;, i =



5.1 Un Método de Elementos Finitos para el problema de Poisson 101

Figura 5.3 funcién 4,

0.8
0.6
0.4

0.2

0.8 1
0.6 0.8

04 06

0.4
0.2 0.2

Figura 5.4 funcién A,

1,2,3 tienen una expresién muy sencilla, pues, A\ =1 —x—y, A, =xy A3 = y. Las
funciones A1, A, A3 asociadas a un tridangulo 7', se llaman coordenadas baricéntricas
y toman valores entre 0 y 1 en los puntos interiores de 7 y mayores que 1 o menores
que 0 en los exteriores, y el valor 0 o 1 en los puntos frontera. Se tiene ademds
Yi—123Ai(x,y) = 1 en todo punto (x,y) € R?.
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0.8
0.6
0.4

0.2

038 1
06 08

0.4 06

0.4
0.2 0.2

Figura 5.5 funcién A3

5.2. Calculo de la matriz del sistema de ecuaciones y del
segundo miembro: Un ejemplo

Vamos a calcular explicitamente el sistema (5.5)) en el caso sencillo correspon-
diente al problema en un dominio cuadrado con la triangulacién de la figura
@ Calcularemos la i-ésima ecuacion del sistema (en las figuras, la ecuacién ntime-
ro 41 que es la que corresponde al centro del cuadrado). En la figura se han
dibujado las curvas de nivel de la correspondiente funcién base @41 y en la figura
[5.8] se ha resaltado el soporte de dicha funcién. Empecemos calculando los térmi-
nos de la matriz. La fila 41 de dicha matriz solo tendrd algunos términos no nulos,
concretamente y “a priori los términos A;; correspondientes a los valores de indices
i=41y j=32,33,40,41,42,49,50, pues solo para estos valores de los indices los
soportes de las funciones @; y @; tendrédn interseccion no vacia (ver la figura @])

Vamos a calcular los términos AiTj para cada tridngulo T de la figura De hecho
bastard hacerlo para uno de ellos (por ejemplo el de vértices as; = (0.5,0.5),a40 =
(0.6,0.5),as0 = (0.5,0.6)) y por permutacién de sus términos obtendremos el re-
sultado para los otros tridngulos. De forma algo mds general consideremos un
tridngulo de vértices (y utilizando numeracién local para simplificar la escritura,
es decir, utilizando valores para los 3 indices 1,2 y 3, en lugar de 41,42 y 50)
ay(x1,y1), az(x2 = x1 +h,y2) az = (x3 = x1,y3 = y1 + h), la restriccioén de las fun-
ciones base a este tridngulo serdn

A = [ R )|

h h

X—X1

/12 = h
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Figura 5.6 Triangulaci6n del cuadrado [0, 1] x [0, 1]

Figura 5.7 Curvas de nivel de la funcién @4
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Figura 5.8 Soporte de la funcién ¢4

N
49 50
40 41 42
32 33
N

Figura 5.9 Estrella asociada a la ecuacién 41
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y—W

A3 = )
T h

En efecto, las anteriores funciones verifican A;(a;) = §;; para i, j = 1,2,3. Los gra-

dientes respectivos son:
Vi = [=1/h,~1/h],

Vi, = [1/h,0],
Viz = [0,1/h]'.
De donde, los correspondiente productos:

VMVA =2/k? VM.Vl =—1/k* VA .Viz=—1/K*

VM.VA = —1/k* VA.Viy=1/* VA.Vi3 =0
VA3.VA = —1/k* VA3.Vi; =0 VA3.VA3 =1/h?

Integrando en el tridngulo 7', teniendo en cuenta que son términos constantes y que
drea(T) = h? /2 resulta,

1 —1/2-1/2
AT=1-1/21/2 0
—1/2 0 1/2

y andlogamente para los otros tridngulos del soporte de ¢4 . Para construir la matriz
global A estas contribuciones se han de sumar adecuadamente en la posicién fila-
columna correspondiente, asi el término AITl ird a sumarse en la posicion A4j 41 de

la matriz global, el término A{z, se sumard en la posicién A4 42, €l término A1T73,
se sumard en la posicién A4y 50 y asf sucesivamente. Los términos de A, distintos de
cero, correspondiente a la ecuacién nimero 41 serdn (fila 41 de la matriz) :

A4130 = A41.40 = A41.42 = Ag1 50 = — 1
A4133=A4149=0
Ag141 =4

Calculemos el segundo miembro. El término de la ecuacién 41 es: by = |, 0o S Qa1 dx1dx,
la integral la calcularemos utilizando integracion numérica. La férmula siguiente de
Newton-Cotes que integra exactamente polinomios de grado 1, es suficiente:

Y, fla)

i=123

drea(T)

/ f(x,y) dxdy ~ 3
T

donde a; i=1,2,3 son los 3 vértices del tridngulo. En nuestro caso, la funcién a
integrar es @4, que vale 1 en el vértice 41 y O en los otros. Por tanto,

drea(T)
3

/Tf<P41 dxdy ~ flaar)
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sumando las contribuciones de los seis tridngulos de la estrella (ver la figura[5.9) y
teniendo en cuenta que el drea de cada tridngulo es igual a 42 /2, resulta

/T @41 dxdy ~ I f(ay))

La ecuacion 41 del sistema se escribe:
— Uz — uao +4ugy — usy — uso = h* f (aar) (5.6)

que coincide con el método clasico de diferencias finitas. Naturalmente el método
de elementos finitos es mucho més general pues se aplica sin dificultad a dominios
mucho mds generales, con triangulaciones no tan estructuradas como la del ejemplo
anterior. Veremos también como se puede, sin grandes dificultades, utilizar poli-
nomios de grado mds alto, lo que permite en la practica mejorar la precisién del
método.

5.3. Un método general para el calculo de matrices y vectores
elementales

Vamos a desarrollar un método de célculo de las matrices y vectores elementa-
les que se pueda aplicar a situaciones mds generales que la correspondiente al caso
anterior. Por ejemplo en mallados més generales de dominios cualesquiera, con ele-
mentos finitos de orden mayor que 1, y en problemas elipticos mas generales como
los que veremos en el capitulo siguiente. Desarrollaremos con detalle el ejemplo
correspondiente al cdlculo de términos:

/ Dy 2% a(pldxl dx (5.7)
8xl

donde Dy; k,l=1,...,d son funciones reales definidas en . Con notacién matri-
cial se escribe:

_ / V! gDV @; dx...dxy (5.8)
T

El célculo de estos términos se hace generalmente pasando a un elemento de referen-
cia y utilizando integracién numérica. Supongamos para fijar las ideas que 2 € R?,
es decir d = 2 y consideremos un tridngulo genérico T de vértices a; = (x1,y1),
ay = (x2,y2) y as = (x3,y3) definido en un plano ordinario de ejes x — y. Intro-
ducimos ahora una transformacién afin cuya imagen del tridangulo 7 de vértices
dy = (0,0), d» = (1,0) y d3 = (0,1) en el plano de ejes & — 1 sea precisamente el
tridngulo dado T'. Dicha transformacion afin es facil de encontrar, en efecto, utili-
zando las coordenadas baricéntricas del triangulo 7',

M=1-&-7
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A =E
Az=1

la imagen [x,y]" de un punto [£, 7]’ viene dada por

-0 el

o bien

donde

y

X _ [ X2r X31
Y21 Y31

I

<[]

X21 = X2 — X1,

Y21 = Y2 =1,

X31 = X3 — X,

Y31 =Y3 =1

o bien llamando

B— [m m]
Y21 Y31
=[5
Y1

NEGUEIHEE

La tranformacion de coordenadas F induce una tranformacién de funciones, asi,
una funcién @ definida en el plano x — y induce una funcién @ en el plano & — 7
mediante la composicion de funciones

¢(S,n) = (9oF)(&,n) = @(F(§,n)) = ¢(x,y)

Por otra parte las derivadas se transformaran segun la regla de la cadena:

HNERIIE
an an dy

resulta

o bien, observando que

con notacion matricial,

de donde,
Vo=B 'V

Finalmente, teniendo en cuenta que
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Blo 1 [y
det B | —y21 X21

y por tanto
Bf_ 1 |y
det B | —x31 X21
aplicando el teorema del cambio de variable bajo el signo integral
Al = / V' gDV g; dxdy
T
1 Al y3st =x30 | | Du D || y3r 2| g
_ V! 6 V¢;d&d
detB/f (p’[—yzl %1 | | Dy Do || —x31 x| V¥ sdn

En el caso en que los términos de la matriz D sea funciones constantes por elemento,
introduciendo la matriz

c— | Y31 —%i| | DuDipf | ysi =y
=y21 X1 | | D21 Doz | | —x31 X21

el calculo de AiTj se simplifica. En efecto, con la notacién

Ccl] C
C= 11 €12
€21 €22

la matriz AT se escribe

1 1 & d¢; 0
A-T-:—/V“,-VA-d - /—J taéd
U detB Jt iCV9; dbdn detB k_l:lck’ 7 9 9, d&1dG,

donde hemos utilizado la notacién & = &, & = n para poder expresar apropiada-
mente la suma. La dltima integral se calcula una sola vez , pues es una integral en el
elemento de referencia, que se calcula habitualmente mediante integracién exacta o
integracién numérica exacta para los polinomios correspondientes. Si los términos
de la matriz D no son constantes , entonces los términos cy; no pueden salir de la in-
tegral, se utiliza entonces integracion numérica para calcular la integral intermedia
de la expresion anterior.



Capitulo 6
El Método Multimalla

6.1. Introduccion

Consideremos un sistema lineal de n ecuaciones con n incgnitas
AU=F

con matriz A simétrica definida positiva y que proviene de la discretizacién me-
diante elementos finitos, diferencias finitas o volimenes finitos de un problema en
derivadas parciales (se puede también pensar en un sistema multimalla algebraico).

Si consideramos un método iterativo estandar (p.e. Jacobi, Gauss-Seidel, Gra-
diente Conjugado) se observa una convergencia rdpida en las primeras iteraciones y
después una ralentizacién de la misma. La explicacion es sencilla. Vedmoslo en el
caso de un un método iterativo lineal asociado a una matriz auxiliar B

BU(*D = BUY + (F— AUY)

donde B viene dada, por ejemplo

= En el método de Jacobi: B = Diag(A)
= En el método de Richardson: ?1I siendo A el mayor valor propio de A

tendremos para los errores E() = U() — U
BE(*!) = BE!) — AE()

o bien
E+D —E(0) B TAEY = (1—-B~'A)EY)

Si consideramos ahora los valores propios y los vectores propios de B~'A que
supondremos siempre 0 < A; < ... < A, < 1 y siendo Y1, ys,..., ¥, una base de
vectores propios, escribiendo

EO =Y vy,
=1

109
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resulta

ED =Y (1-4)vy

\
[N agE
L

es decir las componentes v; correspondientes a un valor de / grande (A; ~ 1) se
amortiguan rdpidamente.

Figura 6.1 Error inicial E(*)

después de algunas pocas iteraciones V el error E(") tiene la forma

o 041 02 03 04 05 06 o7 08 09

Figura 6.2 Error E(*) después v iteraciones

este error se puede corregir en mallas menos finas.
En este capitulo se ha desarrollado fundamentalmente a partir del articulo [10] y
complementado por los articulos [1L1]], [12f], [13]], [14]], [15].
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6.2. Definiciones y Algoritmo Multimalla

6.2.1. Descripcion del problema
Se va a desarrollar la teoria general para sistemas simétricos y definido positivos.
Consideraremos el marco de Elementos Finitos conformes:

= Un espacio de Hilbert .77
= Una conjunto de subespacios de .7# de dimension finita

My M C ... M. CH

= q(.,.): A x H# — R una forma bilineal, continua, eliptica y simétrica. Con
estas propiedades a(.,.) es un producto escalar en .. Denotamos ||.|| la norma
asociada, es decir ||v||> = a(v,v) que es una norma equivalente a la norma en .
= g(.): ¢ — R una forma lineal continua.

El problema a resolver es: Hallar u € JZ tal que
a(u,v)=g(v) YweH (6.1)

En la practica queremos encontrar una solucién aproximada en un subespacio .#x
de dimensién finita, es decir, la solucién ux € A de

alug,vg) =g(vg) Vvg € Mk (6.2)

6.2.2. Descripcion del algoritmo multimalla

Para distintos valores de k = 0, 1, ..., K consideraremos problemas del tipo
a(ug,vi) = gx(vk) Vi € Ay (6.3)

donde g serd definido en la propia descripcion del algoritmo.
Para cada entero k introducimos una forma bilineal auxiliar

bie(.,.) : My X My — R

tal que
a(vg,v
max A0 <1 (6.4)
Vi €M), b(vk, Vk)
Se denota MG(k, Vi, Va, ¥, P, uxo, ukp) al algoritmo correspondiente a la re-
solucién el nivel &, con Vv iteraciones de pre-suavizado, V; iteraciones de post-

suavizado, ¥ es el nimero de llamadas al algoritmo multimalla de nivel kK — 1, p
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indica el niimero de iteraciones realizadas en este nivel k, uy o es el valor inicial, uy
es el valor obtenido despues de p iteraciones.
Vamos a describir una iteracién del anterior algoritmo, es decir, MG(k, Vi, V2, ¥, 1, ug 0, 1)

1. Sik = 0 se resuelve el problema (6.3) de forma exacta
2. Sik > 1, entonces

. 0 . . .
a) Pre-suavizado: Sea u,i ) = ur 0. Se realizan v iteraciones de

bk(u,(j) — u]({i—l)’vk) = gk(vk) —a(u,(ffl),vk) Vvk S //k
y se obtiene u,(cvl)
b) Correccion: Aj_1:

s g ir) = gir) —aul™ v )

" u10=0
u MG(k_ 17 Vi, V2, 7, Vs 07 Mk,J/)
» ) =w) tu
Y kfl.y0
¢) Post-suavizado: v,EVl"C" ) — u,((vl ) y realizamos v, iteraciones de

bk(u,(cv1 el u](:),vk) =gr(w) — a(u,({v' ’C’i>,vk) Vv € My

: _ (view)
y se obtiene ug 1 = u,

En el andlisis de las secciones siguientes consideraremos el problema generali-
zado de valores y vectores propios

a(yj,vi) = Aibr (W, vi) Vv € Ay (6.5)
Bajo la hipétesis (6.4) resulta
O<Ah <AHh<..<1
y se puede elegir una base (y;); de funciones propias tal que

be(¥i, vj) = 8ij (6.6)
a(yi, ;) = A6 6.7)

Utilizaremos la siguiente escala de normas |||v|||¢ : Dada v € .#}, que se puede
escribir en funcion de la base de vectores propios v = Y v; y;, definimos:

IVIIIE = L Advi
En particular
2 2
WIIIT = V1" = alv,v) VK

[VII[§ = br(v,v) Yk
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En lo que sigue utilizaremos para la norma |||v|||; indistintamente las notaciones
Iy (vl

Ejemplos:

Consideremos un problema eliptico de segundo orden definido e un conjunto
Q C R¥=123 donde el espacio # es H'() o un subespacio del mismo y sea
(.,.) el producto escalar en el espacio L*(R), esto es (u,v) = [ouv y la norma
correspondiente |[v||o.o = (v,v). Por otra parte designamos ||.||; o la norma habitual
en H'(Q)

El ejemplo mas sencillo de algoritmos de suavizado cumpliendo la condicién
(6.4) es el método de Richardson:

Sea A = méx,c_z, “((:;V)), elegimos

bi(u,v) = Ag(u,v)

(Vl 7C.,l')

Ak(u,((vl e _ u,@,vk) = gr(vi) —a(u, Vi) Vv € My (6.8)

Recordemos también que tipicamente en problemas elipticos de segundo orden
donde .7}, representan subespacios de elementos finitos, caracterizados por un ta-
mafio de elementos /;, se tiene

Ay <Ch? Yk (6.9)

Tendremos las siguientes relaciones entre normas:
Existe una constante C independiente de k tal que

Pl < [Vlle <Cllplll (6.10)
C [ vllo < |]lo,e < Chel[|V]]lo 6.11)

y en general consideraremos que

C iy PllIG < llo.e < Ch°lIvIlle Yk (6.12)

6.2.3. Interpretacion Matricial

En esta subseccién nos restringimos al marco del Método de Elementos Finitos.

Sea ((Pi(k))i i=1,...,N; la base de .#} asociada al Método de Elementos Fini-
tos correspondiente. La matriz asociada a la forma bilineal a(.,.) vendrd dada por

AW = (Ag)), con Ag<> = a(q&}k), (bi(k)). Respectivamente la matriz asociada a la for-
ma bilineal by (.,.) es B®) = (Bl(f)) =b(¢ ;k), ¢i<k)). Naturalmente A®) y B®) depen-
den de k. Cuando no sea necesario omitiremos el indice k para aligerar la notacion.

Con notacién matricial el problema se escribe
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AU=G

donde U = (U;) € RM siendo los términos U; los coeficientes del desarrollo de
u € My, u = Y.Ui¢i y G = (G;) € R%, con G; = g(¢:)

Suavizado:

La iteracién de suavizado para un vector de partida W € RV se escribira

B(W-W)=G-AW
Si U € RM es la solucién de AU = G y denotamos los errores antes y despues de la
iteracion E = W — U y E = W — U respectivamente, tendremos BE = BE — AE, o
bien E = (I-B~'A)E.
Correccion:
Para un valor aproximado wy = Y. W;¢; € .. del correspondiente problema
y W = (W;) € RM el correspondiente vector asociado. La correccién en . | se

escribe
Hallar 6 € .#_, tal que

a(8,0% ") =20 ) —a(wi, 0" ") Vi=1,. N

expresando las funciones de la base (¢i(k_1)) de .#}_1 como combinacién lineal de
las funciones de la base de .},

¢i<k7]>: Y R ,@ Vi=1,...N1

tenemos G*~1) = (Gl(k_l)) € RM-1 con

NI S e
j J

denotando R = (R; j)i=1,..N, ;: j=1,..N;

Por otra parte, para AK~1) = (4]
Al(ljfl) — a(¢] 7¢i((k71))
=Y Y R Risa(0, 6/%))
s 1
=Y Y RisRuAy
s

= Z;RLIAX{ 'R,
N
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A=) — RAWR!

Finalmente denotando A = (§;) € RM-1 definido por § = ¥; 5,-(1)1-(](71) la correccion
se escribe con notacién matricial

AFDA = (RAWRYA =R(GH —ABW)

R es la matriz asociada al operador de restriccién y R’ su matriz transpuesta es la
matriz asociada al operador de prolongacién. Finalmente el valor corregido en R
se escribe

W+R'A

Ejemplo: Para ilustrar los operadores de Prolongacién y Restriccién considera-
remos ahora un ejemplo sencillo en dimensién 1 que ilustra suficientemente el pro-
blema. En la figura se representan las tres funciones de la base de una malla
formada por tres elementos finitos de tipo (7, P,X) donde T es el tridngulo, P es el
espacio de polinomios de grado 1 y X es un intervalo. En la figura (6.4) se repre-
sentan las 5 funciones de la base de una malla formada por 4 elementos finitos. La
malla se obtiene de la malla gruesa anterior por refinamiento de los intervalos en
dos subintervalos iguales.

TN 0\ o9/

0.7 — -

05 4
04 -
031 4
02 4

01— -

Figura 6.3 Funciones de la base de .
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09— —

(1) (1)
N fo\ o\ fo\

06— -
05— -

04l -

02 —

01— -

Figura 6.4 Funciones de la base de .

Para construir los operadores de Prolongacion y de Restriccién basta expresar
las funciones de la base de .#( en funcién de las funciones de la base de .Z].
Tendremos,

1

0" =" +50." (6-13)
1 1

0" =07+ 30"+ 505" .19
1

0" = 0" + 505" (6.15)

Sea ahora una funcién v € #, C 4},
0) , (0 0) , (0 0) , (0
v=21"91" 11" 9s” +1{ ;"
que se representada por un vector de R3, V(0 = (vgo),vgo),vgo))’ . Sustituyendo en

la expresion de v anterior las funciones ¢)i<0> i=1,2,3, en funcién de la base de .#)

utilizando (6.13)), (6.14)), (6.13), resulta

0 0 0
g e

vg()) +v
2

v — V(]O)(Pl(l)+V§0)¢2(l)+v§0)¢§l)+ ¢5(1)
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de modo que las componentes de v en la base de .#) son

Vi =V
vgl) _ vgo)
vgn _ vgo)

1 _ vy

2
(1) _ "éO)"’VgO)
Vs i —

que se representa como un vector de R, V(D = (vgw,vgl) ; vgl) , vgl),vgl))t. El opera-

dor de restriccién R es entonces

1001/2 0
R=[(0101/21)2
001 0 1/2

y el operador de prolongacién es R'.

6.3. Analisis numérico del método multimalla

Primeramente analizaremos el método de 2 mallas y a continuacién el método
multimalla como una perturbacién del método de dos mallas. En lo que sigue hare-
mos uso de algunos resultados previos.

Lema 6.1 En .7 se tiene la siguiente desigualdad para valores de 0 < o < 1

a(u,v) <|l[ulllivallVllli-o  Vu,ve 4 (6.16)

Demostracion:

a(u,v) = ZZuivja(l//i, yj) = Zuiviﬂ,[

L

_ Zuil,-(lw)/zvl-/l»(l_a)/z

1

[T [

= lulllr+allVIl1—a
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]
Observar que la propiedad anterior es una propiedad algebraica.

Lema 6.2 Sean p, o, 3 > 0 entonces,

u o
() fla )= sup x*(1-x)f =( a+p

x€[0,1] a+p

(b) f(a,B)" = f(pa,pP)
(C) f(Ohﬁ):f(B,a)

)*(

Demostracion:
Demostremos (a). Pongamos y = x*(1 —x)#; derivando
Y =ax* ' (1—x)P —x*B(1—-x)f1=0

11 =x)P N a(1—x)—Bx) =0

de donde a(1 —x) — Bx =0y el mdximo se obtiene para el valor de x = x;5x =
y el valor del maximo y,,,, viene dado por

_a
o+

a4 B
Ymax—(m) (a+[3)B 6.17)

Las demostraciones de (b) y (c) son inmediatas. |

Lema 6.3 Si existen dos constantes Kk > 1y o > 0 tales que para u € M,
2
el 1-a < &2 ull]
entonces

ullli—p < &P2[[ul]] VB 0<B<a

Demostracion:
Utilizar la desigualdad de interpolacién demostrada en la seccion (6.5)

Ml 11—p < el 157 ua] | | =B/

o
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6.3.1. Método de dos mallas

Sea e el error inicial. Podemos representar una iteracion del algoritmo de dos
mallas de la siguiente manera

7(v2) (<g( y<v1><e)))

donde

= ¥ representa una iteracion del algoritmo suavizado.
= % representa la correccion

Elegiremos para simplificar v; = v, = v/2 y queremos estimar & tal que
1772 (% (2 ) )l < &l el
Observar que al reiterar las iteraciones la secuencia del algoritmo es
Vg Vg gWVesWV) ¢V

de modo que v =1 tiene sentido salvo en la primer pre-suavizado y en el dltimo
post-suavizado.

Suavizado, .7 (V/?) (e):

Sea e = Y v;y; un error de partida y .7 (e) = ¥.s'y; el error después de realizar
una iteracion del algoritmo de suavizado tomando como valor inicial el correspon-
diente a e y que viene definido por

b(y(e)le]):b(ele/J)fa(evWJ) V_] (6.18)

sustituyendo la expresién de e y de . (e) en (6.18). Gracias a las propiedades de
ortogonalidad y (6.7) de la base de funciones propias (;); resulta

si=(1—2)v Vj
Tenemoss las siguientes propiedades de la iteracidn de suavizado:
Lema 6.4 Para todo 6 € R

1 (e)llle < Illelllo (6.19)

Demostracion:
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117 (e)l[fg = Yvi (1= 2)°2°
SZV?lf’:IIIeIIIe

Lema 6.5 Para o > 0 tendremos:

1SY2 (e)lll1+a < F(v/2.0/2)][le]]

Demostracion:

1S 2 (@lF 1o = Xvi(1=2:)¥ 21
=Y i1 =) A% N
< f(\’,06)|||t‘3|||2
de donde finalmente se obtiene (6.20)

Lema 6.6 Para o > 0 tendremos:

1SV ()] < £(v/2,0/2)llell;-a

Demostracion:

112 (e)ll]> = Y vi(1 =2
_ZV la/ll o
§f(v,a)|\|e|||17a

de donde finalmente se obtiene (6.21)
Observacion:

6 El Método Multimalla

(6.20)

(6.21)

Observemos ahora que si denotamos la norma en L?() mediante ||v|[o.q =

(v,v)!/? tendremos
1IV1115 = be(v,v) = Acl VG 2

(6.22)

En un problema eliptico de segundo orden utilizando (6.9) y la relacién (6.11),
de la estimaci6n (6.21) con o = 1 resulta para la iteracién de Richardson

c
HIS® )il < =i lelloa
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donde C es una constante independiente de k. Vemos que el factor de reducciéon
del error depende de h;l que es un valor en general muy grande para las mallas
mas finas por lo que en general se necesitarian muchas iteraciones del algoritmo de
suavizado para reducir significativamente el error si permanecemos en el nivel k. La
idea que subyace en el método multimalla es ir a corregir el error en mallas menos
finas donde el valor de % es mas grande.

Correccién en la malla inferior, €'(.7(V/?) (¢)):

Sea uy 1a solucién exacta en el .}, y e un error inicial correspondiente a una solu-
., . . v/2 . ., . Py .
cién aproximada de partida. Sea u,(( ) a aproximacion obtenida depués de realizar

v/2 iteraciones de suavizado en la malla k. Sea .7(V/?)(¢) = e,(cv/z) =y — u,(cv/z)

el error correspondiente a esta aproximacién. La correccién (correccién exacta en
el método de 2 mallas) en el nivel kK — 1 consiste en resolver el siguiente problema:
Hallar 6 € .. tal que

2 2
a(0,vi—1) = g(vk-1) *a(uliv/ Vi) = aluy — M;Ev/ " vel1) Vi) € My
o bien,
2
a(5,vk,1) = a(uk — u,((v/ ),kal) Vvi_1 € M
es decir,
a(d —ef{v/z),vk_l) =0 Vv € M

d es la proyeccién ortogonal del error e,({v/ 2 en el subespacio .#_; donde la

ortogonalidad es en el sentido del producto escalar a(.,.). El valor corregido es

u,((v/ 2¢) = u,((v/ 2 + &, por lo tanto el error despues del presuavizado y la correccion

€s
%(y(v/z) (6)) = Cg(el((v/2>) =uy— u]((v/zc) = Ui — (ul((V/Z) + 5) = e,((v/z) -0 € ‘%kil

Podemos considerar que los elementos de ///k{ | son de variacién lenta y los de
My son de variacion rdpida. Tenemos ahora que estimar

2 2
e =111 = ll1% el
Teorema 6.1 Supongamos que existe constantes Kk > 1y o > 0 tales que para todo

Ve (///kil N Ay,
Ve < &*2[[v]l] (6.23)

entonces

1172 (5 (LY ()| < Ellelll Ve € (6.24)
donde
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k—1., . Kk—1
) osivs ——
K o

(

K
K*f(v,a) siv>——

)
I
|
_

Comentario:

(v/2)

Puesto que J es la proyeccién ortogonal de e, '™,

(v/2) _ (v/2) _
et =5l = _inf[llef" =]l

Tenemos para todo v € 7 ,|||v|||> = a(v,v). En problemas elipticos de segundo
orden donde 7 es H' o un subespacio del mismo la norma |||.||| es equivalente a la
norma ||.||; de H! con constantes de equivalencia independientes de k. La dificultad
que tenemos a la hora de encontrar una estimacién de |||e,<€v/ 2 ||| es que e}({v/ 2)
no es en general suficientemente regular para poder utilizar una estimacién del tipo

||e,(€v/2) —vi—1|l1 < Chy—y ||e](cv/2>\|2 para todo vx_| € .#_; puesto que en general

"1 ¢ 12

Demostracion:

Presuavizado y correccion:

Tenemos gracias a la ortogonalidad entre %(e,(cv/ 2>) y %(e,(cv/ 2>) - e,(CV/ 2

RACHE)

< N1E N 1-allle?]

2 2
k(1% e 11

|l+a

A

donde se ha utilizado la hipétesis (6.23). Simplificando y utilizando la estimacién

©20) 2
€I < k42 £ (v/2,0/2)][[e]] (6.25)

Postsuavizado:
Después del postsuavizado, utilizando (6.21), resulta

1SV (@ (el NI < £(v/2,0/ 21 )i -a

utilizando de nuevo (6.23), la estimaci6n anterior (6.23)) y las propiedades de la
funcién f(.,.) se obtiene

1SV (& (NI < k% (v, @)]le]l] (6.26)

Finalmente sustituimos o por 3 con 0 < 8 < o y minimizamos respecto a 3
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758 00,8 =1og (L) (0. ~0
de donde
KB _1
v+
lo que implica v
h= Kk—1

Tenemos dos casos si =7 > a entonces el miiimo se alcanza en el extremo 8 = o

y
§=x%f(v,a)

\4 ro _ _V
En el caso -y < « entonces el minimo se alcanza para 8 = Y5 y despues de

algunas operaciones elementales resulta

g= ("
K
|
AT
25 \nu=1, \kappa=10 \nu=1, \kappa=6
}7
\1 \nu=1, kappa=4
\ LT [T
/
T |
5
e
= S — \nu=2; kappa=4
5
25
\\
N B e S \nu=3, \kappa=4
X
0 0,25 0j5 0,75

Figura 6.5 Grifica x*f(v, @) vs o después Vv iteraciones
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Comentario:

Hasta aqui la teorfa es puramente algebraica pues en la obtencion de la estimacion
(6-24) no se hace uso del problema variacional en dimensién infinita de partida
del que provienen el sistema de ecuaciones algebraico. El punto clave estd en la
hipétesis (6.23). Si el pardmetro k no depende del nivel & el factor de reduccion del
error es independiente de dicho nivel. También la estimacion de & serd mejor cuanto
mads pequefio sea el valor de K

Veamos en un problema eliptico de segundo orden como se puede estimar un
valor de x independiente del parametro de la malla /.

Consideremos un problema eliptico de segundo orden,

—V(aVu)+bu=f inQ (6.27)
u=0 onl (6.28)

donde © es un dominio acotado y poliédrico de R¥=!23 y I" su frontera que supon-

dremos suficientemente regular. Suponemos f € L*(Q) y las funciones a € C'(Q)
y b € C%(Q) verificando

0 < apin < a(x) <amax Y 0 <bpin < b(x) < biax

En este caso tomaremos como espacio 7 = Hl (). La formulacién débil del
problema es hallar u € H(; () tal que

a(u,v):/QaVqu—f—buv:/va VveEH)(Q) (6.29)

Consideraremos la aproximacion del problema en una secuencia de espacios de
elementos finitos construidos sobre un conjunto de mallas encajadas formadas me-
diante triangulaciones regulares J; de Q y .#) = {v; : Q — R, continuas ,vk|rj c
Pi(Tj)}. Si desiganmos /y el tamafo caracteristico del la malla asociada al nivel &
supondremos la relacién hy_; = 2h;. Consideraremos en primer lugar el caso mas
sencillo en el que se tienen las hipdtesis de regularidad y aproximacién habituales.

Teorema 6.2 Supongamos que se verifican las siguientes:

1. Hipotesis de regularidad.
Supongamos que la solucion u de (6.29) verifica:

l[u] 2.0 < Cal|f]lo,0 (6.30)

donde C, = Cy(a,b, Q)

2. Hipotesis de aproximacion.
Los espacios # satisfacen la siguiente propiedad de aproximacion: para v €
H?(Q)

inf |[v—xlli,0 < GChl|v]|2,0 (6.31)
XEM

donde C3 = C3(22, %)
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Entonces para todo v € ///k{ | existe una constante K > 0 tal que

villo < &2 |W]11x (6.32)

Demostracion:

Observemos que la relacién (6.11)) da
[11v/llo < Car '[Ivlo.c (6.33)
Y tenemos también la equivalencia de normas
Gollvlll < [vl[r.a < GV (6.34)

Para estimar ||v||o o utilizaremos un argumento de dualidad estindar. Sea u €
L*(Q) y seaz € A la solucion de

a(z,w) = (u,w) Ywe H
Elegimos w =v € .#* |. Para todo Y € .#_; tendremos

(m,v) =a(z,v) =alz—x.v) <llz—xlli.e- Ve
< Gl llzl 2.0l vl

< GGl |pllo.elvl1.e
de donde
,V
) < GGl V|10
l[iel]o,@
v
I[v[lo,e = sup (.v) < GGy ||v]|1,0 = 2CCahyg| V] |10

y utilizando (6.33) y (6.34)

[[Vllo < 2CC3Cs]|v][1,0 < 2C1CCC4][|v]]| (6.35)

de donde k!/2 = 2C1C,C3Cs. |
Consideraremos ahora el caso mas general con hipétesis de regularidad mas débi-
les.

Teorema 6.3 Sean J° = H*(Q) los espacios de Sobolev con las normas corres-
pondientes ||.||s.q, #° =L*(Q) y #"' = H} (Q). También 7~ = H5(Q) es el
espacio dual de 7° = H*(Q) y designamos mediante < .,. > el producto de dua-
lidad correspondiente.

1. Hipotesis de regularidad.
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Supongamos que la solucion u de (6.29) verifica: Para 0 < a < 1
l[u|[1+0.0 < Co|flla=1,0 (6.36)
donde Cy = C1(a,b,R2)
2. Hipdtesis de aproximacion.

Los espacios M, satisfacen la siguiente propiedad de aproximacion: para v €
Ay 0<a<l

inf [Iv—xll1.0 < CHEIM 1 (637)
XEA),

donde C3 = C3(2,9)

Queremos demostrar que para todo v € M, kl— | existe una constante K > 0 tal que

Nvlh—a < &*2]||v]|| (6.38)

Demostracion:

Observemos que la relacién (6.12) da
1VI1-a < Caly VIl -ag (6.39)
Y tenemos también la equivalencia de normas
GolIPlll < [vll.e < Gi[vl| (6.40)

Para estimar ||v|||_q o utilizaremos un argumento de dualidad. Sea u € %!y
sea z € S la solucién de

alz,w) =< u,w> VYwe H#
Elegimosw=v € ///k{ |» para todo ¥ € .#}_ tendremos

<Mv>=alzv)=alz—xv) <|z—2llLe- Ve
< G llzlhi+aelPhe
< GG |ulli—aalVlie

de donde
< u,v>
SHEYZ oo e
lulh-a.0
< Hu,v>
Mhose = s 2 < ooCafy[vl1.e = 2“CoChE bl

peset ||Hla—1.0

y utilizando (6.39) y (6.40)



6.3 Andlisis numérico del método multimalla 127
[Vll[1—a < 2%C2C3Cu| V|10 < 2%C1CCC] | V| (6.41)

de donde k%/2 = 2%C,C,C5Cy. [ ]

6.3.2. Convergencia del Método multimalla, ciclo W (y = 2)

Vamos a considerar el Método multimalla como una perturbacién del método
de dos mallas, concretamente el llamado ciclo W que corresponde a un nimero de
llamadas y = 2 del algoritmo multimalla de nivel inferior. En el ciclo W el error e
inicial se transformard en

7(v/2) (%(y(vm(e)))

con € en lugar de €. Aqui € representa 2 llamadas al algoritmo multimalla de nivel
inferior .#_;. Queremos calcular & tal que

1172V )] < Elllell]
Teorema 6.4 Supongamos

P (G (P I <Elllell] Ve € 4

donde & estd definida en el teorema . Entonces existe 0 < E < 1 independiente
de k tal que 5 ~
V(G (A ) < Elllell] Ve e s 6.42)

Demostracion:

Procederemos por induccién. El teorema es cierto para un método de dos mallas,
k = 2. En efecto, en este caso & es la solucién exacta en la malla inferior k = 1,
E =¢y es cierto como consecuencia del teorema .

Supongamos ahora que el teorema es cierto para k — 1 mallas. Sea & = .&(V/2) (e)
el error en .} después del presuavizado y sea & la correccién exacta en .#j_1,
es decir, 0 es la proyeccién ortogonal de & sobre .7 en el sentido del producto
escalar a(.,.). Sea 0 la correccién obtenida después de aplicar dos veces el algoritmo
multimalla (con ¥ = 2) en .#},_1. Con las mismas notaciones que en el teorema ,
¢=38+%(e) y de forma correspondiente & = § + % (¢). Tendremos por la hipétesis
de induccién

116 =811l < &211181]]

es decir,

lle—¢ (@)~ (—C@)lll = lICe) ~ ¢ (@)l < §IC(2) —ell|
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Tenemos C(é) —€(&) € My—1 y C(é) — & € My, y también (&) € M- . Apli-
cando el teorema de Pitdgoras

11€(e) % (2)+E>¢(@)||I* =
I1€(2) ¢ @I +&*l|1€ @)l <
gHle @) —alll> +llI€@)ll?) =&l

Tomemos ahora en cuenta el presuavizado y el postsuavizado. Teniendo en cuenta
la propiedad (6.19) para 6 = 1

I[P )| = lll(1 =& (FV (e) + S VG —% +E26) (S

< (1= @ (L NI+ | VPUE —€ +E6) (7P )]
< ((1=EHE+E2)llelll = E][le]]

donde la dltima igualdad es cierta siempre que
E=(1-85+8=¢-¢82+8

o bien o
(1-§)&-E+&=0
Despejando é

£ 1+(2&-1)
2(1-¢)
de las dos soluciones tinicamente la solucién
-5
-
da un valor de é > 0 para valores de & > 0. Para obtener valores de S < 1 necesita-
mos tener & < 0.5, pero siempre podemos elegir v de manera que & < 0.5. ]

6.3.3. Convergencia del Método multimalla, cicloV (y=1)

Consideramos en esta subseccién la convergencia del método multimalla con una
sola llamada al algoritmo de multimalla de nivel inferior, es decir, el llamado ciclo
V que corresponde a y = 1.

El andlisis de la convergencia del ciclo V necesita dos resultados previos acerca
del suavizado.

Lema 6.7 Seau € #;,y0 < a < 1. Entonces

YA @1/l < (12D @ IR/ IR 643)

V2 (e
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el e/l < (0= 111,772 ) [P/l ]2) (6.44)

Demostracion:

Para demostrar (6.43) veamos primero que
1172 @[] < 1172 ) [/ faf [ (6.45)
En efecto, mediante induccién sobre v, (6.43) es cierta para v = 1, pues
11SY2 @I = a2 (w), V2 (w) = a(.7 (u),u) < |7 @)]]].]]]ul]
1SY2 @I < 1117 @)1 [l

Supongamos ahora cierta la desigualdad (6.43) para v — 1 y veamos que entonces
es cierta para Vv,

PP = a2 ), 72 w) = a7 072 (), 70 ()
< 2 7072 |

Utilizando ahora la hipétesis de induccién en el segundo factor del dltimo producto
1172 @)l[[P < 112D @[]0 ]l |7

ycomo 2— (v —1)/v = (v+1)/v resulta simplificando y extrayendo la raiz (v +
1)/v en los dos miembros de la desigualdad obtenemos (6.45). Finalmente (6.43))
se obtiene de (6.43)) elevando los dos miembros a la potencia v + 1 y reordenando,

Y2 @)1+ < 17D ) )] |

yv+l/2 IV
Il T

V||| <

dividiendo por |||u||| se obtiene (6.43).
Para demostrar (6.44) observemos primero

117 YD )| |? = Zul—
:Zﬁ%_zﬁwzmwﬁwwm%

de donde
115 = [[]ual 1> = ||/ (w) || (6.46)

Ahora utilizando la desigualdad de interpolacién (6.39) y la observacion (6.46) te-
nemos
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_ 2
el < [P | P = 1117072 ) [ 2)

_ 2U72) ()12 2
= a1l (1|21 = L))/

_ _ D)2\ a/2
*|H"‘|||(1 MNP )

Dividiendo por |||u||| obtenemos (6.44). |

Teorema 6.5 Supongamos que existe una constante K > 1 independiente del nivel
k tal que para todo u € //lkﬁl N A, tal que

el o < /2] ull] (6.47)

Supongamos ademds que para todo v € M se verifica la siguiente hipdtesis de
induccion

AR AGIESIOR (6.48)
donde & = - Entonces
1|7 2(E (NI < Ell]] (6.49)
Demostracion:

Procederemos por induccién. Observemos primero que al igual que en el ciclo W
la hipétesis (6.48) es la hipétesis de induccién correspondiente a una dnica llamada
al algoritmo multimalla de nivel inferior. El teorema es cierto para un método de dos
mallas, kK = 2. En efecto, en este caso & es la solucién exacta en la malla inferior
k=1

Supongamos ahora que el teorema es cierto para k — 1 niveles, es decir, se verifica
[6.48). Tenemos por una parte, para todo v € .#, razonando como en el teorema
%ﬁ(\/) ~C(v) € M1y C(v)—vE My, y también € (v) € M- . Tenemos
entonces las siguientes propiedades:

= Aplicando el teorema de Pitdgoras
€)= ) +EE WP =
1€ W) = EW)IIIP+E T W) <
E(IE @) —vIIP+EMmIIP) = S2IMIP
y extrayendo la raiz cuadrada
[1E0) =€)+ &I < IV
= Sea ahora parav € .}

) = 1=l DR ) 1P/l P W)l
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y denotemos 7 = .#(¥/2)(v). Entonces tendremos utilizando (6.43)) con u = v

V2
|||v|=|||y<v/2><v>||='”‘7”|m“'|| I

|72 )|\ v2 v/2
< . =(1—-

= Aplicando y la ortogonalidad entre € (v) y v —%'(v) para todo v € .,
NIE WP =a(E(v),E (1) = a(E(v),v) < [[[€W)lllol|IV]]]2
teniendo en cuenta la hipédtesis y simplificando
HE W< &IVl
» Utilizando (6.44) cona=1yu=7v

@I < /2117112
ISR
1l

K2y 2 )] 1191

S K.I/Z(l _

)17

Ahora, denotemos w € ., y w = . (v/ 2)( ). Como €2 =%, se tiene

a(€'(v),w) = a(€*(9),w) = a(%(7), € (W))

(€ (7),€ (W) +a((€ —€+E%)(7),w)
K1/2y12 ()12 1/2< )+ é)|||v||||||w|||

(1-¢)
2 2
< (=& 22 0) +-8) (1 =y (A =y(0) VIl
y finalmente observando que 0 < y(v) < 1 para todo v € .}
1|7 E (P NIl < Sl[lopl]((l—E)KHé)(l—x)lele
xel0,

K
< sup (va+1)(1—x)"|[vl]]

K+V ielo]

K‘—|—V

donde hemos sustituido el valor de & por & = v
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Observacién: En el anterior teorema se ha utilizado la condicién de regularidad
determinada por o = 1.
Observacién: La demostracion anterior también es vélida para el ciclo W. En la
I : £ £2 o £2 _ _K
demostracién se sustituye & por &%y se elige §° = . De modo que en el caso
o = 1 para el ciclo W tendremos

Corolario 6.1 Con las hipétesis de los teoremas y para o. = 1 tendremos
para el ciclo W

L7 (L (Y2 < EllvII| (6.50)

donde f_ = ml’n{§~ ,E} donde E y é estdn definidos como en los teoremas (ﬂ) y
(6.3) respectivamente.

6.4. Complejidad Algoritmica del Método Multimalla

En esta seccidn estudiaremos la complejidad algoritmica del método multima-
1la, es decir, el nimero de operaciones necesario para resolver un sistema de ecua-
ciones con el método multimalla. Estimemos en primer lugar el nimero de ope-
raciones necesario para realizar una iteracién del algoritmo. Sea n; el nimero de
incégnitas (ecuaciones) en el nivel k. Supongamos Cy = supy;<x "fl—: Llamemos
0 = Cyy < 1. Sea v el nimero de suavizados (presuavizados y postsuavizados) en
cada iteracion. Para un ciclo 7y y para todo nivel k el nimero de operaciones en cada
paso del algoritmo es

Suavizado, .¥: C .1y

= Restriccion, Z: Cop.ny

= Prolongacién, &: Cp.ny

= Resolucién exacta en el nivel k = 0: Gy

El nimero de operaciones Nop en una iteracion del algoritmo multimalla del ciclo
Y sera

Nop = (VCy +Cq+Co)(nk + yng 1+ ...+ Y ') +¥*7'Co
erl
= (VCy +ng—|—CLa/z)(1 +6+._.+9K71)HK+ﬁCO

CH

K—1
< ((VCy-i-C%-FCp}) n Cob

<
1-6 ni )nK_CnK

donde se ha tenido en cuenta

ng_1 < Cyng

ng_a < Cyng_1 < Cing

n < Cgfan
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Observaciones:

Veamos en que condiciones se cumple la restriccion 6 < 1 de modo que el nime-
ro de operaciones de una iteracién del algoritmo multimalla de ciclo ¥ sea propor-
cional al niimero de ecuaciones. Llamando /; al didmetro maximo de los elementos
de mallado correspondiente al espacio M, en un refinamiento uniforme tendremos

—d
h’;lk ~ 2y en consecuencia “«-L = h’;%; ~ 274 ~ Cy. De modo que

0=Chyy~29y<1

lo que implica la condicién y < 2¢. Por tanto en problemas de dimensién d = 1,
se necesita Y = 1. En problemas de dimensién d = 2 la condicién es 8 = yCy =
%’ < 1 que se satisface para ¥ < 3. En problemas de dimensién d = 3 la condicién
es 0 =yChy = y < 1 que se satisface para y < 7. En un refinamiento adaptativo en
problemas en d1mens10n d = 2, tendremos ”k L 2~ 1/2 = Cy, necesitamos entonces
Y < 2, es decir y= 1. Para el ciclo V tenemos siempre 8 = Cy < 1, la condicién es
"’;k‘ < 1 que se satisface siempre.

Evaluemos ahora el niimero de operaciones necesarias para obtener una solucion
aproximada del sistema de ecuaciones con un error inferior a una toleracia prefijada.

Sea ug € .k la solucién exacta en el nivel K. Sea u}?) € Mk el valor aproximado

inicial y ug) € M el valor obtenido despues de i iteraciones del algoritmo multi-
malla. Queremos elegir el nimero de iteraciones i de manera que

) —ugl| < ¢l —uxl|, ¢ <e (6.51)

donde ¢ = <§ paray=2o0¢= é para ¥ = 1 definido en los teoremas y .
La tolerancia € esta fijada de antemano. En la practica si estamos resolviendo un
sistema de ecuaciones que proviene de la aproximacién de un problema de ecuacio-
nes en derivadas parciales mediante el Método de Elementos Finitos ( o Diferencias
Finitas o Volimenes Finitos) queremos obtener una solucién aproximada dentro de
los mérgenes de error del propio método, es decir, si suponemos que el método es
de orden s, el requerimiento serd ¢' = Chj. De modo que si ng = h,}d, ¢l = Cn;/ d
de donde tomando logaritmos

ilog(g) =10g(C) - — log(n)

es decir el nimero de iteraciones a realizar i es del orden i = &(lognk) y el nimero
total de operaciones para resolver el problema dentro de la precision prefijada serd

O (nklog(nk))
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Método Multimalla Completo: Iteracion Anidada

En el algoritmo multimalla considerado anteriormente el punto de partida es el
sistema correspondiente a la malla mds fina es decir la correspondiente al espacio
Mx. Consideremos ahora una modificacién del algoritmo en la que el punto de
partida es el sistema con menor nimero de ecuaciones, es decir el correspondiente
a la malla mds gruesa correspondiente al espacio .#. El algoritmo siguiente se
conoce como Método Multimalla Completo (en inglés “Full Multigrid Method”) y
se basa en la iteracion anidada siguiente:

1. i = ugp solucién exacta en .#
2. Parak=1,...,.K

a) upo = I (iix—1)
b)y MGM (k,v1,Va,7,i,ux 0, )
¢) G = u

donde I;_  es el operador de prolongacion

Hk—l,k : ///k—l — ///k
Vk—1 =7 Vk = Vk—1

y ademads el ndmero de iteraciones i es el mismo para todos los niveles k.

Consideremos ahora la resolucién mediante el Método de Elementos Finitos del
problema con el algoritmo multimalla completo. Podemos enunciar la siguien-
te estimacion del error,

Teorema 6.6 (Estimacion del error para la iteracion anidada) Sean Cy > 0, s > 0
y hy verificando

i —ull < Cily 652)
Hkal,k(ukfl)_ukHSClhi Vk (653)

donde ||v|| es lanormadev € F. Sea ¢ = fpara Y=20¢= é para 'y =1, definido
en los teoremas (6.4) y (6.3)), entonces

| — ug|| < C3Ciy, (6.54)
con '
. ¢!
3(6:0) = 5 “Coc
donde L
Cp = sup (—kil )S

PR

Observacién: Observemos que la tinica condicién requerida para el valor de i es
Gl < 1.
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Demostracion:

Procederemos por recurrencia: Para k = 0 el teorema es cierto. Supongamos cier-
to el teorema para un nivel k — 1, es decir,

i1 — w1 || < C3Cihy_,
tendremos para el error en el nivel k

- ' i (0 ' -
g = el = o = ]l < 6o = el = 11T (1) = |
= G"||[Te—1 e (g—1) — i + Tl e (dig—1) — Ih— 1 g (uge—1)||
< 6 (11T Cakt) = gl |+ | T ]t — s ]
< (Cihy+C3Cih; ) < 'Cihi(1+C30Cy)
=C3Ci Iy,
donde el dltimo paso es cierto si elegimos C3(¢,i) = %;g, |
Comentario: Hemos utilizado la propiedad ||IT;_; x|| < 1. En efecto si ITj_; x es
el operador de prolongacién definido por la inyeccion de .#;_; en .#;, tenemos
|[TT1 k|| = 1.
Comentario: La estimacion habitual en una aproximacion mediante Elementos
Finitos del problema (6.1)) es

[lug —ul|| < Chy Vk

donde podemos suponer que la constante C es independiente del nivel k. Utilizando
Gy > (HeLys

[T g (1) — wiel| = [ty = wiel| < [Jte—1 — ul |+ | |age — u]
< Chl_ | +Ch < Ch(1+C)

Eligiendo ahora C; = (14 C>)C se obtienen las dos propiedades y para
la misma constante C; del enunciado.

Comentario: El teorema asegura que la cota del error en todos los niveles
k=0,1,...,K difiere respecto al error de discretizacién Cyhj Unicamente por fac-
tor C3(g,i).

Coste de la iteracion anidada

Vamos a evaluar el nimero de operaciones en el nivel k de la iteraciéon anidada.

El coste de una iteracién del método multimalla en el nivel k, despreciado el coste

L. k-1 . ., .
del término GT .ny correspondiente a la resolucion exacta en el nivel k = 0, es
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(VCy +Cy+Cxp)ny

Wie= 1—-6

donde 6 = Cyy < 1. Puesto que tenemos n;_; < Cyny tendremos en cada nivel

Wk_1 < CgWk
W2 < CyWi_1 < C3Wk

= ..
= Wi <Cji “Wk

El coste de la iteracién anidada serd
Wi +iWo + ...+ iW, +...+iWg

K
<iy cp Wi <
k=1

l
W,
1—cy X

También hemos despreciando el coste de la prolongacién u,({o) =TT (fg—1)-

En consecuencia el nimero de operaciones para realizar la iteracion anidada con
i iteraciones en cada nivel es a lo sumo ﬁ veces mds que i iteraciones simples en
el nivel K.

Corolario 6.2 En el contexto anterior, el niimero de operaciones para resolver el
sistema de ecuaciones utilizando la iteracion anidada es proporcional al niimero de
ecuaciones.

Demostracion:

Basta elegir el nimero de iteraciones i a realizar en cada nivel verificando C,¢' <
1. [ |

6.5. Anexo: Desigualdades de Holder

Teorema 6.7 (Desigualdad de Young)
Paral<p,qconl/p+1/q=1

1 1
a,b< ;a” + ;b” Ya>0Vb>0 (6.55)

Demostracion:

La funcién logaritmo es céncava sobre ]0, o],

1 1 1 1
log(—a” + —b?) > —log(a) + —log(q) = log(ab
(p p ) p (a) p (q) (ab)
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de donde como la funcién logaritmo es también creciente en |0, o[ se obtiene (6.55))
]

Teorema 6.8 (Desigualdad de Holder)
Sean u = (uy,...,ug) ,v=(v1,...,vq)" € R? con producto escalar (u,v) = ¥ u;v;
y las normas ||v||, = (¥, |u,~\p) 1/ paratodo p € R con 1 < p. Tenemos para p,q > 1

yl/p+1/g=1
[, v)] < [Jullp-[Ivllq (6.56)

Demostracion:

Aplicando la desigualdad de Young (6.53) a los productos |u;]|.|vi],
1 p 1 q 1 » 1 q
) < Yl il < =Y ol + = Y vil? = = lul [+ = [v][{ (6.57)
i P q p q
reemplazando u por Aucon A >0
AP 1

Al(u,v)| < —||ul|b+ —||v||2
|(u, )| pll 15 qll I¥

dividiendo por 4
(r=1)

1
()| < [ullp + 7 1Mlg

minimizando el término de la derecha en la anterior desigualdad con respecto a A,
el valor minimo se alcanza para A = Apin = [[ul],".||v] 9/P y sustituyendo este valor

se obtiene (6.56). [ ]

Corolario 6.3 (Desigualdad de interpolacion 1)
Para 0 < B < « se tiene la siguiente desigualdad de interpolacion

5 1-8
ITi—g < (Vg VI e (6.58)

Demostracion:

IWI3_p = Y il P

B B_ _B _B
_yh e b
i
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=]

28 B(1—a) 21-8y 11— . . .
llamemos a; =v; * 1. ybi=v;," *’A; ©yapliquemos la siguiente desigual-
dad de Holder (6.56) para py gcon 1/p+1/g=1

Zaibi < (Zaf)l/l’(zbf)l/q

resultando

B B ﬁ
|||V|H1 ﬁ_ (Z l'zpalipa(l Ot))l/p(zvlz (1 lq ))l/q

i i

eligiendo py gtalesque 1/p=p/ay1/q=1—f/a resulta

B .
VI p < szl] “)e szl

extrayendo la raiz cuadrada en los dos miembros de la desigualdad se obtiene (6.58).
u

B 2ﬁ B
= Il e vl

Corolario 6.4 (Desigualdad de interpolacion 2)
Para 0 < o < 1 se tiene la siguiente desigualdad de interpolacion

¥l e < I HIVIE (6.59)

Demostracion:

VIR o = Z At
_Z 1 —a) 20(}/20(

llamemos a; = viz(l_a)li(l_a) y bi = v,-z"‘),iza) y apliquemos la siguiente desigual-
dad de Holder (6.56) para py gcon 1/p+1/g=1

Zaibi < (Zaf)l/l’(zbf)l/q

resultando

VI g = Ly Oa ey ey y2ae 20y Va

i i
eligiendo py g talesque 1/p=1—ay 1/qg = a resulta

IR e < (L vFA) (L viA?) ™ = IvIIP vl 3
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extrayendo la raiz cuadrada en los dos miembros de la desigualdad se obtiene
]






Capitulo 7
Problemas parabdlicos

Resumen Este capitulo abordaremos el estudio de problemas evolutivos, es decir,
en los que interviene la variable temporal. Nos centraremos en los problemas de
tipo parabdlico, como la ecuacién del calor, y daremos una formulacién matemadtica
precisa de los mismos. Nos limitaremos al caso de problemas parabdlicos lineales.

7.1. La ecuacion del calor

Vamos a utilizar como ejemplo modelo de problema parabdlico la ecuacion del
calor. Pretendemos dar una formulacién variacional para los problemas parabdlicos
lineales andloga a la formulacién variacional vista para los problemas elipticos.

Sea Q un abierto acotado de R?, con frontera I" suficientemente regular en el
sentido del Teorema de la traza, por ejemplo, de clase C! a trozos. Sea T > 0, el
dominio ahora sera:

Or =Q X (O,T)
Iy =Ix(0,T)

Consideremos el siguiente problema:

(PC1) Dadas uy: 2 - Ry f: Or — R, hallar u : (x,t) € Qr — u(x,7) € R
solucion de,

‘3—'; —Au=f enQr (ecuacion del calor)
u=0 sobre Xy (condicion de frontera)
u(,0) =up enQ (condicion inicial)

Estas ecuaciones representan la evolucién en el tiempo de la temperatura u de un
medio £ homogéneo e isétropo, sometido a una fuente (o sumidero) de calor f tal
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que las constantes fisicas son igual a 1, la temperatura es nula en la frontera, y la
temperatura inicial es ug.

Para mantener la precisién matematica, supongamos que la solucién u de este
problema es suficientemente regular. Multipliquemos la ecuacién del calor por una
funcion test v € H& (Q), e integremos en 2, obteniendo:

Q%(X,I)V(X)dx—/ﬂAu(x,t)v(x)dx:/Qf(x7t)v(x)dx

Utilizando la férmula de Green, teniendo en cuenta que v|r =0, y que,

/ au dx*jt/ u(x,t)v(x)dx

tenemos que Vv € Hé (Q), se ha de verificar,

%/ dx—i—Z/ dx—/fxt

Observemos los distintos papeles que juegan las variables x y ¢, podemos sepa-
rarlas del siguiente modo: dada la funcién

u:QT:QX(O,T) - R
x,t > u(x,t)

introducimos para cada t € (0,7) la funcién

ut): 2 - R
X = u(x,r)

de modo que esta funcién se puede identificar con una funcién ¢ — u(r) definida
sobre (0,7) a valores en un cierto espacio de funciones de 2 en R. De la misma
forma podemos entender la funcién f, como una funcién definida sobre (0,7) a
valores en un cierto espacio de funciones de Q2 en R, otro distinto.

Definamos ahora V¢, y € L*(Q)

(0.v)= [ 9)vixas

y también V¢, v € H} ()

alo.y) = Z/ 8x, axl x)dx

de modo que podemos definir una nueva formulacién variacional para el problema
anterior:
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(PC2) Hallar u : t € (0,T) — u(t) € H}(Q) tal que Vv € H}(Q)

i ®),v) +alu(),v) = (f(1),v)
u(0) =uo

donde la derivada % es en el sentido de las distribuciones en (0, 7).

Esta nueva formulacién de la ecuacion del calor queda imprecisa en el sentido
de la dependencia con respecto a ¢ de la funcién t — u(r). Es conveniente que esta
funcién sea continua en un cierto sentido a fin de que la condicidn inicial tenga
sentido, como veremos en la siguiente seccién. La condicién de frontera Dirichlet
homogénea queda implicita en el hecho de que u(t) € H} (Q).

7.2. Problemas parabélicos abstractos

Veamos una caso general de problema parabdlico lineal que se puede adaptar a
multiples aplicaciones précticas, mediante una formulacién abstracta generalizada:

= Sean dos espacios de Hilbert sobre R, V (con su producto escalar (-,-) y norma
| -| correspondiente) y H (denotamos || - || a su norma), tales que:

e V C H mediante una inyeccién continua,
e VesdensoenH,

= y una forma bilineal a(-,-) continua sobre V x V

Debemos introducir un espacio de funciones v : t — v(¢) definido sobre (0,T) a
valoresenV oen H.

De manera general, si X es un espacio de Banach de norma || - ||x, para todo
entero m > 0, se designa por C"(0,T;X), para 0 < T < +oo, el espacio de funciones
m-continuamente diferenciables sobre (0,7) a valores en X, que es un espacio de
Banach con la norma

dl
Mlleno.ra = max  sup |15 (1)[lx
e 0<I<m 0<t<T d[l

Por otra parte, Vp € R, con 1 < p < +eo, se designa por L”(0,T;X) al espacio

de funciones  — v(r) fuertemente medibles sobre (0, T) para la medida dt, es decir,
que las funciones escalares ¢ — ||v(¢)||x son medibles para la medida dt, y tales que

T 1/p
||V||U’(0.T;X):(/O |v(t)|§;dt) < too

y con esta norma, el espacio L?(0,7;X) es un espacio de Banach.
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Si X es un espacio de Hilbert de producto escalar (-,-)x, entonces L(0,T;X) es
un espacio de Hilbert con el producto escalar

T
() = [ W)y (O)xds

Observar que si u : ¢ +— u(t) es una funcién de L>(0,7;X) y v € X, entonces la
funcién ¢ +— (u(t),v)x, es una funcién de L>(0,T).

Con estos espacios asi definidos, podemos formular de forma precisa el problema
parabdlico variacional general:

(PP) Dada uy € H'y f € L*(0,T;H), hallar u € L*(0,T;V)NC°(0,T;H) tal

queYv eV
6 (u(0).v) +a(u(t),v) = (£(1),)
u(0) =uy

donde la derivada % es el sentido de las distribuciones sobre (0, 7).

Observar que si u € L?(0,T;V), entonces las funciones ¢ + (u(t),v) y t —
a(u(t),v) son funciones de L*(0,T) Vv € V. Igualmente, si f € L>(0,T;H), la fun-
cién ¢ — (f(t),v) estd en L>(0,T) Vv € V. Por tanto, la ecuacién de la formulacién
débil (PP) tiene sentido en el espacio de las distribuciones sobre (0,7), 2'((0,T)).
Por otra parte, la condicién inicial u(0) = ug tiene sentido por la continuidad de la
funcién u de (0,T) en H, ya que u € C°(0,T;H).

En el ejemplo de la ecuacién del calor (PC2), tenemos V = H} (Q), H = [*(Q)
y la aplicacion bilineal es

u 8v

a(u,v) Z/ Ix; ax,

Se puede identificar L>(Q7) = L?(2 x (0,T)) con L?(0,T;L?*(2)) de modo que si
H = L*(), lahipétesis f € L*(0,T;H) equivale a f € L*>(Qr).

Para asegurar que el problema parabdlico variacional (PP) tiene solucién unica
debemos imponer que la aplicacién bilineal verifique ademads la hipétesis de tipo
coercivo siguiente:

Definicion 7.1 Una forma bilineal a(-,-) sobre V x V se dice que verifica la des-
igualdad de Garding si existen dos constantes o0 >0y A € R, tales que

alv,v) + AW > a|v|? WweV

Otras hipdtesis no esenciales pero si comodas para la demostracion de la existen-
cia y unicidad de la solucién del problema (PP) son, la compacidad de la inyeccion
canénica de V en H, y la simetria de la forma bilineal a(-,-). Con estas hipétesis el
problema (PP) tiene solucidn tnica, los detalles de la demostracién se pueden ver
en [2].
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7.3. Semidiscretizacion espacial de problemas parabdlicos

Sea Vj, un subespacio de dimension finita I = I(h) de V. Consideramos el siguien-
te problema aproximado:

(PPy) Dada ug , € Vy, hallar uy, : t € [0,T] — up(t) € Vy, solucion del sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias

Ly (t),vi) +alup (), vi) = (F(t),vi) Vi € Vi
up(0) = uo

Se puede demostrar la existencia y unicidad de la solucién del problema semi-
discreto (PPy,) (ver [2]).

En la prictica, introducimos una base (¢;)1<;<; del espacio V}, y escribimos uy,
de la forma

y de la misma forma,
I
uop,p = Z uo,i i
i=1
de modo que le problema semidiscreto (PP;) se escribe

w 1
ddlt(t) + Y alen@))ui(t) = (f(1),9;) j=1,...,1

i=1

™~

((PMD/')

i=1

Mj(O):I/t()’j jZl,...,[

Denotando la matriz de rigidez R = (a(;,9;))1<i j<i, y 1a matriz de masa M =
((@i,9)))1<i,j<1, el problema semidiscreto (PP,) en forma matricial se escribe
dU(t
M% +RU(t) =F()
U(0) = U,

donde U(t) = (u1 (¢),...,us(t))', F(t) = ((f(¢),@1),--.,(f(t),9r))" y el vector ini-
cial Uy = (M()’l yene 7u071)’.

Queda por resolver numéricamente este sistema de ecuaciones diferenciales or-
dinarias de primer orden. La matriz M es simétrica, definido positiva y en general
bien condicionada, de modo que podemos escribir este sistema de la forma

du(t
# +M~'RU(t) =M~ 'F(¢)
U(0) =0
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que tiene solucién tnica parat > 0

— — t —
U(t):e”M 1RUO—&—e*ZM 1R/ eM IRMle(s)ds
0

7.4. Discretizacion total de problemas parabélicos

Dividimos el intervalo [0,7] en subintervalos de longitud Az, esto es, tomamos
una particion 0 =7y <t; < ... <ty =T donde t, = nA, paran =0,...,N donde
N =T /At. Denotamos U" = U (t,,) = (uy (tn), ..., us(t,)) = (U},..., UM

Aproximamos la ecuacién diferencial por un esquema en diferencias finitas sen-
cillo, concretamente el 8-método, para0 < 6 <1,

ﬁM(U’H_l _ Un) +RU"+9 — I;‘VH-Q7 0 <n SN—l
U’ =1,

donde U0 = QU + (1 —-0)U" y F"9 = OF (t,11) + (1 — 8)F (1,).
Esto equivale a buscar {u) € Vj,}o<,<n solucion Vv, €V, de
i(uz-‘rl - MZ,V],[) +a(uZ+G,Vh) = (f(tn+9)7vh)a 0 S n S N—-1
I/l2 = Uupp

donde ”Z+0 = QMZ-H +(1- 9)”2 Y f(tare) = 0f (tat1) + (1= 0)f(ta).
Las elecciones mas frecuentes del pardmetro 0 son:

= 0 =0, método de Euler explicito o progresivo, de orden 1, condicionalmente
estable.

= 0 = 1/2, método de Crank-Nicholson, de orden 2, incondicionalmente estable.

= 0 =1, método de Euler implicito o regresivo, de orden 1, incondicionalmente
estable.

La condicién de estabilidad para el esquema de Euler explicito viene dada por
At <2/2;,Vj=1,...,1 donde A; son los valores propios de M~'R. Estos valores
propios dependen la discretizacion espacial mediante elementos finitos, por lo tanto
se establece una condicion de estabilidad que relaciona el paso de tiempo At con h
tamafio de la malla de elementos finitos.



Capitulo 8
Problemas hiperbdlicos

Resumen Este capitulo abordaremos el estudio de problemas evolutivos de segundo
orden en tiempo, cuyo prototipo es la ecuacién de ondas. Daremos una formulacién
matemadtica precisa de los mismos sin profundizar en el estudio de la existencia y
unicidad de la solucién y analizaremos el método de Newmark para la discretizacién
temporal.

8.1. La ecuacion de ondas

Vamos a utilizar como ejemplo modelo de problema hiperbélico la ecuacién de
ondas.

Sea Q un abierto acotado de RY, con frontera I" suficientemente regular en el
sentido del Teorema de la traza, por ejemplo, de clase C! a trozos. Sea T > 0, el
dominio ahora sera:

Or =Q X (O,T)
Iy =Ix(0,T)

Consideremos el siguiente problema:

(PH1) Dadas up,u; : Q >Ry f: Oy = R, hallaru: (x,t) € Oy — u(x,7) €R
solucion de,

2
% —Au=f enQr (ecuacion de ondas)
u=0 sobre Xy (condicion de frontera)
u(-,t) =up enQ (condicion inicial)
GrC.t) =u; enQ (condicion inicial)
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Cuando f = 0, estas ecuaciones describen por ejemplo la propagacién en el tiem-
po de pequeiias perturbaciones u de presion del medio en el que se propaga la onda;
también puede ser el desplazamiento, respecto a sus posiciones de equilibrio, de las
particulas del gas, liquido o s6lido al propagarse la onda. Las condiciones de fronte-
ra de tipo Dirichlet homogéneas implican que las perturbaciones o desplazamientos
en la frontera son nulos. La condicién inicial ug es la perturbacion o desplazamiento
inicial, y u; es la velocidad inicial conocidas.

Para encontrar una formulacién matematica precisa de este problema, procedere-
mos como en el capitulo anterior. Supongamos que la solucién u es suficientemente
regular, multipliquemos la ecuacién de ondas por una funcién test v € Hg (Q), e
integremos en €2, obteniendo:

92
—?(x,t)v(x)dx— / Au(x,t)v(x)dx = / S, t)v(x)dx
o ot Q Q
Utilizando la férmula de Green, teniendo en cuenta que v|r =0, y que,

du? 42
o W(XJ)V(X)CZX = /Q u(x,t)v(x)dx

tenemos que Vv € H(} (), se ha de verificar,

j;/ dx+2/ ax, dx—/fxt x)dx

Separando las variables x y 7, es decir, introduciendo para cada ¢ € (0,7) la fun-
cién
u(t): Q2 - R
x = u(x,r)

(0.) = [ 6(wxax

y denotando Yo, y € L2(Q)

y también Vo, y € H} (Q)

alo.y) = lzi/ 3x, 8x, x)dx

podemos definir una nueva formulacién variacional para el problema anterior:

(PH2) Hallar u:t € (0,T) — u(t) € H} (Q) tal que Yv € H} (Q)
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donde la derivada % es en el sentido de las distribuciones en (0, 7).

En este caso, lo razonable serd exigir que u € C°(0,T;H} (2))NC!(0,T;L*(Q))
para que tengan sentido las condiciones iniciales.
8.2. Semidiscretizacion espacial de problemas hiperbolicos

Sea Vj, un subespacio de dimensién finita I = I(h) de V. Consideramos el siguien-
te problema aproximado:

(PHy) Dada ugj, y uy p, € Vi, hallar wy, = t € [0,T] — w,(t) € Vy solucion del
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

L (up(t),v4) +a(un(r),vi) = (f(£), 1) Y1 € Vi
duh(o) =upp
O =

En la préctica, introducimos una base (¢;)1<;<; del espacio V}, y escribimos u,
de la forma

y de la misma forma,

1
Uupp = Z uo,i Qi
i=1

I
Uy = Z Uu,iQ;

i=1
de modo que el problema semidiscreto (PHj,) se escribe
dzu,' (l‘) !

(90, 9j)— 5+ Y alei,0)ui(t) = (f(1),0;) j=1,....1
i=1

1
i=

1
Mj(O):I/t()’j jZl,...,[
duj
dt

Denotando la matriz de rigidez R = (a(@;, 9j))1<i j<1, ¥ la matriz de masa M =
((@i,9)))1<i,j<1, el problema semidiscreto (PHj,) en forma matricial se escribe

O)=ur; j=1,...,1



150 8 Problemas hiperbdlicos

2
Md;;(’) FRU(®H) = F(1)
U(0) =Uo
du
Z(O) =U
donde U(t) = (u1(t),...,us(t)), F(t) = ((f(t),01),...,(f(t), @) y los vectores
iniciales Up = (uq,1, - - .,u071)’, Uy = (uy1,.. .,uu)’.

Queda por resolver numéricamente este sistema de ecuaciones diferenciales or-
dinarias de segundo orden.

8.3. Discretizacion total de problemas hiperboélicos. Método de
Newmark.

Para resolver numéricamente este problema, dividimos el intervalo [0,7] en
subintervalos de longitud At, esto es, tomamos una particiéon 0 =1y <1 < ... <
ty =T donde 1, = nA, paran=0,...,N donde N = T/ At.

Utilizando la notacién del problema (PH},), conocida la solucién en los instantes
ny n+ 1, podemos aproximar la solucién en el instante n 4+ 2 mediante un esquema
en diferencias finitas centrado:

n+2 n+1 n
"t =2u, " +uy
A?

7v;,) +a(uz+l’vh) — (fn+17vh)

donde partimos de ug = U j, y aproximamos "‘}11 = u2 -+ Asuy j,. Pero este esquema

aunque es de orden 2 en ¢ es condicionalmente estable. Sin embargo el siguiente
método, llamado de Newmark, para ciertos valores de los pardmetros es incondicio-

nalmente estable:
u;l'” — 2u;1'+1 +uj,
A2 s Vh +
t

FBalul ) + (3 = 2B+ Vialul ™ m) + (3 B~ V)aluf vi) =

= B )+ (52BN )+ (5 +B - D)

Para y= % y B = 0 es el método anterior, que es condicionalmente estable. Para
Y= % es un método de orden 2 en ¢, y para y # % es un método de orden 1 en ¢. Para
que el método sea incondicionalmente estable necesitamos y = % yB> %. En teoria,
la mejor eleccidén es y = % yB= %, pero a veces aparecen oscilaciones espureas y
en la prictica se toma 3 algo mayor.
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