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Como Henri Poincaré comentó una vez,
“solución de un problema matemático” es
una frase de significado indefinido. Los
matemáticos puros a veces se conforman con
demostrar que la inexistencia de una
solución implica una contradicción lógica,
mientras que los ingenieros pueden
considerar un resultado numérico como el
único objetivo razonable. Tales opiniones
unilaterales parecen reflejar limitaciones
humanas en lugar de valores objetivos. En sı́
misma, la matemática es un organismo
indivisible que une la contemplación teórica
y la aplicación activa.

Richard Courant





Prefacio

Estos apuntes tienen su origen en una notas elaboradas por el Prof. Ferragut para
la asignatura Métodos Numéricos en Ecuaciones en Derivadas Parciales [1] de la
extinta Licenciatura de Matemáticas tras su llegada a la Universidad de Salamanca
en 1995. Estas notas se han ido ampliando y corrigiendo durante los años de docen-
cia de la asignatura Cálculo Cientı́fico, del actual grado de Matemáticas. Nuestro
objetivo es que sigan creciendo e incorporando nuevos capı́tulos, es por tanto una
obra en crecimiento. Esta versión sirve de material de consulta para el alumnado de
la asignatura Métodos Numéricos avanzados en Ecuaciones en Derivadas Parciales
del Máster en Modelización Matemática que nace con ilusión y esfuerzo en este
complicado 2020.

La mayor parte de los contenidos de estos apuntes se basan en el clásico libro
de P.A. Raviart y J.M. Thomas, Introduction à l’analyse numérique des équations
aux dérivées partielles, de la Editorial Masson de 1983, perteneciente a la colección
Mathématiques appliquées pur la maı̂trese dirigida por P.G. Ciarlet y J.L. Lions [2].
Este libro recoge el contenido del curso de Análisis Numérico avanzado imparti-
do por P.A. Raviart en el D.E.A. de Análisis Numérico de la Universidad Pierre et
Marie Curie (Parı́s VI) en el que se formó el Prof. Ferragut. No podemos dejar de
mencionar el libro que Philippe G. Ciarlet publicó en 1978 titulado ”The Finite Ele-
ment Method for Elliptic Problems” [3], donde se analizan los aspectos matemáticos
básicos del MEF y que merece nuestro reconocimiento personal pues fueron la base
de estos cursos de Análisis Numérico avanzado.

Estos apuntes tratan de dar una visión general del Método de los Elementos Fi-
nitos (MEF), sin perder el rigor matemático imprescindible, pero sin alejarse de las
aplicaciones y de la práctica.

El empleo de métodos de discretización espacial y temporal y la aproximación
numérica para encontrar soluciones a problemas de ingenierı́a o fı́sica es conocido
desde antiguo, y el concepto de elemento finito parte de esa idea. El desarrollo de
los elementos finitos tal y como se conocen hoy en dı́a está ligado en su origen al
cálculo estructural aeroespacial. En 1943, R. Courant, en su artı́culo titulado Va-
riational methods for the solutions of problems of equilibrium and vibrations [4],
propone la utilización de funciones polinómicas para la aproximación lineal de pro-
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blemas de elasticidad en subdominios triangulares llamados elementos. El primer
párrafo de este artı́culo recogido al inicio de este documento, refleja a la perfección
el espı́ritu de estos apuntes, uniendo el rigor matemático con la resolución práctica
de problemas reales.

J.H. Argyris fue otro de los pioneros en el desarrollo del MEF contribuyendo
con estudios sobre la teorı́a matricial de estructuras para elementos discretos. No
podemos olvidar a L. Schwartz, quien desarrolló en los años 40 la teorı́a de distribu-
ciones necesaria para definir los espacios de Sobolev, y por la que recibió la medalla
Fields en 1950.

El trabajo en el que se estableció por primera vez el concepto de Elemento Fi-
nito tal y como lo entendemos hoy es el artı́culo de M.J.Turner, R.W. Clough, H.C.
Martin y L.J. Topp de 1953 titulado “Stiffness and deflection analysis of complex
structures” [5], en el que se aplican elementos finitos simples (barras y placas trian-
gulares) al análisis de estructuras aeronáuticas.

O.C. Zienkiewicz destacó por haber reconocido el potencial del MEF para resol-
ver problemas en áreas fuera de la mecánica estructural. Sus libros sobre el MEF
fueron los primeros en presentar el tema y hasta el dı́a de hoy siguen siendo textos
de referencia, como el clásico “The finite element method for solid and structural
mechanics” publicado en 1967 junto con R.J. Taylor [6].

En la década de los 60, con la llegada de los centros de cáculo y los primeros
programas comerciales, el MEF adquirió una gran popularidad en la industria, pero
a la vez se avanzó en sus bases teóricas en los centros universitarios.

En los años 70, se estudian nuevos tipos de elementos y se sientan las bases ma-
temáticas rigurosas del MEF. Lo que en principio surgió como una técnica de la
ingenierı́a, empieza a entenderse como método numérico de las Matemáticas, y la
bibliografı́a al respecto se multiplica. En 1973, Strang y Fix publicaron el primer
libro de texto sobre las propiedades matemáticas del MEF titulado “An Analysis of
The Finite Element Method” [7]. Sin embargo su aplicación práctica sigue estando
aún limitada a caros ordenadores centrales en manos de la gran industria aeronáuti-
ca, de automoción, defensa o nuclear.

En los años 80, con el desarrollo de los ordenadores personales se extiende el
uso de programas comerciales del MEF, que incluyen procesadores gráficos para la
realización del mallado y la visualización de resultados. Se amplı́a el uso del MEF
a gran variedad de problemas y se continúa con el análisis teórico del método.

El desarrollo práctico del MEF ha ido caminando parejo al desarrollo de las in-
novaciones en el campo de la arquitectura de los ordenadores. El descenso del coste
de los ordenadores y el incremento en la potencia de cálculo, han permitido que el
MEF haya desarrollado una increı́ble precisión en todos los ámbitos de la ingenierı́a.

Salamanca, Luis Ferragut
Agosto de 2020 Mabel Asensio
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2.2. Formulación débil de problemas unidimensionales . . . . . . . . . . . . . . . 25
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Capı́tulo 1
Espacios de Sobolev

Resumen Este capı́tulo se centra en algunos resultados de análisis funcional ne-
cesarios para la formulación variacional de problemas en derivadas parciales. En
concreto, se estudian los espacios de Sobolev y algunas de sus propiedades como la
desigualdad de Poincaré, el teorema de la traza y algunas de sus aplicaciones que
más nos interesan en este curso, como la fórmula de Green.

1.1. Nociones sobre teorı́a de distribuciones

Sea Ω un abierto no vacı́o de Rd .

Definición 1.1 D(Ω) es el espacio de funciones de clase C∞(Ω) con soporte com-
pacto en Ω .

Utilizaremos la siguiente notación para las derivadas en D(Ω): si ϕ ∈ D(Ω) y
α = (α1, . . . ,αd) ∈ Nd es un multientero, con |α|= α1 + . . .+αd , denotamos

∂
α

ϕ =
( ∂

∂x1

)α1 . . .
( ∂

∂xd

)αd
ϕ =

∂ |α|ϕ

∂xα1
1 . . .∂xαd

2

Pseudotopologı́a en D(Ω)

Definición 1.2 si {ϕn} es una sucesión de D(Ω) diremos que lı́m
n→∞

ϕn =ϕ en D(Ω)

si:
1. el soporte de ϕn permanece en un compacto fijo K de Ω ∀n,
2. ∀α ∈ Nd se tiene convergencia uniforme, es decir,

sup
x∈Ω ,α∈Nd

|∂ α
ϕn(x)−∂

α
ϕ(x)| −−−→

n→∞
0

Definición 1.3 Se denomina espacio de distribuciones sobre Ω , D ′(Ω), al dual
topológico de D(Ω), es decir, el espacio de las formas lineales continuas sobre
D(Ω).

1



2 1 Espacios de Sobolev

Pseudotopologı́a en D ′(Ω)

Definición 1.4 si {Tn} es una sucesión de D ′(Ω) diremos que lı́m
n→∞

Tn = T en

D ′(Ω) si 〈Tn,ϕ〉 −−−→
n→∞

〈T,ϕ〉, ∀ϕ ∈D(Ω).

Ejemplos:

1. Delta de Dirac:
Sea a ∈Ω , la delta de Dirac en a, δa se define 〈δa,ϕ〉= ϕ(a)∀ϕ ∈D(Ω).

2. Espacio de funciones L2(Ω):
Recordemos que L2(Ω) = { f : Ω → R medibles :

∫
Ω

f 2dx < ∞} es un espa-
cio de Hilbert con el producto escalar ( f ,g)0,Ω =

∫
Ω

f (x)g(x)dx y la corres-

pondiente norma asociada ‖ f‖0,Ω =
(∫

Ω
f (x)2dx

)1/2. Además D(Ω) es den-
so en L2(Ω). A cada f ∈ L2(Ω) le asociamos la distribución Tf definida por:
〈Tf ,ϕ〉 =

∫
Ω

f (x)ϕ(x)dx∀ϕ ∈ D(Ω). La aplicación L2(Ω)→ D ′(Ω) que asig-
na a cada función f la correspondiente distribución asociada Tf ası́ definida es
inyectiva y continua.

Derivación en el sentido de las distribuciones

Definición 1.5 Sea T ∈D ′(Ω) una distribución, se define la derivada de T respecto
a xi en el sentido de las distribuciones, ∂T

∂xi
, como la siguiente distribución:

〈∂T
∂xi

,ϕ〉=−〈T, ∂ϕ

∂xi
〉, ∀ϕ ∈D(Ω).

De manera general, sea T ∈ D ′(Ω) una distribución y α ∈ Nd un multientero, se
define:

〈∂ α T,ϕ〉= (−1)|α|〈T,∂ α
ϕ〉, ∀ϕ ∈D(Ω).

Propiedades:

1. Si f ∈C1(Ω), su derivada clásica coincide con su derivada en el sentido de las
distribuciones, es decir, T ∂ f

∂xi

=
∂Tf
∂xi

.

2. La aplicación ∂

∂xi
: D ′(Ω)→D ′(Ω) es continua.

3. Una distribución es infinitamente derivable en el sentido de las distribuciones.
4. La aplicación ∂ α : D ′(Ω)→D ′(Ω) es continua ∀α ∈ Nd .

1.2. El espacio de Sobolev H1(Ω)

Sea f ∈ L2(Ω) que puede ser o no derivable en el sentido clásico, pero entendida
como distribución, Tf ∈ D ′(Ω), podemos derivarla en el sentido de las distribu-

ciones ∂Tf
∂xi
∈ D ′(Ω), 1 ≤ i ≤ d. En general, esta distribución no está en L2(Ω),
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pero si existe una función g ∈ L2(Ω) tal que Tg =
∂Tf
∂xi

entonces podemos escribir

g = ∂ f
∂xi
∈ L2(Ω) en el sentido de las distribuciones, cumpliendose,

∫
Ω

gϕdx = 〈Tg,ϕ〉= 〈
∂Tf

∂xi
,ϕ〉=−〈Tf ,

∂ϕ

∂xi
〉=−

∫
Ω

f
∂ϕ

∂xi
dx, ∀ϕ ∈D(Ω)

Definición 1.6 Se llama espacio de Sobolev de orden 1 sobre Ω al espacio,

H1(Ω) = {v ∈ L2(Ω),
∂v
∂xi
∈ L2(Ω),1≤ i≤ d}

donde las derivadas son en el sentido de las distribuciones.

Se dota a este espacio del siguiente producto escalar,

(u,v)1,Ω =
∫

Ω

(uv+
d

∑
i=1

∂u
∂xi

∂v
∂xi

)dx,

y la correspondiente norma asociada,

‖u‖1,Ω = (u,u)1/2
1,Ω = (

∫
Ω

u2 +
d

∑
i=1

(
∂u
∂xi

)2dx)1/2.

Teorema 1.1 H1(Ω) es un espacio de Hilbert con la norma ‖ · ‖1,Ω .

Demostración:

Recordemos que un espacio de Hilbert es un espacio vectorial dotado de un pro-
ducto escalar que es completo para la norma asociada, es decir, que toda sucesión
de Cauchy es convergente. Basta pues demostrar que en H1(Ω) toda sucesión de
Cauchy es convergente para la norma ‖ · ‖1,Ω .

Sea {vm}∞
m=1 una sucesión de Cauchy en H1(Ω), por lo tanto,

‖vn− vm‖2
1,Ω =

∫
Ω

((vn− vm)
2 +

d

∑
i=1

(
∂vn

∂xi
− ∂vm

∂xi
)2)dx−−−−→

n,m→∞
0

lo cual implica, ∫
Ω
(vn− vm)

2dx−−−−→
n,m→∞

0,∫
Ω ∑

d
i=1(

∂vn
∂xi
− ∂vm

∂xi
)2dx−−−−→

n,m→∞
0.

Por lo tanto, las sucesiones {vm}∞
m=1 y { ∂vm

∂xi
}∞

m=1 para i = 1, . . . ,d, entendidas como
sucesiones de L2(Ω) son de Cauchy. Como L2(Ω) es un espacio completo, estas
sucesiones son convergentes en este espacio, es decir, existen funciones v y vi, 1 ≤
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i≤ d, en L2(Ω), tales que,

vn −−−→
n→∞

v,
∂vn
∂xi
−−−→
n→∞

vi, 1≤ i≤ d.

Basta demostrar que vi =
∂v
∂xi

, 1 ≤ i ≤ d, en el sentido de las distribuciones. Puesto
que la inclusión canónica de L2(Ω) en D ′(Ω) es continua, la convergencia de las
sucesiones en L2(Ω) implica la convergencia en D ′(Ω), es decir,

Tvn −−−→n→∞
Tv,

T∂vn
∂xi

−−−→
n→∞

Tvi , 1≤ i≤ d.

Por otro lado, la continuidad de la derivada en el sentido de las distribuciones im-
plica,

∂Tvn

∂xi
−−−→
n→∞

∂Tv

∂xi
, 1≤ i≤ d.

Como además ∂Tvn
∂xi

= T∂vn
∂xi

, 1 ≤ i ≤ d por ser vn ∈ H1(Ω), y el lı́mite es único,

entonces vi =
∂v
∂xi

, 1≤ i≤ d, en el sentido de las distribuciones. �

Teorema 1.2 H1(Ω) es separable, es decir, tiene una parte densa numerable.

Demostración:

La demostración de este resultado se basa en las siguientes propiedades de los
espacios separables:

1. el producto cartesiano de espacios separables es separable,
2. un subespacio cerrado de un espacio separable es separable.

L2(Ω) es un espacio de Hilbert separable, entonces el espacio producto (L2(Ω))d+1

con la estructura hilbertiana producto es separable. Por otro lado, la aplicación,

J : v 7→ (v,
∂v
∂x1

, . . . ,
∂v
∂xd

)

de H1(Ω) en (L2(Ω))d+1 es una isometrı́a, puesto que,

‖Jv‖(L2(Ω))d+1 = (‖v‖2
0,Ω )+

d

∑
i=1
‖ ∂v

∂xi
‖2

0,Ω )1/2 = ‖v‖1,Ω .

Identificando H1(Ω) con J(H1(Ω)), al ser este un subespacio cerrado del espacio
separable (L2(Ω))d+1, es separable, y por tanto H1(Ω) es separable. �
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1.3. El espacio H1
0 (Ω)

Sabemos que D(Ω) es denso en L2(Ω) y H1(Ω) es un cierto subespacio de
L2(Ω). Nos preguntamos si D(Ω) es denso en H1(Ω), en general NO, pero si
Ω = Rd entonces si es cierto.

Definición 1.7 Se define H1
0 (Ω) como la adherencia de D(Ω) en H1(Ω), es decir,

H1
0 (Ω) = D(Ω)

H1(Ω)
.

Teorema 1.3 D(Rd) es denso en H1(Rd), es decir, H1
0 (Rd) = H1(Rd).

Demostración:

La demostración de este resultado se divide en dos partes: truncamiento y regu-
larización. Con la regularización demostramos que el espacio D(Rd) es denso en el
espacio de las funciones de H1(Rd) con soporte compacto, y con el truncamiento
demostramos que este espacio es denso en H1(Rd).
1- Truncamiento
Queremos aproximar las funciones de H1(Rd) por funciones de H1(Rd) con soporte
compacto. Para ello introducimos una función M ∈D(Rd) tal que:M(x) = 1 para |x| ≤ 1

0 < M(x)< 1 para 1 < |x|< 2
M(x) = 0 para |x|> 2

Ahora, para todo número real R > 0, definimos la función MR ∈D(Rd) dada por:

MR(x) = M
( x

R

)
donde

x
R
=
(x1

R
, . . . ,

xd

R

)
.

Entonces, si v ∈H1(Rd), la función MR ·v ∈H1(Rd) y es de soporte compacto pues
su soporte es el de MR. Veamos ahora que MR · v −−−→

R→∞
v en H1(Rd) y habremos

concluido. Para ello tenemos que demostrar dos cosas:

1- MR · v−−−→
R→∞

v en L2(Rd)

2- ∂MR·v
∂xi
−−−→
R→∞

∂v
∂xi

en L2(Rd) para i = 1, . . . ,d

1- Tenemos que ver que ‖MR · v− v‖0,Rd −−−→
R→∞

0, en efecto,

‖MR · v− v‖2
0,Rd =

∫
Rd (MR · v− v)2dx =∫

|x|<R(MR · v− v)2dx+
∫
|x|≥R(MR · v− v)2dx∫

|x|≥R(MR · v− v)2dx≤
∫
|x|≥R v2dx−−−→

R→∞
0

2- Calculemos ∂MR·v
∂xi

en el sentido de las distribuciones.
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∂MR · v
∂xi

=
(

∂MR

∂xi

)
· v+MR ·

∂v
∂xi

En el segundo término, MR converge a 1 cuando R→∞. Veamos el primer término.
Tenemos que ∂MR

∂xi
(x)= 1

R
∂M
∂xi

( x
R

)
, por tanto ∀i= 1, . . . ,d, se tiene que lı́mR→∞ supx∈Rd

∂MR
∂xi

(x)=
0 . Ası́ podemos concluir∫

Rd

(
∂MR

∂xi
· v
)2

dx≤ sup
x∈Rd
|∂MR

∂xi
|2
∫
Rd

v2dx−−−→
R→∞

0

2- Regularización
Queremos demostrar que toda función de H1(Rd) con soporte compacto se puede
escribir como lı́mite en H1(Rd) de funciones vε ∈ D(Rd). Para ello definimos una
función ϕ ∈D(Rd) tal que: ϕ ≥ 0

ϕ(x) = 0 si |x|> 1∫
Rd ϕ(x)dx = 1

Ahora, para cada ε > 0, construimos la función ϕε ∈ D(Rd) definida por ϕε(x) =
1

εd ϕ( x
ε
) que verifica: ϕε ≥ 0

ϕε(x) = 0 si |x|> ε∫
Rd ϕε(x)dx = 1

Consideramos la función regularizada vε = ϕε ? v, es decir,

vε(x) =
∫
Rd

ϕε(x− y)v(y)dy

Como v y ϕε son de soporte compacto, vε también es de soporte compacto. Por las
propiedades del producto de convolución y por ser ϕε ∈ D(Rd) tenemos que vε es
C∞−diferenciable.
Por último, utilizando el resultado del lema que demostramos a continuación, tene-
mos:

vε −−→
ε→0

v en L2(Rd)

∂vε

∂xi
= ϕε ?

∂v
∂xi
−−→
ε→0

∂v
∂xi

en L2(Rd)

Y ası́ tenemos que vε −−→
ε→0

v en H1(Rd).

�

Lema 1.1 Si f ∈ L2(Rd)⇒ ϕε ? f −−→
ε→0

f en L2(Rd).

Demostración:
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Como D(Rd) es denso en L2(Rd), se puede considerar una sucesión fn ∈D(Rd)
tal que fn −−−→

n→∞
f en L2(Rd) y escribir,

ϕε ? f − f = ϕε ? f −ϕε ? fn +ϕε ? fn− fn + fn− f

Tomando la norma ‖ · ‖0,Rd ,

‖ϕε ? f − f‖0,Rd ≤ ‖ϕε ? f −ϕε ? fn‖0,Rd +‖ϕε ? fn− fn‖0,Rd +‖ fn− f‖0,Rd

Por un lado, por las propiedades del producto de convolución, y por ser ‖ϕε‖0,1,Rd =
1, tenemos,

‖ϕε ? f −ϕε ? fn‖0,Rd = ‖ϕε ? ( f − fn)‖0,Rd ≤ ‖ϕε‖0,1,Rd‖ f − fn‖0,Rd −−−→
n→∞

0

Por otro lado, obviamente,

‖ fn− f‖0,Rd −−−→
n→∞

0

Por último, multiplicando por
∫
Rd ϕε(x− y)dy = 1

(ϕε ? fn− fn)(x) =
∫
Rd ϕε(x− y) fn(y)dy− fn(x) =∫

Rd ϕε(x− y) fn(y)dy−
∫
Rd ϕε(x− y)dy fn(x) =∫

Rd ϕε(x− y)( fn(y)− fn(x))dy =∫
|x−y|≤ε

ϕε(x− y)( fn(y)− fn(x))dy,

tomando valor absoluto,

|(ϕε ? fn− fn)(x)| ≤
∫
|x−y|≤ε

|ϕε(x− y)|| fn(y)− fn(x)|dy≤
supy:|x−y|≤ε | fn(y)− fn(x)|

∫
|x−y|≤ε

|ϕε(x− y)|dy =
supy:|x−y|≤ε | fn(y)− fn(x)|

Tenemos que supy:|x−y|≤ε |( fn(y)− fn(x)| −−→
ε→0

0 uniformemente, por tanto |(ϕε ?

fn− fn)(x)| −−→
ε→0

0 uniformemente. Además ϕε y fn tienen soporte compacto, lue-

go su producto de convolución también tiene soporte compacto. Sea K = sopϕε ∪
sop fn, entonces,∫

Rd
|ϕε ? fn− fn|2dx≤ sup

y:|x−y|≤ε

|ϕε ? ( fn(x)− fn(x)|2
∫

K
1dx−−→

ε→0
0,

es decir, también tiende a 0 el término que faltaba para completar la demostración.

‖ϕε ? fn− fn‖0,Rd −−→
ε→0

0.

�
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Teorema 1.4 (Teorema de prolongación) Si v∈H1
0 (Ω), la función ṽ, prolongación

de v por 0 en Rd \Ω , es una función de H1(Rd).

Demostración:

Para esta demostración utilizaremos repetidamente el teorema de prolongación
de aplicaciones lineales continuas: Sea E un subespacio de un espacio normado
E, con E denso en E, B un espacio de Banach y f : E → B una aplicación lineal
continua, entonces existe una prolongación f̃ : E→ B lineal y continua.

Sea ϕ ∈ D(Ω), evidentemente ϕ̃ prolongación de ϕ por 0 en Rd \Ω es una
función de D(Rd) pues ϕ en la frontera de Ω es 0. Por tanto ϕ̃ sigue siendo de
soporte compacto y C∞−diferenciable en todo Rd . Además ‖ϕ̃‖1,Rd = ‖ϕ‖1,Ω pro-
visto D(Ω) de la norma inducida por la de H1(Ω). Por tanto, la siguiente aplicación
es lineal y continua:

D(Ω) −→D(Rd)⊂ H1(Rd)
ϕ 7−→ ϕ̃

Por otro lado, D(Ω) es denso en H1
0 (Ω), entonces utilizando teorema de prolonga-

ción de aplicaciones lineales continuas, esta aplicación se prolonga a una aplicación
lineal continua,

H1
0 (Ω) −→ H1(Rd)

v 7−→ ṽ

Para concluir tenemos que ver que ṽ es la prolongación por 0 en Rd \Ω . En efecto,
sea {ϕn} una sucesión de funciones de D(Ω) que converge a v en H1

0 (Ω), en parti-
cular converge en L2(Ω). Por la continuidad de la aplicación ampliada, ϕ̃n converge
a ṽ en H1(Rd) y también en L2(Rd). Entonces podemos extraer una subsucesión
{ϕ̃m} que converja a ṽ casi por todas partes en Rd , y por tanto,

si x ∈Ω se tiene que ϕ̃m(x) = ϕm(x)→ v(x) = ṽ(x)
si x ∈ Rd \Ω se tiene que ϕ̃m(x) = 0→ 0 = ṽ(x)

�

Fórmula de Green para funciones de H1
0 (Ω):

Teorema 1.5

∀u,v ∈ H1
0 (Ω) se tiene

∫
Ω

u
∂v
∂xi

dx =−
∫

Ω

∂u
∂xi

vdx ∀i = 1, . . . ,d

Demostración:

La demostración de basa en la fórmula de Green para funciones de D(Ω) (inte-
gración por partes) y la densidad de D(Ω) en H1

0 (Ω).
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Por la densidad de D(Ω) en H1
0 (Ω), existen dos sucesiones {un}∞

n=1 y {vn}∞
n=1

de D(Ω) que convergen respectivamente a u y v en la norma de H1(Ω), por tanto,
∀i = 1, . . . ,d,

∂un
∂xi
−−−→
n→∞

∂u
∂xi

en L2(Ω),

∂vn
∂xi
−−−→
n→∞

∂v
∂xi

en L2(Ω).

Aplicando la fórmula de Green clásica a las funciones de D(Ω),∫
Ω

un
∂vn

∂xi
dx =−

∫
Ω

∂un

∂xi
vndx+

∫
Γ

unvnηids

Como son funciones de soporte compacto, la integral sobre la frontera es nula, y
pasando al lı́mite se concluye.

�

Definición 1.8 Se define la siguiente seminorma sobre H1(Ω):

v 7→ |v|1,Ω = (
d

∑
i=1

∫
Ω

(
∂v
∂xi

)2dx)1/2

Esta aplicación es sólo seminorma porque hay funciones de H1(Ω) que no son nulas
pero sus derivadas si lo son.

Teorema 1.6 (Desigualdad de Poincaré) Si Ω es un abierto acotado de Rd , existe
una constante C =C(Ω)> 0 tal que,

∀v ∈ H1
0 (Ω) ‖v‖0,Ω ≤C(Ω)(

d

∑
i=1
‖ ∂v

∂xi
‖2

0,Ω )1/2

Demostración:

Por la densidad de D(Ω) en H1
0 (Ω), basta demostrar este resultado para fun-

ciones v ∈ D(Ω), luego tomando sucesiones convergentes queda demostrado ∀v ∈
H1

0 (Ω).
Como Ω está acotado, podemos suponer que está contenido en una banda {x =

(x′,xd), x′ = (x1, . . . ,xd−1), a≤ xd ≤ b}. Sea v∈D(Ω) y ṽ su prolongación por 0 en
Rd \Ω . Obviamente ṽ ∈D(Rd), y se tiene por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

ṽ(x′,xd) =
∫ xd

a

∂ ṽ
∂xd

(x′,ξ )dξ ≤
(∫ xd

a

( ∂ ṽ
∂xd

(x′,ξ )
)2dξ

)1/2(∫ xd

a
12dξ

)1/2
.

Tomando el cuadrado del valor absoluto,

|ṽ(x′,xd)|2 ≤ (xd−a)
∫ xd

a

∣∣ ∂ ṽ
∂xd

(x′,ξ )
∣∣2dξ ≤ (xd−a)

∫
∞

−∞

∣∣ ∂ ṽ
∂xd

(x′,ξ )
∣∣2dξ ,
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integrando respecto a la variable x′,∫
Rd−1
|ṽ(x′,xd)|2dx′ ≤ (xd−a)

∫
Rd

∣∣ ∂ ṽ
∂xd

(x)
∣∣2dx,

finalmente, integrando respecto a la variable xd ,∫
Rd
|ṽ(x)|2dx =

∫ b

a

∫
Rd−1
|ṽ(x′,xd)|2dx′dxd ≤

1
2
(b−a)2

∫
Rd

∣∣ ∂ ṽ
∂xd

(x)
∣∣2dx,

obteniendo,

‖v‖2
0,Ω = ‖ṽ‖2

0,Rd ≤ 1
2 (b−a)2 ∫

Rd

∣∣ ∂ ṽ
∂xd

(x)
∣∣2dx = 1

2 (b−a)2‖ ∂ ṽ
∂xd
‖2

0,Ω

≤ 1
2 (b−a)2

∑
d
i=1 ‖ ∂ ṽ

∂xi
‖2

0,Ω = 1
2 (b−a)2|v|21,Ω .

Tomando raı́z cuadrada, concluimos ‖v‖0,Ω ≤ |b−a|√
2
|v|1,Ω .

�
Observar que en la demostración anterior basta exigir que Ω sea acotado en una

dirección.
Supongamos que Ω es acotado y definimos v tal que v(x) = 1, ∀x ∈Ω , esta fun-

ción es de H1(Ω) pero no verifica la desigualdad de Poincaré. Por tanto, podemos
concluir el siguiente resultado:

Corolario 1.1 Si Ω es un abierto acotado de Rd , entonces H1
0 (Ω) es un subespacio

propio de H1(Ω), es decir, H1
0 (Ω)

⊂
6=H1(Ω).

Corolario 1.2 Si Ω es un abierto acotado de Rd , entonces la seminorma | · |1,Ω
es una norma sobre H1

0 (Ω) equivalente a la norma inducida por ‖ · ‖1,Ω , es decir,
existen constantes C1 y C2 tales que

C1‖v‖1,Ω ≤ |v|1,Ω ≤C2‖v‖1,Ω ∀v ∈ H1
0 (Ω)

Demostración:

Es evidente que C2 = 1, en efecto,

|v|21,Ω =
d

∑
i=1

∫
Ω

(
∂v
∂xi

)2
dx≤

∫
Ω

v2 +
d

∑
i=1

(
∂v
∂xi

)2
dx = ‖v‖2

1,Ω

Como Ω es acotado y v ∈H1
0 (Ω), utilizando la desigualdad de Poincaré obtenemos

C1 = 1/
√

C2(Ω)+1 despejando de:
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‖v‖2
1,Ω = ‖v‖2

0,Ω +
d

∑
i=1

∥∥∥ ∂v
∂xi

∥∥∥2

0,Ω
≤ (C2(Ω)+1)

d

∑
i=1

∥∥∥ ∂v
∂xi

∥∥∥2

0,Ω
= (C2(Ω)+1)|v|21,Ω

�

1.4. Teorema de la traza

Sea Γ = ∂Ω , dada una función v ∈H1(Ω), queremos definir su valor en la fron-
tera Γ .

Para d = 1, se tiene H1(I)⊂C0(I), entonces como toda función v ∈ H1(I) tiene
un representante continuo en I, basta tomar el valor de este representante en los
extremos del intervalo I para definir v|Γ . Sin embargo, para d ≥ 2, las funciones de
H1(Ω) no son en general continuas y hacen falta argumentos más sofisticados para
definir su valor en la frontera.

Nuestro objetivo es estudiar si D(Ω) es denso en H1(Ω), para ası́ poder prolon-
gar por continuidad la aplicación γ0,

γ0 : D(Ω) −→ C0(Γ )
v 7−→ γ0v = v|Γ
⇓

γ0 : H1(Ω) −→ L2(Γ )
v 7−→ γ0v = v|Γ

y ası́ dar sentido al valor de las funciones v ∈ H1(Ω) en Γ . Esta aplicación prolon-
gada se llama APLICACIÓN TRAZA, y el valor de γ0v de una función v ∈ H1(Ω)
se llama TRAZA de v en Γ .

D(Ω) será denso en H1(Ω) para Ω un abierto acotado de Rd con frontera Γ

suficientemente regular. Veamos cuáles son estas condiciones de regularidad sufi-
cientes.

Caso A

Consideremos el caso más simple, Ω = Rd
+ donde

Rd
+ = {x = (x′,xd) ∈ Rd ,xd > 0}.

Entonces, la frontera de Ω es el hiperplano Γ = {x = (x′,0) ∈ Rd ,x′ ∈ Rd−1}.

Teorema 1.7 D(Rd
+) es denso en H1(Rd

+).

Demostración:
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De nuevo, esta demostración se divide en fase de truncamiento y fase de regula-
rización.

1- Truncamiento
Queremos aproximar las funciones de H1(Rd

+) por funciones de H1(Rd
+) con so-

porte compacto en Rd
+. La demostración es igual que en el caso anterior.

2- Regularización
Queremos demostrar que toda función de H1(Rd

+) con soporte compacto se puede
escribir como lı́mite en H1(Rd

+) de funciones vε ∈ D(Rd
+). Se procede de nuevo

mediante regularización por convolución, pero en este caso se plantean algunas di-
ficultades.

Sea v ∈ H1(Rd
+) con soporte compacto en Rd

+, para aplicar convolución necesi-
tamos que sea una función ampliada de todo Rd y luego volver a restringir a Rd

+

el producto de convolución. Sin embargo, si prolongamos v ∈ H1(Rd
+) por 0 a to-

do Rd , la función prolongada no pertenece a H1(Rd). Para resolver esta dificultad
trasladamos la función.

Sea wh la siguiente función τ−hv = wh(x′,xd) = v(x′,xd +h), definida para xd ≥
−h, y consideremos vh = wh|Rd

+
. Veamos que vh −−→

h→0
v en H1(Rd

+), para ello basta

ver que vh −−→
h→0

v en L2(Rd
+) y observar que τ−h

∂v
∂xi

= ∂

∂xi
(τ−hv). Para demostrar

que vh −−→
h→0

v en L2(Rd
+), por densidad, basta demostrarlo para v ∈D(Rd

+).

Sea v ∈D(Rd
+), por tanto tiene soporte compacto dentro de Rd

+, luego podemos
ampliarla por 0 en Rd \Rd

+ y la función ampliada ṽ ∈D(Rd). Por Cauchy-Schwarz,
tenemos,(

τ−hṽ− ṽ
)
(x) = ṽ(x′,xd +h)− ṽ(x′,xd) =

∫ 1
0 h ∂ ṽ

∂xd
(x′,xd + th)dt ≤(∫ 1

0 h2dt
)1/2(∫ 1

0
(

∂ ṽ
∂xd

(x′,xd + th)
)2dt

)1/2
= h
(∫ 1

0
(

∂ ṽ
∂xd

(x′,xd + th)
)2dt

)1/2

integrando el cuadrado en todo Rd ,∫
Rd
(
τ−hṽ− ṽ

)2
(x)dx≤ h2 ∫

Rd
∫ 1

0
(

∂ ṽ
∂xd

(x′,xd + th)
)2dtdx =

h2 ∫ 1
0 dt

∫
Rd
(

∂ ṽ
∂xd

(x)
)2dx = h2 ∫

Rd
(

∂ ṽ
∂xd

(x)
)2dx≤ h2|ṽ|21,Rd −−→

h→0
0

y finalmente, siendo vh = τ−hṽ|Rd
+

, tenemos,

‖vh− v‖2
0,Rd

+
=
∫
Rd
+

(vh− v)2dx =
∫
Rd
+

(τ−hṽ− ṽ)2dx≤
∫
Rd
(τ−hṽ− ṽ)2dx−−→

h→0
0

Una vez que hemos demostrado que vh−−→
h→0

v en H1(Rd
+), podemos limitar nues-

tro estudio a funciones v que son restricciones a Rd
+ de funciones w ∈ H1(Rd

−h) y
de soporte compacto.

Sea ψ ∈ D(Rd
−h) tal que ψ = 1 en el sop(v) y ψ = 0 cuando xd ≤ −h/2. Na-

turalmente ψwh ∈ H1(Rd
−h), se anula en un entorno de la frontera de Rd

−h y su
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prolongación por 0 a todo Rd , ψ̃wh, pertenece a H1(Rd). Ahora ya estamos en con-
diciones de aplicar regularización por convolución, por tanto, existe una sucesión de
funciones ϕε ? ψ̃wh tales que ϕε ? ψ̃wh −−→

ε→0
ψ̃wh en H1(Rd). Por las propiedades

del producto de convolución, a partir de un ε suficientemente pequeño, se tiene,

sop(ϕε ? ψ̃wh)⊂ sop(ϕε)+ sop(ψ̃ wh)⊂ Rd
−h

por tanto, tomando restricciones a Rd
−h,(

ϕε ? ψ̃wh
)
|Rd
−h
−−→
ε→0

ψwh en H1(Rd
−h),

y tomando restricciones a Rd
+,(

ϕε ? ψ̃wh
)
|Rd

+
−−→
ε→0

ψwh|Rd
+

en H1(Rd
+),

donde naturalmente
(
ϕε ? ψ̃wh

)
|Rd

+
∈D(Rd

+)

�

Lema 1.2 Para toda función v de D(Rd
+) se tiene la desigualdad

‖v(·,0)‖0,Rd−1 ≤ ‖v‖1,Rd
+

Demostración:

Sea v ∈D(Rd
+), por el teorema fundamental del cálculo integral,

|v(x′,0)|2 =−
∫

∞

0

∂

∂xd
|v(x′,xd)|2dxd =−2

∫
∞

0
v(x′,xd)

∂v
∂xd

(x′,xd)dxd ,

utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwartz,

|v(x′,0)|2 ≤ 2
(∫ ∞

0
|v(x′,xd)|2dxd

)1/2(∫ ∞

0
| ∂v
∂xd

(x′,xd)|2dxd

)1/2
,

y la desigualdad 2ab≤ a2 +b2,

|v(x′,0)|2 ≤
∫

∞

0

(
|v(x′,xd)|2 + |

∂v
∂xd

(x′,xd)|2
)

dxd ,

de modo que concluimos integrando en x′,

‖v(·,0)‖0,Rd−1 =
∫
Rd−1 |v(x′,0)|2dx′ ≤∫

Rd
+

(
|v(x′,xd)|2 + | ∂v

∂xd
(x′,xd)|2

)
dx≤ ‖v‖2

1,Rd
+
.
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�

Corolario 1.3 (Teorema de la traza en Rd
+) La aplicación lineal continua

D(Rd
+) −→ D(Rd−1)⊂ L2(Rd−1)

v 7−→ v(·,0)

se prolonga por continuidad a una aplicación lineal continua

H1(Rd
+) −→ L2(Rd−1)

v 7−→ v(·,0)

verificándose además ∀v ∈ H1(Rd
+)

‖v(·,0)‖0,Rd−1 ≤ ‖v‖1,Rd
+
.

Caso B

Definición 1.9 Un abierto Ω de Rd se dice que es 1-regular si es acotado y su
frontera Γ es una variedad de clase C1 de dimensión d−1.

Esto significa que existe un número finito de abiertos acotados θi de Rd , 0≤ i≤ I,
tales que θ0 está incluido en Ω , {θi}I

i=0 es un recubrimiento abierto de Ω , y para
todo i = 1, . . . , I existe una aplicación invertible de clase C1 ϕi : x 7→ y = ϕi(x) de θi
en B, bola abierta de Rd de radio 1, cuya aplicación inversa ϕ

−1
i también es de clase

C1 y tal que

ϕi(θi∩Ω) = B∩Rd
+ = {y = (y′,yd) ∈ Rd , |y|< 1,yd > 0},

ϕi(θi∩Γ ) = {y = (y′,yd) ∈ Rd , |y′|< 1,yd = 0}.

Diremos que {θi,ϕi}I
i=1 es un sistema de cartas locales que definen Γ .

Vamos a demostrar el teorema de la traza para Ω ∈ Rd abierto 1-regular, pero
también se puede generalizar a abiertos acotados con frontera de clase C1 a trozos.

La demostración se hace en varias etapas, a través de los siguientes lemas.

Lema 1.3 Si Ω es 1-regular, existe un operador P lineal continuo llamado de 1-
prolongación P : H1(Ω)→ H1(Rd), tal que

∀v ∈ H1(Ω) Pv = v casi por todas partes en Ω .

Demostración:

Veamos primero el caso de Ω = Rd
+ y luego por cartas locales y partición de la

unidad lo extenderemos al caso de Ω un abierto 1-regular.
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Caso: Ω = Rd
+

Si v ∈D(Rd
+), sea Pv su prolongación por reflexión,

Pv(x′,xd) =

{
v(x′,xd) si xd ≥ 0
v(x′,−xd) si xd < 0

Pv es continua, está en H1(Rd) y se tiene,

∂Pv
∂xi

(x′,xd) =


∂v
∂xi

(x′,xd) si xd ≥ 0
∂v
∂xi

(x′,−xd) si xd < 0 y 1≤ i≤ d−1
− ∂v

∂xi
(x′,−xd) si xd < 0

de donde se deduce que ‖Pv‖1,Rd =
√

2‖v‖1,Rd
+

que nos da la continuidad de la

aplicación P : D(Rd
+)−→D(Rd)⊂ H1(Rd).

Como D(Rd
+) es denso en H1(Rd

+), esta aplicación se prolonga por continuidad
a todo H1(Rd

+), verificando que Pv(x) = v(x) casi por todo Rd
+.

Caso: Ω abierto 1-regular
Sea {αi}I

i=1 una partición de la unidad subordinada al recubrimiento {θi}I
i=1, es

decir, αi ∈D(θi), ∀i = 0, . . . , I y ∑
I
i=1 θi = 1. Si v ∈ H1(Ω), escribimos,

v =
I

∑
i=1

αiv,

y para cada i = 0,1, . . . , I definimos P(αiv) de modo que,

Pv =
I

∑
i=1

P(αiv).

Por un lado, P(α0v) = α̃0v, prolongación de α0v por 0 en Rd \Ω . Por otro lado, para
i = 1, . . . , I, consideramos la función wi = (αiv)◦(ϕ−1

i |B+), donde B+ = B∩Rd
+. Se

tiene que wi ∈ H1(B+) y es nula en un entorno de {y ∈ ∂B+;yd > 0}, entonces
podemos prolongar wi por 0 en Rd

+ \B+ y obtener una función w̃i ∈H1(Rd
+), y ésta

a su vez prolongarla por reflexión a una función wi ∈ H1(Rd) de soporte compacto
en B. Finalmente, wi ◦ϕi definido en θi se prolonga por 0 en Rd \ θi de modo que
w̃i ◦ϕi es una función de H1(Rd). De este modo definimos P(αiv) = w̃i ◦ϕi para
i = 1, . . . , I.

Ahora es fácil verificar que la aplicación v−→∑
I
i=0 P(αiv) verifica las condicio-

nes del lema.
�

Lema 1.4 Si Ω es 1-regular, D(Ω) es denso en H1(Ω).

Demostración:
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: Sea v∈H1(Ω) y Pv∈H1(Rd) su prolongación a todo Rd . Como D(Rd) es den-
so en H1(Rd) existe una sucesión {wn}∞

n=1 ∈D(Rd) tal que wn−−−→
n→∞

Pv en H1(Rd).

Sea vn = wn|Ω , la sucesión {vn}∞
n=1 es una sucesión de D(Ω) tal que vn −−−→

n→∞
v en

H1(Ω).
�

Para el tercer lema utilizaremos la siguiente notación dσ denota la medida su-
perficial sobre Γ , inducida por la medida Lebesgue dx. Ası́ definimos L2(Γ ) el con-
junto de las funciones definidas sobre Γ medibles para la medida dσ y de cuadrado
integrable, con la norma ‖v‖0,Γ =

(∫
Γ

v2dσ
)1/2.

De manera equivalente, utilizando la partición de la unidad, podemos definir,

L2(Γ ) = {v : Γ → R, ˜(αiv)◦ϕ
−1
i (·,0) ∈ L2(Rd−1), 1≤ i≤ I}

con la norma

[|v[|0,Γ =
( I

∑
i=1
‖ ˜(αiv)◦ϕ

−1
i ‖

2
0,Rd−1

)1/2

que es equivalente a la anterior, es decir, existen constantes C1 y C2 tales que
C1[|v[|0,Γ ≤ ‖v‖0,Γ ≤C2[|v[|0,Γ .

Lema 1.5 Si Ω es 1-regular, existe una constante C > 0 tal que

∀v ∈D(Ω) ‖γ0v‖0,Γ ≤C‖v‖1,Ω .

Demostración:

: Sea v ∈ D(Ω), utilizando la partición de la unidad {αi}I
i=1, definimos en B+

las funciones wi = (αiv) ◦ϕ
−1
i , para 1 ≤ i ≤ I. Sea w̃i su prolongada por 0 a todo

Rd
+. Según el teorema de la traza en Rd

+, se tiene que ‖w̃i(·,0)‖0,Rd−1 ≤ ‖w̃i‖1,Rd
+

, y
por las propiedades de αi y ϕi, se deduce ‖w̃i‖1,Rd

+
≤Ci‖v‖1,Ω . Finalmente, por la

equivalencia anterior de normas, se concluye,

‖γ0v‖0,Γ ≤C2[|γ0v[|0,Γ =C2
(

∑
I
i=1 ‖w̃i(·,0)‖2

0,Rd−1

)1/2 ≤
≤C2

(
∑

I
i=1 C2

i
)1/2‖v‖1,Ω =C‖v‖1,Ω

�
El teorema de la traza es consecuencia directa de estos tres resultados.

Teorema 1.8 (Teorema de la Traza) Sea Ω un abierto 1-regular de Rd . Entonces
D(Ω) es denso en H1(Ω) y la aplicación lineal continua γ0 : v 7→ γ0v = v|Γ de
D(Ω) en L2(Γ ) se prolonga por continuidad a una aplicación lineal continua de
H1(Ω) en L2(Γ ), que denotamos también γ0, llamada aplicación traza.
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1.5. Aplicaciones del teorema de la traza

Fórmula de Green para funciones de H1(Ω).

Denotamos por ηi la i-ésima componente del vector normal unitario exterior de
Ω .

Teorema 1.9 Sea Ω un abierto 1-regular de Rd . Entonces ∀u,v ∈ H1(Ω) se tiene,∫
Ω

u
∂v
∂xi

dx =−
∫

Ω

∂u
∂xi

vdx+
∫

Γ

uvηidσ , ∀i = 1, . . . ,d.

Demostración:

: Si u,v ∈ H1(Ω), entonces existen sendas sucesiones {un}∞
n=1 y {vn}∞

n=1 en
D(Ω) tales que convergen respectivamente a u y v en H1(Ω).

Para un,vn ∈D(Ω) es válida la fórmula de Green,∫
Ω

un
∂vn

∂xi
dx =−

∫
Ω

∂un

∂xi
vn +

∫
Γ

unvnηidσ , ∀i = 1, . . . ,d.

Se concluye pasando al lı́mite, puesto que por la continuidad de la aplicación traza,
un|Γ y vn|Γ convergen respectivamente a u|Γ y v|Γ en L2(Γ ).

�

Caracterización del espacio H1
0 (Ω).

El teorema de la traza también nos permite caracterizar de forma más sencilla el
subespacio H1

0 (Ω) de H1(Ω).

Teorema 1.10 Sea Ω un abierto 1-regular de Rd . Entonces H1
0 (Ω) es el núcleo de

la aplicación traza γ0 : H1(Ω)→ L2(Γ ), esto es,

H1
0 (Ω) = {v ∈ H1(Ω) : v|Γ = 0}

Demostración:

Sea v ∈H1
0 (Ω), entonces existe una sucesión {ϕn}∞

n=1 de D(Ω) tal que ϕn −−−→
n→∞

v en H1(Ω). Por la continuidad de la aplicación traza, ‖γ0ϕn− γ0v‖0,Γ ≤ C‖ϕn−
v‖1,Ω , de donde γ0ϕn −−−→

n→∞
γ0v en L2(Γ ). Como las funciones ϕn son de soporte

compacto en Ω , entonces γ0ϕn = 0∀n, y por tanto γ0v = 0 en Γ .
La demostración del recı́proco es más delicada. Lo demostraremos para Ω =Rd

+,
pues por cartas locales y partición de la unidad se generaliza al caso Ω abierto 1-
regular.
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Sea pues v ∈ {v ∈ H1(Rd
+) : γ0v = v(·,0) = 0} y queremos demostrar que v ∈

H1
0 (Rd

+), es decir, que se puede aproximar por funciones ϕn ∈ D(Rd
+). Buscamos

una sucesión {ϕn}∞
n=1 de funciones de D(Rd

+) tal que ϕn −−−→
n→∞

v en H1(v).

Sea ṽ la prolongación por 0 de v a todo Rd . Es fácil ver que ṽ ∈ H1(Rd). Ob-

viamente ṽ ∈ L2(Rd) y también ∂̃v
∂xi
∈ L2(Rd), ∀i = 1, . . . ,d. Basta demostrar que

∂ ṽ
∂xi

= ∂̃v
∂xi

, ∀i = 1, . . . ,d y tendremos que ṽ ∈ H1(Rd). En efecto, ∀ϕ ∈ D(Rd),
aplicando la fórmula de Green y teniendo en cuenta que v(·,0) = 0, tenemos que
∀i = 1, . . . ,d,

〈 ∂ ṽ
∂xi

,ϕ〉=−〈ṽ, ∂ϕ

∂xi
〉=−

∫
Rd ṽ ∂ϕ

∂xi
dx =−

∫
Rd
+

v ∂ϕ

∂xi
dx =

∫
Rd
+

∂v
∂xi

ϕdx−∫
{(x′,0),x′∈Rd−1} vϕγidσ =

∫
Rd
+

∂v
∂xi

ϕdx =
∫
Rd

∂̃v
∂xi

ϕdx = 〈 ∂̃v
∂xi

,ϕ〉

Como en los casos anteriores, tenemos que hacer producto de convolución por una
sucesión regularizante, ϕε ∈D(Rd), pero de nuevo el soporte de ϕε ? ṽ puede estar
fuera de Rd

+. Para evitarlo nos trasladamos una magnitud h definiendo τhṽ(x′,xd) =
ṽ(x′,xd−h). Ya demostramos que τhṽ−−→

ε→0
ṽ y que además sopτhṽ⊂Rd

+, por tanto

τhṽ|Rd
+
−−→
ε→0

ṽ|Rd
+

en H1(Rd
+). Por otro lado, sop(ϕε ? τhṽ) ⊂ Rd

+ y como ya vi-

mos ϕε ? τhṽ−−→
ε→0

τhṽ en H1(Rd). Con ambas cosas, ϕε ? τhṽ|Rd
+
−−−−−→
ε→0,h→0

ṽ|Rd
+

en

H1(Rd
+), siendo ϕε ? τhṽ|Rd

+
∈D(Rd

+) la sucesión buscada.
�

Construcción de subespacios de H1(Ω) de dimensión finita.

En el capı́tulo 3 estudiaremos la construcción de subespacios de dimensión fi-
nita de H1(Ω). Para ello se procederá a construir funciones de H1(Ω) mediante
funciones a “trozos”. Será de gran utilidad el siguiente resultado.

Sea Ω = ∪N
r=1Ω r una descomposición de Ω tal que:

Ωr es un abierto de Rd contenido en Ω con frontera Γr de clase C1, para todo
r = 1, . . . ,N,
Ωr ∩Ωs = /0 para r 6= s.

Teorema 1.11 Sea v ∈ C0(Ω) tal que la restricción v|Ωr ∈ H1(Ωr)∀r = 1, . . . ,N,
entonces v ∈ H1(Ω).

Demostración:

: Sea v ∈ C0(Ω) con v|Ωr ∈ H1(Ωr), ∀r = 1, . . . ,N. Evidentemente v ∈ L2(Ω),
veamos que también las derivadas en el sentido de las distribuciones ∂v

∂xi
son también

funciones de L2(Ω), ∀i = 1, . . . ,d. Definimos vi ∈ L2(Ω) tal que vi|Ωr =
∂v
∂xi
|Ωr ,

∀r = 1, . . . ,N, veamos que vi =
∂v
∂xi

en el sentido de las distribuciones. En efecto,
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∀ϕ ∈D(Ω), se tiene,

〈 ∂v
∂xi

,ϕ〉=−〈v, ∂ϕ

∂xi
〉=−

∫
Ω

v ∂ϕ

∂xi
dx =−∑

N
r=1
∫

Ωr
v ∂ϕ

∂xi
dx =

∑
N
r=1

(∫
Ωr

∂v
∂xi

ϕdx−
∫

∂Ωr
vϕηidσ

)
= ∑

N
r=1
∫

Ωr
∂v
∂xi

ϕdx

∑
N
r=1
∫

Ωr
viϕdx =

∫
Ω

viϕdx = 〈vi,ϕ〉.

Entonces ∂v
∂xi
∈ L2(Ω) y por tanto v ∈ H1(Ω).

�

1.6. Un resultado de compacidad

El siguiente resultado se llama teorema de Rellich, y será útil para las sucesio-
nes pues nos permite afirmar que en las condiciones del teorema de la traza, dada
una sucesión acotada en H1(Ω), podemos extraer una subsucesión convergente en
L2(Ω).

Teorema 1.12 Sea Ω un abierto 1-regular de Rd . Entonces la inyección canónica
de H1(Ω) en L2(Ω) es compacta, es decir, todo subconjunto acotado de H1(Ω) es
relativamente compacto en L2(Ω).

1.7. Los espacios de Sobolev Hm(Ω)

Generalicemos la definición del espacio de Sobolev H1(Ω).

Definición 1.10 Para todo entero m ≥ 1 llamamos espacio de Sobolev de orden m
sobre Ω al espacio

Hm(Ω) = {v ∈ L2(Ω), ∂
α v ∈ L2(Ω), |α| ≤ m},

dotado del producto escalar,

(u,v)m,Ω =
∫

Ω

(
∑
|α|≤m

∂
α u∂

α v
)
dx,

la norma asociada,

‖u‖m,Ω = (u,u)1/2
m,Ω =

(∫
Ω

∑
|α|≤m

(
∂

α u
)2dx

)1/2
,

y la seminorma,

|u|m,Ω =
(∫

Ω
∑
|α|=m

(
∂
|α|u
)2dx

)1/2
,
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Teorema 1.13 Hm(Ω) es un espacio de Hilbert separable para la norma

‖ · ‖m,Ω

.

La demostración es idéntica al caso m = 1.

Caso particular H2(Ω).

Si Ω es 1-regular, se puede definir la traza de una función v ∈H2(Ω), γ0v = v|Γ .
Por otro lado, si v∈H2(Ω) entonces ∂v

∂xi
∈H1(Ω), 1≤ i≤ d, y por tanto también se

pueden definir las trazas de estas funciones γ0
∂v
∂xi

= ∂v
∂xi
|Γ , 1≤ i≤ d, que pertenecen

a L2(Γ ). La función ηi
∂v
∂xi
|Γ es entonces una función de L2(Γ ) por ser producto de

una función de L∞(Γ ) y otra de L2(Γ ), y podemos definir la derivada normal,

∂v
∂η
|Γ =

d

∑
i=1

ηi
∂v
∂xi
|Γ

como una función de L2(Γ ).
Sea ∆u = ∑

d
i=1

∂ 2u
∂x2

i
el Laplaciano de una distribución u. Entonces si u ∈ H2(Ω),

se tiene para toda función v ∈ H1(Ω),

−
∫

Ω

(∆u)vdx =−
d

∑
i=1

∫
Ω

∂ 2u
∂x2

i
vdx =

d

∑
i=1

{∫
Ω

∂u
∂xi

∂v
∂xi

dx−
∫

Γ

∂u
∂xi

vηidσ

}
,

de donde se obtiene la fórmula de Green generalizada.

Teorema 1.14 (Fórmula de Green generalizada) Si Ω es 1-regular, para toda fun-
ción u de H2(Ω) y toda función v de H1(Ω), se tiene:

−
∫

Ω

(∆u)vdx =
∫

Ω

∇u ·∇vdx−
∫

Γ

∂u
∂η

vdσ .

Nota: para m > d/2 las funciones de Hm(Ω) son continuas, en particular, si Ω

es un abierto de R2 o R3, entonces H2(Ω)⊂C0(Ω).



Capı́tulo 2
Formulación débil de problemas elı́pticos

Resumen En este capı́tulo veremos la formulación débil o variacional de algunos
problemas elı́pticos lineales que permitan una demostración fácil de la existencia
y la unicidad de las soluciones y que además se adapten bien a la aproximaciń
numérica que se presentará en el siguiente capı́tulo. Este tipo de problemas tienes
muchas aplicaciones fı́sica, en concreto detallaremos el problema de la deformación
elástica de un sólido.

2.1. Problemas variacionales abstractos

Vamos a introducir un marco abstracto bien adaptado para problemas de contorno
asociados a ecuaciones en derivadas parciales. Sean:

1. V un espacio de Hilbert sobre R de norma ‖ · ‖,
2. una forma bilineal a(·, ·) : V ×V → R continua, es decir, existe una constante

M ≥ 0 tal que ∀u,v ∈ V, a(u,v) ≤ M‖u‖‖v‖, y V -elı́ptica1, es decir, existe una
constante α > 0 tal que ∀v ∈V, a(v,v)≥ α‖v‖2,

3. y una forma lineal L : V → R continua, es decir, ∀v ∈ V, |L(v)| ≤ ‖L‖? · ‖v‖,
donde ‖L‖? = supv∈V,v 6=0

L(v)
‖v‖

Consideramos el siguiente problema variacional:

(P) Hallar u ∈V tal que a(u,v) = L(v) ∀v ∈V

La existencia y unicidad de la solución de este problema nos la da el teorema de
Lax-Milgram.

1 Esta propiedad también se llama coerciva o fuertemente coerciva.

21
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Teorema 2.1 (Teorema de Lax-Milgram) Si se verifican las condiciones 1, 2 y 3,
el problema (P) tiene solución única.

Observar que si suponemos que la forma bilineal a(·, ·) es además simétrica,
entonces a(·, ·) es un producto escalar en V con norma asociada ‖v‖E =

(
a(v,v)

)1/2,
que es equivalente a la norma ‖ · ‖ de V . En este caso, la existencia y unicidad de la
solución del problema (P) viene dada por el teorema de Riesz-Frechet.

Demostración:

Introducimos el siguiente operador,

A : V −→V
u 7−→ Au

definido por (Au,v) = a(u,v)∀v ∈ V donde (·, ·) designa el producto escalar en V .
Esta aplicación está bien definida pues fijado u, la aplicación v 7→ a(u,v) es lineal y
continua de V en R, y por el teorema de Riesz-Frechet se puede representar dicha
aplicación por un único elemento de V que llamaremos Au.

Evidentemente la aplicación A es lineal y continua por serlo a(·, ·), y además
verifica,

‖Au‖= supv∈V,v6=0
a(u,v)
‖v‖ ≤M‖u‖

(Av,v)≥ α‖v‖2

Por otra parte, al ser L una forma lineal continua sobre V , aplicando de nuevo el
teorema de Riesz-Frechet, existe un único τL ∈ V tal que ∀v ∈ V se tiene L(v) =
(τL,v).

Observar que esto define una biyección lineal,

τ : V ′ −→V
L 7−→ τL

que es una isometrı́a puesto que,

‖τL‖= sup
v∈V,v6=0

(τL,v)
‖v‖

= sup
v∈V,v 6=0

L(v)
‖v‖

= ‖L‖?

Entonces el problema (P) se puede escribir de la siguiente forma,

Hallar u ∈V tal que (Au,v) = (τL,v) ∀v ∈V,

esto es,
Hallar u ∈V tal que Au = τL.

Para demostrar que este problema, en su última versión, tiene solución única
utilizaremos el teorema de Punto Fijo de Banach para contracciones estrictas. Para
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ello, dado un ρ > 0 que elegiremos más adelante de forma apropiada, escribimos
nuestro problema de la siguiente forma,

Hallar u ∈V tal que u = u−ρ(Au− τL).

De este modo, tenemos definida una aplicación,

T : V −→V
v 7−→ v−ρ(Av− τL)

cuyo punto fijo serı́a solución de nuestro problema. Para demostrar que esta apli-
cación tiene un único punto fijo bastará demostrar que es una contracción estricta
puesto que al ser V un espacio de Hilbert y por tanto completo, podremos aplicar el
teorema de Banach que asegura en este caso la existencia de un único punto fijo.

En efecto, se tiene que,

‖T v1−T v2‖2 = ‖v1− v2−ρ(A(v1− v2))‖2 =
‖v1− v2‖2−2ρ(A(v1− v2),v1− v2)+ρ2‖A(v1− v2)‖2 ≤
(1−2αρ +ρ2M2)‖v1− v2‖2

luego para que T sea una contracción estricta basta tomar ρ de modo que 1−2αρ +
ρ2M2 < 1, y esto es cierto para 0 < ρ < 2α/M2.

Por tanto para cada ρ entre 0 y 2α/M2 hemos demostrado que existe una so-
lucı’on del problema (P), veamos que esta es única independientemente del valor
de ρ elegido. Supongamos que existen u1 y u2 dos soluciones de (P), entonces,

a(u1,v) = L(v) ∀v ∈V,
a(u2,v) = L(v) ∀v ∈V.

Restando a(u1− u2,v) = 0, ∀v ∈ V , en particular, a(u1− u2,u1− u2) = 0, y por la
V -elipticidad de la aplicación bilineal, 0 = a(u1− u2,u1− u2) ≥ α‖u1− u2‖2. Por
tanto u1 = u2.

�

Corolario 2.1 La solución del problema (P) está acotada por los datos, es decir,

‖u‖ ≤ 1
α
‖L‖?

donde α es la constante de elipticidad de la aplicación bilineal.

Demostración:

Basta con elegir v = u en el problema (P), y por la elipticidad de la aplicación
bilineal se tiene,

α‖u‖2 ≤ a(u,u) = L(u)
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Por otro lado, la aplicación lineal L es continua, por tanto

|L(u)| ≤ ‖L‖?‖u‖

de donde se concluye el resultado.
�

Cuando la aplicación bilineal a(·, ·) es además simétrica, el problema (P) es equi-
valente a un problema de optimización.

Teorema 2.2 Si se verifican las condiciones 1, 2 y 3, y además a(·, ·) es simétrica
y verifica a(v,v) ≥ 0 ∀v ∈ V , entonces el problema (P) es equivalente al siguiente
problema de optimización,

(Q) Hallar u ∈V tal que J(u) = mı́n
v∈V

J(v)

donde J(v) = 1
2 a(v,v)−L(v).

Demostración:

Sea u solución del problema (P). Sea v ∈ V cualquiera con v 6= u, es decir, v =
u+w con w 6= 0, entonces,

J(v) = J(u+w) = 1
2 a(u+w,u+w)−L(u+w) =

1
2 a(u,u)+a(u,w)+ 1

2 a(w,w)−L(u)−L(w) =
J(u)+a(u,w)−L(w)+ 1

2 a(w,w).

Como u es solución de (P), entonces a(u,w) = L(w), por otro lado a(w,w)≥ 0, por
tanto,

J(v) = J(u)+
1
2

a(w,w)≥ J(u),

y esto es cierto ∀v ∈V con v 6= u.
Veamos la demostración del recı́proco. Sea u solución del problema de optimi-

zación (Q), entonces ∀v ∈V y λ > 0,

J(u)≤ J(u+λ (v−u))
J(u)≤ 1

2 a(u+λ (v−u),u+λ (v−u))−L(u+λ (v−u))
J(u)≤ 1

2 a(u,u)+λa(u,v−u)+ λ 2

2 a(v−u,v−u)−L(u)−λL(v−u)
0≤ λa(u,v−u)+ λ 2

2 a(v−u,v−u)−λL(v−u)
0≤ λ

2 a(v−u,v−u)+a(u,v−u)−L(v−u).

Tomando el lı́mite cuando λ → 0+, tenemos,

0≤ a(u,v−u)−L(v−u).
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Como esta desigualdad es cierta ∀v ∈ V , podemos tomar v+ u en lugar de v, de
donde,

0≤ a(u,v)−L(v), ∀v ∈V,

y de la misma forma, tomando−v en lugar de v,

0≥ a(u,v)−L(v), ∀v ∈V,

de donde se deduce,
a(u,v) = L(v), ∀v ∈V.

�

2.2. Formulación débil de problemas unidimensionales

Problema de Dirichlet homogéneo asociado al operador −d2/dx2

Sea I = (a,b) ∈ R un intervalo de la recta real, f ∈ L2(I), consideremos el pro-
blema:

Hallar u tal que

−u
′′
(x) = f (x) en I (2.1)

u(a) = 0 (2.2)
u(b) = 0 (2.3)

En principio supondremos que u ∈ H2(I)∩H1
0 (I) para que la ecuación ante-

rior tenga sentido y de modo que se verifiquen las condiciones de contorno (2.2) y
(2.3). Vamos a formular el problema anterior de otra manera. Elegimos una función
v ∈ H1

0 (I) cualquiera, multiplicamos los dos miembros de la ecuación (2.1) por v e
integramos por partes,∫ b

a
u′v′ dx− (u′(b)v(b)−u′(a)v(a)) =

∫ b

a
f vdx (2.4)

como v(a) = v(b) = 0 el problema se reformula de la siguiente manera: hallar u ∈
H1

0 (I) tal que ∫ b

a
u′v′ dx =

∫ b

a
f vdx ∀v ∈ H1

0 (I) (2.5)

Nos referiremos a (2.5) como la formulación débil o formulación variacional del
problema de partida (2.1, 2.2, 2.3). Observemos que para que (2.5) tenga sentido no
es necesario que u ∈ H2(I). Tenemos ahora que justificar la formulación anterior,
es decir, demostrar que el problema (2.5) tiene solución y verificar si ésta es única.
Para ello utilizaremos el teorema de Lax Milgram.

Antes repasemos algunas propiedades del espacio H1
0 (I).
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Teorema 2.3 Sobre H1
0 (I) la seminorma |v|1,I = (

∫ b
a (v
′)2dx)1/2 y la norma de

L2(I), ||v||0,I = (
∫ b

a v2dx)1/2 verifican la siguiente desigualdad

||v||0,I ≤
b−a√

2
|v|1,I

Demostración:

Es un caso particular del teorema de Poincaré del capı́tulo anterior. Basta demos-
trar el teorema para funciones v ∈D(I), pues D(I) es denso en H1

0 (I).

v(x) =
∫ x

a
v′(x)dx

tomando valores absolutos y aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en L2(I)
obtenemos para x ∈ (a,b)

|v(x)| ≤ (
∫ x

a
12dx)1/2(

∫ x

a
(v′)2dx)1/2

mayorando la segunda integral tomando x = b como lı́mite superior de la integral

|v(x)| ≤ (x−a)1/2(
∫ b

a
(v′)2dx)1/2 = (x−a)1/2|v|1,I

Elevando al cuadrado e integrando de nuevo en I

||v||20,I ≤
(b−a)2

2
|v|21,I

Finalmente tomando la raiz cuadrada positiva obtenemos el resultado buscado.
�

Corolario 2.2 Sobre H1
0 (I) la seminorma |v|1,I es una norma equivalente a la nor-

ma de H1(I).

Demostración:

Puesto que

||v||21,I = (
∫ b

a
(v2 +(v′)2)dx = ||v||20,I + |v|21,I

Tenemos de forma inmediata
|v|1,I ≤ ||v||1,I

Por otra parte, utilizando la desigualdad demostrada en el teorema anterior
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||v||21,I = ||v||20,I + |v|21,I ≤ (
(b−a)2

2
+1)|v|21,I

de donde finalmente √
2

2+(b−a)2 ||v||1,I ≤ |v|1,I ≤ ||v||1,I

�

Teorema 2.4 El problema formulado en la pregunta anterior tiene solución única.

Demostración:

Aplicamos el teorema de Lax-Milgram. La forma bilineal es

a(., .) : H1
0 (I)×H1

0 (I)→ R

u,v→ a(u,v) =
∫ b

a
u′v′ dx (2.6)

La forma lineal es

L(.) : H1
0 (I)→ R

v→ l(v) =
∫ b

a
f vdx (2.7)

La forma (2.6) es evidentemente bilineal.
La forma (2.6) es continua, pues para todo u,v ∈ H1

0 (I)

|a(u,v)|= |
∫ b

a
u′v′ dx| ≤ |u|1,I |v|1,I ≤ ||u||1,I ||v||1,I

La forma (2.6) es elı́ptica, pues para todo v ∈ H1
0 (I)

a(v,v) =
∫ b

a
(v′)2 dx = |v|21,I ≥

2
2+(b−a)2 ||v||

2
1,I

donde hemos aplicado la equivalencia entre de la norma ||.||1,I y la seminorma
|.|1,I demostrada anteriormente.
La forma (2.7) es evidentemente lineal.
La forma (2.7) es continua, pues para todo v ∈ H1

0 (I), l(v) =
∫ b

a f vdx, resulta
por una parte aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la desigualdad de
Poincaré

|l(v)|= |
∫ b

a
f vdx| ≤ || f ||0,I ||v||0,I ≤

(b−a)√
2
|| f ||0,I |v|1,I ≤

(b−a)√
2
|| f ||0,I ||v||1,I
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�

Teorema 2.5 El problema débil (2.5) es equivalente al problema de optimización
siguiente:

Hallar u ∈ H1
0 (I) tal que

J(u) = ı́nf
v∈H

J(v)

donde

J(v) =
1
2

∫ b

a
(v′)2 dx−

∫ b

a
f vdx

Demostración:

La forma bilineal (2.6) continua y elı́ptica es también simétrica.
�

Teorema 2.6 La solución del problema débil (2.5) verifica la ecuación (2.1) en el
sentido de las distribuciones y en consecuencia u ∈H2(I). Además la solución u de
(2.5) verifica las condiciones de contorno (2.2) y (2.3).

Demostración:

Sea u ∈ H1
0 (I) la solución del problema débil (2.5). Tomando en (2.5) en lugar

de v cualquier función ϕ ∈ D(I) ⊂ H1
0 (I), funciones de clase C∞(I) y de soporte

compacto en I, tenemos ∫ b

a
u′ϕ ′ dx =

∫ b

a
f ϕ dx ∀ϕ ∈D(I)

Podemos interpretar las integrales de la expresión anterior como el valor de las
distribuciones u′ y f en ϕ ′ y ϕ respectivamente, es decir,

< u′,ϕ ′ >=< f ,ϕ > ∀ϕ ∈D(I)

o bien
−< u′′,ϕ >=< f ,ϕ > ∀ϕ ∈D(I)

de donde
−u′′ = f en D ′(I)

finalmente, como f ∈ L2(I)

−u′′ = f en L2(I) y u ∈ H2(I)

además la igualdad en L2(I) implica

−u′′(x) = f (x) en c.t.p. de I
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que es la ecuación (2.1).
Además como u ∈ H1

0 (I) verifica las condiciones de contorno (2.2) y (2.3).
�

2.3. Problema de Dirichlet homogéneo asociado al operador
−4

Sea Ω un abierto acotado de Rd con frontera Γ de clase C1 a trozos. El problema
a resolver es:

(PDH1) Dada f ∈ L2(Ω), hallar u definida en Ω y solución de,

−4u = f en Ω

u = 0 sobre Γ

Supongamos que u es suficientemente regular de modo que la ecuación anterior
tenga sentido, por ejemplo u∈H2(Ω), entendiendo las derivadas en el sentido de las
distribuciones. Multiplicando la primera ecuación por una función test v ∈H1

0 (Ω) e
integrando en Ω , ∫

Ω

−4uvdx =
∫

Ω

f vdx.

Utilizando la fórmula de Green, teniendo en cuenta que v|Γ = 0, tenemos,∫
Ω

−4uvdx =
∫

Ω

∇u ·∇vdx,

de modo que la ecuación anterior queda,∫
Ω

∇u ·∇vdx =
∫

Ω

f vdx, ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Esta ecuación tiene sentido aunque u no esté en H2(Ω), basta con que u ∈ H1(Ω).
Por otro lado, al ser u = 0 sobre Γ y por las propiedades de Γ tenemos que u ∈
H1

0 (Ω). Ası́ podemos reemplazar el problema anterior por el siguiente, que recibe
el nombre de FORMULACIÓN VARIACIONAL O DÉBIL,

(PDH2) Dada f ∈ L2(Ω), hallar u ∈ H1
0 (Ω) tal que,∫

Ω

∇u ·∇vdx =
∫

Ω

f vdx, ∀v ∈ H1
0 (Ω).
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Teorema 2.7 El problema anterior tiene solución única.

Demostración:

Basta demostrar que se verifican las condiciones del teorema de Lax-Milgram,
siendo,

V = H1
0 (Ω),

a(u,v) =
∫

Ω
∇u ·∇vdx,

L(v) =
∫

Ω
f vdx.

Evidentemente a(·, ·) es bilineal. La continuidad se obtiene gracias a la desigual-
dad de Cauchy-Schwartz, en efecto,

|a(u,v)|= |
∫

Ω
∇u ·∇vdx|= |∑d

i=1
∫

Ω
∂u
∂xi

∂v
∂xi

dx|
≤ ∑

d
i=1 |

∫
Ω

∂u
∂xi

∂v
∂xi

dx| ≤ ∑
d
i=1 || ∂u

∂xi
||0,Ω .|| ∂v

∂xi
||0,Ω

≤
(

∑
d
i=1 || ∂u

∂xi
||20,Ω

)1/2(
∑

d
i=1 || ∂v

∂xi
||20,Ω

)1/2

= |u|1,Ω |v|1,Ω ≤ ‖u‖1,Ω‖v‖1,Ω .

La V -elipticidad se obtiene por la equivalencia de normas en H1
0 (Ω), por ser Ω

acotado, ya que en este caso se verifica la desigualdad de Poincaré, en efecto,

a(v,v) =
d

∑
i=1

∫
Ω

( ∂v
∂xi

)2dx = |v|21,Ω ≥ α‖v‖2
1,Ω .

Finalmente L : H1
0 (Ω) → R con L(v) =

∫
Ω

f vdx, es evidentemente lineal, y
además L(v) =

∫
Ω

f vdx≤ ‖ f‖0,Ω‖v‖0,Ω ≤ ‖ f‖0,Ω‖v‖1,Ω , y por tanto continua.
�

Comentarios

1. Observar que evidentemente una solución del problema fuerte (PDH1) es solu-
ción del problema débil (PDH2). Recı́procamente, si u ∈ H1

0 (Ω) es solución del
problema débil (PDH2), entonces podemos recuperar las ecuaciones de la for-
mulación fuerte en el sentido de las distribuciones y el teorema de la traza. En
efecto, como D(Ω) es denso en H1

0 (Ω), tenemos que la ecuación de la formula-
ción débil también es cierta ∀ϕ ∈D(Ω),∫

Ω

∇u ·∇ϕdx =
∫

Ω

f ϕdx, ∀ϕ ∈D(Ω),

que interpretándolo como productos de dualidad entre D(Ω) y D ′(Ω), equivale
a,

〈∇u,∇ϕ〉= 〈 f ,ϕ〉, ∀ϕ ∈D(Ω),

y aplicando la definición de derivada en el sentido de las distribuciones,
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〈−∆u,ϕ〉= 〈 f ,ϕ〉, ∀ϕ ∈D(Ω).

De este modo recuperamos la primera ecuación en el sentido de las distribucio-
nes,

−∆u = f , en D ′(Ω),

en particular, como f ∈ L2(Ω), se tiene,

−∆u = f , en L2(Ω),

y por las propiedades de las funciones de L2(Ω)

−∆u = f , en c.t.p. de Ω .

Por último, por las condiciones de la frontera del dominio, podemos aplicar el
teorema de la Traza de modo que, al ser u ∈ H1

0 (Ω), entonces u|Γ = 0.
2. Observar también que al ser la aplicación bilineal de este caso simétrica, el pro-

blema débil es equivalente al siguiente problema de optimización,
Dada f ∈ L2(Ω), hallar u ∈ H1

0 (Ω) tal que

J(u) = mı́n
v∈V

J(v)

donde J(v) = 1
2
∫

Ω ∑
d
i=1
(

∂v
∂xi

)2dx−
∫

Ω
f vdx.

2.4. Problema de Neumann homogéneo asociado al operador
−4+ Id

Sea Ω un abierto acotado de Rd con frontera Γ de clase C1 a trozos. El problema
a resolver es:

(PNH1) Dada f ∈ L2(Ω), hallar u definida en Ω y solución de,

−4u+u = f en Ω
∂u
∂η

= 0 sobre Γ

Supongamos que u es suficientemente regular, por ejemplo u∈H2(Ω). Multipli-
camos la primera ecuación de (PNH1) por una función test v ∈H1(Ω) e integramos
en Ω , ∫

Ω

−4uvdx+
∫

Ω

uvdx =
∫

Ω

f vdx.

Utilizando la fórmula de Green, teniendo en cuenta que ∂u
∂η
|Γ = 0, tenemos,
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Ω

−4uvdx =
∫

Ω

∇u ·∇vdx,

de modo que la ecuación anterior queda,∫
Ω

∇u ·∇vdx+
∫

Ω

uvdx =
∫

Ω

f vdx, ∀v ∈ H1(Ω).

Podemos reemplazar el problema anterior por la correspondiente FORMULA-
CIÓN VARIACIONAL O DÉBIL,

(PNH2) Dada f ∈ L2(Ω), hallar u ∈ H1(Ω) tal que,∫
Ω

∇u ·∇vdx+
∫

Ω

uvdx =
∫

Ω

f vdx, ∀v ∈ H1(Ω).

Teorema 2.8 El problema anterior tiene solución única.

Demostración:

Se demuestra aplicando el teorema de Riesz-Frechet siendo,

V = H1(Ω),

a(u,v) = ∑
d
i=1
∫

Ω
∂u
∂xi

∂v
∂xi

dx+
∫

Ω
uvdx = (u,v)1,Ω ,

L(v) =
∫

Ω
f vdx.

donde como vimos antes L(·) es lineal y continua, y como la aplicación bilineal
a(·, ·) es directamente el producto escalar en H1(Ω), aplicando directamente el teo-
rema de Riesz-Frechet, tenemos que el problema (PNH2) tiene solución única.

�

Comentarios

1. Es evidente que una solución del problema fuerte (PNH1) es solución del pro-
blema débil (PNH2). Veamos en que medida una solución del problema débil
(PNH2) es también solución del problema fuerte (PNH1). Si u es solución del
problema débil (PNH2), como D(Ω)⊂ H1(Ω), se verifica,∫

Ω

∇u ·∇ϕdx+
∫

Ω

uϕdx =
∫

Ω

f ϕdx, ∀ϕ ∈D(Ω).

Interpretando las integrales como productos de dualidad entre D ′(Ω) y D(Ω),
podemos escribir,

〈∇u,∇ϕ〉+ 〈u,ϕ〉= 〈 f ,ϕ〉, ∀ϕ ∈D(Ω),
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y como por definición de derivada en el sentido de las distribuciones 〈∇u,∇ϕ〉=
−〈∆u,ϕ〉, podemos recuperar la ecuación de la formulación fuerte en el sentido
de las distribuciones,

−∆u+u = f en D ′(Ω).

De hecho, como f ∈ L2(Ω), se tiene,

−∆u+u = f en L2(Ω).

Para recuperar la condición de contorno se necesita cierta regularidad en la solu-
ción. En efecto, si suponemos que u ∈ H2(Ω), tiene sentido integrar por partes
en la ecuación de la formulación débil tenemos,∫

Ω

(−∆u+u)vdx+
∫

Γ

∂u
∂η

vdσ =
∫

Ω

f ϕdx,

pero como ya hemos recuperado −∆u+u = f en L2(Ω), entonces,∫
Γ

∂u
∂η

vdσ = 0, ∀v ∈ H1/2(Γ ).

Como u ∈ H2(Ω) entonces ∂u
∂η
|Γ ∈ L2(Γ ), y al ser H1/2(Γ ) denso en L2(Γ ), se

tiene que ∂u
∂η
|Γ = 0 en L2(Γ ).

Observar que para recuperar la condición de contorno es imprescindible la
hipótesis de regularidad u ∈ H2(Ω).

2. Al ser a(·, ·) el producto escalar en H1(Ω), es simétrico, y tenemos la equivalen-
cia del problema (PNH2) con el problema de optimización,
Dada f ∈ L2(Ω), hallar u ∈ H1(Ω) tal que,

J(u) = mı́n
v∈V

J(v)

donde J(v) = 1
2

(∫
Ω ∑

d
i=1
(

∂v
∂xi

)2dx+
∫

Ω
uvdx

)
−
∫

Ω
f vdx.

3. En el problema de Neumann las condiciones de contorno se recogen directamente
en la formulación variacional, mientras que en el problema de Dirichlet aparecen
en el espacio funcional elegido para resolver el problema.

2.5. Problema de Dirichlet no homogéneo asociado al operador
−4

Sea Ω un abierto acotado de Rd con frontera Γ de clase C1 a trozos. El problema
a resolver es:
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(PD1) Dada f ∈ L2(Ω) y g ∈ H1/2(Γ ), hallar u definida en Ω solución de,

−4u = f en Ω

u = g sobre Γ

Supongamos que u ∈ H2(Ω), multiplicamos la primera ecuación de (PD1) por
una función test v ∈ H1

0 (Ω) e integramos en Ω . Aplicando la fórmula de Green
obtenemos que la función u verifica,∫

Ω

∇u ·∇vdx =
∫

Ω

f vdx, ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Esta formulación no encaja en el marco abstracto del teorema de Lax-Milgram
puesto que u ∈ H1(Ω) con u|Γ = g y v ∈ H1

0 (Ω). Sin embargo, como g ∈ H1/2(Γ ),
existe una función u0 ∈H1(Ω) tal que u0|Γ = g. Sea w = u−u0, entonces w|Γ = 0,
y si u es solución de la ecuación anterior, entonces w lo es de la siguiente,∫

Ω

∇w ·∇vdx =
∫

Ω

f vdx−
∫

Ω

∇u0 ·∇vdx, ∀v ∈ H1
0 (Ω).

De esta forma hemos trasladado el problema al caso homogéneo, de modo que el
problema variacional es,

(PD2’) Dada f ∈ L2(Ω) y g ∈ H1/2(Γ ), hallar w ∈ H1
0 (Ω) tal que,∫

Ω

∇w ·∇vdx =
∫

Ω

f vdx−
∫

Ω

∇u0 ·∇vdx, ∀v ∈ H1
0 (Ω)

donde u0 ∈ H1(Ω) con u0|Γ = g.

Resuelto este problema, la solucción que buscamos es u = w+ u0. Por tanto, el
problema variacional que realmente resolvemos es,

(PD2) Dada f ∈ L2(Ω) y g ∈ H1/2(Γ ), hallar u ∈ H1(Ω) tal que,∫
Ω

∇u ·∇vdx =
∫

Ω
f vdx, ∀v ∈ H1

0 (Ω)
u|Γ = g

Teorema 2.9 El problema anterior tiene solución única.

Demostración:
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Sea u0 ∈H1(Ω) tal que u0|Γ = g y w solución del problema (PD2’), veamos que
w existe y es única. Si demostramos que la siguiente aplicación,

H1
0 (Ω)−→ R

v 7−→
∫

Ω
∇u0 ·∇vdx

es lineal y continua, estaremos en las condiciones del teorema de Lax-Milgram co-
mo en el caso homogéneo. Evidentemente es lineal, la continuidad se obtiene gracias
a la desigualdad de Cauchy-Schwartz y al hecho de ser u0 fijo, en efecto,

|
∫

Ω
∇u0 ·∇vdx|= |∑d

i=1
∫

Ω

∂u0
∂xi

∂v
∂xi

dx|
≤ ∑

d
i=1 |

∫
Ω

∂u0
∂xi

∂v
∂xi

dx| ≤ ∑
d
i=1 ||

∂u0
∂xi
||0,Ω .|| ∂v

∂xi
||0,Ω

≤
(

∑
d
i=1 ||

∂u0
∂xi
||20,Ω

)1/2(
∑

d
i=1 || ∂v

∂xi
||20,Ω

)1/2

= |u0|1,Ω |v|1,Ω ≤ |u0|1,Ω‖v‖1,Ω .

Por tanto tenemos,

V = H1
0 (Ω),

a(u,v) =
∫

Ω
∇u ·∇vdx,bilineal, continua y H1

0 (Ω)-elı́ptica
L(v) =

∫
Ω

f vdx−
∫

Ω
∇u0 ·∇vdx, lineal y continua.

y por el teorema de Lax-Milgram existe una única w∈H1
0 (Ω) solución del problema

(PD2’). Entonces u = w+u0 es solución del problema (PD2), pero como la elección
de u0 no es única, tenemos que demostrar la unicidad de u.

Sean u1 y u2 dos soluciones del problema (PD2), entonces se verifica,∫
Ω

∇u1 ·∇vdx =
∫

Ω
f vdx, ∀v ∈ H1

0 (Ω)
u1|Γ = g∫

Ω
∇u2 ·∇vdx =

∫
Ω

f vdx, ∀v ∈ H1
0 (Ω)

u2|Γ = g

restando las dos expresiones,∫
Ω

∇(u1−u2) ·∇vdx = 0, ∀v ∈ H1
0 (Ω)

(u1−u2)|Γ = 0

tomando v = u1−u2 ∈ H1
0 (Ω), resulta,

C‖u1−u2‖2
1,Ω ≤ |u1−u2|21,Ω =

∫
Ω

∇(u1−u2) ·∇u1−u2dx = 0,

por tanto ‖u1−u2‖2
1,Ω = 0 en H1(Ω), luego u1 = u2 en H1(Ω).

�
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2.6. Problema de Neumann no homogéneo asociado al
operador −4+ Id

Sea Ω un abierto acotado de Rd con frontera Γ de clase C1 a trozos. El problema
a resolver es:

(PN1) Dadas f ∈ L2(Ω) y g ∈ L2(Γ ) (o bien g ∈H−1/2(Γ ), donde H−1/2(Γ )
designa el espacio dual de H1/2(Γ ) ), hallar u definida en Ω y solución de,

−4u+u = f en Ω
∂u
∂η

= g sobre Γ

Supongamos que u ∈ H2(Ω), multiplicamos la primera ecuación de (PN1) por
una función test v ∈ H1(Ω) e integramos en Ω . Aplicando la fórmula de Green
obtenemos,∫

Ω

∇u ·∇vdx+
∫

Ω

uvdx−
∫

Γ

∂u
∂η

vdσ =
∫

Ω

f vdx, ∀v ∈ H1
0 (Ω).

El correspondiente problema variacional o formulación débil es,

(PN2) Dadas f ∈ L2(Ω) y g ∈ L2(Γ ), hallar u ∈ H1(Ω) tal que,∫
Ω

∇u ·∇vdx+
∫

Ω

uvdx =
∫

Ω

f vdx+
∫

Γ

gvdσ , ∀v ∈ H1(Ω).

Observación Si g ∈ H−1/2(Γ ) hay que sustituir el término
∫

Γ
gvdσ por < g,v >

donde < ., . > es el producto de dualidad entre H−1/2(Γ ) y H1/2(Γ )

Teorema 2.10 El problema anterior tiene solución única.

Demostración:

La demostración es como en el caso homogéneo, aplicando el teorema de Riesz-
Frechet donde,

V = H1(Ω),

a(u,v) = ∑
d
i=1
∫

Ω
∂u
∂xi

∂v
∂xi

dx+
∫

Ω
uvdx = (u,v)1,Ω ,

L(v) =
∫

Ω
f vdx+

∫
Γ

gvdσ .

Basta demostrar que la siguiente aplicación es lineal y continua,
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H1(Ω)−→ R
v 7−→

∫
Γ

gvdσ .

Evidentemente es lineal, veamos la continuidad, que se obtiene gracias a la des-
igualdad de Cauchy-Schwartz, al teorema de la traza y al hecho de ser g fijo, en
efecto, ∫

Γ
gvdσ ≤

(∫
Γ

g2dσ

)1/2(∫
Γ

v2dσ

)1/2
=

= ‖g‖0,Γ ‖v‖0,Γ ≤C‖g‖0,Γ ‖v‖1,Ω

Por tanto, estamos en condiciones de aplicar el teorema de Riesz-Frechet que nos
asegura la existencia y unicidad de la solución.

�

2.7. Problema de contorno asociado a un operador elı́ptico de
segundo orden

Sea Ω un abierto acotado de Rd con frontera Γ de clase C1 a trozos. Sea V un
subespacio cerrado de H1(Ω) tal que,

H1
0 (Ω)⊆V ⊆ H1(Ω).

Sean ai, j, 1≤ i, j ≤ d y a0 funciones medibles y acotadas en Ω , es decir, funciones
de L∞(Ω). Definamos la siguiente aplicación,

a(·, ·) : V ×V −→ R
u, v 7−→ a(u,v) =

∫
Ω

(
∑

d
i, j=1 ai, j

∂u
∂x j

∂v
∂xi

+a0uv
)
dx

que es una forma bilineal y continua en H1(Ω)×H1(Ω). En efecto, la bilinealidad
es inmediata. Verifiquemos la continuidad:
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|a(u,v)| ≤ |
d

∑
i, j=1

∫
Ω

ai j
∂u
∂x j

∂v
∂xi

dx|+ |
∫

Ω

a0uvdx|

≤ máx
i j
‖ai j‖0,∞,Ω

d

∑
i, j=1

(
‖ ∂u

∂x j
‖0,Ω‖

∂v
∂xi
‖0,Ω

)
+‖a0‖0,∞,Ω‖u‖0,Ω‖v‖0,Ω

= máx
i j
‖ai j‖0,∞,Ω

( d

∑
j=1
‖ ∂u

∂x j
‖0,Ω

)( d

∑
i=1
‖ ∂v

∂xi
‖0,Ω

)
+‖a0‖0,∞,Ω‖u‖0,Ω‖v‖0,Ω

≤ máx
i j
‖ai j‖0,∞,Ω

( d

∑
j=1

12
)1/2( d

∑
j=1
‖ ∂u

∂x j
‖2

0,Ω

)1/2( d

∑
i=1

12
)1/2( d

∑
i=1
‖ ∂v

∂xi
‖2

0,Ω

)1/2
+

+‖a0‖0,∞,Ω‖u‖1,Ω‖v‖1,Ω

=
(
d máx

i j
‖ai j‖0,∞,Ω +‖a0‖0,∞,Ω

)
‖u‖1,Ω‖v‖1,Ω

Supongamos que ai, j, 1≤ i, j ≤ d y a0 verifican las hipótesis de elipticidad:

1. Existe un número real α > 0 tal que,

∀ξ ∈ Rd ,
d

∑
i, j=1

ai, j(x)ξiξ j ≥ α|ξ |2, c.t.p. en Ω .

2. Existe un número real α0 tal que,

∀x ∈Ω , a0(x)≥ α0, c.t.p. en Ω .

De estas hipótesis se deduce que a(·, ·) es V -elı́ptica si α0 > 0. En efecto

a(v,v) =
∫

Ω

d

∑
i, j=1

ai j
∂v
∂xi

∂v
∂v j

dx+
∫

Ω

a0v2dx

≥ α

∫
Ω

d

∑
i=1

( ∂v
∂xi

)2dx+α0

∫
Ω

v2dx

= α|v|21,Ω +α0‖v‖2
0,Ω

Cuando V = H1(Ω) la condición α0 > 0 es necesaria y suficiente para que la
forma bilineal a(·, ·) sea V -elı́ptica. Por el contrario, cuando V = H1

0 (Ω), para que
la forma bilineal a(·, ·) sea V -elı́ptica, basta que α0 ≥ 0, o incluso es suficiente que
α0 >− α

C2(Ω)
, donde C(Ω) es la constante de la desigualdad de Poincaré.

Finalmente, sea f ∈ L2(Ω) y definamos,

L(·) : V −→ R
v 7−→ L(v) =

∫
Ω

f vdx

que es lineal y continua en V .
Definamos el siguiente problema,
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(PV) Dadas a(·, ·) y L(·) definidas sobre V como antes, hallar u ∈V tal que,

a(u,v) = L(v) ∀v ∈V.

Si la forma bilineal a(·, ·) es V -elı́ptica, el teorema de Lax-Milgram nos da la
existencia y unicidad de la solución de (PV).

Veamos como recuperar el problema fuerte a partir de esta formulación variacio-
nal. Si elegimos una función ϕ ∈ D(Ω) en lugar de v ∈ V , utilizando las reglas de
derivación en el sentido de las distribuciones, obtenemos,

a(u,ϕ) = 〈Au,ϕ〉,

donde A es el operador diferencial elı́ptico de segundo orden con coeficientes varia-
bles definido por,

Au =−
d

∑
i, j=1

∂

∂xi

(
ai, j

∂u
∂x j

)
+a0u.

Por otra parte, L(ϕ)= 〈 f ,ϕ〉. Por tanto, se verifica la ecuación en derivadas parciales
de segundo orden,

Au = f

en el sentido de las distribuciones sobre Ω . Pero como f ∈ L2(Ω), entonces la dis-
tribución Au ∈ L2(Ω), y la igualdad anterior es cierta en L2(Ω), y en consecuencia,

Au(x) = f (x) c.t.p. en Ω .

Teniendo en cuenta que Au = f ∈ L2(Ω), deducimos también,

a(u,v) =
∫

Ω

Auvdx ∀v ∈V,

relación que tenemos que traducir en términos de condiciones de contorno. Para esto
es para lo que necesitamos suponer que la frontera Γ de Ω es de clase C1 a trozos, es
decir, que estamos en las condiciones del teorema de la traza. Supongamos además
que las funciones ai, j, 1 ≥ i, j ≥ d son funciones de C1(Ω) y que u ∈ H2(Ω), por
tanto las funciones ∑

d
j=1 ai, j

∂u
∂x j

, 1≤ i≤ d, pertenecen a H1(Ω). Entonces, aplican-

do la fórmula de Green generalizada, tenemos que ∀u ∈ H2(Ω) y ∀v ∈ H1(Ω),∫
Ω

Auvdx =−
∫

Ω ∑
d
i, j=1

∂

∂xi

(
ai, j

∂u
∂x j

)
vdx+

∫
Ω

a0uvdx =

=
∫

Ω ∑
d
i, j=1 ai, j

∂u
∂x j

∂v
∂xi

dx+
∫

Ω
a0uvdx−

∫
Γ ∑

d
i, j=1 ai, j

∂u
∂x j

ηivdσ =

= a(u,v)−
∫

Γ
∂u

∂ηA
vdσ ,

donde el operador ∂

∂ηA
= ∑

d
i, j=1 ai, j

∂

∂x j
ηi se denomina derivada conormal asociada

al operador A.
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Por lo tanto, despejando,

a(u,v) =
∫

Ω

Auvdx+
∫

Γ

∂u
∂ηA

vdσ ,

por lo que podemos deducir que,∫
Γ

∂u
∂ηA

vdσ = 0, ∀v ∈V.

Observar que si las hipótesis de regularidad no se verifican, la derivada conormal
no tiene sentido.

En resumen, la solución u de (PV) verifica:u ∈V,
Au = f en Ω ,
a(u,v) =

∫
Ω

Auvdx ∀v ∈V,

donde esta última ecuación, en condiciones de regularidad suficientes se puede sus-
tituir por, ∫

Γ

∂u
∂ηA

vdσ = 0, ∀v ∈V.

Veamos que problema fuerte estamos resolviendo según la elección de V .

1. V = H1
0 (Ω)⇒ PROBLEMA DE DIRICHLET HOMOGÉNEO

El problema resuelto es, {
Au = f en Ω ,
u = 0 sobre Γ .

En este caso α0 ≥ 0 o α0 >
−α

C2(Ω)
es suficiente para que el problema variacional

tenga solución única.
2. V = H1(Ω)⇒ PROBLEMA DE NEUMANN HOMOGÉNEO

El problema resuelto es, {
Au = f en Ω ,
∂u

∂ηA
= 0 sobre Γ .

En este caso es necesario suponer α0 > 0 para que el problema variacional tenga
solución única.

3. V = {v ∈ H1(Ω);v = 0 sobre Γ0}⇒ PROBLEMA MIXTO
El problema resuelto es,{

Au = f en Ω ,

u = 0 sobre Γ0,
∂u

∂ηA
= 0 sobre Γ1,

donde Γ0 y Γ1 son dos partes de la frontera Γ tales que Γ =Γ0∪Γ1 y con interiores
disjuntos.
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La aplicación composición de la aplicación traza H1(Ω)→ L2(Γ ) y de la aplica-
ción restricción de L2(Γ ) sobre L2(Γ0) es evidentemente continua de H1(Ω) en
L2(Γ0). Es sencillo comprobar que V es un subespacio cerrado de H1(Ω) y por lo
tanto espacio de Hilbert con la norma inducida por la de H1(Ω). Si suponemos
que α0 > 0 entonces la aplicación bilineal a(·, ·) es V -elı́ptica y el correspondien-
te problema variacional tiene solución única.
Este resultado se puede generalizar al caso α0 ≥ 0 si suponemos que Ω es cone-
xo y la parte de la frontera con condiciones de tipo Dirichlet Γ0, tiene medida no
nula, pues en este caso la V -elipticidad de la aplicación bilineal a(·, ·) es conse-
cuencia del siguiente teorema.

Teorema 2.11 Si Ω es un abierto acotado conexo de Rd con frontera Γ de clase
C1 a trozos y Γ0 una parte de la frontera de medida superficial no nula, entonces
la seminorma | · |1,Ω induce una norma sobre el espacio V = {v ∈ H1(Ω);v =
0 sobre Γ0} equivalente a la norma ‖ · ‖1,Ω .

Demostración:

Veamos que la siguiente aplicación es una norma sobre V ,

V −→ R

v 7−→ |v|1,Ω =
(

∑
d
i=1 ‖ ∂v

∂xi
‖2

0,Ω

)1/2

Basta demostrar que si v ∈ V es tal que |v|1,Ω = 0 entonces v = 0. En efecto, si
|v|1,Ω = 0 entonces ∂v

∂xi
= 0 en Ω , ∀i = 1, . . . ,d, por tanto v es constante en Ω en

virtud de su conexidad, pero como además v|Γ0 = 0, entonces v = 0 en Ω .
Veamos ahora la equivalencia de las normas, es decir, que existen dos constantes
C1 y C2 positivas tales que ∀v ∈V ,

C1‖v‖1,Ω ≤ |v|1,Ω ≤C2‖v‖1,Ω .

Evidentemente, la segunda desigualdad es cierta para C2 = 1. La primera des-
igualdad se deduce por reducción al absurdo. Supongamos que esta desigual-
dad no es cierta, entonces ∀n entero positivo, existe una función wn ∈ V tal
que ‖wn‖1,Ω > n|wn|1,Ω . Sea vn = wn/‖wn‖1,Ω , ası́ obtenemos unan sucesión
{vn} ⊂ V tal que ‖vn‖1,Ω = 1 y |vn|1,Ω < 1/n. Por el teorema de Rellich, la in-
yección canónica de H1(Ω) en L2(Ω) es compacta, por tanto, podemos extraer
una subsucesión convergente {vµ} convergente en L2(Ω),

vµ −−−→
µ→∞

v en L2(Ω).

Pero tenemos que |vµ |1,Ω < 1/µ −−−→
µ→∞

0, por tanto para i = 1, . . . ,d, se tiene

‖ ∂vµ

∂xi
‖0,Ω < 1/µ −−−→

µ→∞
0, es decir, ∂v

∂xi
= 0. Luego v∈H1(Ω), como V es cerrado
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v ∈V . Además v es constante en Ω y como v|Γ0 = 0, entonces v = 0 en Ω , pero
esto no es posible porque ‖v‖1,Ω = lı́mµ→∞ ‖vµ‖1,Ω = 1.

�

Ejercicio: Problema mixto asociado a la ecuación de transmisión de calor.

Consideremos el problema de la determinación de la distribución de la tempera-
tura u de un cuerpo que ocupa una región Ω del espacio Rd , siendo d = 1,2 ó 3.
En fı́sica e ingenierı́a se conoce con frecuencia la temperatura de una parte Γ0 de
la frontera de Ω , y en el resto de la frontera Γ1, se conoce sino el flujo de calor,
una relación que liga éste con la temperatura en Γ1, que suele ser una condición de
transmisión de calor por convección en la frontera y que depende de un coeficiente
h de convección.

Las ecuaciones que rigen este fenómeno son,

−∑
d
i, j=1

∂

∂xi

(
Ki, j

∂u
∂x j

)
= f en Ω

−∑
d
i, j=1 Ki, j

∂u
∂x j

ηi = h(u−u∞) sobre Γ1

u = g sobre Γ0

donde Ki, j ∈ L∞(Ω) es el tensor de conductividad, que se supone elı́ptico, es decir,
existe una constante α > 0 tal que ∑

d
i, j=1 Ki, jξiξ j ≥ α|ξ |2 ∀ξ ∈ Rd . Si K = kId,

se dice que el medio es isótropo, es decir, el calor se transmite igual en todas direc-
ciones. h ∈ L∞(Γ1), es el coeficiente de convección, u∞ ∈ L2(Γ1) es la temperatura
ambiente, f ∈ L2(Ω) es la fuente de calor y g ∈ H1/2(Γ0) es la temperatura en Γ0.

Deducir la formulación débil.
Estudiar la existencia y unicidad de solución.
Interpretación del problema resuelto.

2.8. Un ejemplo sin unicidad

Observemos el problema de Neumann asociado al operador de Laplace,

(P1) Dadas f ∈ L2(Ω) y g∈ L2(Γ ) ( o más generalmente, g∈H1/2(Γ )) hallar
u definida en Ω y solución de,

−4u = f en Ω
∂u
∂η

= g sobre Γ

En caso de que tenga solución, ésta no serı́a única pues cualquier solución más
una constante serı́a también solución. En ese caso podemos caracterizar el conjunto
de soluciones.
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Razonemos desde el punto de vista fı́sico de la ecuación del calor, u represen-
ta la temperatura de un cuerpo, f ∈ L2(Ω) son las fuentes volumétricas de calor,
y g ∈ L2(Γ ) las fuentes superficiales de calor. Estamos buscando una solución es-
tacionaria, es decir, independiente del tiempo, pero si el aporte global de calor al
cuerpo es positivo (resp. negativo), la temperatura del mismo aumentará (resp. dis-
minuirá) con el tiempo y por tanto la solución no serı́a estacionaria. Luego parece
un requisito indispensable para que nuestro problema tenga al menos una solución,
que el aporte global de calor sea nulo, lo que matemáticamente se expresa,∫

Ω

f dx+
∫

Γ

gdσ = 0

El correspondiente problema variacional, procediendo como de costumbre, es,

(P2) Dadas f ∈ L2(Ω) y g ∈ L2(Γ ), hallar u ∈ H1(Ω) tal que,∫
Ω

∇u ·∇vdx =
∫

Ω

f vdx+
∫

Γ

gvdσ , ∀v ∈ H1(Ω).

Primero observemos que tomando v = 1 obtenemos que la condición∫
Ω

f dx+
∫

Γ

gdσ = 0

es necesaria para la existencia de solución. Veamos que también es condición sufi-
ciente. Inicialmente nuestro espacio de trabajo serı́a V = H1(Ω), y la forma bilineal
a(u,v) =

∫
Ω

∇u ·∇vdx, que no es elı́ptica sobre H1(Ω), y por tanto no podemos
aplicar el teorema de Lax-Milgram.

Sin embargo, el hecho de que una solución venga determinada salvo constantes,
nos lleva a introducir un nuevo espacio de clases de funciones, el espacio cociente

V = H1(Ω)/R,

cuyos elementos son clases de equivalencia ũ, donde dos funciones u1,u2 ∈ H1(Ω)
pertenecen a la misma clase de equivalencia si u1−u2 = cte.

Este espacio cociente V , es un espacio vectorial normado con la suma, producto
por escalares y norma habituales,

ũ+ ṽ = ũ+ v,
λ ũ = λ̃u,
‖ũ‖V = in fu∈ũ‖u‖1,Ω .

Además V es un espacio completo por ser H1(Ω) completo con la norma ‖ · ‖1,Ω y
R un subespacio cerrado de H1(Ω).

Por otro lado, podemos definir un producto escalar en V ,
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(ũ, ṽ)V =
∫

Ω

∇u ·∇vdx,

con u ∈ ũ y v ∈ ṽ, y su correspondiente norma asociada,

|ũ|V = (ũ, ũ)1/2
V =

( d

∑
i=1

∫
Ω

( ∂u
∂xi

)2dx
)1/2

.

Teorema 2.12 La norma |ũ|V = (ũ, ũ)1/2
V es equivalente a la norma cociente en

V = H1(Ω)/R.

Demostración:

En concreto, vamos a demostrar que existe una constante C > 0 tal que C||ũ||V ≤
|ũ|V ≤ ||ũ||V .

Primero observemos que ∀u ∈ ũ, se tiene,

|ũ|2V =
d

∑
i=1

∫
Ω

( ∂u
∂xi

)2dx≤
d

∑
i=1

∫
Ω

( ∂u
∂xi

)2dx+
∫

Ω

u2dx = ‖u‖2
1,Ω ,

y como es ∀u ∈ ũ, tomando ı́nfimos,

|ũ|2V ≤ in fu∈ũ‖u‖2
1,Ω = ‖ũ‖2

V .

Recı́procamente, por reducción al absurdo, supongamos que no es cierta la des-
igualdad inversa, es decir, que para todo entero positivo n, existe una clase w̃n tal que
|w̃n|V < ‖w̃n‖V/n. Denotemos ũn = w̃n/‖w̃n‖V , formando una sucesión {ũn}⊂V tal
que ‖ũn‖V = 1 y |ũn|V < 1/n. Como ‖ũn‖V = ı́nfun∈ũn ‖un‖1,Ω , existirá, cualquiera
que sea n, un ε > 0 y un representante un ∈ ũn tales que ‖un‖1,Ω ≤ 1+ ε . Enton-
ces {un} forman una sucesión acotada en H1(Ω), por tanto existe una subsucesión
{uµ} convergente en L2(Ω), sea u su lı́mite. Por otra parte, como |ũµ |V < 1/µ→ 0,

tenemos que ∂uµ

∂xi
→ 0 en L2(Ω), y por la continuidad de las derivadas en el sentido

de las distribuciones, ∂u
∂xi

= 0, ∀i = 1, . . . ,d. Por tanto, u es constante, luego,

‖ũµ‖V = ı́nf
uµ∈ũµ

‖uµ‖1,Ω ≤ ‖uµ −u‖1,Ω → 0,

pero esto no es posible porque ‖ũµ‖V = 1. Por tanto es cierta la desigualdad |ũ|V ≥
C‖ũ‖V , ∀ũ ∈V .

�
Por tanto, V = H1(Ω)/R es un espacio de Hilbert en el que ‖ · ‖V y | · |V son

normas equivalentes.
Por otro lado, definamos la siguiente forma lineal,
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L : V −→ R
ṽ 7−→ L(ṽ) =

∫
Ω

f vdx+
∫

Γ
gvdσ , ∀v ∈ ṽ.

Es fácil comprobar que está bien definida, en efecto, sean v1,v2 ∈ ṽ, entonces,∫
Ω

f (v1− v2)dx+
∫

Γ

g(v1− v2)dσ =C(
∫

Ω

f dx+
∫

Γ

gdσ) = 0.

La linealidad es trivial, y la continuidad se obtiene por la desigualdad de Cauchy-
Schwartz y el teorema de la traza, en efecto,

|L(ṽ)| ≤ |
∫

Ω
f vdx|+ |

∫
Γ

gvdσ | ≤ ‖ f‖0,Ω‖v‖0,Ω +‖g‖0,Γ ‖v‖0,Γ ≤
≤ (‖ f‖0,Ω +C(Ω)‖g‖0,Γ )‖v‖1,Ω , ∀v ∈ ṽ,

y como esta desigualdad sigue siendo cierta tomando ı́nfimos en v ∈ ṽ, tenemos,

|L(ṽ)| ≤ (‖ f‖0,Ω +C(Ω)‖g‖0,Γ )‖ṽ‖V .

Por tanto, simplemente aplicando el teorema de Riesz-Frechet en V , tenemos la
existencia y unicidad del problema siguiente,

Hallar una clase ũ ∈V = H1(Ω)/R que verifica

(ũ, ṽ)V = L(ṽ), ∀ṽ ∈V.

2.9. Deformación elástica de un sólido

Un ejemplo de problema elı́ptico fundamental en la Mecánica de sólidos es el
sistema de ecuaciones de la elasticidad. Consideremos un cuerpo sólido que se de-
forma elásticamente bajo la acción de fuerzas exteriores. El cuerpo ocupa una región
Ω del espacio Rd (d = 2,3). Supongamos que una parte de la frontera Γ0, de medida
no nula en Rd−1, se mantiene fija. En el resto de la frontera Γ1 = Γ \Γ0, suponga-
mos que se ejercen unas fuerzas superficiales ~g = (g1, . . . ,gd) ∈

(
L2(Γ )

)d . En Ω

se ejercen unas fuerzas volumétricas ~f = ( f1, . . . , fd) ∈
(
L2(Ω)

)d . Debido a la ac-
ción de estas fuerzas exteriores ~f y ~g, el cuerpo se deforma y cada punto sufre un
desplazamiento ~u = (u1, . . . ,ud). Al deformarse, se generan en el cuerpo unas ten-
siones elásticas, caracterizadas por el tensor de tensiones σi, j(~u), hasta que se logra
un equilibrio con las fuerzas exteriores.

Las ecuaciones que rigen este problema se estudian en la teorı́a de la elasticidad
y son,
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−∑
d
j=1

∂

∂x j
σi, j(~u) = fi en Ω , i = 1, . . . ,d,

ui = 0 sobre Γ0, i = 1, . . . ,d,
∑

d
j=1 σi, j(~u)η j = gi sobre Γ1, i = 1, . . . ,d.

Las primeras y últimas ecuaciones representan el equilibrio entre las fuerzas exte-
riores y las fuerzas elásticas. Las segundas ecuaciones representan que en la parte
de la frontera Γ0 no hay desplazamiento.

El tensor de tensiones viene dado por la ley del comportamiento del material o
ley de Hooke,

σi, j(~u) = λ (
−→
∇ ·~u)δi, j +2µεi, j(~u) (2.8)

donde,
εi, j(~u) = 1

2

(
∂ui
∂x j

+
∂u j
∂xi

)
−→
∇ ·~u = ∑

d
i=1 εii(~u) = ∑

d
i=1

∂ui
∂xi

δi, j = 1, si i = j,δi, j = 0, si i 6= j,
λ ≥ 0, µ > 0

Los coeficientes λ ≥ 0 y µ > 0 se llaman coeficientes de Lamé, dependen del ma-
terial y están directamente relacionados con el módulo de Young E = µ

3λ+2µ

λ+µ
y

el coeficiente de Poisson ν = λ

2(λ+µ) del material. Se puede demostrar, como con-
secuencia de la ley general de conservación de momento angular que el tensor de
tensiones σ es simétrico. El tensor de deformaciones es obviamente simétrico.

La ley de Hooke (2.8) se puede invertir, y podemos expresar el tensor de defor-
maciones en función del tensor de tensiones:

εi j =
1+ν

E
σi j−

ν

E
(

d

∑
l=1

σll)δi j (2.9)

Veamos la correspondiente formulación variacional. Consideramos el espacio(
H1(Ω)

)d
= H1(Ω)× d

... ×H1(Ω), que es un espacio de Hilbert con el producto,

(~u,~v)1,Ω =
d

∑
i=1

(ui,vi)1,Ω .

El espacio donde buscamos la solución, llamado espacio de desplazamientos admi-
sibles es,

V = {~v ∈
(
H1(Ω)

)d : vi = 0 sobre Γ0, i = 1, . . . ,d}.

Multiplicando escalarmente el primer grupo de ecuación por ~v ∈ V , integrando en
Ω y aplicando la fórmula de Green, tenemos,

∫
Ω

d

∑
i, j=1

σi, j(~u)
∂vi

∂x j
dx−

∫
Γ1

d

∑
i, j=1

σi, j(~u)η jvidσ =
∫

Ω

d

∑
i=1

fividx.
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Teniendo en cuenta que σi, j(~u) es simétrico, y utilizando el tercer grupo de ecuación,
queda,

d

∑
i, j=1

∫
Ω

σi, j(~u)εi, j(~v)dx =
d

∑
i=1

∫
Ω

fividx+
d

∑
i=1

∫
Γ1

gividσ .

Por tanto, el correspondiente problema variacional a resolver es,
(PE) Dadas ~f ∈

(
L2(Ω)

)d y~g ∈
(
L2(Γ )

)d , hallar~u ∈V tal que,

d

∑
i, j=1

∫
Ω

σi, j(~u)εi, j(~v)dx =
d

∑
i=1

∫
Ω

fividx+
d

∑
i=1

∫
Γ1

gividσ , ∀~v ∈V. (2.10)

Esto significa que la posición de equilibrio se obtiene para ~u ∈ V verificando esta
ecuación para cualquiera que sea~v∈V . Es lo que se conoce en fı́sica como principio
de trabajos virtuales: el primer miembro representa el trabajo de las fuerzas elásticas
y el segundo miembro el trabajo de las fuerzas exteriores.

Para poder demostrar la existencia y unicidad de la solución de este problema se
necesitan los siguientes resultados.

Teorema 2.13 (Desigualdad de Korn) Supongamos que Ω es un abierto acotado
de Rd de frontera Γ de clase C1 a trozos. Entonces,

E = {~v ∈
(
L2(Ω)

)d ;εi, j(~v) ∈ L2(Ω), i, j = 1, . . . ,d}=
(
H1(Ω)

)d
,

y existe una constante C =C(Ω)> 0 tal que ∀~v ∈
(
H1(Ω)

)d ,

d

∑
i, j=1
‖εi, j(~v)‖2

0,Ω +‖~v‖2
0,Ω ≥C‖~v‖2

1,Ω .

Se han utilizado sobre los espacios
(
L2(Ω)

)d y
(
H1(Ω)

)d las normas hilbertia-
nas,

‖~v‖0,Ω =
( d

∑
i=1
‖vi‖2

0,Ω

)1/2
, ‖~v‖1,Ω =

( d

∑
i=1
‖vi‖2

1,Ω

)1/2
.

La desigualdad de Korn no es en absoluto trivial pues el primer miembro sólo
hace intervenir ciertas combinaciones lineales de las primeras derivadas, mientras
que en el segundo miembro intervienen todas las derivadas.

Algunas notas sobre la demostración de la desigualdad de Korn

La demostración se realiza en tres pasos

1. Sea H1
0 (Ω), sea H−1(Ω) su dual. Entonces si,

w ∈ L2(Ω)⇒ ∂w
∂xi
∈ H−1(Ω)

En efecto: Sea ϕ ∈D(Ω) resulta
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<
∂w
∂xi

,ϕ >=−< w,
∂ϕ

∂xi
>=−

∫
Ω

w
∂ϕ

∂xi
dx

de donde

|< ∂w
∂xi

,ϕ > | ≤ ||w||0,Ω .||ϕ||1,Ω

por tanto la aplicación

∂w
∂xi

: D(Ω)→ R

ϕ → −
∫

Ω

w
∂ϕ

∂xi
dx

se extiende por continuidad a todo el espacio H1
0 (Ω) definiendo una forma lineal

continua sobre H1
0 (Ω).

2. Si w ∈ H−1(Ω) es tal que ∂w
∂xi
∈ H−1(Ω) i = 1, ...,d entonces w ∈ L2(Ω). De-

mostración en “Les inéquations en Mécanique et en Physique”, G. Duvaut, J.L.
Lions pág. 111, Ed. Dunod [8].

3. Pongamos E = {~v ∈ (L2(Ω))d ; εi j(~v) ∈ L2(Ω)}. Está claro que E ⊃ (H1(Ω))d .
Veamos que E ⊂ (H1(Ω))d . E es un espacio de Hilbert con la norma

~v→
(
||~v||20,Ω +∑

i j
||εi j(~v)||20,Ω

)1/2

Para todo~v ∈ E tenemos por una parte

∂ 2vi

∂x j∂xk
=

∂εik

∂x j
+

∂εi j

∂xk
−

∂ε jk

∂xi
∈ H−1(Ω)

por lo demostrado en el paso 1 y por otra parte como ~v ∈ (L2(Ω))d ⇒ ∂vi
∂xk
∈

H−1(Ω) resulta ∂vi
∂xk
∈ L2(Ω), por lo visto en el paso 2, es decir ~v ∈ (H1(Ω))d .

En definitiva, E = (H1(Ω))d .
Finalmente, la aplicación idéntica

(H1(Ω))d → E

~v→ ~v

es biyectiva y continua pues evidentemente

||~v||E =
(
∑
i j
||εi j(~v)||20,Ω + ||~v||20,Ω

)1/2 ≤ ||~v||1,Ω

Por el teorema del grafo cerrado la inversa existe y es continua, es decir

||~v||1,Ω ≤C||~v||E =C
(
∑
i j
||εi j(~v)||20,Ω + ||~v||20,Ω

)1/2



2.9 Deformación elástica de un sólido 49

que es la desigualdad de Korn.

Como consecuencia de la desigualdad de Korn, tenemos el siguiente resultado
que nos va a permitir demostrar la existencia y unicidad de la solución del problema
variacional de la elasticidad (PE).

Teorema 2.14 (Corolario de la desigualdad de Korn) Supongamos que Ω es un
abierto acotado conexo de Rd de frontera Γ de clase C1 a trozos. Entonces existe
una constante C0 > 0 tal que, ∀~v ∈V ,

d

∑
i, j=1
‖εi, j(~v)‖2

0,Ω ≥C0‖~v‖2
1,Ω .

Demostración:

Demostraremos primeramente que

~v→ (∑
i j
||εi j(~v)2

0,Ω ||1/2

es una norma sobre V . En efecto, pongamos

R = {~v ∈ H1(Ω)d ; εi j(~v) = 0 para1≤ i, j ≤ d}

El conjunto R se llama conjunto de desplazamientos rı́gidos.

Caso d = 2,~v = (v1,v2),

ε11 =
∂v1

∂x1
= 0⇒ v1(x1,x2) = g(x2)

ε22 =
∂v2

∂x2
= 0⇒ v2(x1,x2) = f (x1)

ε12 =
1
2
(

∂v1

∂x2
+(

∂v2

∂x1
) = 0⇒ g′(x2)+ f ′(x1) = 0

que implica
g′(x2) = λ g(x2) = λx2 +a1

f ′(x1) =−λ f (x1) =−λx1 +a2

de donde
v1(x1,x2) = a1 +λx2

v2(x1,x2) = a2−λx1

es decir

R = {~v ∈ H1(Ω)2; v1(x1,x2) = a1 +λx2, v2(x1,x2) = a2−λx1}
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Si~v ∈R se anula en 2 puntos distintos de R2 entonces~v = 0. Como suponemos
que la medida 1-dimensional de Γ0 es mayor que cero, tenemos

V ∩R = {~0}

Caso d = 3. Si εi j = 0 para 1≤ i, j ≤ 3 tenemos

∂ 2vi

∂x j∂xk
=

∂εik

∂x j
+

∂εi j

∂xk
−

∂ε jk

∂xi
= 0

para 1≤ i, j,k ≤ 3, de modo que vi es un polinomio de grado menor o igual que
1, es decir

vi(x1,x2,x3) = ai +
3

∑
k=1

bikxk 1≤ i≤ 3

además εi j(~v) = 0⇔ ∂v j
∂xi

+ ∂vi
∂x j

= 0⇔ bi j +b ji = 0. Ası́ pues,

bii = 0, 1≤ i≤ 3

bi j =−b ji, 1≤ i, j ≤ 3 i 6= j

denotando
b12 = b21 =−b3

b23 = b32 =−b2

b31 = b13 =−b1

resulta
v1(x1,x2,x3) = a1−b3x2 +b2x3

v2(x1,x2,x3) = a2−b1x3 +b3x1

v3(x1,x2,x3) = a3−b2x1 +b1x2

o bien, con notación evidente

~v(x1,x2,x3) =~a+~b∧~x

Entonces si~v∈R se anula en 3 puntos no alineados de R3 entonces~v = 0. Como
suponemos que la medida 1-dimensional de Γ0 es mayor que cero, tenemos

V ∩R = {~0}

y esto prueba que
~v→ (∑

i j
||εi j(~v)||20,Ω )1/2

es una norma sobre V .
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Demostramos ahora la equivalencia de las dos normas, es decir, existen dos cons-
tantes C1 > 0 y C2 > 0 tales que

C1||~v||1,Ω ≤ (
d

∑
i, j=1
||εi j(~v)||20,Ω )1/2 ≤C2||~v||1,Ω

La segunda desigualdad es inmediata con C2 = 1. Demostremos la otra por reduc-
ción al absurdo. Supongamos que no existe ninguna constante C1 verificando la
primera desigualdad de la expresión anterior, es decir, supongamos que para todo
entero n≥ 1 existe un ~wn ∈V tal que

1
n
||~wn||1,Ω > (

d

∑
i, j=1
||εi j(~wn)||20,Ω )1/2

y tomemos~vn =
~wn

||~wn||1,Ω
, resulta

||~vn||1,Ω = 1 (2.11)

(
d

∑
i, j=1
||εi j||20,Ω )1/2 <

1
n

(2.12)

Como la inclusión de

I : (H1(Ω))d → (L2(Ω))d

~v→ ~v

es compacta, y la sucesión (~vn)n es acotada, existe una subsucesión (~vµ)µ de (~vn)n
convergente en (L2(Ω))d . Sea

~v = lı́m
µ→∞

~vµ en(L2(Ω))d

Tenemos por la continuidad de la derivación en el sentido de las distribuciones

lı́m
µ→∞

εi j(~vµ) = εi j(~v) enD ′(Ω)⊂ L2(Ω)

Por otra parte por (2.12) resulta

lı́m
µ→∞

εi j(~vµ) = εi j(~v) = 0 enL2(Ω)

de donde el lı́mite~v∈E =(H1(Ω))d . Utilizando la desigualdad de Korn, lı́mµ→∞~vµ =
~v en (H1(Ω))d . Además como V es un subespacio cerrado de (H1(Ω))d y (~vµ)µ ⊂
V ,~v ∈V . Finalmente como εi j(~v) = 0 resulta~v = 0 lo que contradice (2.11).

�
Como consecuencia de estos dos resultados tenemos la existencia y unicidad de

la solución del problema variacional de la elasticidad (PE).
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Teorema 2.15 El problema (PE) tiene solución única.

Demostración:

Denotemos,
a(~u,~v) = ∑

d
i, j=1

∫
Ω

σi, j(~u)εi, j(~v)dx,
L(~v) = ∑

d
i=1
∫

Ω
fividx+∑

d
i=1
∫

Γ1
gividσ .

Por tanto el problema (PE) se escribe ahora,

Hallar~u ∈V tal que a(~u,~v) = L(~v), ∀~v ∈V.

Es fácil ver que L(·) es lineal y continua, y que a(·, ·) es bilineal y continua. La
V -elipticidad es consecuencia del corolario de la desigualdad de Korn, en efecto,

a(~v,~v) = λ
∫

Ω
(
−→
∇ ·~v)2dx+2µ

∫
Ω ∑

d
i, j=1(εi, j(~v))2dx≥

≥ 2µ ∑
d
i, j=1 ‖εi, j(~v)‖2

0,Ω ≥ 2µC0‖~v‖2
1,Ω .

Y en estas condiciones, el teorema es consecuencia del Lax-Milgram.
�

Equivalencia con un problema de optimización.

La forma bilineal a(·, ·) es simétrica, por tanto,

Teorema 2.16 La solución~u del problema (PE) verifica,

J(~u) = mı́n
~v∈V

J(~v),

donde,

J(~v) =
1
2

d

∑
i, j=1

∫
Ω

σi, j(~v)εi, j(~v)dx−
d

∑
i=1

∫
Ω

fividx+
d

∑
i=1

∫
Γ1

gividσ .

La formulación del problema de elasticidad de esta forma se conoce en fı́sica co-
mo el principio de mı́nima energı́a, e indica que el estado de equilibrio de un cuerpo
elástico se corresponde al de la mı́nima energı́a. La aplicación bilineal a(·, ·), repre-
senta el trabajo de deformación elástica, la aplicación lineal L(·), el trabajo de las
fuerzas exteriores, y el funcional J(~v), la energı́a total del sistema correspondiente
al estado~v.



2.10 Elasticidad plana 53

2.10. Elasticidad plana

Campo de deformaciones planas

Si en un cuerpo elástico el campo de desplazamientos es de la forma

u1 = u1(x1,x2), u2 = u2(x1,x2), u3 = 0

el campo de deformaciones está dado por

ε11 =
∂u1

∂x1
, ε22 =

∂u2

∂x2
, ε33 = 0

ε12 =
1
2
(

∂u1

∂x2
+

∂u2

∂x2
), ε13 = ε23 = 0

decimos que tenemos un campo de deformaciones planas. Se observa que las úni-
cas componentes no nulas de este tensor de deformaciones son las componentes
εi j, i, j = 1,2. además las componentes solo dependen de x1 y de x2, pero no de x3.

El tensor de tensiones asociado es de la forma

σ =

σ11 σ12 0
σ12 σ22 0
0 0 σ33


donde las componentes σi j, i, j = 1,2 solo dependen de x1 y de x2 y vienen dadas
por

σi j = λ (
2

∑
l=1

εll)δi j +2µεi j para i, j = 1,2

Por otra parte como ε33 = 0, resulta de la relación (2.9)

(1+ν)σ33−ν(σ11 +σ22 +σ33) = 0

es decir,
σ33 = ν(σ11 +σ22)

El campo de tensiones es pues, como el campo de desplazamientos y de defor-
maciones, independiente de x3.

Campo de tensiones planas

Un campo de tensiones planas es por definición un campo de tensiones σi j que
solo depende de x1 y de x2 y tal que las componentes σi3, i = 1,2,3 son nulas. Si el
cuerpo elástico es isótropo, el campo de deformaciones asociado εi j está relacionado
con el tensor de tensiones por la ley de Hooke (2.8), es decir
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σi j = λ (ε11 + ε22 + ε33)δi j +2µεi j para i, j = 1,2 (2.13)
0 = ε13 = ε23 = 0 (2.14)
0 = λ (ε11 + ε22 + ε33)+2µε33 (2.15)

resulta de la última de estas relaciones que ε33 se expresa explı́citamente en fun-
ción de ε11 y de ε22 por

ε33 =−
λ

λ +2µ
(ε11 + ε22) (2.16)

Se puede escribir la relación (2.13) como función únicamente de las componentes
εi j, i, j = 1,2, obteniendo

σi j(u) = λ
∗( ∑

l=1,2
εll)δi j +2µεi j(u) i, j = 1,2 (2.17)

donde

λ
∗ =

2λ µ

λ +2µ

Resulta además que εi j, i, j = 1,2 solo dependen de x1 y de x2 y lo mismo ocurre
con ε33 como consecuencia de (2.16).

Un problema de tensiones planas conduce pues a las mismas ecuaciones de equi-
librio que un problema de deformaciones planas sin más que sustituyendo λ por λ ∗

en (2.17).

Formulación débil de problemas de elasticidad plana

Con las notaciones para las coordenadas cartesianas mediante x = x1 e y = x2, y
para los desplazamientos u = (u1,u2), v = (v1,v2) en elasticidad plana, teniendo en
cuenta las observaciones de las subsecciones anteriores la expresión correspondiente
a (2.10) se escribe para deformaciones planas:

2

∑
i, j=1

∫
Ω

σi j(~u)εi j(~v) dxdy =
2

∑
i=1

∫
Ω

fivi dxdy+
2

∑
i=1

∫
Γ1

gividσ (2.18)

y teniendo en cuenta (2.18) y desarrollando tendremos
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2

∑
i, j=1

∫
Ω

σi j(~u)εi j(~v) dxdy

=
2

∑
i, j=1

∫
Ω

(
λ
−→
∇ · (~u)δi j +2µεi j(~u)

)
εi j(~v) dxdy

=
∫

Ω

λ (
∂u1

∂x
+

∂u2

∂y
)(

∂v1

∂x
+

∂v2

∂y
) + 2µ(

∂u1

∂x
∂v1

∂x
+

∂u2

∂y
∂v2

∂y
)

+ µ(
∂u1

∂y
+

∂u2

∂x
)(

∂v1

∂y
+

∂v2

∂x
) dxdy

=
2

∑
i=1

∫
Ω

fivi dxdy+
2

∑
i=1

∫
Γ1

gividσ

debiendo sustituir el valor de λ por el de λ ∗ en el caso de tensiones planas.

2.11. Sistema de Stokes

Otro ejemplo de problema elı́ptico, en este caso en la Mecánica de Fluidos, es
el sistema de Stokes, que procede de la linealización de las ecuaciones de Navier-
Stokes, válido para números de Reynolds muy pequeños.

Sea Ω ∈Rd un abierto acotado, conexo y con frontera de clase C1 a trozos. Que-
remos describir el movimiento lento de un fluido incompresible viscoso confinado
en Ω y sometido a unas fuerzas exteriores

−→
f = ( f1, . . . , fd) ∈ (L2(Ω))d . Las ecua-

ciones son,
−ν4−→u +

−→
∇ p =

−→
f en Ω ,

−→
∇ ·−→u = 0 en Ω ,
−→u = 0 sobre Γ ,

que escrito en sus componentes es

−ν4ui +
∂ p
∂xi

= fi en Ω , i = 1, . . . ,d,

∑
d
i=1

∂ui
∂xi

= 0 en Ω ,

ui = 0 sobre Γ , i = 1, . . . ,d.

donde −→u = (u1, . . . ,ud) es la velocidad del fluido, p es la presión y ν > 0 es la
viscosidad. Recordemos que un fluido incompresible es aquel cuya densidad per-
manece constante, y tiene capacidad de oponerse a la compresión, esto quiere decir
que ni la masa ni el volumen del fluido pueden cambiar, en términos matemáticos
es
−→
∇ ·−→u = 0.
El espacio en el que se escribe la formulación débil es

V = {−→v ∈ (H1
0 (Ω))d :

−→
∇ ·−→v = 0}
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que es un subespacio cerrado de (H1
0 (Ω))d . Por la desigualdad de Poincaré, V es un

espacio de Hilbert con la norma

−→v 7→ |−→v |1,Ω =

(
d

∑
i, j=1

∥∥∥∥∂vi

∂xi

∥∥∥∥2

0,Ω

)1/2

Multiplicando la primera ecuación por vi, componente i-ésima de −→v ∈ V , inte-
grando en Ω y sumando sobre i = 1, . . . ,d, tenemos

d

∑
i=1

∫
Ω

−ν4uivi +
∂ p
∂xi

vidx =
d

∑
i=1

∫
Ω

fividx

Aplicando la fórmula de Green, y teniendo en cuenta que vi ∈H1
0 (Ω) y que

−→
∇ ·−→v =

0, tenemos

∑
d
i=1

∫
Ω

(
−ν4uivi +

∂ p
∂xi

vi

)
dx =

d

∑
i=1

∫
Ω

(
−ν

d

∑
j=1

∂ 2ui

∂x2
j

vi +
∂ p
∂xi

vi

)
dx =

∑
d
i=1

[∫
Ω

(
ν

d

∑
j=1

∂ui

∂x j

∂vi

∂x j
− p

∂vi

∂xi

)
dx−

d

∑
j=1

∫
Γ

(
ν

d

∑
j=1

∂ui

∂x j
η jvi− pviηi

)
dσ

]
=

∑
d
i, j=1

∫
Ω

ν
∂ui

∂x j

∂vi

∂x j
dx−

d

∑
i=1

∫
Ω

p
∂vi

∂xi
dx =

d

∑
i, j=1

∫
Ω

ν
∂ui

∂x j

∂vi

∂x j
dx

Por tanto, la formulación débil es:

(PS1) Dada
−→
f ∈ (L2(Ω))d , hallar −→u ∈V tal que,

d

∑
i, j=1

∫
Ω

ν
∂ui

∂x j

∂vi

∂x j
dx =

d

∑
i=1

∫
Ω

fividx ∀−→v ∈V (2.19)

La forma bilineal a(·, ·) sobre V ×V dada por,

a(−→u ,−→v ) =
d

∑
i, j=1

∫
Ω

ν
∂ui

∂x j

∂vi

∂x j
dx =

∫
Ω

ν
−→
∇
−→u :
−→
∇
−→v dx

es continua. Además, como a(−→v ,−→v ) = ν |−→v |21,Ω , ∀−→v ∈ V , también es V -elı́ptica
(ν > 0).

Por otro lado, la forma lineal,

L(−→v ) =
d

∑
i=1

∫
Ω

fividx
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es continua sobre V . Por tanto, aplicando el teorema de Lax-Milgram, el problema
débil tiene solución única.

La dificultad aquı́ es recuperar la formulación fuerte a partir de la débil, con-
cretamente la presión p. Además, (D(Ω))d no está contenido en V , por lo que no
podemos proceder como es habitual. Tendremos que hacer uso de este resultado
cuya demostración no trivial se puede encontrar en [2].

Teorema 2.17 Sea Ω un abierto acotado conexo de Rd de frontera de clase C1 a
trozos, y sea L una forma lineal continua sobre (H1

0 (Ω))d . Entonces, la forma lineal
continua L se anula sobre V si y solo si ∃ϕ ∈ L2(Ω) tal que,

∀−→v ∈ (H1
0 (Ω))d , L(−→v ) =

∫
Ω

ϕ
−→
∇ ·−→v dx (2.20)

Además, esta condición determina ϕ de forma unı́voca salvo constantes.

Esto nos permite recuperar el problema fuerte a partir del siguiente resultado.

Teorema 2.18 Existe una única función −→u ∈V , y una función p ∈ L2(Ω) determi-
nada de forma unı́voca salvo constantes, tales que

∀−→v ∈ (H1
0 (Ω))d , a(−→u ,−→v )−

∫
Ω

p
−→
∇ ·−→v dx =

d

∑
i=1

∫
Ω

fividx (2.21)

Además, −→u es la solución del problema débil.

Demostración:

Si (−→u , p) ∈ V ×L2(Ω) es solución de (2.21), entonces también es solución de
(2.19) pues si −→u ∈V , entonces

−→
∇ ·−→u = 0.

Recı́procamente, si −→u ∈V es solución de (2.19), considerando la forma bilineal

−→v 7→ L(−→v ) = a(−→u ,−→v )−
d

∑
i=1

∫
Ω

fividx

esta es continua en (H1
0 (Ω))d y se anula en V , y por el teorema anterior, ∃p∈ L2(Ω),

único salvo constantes, tal que,

L(−→v ) =
∫

Ω

p
−→
∇ ·−→v dx, ∀−→v ∈ (H1

0 (Ω))d

por lo que (−→u , p) es solución de (2.21).
�

El problema (PS1) es la versión reducida de la formulación débil del problema
de Stokes. En la práctica, la formulación débil que se utiliza es la siguiente:
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(PS2) Dada
−→
f ∈ (L2(Ω))d , hallar −→u ∈ (H1

0 (Ω))d y p ∈ L2
0(Ω) tales que

a(−→u ,−→v )+b(−→v , p) = (
−→
f ,−→v ) ∀−→v ∈ (H1

0 (Ω))d ,
b(−→u ,q) = 0 ∀q ∈ L2

0(Ω).
(2.22)

donde L2
0(Ω) = {q ∈ L2(Ω) :

∫
Ω

qdx = 0}, esto es, de entre todas las posibles
presiones buscamos la de media nula, y

b(−→u ,q) =−
∫

Ω
q
−→
∇ ·−→u dx,

(
−→
f ,−→v ) = ∑

d
i=1
∫

Ω
fividx.

La existencia y unicidad de la solución del problema (PS2) requiere además de
la V -elipticidad de la aplicación bilineal a, la verificación de la condición inf-sup de
Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi (LBB) que se puede escribir

ı́nf−→v ∈V,−→v 6=0
sup

q∈L2(Ω),q6=0

b(−→v ,q)
‖−→v ‖V‖q‖0,Ω

≥ k > 0



Capı́tulo 3
Aproximación numérica mediante el Método de
Elementos Finitos

Resumen Este capı́tulo veremos la resolución numérica mediante el Método de
Elementos Finitos de los problemas elı́pticos lineales planteados en el capı́tulo an-
terior. Comenzaremos estableciendo el marco general del método de Galerkin, para
entender el Método de Elementos Finitos como una forma de construir los subespa-
cios de dimensión finita donde se resuelve la aporximación de Galerkin. Veremos
un primer ejemplo sencillo en dimensión 1 para después generalizar y comprender
como se construye un espacio de Elementos Finitos. Detallaremos el concepto de
Elemento Finito de Lagrange, y algunos tipos de elementos finitos sobre d-simplex
y paralelótopos. Terminaremos explicando como se construyen los subespacios de
dimensión finita de H1.

3.1. Aproximación variacional abstracta: Método de Galerkin

Consideremos el problema abstracto presentado en el capı́tulo anterior: Sean

1. V un espacio de Hilbert con norma ‖ · ‖,
2. a(., .) : V ×V :→ R bilineal continua y V -elı́ptica o coerciva,
3. L(.) : V → R lineal y continua.

El problema es:

(P) Hallar u ∈V tal que a(u,v) = L(v) ∀v ∈V

El espacio V es de dimensión infinita. A fin de obtener una aproximación numéri-
ca de la solución u del problema (P), reemplazamos el problema (P) por un problema
aproximado de dimensión finita. Habrá que verificar que el problema aproximado
tiene una solución única, y que esta converge a la solución u del problema (P). Sea
Vh una familia de subespacios de dimensión finita, que dependen de un parámetro
positivo h, tal que

59
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Vh ⊂V, dimVh = Nh < ∞ ∀h > 0.

El correspondiente problema aproximado, llamado aproximación de Galerkin,
será:

(Ph) Hallar uh ∈Vh tal que a(uh,vh) = L(vh) ∀vh ∈Vh

Teorema 3.1 El problema aproximado (Ph) tiene solución única.

Demostración:

El espacio de dimensión finita Vh es un espacio de Hilbert con la norma de V ,
a(., .) es bilineal, continua y elı́ptica sobre Vh y L(.) es lineal y continua en Vh. Por
tanto, por el teorema de Lax-Milgram concluimos.

�

Resolución Práctica

Sea [ϕ1, ...,ϕNh ] una base de Vh. (Ph) se escribe
Hallar uh = ∑

Nh
j=1 u j

hϕ j tal que

Nh

∑
j=1

a(ϕ j,ϕi)u
j
h = L(ϕi) i = 1, ...,Nh (3.1)

Es decir, un sistema algebraico lineal de ecuaciones.
Denotamos por A a la matriz del sistema, llamada matriz de rigidez, cuyos ele-

mentos son
Ai, j = a(ϕ j,ϕi)

y por b al vector de componentes bi = L(ϕi). Si denotamos por u al vector de com-
ponentes las incógnitas del sistema algebraico, este se escribe,

Au = b.

La matriz de rigidez tiene propiedades que son independientes de la base de
funciones elegidas para Vh, y que dependen exclusivamente de las propiedades del
problema variacional que aproxima. Sin embargo, hay otras propiedades, como el
número de condicionamiento o la dispersidad (sparcity) que si dependen de la base
elegida. El Método de Elementos Finitos nos proporciona una forma de construir
esos espacios de dimensión finita y sus bases de la aproximación de Galerkin. En
particular, para el MEF las funciones de las bases serán funciones de pequeño sopor-
te, algo interesante desde el punto de vista computacional pues generarán matrices
muy dispersas (huecas). Lo interesante es siempre elegir espacios Vh que requieran
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poco esfuerzo computacional para el cálculo de la matriz de rigidez y el término
independiente.

Teorema 3.2 La matriz A asociada la aproximación de Galerkin de un problema
elı́ptico cuya forma bilineal sea V -elı́ptica, es definido positiva.

Demostración:

Recordemos que una matriz B ∈ Rn×n es definido positiva si

vtBv≥ 0 ∀v ∈ Rn y vtBv = 0⇔ v = 0

Podemos definir una biyección de RNh en Vh de la siguiente forma,

v = (vi) ∈ RNh ↔ vh(x) =
Nh

∑
j=1

v jϕ j ∈Vh

Dado un vector cualquiera v = (vi) ∈ RNh ,

vtAv = ∑
Nh
j=1 ∑

Nh
i=1 viai, jv j = ∑

Nh
j=1 ∑

Nh
i=1 via(ϕ j,ϕi)v j

∑
Nh
j=1 ∑

Nh
i=1 a(v jϕ j,viϕi) = a

(
∑

Nh
j=1 v jϕ j,∑

Nh
i=1 viϕi

)
a(vh,vh)≥ α‖vh‖2

V ≥ 0

gracias a que la forma a(·, ·) es bilineal y V -elı́ptica.
Además, si vtAv = 0, entonces ‖vh‖2

V = 0 también, es decir, vh = 0, y por tanto
v = 0.

�

Observación: La demostración que se ha hecho de la existencia y unicidad de la
solución del problema de Galerkin (Ph) hace uso del teorema de Lax-Milgram. Pero
este problema es equivalente a un sistema lineal, por lo que demostrar la existencia
y unicidad de la solución de uno equivale a la del otro. Desde el punto de vista del
sistema lineal, este tiene solución única si la única solución del sistema homogéneo
Av = 0 es la solución nula, y esto se deduce de forma inmediata por ser la matriz
A definido positiva. Esta es otra fomra de demostrar existencia y unicidad de la
solución del problema de Galerkin.

Otro resultado importante relacionado con la estabilidad de la solución uh del
problema aproximado es el siguiente:

Corolario 3.1 La solución del problema (Ph) está acotada por los datos, es decir,

‖uh‖ ≤
1
α
‖L‖?

donde α es la constante de elipticidad de la aplicación bilineal.
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La demostración es igual al caso continuo. La importancia de este resultado radi-
ca en que la norma ‖uh‖ de la solución discreta permanece acotada, uniformemente
respecto a h lo que garantiza la estabilidad del método de Galerkin.

Queda por abordar la cuestión de la convergencia, esto es, si la solución del
problema de Galerkin (Ph) converge a la solución del problema débil (P). Para ello
veamos estos dos resultados:

Teorema 3.3 (Ortogonalización de Galerkin) La solución del problema de Galer-
kin verifica

a(u−uh,vh) = 0 ∀vh ∈Vh (3.2)

Demostración:

Por un lado tenemos el problema continuo,

a(u,v) = L(v) ∀v ∈V,

y como Vh ⊂V , también tenemos

a(u,vh) = L(vh) ∀vh ∈Vh,

que no es más que la consistencia fuerte del esquema aproximado.
Por otro lado tenemos el problema discreto

a(uh,vh) = L(vh) ∀vh ∈Vh.

Restando
a(u−uh,vh) = 0 ∀vh ∈Vh

�
Esta propiedad se llama ortogonalidad de Galerkin porque si la aplicación bili-

neal a(·, ·) es simétrica, la solución uh del método de Galerkin se puede interpretar
geométricamente (utilizando la terminologı́a euclidiana) como la proyección orto-
gonal en Vh de la solución exacta u. En efecto, si a(., .) es simétrica, la solución
obtenida es la mejor posible en el sentido de la norma

||v||A = a(v,v)1/2

puesto que

||u−uh||2A = a(u−uh,u−uh) = a(u−uh,u− vh)≤ ||u−uh||A.||u− vh||A

y finalmente
||u−uh||A = ı́nf

vh∈Vh
||u− vh||A

Esto es, uh es la mejor aproximación de u en el espacio Vh, con respecto a la norma
||.||A.
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Teorema 3.4 (Lema de Céa) Existe una constante C > 0 independiente de Vh tal
que

||u−uh|| ≤C ı́nf
vh∈Vh

||u− vh|| (3.3)

Demostración:

Tomando en la aplicación bilineal u− uh en ambos factores, teniendo en cuenta
la ortogonalidad de Galerkin, y la elipticidad y continuidad de la aplicación bilineal,
tenemos

α||u−uh||2 ≤ a(u−uh,u−uh) = a(u−uh,u− vh)≤M||u−uh||.||u− vh||

||u−uh|| ≤
M
α
||u− vh|| ∀vh ∈Vh

y finalmente

||u−uh|| ≤
M
α

ı́nf
vh∈Vh

||u− vh||

�
Si a(., .) es simétrica, se puede mejorar el resultado anterior. En efecto, para todo

vh ∈Vh

a(u− vh,u− vh) = a(u−uh +uh− vh,u−uh +uh− vh) =

a(u−uh,u−uh)+2a(u−uh,uh− vh)+a(uh− vh,uh− vh)

En el segundo miembro, el segundo término es nulo y el tercero es mayor o igual
que cero. De donde

α||u−uh||2 ≤ a(u−uh,u−uh)≤ a(u− vh,u− vh)≤M||u− vh||2

y finalmente

||u−uh|| ≤
√

M
α
||u− vh|| ∀vh ∈Vh

es decir

||u−uh|| ≤
√

M
α

ı́nf
vh∈Vh

||u− vh||.

Con esto, es evidente que para que el método de Galerkin converja es suficiente
requerir que cuando h tiende a 0, el espacio finito Vh tienda a “llenar” el espacio
entero V . Para ello, supondremos que ∀v ∈ V , existe una sucesión vh ∈ Vh tal que
vh→ v en V cuando h→ 0, de forma precisa, debemos suponer la siguiente propie-
dad de densidad,

lı́m
h→0

mı́n
vh∈Vh

‖v− vh‖= 0, ∀v ∈V.

En este caso, el método de Galerkin converge y podemos escribir
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lı́m
h→0
‖u−uh‖= 0

La elección de Vh se debe hacer con cuidado para garantizar esta propiedad de den-
sidad. Una vez satisfecha esta propiedad, la convergencia se debe verificar inde-
pendientemente de como sea la solución u. Por el contrario, la velocidad de esta
convergencia, es decir, el orden de reducción del error respecto a h, dependerá en
general tanto de la solución u como de la elección del espacio Vh.

Aquı́ estamos introduciendo el concepto de orden de convergencia. En la termi-
nologı́a clásica del Análisis Numérico se dice que un método de aproximación es de
orden k si ‖u−uh‖= O(hk) cuando h→ 0. Gracias al lema de Céa, para obtener un
método de Galerkin de orden k bastarı́a con encontrar unos subespacios Vh de V de
dimensión finita de modo que para cada u ∈ V existiese una sucesión aproximante
vh ∈Vh tal que ‖u− vh‖= O(hk).

El Método de Elementos Finitos nos permite construir subespacios de dimensión
finita verificando esta propiedad de densidad, de modo que bajo ciertas condiciones
de regularidad podremos obtener resultados de convergencia del tipo

‖u−uh‖1,Ω ≤Chk|u|k+1,Ω

Este tipo de resultados para el Método de Elementos Finitos se analizan en el Capı́tu-
lo 4.

3.2. El M.E.F. para el problema modelo de dimensión 1 con
funciones lineales a trozos

Vamos a construir una aproximación del problema (2.5) mediante un método de
elementos finitos. El espacio H1

0 (I) en el que está formulado (2.5) es un espacio de
dimensión infinita. La idea del M.E.F. es buscar soluciones de 2.5 en un subespacio
de H1

0 (I), más sencillo de manejar, en particular en un subespacio de dimensión
finita. Esto nos permitirá representar cualquier función de este subespacio como
combinación lineal de elementos de una base. En primer lugar construiremos un
subespacio Vh de H1

0 (I). Para ello sea 0 = x0 < x1 < ... < xN < xN+1 = 1, una
partición del intervalo (0,1) en subintervalos Ii = (xi−1,xi) de longitud hi = xi −
xi−1, i = 1, ...N + 1 y sea h = max hi. La cantidad h es una medida de lo fina que
es la partición. Consideremos ahora el conjunto de funciones vh lineales en cada
subintervalo Ii, y continuas en [0,1] y tales que v(0) = v(1) = 0, como en el ejemplo
de la siguiente figura:

Una base de este espacio está constituida por el siguiente conjunto de funciones
ϕ j ∈ Vh, i = 1, ...,N, definidas por:

ϕi(x j) =

{
1 if i = j
0 if i 6= j
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Figura 3.1 Ejemplo de una función vh ∈Vh, 10 subintervalos.

es decir, ϕi es continua y lineal a trozos y toma el valor 1 en el nodo xi y el valor 0
en los otros nodos. De forma más precisa:

ϕi(x) =


0 if x≤ xi−1
x−xi−1
xi−xi−1

if xi−1 < x≤ xi
xi+1−x
xi+1−xi

if xi < x≤ xi+1

0 if xi+1 < x

Una función vh ∈ Vh se escribe de forma única como combinación lineal de fun-
ciones de la base {ϕi}N

i=1,

vh(x) =
N

∑
i=1

vh(xi)ϕi(x) x ∈ [0,1]

El método de elementos finitos para el problema de contorno (2.1)-(2.2)-(2.3) se
formula de la siguiente manera:

Hallar uh ∈ Vh tal que para todo vh ∈ Vh verifique:∫ 1

0
u′h(x)v

′
h(x) dx =

∫ 1

0
f (x)vh(x) dx (3.4)

Este problema , como hemos visto es equivalente a resolver un sistema algebraico
lineal, en efecto:

Para que se verifique 3.4 para cualquier vh es necesario y suficiente que se veri-
fique para cualquier función de la base. Por otra parte, la solución uh se expresa en
función de los elementos de la base {ϕi}N

i=1, esto es, uh(x) = ∑
N
j=1 u jϕ j(x), donde

u j = uh(x j), resultando que el problema a resolver es:
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Figura 3.2 Ejemplo de una función de la base de Vh, 10 subintervalos.

Hallar u = {u j}N
j=1 ∈ RN solución de

N

∑
j=1

(
∫ 1

0
ϕ
′
j(x)ϕ

′
i (x) dx)u j =

∫ 1

0
f (x)ϕi(x)dx i = 1, ...N (3.5)

En forma matricial el sistema se puede escribir

Au = b

donde la matriz A = (ai j)
N
i, j=1, ai j =

∫ 1
0 ϕ ′j(x)ϕ

′
i (x) dx y el segundo miembro b =

(bi)
N
i=1 viene dado por bi =

∫ 1
0 f (x)ϕi(x) dx

Los elementos ai j de la matriz A se calculan fácilmente. Observemos primero
que si |i− j| > 1 entonces ai j = 0 pues en este caso para todo x ∈ [0,1], ϕi(x) o
ϕ j(x) es igual a cero. Por tanto la matriz A es tridiagonal, es decir, únicamente los
elementos de la diagonal principal y los elementos de las dos diagonales adyacentes
pueden ser diferentes de cero. Tenemos para i = 1, ...,N,∫ 1

0
ϕ
′
i (x)ϕ

′
i (x) dx =

∫ xi

xi−1

1
h2

i
dx+

∫ xi+1

xi

1
h2

i+1
dx =

1
hi

+
1

hi+1

y para i = 2, ...,N, ∫ 1

0
ϕ
′
i (x)ϕ

′
i−1(x) dx =−

∫ xi

xi−1

1
h2

i
dx =− 1

hi
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Observamos además que la matriz es simétrica y definida positiva, en efecto, ai j =
a ji y por otra parte para cualquier (vi)

N
i=1, vector de RN , distinto del vector nulo, sea

vh = ∑
N
i=1 viϕi, entonces

N

∑
i, j=1

ai jv jvi =
∫ 1

0
v′h(x)v

′
h(x) dx > 0

En el caso especial en el que los subintervalos Ii tengan todos la misma longitud
h = 1

N+1 el sistema tiene la forma

1
h


2 −1 0 . . . 0

−1 2 −1 . . .
...

. . . . . . . . .
−1

0 0 . . . −1 2




u1

...

uN

=


b1

...

bN

 (3.6)

que dividiendo por h se interpreta como un esquema en diferencias finitas para re-
solver el problema (2.1)-(2.2)-(2.3)

3.3. Construcción de espacios de Elementos Finitos

El método de Elementos Finitos consiste en elegir un subespacio Vh de dimensión
finita y más precisamente una base de este subespacio en el que la funciones de dicha
base son de pequeño soporte.

3.3.1. Generalidades

Sea Ω ⊂ Rd , un abierto poliédrico de Rd (un polı́gono si estamos en R2) de
frontera Γ .

Vamos a considerar una descomposición finita de Ω :

Ω = ∪T∈ThT

tal que:

1. Cada elemento T de Th es un poliedro de Rd de interior no vacı́o.
2. Los interiores de dos poliedros distintos de Th son disjuntos.
3. Toda cara de un poliedro T1 ∈Th es o bien una cara de otro poliedro T2, en cuyo

caso T1 y T2 son adyacentes, o bien una parte de la frontera Γ de Ω

Definición 3.1 Toda descomposición de Ω verificando las propiedades anteriores
se llama triangulación de Ω . En la figura 3.3 se muestra un ejemplo.
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Figura 3.3 Ejemplo de triangulación

Notación Th designará en general una triangulación de Ω tal que h = máxT∈Th hT
donde hT es el diámetro del poliedro T .

Un subespacio de Vh de dimensión finita de H1(Ω) se puede construir, como se
verá más adelante, tomando por ejemplo,

Vh = {v ∈C0(Ω);v|T ∈ Pk ∀T ∈Th}

donde Pk designa un espacio de polinomios de grado k en el poliedro T .

3.3.2. Concepto de Elemento Finito

Un Elemento Finito es una terna (T,P,Σ) donde

1. T es una parte compacta de Rd conexa de interior no vacı́o.
2. P es un espacio vectorial de dimensión finita N cuyos elementos son funciones

de T en R.
3. Σ es una base del espacio dual de P, es decir, N funciones lineales de P en R

linealmente independientes.

Base asociada a un elemento finito



3.3 Construcción de espacios de Elementos Finitos 69

La base dual de Σ en P es la base asociada, es decir si Σ = {Li}N
i=1, la base

asociada al elemento finito (T,P,Σ) será el conjunto {p j}N
j=1 ⊂ P tal que Li(p j) =

δi j.

Elementos Finitos de Lagrange

Definición 3.2 Se dice que el conjunto {a j}N
j=1 de puntos de T es P−unisolvente si

y solo si, dados N escalares reales cualesquiera α j 1≤ j ≤ N, existe una función
p del espacio P y una sola tal que

p(a j) = α j 1≤ j ≤ N

Definición 3.3 Un Elemento Finito de Lagrange es entonces un Elemento Finito
(T,P,Σ) en el que Σ = {ai}N

i=1 y donde {ai}N
i=1 es un conjunto de puntos de T ,

P−unisolvente.

Interpretación de la definición: Los puntos {ai}N
i=1 se pueden considerar como

formas lineales del dual de P, en efecto

ai : P −→ R
p −→ ai(p) = p(ai)

Un Elemento Finito de Lagrange es entonces una terna (T,P,Σ) donde

1. T es una parte compacta de Rd conexa de interior no vacı́o.
2. Σ = {a j}N

j=1 es un conjunto finito de N puntos P−unisolvente de T
3. P es un espacio vectorial de dimensión finita y compuesto por funciones definidas

sobre T a valores reales.

Dado un elemento finito (T,P,Σ) se llaman funciones de base a la base dual de
Σ , es decir, a las N funciones pi 1≤ i≤ N definidas por

pi(a j) = δi j 1≤ j ≤ N

Comentario : Una condición necesaria para que el conjunto Σ sea P−unisolvente
es que la dimensión de P sea igual al cardinal de Σ = N. Una vez verificada esta
condición, tenemos dos criterios sencillos que aseguran la P−unisolvencia de Σ .

1. Basta verificar que la única función p ∈ P que se anula en Σ es la función nula.
En efecto, cuando esta propiedad se satisface, la aplicación lineal

L : P −→ RN

p −→ (p(a j))
N
j=1

es inyectiva y por lo tanto biyectiva pues P es de dimensión N
2. Basta hallar las funciones {pi}N

i=1 del espacio P verificando pi(a j) = δi j para
probar la P−unisolvencia. En efecto, si estas funciones existen, a todo conjunto
de N escalares reales {α j}1≤ j≤N le asociamos la función
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p = ∑α j p j

Esta función es una función de P tal que p(a j) = α j 1 ≤ j ≤ N. Esto prueba
que la aplicación

L : P −→ RN

p −→ (p(a j))
N
j=1

es sobreyectiva y por tanto biyectiva.

Definición 3.4 Operador de P−interpolación sobre T . Se llama operador de P−interpolación
de Lagrange sobre T al operador que a toda función v definida en T le asocia la
función ΠT v definida por ΠT v = ∑v(ai)pi. ΠT v se llama la función interpolada de
v.

La función ΠT v verifica

ΠT v(a j) = ∑v(ai)pi(a j) = ∑v(ai)δi j = v(a j) 1≤ j ≤ N

Es pues la única función p de P verificando p(a j) = v(a j).

3.3.3. Elementos Finitos de Lagrange en un d−simplex

Vamos a construir una clase de elementos finitos de Lagrange (T,P,Σ) donde T
será un d−simplex de Rd . Recordemos la noción de d−simplex:

Consideremos d+1 puntos a j = (ai j)
d
i=1 ∈Rd 1≤ j≤ d+1 no situados en un

mismo hiperplano de Rd , es decir, que la matriz

A =


a1,1 a1,2 ... a1,d+1
a2,1 a2,2 ... a2,d+1
... ... ... ...

ad,1 ad,2 ... ad,d+1
1 1 ... 1


sea no singular.

Se llama d−simplex T de vértices a j a la envolvente convexa de los puntos a j.
Si d = 2 se llaman triángulos y si d = 3 tetraedros.

Coordenadas baricéntricas
Todo punto x de Rd de coordenadas cartesianas xi 1 ≤ i ≤ d, está caracterizado
dando d + 1 escalares λ j = λ j(x) 1 ≤ j ≤ d + 1 definidos como solución del sis-
tema lineal
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d+1

∑
j=1

ai jλ j = xi

d+1

∑
j=1

λ j = 1

cuya matriz es precisamente la matriz regular A.
Los escalares λ j(x) 1 ≤ j ≤ d +1 se llaman las coordenadas baricéntricas del

punto x con respecto a los puntos a j. Cada una de estas funciones es una función
afin de Rd en R y se tiene para todo x ∈ Rd

x =
d+1

∑
j=1

λ j(x)a j

El d−simplex T definido por los vértices a j está caracterizado por

T = {x ∈ Rd ; x =
d+1

∑
j=1

λ j(x)a j 0≤ λ j(x)≤ 1, 1≤ j ≤ d +1}

Observemos que λi(a j) = δi j para 1≤ i, j ≤ d +1.

Ejemplos

1. Tria-p1-c:
T : Triángulo.
P: Polinomios de grado 1.
Σ : Los tres vértices del triángulo.
Es el ejemplo que hemos estudiado. Las funciones de la base local son pi = λi.

2. Tria-p2-c:
T : Triángulo.
P: Polinomios de grado 2.
Σ : Los tres vértices y los puntos medios de las aristas.
Las funciones de P son pues funciones de la forma p(x,y) = a+bx+cy+dxy+
ex2+ f y2. P es un espacio de dimensión seis. La base asociada de P estará forma-
da por las seis funciones pi verificando pi(a j) = δi j. Para hallar las seis funciones
de la base, podemos proceder de la manera siguiente: Llamemos ai, i = 1,2,3 los
tres vértices y ai, i = 4,5,6 los tres puntos medios de las aristas (ver figura 3.4).
Para hallar p1, es decir una función que verifique

p(a1) = 1 p(a j) = 0 j 6= 1

Observemos que λ1 la coordenada baricéntrica que vale 1 en el nodo a1 y cero
en a2,a3,a4 no se anula en a5,a6 donde vale λ1(a5) = λ1(a6) = 1/2. Por tanto si
tomamos

p1 = λ1(2λ1−1)
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verifica las propiedades requeridas. Análogamente las otras dos funciones aso-
ciadas a los vértices serán

p2 = λ2(2λ2−1)

p3 = λ3(2λ3−1)

Busquemos ahora p4,p5 y p6, las funciones asociadas a los puntos medios de los
lados. Basta observar que la función λ2 se anula en la recta a1−a5−a3, y λ3 se
anula en la recta a1−a6−a2, por lo tanto λ2λ3 se anula en todos los puntos de
Σ salvo en a4 donde vale λ2(a4)λ3(a4) = 1/2,1/2 = 1/4, de donde finalmente la
función

p4 = 4λ2λ3

será la función base asociada al nodo a4. Análogamente obtenemos

p5 = 4λ1λ3

p6 = 4λ1λ2

En las figuras 3.5,3.6,3.7,3.8,3.9 y 3.10 se representan las gráficas de las fun-
ciones de la base pi, i = 1, ...,6 en el triángulo de referencia de vértices
(0,0),(1,0),(0,1).

3. Tetra-p1-c:
T : Tretraedro.
P: Polinomios de grado 1 de tres variables.
Σ : Los cuatro vértices del tetraedro.
Las funciones de la base local son pi = λi, i = 1,2,3,4.
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Figura 3.4 triángulo de seis nodos
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3.3.4. Un método general para construir a partir de un elemento
finito (T̂ , P̂, Σ̂) toda una familia de elementos finitos
(T,P,Σ)

Consideremos un conjunto compacto T̂ de Rd , convexo y de interior no vacı́o. F
una aplicación de T̂ en Rd . Supongamos que T = F(T̂ ) es una parte compacta, co-
nexa y de interior no vacı́a (por ejemplo exigiendo que F sea biyectiva y bicontinua
de T̂ en T ).
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Figura 3.10 función p6

Teorema 3.5 Supongamos que la aplicación F es biyectiva. Entonces si (T̂ , P̂, Σ̂)
es un elemento finito de Lagrange, la terna (T,P,Σ) donde T = F(T̂ ) y donde P =
{p : T → R p◦F ∈ P̂} y Σ = F(Σ̂) es un elemento finito de Lagrange.

Demostración:
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Sea (T̂ , P̂, Σ̂) un elemento finito donde Σ̂ = {â j}N
j=1 es un conjunto de N puntos

distintos de T̂ .
Pongamos a j = F(â j) 1≤ j ≤ N
Entonces Σ = {a j}N

j=1 1≤ j ≤ N
Puesto que F es biyectiva de T̂ en T = F(T̂ )

card(Σ) = card(Σ̂) = dim(P̂) = dim(P)

para demostrar que Σ es P-unisolvente basta obtener las funciones de base corres-
pondientes a (T,P,Σ).

Sean p̂i i = 1, ...N las funciones de base correspondientes a (T̂ , P̂, Σ̂), entonces

pi = p̂i ◦F−1 i = 1, ...,N

son las funciones de base correspondientes a P, en efecto pi ∈ P pues

pi ◦F = p̂i ◦F−1 ◦F = p̂i ∈ P̂

y además si ai ∈ Σ

pi(a j) = (p̂i ◦F−1)(a j) = p̂i(â j) = δi j

�

Definición 3.5 Dos elementos finitos de Lagrange (T̂ , P̂, Σ̂) y (T,P,Σ) se dice que
son equivalentes si existe una aplicación F biyectiva de T̂ en T verificando:

P = {p : T → R, p̂ = p◦F ∈ P̂}

Σ = F(Σ̂)

Cuando se puede elegir como aplicación F una aplicación afı́n, los elementos
finitos se llaman afı́n equivalentes.

Teorema 3.6 Sean (T̂ , P̂, Σ̂) y (T,P,Σ) dos elementos de Lagrange equivalentes y
F una biyección de T̂ en T verificando la condición de equivalencia.

Si Π̂ es el operador de P̂-interpolación sobre Σ̂ , el operador Π de P-interoplación
sobre Σ está caracterizado por

(Πv)◦F = Π̂(v◦F)

para toda función v definida en T .

Ejemplo 1

Veamos como podemos construir una familia de elementos finitos (T,P,Σ) afı́n
equivalentes al elemento finito (T̂ , P̂, Σ̂) siguiente:

T̂ : Triángulo de R2 de vértices (0,0),(1,0),(0,1)
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P̂: Polinomios de grado 2 en T̂ .
Σ̂ : {âi}6

i=1, donde â1, â2, â3 son los tres vértices de T̂ , y â4, â5, â6 son los puntos
medios de los las aristas de T̂ .

Consideremos la aplicación afin F que lleva los vértices de T̂ , {âi}i=1,2,3 a los
vértices {ai}i=1,2,3 de T respectivamente. Esta aplicación es fácil de construir. Ob-
servemos que

λ̂1 = 1− x̂− ŷ

λ̂2 = x̂

λ̂3 = ŷ

Entonces

x =

[
x
y

]
= λ̂1

[
x1
y1

]
+ λ̂2

[
x2
y2

]
+ λ̂3

[
x3
y3

]
= (1− x̂− ŷ)

[
x1
y1

]
+ x̂
[

x2
y2

]
+ ŷ
[

x3
y3

]

=

[
x1
y1

]
+

[
x2− x1 x3− x1
y2− y1 y3− y1

][
x̂
ŷ

]
= b+Bx̂ = F(x̂)
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La aplicación F es afı́n y lleva los vértices a los vértices. Por otra parte si definimos
sobre T las funciones pi = λ̂i ◦F−1, para i = 1,2,3 son polinomios de grado 1.
Resulta

pi(a j) = (λ̂i ◦F−1)(a j) = λ̂i(â j) = δi j

Por lo tanto pi = λi para i = 1,2,3. Tenemos pues que λi(x) = λ̂i(x̂) donde x = F(x̂).
Es decir T = F(T̂ ) y los puntos medios de las aristas van a parar a los puntos medios
de las aristas. Es inmediato ver que (T̂ , P̂, Σ̂) y la familia (T,P,Σ) compuesta por T ,
triángulos, P, polinomios de grado 2 en T y Σ la unión de vértices y puntos medios
de las aristas son afı́n-equivalentes.
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Ejemplo 2: Familias equivalentes a elementos finitos paralelótopos

Consideremos el cubo unidad T̂ = [−1,+1]d . Construiremos elementos finitos
sobre T̂ , (T̂ , Q̂, Σ̂). Un elemento finito paralelótopo será un elemento finito afı́n-
equivalente a (T̂ , Q̂, Σ̂).

Ejemplo 2.1

T̂ = [−1,+1]2

Q̂ = {p̂ : T̂ → R; p̂(x̂, ŷ) = a+bx̂+ cŷ+dx̂ŷ}

Σ̂ = {âi}4
i=1, los cuatro vértices de T̂ .

Veamos cuáles son las funciones de la base de Q̂ (dual de Σ̂ ):
Tenemos dim(Q̂) = card(Σ̂) = 4. Observando que la ecuación de la recta â3â4

es ŷ =−1 y de la recta â3â2 es x̂ =−1 resulta,

p̂1 =
1
4
(1+ x̂)(1+ ŷ)

y análogamente

p̂2 =
1
4
(1− x̂)(1+ ŷ)

p̂3 =
1
4
(1− x̂)(1− ŷ)

p̂4 =
1
4
(1+ x̂)(1− ŷ)

Ejemplo 2.2

T̂ = [−1,+1]2

Q̂ = Q̂2 =

{p̂ : T̂ → R; p̂(x̂, ŷ) = a+bx̂+ cŷ+dx̂ŷ+ ex̂2 + f ŷ2 +gx̂2ŷ+hx̂ŷ2 + kx̂2ŷ2}

Σ̂ = {âi}9
i=1, donde â1, ..., â4 son los cuatro vértices de T̂ y â5, ..., â8 son los puntos

medios de los lados, y â9 es el centro del cuadrado. Tenemos pues que P̂2 ⊂ Q̂2 ⊂ P̂4
La base será:

p̂1 =
1
4 (1+ x̂)(1+ ŷ)x̂ŷ

p̂2 =
1
4 (1− x̂)(1+ ŷ)x̂ŷ

p̂3 =
1
4 (1− x̂)(1− ŷ)x̂ŷ

p̂4 =
1
4 (1+ x̂)(1− ŷ)x̂ŷ

p̂5 =
1
2 (1+ x̂)(1− x̂)(1+ ŷ)ŷ

p̂6 =
1
2 (1− x̂)(1+ ŷ)(1− ŷ)x̂

p̂7 =
1
2 (1− x̂)(1+ x̂)(1− ŷ)ŷ

p̂8 =
1
2 (1+ x̂)(1+ ŷ)(1− ŷ)x̂
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p̂9 = (1+ x̂)(1− x̂)(1+ ŷ)(1− ŷ)
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3.3.5. Construcción de subespacios de H1

En primer lugar veremos como se pueden construir funciones de H1(Ω) a partir
de funciones definidas a trozos sobre subconjuntos de Ω .

Teorema 3.7 Sea Ω̄ = ∪N
r=1Ω̄r una descomposición de Ω̄ tal que

1. Ωr es un abierto de Rd contenido en Ω de frontera Γr C1 a trozos para todo
r = 1, ...,N.

2. Ωr ∩Ωs = /0 para r 6= s

Sea v una función continua en Ω̄ tal que la restricción v|Ωr pertenece a H1(Ωr),
para todo r = 1, ...,N. Entonces v ∈ H1(Ω).

Demostración:

Sea v continua en Ω̄ tal que v|Ωr ∈ H1(Ωr); Evidentemente v ∈ L2(Ω). Hemos
de ver que ∂v

∂xi
∈ L2(Ω) para i = 1, ...,d

Para ello veamos que ∂v
∂xi

= vi ∈ L2(Ω) donde vi|Ωr =
∂ (v|Ωr )

∂xi
∈ L2(Ωr). En efecto,

para toda función ϕ ∈D(Ω), tendremos

<
∂v
∂xi

,ϕ >=−< v,
∂ϕ

∂xi
>=−

∫
Ω

v
∂ϕ

∂xi
=
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−
N

∑
r=1

∫
Ωr

v
∂ϕ

∂xi
=

N

∑
r=1

(
∫

Ωr

∂v
∂xi

ϕ−
∫

∂Ωr

vϕνi) =

N

∑
r=1

∫
Ωr

∂v
∂xi

ϕ−
N

∑
r=1

∫
∂Ωr

vϕνi =

N

∑
r=1

∫
Ωr

∂v
∂xi

ϕ =
N

∑
r=1

∫
Ωr

viϕ =< vi,ϕ >

pues v es continua.
�

Vamos ahora a construir subespacios de H1(Ω) de dimensión finita.
Sea Ω un abierto poliédrico (para simplificar) de Rd .
Ω̄ = ∪T∈ThT , siendo Th una triangulación de Ω

Suponemos además que cada poliedro T de Th está asociado a un elemento finito
de Lagrange (T,PT ,ΣT ) tal que PT ⊂ H1(T )

Definimos el espacio de dimensión finita

Vh = {v ∈C0(Ω̄); ∀T ∈Th, v|T ∈ PT}

Ası́ en virtud del teorema anterior Vh es un subespacio de H1(Ω).
Sin hipótesis suplementarias sobre los elementos finitos (T,PT ,ΣT ) no es en mo-

do alguno evidente la determinación de una base de Vh (pues Vh es isomorfo a un
subespacio propio de ΠT∈Th PT ). Por otra parte resulta natural introducir el operador
de interpolación Πh que a toda función continua definida en Ω̄ le hace corresponder
la función Πhv de L2(Ω) definida por

∀T ∈Th, ∀x ∈ T̊ Πhv(x) = ΠT v(x)

donde ΠT es el operador de PT -interpolación sobre ΣT . En general sin hipótesis
suplementarias sobre el elemento finito (T,PT ,ΣT ), la función Πhv no es en general
continua sobre Ω̄ y no pertenece a Vh. Para evitar esta situación se introduce una
hipótesis de compatibilidad entre dos elementos finitos:

Supondremos que para todo par {T1,T2} de poliedros adyacentes de Th, de cara
común T ′ = T1∩T2, tenemos

1. PT1 |T ′ = PT2 |T ′
2. ΣT1 ∩T ′ = ΣT2 ∩T ′

Además necesitaremos la definición siguiente:

Definición 3.6 Sea T un poliedro de Rd; Un elemento finito (T,P,Σ) se llama de
clase C0 si las dos condiciones siguientes se satisfacen:

1. P⊂C0(T )
2. Para toda cara T ′ de T , el conjunto Σ ′ = Σ ∩T ′ es P′-unisolvente donde P′ =
{p|T ′ ; p ∈ P}.
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Teorema 3.8 Sea Th una triangulación de Ω̄ y sea (T,PT ,ΣT )T∈Th una familia de
elementos finitos asociada. Suponemos que las condiciones de compatibilidad (1) y
(2) anteriores se satisfacen y que para todo T ∈Th, (T,PT ,ΣT ) es un elemento finito
de clase C0 y PT es un subespacio de H1(T ). Entonces el operador de interpolación
Πh, definido por

Πhv(x) = ΠT v(x) ∀x ∈ T̊ ∀T ∈Th

de C0 en L2(Ω) tiene su imagen en C0(Ω̄). Dicho de otro modo y de manera más
precisa

Vh = {Πhv; v ∈C0(Ω̄)}

Demostración:

Sea v una función continua definida en Ω̄ ; la restricción a un elemento cualquiera
T de Th de la función Πhv pertenece al espacio PT , subespacio de C0(T ). Para
demostrar que Πhv pertenece a Vh basta verificar que Πhv es continua sobre toda
cara T ′ común a dos elementos adyacentes T1 y T2 de Th, es decir, que tenemos

ΠT1v|T ′ = ΠT2v|T ′

Como la función w = ΠT1v|T ′ −ΠT2v|T ′ es una función del espacio P′ = PT1 |T ′ =
PT2 |T ′ tal que ∀a ∈ Σ ′ w(a) = 0 donde Σ ′ = ΣT1∩T ′ = ΣT2∩T ′ , los elementos finitos
son de clase C0 y Σ ′ es P′-unisolvente, deducimos w = 0. En consecuencia Πhv es
continua sobre Ω̄ , es decir {Πhv; v ∈C0(Ω̄)} ⊂Vh.

Recı́procamente, sea v ∈ Vh = {v ∈C0(Ω̄); v|T ∈ PT}, tenemos v|T ∈ PT , en-
tonces v|T = ΠT v ası́ pues v = Πhv y v es continua pues v ∈Vh.

�

Construcción de una base de Vh

Introduzcamos el conjunto de nodos de los elementos finitos

Σh = ∪T∈ThΣT = {ai}1≤i≤I card(Σh) = I

Para todo entero i 1≤ i≤ I, designamos ϕi la función de Vh tal que

ϕi(a j) = δi j 1≤ j ≤ I

Si v es una función continua sobre Ω̄ , tenemos evidentemente

Πhv =
I

∑
i=1

v(ai)ϕi

Corolario 3.2 Con las hipótesis anteriores el conjunto de funciones {ϕi}I
i=1 cons-

tituyen una base de Vh y toda función v de Vh se escribe
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v =
I

∑
i=1

v(ai)ϕi

Definición 3.7 Los escalares {v(ai)}I
i=1 se llaman grados de libertad de una fun-

ción v de Vh.

Observemos que las funciones ϕi tienen pequeño soporte. Más precisamente, el
soporte de ϕi es el conjunto de elementos T de Th que contienen al nodo ai. Además
la restricción de ϕi a cada uno de estos elementos T es una función de la base del
elemento finito (T,PT ,ΣT ).

Ejemplos

1. Th, triangulación de Ω̄ construida mediante d-simplex. Dado un entero k ≥ 1,
se asocia a todo T de Th el d-simplex de tipo (k), (T,Pk,Σk). Pk es el espacio
de polinomios de grado k en T . Entonces todo (T,Pk,Σk) es de clase C0 y se
verifican las condiciones de compatibilidad siendo aplicable el teorema anterior.

2. Análogo al anterior construyendo Th mediante paralelótopos y elementos finitos
del tipo (T,Qk,Σk), siendo Qk el espacio de polinomios de grado k obtenido me-
diante producto tensorial del espacio de polinomios de grado k en cada variable.

3. Mezclando los dos anteriores de manera que en una cara común a un triángulo y
a un paralelótopo se cumplan las condiciones de compatibilidad.



Capı́tulo 4
Análisis numérico del Método de Elementos
Finitos

Resumen Este capı́tulo veremos algunos resultados generales de aproximación en
espacios de Sobolev y su apliación al análisis numérico del Método de Elementos
Finitos en problemas elı́pticos lineales.

Situémonos de nuevo en el problema, en un marco variacional abstracto, don-
de V es un espacio de Hilbert con su norma ‖ · ‖, a(·, ·) es una aplicación lineal,
continua y elı́ptica sobre V , y L(·) una forma lineal continua sobre V . Denotamos
M a la constante de continuidad de la aplicación bilineal, y α a la constante de la
elipticidad. El problema variacional continuo es:

(P) Hallar u ∈V tal que a(u,v) = L(v) ∀v ∈V

Sea Vh un subespacio de dimensión finita de V , el correspondiente problema
aproximado es:

(Ph) Hallar uh ∈Vh tal que a(uh,vh) = L(vh) ∀vh ∈Vh

El lema de Céa nos asegura que

||u−uh|| ≤
M
α

ı́nf
vh∈Vh

||u− vh||

En particular, si Vh es un espacio de elementos finitos como los descritos en el
Capı́tulo 3, y Πh el correspondiente operador de interpolación, tenemos que Πhu ∈
Vh, por tanto ||u− uh|| ≤ M

α
||u−Πhu||. Conviene pues acotar ||u−Πhu||, es decir,

estudiar el error de interpolación. Para los problemas elı́pticos de orden 2, estamos
interesados en mayorar este error en la norma H1 y para ello necesitamos una serie
de resultados generales de aproximación en espacios de Sobolev.

83
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4.1. Resultados generales de aproximación en espacios de
Sobolev

Si (T,P,Σ) es un elementos finito de Lagrange, a toda función v definida en T ,
le hemos asociado una función Πv, función P-interpolada de Lagrange de v sobre
Σ . Vamos a estudiar en este apartado el error de interpolación v−Πv. Como hemos
dicho, para los problemas elı́pticos de orden 2, estaremos especialmente interesados
en una mayoración de este error en la norma de H1(T ), ||v−Πv||1,T .

Empezamos por dar algunos resultados generales de aproximación en los espa-
cios de Sobolev. Sea T una parte compacta de Rd , conexa y de interior no vacı́a.
Para simplificar denotamos Hm(T ) al espacio Hm(Ṫ ), donde Ṫ es el interior de T .
Si E es un subespacio de Hm(T ), el espacio cociente Hm(T )/E es el conjunto de
clases de equivalencia v̇ de funciones de Hm(T ) módulo la relación de equivalencia

v1 v v2⇐⇒ v1− v2 ∈ E

Cuando E es un subespacio cerrado de Hm(T ), el espacio Hm(T )/E provisto de la
norma cociente

||v̇||Hm(T )/E = ı́nf
v∈v̇
||v||m,T

es un espacio de Hilbert (Dem: ejercicio). En particular, para todo entero, k ≥ 0, el
espacio Pk de los polinomios de grado menor o igual que k sobre T es un subespacio
de dimensión finita de Hk+1(T ), de manera que podemos introducir el espacio co-
ciente Hk+1(T )/Pk; vamos a dotar a este espacio de una norma más manejable que
la norma cociente. Para ello, habrá que suponer además que la inyección canónica
de H1(T ) en L2(T ) es compacta; puesto que T es un acotado de Rd , esta propiedad
se verifica siempre que la frontera ∂T es de clase C1 a trozos.

Teorema 4.1 : Sea T una parte compacta de Rd , de frontera C1 a trozos. Entonces
para todo entero k ≥ 0 la aplicación

v̇→ |v̇|k+1,T = |v|k+1,T = ( ∑
|α|=k+1

∫
T
|∂ α v|2)1/2

donde v es un representante cualquiera de la clase v̇ en Hk+1(T ), es una norma
sobre Hk+1(T )/Pk equivalente a la norma cociente.

Demostración:

Sea v̇ una clase de equivalencia de Hk+1(T )/Pk y sea v ∈ v̇. El valor de |v̇|k+1,T
no depende del representante elegido. En efecto,

∀p ∈ Pk |v|k+1,T = |v+ p|k+1,T

Tenemos evidentemente
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|v̇|k+1,T ≤ ||v̇||Hk+1(T )/Pk

en efecto, para todo v ∈ v̇

|v̇|k+1,T = |v|k+1,T ≤ ||v||k+1,T

y tomando el ı́nf para todo v ∈ v̇ obtenemos el resultado.
Para obtener la equivalencia de normas resta establecer la existencia de una cons-
tante C tal que

||v̇||Hk+1(T )/Pk
≤C|v̇|k+1,T

para todo elemento v̇ de Hk+1(T )/Pk. Empezamos por demostrar la existencia de
una constante C tal que

||v||k+1,T ≤C{|v|2k+1,T + ∑
|α|≤k

(
∫

T
∂

α vdx)2}1/2

para toda función v ∈ Hk+1(T ). Razonamos por reducción al absurdo. Suponga-
mos que para todo entero positivo n existe una función ṽn tal que

|ṽn|2k+1,T + ∑
|α|≤k

(
∫

T
∂

α ṽndx)2 <
1
n2 ||ṽn||2k+1,T

poniendo

vn =
ṽn

||ṽn||k+1,T

obtenemos una sucesión {vn} verificando

||vn||k+1,T = 1 (4.1)

|vn|2k+1,T + ∑
|α|≤k

(
∫

T
∂

α vn)
2 <

1
n2 (4.2)

Si la inyección de H1(T ) en L2 es compacta, también la inyección de Hk+1(T )
en Hk(T ) es compacta. Entonces de (4.1), deducimos la existencia de una subsu-
cesión vµ convergente en Hk(T ). Por una parte de (4.2) resulta

|vµ |k+1,T <
1
µ

de modo que
vµ → v en Hk(T )

∀α, |α|= k+1 ∂
α vµ → 0 en L2(T )

por la continuidad de la derivación en el sentido de las distribuciones también

∂
α vµ → ∂

α v
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para todo α, |α|= k+1. De modo que ∂ α v= 0 para |α|= k+1 y v∈Hk+1(T ).
Por otra parte

∀α ∈ Nd , |α| ≤ k |
∫

T
∂

α vµ |<
1
µ

pasando al lı́mite cuando µ → ∞

∀α ∈ Nd , |α| ≤ k
∫

T
∂

α v = 0

como T es una parte conexa de Rd , las relaciones

∂
α v = 0 ∀α |α|= k+1

implican que v es un polinomio de grado k sobre T . Y de las relaciones∫
T

∂
α v = 0 ∀α |α| ≤ k

deducimos v = 0. Pero esto contardice la elección ||vn||k+1,T = 1.
Finalmente consideremos v̇∈Hk+1(T )/Pk y sea v̄ un representante cualquiera de
v̇ en Hk+1(T ). A esta función v̄ le podemos asociar el polinomio p ∈ Pk definido
de manera única por las relaciones

∀α ∈ Nd |α| ≤ k,
∫

T
∂

α p =−
∫

T
∂

α v̄

Entonces v = v̄+ p es el representante de v̇ tal que

∀α ∈ Nd |α| ≤ k
∫

T
∂

α v = 0

Para este v tendremos

||v||k+1,T ≤C{|v|2k+1,T + ∑
|α≤k

(
∫

T
∂

α v)2}1/2 =C|v|k+1,T

y deducimos

||v̇||Hk+1(T )/Pk
≤ ||v||k+1,T ≤C|v|k+1,T =C|v̇|k+1,T

lo que termina la demostración.

�
A partir del teorema anterior obtenemos el siguiente teorema general de aproxi-

mación en los espacios de Sobolev.

Teorema 4.2 (Teorema de Aproximación I) Sea T una parte compacta y conexa de
Rd de interior no vacı́o de frontera C1 a trozos y sea Π un operador lineal continuo
de Hk+1(T ) en Hm(T ), 0≤ m≤ k+1, tal que
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∀p ∈ Pk, Π p = p

Entonces existe una constante c = c(T,Π) tal que

∀v ∈ Hk+1(T ) ||v−Πv||m,T ≤ c|v|k+1,T

Demostración:

Sea v ∈ Hk+1(T ), de la hipótesis hecha sobre Π , para todo p ∈ Pk

v−Πv = v+ p−Π p−Πv = (I−Π)(v+ p)

de donde
||v−Πv||m,T ≤ ||I−Π ||∗||v+ p||k+1,T

donde ||.||∗ designa la norma en el espacio L (Hk+1(T ),Hm(T )). Resulta

||v−Πv||m,T ≤C1 ı́nf
p∈Pk
||v+ p||k+1,T =C1||v̇||Hk+1(T )/Pk

con C1 = ||I−Π ||∗. Finalmente gracias al teorema anterior

||v−Πv||m,T ≤C1C|v|k+1,T ∀v ∈ Hk+1(T )

El teorema queda demostrado tomando c =C1C.
�

El siguiente paso consiste en poner en forma explı́cita la dependencia de la cons-
tante c en función de las caracterı́sticas geométricas de T . Para ello vamos a intro-
ducir una parte compacta T̂ de Rd , conexa y de frontera C1 a trozos, que nos va
a servir de dominio de referencia. Suponemos que existe una transformación afı́n
invertible

x = F(x̂) = Bx̂+b, x ∈ Rd , x̂ ∈ Rd , b ∈ Rd , B, matriz d×d

tal que T = F(T̂ ).
Adoptamos las siguientes definiciones:

A toda función v definida sobre T , le asociamos biunı́vocamente la función v̂
definida sobre T̂ por las relaciones

v̂(x̂) = v(x) ∀x̂ ∈ T̂

es decir, v̂ = v◦F .
Introducimos las siguientes caracterı́sticas geométricas

• hT = diámetro de T (resp. ĥ = diámetro de T̂ ).
• ρT = diámetro máximo de las esferas (cı́rculos si d = 2) contenidas en T

(resp. ρ̂ diámetro máximo de las esferas contenidas en T̂ ).
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Podemos estimar las normas espectrales ||B|| y ||B−1|| en función de las caracterı́sti-
cas geométricas de T y T̂ ; recordemos que la norma de una matriz B está definida
por

||B||= sup
ξ∈Rd ,ξ 6=0

|Bξ |
|ξ |

= sup
ξ∈Rd ,ξ≤1

|Bξ |= sup
ξ∈Rd ,|ξ |=1

|Bξ |

donde |ξ | designa la norma euclı́dea del vector ξ de Rd .

Lema 4.1 Se verifican las siguientes mayoraciones

||B|| ≤ hT
ρ̂

||B−1|| ≤ ĥ
ρT

Demostración:

Podemos escribir
||B||= 1

ρ̂
sup
|ξ |=ρ̂

|Bξ |

Sea ξ un vector de Rd tal que |ξ |= ρ̂; por definición de ρ̂ , diámetro máximo de las
esferas contenidas en T̂ , existen dos puntos ŷ y ẑ de T̂ tales que ξ = ŷ− ẑ. Entonces

Bξ = Bŷ−Bẑ = F(ŷ)−F(ẑ) = y− z

donde los puntos y y z pertenecen a T ; por definición de hT resulta

|Bξ |= |y− z| ≤ hT

Esta desigualdad es válida para todo ξ con |ξ |= ρ̂ , por tanto, tomando el supremo
y dividiendo por ρ̂

||B|| ≤ hT

ρ̂

Lo que prueba la primera desigualdad. Intercambiando los papeles de T y T̂ se
obtiene la otra desigualdad.

�

Teorema 4.3 (Teorema de Aproximación II) Sea T̂ una parte compacta y conexa
de Rd de frontera C1 a trozos y sea Π̂ un operador lineal continuo de Hk+1(T̂ ) en
Hm(T̂ ), 0≤ m≤ k+1 tal que

∀p̂ ∈ Pk Π̂ p̂ = p̂

Si T es una parte de Rd tal que existe una transformación afı́n invertible F de Rd

en Rd para la cual T = F(T̂ ) y el operador Π está definido por

∀v ∈ Hk+1(T ) Π̂v = Π̂ v̂
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Entonces existe una constante C independiente de F tal que

∀v ∈ Hk+1(T ) |v−Πv|m,T ≤C
hk+1

T
ρm

T
|v|k+1,T

La constante C depende de T̂ y por tanto de d, de Π̂ y por tanto de k y de m;
la novedad reside en que la constante C es independiente de F y por tanto de las
caracterı́sticas geométricas de T . Para la demostración será útil utilizar la noción de

diferencial de Fréchet de una función.
Recordemos, si v es una función definida en un entorno de un punto x ∈ Rd y

diferenciable (en sentido clásico) l veces, se denota Dlv(x) a su diferencial de orden
l que es una forma l-multilineal simétrica sobre Rd

Dlv(x) : Rd× ...×Rd −→ R

Dl(v(x)(ξ1, ...,ξl) ∈ R ξi ∈ Rd i = 1, ...l

||Dlv(x)||= sup
ξ1,...,ξl∈Rd , ξ1,...,ξl 6=0

|Dlv(x)(ξ1, ...,ξl)|
|ξ1|...|ξl |

donde |ξ | designa la norma euclı́dea de ξ ∈ Rd .
Por otra parte recordemos la notación l = |α|= α1 + ...+αd , y

∂
α v(x) = Dlv(x)(e1, .

(α1veces).,e1, ...,ed , .
(αdveces).,ed)

donde ei es el i-ésimo vector de la base canónica de Rd .
Demostraremos primeramente el siguiente lema, para después completar la de-

mostración del Teorema de Aproximación II.

Lema 4.2 Existen dos constantes γ1 = γ1(l,d) y γ2 = γ2(l,d) mayores que cero tales
que

∀v ∈D(T ) γ1|v|l,T ≤ (
∫

T
||Dlv(x)||2dx)1/2 ≤ γ2|v|l,T

Demostración:

Sea α un multientero y |α|= l, se tiene

|∂ α v(x)|=≤ ||Dlv(x)|||e1|.α1(veces).|e1|...|ed |.αl(veces)|ed |= ||Dlv(x)||

de modo que

( ∑
|α|=l

∫
T
|∂ α v(x)|2)1/2 ≤ ( ∑

|α|=l

∫
T
||Dlv(x)||2)1/2

de donde
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( ∑
|α|=l

∫
T
|∂ α v(x)|2)1/2 ≤C(

∫
T
||Dlv(x)||2)1/2

donde C =
√

card{α; |α|= l} y γ1 =
1
C . Por otra parte

||Dlv(x)||= sup
ξ1,...,ξl∈Rd |ξ1|=...=|ξl |=1

|Dlv(x)(ξ1, ...,ξl)|

poniendo ξi = ∑
d
k=1 ξ k

i ek i = 1, ..., l

Dlv(x)(ξ1, ...,ξl) =
d

∑
k1,...,kl=1

ξ
k1
1 ...ξ

kl
l Dlv(x)(ek1 , ...,ekl ) =

d

∑
k1,...,kl=1

ξ
k1
1 ...ξ

kl
l ∂

α v(x)

donde ∂ α v(x) designa una de las derivadas parciales de v de orden|α|= l.

|Dlv(x)(ξ1, ...,ξl)|= |
d

∑
k1,...,kl=1

ξ
k1
1 ...ξ

kl
l ∂

α v(x)| ≤ |
d

∑
k1,...,kl=1

ξ
k1
1 ...ξ

kl
l |máx
|α|=l
|∂ α v(x)|

ahora bien, como los vectores ξi = (ξ 1
i , ...ξ

d
i ) ∈ Rd i = 1, ..., l son de norma uni-

dad, es decir, ∑
d
k=1(ξ

k
i )

2 = 1 resulta |ξ k
i | ≤ 1 para k = 1, ...,d e i = 1, ..., l, de modo

que

|
d

∑
k1,...,kl=1

ξ
k1
1 ...ξ

kl
l | ≤

d

∑
k1,...,kl

|ξ k1
1 ...ξ

kl
l | ≤

d

∑
k1,...,kl

1 = γ2(l,d) = dl

ası́ pues:
||Dlv(x)|| ≤ γ2(l,d)máx

|α|=l
|∂ α v(x)|

de donde

(
∫

T
||Dlv(x)||2)1/2≤ γ2(l,d)(

∫
T
(máx
|α|=l
|∂ α v(x)|)2)1/2≤ γ2(l,d)( ∑

|α|=l

∫
T
|∂ α v(x)|2)1/2

�

Demostración:

Para demostrar el Teorema de Aproximación II, sea v ∈D(T ) y v̂ = v◦F donde
F es una aplicación afı́n invertible, es decir, x = F(x̂) = Bx̂+b, siendo B una matriz
invertible de orden d×d. Aplicando la regla de la cadena tenemos:

Dl v̂(x̂)(ξ1, ...,ξl) = Dl(v◦F)(x̂)(ξ1, ...,ξl)

= Dl(v(F(x̂)))(Bξ1, ...,Bξl) = Dlv(x)(Bξ1, ...,Bξl)

de donde
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||Dl v̂(x̂)||= sup
|ξ1|=...=|ξl |=1

|Dl v̂(x̂)(ξ1, ...,ξl)|= sup
|ξ1|=...=|ξl |=1

|Dlv(x)(Bξ1, ...,Bξl)|

≤ ||Dlv(x)||||B||l

y finalmente ∫
T̂
||Dl v̂(x̂)||2dx̂≤ ||B||2l

∫
T̂
||Dl(v◦F)(x̂)||2dx̂

utilizando la fórmula del cambio de variable bajo el signo integral∫
T̂
||Dl v̂(x̂)||2dx̂≤ ||B||2l |detB|−1

∫
T
||Dlv(x)||2dx

Obtenemos ası́, aplicando el lema anterior

∀v ∈D(T ) |v̂|l,T̂ ≤ γ||B||l |detB|−1/2|v|l,T

donde γ = γ2
γ1
> 0, γ = γ(l,d).

Como D(T ) es denso en H l(T ), deducimos

∀v ∈ H l(T ) |v̂|l,T̂ ≤ γ||B||l |det B|−1/2|v|l,T

intercambiando los papeles de T y de T̂ , obtenemos análogamente

∀v̂ ∈ H l(T̂ ) |v|l,T ≤ γ||B−1||l |det B|1/2|v̂|l,T̂

Sea finalmente una función v ∈Hk+1(T ), aplicando el último resultado a v−Πv

|v−Πv|m,T ≤ γ(m,d)||B−1||m|det B|1/2|v̂− Π̂v|m,T̂

por el teorema de aproximación y como Π̂v = Π̂ v̂

|v̂− Π̂v|m,T̂ = |v̂− Π̂ v̂|m,T̂ ≤C|v̂|k+1,T̂

donde C =C(Π̂ , T̂ ). Como

|v̂|k+1,T̂ ≤ γ(k+1,d)||B||k+1|det B|−1/2|v|k+1,T

resulta

|v−Πv|m,T ≤C(Π̂ , T̂ )γ(m,d)γ(k+1,d)||B−1||m||B||k+1|v|k+1,T

y como ||B|| ≤ hT
ρ̂

, ||B−1|| ≤ ĥ
ρT

|v−Πv|m,T ≤C
hk+1

T
ρm

T
|v|k+1,T
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donde C =C(Π̂ , T̂ )γ(m,d)γ(k+1,d) ĥm

ρ̂k+1 .
�

Corolario 4.1 Consideremos ahora todos los valores l, 0≤ l ≤m y los operadores
Πl = I ◦Π definidos por

Πl : Hk+1(T ) −→ Hm(T )−→ H l(T )

v −→ Πv −→ Πv

entonces

||v−Πv||m,T ≤C∗
hk+1

T
ρm

T
|v|k+1,T

Demostración:

Del teorma de Aproximación II se tiene que,

|v−Πv|l,T = |v−Πlv|l,T ≤C
hk+1

T

ρ l
T
|v|k+1,T ∀v ∈ Hk+1(T ) ∀l, 0≤ l ≤ m

de donde para

l = 0 |v−Πv|0,T ≤C0
hk+1

T

ρ0
T
|v|k+1,T

l = 1 |v−Πv|1,T ≤C1
hk+1

T
ρT
|v|k+1,T

...

l = m |v−Πv|m,T ≤Cm
hk+1

T
ρm

T
|v|k+1,T

elevando al cuadrado, sumando y sacando la raı́z cuadrada

||v−Πv||m,T ≤C∗
hk+1

T
ρm

T
|v|k+1,T

donde C∗ = (∑m
l=0 C2

l ρ
2(m−l)
T )1/2. La constante C∗ se puede mayorar por una cons-

tante independiente de las caracterı́sticas geométricas de T, si consideramos solo
elementos T suficientemente pequeños, por ejemplo de diámetro inferior a 1, para
los cuales evidentemente el diámetro de la circunferencia inscrita será menor que 1.

�
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4.2. Aplicación al análisis numérico del M.E.F. en problemas
elı́pticos de segundo orden

Consideraremos el caso de Ω un abierto poliédrico de Rd .

{Th}, triangulaciones de Ω , según se ha definido en el Capı́tulo 3 subsección
3.3.1.
(T,PT ,ΣT )T∈Th una familia de elementos finitos asociada a cada Th, afı́n equi-
valentes a un elemento finito de referencia (T̂ , P̂, Σ̂).
h = máxT∈Th hT para cada Th.
{Th} será una familia regular de triangulaciones , es decir, existe una constante
σ ≥ 1 tal que

∀Th ∈ {Th}
hT

ρT
≤ σ

Observación 1 En dimensión d = 2 si T̂ es un triángulo la última propiedad es
equivalente a la existencia de un ángulo θ0 > 0 tal que

∀T ∈Th θT ≥ θ0

donde θT es el ángulo menor del elemento T .

Observación 2 El operador Π̂ de P̂-interpolación sobre Σ̂ es lineal continuo de
Hk+1(T̂ ) en Hm(T̂ ) si k ≥ 1, d ≤ 3, m≤ k+1 y P̂⊂ Hm(T̂ ). En efecto, si d ≤ 3 la
aplicación

Hk+1(T̂ ) −→C0(T̂ )

v −→ v

es continua y ||v||0,∞,T̂ ≤C||v||k+1,T̂ . Además para todo v ∈Hk+1(T̂ ) tenemos Π̂v ∈
P̂⊂ Hm(T̂ ). En consecuencia

||Π̂v||m,T̂ = ||∑v(ai)ϕi||m,T̂ ≤∑ |v(ai)|.||ϕi||m,T̂ ≤C||v||0,∞,T̂ ≤C||v||k+1,T̂

Observemos que si P̂ es un espacio de polinomios se verifica que P̂⊂ Hm(T̂ ).
Consideremos un problema modelo P de la forma

a(u,v) = L(v) ∀v ∈V

u ∈V

donde supondremos que V =H1(Ω) ó V =H1
0 (Ω) o un espacio intermedio entre los

dos. Con las hipótesis sobre a(., .) y L(.) del teorema de Lax-Milgram. El problema
aproximado Ph será

a(uh,vh) = L(vh) ∀vh ∈Vh

uh ∈Vh
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donde
Vh = Xh = {v ∈C0(Ω̄); v|T ∈ PT ∀T ∈Th}

o bien
Vh = Xh∩H1

0 (Ω)

o bien
Vh = Xh∩V

en caso de que V sea un espacio intermedio entre H1(Ω) y H1
0 (Ω).

El objetivo es estimar el error ||u−uh||1,Ω . Sabemos ||u−uh||1,Ω ≤C ı́nfvh∈Vh ||u−
vh||1,Ω . Como Πhu ∈Vh tenemos

||u−uh||1,Ω ≤C||u−Πhu||1,Ω

donde Πh es el operador de interpolación definido sobre Σ = ∪T∈Th ΣT . Esto es
factible si podemos construir Πhu. Para ello necesitamos cierta regularidad de u.

Teorema 4.4 sea Ω un abierto poliédrico de Rd , d ≤ 3. Sea {Th} una familia re-
gular de triangulaciones de Ω̄ asociada a un elemento finito de referencia (T̂ , P̂, Σ̂)
de clase C0. Supongamos que existe un entero k ≥ 1 para el cual tenemos

Pk ⊂ P̂⊂ H1(T̂ )

Entonces el Método de Elementos Finitos es convergente, es decir, la solución uh del
problema aproximado converge hacia la solución u del problema (P) en la norma
de H1(Ω):

lı́m
h→0
||u−uh||1,Ω = 0

Además, si la solución u de (P) pertenece al espacio de Sobolev Hk+1(Ω) tenemos

||u−uh||1,Ω ≤Chk|u|k+1,Ω

Se dice entonces que el método es de orden k.

Demostración:

Empezamos demostrando el caso en que u∈Hk+1(Ω). Si u∈Hk+1(Ω) entonces
u ∈C(Ω̄) para k ≥ 1, d ≤ 3. Entonces podemos construir el operador de interpola-
ción Πh. Tenemos

||u−uh||1,Ω ≤C1||u−Πhu||1,Ω
con C1 =

M
α

. Considerando la restricción Πhu|T = ΠT u para todo T ∈Th tenemos

||u−Πhu||1,Ω = ( ∑
T∈Th

||u−ΠT u||21,T )1/2
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Por el teorema de aproximación II, existen dos constantes C2 y C3 que dependen
únicamente del elemento de referencia (T̂ , P̂, Σ̂) tales que

|u−ΠT u|1,T ≤C2
hk+1

T
ρT
|u|k+1,T

||u−ΠT u||0,T ≤C3
hk+1

T
ρ0 |u|k+1,T =C3hk+1

T |u|k+1,T

Como la triangulación Th es regular hT
ρT
≤ σ , es decir 1

ρT
≤ σ

hT
, de donde

|u−ΠT u|1,T ≤C2σhk
T |u|k+1,T

||u−ΠT u||0,T ≤C3diam(Ω̄)hk
T |u|k+1,T

y

||u−ΠT u||21,T = |u−ΠT u|21,T + ||u−ΠT u||20,T
≤ (C2

2σ
2 +C2

3diam(Ω̄)2)h2k
T |u|2k+1,T

||u−ΠT u||1,T ≤C4hk
T |u|k+1,T

donde C4 = (C2
2σ2 +C2

3diam(Ω̄)2)1/2 Finalmente

||u−Πhu||1,Ω ≤C4hk|u|k+1,Ω

Para demostrar que el método converge aunque la función u no sea regular, to-
memos V = D(Ω̄) si V = H1(Ω) o intermedio entre H1(Ω) y H1

0 (Ω). Tomamos
V = D(Ω) si V = H1

0 (Ω). Entonces V es denso en V y Πh está definido en V ,
Πh : V −→Vh. Tenemos por la primera parte de la demostración

∀v ∈ V ||v−Πhv||1,Ω ≤Ch|v|2,Ω

es decir lı́mh→0 ||v−Πhv||1,Ω = 0. Por otra parte como V es denso en V , para todo
ε > 0 existe un elemento v ∈ V tal que

||u− v||1,Ω ≤
ε

2C

y para este v, existe un número h(ε) > 0 tal que ∀h ≤ h(ε) ||v−Πhv||1,Ω ≤ ε

2C .
Entonces para h suficientemente pequeño

||u−uh||1,Ω ≤C||u−Πhv||1,Ω ≤C(||u−v||1,Ω + ||v−Πhv||1,Ω )≤C(
ε

2C
+

ε

2C
) = ε

�





Capı́tulo 5
Aspectos prácticos y programación del M.E.F.

Resumen Este capı́tulo veremos algunos algunos aspectos prácticos de la imple-
mentación del Método de Elemento Finitos a través de un ejemplo sencillo, la ecua-
ción de Poisson con condiciones de Dirichlet homgéneas.

5.1. Un Método de Elementos Finitos para el problema de
Poisson

Consideraremos el siguiente problema de Dirichlet para la ecuación de Poisson:

−4u = f en Ω (5.1)
u = 0 sobre Γ (5.2)

donde f es una función dada, definida en Ω .
Un gran número de problemas en fı́sica y mecánica se modelan mediante esta

ecuación. u puede representar por ejemplo la temperatura de un cuerpo, el potencial
electromagnético, el desplazamiento de una membrana elástica fija en su contorno
y sometida a una fuerza.

Siguiendo los pasos en el tratamiento del problema modelo unidimensional del
Capı́tulo 1, introduciremos una formulación débil del problema (5.1-5.2). Para ello
introducimos un espacio de funciones definidas en Ω y para las cuales tengan sen-
tido las operaciones que vamos a realizar, en este caso, V = H1

0 (Ω).
Multiplicamos ambos miembros de la ecuación (5.1) por una función v∈V cual-

quiera e integrando aplicando la fórmula de Green resulta teniendo en cuenta que
v = 0 en Γ que u es solución del siguiente problema:

Hallar u ∈V tal que verifique,∫
Ω

∇u∇v dx1dx2 =
∫

Ω

f v dx1dx2 (5.3)

para toda función v ∈V

97
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Evidentemente toda solución del problema (5.1-5.2) será solución de (5.3).
Recı́procamente si u es solución del problema (5.3) entonces u será solución del
problema de partida (5.1-5.2), interpretando las derivadas en el sentido de las dis-
tribuciones. Vamos a construir un método numérico para calcular en la práctica una
aproximación de la solución de (5.3). Empezamos introduciendo un subespacio de
V que sea de dimensión finita y elegiremos una base de este espacio de modo que
las funciones del mismo sean fáciles de manejar. Para simplificar supondremos que
la frontera Γ del dominio Ω es poligonal. Construyamos una triangulación Th de
Ω , subdividiendo Ω en un conjunto de triángulos Th = {Te}e=1,...,E de modo que
Ω̄ =

⋃
e=1,...,E Te, que los triángulos no se superpongan, y que las aristas de cada

triángulo sea bien la arista de otro triángulo o una parte de la frontera poligonal Γ .
Ver un ejemplo en la figura 5.1. A cada mallado o triangulación Th le asociamos el
parámetro h = máxT∈Th diam(T ), donde diam(T ) = diámetro de T = lado mayor
de T .

Figura 5.1 Ejemplo de triangulación

Definimos ahora Vh como sigue:

Vh = {vh : Ω̄ → R, continuas; vh|T ∈ P1(x1,x2); vh = 0 en Γ }

donde P1(x1,x2) designa el conjunto de polinomios de grado 1 de dos variables.
El espacio Vh consiste en todas las funciones continuas que son lineales en cada
triángulo de la triangulación Th y que se anulan en la frontera Γ . Observemos que
Vh ∈ V . Como parámetros para describir una función vh de Vh elegimos los valores
vh(pi), i = 1, ...,M de vh en los puntos pi, i = 1, ...,M, vértices de la triangulación
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Th, excluyendo los vértices situados en la frontera Γ , puesto que vh = 0 sobre Γ .
Las correspondientes funciones de la base ϕ j ∈Vh, j = 1, ...M, están definidas por

ϕ j(pi) =

{
1 if i = j
0 if i 6= j

Una función tı́pica de la base se representa en la figura 5.2

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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0.6
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1

Figura 5.2 Ejemplo de una función base

Estamos en disposición de formular el correspondiente problema aproximado del
problema(5.3): Hallar uh ∈Vh tal que verifique,∫

Ω

∇uh∇vh dx1dx2 =
∫

Ω

f vh dx1dx2 (5.4)

para toda función vh ∈Vh.
En la práctica el problema (5.4) se reduce a resolver el siguiente sistema lineal

algebraico de ecuaciones:
Au = b (5.5)

donde Ai j =
∫

Ω
∇ϕ j∇ϕi dx1dx2, bi =

∫
Ω

f ϕi dx1dx2 y el vector solución u =
(u j) j=1,...,M , donde u j = uh(pi) son los coeficientes de la combinación lineal de ele-
mentos de la base de Vh representando uh, es decir, uh(x1,x2)=∑ j=1,...,M uh(p j)ϕ j(x1,x2),
siendo p j, j = 1, ...,M los vértices de la triangulación que no están en la frontera Γ .

El cálculo de los términos de la matriz A y del segundo miembro b se realiza
sumando las contribuciones de la integral en cada elemento T de la triangulación,
ası́:

Ai j = ∑
T∈Th

AT
i j
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donde
AT

i j =
∫

T
∇ϕ j∇ϕi dx1dx2

y
bi = ∑

T∈Th

bT
i

donde
bT

i =
∫

T
f ϕi dx1dx2

Los pasos a dar en la resolución de un problema mediante el método de elementos
finitos con la ayuda de un ordenador son:

1. Entrada de datos f , Ω , etc.
2. Construcción y representación de la triangulación o mallado.
3. Cálculo de las matrices elementales AT y de los vectores segundo miembro bT

4. Ensamblaje de la matriz global del sistema A por suma de las matrices elemen-
tales AT y del vector segundo miembro b por suma de los vectores elementales
bT .

5. Resolución del sistema algebraico Au = b.
6. Presentación y visualización de resultados.

Vamos a precisar con algo más de detalle el paso 3 y el 4. En primer lugar para
calcular las integrales AT

i j necesitaremos la expresión explı́cita de las funciones de
la base ϕi, o más concretamente, la restricción a T de las funciones ϕi. Observemos
primero que sólamente un número reducido de las funciones de la base son distintas
de cero en cada triángulo T , en efecto, la función ϕi será distinta de cero en el
triángulo T si y sólo si pi es un vértice de T . Para fijar las ideas, consideremos un
triángulo genérico T de vértices ai = (xi,yi), i= 1,2,3 (para no manejar un excesivo
número de ı́ndices utilizaré aquı́ la notación (x,y) para designar las coordenadas
cartesianas en R2). Sólo hay tres funciones de la base de Vh cuya restricción a T
sea distinta de cero. Son las funciones λi, i = 1,2,3, polinomios de dos variables de
grado 1 en T y que verifican (figuras 5.3, 5.4, 5.5)

λi(a j) = δi j i, j = 1,2,3

.
La función λ1 = a+ bx+ cy se puede determinar resolviendo el sistema de tres

ecuaciones con tres incógnitas, a, b, c,

a+bx1 + cy1 = 1
a+bx2 + cy2 = 0
a+bx3 + cy3 = 0

y análogamente para las funciones λ2 y λ3. Observemos que si K es el triángulo
de vértices a1 = (0,0), a2 = (1,0) y a3 = (0,1), entonces las funciones λi, i =
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Figura 5.3 función λ1
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Figura 5.4 función λ2

1,2,3 tienen una expresión muy sencilla, pues, λ1 = 1− x− y, λ2 = x y λ3 = y. Las
funciones λ1, λ2, λ3 asociadas a un triángulo T , se llaman coordenadas baricéntricas
y toman valores entre 0 y 1 en los puntos interiores de T y mayores que 1 o menores
que 0 en los exteriores, y el valor 0 o 1 en los puntos frontera. Se tiene además
∑i=1,2,3 λi(x,y) = 1 en todo punto (x,y) ∈ R2.
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Figura 5.5 función λ3

5.2. Cálculo de la matriz del sistema de ecuaciones y del
segundo miembro: Un ejemplo

Vamos a calcular explı́citamente el sistema (5.5) en el caso sencillo correspon-
diente al problema (5.4) en un dominio cuadrado con la triangulación de la figura
5.6. Calcularemos la i-ésima ecuación del sistema (en las figuras, la ecuación núme-
ro 41 que es la que corresponde al centro del cuadrado). En la figura 5.7 se han
dibujado las curvas de nivel de la correspondiente función base ϕ41 y en la figura
5.8 se ha resaltado el soporte de dicha función. Empecemos calculando los térmi-
nos de la matriz. La fila 41 de dicha matriz solo tendrá algunos términos no nulos,
concretamente y “a priori los términos Ai j correspondientes a los valores de indices
i = 41 y j = 32,33,40,41,42,49,50, pues solo para estos valores de los ı́ndices los
soportes de las funciones ϕi y ϕ j tendrán intersección no vacı́a (ver la figura 5.9).

Vamos a calcular los términos AT
i j para cada triángulo T de la figura 5.9. De hecho

bastará hacerlo para uno de ellos (por ejemplo el de vértices a41 = (0.5,0.5),a42 =
(0.6,0.5),a50 = (0.5,0.6)) y por permutación de sus términos obtendremos el re-
sultado para los otros triángulos. De forma algo más general consideremos un
triángulo de vértices (y utilizando numeración local para simplificar la escritura,
es decir, utilizando valores para los 3 ı́ndices 1,2 y 3, en lugar de 41,42 y 50)
a1(x1,y1), a2(x2 = x1 +h,y2) a3 = (x3 = x1,y3 = y1 +h), la restricción de las fun-
ciones base a este triángulo serán

λ1 = 1− x− x1

h
− y− y1

h
,

λ2 =
x− x1

h
,
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Figura 5.6 Triangulación del cuadrado [0,1]× [0,1]

Figura 5.7 Curvas de nivel de la función ϕ41
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Figura 5.8 Soporte de la función ϕ41

32 33

40 41 42

49 50

Figura 5.9 Estrella asociada a la ecuación 41
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λ3 =
y− y1

h
.

En efecto, las anteriores funciones verifican λi(a j) = δi j para i, j = 1,2,3. Los gra-
dientes respectivos son:

∇λ1 = [−1/h,−1/h]t ,

∇λ2 = [1/h,0]t ,

∇λ3 = [0,1/h]t .

De donde, los correspondiente productos:

∇λ1.∇λ1 = 2/h2
∇λ1.∇λ2 =−1/h2

∇λ1.∇λ3 =−1/h2

∇λ2.∇λ1 =−1/h2
∇λ2.∇λ2 = 1/h2

∇λ2.∇λ3 = 0

∇λ3.∇λ1 =−1/h2
∇λ3.∇λ2 = 0 ∇λ3.∇λ3 = 1/h2

Integrando en el triángulo T , teniendo en cuenta que son términos constantes y que
área(T ) = h2/2 resulta,

AT =

 1 −1/2 −1/2
−1/2 1/2 0
−1/2 0 1/2


y análogamente para los otros triángulos del soporte de ϕ41. Para construir la matriz
global A estas contribuciones se han de sumar adecuadamente en la posición fila-
columna correspondiente, ası́ el término AT

1,1 irá a sumarse en la posición A41,41 de
la matriz global, el término AT

1,2, se sumará en la posición A41,42, el término AT
1,3,

se sumará en la posición A41,50 y ası́ sucesivamente. Los términos de A, distintos de
cero, correspondiente a la ecuación número 41 serán (fila 41 de la matriz) :

A41,32 = A41,40 = A41,42 = A41,50 =−1

A41,33 = A41,49 = 0

A41,41 = 4

Calculemos el segundo miembro. El término de la ecuación 41 es: b41 =
∫

Ω
f ϕ41 dx1dx2,

la integral la calcularemos utilizando integración numérica. La fórmula siguiente de
Newton-Cotes que integra exactamente polinomios de grado 1, es suficiente:∫

T
f (x,y) dxdy≈ área(T )

3 ∑
i=1,2,3

f (ai)

donde ai i = 1,2,3 son los 3 vértices del triángulo. En nuestro caso, la función a
integrar es f ϕ41, que vale 1 en el vértice 41 y 0 en los otros. Por tanto,∫

T
f ϕ41 dxdy≈ área(T )

3
f (a41)
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sumando las contribuciones de los seis triángulos de la estrella (ver la figura 5.9) y
teniendo en cuenta que el área de cada triángulo es igual a h2/2, resulta∫

T
f ϕ41 dxdy≈ h2 f (a41)

La ecuación 41 del sistema se escribe:

−u32−u40 +4u41−u42−u50 = h2 f (a41) (5.6)

que coincide con el método clásico de diferencias finitas. Naturalmente el método
de elementos finitos es mucho más general pues se aplica sin dificultad a dominios
mucho más generales, con triangulaciones no tan estructuradas como la del ejemplo
anterior. Veremos también como se puede, sin grandes dificultades, utilizar poli-
nomios de grado más alto, lo que permite en la práctica mejorar la precisión del
método.

5.3. Un método general para el cálculo de matrices y vectores
elementales

Vamos a desarrollar un método de cálculo de las matrices y vectores elementa-
les que se pueda aplicar a situaciones más generales que la correspondiente al caso
anterior. Por ejemplo en mallados más generales de dominios cualesquiera, con ele-
mentos finitos de orden mayor que 1, y en problemas elı́pticos más generales como
los que veremos en el capı́tulo siguiente. Desarrollaremos con detalle el ejemplo
correspondiente al cálculo de términos:

AT
i j =

d

∑
kl

∫
T

Dkl
∂ϕ j

∂xl

∂ϕi

∂xk
dx1...dxd (5.7)

donde Dkl k, l = 1, ...,d son funciones reales definidas en Ω . Con notación matri-
cial se escribe:

AT
i j =

∫
T

∇
t
ϕiD∇ϕ j dx1...dxd (5.8)

El cálculo de estos términos se hace generalmente pasando a un elemento de referen-
cia y utilizando integración numérica. Supongamos para fijar las ideas que Ω ∈R2,
es decir d = 2 y consideremos un triángulo genérico T de vértices a1 = (x1,y1),
a2 = (x2,y2) y a3 = (x3,y3) definido en un plano ordinario de ejes x− y. Intro-
ducimos ahora una transformación afı́n cuya imagen del triángulo T̂ de vértices
â1 = (0,0), â2 = (1,0) y â3 = (0,1) en el plano de ejes ξ −η sea precisamente el
triángulo dado T . Dicha transformación afı́n es fácil de encontrar, en efecto, utili-
zando las coordenadas baricéntricas del triángulo T̂ ,

λ̂1 = 1−ξ −η
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λ̂2 = ξ

λ̂3 = η

la imagen [x,y]t de un punto [ξ ,η ]t viene dada por[
x
y

]
=

[
x1
y1

]
(1−ξ −η)+

[
x2
y2

]
ξ +

[
x3
y3

]
η

o bien [
x
y

]
=

[
x21 x31
y21 y31

][
ξ

η

]
+

[
x1
y1

]
donde

x21 = x2− x1, x31 = x3− x1,

y21 = y2− y1, y31 = y3− y1

o bien llamando

B =

[
x21 x31
y21 y31

]
y

c =
[

x1
y1

]
resulta [

x
y

]
= F(ξ ,η) = B

[
ξ

η

]
+ c

La tranformación de coordenadas F induce una tranformación de funciones, ası́,
una función ϕ definida en el plano x− y induce una función ϕ̂ en el plano ξ −η

mediante la composición de funciones

ϕ̂(ξ ,η) = (ϕoF)(ξ ,η) = ϕ(F(ξ ,η)) = ϕ(x,y)

Por otra parte las derivadas se transformarán según la regla de la cadena:[
∂ ϕ̂

∂ξ

∂ ϕ̂

∂η

]
=

[
∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂η

][
∂ϕ

∂x
∂ϕ

∂y

]

o bien, observando que

Bt =

[
∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂η

]
con notación matricial,

∇ϕ̂ = Bt
∇ϕ

de donde,
∇ϕ = B−t

∇ϕ̂

Finalmente, teniendo en cuenta que
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B−1 =
1

det B

[
y31 −x31
−y21 x21

]
y por tanto

B−t =
1

det B

[
y31 −y21
−x31 x21

]
aplicando el teorema del cambio de variable bajo el signo integral

AT
i j =

∫
T

∇
t
ϕiD∇ϕ j dxdy

=
1

detB

∫
T̂

∇
t
ϕ̂i

[
y31 −x31
−y21 x21

][
D11 D12
D21 D22

][
y31 −y21
−x31 x21

]
∇ϕ̂ j dξ dη

En el caso en que los términos de la matriz D sea funciones constantes por elemento,
introduciendo la matriz

C =

[
y31 −x31
−y21 x21

][
D11 D12
D21 D22

][
y31 −y21
−x31 x21

]
el cálculo de AT

i j se simplifica. En efecto, con la notación

C =

[
c11 c12
c21 c22

]
la matriz AT se escribe

AT
i j =

1
detB

∫
T̂

∇
t
ϕ̂iC∇ϕ̂ j dξ dη =

1
detB

2

∑
k,l=1

ckl

∫
T̂

∂ ϕ̂ j

∂ξl

∂ ϕ̂i

∂ξk
dξ1dξ2

donde hemos utilizado la notación ξ1 = ξ , ξ2 = η para poder expresar apropiada-
mente la suma. La última integral se calcula una sola vez , pues es una integral en el
elemento de referencia, que se calcula habitualmente mediante integración exacta o
integración numérica exacta para los polinomios correspondientes. Si los términos
de la matriz D no son constantes , entonces los términos ckl no pueden salir de la in-
tegral, se utiliza entonces integración numérica para calcular la integral intermedia
de la expresión anterior.



Capı́tulo 6
El Método Multimalla

6.1. Introducción

Consideremos un sistema lineal de n ecuaciones con n incógnitas

AU = F

con matriz A simétrica definida positiva y que proviene de la discretización me-
diante elementos finitos, diferencias finitas o volúmenes finitos de un problema en
derivadas parciales (se puede también pensar en un sistema multimalla algebraico).

Si consideramos un método iterativo estándar (p.e. Jacobi, Gauss-Seidel, Gra-
diente Conjugado) se observa una convergencia rápida en las primeras iteraciones y
después una ralentización de la misma. La explicación es sencilla. Veámoslo en el
caso de un un método iterativo lineal asociado a una matriz auxiliar B

BU(i+1) = BU(i)+(F−AU(i))

donde B viene dada, por ejemplo

En el método de Jacobi: B = Diag(A)
En el método de Richardson: ω

Λ
I siendo Λ el mayor valor propio de A

tendremos para los errores E(i) = U(i)−U

BE(i+1) = BE(i)−AE(i)

o bien
E(i+1) = E(i)−B−1AE(i) = (I−B−1A)E(i)

Si consideramos ahora los valores propios y los vectores propios de B−1A que
supondremos siempre 0 < λ1 ≤ ... ≤ λn < 1 y siendo ψ1,ψ2, ...,ψn una base de
vectores propios, escribiendo

E(0) =
n

∑
l=1

vlψl

109
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resulta

E(i) =
n

∑
l=1

(1−λl)
ivlψl

es decir las componentes vl correspondientes a un valor de l grande (λl ≈ 1) se
amortiguan rápidamente.

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

0,25

0,5

0,75

1

Figura 6.1 Error inicial E(0)

después de algunas pocas iteraciones ν el error E(ν) tiene la forma

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

0,25

0,5

0,75

1

Figura 6.2 Error E(ν) después ν iteraciones

este error se puede corregir en mallas menos finas.
En este capı́tulo se ha desarrollado fundamentalmente a partir del artı́culo [10] y

complementado por los artı́culos [11], [12], [13], [14], [15].
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6.2. Definiciones y Algoritmo Multimalla

6.2.1. Descripción del problema

Se va a desarrollar la teorı́a general para sistemas simétricos y definido positivos.
Consideraremos el marco de Elementos Finitos conformes:

Un espacio de Hilbert H .
Una conjunto de subespacios de H de dimensión finita

M0 ⊆M1 ⊆ ...⊆Mk ⊆ ...⊆H

a(., .) : H ×H → R una forma bilineal, continua, elı́ptica y simétrica. Con
estas propiedades a(., .) es un producto escalar en H . Denotamos ||.|| la norma
asociada, es decir ||v||2 = a(v,v) que es una norma equivalente a la norma en H .
g(.) : H → R una forma lineal continua.

El problema a resolver es: Hallar u ∈H tal que

a(u,v) = g(v) ∀v ∈H (6.1)

En la práctica queremos encontrar una solución aproximada en un subespacio MK
de dimensión finita, es decir, la solución uK ∈MK de

a(uK ,vK) = g(vK) ∀vK ∈MK (6.2)

6.2.2. Descripción del algoritmo multimalla

Para distintos valores de k = 0,1, ...,K consideraremos problemas del tipo

a(uk,vk) = gk(vk) ∀vk ∈Mk (6.3)

donde gk será definido en la propia descripción del algoritmo.
Para cada entero k introducimos una forma bilineal auxiliar

bk(., .) : Mk×Mk→ R

tal que

máx
vk∈Mk

a(vk,vk)

b(vk,vk)
≤ 1 (6.4)

Se denota MG(k, ν1, ν2, γ, p, uk,0, uk,p) al algoritmo correspondiente a la re-
solución el nivel k, con ν1 iteraciones de pre-suavizado, ν2 iteraciones de post-
suavizado, γ es el número de llamadas al algoritmo multimalla de nivel k− 1, p
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indica el número de iteraciones realizadas en este nivel k, uk,0 es el valor inicial, uk,p
es el valor obtenido despues de p iteraciones.

Vamos a describir una iteración del anterior algoritmo, es decir, MG(k, ν1, ν2, γ, 1, uk,0, uk,1)

1. Si k = 0 se resuelve el problema (6.3) de forma exacta
2. Si k ≥ 1, entonces

a) Pre-suavizado: Sea u(0)k = uk,0. Se realizan ν1 iteraciones de

bk(u
(i)
k −u(i−1)

k ,vk) = gk(vk)−a(u(i−1)
k ,vk) ∀vk ∈Mk

y se obtiene u(ν1)
k

b) Corrección: Mk−1:
gk−1(vk−1) = g(vk−1)−a(u(ν1)

k ,vk−1)
uk−1,0 = 0
MG(k−1, ν1, ν2, γ, γ, 0, uk,γ)
uν1,c

k = uν1
k +uk−1,γ

c) Post-suavizado: ν
(ν1,c,0)
k = u(ν1,c)

k y realizamos ν2 iteraciones de

bk(u
(ν1,c,i+1)
k −u(i)k ,vk) = gk(vk)−a(u(ν1,c,i)

k ,vk) ∀vk ∈Mk

y se obtiene uk,1 = u(ν1,c,ν2)
k

En el análisis de las secciones siguientes consideraremos el problema generali-
zado de valores y vectores propios

a(ψ j,vk) = λ jbk(ψ j,vk) ∀vk ∈Mk (6.5)

Bajo la hipótesis (6.4) resulta

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ...≤ 1

y se puede elegir una base (ψ j) j de funciones propias tal que

bk(ψi,ψ j) = δi j (6.6)
a(ψi,ψ j) = λiδi j (6.7)

Utilizaremos la siguiente escala de normas |||v|||θ : Dada v ∈Mk, que se puede
escribir en función de la base de vectores propios v = ∑viψi, definimos:

|||v|||2θ = ∑λ
θ
i v2

i

En particular
|||v|||21 = ||v||2 = a(v,v) ∀ k

y
|||v|||20 = bk(v,v) ∀ k
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En lo que sigue utilizaremos para la norma |||v|||1 indistintamente las notaciones
|||v||| y ||v||.

Ejemplos:
Consideremos un problema elı́ptico de segundo orden definido e un conjunto

Ω ⊂ Rd=1,2,3 donde el espacio H es H1(Ω) o un subespacio del mismo y sea
(., .) el producto escalar en el espacio L2(Ω), esto es (u,v) =

∫
Ω

uv y la norma
correspondiente ||v||0,Ω = (v,v). Por otra parte designamos ||.||1,Ω la norma habitual
en H1(Ω)

El ejemplo más sencillo de algoritmos de suavizado cumpliendo la condición
(6.4) es el método de Richardson:

Sea Λ = máxv∈Mk
a(v,v)
(v,v) , elegimos

bk(u,v) = Λk(u,v)

Λk(u
(ν1,c,i+1)
k −u(i)k ,vk) = gk(vk)−a(u(ν1,c,i)

k ,vk) ∀vk ∈Mk (6.8)

Recordemos también que tı́picamente en problemas elı́pticos de segundo orden
donde Mk representan subespacios de elementos finitos, caracterizados por un ta-
maño de elementos hk se tiene

Λk ≤Ch−2
k ∀k (6.9)

Tendremos las siguientes relaciones entre normas:
Existe una constante C independiente de k tal que

C−1|||v|||1 ≤ ||v||1,Ω ≤C|||v|||1 (6.10)

C−1hk|||v|||0 ≤ ||v||0,Ω ≤Chk|||v|||0 (6.11)

y en general consideraremos que

C−1h1−θ

k |||v|||2θ ≤ ||v||θ ,Ω ≤Ch1−θ

k |||v|||θ ∀ k (6.12)

6.2.3. Interpretación Matricial

En esta subsección nos restringimos al marco del Método de Elementos Finitos.
Sea (φ

(k)
i )i i = 1, ...,Nk la base de Mk asociada al Método de Elementos Fini-

tos correspondiente. La matriz asociada a la forma bilineal a(., .) vendrá dada por
A(k) = (A(k)

i j ), con A(k)
i j = a(φ (k)

j ,φ
(k)
i ). Respectivamente la matriz asociada a la for-

ma bilineal bk(., .) es B(k) = (B(k)
i j ) = bk(φ

(k)
j ,φ

(k)
i ). Naturalmente A(k) y B(k) depen-

den de k. Cuando no sea necesario omitiremos el ı́ndice k para aligerar la notación.
Con notación matricial el problema (6.3) se escribe
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AU = G

donde U = (Ui) ∈ RNk siendo los términos Ui los coeficientes del desarrollo de
uk ∈Mk, uk = ∑Uiφi y G = (Gi) ∈ RNk , con Gi = g(φi)

Suavizado:
La iteración de suavizado para un vector de partida W ∈ RNk se escribirá

B(W̄−W) = G−AW

Si U ∈RNk es la solución de AU = G y denotamos los errores antes y despues de la
iteración E = W−U y Ē = W̄−U respectivamente, tendremos BĒ = BE−AE, o
bien Ē = (I−B−1A)E.

Corrección:
Para un valor aproximado wk = ∑Wiφi ∈Mk del correspondiente problema (6.3)

y W = (Wi) ∈ RNk el correspondiente vector asociado. La corrección en Mk−1 se
escribe

Hallar δ ∈Mk−1 tal que

a(δ ,φ (k−1
i ) = g(φ (k−1

i )−a(wk,φ
(k−1
i ) ∀i = 1, ...,Nk

expresando las funciones de la base (φ
(k−1)
i ) de Mk−1 como combinación lineal de

las funciones de la base de Mk

φ
(k−1)
i = ∑

j=1,...,Nk

Ri, jφ
(k)
j ∀i = 1, ...,Nk−1

tenemos G(k−1) = (G(k−1)
i ) ∈ RNk−1 con

G(k−1)
i = g(φ (k−1)

i ) = ∑
j

Ri, jg(φ
(k)
j ) = ∑

j
Ri, jG

(k)
j

denotando R = (Ri, j)i=1,...,Nk−1; j=1,...,Nk

G(k−1) = RG(k)

Por otra parte, para A(k−1) = (A(k−1)
i, j )i, j=1,...,Nk−1

A(k−1)
i, j = a(φ (k−1)

j ,φ
((k−1)
i )

= ∑
s

∑
l

R j,sRi,la(φ
(k)
s ,φ

((k)
l )

= ∑
s

∑
l

R j,sRi,lA
(k)
ls

= ∑
s

∑
l

Ri,lA
(k)
ls Rt

s, j
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A(k−1) = RA(k)Rt

Finalmente denotando ∆ = (δi) ∈ RNk−1 definido por δ = ∑i δiφ
(k−1)
i la corrección

se escribe con notación matricial

A(k−1)
∆ = (RA(k)Rt)∆ = R(G(k)−A(k)W)

R es la matriz asociada al operador de restricción y Rt su matriz transpuesta es la
matriz asociada al operador de prolongación. Finalmente el valor corregido en RNk

se escribe
W+Rt

∆

Ejemplo: Para ilustrar los operadores de Prolongación y Restricción considera-
remos ahora un ejemplo sencillo en dimensión 1 que ilustra suficientemente el pro-
blema. En la figura (6.3) se representan las tres funciones de la base de una malla
formada por tres elementos finitos de tipo (T,P,Σ) donde T es el triángulo, P es el
espacio de polinomios de grado 1 y Σ es un intervalo. En la figura (6.4) se repre-
sentan las 5 funciones de la base de una malla formada por 4 elementos finitos. La
malla se obtiene de la malla gruesa anterior por refinamiento de los intervalos en
dos subintervalos iguales.

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1
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0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

2

(0)

3

(0)

1

(0)

Figura 6.3 Funciones de la base de M0
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(1)

6

(1)

Figura 6.4 Funciones de la base de M1

Para construir los operadores de Prolongación y de Restricción basta expresar
las funciones de la base de M0 en función de las funciones de la base de M1.
Tendremos,

φ
(0)
1 = φ

(1)
1 +

1
2

φ
(1)
4 (6.13)

φ
(0)
2 = φ

(1)
2 +

1
2

φ
(1)
4 +

1
2

φ
(1)
5 (6.14)

φ
(0)
3 = φ

(1)
3 +

1
2

φ
(1)
5 (6.15)

Sea ahora una función v ∈M0 ⊂M1,

v = v(0)1 φ
(0)
1 + v(0)2 φ

(0)
2 + v(0)3 φ

(0)
3

que se representada por un vector de R3, V(0) = (v(0)1 ,v(0)2 ,v(0)3 )t . Sustituyendo en

la expresión de v anterior las funciones φ
(0)
i i = 1,2,3, en función de la base de M1

utilizando (6.13), (6.14), (6.15), resulta

v = v(0)1 φ
(1)
1 + v(0)2 φ

(1)
2 + v(0)3 φ

(1)
3 +

v(0)1 + v(0)2
2

φ
(1)
4 +

v(0)2 + v(0)3
2

φ
(1)
5
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de modo que las componentes de v en la base de M1 son

v(1)1 = v(0)1

v(1)2 = v(0)2

v(1)3 = v(0)3

v(1)4 =
v(0)1 + v(0)2

2

v(1)5 =
v(0)2 + v(0)3

2

que se representa como un vector de R5, V(1) =
(
v(1)1 ,v(1)2 ,v(1)3 ,v(1)4 ,v(1)5

)t . El opera-
dor de restricción R es entonces

R =

1 0 0 1/2 0
0 1 0 1/2 1/2
0 0 1 0 1/2


y el operador de prolongación es Rt .

6.3. Análisis numérico del método multimalla

Primeramente analizaremos el método de 2 mallas y a continuación el método
multimalla como una perturbación del método de dos mallas. En lo que sigue hare-
mos uso de algunos resultados previos.

Lema 6.1 En Mk se tiene la siguiente desigualdad para valores de 0≤ α ≤ 1

a(u,v)≤ |||u|||1+α |||v|||1−α ∀ u,v ∈Mk (6.16)

Demostración:

a(u,v) = ∑
i

∑
j

uiv ja(ψi,ψ j) = ∑
i

uiviλi

= ∑
i

uiλ
(1+α)/2
i viλ

(1−α)/2
i

=
√

∑
i
(ui)2λ

(1+α)
i

√
∑

i
v2

i λ
(1−α)
i

= |||u|||1+α |||v|||1−α
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�
Observar que la propiedad anterior es una propiedad algebraica.

Lema 6.2 Sean p,α,β > 0 entonces,

(a) f (α,β ) = sup
x∈[0,1]

xα(1− x)β = (
α

α +β
)α(

β

α +β
)β

(b) f (α,β )p = f (pα, pβ )

(c) f (α,β ) = f (β ,α)

Demostración:

Demostremos (a). Pongamos y = xα(1− x)β ; derivando

y′ = αxα−1(1− x)β − xα
β (1− x)β−1 = 0

xα−1(1− x)β−1(α(1− x)−βx) = 0

de donde α(1−x)−βx= 0 y el máximo se obtiene para el valor de x= xmax =
α

α+β
.

y el valor del máximo ymax viene dado por

ymax = (
α

α +β
)α(

β

α +β
)β (6.17)

Las demostraciones de (b) y (c) son inmediatas. �

Lema 6.3 Si existen dos constantes κ ≥ 1 y α > 0 tales que para u ∈Mk

|||u|||1−α ≤ κ
α/2|||u|||

entonces
|||u|||1−β ≤ κ

β/2|||u||| ∀β 0≤ β ≤ α

Demostración:

Utilizar la desigualdad de interpolación (6.58) demostrada en la sección (6.5)

|||u|||1−β ≤ |||u|||
β/α

1−α
|||u|||1−β/α

�
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6.3.1. Método de dos mallas

Sea e el error inicial. Podemos representar una iteración del algoritmo de dos
mallas de la siguiente manera

S (ν2)
(
C
(
S (ν1)(e)

))
donde

S representa una iteración del algoritmo suavizado.
C representa la corrección

Elegiremos para simplificar ν1 = ν2 = ν/2 y queremos estimar ξ tal que

|||S (ν/2)
(
C
(
S (ν/2)(e)

))
||| ≤ ξ |||e|||

Observar que al reiterar las iteraciones la secuencia del algoritmo es

S (ν/2)C ...S (ν)C S (ν)C S (ν)...C S (ν/2)

de modo que ν = 1 tiene sentido salvo en la primer pre-suavizado y en el último
post-suavizado.

Suavizado, S (ν/2)(e):

Sea e = ∑viψi un error de partida y S (e) = ∑siψi el error después de realizar
una iteración del algoritmo de suavizado tomando como valor inicial el correspon-
diente a e y que viene definido por

b(S (e),ψ j) = b(e,ψ j)−a(e,ψ j) ∀ j (6.18)

sustituyendo la expresión de e y de S (e) en (6.18). Gracias a las propiedades de
ortogonalidad (6.6) y (6.7) de la base de funciones propias (ψi)i resulta

s j = (1−λ j)v j ∀ j

Tenemoss las siguientes propiedades de la iteración de suavizado:

Lema 6.4 Para todo θ ∈ R

|||S (e)|||θ ≤ |||e|||θ (6.19)

Demostración:
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|||S (e)|||2θ = ∑v2
i (1−λi)

2
λ

θ
i

≤∑v2
i λ

θ
i = |||e|||2θ

�

Lema 6.5 Para α > 0 tendremos:

|||S(ν/2)(e)|||1+α ≤ f (ν/2,α/2)|||e||| (6.20)

Demostración:

|||S(ν/2)(e)|||21+α = ∑v2
i (1−λi)

ν
λ

1+α

i

= ∑v2
i (1−λi)

ν
λ

α
i λi

≤ f (ν ,α)|||e|||2

de donde finalmente se obtiene (6.20) �

Lema 6.6 Para α > 0 tendremos:

|||S(ν/2)(e)||| ≤ f (ν/2,α/2)|||e|||21−α (6.21)

Demostración:

|||S(ν/2)(e)|||2 = ∑v2
i (1−λi)

ν
λi

= ∑v2
i (1−λi)

ν
λ

α
i λ

1−α

i

≤ f (ν ,α)|||e|||21−α

de donde finalmente se obtiene (6.21) �
Observación:
Observemos ahora que si denotamos la norma en L2(Ω) mediante ||v||0,Ω =

(v,v)1/2 tendremos
|||v|||20 = bk(v,v) = Λk||v||20,Ω (6.22)

En un problema elı́ptico de segundo orden utilizando (6.9) y la relación (6.11),
de la estimación (6.21) con α = 1 resulta para la iteración de Richardson

|||S(ν/2)(e)||| ≤ C√
1+ν

h−1
k ||e||0,Ω
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donde C es una constante independiente de k. Vemos que el factor de reducción
del error depende de h−1

k que es un valor en general muy grande para las mallas
más finas por lo que en general se necesitarı́an muchas iteraciones del algoritmo de
suavizado para reducir significativamente el error si permanecemos en el nivel k. La
idea que subyace en el método multimalla es ir a corregir el error en mallas menos
finas donde el valor de hk es más grande.

Corrección en la malla inferior, C (S (ν/2)(e)):

Sea uk la solución exacta en el Mk y e un error inicial correspondiente a una solu-
ción aproximada de partida. Sea u(ν/2)

k la aproximación obtenida depués de realizar

ν/2 iteraciones de suavizado en la malla k. Sea S (ν/2)(e) = e(ν/2)
k = uk − u(ν/2)

k
el error correspondiente a esta aproximación. La corrección (corrección exacta en
el método de 2 mallas) en el nivel k−1 consiste en resolver el siguiente problema:
Hallar δ ∈Mk−1 tal que

a(δ ,vk−1) = g(vk−1)−a(u(ν/2)
k ,vk−1) = a(uk−u(ν/2)

k ,vk−1) ∀ vk−1 ∈Mk−1

o bien,
a(δ ,vk−1) = a(uk−u(ν/2)

k ,vk−1) ∀ vk−1 ∈Mk−1

es decir,
a(δ − e(ν/2)

k ,vk−1) = 0 ∀ vk−1 ∈Mk−1

δ es la proyección ortogonal del error e(ν/2)
k en el subespacio Mk−1 donde la

ortogonalidad es en el sentido del producto escalar a(., .). El valor corregido es
u(ν/2,c)

k = u(ν/2)
k + δ , por lo tanto el error despues del presuavizado y la corrección

es

C (S (ν/2)(e)) = C (e(ν/2)
k ) = uk−u(ν/2,c)

k = uk− (u(ν/2)
k +δ ) = e(ν/2)

k −δ ∈M⊥
k−1

Podemos considerar que los elementos de M⊥
k−1 son de variación lenta y los de

Mk−1 son de variación rápida. Tenemos ahora que estimar

|||e(ν/2)
k −δ |||= |||C (e(ν/2)

k )|||

Teorema 6.1 Supongamos que existe constantes κ ≥ 1 y α > 0 tales que para todo
v ∈M⊥

k−1∩Mk

|||v|||1−α ≤ κ
α/2|||v||| (6.23)

entonces
|||S (ν/2)(C (S (ν/2)(e))

)
||| ≤ ξ |||e||| ∀e ∈Mk (6.24)

donde
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ξ =


(

κ−1
κ

)ν si ν ≤ κ−1
α

κ
α f (ν ,α) si ν >

κ−1
α

Comentario:
Puesto que δ es la proyección ortogonal de e(ν/2)

k ,

|||e(ν/2)
k −δ |||= ı́nf

v∈M k−1
|||e(ν/2)

k − v|||

Tenemos para todo v ∈ H , |||v|||2 = a(v,v). En problemas elı́pticos de segundo
orden donde H es H1 o un subespacio del mismo la norma |||.||| es equivalente a la
norma ||.||1 de H1 con constantes de equivalencia independientes de k. La dificultad
que tenemos a la hora de encontrar una estimación de |||e(ν/2)

k − δ ||| es que e(ν/2)
k

no es en general suficientemente regular para poder utilizar una estimación del tipo
||e(ν/2)

k − vk−1||1 ≤ Chk−1||e
(ν/2)
k ||2 para todo vk−1 ∈Mk−1 puesto que en general

e(ν/2)
k /∈ H2

Demostración:

Presuavizado y corrección:
Tenemos gracias a la ortogonalidad entre C (e(ν/2)

k ) y C (e(ν/2)
k )− e(ν/2)

k

|||C (e(ν/2)
k )|||2 = a(C (e(ν/2)

k ),C (e(ν/2)
k ))

= a(C (e(ν/2)
k ),e(ν/2)

k )

≤ |||C (e(ν/2)
k )|||1−α |||e(ν/2)

k |||1+α

≤ κ
α/2|||C (e(ν/2)

k )|||.|||e(ν/2)
k |||1+α

donde se ha utilizado la hipótesis (6.23). Simplificando y utilizando la estimación
(6.20)

|||C (e(ν/2)
k )||| ≤ κ

α/2 f (ν/2,α/2)|||e||| (6.25)

Postsuavizado:
Después del postsuavizado, utilizando (6.21), resulta

|||S(ν/2)(C (e(ν/2)
k ))||| ≤ f (ν/2,α/2)|||C (e(ν/2)

k )|||1−α

utilizando de nuevo (6.23), la estimación anterior (6.25) y las propiedades de la
función f (., .) se obtiene

|||S(ν/2)(C (e(ν/2)
k ))||| ≤ κ

α f (ν ,α)|||e||| (6.26)

Finalmente sustituimos α por β con 0≤ β ≤ α y minimizamos respecto a β
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∂

∂β
(κβ f (ν ,β )) = log

( κβ

ν +β

)
κ

β f (ν ,β ) = 0

de donde
κβ

ν +β
= 1

lo que implica
β =

ν

κ−1

Tenemos dos casos si ν

κ−1 > α entonces el mńimo se alcanza en el extremo β = α

y
ξ = κ

α f (ν ,α)

En el caso ν

κ−1 ≤ α entonces el mı́nimo se alcanza para β = ν

κ−1 y despues de
algunas operaciones elementales resulta

ξ = (
κ−1

κ
)ν

�
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Figura 6.5 Gráfica κα f (ν ,α) vs α después ν iteraciones
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Comentario:
Hasta aquı́ la teorı́a es puramente algebraica pues en la obtención de la estimación

(6.24) no se hace uso del problema variacional en dimensión infinita de partida
del que provienen el sistema de ecuaciones algebraico. El punto clave está en la
hipótesis (6.23). Si el parámetro κ no depende del nivel k el factor de reducción del
error es independiente de dicho nivel. También la estimación de ξ será mejor cuanto
más pequeño sea el valor de κ

Veamos en un problema elı́ptico de segundo orden como se puede estimar un
valor de κ independiente del parámetro de la malla hk.

Consideremos un problema elı́ptico de segundo orden,

−∇(a∇u)+bu = f in Ω (6.27)
u = 0 on Γ (6.28)

donde Ω es un dominio acotado y poliédrico de Rd=1,2,3 y Γ su frontera que supon-
dremos suficientemente regular. Suponemos f ∈ L2(Ω) y las funciones a ∈C1(Ω̄)
y b ∈C0(Ω̄) verificando

0 < amin ≤ a(x)≤ amax y 0≤ bmin ≤ b(x)≤ bmax

En este caso tomaremos como espacio H = H1
0 (Ω). La formulación débil del

problema es hallar u ∈ H1
0 (Ω) tal que

a(u,v) =
∫

Ω

a∇u∇v+buv =
∫

Ω

f v ∀ v ∈ H1
0 (Ω) (6.29)

Consideraremos la aproximación del problema en una secuencia de espacios de
elementos finitos construidos sobre un conjunto de mallas encajadas formadas me-
diante triangulaciones regulares Tk de Ω y Mk = {vk : Ω → R, continuas ,vk|Tj ∈
P1(Tj)}. Si desiganmos hk el tamaño caracteristico del la malla asociada al nivel k
supondremos la relación hk−1 = 2hk. Consideraremos en primer lugar el caso más
sencillo en el que se tienen las hipótesis de regularidad y aproximación habituales.

Teorema 6.2 Supongamos que se verifican las siguientes:

1. Hipótesis de regularidad.
Supongamos que la solución u de (6.29) verifica:

||u||2,Ω ≤C2|| f ||0,Ω (6.30)

donde C2 =C2(a,b,Ω)
2. Hipótesis de aproximación.

Los espacios Mk satisfacen la siguiente propiedad de aproximación: para v ∈
H2(Ω)

ı́nf
χ∈Mk

||v−χ||1,Ω ≤C3hk||v||2,Ω (6.31)

donde C3 =C3(Ω ,Tk)
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Entonces para todo v ∈M⊥
k−1 existe una constante κ > 0 tal que

|||v|||0 ≤ κ
1/2|||v|||1 (6.32)

Demostración:

Observemos que la relación (6.11) da

|||v|||0 ≤C4h−1
k ||v||0,Ω (6.33)

Y tenemos también la equivalencia de normas

C0|||v||| ≤ ||v||1,Ω ≤C1|||v||| (6.34)

Para estimar ||v||0,Ω utilizaremos un argumento de dualidad estándar. Sea µ ∈
L2(Ω) y sea z ∈H la solución de

a(z,w) = (µ,w) ∀w ∈ H

Elegimos w = v ∈M⊥
k−1. Para todo χ ∈Mk−1 tendremos

(µ,v) = a(z,v) = a(z−χ,v)≤ ||z−χ||1,Ω .||v||1,Ω
≤ C3hk−1||z||2,Ω ||v||1,Ω
≤ C2C3hk−1||µ||0,Ω ||v||1,Ω

de donde

(µ,v)
||µ||0,Ω

≤ C2C3hk−1||v||1,Ω

||v||0,Ω = sup
µ∈L2(Ω)

(µ,v)
||µ||0,Ω

≤C2C3hk−1||v||1,Ω = 2C2C3hk||v||1,Ω

y utilizando (6.33) y (6.34)

|||v|||0 ≤ 2C2C3C4||v||1,Ω ≤ 2C1C2C3C4|||v||| (6.35)

de donde κ1/2 = 2C1C2C3C4. �
Consideraremos ahora el caso más general con hipótesis de regularidad más débi-

les.

Teorema 6.3 Sean H s = Hs(Ω) los espacios de Sobolev con las normas corres-
pondientes ||.||s,Ω , H 0 = L2(Ω) y H 1 = H1

0 (Ω). También H −s = H−s(Ω) es el
espacio dual de H s = Hs(Ω) y designamos mediante < ., . > el producto de dua-
lidad correspondiente.

1. Hipótesis de regularidad.
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Supongamos que la solución u de (6.29) verifica: Para 0 < α ≤ 1

||u||1+α,Ω ≤C2|| f ||α−1,Ω (6.36)

donde C2 =C2(a,b,Ω)
2. Hipótesis de aproximación.

Los espacios Mk satisfacen la siguiente propiedad de aproximación: para v ∈
H 1+α y 0 < α ≤ 1

ı́nf
χ∈Mk

||v−χ||1,Ω ≤C3hα
k ||v||1+α,Ω (6.37)

donde C3 =C3(Ω ,T1)

Queremos demostrar que para todo v ∈M⊥
k−1 existe una constante κ > 0 tal que

|||v|||1−α ≤ κ
α/2|||v||| (6.38)

Demostración:

Observemos que la relación (6.12) da

|||v|||1−α ≤C4h−α

k ||v||1−α,Ω (6.39)

Y tenemos también la equivalencia de normas

C0|||v||| ≤ ||v||1,Ω ≤C1|||v||| (6.40)

Para estimar ||v||1−α,Ω utilizaremos un argumento de dualidad. Sea µ ∈H α−1 y
sea z ∈H la solución de

a(z,w) =< µ,w > ∀w ∈ H

Elegimos w = v ∈M⊥
k−1, para todo χ ∈Mk−1 tendremos

< µ,v > = a(z,v) = a(z−χ,v)≤ ||z−χ||1,Ω .||v||1,Ω
≤ C3hα

k−1||z||1+α,Ω ||v||1,Ω
≤ C2C3hα

k−1||µ||1−α,Ω ||v||1,Ω

de donde

< µ,v >
||µ||1−α,Ω

≤ C2C3hα
k−1||v||1,Ω

||v||1−α,Ω = sup
µ∈H α−1

< µ,v >
||µ||α−1,Ω

≤C2C3hα
k−1||v||1,Ω = 2αC2C3hα

k ||v||1,Ω

y utilizando (6.39) y (6.40)
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|||v|||1−α ≤ 2αC2C3C4||v||1,Ω ≤ 2αC1C2C3C4|||v||| (6.41)

de donde κα/2 = 2αC1C2C3C4. �

6.3.2. Convergencia del Método multimalla, ciclo W (γ = 2)

Vamos a considerar el Método multimalla como una perturbación del método
de dos mallas, concretamente el llamado ciclo W que corresponde a un número de
llamadas γ = 2 del algoritmo multimalla de nivel inferior. En el ciclo W el error e
inicial se transformará en

S (ν/2)(C̃ (S (ν/2)(e))
)

con C̃ en lugar de C . Aquı́ C̃ representa 2 llamadas al algoritmo multimalla de nivel
inferior Mk−1. Queremos calcular ξ̃ tal que

|||S (ν/2)(C̃ (S (ν/2)(e))
)
||| ≤ ξ̃ |||e|||

Teorema 6.4 Supongamos

|||S (ν/2)(C (S (ν/2)(e))
)
||| ≤ ξ |||e||| ∀e ∈Mk

donde ξ está definida en el teorema (6.1). Entonces existe 0 < ξ̃ < 1 independiente
de k tal que

|||S (ν/2)(C̃ (S (ν/2)(e))
)
||| ≤ ξ̃ |||e||| ∀e ∈Mk (6.42)

Demostración:

Procederemos por inducción. El teorema es cierto para un método de dos mallas,
k = 2. En efecto, en este caso C̃ es la solución exacta en la malla inferior k = 1,
ξ̃ = ξ y (6.42) es cierto como consecuencia del teorema (6.1).

Supongamos ahora que el teorema es cierto para k−1 mallas. Sea ē =S (ν/2)(e)
el error en Mk después del presuavizado y sea δ la corrección exacta en Mk−1,
es decir, δ es la proyección ortogonal de ē sobre Mk−1 en el sentido del producto
escalar a(., .). Sea δ̃ la corrección obtenida después de aplicar dos veces el algoritmo
multimalla (con γ = 2) en Mk−1. Con las mismas notaciones que en el teorema (6.1),
ē = δ +C (ē) y de forma correspondiente ē = δ̃ + C̃ (ē). Tendremos por la hipótesis
de inducción

|||δ − δ̃ ||| ≤ ξ̃
2|||δ |||

es decir,

|||ē−C (ē)− (ē−C̃(ē))|||= |||C̃(ē)−C (ē)||| ≤ ξ̃
2|||C̃(ē)− ē|||
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Tenemos C̃(ē)−C (ē) ∈Mk−1 y C̃(ē)− ē ∈Mk−1 y también C (ē) ∈M⊥
k−1. Apli-

cando el teorema de Pitágoras

|||C̃ (ē)−C (ē)+ ξ̃
2C (ē)|||2 =

|||C̃ (ē)−C (ē)|||2 + ξ̃
4|||C (ē)|||2 ≤

ξ̃
4(|||C (ē)− ē|||2 + |||C (ē)|||2

)
= ξ̃

4|||ē|||2

Tomemos ahora en cuenta el presuavizado y el postsuavizado. Teniendo en cuenta
la propiedad (6.19) para θ = 1

|||S (ν/2)C̃ (S (ν/2)(e))|||= |||(1− ξ̃
2)S (ν/2)(C (S (ν/2)(e))+S (ν/2)(C̃ −C + ξ̃

2C )(S (ν/2)(e))|||

≤ (1− ξ̃
2)|||S (ν/2)(C (S (ν/2)(e))|||+ |||S (ν/2)(C̃ −C + ξ̃

2C )(S (ν/2)(e))|||
≤
(
(1− ξ̃

2)ξ + ξ̃
2)|||e|||= ξ̃ |||e|||

donde la última igualdad es cierta siempre que

ξ̃ = (1− ξ̃
2)ξ + ξ̃

2 = ξ −ξ ξ̃
2 + ξ̃

2

o bien
(1−ξ )ξ̃ 2− ξ̃ +ξ = 0

Despejando ξ̃ ,

ξ̃ =
1± (2ξ −1)

2(1−ξ )

de las dos soluciones únicamente la solución

ξ̃ =
ξ

1−ξ

da un valor de ξ̃ ≥ 0 para valores de ξ > 0. Para obtener valores de ξ̃ < 1 necesita-
mos tener ξ < 0.5, pero siempre podemos elegir ν de manera que ξ < 0.5. �

6.3.3. Convergencia del Método multimalla, ciclo V (γ = 1)

Consideramos en esta subsección la convergencia del método multimalla con una
sola llamada al algoritmo de multimalla de nivel inferior, es decir, el llamado ciclo
V que corresponde a γ = 1.

El análisis de la convergencia del ciclo V necesita dos resultados previos acerca
del suavizado.

Lema 6.7 Sea u ∈Mk y 0 < α ≤ 1. Entonces

|||S (ν/2)(u)|||/|||u||| ≤
(
|||S ((ν+1)/2)(u)|||2/|||S (ν/2)(u)|||2

)ν/2 (6.43)
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|||u|||1+α/|||u||| ≤
(
1−|||S 1/2(u)|||2/|||u|||2

)α/2 (6.44)

Demostración:

Para demostrar (6.43) veamos primero que

|||S (ν/2)(u)||| ≤ |||S ((ν+1))/2(u)|||ν/(ν+1)|||u|||1/(ν+1) (6.45)

En efecto, mediante inducción sobre ν , (6.45) es cierta para ν = 1, pues

|||S(1/2)(u)|||2 = a(S (1/2)(u),S (1/2)(u)) = a(S (u),u)≤ |||S (u)|||.|||u|||

|||S(1/2)(u)||| ≤ |||S (u)|||1/2.|||u|||1/2

Supongamos ahora cierta la desigualdad (6.45) para ν − 1 y veamos que entonces
es cierta para ν ,

|||S (ν/2)(u)|||2 = a(S (ν/2)(u),S (ν/2)(u)) = a(S ((ν+1)/2)(u),S ((ν−1)/2)(u))

≤ |||S ((ν+1)/2)(u)|||.|||S ((ν−1)/2)(u)|||

Utilizando ahora la hipótesis de inducción en el segundo factor del último producto

|||S (ν/2)(u)|||2 ≤ |||S (ν+1)/2(u)|||.|||S (ν/2)(u)|||(ν−1)/ν .|||u|||1/ν

y como 2− (ν−1)/ν = (ν +1)/ν resulta simplificando y extrayendo la raiz (ν +
1)/ν en los dos miembros de la desigualdad obtenemos (6.45). Finalmente (6.43)
se obtiene de (6.45) elevando los dos miembros a la potencia ν +1 y reordenando,

|||S (ν/2)(u)|||ν+1 ≤ |||S ((ν+1)/2)(u)|||ν .|||u|||

|||S (ν/2)(u)||| ≤ |||S
((ν+1)/2)(u)|||ν

|||S (ν/2)(u)|||ν
.|||u|||

dividiendo por |||u||| se obtiene (6.43).
Para demostrar (6.44) observemos primero

|||S (1/2)(u)|||2 = ∑
i

u2
i (1−λi)λi

= ∑
i

u2
i λi−∑

i
u2

i λ
2
i = |||u|||2−|||u|||22

de donde
|||u|||22 = |||u|||2−|||S (1/2)(u)|||2 (6.46)

Ahora utilizando la desigualdad de interpolación (6.59) y la observación (6.46) te-
nemos
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|||u|||1+α ≤ |||u|||1−α
(
|||u|||2−|||S (1/2)(u)|||2

)α/2

= |||u|||1−α
(
|||u|||2(1− S (1/2)(u)|||2

|||u|||2 )
)α/2

= |||u|||.
(
1− S (1/2)(u)|||2

|||u|||2
)α/2

Dividiendo por |||u||| obtenemos (6.44). �

Teorema 6.5 Supongamos que existe una constante κ ≥ 1 independiente del nivel
k tal que para todo u ∈M⊥

k−1∩Mk tal que

|||u|||0 ≤ κ
1/2|||u||| (6.47)

Supongamos además que para todo v ∈Mk se verifica la siguiente hipótesis de
inducción

|||Ĉ (v)−C (v)||| ≤ ξ̂ |||C (v)− v|| (6.48)

donde ξ̂ = κ

κ+ν
. Entonces

|||S (ν/2)(Ĉ (S ν/2(v))
)
||| ≤ ξ̂ |||v||| (6.49)

Demostración:

Procederemos por inducción. Observemos primero que al igual que en el ciclo W
la hipótesis (6.48) es la hipótesis de inducción correspondiente a una única llamada
al algoritmo multimalla de nivel inferior. El teorema es cierto para un método de dos
mallas, k = 2. En efecto, en este caso Ĉ es la solución exacta en la malla inferior
k = 1

Supongamos ahora que el teorema es cierto para k−1 niveles, es decir, se verifica
(6.48). Tenemos por una parte, para todo v ∈Mk, razonando como en el teorema
(6.4) Ĉ (v)−C (v) ∈Mk−1 y Ĉ (v)− v ∈Mk−1 y también C (v) ∈M⊥

k−1. Tenemos
entonces las siguientes propiedades:

Aplicando el teorema de Pitágoras

|||Ĉ (v)−C (v)+ ξ̂C (v)|||2 =

|||Ĉ (v)−C (v)|||2 + ξ̂
2|||C (v)|||2 ≤

ξ̂
2(|||C (v)− v|||2 + |||C (v)|||2

)
= ξ̂

2|||v|||2

y extrayendo la raiz cuadrada

|||Ĉ (v)−C (v)+ ξ̂C (v)||| ≤ ξ̂ |||v|||

Sea ahora para v ∈Mk

y(v) = 1−|||S ((ν+1)/2)(v)|||2/|||S (ν/2)(v)|||2
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y denotemos v̄ = S (ν/2)(v). Entonces tendremos utilizando (6.43) con u = v

|||v̄|||= |||S (ν/2)(v)|||= |||S
(ν/2)(v)|||
|||v|||

|||v|||

≤
( |||S ((ν+1)/2)(v)|||2

|||S (ν/2)(v)|||2
)ν/2

.|||v|||= (1− y(v))ν/2|||v|||

Aplicando (6.16) y la ortogonalidad entre C (v) y v−C (v) para todo v ∈Mk

|||C (v)|||2 = a(C (v),C (v)) = a(C (v),v)≤ |||C (v)|||0|||v|||2

teniendo en cuenta la hipótesis (6.47) y simplificando

|||C (v)||| ≤ κ
1/2|||v|||2

Utilizando (6.44) con α = 1 y u = v̄

|||C (v̄)||| ≤ κ
1/2|||v̄|||2

≤ κ
1/2(1− |||S

1/2(v̄)|||
|||v̄|||

)1/2|||v̄|||

≤ κ
1/2y1/2(v)|||v̄|||

Ahora, denotemos w ∈Mk y w̄ = S (ν/2)(w). Como C 2 = C , se tiene

a(C (v̄), w̄) = a(C 2(v̄), w̄) = a(C (v̄),C (w̄))

de donde

a(S (ν/2)(Ĉ (S (ν/2)(v))),w) = a(Ĉ (v̄), w̄)

= (1− ξ̂ )a(C (v̄),C (w̄))+a((Ĉ −C + ξ̂C )(v̄), w̄)

≤
(
(1− ξ̂ )κ1/2y1/2(v)κ1/2y1/2(w)+ ξ̂

)
|||v̄|||.|||w̄|||

≤
(
(1− ξ̂ )κy1/2(v)y1/2(w)+ ξ̂

)(
(1− y(v))(1− y(w))

)ν/2|||v|||.|||w|||

y finalmente observando que 0≤ y(v)≤ 1 para todo v ∈Mk

|||S (ν/2)(Ĉ (S (ν/2)(v)))||| ≤ sup
x∈[0,1]

((1− ξ̂ )κx+ ξ̂ )(1− x)ν |||v|||

≤ κ

κ +ν
sup

x∈[0,1]
(νx+1)(1− x)ν |||v|||

≤ κ

κ +ν
|||v|||

donde hemos sustituido el valor de ξ̂ por ξ̂ = κ

κ+ν
�
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Observación: En el anterior teorema se ha utilizado la condición de regularidad
determinada por α = 1.

Observación: La demostración anterior también es válida para el ciclo W . En la
demostración se sustituye ξ̂ por ξ̂ 2 y se elige ξ̂ 2 = κ

κ+ν
. De modo que en el caso

α = 1 para el ciclo W tendremos

Corolario 6.1 Con las hipótesis de los teoremas (6.4) y (6.5) para α = 1 tendremos
para el ciclo W

|||S (ν/2)(Ĉ (S ν/2(v))
)
||| ≤ ξ̄ |||v||| (6.50)

donde ξ̄ = mı́n{ξ̃ , ξ̂} donde ξ̃ y ξ̂ están definidos como en los teoremas (6.4) y
(6.5) respectivamente.

6.4. Complejidad Algorı́tmica del Método Multimalla

En esta sección estudiaremos la complejidad algorı́tmica del método multima-
lla, es decir, el número de operaciones necesario para resolver un sistema de ecua-
ciones con el método multimalla. Estimemos en primer lugar el número de ope-
raciones necesario para realizar una iteración del algoritmo. Sea nk el número de
incógnitas (ecuaciones) en el nivel k. Supongamos CH = sup0≤k≤K

nk−1
nk

. Llamemos
θ =CHγ < 1. Sea ν el número de suavizados (presuavizados y postsuavizados) en
cada iteración. Para un ciclo γ y para todo nivel k el número de operaciones en cada
paso del algoritmo es

Suavizado, S : CS .nk
Restricción, R: CR .nk
Prolongación, P: CP .nk
Resolución exacta en el nivel k = 0: C0

El número de operaciones Nop en una iteración del algoritmo multimalla del ciclo
γ será

Nop = (νCS +CR +CP)(nK + γnK−1 + ...+ γ
K−1n1)+ γ

K−1C0

= (νCS +CR +CP)(1+θ + ...+θ
K−1)nK +

θ K−1

CK−1
H

C0

≤
( (νCS +CR +CP)

1−θ
+

C0θ K−1

n1

)
nK ≤CnK

donde se ha tenido en cuenta

nK−1 ≤CHnK

nK−2 ≤CHnK−1 ≤C2
HnK

...

n1 ≤CK−1
H nK
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Observaciones:
Veamos en que condiciones se cumple la restricción θ < 1 de modo que el núme-

ro de operaciones de una iteración del algoritmo multimalla de ciclo γ sea propor-
cional al número de ecuaciones. Llamando hk al diámetro máximo de los elementos
de mallado correspondiente al espacio Mk, en un refinamiento uniforme tendremos
hk−1

hk
≈ 2 y en consecuencia nk−1

nk
=

h−d
k−1

h−d
k
≈ 2−d ≈CH . De modo que

θ =CHγ ≈ 2−d
γ < 1

lo que implica la condición γ < 2d . Por tanto en problemas de dimensión d = 1,
se necesita γ = 1. En problemas de dimensión d = 2 la condición es θ = γCH =
γ

4 < 1 que se satisface para γ ≤ 3. En problemas de dimensión d = 3 la condición
es θ = γCH = γ

8 < 1 que se satisface para γ ≤ 7. En un refinamiento adaptativo en
problemas en dimensión d = 2, tendremos nk−1

nk
≈ 1/2 =CH , necesitamos entonces

γ < 2, es decir γ = 1. Para el ciclo V tenemos siempre θ =CH < 1, la condición es
nk−1

nk
< 1 que se satisface siempre.

Evaluemos ahora el número de operaciones necesarias para obtener una solución
aproximada del sistema de ecuaciones con un error inferior a una toleracia prefijada.
Sea uK ∈MK la solución exacta en el nivel K. Sea u(0)K ∈MK el valor aproximado
inicial y u(i)K ∈Mk el valor obtenido despues de i iteraciones del algoritmo multi-
malla. Queremos elegir el número de iteraciones i de manera que

||u(i)K −uK || ≤ ς
i||u(0)K −uK ||, ς

i < ε (6.51)

donde ς = ξ̃ para γ = 2 o ς = ξ̂ para γ = 1 definido en los teoremas (6.4) y (6.5).
La tolerancia ε está fijada de antemano. En la práctica si estamos resolviendo un
sistema de ecuaciones que proviene de la aproximación de un problema de ecuacio-
nes en derivadas parciales mediante el Método de Elementos Finitos ( o Diferencias
Finitas o Volúmenes Finitos) queremos obtener una solución aproximada dentro de
los márgenes de error del propio método, es decir, si suponemos que el método es
de orden s, el requerimiento será ς i =Chs

K . De modo que si nK = h−d
K , ς i =Cn−s/d

K
de donde tomando logaritmos

i log(ς) = log(C)− s
d

log(nK)

es decir el número de iteraciones a realizar i es del orden i =O(lognK) y el número
total de operaciones para resolver el problema dentro de la precisión prefijada será

O(nK log(nK))

.
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Método Multimalla Completo: Iteración Anidada

En el algoritmo multimalla considerado anteriormente el punto de partida es el
sistema correspondiente a la malla más fina es decir la correspondiente al espacio
MK . Consideremos ahora una modificación del algoritmo en la que el punto de
partida es el sistema con menor número de ecuaciones, es decir el correspondiente
a la malla más gruesa correspondiente al espacio M0. El algoritmo siguiente se
conoce como Método Multimalla Completo (en inglés “Full Multigrid Method”) y
se basa en la iteración anidada siguiente:

1. ũ0 = u0 solución exacta en M0
2. Para k = 1, ...,K

a) uk,0 = Πk−1,k(ũk−1)
b) MGM(k,ν1,ν2,γ, i,uk,0,uk,i)
c) ũk = uk,i

donde Πk−1,k es el operador de prolongación

Πk−1,k : Mk−1→Mk

vk−1→ vk = vk−1

y además el número de iteraciones i es el mismo para todos los niveles k.
Consideremos ahora la resolución mediante el Método de Elementos Finitos del

problema (6.1) con el algoritmo multimalla completo. Podemos enunciar la siguien-
te estimación del error,

Teorema 6.6 (Estimación del error para la iteración anidada) Sean C1 ≥ 0, s > 0
y hk verificando

||uk−u|| ≤C1hs
k ∀k (6.52)

y
||Πk−1,k(uk−1)−uk|| ≤C1hs

k ∀k (6.53)

donde ||v|| es la norma de v∈H . Sea ς = ξ̃ para γ = 2 o ς = ξ̂ para γ = 1, definido
en los teoremas (6.4) y (6.5), entonces

||ũk−uk|| ≤C3C1hs
k (6.54)

con

C3(ς , i) =
ς i

1−C2ς i

donde
C2 = sup

k

(hk−1

hk

)s

Observación: Observemos que la única condición requerida para el valor de i es
C2ς i < 1.
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Demostración:

Procederemos por recurrencia: Para k = 0 el teorema es cierto. Supongamos cier-
to el teorema para un nivel k−1, es decir,

||ũk−1−uk−1|| ≤C3C1hs
k−1

tendremos para el error en el nivel k

||ũk−uk||= ||u
(i)
k −uk|| ≤ ς

i||u(0)k −uk||= ς
i||Πk−1,k(ũk−1)−uk||

= ς
i||Πk−1,k(uk−1)−uk +Πk−1,k(ũk−1)−Πk−1,k(uk−1)||

≤ ς
i(||Πk−1,k(uk−1)−uk||+ ||Πk−1,k||.||ũk−1−uk−1||

)
≤ ς

i(C1hs
k +C3C1hs

k−1
)
≤ ς

iC1hs
k(1+C3C2)

=C3C1hs
k

donde el último paso es cierto si elegimos C3(ς , i) =
ς i

1−C2ς i �

Comentario: Hemos utilizado la propiedad ||Πk−1,k|| ≤ 1. En efecto si Πk−1,k es
el operador de prolongación definido por la inyección de Mk−1 en Mk, tenemos
||Πk−1,k||= 1.

Comentario: La estimación habitual en una aproximación mediante Elementos
Finitos del problema (6.1) es

||uk−u|| ≤Chs
k ∀k

donde podemos suponer que la constante C es independiente del nivel k. Utilizando
C2 ≥ (

hk−1
hk

)s

||Πk−1,k(uk−1)−uk||= ||uk−1−uk|| ≤ ||uk−1−u||+ ||uk−u||
≤Chs

k−1 +Chs
k ≤Chs

k(1+C2)

Eligiendo ahora C1 = (1+C2)C se obtienen las dos propiedades (6.52) y (6.53) para
la misma constante C1 del enunciado.

Comentario: El teorema asegura que la cota del error en todos los niveles
k = 0,1, ...,K difiere respecto al error de discretización C1hs

k únicamente por fac-
tor C3(ς , i).

Coste de la iteración anidada

Vamos a evaluar el número de operaciones en el nivel k de la iteración anidada.
El coste de una iteración del método multimalla en el nivel k, despreciado el coste
del término θ k−1

n1
.nk correspondiente a la resolución exacta en el nivel k = 0, es
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Wk =
(νCS +CR +CP)nk

1−θ

donde θ =CHγ < 1. Puesto que tenemos nk−1 ≤CHnk tendremos en cada nivel

WK−1 ≤CHWK
WK−2 ≤CHWK−1 ≤C2

HWK
...
Wk ≤CK−k

H WK

El coste de la iteración anidada será

iW1 + iW2 + ...+ iWk + ...+ iWK

≤ i
K

∑
k=1

CK−k
H WK <

i
1−CH

WK

También hemos despreciando el coste de la prolongación u(0)k = Πk−1,k(ũk−1).
En consecuencia el número de operaciones para realizar la iteración anidada con

i iteraciones en cada nivel es a lo sumo 1
1−CH

veces más que i iteraciones simples en
el nivel K.

Corolario 6.2 En el contexto anterior, el número de operaciones para resolver el
sistema de ecuaciones utilizando la iteración anidada es proporcional al número de
ecuaciones.

Demostración:

Basta elegir el número de iteraciones i a realizar en cada nivel verificando C2ς i <
1. �

6.5. Anexo: Desigualdades de Hölder

Teorema 6.7 (Desigualdad de Young)
Para 1≤ p,q con 1/p+1/q = 1

a,b≤ 1
p

ap +
1
q

bq ∀a≥ 0 ∀b≥ 0 (6.55)

Demostración:

La función logaritmo es cóncava sobre ]0,∞[,

log(
1
p

ap +
1
q

bq)≥ 1
p

log(a)+
1
q

log(q) = log(ab)
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de donde como la función logaritmo es también creciente en ]0,∞[ se obtiene (6.55)
�

Teorema 6.8 (Desigualdad de Hölder)
Sean u = (u1, ...,ud)

t ,v = (v1, ...,vd)
t ∈ Rd con producto escalar (u,v) = ∑i uivi

y las normas ||v||p = (∑i |ui|p
)1/p para todo p∈R con 1≤ p. Tenemos para p,q≥ 1

y 1/p+1/q = 1
|(u,v)| ≤ ||u||p.||v||q (6.56)

Demostración:

Aplicando la desigualdad de Young (6.55) a los productos |ui|.|vi|,

|(u,v)| ≤∑
i
|ui|.|vi| ≤

1
p ∑

i
|ui|p +

1
q ∑

i
|vi|q =

1
p
||u||pp +

1
q
||v||qq (6.57)

reemplazando u por λu con λ > 0

λ |(u,v)| ≤ λ p

p
||u||pp +

1
q
||v||qq

dividiendo por λ

|(u,v)| ≤ λ (p−1)

p
||u||pp +

1
λq
||v||qq

minimizando el término de la derecha en la anterior desigualdad con respecto a λ ,
el valor mı́nimo se alcanza para λ = λmin = ||u||−1

p .||v||q/p
q y sustituyendo este valor

se obtiene (6.56). �

Corolario 6.3 (Desigualdad de interpolación 1)
Para 0≤ β ≤ α se tiene la siguiente desigualdad de interpolación

|||v|||1−β ≤ |||v|||
β

α

1−α
.|||v|||1−

β

α (6.58)

Demostración:

|||v|||21−β
= ∑

i
v2

i λ
(1−β )
i

= ∑
i

v
2 β

α

i λ

β

α
(1−α)

i v
2(1− β

α
)

i λ
1− β

α

i
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llamemos ai = v
2 β

α

i λ

β

α
(1−α)

i y bi = v
2(1− β

α
)

i λ
1− β

α

i y apliquemos la siguiente desigual-
dad de Hölder (6.56) para p y q con 1/p+1/q = 1

∑
i

aibi ≤ (∑
i

ap
i )

1/p(∑
i

bq
i )

1/q

resultando

|||v|||21−β
=
(
∑

i
v

2p β

α

i λ
p β

α
(1−α)

i

)1/p(
∑

i
v

2q(1− β

α
)

i λ
q(1− β

α
)

i

)1/q

eligiendo p y q tales que 1/p = β/α y 1/q = 1−β/α resulta

|||v|||21−β
≤
(
∑

i
v2

i λ
1−α

i
) β

α
(
∑

i
v2

i λi
)1− β

α = |||v|||2
β

α

1−α
.|||v|||2(1−

β

α
)

extrayendo la raiz cuadrada en los dos miembros de la desigualdad se obtiene (6.58).
�

Corolario 6.4 (Desigualdad de interpolación 2)
Para 0 < α ≤ 1 se tiene la siguiente desigualdad de interpolación

|||v|||1+α ≤ |||v|||1−α .|||v|||α2 (6.59)

Demostración:

|||v|||21+α = ∑
i

v2
i λ

(1+α)
i

= ∑
i

v2(1−α)
i λ

(1−α)
i v2α

i λ
2α
i

llamemos ai = v2(1−α)
i λ

(1−α)
i y bi = v2α

i λ
2α)
i y apliquemos la siguiente desigual-

dad de Hölder (6.56) para p y q con 1/p+1/q = 1

∑
i

aibi ≤ (∑
i

ap
i )

1/p(∑
i

bq
i )

1/q

resultando

|||v|||21+α =
(
∑

i
v2p(1−α)

i λ
p(1−α)
i

)1/p(
∑

i
v2qα

i λ
2qα

i

)1/q

eligiendo p y q tales que 1/p = 1−α y 1/q = α resulta

|||v|||21+α ≤
(
∑

i
v2

i λi
)1−α(

∑
i

v2
i λ

2
i
)α

= |||v|||2(1−α)|||v|||2α
2
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extrayendo la raiz cuadrada en los dos miembros de la desigualdad se obtiene (6.59)
�





Capı́tulo 7
Problemas parabólicos

Resumen Este capı́tulo abordaremos el estudio de problemas evolutivos, es decir,
en los que interviene la variable temporal. Nos centraremos en los problemas de
tipo parabólico, como la ecuación del calor, y daremos una formulación matemática
precisa de los mismos. Nos limitaremos al caso de problemas parabólicos lineales.

7.1. La ecuación del calor

Vamos a utilizar como ejemplo modelo de problema parabólico la ecuación del
calor. Pretendemos dar una formulación variacional para los problemas parabólicos
lineales análoga a la formulación variacional vista para los problemas elı́pticos.

Sea Ω un abierto acotado de Rd , con frontera Γ suficientemente regular en el
sentido del Teorema de la traza, por ejemplo, de clase C1 a trozos. Sea T > 0, el
dominio ahora será:

QT = Ω × (0,T )
ΣT = Γ × (0,T )

Consideremos el siguiente problema:

(PC1) Dadas u0 : Ω → R y f : QT → R, hallar u : (x, t) ∈ QT → u(x, t) ∈ R
solución de,

∂u
∂ t −4u = f en QT (ecuación del calor)

u = 0 sobre ΣT (condición de frontera)
u(·,0) = u0 en Ω (condición inicial)

Estas ecuaciones representan la evolución en el tiempo de la temperatura u de un
medio Ω̄ homogéneo e isótropo, sometido a una fuente (o sumidero) de calor f tal

141
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que las constantes fı́sicas son igual a 1, la temperatura es nula en la frontera, y la
temperatura inicial es u0.

Para mantener la precisión matemática, supongamos que la solución u de este
problema es suficientemente regular. Multipliquemos la ecuación del calor por una
función test v ∈ H1

0 (Ω), e integremos en Ω , obteniendo:∫
Ω

∂u
∂ t

(x, t)v(x)dx−
∫

Ω

4u(x, t)v(x)dx =
∫

Ω

f (x, t)v(x)dx.

Utilizando la fórmula de Green, teniendo en cuenta que v|Γ = 0, y que,∫
Ω

∂u
∂ t

(x, t)v(x)dx =
d
dt

∫
Ω

u(x, t)v(x)dx

tenemos que ∀v ∈ H1
0 (Ω), se ha de verificar,

d
dt

∫
Ω

u(x, t)v(x)dx+
d

∑
i=1

∫
Ω

∂u
∂xi

(x, t)
∂v
∂xi

(x)dx =
∫

Ω

f (x, t)v(x)dx

Observemos los distintos papeles que juegan las variables x y t, podemos sepa-
rarlas del siguiente modo: dada la función

u : QT = Ω × (0,T )→ℜ

x, t 7→ u(x, t)

introducimos para cada t ∈ (0,T ) la función

u(t) : Ω →ℜ

x 7→ u(x, t)

de modo que esta función se puede identificar con una función t 7→ u(t) definida
sobre (0,T ) a valores en un cierto espacio de funciones de Ω en ℜ. De la misma
forma podemos entender la función f , como una función definida sobre (0,T ) a
valores en un cierto espacio de funciones de Ω en ℜ, otro distinto.

Definamos ahora ∀ϕ,ψ ∈ L2(Ω)

(ϕ,ψ) =
∫

Ω

φ(x)ψ(x)dx

y también ∀φ ,ψ ∈ H1
0 (Ω)

a(ϕ,ψ) =
d

∑
i=1

∫
Ω

∂ϕ

∂xi
(x)

∂ψ

∂xi
(x)dx

de modo que podemos definir una nueva formulación variacional para el problema
anterior:
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(PC2) Hallar u : t ∈ (0,T )→ u(t) ∈ H1
0 (Ω) tal que ∀v ∈ H1

0 (Ω)

d
dt (u(t),v)+a(u(t),v) = ( f (t),v)

u(0) = u0

donde la derivada d
dt es en el sentido de las distribuciones en (0,T ).

Esta nueva formulación de la ecuación del calor queda imprecisa en el sentido
de la dependencia con respecto a t de la función t 7→ u(t). Es conveniente que esta
función sea continua en un cierto sentido a fin de que la condición inicial tenga
sentido, como veremos en la siguiente sección. La condición de frontera Dirichlet
homogénea queda implı́cita en el hecho de que u(t) ∈ H1

0 (Ω).

7.2. Problemas parabólicos abstractos

Veamos una caso general de problema parabólico lineal que se puede adaptar a
múltiples aplicaciones prácticas, mediante una formulación abstracta generalizada:

Sean dos espacios de Hilbert sobre ℜ, V (con su producto escalar (·, ·) y norma
| · | correspondiente) y H (denotamos ‖ · ‖ a su norma), tales que:

• V ⊂ H mediante una inyección continua,
• V es denso en H,

y una forma bilineal a(·, ·) continua sobre V ×V

Debemos introducir un espacio de funciones v : t 7→ v(t) definido sobre (0,T ) a
valores en V o en H.

De manera general, si X es un espacio de Banach de norma ‖ · ‖X , para todo
entero m≥ 0, se designa por Cm(0,T ;X), para 0 < T <+∞, el espacio de funciones
m-continuamente diferenciables sobre (0,T ) a valores en X , que es un espacio de
Banach con la norma

‖v‖Cm(0,T ;X) = máx
0≤l≤m

(
sup

0≤t≤T
‖dlv

dt l (t)‖X

)
Por otra parte, ∀p ∈ ℜ, con 1 ≤ p < +∞, se designa por Lp(0,T ;X) al espacio

de funciones t 7→ v(t) fuertemente medibles sobre (0,T ) para la medida dt, es decir,
que las funciones escalares t 7→ ‖v(t)‖X son medibles para la medida dt, y tales que

‖v‖Lp(0,T ;X) =

(∫ T

0
‖v(t)‖p

X dt
)1/p

<+∞

y con esta norma, el espacio Lp(0,T ;X) es un espacio de Banach.
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Si X es un espacio de Hilbert de producto escalar (·, ·)X , entonces L2(0,T ;X) es
un espacio de Hilbert con el producto escalar

(u,v)L2(0,T ;X) =
∫ T

0
(u(t),v(t))X dt

Observar que si u : t 7→ u(t) es una función de L2(0,T ;X) y v ∈ X , entonces la
función t 7→ (u(t),v)X , es una función de L2(0,T ).

Con estos espacios ası́ definidos, podemos formular de forma precisa el problema
parabólico variacional general:

(PP) Dada u0 ∈ H y f ∈ L2(0,T ;H), hallar u ∈ L2(0,T ;V )∩C0(0,T ;H) tal
que ∀v ∈V

d
dt (u(t),v)+a(u(t),v) = ( f (t),v)

u(0) = u0

donde la derivada d
dt es el sentido de las distribuciones sobre (0,T ).

Observar que si u ∈ L2(0,T ;V ), entonces las funciones t 7→ (u(t),v) y t 7→
a(u(t),v) son funciones de L2(0,T ) ∀v ∈V . Igualmente, si f ∈ L2(0,T ;H), la fun-
ción t 7→ ( f (t),v) está en L2(0,T ) ∀v ∈V . Por tanto, la ecuación de la formulación
débil (PP) tiene sentido en el espacio de las distribuciones sobre (0,T ), D ′((0,T )).
Por otra parte, la condición inicial u(0) = u0 tiene sentido por la continuidad de la
función u de (0,T ) en H, ya que u ∈C0(0,T ;H).

En el ejemplo de la ecuación del calor (PC2), tenemos V = H1
0 (Ω), H = L2(Ω)

y la aplicación bilineal es

a(u,v) =
d

∑
i=1

∫
Ω

∂u
∂xi

∂v
∂xi

dx

Se puede identificar L2(QT ) = L2(Ω × (0,T )) con L2(0,T ;L2(Ω)) de modo que si
H = L2(Ω), la hipótesis f ∈ L2(0,T ;H) equivale a f ∈ L2(QT ).

Para asegurar que el problema parabólico variacional (PP) tiene solución única
debemos imponer que la aplicación bilineal verifique además la hipótesis de tipo
coercivo siguiente:

Definición 7.1 Una forma bilineal a(·, ·) sobre V ×V se dice que verifica la des-
igualdad de Gårding si existen dos constantes α > 0 y λ ∈ℜ, tales que

a(v,v)+λ |v|2 ≥ α‖v‖2 ∀v ∈V

Otras hipótesis no esenciales pero si cómodas para la demostración de la existen-
cia y unicidad de la solución del problema (PP) son, la compacidad de la inyección
canónica de V en H, y la simetrı́a de la forma bilineal a(·, ·). Con estas hipótesis el
problema (PP) tiene solución única, los detalles de la demostración se pueden ver
en [2].



7.3 Semidiscretización espacial de problemas parabólicos 145

7.3. Semidiscretización espacial de problemas parabólicos

Sea Vh un subespacio de dimensión finita I = I(h) de V . Consideramos el siguien-
te problema aproximado:

(PPh) Dada u0,h ∈Vh, hallar uh : t ∈ [0,T ] 7→ uh(t) ∈Vh solución del sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias

d
dt (uh(t),vh)+a(uh(t),vh) = ( f (t),vh)∀vh ∈Vh

uh(0) = u0,h

Se puede demostrar la existencia y unicidad de la solución del problema semi-
discreto (PPh) (ver [2]).

En la práctica, introducimos una base (ϕi)1≤i≤I del espacio Vh y escribimos uh
de la forma

uh(t) =
I

∑
i=1

ui(t)ϕi

y de la misma forma,

u0,h =
I

∑
i=1

u0,iϕi

de modo que le problema semidiscreto (PPh) se escribe

I

∑
i=1

(ϕi,ϕ j)
dui(t)

dt
+

I

∑
i=1

a(ϕi,ϕ j)ui(t) = ( f (t),ϕ j) j = 1, . . . , I

u j(0) = u0, j j = 1, . . . , I

Denotando la matriz de rigidez R = (a(ϕi,ϕ j))1≤i, j≤I , y la matriz de masa M =
((ϕi,ϕ j))1≤i, j≤I , el problema semidiscreto (PPh) en forma matricial se escribe

M
dU(t)

dt
+RU(t) = F(t)

U(0) =U0

donde U(t) = (u1(t), . . . ,uI(t))
t , F(t) = (( f (t),ϕ1), . . . ,( f (t),ϕI))

t y el vector ini-
cial U0 = (u0,1, . . . ,u0,I)

t .
Queda por resolver numéricamente este sistema de ecuaciones diferenciales or-

dinarias de primer orden. La matriz M es simétrica, definido positiva y en general
bien condicionada, de modo que podemos escribir este sistema de la forma

dU(t)
dt

+M−1RU(t) = M−1F(t)

U(0) =U0
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que tiene solución única para t ≥ 0

U(t) = e−tM−1RU0 + e−tM−1R
∫ t

0
esM−1RM−1F(s)ds

7.4. Discretización total de problemas parabólicos

Dividimos el intervalo [0,T ] en subintervalos de longitud ∆ t, esto es, tomamos
una partición 0 = t0 < t1 < .. . < tN = T donde tn = n∆t para n = 0, . . . ,N donde
N = T/∆ t. Denotamos Un =U(tn) = (u1(tn), . . . ,uI(tn))

t = (Un
1 , . . . ,U

n
I )

t

Aproximamos la ecuación diferencial por un esquema en diferencias finitas sen-
cillo, concretamente el θ -método, para 0≤ θ ≤ 1,

1
∆ t M(Un+1−Un)+RUn+θ = Fn+θ , 0≤ n≤ N−1

U0 =U0

donde Un+θ = θUn+1 +(1−θ)Un y Fn+θ = θF(tn+1)+(1−θ)F(tn).
Esto equivale a buscar {un

h ∈Vh}0≤n≤N solución ∀vh ∈Vh de

1
∆ t (u

n+1
h −un

h,vh)+a(un+θ

h ,vh) = ( f (tn+θ ),vh), 0≤ n≤ N−1
u0

h = u0,h

donde un+θ

h = θun+1
h +(1−θ)un

h y f (tn+θ ) = θ f (tn+1)+(1−θ) f (tn).
Las elecciones más frecuentes del parámetro θ son:

θ = 0, método de Euler explı́cito o progresivo, de orden 1, condicionalmente
estable.
θ = 1/2, método de Crank-Nicholson, de orden 2, incondicionalmente estable.
θ = 1, método de Euler implı́cito o regresivo, de orden 1, incondicionalmente
estable.

La condición de estabilidad para el esquema de Euler explı́cito viene dada por
∆ t ≤ 2/λ j, ∀ j = 1, . . . , I donde λ j son los valores propios de M−1R. Estos valores
propios dependen la discretización espacial mediante elementos finitos, por lo tanto
se establece una condición de estabilidad que relaciona el paso de tiempo ∆ t con h
tamaño de la malla de elementos finitos.



Capı́tulo 8
Problemas hiperbólicos

Resumen Este capı́tulo abordaremos el estudio de problemas evolutivos de segundo
orden en tiempo, cuyo prototipo es la ecuación de ondas. Daremos una formulación
matemática precisa de los mismos sin profundizar en el estudio de la existencia y
unicidad de la solución y analizaremos el método de Newmark para la discretización
temporal.

8.1. La ecuación de ondas

Vamos a utilizar como ejemplo modelo de problema hiperbólico la ecuación de
ondas.

Sea Ω un abierto acotado de Rd , con frontera Γ suficientemente regular en el
sentido del Teorema de la traza, por ejemplo, de clase C1 a trozos. Sea T > 0, el
dominio ahora será:

QT = Ω × (0,T )
ΣT = Γ × (0,T )

Consideremos el siguiente problema:

(PH1) Dadas u0,u1 : Ω →R y f : QT →R, hallar u : (x, t)∈QT → u(x, t)∈R
solución de,

∂ 2u
∂ t2 −4u = f en QT (ecuación de ondas)

u = 0 sobre ΣT (condición de frontera)
u(·, t) = u0 en Ω (condición inicial)

∂u
∂ t (·, t) = u1 en Ω (condición inicial)
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Cuando f = 0, estas ecuaciones describen por ejemplo la propagación en el tiem-
po de pequeñas perturbaciones u de presión del medio en el que se propaga la onda;
también puede ser el desplazamiento, respecto a sus posiciones de equilibrio, de las
partı́culas del gas, lı́quido o sólido al propagarse la onda. Las condiciones de fronte-
ra de tipo Dirichlet homogéneas implican que las perturbaciones o desplazamientos
en la frontera son nulos. La condición inicial u0 es la perturbación o desplazamiento
inicial, y u1 es la velocidad inicial conocidas.

Para encontrar una formulación matemática precisa de este problema, procedere-
mos como en el capı́tulo anterior. Supongamos que la solución u es suficientemente
regular, multipliquemos la ecuación de ondas por una función test v ∈ H1

0 (Ω), e
integremos en Ω , obteniendo:∫

Ω

∂ 2u
∂ t2 (x, t)v(x)dx−

∫
Ω

4u(x, t)v(x)dx =
∫

Ω

f (x, t)v(x)dx.

Utilizando la fórmula de Green, teniendo en cuenta que v|Γ = 0, y que,∫
Ω

∂u2

∂ t2 (x, t)v(x)dx =
d2

dt2

∫
Ω

u(x, t)v(x)dx

tenemos que ∀v ∈ H1
0 (Ω), se ha de verificar,

d2

dt2

∫
Ω

u(x, t)v(x)dx+
d

∑
i=1

∫
Ω

∂u
∂xi

(x, t)
∂v
∂xi

(x)dx =
∫

Ω

f (x, t)v(x)dx

Separando las variables x y t, es decir, introduciendo para cada t ∈ (0,T ) la fun-
ción

u(t) : Ω →ℜ

x 7→ u(x, t)

y denotando ∀ϕ,ψ ∈ L2(Ω)

(ϕ,ψ) =
∫

Ω

φ(x)ψ(x)dx

y también ∀φ ,ψ ∈ H1
0 (Ω)

a(ϕ,ψ) =
d

∑
i=1

∫
Ω

∂ϕ

∂xi
(x)

∂ψ

∂xi
(x)dx

podemos definir una nueva formulación variacional para el problema anterior:

(PH2) Hallar u : t ∈ (0,T )→ u(t) ∈ H1
0 (Ω) tal que ∀v ∈ H1

0 (Ω)

d2

dt2 (u(t),v)+a(u(t),v) = ( f (t),v)
u(0) = u0

du
dt (0) = u1
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donde la derivada d2

dt2 es en el sentido de las distribuciones en (0,T ).

En este caso, lo razonable será exigir que u∈C0(0,T ;H1
0 (Ω))∩C1(0,T ;L2(Ω))

para que tengan sentido las condiciones iniciales.

8.2. Semidiscretización espacial de problemas hiperbólicos

Sea Vh un subespacio de dimensión finita I = I(h) de V . Consideramos el siguien-
te problema aproximado:

(PHh) Dada u0,h y u1,h ∈ Vh, hallar uh : t ∈ [0,T ] 7→ uh(t) ∈ Vh solución del
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

d2

dt2 (uh(t),vh)+a(uh(t),vh) = ( f (t),vh)∀vh ∈Vh

uh(0) = u0,h
duh

dt
(0) = u1,h

En la práctica, introducimos una base (ϕi)1≤i≤I del espacio Vh y escribimos uh
de la forma

uh(t) =
I

∑
i=1

ui(t)ϕi

y de la misma forma,

u0,h =
I

∑
i=1

u0,iϕi

u1,h =
I

∑
i=1

u1,iϕi

de modo que el problema semidiscreto (PHh) se escribe

I

∑
i=1

(ϕi,ϕ j)
d2ui(t)

dt2 +
I

∑
i=1

a(ϕi,ϕ j)ui(t) = ( f (t),ϕ j) j = 1, . . . , I

u j(0) = u0, j j = 1, . . . , I

du j

dt
(0) = u1, j j = 1, . . . , I

Denotando la matriz de rigidez R = (a(ϕi,ϕ j))1≤i, j≤I , y la matriz de masa M =
((ϕi,ϕ j))1≤i, j≤I , el problema semidiscreto (PHh) en forma matricial se escribe
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M
d2U(t)

dt2 +RU(t) = F(t)

U(0) =U0
dU
dt

(0) =U1

donde U(t) = (u1(t), . . . ,uI(t))
t , F(t) = (( f (t),ϕ1), . . . ,( f (t),ϕI))

t y los vectores
iniciales U0 = (u0,1, . . . ,u0,I)

t , U1 = (u1,1, . . . ,u1,I)
t .

Queda por resolver numéricamente este sistema de ecuaciones diferenciales or-
dinarias de segundo orden.

8.3. Discretización total de problemas hiperbólicos. Método de
Newmark.

Para resolver numéricamente este problema, dividimos el intervalo [0,T ] en
subintervalos de longitud ∆ t, esto es, tomamos una partición 0 = t0 < t1 < .. . <
tN = T donde tn = n∆t para n = 0, . . . ,N donde N = T/∆ t.

Utilizando la notación del problema (PHh), conocida la solución en los instantes
n y n+1, podemos aproximar la solución en el instante n+2 mediante un esquema
en diferencias finitas centrado:(

un+2
h −2un+1

h +un
h

∆ 2
t

,vh

)
+a(un+1

h ,vh) = ( f n+1,vh)

donde partimos de u0
h = u0,h, y aproximamos u1

h = u0
h +∆tu1,h. Pero este esquema

aunque es de orden 2 en t es condicionalmente estable. Sin embargo el siguiente
método, llamado de Newmark, para ciertos valores de los parámetros es incondicio-
nalmente estable: (

un+2
h −2un+1

h +un
h

∆ 2
t

,vh

)
+

+βa(un+2
h ,vh)+(

1
2
−2β + γ)a(un+1

h ,vh)+(
1
2
+β − γ)a(un

h,vh) =

= β ( f n+2,vh)+(
1
2
−2β + γ)( f n+1,vh)+(

1
2
+β − γ)( f n,vh)

Para γ = 1
2 y β = 0 es el método anterior, que es condicionalmente estable. Para

γ = 1
2 es un método de orden 2 en t, y para γ 6= 1

2 es un método de orden 1 en t. Para
que el método sea incondicionalmente estable necesitamos γ = 1

2 y β ≥ 1
4 . En teorı́a,

la mejor elección es γ = 1
2 y β = 1

4 , pero a veces aparecen oscilaciones espúreas y
en la práctica se toma β algo mayor.
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nal de la Universidad de Salamanca, GREDOS. https://gredos.usal.es/handle/
10366/136968
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