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Introduccion

La Ciencia de Redes o Network Science surgié a finales de los noventa como un area
de investigacion interdisciplinaria que tiene como objetivo desarrollar enfoques y técnicas
tanto tedricas como préacticas con el fin de comprender mejor las redes creadas natural-
mente y las creadas artificialmente por el ser humano (véase [4]). La teoria de grafos se
presenta como su punto de origen y, mas concretamente, el modelo de grafos aleatorios
presentado por Erdos & Renyi en 1960 [9]. El estudio de redes tiene una larga tradicién
tanto en el campo tedrico: en teoria de grafos y matemaética discreta [7]; como en el apli-
cado: sociologia [1], investigacién en comunicaciones [5], biologia [15, 19] y en fisica. Por
tanto, existen muchos estilos y enfoques diferentes a la hora de estudiar una red compleja.

Una de las aplicaciones de la ciencia de redes es estudiar la evolucion de enfermedades
contagiosas en un grupo de individuos, esto se hace por medio de modelos basados en
clasificar la poblacion en funcién de la etapa de la enfermedad en la que se encuentre cada
individuo y suponiendo que todos ellos tienen la misma probabilidad de contagiarse. Estos
modelos estudian la evolucién a través del tiempo de la enfermedad en un grupo con un
numero fijo de individuos. Como veremos en este trabajo, existen modelos epidemiolégicos
que asumen que todos los individuos tienen un niimero similar de conexiones pero también
hay otros, que por el contrario, estudian el avance de la enfermedad en la poblaciéon en
funcién del nimero de conexiones que tenga cada individuo. Ambos enfoques se pueden
encontrar en [4].

Estudiar la propagacion de enfermedades con las herramientas que nos da la teoria de
grafos tiene la limitacion de que sélo podemos considerar relaciones binarias entre indi-
viduos, es decir, no podemos considerar los casos en los que varios individuos tienen una
relaciéon comun. Para solventar esta limitacion es posible hacer uso de complejos simpli-
ciales que si permiten modelar este tipo de situaciones. Con los complejos simpliciales
podemos, por ejemplo, dados tres individuos estudiar a la vez las relaciones binarias entre
cada pareja de individuos de la red y al mismo tiempo la relaciéon conjunta.

Este proyecto esta dividido en 5 partes, empezaremos en el capitulo 1 con algunas
definiciones de teoria de grafos que posteriormente vamos a necesitar a lo largo de todo
el trabajo.

En el capitulo 2 haremos una pequena introducciéon sobre ciencia de redes. En la
seccion 1 estudiaremos qué son las redes aleatorias y haremos un repaso de sus principales
caracteristicas, como la distribucion de grados de estas redes y destacaremos algunas de
sus propiedades. También veremos algunos algoritmos de creacion de redes aleatorias,
en particular, estudiaremos el algoritmo G(n,p). En la seccién 2 estudiaremos las redes
de escala libre, su distribucién de grados, clasificacion, caracteristicas y algoritmos de
creacion de redes de escala libre como el algoritmo Barabasi-Albert.

El capitulo 3 esta destinado a introducir algunos modelos analiticos epidemioldgicos,



como son los modelos SI, SIS y SIR, siglas asociadas a los estados que pueden tener los
individuos de estudio: susceptibles (S), infectados (I) o recuperados (R). Cada una de las
tres primeras secciones esta dedicada al estudio de uno de los modelos, bajo la hipétesis de
que todos los nodos de la red tienen un grado uniforme. En la secciéon 4 vamos a explicar
una modificacién de los modelos anteriores que permite hacer un estudio en funcién del
grado de cada nodo de la red.

El capitulo 4, consta de dos partes, en la primera veremos algunas definiciones relativas
a complejos simpliciales con algunas demostraciones relativas a su construccién y propie-
dades y, en la seccion 2, algunas medidas de adyacencia y grado en complejos simpliciales.
En primer lugar estudiaremos las medidas de adyacencia superior e inferior que se pueden
dar entre dos grupos de individuos de la misma dimensién, es decir, si ambos grupos estan
contenidos en un grupo de una dimensién mayor o contienen un grupo de una dimension
menor respectivamente. Y después consideraremos comunidades de distinta dimensién e
introduciremos medidas de adyacencia y grados mas generales.

Por tltimo, en el capitulo 5 veremos el modelo de contagio simplicial (SCM), que es
un modelo que estudia la evoluciéon de una enfermedad con una construccion parecida a la
del modelo SIS pero que se aplica sobre complejos simpliciales. Daremos la definicion del
modelo en el caso general y en el caso en el caso D = 2, es decir, cuando s6lo hay relaciones
entre tres individuos a la vez. Ademas, para poder recrear este modelo estudiaremos un
algoritmo de creacion de complejos simpliciales aleatorios, el llamado algoritmo RSC.



Capitulo 1

Teoria de Grafos

Una red es un conjunto de relaciones entre una serie de elementos. En el mundo real
podemos encontrar muchos tipos de redes, por ejemplo, podemos considerar la red que
forma Facebook, los agentes serian las personas que usan dicha red social y dos personas
estaran relacionadas si son amigos entre si; otro ejemplo es la red aérea mundial, donde
dos ciudades estan relacionadas si hay una conexion aérea entre ellas. Estas redes pueden
modelizarse matematicamente mediante un grafo, donde los vértices son los agentes y las
aristas son las relaciones entre las parejas de agentes.

En este capitulo recogemos una serie de conceptos basicos sobre teoria de grafos que
mas adelante utilizaremos para estudiar las redes aleatorias y las redes de escala libre.
Definiremos qué es un grafo dirigido y no dirigido, el grado de un vértice y el grado medio
de un grafo, explicaremos como expresar el nimero total de aristas de un grafo en términos
del grado de cada uno de sus vértices e introduciremos la distribuciéon de grados de un
grafo y el coeficiente de clustering local. Estos conceptos sobre teoria de grafos pueden
encontrarse en [8] y en [22].

Definicién 1.1. Un grafo dirigido o digrafo, G = (V, A, f), es un par de conjuntos finitos
V' y Ay una aplicaciéon de conjuntos

FrASV XV
a v (v, ;).

donde a los elementos v € V' los denominaremos vértices, a los elementos a € A aristas y
la aplicacién f asocia a cada arista su vértice de salida v; y su vértice de entrada v;.

Con las mismas notaciones, un grafo no dirigido, G = (V, A, f), es un par de conjuntos
finitos V' 'y A y una aplicaciéon de conjuntos

f: A= S*V
a— (v, v5)

donde S?V = {Parejas no ordenadas de elementos de V}.

Definicién 1.2. Diremos que dos nodos v;,v; de un grafo G = (V, A, f) son adyacentes
0 son wvecinos si existe una arista a € A tal que f(a) = (v;,v;).



U1 V2

(a) Dirigido. (b) No dirigido.

Figura 1.1: Ejemplos de grafos.

Definicién 1.3. Se dice que un grafo es simple si entre cada par de vértices hay como
mucho una arista y no tiene lazos. Se dice que es un multigrafo si entre dos vértices existen
mas de una arista que los une.

Observacion 1.4. Equivalentemente, un grafo es simple si la aplicacion A — V x V o
A — S2V es inyectiva, y es un multigrafo si no es inyectiva.

Si N el nimero de nodos de un grafo.

Definicién 1.5. Un grafo es completo si para todo i,7 = 1,... N con i # j existe a € A
tal que f(a) = (v;,v;), es decir, cuando cada uno de sus nodos estd unido a todos los
demas.

Ejemplo 1.6. La figura 1.1b es un grafo completo. Por otro lado, las figuras 1.1a y 1.1b
son un multigrafo y un grafo simple respectivamente.

Definicién 1.7. Sea G un grafo dirigido simple. Se llama grado de entrada de un vértice
v, al nmero de aristas que llegan a v y se denota por g.(v).

ge(v) =F#{a € Al f(a) = (_,v)}.

Se llama grado de salida de un vértice v, al nimero de aristas que parten de v y se denota
por gs(v).
9s(v) =#{a € A f(a) = (v, )}.

El grado total de un nodo v, que denotaremos por g(v), es g(v) = ge(v) + gs(v).

Definicién 1.8. Sea G un grafo no dirigido. Se llama grado de un vértice v, g(v), al
numero de aristas incidente en v, es decir,

9(w) = #H{a € A f(a) = () 6 fla) = (v, )}

Proposiciéon 1.9. En un grafo no dirigido el nimero total de aristas, L, puede ser ex-
presado como la suma de los grados de los nodos partido por dos:

L= ;g(vz') (1.1)

| —
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Demostracion. Se obtiene de que tenemos que contar cada arista que incide en cada nodo
y tenemos que dividir entre dos porque cada arista es contada dos veces, es decir, tenemos
que contar la arista a una sola vez ya que f(a) = (v;,v;) = (vj,v;) . ]

Proposicién 1.10. El numero total de aristas de un grafo dirigido es:

L= ;ge(vi) = ;gs(vi) (1.2)

Demostracion. Todas las aristas tienen un inicio y un final. Estamos contando el nimero
de aristas de manera distinta, por un lado las agrupamos por el vértice de entrada y, por
el otro, por el vértice de salida. O

Definicién 1.11. El grado medio de un grafo no dirigido se define como

Proposicion 1.12. Sea G un grafo no dirigido, se tiene que

2L

G)) = —

(o) =2
Demostracion. Sustituyendo en L la ecuacién (1.1), obtenemos % = %% SN g(vi), que
es precisamente la definiciéon de grado medio. ]

Definicién 1.13. El grado medio de entrada de un grafo dirigido se define del siguiente
modo:

1 N
(06)) = 3 L aelw)
Y el grado medio de salida:
T
() = > gu(0)
i=1

Proposicién 1.14. Sea G un grafo dirigido, se tiene que

(0.(6)) = £ = ()

N
Demostracion. Es facil ver estas igualdades a partir de la ecuacion (1.2), ya que si susti-
tuimos en L obtenemos dichas igualdades. O

Una vez que hemos definido el grado de un nodo es natural también preguntarse por la
distribucion de grados en un grafo, es decir, por la probabilidad de que un nodo cualquiera
tenga un cierto grado k. La distribucion de grados nos va a permitir estudiar la cantidad
de conexiones de una red y como estan repartidas las aristas para ver como influye en las
interacciones entre nodos que queramos estudiar, es decir, nos da una idea de la estructura
de la red, de la topologia del grafo. Pero veamos primero qué es una distribucién:



Sea € un conjunto. Llamaremos conjunto de partes de 2, P(2), al conjunto formado
por todos los subconjuntos de 2. Diremos que una clase G de subconjuntos de €2 tiene
estructura de o-algebra si es un algebra cerrada bajo la unién numerable.

Con esto, sea 2 un conjunto, sea G una o-algebra de P(2) y P : (2,G) — R una
medida probabilistica. Recordemos que si tenemos un espacio de probabilidad (22, G, P),
llamamos variable aleatoria a toda funcién medible X : (2,G) — (R, B) donde B es la
o-algebra de Borel de R.

Definicién 1.15. Sea (€2, G, P) un espacio de probabilidad y sea X una variable aleatoria.
Podemos definir una medida Px : (R,B) — R por

(2,6) —— (R,B)

X lpx

R

donde Px(B) = P(X € B) = P(X!(B)) si B es un conjunto medible. Con esta definicién
Px es una medida probabilistica, a la que llamaremos probabilidad asociada a la variable
aleatoria X.

En nuestro caso, para definir la distribuciéon de grado, tenemos que Q = {vy,...,v,},
G = P(Q) , nuestra variable aleatoria es

X:A{vy,...,v = {1,...,n}
vi = g(v;)

y la probabilidad

{’Ui17-..vij}|_)M i

#{v,...,v.} n
Por tanto, la probabilidad asociada a esta variable aleatoria es

Px({k)) = PO ({))) = Eecs CEmt ),

Con estas mismas notaciones:

Definicién 1.16. La distribucion de grado, pg, es la probabilidad de que un nodo cual-
quiera tenga grado k y se define como pp = Px({k}).

Con esto, el grado medio de un grafo no dirigido puede expresarse como

@@ =3 k.
k=0

Que es la féormula de la esperanza matematica: la suma de la probabilidad de cada posible
suceso aleatorio multiplicado por el valor de dicho suceso; en nuestro caso, la probabilidad
de que un nodo tenga grado k por el grado correspondiente k.
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Observacion 1.17. En una red de N nodos, el nimero de aristas puede variar entre

L=0vYy Lpyw= (1;[) = w donde L,,,, es el nimero total de aristas presentes en
un grafo completo de tamano N, que por ser completo coincide con el nimero de posibles

parejas de nodos en un conjunto de N nodos.
Definamos ahora lo que es un camino y la longitud entre dos nodos.

Definicién 1.18. Un camino es una sucesion alternada de vértices y aristas, es decir,
V1010903 . . . v, donde f(a;) = (v, v;11). Cada camino estd compuesto de n + 1 nodos y n
aristas. La longitud de un camino es el nimero de las aristas que lo componen, es decir,
si el camino es via,vqas . .. v, la longitud es n.

Definiciéon 1.19. Un grafo es conexo si para cada par de vértices existe un camino entre
ellos.

Definicién 1.20. Un grafo G’ = (V' A’, f') se dice que es un subgrafo de G = (V, A, f)
siVICV, A CAy f'(d) = f(d') para todo o' € A'.

Definicién 1.21. Sea G un grafo. Una componente conexa de GG es un subgrafo conexo
que no estda estrictamente contenido en ningtin otro subgrafo conexo de G.

Definicién 1.22. Una arista de un grafo conexo es un puente si el grafo obtenido al
eliminar dicha arista no es conexo.

Definicién 1.23.

» El coeficiente de clustering local C(v;) de un vértice v; puede definirse como la
proporcion media de pares de vecinos de un nodo que también son vecinos entre si.

= De otro modo, para un nodo v; con grado k;, el coeficiente de clustering local estéa
definido como

#{aristas (reales) entre los vecinos de v; }

Cv;) =

~ #{todas las posibles aristas entre los vecinos de v;}

donde todas las aristas posibles entre los vecinos de v; son (g) = w

(a) Co = 22 = 1. Ya que hay 3 aristas entre los

5
vecinos de vy y todas las posibles aristas entre 0.6

e
ellos son (g ) (b) Grafo completo. Cp = 73 = 1.

Figura 1.2: Calculo del coeficiente de clustering de los nodos vy en un grafo completo y
un grafo cualquiera.






Capitulo 2

Ciencia de Redes

Este capitulo tiene dos secciones claramente diferenciadas. En primer lugar estudia-
remos qué son las redes aleatorias y daremos algunos ejemplos, veremos que son grafos
que tienen la caracteristica de que todos sus nodos tienen un grado similar y estudiare-
mos el algoritmo G(n,p) que nos permitird construirlas. Ademés, comprobaremos que la
distribucion de grados de este tipo de redes sigue una distribuciéon de Poisson.

En segundo lugar, estudiaremos las llamadas redes de escala libre propuestas por
Barabasi y Albert. Veremos que la distribucion de grados de este tipo de red obedece a
una ley de potencia, debido a la presencia de ciertos tipos de nodos llamados hubs que
se caracterizan por estar conectados a un gran nimero de nodos, es decir, que el grado
de estos nodos es muy grande en relaciéon a los demas nodos de la red. Este tipo de redes
son libres de escala debido al cambio drastico que pueden experimentar los componentes
que conforman la red al anadir continuamente nodos al sistema. Como referencia vamos
a seguir fundamentalmente los textos [2, 4].

2.1. Redes aleatorias

Las redes aleatorias son unos tipos de grafos creados artificialmente con el objetivo de
reflejar la topologia de algunas redes reales. Algunos ejemplos de redes aleatorias son la
red de carreteras de Estados Unidos y la red metabdlica de la bacteria E. Coli. Los grafos
aleatorios son grafos no dirigidos con N nodos donde cada par de nodos esta conectado
aleatoriamente con una probabilidad prefijada p. Su principal caracteristica es que tienen
una distribucién de grado uniforme como veremos més adelante en esta seccion.

Hay principalmente dos modelos de configuracion para crear redes aleatorias, el modelo
G(N,p), también llamado de Erdés-Renyi, que toma como parametros el niimero de nodos
N que va a tener la red requerida y la probabilidad p de que dos nodos cualesquiera estén
conectados; y el modelo G(N, L), cuyos pardmetros son el niimero de nodos de la red y
el nimero de aristas que queremos que tenga la red. Nosotros nos vamos a centrar en el
primer modelo.

Vamos a explicar el algoritmo para generar la red mediante el modelo G(N, p), donde
suponemos que hay N agentes, todos con igual probabilidad p de estar conectados entre
si:

1. Empezamos con N nodos aislados.



2. Seleccionamos un par de nodos y generamos un nuimero aleatorio entre 0 y 1, si es
menor que p conectamos ambos nodos con una arista.

(N—1)

3. Repetimos el paso (2) para cada uno de los &~ 5— pares de nodos.

Observacion 2.1. Cada generacion de red aleatoria puede ser diferente ya que cada vez
que se aplica el paso (2) del algoritmo se genera un nimero «; aleatorio, luego puede tener
distinto niimero de aristas y distinto diagrama.

Ejemplo 2.2. Vamos a utilizar el modelo G(N, p) para crear un grafo aleatorio con 7
nodos y con probabilidad p = 1/5. En primer lugar vamos a generar (7-6)/2 = 21 ntimeros
aleatorios entre 0 y 1 con el programa Mathematica.

In[1]:= RandomReal[1l, 21]

Out[1]= {0.988404, 0.186624, 0.0845713, 0.0643225, 0.0522086,
0.0872302, 0.651206, 0.406464, 0.0233091, 0.0389314,
0.443225, 0.0588116, 0.504359, 0.637999, 0.310423, 0.161128,
0.0343655, 0.223088, 0.434257, 0.626785, 0.484404}

Vamos a hacer una correspondencia 1 a 1 con la lista ordenada {(v;, v;) h1<i<cj<7, de la
siguiente manera:

H Nimero ‘ Pareja ‘ N© en la lista H

1 {vr,v2} | 0,988404
2 {vr,vs} | 0,186624

6 {v1, v} | 0,0872302
7 {Ug,vg} 0,651206

20 | {vs,07} | 0,626785
21 | {ve,v7} | 0,484404

Si el nimero de la lista correspondiente es menor que 1/5 entonces pondremos una
arista entre dichos vértices, en caso contrario no.

v .
i ’ V] U2 U1 U2
U3 V4 .
. . US Uy U3
v, .
2 (Y5 Vs

(% Vg . .

! 0 vr v vy U6

(a) Etapa inicial. (b) Segunda etapa. (c) Etapa final.

Figura 2.1: Ejemplo creado a partir del modelo G(7,1/5)
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2.1.1. Numero de aristas

Es interesante determinar cuantas aristas podemos esperar de una generacion de red
aleatoria cualquiera, ya que con el mismo ntimero de nodos y la misma probabilidad, el
modelo nos puede generar redes diferentes.

La probabilidad de que una generacion de la red aleatoria tenga exactamente L aristas
viene dada por el producto de:

= el nimero de formas diferentes en las que podemos poner L aristas entre w

pares de nodos,
= la probabilidad de que los intentos de conectar w pares de nodos resulten en
una arista y,

= la probabilidad de que los intentos de conectar w — L restantes no resulten en
una arista.
Es decir,
N(N—1) . war-n
pL:( 7 )p (1—-p) =~ (2.1)

Proposicién 2.3. El numero de aristas esperado en un grafo aleatorio es

N(N-1)
(Ly= > Lp= pN(A;_D (2.2)

donde p es la probabilidad de que dos nodos estén conectados y pyr, la probabilidad de que
un nodo tenga L aristas.

Demostracion. La primera igualdad es la definicién de la esperanza matematica. Como

(2.1) es una distribucién binomial, sabemos que su esperanza es pw. O

De aqui podemos obtener el grado medio de una red aleatoria, denotando por (k) =
(9(@)) donde G es la red considerada:

(k) = —— =p(N—1) (2.3)

Observacion 2.4. De lo anterior tenemos que:

= A mayor probabiblidad p, la red aleatoria se vuelve mas densa. Si p = 1 el grafo es
completo.

u OS<L>§Lmam
C0< () <N-1.
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2.1.2. Distribucién de grado de una red aleatoria

Cuando generamos una red aleatoria cualquiera dicho grafo tiene un grado medio, sin
embargo podemos también podemos estudiar cémo se distribuyen los grados de los nodos
de la red. Esta variacion la mide la distribucién de grado pg, que es la probabilidad de
que si elegimos un nodo cualquiera de la red tenga grado k.

Recordemos lo que es una distribucién binomial y una distribucién de Poisson.

Definicién 2.5. A la funcién de probabilidad de una variable aleatoria X resultado de
contar el numero de éxitos al repetir n veces una experiencia aleatoria dicotémica (es
decir, que tiene dos posibles resultados, A, A) con probabilidad de éxito p la llamamos
distribucion binomial de pardmetros n y p y la representamos por B(n, p).

Para esta distribucion la variable X puede tomar los valores: 0, 1,2, ..., n y la variable
aleatoria toma cada uno de estos valores con probabilidad:

Pk = (Z)p’“(l —p)"

Definicién 2.6. Se dice que una variable aleatoria discreta X, cuyos valores posibles son:
0,1,2,..., sigue una distribucion de Poisson con pardmetro A y se escribe P(k, ), si su
funcién de probabilidad es :

Donde P(X = z) es la probabilidad de ocurrencia cuando la variable discreta X toma
un valor finito x, A es el promedio de ocurrencias en un intervalo y x es el nimero de
ocurrencias.

Proposicion 2.7. Dada una red aleatoria, la probabilidad de que un nodo v; tenga grado
k = k; sigue una distribucion de probabilidad binomial de parametros N —1 y p, es decir,

P = (Nk_ 1)19’“(1 —p)NE (2.4)

Demostracion. Se sigue de la definiciéon de distribucién binomial. Siendo el suceso ele-
mental incluir una arista entre dos vértices dados, que tiene probabilidad de éxito p. [

Proposicién 2.8. Para N >> 1 y (k) fijo, la distribucion Binomial se puede aprozimar
por la distribucion de Poisson, que sdlo depende del grado medio de la red (k):

w0 R (2.5)

Pr=¢€ T

Demostracion. Sabemos que

<N—1> NN -1-D(N-1-2) . (N—1-k+1)  (N-1)}

k k! DY (2.6)

donde hemos utilizado que N >> k.
Ahora podemos expresar (1 —p)V=1=* utilizando (k) = p(N — 1), del siguiente modo:

log [(1—p)""'7*] = (N = 1 - k)log (1 - )
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o (=1

y usando el desarrollo en serie de log(1 +x) = >0 #x” tenemos que

(k) k

log [(1—p)N ™| = (N —1- )= (k) (1 - N_1> ~ —(k)

donde las dos aproximaciones se vuelven a hacer utilizando N >> k. Por tanto, tenemos
que (1 — p)N-1-+ k)
Con todo esto y utilizando (2.6) en (2.4), quedaria:

k
Y VG e | o G LY B N
k! k! k! N -1

_— €_<

P =€

Con lo cual, la distribuciéon binomial la podemos aproximar de la siguiente forma:
k
k)
pr=¢€ el

que es precisamente la distribucion de Poisson. O

Comparemos las propiedades, ventajas e inconvenientes de una distribucién binomial
y distribucion de Poisson. Podemos observar dichas propiedades en la imagen 2.2.

POISSON
BINOMINAL
0.075 L
N:,:;
Py [ e, N=10° °
~ -
0.05 [ % N=10
3 f 3]
-\'.I \L

Figura 2.2: Comparaciéon Binomial-Poisson.
Imagen procedente de [4, Figura 3.5].

» Ambas distribuciones tienen un pico que esta centrado en torno a k = (k).

Si incrementamos p la red se vuelve més densa, si aumentamos (k) movemos el pico
a la derecha.

Cuanto méas densa es la red més dispersa es la distribucion, por tanto mayores son
las diferencias en los grados de los nodos, esto estda controlado por p en el caso de
la binomial y por (k) en el caso de la Poisson.

» Ventajas de utilizar la distribucién de Poisson: S6lo depende de (k) y tiene una
forma mas simple que es util a la hora de hacer cdlculos. Ademas, la distribucion
de Poisson no diferencia el nimero de nodos de la red, por lo que podemos trabajar
con redes de cualquier tamano con N > k.
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Por tanto, las redes aleatorias tienen la propiedad de ser homogéneas. La homogenei-
dad en la estructura de interacciones de estas redes significa que todos los nodos tienen
un grado similar. Cada una de las N(N — 1)/2 posibles aristas aparece con la misma
probabilidad de forma que la distribucion de grados es binomial y en el limite cuando
N — oo es de Poisson.

2.2. Redes de escala libre

Al contrario que en las redes aleatorias donde asumiamos que el nimero de nodos, N,
de la red no variaba, en las redes reales el niimero de nodos de la red puede crecer gracias a
que se aiiadan nuevos nodos. Este es el caso de redes como la WWW donde los nodos son
las paginas web y las aristas son las referencias entre paginas web, con el paso del tiempo
se van creando nuevas paginas que se van conectando a las ya existentes; otro ejemplo
es la red de citas cientificas, donde los nodos son las publicaciones y las aristas son las
referencias a otros articulos cientificos, al igual que el caso anterior esta red cada vez se
hace més grande, ya que con el paso del tiempo se publican més articulos (observemos
que, en ambos ejemplos, las redes son dirigidas).

Una caracteristica comun que comparten este tipo de redes es que cada nodo nuevo
que se anade a la comunidad tiende a conectarse con los nodos mas populares, es decir, los
que tienen un grado mayor. Este fendmeno se denomina conexion preferente. Observemos
que en las redes anteriores, en el caso de la WWW, es mas probable que en las paginas web
creadas recientemente nos encontremos links a otra pagina que contengan muchos enlaces
a que tengan un sélo enlace; por otro lado, en el caso de las redes de citas cientificas serd
mas probable que acabemos leyendo los articulos que tengan mas citaciones.

Por tanto, las diferencias fundamentales entre las redes aleatorias y las que encon-
tramos en el mundo real son el posible crecimiento en el nimero de nodos de las redes
reales, al contrario que en las redes aleatorias; y la existencia del fenémeno conocido como
conexion preferente en las redes reales.

En 1998, Laszlo, Jeong, Bianconi y Albert, trabajaron en la realizaciéon de un mapa
de la Web, albergaban la esperanza de que el grafo obtenido en sus analisis fuera similar
a una red aleatoria [3]. Para su sorpresa encontraron que la gran mayoria de las paginas
de la Web tenia menos de 4 enlaces mientras que un 0,01 %, tenia mas de 1000, pero
también advirtieron que estas diferencias de grado parecian ser importantes para sostener
la conectividad total de Internet. La distribucion de paginas con cierta cantidad de enlaces
seguia una distribucién en forma de “Ley de potencias”, haciendo que la probabilidad de
que algtin nodo esté conectado con k nodos sea proporcional a 1/k elevado a v, es decir,

Pr ~ ]{3_7.

Dicha distribucién no tiene un pico como la curva binomial, sino que es una funciéon
continuamente decreciente y si se dibuja en un grafico con una escala doble logaritmica
aparece como una linea recta como podemos observar en la imagen 2.3.
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(a) Escala normal. (b) Escala log-log.

Figura 2.3: Distribucién de Poisson con (k) = 10 (grafica azul) y distribucion de escala
libre con v = 2,4 (grafica naranja).

2.2.1. El algoritmo Barabasi-Albert

El algoritmo Barabasi-Albert quiere reflejar los dos fenémenos citados anterior-
mente, el crecimientos de las redes y la conexion preferente. Veamos en qué consiste dicho
algoritmo:

(1) Iniciamos el algoritmo con una red no dirigida con mg nodos con aristas entre ellos
distribuidas de manera arbitraria de manera que cada nodo tenga al menos una arista.

(2) En cada paso del algoritmo anadiremos un nodo con una cantidad de aristas prefijado,
m, es decir, de grado m prefijado. Esto reflejaréd la condicién de crecimiento de la red.

Por otro lado, para reflejar el fenémeno de la conexién preferente vamos a imponer
que la probabilidad II(k) de que una arista del nuevo nodo anadido esté conectada
con cierto nodo v; con grado k; sea

ki
ik

(k) = (2.7)

2.2.2. Variacion de los grados en funcion del tiempo

Para estudiar la evolucion del modelo Barabasi-Albert en funcién del tiempo, tenemos
que tener en cuenta la ecuacién (2.7), que nos da la condicién de la conexién preferente.
Vamos a estudiar como varfa el grado de un nodo cualquiera de la red en funcién del
tiempo, es decir, conforme vamos anadiendo nodos a la red. Para ello aproximaremos el
grado k; de v; mediante una funcién en la variable ¢ y obtendremos el siguiente resultado:

Proposiciéon 2.9. La variacion del grado k; de un vértice v; cualquiera con el modelo
Barabasi-Albert es:

ki(t) =m (;)ﬁ donde [} = ; (2.8)

Demostracion. Observemos que la variacién del grado de un nodo cualquiera v; que ad-

quiere nuevas aristas depende de los nuevos nodos que se incluyen en cada etapa con grado

m prefijado. Entonces, la variacion de grado de v; se puede expresar del siguiente modo:
dk; k;

(k) = m—t
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ya que como cada nuevo nodo anadido tiene m aristas, entonces el nodo v; tiene m
oportunidades de ser elegido por la probabilidad de ser elegido (la conexion preferente).
Ademas, se tiene que Zé\[:_ll k; = 2mt — m ya que el sumatorio recorre el ntimero
de nodos de la red excepto el ultimo anadido. Sustituyendo en la ecuaciéon anterior y
simplificando, se tiene que
dk; K
d  2t—1

que, tomando limites cuando ¢t — oo, se puede aproximar por

dk; ki dk,  dt

= = E—
dt 2t k; 2t

Si integramos con la condicién inicial k;(t;) = m, es decir, el nodo v; se une a la red
en tiempo t; con m aristas. Se tiene entonces que el grado k; de un vértice v; cualquiera
varia del siguiente modo a través del tiempo:

]

Observacién 2.10. A partir k;(t) podemos calcular la velocidad a la que cierto nodo
obtiene nuevas aristas:

dt 2 it

Observacion 2.11. Los nodos que forman parte de la red en las etapas mas tempranas
tendran un mayor grado conforme va aumentando el tiempo. Dichos nodos son los que
tienen mas posibilidades de convertirse en los llamados hubs (nodos con un nimero mucho
mayor de aristas, los nodos més populares de la red) debido al fenémeno de la conexién
preferente.

2.2.3. Distribucion de grados

Vamos a calcular la distribucion de grados py de las redes creadas a partir del algoritmo
Barabdasi-Albert y vamos a comprobar que siguen una distribucién en forma de ley de
potencias.

Definicién 2.12. Se dice que una variable aleatoria discreta X, cuyos valores posibles
son: 0,1,2,..., sigue una distribuciéon en forma de ley de potencias si su funciéon de
probabilidad es de la forma

pr =k,
Podemos calcular la distribucién de grados de las redes creadas mediante el mode-

lo Barabasi-Albert mediante una aproximacién discreta o mediante una aproximacion
continua.
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Aproximaciéon continua

Vamos a comprobar que las redes creadas a partir del modelo Barabasi-Albert siguen
una distribucién de grados en forma de ley de potencias, para ello vamos a demostrar el
siguiente resultado:

Proposicion 2.13. La distribucion de grados de las redes creadas a partir del modelo
Barabasi-Albert siguen la distribucion

1
p(k) = omBkY con v = 3 +1=3. (2.9)

Demostracion. Como la probabilidad de que un vértice v; tenga grado menor que k es
P [k;(t) < k], podemos reescribir dicha probabilidad del siguiente modo usando (2.8):

()]

Ahora, como en el modelo t = N porque anadimos un nuevo nodo en cada etapa, y
con esto, hay N = mg + t nodos en la red en cada etapa. La probabilidad anterior se
puede expresar del siguiente modo:

tpt(?jﬂ :1—P[ti§t(7§)21 :1—t(7z>2(t_1%).

Como en el limite cuando ¢ — oo se tiene que N = t. Entonces, la probabilidad de
que un nodo cualquiera tenga grado k o menor, que coincide con la distribucion de grado
acumulada, es

Plki(t) <kl =P

P

P%ﬂ)<ﬂ=1—<z>émnﬁzé

Finalmente, derivando esta ecuacién obtenemos la distribucion de grado:

[

_OP(k) 1m
0k B

= 2m2k 3.
+1

Pk

I

]

Observacién 2.14. Algunas de las ventajas de esta aproximacién son que no hemos
utilizado m para el célculo de v, ademas p, no depende de t ni de N. Por otro lado,
cuando k& — oo tenemos que p, = k=3, lo que nos da una distribucién en forma de ley de
potencias.

Aproximacién discreta

Vamos a calcular la distribucién de grados de una red creada mediante el modelo
Barabasi-Albert de forma recursiva y vamos a obtener el siguiente resultado:

Proposicién 2.15. La distribucion de grados exacta de una red creada a partir del modelo
Barabasi-Albert es
2m(m +1)

P e+ )k +2)

(2.10)
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Demostracion. Denotemos por N(k,t) el nimero de nodos con grado k en tiempo ¢ de
la red. La distribucién de grado en tiempo ¢, px(t), estd relacionada con esta cantidad ya
que se pude expresar como pg(t) = N(t,k)/N(t). En el modelo Barabési-Albert en cada
etapa anadimos un nodo, entonces el niimero total de nodos es igual al de la etapa en la
que estemos, luego N = t.

Entonces, podemos expresar la conexiéon preferente como:

_ kK
_Z]k]_th

(k) (2.11)
el término 2m refleja que en una red no dirigida cada arista contribuye al grado de dos
nodos.

Se tiene que el nimero de aristas esperados a conectarse con nodos de grado k después
de anadir un nuevo nodo es

- Npg(t) -m = l;pk(t), (2.12)

donde:

= ¢l primer término es la probabilidad de que el nuevo nodo vaya a conectarse con un
nodo de grado k, es decir, refleja la conexion preferente.

= El segundo término es el nimero total de nodos con grado k. Ademas en la funcién
refleja el hecho de que cuantos mas nodos de grado k haya, mayor es la probabilidad
de que un nuevo nodo se conecte a uno de ellos.

= Por 1ltimo, m es el grado del nodo que vamos a anadir; en la ecuacién nos dice que
cuanto mayor es m, mayor es la probabilidad de que se conecte.

Veamos como varia el nimero de nodos con grado k después de que un nuevo nodo
es anadido a la red. Observemos que pueden darse dos situaciones: que el nuevo nodo se
conecte con un nodo de grado k, lo que convertiria este tltimo en un nodo de grado k+1;
o que se conecte a un nodo de grado k — 1 lo que cambiaria el grado de este ultimo a k.
Veamos como afectan ambos casos a la ecuacion (2.12): en el primer caso tendriamos que
el nimero de nodos de grado k que cambian su grado a k£ + 1 es

k

5Pk (t)

y en el segundo, el nimero de aristas de grado k — 1 que cambian su grado a k es

k—1
2

Pre—1(1).

Utilizando esto tltimo podemos obtener el nimero de nodos de grado k en cada etapa,
es decir, después de que afiadimos un nodo:
kE—1 k
5 Pr_1(t) — gpk(t), (2.13)

ecuacion que podemos utilizar para averiguar el nimero de nodos con grado k& > m.

(N + Dpr(t + 1) = Npi(t) +
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Como no consideramos los nodos con grados kK = 0,1,...,m—1 en la red, ya que todos
los nodos tienen desde que se anaden como minimo m aristas, necesitamos una ecuacion
diferente para los nodos de grado m. Siguiendo los mismos argumentos de antes, tenemos
que:

(N + Dpm(t +1) = Npm(t) + 1 — %pm(zﬁ). (2.14)

Las ecuaciones (2.13) y (2.14) nos va a permitir calcular p;, de forma recursiva.

Pero primero, usemos el hecho de que estamos buscando una distribuciéon de grados
estatica, es decir, tomando limites cuando N =t — oo se tiene que pg(0c0) = pg. Si nos
fijamos en (2.13), despejando

e (®) — Spl0) = (N D+ 1) — N,

Y tomando el limite en la parte derecha de la ecuacion:
(N + Dpi(t +1) = Npi(t) = Npi(00) + pr(o0) — Np(o0) = pi(00) = pi.
Del mismo modo, para el caso m, fijindonos esta vez en (2.14):
(N + Dpn(t+1) — Npp(t) = pm.

Usando esto y despejando reescribimos (2.13) y (2.14), de la primera tenemos que:

2 pk_l:(N+1)pk(t+1)_Npk(t)+§pk=pk+§pk: 5 Dk,
por tanto,
k—1
Pk = - para k > m. (2.15)

Y del mismo modo, para el segundo caso:
m
L= 5pm =N+ 1)pu(t +1) = Npu(t) = pm
luego,
2
m+2
Por ultimo, vamos a aplicar la recursividad para calcular py. Escribimos la distribuciéon

de grado para el grado menor, es decir, cuando £ = m y usando las dos ecuaciones
anteriores:

Pm = (2.16)

m 2m
Pt = o 3P = m+ 2)(m + 3)
m+1 2m(m + 1)
Ptz = gt = (m+2)(m+3)(m+4)
m+ 2 2m(m + 1)
Pms = o 5™ 2 = (i + 3)(m + 4)(m + 5)

A partir de aqui podemos obtener la férmula recursiva, haciendo el cambio m+3 = k

en el denominador:
2m(m + 1)

k(k+1)(k+2)
que nos da la probabilidad de que un nodo cualquiera tenga grado k, es decir, la férmula
exacta de la distribucién de grado del modelo Barabési-Albert. O]

Pk =
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Corolario 2.16. El modelo Barabasi-Albert tiene una distribucion en forma de ley de
potencias, es decir, crea redes de escala libre.

Demostracion. A partir de la ecuacion (2.13),

k—1 k

9 Pk—1 — 5%

P =
podemos escribir
2pr = (k’ - 1)]91@71 — kpr, = —pr—1 — k(pk —pkq)

Pk — Pk—1 Opk
2o = —Ppq —k—-—- —pp_1 — k—.
Pk Pr—1 2 (k; 1) Pr—1 T

Obteniéndose
Pe= "5 ok
que, integrando, es aproximadamente:
Pr =~ ]{}_3.

2.2.4. Propiedades de las redes de escala libre

Las diferencias principales entre una red aleatoria y una libre de escala se encuentran
en la cola de la distribucion:

p_k

015

010

10712
0.05

-10 0 10 20 30

e R
(a) Escala normal. (b) Escala log-log.

Figura 2.4: Distribucién de Poisson con (k) = 10 (grafica azul) y distribucién de escala
libre con v = 2,4 (grafica naranja).

= Para valores pequenios de k, la ley de la potencia estd por encima de la de Poisson:
la red libre de escala tiene un ntiimero alto de nodos con grado pequeno.

» Para k cerca de (k), la distribucion de Poisson estd por encima de la ley de la
potencia: en una red aleatoria hay muchos nodos con grado k ~ (k).
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= Para valores altos de k, la ley de potencias vuelve a estar por encima de la de
Poisson: la posibilidad de encontrar un nodo de grado alto, un hub, es varios 6rdenes
de magnitud mayor en una red libre de escala.

Algunas de las propiedades de las redes de escala libre son:

1. Que se anadan nodos a través del tiempo en este tipo de redes permite la aparicién
de nodos cuyo grado supera varias veces el grado medio de la red, los llamados hubs.
Esto se refleja en que la red sigue una distribucion de grados en forma de ley de
potencias, es decir, del tipo p, ~ k7. La cola de la distribuciéon en forma de ley de
potencias en el grafico 2.3 nos indica que hay muy pocos hubs en comparacién con
los nodos con pocas conexiones al contrario que en las redes de escala libre donde
todos los nodos de la red tienen un grado uniforme, el grado medio.

2. Importancia de v: Mediante el valor de v podemos clasificar las redes, sin embargo,
el exponente v en la mayoria de redes de escala libre suele estar entre 2 y 3.

Aunque no vamos a explicar concretamente los calculos, si suponemos que en una
red hay un solo hub, se puede calcular el grado de este hub en base al nimero de
nodos de la red, obteniéndose: k.. = kminN 71 donde Emin €s el grado minimo de
la red. Podemos encontrar el calculo detallado de kyq. en la seccién 4.3 del libro [4].

Vamos a clasificar las redes de escala libre en:

» Régimen anémalo (7 < 2). El exponente 1/(y — 1) en la expresion de kg, es
mayor que 1, de esto se deduce que el nimero de nodos conectados al mayor
hub se incrementa mas rapido que el niimero de nodos existentes en la red, esto
con el paso del tiempo hace que el hub se quede sin nodos a los que conectarse.
Esta es una de las caracteristicas que implican que este tipo de redes no pueden
existir.

» Régimen de escala libre (2 < 7 < 3). Se tiene que el grado del hub, k.,
crece al mismo tiempo que el tamano de la red con exponente 1/(y —1) < 1.
Este tipo de redes de escala libre son las més frecuentes, algunos ejemplos son
la red de actores (y = 2,12), las redes metabodlicas (y = 2,2) y las redes de
interacciones de proteinas (y = 2,89), véase [15, 21].

= Régimen de red aleatoria (v > 3). Este tipo de redes de escala libre no se
diferencian mucho de las redes aleatorias. Para poder diferenciar ambas redes
necesitamos que ki, V kmae Se diferencien en varios ordenes de magnitud. Un
ejemplo de este tipo de redes es la red de colaboracién cientifica (y = 3,35),
véase [5].

3. Por ultimo, las redes de escala libre tienen una topologia de contacto muy heterogé-
nea, algunos nodos estdn conectados a muchos vértices (hubs), mientras que otros

sOlo estan conectados a unos pocos.
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Capitulo 3

Modelos analiticos epidemiolégicos

A lo largo de esta capitulo veremos un resumen desde el punto de vista matematico
de algunos de los modelos analiticos que se utilizan actualmente en epidemiologia. Estos
modelos se basan en dos hipotesis: clasificar cada individuo en base a la fase en la que se
encuentre de una enfermedad, si el individuo es susceptible, infectado o ya ha superado
la enfermedad; y que la probabilidad de contagio es uniforme, sélo depende de la
topologia de la red.

En primer lugar, vamos a clasificar a cada individuo basandonos en la etapa de la
enfermedad en la que se encuentran. Asi vamos a catalogar en

» Susceptible (S): individuos sanos que aiin no han tenido contacto con el patégeno.

» Infectado (I): individuos contagiosos que han tenido contacto con el patégeno y
por tanto pueden infectar a otros.

» Recuperado (R): individuos que ya han sido contagiados anteriormente pero ya
se han recuperado de la enfermedad, luego ya no son infectados.

La clasificacion de los individuos de la red en estos estados va a dar lugar a diferentes
modelos entre los que vamos a describir los modelos SI, SIS y SIR. Durante una epidemia
los individuos pueden cambiar de un estado a otro, por ejemplo, inicialmente, cuando
entra en contacto con el patéogeno, un individuo puede pasar de susceptible a infectado vy,
cuando ya ha pasado la enfermedad, pasar a ser recuperado.

3.1. Modelo Susceptible-Infectado (SI)

Supongamos que una enfermedad se propaga por una pobla-
cién de N individuos. Denotemos por S(t) el nimero de indivi-
duos susceptibles en tiempo ¢ y por I(t) el nimero de individuos
infectados en tiempo t. S I

Como la topologia de contactos es homogénea podemos su-
poner que un individuo cualquiera tiene de media (k) contactos
y fijemos la probabilidad 8 de que la enfermedad se transmita Figura 3.1: Modelo SI
de un individuo contagiado a uno susceptible.
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Vamos a calcular el niimero de individuos que van a estar infectados en tiempo ¢
suponiendo que en ¢ = 0 hay un infectado, es decir, la condicién inicial es 1(0) = 1 (el
estado inicial de la epidemia).

La probabilidad de que un individuo infectado se encuentre con un individuo suscepti-
ble es S(t)/N, entonces el individuo inicial mantendra contacto con (k)S(¢)/N individuos
susceptibles en tiempo ¢t. Como () individuos estaran extendiendo el patégeno con pro-
babilidad /S en tiempo ¢, la variacion de infectados respecto al tiempo es:

dI(t) S(t)I(t)
i PN
que denotando s = S(t)/N e ¢ = I(t)/N, y teniendo en cuenta que N = S(t) + I(t):

di . o
= = Blk)si = BR)i(1 — i) (3.1)

donde el producto (k) se denomina tasa de transmision o transmisibilidad. Resolvamos
la ecuacién diferencial (3.1) con condicién inicial I(0) = 1:
di N di
(1—1)
Para I(0) = 1, es decir, ip = 1/N, se tiene C' = log(io/(1 — o)), con lo que, sustituyendo
en la ecuacién anterior y despejando, la fracciéon de individuos infectados a través del
tiempo es

= B(k)dt = logi—log(1—1)= p{k)t+ C.

igeB k)t

T 1 — g + dgePRit

i

(3.2)

Observacion 3.1. De esta ultima ecuacion deducimos lo siguiente:
= Al principio, la fraccién de individuos infectados se incrementa exponencialmente.

» El crecimiento de i(¢) disminuye cuando ¢ crece, esto es debido a que cada vez quedan
menos individuos susceptibles. Es decir, en el limite cuando ¢ tiende a infinito todos
los individuos estaran infectados, es decir, cuando i(t — 00) =1y s(t — o0) = 0.

i(t)
1.0

0.8

0.6

0.2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 t
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.2: Modelo SI de pardmetros N = 1000, 5 = 0,5 y (k) = 30. Imagen generada en
Mathematica a partir de la ecuacion (3.2).
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3.2. Modelo Susceptible-Infectado-Susceptible (SIS)

Mediante este modelo reflejamos el hecho de que la mayoria
de los patogenos con el tiempo son anulados mediante el sistema

inmune o un tratamiento, para ello permitimos que los indivi- pa—
duos infectados que se recuperan de la enfermedad vuelvan a ser S I
susceptibles. La diferencia con el modelo anterior se encuentra

en que ahora permitimos que los individuos infectados se recu-
peren con una velocidad fija y, convirtiéndose en susceptibles de  Figura 3.3: Modelo SIS
nuevo. En este caso el modelo viene dado por una extension de
la ecuacién (3.1):

di , . .
5 = PR)(L = 1) — i, (3.3)
donde p es la tasa de recuperacion y e refleja la velocidad a la que la poblacion se recupera
de la enfermedad. Resolviendo la ecuaciéon diferencial

di log(u+ A — 1)) — log(i)

: : =dt = =t+C
i(BR) (1 —=1) = p) Blk) —
que junto con la condicion inicial 1(0) =ip = 1/N, se tiene:
(B(k)—p)t
P I B (3.4)
BlEY ) 1= CelBl-m

donde C' = iy/(1 — iy — p/B{k)).

i()
1.0

0.6
0.4+

0.2

L L L Il L L L Il L L L Il L L L Il t
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.4: Modelo SIS de parametros N = 1000, 5 = 0,5, p = 0,9 y (k) = 30. Imagen
generada en Mathematica a partir de la ecuacién (3.4). En este caso i(oc0) = 0,94.

Mientras que en el modelo SI eventualmente todo el mundo acaba infectado, la ecuacién
(3.3) nos indica que en el modelo SIS la epidemia tiene dos posibles finales:

» Estado endémico (p < f(k)). El nimero de nuevos individuos infectados es igual
al numero de individuos que se recuperan de la enfermedad, luego la porcién de
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individuos infectados de la sociedad no varia durante el tiempo. Esto es porque si
p < B(k), el lim;_, i(t) es una constante menor que 1. Podemos calcular i(co) que
es el punto donde la epidemia se estabiliza, esto es cuando ya no aumenta el niimero
de individuos infectados imponiendo di/dt = 0 en (3.3), obteniéndose

(o00) =1 M
i(o0) =1 B

Podemos ver la grafica de este caso en la imagen 3.4.

» Estado libre de enfermedad (u > [(k)). Para una tasa de recuperacién lo
suficientemente alta el exponente (G(k) — )t es negativo. Luego, ¢ decrece expo-
nencialmente a través del tiempo y por tanto la enfermedad desaparece, es decir, en
este caso i(o0) = 0.

Para entender cuando tendremos una situacién o la otra vamos a definir lo que es el
numero reproductivo béasico de una enfermedad:

Definicién 3.2. Denotaremos por Ry = ((k)/u al nimero reproductivo bésico, y se
define como el nimero promedio de infectados que genera un individuo a lo largo de un
periodo infeccioso.

= Si Ry > 1 la epidemia se encuentra en el estado endémico. De hecho, si cada indivi-
duo infectado infecta a mas de una persona sana entonces el patdogeno se propagard
rapidamente y persistird entre la poblacion. Cuanto mayor es el Ry, mas rapido es
el proceso de difusion de la enfermedad.

= Si Ry < 1 la epidemia se extingue, nos encontramos en el estado libre de enfermedad.
Si cada individuo infecta de media a menos de una persona entonces el patdégeno no
puede persistir en la poblacion.

3.3. Modelo Susceptible-Infectado-Recuperado (SIR)

Al contraer ciertos patogenos los individuos crean una
inmunidad a la enfermedad a través del tiempo, el modelo

SIR intenta reflejar este fenomeno. En vez de volver al estado
susceptible después de superar la enfermedad, los individuos S I R

son retirados de la poblacién. Luego el modelo esta regido
por las siguientes ecuaciones diferenciales:

A — _B(k)i(1—r — 1) Figura 3.5: Modelo SI
dt

& = —pi+ Bk)i(1—r —1) (3.5)

A

que describen la evolucion a través del tiempo de la fraccién de individuos en los estados
susceptible s, infectado 7 y recuperado r. Donde, como antes, los individuos infectados se
recuperan con una velocidad fija u pero ahora pasan a ser recuperados; y el factor (1—r—i)
nos senala los individuos que dejan de ser susceptibles o infectados respectivamente.

En este modelo la cantidad de individuos infectados a través del tiempo tiene limite
cero ya que cada vez habra menos individuos susceptibles en la poblacién, luego i(co) = 0.
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3.4. Los modelos SI, SIS, SIR considerando el grado
de los nodos

Todos estos modelos que hemos explicado anteriormente suponen que la red es com-
pleta y que la probabilidad de contagio es uniforme y, ademas, hemos supuesto el hecho
de que cada individuo tiene (k) contactos y por esto no tienen en cuenta la existencia de
nodos mas populares que otros. Con esta tltima suposicion disminuiamos la complejidad
del problema, ya que tenemos una misma ecuacion para todos los nodos.

Para intentar predecir el comportamiento real de una epidemia con exactitud es impor-
tante estudiar el rol que la topologia de contactos tiene en su expansion. No es lo mismo si
el individuo que esté contagiado no se relaciona con nadie o si tiene muchos contactos, en
el primer caso no se extiende la enfermedad y en el segundo se pueden contagiar muchos
nodos. Una posible forma de hacer esto es clasificando los nodos por grados y hacer los
modelos en funcién del grado de cada nodo. Con esta variacién del problema tenemos un
sistema de ecuaciones donde cada ecuaciéon se aplica a los nodos de cierto grado.

Los modelos siguientes difieren respecto a los que consideran el grado medio (k) en
que:

» Cambian el grado medio de la red, (k), por el grado de cada nodo, k.

» En estos modelo se anade una funcion de densidad O (t) que representa la fracciéon
de vecinos infectados de un nodo de grado k£ cualquiera, ya que esta va a depender
del tiempo y del grado. Vamos a denotar O(t) := Oy por simplicidad. Esto en los
modelos anteriores se representaba simplemente por 7, ya que estabamos asumiendo
la hipotesis de que la probabilidad de contagio era uniforme.

= Ahora, al contrario que en los modelos que consideraban el grado medio de la red,
vamos a tener un conjunto de ecuaciones, una para cada grado.

Podemos expresar i = 3", pxix, donde iy, = Ij, /Ny es la fraccién de individuos infectados
con k contactos entre todos los individuos de grado k de la poblacién. Por otro lado, se
definen analogamente la fraccién de individuos recuperados ry = Ry /Ny v la de individuos
susceptibles s = Si/Ng. Con esto, cada modelo se definird de la siguiente manera:

1. En el modelo SI tenemos que considerar como varian los individuos infectados en
funcion de su grado pero la ecuacion tendra la misma estructura que en 3.1, es decir
la tasa de infeccion es proporcional a § y a la fraccién de individuos que atin no han
sido infectados, es decir (1 — i):

d.
% = B(1 — i,)kOy. (3.6)

2. Analogamente, fijindonos en la ecuacion (3.3), para el modelo SIS tendriamos:

e~ B2 — RO — pis. (37)
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3. Y, por ultimo, para el modelo SIR, observemos que podemos obtener la fraccion
de individuos recuperados a partir de los infectados y recuperados. Ademads, este
modelo tiene una ecuacién parecida a (3.5), simplemente tenemos que incluir la ©,
como en los anteriores, por lo que el modelo seguiria las siguientes ecuaciones:

{(Zf = (51O — piy (3.5)

Sk :1—7“k—ik

No vamos a explicar con detalle estos modelos ya que se encuentra fuera del objetivo
de este trabajo pero el lector interesado puede encontrar los modelos SI, SIS y SIR mas
detallados en el capitulo 10, seccién 2 de [4] y los modelos que consideran el grado de los
nodos en la seccién 3 del capitulo 10 de [4].
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Capitulo 4
Complejos Simpliciales

En el capitulo 1 hicimos una introduccién sobre teoria de grafos. Observemos que en
los grafos s6lo habia relaciones binarias, es decir, entre pares de vértices. En este capitulo
vamos a introducir un nuevo concepto, los complejos simpliciales, que nos van a permitir
estudiar situaciones en las que varios agentes tengan una interaccion comun, es decir, son
una generalizacion de los grafos.

Por ejemplo, en el proceso de transmision de una enfermedad, si tenemos un grupo
de individuos que se relacionan continuamente, es logico pensar que la probabilidad de
que se contagie uno de ellos si un solo individuo esta contagiado no sera la misma que si
varios de ellos estan contagiados, véase [14].

Otro ejemplo es una red de colaboracion cientifica, los nodos serian los distintos indi-
viduos y los grupos estarian formados por las personas que han trabajado en un mismo
proyecto. Observemos que si tres cientificos trabajan en un mismo proyecto estan traba-
jando por parejas en él, con lo que se tendrian aristas entre cada pareja, pero también
trabajan los tres conjuntamente por lo que se puede representar esta relacion mediante el
tridngulo formado por los tres. Véase [17].

Mas ejemplos de estudio de redes con complejos simpliciales son las interacciones
proteina-proteina, las redes neuronales cerebrales y las redes seméanticas que pueden en-
contrarse respectivamente en [19, 10, 18].

Para las primeras definiciones relativas a simplices y complejos simpliciales vamos a
seguir mayormente los textos [11, 16].

4.1. Complejos simpliciales

Definicién 4.1. El conjunto finito de puntos {vg, v1,...,v,} de R" se dice que estan en
posicién general si los vectores {vg — vy, ..., v — v,} son linealmente independientes.
Definicién 4.2. Dado un conjunto finito de puntos en posicion general, {vg, vy, ..., v,}

en R", diremos que o es un g-simplice si es el cierre convexo de dichos puntos, es decir,

q q

1=0 =0

Llamaremos vértices a los puntos {vg, v1,...,v,} de o y diremos que su dimensién es g.

29



Proposicién 4.3. Sea ¢ > 1 y consideremos los puntos vy, vi, ...,v, € R". Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(a) los vectores vy — vy, Vg — Va, ..., Vg — Uy Son linealmente independientes,
(b) siXl orivi =31 syl ori =31 s; entoncesr; = s; para todoi € {0,1,...,q}.

Demostracion. Veamos en primer lugar (a) = (b). Supongamos que se cumple la hipdtesis
de (b), entonces si multiplicamos la segunda condicién por vy se tiene que Y7 ;v =
>4 sivo v restando esto a la primera condicién queda que Y7 7 (vg —v;) = YL si(vg —
v;). Utilizando el apartado (a), se tiene que s; = r; Vi € {1,...,q} entonces >7_,r; =
S s Y porser YL o1 =31 s se tiene g = sp.
Probemos ahora (b) = (a). Supongamos que Y7 ; \;(vg —v;) = 0, entonces, operando,

se tiene que YL \vg = S, \jv;. Tomemos

ro=0, =X\ V1<i<g,

So=>t N, s,=0 VI<i<g.
Entonces 37 o r; = 27 s; y usando (b) se tiene que r; = s; Vi € {0,...,q}. Por tanto,

Ai = 0 para todo i € {1,...,q} y los vectores vy — v1,v9 — Va, ..., Uy — Uy son linealmente
independientes. O

Observacién 4.4. Decimos que v, ...,v, € R" estan en posicién general si satisfacen
alguna de las condiciones de la proposicién anterior. Por la condicién (b), la propiedad de
estar en posicién general no depende del orden de los {v;}.

Definicién 4.5. Diremos que un subconjunto {v;,,...,v;,} de 0 = {vo,v1,...,v,} es una
p-cara de o. Si un simplice no es una cara de cualquier otro simplice, entonces decimos
que es un facet.

Definicién 4.6. Un complejo simplicial en R™ es una coleccion, K, de simplices tal que
1. Sio € K y 7 es una cara de o, entonces 7 € K.

2. Dados dos simplices 0,0’ € K, su interseccién, 7 = 0N ¢o’, en una cara perteneciente
aocyao.

Observacién 4.7. A cada elemento ¢ € K se le denomina g-simplice de K, siendo ¢+ 1
el cardinal de o. A la unién de los O-simplices de K la vamos a llamar el conjunto de los
vértices de K. A la unién de 1-simplices la vamos a denominar conjunto de aristas; a la
de 2-simplices, conjunto de triangulos, etc.

La dimension de K viene dada por dim K = méx{dimo: 0 € K}. Vamos a denotar
por (@ al simplice o de dimensién q.

4.2. Medidas de adyacencia

Al igual que en los grafos tenemos la nocién de grado, que nos da el niimero de aristas
que inciden en un vértice, necesitamos una nocién equivalente para simplices. Antes de
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dar dicha idea tenemos que ahondar en la nocién de adyacencia, que vamos a utilizar para
comparar las relaciones entre dos simplices.

Hay que tener en cuenta que para definir una medida de adyacencia tenemos que
expresar qué dos simplices vamos a comparar, en primer lugar, estudiaremos el caso en
que los dos simplices sean de la misma dimensién. Si queremos expresar que ambos estan
contenidos en otro simplice de una dimensién mayor, utilizaremos la nocién de adyacencia
superior. Este es el caso de dos tridngulos (2-simplices) que estén contenidos en un te-
traedro (3-simplice). Por otro lado, si ambos contienen una misma cara de una dimensién
menor, utilizaremos la adyacencia inferior. Por ejemplo, dos aristas que comparten un
mismo vértice. Todas estas definiciones se pueden encontrar en [10] y en [11].

En segundo lugar, estudiaremos distintas formas de adyacencias superiores e inferiores
en el caso de que los simplices que queremos comparar tengan distinta dimensién. Un
ejemplo de estos casos es si consideramos un triangulo y un tetraedro y estudiamos qué
tipo de relaciones inferiormente y superiormente tienen entre si.

Una vez hecho esto, vamos a definir distintas nociones de grado en asociadas a dichas
nociones de adyacencia.

4.2.1. Para simplices de la misma dimension
(9)

Dados dos g-simplices o, aj(q) de un complejo simplicial K.

Definicién 4.8. Decimos que son adyacentes inferiormente si o\ N UJ(-Q) = 7@ con

7@~ (g — 1)-cara de ambos. A 79 lo denominaremos simplice inferior comain. Vamos

gq) ~ Uj(.q).

a denotar a la adyacencia inferior como o
Definicién 4.9. Decimos que son adyacentes superiormente si ambos son caras del mismo

(¢ + 1)-simplice, al que denominaremos simplice superior comin. Vamos a denotar a la

(9) (q).

adyacencia superior como o, ~y 0;

Ejemplo 4.10. En la imagen 4.1, podemos observar que los 1-simplices {vq,vs} y {v1,v7}
son adyacentes inferiormente ya que tienen una 0-cara o vértice en comun v;.

Por otro lado, es facil ver que los 2-simplices {vq, va, v3} v {v1,v9,v4} son adyacentes
superiormente porque ambos son caras del tetraedro o(®).

Proposicion 4.11. Si dos q-simplices son adyacentes superiormente, también lo son in-
feriormente.

Demostracion. Sean o'? y ¢'(9 dos simplices de dimensién ¢ ambos caras de cierto o(@+b.

Por definicién de sfmplice o4tV es el cierre convexo de {vy,...,v,41} donde ciertos
{viy, ... v;,} formarén parte de o'? y ciertos {vj,,...v;,} de 0/@. La interseccién de estos
dos conjuntos formarén la (¢ — 1)-cara que tienen en comun. O

Proposicién 4.12. Sea K un complejo simplicial finito, y sean 0@ | "D dos simplices
en K. Si 0@ y o'D son adyacentes superiormente, entonces el (d + 1)-simplice que los
contiene es Uunico.

Demostracion. Supongamos que 7 y 7' son (d + 1)-simplices en K ambos conteniendo
a o @ y '@ como caras. Entonces o U ¢'D C 7N 7. Por la definicion de complejo
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simplicial, 7 N 7/ serd una cara tanto de 7 como de 7/. Como 7 es un (d + 1)-simplice y
o @ y ¢’ son dos d-simplices distintos, es facil ver que la tnica cara de 7 conteniendo a
o @ vy ¢'@ eg la misma 7. Entonces 7 = 7 N 7, lo que implica que 7 es una cara de 7'.
Como 7 y 7’ son ambos (d + 1)-simplices, se tiene que 7 = 7'. ]

Observacién 4.13. En la literatura, véase [11], se puede encontrar esta otra definicién
de adyacencia inferior: dos g-simplices distintos ¢@ | ¢/(9 son inferiormente adyacentes
en un complejo simplicial K, si ambos contienen un (¢ — 1)-simplice 7 en K como cara.

Ambas definiciones son equivalentes. Basta ver que si 0@ y ¢/(9 contienen a un 741
entonces 74D = 59 Ng"@_ Por hipétesis 7141 C 0@ Ne"9. Y por dimensiones 74~V =
@ N '@ (por ser 0@ y o' distintos).

Definicién 4.14. El grado inferior de un g-simplice @, al que vamos a denotar por
deg; (¢(9), es el niimero de (g — 1)-simplices en K que a su vez estdn contenidos en (@
(es decir, sus (¢ — 1)-caras). El grado inferior de un ¢-simplice, por tanto, es siempre

(q:;l) = ¢ + 1, que son las distintas combinaciones de ¢ + 1 vértices tomados de ¢ en g.

El grado superior de un g-simplice 0@, al que vamos a denotar por degy(c?), es el
niimero de (g + 1)-simplices en K tales que o9 es una g-cara de ellos.
Vamos a definir el grado de un g-simplice como:

deg(a(q)) = degL(a(q)) + degU(a(q)) = degU(a(q)) +qg+1

Ejemplo 4.15. En primer lugar vamos a entender mejor los distintos grados que podemos
calcular en un simplice mediante un ejemplo:

U3

Us U7

Figura 4.1: Complejo Simplicial K.
En la figura 4.1, vamos a calcular el grado inferior del tnico 3-simplice

4
deg; (6®) = #{2-simplices contenidos en ¢ y en K} = (3) =4,

que es precisamente el nimero de tridngulos que estdn contenidos en tetraedro o, los
formados por los conjuntos de vértices {vy,va,v3}, {v1,v9,v4}, {va, v3, 04} ¥ {V1,v3, 04}
respectivamente.
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Ahora, vamos a calcular el grado superior de un simplice, por ejemplo, el de vy, que
coincide con el grado normal de un vértice que vimos en el capitulo 1:

degy (v1) = #{1-simplices en K que contienen como cara a vy} = 5.

Por ultimo, vamos a calcular el grado de un 1-simplice. En la figura 4.1 podemos
observar que si denotamos por ¢! a la arista que une vs y v, entonces

deg(0) = deg, (o) + degy (o) = # {ug, va} + 3 = 5,

dénde el grado superior de ¢V es 3 porque esté contenido en los 2-simplices formados por
los cierres convexos de {vs, vy, v6}, {v1,v3,v4} y {ve, v3,v4} respectivamente.

4.2.2. Adyacencias generales para simplices de distinta dimen-
sion

Observemos que las anteriores definiciones de adyacencia no nos permiten comparar
simplices de distinta dimensién. Por ejemplo, en el caso de que uno de ellos sea un te-
traedro (3-simplice) y el otro sea un tridngulo (2-simplice) y ambos tuvieran una arista
en comun, necesitamos, por tanto, una nueva nocién de adyacencia inferior; del mismo
modo, si ambos estuvieran contenidos en un 5-simplice, necesitamos una nueva nocién de
adyacencia superior.

En esta seccion vamos a definir distintas medidas de adyacencia y de grado para los
casos en los que tenemos dos simplices de distinta dimension. Algunas de estas nuevas me-
didas de adyacencia y grado se establecieron por primera vez en [11]. En [20] se incluye por
primera vez una manera de contar los (¢ + h)-simplices que son adyacentes superiormente
a un g-simplice dado y una manera de contar el niimero de facets incidentes a un vértice.
Por 1ltimo, en [12], [13] se generalizan los grados introducidos por Moore-Drost-Swami.

Sean o\ un g-simplice y ajq/) un ¢'-simplice de un complejo simplicial K. Por simpli-
cidad vamos a omitir los subindices 7, j para no recargar la notacion.

Definicién 4.16. Diremos que 0@ y ¢(@) son p-adyacentes inferiormente si existe un
p-simplice 7() tal que es cara de ambos o(@ y o(d).

@ ~rL, o) o 3@ . 20 C 5@y 70 C ),
Observacién 4.17. Si ¢@ ~L, o(@) entonces 0@ ~L, o@) para todo 0 < p’ < p.
La observacién anterior nos da la siguiente definicion:

Definicién 4.18. Decimos que (@ y o?) son estrictamente p-adyacentes inferiormente,
también denominado p*-adyacentes inferiormente, si 0@ ~ Ly o'?) pero o@ Lps1 o),
Podemos denotar o(@ ~ Ly« o) ala adyacencia extricta inferiormente.

Del mismo modo podemos definir los distintos tipos de adyacencia superior como:

Definicién 4.19. Diremos que ¢? y ¢(9) son p-adyacentes superiormente si existe un
p-simplice 7(?) conteniendo a (@ y (@) como caras:

o@ ~u, o) o 30 . 5@ C 70y @) C ),
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Definicién 4.20. Decimos que 0@ y (@) son estrictamente p-adyacentes superiormente,
también denominado p*-adyacentes superiormente, si @ ~U, @) pero o@ XU o),
Podemos denotar @ ~U o) ala adyacencia extricta superiormente.

Observacién 4.21. Nétese que si ¢ = ¢' 'y p = ¢— h se generaliza la nocién de adyacencia
inferior para simplices de la misma dimension, pues para el casoen que ¢ =¢ yp=q—1
la nocién de (¢ — 1)-adyacencia inferior es igual a la de la adyacencia inferior de dos
g-simplices de la definicion 4.8.

Y del mismo modo, si ¢ = ¢’ y p = g + h se generaliza la nocién de adyacencia
superior para simplices de la misma dimension, en el caso particular de p = ¢ + 1, la
(¢ + 1)-adyacencia superior es igual a la definicién 4.9 de adyacencia superior entre dos
g-simplices.

Observacién 4.22. Sig=¢ yp=q+hcon h >0y o ~Ugin o@th) entonces
0@ es una cara de ¢ por la definicién de (g + h)-adyacencia superior y, por tanto,
o ~L, glath)

Observacién 4.23. Si ¢(@ ~L, o@) entonces 0@ y o(@) comparten p + 1 vértices. Por
tanto el menor simplice en el que estardn contenidos tendra que tener g+1+4¢'+1—(p+1) =
q+ ¢ — p+ 1 vértices, luego tendra que ser un p’-simplice con p’ = (¢ + ¢’ — p).

Proposicién 4.24. Seq 0@ ~IL. o'?) para cierto p y sea p' = q+¢ —p. Si o@ i ola),

entonces o'? U a'@) para todo h > 1.

Demostracion. Probemos el contrarreciproco. Supongamos que o ~U o@) para al-

giin h > 1. Entonces existird algiin (p/+h)-simplice 77" tal que ¢@ U ¢(@) C 7#"+M) En

particular, 7® ") tiene una p'-cara conteniendo a ambos ¢(@ y (@) como caras, entonces

ol@ ~y, o(d). ]
p

De estos resultados surge la siguiente definicion:

Definicién 4.25. Decimos que ¢ y ¢@) son p-adyacentes si son p*-adyacentes inferior-
mente pero no p’-adyacentes superiormente, para p’ = g+ ¢ — p:

o@ ~a, o) o 5@ ~L,. o)y @ <y, paCoN
Decimos que 0@ es mazimalmente p-adyacente a 0@ si:
o) ~a oD o @) ~a, a@ y o) ¢ @)y @) . 5@ ~a, o

Ejemplo 4.26. La nocion de p-adyacencia maximal nos permite ver cuales son los sim-
plices que se relacionan maximalmente con uno dado, es decir, de entre todos los simplices
que son p-adyacentes a uno dado contar sélo los que sean facets. Por ejemplo, en la imagen
4.2, consideremos el tridngulo ¢/, podemos ver que el tetraedro blanco y el tridngulo
azul son l-adyacentes maximales a él. Sin embargo, los triangulos formados por los vér-
tices {vs, vy, v} y {vs,v4,v5} del tetraedro blanco son l-adyacentes a ¢'® pero no son
1-adyacentes maximales por no ser facets.
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U3 Vs

V2

(%

Figura 4.2: Complejo simplicial.

Definicién 4.27. Podemos definir las siguientes nociones de grado inferior:

» el p-grado inferior de un g-simplice @ como el nimero de ¢’-simplices que son
p-adyacentes inferiormente a o9, es decir,

deg? (09) 1= # {g(q’) o~y U(q)}‘
w el p-grado inferior estricto de un g-simplice 0@ como el nimero de ¢’-simplices que
son p*-adyacentes inferiormente a o).
degl (o@) 1= # {U(q’) oy 0@y 0@ ey U(q)}.

= el (h,p)-grado inferior de un g-simplice 0@ como el nimero de (g — h)-simplices
que son p-adyacentes inferiormente a o@ | es decir,

deg%p(o(‘n) =4 {U(q—h) gl o) 0(11)}.
P
w el (h,p)-grado inferior estricto de un g-simplice 0@ como el nimero de (g — h)-
simplices que son p*-adyacentes inferiormente a o9, es decir,

degh?" (o0) 1= # {g(q—h) N L O(q)}

Ejemplo 4.28. Teniendo como referencia la figura 4.3 vamos a calcular:
» ¢l 1-grado inferior de o®):
degi(a(g’)) — #{U(Q): o@D~y 0(3)}
= #{0P} 4 #{Aristas de 0} + #{Tridngulos de o®}
=1+ 6+ 4=11

= el (1,1)-grado inferior de o/*):
degkl((j/@»)) - #{7(2) - 72 ~1, U/(B)}
= #{0'P} + #{Triangulos de 0¥} + #{Triangulos de ¢”®}
+ #{Tridngulos de o™ que contengan a {v, vs}}
=1+44+ 4-1)+ 3=11
donde en ¢”® restamos 1 porque uno de los tridngulos se repite (el tridngulo

{v7, 8,112} estd incluido en ¢’®) N ")),
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= el (1,1)-grado inferior estricto de ¢/®, es decir, h = p = 1:

degkl*((j/(S)) — #{7(2) —-e) ~L, i) y 7 o, J/(3)}
= #{o'@} + #{triangulos de o que contienen a {v,vs}}
+ #{Tridngulos de ¢”® que sélo contienen una arista de o’®}
—1+3+3="T

Observemos que con el (1, 1)-grado inferior estricto estamos contando sélamente las
componentes de mayor dimensién que contengan sélamente una arista de o’®).

Vs V10

Figura 4.3: Complejo Simplicial K.

Definicién 4.29. Podemos definir las siguientes nociones de grado superior:

» el p-grado superior de un g-simplice 0(? como el ntimero de ¢-simplices que son
p-adyacentes superiormente a 0@ es decir,

degg(g(q)) = 4 {g(q’) () ~u, U(Q’)}.

el p-grado superior estricto de un ¢g-simplice 0@ como el ntimero de ¢’-simplices que
son p*-adyacentes superiormente a ol@:

degl) () 1= # {U(q’) () ~u, o)y 5@ U, g(q’)}‘

= el (h,p)-grado superior de un g-simplice ¢(@ como el niimero de (g + h)-simplices
que son p-adyacentes superiormente a o'@ es decir,

degh? (o) .= # {U(q+h) () ~u, U(q+h)}'

= el (h,p)-grado superior estricto de un g-simplice (9 como el nimero de (¢ + h)-
simplices que son p*-adyacentes superiormente a o(9:

degh? (o) := # {U(Q+h) 0D~y )y 6@ ey J(quh)}

36



Ejemplo 4.30. Denotemos 71 a la arista que une {v,vs}. En la imagen 4.3 vamos a
calcular el 2-grado superior de 7(1:

deg? (V) = # {O(q) W~y o (q)}
= #{Tridngulos de o'® que contienen a 7'(1)}
+ #{Aristas de o'¢ que cumplen la condicién}
+ #{Vértices de o' que cumplen la condicién}
+ #{Tridngulos de o™ que contienen a 71}
+ #{Aristas de o que cumplen la condicién}

+ #{Vértices de o™ que cumplen la condicién }

+ #{v} + #{vs}
=2 +4+24+3+6+3+1+1 =22

Ahora, vamos a ver un ejemplo de calculo de (h,p*)-grado superior. Consideremos
h =2y p=3, calculemos el (2,3*)-grado superior del vértice v.
deg?® (v) = #{7@: v ~p, TP y v 0y, TP
— #{Triangulos de ¢'®} 4 #{Tridngulos de o®}
=4 + 4 =8
Definicién 4.31. Definimos el p-grado adyacente de un g-simplice o9 como:
degi(a(q)) = {U(q’) () ~a, U(q/)}
Definicién 4.32. Definimos el p-grado adyacente mazimal de un g-simplice o9 como:

deg’j (U(q)) = {U(q/) - gld) ~a U(Q)}

Ejemplo 4.33. Vamos a calcular el 1-grado adyacente de ¢/®), en cada caso p’ = 3+¢' —
1=q¢ +2.
degh(a'(?’)) = 4 {J(Q’) co'® oy, J(q’)}
=4 {U(q’) 0~y o)y o) U, a(q’)}
— #{U/(Z)} + #{0(4)}
+ #{Tetraedros de o™ que contienen a {v, vs}}
+ #{Tridngulos de o™ que contienen alguna arista de o’®}

+ #{Tridngulos de o ") que contienen alguna arista de o’ (3)}
=14+1+3+3+ 3= 11

Ahora, vamos a calcular el 1-grado adyacente maximal de ¢’®). Para ello tenemos que

ver cuales de los simplices y caras contados en el calculo del 1-grado adyacente anterior
verifican la segunda condicién. Es decir, tenemos que ver cudles son facets de entre todos
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los contados anteriormente. Y los tinicos que no cumplen esta segunda condicion son las
caras de 0(4), por tanto:

degy (0') = #{0"P} + #{oW}
+ #{Tridngulos de 0”"® que contienen alguna arista de o’}
=141+ 3= 5.

Observacion 4.34. El p-grado adyacente maximal de un ¢-simplice s6lo cuenta los sim-
plices maximales p-adyacentes de un simplice dado.
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Capitulo 5

Modelos Simpliciales en
Epidemiologia

En el capitulo 3 vimos algunos modelos epidemiolégicos que se aplicaban a redes,
basados en las relaciones entre pares de individuos. Sin embargo, podemos pensar en
situaciones mas complejas, en las que un individuo sano tenga que estar en contacto con
dos o més individuos contagiados para poder contraer la enfermedad; es decir, un contacto
que sélo tenga un vecino contagiado no es suficiente para que este contraiga la enfermedad.

Vamos a estudiar un modelo basado en esta tltima hipotesis, el modelo SCM pro-
puesto por lacopini, Petri, Barrat y Latora, que puede encontrase en el articulo [14]. Para
poder entenderlo mejor, en primer lugar, veremos un algoritmo de generacién de comple-
jos simpliciales basado en el algoritmo de generacién de redes aleatorias G(n,p) que ya
estudiamos anteriormente.

5.1. Algoritmo RSC

Una forma de generar complejos simpliciales aleatorios es mediante el algoritmo que
vamos a ver a continuacién, este estd basado en el algoritmo G(n,p) que vimos en el
capitulo 2. Recordemos que el algoritmo G(n,p) se basa en dar dos valores iniciales: el
numero de nodos n y la probabilidad p de que dos nodos cualesquiera estén unidos.

El algoritmo de generacion de complejos simpliciales aleatorios se denomina algoritmo
RSC, que son las siglas en inglés de “random simplicial complexes”. Este algoritmo nos
permite mantener un (4,4)-grado superior medio (deg}y (v)) entre los vértices del complejo
simplicial para cada i, es decir, que todos los vértices del complejo simplicial tengan un
numero medio de aristas, triangulos, tetraedros, etc. Recordemos que

degii(v) == # {U(i) L v~y O'(i)},

es decir, cuenta el niimero de ¢-simplices en los que esta contenido v. A los distintos grados
medios vamos a denotarlos por <deg§}i> para no recargar la notacion.

Los parametros iniciales de este algoritmo son el nimero de nodos n y las probabili-
dades {p1,...,pm}, donde p; es la probabilidad de que dados j + 1 vértices, estos formen
un j-simplice.
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5.1.1. Algoritmo RSC para m=2

Para el caso m = 2, los pardametros iniciales son (n, p1, p2) y el algoritmo es el siguiente:

1. En primer lugar, vamos a crear los 1-simplices. Al igual que en el algoritmo G(n, p;)
creamos una lista ordenada de parejas (v;,v;) con 0 < i < j < n y una lista de
numeros aleatorios entre 0 y 1 tantos como parejas haya y vamos a unir dos vértices
v; y v; si el nimero correspondiente es menor que p;.

2. Del mismo modo, para crear los 2-simplices, hacemos una lista de las posibles tri-
pletas (v;,v;,vx) con 0 < i < j < k <ny creamos otra lista de niimeros aleatorios.
Unimos v;, v; y v, mediante un tridngulo relleno si el ntimero correspondiente es
menor que ps.

Para los casos en que m > 2, se puede extender el algoritmo andlogamente.

Ejemplo 5.1. Vamos a generar un complejo simplicial con los pardametros (7,1/5,1/10).

1. Podemos utilizar el primer paso del ejemplo 2.2. Entonces tenemos las aristas:

U3
(%3

v
Us
V4
U7
o)
Figura 5.1: Etapa 1 algoritmo RSC.
2. Para el segundo paso, generamos una lista de (;) = (7_73!)!3! = 35 nimeros, esto es el

numero de 3-tuplas sin orden ni repeticién que se pueden hacer en un conjunto de
7 elementos.

In[2]:= RandomReal[l, 35]

Out[2]= {0.052415, 0.636277, 0.346155, 0.533427, 0.347406,
0.878891, 0.169006, 0.118943, 0.205094, 0.996771, 0.409327,
0.49475, 0.00936684, 0.0360493, 0.602858, 0.0272144,
0.785248, 0.443358, 0.589911, 0.701515, 0.808285, 0.242054,
0.729435, 0.00169908, 0.691968, 0.734377, 0.935193,
0.806095, 0.807192, 0.696801, 0.888702, 0.612262, 0.772521,
0.249138, 0.166074}
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Y vamos a numerar las 3-tuplas de vértices {(v;,v;,vx) }1<icj<k<r de la siguiente
manera:

H Numero ‘ 3-tupla ‘ N© en la lista H

1 {01, v9,03) | 0,052415
2 {v1,v9,v4} 0,636277

5) {’017 Vo, ’07} 07347406
6 {Ul, Vs, U4} 0,878891

34 | {us,ve,vr) | 0,249138
35 | {vs, 06,07} | 0,166074

que a su vez vamos a hacer corresponder con los nimeros que aparecen en la lista
anterior, segun orden de aparicién (tercera columna).

Con la lista anterior las tnicas 3-tuplas que nos van a aparecer en el complejo
simplicial son: {vy,ve,v3}, {v1,v5, 06}, {v1, 05,07}, {va,v3,v4} v {v2,v5,v7}. Con lo
cual nos quedaria el complejo simplicial 5.2:

U3
Ve

Uy

U7
V2

Figura 5.2: Complejo Simplicial Aleatorio generado por el algoritmo RSC. Etapa final.
Este complejo simplicial esta formado por la unién de los siguientes conjuntos:

Los 0-simplices (vértices): {vy, ve, v3, V4, Vs, Vg, U7 }

Los 1-simplices (aristas): {{v1,vs}, {ve, v6}, {va, vs}, {v4, v7}}

Los 2-simplices (tridangulos): {{v1, va,vs}, {v1, vs, v}, {v1,v5, v7}, {ve, v3,v4}, {ve, vs, v7}}

Observacion 5.2. Los tridngulos que se han incluido en la segunda etapa pueden hacer
que se incremente el niimero de aristas del complejo simplicial, ya que algunas pueden no
haberse incluido en la primera etapa del algoritmo. Por ejemplo, la arista {vy, v, } ha sido
anadida en la segunda etapa al anadirse el tridangulo rosa.

Observacién 5.3. Este modelo permite la presencia de subgrafos completos de (k + 1)
vértices sin que sean k-simplices. Esto se da en el ejemplo anterior, podemos observar que
tenemos tridngulos “rellenos” y “vacios”, codificando las relaciones entre un grupo de 3
vértices y entre grupos de 2 vértices respectivamente.
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Observacion 5.4. Matematicamente, hay otra manera de representar relaciones entre
varios individuos, mediante hipergrafos. Los complejos simpliciales son un caso particu-
lar de hipergrafos ya que estos tltimos consideran relaciones entre varios individuos sin
tener que considerar subrelaciones entre ellos, es decir, no considera la primera condi-
cién de la definicion de complejo simplicial. Mas informacion sobre hipergrafos y modelos
epidemiolégicos en hipergrafos puede encontrarse en [6].

Calculo de (i,i)-grados superiores medios de los vértices

Vamos a calcular el niimero esperado de i-simplices incidentes en un nodo cualquiera
del complejo simplicial, al que vamos a denotar por (deg’l}z}. Sélo vamos a calcular los
casos en los que ¢ = 1y i = 2 que son los que podemos encontrar en [14]; nos vamos a
centrar en calcular el nimero medio de aristas del complejo simplicial que corresponde al
grado medio normal, el que denomindbamos (k) y el nimero medio de tridngulos en el
estd incluido un vértice cualquiera.

El proceso que vamos a seguir es el siguiente, como el algoritmo RSC para m = 2
estd dividido en dos etapas (primero incluye las aristas y luego los tridngulos), entonces
vamos a calcular primero el niimero medio de aristas que tiene un vértice cualquiera en
la etapa 1 y luego vamos a calcular el nimero de triangulos en la etapa 2. Como al
anadir los triangulos en la segunda etapa del algoritmo se modifica el nimero de aristas
en todo el complejo simplicial, tenemos que modificar el niimero medio de aristas que
hemos calculado en la primera etapa.

Entonces, vamos a ver como cambia el nimero medio de aristas y tridngulos en cada
etapa para los pardmetros (n, p1, p2).

= Etapa 1. En esta etapa s6lo podemos calcular el caso en que ¢ = 1, dado un conjunto
de n vértices con probabilidad p; de que dos vértices cualesquiera v;, v; estén unidos
con una arista. Podemos calcular el nimero medio de aristas que sale de un vértice
cualquiera, que es el mismo que cuando calculabamos el grado medio de una red
aleatoria generada con el algoritmo G(n, p;). En nuestro caso tenemos tenemos que
el grado medio de aristas de un nodo cualquiera del complejo simplicial (deg}]’l> es
el nimero de nodos con los que puede estar unido mediante una arista, N — 1, por
la probabilidad de que dos nodos cualesquiera estén unidos p;, es decir,

(degy') = pr(n —1)

que es el (1,1)-grado superior medio de los vértices del grafo que tenemos en esta
etapa. Observemos que coincide con el célculo de (k) que hemos hecho en (2.3).

» Etapa 2. Calculemos primero el caso en que ¢ = 2, es decir el nimero medio de
tridngulos que contienen un vértice cualquiera, y a partir de este calcularemos el
caso en que ¢ = 1, el nimero medio de aristas del complejo simplicial (ya que en
este segundo paso al anadir los triangulos vamos a anadir mas aristas de las que
habia en la primera etapa).

Como la probabilidad de que haya un 2-simplice con vértices v;, vj, vy cualesquiera
es po. Entonces, el nimero medio de triangulos adyacentes a un vértice cualquiera
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del complejo simplicial es el producto de la probabilidad p, por el nimero de com-

binaciones de los n — 1 vértices restantes cogidos de dos en dos, que coincide con

(";1), luego,

(n—1)(n—2)
2 Y

que es precisamente el (2, 2)-grado superior medio de los vértices del complejo sim-

plicial obtenido por el algoritmo RSC.

(degi”) = pa (5.1)

Calculemos ahora (deg(ljl) del complejo simplicial. Observemos que podemos calcu-
larlo considerando el (deglljl> en la primera etapa y estudiando como influye a este
grado los triangulos que hemos anadido en la segunda etapa.

Si consideramos un vértice cualquiera v;, cada tridngulo que sea adyacente a él
{vi,vj, v} para ciertos 4, j contribuira al (1, 1)-grado superior con 2 aristas: {v;,v;}
y {vi, v} si ninguna de estas dos aristas estaban incluidas en la anterior etapa, esto
pasard con probabilidad (1 — p1)?, que es probabilidad de la interseccién de los dos
sucesos, ya que ambos tienen probabilidad (1 — py).

Analogamente, si una de las dos aristas anteriores ya estaba en la etapa 1, por
ejemplo la arista {v;, v;}, entonces la otra arista {v;,v;} contribuira en 1 al grado,
el razonamiento es andlogo en el caso de que esté {v;,v;} pero no {v;,v;}. Como
cada caso ocurre con la misma probabilidad p;(1 — p;) y la interseccién de estos
sucesos es vacia entonces la contribucién al (1, 1)-grado superior es la suma de ambas
probabilidades, esto es 2p;(1 — p;). En general, el grado del vértice v; se incrementa
de media en

2-(1—=p1)* +2p1(1 = p1) = 2(1 — p1)
por cada 2-simple que tenga a v; como uno de sus vértices.

Finalmente, para pi,ps < 1, podemos escribir el (1,1)-grado superior medio espe-
rado de cualquier vértice (degy') como la suma de las contribuciones al grado de
las aristas y las contribuciones de las aristas de los 2-simplices, es decir,

(degy') ~ (n — 1)p1 + 2(degz;”) (1 — p1), (5.2)

donde hemos multiplicado 2(1 — p1) por (deg’) porque es el nimero medio de
triangulos que se anaden en la segunda etapa.

Observacién 5.5. A partir de las expresiones (5.2) y (5.1) podemos despejar p; y pa
para poder calcular las probabilidades que necesitamos introducir en el algoritmo RSC
para tener ciertos (7,4)-grados superiores medios.

Se puede calcular el (degzﬂ de los vértices del complejo simplicial de forma analoga
en las siguientes etapas del algoritmo SCM.

Para el caso i = 3: siguiendo un razonamiento similar, ahora como estamos anadiendo
tetraedros hay que volver a calcular el nimero medio de tridngulos y de aristas que
contienen un vértice cualquiera:
p3%

(deg?) = po "=H=2) 4 3(deg”) (1 — pa)
(degy') = (n — 1)p1 + 2(degy”) (1 — p1) + 3(degy”) (1 —p1)

—~
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)

g
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Como podemos observar, segtin vamos aumentando en valor de m, el valor del grado
(degy’) depende de todos los anteriores. En el caso general, tendremos que:

(n—1)(n—2)-(n—1)
7

<deg§}i> =Pi

(degy') = (n— L)p1 + 2(degi*) (1 — p1) + - - - + i{degiy) (1 — p1)

5.2. Modelo de Contagio Simplicial (SCM)

El modelo propuesto por Iacopini, Petri, Barrat y Latora para complejos simpliciales
se denomina en inglés “Simplicial Contagion Model”, en adelante nos referiremos a él por
sus siglas SCM.

El SCM de orden D es una variante de los modelos SI'y SIS para complejos simpliciales.
Con el objetivo de modelar un proceso de contagio en un complejo simplicial K vamos
a asociar a cada vértice v; de K una funcion dependiente del tiempo que represente el
estado del nodo en cada instante, a esta funcién la vamos a denotar por z,. (t) € {0,1}
con ¢ = 1...n. Esta funcion serd 1 si el vértice v; esta infectado y 0 si es susceptible.

En cada instante t consideremos la funcién:

1 n

= Z: (5.3)
que es la fraccion de nodos infectados en la poblaciéon en tiempo t. Observemos que esta
funcién p(t) la denomindbamos ¢ en el capitulo 2 cuando estdbamos estudiando los modelos
analiticos en epidemiologia.

Consideremos ademads los siguientes parametros {1, ..., Sp} donde cada ; es la pro-
babilidad de que un nodo susceptible v cualquiera de la red que forme parte de un simplice
oP) sea infectado por cada una de las caras de dimensién ¢ de oP) en las que esté con-
tenido, bajo la condicion de que todos los otros vértices de dichas caras estan infectados.

En particular, 8; corresponde a la probabilidad de que un nodo v; se infecte por el
nodo infectado v; a través de la arista {v;,v,;}. Del mismo modo f; es la probabilidad de
que un nodo cualquiera v; sea infectado a través de un 2-simplice {v;, v;, vy} donde v;, vy
son nodos cualesquiera de la red y ambos estan infectados.

Por otro lado, al igual que en el modelo SIS, consideraremos también el pardmetro p
que es la probabilidad de recuperacion de cualquier nodo v; de K.

5.2.1. SCM de orden D

Vamos a estudiar el SCM usando la teoria del campo medio, esta consiste en reemplazar
ciertos parametros de un modelo por la media, de esta manera obviamos fluctuaciones; es
una aproximacién pero resulta muy efectiva para comprender mejor el comportamiento
de un sistema. Estudiemos la variacién del niimero de nodos infectados en un complejo
simplicial a través del tiempo.
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Sea B = {f,,w = 1,2,...,D} el conjunto de las probabilidades de infeccién y p la
probabilidad de recuperaciéon de un nodo cualquiera de la complejo simplicial. Vamos a
asumir que entre dos nodos cualesquiera v;, v; no son dependientes los estados en el que se
encuentre cada uno a través del tiempo: x,,,x,; Vi, j respectivamente. El SCM de orden
D propuesto viene determinado por la siguiente ecuacion:

dp(t) S o
0 o) + 3 B ldesi ) (1) L — (1) (5.4)
w=1
que nos da la fraccién de nodos infectados a través del tiempo y donde p*(t) := [p(t)]*.

Donde el primer término hace que se quite la fracciéon de nodos del complejo simplicial
que ya se han recuperado, con probabilidad p. El sumatorio nos anade la fraccién de
nuevos vértices infectados en cada instante de tiempo; y cada sumando del sumatorio nos
da la fraccién nueva de nodos infectados por arista (w = 1), tridngulo (w = 2), tetraedro
(w=13), ..., respectivamente.

Observemos que si en un tridangulo no todos los vértices estan infectados no hay que
considerar la probabilidad (3, ya que se convierte en el caso de que una arista esta con-
tagiada. Lo mismo nos pasa en los w-simplices con w > 2, tienen que estar los w nodos
contagiados para que el nodo que estamos estudiando tenga probabilidad 3, de infeccion,
el resto de casos estan agrupados en los sumandos anteriores. Por tanto, para cada vértice
solo hay que considerar las caras de mayor dimensién en las que todos los vértices estén
infectados, esto se puede observar en la imagen 5.3, de aqui que se multiplique por p“(t).

Observacion 5.6. En el caso D =1 el SCM tiene la siguiente ecuacion:

—= = —pp(t) + Bi{degy)p(t) [1 — p(t)]

que, si cambiamos p(t), 51 y <degbl> por i, § y (k) respectivamente, es el mismo que
i
= = BURYI(L =) — i
que es la ecuacién (3.3) que vimos en el capitulo 1 en el modelo SIS. Por tanto, el caso
D =1 el SCM se reduce al modelo SIS que vimos anteriormente.

Estudiemos el caso en el que D = 2 para entender el comportamiento de la enfermedad
en funcion de los diferentes pardametros iniciales y comprender el primer caso puramente
simplicial no trivial.

5.2.2. SCM de orden D =2

Podemos ver el diagrama que nos explica qué ocurre en cada uno de los casos para el
caso D = 2 en la figura 5.3.
La ecuaciéon del SCM de orden 2 es

dizit) — —pp(t) + B (deg ) p(t) [ — p(t)] + BoldegZ®)p?(8) [1 — p(8)] . (5.5)
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Figura 5.3: Figura creada a semejanza de la figura 1 del articulo [14].

a-f Las diferentes formas de que contraiga la enfermedad el nodo v; mediante el SCM
para el caso D = 2. g es el cambio de estado de infectado a susceptible. Los vértices en
rojo son individuos infectados y los azules individuos susceptibles. 5; y (2 son las proba-
bilidades de infeccién por arista y por un tridngulo respectivamente; y p la probabilidad
de recuperacion.

En a, c: v; sélo estd en contacto con un individuo infectado por una arista, mientras que
en b, d esta en contacto con dos individuos infectados ambos por medio de una arista.
En ambos casos se tiene una probabilidad de contagio [3;.

En e y f, el nodo v; pertenece a un triangulo. En e se tiene que la infeccién sélo se puede
contraer mediante la arista que une v; con v, con probabilidad de contagio 51; y en f
como sus dos vecinos estan contagiados puede darse la infeccién por medio de las aristas
correspondientes con probabilidad £ y mediante el triangulo con probabilidad S;.

Por 1ltimo, g representa la transformaciéon de infectado a recuperado que para cada nodo
infectado v; se da con probabilidad .

Como en el modelo SIS, podemos calcular p(oco) = lim;_,, p(t), que es el punto donde
la epidemia se estabiliza, esto es cuando ya no aumenta el nimero de individuos infectados.

Imponemos d’;—g) = (0 para obtener los puntos criticos de la funcién p(t), entonces:

—pp(t) + Bi(degg ) p(t) [1 = p(t)] + Baldegy”) o (¢) [1 = p(1)] = 0.
Dividiendo por p y sacando factor comun p(t) se tiene que

61<deg%]71> [1 _ p(t)] o 52<deg?j2>p

p p () [1 = p(®)]] = 0. (5.6)

—p(t) |1 -
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Observemos que podemos denotar por

1,1
)\1 — 61<degU > — RO

]

que, como sabemos, es el nimero reproductivo basico de la definicién 3.2. Por otro lado,
podemos denotar por

Ny = Ba(degy”) 7

1
que va a ser el nimero promedio de parejas de individuos infectadas que genera un indi-
viduo a lo largo de un periodo infeccioso. Por tanto, el nimero reproductivo basico que
vimos en la definicién 3.2 va a convertirse en un vector de probabilidades {A1, A2}, donde
habra tantos \; como la dimensién del complejo simplicial.

Sustituyendo los valores de A\; y Ay en (5.6), la ecuacién nos queda del modo siguiente:

—p(t) [1 = A [1 = p(t)] = Aap(t) [1 = p(8)] = 0.

Las soluciones de esta ecuacion —p[1 — (1 — p) — Aap(1 — p)] = 0 son:

Ao = A £/ — Aa)2 — 4do(1— Ny)

=0 = . 5.7
P1 Y P2+ 2 ( )

Por lo anterior, podemos reescribir la ecuaciéon (5.5) del siguiente modo:

— 5 = P [p(t) = 2] [o(t) — p2-]. (5-8)

Estudiemos los posibles finales de la enfermedad dados por el modelo SCM de orden
2. De igual forma que en el modelo SIS, vamos a estudiar p(co) en funcién de los valores
de A1 y Aa. Como ya hemos visto, las soluciones de la ecuacion d‘;—(tt) = 0son py, pat ¥ po—;
y, por otro lado, sabemos que el valor p(c0), en el cual la enfermedad se estabiliza, tiene
que estar en el rango [0, 1].

La solucién p; = 0 corresponde al estado libre de enfermedad en el que todos los
individuos se recuperan y la enfermedad se extingue. Veamos cuando se dan y cuales son
los valores de las otras dos soluciones pay v po_.

Como (5.7) son funciones en dos variables, a semejanza de cuando estabamos estu-
diando los posibles finales del modelo SIS en el capitulo 1 en funciéon de Ry; vamos a
estudiar dos casos diferenciados, vamos estudiar los posibles finales de la enfermedad con
modelo SCM en funcién de si Ay < 1y si Ay > 1.

Veamos en primer lugar el caso en que Ay < 1. Para ello vamos a estudiar poy y po_
en funcion de los posibles valores que puede tomar \;. Vamos a separar en 3 casos:

1. En el caso en que 0 < A\; < 1 se tiene que cuando ps_ y poi son un numeros reales
son siempre negativos, como se puede observar en la imagen 5.4. Por tanto, en este
caso la tnica posible solucién es p; = 0 (recordemos que las posibles soluciones
siempre tienen que estar en el intervalo [0,1]) y la enfermedad desaparece con el
tiempo, la enfermedad se encuentra en un estado libre de enfermedad.
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(a) Valores de pa— en funcién de A\ y Ag. (b) Valores de pa4 en funcién de A1 y Aq.

Figura 5.4: Calculo de las soluciones py_ y pos en funciéon de los valores de \; y Ay entre
[0, 1]. En ambos casos pay y pe— son siempre negativos.

2. En el caso en que A\; > 1 (véase la imagen 5.5), po_ sigue siendo negativo para todos
los valores de Ay y Aq, sin embargo, po, pasa a ser positivo. Entonces, cuando la
fraccién de infectados, p(t), es pequena se tiene que dp(t)/dt > 0 y la enfermedad
se estabiliza en la solucion ps.

(a) Valores de p2— en funcién de A\; y Ao. (b) Valores de pa4 en funcién de A1 y Aq.

Figura 5.5: Célculo de las soluciones py_ y poy en funcién de los valores de A; entre [1, 5]
y de Ag entre [0, 1]. Se tiene que py_ siempre es negativa y poy es mayor o igual que 0.

3. Por ultimo, cuando A\; = 1 se tiene que poy = 0y po— < 0, como refleja la imagen
5.6. Por tanto, la fraccién de infectados cuando t — oo tiende a 0, es decir, la
enfermedad desaparece.
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Figura 5.6: Célculo de las soluciones ps_ y pos en funcién de los valores de Ay = 1y de
Ao entre [0, 1]. Se tiene que py_ siempre es negativa y po, = 0 para todo valor de \s.

Veamos ahora qué ocurre en el caso en que As > 1. De igual forma que en el caso
anterior vamos a separar el estudio en funciéon de los valores de A;. Observemos que si
A1 < X6 = 2y/Xy — Ay entonces el discriminante de (5.7) es menor que cero, es decir, py;
y p2— no son soluciones reales. Por tanto, en este caso la tinica solucion posible es p; = 0
y por ello la enfermedad desaparece cuando t — co. Entre los demas valores de A; vamos
a diferenciar cuando es mayor o menor que 1.

1. Si Ay > 1 se tiene que po— < 0 < po; como se puede observar en la imagen 5.7.
Ademas, cuando la fraccién de infectados p(t) es pequena se tiene que dp(t)/dt es
positiva, por esto la epidemia no puede estabilizarse en el estado absorbente y la
densidad de nodos infectados cuando avanzamos en el tiempo se estabiliza en ps .

(a) Valores de py— en funcién de Aj y Ao. (b) Valores de pay en funcién de \; y Ag.

Figura 5.7: Célculo de las soluciones ps_ y pay si A; se encuentra en [0, 1] y Ay en [1,5].

2. Si A° < A\ < 1 entonces 0 < py_ < poy y de la ecuaciéon (5.8) se tiene:

) >0 para pa < p(t) < par

{dfl—sf) <0 para 0<p(t) < po_
de aqui se tiene que p; y pos son soluciones estables mientras que ps_ no lo es.

Ademés, cuando hacemos tender t — oo se tiene que p(oco) depende del estado
inicial pg = p(0). Si pg < pa_ entonces p(oo0) = p; = 0; y si pg es lo suficientemente
grande (mayor que ps_) entonces p(o0) = pa.
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(a) Valores de pa— en funcién de A\ y Ag. (b) Valores de pa4 en funcién de A1 y Aq.

Figura 5.8: Célculo de las soluciones ps_ y poy si los valores A\; y As estan entre [1,5].

En resumen:

= Si Ay < 1. Si po es un numero real entonces es siempre negativo, por lo que no
vamos a considerarlo como solucién. Por otro lado, ps; es positivo cuando A; > 1y
negativo para A\; < 1. Entonces en funciéon de los valores de \; se tiene:

e La tnica posible solucion para Ay < 1y A\ < 1 es p; = 0y la enfermedad
desaparece.

o Para el caso en que \; > 1 se tiene que po. < 0y poy > 0 = dp(t)/dt =
0 cuando p(t) es pequenio: el estado de absorcién p; = 0 no es estable, sin
embargo, po si lo es, luego la enfermedad se encuentra en estado endémico.

e Por iltimo, si A\; = 1, entonces py; = 0. Luego la enfermedad se estabiliza en
p(o0) = 0.

En conclusién, cuando Ay < 1, la transicién es similar a la del modelo SIS donde
A2 = 0. Como podemos observar en la imagen 5.9, donde las lineas rojas es el corte
dado por la ecuacién (5.8) cuando Ay = 0,8 en la imagen 5.5b y el modelo SIS
que coincide cuando Ay = 0. Los cuadrados y circulos azules claros coinciden con
simulaciones numeéricas realizadas a partir del SCM de orden 2 con Ay = 0,8y Ay =0
respectivamente, sobre un complejo simplicial generado a partir del algoritmo RSC
de parametros N = 2000 y p1, po de manera que (deg,ljl> =20y (deg%Z) = 6. En
ambos casos las simulaciones numéricas y el modelo coinciden.

= Si Ay > 1.5i A < A = 2y/Ay — Ay entonces pa y po— no son soluciones reales,
por tanto la tnica solucién posible es p; = 0, por ello p(co) = 0 y la enfermedad
desaparece.

Por otro lado, cuando \; > A° tenemos dos casos:
e SiA; > 1entonces py_ < 0 < poy y se tiene que para p(t) pequenio dp(t)/dt > 0
y la densidad de nodos infectados tiende a pyy cuando t — 00, i.e. p(00) = pay.

e Si A< A\ < 1entonces 0 < pa_ < poy v se tiene que p; y pa4 son soluciones
estables mientras que p_ no lo es. Se tiene que cuando t — 0o, p(co) depende
del estado inicial pg = p(0). Si py < pa_ entonces p(co) = p; = 0; y si pg es lo
suficientemente grande entonces p(00) = po..
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Esto puede observarse en la imagen 5.9 donde los puntos azules oscuros de la
imagen vienen dados por simulaciones numéricas para Ao = 2,5 sobre un com-
plejo simplicial generado a partir del modelo RSC. En ellas se puede observar
que el valor p(co) = p* es inestable en las simulaciones, depende del p(0) inicial.

Y
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Figura 5.9: Imagen procedente de [14, Figura 3].

Graficas generadas a partir del SCM de orden 2 sobre un complejo simplicial generado por
el RSC de parametros N = 2000 y p, py elegidos de tal manera que se tenga (deg%jl> =20
y (degg”) = 6.

En a esta representada la fraccion media de nodos infectados, p*, obtenida a partir de
simulaciones numéricas, frente al nimero reproductivo basico A = Ay; para Ay = 0,8
(cuadrados blancos), Ay = 2,5 (circulos azules oscuro). Los circulos azules claro nos dan los
resultados numéricos de aplicar el modelo SIS (i.e. Ay = 0). Las lineas rojas corresponden
a la solucién dada por la ecuacién (5.8).

Y en la imagen b estd representada la fraccién de infectados p(t) en funcién del tiempo
dependiendo del valor inicial pg = p(0), (cada representaciéon corresponde a un valor
inicial pp). Ademads, se ha fijado \; = 0,75 y Ay = 2,5. La linea discontinua horizontal
corresponde a la rama inestable py_, que viene dada por la ecuacién (5.7).
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