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Introduccion

Un modelo, segtn la definicién del profesor Sizto Rios [7], es un objeto, concepto, o
conjunto de relaciones que se utiliza para estudiar y representar de forma simple y com-
prensible una porcién de la realidad empirica. Luego, podemos representar un fenémeno
biolégico de una forma exacta o aproximada de la realidad mediantes modelos matemaéti-
cos. La aportacion de las matematicas a la “lucha contra el cancer” se puede resumir en la
creacion de modelos mateméaticos que conducen a una mayor comprension de la dinamica
de la progresion del cancer en un paciente, que pueden ser ttiles para seleccionar mejores
estrategias terapéuticas, etc. Muchos de estos modelos se aplican hoy en dia en hospitales.

El proceso de iniciacién y progresion del cancer esta relacionado con la acumulacion
de cambios genéticos que permiten que las células rompan los mecanismos reguladores
normales. Generalmente, estas células creceran mejor que las células sanas y son ventajo-
sas. En términos evolutivos, se dice que tienen una mayor grado de adaptacion.

Desde principios del s.XX, se han propuesto modelos continuos para describir las eta-
pas del crecimiento tumoral. No obstante en todos los tumores, los aspectos son complejos
y los detalles de su crecimiento espacio-temporal todavia no se entiende bien. Para cons-
truir estos modelos se tienen que hacer algunas suposiciones previas. El modelo tedrico
mas simple incluye sélo el nimero total de células del tumor, asumiendo normalmente
que el tumor tiene un crecimiento exponencial.Partiendo de esta base, se han logrado
desarrollar modelos mas sofisticados y complejos que representan el volumen tumoral con
una mayor exactitud como, por ejemplo, los modelos de crecimiento de tumores mediante
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales (EDP), que amplian los modelos en ecua-
ciones diferenciales ordinarias (EDO) agregando dimensiones espaciales. Por otro lado,
también se llevaron a cabo modelos de tumores considerando un tejido espacio-temporal
discreto, como por ejemplo, los representados por autématas celulares.

Existen muchos modelos mateméticos para tratar de simular diferentes procesos y
fenémenos relacionados con el cancer: inicio, crecimiento tumoral, desarrollo, tratamien-
to, etc.

El objetivo de este trabajo es realizar un modelo que describa la evolucion de creci-
miento del volumen de un tumor con cierta exactitud. Para ello, partimos de modelos
sencillos como el logistico y la competicién de dos especies celulares (que en nuestro caso
son células sanas y cancerosas), con el fin de introducir un acercamiento al lector en este
campo. Posteriormente se realiza un estudio detallado del modelo de un sistema de cua-
siespecies en el que se incluyen los procesos de mutacion, cascada mutacional, apoptosis,
resparacion celular... En en siguiente capitulo, vemos como se pueden modelar tumores
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con ecuaciones en derivadas parciales, donde se tiene en cuenta la difusién y prolifera-
cion de las células cancerosas en un tumor. Por tltimo, se pretende explicar un autémata
celular que explique el crecimiento tumoral en la primera fase del tumor y analizar las
condiciones en las que existiria un tratamiento exitoso.



Capitulo 1

Fundamentos del cancer y
crecimiento tumoral. Modelos
basicos

En este capitulo vamos a describir el modelo mas simple para el crecimiento de dos
especies celulares que compiten entre ellas. Para ello, consideraremos el tumor como una
poblaciéon de células cuyo crecimiento evoluciona de manera determinista. En primer lugar,
detallaremos un modelo para el desarrollo de una poblacion celular teniendo en cuenta
las limitaciones de recursos de crecimiento producidas por diferentes factores como, por
ejemplo, la falta de espacio o el suministro de nutrientes. En segundo lugar, veremos una
modificacién del modelo introduciendo un valor constante que represente la eliminacion
de células cancerosas por las defensas de nuestro organismo. Por tltimo, realizaremos un
analisis cualitativo de la competencia dindamica entre dos especies con recursos limitados.
Podemos ver un detalle mas profundo en [9)].

1.1. Preliminares

El cuerpo de los seres vivos estd formado por millones de células. Las células de
nuestro cuerpo crecen y se dividen de una forma controlada para producir mas células
segun sea necesario. Cuando las células envejecen o se danan, mueren y son reemplazadas
por células nuevas. Sin embargo, en algunas ocasiones, las células pueden sufrir algin
dafio en su material genético, lo que puede producir graves consecuencias. Estos danos se
producen en el material genético de las células, mas comtinmente conocido como ADN.

Definicion 1.1. Llamamos mutacion al cambio azaroso en la organizacion secuencial
del ADN de los seres vivos.

Definicién 1.2. El cancer es una enfermedad del material genético de las células(ADN)

provocado por alteraciones o mutaciones que inducen un crecimiento incontrolado de di-
chas células. Llamamos carcinogénesis al conjunto de fendomenos que determinan el origen
y desarrollo del cdncer. Diremos que las células afectadas por cancer son células cancero-
sas.

Definicién 1.3. Para que se produzca el cancer generalmente se requiere la acumulacion
de maltiples mutaciones, este proceso se conoce como carcinogénesis en multiples etapas.
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Definiciéon 1.4. Un tumor es cualquier alteracion de los tejidos de nuestro cuerpo que
produzcan un incremento en los volumenes de éstos. Las células cancerosas forman tumo-
res que pueden ser de 2 tipos:

- Tumor benigno: Pueden ser reducidos o, incluso, extirpados y no danan a nuestro
organismo ni se extienden a otras partes del cuerpo.

- Tumor maligno: Se caracterizan por una proliferacion celular agresiva que puede
invadir los tejidos sanos y es perjudicial para el organismo.

Una vez que se ha creado una célula cancerosa, puede dar lugar a descendientes con
las mismas caracteristicas por division celular y, por tanto, la poblacién de este tipo de
células crece a nimeros mas altos. Durante este proceso, las células pueden adquirir una
variedad de mutaciones adicionales que conducen a una progresion mas avanzada.

1.2. Modelo logistico simple

La ecuacion logistica fue una de las primeras utilizada para modelar la dinamica de
tumores. El matematico belga Pierre-Frangois Verhulst (1838) [9] propuso un modelo que
describe el crecimiento logistico de una especie. Este, es similar al crecimiento exponencial
pero anadiendo un término de limitacién no lineal; viene representado por el problema de
valor inicial (PVI) siguiente:

#(t) = ax(t) (1 — 22
z(0) :<w0 )} (L)

donde z(t) en el nimero de células tumorales en un instante temporal ¢, &(t) = % es la
derivada de x respecto el tiempo, a es tasa de crecimiento de la poblacién celular y K

representa el tamafio total de la poblacion, al que se le denomina capacidad de carga.

Mediante un célculo integral sencillo, se puede determinar facilmente que la solucion

al PVI (1.1)) es:
K'K eat

o(t) = ———
®) 14 K'eat
donde K" = " es la constante de integracion.

0

(1.2)

Podemos ver que haciendo K muy grande, la evolucién se hace casi exponencial para
pequenos valores de tiempo. Esto tiene sentido ya que para un gran valor de la capacidad
de carga, la colonia empieza a crecer exponencialmente, pero a medida que aumenta este
crecimiento, las restricciones son cada vez mas, ralentizando poco a poco el desarrollo de
la poblacién celular hasta, finalmente, detenerlo.

Observemos que tlg& z(t) = K, esdecir, si zg < K, el tumor crecera hasta llegar a K.

Por contra, si xy > K, el tumor decrecera hasta llegar a K.

Definicion 1.5. Llamamos punto de equilibrio o solucion estacionaria de una ecuacion
diferencial % = f(y) a una solucion constante y(x) = c ¥V o € R. FEstos pueden ser:
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Figura 1.1: Representacion grafica del modelo logistico para diferentes valores iniciales x
y para los parametros a = K = 1.

- Summideros. El punto ¢ es un sumidero si cualquier solucion con una condicion
inicial lo suficientemente prozima a c, tiende a éste de forma asintotica a medida
que t aumenta.

- Fuentes. El punto ¢ es una fuente si cualquier solucion con una condicion inicial lo
suficientemente proxima a c, se aleja de éste a medida que t aumenta.

- Nodos. El punto de equilibrio ¢ es un nodo si no es ni fuente ni sumidero.

Definicién 1.6. Diremos que un punto de equilibrio x(0) = xo de una ecuacidn diferen-
cial autonoma de primer orden es estable si dado € > 0 arbitrario, existe un 6 > 0 tal
que si |To — x| < & entonces la (unica) solucion x(t) satisfaciendo la condicion inicial
z(0) = &y verifica

|Z(t) —xo] <€ Vit>0.

Por otro lado, diremos que un punto de equilibrio una EDO es inestable cuando no es
estable.

Teorema 1.1. Sea una ecuacion diferencial auténoma de primer orden y' = F(y) donde
F(y) es de clase C' y sea y = yo un punto de equilibrio o solucién estacionaria.

- St la derivada de F(y) respecto de y en y = yo verifica
dF (y)

ay <0

Y=Yo

entonces el punto de equilibrio es estable.
- St la derivada de F(y) respecto de y en y = yo verifica
dF (y)

dy

Y=Yo

entonces el punto de equilibrio es inestable.
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Los puntos de equilibrios de la ecuaciéon vienen dados por: x = 0y x = K. Para
investigar la estabilidad de estos puntos, observemos que el lado derecho de la ecuacion
de es una funcion cuadrética con raices en esos puntos y tiene una pendiente positiva
en el x = 0 y una pendiente negativa en el z = K, lo que significa, por el Teorema [3.2]
que el punto z = 0 es estable y el punto x = K es inestable.

1.3. Modelo logistico modificado

En el modelo de la seccién anterior suponemos que cuanto mayor es el tamano de un
tumor, la tasa se crecimiento disminuye hasta llegar a un limite. No obstante, nuestro sis-
tema inmunitario intenta destruir las células tumorales; por tanto, con esta idea, podemos
modelar la evolucién de una poblacion de células cancerigenas partiendo del modelo (|1.1]).

Sean x(t), K y r como antes, introducimos una nueva constante M que representa el
nimero de células que puede combatir el sistema inmune. Notese que en este modelo se
debe cumplir que si la poblacion es menor que el niimero de células que nuestro organis-
mo puede combatir, la poblacién estard condenada a la desaparicién. Ademaés, tenemos
también que la poblacion decrece si el nimero de células de la poblacién es mayor que la
capacidad de carga. Para que se cumplan estas condiciones podemos modificar el modelo
(1.1)) multiplicdndolo por el término % — 1, obteniendo el PVI:

i =ax() (1-52) (57 1
(-8 (1) 13

Es facil encontrar la soluciéon a la ecuacion diferencial auténoma de primer orden, ya
que es de variables separables. Sin embargo, nos interesa saber cémo se comporta la evolu-
cion de las soluciones en el tiempo; para ello, realizamos un analisis cualitativo del sistema.

Proposicion 1.1. Sea yy un punto de equilibrio de la ecuacion diferencial % = f(y) con
f una funcién de clase C' se deduce facilmente que:

- Si d’;(tc) <0 = c es un sumidero.

- S0 dfd—(tc) >0 = c es una fuente.

Es facil deducir que en esta ecuacién diferencial hay 3 puntos de equilibrio, x =
0, K, M. Los puntos x = 0, K son sumideros, es decir, la solucién de la ecuacion del pro-
blema con una condicién inicial, xg, lo suficientemente cercana al punto z = 0 (6
a K, respectivamente) tiende de forma asintdtica a dicho punto a medida que el tiempo
t aumenta. Por contra, el punto x = M, es una fuente, es decir, la solucién al problema
se aleja de este punto a medida que pasa el tiempo si la condicién inicial se encuentra lo
suficientemente cercana a él. En resumen, siendo 0 < M < K, tenemos que si la cantidad
inicial de células cancerosas es menor que la cantidad de células que nuestro organismo
puede combatir, zo € [0, M), entonces la poblacién de células tumorales decrece hasta 0,
si xyg € [M, K) entonces la poblacién de células crece hasta la capacidad de carga K, por
ultimo, si g > K la poblacion decrece hasta K.
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1.4. Desarrollo del modelo logistico de dos especies

Veamos ahora cémo compiten dos poblaciones celulares por los recursos del medio y
las condiciones para que, finalmente,una se proclame como dominante y la otra desapa-
rezca.

Supongamos que existen dos poblaciones de células que comparten el mismo espacio,
limitado por la capacidad de carga K, y que solo difieren en sus tasas de divisién celular.

La ecuacién logistica que describe el crecimiento logistico de una especie, vedse (|1.1)),
se puede generalizar al caso de dos especies de la siguiente manera:

Sean z(t), y(t) la cantidad de células de dos especies celulares distintas, establecemos
el PVI:

. T4y
T =rux(l— 7+Ky %)
G = ryy(l — Lot (1.4)

2(0) = wo, y(0) = yo
donde z( es el tamano de la poblaciéon x con t = 0 y gy, es el tamano de la poblacion y a
tiempo 0.

Si y(t) = 0, la variable z(t) satisface la ecuacion (1.1)) con a = r,, que es la tasa de
crecimiento de la cantidad de células x(¢). Si z(t) = 0, la variable y(t) satisface la ecuacién
logistica con a = ry. La constante )\, representa la medida en que el crecimiento de
la poblacién y afecta a la poblaciéon z y la constante A, contiene la informacién sobre la
forma en que afecta el crecimiento de la poblacién z en la poblacién y. Observemos que
si Ayz # Mgy, las poblaciones celulares se afectan entre si de manera asimétrica, ya que
cuanto mayor sea un valor de los A sobre el otro, mayor es la represion que ejerce una
poblacién sobre la otra.

Estudiemos ahora el comportamiento a largo plazo de las soluciones del sistema logisti-
co. Para ello, nos centraremos en el anélisis de estabilidad lineal de sus puntos de equilibrio:
supongamos que A,y # 1y Ay, # 1. Para encontrar los puntos de equilibrio, resolvemos
la ecuacién: & = g = 0 obteniendo las siguientes soluciones:

K(Aym B 1) K<)‘yz - 1))
Aoyday — 17 Mgy — 1

El punto Sy corresponde a la extincién de las dos especies; los puntos S, y S, co-
rresponden a la extincién de una sola especie mientras que la otra ocupa la capacidad
de carga y el punto S, corresponde a la coexistencia de las dos especies. Consideremos
ahora la matriz jacobiana del sistema logistico (|1.4)):

O oz TH+Ayz T Tz Aya®
g o oy | r (1- Rey) - R R
- 9y Oy - _ Tydayy ro(1— y+)‘zyI _ Ty
K Y Ky

ox Oy K

So=(0,0), Sy = (K,0), S, = (0,K), Sy = <

Tenemos en cuenta ahora que si el jacobiano evaluado en un punto de equilibrio tiene
una parte real negativa, dicho punto es estable; si al menos un valor propio tiene una parte
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real positiva, entonces el respectivo punto de equilibrio es inestable. Se llama estabilidad
neutral cuando ambos valores propios tienen parte real cero. En primer lugar, vemos
que en el punto Sy = (0,0), el jacobiano tiene como valores propios 7, y 7, son valores
positivos; por tanto, el equilibrio de extincién es siempre inestable. En segundo lugar,
consideremos el primero de los equilibrios de exclusion competitiva S, = (K, 0). Entonces

el jacobiano se transforma en:
_ —Tyz _Tx)\yx
I = < 0 ry(1- A )

que tiene como autovalores —r,, el cudl es siempre negativo, y 7,(1 — A;,), el cudl es
negativo si Az, > 1. De aqui deducimos que la primera especie puede dominar si ejerce
una supresion a la segunda especie mayor que la supresion que ejerce la segunda especie
sobre si misma. De manera similar podemos comprobar facilmente que la segunda especie
puede dominar sobre la primera si Ay, > 1.

Finalmente, consideremos el equilibrio de coexistencia S;,. En este caso, el jacobiano
viene dado por:

_T‘z(l—)\yz) _)\yzrz(l—)\yz)
1-AzyAyz 1-AzyAyz
JSzy _ Aayry(1=2Azy) ry(1=Agy
17)\zy)\yz 1 )\zyAyz

El polinomio caracteristico de esta matriz es:

PN =XM4+b\+c
con:
b= (A=2Aay)ra+(1=Aya)ry c = (A=2Aay)ra(1=Aya)ry

I—Azyrys ) 1= Aoy Aya

Para que las dos raices del polinomio caracteristico tengan parte real negativa, los coefi-
cientes deben satisfacer simultaneamente que b > 0 y ¢ > 0. Esta condicion se satisface
siysolosi Ay <1y Ay < 1. Es decir, para tener un equilibrio de coexistencia estable,
necesitamos exigir que ambas especies muestren menos supresion en las otras especies que
en ellas mismas.

En conclusion:

- Si Agy, Ayz > 1, entonces el comportamiento del sistema a largo plazo estd deter-
minado por las condiciones iniciales y dependiendo de éstas una de las especies
dominara y la otra se extinguira.

- Siuno de los coeficientes A;y, Ay, €s mayor que 1y el otro menor que 1, entonces, con
el paso del tiempo, una de las especies sobrevivira y la otra se extinguira resultando
en una exclusiéon competitiva.

- Por dltimo, si ambos coeficientes Ay, Ay, son menores que 1, estamos ante una
coexistencia estable con un equilibrio interno.



Capitulo 2

Modelo de cuasiespecies

Los modelos vistos en el Capitulo 1 son los més elementales que describen la dinamica
de competencia entre poblaciones. En este capitulo veremos modelos més complejos y mas
realistas que describen los aspectos del cancer partiendo del modelo logistico anterior. In-
vestigaremos la dinamica de crecimiento y competencia de diferentes tipos de células que
varian en su capacidad para acumular mutaciones. En este capitulo se han empleado los
contenidos de las referencias [1], [2], |9].

Definicién 2.1. Liamamos “células estables” a aquellas cuyos mecanismos de reparacion
aun estan intactos. Por otro lado, llamamos “células mutantes” o “células inestables” a
aquellas que se caracterizan por la falta de mecanismos de reparacion adecuados y, por
lo tanto, pueden acumular mutaciones a un ritmo mds rdpido que las células sanas. Este
fenomeno se conoce como inestabilidad genética.

Supondremos que las células tumorales que se caracterizan por una tasa de mutacion
similar a la de las células sanas. Examinaremos la dindmica de competencia entre células
estables e inestables e investigaremos las condiciones bajo las cuales las células inestables
se benefician de una ventaja selectiva y, por lo tanto, crecen para convertirse en poblacion
dominante.

Las mutaciones ocurren cuando el ADN se altera o se dana. Por un lado, un sistema de
reparaciéon intacto permite que estas células mantengan genomas relativamente estables,
porque se repara el dano del ADN inducido. Por otro lado, la reparacion lleva tiempo y
generalmente se manifiesta en la detencion del ciclo celular o en el estancamiento del pro-
ceso de replicacion. Las células inestables estan influenciadas por altos niveles de dano en
el ADN, evitan la reparacion y, por lo tanto, no entran en la detencién del ciclo celular, lo
que desemboca en la creaciéon de muchos mutantes y es probable que una gran proporcion
de ellos no sean viables, es decir, que no participen en la dindmica de la competencia.

En esta primera seccién presentamos un modelo matematico para investigar si el dano
en el ADN puede influir en los procesos de crecimiento de células estables e inestables y
de qué manera; esto se hace examinando la dinamica de competencia entre ambos tipos
de especies celulares.

13
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2.1. Introduccién al modelo de cuasiespecie

Entendemos por cuasiespecie a un grupo de especies que existen en un entorno some-
tido a una alta tasa de mutacién.

En una situacion de escasez de recursos como la que es descrita en el modelo logistico,
los individuos luchan por conseguirlos. La lucha con los semejantes da lugar a una satu-
racion de poblacién, que predice la ley logistica. Pero cuando hay individuos de distintos
tipos (cuasiespecies), las diferencias desempenian un papel clave en decidir quién sobrevive
y quién muere. El parametro evolutivo clave en este aspecto es el grado de adaptacion,
que es definido como el niimero medio de individuos en edad reproductiva que cada in-
dividuo aporta a la siguiente generacién. Si, por ejemplo, la poblacion x(t) sigue la ley
exponencial Z(t) = az(t), entonces el grado de adaptacién, ¢, depende del pardmetro a;
si la poblacion sigue la ley logistica, el grado de adaptacién, ¢ = a(1 — z/K)z, depende
de la poblacion.

Podemos definir a una mutacién como un proceso estocastico por el cual individuos
de una especie, i, pueden engendrar individuos de otra especie j con una probabilidad qu :
Supongamos que hay n especies distintas en una poblacién x(t) con grados de adaptacion
i, i =1,...,n. Si definimos que la ley de crecimiento de sus respectivas cuasiespecies son
exponenciales, es decir, ©; = ¢;z;. Sea N = > | z; la poblacion total, tenemos que:

n

N=Yi;=No, d =3 o
i=1

i=1

siendo x; = % la fraccion de poblacion de la especie i y @ el grado de adaptacion medio
de la poblaciéon. Ahora podemos obtener una ley de crecimiento para x;:

da;(t)  n(t)  N(t)

A esta ecuacién se le conoce como ecuacion del replicador (ref. bibliog.). Podemos ver
que en la ecuacion se observa el principio de supervivencia del mds apto. Modificando ahora
la ecuacién del replicador incluyendo las probabilidades ¢;;, es decir, imponemos un
entorno en el que haya mutaciones, llegamos a la ecuacion:

dx; n
dxt =T <<Z5i — i > Qi+ > i — (I)) (2.2)

JFi JFi

Esta ecuacién es conocida como ecuacion del replicador- mutador.

2.2. Competicion dinamica entre especies

Comenzamos explorando la dindmica de competencia entre una poblacién de células
mutantes (o inestables) y otra de células estables situadas en el marco tedrico de la seccién
anterior, ambas dependientes de la variable temporal ¢, suponiendo que se caracterizan
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por tasas de replicacion diferentes y constantes. Ademas, suponemos también que las mu-
taciones son no viables o neutrales, es decir, que la célula no participe en los procesos de
replicacion y acabe muriendo o que el mutante que se ha creado tenga la misma tasa de
replicacién intrinseca que las células estables.

Denotemos a la cantidad de células mutantes por M (¢) y a la cantidad de células esta-
bles por S(t) con tasas de replicacién r,, y rs respectivamente. Sea p la tasa de impactos
del ADN;, es decir, la probabilidad de que ocurra una alteraciéon genética durante la dupli-
cacion celular y sean €, v €, las probabilidad de reparacién de las alteraciones genéticas
ocurridas en las poblaciones S(t) y M (t), respectivamente. Por tanto, las probabilidades
1 —¢€, v 1— ¢, representan las probabilidades de que se genere un mutante. Vamos a su-
poner que la probabilidad de reparacién de mutaciones es mayor para las células estables
que para las inestables, es decir, ¢, > ¢,,. Durante la reparacion, el ciclo celular se detiene
y esto se recoge en el pardmetro (3, con S € [0,1]. Si § = 1, no hay estancamiento del
ciclo celular y no hay ningin coste asociado a la reparacién; por el contrario, si § = 0 las
células reparadoras nunca se replican, lo que conlleva un coste maximo. Una mutacion
tiene lugar como resultado de la combinacién de una alteracion dafiina del ADN y la au-
sencia de reparacion, a representa la probabilidad de que una célula mutante sea viable,
mientras que 1 — « representa la probabilidad de que el mutante no sea viable, es decir,
de que acabe muriendo.

Supongamos que una célula estable, s € S(t), con una tasa de replicacion exitosa
rs(1 — p), sufre algin dano en su ADN con probabilidad u. Esta célula puede repararse
con una probabilidad €, o puede convertirse en mutante con una probabilidad 1 — ¢,. En
el caso de que la célula accione los mecanismos de reparacion, volvera a ser estable depen-
diendo del valor de 5. En el caso de que no ocurra la reparacion celular, se puede formar
un mutante viable, con probabilidad «, o puede ser no viable, con una probabilidad 1 — a.

Exploremos como la dindmica de la competencia depende de la velocidad a la que
las células adquieren alteraciones genéticas (tasa de aciertos del ADN, ). Esta dindmica
puede representarse por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

B = 1 SE)(1 = p+ Beapr) + apr S(E)(1 =€) — #S(1)

45) (2.3)
T = rmM(E)(L = o Bemp) + apra M(£)(L — e) — $M(2)

donde las expresiones ¢S(t) y ¢M(t) recogen la informacién de la competicion por los
recursos de los dos tipos de células y ¢ = ¢(t) se define como:

¢ =5)rs[1 —p(1—Pes —a(l =€)+ ME)rm[1 —p (1 — fem — al — en))]
Generalmente, si dos poblaciones de células compiten, las células con mayor grado de
adaptacion ganan. El grado adaptacion de la poblacion celular de este modelo viene dada
por la expresion: 7y, [1 — p (1 — o + €5, (a0 — ))]. Si la tasa de aciertos del ADN, p, es
baja, el grado de adaptacion viene dado aproximadamente por su tasa de replicacion 7 .

Por tanto,si p es muy pequeiia, la poblacion celular con la tasa de replicaciéon intrinseca
mas alta tiene un mayor grado de adaptacién que la poblacion celular con la tasa de



16 CAPITULO 2. MODELO DE CUASIESPECIES

B
Reparacién celular
rs(1-p) €
v
Tl
—l Célula dafiada
Célula estable 1 €
a 1-a

ri(1-p) (1-2)

=

Célula mutada

a
ﬁ
Muerte celular

Figura 2.1: Diagrama esquematico del modelo, en el que se incluyen los proceso de repro-
duccion celular, dano en el ADN, reparacion celular, dentencién del ciclo celular, mutacién
y muerte.

replicacion intrinseca mas baja. Por otro lado, ha medida que g aumenta, el grado de
adaptacion depende mas fuertemente de otros parametros. En particular, el grado de
adaptacion de ambas poblaciones puede depender de la tasa de aciertos del ADN, p. Un
notable aumento en el valor de 1 puede resultar en una disminucién mas fuerte del grado
de adaptacion de la poblacion celular con la tasa intrinseca de replicacién mas elevada en
relacion con la poblacion celular con una tasa de replicaciéon mas baja. Por lo tanto, si la
tasa de aciertos del ADN cruza un umbral critico, g, es decir, si u > puyg, el resultado de
la competencia puede revertirse. El valor de pg viene dado por:

(rs —rm)(1 — @) + (rs€s — rmem) (a0 — B)

Analicemos ahora bajo qué circunstancias puede ocurrir una reversiéon de la compe-
tencia. Una condicién necesaria para la inversion de la competencia es que las células
estables y mutantes se caractericen por una diferencia suficientemente grande en sus tasas
de reparacion celular; esta diferencia que se define como:

Ho =

Irs — rm| (1 — €5)a + €53)
|O{ - B’rm

Ae >

con Ae = |e5 — €]
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Podemos distinguir dos situaciones distintas:

1. En primer lugar, supongamos que las tasa replicaciéon de la poblacion de células
estables es mayor que la de la poblacion mutante, es decir, ry > r,,. En esta con-
dicion, para tasas de aciertos de ADN, u, muy bajas, las células estables ganan.
En cambio, si p aumenta, puede cambiar la dinamica de competencia a favor de
las células mutantes, esto se debe a que las células estables a menudo entra en la
detencion del ciclo celular cuando se repara el danio genético y esto ralentiza la tasa
de crecimiento general; para que este resultado sea posible se debe dar la condiciéon
b < a.

2. En segundo lugar, supongamos que r; < r,,. Aqui, si u es un valor pequeno, la
poblaciéon mutante gana. Un aumento de la tasa de impacto del ADN puede cambiar
la dindmica de competencia a favor de la poblacién de células estables, esto se
debe a que las células inestables producen mas mutantes no viables, lo que reduce
significativamente el crecimiento general; para que se produzca esta reversion de la
competencia se debe cumplir la condicién 5 > «.

2.3. Competicion dinamica entre especies mediante
el modelo de cuasiespecies

En la seccién anterior, consideramos la dindmica de competencia entre poblaciones
de células estables e inestables, asumiendo que se caracterizan por tasas de replicacion
diferentes y fijas. Ademds asumimos que las mutaciones son no viables o neutrales. Sin
embargo, es poco probable que las mutaciones sean neutrales y cambian la tasa de repli-
cacion de las células. En otras palabras, las células pueden evolucionar para crecer a un
ritmo mas rapido o mas lento, dependiendo de las mutaciones generadas. Aqui, ampliamos
el modelo anterior para tener en cuenta dicha dindmica evolutiva.

Como antes, consideramos dos poblaciones de células en competencia: una poblacion
genéticamente estable, S(t) = S, y una poblacién de mutantes, M (t) = M. Sean Sy(t) y
My (t) las células inalteradas que todavia no han sufrido ninguna mutacién, supongamos
que se replican con una tasa ry. Cuando las células se danan y este dano no se repara, se
generan mutantes. Si los mutantes son viables, pueden continuar replicindose y durante
este proceso de duplicacién, se pueden acumular mas mutaciones si no se reparan las al-
teraciones genéticas, a este proceso se le conoce como “cascada mutacional”. Sean S;(t) y
M;(t) la cantidad de células a tiempo ¢t que han acumulado ¢ mutaciones, con i = 1,...,n
siendo n el nimero total de mutaciones que pueden acumular y r; sus tasas de replica-
cién intrinsecas. Ademas de la dindmica bésica de la replicacion celular con mutaciones
descrita en la seccion anterior, supondremos que durante la divisién celular, las células
mutadas pueden sufrir apoptosis (muerte celular por el propio organismo). Por tanto, la
tasa de replicacion intrinseca de las células mutadas viene dada por r;(1 — A), donde A
denota la probabilidad de sufrir apoptosis tras la division celular, es decir, de que la célula
sea eliminada por nuestro propio organismo.
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Estos procesos, nos llevan a las ecuaciones:

dSy
— = (1 — pg)RoSy — PSS,

gt (1 — ps)RoSo — ¢So
dsS; .

di = O([I,(l — 63)Ri_1Si_1 + (1 — MS)RZSZ — QSSU 1 S ] S n—1
ds,

e ap(l —e)Ry1S,—1 4+ [1 — ps + ap(l — €)] RySn — ¢Sy,
dM,
0 = (1 ) RoMy — oMy (24)
dM; .

dt = Oé/LRl;l(l — Gm)MZ’,1 -+ (1 — Mm)RzMz — (sza 1 S 1 S n—1
dM,

e ap(l —ep) Ry aMp_1 + [1 — pi + ap(l — €,)] Ry M, — ¢S,
d n n
d%fj =n(l—a)u|(1—e) D RiSi+ (1—€n) > RiM;| — ¢w

i=1 i=1

donde R; =r;(1—X) para 1 <i<n, Ry=rgy is (0 i) es la tasa de mutacién efectiva
de la poblacién S (6 M) y viene dada por us = pu(l — fes) (6 pm = p(1 — Ben)) v la
variable w representa la cantidad de mutantes no viables producidos por las células.

La funcién ¢, el grado de adaptacion medio, se define de la siguiente forma:

n n
qf) = (1 — MS) ZRij + (1 — ,um) ZRij
j:O j:l
Las ecuaciones (2.4)) son un ejemplo de un sistema de ecuaciones de cuasiespecie, que
es un modelo dindmico de poblacion muy utilizado en biologia evolutiva. En la siguiente
seccién vamos a hacer un analisis de las ecuaciones de cuasiespecies aqui propuestas.

2.3.1. Andlisis del sistema

Un sistema de cuasiespecie se puede expresar como un conjunto de ecuaciones dife-
renciales lineales. En primer lugar, consideremos la variable z(¢) como concentraciones
de cada tipo de especie celular, en este caso, z; = %, tal que z(t) = (zo(t), ...xns1(t)) y
verifique el modelo de cuasiespecie para una determinada especie celular:

d

% = apTo — PTg

dx; .

d:I; = bz + a;x; — Py, 1 <i<mn, (2.5)
dxn 1 —

T; = ;} Ci%i — PTnt1

con

¢ = (ao + co)zo + Y, [(ar + cx) ) + bpzy_1]
k=1
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Vemos que se cumple la condicién:

n+1

Zxk =1
k=0

es decir, la poblacién se mantiene constante.

A ¢ se le conoce como el fluyjo de evacuacion en el modelo de Eigen-Schuster ((ref
bibliografica)), representa la productividad promedio.

Este sistema es un sistema no-lineal, sin embargo, si definimos:

o) = [ ols)ds

consideramos la variable z(t) = (2o(t), ..., zn41(t)) y realizamos el siguiente cambio de
variable:
T; = e(*‘f’(mzi(t)

tenemos que la variable z(t) satisface el sistema:

dZO
— = ayz
0 020
dz; |
CTZt =bizi—1 + a;z;, l<i<n (2.6)
dzn+1 =
i ; Cizi

De Y7} 2; = 1, obtenemos que:
n+1
Z z; = e¥.
i=0

Luego podemos realizar el cambio de variable:

n+1
k=0

y vemos quela variable z satisface el sistema ({2.5]).

La solucién general del sistema (2.6)) viene dada por la ecuacion:

2(t) = > auPe’ + ap ™t (2.7)
=0

donde «; son las constantes determinadas por una condicién inicial y v son los vectores
propios de la matriz triangular correspondiente y de autovalores a;. El vector propio
v+ = (0,...,0,1)T corresponde al valor propio 0. Para las demés componentes , v,fj ),
del vector v¥) tenemos:
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0 1<]
o = 1 b i=j
i—j 7183 j+k : .
(-1)2 ]szlm j—|—1§2§n
Deducimos de la solucién (2.7]) y el cambio de variable realizado anteriormente que cuando
t — o0, la solucién x(t) tiende al vector propio normalizado correspondiente al mayor de
los valores propios ag, ...a,. Se puede encontrar la solucién exacta correspondiente a la
condicién inicial 2(0) = (1,0, ...,0)7, los coeficientes a; correspondientes son:
ﬁ m 0<i<
a; = _ <i<n.
m=1 4j — dm-1
Para la componente i-ésima, obtenemos:

- (i) 1L

—  1<i<n. (2.8)
aj — Qm

A un corto plazo de tiempo, esta cantidad viene dada por:
i
zi(t) = (H bk> t 1<i<n
k=1

a; <1 Vji=0,.,n.

Si suponemos que ag < a, y ademas a; — a;_1 ~ a; ~ 1, el sistema se comporta
de la siguiente forma, podemos estimar el tiempo en el que cada tipo experimenta su
maxima abundancia, para ello, reemplazamos las expresiones z;(t) en la ecuacién ([2.8)
por el término principal, es decir, el término de mayor exponente, por tanto, tenemos que:

‘ b
(1) ~ — ait.
%) (ylai_aml>e

Entonces, el tipo i esta cerca de su maximo cuando:

1 bi = i—1 — Om
tt; = <10g + ) log ala) (2.9)
a = —a

Ai—1 — Q4 i Q-1 a; m

En particular, después de un tiempo t,, el tipo z,, dominara.

El sistema representa dos cascadas mutacionales paralelas, es decir, dos sistemas
de ecuaciones de cuasiespecies relacionados a través de ¢. Reescribamos las ecuaciones del
sistema en términos multidimensionales (en este caso, como estamos estudiando la
competencia entre dos poblaciones de células, para dimension 2):

Z0 = apZo, Zi = bizi1 + a;z;, 1<i<n
20 = apz, Z =z + aiz, 1<i<n
n

Zpgl = Z(ckzk + c.2)
k=0

(2.10)
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donde la notacién es:
2z = Si, 2= M,z —w 0<i<n
a; = R;(1 —ps), a; = Ri(1— pim), 0<i<n-1
an = Ry [1 — ps + ap(l —e5)], a, = Ry [1 — pim + ap(l — €,)] (2.11)
bi = auR; 1(1 —€5), b =auR,_1(1—e¢,), 1<i<n
¢i=(1—a)Ru(l—¢,) ¢ =(1—a)Ru(l—c¢,), 0<i<n

Poniendo el sistema ([2.10]) en notacién matricial, obtenemos que:

c- stz/} (2.12)
2= fnz

donde las matrices f&m son las matrices de los coeficientes del sistema para la

poblacién S o M respectivamente. La solucién de este sistema no-lineal puede encontrarse

re-normalizando la solucién del sistema , como hemos hecho anteriormente.

Dado que una acumulacion de mutaciones no puede dar lugar a un aumento infinito de
la tasa de division de las células, suponemos que la tasa de division se estabiliza. Una vez
que las células han acumulado n mutaciones, suponemos que los nuevos mutantes viables
son neutrales porque la tasa de divisién no puede aumentar mas (Esta etapa final de la
cascada mutacional es matematicamente idéntica al modelo simple discutido en la seccion
anterior). En lo que sigue supondremos que la dindmica de las dos poblaciones celulares
ocurre en dos escalas de tiempo diferentes. Es decir, requerimos que la poblacion estable
esté todavia en el estado Sy mientras que la poblacién inestable ya ha producido todos los
mutantes y ha alcanzado un estado cuasi-estacionario. El tiempo de cambio, t7, para el
tipo Sy se encuentra a partir de la ecuaciéon (2.9)). Del mismo modo, podemos encontrar el
tiempo, 1", que se necesita para alcanzar el estado M,,. Viene dado por la misma ecuacion,
teniendo en cuenta que los coeficientes de la n-ésima ecuacion deben sustituirse por los
correspondientes coeficientes con primas. En ocasiones, la ecuacion conlleva ciertas
restricciones y no es aplicable; en este caso, conlleva, podemos calcular ¢ estimando el
tiempo en el que z, intenta alcanzar su maximo a través de la solucion . Sit] <,
entonces se satisface que cuando la poblacién de células inestables haya completado la
cascada de mutaciones y se haya acercado a su estado cuasi-estacionario, la poblacion
estable todavia esta dominada por Sy.

En el problema de competencia multidimensional el resultado viene determina-
do por el mayor valor propio de las matrices de adecuacién, fs y fm A medida que pasa
el tiempo la poblacién celular inestable se acerca a su distribucion estacionaria (definida
por el vector propio correspondiente al valor propio principal) y su grado de adaptacion
viene determinado por dicho valor propio. Debido a la separacion en la escala de tiempo,
supondremos que durante este tiempo, la poblacién estable permanece en gran medida
en el estado Sp; asi, el “ganador” de la competicién se define comparando los dos valores
propios, ag y al,, véase los cambios de variables realizados en (2.11).

Definamos ahora el valor de pq tal que para u = g, tenemos que ay = a,,; en cambio,
cuando la tasa de impactos p supera g el resultado de la competencia se invierte. Tene-
mos que:
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B Ro— Ry,
B Ry — Ry — B(Roes — Rypem) + Ruall — )

Para determinar si se produce la inversion de la competencia en cada escenario, se
debe cumplir la condicién: 0 < pg < 1.

2.4. Analisis de la dinamica del modelo

Sea Ae = €, — €,,,. Estableciendo las condiciones pp = 1 y Ae = 0, podemos definir el
umbral €, como:

_ aR,
“ = BRy+ Rp(a—B)

Definicién 2.2. Sea pg = 1, llamamos brecha critica entre los valores €5 y €, y la
denotamos por A*e, a la expresion:

Afe = ¢, <1—|— bRy )— a

(O‘_6>Rn Oé_ﬁ‘

Para analizar la dindmica del sistema tenemos que hacer suposiciones sobre el
entorno de adecuacion de los mutantes consecutivos. Dado que estamos interesados en
la progresion del cancer, suponemos que la tasa intrinseca de division celular, r;, de los
mutantes consecutivos aumenta, r;,1 > r;. Aunque suponemos que los mutantes consecu-
tivos pueden dividirse més rapido (tienen mayores tasas de replicacién), también pueden
conllevar una desventaja: las mutaciones pueden ser reconocidas por los puntos de control
adecuados que inducen la apoptosis. Teniendo en cuenta esto, consideramos dos tipos
bésicos de entorno de adecuacion:

2.4.1. Condiciéon de apopotosis fuerte

Sirg > r,(1 — A), la tasa de crecimiento intrinseca de las células mutadas, S; y M;,
sera menor que la de las células estables, So y My. Aunque las mutaciones permiten
las células se dividan mas a menudo, las células mutadas mueren a un ritmo rapido por
apoptosis en el momento de la division celular. Este escenario corresponde a la presencia de
eficientes mecanismos apoptéticos en las células. Matematicamente, una fuerte apoptosis
corresponde a la situacion Ry > R,,. Teniendo en cuenta que, por definiciéon, 0 <€, <1y
del hecho de que si A*e es una funcién creciente para €, es decir, si €, > €, = A*e¢ >0y
si €, < €, = A%e < 0, podemos distinguir los dos siguientes casos:

» Si f > «, tenemos que a, > al; lo que significa que el M,, no corresponde al valor
propio méas grande, lo que quiere decir que las células estables siempre ganan y solo
se produce la inversién de la competencia entre los valores ag y a,, en lugar de entre

/
los valores ag y aj,.
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= Si f < «. Entendiendo a pp como una funcién que decrece con Ae, vemos que se
puede producir una reversion de la competencia si se cumple la condicién Ae > A*e.
Podemos observar que, en este caso, A*e es una funcion creciente de €, que llega a
cero en €, = € con 0 < € < 1, por lo que distinguimos dos sub-casos:

(a). Para €, < €, tenemos que A*e < 0y la reversién de la competencia se produce
para cualquier diferencia entre €, y €,,, es decir, para todo Ae > 0.

(b). Para €, > €, A*e¢ > 0 y necesitamos que la diferencia entre €, y ¢, sea finita,
es decir, Ae > A*e. También se debe verificar que A*e < €, lo que nos lleva a
la condicion:

_aR,
BRy

€s

En este escenario, la tasa de crecimiento intrinseco de las células estables, S, es mayor
que la de las células inestables, M. Esto se debe a que la poblacién de células estables, S,
tiene mecanismos de reparacion eficientes y, por tanto, la mayoria de las células permane-
ceran en la etapa inalterada, Sy; por el contrario, como la poblacién M es inestable, una
fraccion mayor de esta poblaciéon celular contendra mutaciones y, dado que estas mutacio-
nes perjudican la reproduccion (por ejemplo, debido a la induccién de apoptosis), la tasa
de crecimiento intrinseco de las células inestables es menor que la de la poblacién estable.
Para bajas tasas de impactos del ADN, las células con una tasa de crecimiento intrinseca
mas rapida ganan la competencia. Por tanto, para un valor pequeno de u, el fenotipo
estable, S, gana. Por otro lado, para un valor alto de u, el resultado de la competencia
puede revertirse porque la detencién frecuente del ciclo celular reduce significativamente
el crecimiento. Es decir, las células genéticamente inestables, M, pueden ganar y apo-
derarse de la poblacién. Para que esta reversion ocurra, al igual que el modelo simple
discutido anteriormente, requiere que el coste de la detencién del ciclo celular,1 — (3, sea
mayor que el coste asociado con la produccién de mutantes no viables, 1 — «. Ademas,
la reversion de la competencia puede requerir que la tasa de reparacion de las células
estables, €,, se encuentre por debajo de cierto umbral y que haya una diferencia suficiente
en la tasa de reparacion entre las células estables e inestables. A medida que gana la
poblacién de células inestables, se acumulan mutaciones, incluso si los mutantes secuen-
ciales son desventajosos debido a la inducciéon de apoptosis. Si bien todas las variantes,
M;, persisten, la distribuciéon de las variantes se inclina hacia M,, a medida que p aumenta.

En conclusion, el modelo nos dice que en presencia de mecanismos apoptéticos intactos,
una alta tasa de impactos del ADN selecciona a favor de la inestabilidad genética, mientras
que el tejido permanece estable e inalterado si la tasa de impactos del ADN es baja. Una
alta tasa de impactos del ADN puede ser provocada tanto por la presencia de agentes
cancerigenos como por la quimioterapia. Por lo tanto, si el tejido sano esta expuesto a
agentes cancerigenos, esperamos que surja rapidamente una inestabilidad genética y esto
puede dar lugar a la progresion del cancer. De la misma manera, la quimioterapia puede
crear la inestabilidad genética en tejido sano y, por lo tanto, inducir nuevos tumores como
efecto secundario.
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2.4.2. Condicién para una apoptosis débil

Por otro lado, si rg < r,(1 — A), la acumulacién de mutaciones acabara dando lugar
a una tasa de crecimiento intrinseca mayor a la tasa de crecimiento de células estables.
Aunque las células mutadas pueden sufrir apoptosis en el momento de la divisién celu-
lar, la apoptosis no es lo suficientemente fuerte como para evitar el aumento de la tasa
de crecimiento intrinseca. Por lo tanto, este escenario se corresponde con una apoptosis
deteriorada en las células. Para una apoptosis débil, tenemos que Ry < R,,. En este caso,
si

R,— R _
0T s e > 1

=
3
= e

En cambio, si

04 _
>— = € <0.
Tenemos los dos siguientes casos:

1. Si B8 > a, la funcién po decrece con Ae, luego para que ocurra la reversion de la
dinamica de competencia se necesita que Ae > A¥e.

(a). Para (R’}%;Ro) < 2, la funcién A*e decrece con €, y pasa de 0 para ¢, = € > 1.
Esto significa que A*e > 0 para todo €,. Es necesario requerir que A*e < ¢, lo
que nos lleva a la condicion:

aR,
BRo
Si esta condicién se cumple, entonces ocurre la inversiéon de la competencia

siempre que Ae > A¥e, es decir, la diferencia entre las tasas de reparacion debe
ser mayor que el valor del umbral critico.

€5 >

Ry
esto significa que para todo €5, A*e > 0. Necesitamos requerir que A*e < ¢, lo

que nos lleva a la condicion

(b). Para (En—Ro) -, %, la funcién A*e crece con €, y pasa de cero en ¢, = € < 0;

aR,

BRo

Si se cumple esta condicion, entonces se da la inversiéon de la competencia
siempre que Ae > A¥e.

€5 >

2. Si B < «, entonces la funcién pg crece con Ae, por lo que necesitamos requerir que
Ae < A¥e.

(a). La condicion Hz-fo > 5 es imposible de satisfacer, luego la reversion de la
n

dindmica de competencia no tiene lugar en este caso.

(b). Si @ < 3 entonces A*e es una funcion creciente de €, que cruza el cero
n

en €, = ¢ > 1. Esto significa que para todo €,, A*e < 0 y la reversién de la

competencia es de nuevo imposible.

Aqui suponemos que los mecanismos apoptéticos en las células estan alterados. Esto signi-
fica que la acumulacién de mutaciones eventualmente dara como resultado la generacion
de variantes que tienen una tasa de crecimiento intrinseco més rapida en comparacion
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con las células inalteradas. Por lo tanto, en principio, se espera que ambas poblaciones
evolucionen eventualmente hacia la acumulaciéon de mutaciones y la progresion al cancer.
Por tanto, se pueden observar canceres tanto estables como inestables. Sin embargo, como
mencionamos anteriormente, asumimos que estos procesos ocurren en diferentes escalas
de tiempo para las dos poblaciones de células.

Si las poblaciones estables e inestables compiten, la poblacién inestable tendra una
tasa de crecimiento intrinseca mas alta que la poblacién estable (porque la induccion
de apoptosis en respuesta a la mutacion es ineficaz). Por lo tanto, para bajas tasas de
impacto del ADN, u, el fenotipo mutante, M, gana la competencia. Si g aumenta, la
competencia puede revertirse a favor de la poblacion celular estable, S. Esto requiere que
el coste de generar mutantes no viables sea mayor que el coste de la detencién del ciclo
celular. Ademas, se requiere una diferencia suficiente en la tasa de reparacion de células
estables e inestables para revertir el resultado de la competencia.

En conclusion: Si las células desarrollan una mutacién que da como resultado respues-
tas apoptoticas deterioradas, la inestabilidad genética tiene una ventaja selectiva si la
tasa de aciertos del ADN es baja. Por lo tanto, incluso si no hay exposicion a agentes
cancerigenos, una posible pérdida de apoptosis puede resultar en la inestabilidad genética
y, por lo tanto, en la progresion del cancer. Por otro lado, si hay un cancer en crecimiento
con respuestas apoptoticas deterioradas, nuestros resultados sugieren que una elevacion
de la tasa de impacto del ADN por quimioterapia puede revertir el grado da adaptacion
relativo a favor de las células estables, y esto puede resultar en una reducciéon del cancer
o una progresion de éste més lenta.

Obsérvese que en los argumentos anteriores asumimos por simplicidad que la apoptosis
es ineficaz tanto en las células inestables como en las estables. Los argumentos sobre
la quimioterapia, sin embargo, siguen siendo sélidos incluso si asumimos que solo los
fenotipos mutantes tienen apoptosis alterada, mientras que la poblacion estable y sana
de células tiene respuestas apoptoéticas intactas. La razéon es que durante el periodo de
tiempo considerado, la poblacion de células estables permanece genéticamente inalterada
(es decir, en el estado Sp). Dado que las células estan inalteradas, la presencia o ausencia
de apoptosis no cambia la dindmica.






Capitulo 3

Modelo tumoral con espacio no
uniforme

En el modelo logistico visto en el capitulo 1 asumimos que la masa del tumor es uni-
forme a lo largo del tiempo pero esto no es siempre asi. Los tumores pueden crecer de una
forma no homogénea y expandirse a otras zonas. Por tanto, desarrollaremos un modelo
matematico que describa la situacion de migracion de las células y técnicas numéricas
para la resolucién del modelo (ver [4], [3]).

Los aspectos biolégicos de los tumores son complejos y los detalles de su crecimiento
espacio-temporal no se entienden bien todavia. Para construir estos modelos se tienen que
hacer algunas suposiciones previas. El modelo tedrico mas simple incluye sélo el ntimero
total de células del tumor, asumiendo normalmente que el tumor tiene un crecimiento
exponencial.

3.1. Ecuaciones de reaccion-difusion

Sea y(x,t) una poblacién de células cancerosas, en un abierto U C R", que representa
el tejido del tumor, y sea ¢(x,y) € R" el flujo de densidad a través de U, es decir, las
células cancerosas que pueden salir de nuestro tumor a otras zonas (metéstasis).

La ley clasica de la conservacién de la masa nos dice que la variaciéon de masa es igual
al flujo neto. En nuestro marco tedrico, esto podemos expresarlo como la variaciéon del
volumen de la poblacion en el espacio U, es igual al flujo de células que entra en U (flujo
a través de OU) mas el volumen de la proliferacion de las células tumorales ya residentes
en U. Matematicamente, esto es:

[ yetar = [ sty - [ o) -7 dov )

ou

donde OU indica la frontera del abierto U, f(y(z,y)) modela la proliferacién de las células
y 7 es un vector normal unitario.

Definicién 3.1. Sea F' un campo vectorial y {x1,...,x,} un sistema de coordenadas.
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Llamaremos divergencia del campo vectorial para todo punto del espacio, a

. = - O0F 0F, oF,
divF =V -F=—+ —=+ ..
Xy \V4 oz, + D2y + .+ .

con Fi, ..., F, las componentes del vector F.

Teorema 3.1 (Teorema de Gauss de la divergencia). Sea U un abierto simple de
R2 y OU = S su frontera orientada por un vector normal unitario con sentido hacia el
exterior de U. Si F' es un campo vectorial de clase C' en un entorno de U, entonces:

/ ﬁ-ﬁdsz/v-ﬁdU
oUu U

con S = 0U.

Usando el teorema de la divergencia en la ecuacion (3.1]), obtenemos:

dy .. .
/Udth—/Uf(y)—dwgp dUu

La ley de Fick postula que el flujo va desde una regién de alta concentracion a re-
giones de menor concentraciéon con una magnitud que es proporcional al gradiente de
concentracion, es decir:

@ = —dVy (3.2)

donde d es el coeficiente de difusion. Un término de difusion de Fick en un modelo de
densidad de poblacion establece que hay una migracion de areas de alta densidad de po-
blaciéon a areas de baja densidad de poblacion.

Por tanto, aplicando esta ley a la ecuacién anterior, llegamos a la ecuacion:

?;i =V - (dVy) + f(u) (3.3)

Definiciéon 3.2. A una ecuacion de la forma , se le suele llamar ecuacion de reac-
cion-difusion.

En el modelo logistico , se asume que la variacién en la densidad de poblacion
es de poca importancia para el crecimiento de ésta. En la realidad, esta suposicion es
bastante dudosa. Por tanto, si introducimos la tendencia de una poblacién a extenderse
en areas habitables, que es representada mediante el coeficiente de difusion de la Ley de
Fick , el modelo queda:

Yo = dyze + ay(K —y) (3.4)

donde d es el coeficiente de difusién, y = y(x,t) la densidad de poblacién y a la tasa
de crecimiento de la poblacion y K la llamada capacidad de carga. Hemos empleado la
notaciéon y, = % Y Y = %.

Evidentemente, la introduccién de un término de difusién conduce a una ecuaciéon diferen-
cial parcial que, a diferencia de la ecuacion ordinaria , en general no puede resolverse

analiticamente. Reescribiendo la ecuacién anterior, tenemos:

Yo = dYuw + f(y) (3.5)
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donde f(y) modela la proliferacién de las células (la velocidad de crecimiento del tumor
considerado principalmente) y du,, viene del hecho de que cuando las células tumorales
han crecido lo suficiente, migran a otras zonas.

Definicién 3.3. Las ecuaciones de la forma (3.5) reciben el nombre de ecuacion de
Fisher.

Generalmente, la ecuacion de Fisher se estudia con condiciones de frontera del tipo
Neumann, ya que suponemos una superficie cerrada, por lo que no hay difusion a través
del dominio. Tenemos entonces que:

y(0,) =0

yaz(Lv t) =0 (36)

donde L es la longitud del dominio considerado. Consideramos también la condicién inicial:

y(x,0) = g(x) (3.7)

Notese que en la ecuaciéon se modela dos de las caracteristicas mas importantes
de los tumores, la proliferacion y la difusién de las células cancerigenas. En nuestro caso,
segun las condiciones de frontera elegidas, suponemos que no ocurre metastasis puesto
que en la frontera no hay migraciones de células.

Ahora, estudiaremos la resolucion numérica de dicha ecuacion.

3.2. Andlisis discreto de la ecuacion

El método de diferencias finitas es utilizado para calcular, de manera ntmerica, las
soluciones de ecuaciones diferenciales o ecuaciones en derivadas parciales en espacios fini-
tos, mediante una discretizacion del espacio y del tiempo.

Veamos un método en diferencias finitas para la resolucién de la ecuacion de Fisher
(3.5) con la condicién inicial:
y(@,0) = g(z)

y condiciones de contorno de tipo Neumann.

Sea U = (0,1), tenemos que y(z,t) en (0, 1) satisface el siguiente problema:

Yt = Yz y(l_y) Vo oze (071>7t6 (O,T],
y2(0,8) =y, (1,8) = 0 vV telo,T], (3.8)
y(z 0) ( ) Vo € [0,1]

donde hemos establecido por simplicidad que d =r = K = L = 1 y, por tanto, podemos
suponer que 0 < g(x) <1 para todo z € [0, 1].

Discretizando el espacio y el tiempo en una malla cuadrada, consideramos a y! ~
y(x;,t;) como la aproximacién numeérica de la solucién en el punto discreto z; a tiempo ¢;.
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Teniendo en cuenta las condiciones de contorno y la condicién inicial del problema ([3.8)),
podemos establecer el siguiente método numérico:

W =g(z;), i=0,..n+1 j>0
W= (1= 20 + 2ry] + Aty (1 — )
gl =yl (U= 2] F oyl + Atyl(L—u]), 1<i<n
vl = 2ryl + (1= 20yl + Aty) (1= yh)

donder:(AATt)zyij.

Podemos observar que la solucién numérica permanece en el intervalo (0,1) y que
converge hacia y = 1 cuando t — oo para todo x si se cumple la condicién (3.10)). El
intervalo, (0,1), donde permanece siempre la soluciéon se denomina region invariante. Se
cumple esta propiedad si:

Ax)?
At S i
2+ (Ax)?
Podemos ver que y = 1 es una solucién asintética para V g(x) = cte # 0. Por otro lado,

sea ¢g(x) una funcién no constante y satisfaciendo 0 < g(x) < 1, si cumple la condicién
(3.10)), la solucién converge a 1 cuando t — oo.

(3.10)

3.3. Andlisis continuo de la ecuaciéon

Consideramos el problema y supongamos que existe una unica solucion y que
es una funcién suave. Podemos ver que existe una regiéon invariante en la cual siempre
permacene dentro; es decir, sea ¢ € (0, 1), podemos comprobar que el intervalo [e, 1 + €]
es una region invariante de y:

Teorema 3.2. Sea y, satisfaciendo Y, Yu, Yur, yr € C ([0,1] X [0,00)), una solucién del
problema (3.8)). Entonces, si la condicion inicial g verifica

0<e<g(x)<1l+eg,

tenemos que:
O0<e<y(x,t)<1l+¢

para todo x € [0,1], t > 0.

Demostracion. Procediendo por reduccién al absurdo, supongamos que y sobrepasa el
valor 1 + €. Luego tenemos que, por la irregularidad de y, existe un ¢y tal que:

y(r,t) <1+e V z€l0,1], t<tp.
Ademas en t = t0, debe haber un punto z = x( tal que:
(1) yt('xO:tO) 2 07

(11) ywx(x[th) S 07
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(111) y(xg,to) =1 + &,
Usando que ¥ = Y + f(u) = Y2z + y(1 — y) y las condiciones (ii) y (iii), obtenemos:
Yt (o, to) + y(zo, to(1 — y(zo,t0)) < (14+e)(1—=(1+¢)) =—e(1+4+¢) <0,

lo que contradice la condicién (i). Por tanto, no existe dicho punto (xg,tg) y, por consi-
guiente, y € [¢,1 +¢].

Andlogamente se puede ver que y no puede ser mas pequena que €. O]

Veamos ahora las condiciones bajo las cuales la solucién del problema ([3.8]) es conver-
gente. Para ello, consideramos el siguiente teorema:

Teorema 3.3. Sea y la solucion de (3.8)) con una condicion inicial g satisfaciendo
0<e<glx)<l+e V z€]01].

Entonces, y se aproxima a la solucion y =1 en el sentido de que:

1 1
/o (y(z,t) — 1)%dx < 6_2€t/() (1 — g(x))*dz (3.11)
para todo t > 0.

Demostracion. Sea y la solucién de (3.8)) para la condicion inicial g satisfaciendo la con-
dicién del enunciado. Si definimos:

B(t) —/Ol(y(ac,t) 1 V>0,

Usando la ecuacién del problema (3.8) y las condiciones de frontera, obtenemos

B(0) =2 [ ()de —2 [ o1 - y)Pds
Usando el Teorema , se deduce que:
y(x,t) >e>0 V z€[0,1], t>0
y, en consecuencia, tenemos:
) < -2 | (1= gl t)2de — —22E(1).
Por tanto, la desigualdad de Gronwall (ver [ref. biblio]), implica que:
E(t) < e *'E(0)
O

Analicemos como decae la derivada espacial,y,, de y. Para este fin, basta con considerar
el teorema:
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Teorema 3.4. Sea y una solucion suave de (3.8|) para una condicion inicial g = g(x)
satisfaciendo
0<e<g(x)<l+e

Entonces, la derivada espacial de y decae de la siguiente forma:
1 1
) el ) < 207 [ (@) (3.12)

Demostracion. Definamos

F(t) :/Ol(yx(x,t))Qda:, £>0

donde y es la solucién del problema (3.8)). Derivando, respecto la variable espacial z, la
ecuacion

obtenemos:
Si definimos
V=Yg,
deducimos que v satisface
UVt = Vg + (1 - Qy)l)
con condiciones de contorno
v(0,t) =v(1,t) = 0.

Consideremos ahora la derivada de F'(t), tenemos que:

d ! 1 1
F(t) = f/ v?(x, t)dx = 2[1}%}3—2/ (vx)2d:c+2/ (1 — 2y)o?de
dt Jo 0 0
1 1
< —2/ (vx)2dx+2/ v?dr  (3.13)
0 0

donde se supone que ¢ < y(z,t) <1+ ¢ para todo x € [0,1] y t > 0.
Consideramos la desigualdad de Poincaré para cualquier funcién continuamente dife-
renciable, w = w(z), y con condiciones w(0) = w(1) = 0, entonces:

= [ (w(@)2dz < | C(w/(2)) e

Debido a las condiciones de contorno, podemos deducir de la desigualdad de Poincaré
que:
1 1
/ (s, 1)) 2dz > 72 / (v(e, 1))2dz,
0 0
y la condicién (3.13) implica que

F'(t) < —2n? /

1 1
vidr + 2/ vidr = 2(1 — ) F(t)
0 0

Aplicando la desigualdad de Gronwall, obtenemos:

F(t) < 2™ R(0)
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Ahora veamos cuando la solucion de la ecuacién de reaccién-difusion y puede ir al
infinito en un tiempo ¢ = t* < oo. Para el problema con condiciones de frontera de tipo
Neumann es facil comprobar que la soluciéon y — oo en un tiempo finito ¢* para
ciertas elecciones de g. Por ejemplo, podemos comprobar esto si la condicién inicial g es
constante:

Sea g(z) = go V x € [0, 1], entonces
y(x,t) =v(t), ze€l0,1, t>0,

donde v es la solucion de
v'(t) = f(v), ©(0) = go.

Por tanto, la solucién de (3.8, viene dada por la solucién de una ecuaciéon diferencial
ordinaria que se sabe que se va al infinito en tiempos finitos para algunas funciones g.






Capitulo 4

Automatas celulares en el
crecimiento de tumores

4.1. Definiciéon de autémata celular

Un autémata celular (A.C.) es un modelo matemdtico y computacional para un sis-
tema dinamico compuesto por un conjunto de células que adquieren distintos estados a
medida que evoluciona el tiempo de una forma discreta. Los estados de unas células se
ven afectados por los estados de las células vecinas, lo que llamamos regla de transicién
local. Es adecuado para modelar sistemas naturales que puedan ser descritos como una
coleccion masiva de objetos simples que interactien localmente unos con otros.

Cada A.C. debe de estar compuesto por:

- Una divisiéon regular del espacio; a cada region homogénea del espacio se denomina
célula o celda.

- Un conjunto finito de estados y una asignacion a cada elemento o célula del espacio
de un valor de ese conjunto, lo que llamamos conjunto de estados o alfabeto.

- Inicialmente se debe asignar a cada célula del espacio un estado.

- También hay que tener en cuenta el conjunto de células adyacentes a una dada, asi
como la posiciéon relativa respecto de ella, a esto lo denominamos vecindad.

- La regla de transicion local es la regla de evolucion que describe el comportamiento
del sistema. Define el cambio de estado de cada célula dependiendo de su estado
anterior y de los estados anteriores de su vecindad.

Especificaremos ahora los tipos de limites o fronteras que tienen los A.C :

- Frontera abierta, se considera que todas las células de fuera del espacio del autéomata
toman un valor (o estado) fijo

- Frontera Reflectora, las células de fuera del espacio del autémata toman los valores
que estan dentro, como si se tratara de un espejo.
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- Frontera periddica o Circular, las células que estan en la frontera interaccionan con
sus vecinos inmediatos y con las células que se encuentran en el extremo opuesto
del espacio.

- Sin frontera, la representacion del autémata no tiene fin, es infinito.

Los automatas celulares pueden generan sistemas dindmicos con comportamientos extre-
madamente diversos y ricos. Es por ello por lo que son utilizados en ciencias como modelos
de comportamientos complejos. Dentro del mundo matemaético los autématas celulares se
encuadran como sistemas dindmicos simbdlicos.

Un A.C. puede representarse mediante una ecuacion en diferencias de orden uno:
Tnr1 = F(xy) V n>0

donde z,, = {x,, }icza con d € ZT fijo cada x,(i) se encuentra en un espacio métrico, deno-
tado por M; al que llamamos espacio de fase en el punto i € Z? y I es un endomorfismo
del producto topolégico M = [];cza M; tal que {Fi(x)}ieze donde F; : M — M.

En este marco matematico, los elementos necesarios para definir un A.C. son:

» Sea Z% el espacio donde se distribuye cada célula de forma homogénea y sin frontera.
Para cada i € Z% M; = A (métrica discreta)es un conjunto finito, el llamado
conjunto de estados.

» El espacio de configuraciones es el conjunto de las sucesiones d-infinitas (puesto que
suponemos que no hay frontera) con valores en M; = A para cada i € Z4, es decir,

ALY,

» Un conjunto finito de células vecinas a cada célula V (vecindad) y todas las posibles
funciones de V en A, A".

» La regla de transicién local, 6 : AY — A, que es la funcién que describe la evolucién
del autémata.

Definicién 4.1. Un autémata celular en un espacio Z¢ con un conjunto de estados A y
una regla de transicion 9, es el endomorfismo F - AZ A2 definido por:

F(x)(n) = f(z[V+n)

para cada x € AZ y cada n € Z2, donde x|V +n denota la funcién de V en A dada por
los valores que asume la sucesion x en el traslado de V por el vector d-dimensional n.

Notese que el estado de la célula ubicada en la posicién n de € .AZd, depende de los
estados que tenga x en las células que forman la vecindad de n dada por V + n, ese nuevo
estado es el valor f(z|V + n).
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Ejemplo 4.1. Triangulo de Sierpinski.

Tomemos un espacio Z, un conjunto de estados A = Zy = {0,1}, y una vecindad
V=-1,0,1y con una regla de transicion conocida como la Regla 90 en la nomenclatura
de Wolfram (referenciar), definida por 6(a_1,a9,a1) = a_y +ay (mod 2).

Por tanto, para una configuracion inicial:

x=1..,0,0,0,1,0,0,0...}
obtenemos, para la evolucion temporal hasta un tiempo (n = 3), que:
) zo={...,0,0,0,1,0,0,0,...}
) ry=1{..,0,0,1,0,1,0,0,...}
) ze ={...,0,1,0,0,0,1,0,...}
(n=23) rs=1{...,1,0,1,0,1,0,1,...}

donde cada x; son las configuraciones de las sucesivas iteraciones de x a través de F' hasta
n=3J.

Obsérvese que, si representamos geométricamente este automata celular, obtenemos la
siquiente figura:

Figura 4.1: Representacion geométrica del “Triangulo de Sierpinsky ”. Representa la evo-
lucién dindamica del AC. Las celdas con color representan las células con estado 1 y las
blancas representan las células con estado 0

4.2. Aplicaciéon de autématas celulares al crecimiento
tumoral

Aunque los modelos continuos son capaces de describir el comportamiento del cre-
cimiento tumoral, pareceria mas razonable adoptar un enfoque discreto al describir la
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primera etapa del tumor. En esta etapa del tumor hay pocas células cancerosas presentes
y la proliferacion de éstas depende predominantemente de las interacciones de estas célu-
las con las células adyacentes y con el medio ambiente. Ademés, en el enfoque discreto, es
mas facil capturar el patron espacio-temporal generado por el modelo para compararlo con
patrones reales. Para modelar el crecimiento neoplasico consideramos que cada individuo
de la poblacién de células tumorales es una célula del autémata. Empezamos definiendo
el concepto de autémata celular. Supononemos un modelo de autématas celulares bidi-
mensionales que consta de 4 estados (celda vacia, célula estable, célula cancerosa y célula
tumoral necrética) para describir el crecimiento tumoral. En este estudio, el término de
crecimiento tumoral se usa para referirse al nimero de células cancerosas en lugar del vo-
lumen del tumor. Suponemos que nos encontramos en la primera etapa del tumor, no hay
aumento de nutrientes, que se distribuyen uniformemente sobre la red. En este modelo
simple, se evaliian los procesos de proliferacion de células cancerosas y la competencia en-
tre células normales y cancerosas por nutrientes y espacio. Dado que la necrosis (creacién
de células necréticas) suele estar presente en esta etapa del crecimiento tumoral, también
debe tenerse en cuenta la posibilidad de necrosis en el modelo. Finalmente, se incluye
el efecto de la terapia para investigar si el sistema evoluciona a un estado de curacion
(obsérvese [3], [6])

Definicién 4.2. Nos referiremos a automata celular estocdstico como un automata ce-
lular cuya funcion de transicion utiliza elementos estocdsticos (aleatoriedad).

Definicion 4.3. La Vecindad de Moore se define como el conjunto de las ocho celdas
que rodean una celda central en una malla cuadrada bidimensional.

Modelaremos un autémata celular estocastico bidimensional. Sea L x L un espacio
discreto bidimensional que representa la muestra de un tejido con frontera periddica |,
utilizando una vecindad de Moore V. En la condicién inicial (¢t = 0), solo hay una célula
cancerosa (podemos suponer que es la celda central del A.C.) y cada celda del autémata
puede estar en uno de los cuatro estados: célula estable (CS), célula cancerosa (CC),
célula necrética (CN) o espacio vacio (EV'). Suponemos que las células estables no se
transforman en células cancerosas con la excepcién de la célula cancerosa que desenca-
dena el tumor. Suponemos que los nutrientes estan disponibles uniformemente sobre la
red. En este sentido, la falta de espacio se identifica con la falta de nutrientes en nuestro
modelo.

Considerando el potencial de crecimiento para cada C'S' 'y CC. El potencial de creci-
miento de una célula cancerosa, P.., corresponde a la proliferacion de las células cance-
rosas, es decir, al nimero total de células cancerosas, que es igual a la célula cancerosa
de la celda de la malla més las células cancerosas generadas por esta célula. Sea py un
parametro que mide los recursos disponibles al inicio del tumor, que disminuye en un
factor Ap hasta alcanzar el valor nulo:

zes () )2

Ap = €_<-ch(t) (41)

donde z.4(t) v .(t) son el nimero de células estables y cancerigenas a tiempo ¢, res-
pectivamente. Nétese que a medida que z.4(t) aumenta, Ap disminuye. El efecto de la
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proliferacion de células cancerosas es que su potencial de crecimiento aumenta en una
unidad en cada paso de tiempo.

Las regla de transicion local del A.C. vienen dadas por:

- Las células cancerosas compiten con las células normales por los sitios vacios, de-
pendiendo del crecimiento potencial de las células de V. Generalmente, una célula
normal es desplazada por una célula cancerosa tras las batallas locales que ocurren
entre células sanas y cancerosas.

- Si el potencial de crecimiento de una célula cancerosa alcanza un valor umbral, €, que
es una fraccion del tamano de la red L y sus vecinas también son células cancerosas,
se vuelve una célula necrética y su potencial de crecimiento, P,.., disminuye a cero.

- Dependiendo de sus potenciales de crecimiento y de su vecindad, tanto las células
sanas como las cancerosas pueden morir, con probabilidades Py,cs ¥ Pee, respecti-
vamente, debido a la aplicacién de algin tratamiento farmacologico después de su
aplicacion en el paso de tiempo t;; en este caso, el sitio queda vacio.

- Si no hay células cancerosas en la vecindad de una célula muerta (sitio vacio), se
produce la regeneracién de células sanas; si las células cancerosas en la vecindad de
una célula necrética mueren como resultado de alguna terapia, la célula necrética
se elimina.

Segun estas reglas, podemos entenderlas de una forma algoritmica de la siguiente
forma:

CS - Sea y un numero aleatorio, si y < P,,.s, se comprueba el potencial de crecimiento
P si P, = 0, la célula muere y el sitio se vacia; si P, = 1, la celda del A.C.
CS CcS ) 9 CS )
permanece ocupada por una célula sana pero P., = 0.
Siy > Pes, t > t; y si hay al menos una célula cancerosa en su vecindad, la célula
normal es desplaza, P,,.s = 0 y el sitio se convierte en vacio. De o contratio sigue
siendo una célula normal.

CC - si todas las vecinas de la célula cancerosa son también células cancerosas y P..
alcanza la fracciéon umbral €, la célula cancerosa se convierte en necrética. De lo
contrario, consideramos el nimero y. Si ¥y < pmee y t > t;, estudiamos el potencial
P..:si P, > 0, se reduce en una unidad y la célula sigue siendo cancerosa; por
contra, la célula muere y el sitio queda vacio. Finalmente, si y > P, la célula
permanece cancerosa y su potencial de crecimiento P.. aumenta en una unidad.

EV - si hay células cancerosas y células normales en su vecindad, la competicién por el
sitio vacio entre las células cancerosas y las células estables es tal que si la suma de
los potenciales de crecimiento de las C'C' vecinas es mayor o igual a la suma de los
potenciales de crecimiento de las C'S vecinas, entonces el sitio es ocupado por una de
las células cancerosas vecinas (elegida al azar); de lo contrario, la celda es ocupada
por una célula estable que haya sido anteriormente desplazada. Si solo hay células
estables en la vecindad, el E'V se convierte en una célula estable por regeneracion.
Finalmente, si ninguno de sus vecinos son células normales o cancerosas, la celda
permanece vacia.
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CN - si al menos unos de sus vecinos no es una célula cancerosa ni una célula necrotica,
se elimina y el sitio se vacia; de lo contrario, continta necrético.

Podemos observar que la region necrotica permanece siempre dentro del tumor para
cualquier momento t.

Estudiaremos los casos de la evolucion del tumor cuando se aplica tratamiento y cuan-
do no.

Caso de no tratamiento

En este caso consideramos que P,,.s = P = t; = 0. Observamos que la evolucién
del tumor obedece la funcién de Gompertz:

Flt) = ae "

con a,b,c € R. En el crecimiento Gompertziano, la tasa de crecimiento del niimero de
células cancerigenas decrece logaritmicamente, esto es:

)

con x( el numero de células cancerigenas a tiempo t = 0, «q es la tasa de crecimiento de
xo vy B mide la rapidez con la que la curva se aparta de una exponencial singular y se curva.

La solucion de la ecuacién (4.2)) viene dada por:
Tee(t) = :Boe%o(lfe(_m)) (4.3)

Es evidente que el valor estacionario de x.. €S Tieoo = xoe%. En relacién con los
parametros ag y g, los valores simulados no son comparables con los valores reales, ya
que en nuestro modelo no se incluyé informacién sobre el tamano inicial del tumor. Tanto
ap como xg dependen en gran medida de esa informacion. Es evidente que cuando t — oo,
ZToo disminuye de acuerdo el parametro necrético € pero crece linealmente con el tamano
L y exponencialmente con el parametro py. Vemos, como dijimos anteriormente, que el
proceso de necrosis se encuentra dentro del tumor.

Caso con tratamiento

Si Pee > po, €l tratamiento es exitoso (curacion) y si P < po, €l tratamiento es
no exitoso (no curacién). Podemos observar que el éxito del tratamiento no cambia para
distintos valores de P,,.s

En caso de tratamiento con éxito, P,,.. > po, cuanto mayor sea P,,.; mas células sanas
van a ser eliminadas. Por tanto, podemos concluir que valores muy pequefios de P,
corresponden a una terapia éptima.

En caso de tratamiento no exitoso, Py,.. < po, cuando P,,.s aumenta, encontramos una
disminucién en el nimero de células estables y una tasa de aumento de células cancerosas
mas lenta.
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Conclusiones

El objetivo de este trabajo es presentar diferentes formas, cada vez mas realistas, de
la representaciéon de un tumor mediante modelos mateméaticos para poder analizar qué
modelos se ajustan mas a la realidad.

En el primer capitulo, los modelos expuestos son modelos béasicos ya que solo tenemos
en cuenta el parametro de la tasa de crecimiento celular en un espacio uniforme, que
siempre converge a la capacidad de carga, lo que significa que no es muy ttil ya que solo
representa el crecimiento de una poblacién en general con recursos limitados, sin tener en
cuenta las interacciones con las células del entorno, ni la acumulacién de mutaciones...

En el Capitulo 2, se presenta un analisis detallado de un modelo de cuasiespecies con
mutaciones. Este modelo es mas completo que el anterior, aunque suponemos que el es-
pacio es uniforme, se tienen en cuenta variables y parametros que incluyen mutaciones,
reparacion celular, apoptosis, etc, representa una forma mas realista que la propuesta en
el capitulo anterior, ya que se tienen en cuenta parametros que influyen, como hemos
visto, en el aumento (o disminucién) del volumen de un tumor. Adn asi, es un modelo
sencillo ya que no se tienen en cuenta otros fenémenos que ocurren en el cancer, como
por ejemplo la metastasis.

Posteriormente, consideramos un modelo en ecuaciones en derivadas parciales en el que
se incluye la proliferacion y la difusion de células cancerosas de un tumor, este modelo
representa de una forma mas exacta el tumor ya que tenemos en cuenta la distribucion de
la densidad de poblacién celular sobre el espacio y la posibilidad de migracién de células
del tumor considerado.

Finalmente, consideramos la definicién de autémata celular y modelamos el crecimien-
to tumoral con un autémata celular estocastico para poder analizar los casos en los que
hay tratamiento y en los que no, basandonos en probabilidades que se tienen en cuenta
para la configuracién de espacios. Los automatas celulares son capaces de representar con
bastante exactitud la dinamica del tumor, pero tiene el inconveniente de que con unas
reglas de transicion sencillas, los A.C evolucionan a una forma compleja. En nuestro mo-
delo consideramos reglas de transicion local estocasticas, basadas en probabilidades, lo
que nos acerca a la representacion exacta del tumor, ya que normalmente, la evolucién de
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un tumor también es aleatoria.
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