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Introduccion

En este texto se hablara sobre los diferentes tipos de fractales y sus propiedades mas
basicas. Lo cudl nos hace plantearnos una pregunta bastante importante. ;Qué es un
fractal?

Un fractal es un objeto matematico, que no tiene una definicion unanime. Diferentes
autores tienen sendas visiones acerca de lo que caracteriza a los fractales. Quizéas algunas
de las mas utilizadas sea llamar a los fractales «objetos de dimension fraccionaria» u
objetos gedmetricos que son el resultado de la iteracion infinita de un proceso geométrico.

Para explicar mejor esto, pondremos como ejemplo uno de los fractales mas famosos, el
conjunto de Cantor. El conjunto de Cantor comienza con un segmento, este segmento
se divide en tercios conexos de igual longitud, y se elimina el del medio. Con ambos
segmentos restantes repetimos el proceso, y asi recursivamente tenemos el conjunto de
Cantor.
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Figura 1: Construccién del conjunto de Cantor obtenida de [0]

Los fractales crean un puente entre la geometria clasica y el andlisis moderno, utilizando
de este 1ltimo, la iteracién infinita (es decir, la idea de paso al limite), pero aplicados
sobre objetos de forma mas geométrica, es decir, anadimos una sensacién de infinitud a
la geometria clésica.

Todo esta rama de las matematicas sali6 a principios del siglo XX. En estos anos surgi6 la
necesidad de estudiar subconjuntos de la recta que pese a tener medida de Lebesgue nula,
eran conjuntos con grandes propiedades geométricas, analiticas y aritméticas sin igual.

Al principio, fueron dejados de lado, pero con el paso de estudios acerca de ellos, se vio no
solo la belleza que poseen, sino también la similitud con procesos reales de la naturaleza
estudiados en otros campos como son la biologia o la fisica.
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Un ejemplo de esto es el experimento que realizo el botanico Robert Brown en 1827. El se
fij6, que al poner particulas de polen en un medio acuético, estas realizaban una compleja
danza. Anos més tarde, este movimiento dio paso a muchos otros trabajos, e incluso a
una estimacién bastante acertada del movimiento en si, por Wiener, al que se llamé el
modelo de Wiener.

Figura 2: Representacién del modelo de Wiener obtenida de [6].

En 1919, Hausdorff construy6 unas herramientas fundamentales para medir los fractales,
mediante la base de lo que hoy en dia conocemos como la medida de Hausdorff y la
dimension de Hausdorff, que explicaremos a continuacién mas en detalle.

Asimismo, durante los anos 20, Besicovitch comenzé a experimentar con los conjuntos
de dimensién de Hausdorff unitaria, que llevaron a la creaciéon de la rama de la teoria
geométrica de la medida que, con el paso de los anos, pese a ser todavia una teoria joven,
fue extendiéndose al estudio de los fractales.

También cabe destacar que durante los anos 70, Mandelbrot fue un matematico que inicid
un poco la parte mas real de los fractales, pues fue quien propuso ideas para aplicaciones
fractales en los diversos campos de la ciencia, alguno de los cuales, ya hemos mencionado.

Los fractales se utilizan en muchos campos de la ciencia como aproximaciones de objetos
reales; realmente no existen fractales en la vida real, de la misma forma que no existen
esferas ni rectas; sin embargo, podemos siempre aproximar ciertos datos para que se
puedan analizar de manera matematica, con el menor error posible.

Quizas uno de los ejemplos mas famosos es la paradoja de la costa. Dada una isla cual-
quiera, por ejemplo Gran Bretana, si intentamos medir el perimetro de la isla, es decir
la costa, entonces encontramos un problema. Como es normal, no podemos empezar a
medir una zona cualquiera grano de arena a grano de arena, porque haria que la longitud
tendiese a infinito y ademads las mareas hacen que la costa siempre esté cambiando.

Por lo tanto, hemos de considerar una forma de medir diferente, y esto nos hace ir a
la medida de Hausdorff, uno de los temas del trabajo. La medida de Hausdorff se usa
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para medir objetos irregulares como son los fractales, y usando la medida de Hausdorff,
podemos ver qué medida es la mas correcta para una costa.

Figura 3: Gran Bretana medida con segmentos de 50 km. Imagen obtenida de https:
//en.wikipedia.org/wiki/Coastline_paradox

Una vez dicho esto, podemos comenzar con el tema del trabajo en cuestion, que se centrara
en el estudio de diferentes fractales y sus caracteristicas, en particular, daremos una
forma de medirlos, varias formas de dar su dimension, clases de fractales particulares y
avanzaremos brevemente en la teoria de Besicovitch de la que hablabamos anteriormente.


https://en.wikipedia.org/wiki/Coastline_paradox
https://en.wikipedia.org/wiki/Coastline_paradox

Capitulo 1

Dimensién de los conjuntos fractales

Como ya dijimos, no existe un convenio universal a la hora de definir lo que es un fractal,
y esto es en parte debido a que son conjuntos de lo més dispares respecto de la geometria
clasica; las formas que poseen hacen imposible clasificarlos de manera correcta, pues como
por ejemplo sucede con el conjunto de Cantor, no hay una forma de construirlo con las
herramientas de la geometria clasica, pues se trata de un proceso infinito.

Por esto mismo estamos obligados a escapar de las maneras convencionales de medir y
dimensionar el espacio, y comenzar a usar una medida mas adecuada, que nos ayuda con
los conjuntos fractales: la medida de Hausdorff.

1.1. Medida de Hausdorft

Antes de empezar es bueno que recordemos algunos conceptos basicos de la teoria de la
medida. Una sigma-dlgebra sobre X es una coleccién no vacia de subconjuntos de X,
llamados medibles, que es cerrada bajo complementos y uniones numerables. Una medida
en X es una funcién p definida sobre alguna sigma-algebra de X (e imagen en [0, +o0])
tal que p(0) = 0 y que es numerablemente aditiva: p(J,—, An) = > o w(Ay) si A, es
una sucesion de conjuntos medibles disjuntos.

Una medida exterior sobre un espacio X es una funciéon p* sobre todos los subconjuntos
de X tal que p*(0) = 0 que es mondtona: A C B = u*(A) < pu*(B), y numerablemente
subaditiva: p*(U—; An) < D02 1*(Ay). Dada una medida exterior, los subconjuntos
E C X tales que pu*(A) = p* (AN E) + pu*(AN E°) para cualquier A C X forman una
sigma-algebra cuyos elementos se llaman p*-medibles, y la restriccion p de pu* a esta
sigma-algebra es una medida.

Existe un procedimiento muy general para construir medidas exteriores: sea G una colec-
cién no vacfa de subconjuntos de X tal que ) € G y existe una sucesiéon {X,,}°°, C G tal
que X =2, X,,[]Sea v : G — [0, 00] una funcién cualquiera tal que v(f)) = 0. Entonces

lEsta condicién se puede obtener facilmente si X € G.
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la funcién p* : p(X) — [0, +00| definida por

pr(E) =mf{ Y 0(G): {Gu}i, €6, EC |G
n=1 n=1

es una medida exterior que satisface pu*(G) < v(G) para G € G|

Con este inciso podemos comenzar con la medida de Hausdorff, primero tenemos que dar
un proceso de medida, y este nos plantea ciertos problemas, jcon qué objetos recubrimos
el conjunto que queremos medir? vy squé valor le damos a dicho recubrimiento?

Por ejemplo, si intentamos medir un segmento a base de cuadrados, se puede recubrir con
cuadrados cuya suma de areas es arbitrariamente pequena, dandonos que la medida del
segmento es nula. Andlogamente, si medimos un cubo sélido en R? con cuadrados, nos
da que no podemos contenerlo con un nimero finito ni numerable, por lo tanto siempre
tendra medida igual a oc.

Esto es similar a las definiciones que aparecen al comienzo de los Elementos de Euclides.
«Un punto es lo que no tiene partes.», esto se debe a que medir puntos solo podemos
hacerlo con los mismos puntos, «Una linea es una longitud sin anchura.», pues como
ya vimos, no obtenemos un buen resultado medirlo con objetos bidimensionales, «Una
superficie es aquello que soélo tiene longitud y anchura.», analogo al caso anterior nos da
medida nula al medir objetos bidimensionales con objetos tridimensionales.

Ambos casos anteriores no nos ayudan a diferenciar los objetos con el area, pues tanto
puntos con curvas que tienen dimensiones 0 y 1 respectivamente, en la medida utilizada
son de medida nula, y los objetos de dimensiéon mayor que 2 tienen medida infinita, por lo
tanto necesitamos una herramienta mas precisa para hablar de objetos ya de si complejos,
como son los fractales. Para construirla, definiremos unos conceptos basicos, basandonos
en la construccion de una medida exterior:

Definicién 1.1.1. Dado un espacio métrico (X, p) definimos el didmetro de un subcon-
Junto A C X no vacio como:

diam(A) = sup{p(x,y) tales que x,y € A}.
Definicién 1.1.2. Dado un subconjunto E C X y un niumero real positivo 6, diremos que

una familia numerable {A;}ien de subconjuntos no vacios de X es un §-recubrimiento de
E si cumple que:

1. EC Uz A

2. diam(A4;) < § para todo i € N.

2La igualdad se alcanza si por ejemplo G es un algebra de conjuntos y v es subaditiva numerable y
aditiva finita sobre G; entonces los conjuntos de G son p*-medibles y p* = v sobre G. No diremos més
sobre los detalles técnicos relacionados con estos conceptos, que por otra parte se estudian en algunas
asignaturas del Grado.
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Definicién 1.1.3. Dado un conjunto E C X, un numero real positivo s, y la funcion:

diam(E)* si FE # (),
o(F) =
0 si E=0.

con esto, fijando 6 > 0, definimos el s-tamano de E respecto de 6 como:

H3(E) = inf { Z v(A;) tal que {A;}ien es un d-recubrimiento de E}
i=1

Observacion 1.1.1. Por esta definicion, Hj(E) es una medida exterior en X.

Con estas definiciones podemos medir un conjunto cualquiera E, pero con un ligero error,
pues ignoramos irregularidades de tamano menor que d. Sin embargo, si hacemos  tender
a 0, la medida serd més precisa, luego tiene sentido definir:

Definicién 1.1.4. Llamaremos medida s-dimensional exterior de Hausdorff a

e (E) = lim Hi(E),

6—0
que puede ser un valor finito, o infinito.

Comprobemos que efectivamente dicho limite existe. Para ello usaremos la siguiente defi-
nicién:

Definicién 1.1.5. Dado (X, p) un espacio métrico y § > 0 consideraremos la coleccion
de subconjuntos Xs definida de la siguiente manera:

Xs ={A C X tales que diam(A) < 6}.

Observacion 1.1.2. Obsérvese que esta definicion nos dice que todo d-recubrimiento de
un subconjunto de X estd contenido en Xj.

Teorema 1.1.1. El limite H*(E) = lims_,o H3(E) existe como elemento de [0, co].

Demostracion. Tenemos que si 0 < § < ¢’ entonces X5 C Xy, porque si diam(A) < §
entonces diam(A) < §'. Por lo tanto, como todo d-recubrimiento es un §'-recubrimiento,
tenemos que Hj(A) > Hj (A) para todo s > 0y todo A C X, luego nos queda que:

M2 (A) = lim H3(4) = sup{H3(A)}.

6—0
para todo A C X, por lo tanto el limite existe. O

Teorema 1.1.2. La medida H® es una medida exterior en X.

Demostracion. Demostrémoslo por partes:

1. H*(0) = 0 porque H3(0) = 0 para todo 6 > 0.
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2. Como Hj es una medida exterior, se tiene que si A C B entonces H3(A) < Hi(B),
por lo tanto

H(A) = lim H5(4) < lim H3(B) = H*(B).

3. Finalmente si A C (J;—, Ay entonces:

Por lo tanto:

Con estas bases tedricas podemos ahora ver algunas propiedades que tienen las medidas
de Hausdorff, que nos ayudaran mas adelante con las dimensiones fractales.

Definicién 1.1.6. Una medida exterior métrica es una medida exterior p* sobre un
espacio métrico (X, p) tal que

W (AUB) =p*(A)+p*(B) cuando p(A,B) > 0.
Es decir, es aditiva sobre parejas de subconjuntos separados por una distancia positiva.

Lema 1.1.1. (Lema de Caratheodory) Sea p* una medida exterior métrica sobre el espacio
métrico (X, p) y sea { Ap}nen una sucesion no decreciente tal que si A = |, .y An, se tiene
p(An, A — A,_1) >0 para todo n € N. Entonces

pr(A) = Mm p*(Ay).

n—oo

Demostracion. El limite existe como elemento de [0, co] por monotonia. Entonces como
p*(A) > u*(A,) para todo n € N, se tiene que p*(A) > lim,, o p*(A4,), de forma que sera
una igualdad si lim,,_, p*(A4,) = co. Supongamos por tanto que lim,, ., p*(4,) < 0oy
tomemos By = A1y B, = A, — A,,_1 para todo n > 1. Entonces si m > n + 2 ocurre
que B, C A,y B, CA— A, 1 CA— A, y por lo tanto, p(B,,, B,) > 0. Luego por
induccién obtenemos 2 resultados:

M*(,QB%1> = gu*(&m),
1w (kOlek> = kzn;/f(B%)-

y como lim,, ., pu*(A,) < coy UZ:I By = A, ambas sumas convergen cuando n — oo,



1.1. MEDIDA DE HAUSDORFF )

que implica que

u*(&zu*(Q%) Iu*(Anu G Bk) <

k=n+1
(A + Y i (By) < lim gt (An) + Y p(By),
k=n+1 k=n+1
de donde resulta que p*(A) < lim, o p*(A,). O

Teorema 1.1.3. Si p* es una medida exterior métrica de un espacio métrico (X, p)
entonces todo conjunto boreliano es p*-medible.

Demostracion. Puesto que la o-algebra de conjuntos de Borel es la o-algebra generada
por los conjuntos cerrados, es suficiente probar que p*(A) > p*(ANC) + p*(A — C) para
todo subconjunto A C X y todo conjunto cerrado C' C X.

Sea A, = {x € A tales que p(z,C) > l}, entonces p(A,, ANC) > l, y por tanto:
n n
1 (An) + p (AN C) = p* (A, U (AN C)) < p'(A),

ademas A—C = U;'Ozl A, = lim,,_, A, por ser C cerrado. Luego usando el lema anterior,
vamos a probar que lim,,_,o p*(A,) = p*(A — C).

1
Siz € A—CnN A, entonces existe z € C' con p(x,z) < ——, por lo tanto dado y € A,

n+1
entonces por la desigualdad triangular tenemos que:
(@,9) 2 ply ) = pl2,2) > = — —
x,y) > ply,z) —plr,2) > — — ——,
plx,y) = Py p n  niil

y por lo tanto:

1 1
A— A A)> - — — )
p( (CNA)A,) > n T nrd > 0 para todon € N

Luego tenemos que lim,, o, p*(A4,) = p*(A — C) y usando lo visto anteriormente,
1 (Ap) + W (ANC) < p(A=C) +p"(ANC) < p'(A),

que con la otra desigualdad, que vimos antes, hemos acabado. O

Proposicién 1.1.1. La o-dlgebra de conjuntos H®-medibles contiene a la o-dlgebra de
Borel de (X, p).

Demostracion. Por el Teorema basta con ver que H?® es una medida exterior métrica,
es decir que se cumple la siguiente condicion:

(AU B) = H*(A) + H*(B) si p(A, B) > 0.
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Para ver esto, consideremos un § > 0 tal que p(A, B) > § y consideremos un d-recubrimiento
{Ek}ren de AU B. Cada uno de los Ej no puede contener a elementos de A y de B si-
multaneamente, porque si fuera asi entonces existiria un a € A y un b € B tales que
a,b € Ey y por lo tanto p(A, B) < p(a,b) < 6 lo cual serfa una contradiccién.

Luego podemos obtener dos subrecubrimientos del original, { £y, } que los componen todos
los Ej, tales que ExyNB =0y {E},} que los componen todos los Ej, tales que EyNA = ().
Por lo tanto, tenemos que:

S diam(Ep)* > Y diam(Ep)*+ Y diam(Eg)* > Hi(A) + H3(B).
i=1 Ene{Ey ,} Epc{Brp}

Tomando infimos sobre tales recubrimientos entonces tenemos que Hj(AU B) > Hj(A) +
H3(B), por lo que tomando supremos respecto de ¢ nos da que H*(AU B) > H*(A) +
H*(B).

La desigualdad contraria H*(A U B) < H*(A) + H*(B), viene como consecuencia de la
subaditividad. O

Proposicion 1.1.2. La medida H® cumple las siguientes propiedades geométricas:

1. Imvariancia por isometrias. Dados dos espacios métricos (X, p) y (X', p') con
(X, p) — (X', p)) una isometria, entonces H*(p(A)) = H*(A) para todo A C X.

2. Cambio de escala. Dado un espacio real normado (X, || ||) y A # 0 € R entonces
Ho(ANA) = |A\[PH5(A).
Demostracion.

1. Si g es unaisometria, entonces conserva los didmetros y por lo tanto Xy = ¢(Xj), lue-
go si { Ey, }nen es un d-recubrimiento de A entonces {¢(E,,) }nen €s un d-recubrimiento
de p(A), y por lo tanto:

Hi(o(A)) < 3 diam(p(,))* = 3 diam(B,)"

Tomando infimos nos da la desigualdad H;3(p(A)) < H3(A), que tomando supremos
respecto de 0 nos queda H*(p(A)) < H*(A).

La desigualdad contraria se obtiene de la misma forma, solo que considerando el
subconjunto p(A) C X’ y su antiimagen por .

Ho(A) = H (¢ (p(A))) < H((A)).

2. Como ||Az — A\y|| = |||z — y||, entonces diam(AA) = || diam(A).

Por lo tanto, {E, },en €s un d-recubrimiento de A si y solo si {\E, },en €s un Ao-
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recubrimiento de AA, y por lo tanto:
His(AA) Zdlam (AE,)* = |A]° Zdlam

Que tomando el infimo sobre los d-recubrimientos {F, },en queda que
5(M) < M (A),
y haciendo 6 — 0 nos da que
HI(ANA) < |APHP(A).

Anélogamente al caso anterior, la desigualdad contraria se obtiene cambiando A por
A1y A por A lo que nos da

HI(A) = HE(ATIAA) < IATSHI(ANA).
Que multiplicando en ambos lados por |A|* nos da el resultado que queremos

A" (A) < HP(AA).

Un caso particular de esta demostracién es el siguiente corolario.

Corolario 1.1.1. En un espacio normado de dimension finita, por ejemplo (R", dy ), la
medida de Hausdorff es invariante por traslaciones y transformaciones ortogonales.

Demostracion. No hace falta demostrar nada, pues como sabemos las traslaciones y trans-
formaciones ortogonales son ambas isometrias. O]

Proposicion 1.1.3. Si 0 < p < q entonces para todo A C X y todo 6 > 0 se tiene que
HI(A) < STPHE(A).

En particular HP(A) es decreciente respecto de p, ya que si 0 < 1 entonces 6777 < 1.

Demostracion. Sea {E,}nen un d-recubrimiento de A entonces sabemos que

diam(A) .

diam(FE,,)

0
di E)\*
Por lo tanto si 0 < p < ¢ entonces fam( >> < ( 5

p
5 > , para todo n € N.

Luego (diam(E,))? < §77P(diam(E,,))? para todo n € N, por lo que tomando infimos por
la parte izquierda, nos da que Hi(E,) < 097P(diam(E,))? para todo n € N.
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Finalmente, tomando infimos obtenemos H{(E,) < 67 PHE(E,) para todo n € N. O

1.2. Dimension de Hausdorff

Con las medidas de Hausdorff H* hemos conseguido un buen sistema de medidas para la
variedad de subconjuntos de un espacio métrico cualquiera (X, p), sin embargo, poseen
un problema, escoger un valor de s apropiado. Como dijimos antes, medir con objetos de
dimensién equivocados, lleva a que la medida sea ineficaz, y que solo lleve a darnos dos
valores, 0 0 0o, lo cual no nos ayuda a clasificar los subconjuntos. Por ello, definiremos la
dimensién de Hausdorff de un conjunto, la cual usaremos para determinar la s concreta.

Definicién 1.2.1. Llamaremos dimension de Hausdorff de un subconjunto A C X a

dimpy(A) = sup{H"(A) = oo}.

p=0

Proposiciéon 1.2.1. Sea 0 <p < q y A C X, entonces se cumplen las siguientes propie-
dades:

1. 8i HP(A) < oo entonces HI(A) = 0.

2. SiHI(A) > 0 entonces HP(A) = oo.

3. dlmH(A) = l/nfszo{Hs(A) = 0}

Demostracion. Se cumple que 1. < 2. por lo tanto, solo hace falta demostrar que 1. es
cierta.

Si HP(A) < o0y 0 < p < ¢ entonces Hi(A) < §9PHE(A) < 67 PHP(A), por lo tanto,
tomando el limite cuando § tiende a 0, nos da que:

HI(A) < lim 69 PHP(A) = 0,

0—0
luego HI(A) = 0.

Ahora veamos 3. como ya vimos H?®(A) es decreciente, por lo tanto los conjuntos definidos
I ={s >0 tales que H*(A) =0} y J = {s > 0 tales que H*(A) = oo} son dos intervalos,
y ademas sup([) < inf(J).

Sea entonces d = sup(/), ¢ > d y sea 0 < p tal que ¢ > p > d, por lo tanto ocurre que:
1. Por ser p > d entonces p ¢ I y por lo tanto HP(A) < oc.

2. Por ser ¢ > p entonces como HP(A) < oo y por lo que acabmos de demostrar se
deduce que H?(A) = 0.

Por lo que deducimos que H(A) = 0 para todo ¢ > d, por lo que la funcién H?(A) nos
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queda de la siguiente manera:
oo st p<d,
HP(A) =
0 si p>d.

Lo que nos dice que sup(l) = d = inf(J). O

Este resultado es muy importante, porque nos dice que para cada A C X tal que existe
p,q >0 con HP(A) =0y HY(A) = oo entonces existe un tnico valor ¢ < d < p que sera
el valor determinante para medir objetos de dimensién fractal.

HP(A)

- 5

0 o 4
d

Figura 1.1: Gréafica de la dimensién. Imagen obtenida de [6]

Sin embargo, no todos los subconjuntos poseen un valor d tal que 0 < H4(A) < oo.

Definicién 1.2.2. Diremos que A C X es Ahlfors reqular si existe un d > 0 tal que
0 < HYA) < 0.

Observacion 1.2.1. Si un conjunto es Ahlfors reqular, es obvio que dimg(A) = d, sin
embargo el reciproco no siempre es cierto, puede ocurrir que HY(E) =0 o HY(E) = oo.

Proposicion 1.2.2. Dado un espacio métrico X, la dimension de Hausdorff cumple las
siguientes propiedades:

» (Monotonia) Si A C B entonces dimpy(A) < dimpy(B).
» (Estabilidad) Si A =J~ | A, entonces dimpy(A) = sup,n{dimpy(A,)}.

Demostracion. Veamos primero la monotonia y después la estabilidad.

» (Monotonia) Si A C B entonces para todo p > 0 se cumple que H?(A) < HP(B),
por lo tanto:
{p>0:H"(B)=0}C{p>0:H'(A) =0}

Entonces, como ya sabemos

dimy(B) = fnf (H7(B) = 0} = fnf {H7(A) = 0} = dimys(4).
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» (Estabilidad) Sea s = sup,cy{dimy(A4,)}. Como A, C A para todo n € N,
entonces como vimos antes dimg(A4,) < dimg(A) para todo n € N, por lo tanto
S S;diHlH(fqy

Si s = oo hemos terminado, si no es asi, como s > dimgy(A,) para todo n € N,
luego se tiene que si s < p < oo, entonces HP(A,) = 0 para todo n € N y por
subaditividad HP(A) = 0 < oo. Por lo tanto, dimy(A) < s.

[
Corolario 1.2.1. Si d < dimy(X) entonces H? no es una medida o-finita.
Demostracion. Si X = o7, X, con H4(X,,) < oo, ocurrirfa que dimp(X,,) < d y por la
propiedad de estabilidad que vimos antes, dimpy (X) < sup,,cn{dimpg(X,,)} < d con lo que
llegamos a contradiccion. O]

Teorema 1.2.1. Sea f : R® — R"™ una aplicacion tal que existen constantes L, M > 0
que verifican

Liz —yll < | f(z) = fW)Il < M|z -y,
para todo x,y € R™. Entonces si E C R" se tiene que

L'H(E) < H(f(E)) < M*H*(E).

Demostracion. Sea {A;};en un o-recubrimiento de E con § > 0, entonces como
diam(f(4;)) < M diam(A4;),

ocurre que {f(A;)}ien es un Md-recubrimiento de f(E) y

> diam(f(A;))" < M* ) diam(4;)*,

i€l 1€EN

por lo que
ws(f(E)) < MPHS(E),

y tomando el limite cuando § — 0 obtenemos
H (f(E)) < MPHA(E).

De forma anéloga, usando los mismos pasos, se demuestra que
LH(B) < W ((E)),

y juntando ambas desigualdades concluimos. O]
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1.3. Dimension de fractales

Con estas bases tedricas podemos dar las dimensiones de conjuntos fractales. Sin embargo,
como veremos a continuacion nuestra manera de medir las dimensiones es de lo mas
ineficaz, pues depende en parte de dar un resultado que se espera, sea la dimensién.

log(2)
log(3)

Teorema 1.3.1. La dimension del conjunto de Cantor es s =

Demostracion. Llamaremos E al conjunto de Cantor, ahora dado § > 0, si 37% < §, la
familia de intervalos {Ex;} que componen F y que cada uno de ellos posee longitud 37*.
Ademds por construccién del conjunto de Cantor, hay 2% (este resultado se puede deducir
por induccién sobre k). Por lo tanto, {Ekj}ikzl es un d-recubrimiento de E que verifica

2k
H3(E) < diam(By)* = 25(37%)".
7j=1
log(2
Entonces si hacemos s = %(2) tenemos el resultado que
log(3)

Hi(E) <1

por lo que haciendo § — 0 nos da que H*(E) < 1, y por lo tanto dimy(FE) < s. Veamos
ahora que

H3(E) = 1.
Sea {I;};en un recubrimiento de E que podemos suponer que esta formado por intervalos
abiertos. Puesto que E es compactd, podemos suponer que el recubrimiento es finito, y
como R — E es abierto, podemos, alargando si fuese necesario los intervalos /; suponer que

los extremos de los I; estdn fuera de F, esto aunque afecte a la medida de los intervalos,
es algo despreciable, lo cual no afectard al resultado final.

Entonces existe 0 > 0 tal que la distancia de los extremos a F es menor que d. Podemos
seleccionar entones un entero k tal que 3% < § con lo que queda asegurado que los
intervalos Ej; con i = 2¥ estdn contenidos en algtn I;, por lo tanto nos da que

diam(7;)® > Z diam(Fy;)?,

Ey;Cl;

que por lo tanto

m 2k

Zdlam Z Z diam(Ej;)* Zdlam Eij)* =2F(377) = 1.

Jj=1 Ey;CI; 7=1

Con lo que concluimos que H3(E) > 1 luego, usando lo visto anteriormente Hi(E) =1y
concluimos que dimg(FE) = s. O

3Es compacto pues es acotado e interseccién infinita de intervalos cerrados, por lo tanto, cerrado.
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Visto todo esto, uno se puede dar cuenta que pese a que se puede generalizar a cualquier
conjunto imaginable, tenemos un gran problema respecto a la dimensién. Parte de nuestra
demostracion se basaba en que teniamos una idea de cudl podia ser el valor que buscamos,
y demostramos que, en efecto, dicho valor es la dimensién. De no haber tenido este dato
la demostracion seria mucho mas larga, pues también seria necesario estimar el posible
valor de dimension.

Para hallar los valores de la dimensién veremos ahora otra forma de calcular dimensiones
que es mas facilmente computable. Asimismo, en los siguientes capitulos hablaremos de
diferentes clases de fractales, asi como maneras de hallar sus dimensiones, que, como
veremos, seran mas faciles de computar.

1.4. Dimensién por recuento de cajas

Aunque para medir las dimensiones fractales normalmente se utiliza la dimensién de
Hausdorff, existen otras definiciones de dimension, mas faciles de usar y computar y que
ademds en muchos casos coinciden con el valor de Hausdorff. El mas usado de estos, y el

que utilizaremos sera la dimensién por recuento de cajas. Esta parte del texto proviene
de [6].

La idea de este concepto de dimensién sigue siendo la misma que la definicion de dimension
de Hausdorff, esto es, dado un ¢ > 0 idear una medida que ignora irregularidades de
tamano menor que J y estudiar como varia a medida que § — 0.

Para ver mejor este concepto daremos un ejemplo con una curva F C R2, entonces
dividiendo al plano con cuadrados de lado ¢, podemos definir la «d-longitud de E» como
la suma de las longitudes de los cuadrados del mallado que cortan a E, luego si necesitamos
N;(FE) cuadrados para recubrir a E, entonces

Ls(E) = Ns(E)d.

Observacion 1.4.1. Si la curva es rectificable entonces cuando 6 — 0 ocurre que Ls(E)
tiende a la longitud de la curva.

El problema entonces recae, en una curva tal que a cualquier escala posea irregularidades.
Una curva asi hard que cuando 6 — 0 entonces Ls(E) — 00, es decir, que existe un s > 0
tal que

Ls(E) ~ K67,

con K € R* una constante.

Con esto, tomando logaritmos nos da la definicion de s

o — 1 19(Ls(E)) = Log(K) _ | log(Ls(E))
50 —Log(0) 550 —Log(0)

ya que el numerador y el denominador tienden a infinito y Log(K) es constante.

Con esto podemos dar una nueva definiciéon de dimensién:
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Definicién 1.4.1. En R", llamaremos d-malla, a la coleccion de cubos de la forma:

Definicién 1.4.2. Dado un subconjunto E2 C R™ llamaremos dimension por recuento de
cajas de E a
. . Log(Ns(E))
RS O

siendo Ns(E) el nimero de cubos de la §-malla que corta a E.

Observacion 1.4.2. No hay garantias de que dicho limite exista, por lo tanto, si no
existe hablamos de dimension superior y dimension inferior de E, que las denotaremos por
dimp(E) y dimgz(E) respectivamente, y serdn definidas de la misma manera cambiando
el limite por limite superior y limite inferior respectivamente.

Observacion 1.4.3. Sin embargo, en los casos mds importantes el limite anterior suele

k
existir y se puede simplicar el cdlculo tomando § = (5) , luego la formula de la dimension

queda
. e Log(Ny(E))
dimp(E) = lim = o8~

Observacion 1.4.4. La definicion de Ns(E) nos da que es asintdticamente igual a 6 *
siendo s = dimg(FE), por lo tanto
Ns(E)0™° — o0 si s < dimp(FE),
Ns(E)0™° — 0 si s > dimp(E).
Por lo tanto,
N;s(FE)6® = inf { 255 {A;} es d-recubrimiento finito de E}

Y nuestra definicion de medida de Hausdorff era:

H3(E) = inf { Zdiam(Ai)s :{A;} es d-recubrimiento finito de E},

por lo tanto, en general dimy(F) # dimg(FE).

Uno de los casos més comunes en donde ocurre esto es [0, 1]NQ en R. Del cual hallaremos
sus dimensiones por ambos métodos.

Proposicién 1.4.1. Dado el conjunto E = [0,1]NQ, entonces tenemos que dimg(E) = 0
y dimp(F) = 1.
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Demostracion.

1. |dimg(E) = 0| Como sabemos el conjunto E es numerable, entonces lo podemos

poner como una sucesién creciente de racionales en [0,1], {zx}7,, luego, como
vimos en el teorema |1.1.2, tenemos que

0<H(E) <Y Ho (o).

Por lo tanto, como esta ultima igualdad es 0 para todo valor de s, salvo s = OE]
entonces tenemos que dimg = 0

2. |dimp(F) = 1| También sabemos que el conjunto E es denso en [0, 1], por lo tanto,

dimp(F) = dimg([0, 1]), y como sabemos dimp([0, 1]) = 1, pues se debe a la férmula
de la observacién , y a que para todo k € N se cumple que Ni(FE) = 2’“
luego como el numerador y el denominador son iguales, nos da dimensién 1. Luego
concluimos.

[]

Pese a esto, la dimension por recuento de cajas es 1util, entre otras cosas porque es compu-
table, y porque ademéas ambas dimensiones coinciden en un conjunto de fractales, deno-
minados fractales autosemejantes, que veremos méas adelante. Este resultado viene dado
por el siguiente teorema.

Teorema 1.4.1. Sean 11, ..., T, aplicaciones contractivas lineales en R™ y sean yy, ..., Ym €
R™ unos ciertos vectores, entonces si un conjunto E C R™ satisface que

m

E = J(E) + v,

i=1
verifica que dimg(F) = dimpg(E).

El teorema anterior viene enunciado y demostrado en [3] en la pagina 143.

En el capitulo que viene a continuacion daremos las nociones que se requieren para poder
aplicar este teorema, asi como una clase de fractales, llamados fractales de sistemas de
funciones iteradas.

1.5. Medida de Hausdorff y medida de Lebesgue

Una vez vista la medida de Hausdorff, uno se pregunta, jcomo actia sobre conjuntos
mds " normales” ?. Por ejemplo, ;cudnto vale H*(B(0,1))? Para responder estas preguntas
definiremos la medida de Lebesgue y después la compararemos con la medida de Hausdorft.
Esta parte del texto proviene de [4], capitulo 1, seccién 1.4.

4pues {z} es un punto, y sabemos que la dimensién de Hausdorff del punto es 0
5Es una cuenta sencilla de comprobar
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Por las restricciones en la longitud del trabajo, se supondra conocida la medida de Lebes-
gue, asi como sus propiedades, las cuales vienen nombradas en [6].

Definicién 1.5.1. Sea (X, p) un espacio métrico. Diremos que una coleccion de conjuntos
U es una clase de Vitali de E, si para todo x € E yd > 0 existe un U € U tal que x € U
y ademas 0 < diam(U) < o

Teorema 1.5.1 (Teorema de recubrimiento de Vitali). Sea E un conjunto H*-medible de
R"™ y sea U una clase de Vitali de E solo conformada por conjuntos cerrados, entonces
podemos obtener una sucesion {U;}2, de U tales que los conjuntos sean disjuntos dos a
dos y ademds se cumple una y solo una de las dos siguientes condiciones:

1. %2, diam(U;)* = oo,
2 (B~ (UZ,U) =0

Demostracion. Fijando p > 0 podemos asumir sin pérdida de generalidad que diam(U) <
p para todo U € U considerado. Entonces escojamos la sucesion por recurrencia. Sea Uy
un elemento cualquiera de *U, entonces tenemos el siguiente valor:

d; = sup{diam(U) tales que U € Uy U NU; = (}}.

Si dy = 0 entonces ¥ C U; y se cumple 1., con lo que acabamos. Si no cojemos U, € U
de tal forma que U N Uy = () y diam(Us) > % y repetimos el proceso por recurrencia.

Supongamos entonces que el proceso continta indefinidamente, y ademds que y ., diam(U;)* <
0o. En ese caso, para cada ¢ € N definimos B; una bola abierta con centro en U; y de
radio 3 diam(U;), por lo tanto, para todo k > 1 ocurre que

E - (QU) C D B,

i=k+1

x € U por construcciéon. Que ademas como diam(U;) — 0 cuando i — oo existe un
no € N tal que si m > ng entonces diam(U) > 2diam(U,,). Asimismo, por la forma de
seleccion de {U;}52, tenemos que existe un k < j < m para el cual U NU; # () y ademads
diam(U) < 2diam(U;), y por lo tanto U C B, en particular x € B;.

Entonces escogiendo d > 0, se cumple que
00 k 9] 0
H; (E -U UZ-> < H; <E -U UZ») < Y diam(B)* = ) 6" diam(U;)*,
i=1 i=1 i=k+1 i=k+1

siempre que k > 0 sea suficientemente grande como para que diam(B;) < ¢ para todo
1> k.

Si esto se cumple, entonces por las propiedades vistas de la medida de Hausdorff, tenemos
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que

Hs (E — U Ui) = 0 para todo 0 > 0,

i=1

luego H?® <E - Uz, Ui> = 0, lo que prueba 2., y con esto terminamos. O

Teorema 1.5.2. El volumen n-dimensional de un conjunto convexo y cerrado E con

T (5)"

(3)

es el ratio entre el volumen de una bola n-dimensional

diam(FE) = d es menor o igual que
nord\ N
2 (5)

(3)!

Observacién 1.5.1. Elvalor

y su diametro d.

Teorema 1.5.3. Si £ C R", entonces L™(E) = ¢, H"(E) con ¢, una constante que solo
depende de la dimension n.

Demostracion. Sea € > 0, podemos cubrir £ con una coleccién de conjuntos convexos y
cerrados {U; }ien tales que ). diam(U;)" < H"(E) + e.

Por el teorema anterior, sabemos que L£™"(U;) < ¢, diam(U;)™, por lo tanto, tenemos que

LME) < Z,C"(UZ-) < ¢ Zdiam(Ui)" < ¢, (H"(E) + €) para todo € > 0,
ieN ieN

con lo que deducimos que L™(E) < ¢, H"(E).

Falta ver la desigualdad contraria. Para ello sea ¢ > 0 y consideremos una colecciéon de
conjuntos coordenados de R" {C}}ien que cubran £ y ademds ), vol(C;) < L™(E) +e.

Dado § > 0 y cogiendo todos los i € I tal que diam(C;) < 26, construimos una clase
de Vitali 0. Por el Teorema [1.5.1] tenemos que para cada i € I existen bolas {B;;}jen
contenidas en Cj, con diam(By;) < 6 y H"(C; — Ujen By;) = 0, en particular tenemos,
Hy (CZ- -U en Bij) = 0. Entonces como L™ es una medida de Borel, se cumple que,
> jen £(Bij) = LUjen Bij) < L£(Ci), y entonces

MR (E) <Y HP(C) <Y > HH(By) + > Hy (Ci -U Bij) <

ieN ieN jeN ieN jEN

>N diam(By)" =Y e 'LMNBy)" <> e LNC) < o, (LM(E) +e),

ieN jeN ieN jeN ieN
con lo que tenemos que ¢, Hy(E) < L™"(E) + € para todo € > 0, por lo tanto ¢, Hj(E) <
L™"(E) para todo 0 > 0. Luego ¢, H"(E) < L"(E). Juntando ambas desigualdades, nos da
que c, H"(E) = L™(FE) con lo que acabamos. O

Este resultado es muy fuerte, pues nos demuestra que salvo una constante, la medida de
Hausdorff es igual a la medida de Lebesgue.



Capitulo 2

Sistemas de funciones iteradas

2.1. Nociones previas

Como ya comentamos en la introduccién, podemos considerar fractal como el resultado
de la iteracién infinita de un proceso geométrico. Esto nos proporciona una forma de
construir fractales a partir de funciones, y nos daran fractales de sistemas de funciones
iteradas.

Definicién 2.1.1. Llamaremos sistema de funciones iteradas (para abreviar SFI) en un
espacio métrico (X, p) a cualquier familia finita {f;}", de aplicaciones contractivas en
X para todo 1 < i <n.

Observacion 2.1.1. Como las f; son aplicaciones contractivas en (X, p) entonces existe
0 <1 <1 tal que p(fi(z1), fi(z2)) < rip(xy,x2) para todo x1,x9 € X. En particular,
también sabemos que toda aplicacion contractiva es una aplicacion continua.

Definicién 2.1.2. Llamaremos razon de contractividad de un SFI{f;}", a
r=max{ry, ..., "},
siendo r; la razon de contractividad de f; para todo 1 < i < n.

Observacion 2.1.2. La razon de contractividad de todo SFI cumple que 0 < r <1

Definicién 2.1.3. Dado un SFI {f;}1~, y A C X definimos la aplicacion F : X — X
tal que:

F(4) = [ fi(4).

Definicién 2.1.4. Dado un subconjunto A de un espacio métrico completo (X, p) defi-
nimos su cuerpo A-paralelo CP(A,\) como el conjunto de puntos cuya distancia a A es
menor o iqual a A\, es decir,

CP(A,\) = {z € X tales que p(x, A) < A},

17
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Observacion 2.1.3. Si A es compacto, entonces

CP(AN) = | B(a,N).

a€A

Definidos estos conceptos, es natural plantearse algunas dudas jezistird un subconjunto
AC X tal que A= F(A)? Y en caso de existir, sserd unico? ;Cémo se obtendrad?

2.2. Distancia de Hausdorff en conjuntos compactos

Para responder a todas estas preguntas primero tenemos que hacer un inciso acerca de la
distancia de Hausdorff en conjuntos compactos. Esta parte estd en gran parte obtenida
de [9], aunque cambiaremos la notacién utilizada.

Definicién 2.2.1. Dado un espacio métrico (X, p), definimos

K=K(X)={AC X : A es compacto y no vacio}.

Definicién 2.2.2. Dados compactos no vacios K, L € K, definimos la distancia de Haus-
dorff entre K y L como:

pu(K,L) = fr;f(’){K C CP(L,a) y L C CP(K,«)}.

Proposicion 2.2.1. El infimo anterior es un minimo.

Demostracion. Sea {ay}ren una sucesion decreciente con limite o € [0, 00), cumpliendo
que K C CP(L,ax) y L € CP(K,ay) para todo k € N. Veamos que K C CP(L,«a) y
L C CP(K,«).

Por reduccion al absurdo, supongamos que K ¢ CP(L,a) = {p € X : p(p, L) < a}, por
lo tanto, existe un x € K tal que p(z, L) > «, entonces existe kg € N tal que si k > kg
ocurre que p(z, L) > ay, lo que contradice la hipdtesis inicial, y por lo tanto llegamos a
contradiccién. Lo que demuestra que K C CP(L, «).

El caso L ¢ CP(K, «) posee una demostracion anédloga por reduccién al absurdo, con lo
que acabamos. O

Observacion 2.2.1. Si K = {p} y L = {q}, entonces py(K,L) = p(p,q).

Lema 2.2.1. Dados K, L € K, entonces se tiene:

put16,2) = it { sup { inf (o) s { it ot )} } .

z€K \YE yeL

Demostracion. Llamaremos o = max { SUD,c i { inf e {p(x, y)}}, SUDyer, { inf,cx{p(z, y)}}}
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Entonces veamos las siguientes desigualdades:

pu(K,L) > o|Sean z € K ey € L, por la proposicién anterior y lo que conocemos
de pH(K7 L) tenemos que LcC CP(K> pH(Ka L)) = {p € X: p(pv K) < PH(K, L)},
por lo tanto:

ply, K) < pu(K, L) para todo y € L,
y por definicién de p(y, K) tenemos que:

Luego tomando supremos en L nos da que

sup { inf {p(a.y)} } < p(K.L).

yel T

Cambiando los papeles de x e y obtenemos la otra desigualdad:

sup { ;gg{p(w,y)}} < pu(K,L).

Juntando ambas nos da que o que es el maximo de los dos valores anteriores sigue
siendo < py (K, L).

o> pu(K,L)|Sipy(K, L) =0,no hay nada que demostrar. Entonces sea py (K, L) >

0ysea0< A< pg(K,L). Por definicién de py (K, L) ocurre uno de estos casos, o
bien K ¢ CP(L,\), o bien L ¢ CP(K,\), supondremos K ¢ CP(L,\), porque el

otro caso es analogo.

Entonces existe zqg € K tal que zg ¢ CP(L,\), luego p(xg,L) > A, luego por
definicién de p(xg, L) tenemos que

z [-

> { > 1
o 2 sup { ;gg{p(x, y)} > ;gg{p(xo,y)} > A,

luego como esto se cumple para todo 0 < A\ < pg(K, L)) por lo tanto o >
pH(KaL) = Sup{)‘ 0<A< pH(X>Y)}

Con lo que concluimos. O

Lema 2.2.2. La funcion pg : K x K — [0,00) definida como en la definicion es
una distancia.

Demostracion. Lo veremos demostrando las 3 propiedades de una distancia:

1.

Si K = L € K entonces K C CP(L,a) y L C CP(K,«) para todo a > 0, por lo
tanto pg (K, L) = 0.
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Veamos el reciproco, sean K, L € K tales que py (K, L) = 0, entonces
Kc{peX:pp,L)<a}, LC{qge X :plq,K)<a}, para todo a > 0

Dado z € K, nos dice que p(z,L) = 0, luego + € L = L, y por lo tanto K C L,
analogamente vemos que L C K y concluimos que K = L

2. Usando el lema anterior vemos que py (K, L) = pu(L, K).

3. Sean K, L, M € K, entonces como K C CP(M, py(K,M))y M C CP(L, puy(M, L)),
entonces nos da que

K € CP[CP(L, piu(M, L)), pia(K, M)] = CP(L, [pr (M, L) + pu (K, M))).

Finalmente por definicién de pg(K, L) deducimos que py(K,L) < pg(M,L) +

]

Definicién 2.2.3. Diremos que A C K es Hausdorff acotado si es acotado con la métrica
P, Yy lo denotaremos pg-acotado.

Lema 2.2.3. Un subconjunto A C K es pg-acotado si y solo si |J,c 4 A es acotado en
(X, p).

Demostracion. Si A es pg-acotado existen K € Ky R > 0 tales que py(A, K) < R para
todo A € A, por lo tanto, A C CP(K, R) para todo A € A, luego

|J AccP(K, R).

A€A
Que es acotado en (X, p).

Reciprécamente si | J,. 4 A es acotado en (X, p) entonces existe R > 0 tal que (J .4 A C
B(0, R), luego para cada A € A nos queda que:

Ac | J AcB(0,R) C CP(B(0, R), 2R).
AcA

Por otro lado si = € B(0,R) e y € A, luego por la desigualdad triangular p(z,y) < 2R,
moviendo x € B(0, R) tenemos que

B(0,R) C CP({y},2R) C CP(4,2R).

De estas dos férmulas deducimos que pz(A,B(0, R)) < 2R para todo A € A luego A es
acotado. O]

Lema 2.2.4. Sea X un espacio topoldgico, entonces X es compacto si para toda familia
F de cerrados de X que cumpla que cualquier subfamilia finita de F es no vacia, se tiene

Nper F# 0.
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Demostracion. Dada una familia de cerrados JF, se considera la familia de abiertos com-
plementarios A = {X — C' : C' € F}. Por lo tanto, (o C = 0 es equivalente a que A
sea un recubrimiento de X, y si de F no se puede extraer una subfamilia finita que sea
vacia, significa que de A no puede extraerse un subrecubrimiento finito. Por lo tanto, si
esto ocurre X no puede ser compacto, con lo que acabamos. m

Proposicién 2.2.2. Sea {K,}n,en C K no creciente, con K,, no vacio para todo n € N.

Entonces, (,en Kn €s su limite en (K, py)

Demostracion. Veamos primero que [, .y K&, # 0. Como {K,},en es no creciente y
K, # 0 para todo n € N entonces {K, },en es una familia de compactos en el espa-
cio topolégico K7, con la topologia heredada de (X, p), v ademés { K, }en cumple que
cualquier subfamilia finita {K,,}7", es no vacia. Luego por la compacidad de K; esto

implica que (,cy Kn # 0.

Ademas (),cy Kn es un cerrado dentro del compacto Kj, por lo tanto, es compacto.
Entonces (1), .y Kn € K. Luego para comprobar que {K,},en converge a [, .y K, en
la distancia de Hausdorff, debemos comprobar lo siguiente: Dado € > 0 tenemos que

comprobar que existe my € N tal que py (KmﬂneN Kn> < € para todo m > mg, O
equivalentemente, dado € > 0, jexiste mg € N tal que si m > mgy entonces

K,, CCP(ﬂKn,e),

neN

() Kn C CP(Kp,e) ?

neN

La segunda parte es trivial, entonces demostremos la primera, por reducciéon al absurdo
supongamos que exista € > 0 tal que para todo mgy € N existe m > mg cumpliendo que:

K, ¢ CP( N Kn,e),
neN
luego consideremos el compacto
C,, = K,, — intr {CP( ﬂ Kn,e)} ().
neN

Entonces la sucesion {C), }men €s no creciente, y por lo tanto, por el lema anterior tiene
intersecciéon no vacia, es decir

0# {Km—intr[CP(ﬂKn,e)H =N Km—intr{CP(ﬂKmE)},

meN neN meN neN
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si comprobamos ahora que

(K. C intr{CP( N Kn,e)],

neN neN
entonces llegaremos a contradiccién, porque entonces (), .y Crm = 0.

Para demostrar esto, lo haremos en un caso mas general. Sea A C X no vacio, entonces
veamos que A C intr(CP(A,¢€)) para todo € > 0. Tomando a € A entonces para todo
€ > 0 tenemos que

B(a, %) Cl{reX:p(x,A) <e} =CP(Ae),

por lo tanto a € intr(CP(A,€)), luego como esto vale para todo a € A se deduce que
A C intr(CP(A, €)), con lo que concluimos. O

Teorema 2.2.1. Fl espacio (K, py) es completo.

Demostracion. Sea {Ky}nen C K una sucesion de Cauchy. Veamos primero que (J, oy Kn
es acotado en (X, p). Por ser la sucesiéon de Cauchy, para todo € > 0, existe un ny € N tal
que si n > ng entonces py (K, K,,) < € luego K,, C CP(K,,,¢€) y por lo tanto

U K. CIKiU ... UK, 1] UCP(K,, €),
neN

que es acotado en (X, p) por ser {K,}nen C K. Ahora definimos A; = U2, K que es
compacto en X por lo visto anteriormente. Luego A; € K para todo i € N.

Por construccién, la sucesion { A, }nen s no creciente en (K, pg), por lo tanto, por la pro-
posicién anterior { A, }nen converge a (), oy An en (K, pg), luego solo nos queda comprobar
que {/, nen converge también a (), .y An en (K, pg) habremos terminado.

Sea otro € > 0, como {A,},en converge a [),cy An en (K, pg) entonces existe ng € N tal

que para cada n > ng ocurre que pg([),,ey Ams An) < €. En particular

KjCFjC GKh:AjCCP<mAn7€>'

h=j neN

Por otro lado, por ser { K, }nen C K sucesion de Cauchy para el € anterior existe my € N
tal que si m,l > mg entonces pg(K,,, K;) < €, en particular

Km C CP(K[, E),

fijando un p > mgy nos queda que

| K. c | JCP(K, €) = CP(K,,¢).

s2p s2p
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Tomando cerrados nos queda que
A, = | JK, C CP(K,,e) = CP(K,,¢)
s2>p

En particular
() A C A, C CP(K,,€)

heN

Luego finalmente tomando r = méax{ny, mo}[], nos da que dado ¢ > 0 entonces

PH(ﬂAthr> <€

heN

2.3. Existencia y unicidad de conjuntos fractales para
SFI

Una vez concluido el inciso podemos empezar a demostrar los teoremas que nos diran los
conjuntos que buscamos para los sistemas de funciones iteradas. Por lo tanto, dado un
espacio métrico completo (X, p), definimos el subespacio métrico (K, py), y enunciamos
la siguiente proposicién.

Proposicion 2.3.1. 5i f : X — X es contractiva de razon k, entonces la aplicacion
inducida f : K — K es contractiva de razon r en (K, py)

Demostracion. Para comprobar esto hay que comprobar que la aplicacién contractiva f
contrae los cuerpos A-paralelos con una razoén contractiva r, es decir que

F(CP(4, X)) C CP(f(A),7A).

En efecto, siy € f(CP(A, )\)), entonces para algun x € CP(A, \) esy = f(x), para dicho x
ocurre que p(x, A) < A, por lo que para algin z € A es p(z,y) < v donde p(f(z),x) <rA
con f(z) € f(A), por lo que z € CP(f(A),rv).

Ahora bien, si py(A, B) = X entonces A C CP(B, \), por lo tanto:
f(A) € f(CP(B,v)) € CP(f(B),rv),
y de la misma forma, cambiando los papeles de A y B, entonces:
f(B) C CP(f(A),rA).

Luego se demuestra que py (f(A), f(B)) < rv, como querfamos demostrar. O

1 Ambos valores definidos antes durante la demostracién.
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Corolario 2.3.1. Sea {fi, ..., fu} un sistema de funciones iteradas en X de razones con-
tractivas 0 < r; < 1 para todo 1 < i < n. Entonces la aplicacion F(A) = J;_, fi(A) de
la Definicion [2.1.5 es una contraccion del espacio (K, py) con razén r = méx{r,...,r,},
definida como la razén del SFI (Definicion .

Demostracion. Por la proposicion anterior, dado A € K entonces para todo 1 <i < n se
tiene que:

fi(CP(A, X)) C CP(fi(A),r)),

por lo que
F(CP(4, X)) = U A(CP(4,3)) € JOP((4). ),

pero como el cuerpo A-paralelo de la unién de una familia de conjuntos es la union de la
familia de cuerpos A-paralelos de los conjuntos, por lo que:

F(CP(A, X)) C CP(O fi(A),rX) = CP(F(A),r)\).

i=1

Razonando igual que la demostracién de la proposicion anterior con la aplicacion f, con-
cluimos. O

Antes de dar el teorema principal de los SFI, es necesario mencionar el teorema del punto
fijo de Banach.

Teorema 2.3.1 (Teorema del punto fijo de Banach). Sea (X, p) un espacio métrico com-
pleto, y sea f : X — X wuna aplicacion contractiva, entonces existe un unico x € X tal
que f(x) =z al que llamaremos punto fijo de f.

Ademds dicho punto fijo verifica que para todo y € X :

1. x= 11,Inn—wo fn(y)7

Py, f(y))
2. Jy) < s
pla,y) < =T
Ahora con todo esto podemos dar el teorema principal de esta parte, que nos determina
que hay un fractal asociado a cada SFI, y ademads dicho fractal es tnico.

Teorema 2.3.2 (Teorema de existencia y unicidad). Sea {fi,..., fn} un sistema de fun-
ciones iteradas en X de razones contractivas 0 < r; < 1 para todo 1 <1 < n. Entonces
existe un unico elemento A € K tal que F(A) = A. Ademds para todo B € K se cumple
que:

lim F*(B) = A,

k—o0

En el espacio métrico completo (K, py).

Demostracion. Como acabamos de ver, F' es una aplicacién contractiva de razén r en el
espacio métrico completo (K, pg), por lo tanto por el teorema del punto fijo de Banach,
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existe un tnico A € K tal que F(A) = A y ademds para todo B € K se tiene que

lim F*(B) = A.

k—o00

]

Este resultado es bastante importante, hemos demostrado no solo que dado un sistema de
funciones iteradas existe un unico fractal ligado a dicho sistema, si no que ademas, dicho
fractal es compacto.

Pese a que no todos los fractales son compactos, algunos de los méas conocidos si lo son: El
ya comentado conjunto de Cantor, el tridngulo de Siepinski, la curva de Koch, y muchos
otros mas. De hecho a continuacion escribiremos un algoritmo para determinar los fractales
que determinan un cierto SFI.

Algoritmo 2.3.1. Dado un SFI{fi,..., fn} de razones 0 < r; < 1 y fijando un M > 1
entonces el algoritmo que determina su fractal es el siguiente:

1. Elegir un compacto cualquiera B € K.
2. Hacer Z = B.
3. Hacer desde 1 =1 hasta M :
a) Hallar F(Z).
b) Hacer Z = F(Z).
4. Representar Z.

Este algoritmo, aunque no es posible llevar a que haga infinitos pasos, con un M suficien-
temente grande, la aproximacién podemos decir que es «suficientemente buenas.

2.4. Fractales autosemejantes

Esta parte del trabajo viene principalmente de [0], aunque las notaciones han sido alte-
radas para coincidir con las notaciones previas de SFI.

Dentro de los fractales, existe un conjunto particular que son los fractales autosemejantes,
dichos fractales, como su propio nombre indica, son fractales cuyo total es semejante a una
de sus partes. Aunque esta definicién es poco precisa, por lo daremos una mas matematica.

Definicién 2.4.1. Dado (X, p) un espacio métrico diremos que un subconjunto E C X
es autosemejante si existe un SFI{f1,...., fa} de X con respectivas razones contractivas
r; tales que:

)
2. Para cierto s € R ocurre que H*(E) > 0 y H? <fl(E) N ]‘}(E)) =0sii#].

Observacion 2.4.1. Las condiciones que hemos puesto son que E se obtiene como union
de los f;(F), a las que denominaremos piezas de E, y la condicion mds significativa, que
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dice que las intersecciones f;(E)N f;(E) para todo 1 < i # j < n alas que denominaremos
el solapamiento de las piezas de E, sean de medida nula respecto de la medida de E.

Un caso particular de esto es si las intersecciones son vacias como es, por ejemplo el caso
del conjunto de Cantor.

Definicién 2.4.2. Diremos que un SFI, S = {fi,..., fu} en (X, p) cumple la condicion
de abierto si existe un conjunto acotado y abierto V- C X tal que:

FV)=UL fiV) CV,
2. f:(V)N f;(V) =0 para todo 1 <i # j <n.
Definiciéon 2.4.3. Con las notaciones anteriores, denotaremos por Vi, . al conjunto
fir (fio (o (fi, (V) -0))-

Teorema 2.4.1. Sea S = {fi,..., fu} un SFI de X con razones 0 < r; < 1 para todo
1 < i < n, que verfica la condicion de abierto. Entonces, el conjunto E C X que es
autosemejante por S, cumple que existe un unico s > 0 tal que:

n

Z(Ti)s =1,

i=1

y ademas
0<H(E) < o0,

Por lo tanto, s = dimy(F).
Demostracion. La existencia de s depende de la expresién en > (r;)® = 1, que decrece

mondtonamente al crecer s, y cuyo maximo es s = 0 donde vale n, luego existe un tnico
valor s que verifica la igualdad anterior.

Veamos ahora que dado dicho s, ocurre que si H*(FE) < oo, entonces:
He(F(E) N f(E)) = 0sii # .

Como ya sabemos f; es una semejanza de razon r; por lo tanto, usando el Teorema [1.2.1
se cumple que:

H(fi(E)) < riH*(E),

por lo que

D H(f(E) < H(E Zr—%s - (Ufl ) <> H(h(E

donde la tultima desigualdad se obtiene por la subaditividad de H?®. Es decir, que E se
descompone en los trozos {f;(E)}!, de forma que la H® medida de F es la suma de las
‘H*® medidas de los trozos, por lo tanto la medida de dichos trozos debe de ser nula.

Ahora comprobemos que 0 < H*(E) < oo

Sea V un conjunto que determina la condicién del abierto para {fi, ..., f,} v llamemos V'
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a su conjunto de puntos de adherencia. Y con él, consideramos los recubrimientos F*(1/)
para todo k € N, dichos recubrimientos nos dan la siguiente estimacion de la medida de
Hausdorff de E.

Z diam(V;, ;) = Z (Til A . rik)s diam(V)?,

{18k YEAR {11k YEAR

denotando Ay = {{il, i} C Ntales que 1 <k < n}

Ahora si elevamos a k la expresiéon > - (r;)® =1, nos da

1k:<§:(ri)5>k: S ()’

i=1 i1, in JEA
de donde finalmente obtenemos

> diam(V;,,.,)° = diam(V)".
{’il,...,ik}GAk

Es decir que las suma de los didmetros de las piezas que forman el recubrimiento de F*(V)
elevados a s es igual al didmetro de V elevado a s. Ahora bien, dado 6§ > 0, tomando k
suficientemente grande podemos conseguir que F*(V) sea un é-recubrimiento de E para
el que la suma de sus partes

> diam(V;,,.,,)° = diam(V)?

{i1,- ik} EAK

por lo que usando la definicién de Hj nos da que

Hi(E) < diam(V)* < o0

y haciendo tender 6 — 0 nos da que H*(F) < cc.

Finalmente solo nos queda probar que H*(E) > 0. Consideremos una pieza cualquiera
W del recubrimiento F*(V), que serd de la forma W = f; (....(fi,(V))....), entonces W

contiene piezas de los recubrimientos F" (V') si r > k, por lo tanto
Z diam(V,, ;. )° = diam(W)?,
donde el sumatorio se extiende por las piezas de F" (V) contenidas en W.

Por lo tanto, acabamos de ver que, siendo W una copia a escala de V, repite el mismo
resultado. Por lo tanto, dado € > 0 y cogiendo k suficientemente grande podemos hacer

que dado una bola B de radio € entonces todas las piezas de F"(V') que estan contenidas
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en W y cortan a B cumplen que

Z diam(V;,,_;)° = diam(W)* < qeS

{il,....,ir}EAr
siendo ¢ > 0 una constante arbitraria de k y e.

Por lo tanto cogiendo un recubrimiento de E por bolas abiertas £ C |J)_, B;, y tomando

diam(B;)

k suficientemente grande y € = y obtenemos

Zp:diam(Bi)S > %i (Zdiam(vil,....,ik>s>7
i=1 1

1=

donde el sumatorio del paréntesis se extiende por todas las piezas de F*(V') que cortan a
cada de las bolas B;. Pero como vimos antes esto es lo mismo que

P
2° —

E diam(B;)* > — diam(V')®.

, q

1=1

Tomando ahora un recubrimiento finito de V' por abierto {U;}1, v lo podemos encerrar
en bolas B; de doble de didmetro de U;, por lo tanto nos da la desigualdad

gdiam(Ui)s = Xp: (dia“;@i))s ., diam(V)*

=1 q

diam(V)*

y esta desigualdad nos da que H*(F) > > 0, con lo que concluimos. ]

Observacién 2.4.2. FEste teorema ademds nos dice que todo conjunto autosemejante
es Ahlfors reqular. Y mas importante, acabamos de encontrar una forma de calcular la
dimension de ciertos conjuntos fractales.

2.5. Dimension de fractales generados por SFI

Ahora podemos escribir algunas SFI de fractales ya conocidos, y con ellos podemos hallar
sus dimensiones de manera eficaz. Usaremos un ejemplo sencillo de calcular, con el cual
ya hemos tratado en este trabajo, el conjunto de Cantor.

Proposicién 2.5.1. El SFI del conjunto de Cantor es:

{0 = 5 e = 22}

2Esto se demuestra en [6] en la pdgina 115-116
3Esto se puede hacer porque V cumple la condicién de abierto
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Demostracion. Por construccion, el conjunto de Cantor (al que denotaremos F) son los
reales contenidos en [0, 1], cuya expresién en base 3 solo consta de {0,2}, por lo tanto, a
cualquier z € E, cumple que fi(x) € E'y fa(x) € E, pues la expresién de fi(z) en base
3 es la expresién en base 3 de z, solo anadiendo un 0 al principio, y andlogo para fs(x),
solo anadiendo un 2 al principio, por lo tanto F(E) C E.

De manera similar podemos ver la inclusién contraria, por la definicién de F, todo ele-
mento de [0, 1] cuya expresion en base 3 solo posea 0y 2, serd del conjunto de Cantor.
Entonces, dado un z € E ocurre que el primer término en su expresion en base 3 o bien
es 0 o bien es 2, y por lo tanto existe un 2’ € E, tal que fi(2’) = z si el primer término
es 0, o bien fy(2') = 2 si el primer término es 2, luego £ C F(E)

Uniendo ambas tenemos la igualdad, con lo que terminamos. O

log(2)
log(3)

Proposiciéon 2.5.2. El conjunto de Cantor tiene dimension s =

Demostracion. Las dos aplicaciones contractivas que definen al conjunto de Cantor son
las siguientes

()= 2.0 =22}

1
Ambas tienes una razon contractiva de 3 por lo tanto la formula nos da que

)

Es decir que

Resolviendo nos da que s = 10g(3)

Ahora sabiendo esto veremos como calcular el punto fijo de los SFI, y para ello daremos
una acotacion suficientemente buena del punto fijo. Para calcular esta cota daremos la
siguiente férmula.

Lema 2.5.1. Dado un SFI {fi,..., fu} de razén contractiva 0 < r < 1, A su punto fijo
asoctado y un conjunto compacto no vacio B entonces

k

pu(F*(B), A) < pu(B, F(B)).

1—r

Demostracion. Como F': X — X es una aplicacién contractiva de razén r, se cumple
que
p(F(B), F(B) < rp(B, B),
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que por induccién nos da que
p(F"(B), F"(B')) < r"p(B, B').
Luego, si hacemos B’ = F(B) nos queda
p(F"(B), F"*(B)) < r"p(B, F(B)).

Ahora, sea m > n, entonces, como p es una distancia, cumple la desigualdad triangular,
y por lo tanto

p(F"(B), F™(B)) < p(F"(B), F*"'(B)) + ...+ p(F™ '(B), F"™(B)) <
r"p(B, F(B))
1—7r '

Esto nos demustra que {F"(B)},en es de Cauchy. Ademés, lim,, . F™(B) = A es un
punto fijo, pues

("4 .+ (B, F(B)) =" (1 +r+7* + ...+ 7" "")p(B, F(B)) <

F(A) = F(lim F*(B)) = lim F(F"(B)) = A.

n—oo n—oo

Y es tnico, pues si suponemos por reducciéon al absurdo que hubiera otro punto fijo A’
con p(A, A’) > 0 entonces p(A, A") = p(F(A), F(A") < rp(A,A") y como 0 <r < 1es
una contradiccion.

Por lo tanto haciendo m — oo en la desigualdad anterior nos queda que

lin p(F"(B), F"(B)) = p(F"(B), 4) < "B EB))

m—oo 1—7r

[]

Esto nos permite hallar una aproximacion del punto fijo asociado de un SFI cualquiera,
lo cual nos serd muy 1til en el tema a continuacion.

2.6. Aproximacion de imagenes mediante fractales

Es claro que, pese a que no haya fractales en la naturaleza, muchas estructuras son mas
facilmente aproximables por fractales que por los objetos de la geometria cldsica (rectas,
puntos, esferas,...). Por ello, hacemos la pregunta: ;Se puede representar cualquier imagen
mediante fractales? Y de ser asi, ;como se hace? Este es el tema que trataremos a
continuacion.

Teorema 2.6.1. Sea (X, p) un espacio métrico y sea E C X un conjunto compacto,
entonces para todo € > 0 existe un SFI {fi,...., fu} con punto fijo A de tal forma que
pu(E,A) <e.

Demostracion. Sea By, ...., B, una coleccién de bolas abiertas cuyos centros estan en F,
y con radios < §, entonces E C |J;*, B; C CP(E, §).
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Entonces definimos f; : E — B; una aplicacion contractiva de razéon < % para todo
1 <@ < m,luego fi(E) C B; C CP(fi(£),5) para todo 1 < ¢ < m. Por lo tanto,
U, filE) = F(E) c CP(E, ) y ademds I C | J;-, CP(fi(E), 5), luego por definicién de
la métrica de Hausdorff, obtenemos que

pu(E, F(E)) <

N

Que por el Lema [2.5.1], obtenemos que py(E, A) < e. O

Esto es muy practico por varios motivos, la primera, y mas obvia es que podemos guardar
imégenes en cualquier ordenador, no como una imagen, sino como un SFI, pues como
ya vimos durante el tema, a cualquier imagen se le puede asociar un SFI con un error
minimo.

Sin embargo, este teorema no nos da una manera de obtener los SFI requeridos, solo
nos garantiza su existencia. De todas formas, existen formas de hallarlas, como propone
Falconer en [3] en la pdgina 147, después del corolario 9.14. Podemos generar un punto
fijo senalando el contorno (una curva, que denotaremos por C') de una imagen I, y generar
la imagen I por la unién del contorno original C' y de sus imagenes por transformaciones
afines contractivas. Estas copias nos determinan el SFI que buscamos, pues al hacer una
transformacién afin esta nos determina una aplicacion contractiva que sera parte del SFI.

2.6.1. Aproximacion de imagenes en movimiento

Otro tema que nos interesa tratar con el mismo fin es el estudio de movimiento en los
fractales, ya que si un SFI, puede determinar una imagen, entonces el movimiento de los
fractales, puede darnos un video. Luego, con una pequena cantidad de datos, podemos
crear un video. Ahora veremos como:

Lema 2.6.1. Para cada p € [a, 5] C R consideramos { fi(p), ..., [n(p)} un SFI de razon
0 <r(p) <r <1 con punto fijo A(p) € K. Supongamos que, para cada x € X la funcion
(filp))(z) = filp,z) es continua respecto de p en [a,3]. Entonces para cada B € K la
funcion Fg : [a, f] — K, definida por

n

Fg(p) = F,(B) = U (fz(p))(B) para todo p € [a, ],

i=1

es continua.

Demostracion. Sean B € K, p € [a, f] y € > 0 fijos y arbitrarios. Entonces para cualquier
q € |a, B] se tiene que

pu(Fao). (o) = o (U (0) (). U (@) (8)) < s o (1) 8). () 21)

T 1<i<n
i=1 =1

donde en la desigualdad hemos usado una propiedad de la distancia de Hausdorff. Que
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dice que, dadas dos familias {A;}, v {B;}", C K, entonces:

pH(gAmgBi) < 1121%?; {pH(AiaBi)}

luego para cada 1 < i <ny x,y € B se tiene que

p(filp, x), filg,v)) < p(filp, 2), fi(p,y) + o(fi(0,y), il ).

Por lo tanto, ya que [« 8] X B es compacto, f; es continua para todo 1 < i < n se tiene
que f; es uniformemente continua en [«, 5] X By por lo tanto existird ¢; > 0 tal que si
Ip — q| < 0; entonces

P(fi(]% Y), fi(Q7y)) < € para todo y € B,
por lo tanto

p(fi(p,x), fi(a,y)) < p(fi(p, ), fi(p,y)) + € para todo z,y € B,

entonces ocurre que
p(fi(p, ), fi(q, B)) = Izjlefg{p(fi(p, ), filg.y))} < Iyrél’g{p(fi(p, ), fi(p,y)) + €} =,

para todo x € B. Entonces para todo x,y € B si |p — ¢| < J; ocurre que

pu(fi(p, B), fi(q, B)) <,

por lo tanto si |p — ¢| < min;<;<,{d;} entonces

pr (Fs(p), Fe(q)) <,

con lo que concluimos que F’g es continua. O

Teorema 2.6.2. Para cada p € [a, ] C R consideramos {fi(p), ..., fu(p)} un SFI de
razon 0 < r(p) < r < 1 con punto fijo A(p) € K". Supongamos que, para cada r € X
la funcidn (fl(p))(x) = fi(p, ) es continua respecto de p en [, (], entonces el punto fijo
A(p) depende continuamente de p € [, ].

Demostracion. Sea p € |«, ] y € > 0 entonces para todo ¢ € [«, 5] se cumple que
pr (Ap), A9)) = pu (Fp(Ap)), Fy(A(0) < pur(Fo(A(p)), Fy(A(p))) +pu (Fy(Ap)), Fy(Alg))) <

< pu (Fp(A(p)), Fy(A(p))) + r(q)pu (Alp), Aq)),

por la contractividad de Fj. Luego

o1 (Fy(A(®)). Fy(A())) < —— iz (Fan (), Fay(0)).

pir(A(p), Alg)) < — ST,

~ 1-r(q)
4Ver [9] Proposicién 2.3.2
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y aplicando el lema existird § > 0 tal que si |p — ¢g| < § entonces

pir (Fa)(p), Fagy(q)) < e(1—r),

de donde obtenemos que
pu(A(p), Ag)) < e.

Como queriamos demostrar.

33

]

Con estos resultados podemos ahora ver que dada una imagen cualquiera I, entonces
tenemos que el movimiento que dé el parametro p, sera un movimiento continuo, por lo

tanto podemos obtener casos como la siguiente hoja.

& P

"‘hﬁ;{ ; h‘;! =Y ‘i{;
s b Ny oy
. %p%ﬁﬂ" *H;‘g% B AR, &-ﬁ

a=arcsen =10 o = arc sen 0.05 = arc sen 0]

o = arc sen 0.15 o = arc sen =0.05 o = arc sen =0.1

Figura 2.1: Imagen de una hoja moviéndose en funcién del pardmetro «, obtenida de [6]



Capitulo 3

Series fractales

Este capitulo se basa en una clase de fractales especifica descubierta en 1988 por M.
Moran, basada en la construcciéon de fractales a partir de series, y estd basada en el
trabajo de Moran [§] y ademds en el libro [6] en las paginas 125-134.

Definicién 3.0.1. Sea ).° a; una serie absolutamente convergente de elementos de R",
entonces llamamos conjunto asociado a la serie, al conjunto de las sumas de todas sus

subseries, es decir
E:{Zai .-IgN}

icl

Observacion 3.0.1. La convergencia absoluta de la serie, nos garantiza que todas las
subseries ) ;. a; también convergen absolutamente y por lo tanto el conjunto E estd bien

definido.

Ademds cabe destacar, que el valor de la suma no depende del orden en que se pongan los
elementos de I.

Definicién 3.0.2. Diremos que una serie y .- a; es fractal si su conjunto asociado E
es tal que #(F) = Wy y su medida de Lebesque es nula, es decir, L™(E) = 0, siendo
0 < m < n el menor valor tal que todos los {a;}2,, salvo a lo mucho un nimero finito,
estan en un subespacio V- C R", con dimg(V) =m

Para entender mejor esto 1ltimo, consideremos la serie absolutamente convergente en R?
/1 1
=0

Podemos ver que E = {(z,x) tales que € [0, 1]}, que es un segmento, y por lo tanto
L*(E) = 0. Sin embargo, como todos los términos de la sucesién estdn en la diagonal
(z,7), estdn en un subespacio de dimensién 1, y por lo tanto tenemos que calcular L' (E),
que esto nos da L(E) = V2 # 0, por lo tanto la serie no es fractal.

Observacion 3.0.2. Aunque las condiciones anteriores parecen arbitrarias, son necesa-
rias para tener un conjunto con una cantidad suficiente de numeros. Si tiene el cardinal
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del continuo, y tiene medida nula en el espacio que contiene a casi todos sus términos
entonces tenemos conjuntos buenos donde poder dar resultados.

Definicion 3.0.3. Definimos el conjunto E;" como el conjunto asociado a la serie Y, a;,
y consecuentemente definimos el conjunto E, al conjunto asociado a la serie Y, _, a;.

Definicién 3.0.4. Dada una serie ), a; definimos Ry como Y27 [lai|

Observacién 3.0.3. Six € E tenemos que ||z|| < Ry, y por lo tanto Ef C B(0, Ry),
que implica que diam(E;") < 2R,

Definicién 3.0.5. Dada una serie Y, a; definimos py como

pp = #{ N i I C{0,uk — 1}}.

il

Observacién 3.0.4. Se comprueba que p, = #(E, ).

Definicién 3.0.6. Sea o : P(N) — R" la aplicacion que a cada subconjunto I C N le
asocia la suma de la subserie )., a;. Llamaremos k-recubrimiento estandar de £ a la

descomposicion
= (a([)+E,j>.

Observacién 3.0.5. Por definicion diremos que o(0) = 0. Y ademds o es una medida.

Definicién 3.0.7. Diremos que la serie Z;’;O a; es rapidamente convergente si y solo si
para todo i € N, se cumple que ||a;|| > R;, es decir, ||a;]| > > .-, [|lax]|-

Observacion 3.0.6. Como se puede ver fdacilmente si E es el conjunto asociado a la serie
Z;’;O a;, entonces E = o(P(N)).

Proposicién 3.0.1. Si la serie ) .., a;, es rdpidamente convergente, entonces la medida

o :P(N) — R" es inyectiva.

Demostracion. Sean I # J C N,y seai € N el menor natural del conjunto (IUJ)—(INJ),
entonces tenemos que ||o(I) —o(J)|| > ||a;]| — Ri > 0, esta ultima desigualdad es por ser
> >0 @, rapidamente convergente. Por lo tanto, al ser o(/) # o(.J), concluimos que o es
inyectiva. O

Todo esto es necesario para demostrar el siguiente teorema.

Teorema 3.0.1. Una condicion suficiente para que una serie ) ., a; de vectores de R™
sea fractal es:

1. Exista a lo mucho un nimero finito de elementos a; = 0.

2. limy o0 p R = 0 con a; € V' salvo a lo mucho un nimero finito y dimg(V') = m.
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Demostracion. Como podemos deducir, la condicién 1. es necesaria para que #(FE) = ¥y
y la condicién 2. es necesaria para que L™ (FE) = 0. Entonces veamos la primera parte. En
funcién de la serie ) °° a; ocurren 2 resultados.

1. Silaserie > - a; es rapidamente convergente E tiene el cardinal del continuo, pues
como vimos en el teorema anterior, o : P(N) — R" es inyectiva, y £ = o(P(N)) .

2. Si la serie > ;° a; no es rapidamente convergente, entonces podemos coger una
subserie jer 4j, con I C N que si sea rapidamente convergente, y por lo tanto su
conjunto asociado tenga el cardinal del continuo.

Solo nos queda comprobar que L™(E) = 0.

Tenemos que
LUE)< > vol(o(l) + Ef) < en2"p Ry,
1c{0,.....k—1}
donde c¢,, es la constante dada como la proporciéon entre el volumen de una bola en
m dimensiones y su radioﬂ Esta tltima desigualdad es debida a que E} C B(0, Ry)
como vimos en (3.0.3) y por lo tanto diam(E;") < diam(B(0, Ry)) = 2Ry, y por lo tanto
vol(E}) < vol(B(0, Ry)) = cn2™R™ y py. viene de los o([).

Por lo tanto, si limg_,o pr R = 0 nos da que L™ (E) < 0 por lo tanto como L™(E) > 0
nos queda que L™ (E) = 0. O

Observacién 3.0.7. Como 0 < p, < 2¥ para todo k € N entonces solo es necesario

comprobar que

lim 2¥R™ = 0.
k—o00

Observacion 3.0.8. Si la serie es absolutamente convergente, limy_,oo B, = 0, por lo
tanto im0 diam(E;") = 0.

3.1. Construccién y propiedades de series fractales

Una vez definidas las series fractales, daremos el proceso recursivo que nos permite cons-
truirlas, o al menos un nimero razonable de pasos.

Sea Zizo a; una serie absolutamente convergente de elementos de R", como acabamos de
ver E;" C B(0, R;) por lo que, para todo 1 < i < k se verifica que

Usaremos estas bolas para construir £ mediante un proceso de interseccion.

Comenzamos con el conjunto Fy = B(0, Ry) que claramente £ C Fj, a continuacién
consideramos las dos bolas B(0, R;) y B(ao, R1) contenidas en Fy. Que como vimos antes
contienen a Ef" y a ag + E; respectivamente. Y llamaremos F; = B(0, R;) U B(ag, R1).

1Es expresable en términos de la funcién I', pero no necesitamos esto.
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Recursivamente obtenemos el conjunto

Fi=J B(z, Ry),

zeE)

que contiene al k-recubrimiento estandar de E' y por lo tanto a F. Ademas si E es cerrado,
se cumple la siguiente proposicion:

Proposicién 3.1.1. Dada una serie Y ., a;, entonces si su conjunto asociado E es cerra-
do, ocurre que la familia de recubrimientos {Fy}ren de E, estd compuesta por un nimero
finito de bolas y Fr1 C Fi para todo k € N. Por lo tanto, se cumple que

E=()F

Demostracion. Como se cumple que F C Fj, para todo £ > 0 entonces se cumple que

EC ﬂ]-"k.

keN

Ademés sea z € E, como E es cerrado existe un € > 0 tal que B(z,¢) N E = (). Como
Ry tiende a 0 tomando k suficientemente grande, puede conseguirse que Ry < €. Ahora
bien, todos los puntos de Fj estan a una distancia menor que € del centro de alguna de
las bolas B(z, Ry,) siendo x € E;” C E, por lo tanto z no puede pertenecer a ninguna de
ellas, y tampoco a Fy. Por esto

ﬂ Fr CFE,

keN

E:ﬂ]—"k.

keN

con lo que concluimos que

]

Con esto acabamos de demostrar que la forma de obtener una serie fractal es mediante
la construccion de las bolas cuyos centros son el origen y los elementos de E' y sus radios
son los correspondientes Ry, pero solo si E es cerrado, ahora demostraremos que E es
cerrado.

Proposicién 3.1.2. Dada una serie ), a;, entonces su conjunto asociado E es com-

pacto.

Demostracion. Podemos construir la aplicacién
Y {0,1}N — R",

tal que a toda sucesion {«; }:2, se le asocia el término ) .. a;- ;. Entonces consideramos
en {0, 1} la distancia
d: {0, 11" x {0, 1} — R,
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({antnzo, {Bntazo) m d{an}nZo: {Bntnio),

tal que cumple:
L d({an}nlo, {antnlo) = 0.

1
2. d{an 0, {Bn}2) = on conn € N U {0} el primer término tal que a,, # B.

Con esta distancia ({0,1}",d) es un espacio compacto, pues dotando a {0,1} de la to-
pologia discreta es un espacio topologico compacto y por el teorema de Tychonoff, el
producto directo de espacios topoldgicos compactos es compacto. Ademas F = Im(v)),
luego solo hace falta demostrar que con sendas distancias, ¢ es continua.

Sea ¢ > 0, y sea M € N tal que > -,/ |lzn] < € Sea 0 < d < 7, entonces si a =
{on}o20, B = {Ba}220 € {0,1} cumpliendo d(e, 3) < 6, se verifica que d(a,8) < 57 ¥y
por lo tanto m > M, siendo m € N el primer natural tal que o, # G-

Con esto tenemos que «,, = 3, para todo n < M, por lo tanto

?ﬁ(ﬁ) - 7vZ}(OZ) = Z (571 - an)ana

n>M

y como [|3, — || < 1] entonces nos queda

[6(8) = (@) < D 180 — anlllan]l < Y llanll < e,

n>M n>M

por lo que deducimos que v es continua. O

Por lo tanto, como el conjunto E es compacto en R", y usando el teorema de Heine-Borel
es en particular cerrado, como queriamos ver.

Ahora tomaremos ciertas clases de series y veremos las propiedades necesarias para que
sean series fractales.

Proposicién 3.1.3. Sea >, 7" con r € R una serie geométrica, entonces la serie es
fractal cuando 0 < |r| < 3

Demostracion. Tenemos que

i |7"k
Rk = Z HaZH = Z‘T’ = 1 — ‘7"|

i>k i>k

Entonces para que se cumpla la condicién vista en el Teorema |3.0.1], tiene que pasar que

k
i 2D

k—oo 1 — |T‘|

2Porque solo toma valores —1,0, 1.
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Es decir que

1
2|r| < 1 por lo tanto |r| < 5

O

Proposicién 3.1.4. Si la serie geométrica es compleja, es decir, r € C — R entonces es

V2

serie fractal si 0 < |r| < >

Demostracion. Es analogo a la demostracion anterior. O]
Teorema 3.1.1. Sea Y .., a;(x —x0)" el desarrollo de potencias de una funcion analitica
no polindmica, en torno a xg con radio de convergencia p entonces si a; € R para todo

i >0, ocurre que para todo t € IB%(;EO, %’) — {0}, la serie Y- qai(t — 7o)’ es fractal.
Demostracion. Sea rq < g tal que |t — xo| < 7o, entonces se cumple que
Ry =) llailllt = wol" <> llaillr.
i>k i>k
Por lo tanto
2Ry <> [laill(2ro)",
i>k
y como 2rg < p la expresion tiende a 0 cuando k& — oo, por lo tanto
lim 2* R, = 0,
k—o00
por lo tanto cumple la condicion, luego es serie fractal. O]

3.2. Dimension de series fractales

Ahora acabaremos el tema, calculando la dimension de las series fractales, esta parte viene
sobre todo de [§], y es necesario conocer unos resultados previos.

Teorema 3.2.1 (Teorema de representacién de Riesz). ﬂ Dado X un espacio de Hilbert
y @ es un funcional lineal positivo sobre las funciones continuas con soporte compacto de
X (que denotaremos C.(X)), entonces existe una tunica medida de Radon p en X tal que

o(f) = [ fdp para todo f € C.(X). Ademds f satisface:

1. u(U) = sup{o(f) tales que f < U}, para todo U C X abierto.

2. u(K) =inf{o(f) tales que f > xk} para todo K C X compacto.
Definicién 3.2.1. Denotaremos E;; = o(I) + E, para todo I C {0, ....,j}

Lema 3.2.1. Existe una medida Borel p soportada en E tal que

3Este teorema no se ve durante el grado pero es necesario saberlo para el lema siguiente viene mejor
explicado en [5]
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= u(E)=1.
» w(Er;) = 5 para todo I C {0, ....,j — 1}

Demostracion. Consideramos el espacio C'(E,R) (funciones continuas de E en R) y defi-
nimos la funcién lineal ¢ : C(E,R) — R como lim,, o, ¢,, siendo

¢m(f) = Z f(02<1))

1c{0,.....m—1}

Antes de nada hay que comprobar que la definicién tiene sentido, primeramente como F
es compacto, y f es uniformemente continua. Después, consideramos € > 0, luego fijando
p tal que la variacién de f sobre Ej, es < €, tomando m’ > m > p y llamando r = m'—m
nos da que

oD —onp=| > D) s f<a<J>>’

2m+1 2m+1
Ic{o,....,m'—1} Jc{o,....m—1}
fle(JnA{0,...m'})) — f(o(J
I S A USRS (U >>1' .

JcA{o,.....,m—1}

donde la tdltima desigualdad se cumple porque o(J N {0,...,m'}) y o(J) pertenecen a
Ejngo,..my- Por lo tanto, el limite existe y ¢ es lineal.

Entonces, por el teorema de representacion de Riesz, existe una medida de Borel i en R”
soportada en E tal que

[ fdn=otn),

Por lo tanto, tomando f como la funcién caracteristica de £y ; tenemos que p(Er;) = 2]%
y trivialmente deducimos que p(E) =1 O

Lema 3.2.2. Eziste un q € R tal que para cualquier bola B(x,r), podemos elegir un p € N
R, < r y por lo tanto el nimero de elementos de Er; que intersecan a la bola B(x,r) es
menor que el mencionado q.

Demostracion. Sea B(x,r) una bola cualquiera de radio 7 y escogemos p € N de tal forma
que 7 > R,, entonces la interseccién del p-recubrimiento de E que intersecan a B(z,r)
estan contenidos en una bola B(x,3r), ya que para cada E7, se tiene que

diam(E; ) < [2R,| < diam(B(z,)).

Ahora para cada uno de los Ey, consideramos la bola B(o (1), s) siendo

=  mi {HJ(I)—U(J)II}
I#£J{0,.....p—1} 2

Luego si suponemos s > r las bolas no pueden intersecarse entre si, y ademéas cada uno
de los E;, C B(o(I),s) y por lo tanto B(o(I),s) C B(x,3r) y ademas la cantidad de
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elementos en E;, N B(z,r), que denotaremos g,, no puede ser mayor que 3", en caso
contrario, la suma de volimenes de las bolas B(o (1), s) seria superior al de B(x,3r) lo
cual contradirfa lo visto hasta ahora. Luego ¢, tiene una cota superior independiente de
.

Si suponemos ahora que s < r, entonces las bolas B(o(I),s) con I C {0,.....k — 1} tal

que E;, NB(o(I),s) # 0, estdn contenidas en B(x,3r), tomando ¢, como antes, nos da

3r\"
que gps™ < (3r)™. Por la inyectividad de o, r es positivo y ¢, < (—) . Ademas también
s

> gy Lol =R} el -5

se cumple que

T 0<i<p 2 2

Excluyendo el caso p = 0, que es trivial, la eleccién de p nos da que r < R,—; = ||a,||+R, =
la;|| + R; por lo que nos queda que

n B N7
. < <6HajH*-E%> _ (e
= Oli—r) “\C 8

Y escogiendo M > 0 tal que Hf—?” < M < 1 para todo 57 € N. Entonces nos queda que
J

{12\
w1737 =4

O

Teorema 3.2.2. Sea ) .., a; una serie de elementos de R"™ absolutamente convergente,
y sea E su conjunto asociado, entonces tenemos que:

log(pr)
log(Ry,)

1. dimg(F) < liminfy_, — =k

R
2. Si sup{—k} < 1 ocurre que dimy(E) =k <1
ren | lax]

Demostracion.

1. Sean r > ky o > 0 e > 0 tal que el i-recubrimiento estandar de E es un 6-
. ., log(p) .
recubrimiento, y ademas ¢ = ————= < r entonces para este recubrimiento

log(R;)
Z diam({o (1) + E{,})" < pi(2R;)" < 2"p; Ry = 27,
1c{0,....k—1}

y como podemos suponer R; < 1, simplemente cogiendo un ¢ > 0 mayor si fuese
preciso, nos queda que Hj(E) < 2" haciendo § — 0 nos da que H"(F) < 27, luego
como esto se cumple para todo r > k entonces dimy(F) < k

2. Para probar esto hay que tomar la medida Borel 1 de E tal que
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= u(E) =1
= w(o(I) + Ef,)) = w(Ep;) = 55t para todo I C {0, ..., j}

Con esto y usando los dos lemas anteriores y dado un s < k (diferente al de antes),
veamos que H*(E) > 0. Fijamos j de tal forma que dado p > j y 0 < § < 1 entonces

log(2rt1)
§<———— Ly i<R,
lOg(Rp> !

Ahora cogiendo un d-recubrimiento {U;};en de E tal que

Zdlam( ) < H(E )—1—3,

1€EN

siendo ¢ la cota del lema anterior. Podemos entonces recubrir E por bolas {B; }ien
tales que diam(B;) < 2diam(U;) para todo ¢ € N, de tal forma que

Z diam(U;)® > 27 Z diam (B

€N €N

o(B) <Y o(Er,).

donde la suma se define sobre todos los Ey, tales que B; N Er, # 0, y escogiendo
p como en el lema anterior. Por lo tanto, por los dos lemas previos, tenemos que
0(B;) < 5. Y como p es tal que 2R, < diam(B;) < 2R;, por ser p > j, nos da el

Para cada B; tenemos que

resultado 4 B
R, < diam(5;) < diam(U;) < 6 < 1.
. log(2r+1) .
Si llamamos s, = ————=—=, y usando el lema anterior, obtenemos que
lOg(Rp)
q s s —8 1 s
o(B;) < ool = qRy < qR, < q27° diam(B;)’,

entonces como p(E) = 1 nos da que
1
1<Z,u ) < q2” Zdlam <qu1am q(HS(E)vL—).
ieN €N 1€N q

Lo que nos demuestra que H*(FE) > 0, finalmente para ver que k£ < 1 usamos que
lao|| > 2°R; para todo i > 0, ya que 2 i @i es rdpidamente convergente.

]

Visto esto podemos ahora calcular las dimensiones de una serie fractal cualquiera.

Proposicién 3.2.1. La serie geométrica - es una serie fractal. Y su conjunto

nOﬁ
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asociado tiene dimension de Hausdorff iqual a %.

Demostracion. Dada la serie Y | =, tenemos que

o0

1 1
R —= _——= —
g ; 3n 2.361
luego
L k—1
Jim 275 = Jim 55 =0

De esto concluimos que es una serie fractal. Ahora su dimensién. Como ya vimos

. . log(pr) . l09(2k 1) log(2)
< J— = — =
dimpg(F) < h}gnlnf log(Ry) hlgnmf l <31_k) l0g(3)’

oy

2

y como

£:§> 1 para todo k € N,

laxll 2
no podemos concluir que haya igualdad con este método. Sin embargo, podemos construir
una biyeccién entre el conjunto asociado a la serie E y el conjunto de Cantor (al que
denotaremos E’), de tal forma que:

¢ E— E,

1 2
— )y —.
3n 3n
nCN nCN
Porque como ya sabemos el conjunto de Cantor son los términos en [0, 1] cuya expresion
decimal en base 3 no posee ningin término igual a 1, luego cambiando por ¢ todos los 1

por 2 obtenemos el conjunto de Cantor, y por lo tanto dimgy(E) = ;Zig; O




Capitulo 4

Conjuntos de Julia y Mandelbrot

A partir de ahora, el texto se volverd mas divulgativo, principalmente se omitiran las de-
mostraciones por la limitacion de espacio que se exige en el trabajo. Eso si, se comentaran
todos los resultados importantes, aunque todo detalle sera citado en la bibliografia. En
particular esta parte viene de [2] y [6].

Este capitulo tratara de algunas clases de fractales que aparecen de forma natural en
los sistemas dinamicos complejos. Pese a que es un tema bastante nuevo, empezado en
el comienzo del siglo XX, y realmente trabajado a partir de mediados del mismo, los
sistemas dinamicos son muy utiles y versatiles, y empezaremos hablando de algunos usos
que tienen:

En 1976, el bidlogo Robert May, publicé un modelo para el estudio de la evolucién de
ciertas poblaciones de insectos, que tenia la siguiente férmula

P(n+1)=kP(n)(L — P(n)),

donde P(n) es la poblacién del ano n. L es la poblacién maxima estimada, y k£ es una
constante que depende tinicamente del tipo de poblacién y su ubicacién, (es decir, que no
depende de n). Si en la anterior ecuacién dividimos por L y llamamos z,, = @ nos da
el sistema dinamico.

Tpt+1 = Kxn(]- - In)u

siendo K = k- L, ademés como es légico 0 < x,, < 1. Para hallar x,,,; necesitamos que
tome un valor aceptable, es decir 0 < z,,1 < 1y para ello debemos limitar el valor de K,
(un calculo rdpido nos determina que 0 < K < 4).

Esta ecuacién popularmente se conoce como la ecuacion logistica discreta, ya conocida
en el campo de las matematicas, pero gracias a la publicacién de May, fue extendida al
campo de la biologia y aumentdé el interés de los sistemas dindmicos.

Sabiendo esto, ahora definimos f : [0,1] — [0,1] tal que f(x) = Kz(1 — x), luego si
estudiamos f podremos conocer el avance de la poblacién de un ano a otro. Ahora co-
mencemos con la parte matematica del tema, y para ello empezaremos definiendo sistema
dindmico.
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Definicién 4.0.1. EIl par (X, f) con X un conjunto no vacio y f : X — X es lo que
denominaremos como sistema dindamico.

Definicién 4.0.2. Dado un sistema dindmico (X, f), y x € X, llamaremos drbita de x
a{f"(x)}hL, C X.

Con las érbitas, podemos determinar el avance de la poblacién de una manera sencilla
desde el punto de vista computacional. Pues es solamente iterar un punto, un niimero de-
terminado de veces. De esta forma podemos ver como avanzan las poblaciones de insectos
y animales, y ver cuando pueden convertirse en un problema.

Definicién 4.0.3. En un sistema dindmico (X, f) un punto zo € X se llama punto
periddico de periodo n > 1 si f™"(xo) = xo y f'(x0) # w0 para todo 1 <i < n.

Definicién 4.0.4. Las orbitas de los puntos peridodicos las llamaremos orbitas periodicas.

Definicién 4.0.5. Sea (X, p) un espacio métrico y sea | - | su norma asociada, entonces
si (X, f) es un sistema dindmico diferenciable, es decir, f : X — X es diferenciable, y
dado xo € X un punto periédico de periodo n, con X = (f")'(zo). Entonces llamaremos
al punto xo y a su orbita:

= superatractivo st A = 0,
» atractivo si 0 < |\ <1,
» indiferente si |\ =1,

» repulsivo si |\ > 1.

Toda esta parte estd explicada con mayor detalle y profundidad en [2].

4.1. Sistemas dinamicos complejos y conjuntos de Ju-
lia
A partir de ahora nos centraremos en sistemas dindmicos de la forma (C, f) (siendo

f : C — C una funcién diferenciable), en sus caracteristicas y en lo que ahora definiremos
como conjuntos de Julia.

Definicién 4.1.1. Dado un sistema dindmico complejo (C, f) se define el conjunto de
Julia asociado a f como

J(f) ={x € C : z es periddico repulsivo}

Aunque la determinacién de un conjunto de Julia es un proceso complicado que depen-
de directamente de la f, hablaremos de la obtencién del conjunto de Julia en el caso
cuadratico y daremos nociones de como llevarlo al caso general.

Definicién 4.1.2. Liamaremos sistema dindmico complejo cuadrdtico a (C, f.(z) = z*+c)
con ¢ € C fijo y arbitrario
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Observacion 4.1.1. El proceso de obtener el conjunto de Julia de f., es equivalente a
hacer el proceso inverso, es decir, dado f;'(z) = £1/2 — ¢ 0 su valor negativo, con ¢ € C
arbitrario, entonces para todo K C C se tiene que

I f(K) = J(fe),

donde la convergencia se extiende en la métrica de Hausdorff (previamente definida en
el capitulo 3 como py ). Pero como f;1(z) lo componen dos funciones gi1(z) = vz —c y

92(z) = —+/z — ¢, entonces definimos
Jo E) = g1(K) U ga(K).

Luego esto nos dice que el proceso de construccion de este conjunto de Julia es andlogo a
la construccion del punto fijo de un SFI como vimos en el Algoritmo|2.53.1l. Por lo tanto
podemos usar un algoritmo simailar.

Veamos ahora otro ejemplo de conjunto de Julia. Consideremos el sistema dindmico com-
plejo (C, f. = ce?) con ¢ € R, para ver como es su conjunto de Julia, podemos expresar
fe(z) como

fo(z) = ce®®) cos(Im(z)) + ce®® sin(Im(z2)).

Por lo tanto para ver los puntos que convergen, podemos dar un ntmero de pasos k, y
dar una cota Ny >> 0, como la funcién f. es una exponencial, entonces dado zy € C si
|/5(20)| > N, podemos decir que 29 € J(f.)

4.2. El conjunto de Mandelbrot

El conjunto de Mandelbrot es sin lugar a dudas el ejemplo de fractal mas conocido, la
misma imagen de este conjunto es lo que lleva el interés de mucha gente, su irregularidad,
su .2uto-semejanza”, sus caracteristicas, es algo muy tipico y peculiar de este.

Como ya hemos comentado, no vamos a indagar ni demostrar los resultados mencionados
en el texto, por falta de espacio, pero estos se encuentran mencionados en [0] (pdginas
221-229) y explicadas y demostradas en [2] (paginas 75-104)

Definimos el sistema dindmico cuadratico (C, f.(z2) = 2%+ ¢) con ¢ € C, y fijando dicho c,
se van obteniendo diferentes conjuntos de Julia. Ahora bien, la duda que planteamos es
la siguiente: ;Se pueden clasificar los conjuntos de Julia segun su estructura? Y es de lo
que hablaremos a continuacion:

Proposicién 4.2.1. En funcion del pardmetro ¢ € C el conjunto de Julia J(f.) puede
ser de uno de los dos siguientes tipos:

1. Conexo, es decir, de una sola pieza.

2. Completamente disconexo, es decir, formado por una nube de puntos dispersos, como
la estructura que posee el conjunto de Cantor.

Definicién 4.2.1. El conjunto de Mandelbrot es el conjunto de ¢ € C para los que el
conjunto de Julia asociado a (C, f.(z) = 2* + ¢) resulta ser conexo.
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Figura 4.1: Representacion del conjunto de Mandelbrot

Aunque parezca muy dificil de probar, pues se trata de comprobar que cada uno de los
conjuntos de Julia, de cada punto sea conexo existe una simplificaciéon que nos ayudara
el siguiente teorema.

Teorema 4.2.1. Sea (C, f.(z) = 2% +¢) con ¢ € C un sistema dindmico, y sea J(f.) su
conjunto de Julia, entonces J(f.) es conexo si y solo si la orbita del punto z = 0 converge.

Aunque esto nos ayuda, todavia nos queda por determinar un detalle, que es determinar
cudndo una orbita diverge a infinito. Y por ello enunciamos esta proposicion:

Proposicién 4.2.2. Sea (C, f.(z) = 22 4+ ¢) con ¢ € C un sistema dindmico entonces la
orbita de un punto zy diverge si existe un n € N tal que | f(20)| > 2.

Ahora sabiendo esto, daremos un algoritmo para determinar el conjunto de Mandelbrot.
Algoritmo 4.2.1. Fijamos un N € N tal que N > 1, definimos el siguiente algoritmo
1. Elegimos un c € C cualquiera.
2. Hacer z = 0.
3. Iterar desde i =1 hasta N.
a) Hallar v = 2* + c.
b) Hacer z = .
c) Si|z| > 2 terminar.

4. Representar c.
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Ahora, para terminar esta seccién, pondremos las dimensiones de conjuntos obtenidos por
sistemas dinamicos complejos. Las demostraciones de estos conjuntos no son un proceso
sencillo, y de hecho requieren una gran de base previa a la que no podemos llegar en este
trabajo.

Teorema 4.2.2. Para el conjunto de Mandelbrot M, cuya frontera denotaremos OM, se
tiene dimy (OM) = 2.

Teorema 4.2.3. Con las notaciones de antes, existe un conjunto denso R C OM tal que
si c € R entonces dimg(J(f.)) = 2.

Estos teoremas se pueden ver en la bibliografia [12]

4.3. Método de Newton

Un uso particular que daremos es para el calculo de raices de un polinomio en C. El
método de Newton como ya describiremos es un método iterativo, por lo tanto define un
sistema dinamico que podemos estudiar. Ademads, como ya veremos, no se puede partir de
un ¢ € C para cualquier polinomio f(z), por lo tanto, los puntos en los que no se pueda
aplicar este método, seran aquellos que nos definan J(f). Este tema viene explicado en
profundidad en [6].

Algoritmo 4.3.1. Sea f(z) un polinomio de grado n. El método de Newton posee el
stguiente proceso iterativo:

1. Elegir zy € C.

2. Calcular {z}32, siendo

Rk = Rk—1 —

Para la mayoria de zy € C nos da que la sucesion {2z}, tiene como limite una de las
raices de f(z). De hecho, el conjunto de puntos que no converge a una de las raices del
polinomio, es exactamente el conjunto de Julia del sistema dindmico

G

Ademas ha de anadirse un teorema muy importante que nos ayudard a mas facilmente
llegar a resultados concisos usando sistemas dinamicos.

Teorema 4.3.1. Si una funcion racional R(z) tiene una oribta periddica atractiva, en-
tonces la orbita de al menos un punto critico converge a ella.

Este teorema lo que quiere decir es que calculando las raices de Nf’(2) la érbita de al
menos 1 de dichas raices convergerd a una raiz de f(z). Por lo tanto, solo quedaria ver
si la orbita de los puntos es periddica atractiva, y como vimos antes, solo es necesario
calcularlo en z = 0.
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En particular, veremos un algoritmo para calcular raices de polinomios ciibicos pues se
cumple la siguiente proposicién

Proposicion 4.3.1. Todo polinomio cubico se puede transformar mediante cambios afines
de variable y multiplicacion por una constante en un polinomio de la forma

fa(z) =2+ (A—1)z— A con A C.

Observacion 4.3.1. fa(z) siempre tiene una raiz que es z = 1.

Algoritmo 4.3.2. Sea k € N y fijemos Ny € R entonces el algoritmo se compone de los
stguientes pasos:

1. Elegir un punto A € C.
2. Hacer z = 0.
3. Hacer desde 1 =1 hasta k.
a) Hacer z = Nfa(z).
b) Hallar E = |z — 1],
c) Si E < Ny, pintar el punto A.

4. Terminar.



Capitulo 5

Teoria de Besicovitch

Para acabar el trabajo, hablaremos de la teoria de Besicovitch. Besicovitch, centrd su
estudio en conjunto del plano de dimensiéon de Hausdorff 1, que él llamé linealmente
medibles. Y muchos de esos estudios y articulos que publicé fueron las bases de lo que
hoy conocemos como la teoria geométrica de la medida.

En esta parte tampoco daremos demasiados detalles ni demostraciones, por falta de es-
pacio. Toda esta parte estd mencionada en [6], y bien explicada en [4].

5.1. Definiciones previas

Antes de comenzar con la teoria de Besicovitch, tenemos que asentar una base de defini-
ciones que utilizaremos después para dar resultados. Por simplicidad, daremos todas las
definiciones en R2.

Definicién 5.1.1. Dado un subconjunto fractal E C R? de dimension de Hausdorff s,
entonces definimos la densidad de E sobre un punto v € R? como

S(E 1) — lim H(B(x,r) N E)
D (E’ ) 11%0 (27“)5

Observacion 5.1.1. Este valor nos dice la concentracion de puntos de E en un entorno
del punto x. Ademds nada nos garantiza de que dicho limite exista, y en caso de ser
ast considerariamos las densidades inferior y superior que denotaremos como D*(E, x) y
ES(E, x) y cuyas definiciones son andlogas solo que cambiando el limite por limite inferior
y limite superior respectivamente.

Observacién 5.1.2. Se cumple que si D*(E,z) = D’ (E, z), entonces la densidad y eziste
y su valor coincide con las densidades inferior y superior.

Proposicion 5.1.1. La densidad inferior cumple las siguientes propiedades

1. D°(E,z) = D*(E,x) = 0 para todo x ¢ E salvo a lo sumo un conjunto de medida
nula respecto de H?.
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2. 275 < D*(E,z) <1 para todo x ¢ E salvo a lo sumo un conjunto de medida nula
respecto de H°.

Proposiciéon 5.1.2. Si E es un fractal autosemejante, entonces para todo v € E se
cumple que

Cir® <H(ENB(x,r)) < Cor?
siendo 0 < Cy < Cy dos ciertas constantes apropiadas.

Observacion 5.1.3. Con esta proposicion obtenemos que 0 < D*(E,x) y 5S(E,:c) <1
para todo x € E.

Otra nocién importante es la de tangencia, esta nos habla de la proximidad local de un
fractal a rectas o planos.

Definicién 5.1.2. Dado un fractal E C R? de dimension de Hausdorff s, x € E y | una
recta que pasa por x, diremos que l es la tangente aprozrimante a E en x si D*(E,x) >0
y para todo 0 < o < 5 ocurre que

i H(EDBlawr) =St
r— rs

con S(z,l,0) = {{a-s+b},er C R? : arctan(b/a) < m=*a yz € {a-s+b}seR} siendo
m la pendiente de la recta [.

Observacion 5.1.4. FEste limite sin embargo no siempre tiene por qué estar definido, y
en dicho caso la mejor forma de ver las distribuciones de puntos de E en las proximidades
del mismo consiste en estudiarlo en cada direccion del plano V, para lo cual definimos la
densidad angular de E en x relativa a la direccion V y el angulo o como

D(E,z,V.a) = lim E OB 05V, a))

r—0 rs

)

que no siempre existe.

Definicién 5.1.3. Dado un fractal E C R? llamaremos a la proyeccion de E sobre una
recta | perpendicular en la direccion o como P,(E).

Definicién 5.1.4. Diremos que E C R? es un conjunto rectificable, si estd contenido en
una union numerable de curvas rectificables. Es decir, si existen aplicaciones lipschitzianas
fi: R — R? con i > 1 tales que

EC Ufi(R).

Observacién 5.1.5. Diremos que un conjunto es no rectificable, si no existen dichas
aplicaciones lipschitzianas.

De ahora en adelante, se considerardn subconjuntos de R? con dimensién de Hausdorff 1.

Definicién 5.1.5. Un punto x € E se dice reqular si D*(E,z) = 1.

'Es trivial ver que [ € S(z,1, a)
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Definicién 5.1.6. Un punto x € E se dice irreqular si D*(E,z) = 1.

Definicién 5.1.7. Si todos los puntos de E son requlares diremos que E es un conjunto
reqular. Andlogamente si todos los puntos de E son irrequlares diremos que E es un
conjunto irreqular.

Observacién 5.1.6. De esta forma un conjunto E puede tener un subconjunto reqular y
otro subconjunto irreqular, a las que llamaremos parte reqular y parte irreqular respecti-
vamente.

Con esto podemos empezar a dar diferencias entre conjuntos regulares e irregulares.
Teorema 5.1.1. Un conjunto es regular si y solo si es rectificable.
Corolario 5.1.1. Un conjunto es irreqular si y solo si es no rectificable.

Teorema 5.1.2. Un conjunto regqular tiene tangente aproximante en todos sus puntos
salvo un subconjunto de medida nula respecto de H' y un conjunto irreqular no tiene
tangente aprorimante en minguno de sus puntos salvo un subconjunto de medida nula
respecto de H*.

Teorema 5.1.3. Si un conjunto es irreqular proyecta en conjuntos de medida nula respecto
de H' en todas las direcciones o € [0,27] salvo a lo mucho un conjunto de direcciones de
medida de Lebesgue nula en [0, 27].

Estos resultados nos dan una clara diferencia entre conjuntos regulares e irregulares. Los
regulares poseen propiedades geométricas andlogas a las de curvas suaves (C* diferencia-
bles) y los irregulares poseen propiedades completamente antagdnicas.

5.2. Aplicaciéon de la teoria de Besicovitch

Podemos conseguir algunos resultados interesantes con la teoria de Besicovitch, estos
resultados los demuestra Falconer en [4] en el Capitulo 3, y nosotros solo los enunciaremos.

Lema 5.2.1. Sea X C R? un conjunto irregular. Entonces D'(X,z) < %, para todo
r e X.

Proposicién 5.2.1. Sea X C R™ compacto y arconexo con H'(X) < oo, entonces X
posee una union numerable de curvas rectificables y ademds dicha union es de medida
H'-nula.

Proposicién 5.2.2. Un subconjunto X C R™ de dimension de Hausdorff 1 irreqular es
completamente disconexo, es decir, st V C X es una componente conexa de X, entonces

V = {x}.
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Apéndice A
Ejemplos de fractales

Una vez establecidas las bases tedricas, asi como las diferentes propiedades de los frac-
tales, acabamos este escrito con algunas imagenes de fractales, la mayoria de los cuales
hemos fabricado usando el programa Wolfram Mathematica:

Figura A.1: Conjunto de Mandelbrot del sistema dindmico de funcién z = (P + 28— 2+
e+ (c—2)2  + 22 + ¢)(22 — 2+ ¢) 4+ cosh(22 + ¢) (e’ T + ¢)).

o4
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Figura A.2: Conjunto de Mandelbrot del sistema dindmico de funciéon z =
A+ —22+z—c
2424 =323 -222—z2—¢

Figura A.3: Serie fractal de suma: ZneN(OJG%)”



o6

APENDICE A. EJEMPLOS DE FRACTALES

Figura A.4: Serie fractal de suma: ZneN(OJe%ﬂ)”
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Figura A.5: Curva de Koch
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Figura A.6: Tridngulo de Sierpinski
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Figura A.7: Representacién del conjunto de Mandelbrot
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Figura A.8: Construccién del conjunto de Cantor de [6]
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