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1. Introduccion

El objetivo de este trabajo consiste en obtener resultados que permitan demostrar la existencia
y unicidad de la inversa de Moore-Penrose de una matriz con coeficientes complejos.

A partir de las propiedades de dicha inversa se estudiard su aplicacién a la resoluciéon de siste-
mas de ecuaciones lineales no homogéneos e incompatibles por el método de minimos cuadrados.
Finalmente, se extiende la nocién y propiedades de inversa de Moore-Penrose a aplicaciones linea-
les en espacios vectoriales de dimensién infinita.

Este trabajo comienza con una breve seccion dedicada a los aspectos de notaciéon y terminologia
de la que se hara uso durante el desarrollo del mismo. A continuacion, se analizan las primeras
definiciones de inversas generalizadas, asi como algunos resultados fundamentales de las mismas
y, para el mejor entendimiento por parte de los lectores, se aportan algunos ejemplos. Ademas,
se introduce una descomposicién particular de matrices (la descomposicion centro-nilpotente) v,
paralelamente, se define este concepto para endomorfismos.

Una vez concluida esta seccion, el trabajo se centra en una inversa generalizada concreta, la
1mversa de Moore-Penrose.

Se empieza por dar su definicién y demostrar la unicidad. A continuacién, se enuncian sus
propiedades basicas, para algunas de las cuales se detalla su demostracién.

Mas adelante, se introducen dos algoritmos de obtencién de la inversa de Moore-Penrose basados
en dos teoremas, los cuales también se incluyen en este apartado. Ademas, se introducen dos nuevos
conceptos de matrices (matriz escalonada por filas y matriz en la forma escalonada de Hermite),
de los que se hara uso en los algoritmos mencionados. Este apartado concluye, para una mejor
compension por parte del lector, con dos ejemplos sobre lo anteriormente mencionado.

Una vez terminado el apartado dedicado a la obtencién de la inversa de Moore-Penrose, y pre-
viamente al desarrollo de las aplicaciones de la misma, se estudian los resultados de dicha inversa
del producto de dos matrices. Ademas, se cuestiona bajo qué condiciones, la inversa de Moore-
Penrose de un producto, sigue las propiedades conocidas para el producto de matrices invertibles.

Como se ha mencionado, la ultima seccién trata algunas de las aplicaciones que tiene la inversa
de Moore-Penrose.

El hilo central de esta parte del trabajo es el de la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales
no homogéneos, para los cuales, la matriz de coeficientes no es una matriz cuadrada e inverible.

Se comienza dando la definiciéon de minimos cuadrados, que es un método usado para la esti-
macion de soluciones. Se aporta, ademas, la expresiéon de una soluciéon de minimos cuadrados en
relacién a la inversa de Moore-Penrose y se desarrollan resultados equivalentes para los cuales la
solucién coincide con la de minimos cuadrados.

Después, se realizan dos hipdtesis lineales para las que se estiman los parametros que las forman
y se calcula como de buena ha sido dicha estimacion, es decir, la bondad de ajuste.

Todo esto posibilita afrontar el problema que enfrenta Gauss, y el resto de la comunidad cientifi-
ca, que, aunque se desarrolla con méas profundidad en la seccién dedicada a él, consiste en ajustar
una conica a un conjunto de puntos dados. Para ello, se realizan cuatro versiones del problema
real en las que se usan los conceptos estudiados hasta el momento.

La seccion con la que se concluye este trabajo esta dedicada a la extensiéon al caso infinito



de los sistemas de ecuaciones lineales. Comienza con la definiciéon y propiedades de la inversa de
Moore-Penrose para aplicaciones lineales, asi como la demostracion de su existencia y unicidad.
Para poder entender estos resultados, se definen varios conceptos, entre los que se encuentra el
producto interno y la inversa generalizada de una ecuacion lineal.

Por tltimo, se detallan los conceptos necesarios par dar la condiciéon necesaria y suficiente bajo
la cual, los sistemas de ecuaciones lineales de dimensién infinita, tienen solucién denominada menor
solucion minima de norma g.



2. Preliminares

Para facilitar el entendimiento por parte del lector de los sucesivos apartados de este trabajo, se
aportan las siguientes definiciones previas y notaciones, incluidas en el apartado de "Terminologia’.
Asi mismo, se aporta a lo largo de esta primera introduciéon demostraciones que seran ttiles para
el desarrollo del bloque central, que sera el objeto de estudio.

2.1. Terminologia.

A lo largo de este trabajo se hara uso de las sigueintes notaciones.

El espacio vectorial de las matrices complejas de orden m x n viene dado por Mat,,x,(C). I,
denota la matriz identidad de orden n. Si A € Mat,;,«x,(C), se usard rg(A) para denotar al maximo
nimero de vectores columna linealmente independientes de A y R(A) para el rango de A, es decir,
el espacio vectorial de las columnas de A. Por otra parte, cuando se hable del nticlo o kernel de
una aplicacién que tiene como matriz asociada A, se lo denotard por N(A).

Dentro de la notacién utilizada para las matrices, la traza de una matriz A a la que se hara
referencia por tr(A) es el escalar que se obtiene al sumar los elementos de la diagonal principal de
dicha matriz.

Ademas, se dice que una matriz A es transpuesta conjugada de otra y se denotara por A* si es el
resultado de tomar el complejo conjugado de cada elemento de A y transponer, es decir, permutar
filas por columnas. Una matriz A se dice que es hermitiana si es igual a su conjugada transpuesta,
A = A*. Si A2 = A, entonces A recibe el nombre de proyeccion de C" sobre R(A). Si, A2 = Ay
A = A", entonces A es una proyeccion ortogonal y se denota por Pg(a).

Se usara el término de morfismo para hacer referencia a las aplicaciones lineales; asi como
el de monomorfismo, epimorfismo e isomorfismo cuando el morfismo sea inyectivo, epiyectivo
o biyectivo respectivamente y endomorfismo cuando el espacio de salida y llegada del morfismo
coincida. Ademas, se usara el nombre de automorfismo cuando se tenga un endomorfismo isomorfo.

Dado V' un k-espacio vectorial y U, W dos subespacios de V', se dice que dichos subespacios
estan en posicién de suma directa y se denota por V.= U@ W si verifican UNW =0y U+W = V.

Dado un morfismo ¢ : V. — V' entre k-espacios vectoriales, la imagen de ¢ es el subespacio
Im(p) = {v € V! : Vv € V de modo que p(v) = v'} C V' y el nicleo de ¢ es el subespacio
Kerp={veV:pwv) =0} CV.

Se conoce por matriz nilpotente a una matriz cuadrada A € Mat, ., que verifica A™ = 0 para
cierto n. El menor nimero n tal que A™ = 0 recibe el nombre de indice de nilpotencia. También
puede decirse que la matriz nilpotente es de orden n. Ademds, se verifica que si una matriz es
nilpotente, su determinante es nulo.

2.2. Inversas generalizadas.

En este primer apartado se va a analizar el concepto de matriz inversa de una matriz cuadrada
A € Mat,x,(C) y se introduciran lo conceptos de inversas lataterales, 1-inversa, 2-inversa e
muversa de grupo.

Con el fin de motivar las definiciones de inversas generalizadas, se recuerda que una matriz
cuadrada A € Mat(n,C) es no singular si existe una matriz B € Mat(n,C) que verifique:

AB =BA=1,.



Dicha matriz B se denota por A~! y recibe el nombre de matriz inversa de A.

Al considerar la restriccion de esta definicion, pues es tinicamente valida para matrices cuadra-
das, surge la necesidad de ampliarla, de obtener nuevas bases tedricas que permitan trabajar con
el resto de matrices.

Definicién 2.2.1. Dada una matriz A € Mat,«,(C), se llama inversa a derecha de A a la
matriz R € Mat,xm(C) que verifica A- R = I,,,. Andlogamente, la matriz L € Mat,x,(C) tal que
L - A =1, recibe el nombre de inversa a izquierda de A.

0 0
Ejemplo 2.2.1. Se considera la matriz A= |1 0| € Matzyx2(C). La matriz inversa a izquierda
0}
010 .
de A es L = 00 2 € Matay3(C) que verifica:
0 0
010 10
L'A_{o 0 2]' L0 _{o 1}_12
0 3

Ndotese que A - L # 1.

Anélogamente a las nociones dadas para matrices, se introduce la definicién de inversa a derecha
e izquierda para morfismos.

Definicién 2.2.2. Dado el morfismo ¢ : V. — V', se llama inversa a la izquierda de ¢ al
morfismo ¢ : V! — V tal que p o ¢ = Iy, donde Iy, : V — V' denota la aplicacion identidad en
V. De modo andlogo se define la tnversa a derecha de una aplicacion lineal.

Teorema 2.1. Dada el morfismo ¢ : V. — V', se verifica:
1. ¢ tiene wnversa a la izquierda si y solo si es inyectiva.

2. ¢ tiene inversa a la derecha si y solo si es un epiyectiva.
1. Si ¢ es un monomorfismo, es decir, una aplicacion lineal inyectiva

Demostracion. La demostracion a este teorema esté disponible en [9]. O

Este teorema da lugar al siguiente lema.

Lema 2.1. Una matriz A € Mat,«,(C) tiene inversa a derecha si y solo si el rango de A es m;
y tiene inversa a izquierda si y solo si el rango de A es n.

Ademds, una matriz tiene inversa a izquierda y derecha si y solo si es una matriz cuadrada de
rango mdximo.

Demostracion. La demostracién estd disponible en [9]. O

El hecho de que, de nuevo, no se asegure la existencia de inversas laterales para todas las
matrices, permite introducir un nuevo concepto de inversa.

Definicién 2.2.3. Sea A € Mat,,«n(C). La matriz X € Mat,xm(C) que cumple
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AXA=A

recibe el nombre de {1}-inversa o inversa interior de A.

Definicién 2.2.4. Sea A € Mat,«n,(C). Una matriz X € Mat, ., que satisface
XAX =X

se llama {2}-inversa o inversa exterior de A.

Las matrices que verifiquen tanto la Definicién 2.1.2 y 2.1.3 se llaman {1,2}-inversa de A.

Definicién 2.2.5. Sea A € Mat,«,(C). Se define el indice de A y se denota por i(A) al menor
entero no negativo que satisface

rg(AW) = rg(AAF),

Observacion 2.2.1. Por convenio, toda matriz invertible tiene indice 0 y toda matriz nula tiene
indice 1.

5 -9 4
Ejemplo 2.2.2. Se considera la matriz A= | 6 —11 —5| con rg(A) = 2.
-7 13 6
-1 2 1
Se tiene: A= |—1 2 1| conrg(4?) =1.
1 -2 1
000
Y se concluye que A3 = [0 0 0| conrg(A3) = 0. Las potencias de la matriz A que sean mayores
0 00

o iguales a tres trendran como resultado la matriz nula y por tanto, el rango de todas ellas serd
cero. Luego, el menor entero positivo k para el que se verifica la definicion de indice es 3, con lo

que i(A) =3

En el caso de una matriz invertible A, es claro que AA™! = I. Conjuntamente con las defini-
ciones de inversa interior y exterior, se tiene la siguiente generalizacion.

Definicién 2.2.6. Sea A € Mat,, ., (C). Se dice que una matriz es inversa de grupo de A y se
denota por A* € Mat,,(C) si verifica:

» A% es una inversa interior de A. Es decir, AATA = A.
» A% es una inversa exterior de A. Es decir, A" AA" = A*.
n AA* = A7 A.

Como se demuestra en 7, Teorema 2.1.6.], la inversa de grupo no necesariamente existe, aunque,
de ser asi, es unica.

Una condicién necesaria y suficiente para que una matriz cuadrada tenga inversa de grupo es
que (A) < 1. Para mds infomacién sobre este resultado, consultar [6] y [2].



2.3. Inversas generalizadas clasicas.

Definicién 2.3.1. En 1958, M. P. Drazin -[5]- prueba que, dada una matriz cuadrada A €
Mat,«,(C) se define la inversa de Drazin como la tinica matriz cuadrada AP € Matn x n(C)
que satisface:

n ARFLAD = A% para k = i(A)
» APAAP = AP
» APA = AAP
Ademds, la inversa de Drazin también cumple:
n (AP)P = A siy solo sii(A) <1
» 5i A2 = A entonces AP = A

Anélogamente a la definicién que se ha dado sobre matrices, tanto de indice como de inversa
de Drazin, se introducen estos conceptos para endomorfismos. No obstante, para poder dar una
deficion de manera rigurosa, primero se ve qué es un endomorfismo de potencia finita y en qué
consiste la descomposicion AST invariante por ¢ de un k-espacio vectorial V', donde ¢ es un
endomorfismo sobre V.

Definicién 2.3.2. Sea V' un k-espacio vectorial y ¢ :' V. — V' un endomorfismo sobre V. Se dice
que ¢ es de potencia finita si para algin n € N @™V tiene dimension finita.

En 2007 M. Argerami, F. Szechtman y R. Tifenbach -[1]- demostraron que, una condicién
necesaria y suficiente para que ¢ sea de potencia finita es que V' admita una descomposicion
invariante por ¢, es decir, V' = U, © W, de modo que ¢ |y, es nilpotente, Wy tiene dimension
finita y ¢ |w,: Wy — Wy sea un isomorfismo. Esta descomposicién es tnica y recibe el nombre
de descomposicion AST de V invariante por ¢.

Definicién 2.3.3. Dado V un k-espacio vectorial arbitrario y ¢ € Endg(V'), se denomina indice
de ¢ y se denota por i(¢) al orden de nilpotencia de |y, .

En [8, Definition 2.2.] se enuncia que, para espacios vectoriales de dimensién finita, la deficinién
de indice de un endomorfismo coincide con la dada para la matriz asociada al endomorfismo en
una pareja de bases. Se cumple que i(¢) = 0 si y solo si V' es un espacio vectorial de dimensién
finita y ¢ es un automorfismo. Ademds, i(¢) = 1 & Kerg = U,.

Una vez definidos estos conceptos, se puede definir la inversa de Drazin en endomorfimos de
potencia finita.

Definicién 2.3.4. Para cada endomorfismo de potencia finita ¢ existe un unico endomorfismo de
potencia finita al que se denota por ¢P que cumple:

. ¢k+1o¢D:¢k
= pP oo =P

« $Pog=gogP
donde k es el indice de ¢.



" es la inversa de Drazin de ¢ y verifica:

(¢lw,) si veW,
¢P(v) =
0 si ve U
Ademds, ¢ satisface las siquiente propiedades:
w (¢P)P = ¢ siy solo sii(¢) < 1.
n = o siy solo si Ply, =0y (dlw,)?* = Id|w,.

o try (¢ + ¢P) = try(¢) + try (o) donde try(¢) denota la traza del endomorfismo de potencia
finita ¢. Esta traza viene definida por la siguiente expresion:

try (¢) - tqub (¢|w¢)

y ademas cumple las siguientes tres propiedades:

1. Si'V es un espacio vectorial de dimension finita, entonces try(¢) coincide con la defi-
nicion habitual de traza.

2. Si W es un subespacio de V' de modo que oW C W, entonces:

try(¢) = trw(9) + trvyw(9)
3. Si ¢ es nilpotente, entonces try(¢) = 0.

» Si ¢ es una proyecion de un endomorfismo de potencia finita, entonces ¢pP = ¢.

Se concuye esta seccién con las definiciones de inversa generalizada reflexiva de una matriz,
mversa generalizada reflexiva de un morfismo e invesa de Moore-Penrose para una matriz.

Definicién 2.3.5. Sea A € Mat,x,,(C). Se denomina inversa generalizada reflexiva de la
matriz A y se denota por AT € Mat,«m(C) a una matriz que verifica:

n AATA=A
n ATAAT
Observacion 2.3.1. La inversa generalizada reflexiva de una matriz no tiene por qué ser unica.

Definicién 2.3.6. Sea ¢ : V. — V' una aplicacion lineal entre k-espacios vectoriales, se define
la inversa generaliada reflexiva de ¢ a un morfismo ¢ : V' — V tal que:

" gogTop=2¢
n ¢gfogogt =gt

Observacién 2.3.2. Al igual que en el caso de las matrices, la inversa generalizada de un morfismo
no tiene por qué ser tunica. Ademds, para cada invesa generalizada reflexiva ¢+ de ¢, se cumple
que, siv' € V'

v eImo s (pod™)(v) =1

9



Se introduce la nocion de inversa de Moore-Penrose puesto que se necesita para avanzar con
las definiciones. No obstante, es simplemente un primer acercamiento a esta inversa generalizada
puesto que, en los capitulos posteriores se profundizara en su definicion, propiedades y aplicaciones.

Definicién 2.3.7. Sea A € Mat,,»,(C), la inversa de Moore-Penrose de A es la matriz que
se denota por AT y es la inica matriz X que verifica:

s AXA=A
n XAX =X
s (AX)* = AX
s (XA =XA

donde X* es la transpuesta conjugada de la matriz X .

2.4. Descomposiciéon CN

Rescatando el concepto de indice de una matriz, anteriormente introducido, en este apartado se
dara la definiciéon y se explicaran algunos resultados interesantes de la descomposicién CN, centro-
nilpotente, tanto para matrices como para endomoporfismos y la definicién de inversa centro de
una matriz derivada de esta descomposicion.

Teorema 2.2. Sea A € Mat,x,(C). A puede escribirse como suma de dos matrices Ay y Ay
verificando:

» R(A;) = R(A?) o lo que es lo mismo, i(A) < 1.
s A, es nilpotente.
w A - Ay=Ay- AL =0, con Ay, Ay € Mat,»,(C)

Esta descomposicion es la descomposicion CN, centro-nilpotente, de A donde Ay y Ay son
las partes ‘centro’ y 'nilpotente’ de A respectivamente y es unica.

Demostracion. La demostracion a este teorema se encuentra en [6, Theorem 2.2.21.] [

A partir de este teorema, asi como de las nociones de inversa de grupo y de Moore-Penrose, es
posible considerar una nueva inversa generalizada, llamada inversa centro.

Definicién 2.4.1. Dada una matriz A € Mat,.,(C) se llama inversa centro de A y se denota
por A® € Mat,.,(C) a la matriz tal que:

s A-A® = A AT
= R(A%®) C R(A)
Se prueba en [7] que, en caso de existir, dicha matriz es tunica y verifica los siguientes teoremas:

Teorema 2.3. Sea A € Mat,,,(C). Si la matriz A admite inversa centro, entonces el indice de A
es menor o igual que 1.

10



Demostracion. La demostracion estd disponible en [7, Proposicién 3.13.]. O
Teorema 2.4. Sea A € Mat,;,(C) con indice 1. Entonces la inversa core A® existe y es unica.
Demostracion. La demostracion estd disponible en [7, Teorema 3.14.]. O

Anéalogamente a como se ha hecho con anteriores definiciones y, como se adelantaba al prin-
cipio de este trabajo, se ofrece paralelamente a la descomposicién para matrices, su analogo para
endomorfismos.

Dado V un k-espacio vectorial arbitrario, ¢» un endomorfismo de potencia finita de V' y se
considera la descomposicion AST de V' dada por V' = U, @ Wy,

Lema 2.2. Con la notacién previa, si 1) # 0 y ¥P es la inversa de Drazin de 1, entonces:
1. Yy =Y opP o) es finito potente e i(¢y) < 1;
2. 1y =1 — o o es nilpotente.
Demostracion. La demostracién se encuentra en [8, Lemma 3.1.]. O

Teorema 2.5. (Exitencia y unicidad de la descomposicon CN de endomorfismos de
potencia finita). Para cada endomorfismo de potencia finita 1 sobre V. con ¢ # 0 existe una
unica descomposicion ¥ = 1 + g, donde 1,1y € Endi (V') son endomorfismos finito potente que
satisfacen:

= i(Y) < 1
= o es nilpotente;
" p:lothy =1hgo0th =0.

De esta manera, los endomorfismos de potencia finita 11 y 1o son las partes centro y nilpotente
de las descomoposicion CN de 1) respectivamente.

Demostracion. La demostracion se encuentra en [8, Theorem 3.2.]. O
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3. Existencia y propiedades de la pseudoinversa de Moore-
Penrose

A lo largo de esta seccion se van a dar las definiciones de Moore y Penrose de la pseudoinversa
de una matriz y se va a demostrar la equivalencia entre ambas definiciones.

Ademas, se van a enunciar y demostrar varias de sus propiedades principales.

Esta secciéon concluye con el desarrollo de las condiciones bajo las cuales, la inversa de Moore-
Penrose del producto de dos matrices, cumple las propiedades conocidas para matrices invertibles.

3.1. Existencia.

Como se ha introducido anteriormente, la inversa de Moore-Penrose o pseudoinversa de Moore-
Penrose es una inversa generalizada de matrices, que puede ser aplicada para la resolucién de
sistemas de ecuaciones lineales.

En 1935, Moore dio la definicién que se detalla a continuacién.

Definicién 3.1.1. Definicion de inversa generalizada de Moore. Si A € Mat,,.,(C),
entonces la inversa generalizada de A es la inica matriz At tal que:

1. AAt=P R(A)
II. ATA = PR(AT)
Anos mas tarde, en 1955, Penrose ofrecié una nueva definiciéon de inversa generalizada.

Definicién 3.1.2. Definicion de inversa generalizada de Penrose. Si A € Mat,,.,(C),
entonces Al es la inica matriz en Mat,;m(C) que verifica:

1. AATA=A

. ATAAT = AT
. (AAT)* = AAT
v. (ATA)* = ATA

Esta tultima definicién es la que se conoce como la pseudoinversa de Moore-Penrose y es con
la que se trabajara a lo largo de este proyecto. Esta matriz es tnica, lo que se demuestra en el
siguiente teorema.

Teorema 3.1. Las definiciones de inversa generalizada dadas por Moore y Penrose son equiva-
lentes.

Demostracion. Sea A € Mat ., (C) verificando las condiciones de la definiciéon de Moore, es decir,
tal que AAT = Pray, ATA = Ppaty. Se tiene entonces que verifican las condiciones III, IV de la
Definicién 3.1.2. pues

= (AAT)" = (Pg(a))" = Prea) = AAT
u (ATA)* — (PR(AT))* — PR(AT) - ATA
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Por otra parte, para probar [ y II de la Definicién 3.1.2., se observa que
u AATA:PR(A)AZA )
L] ATAAT = PR(A’;)AT = AT

Sea ahora A € Mat,,;,,(C) verificando las condiciones I, II, III; IV de la Definicién 3.1.2. de
Penrose. Multiplicando II a la izquierda por A se obtiene

AATAAT = AAT = (AAT)2 = AAT,

Esto, junto con (AAT)* = AAT, demuestra que AAT es una proyeccién ortogonal. Falta demostrar
que el rango de AAT coincide con el rango de A para lo cual, se tiene en cuenta la condicién I de
la Definicion 3.1.2 junto con el hecho de que R(BC') C R(B) para dos matrices B, C. Con esto, se
tiene que

R(A) = R(AATA) C R(AA)
R(AAT) C R(A).
Luego, R(A) = R(AA") y, por tanto, AAT = Pp4).

Para probar la segunda condicién de la Definicién 3.1.1. se procede de modo andlogo.
O

Teorema 3.2. Dada una matriz A € Mat,.,(C), existe una tinica matriz AT € Mat.,(C). Es
decir, la inversa de More-Penrose de una matriz es unica.

Demostracion. Supongase que existen dos matrices B, C' que satisfacen las cuatro propiedades de
la definicién de Moore-Penrose. Se tiene entonces:

B = BAB = (BA)*B = (A*B*)B = (ACA)*B*B = (A*C*A")B*B = (CA)*(BA)*B =
CABAB = CAB.

Ademas

C = CAC = C(AC)* = CC*A* = CC*(ABA)* = CC*(A*B*A*) = C(AC)*(AB)* =
C(ACA)B = CAB.

Con lo que B =C. O

3.2. Propiedades

Se daran a continuacion algunas de las propiedades basicas de la inversa de Moore-Penrose
aunque previamente hay que considerar la siguiente definicion.

Definicién 3.2.1. Una matriz unitaria U € Mat,,.,,(C) es una matriz compleja cuadrada que
satisface:

UU=0U0"=1,.
Teorema 3.3. Sea A € Mat.,(C). Se cumple:
1. (AT =A
2. (AN = (AT

3. Si X e C,(NA) = XA donde \ viene definida por \T = % SIAAZO YN =08 A=0

13



4. A* = A*AAT = ATAA

5. (A*A)T = AT(A)T

6. AT = (A*A)TA* = A*(AA*)T

7. (UAV)! = V*ATU* donde U,V son matrices unitarias.

Demostracion. Para los enunciados 1, 2, 3, 5y 7, se trata de una inversa generalizada, luego para
su demostracién se van a comprobar los cuatro axiomas de la definicion de Moore-Penrose.

1. Cumple los axiomas de la definicién sin necesidad de realizar ningin calculo.

2. w AT(AT)*A* = (AATA)* = A~

= (AT AT(AT)" = (ATAAT)" = (AT)*

o ((AT) A" = AAT = (AAT)" = (AT A"

n (AF(AT)*)* = ATA = (ATA)* = A*(AT)*
3. Para A = 0 la demostracion es trivial. En caso de que A # 0; (A = %) se tiene:
s MANATAA = ATA(AATA) = \A
n ATATAANTAT = XTANT(ATAAT) = \TAT
s (ANANTAT* = ANTAAT)* = (AAT)* = AADITAAT = NANTAT
s (ANATAA) = (ANAATA)" = (ATA)* = ATA = MTATA = \TATAA

(A

=~

. Por una parte se tiene que A* = (A

TA))* = (ATA)*A* = ATAA*. Para la otra igual se
procede de manera similar: A* = ((AAT)A)* =

A*(AAT)* = A* AAT
5. w (A*A)(AT(A))(A*A) = (A*AAT)(A*)TA*A = A*(AT) A" A = (ATA) A" A = (AATA)* A =
A*A
 (AT(AT)T)(ATA)(AT(AN)T = AT(A")T(ATAAT)(A%)F = AT(AT)*A*(AT)* = AT(AAT)*(AT)" =
AT(ATAAT) = At(AN)* = At(A4)t
n (A*AAT(A) = (A*AAT(A)) = AT(AT) A*A = AT(AAT)"A = ATAATA = AtA =
(ATA)* = A*(Ah)* = A* AAT(A%)
n (ATA)TARA) = (AH(AT) ATA) = A*AAN (AN = A%(AD)* = (ATA) = ATA =
ATAATA = AT(AAT) A = AT(A*)TA*A
6. At = ATAA = AT(AAN)* = AT(AT) A" = AT(A%)TA* = (A*A)TA*

7. = UAVV*ATU*UAV = UAATAV = UAV
s VAN UAVV*ATU" = VFATAATU* = V*ATU*
s (VAU UAV)* = VA UU(AT)V = V*(ATA)V = V*ATAV = V*ATUT*UAV
s (UAVV*ATU*)* = (UAATU*)* = U(AANU* = UAATU* = UAVV*ATU*

Proposicién 3.1. Se verifica que:

14



Demostracion. De manera similar a como se ha demostrado el Teorema 3.2, se comprueban las
A - 0
condiciones de la definicién para A I
0 --- A,
4, 0] [Af 0 [A 0] [A4AlA; 0 A,
|0 An] 10 Al |0 o An Al A, 0
Iy 01 [4 0] [Al 0] [AlAAl 0 Al
0 Al 110 An] |0 Ain_ 0 Al AAT 0
A 0] Al 0]\ A Al 0 T [AAl 0
0 An] [0 - Al 0 A At 0 A At
A 0] [Al 0
0 A, 0 Al
Al 0] [4 0]\" Al A, 0 T [ala, 0
0 Al 0 A, 0 Al A, 0 At A,
Al 0] [A 0
0 Al 0 Am
O

Como se enuncia en [4, Theorem 1.2.2.].
Teorema 3.4. Si A € Mat,,..,(C), entonces se verifica:
(
R(AT) = R(A*) = R(ATA) = R(A*A).
(I — AAT) = N(AAT) = N(A*) = N(AT) = R(A)*.
(

ITA) = N(ATA) = N(A) = R(A*)*.
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3.3. Calculo de la pseudoinversa de Moore-Penrose

En esta seccién se van a dar dos métodos que suponen un primer acercamiento al calculo de
AT, Estos algoritmos son tltiles inicamente para matrices de dimensiones pequenas.
Previamente al desarrollo de los mismo, se tiene en cuenta la siguiente definicién.

Definicién 3.3.1. Inversa funcional de la inversa generalizada.
Dada una matriz A € Mat,.,(C), se define una transformacién lineal AT : C™ — C™ por
Atz =0 si x € R(A)* y Ale = (A|gan) 'z siz € R(A).

Teorema 3.5. Sea A € Mat,.,,(C) de rango r. Si{v;y...v.} esuna base de R(A*) y {wi, ... wy_}
es una base de N(A*), entonces

AT = [v1]vg| ... |0,]0] ... ]0] - [Avg|Avg| . . . |Avp wy we] . . . Jw,_p]

Demostracion. Teniendo en cuenta la definicién funcional de la inversa generalizada, es claro que

AT [Av|Avg| . . |AvpJwyws] . . | w,_,] =
[AT - Avy|AT - Avy| .. |AT - Av | AT - wy|AT - ws| .. |AT - w, ] = [v1] ... |ve]0] . .. ]0].

Ademas, {Avy, Avy, ..., Av,} es una base de R(A). Ademas, como R(A)*+ = N(A*), se deduce que
la matriz [Avy|Ave| . .. |Av,|wy|ws] . .. |w,—,] debe ser no singular, con lo que se concluye. O

Este teorema, asi como el siguiente que se enunciara en esta seccién, pueden considerarse como
algoritmos para el cdlculo de la inversa de More-Penrose. Previamente a detallar dichos algoritmos
se introducen los concpetos de matriz escalonada por filas y la forma escalonada de Hermite, asi
como propiedades de ambas y la siguiente proposicion, util para futuras demostraciones.

Se prueba en [4, Theorem 1.3.2.] la siguiente proposicion.

Proposiciéon 3.2. Si A € Mat,«x,(C) entonces existen dos matrices B € Mat,x.(C),
C € Mat,«,(C) de modo que A= BC yr =rg(A) =rg(B)=rg(C).

Teorema 3.6. St A = BC donde A € Mat,x,(C),B € Mat;,«.(C),C € Mat,«,(C) y
r=rg(A) =rg(B) =rg(C), entonces AT = C*(CC*)"Y(B*B)"'B*.

Demostracion. Lo primero a tener encuenta es que tiene sentido hablar de la inversa usual de
B*B y CC* puesto que el resultado es una matriz cuadrada de dimensién n x n. Sea X =
C*(CC*)"Y(B*B)™'B* y se va a probar que satisface las condiciones de la definicién de Moore-
Penrose:

s (AX)* = AX
AX = BCX = BCC*(CC*)"Y(B*B)"'B* = B(B*B)"' B*
con lo que se tiene que:
(AX)* = (B(B*B)~'B*)* = (B*)*((B*(B*)*)"'B* = B(B*B)"'B* = AX
s (XA = XA
XA = XBC =C*CC*)~(B*B)"'B*C = C*(CC*)~'C
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con lo que se tiene:
(XA) = (CH(CCr)TI0) = Cr((CCr) A (C) = CH((CCr))~IC = CH(CC7)TIC = XA
Nota. Para las siguientes dos propiedades se tendra en cuenta que X A = C*(CC*)~!1C
» AXA=A

AXA = BCXA = BOCHCC*)"\C' = BC = A
" XAX = X
XAX = (XA)X = (C*(CC*)~1C)C*(CC*)~"Y(B*B)~1B* = C*(CC*)"{(B*B)~'B* = X

Como X verifica todas las propiedades, se concluye que X = Af n

Se enuncia en [4, Theorem 1.3.3.] la siguiente proposicién.

Proposicién 3.3. Si A € Mat,,(C) con rg(A) = 1, entonces se verifica Al = éA*,

oa=trA*A = Zlmj |G2]‘2

Definicién 3.3.2. Una matriz E € Mat,,»,(C) de rango r se dice que es escalonada por filas
si B es de la forma:

Crxn
E =
O(mfr)xn

donde los elementos c;; de C,,, satisfacen las siguientes condiciones:
1. ¢;; =0 cuando @ > j.
2. El primer elemento distinto de cero de cada fila de C' es 1.

3. Sici; = 1 es el primer elemento distinto de cero de la fila i-ésima, entonces la columna
j-ésima de C' es el vector unitario e; cuyo unico elemento distinto de cero es el que ocupa la
POSICION, 1.

. o 1 0 2
Ejemplo 3.3.1. £ = {O 0 1 31

Algunas de las propiedades que cabe destacar de la forma escalonada por filas de las matrices

son las siguientes:

Sea A € Mat,,xncon rg(A) =r.

= A siempre se puede reducir a la forma escalonada por filas mediante operaciones elementales
con las filas (es decir, siempre existe una matriz P € Matz,(C) de manera que P- A = Ey
donde F4 es la forma escalonada por filas).

» Para una matriz A, la forma escalonada por filas 4 obtenida mediante la reduccion por filas
de A es tnica.
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= Si F4 es la forma escalonada por filas de A y los vectores unitarios de E4 aparecen en las
columnas iy, s, ..., 4, entonces las correspondientes columnas de A son una base de R(A).
Esta base recibe el nombre de columnas distinguidas de A.

= Se verifica que N(A) = N(E4) = N(C), donde C es la matriz de orden ran de la definicién.

= Si se consideran las columnas distinguidas de A y se utilizan para formar una matriz
B € Mat,,»,(C) colocadas en el mismo orden en el que aparecen en A; entonces se cumple
que: A = BC, donde C vuelve a ser la matriz de orden r x n de la definicién.

De manera similar a cémo se ha definido la forma escalonada por filas de una matriz, se tiene la
forma escalonada de Hermite.

Observacion 3.3.1. La forma escalonada de Hermite es unicamente vdlida para matrices cuadra-
das.

Definicién 3.3.3. Una matriz H € Mat,y,(C) se dice que estd en la forma escalonada de
Hermite si sus elementos h;; verifican:

1. H es triangular superior, es decir, hy; = 0 para i > j.
2. Los elementos de la diagonal principal h;; son o 1 o 0.

3. Si hy = 0, entonces hy, = 0 para todo k,1 < k < n. Es decir, si el elemento de la diagonal
es cero, entonces todos los elementos de la misma fila, son cero.

4. 8 hy; = 1, entonces hy; = 0 para todo k # i. Luego, si el elemento de la diagonal es 1,
entonces el resto de elementos de esa columna son cero; o equivalentemente, dicho vector
columna es un vector unitario.

1 0 3
Ejemplo 3.3.2. H = |0 1 —1
0 0 0

Asi mismo, esta matriz cuenta con una serie de propiedades.
Sea A € Mat,«,(C). Entonces:

» Siempre se puede reducir A por filas a la forma de Hermite. Una vez que A se haya reducido
por filas, siempre se puede realizar una permutacion de las mismas para obtener la forma de
Hermite.

» La forma de Hermite H, de una matriz A, obtenida mediante la reduccién por filas, es
siempre tnica.

» H?% = Hy, por lo que, H4 es una proyeccién.

» N(A) = N(Ha) = R(I — Hy). Ademas, una base de N(A) es el conjunto de las columnas
distintas de cero de I — H4

Como ya se introdujo anteriormente, los tltimos teoremas (Teorema 3.5 y Teorema 3.6) pueden
considerarse como algoritmos paa el cdlculo de la inversa generalizada. Se detallan a continuacion
los pasos a seguir, asi como un ejemplo practico de cada uno de ellos.
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1. Primer algoritmo. Hay que tener en cuenta que, aunque se enuncie para matrices cuadra-

das,

es ampliable a matrices que no lo sean tnicamente anadiendo filas o columnas de ceros

hasta hacerlas cuadradas. En estos casos, se tendra en cuenta que (A|0)T = (‘3—:) = (AT]0%).

Dada A € Mat,«,(C), el primer algoritmo sigue los siguientes pasos.

a)
b)

Reducir A* por filas a su forma de Hermite.

Seleccionar las columnas distinguidas de A*. Nombrar a dichas columnas v, vo; -+ , v,
y utilizarlas como columnas tnicas de una nueva matriz que recibira el nombre de L.

Formar la matriz AL = A - L.

Formar la matriz I — H 4«. Seleccionar las columnas distintas de cero de dicha matriz y
denotarlas por wy, wa, - -+, Wy_,.

Utilizar las columnas de AL y las w; del paso anterior como columnas de una nueva
matriz M = (AL|w|wy| - - - |w,_,) y calcular M.

Usar las r primeras filas de M ~! en el mismo orden en el que aparecen, en una nueva
matriz llamada R.

Calcular AT como AT = L - R.

2. Segundo algoritmo. Sea A € Mat,,.,(C).

a)
b)

c)

d)
)

Reducir A a su forma escalonada por filas F 4.

Seleccionar las columnas distinguidas de A para usarlas como columnas de una nueva
matriz B en el mismo orden en el que aparecen en A.

Seleccionar las filas distintas de cero de E4 y utilizarlas como filas de una nueva matriz
C' en el mismo orden en el que aparecen en Ey.

Calcular (CC*)~!'y (B*B)~".
Calcular AT como AT = C*(CC*)~'(B*B)~'B*

Se van a aplicar ahora lo dos algoritmos a la misma matriz, de manera que la pseudoinversa
de Moore-Penrose obtenida, por ser tinica, debera coincidir.

Ejemplo 3.3.3. Primer algoritmo.

Sea A =

1 1 0 1
2 2 0 2
3 3 2 3
4 4 1 1

1. La matriz conjugada transpuesta de A es la siguiente:

1 2 3 4
12 3 4

A* =

Hae

o o0 2 1
1 2 3 1
con la cual se realizan operaciones de filas para obtener su forma escalonada de Hermite:
r 2 0 0
100 0 0
0 0 1 0
0O 0 0 1
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2. Las columnas distinguidas de A* son la primera, tercera y cuarta (r=3), las cuales se selec-

cionan, se las nombra como vi, v, v3 Yy se usan para formar L.

1 3 4 1
1 3 4 1
U1 = 0 ; U2 = 9 ; Us = 1 ;L: 0
1 3 1 1

3. Se calcula el producto de A por L:

3 9 9
6 18 18
AL = 9 31 29
9 29 34

4. Tras realizar el cdalculo de I — H 5+ se tiene que la columna distinta de cero, denominada wy,

es la sequnda:

0O -2 0 0 —2
0 1 0 0 1
I=Ha=1o g o ol ™=
0 0 0 0 0
5. Con lo que se tiene que M es de la forma
[ 20
3 9 9 —2 1
|6 18 18 1y ., |8
M 9 31 29 01"’ M a1
9 29 34 0 20
=2
L5

3

3
2
3

(S

4

— =

6. Las r=3 primeras filas de M~ forman la matriz R:

il
120

R |3

=1
20

71
60

=1
4

=1
10

7. Se concluye que
L
60

At = LR =

At

=5

=1

[

de la forma:

=1
12

=1
12

1
2

1
6

6
1
6

0

-1
3

Ejemplo 3.3.4. Segundo algoritmo
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1 1 0 1
2 2 0 2
Sea, de nuevo, A = 5 3 9 3
4 4 1 1

1. De nuevo mediante el uso de operaciones basicas de filas se obtiene la forma escalonada por

filas de la matriz A.
1 1 0 0
0 0
Ea=1g 1
0

o O O
OO =

0

2. Las columnas distinguidas de A son la primera, la tercera y la cuarta, las cuales se usan para
formar la matriz B.

1 0

1
1 2 3 4
=12 Y 2l.p=lo 0o 2 1
323 1 2 3 1

4 1 1

3. Las filas que configuran la matriz C se corresponden con las filas distintas de cero de E 4, es
decir, primera, sequnda y tercera.

Lo [0
C=10 0 1 0f;C=|, | |
0 0 0 1
0 0 1
4. Se calculan (B*B)~! y (CC*)™!
2 0 0] [ 0 0
ccHt=|o 1 o =]0 1 of;
0o 0 1 0 0 1
B -2 -1
30 w00 1]t |0 T
e A N
- N 1
9 6 18

5. Finalmente se aplica la formula para obtener AT y se sustituyen las matrices obtenidas en
pasos anteriores.

Tl 1 1 17
60 30 12 6
11 11
60 30 12 6
Al = C*(CC*)"Y(B*B)"'B* =
=3 =3 1 0
10 5 2
1 1 1
L 6 3 6 3 4

Los lectores pueden comprobar que la matriz obtenida en los ejemplos anteriores verifica las
propiedades de A
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3.4. Inversa generalizada de un producto

El objetivo de esta seccién es determinar en qué casos, o bajo qué condiciones, se cumple
(AB)T = BTAT.

Para ello se va a hacer uso de dos teoremas. El primero de ellos ofrece una formula para
obtener (AB)" a partir de las proyecciones. El segundo detalla diferentes enunciados equivalentes.
Al concluir ambas demostraciones, se llega a la conclusion de la condicién que debe darse para que
la inversa de Moore-Penrose del productor de dos matrices sea tal que (AB)T = BTAT.

Hay otras maneras de enfocar cuando se verifica la igualdad, pero no se desarrollaran en este
trabajo.

Teorema 3.7. Si A € Mat,xn(C) y B € Mat,«,(C), entonces (AB)" = (Pra-)B)"(APr(g))".

Demostracion. La demostracion de este teorema se divide en dos partes. Una primera consistente
en, asumiendo que (AB)" = (Pgr(a+)B)1(APgp))" satisface la primera condicién de la definicién
de Penrose, dar con una férmula que se pueda verificar independientemente de dicha condicion.
La segunda determinar si la férmula obtenida es reversible, en cuyo caso se habra probado que la
primera condicion de la definicién de Penrose se verifica.

Sea X = (AB)! = (Pgra~)B)(APg(p))" verificando la primera condicién de la definicién de
Penrose, es decir, ABXAB = AB o, equivalentemente

AB(ATAB)(ABB"AB = AB (1)
Multiplicando (1) por AT a la izquierda y por BT a la derecha, se tiene que

ATAB(ATAB)(ABBY)) ABB' = ATABB! (2)

Por tanto, teniendo en cuenta que
ATAB(ATAB) = PR(ATAB) y
(ABB")ABB' = Pr(appt)) = PriaBpt)y) = Pr(BBNH*4*) = Pr(Bia)
ademas, se obtiene
Priat apyPr(spta~y = Pr(a~)Pr(B)
Equivalentemente,
Paiars)PeBtr(A*) = Pr(A*)Pr(B).- (3)

Para ver que es cierto, se toma Ey = Pyiapp) Pppira+), B2 = Pra+)Prs) ¥ se prueba que, para
todo u € C", Fyu = Eyu.

Si u € R(B), entonces Eyu = Eou = 0. Si u € R(B), para saber cuinto vale Eju, se
necesita calcular Pppitp(a«)u. Como BBTR(A*) es un subespacio de R(A), sea u = u; @ up con
u; € BBTR(A*) y uy € [BBTR(A*)]* N R(B). Entonces

Eru = Pyt ars) PpBtR(A- U = (4)

= PATAR(B)UI = AATul (5)

Ahora, Fyu = Pria+)Prpyt = Pra-yu = Ppanu = At Au que, por (3) se tiene que ATAu = AT Auy,
esto es, si u; € N(A) = R(A*). Se va a ver que asf es.
Supéngase que v € R(A*). Por definicién, uy | BBTv. Asi,
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0 = (BB, uy) = (v, BBuy) = (v, us).

Por tanto, uy € R(A*)t como se queria ver.
Haciendo el proceso inverso, (3) es equivalente a (2) y, si (2) se multiplica por A a la izquierda
y por B a la derecha se tiene:

AAYAB(A'AB)(ABBY)ABB'B = AA'ABB'B

que, por las definicién de inversa de Moore-Penrose, es (1).
Ahora bien, teniendo en cuenta ABXAB = AB, para ver que X satisface la definiciéon de
inversa de Moore de (AB)T, se va a multiplicar a la derecha por (AB)T, con lo que

ABXAB(AB)! = AB(AB)!
0, equivalentemente
ABX Preap) = Pr(as)-
Pero N(X) C N((ABB")") = R(ABB")* = R(AB)*.
Asi, X Priap)y = Preap) v, por ello,
ABX = Prap). (6)

Ahora, multiplicando ABXAB = AB por (AB)" a la izquierda, queda
(AB)YABXAB = (AB)'AB

o0, equivalentemente,
Pr(apynXAB = Pr(apy)-

Pero N(X) C R((ATAB)") = R((ATAB)*) = R(B*A*(A*)1) = R(B*A*), por tanto

PR(B*A*)X - X
XAB - PR((AB)T' (7)
Por (6) y (7) se concluye que la definicién se cumple. O

Como se enuncia en [4, Corollary 1.4.1.].

Corolario 3.4.1. Sea A € Mat,,«n,(C) y B € Mat,»,(C)
1. Sirg(A) =n, entonces (AB)" = BY(APgp)'.
2. Sirg(B) =n, entonces (AB)" = (Pra-B)T Al
Como se enuncia en [4, Corollary 1.4.2.].

Corolario 3.4.2. Sea A € Mat,,«n,(C) y B € Mat,«,(C), y rg(A) = rg(B) = n. Entonces
(AB)" = BTAT y AT = A*(AA*)~! mientras que BY = (B*B)~'B*.
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Previamente al enunciado y demostracion del segundo y tltimo teorema de esta seccion, se van
a detallar varios razonamientos que seran necesarios para la demostracién de dicho teorema.
Sean A € Mat,;,«n(C), B € Mat,,(C) y supéngase que

(AB)" = BT AT (8)
Del Teorema 3.6 se tiene que

(AB)Y = (Pr(a~yB) (APr(p))" = (PranB) (APr(s))" = (ATAB)T(ABB")"
luego BT At = (ATAB) (ABB.

Multiplicando a la izquierda por ATAB y a la derecha por ABB' se obtiene
ATABBTATABB' = ATAB(ATAB)'(ABB") ABBT
PratyPr(B)PreatyPrB) = Pratap) PriaBshh
(PreatyPrB))? = Preat ap)Pr(aBBh)

(Pr(a*)Pr8))* = Priatap) Prpptas). 9)

Por (3), (9) puede escribirse como (Pra+)Pr5))? = Pr(as)Pr(p) y por tanto, Pr(a+)Pr(p) es una
proyeccion.

Ahora bien, el producto de dos proyecciones hermitianas es una proyeccién si y solo si las dos
poryecciones hermitianas conmutan. Asi, teniendo en cuenta [X,Y] = XY — Y X:

[Prea~y, Preyl = 0 (10)

0, equivalentemente,

[AT4, BB =0 (11)

si (AB)T = BTAT.
Como ABBTAT es hermitiana, se tiene que A*(ABBTAT)A también lo serd. Asf,

A*(ABBNATA = ATABBTA*A (12)
lo que se traduce en A*ABB' = BBTA*A, o bien
[A*A, BB =0 (13)

donde se ha usado (11) y que ATAA* = A*.
Ahora, suponiendo de nuevo que (AB)" = BYAT se cuample, BBTATABB* serd hermitian y, de
manera analoga al razonamiento ya hecho

[BB*, ATA] = 0. (14)
Una vez aclarados estos pasos, se tiene el siguiente teorema:

Teorema 3.8. Sean A € Mat,,«n(C) y B € Mat,«,(C). Los siguientes enunciados son equiva-
lentes:
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1. (AB) = BTAT
. BB*A'A y A*ABB' son hermitianas.
. R(A*) es un subespacio invariante de BB* y R(B) es un subespacio invariante de A*A.

2
3

4. PxyBB P,
5. ATABB*A* = BB*A* y BBTA*AB = A*AB.

Demostracion. El enunciado (2) es equivalente a las ecuaciones (13) y (14), por lo que (1) implica
(3).

Se va a demostrar en primer lugar que (2) y (5) son equivalentes. Como BB* y A*A son
hermitianas, todos sus espacios invariantes son reducibles. Asi, (2) y (3) son equivalentes. Ahora
bien, si C' es una matriz y M un subespacio, entonces

CPL = (I — Py)CPY + PyCPy = PLCPY + Py CPg;.

Esto quiere decir que M+ es un subespacio invariante si y solo si PyyAP;; = 0. Asi, (3) y (4) son
equivalentes.

Se prueba ahora que (5) es equivalente a (2). Supéngase que BB*ATA es hermitiana. Entonces
BB*ATA = ATABB*. Asi, BB*(ATA)A* = ATABB*A* o

BB*A* = ATABB* A* (15)
De manera similar, si A* ABBT es hermitiana, entonces
BBYA*AB = A*AB (16)

con lo cual (2) y (5) son equivalentes.

Asumiendo ahora que (15) y (16) se cumplen, multiplicando (16) por BT a la derecha y por
(A*)T a la derecha se obtiene la demostracién de (3) que es equivalente a (2), luego (2)-(5) son
todas equivalentes.

Para probar (1) se tiene en cuenta que BTA" = BY(BBT))(ATA)A" = BY(ATA)(BBT)A'. Como
ya se ha probado, (AB)" = (ATAB)T(ABBT)T, luego este teorema quedarfa probado si se cumplen:

(ATAB)" = BY(ATA) (17)
y

(ABBY)' = BB AT (18)
parte que se encuentra detallada en [4, Theoreme 1.4.2.]. ]
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4. Aplicaciones

En esta seccion, habiendo sido detalladas las nociones necesarias de la pseudoinversa de Moore-
Penrose, asi como algunas de sus propiedades basicas y métodos para su obtencion, se va introducir
su aplicacién en la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales por la aproximacion de minimos
cuadrados.

4.1. Aproximacion por minimos cuadrados

El problema a resolver sera el de la resolucion de del sistema de ecuaciones lineales
Az =b (19)

con A € Mat,«,(C),z € C" b e C™.
Si A € Mat,,(C) y es invertible, entonces las soluciones de (19) son de la forma x = A~'b.
Sin embargo, cuando A no es una matriz cuadrada invertible, la resolucién de (19) se complica.
Las inversas generalizadas, y en concreto la que es objeto de estudio en este trabajo, la inversa
de Moore-Penrose, permiten analizar si el sistema de ecuaciones lineales no homogéneo (19) tiene
solucion. En caso afirmativo, posibilitan obtener la expresién de dicha solucion y, en caso negativo,
proporcionan una solucién aproximada.

4.1.1. Introduccién

Antes de introducir la aproximacion a las soluciones que facilita esta inversa, se va a dar la
definicién de norma euclidea de un vector, asi como una de las propiedades que esta tiene y que
se usard a lo largo de la seccidn.

Definicién 4.1.1. Se define la norma euclidea de un vector w = [wy, ..., w,|* € CP y se denota
por ||w|| a

1 . N1
Iwil = Q2= wl)2 = (w'w)z .

Lema 4.1. Siu,v € C? y el producto escalar de u,v es (u,v) = 0, entonces ||u + v||* = |ul|*+]|v]*.

Demostracion. |[u+ v|* = (u+v,u+v) = (u,u) + (u,v) + (v,v) = (v, u) + (v,v) = [ul+|v|* O

Definicién 4.1.2. Sea A € Mat,,x,(C) y b € C™. Entonces, un vector u € C" se dice que es una
solucion de minimos cuadrados para Ar = b si ||[Au— bl|| < ||Av — b|| para todo v € C™.
Un vector u € C" se dice que es una minima solucion de minimos cuadrados para Ax = b
si u es solucion de minimos cuadrados para Az = b y ||u|| < ||w|| para cualquier otra solucion de
minimos cuadrados w.

Teorema 4.1. Sea A € Mat,,x, yb € C™. Entonces A'b es la solucion de minimos cuadrados de
Az =b.

Demostracion. Se tiene que |Ax —b||> = [(AATAx — AATb) @ —Pg ,\b|* =

= [[(Ax — AA™) & —(I—- AANb||?> = |[Ax — AATD|]? + ||(I - AAT)b]|]

Por lo que x sera solucion de minimos cuadrados si y solo si « es solucién del sistema consistente,
Ax = AATh. Por otra parte, las soluciones de dicho sistema son de la forma
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z = AT(AATD) & (I — ATA)h = ATb & (I — ATA)h.

Como ||r||* = ||r]|?, se ve que existe una minima solucién de minimos cuadrados x = ATb.

]

Corolario 4.1.1. Sea M es un subespacio de CP y Py la proyeccion ortogonal de C™ sobre M. Si
b € C, entonces Pyb es el unico vector mds cercano a b en M con respecto a la norma euclidea.

Teorema 4.2. Sea A € Mat,;,«,(C) y b € C™. Entonces las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

1. w es una solucion de minimos cuadrados de Ax =b.
2. u es una solucion de Ar = AATD.

3. u es una solucion de A*Ax = A*b.

4. u es de la forma ATb + h donde h € N(A).

Demostracion. De la demostracion del Teorema 4.1, se sabe que 1, 2 y 4 son equivalentes. Se
detalla a continuacién la equivalencia entre 1, 2 y 3.

La equivalencia entre 1 y 3 se deduce de que, si u es solucién de Ax = b, entonces Au = b.
Multiplicando a la izquierda por A* se tiene:

A*Au = A*b
luego u es solucion de A*Ax = A*b.
La equivalencia entre 3 y 2, por otra parte, se demuestra teniendo en cuenta que si u es solucion

de A* Az = A*b, entonces A* Au = A*b. Multiplicando esta tltima igualdad a la izquierda por (A*)T
se tiene:

(ATA*Au = (A")TA*b = (AAT)* Au = (AAT)*b = AATAu = AATh = Au= AATD
luego u es solucion de Az = AATD. n

Para terminar la seccion se tiene en cuenta que el sistema de ecuaciones 3, es decir, A*Ax = A*b,
recibe el nombre de ecuaciones normales cuya importancia se resalta en areas de la estadistica
y al que se hard referencia en posteriores apartados de este trabajo.

4.1.2. Hipotesis lineal, estimacion de los parametros y bondad de ajuste

A continuacién se va a explicar en qué consiste el planteamiento de una hipdtesis lineal y se
va hacer uso de la nocién de wvariables linealmente relacionadas que dan lugar a una ecuacién con
pardmetros desconocidos. Posteriormente, se detallarda como encontrar una estimacion de dichos
parametros y, una vez obtenida, determinar como de certera es la modelacién del problema inicial
si se hace uso de dichas estimaciones.

Se considera un problema o experimento con dos variables x e y modelado por una funcién
lineal f(x) =y = Bz, donde f es un pardmetro desconocido. Dicho pardmetro puede despejarse
como 3 = £ de manera que, para diferentes mediciones de las variables x e y, se obtienen resultados
distintos de .
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Ahora bien, si se desea estimar el valor que toma (3, es mds realista considerar, para cada valor
fijo x, diferentes valores y; de y que satisfagan la ecuacion y; = Sz + e; donde e; es el valor del
error que en promedio a la larga se hace 0.

Supdngase ahora que, en dicho experimento, los diferentes resultados de 5 no solo solo varian
por el error e;, con lo cual, la funcién f(z) realmente es de la forma y = Sz + g(uq, us, . .., uy,),
donde ¢ es una funcién desconocida. Andlogamente al razonamiento anterior, para cada valor fijo
de z, la funcién g toma valores cuyo promedio a la larga es 0. Este tipo de error se llama error
funcional.

Estas consideraciones dan lugar a la siguiente definicién.

Definicién 4.1.3. Cuando se plantea la hipotesis de que la variable y estd linealmente rela-
cionada con x1,,...,x,, quiere decir que, para cada conjunto de valores p; = (x1,xa,...,Ty,)
de x1,xo,...,x,, las observaciones y; de y en p; se pueden expresar como:

Vi = Bo + Bz + Baio + ...+ BnTin + ey,
donde
1. B1,Ba, ..., By son constantes desconocidas que reciben el nombre de pardmetros.

2. ey, es el valor que toma una funcion de valor real desconocida e,, tal que e, tiene la propiedad
de que sus valores tienen promedio cero en todas las observaciones posibles y; en p;.

Una vez se han aclarado estos conceptos, se va a dar solucion al problema de estimar los
parametros ; en dos hipotesis y para ambas se dard la definicién de matriz de diseno.

Este apartado se concluye con el enunciado de dos teoremas, el primero sobre la solucion
por minimos cuadrados, asi como su expresiéon, y el segundo detallando la condicién necesaria y
suficiente para que, en una situacion similar, la estimacion de una combinacién lineal tenga un
unico valor.

Las dos hipotesis mencionadas, en las cuales xq, xo, ..., x, estan linealmente relacionados con
Y, son:

1. Aquella en la cual aparece el término [y y recibe el nombre de hipdtesis de interseccion:
Yi = Bo + Bz + Baio + ...+ BpTin + €y, (20)
2. Aquella en la que no aparece 3y y que se denomina hipétesis de no interseccién.

Vi = Bz + Potio + ...+ BpTin + €y, (21)

Para la estimacion de los parametros f3;, en ambas situaciones, se procede del siguiente modo: se

considera un primer conjunto de valores para las = a los que se denota por p; = (211, Z12, - - -, T1n)-
Después se calcula el valor de la y en p; y se le llama y,. Este procedimiento se repite con m
(m > n) conjuntos de valores para las x, de manera que se obtienen m valores yi,ys, . .., Ym para
Y.

Si se colocan los valores de las z es las filas de una matriz, que recibe el nombre de matriz de
diseno y se denotara por X para (21) y X; para (20), se tendra:
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1. Para el caso de la ecuacién (21):

Ti1 Ti2 . Tip p1
o To1 T2 - Top _ Y2

Tmi Tm2 - Tmn Pm
donde, si se denota por y = y(y1,...,yn)’ al vector formado por los valores que toma v,
b= (P1,...,0n)" el vector de los pardmetros desconocidos y e, = (ey,, ..., Yy, )" el vector

desconocido de los errores, se puede escribir (21) como:

y=Xb+e, (22)
2. Para el caso de la ecuacién (20):
I 1 T2 -+ Iy 1
I @9y oo -+ T2y, . .
X1 = : : : .. : :MX]’]:
L Ty @mz o Tn mx(n+1) mx1
En este caso, se tendrd que el vector de pardmetros es by = [Bo, 81, - - -, Bn]T = [Bo|bT]T, donde

b es el obtenido para el apartado anterior.

Ademés, la ecuacién asociada a (20) serd:

y=Xib + ¢ (23)

Para ambas hipotesis, tanto en el caso en el que [, estd presente, como para el que no, se ha
considerado que y esta linealmente relacionada con xq, xs, ..., z,, lo que quiere decir que para el
punto p; = (1, Tio, - - -, Tin), €l 'valor esperado’ E(y;) de la observacién y; en p;, y no y;, satisface
la ecuacién

E(y;) = po+ Bizin + Poxio + ... + Buin.

A la hora de obtener las estimaciones b de b en la hipétesis asociada a (22), una de las formas
mas efectivas es imponer que b sea un vector tal que X b esté tan proximo a y como sea posible, o
equivalentemente, que e, esté tan cerca de 0 como sea posible. Esto se traduce en que b debe ser
una solucién por minimos cuadrados de Xb = y.

A esta imposicién, debe sumarse la restriccién de que |[b|| debe ser la minima estimacién por
minimos cuadrados, de manera que la estimacion buscada sea b= X fy.

Para cada estimacién por minimos cuadrados b de b, el vector y de la forma X b= U es una

~

estimacién para el vector de 'valor esperado’ E(y), donde

E(y) = (E(p), ..., E(yn))"

Teorema 4.3. El vector y = Xb es el mismo para todas las soluciones por minimos cuadra-
dos b de Xb = y. Ademds, para todas las soluciones por minimos cuadrados b de Xb = Y,
que por el Teorema 4.1.1 se sabe que también es solucion de Xb = X X1y, se verifica que
J=Xb=Proxyy=XXyyr=y—9=Pyyy=10-XXy
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Demostracion. Es una consecuencia trivial del Teorema 4.2. ]

Se plantea ahora una nueva situacion en la que se desea predecir un valor para la combinacién
lineal de las 3; en las bases de las observaciones hechas en los puntos pq,...,p,:

y(C*> = 0151 + 02527 e 7cnﬁn =c'b

donde ¢* = (cq,...,¢p).

— —

Se busca predecir el valor y(c*) para y en el punto C*. Si se usa y(c*) = b = b es posible

tener infinitas estimaciones b, por lo que y(c¢*) podria tomar infinitos valores. Sin embargo, hay
algunos casos en los que c*b es invariante entre todas las estimaciones por minimos cuadrados b,
—_—

con lo que y(c*) tendria un tnico valor.
Estas ideas se recogen en el siguiente teorema:

Teorema 4.4. Sea c € C". La transformacion linal de la forma ¢*b es invariante entre todas las
soluciones por minimos cuadrados si y solo si ¢ € R(X*); en cuyo caso, c'b = c*XTy.

Demostracién. Si b es una solucién por minimos cuadrados de Xb = y, entonces b es de la forma
b= X'y +h, con h € N(X).

Multiplicando por ¢* a la izquierda se tiene: b = XTy + h, con h € N(X), que es invariante
si y solo si ¢*h = 0 para todo h € N(X). Es decir, c € R(X*) = N(X)*. O

A lo largo de esta seccion se ha relatado en qué consisten las hipotesis de variables linealmente
relacionadas. Si se quiere ver graficamente, en el supuesto de que se tengan tinicamente dos varia-
bles, y y x, quiere decir que se asume la existencia de una recta f(z) = 5y + 1z tal que cada punto
(x;, E(y;)) se encuentra en dicha linea recta, donde E(y;) es el 'valor esperado’ para la observacion
Yi-

Si en lugar de dos, se tienen n variables independientes, la hipdtesis de forma grafica que se
hace es asumir la existencia de una superficie en C"!, lo que se traduce en un subespacio, que
pasa por los puntos (p;, E(y;)) (donde se ha utilizado la notacién descrita en este mismo apartado
para denotar a los y; y p; valores de las x). Esta superficie recibe el nombre de plano.

Rescatando las dos hipdtesis con las que se esté trabajando, de interseccion (cuando (g estéd
presente) y la de no interseccién (cuando 5y no esta presente), surje la duda de c6mo de buena son
las estimaciones hechas Bo, Bl, e ,Bn para los S, 1, ..., 0n (0 61, e ,Bn para los [, ..., 3, en el
caso de la segunda hipdtesis).

Si se considera el caso de no interseccion, en el cual el conjunto de valores p; de la las 2’s daba
lugar a los corrrespondientes valores y; de y, se tenia la ecuacion

y=Xb+e, (24)

Ademas, usando los 3; mencionados para, dado un punto ¢* = [cy,. .., ¢,], se podia predecir un
valor y(c*) con lo que se obtenia la ecuacién de estimacién

f(cl7"-7cn):Blcl+5202+~-+3ncn (25)

Una medida efectiva de la bondad de ajuste de la estimacién hecha es considerar el conjunto
de observaciones que se han usado para calcular X y medir ’como de cerca’ esta el vector y del
estimado ¢. Es decir, cémo de cerca pasa el plano definido por (25) por los puntos (p;,y;) en C"*,
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Esto se traduce en ||y ¥, que, por el Teorema 4.3, se sabe que ¢ entre todas las estimaciones de
minimos cuadrados b y que ||y — || = [[r]| = [|(T - XXT)y].

Observacién 4.1.1. No debe cometerse el error de considerar el error absoluto en lugar del rela-
tivo.

Haciendo una representacion grafica de esta idea, si se considera el angulo 6 formado por

y = Prxyy € R(X) e y, puede tomarse |cosf| para medir la cercania entre los vectores dados, de
manera que

(b4l

lcost| = =t =
Iyl

Si se descompone y como y = ¢ + r, donde § € R(X) y r € R(X)1, y se denota R al cosf, de
manera que 0 < |R| < 1, la forma de medir la bondad de ajuste seria:

1. Si [R] = 1, entonces y € R(X),r = 0,y = gy y el plano definido por la ecuacién
f(z1,...,2,) = Prx1 + ... By, pasa por los puntos (p;,y;) y por tanto, se tiene una es-
timacién exacta.

2. Si |R| =0, entonces y L R(X),y =r,9 =0, con lo que y esta muy alejado de Prx) =7 ¥,
por tanto, se tiene una mala estimacién.

En la prictica, suele usarse R? = cos?f) = || iz en lugar de |R|

Una forma conocida de expresar R?, cuando todos los niimeros son reales, es

O i)
RQ:mlm
L

donde y; denota la entrada i-ésima de X XTy = ¢ e y; es la entrada i-ésima de y.

=1

Esto se deduce de que ||§]|*> = [y* X XTy] Zyzyl
(Z Yidi)?
2 _ 1912 _ _elt i=1
Con lo cual, R* = 19z = pizpre = =

S

Observacion 4.1.2. En dmbitos estadisticos, R recibe el nombre de coeficiente de correlacion

del producto-momento entre las observaciones yis y las predicciones yis y R? es de coeficiente de
determinacion.

Para el caso de las hipétesis en las que aparece 3y, se necesita el siguiente teorema para obtener
la bondad de ajuste.
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Teorema 4.5. Sea X = [j|X]| € Mat,x(nt1)-
El vector b = [60, LBt = [,§0|BT}T, b = [B1,,,,..., 0], es una solucién de minimos cua-

drados de X1by =y si y solo st
1 .

5o = —j*(y — Xb 2
fo = 5y — Xb) (26)
Y b es una solucién de minimos cuadrados de
(I—iJ)Xb—([—lJ) (27)
m B m” Y

donde J = jj* es una matriz de unos.

Demostracion. Se empezara suponiendo que Bo cumple la ecuacién (24) y que b es la solucién de
minimos cuadrados de (25) y se usara las ecuaciones normales del Teorema 4.2 para demostrar que
by = [BO, B*]* es solucién de minimos cuadrados de X1b; = y. Es decir, se probara que X*X,b; =
X*y.

Por una parte se tiene:

XX = i = || =

donde se ha usado que j*j = [1,..., 11, (1, ... Umx1 = Doy i = m.
Por lo tanto,
m X
XiXib = Xi X0 [Bo, . BT = | .0 0 | [dty = X0), 0" =
X5 o X*X
J*(y = Xb) +j* X0 iy
. = S ) (28)
LX*j5*(y — Xb) + X*XDb LX*Jy— LX*JXb+ X*Xb
Ahora, como b es solucién de minimos cuadrados de (25), entonces b ser4 solucién de
(I = 5 DX) (I = 5 )Xb= (I = 5 )X) (I = 5 )y
o equivalentemente:
X*(1 1J)*(I 1J)Xb—X*([ 1J)*(I 1J) (29)
m m B m m" Y

donde se ha aplicado el Teorema 4.2.
Como (I — £J) = (I — LJ)? = (I — LJ)* (es decir, (I — L.J) es una proyeccién ortonogonal
sobre N(J)), la ecuacién (25) es equivalente a

X1 - LNXb=X*(1- L))y

(X* = LX*N)Xb= (X*— LX*J)y
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X*Xb— LX*JXb= X"y — LXx*Jy

o bien { 1
(12)=X*Jy — —X*JXb+ X*Xb= X"y (30)
m m
.Y A
Sustiuyendo en (26) se tiene que X7X1b; = | ... | = Xy, lo que prueba que b es una solucién
X*y

de minimos cuadrados de X b1 =Y.

Reciprocamente, se supone que by es una solucién de minimos cuadrados de X by = y. De nuevo
por el Teorema 4.2, b verifica las ecuaciones normales X7 X 1b1 Xiy.

m 73X
Se sabe que by = [3o, b7 y que X7 = [j*|X*]7, ademas, como ya se prob6 X7 X; =
X*5 o XX
luego Bg y b deben satisfacer
mo X Ry 7'y
X ¢ X*X b Xy
De donde se obtienen las ecuaciones
mBo + j*Xb = j*y (31)
X*jfy+ X Xb= X"y (32)

De la ecuacién (29) se puede despejar fy como fy = Ly — Xb) que es la ecuacién(24) que se
busaba demostrar.

Susituyendo ahora en (30) se tiene %X*jj*(y — Xl;) + X*Xb = X*y o equivalentemente,
%X*Jy — %X*JXIA)) + X*Xb= X*y que es la ecuacién (28). Por lo tanto, b satisface (27), por lo
que b es una solucién de minimos cuadrados de (I — + )X b= (I— = J)y.

Por todo ello el teorema queda probado.

]

Las ideas hasta ahora expuestas hacen referencia a la hipétesis de no intersecciéon. Tanto para
esta, como para la de interseccion, se tiene en cuenta el siguiente teorema.

Teorema 4.6. Para la hipdtesis de no interseccion
Yi = Prxin + Baio + ...+ BpTin + ey,

la bondad de ajuste viene dada por la expresion:

(Z yiﬁi)Q
R2 _ IXXiy|? _ I3l _ )

Iyl Iyl ™ m

Qv

=1 i=1
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Para la hipdtesis de interseccion
= Bo + Bixin + BoTio + ...+ Buin + €y,

la bondad de ajuste viene dada por la expresion:

Qv — illg: — )
B2 — IXmXGyml® _ lydal? _ =t
BalP lyl? T
O lyi = 9O g —9°)
i=1 i=1
donde Xy = ( 1 J)X yu = ( L))y y las g; son las entradas i-ésimas de
y—Xley—(XMXT + L J)y. Ademds se tiene que X1 = [j|X] y J = jj*, J =[1,...,1]".

En cada caso, 0 < R2 < 1 y no tiene unidades. Cuando R*> =1, la estzmaczon es precisa, Yy
cuando R =0 la estimacion no es precisa.

Demostracion. El primer caso se supone demostrado con las ideas que se han detallado previa-
mente.

Para el segundo, se considera z; = wa Yy = Zyz Es decir, z; es la media de los

elementos de la columna j-ésima de X e y es la media de las 0bservac10nes Y; para y.
De esta manera se tiene que X, v ypr son las matrices

Ti1 —T1 Tz — Tz -+ Tip — Tp Y1 —y

To1 —T1 Tz — T2 -+ Tap — Tp Y2 — Y
Xu = . . . . s Ym = .

Tml — L1 Tmz — T2 - Tmn — Tn Ym — Y

Se ha demostrado que, al obtener las soluciones de minimos cuadrados b de Xib = Y, se estan
obteniendo las soluciones de minimos cuadrados b de X/b = yas y, con ello, ajustar la hipdtesis
de interseccion

Yi = Bo + Bixia + BaTio + ... A Buin + ey,
equivale a hacerlo con la hipotesis de no interseccion
Vi — U= Pi(xin — 21) + Po(zio — T2) + ... + Bu(Tin — Tn) + €4,z

De esta manera, la bondad de ajuste para una hipdtesis de interseccion es

R2 — IXnX{ymllP _ [lyial?
lymll?  lyml®”

En el caso de que todos los ntimeros sean reales, R? es tal que

Oty — 9llg: — 91)
RP=—= - (33)
(Q_lys = 9l — 91*)
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Para probar (33), primero debe comprobarse que
1
Xy Xy = (X X[ - — )y (34)

lo que se deduce de que, X1 1Y es una solucién de minimos cuadrados de X wb = y, luego por el
Teorema 4.5 se verifica que

Ly — XX1y)
Xy
es una solucién por minimos cuadrados de X 1b1 =.
Asi, todas las soluciones por minimos cuadrados 61 de X1b1 = gy son de la forma b1 = s+ h,
heN (Xl)
Como X1 1y es una solucién de minimos cuadrados de X by = y, existird un vector hy € N(X;)
tal que XT = 5+ hg. Por lo tanto

Xi Xy = Xy (s + ho) = Xys + Xiho = Xus = Ljj*(y — XX1,y) + XX,y =
= o Jy = mIX Xy = LTy + (I = 5 )X X}y =
= Ly + Xu Xy = (Xu X}, + L)y

con lo que queda demostrado (34).
Para concluir, se observa de (34) que, la i-ésima entrada (y3;); de yas = Xy X!y, viene dada
por

(Ym)i =0 — 7 (35)

y con ello se obtiene la expresién buscada para R?:

poo sl sl @R XX (arevie)? (36)
Iymll? lymlPllyml? lymlPIval® lyslPllywl?

O

4.1.3. Aplicacion para la adaptacion de una curva y aproximaciones polinémicas

Para completar la seccién de aplicaciones de pseudoinversa de Moore-Penrose por aproximacion
de minimos cuadrados, se va a hacer un acercamiento a unos de los problemas que resolvié Carl
Friedrich Gauss. Se hard mediante cuatro versiones del mismo, que suponen una adaptacién para la
mejor compresion por parte del lector y que incluyen los conceptos introducidos hasta el momento.

En enero de 1801, el astronomo G.Piazzi pierde la localizacién de un 'muevo planeta’, actual-
mente conocido como el asteroide Ceres. Durante el resto de 1801, parte de la comunidad cientifica
centra su atencion en la busqueda de dicho planeta, basandose en las observaciones obtenidas has-
ta el momento y, sentando como hipdtesis de su estudio, una aproximacion de orbita cicular. En
diciembre de 1801, el cientifico Carl Friedrich Gauss, informa tanto de la ubicacion del planeta,
como de la posicién que este tendria en el tiempo, sin revelar el método usado, que se basaba en
una hipétesis de orbita eliptica.

Se incluyen a continuacion las adaptaciones mencionadas a dicho problema.
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1. Primera versién.

Supdngase que la localizacién del planeta en cuestién viene dada por las m coordenadas
(1,9Y1), -+, (T, Ym)- Se desea buscar la elipse

”Z—j + ?;—2 = 1 que pase lo més cerca posible de los m puntos dados.

Como encontrar los parametros 3; = al—z, B2 = biz que satisfagan las m ecuaciones
Br(x:)® + Pa(ys)? =1 parai=1,...,m

no es razonable debido al tamano del error, se busca una aproximacién de la misma que
minimice dicho error. Para ello se consideran

ei = Bi(x;)? + Bo(y;)” — lparai = 1,2,...,m. (37)

que, en notacion matricial, viene dado por la expresion

€1 a3t yi 1
€2 [ x% y% b1 1

o : {52} R
€m 2 YR 1

es decir e = Xb — j.

Para minimizar dicho error hay varias alternativas, pero, acorde con las deducciones de Gauss,
la que da lugar a la mejor aproximacién es la que impone

m

> el = el (38)

i=1
De esta manera se puede reescribir el problema como se detalla a continuacion.

2. Segunda version.
Encontrar un vector b = [Bl, Bg]T que sea la solucion de minimos cuadrados de Xb = j.

Se ha demostrado en el Teorema 4.2 que todas las soluciones de minimos cuadrados son de
la forma b = X1 j+h,con h € N(X). Suponiendo que los puntos son no colineales, la matriz
X € Mat;,x2(C) tiene rango 2, con lo que N(X) = {0} y la tnica solucién por minimos
cuadrados es b= XTj = (X*X)"1X*j.

No obstante, hasta este punto no se ha impuesto ninguna condicién sobre la no negatividad
de los coeficientes de XTj. Por ello, surje la tercera versién equivalente del problema.

3. Tercera version.

Encontrar un vector u con coeficientes positivos tal que
[Au—b[| < [|Av — bl
para todo v con coeficientes positivos.
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4. Cuarta version.
Dados algunos puntos, encontrar la secciéon cénica que proporcione la soluciéon mas ajustada.
Dicha seccién cénica, descrita por az? + by? + cx + dy + faxy = 1 se supone no centrada en

el orgien.

Se ha visto hasta el momento cémo ajustar una conica a un conjunto de puntos dados. Una
variacién de este problema, que se va a desarrollar a continuacién, es el de encontrar el polinomio
de grado n que mejor que se ajuste a un conjunto de puntos dados. Para esta aproximacion también
se va a dar la bondad de ajuste.

Sean (z1,Y1),-- -, (Tm,Ym) los m puntos dados y

y = Bo+ i+ Bor® + ... + Baa” (39)
el polinomio buscado.

Observacion 4.1.3. En la situacion mencionada, se considera m > n—+1 ya que en caso contrario
se obtendria el ajuste exacto por interpolacion.

Anélogamente a lo visto anteriormente, se toma

Z 53'56{ — Y (40)

Jj=0
para cadai=1,...,m.
Asi,

2
e 1 x] o2t | Bo Ui

2
1 1 x] o x| | By Yo

€m . 2 n

o0, equivalentemente, e = Xb — y.

Imponiendo la condicién de que |e|| sea minima, el polinomio de grado n més cercano a los
puntos dados tiene como coeficientes Bg, cee Bn, que son las componente de la solucién por minimos
cuadrados b = XTy+h, con h € N(X) de Xb = y. En el caso de que X tenga rango completo,
situacién que se da si las z}s son todas diferentes, se tiene N(X) = {0} y la tnica solucién por
minimos cuadrados es b = Xty = (X*X)"1X*y

Del Teorema 4.6 se tiene que, la bondad de ajuste, al tratarse (40) de una hipétesis de inter-

., . X XT 2
seccién, viene dada por R? = %

Por 1ltimo se considera una variacion de la aproximacién polinémica que consiste en, dadas
n funciones g;(z), n funciones lineales [; de k pardmetros desconocidos f3; y m puntos (x;,v;);
encontrar los valores 3; de manera que

~

Yy = ll(ﬁla PACIEI 7Bk)gl(x) + ...+ ln(Bl? P ,/Bk)gn(l')
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esté tan proximo a los puntos dados como sea posible.
n
Sea Li(f1,...,0k) = wif1+ ...+ wufr y se define e; = Z ljgj(x;) — v;. Entonces la corres-
j=1
pondiente ecuacion matricial es

e=XWb—y, donde e = [61,...,em]T,b: [51,...,ﬁk]T,y: [yl,...,ym]T

g1 (1) g2(21) o gnlm) wy ... Wik
X — 91(552) 92(:%2) o gn(:«’L’Z) W=
91(Tm) 92(Tm) . n(Tm) Wn1 : Wik

Noétese que el problema es equivalente a encontrar los valores B, tales que
y = BlLl(x) + BQLQ(:I:) +...+ BkLk(a:) esté tan proximo a los puntos dados como sea posible,
donde L;(z) es una combinacion lineal de las funciones g (z), ..., g.(z).

Para segurar que ||e|| sea minima, los pardmetros 3; deben ser las componentes de la solucién
de minimos cuadrados l;w de X WZ)w =y que, tal y como se ha demostrado, tiene por valor

by = (Prix<yW)' (X Prewy)ty + h con h € N(XW).

En el caso de que W sea invertible y N(X) = {0}, con lo que también se tendria N(XW) = {0},
(40) proporciona la solucién por minimos cuadrados, que es unica, dada por

by = W XTy = W1 X*X) 1 X y = (X XW)X*y. (41)
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5. Extension al caso infinito

En esta ultima seccién del trabajo se van a estudiar las soluciones de un sistema infinito de
ecuaciones lineales a partir de la inversa de Moore-Penrose.

Para ello, primero se va a dar, tanto la definicién de inversa de Moore-Penrose de un endo-
morfismo entre espacios vectoriales de producto interno de dimension finita , como varias de sus
propiedades mas destacadas y que seran de gran utilidad para el entendimiento y desarrollo de
resultados posteriores.

Después, se van a extender estos resultados a las aplicaciones lineales entre espacios arbitrarios
de producto interno, en concreto de dimensién infinita, de manera que, se obtiene la definicién de
inversa de Moore-Penrose en estas restricciones, asi como condiciones necesarias y suficientes para
su existencia y unicidad. Posteriormente, de manera andloga a la situacién en la que se trabaja
con dimension finita, se llevara a cabo el calculo de la misma.

Como se adelantaba, esta secciéon, y con ello el desarrollo del trabajo, concluye con la extensién
a sistemas infinitos de ecuaciones lineales basados en la inversa de Moore-Penrose de aplicaciones
lineales.

5.1. Inversa de Moore-Penrose de espacios vectoriales finitos de pro-
ducto interno

Previamente al desarrollo del tema de este apartado, se va a dar la definicién de espacios
vectoriales de producto interno, que se usara a lo largo de la seccién 5 en numerosas ocasiones, asi
como la de invariante por f, para el mejor entendimiento por parte del lector.

Admemas se amplian las nociones sobre matrices, ya desarrolladas, de inversa de Moore-Penrose
para endomorfismos para detallar, tanto la definicién de la misma, como propiedades basicas.

Definicién 5.1.1. Sea f € Endi(V), un subespacio W C V' se dice que es invariante por f si
fw)cw.

Definicién 5.1.2. Espacios vectoriales de producto interno. Sea k el cuerpo de los niimeros
reales o el cuerpo de los numeros complejos y sea V un k-espacio vectorial.
Se define el producto interno de V como la aplicacion g : V x V. — k que tastisface:

1. g es lineal en la primera componente:
g(Avy + pvg, V') = Ag(v1,v") + pg(va, ') para todo vy, ve,v" € V

2. g(v',v) = g(v,v") para todo v,v" € V, donde g(v,v') es la conjugada transpuesta de g(v,v")

3. g es definida positiva:
g(v,v) >0 ygv,v)=0=0v=0

Un espacio de producto interno es el par (V,g).

Sea (FE, g) un espacio vectorial de dimensién finita de producto interno en k = R o k = C. Si
f € Endy(E), se tiene que E = Kerf @ [Kerf]* = Imf @ [Imf]* y existe un endomorfismo
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f:[Kerflt—=Imf

Asi, la inversa de Moore-Penrose de f es la tnica aplicacién lineal fT € End,(E) tal que

o) = (figerpr) () sieelImf
fite) = { 0 si e € [Imf]*- (42)

Definicién 5.1.3. Si f € Endi(E) y Hy = {Hi,...,H,} es una familia de subespacios de E
wmvariantes por f tales que E = H & ...® H,, se define el endomorfismo f;:f € Endi(E) como
la inica aplicacion lineal tal que

[f;f]lHi = [fim]! para cada i € {1,--- ,n}

Si se denota f; = fiu, para cada i € {1,...,n}, es claro que para cada vector e € E tal que
e=hj + ...+ h;, con h; € H;, se cumple

Fiple) = fi(h) + ...+ fi(hy,)

Ademas, se observa de la Definicion 5.1.3, y de las propiedades de la inversa de Moore-Penrose,
que f;[f es la inversa generalizada reflexiva de f para cada familia Hy.

Siguiendo con la notacién establecida, dado un subespacio W C E tal que W C H; par cierto
i€ {l,...,n}, se denota por

= {v; € H; tal que g(w,v;) = 0 para todo w € W}.

Lema 5.1. Si U C E es un subespacio y {Uy,...,U,} son subespacios de U tales que
U=U®...4U, con U; C H;, entonces

U @ ... @ [U,) C UL siy solo si[U, ZU para todo i € {1,...,n}.
J#i

Demostracion. Supéngase primero que [Uy]{ @ ... @ [U,]+ C UL. Entonces [U;]; C Ut para todo
i €{1,...,n}y se deduce que [U;];+ C [Z U,]* para todo i € {1,...,n}.
J#Z
Reciprocamente, supéngase que | Z U,]* para todo i € {1,...,n}, con lo que
J#i

glvy+ ...+ v,ur 4+ ... +u,) =0

donde v; € [U;] v u; € U; para todo i € {1,...,n} y, por tanto, [U1]1 @ ... ® [U,]+ C U*. Con lo
que queda probado el lema. O

Lema 5.2. Usando la notacion previa, se tiene que
1. Imf=Imfid...6Imf,
2. SiMy = [Imfili ®...® [Imf,];;, entonces E = Imf & Hy
3. Kerf=Kerfi®...® Kerf,

entonces

4. Si HL = [Kerfi] ®...® [Kerf,):

n’
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E:Kerf@?z}%

5. f induce un isomorfismo entre 7-[1% y Imf donde

(fi_.)*e) sieeImf
[f3,](e) = { = . N (43)
si e € Hy
Demostracion. La demostracion se encuentra en [3, LEMMA 3.3.]. O

Observacion 5.1.1. Con la notacion usada hasta el momento, en general ﬁ} £ [Kerf]* y

Hi # [Imf]*
Observacién 5.1.2. Dado un endomorfismo f € Endi(E), en general f;;f no es la inversa de
Moore-Penrose de f.

En [3, LEMMA 3.7.] se prueba el siguiente lema.

Lema 5.3. Se veririca que H+ = [Imf]* si y solo si

[]mfi]il C [Z [mfi]L para todo 1 € {1,...,n}.
J#i
Como se enuncia en [3, LEMMA 3.8.].

Lema 5.4. Se tiene que EffL = [Kerf]* siy solo si

[Kerf]+ C [Z Kerfi)* para cadai € {1,...,n}
i
Proposicién 5.1. Si f € Endy(E) y Hf = {Hi,...,H,} es una familia de subespacios de E
wmvariantes por [ tales que

E=H&...®H, yHZ-Q[ZHj]L para todo i € {1,...,n},
J#i

entonces f;gf = fT.

5.2. Inversa de Moore-Penrose de aplicaciones lineales entre espacios
arbitrarios de producto inertno

Una vez se conocen las propiedades de la inversa de Moore-Penrose para endomorfismos entre
espacios de dimension finita, se generalizan estas nociones para aplicaciones lineales entre espacios
arbitrarios, en concreto, espacios de dimension infinita.

En este apartado 5.2 se va a dar la definicién de aplicacion lineal que admite inversa de Moore-
Penrose, las condiciones necesarias y suficientes de la existencia y unicidad de dicha invesa y se
mencionaran algunos resultados consecuentes a dichas condiciones. Algunas de las demostraciones
de estas ultimas nociones estan disponible en [3] para consulta por parte del lector.

De aqui en adelante se consideraran (V,g) y (W,g) dos k-espacios vectoriales de producto
interno con k =C o k = R.
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Definicién 5.2.1. Dad una aplicacion lineal f :'V — W, se dice que f admaite inversa de
Moore-Penrose cuando V = Kerf @ [Kerf]t y W = Imf & [Imf]*.

Observacién 5.2.1. Se sabe que existen espacios vectoriales de dimension infinita V' y subespacios
vectoriales U C V tales que V # U @ U*. En este caso, si V =U @ W es claro que la aplicacion
lineal fy € Endy(FE) definida por

0 sivelU
v stveW

) = {
no admite inversa de Moore-Penrose.

Previamente a la demostracion del teorema de existencia y unicidad para la inversa de Moore-
Penrose, se detalla la definicion de aplicacion lineal adjunta y auto-adjunta.

Definicién 5.2.2. Sean (V,g) y (W, g) son k-espacios vectoriales de producto interno.
St f V. — W es una aplicacion lineal, el operador lineal f* : W — V recibe el nombre de
adjunto de f cuando

9(f*(w),v) = g(w, f(v))
para todov € V yw € W. Si f € Endy(E), se dice que f es auto-adjunto cuando f* = f.

Teorema 5.1. Ezistencia y unicidad de la inversa de Moore-Penrose. Si (V,g) y (W, g)
son k-espacios vectoriales de producto interno, entonces f : V — W es una aplicacion lineal que
admite inversa de Moor-Penrose si y solo si existe una tnica aplicacion lineal fT: W — V tal
que:

1. fT es una inversa generalizada reflexiva de f;

2. flofy fofl son auto-adjuntas, es decir:

= g([fTo fl(v),v') = g(v,[fT o fI(v))
= §([f o fT(w),w) = g(w,[f o fT](w)).
para todo v,v' € V yw,w" € W.

Demostracion. Se va comenzar probando la existencia de la inversa de Moore-Penrose.

Si f admite inversa de Moore-Penrose, entonces la restriccién f|[K o s un isomorfismo entre
er

[Kerf]* e Imf y existe una aplicacién lineal que satisface

A fip ) Hw)  siw e Imf
ff(w) = { [ f]o e Imflt

En este caso, f es uUnica.
Para ver si verifica las condiciones del enunciado, se tiene que, como

w siw € Imf
UOfT)(w)Z{O siw € [Imf]*

v (fTo f)(v) = v con v = vy +vs, donde vy € [Kerf]*t y vy € Kerf, es claro que fT es una inversa
generalizada reflexiva de f porque

42



= (foffof)v) = flv);
= (ffofofH(w)=fi(w).
Ademas,

glw,w') st w,w € Imf

g(lf o fT(w), w') = g(w, [f o fT](w')) = ¢ 0 si. w € [Imf]*

0 si w' € [Imf]*
Siv,v" € V con v = vy + vy,v" = v} + v}, donde vy, v} € [Kerf]* y vy, vy € Kerf, entonces se
tiene que
g([fT o fl(v),v") = g(vr,v}) = g(v, [T o f](v))

Por lo que se concluye que f satisface las condiciones del teorema.
_ Para ver la unicidad de la inversa de Moore-Penrose de f, se considera la aplicacion lineal
f:W —V tal que

1. f es la inversa generalizada reflexiva de f,

2. g([f o fl(v),v) = g(v,[f o f(+)),

3. ([f o fl(w),w') = gw,[f o fl(w'))
para todo v,v' € V y w,w’ € W. 3 . .

Una consecuencia directa de 1. es que (f o f)?= fof. Con ello, f o f es una proyeccion y,
como Imf = Im(fo fof)CIm(fof)CImf,entonces Im(fo f)=Imf.

Por consiguiente, dada w € I'mf, existe w € W tal que (f o f)(w), y por tanto

(fo [w)=(fo[)@)=(fo[)(d)=w.

Ademds, si w' € [Imf]*, se tiene que

0=g([f o fI*(w"),w') = g([f o fI(w), [f o fl(w")) = [f o fl(w') =0
Asi,

(fo f)w)=

0 siwe [Imfl*

1

{w siw e Imf

y, en particular, f(w') =0 cuando w’ € [Imf]+. )
Ademsds, se tiene que (fo f)? = fo fy Im(fo f)=1Imf.
Ahora bien, siv € Imf,v=[f o f|](v) y v' € Kerf, entones

g(v,v') = g([f o f1(2),v') = 9(5,0) = 0
y se deduce que Imf C [Kerf]*.

Finalmente, como f‘[KSTﬂl D[ Kerflt—Imf y (fo f) = Id,,,,, entonces

|Imf

Doy = )= F = £,
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Reciprocamente, se supone que existe la inversa de Moore-Penrose fT : W — V de una aplicacién
lineal f: W — W. En base a los argumentos desarrollados hasta ahora, se deduce de manera
inmediata que

» fofly flof son proyecciones,
= Im(fo fT) = Imf,
= [Imf]*t C Ker(fo f1),
= Im(ffo f) C [Kerf]*
Ademds, si w & [Imf]*, existe w € W tal que
0# g([f o f*(w),w) = g([f o fT](w),[f o fT(w)),
de donde se deduce que w & Ker(ffo f) y [Imf]* = Ker(f o fT).

Por otra parte, es claro que Kerf C Ker(ff o f) y, si v € V con f(v) # 0, entonces
v & Ker(ffo f), porque
fw)=(fofltof)(v)#0.

Por ello, Kerf = Ker(ffof) y, teniendo en cuenta que si g € Endy(V) es una proyeccién, entonces
V = Kerg & Img, se concluye que

V =Ker(ftof)®Im(ffof)=Kerf®|[Kerf]*

W = Ker(foffHy@Im(fofl)=Imfa®[Imf]*.

Con lo cual, f admite inversa de Moore-Penrose y se finaliza la demostracion.

[]

Corolario 5.2.1. Si (V,g) y (W,g) son k-espacios de producto interno y f : V. — W es una
aplicacion lineal que admite inversa de Moore-Penrose, entonces f1 también admite inversa de

Moore-Penrose y (f1)T = f.
Demostracion. Se deduce del Teorema 5.1 teniendo en cuenta que
= Imft = [Kerf]*";

. [Imfi]t = Kerf:
» Kerft=[Imf]*;
» [Kerfi]t =1Imf.

Como se enuncia en [3, COROLLARY 3.14.].

Corolario 5.2.2. Si (V,g) y (W,g) son k-espacios de producto interno y f : V. — W es una
aplicacion lineal que admite inversa de Moore-Penrose, entonces:

. fT © f = P[Kerf}i-;

. f o fT = P[mf
donde Pigepp1r Y Prmy son las proyecciones inducidas por la descomposicion V. = Ker f & [Kerf]*
y W =Imf @ [Imf]* respectivamente.
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5.3. Calculo de la inversa de Moore-Penrose de endomorfismos entre
espacios de producto interno arbitarios
La seccion previa al desarrollo de los sistemas de ecuaciones lineales de dimension ininita,
se centra en determinar bajo qué condiciones, la inversa de Moore-Penrose de un endomorfismo
coincide con el endomorfismo f;; definido en 5.1.
Para llegar al resultado mencionado, se define inversa generalizada de un endomorfismo asocia-

da a la familia de vectores Hy (detallada en capitulos previos) y se aporta el enunciado de varios
resultados fundamentales.

Definicién 5.3.1. La dnica aplicacion lineal f;[f € Endi(V) tal que [fﬂf]mi = f para cadai € T
recibe el nombre de inversa generalizada de f asociada a la famalia H;.

Si f admite inversa de Moore-Penrose, se va a estudiar bajo qué condiciones f;:f = f1. Para
ello, se detalla a continuacion la generalizacién del Lema 5.2 a espacios vectoriales de dimension
infinita.

Lema 5.5. Se tiene que:
1. Imf =P Imf;;
iel
2. SiHy = @[Imfi]f, entonces V = Imf © Hy;

i€l

3. Kerf = @Kerfi;

iel

4. Si ”Hf = @[Kerfi]L entonces V = Kerf @& ﬂ;cl

[
i€l

5. f induce un isomorfismo entre llN]fL e Imf
Demostracion. Puede encontrarse en [3, LEMMA 3.16.]. O
Como se enuncia en [3, LEMMA 3.17.].

Lema 5.6. Teniendo en cuenta las suposiciones hechas sobre V- y Hy = {U; }ier, siU CV es un
subespacio y {U,; }ier es una familia de subespacios de V' tal que U = @ con U; C H;, entonces
iel
GB[UZ]ZL CUt < [U) C [Z U,]* para todo i € I.
iel i

Como se enuncia en [3, LEMMA 3.18.].

Lema 5.7. Si (V,g) es un k-espacio vectorial de producto interno, f € Endi(V), y Hy = {H, }ier

con'V = @ H; y cada subespacio H; es f-invariante, entonces H+ = [Imf]* si y solo si
iel

[Imfi]+ C [Z Imf;]* para todo i € 1.
i#]
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Como se enuncia en [3, LEMMA 3.19.].

Lema 5.8. Si (V. g) es un k-espacio vectorial de producto interno, f € Endy(V), y Hy = {H,}ier
conV = @ H; y cada subespacio H; es f-invariante, entonces 7-2# = [Kerf]* siy solo si
iel
[Kerf]+ C [Z Kerf;]* para todo i € I.
1#]
Lo visto hasta ahora lleva al siguiente teorema.

Teorema 5.2. Si (V,g) es un k-espacio vectorial de producto interno, f € Endi(V) que admite
inversa de Moore-Penrose, y Hy = {H, }ier y cada subespacio H; es f-invariante, entonces f;_tf = fi
sty solo si se satisfacen las siquientes condiciones

1. [Imfi]+ C [Z]mfi]l para todo i € 1.
i#j
2. [Kerfi] C [Z Kerf;]* para todo i € I.
i#]
Demostracion. La demostracion es una consecuencia directa del Lema 5.7 y el Lema 5.8. O

Corolario 5.3.1. Si (V,g) es un k-espacio vectorial de producto interno, f € Endp(V) y

Hy = {H,;}ier tal que cada subespacio H; es f-invariante y H; C [Z Hj]L para todo i € 1,
i

entonces f admite inversa de Moore-Penrose y f;[f = fT.

Demostracion. La demostracién puede consultarse en [3, COROLLARY 3.21.]. O

5.4. Sistemas infinitos de ecuaciones lineales a partir de la pseudoin-
versa de Moore-Penrose
Como se anunciaba al inicio de esta ultima seccién 5, se concluye el trabajo con la extensién de
los resultados obtenidos al caso de sistemas infinitos de ecuaciones lineales a partir de la inversa
de Moore-Penrose.
Para ello, se va dar la definicién de sistema lineal, minima solucion de norma g (donde g
determina el espacio de producto interior (W, g)), menor solucion minima de norma g asi como

las condiciones para que la invesra de Moore-Penrose sea la menor soluciéon minima de norma g de
un sistema lineal.

Definicién 5.4.1. 57V y W son dos k-espacios vectoriales cualesquiera y f : V. — W es una
aplicacion lineal, un sitema lineal es la expresion

flx)=w conweW.
Este sistema recibe el nombre de consistente cuando w € Imf.

A partir de esta definicion se tiene que
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= Si vy W son espacios vectoriales de dimension infinita, fijadas las bases de ambos, el sistema
lineal f(x) = 0 es equivalente a un sistema infinito de ecuaciones lineales.

» Si un sistema lineal f(z) = w es consistente y f(vy) = w para cierto vy € V, entonces el
conjunto de soluciones de este sistema es vy + Ker f, donde el vector vy recibe el nombre de
solucion particular del sistema.

Observacién 5.4.1. Condicion necesaria y suficiente.

Sean (V,g), (W, g) dos k-espacios vectoriales de producto interno sobre k, sea f :V — W una
aplicacion lineal que admite inversa de Moore-Penrose y sea f1 su inversa de Moore-Penrose.

Si f(z) = w es un sistema lineal, como f1 es la inverse reflexiva generalizada de f, entonces

f es consistente si y solo si (f o fT)(w) =w y, en este caso, el conjunto de soluciones del sistema
lineal es fT(w) + Kerf.

Definicién 5.4.2. Si (V,g) y (W,g) son dos k-espacios de producto interior abitrarios, entonces
v €V recibe el nombre de minima solucion de norma g del sistema lineal f(x) = w cuando

[£(v') = wllg < [[f(v) — wl;
para todo v € V.

Definicién 5.4.3. Si (V,g) y (W, g) son dos k-espacios de producto interior abitrarios, entonces
v €V recibe el nombre de menor solucién minima de norma g del sistema lineal f(x) = w
cuando

1¥llg = 1Iv'llg
para toda solucion de norma g-minima v’ € V.

Proposicién 5.2. Si (V,g) y (W,g) son dos k-espacios de producto interior abitrarios,
f V. — W es una aplicacion lineal que admite inversa de Moore-Penrose y f(x) = w es
un sistema lineal, entonces fT(w) es la 1inica menor solucidn minima de norma g de dicho sistema
lineal.

Demostracion. Como (f o fT — Id) C [Imf]', se tiene que

[£(v) = wllz = [[[E(v) — £(£"(w))] + [£((w)) — w]|; =
= ||[f(v) — £(E (w)I5 + IE(E (w)) — w2
para todo v € V. Se deduce asf que
[£(£7(w)) — w]llg < [[f(v) — wll

para todo v € V, y también que ff(w) es una solucién de g-norma minima de f(z) = w.
Ademds, de (44) se deduce que v* € V' es una solucién minima de norma g del sistema lineal si
y solo si f(v*) — f(fT(w)) = 0, lo que significa que v’ es solucién del sistema consistente

flx) = f(f(w)) =0
Asi, para cada solucién minima de norma g v' € V, se tiene que

ff(w) =v"+h

(44)
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con h € Kerf y, teniendo en cuenta que fT(w) € [Kerf]*, se obtiene que fT(w) es la tinica menor
solucién minima de norma g de f(z) = w porque

IE7(w)lly < 1v"lly
para todo v* # ff(w). O
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6. Conclusiones y lineas futuras

En el presente trabajo se ha estudiado en profundidad la inversa de Moore-Penrose y ademas,
se han probado, tanto su existenica y unicidad, como sus propiedades basicas. También se ha
desarrollado su aplicacién a la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales no homogéneos y se
han extendido las nociones al caso infinito.

El hecho de haber usado esta matriz y no otras invesras generalizadas, se basa en que, como
ya se ha mencionado numerosas veces, es una matriz inica. Por ello, a la hora de dar ejemplos por
diferentes algoritmos, el resultado es el mismo y resulta mas facil, tanto para el lector como para
la autora, comprobar que se han seguido corectamente los pasos detallados.

Algunas de las posibles lineas para continuar este trabajo podrian ser, tanto el desarrollo de
propiedades de las inversas generalizadas de las que se ha hecho mencién, como su relacién con la
que ha sido objeto de estudio de este trabajo. Ademas, las diferentes versiones sobre el problema
de Gauss, podrian tener una adaptaciéon mas cercana a la realidad.
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