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5. Anexo 53

Bibliograf́ıa 56





Introducción

En los últimos años se han venido estudiando las denominadas curvas magnéticas o
geodésicas magnéticas que representan las trayectorias de part́ıculas clásicas cargadas mo-
viéndose bajo la acción de un campo magnético estático que interacciona con la part́ıcula
a través de la fuerza de Lorentz ([1], [2], [5], [6], [7], [11], [12], [13], [19]).
En los modelos geométricos, el espacio donde se mueve la part́ıcula es una variedad rie-
manniana (M, g) y el campo magnético estático viene descrito por una 2-forma F cerrada
en dicha variedad. La fuerza de Lorentz no es más que el endomorfismo antisimétrico φ
asociado a la métrica riemanniana g y al campo magnético F . Con este lenguaje las cur-
vas magnéticas γ(t) son las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales de segundo
orden Dγ̇

dt
= φ(γ̇) que generaliza las conocidas ecuaciones de Lorentz. Estas soluciones

permiten describir un flujo (local) uniparamétrico en el fibrado tangente de la variedad
riemanniana, denominado flujo magnético asociado al campo magnético estático. Señale-
mos que cuando el campo magnético es nulo, este flujo coincide precisamente con el flujo
geodésico riemanniano.

Si las curvas geodésicas riemannianas son las curvas cŕıticas del problema variacional
definido por la funcional enerǵıa de una curva, las curvas magnéticas también pueden
ser descritas como soluciones del denominado problema variacional de Landau-Hall en
una variedad riemanniana cuando el campo magnético se describe mediante una 2-forma
F = dA exacta ([3], [4], [5], [9], [24]).

El trabajo que se presenta es un trabajo de revisión bibliográfica e investigación sobre
las curvas magnéticas en variedades riemannianas y sus propiedades. El objetivo funda-
mental del mismo es analizar los aspectos y propiedades geométricas de dichas curvas
desde un punto de vista intŕınseco geométrico y del cálculo de variaciones.

La memoria que se presenta está estructurada en cuatro caṕıtulos que pasamos a
detallar a continuación.

En el primer caṕıtulo se recogen las nociones básicas de Geometŕıa Riemanniana que
serán utilizadas a lo largo de la memoria y que servirán para fijar la notación. Muchos
de estos resultados han sido vistos en el grado por lo que no se incluyen demostraciones
de los mismos que, por otra parte, pueden encontrarse en los manuales sobre el tema que
hemos usado ([8], [16], [17], [18], [21], [22], [23]). Con objeto de comparar posteriormente
las propiedades del flujo geodésico con las del flujo magnético, se han incluido en este
caṕıtulo algunos resultados elementales sobre el flujo geodésico, la aplicación exponencial
riemanniana y los campos de Jacobi a lo largo de geodésicas.

En el caṕıtulo 2, se introducen los campos magnéticos en una variedad riemanniana
(M, g) como las 2-formas diferenciables F ∈ Λ2(M) cerradas. Resaltemos que en dimen-
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Introducción

sión 3 los campos magnéticos pueden ser descritos de manera equivalente como campos
vectoriales de divergencia nula o mediante el producto vectorial riemanniano. La fuer-
za (generalizada) de Lorentz se define como el campo de endomorfismos antisimétricos
φ ∈ T 1

1 (M) asociado a la métrica riemanniana g y al campo magnético F determinado
por la relación g (X,φ(Y )) = F (X, Y ).

Con ello se definen las curvas magnéticas en (M, g) respecto del campo magnético F
como las curvas γ(t) en M que verifican la ecuación de Lorentz

Dγ̇

dt
= φ (γ̇) ⇔ d2qk

dt2
+

n∑
i,j=1

(Γkij ◦ γ)
dqi
dt

dqj
dt

=
n∑
r=1

(φrk ◦ γ)
dqr
dt

, 1 ≤ k ≤ n

Tras estas nociones el resto del caṕıtulo está dedicado ha estudiar las propiedades geométri-
cas de las curvas magnéticas en diferentes dimensiones y en la determinación expĺıcita de
las mismas asociadas a campos magnéticos uniformes en diferentes variedades riemannia-
nas.

Para la elaboración del caṕıtulo 2 se han empleado las referencias [5], [6], [7], [11], [19],
[22].

El tercer caṕıtulo está dedicado completamente al estudio del flujo magnético sobre
variedades riemannianas que, por sencillez en la exposición teórica, asumiremos completas.
En la primera sección se recoge, con bastante detalle, la geometŕıa del fibrado tangente π :
TM →M de una variedad riemanniana (M, g), en términos del morfismo π∗ : T (TM) −→
π∗(TM) y del morfismo de conexión de Dombrowski K : T (TM)→ π∗(TM). Mediante los
mismos se introduce la métrica de Sasaki en el fibrado tangente aśı como una estructura
simpléctica exacta, dependientes ambas de la estructura riemnniana de (M, g).

Con ello se llega a uno de los objetivos principales de la memoria, el estudio del flujo
magnético de una variedad riemanniana (M, g) completa asociado a un campo magnético
F sobre la misma. Este se define como el flujo uniparamétrico de difeomorfismos

τF : R× TM −→ TM

(t, (p, v)) −→ τFt (p, v) =
(
γFp,v(t), γ̇

F
p,v(t)

)
siendo γFp,v(t) la curva magnética tal que γFp,v(0) = p y γ̇Fp,v(0) = v. La expresión local del
generador infinitesimal ξF ∈ X(TM) del flujo magnético es

ξF =
n∑
k=1

q̇k
∂

∂qk
+

n∑
k,r=1

[
(φrk ◦ π) q̇r −

n∑
i,j=1

(Γkij ◦ π) q̇i q̇j

] ∂

∂q̇k

Se puede dar una formulación simpléctica del flujo magnético en TM usando la estructura
simpléctica modificada ΩF = Ω−π∗F . Estos hechos conducen a la siguiente definición de
la exponencial magnética en un punto p ∈M asociada al campo magnético F

expFp : TpM −→ M

v 7−→ expFp (v) =

{
γF(p, v

||v|| )
(||v||) si v 6= 0

p si v = 0

Usando técnicas similares al caso geodésico, se termina el caṕıtulo con el estudio de
los campos de Jacobi magnéticos sobre una curva magnética entendidos como los campos

iv



Introducción

variacionales asociados a variaciones magnéticas δF : R × (−ε, ε) → M de dicha curva y
que satisfacen la ecuación

D2J

dt2
= −R∇(J, γ̇)γ̇ + φ(γ̇∇J) + (J∇φ)(γ̇)

y se demuestra que toda solución de esta ecuación es un campo variacional de la curva
magnética γ(t). Se termina el capitulo determinando expĺıcitamente los campos de Jacobi
magnéticos especiales en las superficies de Riemann orientadas simplemente conexas de
curvatura seccional constante.

Para la elaboración de este caṕıtulo se han empleado las referencias [1], [2], [12], [13],
[14], [20], [10], [25], [26].

El último caṕıtulo está dedicado a la demostración de que precisamente las curvas
magnéticas γ : [a, b]→M en una variedad riemanniana asociadas a un campo magnético
exacto F = dA uniforme son las soluciones cŕıticas del problema variacional definido por
la llamada funcional de Landau-Hall dada por

E(γ) =
1

2

∫ b

a

||γ̇(t)||2dt+

∫ b

a

Aγ(t)(γ̇(t))dt

Usando el lenguaje de los campos vectoriales a lo largo de aplicaciones diferenciables entre
variedades riemannianas, se demuestra la fórmula de la primera variación de la funcional
de Landau-Hall

dEδ
ds

(0) = −
∫ b

a

g
(
V δ(t),

Dγ̇

dt
(t)− φ(γ̇(t))

)
dt

siendo V δ el campo variacional de una variación δ. De ello se deduce que γ : [a, b] → M
es cŕıtica si y solo si es una curva magnética.

Finalmente se determina la fórmula de la segunda variación de la funcional de Landau-
Hall

d2Eδ
ds2

(0) =

∫ b

a

g
(
V δ(t),

D2V δ

dt2
(t)−R∇(V δ(t), γ̇(t))γ̇(t)− φ

(DV δ

dt
(t)
))
dt

y a través de la forma ı́ndice magnética

Indγ(V,W ) =

∫ b

a

[
<
DV

dt
,
DW

dt
> −R(V, γ̇, γ̇,W ) + F (V,

DW

dt
)
]
dt

se describe la estabilidad de las curvas magnéticas.
Las referencias empleadas en este último caṕıtulo han sido [5], [6], [7], [8], [12], [17],[24].
Se incluye un anexo donde se detallan los conceptos y resultados usados en la memoria

sobre los campos vectoriales diferenciables a lo largo de aplicaciones entre variedades rie-
mannianas. Las demostraciones de los mismos pueden encontrarse en numerosos manuales
tales como [21], [28], [29].

Se incluyen también el listado de referencias bibliográficas utilizadas ordenadas al-
fabéticamente por el nombre del primer autor.

Todas las variedades diferenciables que aparezcan en la memoria serán C∞-diferenciables,
Hausdorff, sin bordes y verificando el segundo axioma de numerabilidad. En general, y
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mientras no se señale lo contrario, todas las variedades diferenciables se asumirán conexas.
En ocasiones, a lo largo del trabajo se denotará a la variedad riemanniana (M, g) como
M sin dar espećıficamente el tensor riemanniano. Igualmente las curvas parametrizadas
que aparecen se asumirán C∞-diferenciables sin decirlo para no recargar excesivamente la
notación.
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Caṕıtulo 1

Aspectos básicos de Geometŕıa
Riemanniana

1.1. Conceptos y resultados elementales de

geometŕıa riemanniana

1.1.1. Conexiones lineales

Sea M una variedad diferenciable de dimensión n y denotemos por X(M) al C∞(M)-
módulo de sus campos vectoriales diferenciables en M .

Definición 1.1.1. Una conexión lineal en la variedad diferenciable M es una aplicación

∇ : X(M)× X(M) −→ X(M)
(D,D′) 7−→ D∇D′

tal que ∀D,D′, D1, D2 ∈ X(M) y ∀f ∈ C∞(M) cumple

D∇(D1 +D2) = D∇D1 +D∇D2 y (D1 +D2)∇D′ = D∇1 D
′ +D∇2 D

′ .

D∇(f D′) = D(f)D′ + f D∇D′ y (f D)∇D′ = f D∇D′.

Dados D,D′ ∈ X(X) y un abierto U ⊆ X, la restricción (D∇D′)|U solo depende de
D|U y de D′|U por lo que define una conexión lineal en dicho abierto que denotamos de

igual manera. Dado un abierto U de M coordenado por {q1, . . . , qn}, la conexión lineal
localmente queda determinada por

∂

∂qi

∇ ∂

∂qj
=

n∑
k=1

Γkij
∂

∂qk

siendo Γkij ∈ C∞(U), con 1 ≤ i, j, k ≤ n, los śımbolos de Christoffel de la conexión respecto

del sistema de coordenadas empleado. Si D =
∑n

i=1 fi
∂
∂xi

y D′ =
∑n

j=1 f
′
j
∂
∂xj

son campos

vectoriales diferenciables en el abierto coordenado U se tiene que

D∇D′ =
n∑
k=1

[
D(f ′k) +

n∑
i,j=1

fi f
′
j Γkij

] ∂

∂qk

1



CAPÍTULO 1. ASPECTOS BÁSICOS DE GEOMETRÍA RIEMANNIANA

Dado un punto p ∈ U , la expresión anterior muestra que el vector (D∇D′)p solo depende
de Dp y del valor de D′ a lo largo de una curva diferenciable γ(t) arbitraria tal que
γ(0) = p y γ̇(0) = Dp.

Dada una curva parametrizada γ : I → M sobre M denotaremos por X(γ(t)) el
C∞(I)-módulo de los campos vectoriales diferenciables con soporte dicha curva y por
D
dt

: X(γ(t)) → X(γ(t)) al operador de derivación covariante a lo largo de γ(t) inducido
por la conexión ∇ y definido por DV

dt
= γ̇∇V con V ∈ X(γ(t)).

Definición 1.1.2. Se llama torsión de una conexión lineal ∇ a la aplicación C∞(M)-
bilineal y antisimétrica Tor∇ : X(M)× X(M) −→ X(M) definida por

Tor∇(D1, D2) = D∇1 D2 −D∇2 D1 − [D1, D2]

Una conexión ∇ se dice simétrica si Tor∇ = 0.

Definición 1.1.3. Se define el endomorfimo curvatura asociado a una conexión lineal ∇
como la aplicación C∞(M)-bilineal y antisimétrica

R∇ : X(M)× X(M) −→ EndC∞(M)X(M)
(D1, D2) −→ R∇(D1, D2) := D∇1 D

∇
2 −D∇2 D∇1 − [D1, D2]∇

Dada una conexión lineal ∇ en la variedad diferenciable M , el operador de deriva-
ción covariante se extiende a los C∞(M)-módulos de los campos tensoriales de tipo (r,s)
diferenciables, T sr (M), de la variedad M mediante

∇ : X(M)× T sr (M) −→ T sr (M)

(D,T sr ) −→ D∇T sr
donde[

D∇T sr
]

(D1, ..., Dr, ω1, ..., ωs) = D [T sr (D1, . . . , Dr, ω1, . . . , ωs)]−

−
r∑
i=1

T sr (D1, ..., D
∇Di, ..., Dr, ω1, ..., ωs)−

s∑
j=1

T sr (D1, ..., Dr, ω1, ..., D
∇ωj, . . . , ωs)

Este operador de derivación covariante define la aplicación∇ : T sr (M) −→ T sr+1(M) donde

(∇T sr ) (D,D1, . . . , Dr, ω1, . . . , ωs) =
(
D∇T sr

)
(D1, . . . , Dr, ω1, . . . , ωs)

1.1.2. Variedades riemannianas

Definición 1.1.4. Una variedad riemanniana (M, g) es una variedad diferenciable M do-
tada de un campo tensorial g ∈ T2(M) simétrico y definido positivo, denominado métrica
riemanniana.

Dada una carta local {U, (q1, ..., qn)} de M , la métrica riemanniana se escribe g|U =∑n
i,j=1 gij dqi ⊗ dqj. El morfismo de polaridad asociado a la métrica riemanniana g esta-

blece un isomorfismo de C∞(M)-módulos pg : X(M) −→ Λ1(M) con pg(D) ≡ ωD := iDg.
Podemos orientar la variedad riemanniana (M, g) mediante el elemento de volumen rie-
manniano Ωg ∈ Λn(M), caracterizado por el hecho de que para cualquier base orto-
normal local de campos vectoriales {U1, . . . , Un} positivamente orientados se tiene que
Ωg(U1, . . . , Un) = 1. En coordenadas {q1, .., qn} se escribe Ωg =

√
det(gij) dq1 ∧ . . . ∧ dqn.

2



1.1. CONCEPTOS Y RESULTADOS ELEMENTALES DE GEOMETRÍA RIEMANNIANA

Teorema 1.1.1. Sea (M, g) una variedad riemanniana. Existe una única conexión lineal
∇ en M , denominada conexión riemanniana o de Levi-Civita ,tal que Tor∇ = 0 y ∇g = 0.

La conexión de Levi-Civita está caracterizada por

2 g(D∇1 D2, D3) = D1 g(D2, D3) +D2 g(D3, D1)−D3 g(D1, D2)−
− g(D2, [D1, D3])− g(D1, [D2, D3])− g(D3, [D1, D2])

de donde se deduce que localmente los śımbolos de Christoffel de la conexión de Levi-
Civita vienen dados por

Γkij =
1

2

n∑
l=1

gkl
(∂gjl
∂qi

+
∂gil
∂qj
− ∂gij

∂ql

)
Se verifica también que D∇Ωg = 0 ∀D ∈ X(M).

Observación 1.1.1. La diferencial exterior de Cartan se puede expresar en términos de
la conexión de Levi-Civita de la siguiente manera: si Ω ∈ Λk(M)

dΩ (D1, . . . , Dk+1) =
k+1∑
i=1

(−1)i+1(D∇i Ω)(D1, ..., D̂i, . . . , Dk+1)

Definición 1.1.5. Se llama tensor de curvatura de Riemann-Christoffel al campo tenso-
rial R ∈ T4(M) definido por R (D1, D2, D3, D4) := g (R∇ (D1, D2)D3, D4).

1.1.3. Operadores sobre una variedad riemanniana

Definición 1.1.6. Dada f ∈ C∞(M), se define el gradiente riemanniano de f , como el
campo vectorial grad f ∈ X(M) tal que g (grad f,D) = Df para todo D ∈ X(M).

Localmente grad f =
∑n

i,j=1 g
ij ∂f
∂qi

∂
∂qj

. Además si {U1, . . . , Un} es una base ortonormal

local de campos vectoriales, grad f =
∑n

i=1 Ui(f)Ui

Definición 1.1.7. Se llama divergencia del campo vectorial D ∈ X(M) a la función
diferenciable divD definida por DLΩg = (divD) Ωg.

Localmente, divD =
∑n

i=1

(
∂fi
∂qi

+ 1√
det(gij)

∂
√
det(gij)

∂qi
fi

)
.

Cuando divD = 0, entonces el elemento de volumen es invariante bajo la acción del
flujo uniparamétrico local definido por D. Aśı pues, la divergencia del campo D puede
considerarse como una medida de la variación del volumen riemanniano a lo largo de las
curvas integrales de D.

Observación 1.1.2. Se puede también caracterizar la divergencia de un campo mediante
divD = c1

1(∇D) donde c1
1 : T 1

1 (M) → T 0
0 (M) es el operador de contracción de ı́ndices.

Esta definición permite demostrar que si {U1, . . . , Un} es una base ortonormal (local) de
campos vectoriales, entonces divD =

∑n
i=1 g(U∇i D,Ui) =

∑n
i=1 g([Ui, D], Ui)

Definición 1.1.8. Sea (M, g) una variedad riemanniana con dimM = 3. Se llama ro-
tacional de un campo D ∈ X(M) al campo vectorial rotD ∈ X(M) definido mediante
irotDΩg = dωD.

3



CAPÍTULO 1. ASPECTOS BÁSICOS DE GEOMETRÍA RIEMANNIANA

Dado que (rotD)LΩg = d(irotDΩg) = d(dωD) = 0 se verifica que div(rotD) = 0.

Definición 1.1.9. Sea (M, g) una variedad riemanniana n-dimensional. Para cada 0 ≤
k ≤ n, se define el operador estrella de Hodge como el morfismo de C∞(M)-módulos

∗ : Λk(M) −→ Λn−k(M)

Ω −→ ∗Ω
donde ∀Ω′ ∈ Λn−k(M), < Ω′, ∗Ω > Ωg = Ω′ ∧ Ω. Siendo < −,− > el producto escalar
inducido por la métrica riemanniana en Λn−k(M).

1.2. Flujo geodésico y aplicación exponencial

riemanniana

Definición 1.2.1. Se dice que una curva parametrizada γ : I ⊂ R→M en una variedad
riemanniana (M, g) es una geodésica riemanniana si Dγ̇

dt
= 0.

Por las propiedades del operador D
dt

se sigue que si γ(t) es una geodésica, ‖ γ̇(t) ‖ es
constante.

En un abierto U ⊆M con coordenadas {q1, ..., qn} una curva γ(t) = (q1 ◦ γ(t), ..., qn ◦
γ(t)) ≡ (q1(t), ..., qn(t)) será geodésica si y solo si

d2qk
dt2

+
n∑

i,j=1

dqi
dt

dqj
dt

(Γkij ◦ γ) = 0 k = 1, ..., n (1.1)

Proposición 1.2.1. Dada una variedad riemanniana se cumple:

1. Dados p ∈ M y v ∈ TpM , existe una única geodésica maximal a la que denotare-
mos por γ(p,v)(t), definida en un entorno abierto I(p,v) del origen, cumpliendo que
γ(p,v)(0) = p y γ̇(p,v)(0) = v.

2. Propiedad de homogeneidad de las geodésicas: Dado λ ∈ R no nulo, se cumple
γ(p,λv)(t) = γ(p,v)(λt) para todo t ∈ I(p,λv) = 1

λ
I(p,v) = { t

λ
/ t ∈ I(p,v)}

Sea M una variedad riemanniana y π : TM → M el fibrado tangente a M . Da-
do (p, v) ∈ TM se define la aplicación τt(p, v) : I(p,v) → TM como τt : (p, v) =
(γ(p,v)(t), γ̇(p,v)(t)). Claramente τ0(p, v) = (p, v) y τt(τs(p, v)) = τt+s(p, v) donde tenga
sentido.

Proposición 1.2.2. Existe un único campo ξG ∈ X(TM), cumpliendo que si γ̃(p,v)(t) es
la curva integral de ξG que para t = 0 pasa por (p, v), entonces γ(p,v)(t) = π ◦ γ̃(p,v)(t).

Definición 1.2.2. A ξG se le llama campo geodésico asociado a la variedad (M, g) y su
flujo se denomina flujo geodésico.

En coordenadas fibradas, ξG =
∑n

k=1 q̇k
∂
∂qk
−
∑n

k=1

(∑n
i,j=1 q̇iq̇j(Γ

k
ij ◦ π)

)
∂
∂q̇k

.

Dado (p, v) ∈ TM , existen ε > 0 y un entorno W de (p, v) tales que la aplicación
τ : (−ε, ε) ×W −→ TM definida por (t, (q, w)) 7−→ τt(q, w) = γ̃(q,w)(t), es diferenciable,
donde γ̃(q,w) : I(q,w) → TM es la curva integral maximal de ξG con γ̃(q,w)(0) = (q, w). Si
denotamos At0= {(p, v) ∈ TM / t0 ∈ I(p,v)} se tiene
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1.3. CAMPOS DE JACOBI EN VARIEDADES RIEMANNIANAS

Definición 1.2.3. Se llama exponencial riemanniana de M a la aplicación

exp : A1 −→ M
(p, v) 7−→ γ(p,v)(1)

y para cada p ∈M , se define expp : A1 ∩ TpM →M , mediante expp(v) = exp(p, v)

Proposición 1.2.3. Para todo punto p ∈M , (expp)∗,0 = IdTpM .

De aqúı se deduce que para cualquier p ∈ M existe un entorno abierto, V0, de 0 en
TpM y un entorno abierto, Up, de p en M , de modo que expp : V0 → Up es difeomorfismo.

Definición 1.2.4. Se dice que la variedad riemanniana (M, g) es geodésicamente completa
si para cualesquiera p ∈ M y v ∈ TpM la geodésica γ(p,v)(t) está definida para todo t, es
decir, I(p,v) = R

Teorema 1.2.1 (de Hopf-Rinow). Una variedad riemanniana conexa es geodésicamente
completa si y solo si es completa como espacio métrico

1.3. Campos de Jacobi en variedades riemannianas

Para estudiar el efecto de la curvatura cerca de las geodésicas se pueden considerar
variaciones por geodésicas y estudiar su campo variacional que denominaremos campo de
Jacobi.

Definición 1.3.1. Dada una geodésica γ : [a, b]→ M en (M, g) se dice que J ∈ X(γ(t))
es un campo de Jacobi si satisface la denominada ecuación de Jacobi:

D2J

dt2
+R∇(J, γ̇)γ̇ = 0

Si {U1(t), ..., Un(t)} es una referencia ortonormal (local) de campos paralelos a lo
largo de γ(t) y J(t) =

∑
i fi(t)Ui(t), γ̇(t) =

∑
j vj(t)Uj(t), entonces la ecuación de Jacobi

equivale al sistema de ecuaciones diferenciables

fh(t) +
∑
i,j,k

fi(t)vj(t)vk(t)R
h
ijk(t) = 0 h = 1, ..., n

donde R∇(Ui, Uj)Uk =
∑

hR
h
ijk(t)Uh

Proposición 1.3.1. Dados v, w ∈ Tγ(a)M , existe un único campo de Jacobi J ∈ X(γ(t))
satisfaciendo las condiciones J(a) = v y DJ

dt
(a) = w.

Corolario 1.3.1. Jac(γ(t)) := {J ∈ X(γ(t)) / J es de Jacobi } es un espacio vectorial
real de dimensión 2n.
El subespacio de los campos de Jacobi tangentes a γ(t) está generado por los campos
J1(t) = γ̇(t) y J2(t) = tγ̇(t).
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CAPÍTULO 1. ASPECTOS BÁSICOS DE GEOMETRÍA RIEMANNIANA

Definición 1.3.2. Una variación geodésica de una curva geodésica riemanniana γ :
[a, b]→M es una aplicación diferenciable

δ : [a, b]× (−ε, ε) −→ M
(t, s) 7−→ δ(t, s) ≡ γs(t) ≡ γt(s)

tal que δ(t, 0) = γ(t) ∀t ∈ R y, ∀s ∈ (−ε, ε), las curvas γs(t) son también geodésicas.
Dado s ∈ (−ε, ε), la curva γs(t) se denomina curva principal y dado t ∈ [a, b], la curva
γt(s) se denomina curva transversal. Además diremos que la variación es propia si γs(a) =
γ(a) y γs(b) = γ(b) ∀s ∈ (−ε, ε).

Dada una variación geodésica δ : [a, b] × (−ε, ε) → M de una curva geodésica γ(t),
se definen los campos vectoriales T y S como lo campos de velocidades de las curvas
principales, γs(t), y transversales, γt(s), respectivamente.

T (t, s) = δ∗,(t,s)

( ∂
∂t

∣∣∣
(t,s)

)
=
dγs(t)

dt
= γ̇s(t) , S(t, s) = δ∗,(t,s)

( ∂
∂s

∣∣∣
(t,s)

)
=
dγt(s)

ds
= γ̇t(s)

Podemos también calcular la derivada covariante a lo largo de las curvas γs(t) que deno-
taremos por D

dt
y a lo largo de las curvas γt(s) que denotaremos por D

ds

Lema 1.3.1. Se cumple que D
ds
T = D

dt
S.

Definición 1.3.3. Dada una geodésica γ(t) en (M, g) y una variación geodésica de la
misma, δ : [a, b]× (−ε, ε)→M , llamamos campo variacional de δ al campo V δ ∈ X(γ(t))
dado por

V δ(t) = S(t, 0) = γ̇t(0) =
dγt(s)

ds

∣∣∣
s=0

= δ∗,(t,0)

( ∂
∂s

∣∣∣
(t,0)

)
Teorema 1.3.1. Sea γ : [a, b] → M una geodésica. Un campo J ∈ X(γ(t)) es un campo
de Jacobi si y solo si es el campo variacional de una variación geodésica a lo largo de
γ(t).

Proposición 1.3.2. Sea γ : [a, b] → M una geodésica con γ̇(a) = v ∈ TpM y sea
J ∈ Jac(γ) tal que J(a) = 0. Entonces, J(t) = (exp)∗,(t−a)v

(
(t− a)DJ

dt
(a)
)
∀t ∈ [a, b].

Definición 1.3.4. Dada la geodésica γ : [a, b] → M , el punto γ(t0), t0 ∈ [a, b], se dice
conjugado a γ(a) a lo largo de γ si existe J ∈ Jac(γ) no nulo tal que J(a) = J(t0) = 0.

Proposición 1.3.3. El punto γ(t0), t0 ∈ [a, b], es conjugado de γ(a) a lo largo de γ si y
solo si v0 = (t0 − a)γ̇(a) es un punto cŕıtico de expγ(a).

Proposición 1.3.4. Sean v ∈ Tγ(a)M , w ∈ Tγ(b)M . Si γ(b) no es conjugado a γ(a) existe
un único campo de Jacobi J a lo largo de γ(t) tal que J(a) = v, J(b) = w.
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Caṕıtulo 2

Curvas magnéticas en variedades
riemannianas

2.1. Motivación f́ısica: movimiento de una part́ıcula

cargada dentro de un campo magnético estático

La descripción del movimiento de una part́ıcula material cargada en el espacio eucĺıdeo
tridimensional sometida a la fuerza de Lorentz debida a un campo magnético estático es
bien conocida y se encuentra recogida en númerosos libros de F́ısica General. Presentamos
como motivación algunos aspectos geométricos de dicha formulación.

Un campo magnético estático B en el espacio eucĺıdeo (R3, <,>) viene descrito por
un campo vectorial diferenciable de divergencia nula. En coordenadas cartesianas dicho
campo se expresa B = Bx

∂
∂x

+ By
∂
∂y

+ Bz
∂
∂z
∈ X(R3) con Bx, By, Bz ∈ C∞(R3) y siendo

su divergencia div(B) = ∂Bx
∂x

+ ∂By
∂y

+ ∂Bz
∂z

= 0. Si Ω3 = dx∧ dy∧ dz representa el elemento

de volumen eucĺıdeo de R3 y × el producto vectorial eucĺıdeo, la información geométrica
del campo magnético B se puede codificar en una 2-forma F ∈ Λ2(R3) definida por

F (X, Y ) := Ω3(X, Y,B) =< X × Y,B > ∀X, Y ∈ X(R3)

cuya expresión en cartesianas es F = Bzdx∧dy−Bydx∧dz+Bxdy∧dz. Nótese que dada
la 2-forma F anterior, el campo B queda perfectamente determinado de manera única
por la expresión anterior. Teneniendo en cuenta que dF = dF ( ∂

∂x
, ∂
∂y
, ∂
∂z

)dx ∧ dy ∧ dz y
que en nuestro caso

dF
( ∂
∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
=
∂Bx

∂x
+
∂By

∂y
+
∂Bz

∂z

vemos que la condición de divergencia nula del campo magnético B es equivalente a que
la 2-forma F sea cerrada. Por ello y generalizando estas ideas, a lo largo de esta memo-
ria introduciremos los campos magnéticos en variedades riemannianas bien como campos
vectoriales diferenciables de divergencia nula o bien como 2-formas cerradas.

Al campo magnético B ∈ X(R3) le podemos asociar un endomorfismo antisimétrico
φ : X(R) → X(R3), denominado fuerza de Lorentz definido por φ(X) = X × B. Si D

dt
es
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CAPÍTULO 2. CURVAS MAGNÉTICAS EN VARIEDADES RIEMANNIANAS

el operador de derivación covariante eucĺıdea a lo largo de una curva parametrizada, la
trayectoria γ(t) de una part́ıcula de masa m y carga eléctrica q dentro de dicho campo
magnético se rige por la conocida ecuación de Lorentz

m
Dγ̇

dt
(t) = q

(
γ̇(t)×B(t)

)
= qφ(γ̇(t))

siendo γ̇(t) = γ∗(
d
dt

) el campo velocidad de la curva, Dγ̇
dt

el campo aceleración y B(t) la
restricción del campo magnético B a dicha curva. En coordenadas cartesianas, γ(t) =
(x(t), y(t), z(t)) debe satisfacer el sistema de ecuaciones diferenciales

m
..
x = q(ẏBz − żBy)

m
..
y = q(żBx − ẋBz)

m
..
z = q(ẋBy − ẏBx)

Fijadas las condiciones iniciales γ(0) = (x0, y0, z0), γ̇(0) = (v0
x, v

0
y, v

0
z), en un cierto in-

tervalo este sistema tiene solución única. En la literatura matemática estas soluciones se
denominan curvas magnéticas asociadas al campo magnético B.

Ejemplo 2.1.1. Para mostrar algunas de estas afirmaciones determinemos la curva magnéti-
ca asociada al campo B = −b ∂

∂z
que en t = 0 pasa por γ(0) = (x0, 0, 0) con velocidad

γ̇(0) = (0, v, 0). En este caso las ecuaciones de Lorentz son

m
..
x(t) = −qbẏ(t)

m
..
y(t) = qbẋ(t)

m
..
z(t) = 0

que son fácilmente integrables. Si denotamos por ω := qB
m

a la denominada frecuencia
ciclotrón, la curva magnética buscada es

γ(t) = (v cos(ωt) + (x0 − v/ω), v sen(ωt), 0)

que claramente corresponde a una circunferencia en el plano XY con velocidad de módulo
constante ‖ γ̇(t)‖= v.
Si variamos la velocidad inicial γ̇(0) de la part́ıcula de manera que ya no sea tangente al
plano XY , por ejemplo tomando γ̇(0) = (0, v, w), e integrando las ecuaciones anteriores
con las nuevas condiciones iniciales resulta la curva magnética γ(t) = (v cos(ωt) + (x0 −
v/ω), v sen(ωt), wt) que ya no es una circunferencia sino una hélice ciĺındrica.
Por último si variamos la velocidad inicial de modo que sea tangente al campo magnético
en γ(0) (en tal caso, la fuerza de Lorentz en dicho punto es nula), por ejemplo tomando
γ̇(0) = (0, 0, v), es trivial comprobar que la solución de las ecuaciones es una recta con
velocidad constante, γ(t) = (x0, 0, vt), y por tanto una geodésica eucĺıdea.

2.2. Curvas magnéticas en variedades riemannianas

En esta sección pretendemos generalizar la formulación eucĺıdea anterior del campo
magnético y de la fuerza de Lorentz a variedades riemannianas arbitrarias. Dado que
el producto vectorial solo se puede definir en variedades riemannianas tridimensionales
introduciremos la noción de campo magnético a través de 2-formas cerradas.
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2.2. CURVAS MAGNÉTICAS EN VARIEDADES RIEMANNIANAS

Definición 2.2.1. Sea (M, g) una variedad riemanniana de dimensión n > 2. Llama-
remos campo magnético en dicha variedad a toda 2-forma diferenciable, F ∈ Λ2(M),
cerrada.

Definición 2.2.2. Un campo magnético F sobre (M, g) se dice uniforme si es covarian-
temente constante, ∇F = 0, o equivalentemente, D∇F = 0 ∀D ∈ X(M).

Observación 2.2.1. Si ∇ es la conexión de Levi-Civita asociada a la variedad rieman-
niana (M, g), la condición de ser cerrada dF = 0 es equivalente a

0 = dF (X, Y, Z) = (X∇F )(Y, Z)− (Y ∇F )(X,Z) + (Z∇F )(X, Y )

para cualesquiera X, Y, Z ∈ X(M). De donde se deduce que si F̄ es una 2-forma arbitraria
tal que ∇F̄ = 0, entonces F̄ es un campo magnético.

Ejemplo 2.2.1. Toda 1-forma diferenciable A ∈ Λ1(M) define un campo magnético
mediante F = dA. En tal caso se dice que A es un potencial magnético o gauge del campo
magnético F . Nótese que dicho potencial no es único, pues para cualquier f ∈ C∞(M),
A′ = A+ df es otro potencial magnético de F .

Ejemplo 2.2.2. Sea V ∈ X(M) un campo vectorial en la variedad riemanniana (M, g)
y denotemos por ωV = iV g ∈ Λ1(M) a su transformado por la polaridad riemanniana.
Entonces, la 2-forma dωV es un campo magnético denominado campo magnético rotacional
asociado a V . Se tiene que

dωV (X, Y ) = X(ωV (Y ))− Y (ωV (X))− ωV ([X, Y ]) =

= X < V, Y > −Y < V,X > − < V,X∇Y > + < V, Y ∇X >=

=< X∇V, Y > − < Y ∇V,X >

ya que la conexión de Levi-Civita ∇ no tiene torsión y deriva el producto riemanniano.
En este caso ωV es un potencial magnético del campo magnético rotacional.

Ejemplo 2.2.3. Sea (M, g) una variedad tridimensional y V ∈ X(M) un campo vectorial
con divV = 0. Entonces la 2-forma F ∈ Λ2(M) definida por

F (X, Y ) =< X, Y × V >

siendo × el producto vectorial de campos vectoriales en (M, g) es un campo magnético.
En efecto, F (X, Y ) =< X, Y × V >= Ωg(X, Y, V ) = Ωg(V,X, Y ) = iV Ωg(X, Y ) para
cualesquiera X, Y ∈ X(M), de donde se sigue que F = iV Ωg y por tanto,

dF = d(iV Ωg) = d(iV Ωg) + iV dΩg = V LΩg = (divV ) Ωg = 0

Consideremos ahora el caso particular en el que este campo magnético viene dado por
un potencial magnético A = ωD ∈ Λ1(M), esto es, F = dA = dωD. De la definición
de rotacional es inmediato que F = dωD = irotDΩg y por tanto el campo vectorial con
divergencia nula V antes considerado es el campo rotD. Es claro entonces que dar un
campo vectorial V = rotD es equivalente a dar un campo magnético F = dωD.
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CAPÍTULO 2. CURVAS MAGNÉTICAS EN VARIEDADES RIEMANNIANAS

Definición 2.2.3. Llamaremos fuerza de Lorentz asociada a un campo magnético F en
(M, g) al campo tensorial φ ∈ T 1

1 (M) definido por

< X, φ(Y ) >= F (X, Y )

Dado que trivialmente < X,φ(Y ) >= F (X, Y ) = −F (Y,X) = − < Y, φ(X) > se
tiene el siguiente resultado

Proposición 2.2.1. El endomorfismo fuerza de Lorentz φ es antisimétrico respecto de la
métrica riemanniana, esto es,

< X, φ(Y ) > + < Y, φ(X) >= 0 ∀X, Y ∈ X(M)

y en particular < X, φ(X) >= 0

Observación 2.2.2. El endomorfismo antisimétrico φ es el endomorfismo asociado a la
pareja de tensores (g, F ). Entonces, dar F es métricamente equivalente a dar φ, y como
consecuencia podemos considerar φ en lugar de F sin pérdida de información.

Dado un abierto U ⊆M coordenado por {q1, ..., qn} tal que localmente g =
∑

i,j gijdqi ⊗ dqj
y F =

∑
r<s Frs dqr ∧ dqs es trivial comprobar que

φ =
n∑

r,k=1

φrk dqr ⊗
∂

∂qk
+

n∑
r,k,s=1

gskFsr dqr ⊗
∂

∂qk

Proposición 2.2.2. F es un campo magnético uniforme en (M, g) si y solo si ∇φ = 0

Demostración. Se tiene

(D∇F )(X, Y ) =D(F (X, Y ))− F (D∇X, Y )− F (X,D∇Y ) =

=D < X,φ(Y ) > − < D∇X,φ(Y ) > − < X, φ(D∇Y ) >=

= < X,D∇φ(Y ) > + < D∇X,φ(Y ) > − < D∇X,φ(Y ) > −
− < X, φ(D∇Y ) >=< X,D∇φ(Y )− φ(D∇Y ) >=

= < X, (D∇φ)(Y ) >

Luego D∇F = 0 si y solo si D∇φ = 0 por ser la métrica g no degenerada.

Definición 2.2.4. Una curva parametrizada γ(t) en M se dice que es una curva magnéti-
ca con respecto al campo magnético F , si es solución de la ecuación diferencial (ecuación
de Lorentz)

Dγ̇

dt
(t) = φ(γ̇(t))

con γ̇ = γ∗(
d
dt

) el campo tangente a dicha curva.

En un abierto U ⊆ M con coordenadas {q1, ..., qn} una curva γ(t) = (q1(t), ..., qn(t))
será magnética si y solo si es solución del sistema de ecuaciones diferenciales

d2qk(t)

dt2
+

n∑
i,j=1

Γkij(t)
dqi(t)

dt

dqj(t)

dt
=

n∑
r=1

φrk
dqr(t)

dt
k = 1, ..., n

Como consecuencia por el teorema de existencia y unicidad de soluciones para los sistemas
de ecuaciones diferenciales, para cada p ∈M y v ∈ TpM , existe una única curva magnética
maximal γ : (ε, ε)→M tal que γ(0) = p y γ̇(0) = v.
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2.3. CURVAS MAGNÉTICAS EN VARIEDADES RIEMANNIANAS BIDIMENSIONALES

Observación 2.2.3. Es claro que cuando el campo magnético es nulo la fuerza de Lo-
rentz sobre la part́ıcula es nula, esto es φ(γ̇) = 0. Entonces, las soluciones de la ecuación
Dγ̇
dt

= φ(γ̇) = 0 corresponden a geodésicas de la variedad riemanniana. En este sentido
el flujo magnético representa una generalización del flujo geodésico riemanniano. Sin em-
bargo, hay algunas diferencias importantes entre ambos flujos. Sabemos que el sistema de
ecuaciones diferenciales satisfecho por las geodésicas verifica la denominada propiedad de
homogeneidad γ(p,λv)(t) = γ(p,v)(λt). Las curvas magnéticas en general no satisfacen esta
propiedad de homogeneidad. Si γ(t) es la curva magnética en la variedad (M, g) asociada
al campo magnético F , entonces la curva β(t) = γ(λt) será una curva magnética sobre

(M, g), pero asociada a al campo magnético λF ya que Dβ̇
dt

(t)) = λφ(β̇(t). Como conse-
cuencia tenemos que si F un campo magnético no trivial en (M, g), entonces no existe
ninguna conexión af́ın en M cuyas geodésicas sean las curvas magnéticas de (M, g, F ).

Proposición 2.2.3. Dada una curva magnética γ(t) sobre la variedad riemanniana (M, g)
asociada a un campo magnético F , se verifica que ‖ γ̇(t)‖= v = cte, y por tanto, también
es constante su enerǵıa en cualquier intervalo cerrado

Demostración. Como φ es un endomorfismo antisimétrico, < φ(γ̇(t)), γ̇(t) >= 0, es decir,
< Dγ̇

dt
(t), γ̇(t) >= 0, con lo que d

dt
< γ̇(t), γ̇(t) >= 2 < Dγ̇

dt
(t), γ̇(t) >= 0.

Definición 2.2.5. Se dice que una curva magnética es normal si ‖ γ̇(t)‖= 1.

Dados dos puntos γ(t1) y γ(t2) de una una curva magnética con ‖ γ̇(t)‖= v, se tiene que

d(γ(t1), γ(t2)) ≤
∫ t2

t1

‖ γ̇(t)‖ dt = v(t2 − t1)

En [5] se pueden encontrar los siguientes resultados, que determinan bajo que condi-
ciones hay completitud.

Proposición 2.2.4. Sea γ(t) una curva magnética maximal de (M, g, F ) tal que para cada
intervalo finito (a, b) en su dominio, γ(a, b) está contenida en un subconjunto compacto
de M . Entonces γ es completa.
Por tanto, si M es compacta toda curva magnética maximal es completa.

Recordemos que una variedad riemanniana (M, g) es completa para la distancia aso-
ciada a la métrica g si dados p ∈ M y v ∈ TpM , la geodésica γ(p,v)(t) está definida en
todo R. En esta situación se tiene

Proposición 2.2.5. Si la variedad (M, g) es completa entonces las curvas magnéticas de
(M, g, F ) son completas.

2.3. Curvas magnéticas en variedades riemannianas

bidimensionales

En esta sección vamos a estudiar las curvas magnéticas en una variedad riemanniana
orientada bidimensional (S, g), que puede ser considerada como una superficie de Rie-
mann orientada. En esta situación el campo magnético F será proporcional al elemento
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de área riemanniano de la superficie mientras que la fuerza de Lorentz será proporcional
a la estructura compleja de la misma.

Sea Ωg el elemento de área de la variedad riemanniana bidimesional (S, g) y sea J ∈
T 1

1 (S) el endomorfismo antisimétrico definido por

Ωg(X, Y ) =< X, J(Y ) > ∀X, Y ∈ X(S)

Claramente J es ortogonal para la métrica g pues si {D1, D2} es una base ortonormal
(local) de campos vectoriales tal que Ωg(D1, D2) = 1 se tiene

J(D1) =< D1, J(D1) > D1+ < D2, J(D1) > D2 = Ωg(D2, D1)D2 = −D2

J(D2) =< D1, J(D2) > D1+ < D2, J(D2) > D2 = Ωg(D1, D2)D1 = D1

En forma matricial, J =

(
0 1
−1 0

)
que representa la rotación de ángulo π

2
en sentido

antihorario en el espacio tangente en cada punto. De hecho, J es la estructura compleja
de (S, g) como superficie de Riemann, ya que J2 = −IdS.

Observación 2.3.1. Supongamos que (S, g) es una superficie regular orientada del es-
pacio eucĺıdeo R3 y sea η el campo vectorial unitario a lo largo de S perpendicular a
la misma, nótese que entonces J(X) = X × η. además si Ω3 es el elemento de volumen
eucĺıdeo, se tiene que sobre la superficie Ωg(X, Y ) = Ω3(X, Y, η) =< X, Y × η >. En
particular, dada una curva parametrizada regular γ(t) sobre la superficie, si Dγ̇

dt
es la ace-

leración de la curva como curva de S y
..
γ denota la aceleración de la curva como curva de

R3, teniendo en cuenta la fórmula de Gauss
..
γ(t) = Dγ̇

dt
+ <

..
γ, η > η, se cumple

Ω3(
..
γ, γ̇, η) =<

..
γ, γ̇ × η >=<

Dγ̇

dt
+ <

..
γ, η > η , γ̇ × η >=<

Dγ̇

dt
, γ̇ × η >= Ωg

(Dγ̇
dt
, γ̇
)

Al estar en una variedad bidimensional toda 2-forma F ∈ Λ2(S) es cerrada y por
tanto un campo magnético. Además se cumple que F = fΩg para alguna f ∈ C∞(S) que
denominaremos intensidad del campo magnético. La fuerza de Lorentz asociada a F será
entonces φ = f · J pues F (X, Y ) =< X, fJ(Y ) >=< X, φ(Y ) >. Los campos uniformes
serán aquellos para los que f = µ ∈ R− {0} pues D∇(µΩ) = 0, ∀D ∈ X(S)

Definición 2.3.1. Una curva parametrizada γ : I → S se dice magnética si verifica la
ecuación de Lorentz

Dγ̇

dt
(t) = f(t)J(γ̇(t))

El siguiente resultado nos da una caracterización de dichas curvas.

Teorema 2.3.1. Una curva parametrizada γ(t) es una curva magnética asociada al campo

F = fΩg si y solo si ‖ γ̇ ‖2= c2 y Ωg

(Dγ̇
dt
, γ̇
)

= fc2 con c 6= 0.

Demostración. Supongamos que γ es magnética, es decir, Dγ̇
dt

= fJ(γ̇) y ‖ γ̇ ‖= c. Enton-
ces,

Ωg

(Dγ̇
dt
, γ̇
)

=< fJ(γ̇), J(γ̇) >= f < J(γ̇), J(γ̇) >= f < γ̇, γ̇ >= f ‖ γ̇ ‖= fc2
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donde en el tercer paso hemos usado que J es una rotación.

Probemos el rećıproco. Supongamos que ‖γ̇‖2 = c2, entonces < γ̇, Dγ̇
dt

>= 0. Luego
Dγ̇
dt

= aJ(γ̇) y se tiene que

fc2 = Ωg

(
aJ(γ̇), γ̇

)
= a < J(γ̇), J(γ̇) >= a < γ̇, γ̇ >= ac2

Por tanto, a = f y Dγ̇
dt

= fJ(γ̇), de donde resulta que γ es magnética.

Sea X un campo vectorial unitario sobre S, es obvio que {X, JX} es una base orto-
normal de X(S). Por tanto, dada una curva magnética γ(s) parametrizada por la longitud
de arco, su diedro de Frenet vendrá dado por {T (s) = γ̇(s), N(s) = J(γ̇(s))} y sus ecua-
ciones de Frenet son DT

ds
= κN y DN

ds
= −κT con κ =< DT

ds
, N > la curvatura de γ(s).

Por la ecuación de Lorentz Dγ̇
ds

= φ(γ̇) = φ(T ) = fJ(T ) y por otro lado, Dγ̇
ds

= DT
ds

=
κN = κJ(T ) de donde se deduce que la curvatura κ coincide con la intensidad del campo
magnético a lo largo de las curvas normales. Por tanto, la fuerza de Lorentz sobre dicha

curva vendrá dada por φ ≡
(

0 κ
−κ 0

)
.

Proposición 2.3.1. La curvatura de las trayectorias magnéticas en (S, g) viene dada por
κ(t) = 1

‖ γ̇(t)‖f(γ(t)). Por tanto, la curvatura de las curvas magnéticas normales determina
por completo la fuerza de Lorentz, siendo f = κ a lo largo de dichas curvas.

Demostración. Se realizan los mismos pasos que antes, pero teniendo en cuenta que el
diedro de Frenet ahora es {T = 1

‖ γ̇ ‖ γ̇, N = JT} y que las ecuaciones de Frenet son
DT
ds

=‖ γ̇ ‖ κN y DN
ds

= − ‖ γ̇ ‖ κT .

Corolario 2.3.1. Sea F = µΩg un campo magnético uniforme en (S, g). Una curva
parametrizada γ(t) en S es una curva magnética normal de F si y solo si κ = µ.

Ejemplo 2.3.1. Superficie de revolución
Sea S la superficie de revolución definida por la parametrización ϕ(u, v) dada por

x(u, v) = f(u) cos v
y(u, v) = f(u) sen v
z(u, v) = g(u)

con f(u), g(u) funciones diferenciables y con f > 0. Los śımbolos de Christoffel de la
conexión son

Γ1
11 = Γ2

11 = Γ1
12 = Γ1

21 = Γ2
22 = 0, Γ1

22 = −f(u)f ′(u), Γ2
12 = Γ2

21 =
f ′(u)

f(u)
y toda curva β(t) = ϕ(u(t), v(t)) ∈ S verifica

Dβ̇

dt
=
(
u′′ − f(u)f ′(u)(v′)2

)∂ϕ
∂u

+
(
v′′ + 2

f ′(u)

f(u)
u′v′
)∂ϕ
∂v

Sea σ(t) = ϕ(u0, v(t)) un paralelo de S, se tiene que Dσ̇
dt

(t) = −f(u0)f ′(u0)v′(t)2 ∂ϕ
∂u

(t). Si
además σ(t) es normal, 1 =< σ̇(t), σ̇(t) >= f(u0)2v′(t)2, llegando a que

Dσ̇

dt
(t) = −f

′(u0)

f(u0)

∂ϕ

∂u
(t)

Con lo que el paralelo σ tiene curvatura constante κ2(u0) =
∥∥Dσ̇
dt

∥∥2
= f ′(u0)2

f(u0)2
. Por tanto,

σ(t) es una curva magnética de S respecto del campo magnético uniforme F = κ(u0) Ωg.
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2.3.1. Curvas magnéticas normales en superficies de curvatura seccional
constante

Nuestro objetivo es analizar las curvas magnéticas normales respecto de campos magnéti-
cos uniformes en superficies riemannianas de curvatura seccional constante K = K0. Vea-
mos antes algunos ejemplos donde parametrizaremos las curvas por la longitud de arco.

Ejemplo 2.3.2. Plano eucĺıdeo. Caso K0 = 0
Sea S = R2 y F = µΩg = µ dx∧dy con µ ∈ R−{0}. Probaremos que las curvas magnéti-
cas normales de S son las curvas con curvatura constante igual a |µ|.
Por el teorema (2.3.1), γ(s) = (x(s), y(s)) es magnética si y solo si ‖ γ̇ ‖2= 1 y Ωg(

Dγ̇
dt
, γ̇) = µ.

Por otro lado, la ecuación de Lorentz Dγ̇
ds

= µJ(γ̇) nos da el sistema

..
x = µ ẏ

..
y = −µ ẋ

Teniendo en cuenta que ‖γ̇‖2= 1, γ̇(s) = (sen(θ(s)), cos(θ(s))). Además,

µ = Ωg

(Dγ̇
ds

, γ̇
)

= Ωg

(
θ̇ cos(θ)

∂

∂x
−θ̇ sen(θ)

∂

∂y
, sen(θ)

∂

∂x
+cos(θ)

∂

∂y

)
= θ̇ ⇒ θ(s) = µs+θ0

con θ0 ∈ R. Luego γ̇(s) = (cos(µs+ θ0), sen(µs+ θ0)), y por tanto,

γ(s) =
(
x0 +

1

µ
sen(µs+ θ0), y0 −

1

µ
cos(µs+ θ0)

)
Es decir, γ(s) es un arco de circunferencia centrada en (x0, y0) de radio 1

|µ| .

Ejemplo 2.3.3. Esfera. Caso K0 > 0
Sea S = S2(R) y F = µΩg. Vamos a probar que las curvas magnéticas de (S, F ) son
circunferencias de radio r < R.
Sea γ(s) un paralelo de S parametrizado por la longitud de arco.

γ(s) =
(
r cos

(s
r

)
, r sen

(s
r

)
, h
)

con h2 = R2 − r2. El campo unitario normal exterior a S en el punto γ(s) es η(s) = γ(s)
R

.

Se tiene que γ̇(s) =
(
− sen(s/r), cos(s/r), 0

)
y que

..
γ(s) = 1

r

(
− cos(s/r),− sen(s/r), 0

)
.

Utilizando de nuevo el teorema (2.3.1)

Ωg(
Dγ̇

ds
, γ̇) =<

..
γ, γ̇ × η >=

∣∣∣∣∣∣
−1
r

cos(s/r) −1
r

sen(s/r) 0
− sen(s/r) cos(s/r) 0
r
R

cos(s/r) r
R

sen(s/r) h
R

∣∣∣∣∣∣ =
h

Rr

Por tanto, si µ = h
Rr

=
√
R2−r2
Rr

, las curvas magnéticas son circunferencias de radio
r = R√

1+R2µ2
.

Veamos que no hay más. Sea γ(s) una curva magnética de (S2, F = µΩ) con γ(0) = p,
γ̇(0) = v y sea σ(s) el paralelo de S dado por S ∩ π, donde π es el plano paralelo a v
que pasa por p. El radio del paralelo σ es r = R/

√
1 +R2µ2, luego, por lo visto antes, es

una curva magnética verificando que σ(0) = p y σ̇(0) = v. Por la unicidad de las curvas
magnéticas fijadas las condiciones iniciales se concluye.
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Ejemplo 2.3.4. Superficie hiperbólica. Caso K0 < 0
Sea H(−c) = {(x0, x1, x2) ∈ R1+2 / − x2

0 + x2
1 + x2

2 = −c2, x0 > 0} la rama superior de
un hiperboloide en R3 del espacio hiperbólico (R1+2, ghip = −dx2

0 + dx2
1 + dx2

2). Existen
tres situaciones distintas dependiendo de la intensidad del campo magnético de manera
que la curva magnética normal con las condiciones iniciales γ(0) = p ∈ H(−c), γ̇(0) =
v ∈ TpH(−c) viene dada por(ver [1])

A) Si |µ| <
√
c,

γ(t) = 1
c−µ2 (−µ2+c ch(

√
c− µ2 t)p+ 1√

c−µ2
sh(
√
c− µ2 t)v+ µ

c−µ2 (−1+ch(
√
c− µ2 t))φ(v)

B) Si |µ| =
√
c,

γ(t) = (1 + c
2 t

2)p+ tv +
√
c

2 t
2φ(v)

C) Si |µ| >
√
c,

γ(t) = 1
µ2−c(µ

2−c cos(
√
µ2 − c t)p+ 1√

µ2−c
sen(

√
µ2 − c t)v+ µ

µ2−c(1−cos(
√
µ2 − c t))φ(v)

En el modelo del plano superior de Poincaré H = {(x, y) ∈ R2 / y > 0} con métrica

g = dx2+dy2

y2
de curvatura K0 = −1 para el campo magnético uniforme F = µdx∧dy

y2
se

tiene

A) Si |µ| < 1, las curvas magnéticas son arcos de circunferencia que cortan al eje X con
un ángulo distinto de π

2
, (π/2 para el caso de la curva geodésica), es decir, corta al

eje X en 2 puntos. El ángulo de intersección disminuye según aumenta |µ|.

B) Si |µ| = 1, las curvas magnéticas son circunferencias tangentes al eje horizontal,
denominadas horociclos (ver [9])

C) Si |µ| > 1, tenemos circunferencias de radio finito que no cortan al eje X

Figura 2.1: Curvas magnéticas debidas a un campo uniforme en el plano de hiperbólico

Como consecuencia de estos resultados tenemos el siguiente teorema

Teorema 2.3.2. Sea F = µΩg, µ 6= 0, un campo magnético uniforme en una superficie
completa orientada, simplemente conexa (S, g) con curvatura constante K0.

1) Si K0 = 0, (S, g) es isométrica al plano eucĺıdeo R2 y las curvas magnéticas de F
son circunferencias de radio 1

|µ| .

2) Si K0 > 0, (S, g) es isométrica a una 2-esfera, S2(R), de radio R = 1√
K0

y las curvas

magnéticas de F son circunferencias geodésicas (planas) de radio r = R√
1+R2µ2

< R.

Como consecuencia ningún ćırculo máximo de S2(R) (que son las geodésicas de
S2(R)) puede ser una curva magnética de F = µΩg
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3) Si K0 < 0, (S, g) es isométrica al semiplano superior de Poincaré H(−c), con c =
−K0, entonces:

A) Si |µ| >
√
c, las trayectorias son circunferencias geodésicas.

B) Si |µ| <
√
c, las curvas magnéticas de F son curvas no cerradas que cortan al

eje X

C) Si |µ| =
√
c, las curvas magnéticas son circunferencias tangentes al eje X.

2.4. Curvas magnéticas en variedades riemannianas

tridimensionales

Sea (M, g) una variedad riemanniana tridimensional orientada por el elemento de volu-
men riemanniano Ωg. Utilizando el operador estrella de Hodge, a cada 2-forma F ∈ Λ2(M)
le podemos asociar la 1-forma ω = ∗F ∈ Λ1(M). Como la métrica g es no degenerada,
existe un único campo V tal que iV g = ω. Se tiene entonces el isomorfismo de C∞-módulos

X(M) −→ Λ2(M)
V −→ ∗(iV g) = iV Ωg = F

Observación 2.4.1. Sean X, Y ∈ X(M), recordemos que su producto vectorial rieman-
niano se define como el campo X × Y tal que < D,X × Y >= Ωg(D,X, Y ) ∀D ∈ X(M).
Entonces, es fácil ver que F (X, Y ) = Ωg(V,X, Y ) = Ωg(X, Y, V ) =< X, Y × V >

Proposición 2.4.1. Dar un campo magnético F en una variedad riemanniana tridimen-
sional (M, g) es equivalente a dar un campo vectorial V sobre la misma con divergencia
nula.

Demostración. Como vimos en el ejemplo 2.2.3, (divV )Ωg = V LΩg = d(ivΩg) = dF . Por
tanto, divV = 0⇔ dF = 0.

Observación 2.4.2. Dado que V LΩg = (divV )Ωg = 0 es fácil ver que el elemento de
volumen Ωg es siempre invariante por el flujo uniparamétrico del campo V magnético.

Proposición 2.4.2. Un campo magnético F ∈ Λ2(M) es uniforme si y solo si su campo
vectorial asociado V es covariantemente constante.

Demostración. Sea V un campo vectorial con ∇V = 0, y sea F = iV Ωg. Dado que
la cuestión es local consideremos una base ortonormal (local) positivamente orientada
{U1, U2, U3}.
Dado que en dicho abierto div(V ) =

∑3
i=1 < U∇i V, Ui >= 0, por la proposición anterior,

se tiene que dF = 0. Además para todo campo D ∈ X(M) se verifica que

D∇F = D∇[c1
1(V ⊗ Ωg)] = c1

1[D∇V ⊗ Ωg + V ⊗D∇Ωg] = c1
1[D∇V ⊗ Ωg] = 0

siendo c1
1 el operador contracción de ı́ndices. Luego F es uniforme.

Si ahora F es un campo magnético uniforme en (M, g) y V su campo vectorial asociado,
F = iV Ωg, se comprueba que

0 = (D∇iV Ωg)(X, Y ) = C1
1 [D∇V ⊗ Ωg](X, Y ) = Ωg(D

∇V,X, Y )

para cualesquiera D,X, Y ∈ X(M) por lo que ∇V = 0.
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Teorema 2.4.1. Dado un campo magnético F en una variedad riemanniana tridimen-
sional (M, g), la ecuación de Lorentz puede escribirse

Dγ̇

dt
(t) = γ̇(t)× V (t)

siendo V el campo vectorial asociado a F de divergencia nula

Demostración. La fuerza de Lorentz asociada al campo magnético F = iV Ω verifica para
cualesquiera X, Y ∈ X(M)

< X, φ(Y ) >= F (X, Y ) = iV Ωg(X, Y ) = Ωg(V,X, Y ) = Ωg(X, Y, V ) =< X, Y × V >

Luego, φ(Y ) = Y × V , y la ecuación de Lorentz queda Dγ̇
dt

= φ(γ̇) = γ̇ × V .

Con las notaciones anteriores

Corolario 2.4.1. Toda curva integral del campo vectorial V que sea geodésica es una curva
magnética asociada al campo magnético F = iV Ωg. Y viceversa toda curva magnética de
F = iV Ωg cuyo campo velocidad sea proporcional al campo V es una geodésica de M .

Demostración. Si γ(t) es una curva integral de V , entonces γ̇(t) = V (t), por lo que
γ̇(t) × V (t) = 0 y si γ(t) es geodésica es obvio que verifica la ecuación de Lorentz. Lo
mismo ocurre si γ(t) y V (t) son proporcionales.

Consideremos ahora un campo vectorial magnético V ∈ X(M) y sea γ(t) una curva
magnética regular asociada a V . Denotemos por {T (t), N(t), B(t)} a su triedro de Frenet
y por κ(t) y τ(t) a su curvatura y torsión respectivamente. Teniendo en cuenta que el
módulo de la velocidad ‖ γ̇(t) ‖= v es constante, las ecuaciones de Frenet sobre dicha
curva magnética son

DT

dt
(t) = v κ(t)N(t)

DN

dt
(t) = −v κ(t)T (t) + v τ(t)B(t)

DB

dt
(t) = −v τ(t)N(t)

Proposición 2.4.3. La fuerza de Lorentz φ asociada a V sobre la curva magnética γ(t)
satisface:

1) φ(T (t)) = v κ(t)N(t)
2) φ(N(t)) = −v κ(t)T (t)− v ω(t)B(t)
3) φ(B(t)) = v ω(t)N(t)

donde ω(t) es la función ω(t) = 1
v
< V (t), T (t) > llamada quasi-pendiente de la curva.

Demostración. Se basa en la antisimetŕıa de φ y las fórmulas de Frenet.

Teorema 2.4.2. Una curva γ(t) de velocidad en módulo constante v, es una curva
magnética asociada al campo magnético V si y solo si

V|γ(t) ≡ V (t) = v
(
ω(t)T (t)− κ(t)B(t)

)
Como consecuencia V (t) se encuentra en el plano rectificante de γ(t).
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CAPÍTULO 2. CURVAS MAGNÉTICAS EN VARIEDADES RIEMANNIANAS

Demostración. Podemos escribir V =< V, T > T +< V,N > N + < V,B > B.
Como φ(T ) = T × V , usando el apartado 1) de la proposición anterior, vκN = T × V .
Entonces 0 =< T × V, V >= vκ < N, V > y como κ > 0, tiene que ser < N, V >= 0.
Por otro lado, vκ < N,N >=< T × V,N >= − < T ×N, V >= − < B, V >.
Obtenemos finalmente V =< V, T > T − vκB.
En el otro sentido es trivial comprobar que si γ(t) es una curva con ‖ γ̇(t) ‖= v y V =
v(ωT − κB), entonces Dγ̇

dt
= v2κN = (vT )× [vωT − vκB] = γ̇ × V .

Ejemplo 2.4.1. Utilizando las fórmulas de Frenet se pueden analizar aspectos de las
trayectorias magnéticas debidas a campos uniformes en variedades tridimensionles. Re-
cordemos que la curvatura y torsión de una curva parametrizada vienen dadas por

κ =
‖ γ̇ × Dγ̇

dt
‖

‖ γ̇ ‖3
, τ =

< γ̇ × Dγ̇
dt
, D

2γ̇
dt

>

‖ γ̇ × Dγ̇
dt
‖2

Antes de comenzar el estudio observemos que cuando el campo magnético es uniforme
hay ciertas cantidades que se conservan a lo largo de cualquiera de sus curvas magnéticas.
Sea V (t) la restricción del campo uniforme V sobre una curva magnética γ(t). Por ser V
uniforme, DV

dt
= 0, y como consecuencia ‖ V ‖= cte. También se cumple que ‖ γ̇ ‖= cte

por ser γ una curva magnética.
Por otro lado, la función f(t) :=< γ̇(t), V (t) > que es el módulo de la proyección ortogonal
de la velocidad γ̇(t) sobre el campo V (t) es también constante a lo largo de la trayectoria
magnética. En efecto,

d

dt
< γ̇, V >=<

Dγ̇

dt
, V > + < γ̇,

DV

dt
>=< γ̇ × V, V >= 0

De donde se deduce que ‖ γ̇ ‖‖ V ‖ cos(α(t)) = cte ⇒ α(t) = α0 es constante por serlo

‖ γ̇ ‖ y ‖V ‖, es decir el ángulo que forman V y γ̇ no vaŕıa. Por último veamos que ‖ D2γ̇
dt2
‖

también se conserva

D2γ̇

dt2
=
D

dt
(γ̇ × V ) =

Dγ̇

dt
× V + γ̇ × DV

dt
=
Dγ̇

dt
× V = (γ̇ × V )× V =

= −V × (γ̇ × V ) = − < V, V > γ̇+ < V, γ̇ > V = − ‖V ‖2 γ̇ + fV

Donde hemos usado que a×(b×c) =<a, c>b − <a, b>c. Entonces,

d

dt

∥∥∥Dγ̇
dt

∥∥∥2

=
d

dt
<
Dγ̇

dt
,
Dγ̇

dt
>= 2 <

D2γ̇

dt2
,
Dγ̇

dt
>= 2 < − ‖V ‖2 γ̇ + fV, γ̇ × V >= 0

Además usando que ‖a× b‖2=‖a‖2‖b‖2 − < a, b >2

∥∥∥Dγ̇
dt

∥∥∥2

=‖ γ̇ × V ‖2=‖ γ̇ ‖2‖V ‖2 − < γ̇, V >2=‖ γ̇ ‖2‖V ‖2 −f 2

Ahora ya estamos en disposición de estudiar la curvatura y la torsión de las diferentes
trayectorias

Si γ̇ × V = 0⇒ Dγ̇
dt

= 0⇒ γ es una geodésica de la variedad
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Supongamos que γ × V 6= 0 y f(t) 6= 0. Entonces

γ̇ × Dγ̇

dt
= γ̇ × (γ̇ × V ) =< γ̇, V > γ̇− ‖ γ̇ ‖2 V = fγ̇− ‖ γ̇ ‖2 V

De donde se deduce que < γ̇ × Dγ̇

dt
,
D2γ̇

dt2
>= −f

∥∥∥Dγ̇
dt

∥∥∥2

. Por otra parte,

∥∥γ̇ × Dγ̇

dt

∥∥ =‖ γ̇ ‖
∥∥Dγ̇
dt

∥∥ =‖ γ̇ ‖
√
‖ γ̇ ‖2‖V ‖2 −f 2

Con estas expresiones la curvatura y la torsión de las curvas magnéticas son cons-
tantes

κ =

√
‖ γ̇ ‖2‖V ‖2 −f 2

‖ γ̇ ‖2
; τ =

−f
‖ γ̇ ‖2

Por tanto,
κ

τ
= −

√
‖ γ̇ ‖2‖V ‖2 −f 2

f
es constante. En el caso eucĺıdeo, γ(t) es una

hélice ciĺındrica.

Supongamos que γ × V 6= 0 y f(t) = 0. Entonces, D2γ̇
dt

es proporcional a γ̇, por lo

que la torsión τ = 0 y la curvatura es constante y vale κ =
‖V ‖
‖ γ̇ ‖

. Luego, en el caso

eucĺıdeo γ es una circunferencia de radio R = ‖γ̇‖
‖V ‖ .

Ejemplo 2.4.2. Usando las herramientas antes vistas vamos a calcular las trayectorias
magnéticas en el espacio eucĺıdeo R3 asociadas a un campo vectorial paralelo al eje Z, es
decir, de la forma V (x, y, z) = f(x, y, z) ∂

∂z
, con la condición adicional de que f(x, y, z) > 0.

Como la divergencia de V es ∂f
∂z

, V es magnético si y solo si f = f(x, y)

Vamos a estudiar las posibles trayectorias magnéticas producidas por V = f(x, y) ∂
∂z

. Sin
pérdida de generalidad nos centraremos solo en la determinación de las curvas magnéticas
normales.
La fuerza de Lorentz determinada por V verifica

φ
( ∂
∂x

)
= −f ∂

∂y
φ
( ∂
∂y

)
= f

∂

∂x
φ
( ∂
∂z

)
= 0

Por tanto, si γ(s) = (x(s), y(s), z(s)) es una curva magnética normal y escribimos
f(x(s), y(s)) = f(s), entonces utilizando las referencias cartesianas a lo largo de la curva

φ(γ̇(s)) = (f(s) ẏ(s), −f(s) ẋ(s), 0)

La ecuación de Lorentz D
ds
γ̇ = φ(γ̇), es equivalente al sistema de ecuaciones diferenciales

ordinarias
..
x = fẏ

..
y = −fẋ ..

z = 0

Fijemos las condiciones iniciales γ(0) = (x0, y0, z0) y γ̇(0) = (u0, v0, w0). Dado que γ(s) es
normal, ‖ γ̇(s)‖2= 1 ∀s ⇒ ẋ2 + ẏ2 + ż2 = 1 = u2

0 + v2
0 +w2

0. Por otro lado, de la ecuación
..
z = 0 se deduce que ż = w0.

Se tiene pues que
∥∥∥Dγ̇
ds

∥∥∥2

= f 2(ẋ2 + ẏ2) = f 2(1 − ż2) = f 2(1 − w2
0). Observemos que
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si w0 = ±1, entonces Dγ̇
dt

= 0 y la curva magnética resultante es una geodésica eucĺıdea
(segmento de recta). Nótese que en esta situación la velocidad inicial γ̇(0) es paralela al
campo magnético y por tanto la fuerza de Lorentz es nula.

A partir de ahora supondremos que w2
0 < 1, y con ello la curvatura es

κ(s) =
∥∥∥Dγ̇
ds

(s)
∥∥∥ = f(s)

√
1− w2

0 > 0

Por otro lado se tiene

γ̇ × Dγ̇

ds
= (ẋ, ẏ, w0)× (fẏ,−fẋ, 0) = f(ẋ w0, ẏ w0, w

2
0 − 1)∥∥∥γ̇ × Dγ̇

ds

∥∥∥2

= f 2(w2
0(1− w2

0) + w4
0 − 2w2

0 + 1) = f 2(1− w2
0) = κ2(s)

El campo binormal de la curva es

B =
1

κ

(
γ̇ × Dγ̇

ds

)
=
f

κ
(ẋ w0, ẏ v0, w

2
0 − 1) =

1√
1− w2

0

(ẋ w0, ẏ v0, w
2
0 − 1)

de donde se sigue que
DB

ds
=
f

κ
(w0

..
x, w0

..
y, 0) =

fw0

κ

Dγ̇

ds
= fw0N

Entonces, la torsión de la curva es τ(s) = −f(s)w0 y teniendo en cuenta que la función
ω(s) es < T, V >=< γ̇, f ∂

∂z
>= f ż = fw0, llegamos a que τ(s) = −ω(s). Por el teorema

(2.4.2), V (s) = ω(s)T (s)− κ(s)B(s) = −τ(s)T (s)− κ(s)B(s).

Si w0 = 0 ⇒ la curva magnética es una curva plana, pues τ(s) = 0, con curvatura
κ(s) = f(s)

Si w0 6= 0 ⇒ la curvatura y torsión son funciones no nulas, pero
τ

κ
= ± w0√

1− w2
0

es constante. Por tanto, la curva magnética es una hélice ciĺındrica

Ejemplo 2.4.3. Estudiemos las curvas magnéticas normales en el grupo de Heisenberg
tridimensional, H3, que es la variedad R3 provista de la métrica g = dx2 + dy2 + η ⊗ η,
siendo η la forma de contacto η = dz + λ

2
(ydx− xdy) con λ un real no nulo.

Trabajaremos en la base ortonormal

U1 =
∂

∂x
− λy

2

∂

∂z
U2 =

∂

∂y
+
λx

2

∂

∂z
U3 =

∂

∂z

En [15] puede encontrarse la conexión de Levi-Civita respecto de esta base.

U∇1 U1 = 0 U∇1 U2 = λ
2
U3 U∇1 U3 = −tλ

2
U2

U∇2 U1 = −λ
2
U3 U∇2 U2 = 0 U∇2 U3 = λ

2
U1

U∇3 U1 = −λ
2
U2 U∇3 U2 = λ

2
U1 U∇3 U3 = 0

Además, [U1, U2] = λU3, [U2, U3] = [U3, U1] = 0
Nuestro campo magnético será la 2-forma cerrada F = qdη, con q 6= 0, y la fuerza

de Lorentz vendrá dada por φ = qϕ, donde ϕ es el (1-1)-campo tensorial definido por
ϕ(U1) = U2, ϕ(U2) = −U1, ϕ(U3) = 0.
Se puede comprobar que dη(X, Y ) = λ

2
< X,ϕ(Y ) > para cualesquiera X, Y ∈ X(H3).
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Como veremos a continuación una curva γ(s) parametrizada por la longitud de arco es
una curva magnética asociada al campo magnético F si y solo si se da uno de los siguientes
casos:

1) γ(s) es una geodésica obtenida como curva integral de U3.

2) γ(s) es una circunferencia de curvatura κ = |q| senα, donde α = arccos(− λ
2q

) es el

ángulo entre γ̇ y U3 (ángulo de contacto).

3) γ(s) es una hélice con κ = |q| y τ = λ
2
.

4) γ(s) es una hélice inclinada con κ = |q| senα y τ = λ
2

+ q cosα donde α ∈ (0, π).

En efecto, sea {T (s) = γ̇(s), N(s), B(s)} el triedro de Frenet de la curva magnética γ(s),
Si γ es una geodésica, entonces φ(T ) = 0, es decir, T (s) es proporcional a U3(s). Como
ambos son unitarios T = ±U3 y se llega a 1).
Consideremos el caso general en el que T (s) no sea proporcional a U3(s). Podemos para-
metrizar

T (s) = senα(s) cos β(s)U1(s) + senα(s) sen β(s)U2(s) + cosα(s)U3(s) (2.1)

con senα 6= 0. Entonces,

DT

ds
=
(
α̇ cosα cos β − senα sen β(β̇ − λ cosα)

)
U1(s)+

+
(
α̇ cosα sen β + senα cos β(β̇ − λ cosα)

)
U2(s)− α̇ senαU3(s)

Usando la definición de ϕ, se comprueba que ϕ(T ) = − senα sen βU1 + senα cos βU2. Y
como γ es una curva magnética, DT

ds
= qϕ(T ) obteniendo el sistema

α̇ cosα cos β − senα sen β(β̇ − λ cosα) = −q senα sen β

α̇ cosα sen β + senα cos β(β̇ − λ cosα) = q senα cos β
α̇ senα = 0

De la última se deduce que α̇ = 0 y asumamos que senα > 0, es decir, que α ∈ (0, π).
De las otras dos ecuaciones se puede obtener que β(s) = (λ cosα + q)s + c con c ∈ R.
Entonces, DT

ds
= −q senα sen βU1 + q senα cos βU2. Luego su curvatura es

κ(s) =
∥∥∥DT
ds

∥∥∥ = |q| senα

que es constante. Por otro lado el campo normal a la curva es

N =
1

κ

DT

ds
= sig(q)(− sen βU1(s) + cos βU2(s))

Se tiene que DN
ds

= sig(q)[− cos β(λ
2

cosα+q)U1− sen β(λ
2

cosα+q)U2 + λ
2

senαU3], donde

hemos utilizado que β̇ = q+ λ cosα. Sabiendo que por definición U1×U2 = U3, el campo
binormal B se expresa

B = T ×N = sig(q)(− cosα cos βU1(s)− cosα sen βU2(s) + senαU3(s))

Como DN
ds

= −κT + τB, llegamos a que la torsión se puede expresar

λ

2
sig(q) = −|q| cosα + sig(q)τ(s)
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CAPÍTULO 2. CURVAS MAGNÉTICAS EN VARIEDADES RIEMANNIANAS

Si γ es una curva con ángulo de contacto π
2
, (en tal caso se denomina curva de Legendre),

entonces es una hélice de curvatura κ = |q| y torsión τ = λ
2
.

Si el ángulo de contacto de γ no es π
2
, entonces es una hélice inclinada con κ = |q| senα y

τ = λ
2

+ q cosα. Con esto probamos 3) y 4). Para probar 2) basta con considerar el caso
bidimensional en el que τ = 0 y por tanto, cosα = − λ

2q

Rećıprocamente, si se dan los casos 1), 2), 3) y 4) demostremos que γ es una curva
magnética.
Si estamos en las condiciones de 4), entonces T es de la forma (2.1) y se puede probar
que ϕ(T ) = sig(q) senαN (ver [19] para más detalle). Deduciéndose que DT

ds
= qϕ(T ).

Tomando α = π
2

obtenemos que el caso 3) lo cumple y tomando α = arccos(− λ
2q

) también

el caso 2).
Con esto concluimos la demostración y podemos dar la expresión en coordenadas carte-
sianas de las curvas magnéticas.
Si γ(s) = (x(s), y(s), z(s)) es una curva magnética en H3, entonces

T (s) = senα cos β(s)U1(s) + senα sen β(s)U2(s) + cosαU3(s) = senα cos β(s)
( ∂
∂x

)
γ(s)

+

+ senα sen β(s)
( ∂
∂y

)
γ(s)

+
(λ

2
x(s) senα sen β(s)− λ

2
y(s) senα cos β(s) + cosα

)( ∂
∂z

)
γ(s)

con β(s) = vs + c donde v = λ cosα + q. Integrando el sistema γ̇(s) = T (s) obtenemos
(ver [19])

A)


x(s) = 1

v
senα sen(vs+ c) + d1

y(s) = − 1
v

senα cos(vs+ c) + d2

z(s) = (cosα + λ
2v

sen2 α)s− λ
2v
d1 senα cos(vs+ c)− λ

2v
d2 senα sen(vs+ c) + d3

donde v 6= 0 y c, d1, d2, d3 ∈ R

B)


x(s) = (senα cos c)s+ d4

y(s) = (senα sen c)s+ d5

z(s) = (−q
λ

+ λ
2

senα(d4 sen c− d5 cos c))s+ d6

donde c, d4, d5, d6 ∈ R y v = 0, es decir, α = arccos(− q
λ
)

2.4.1. Campos Killing magnéticos en variedades tridimensionales

Un campo de Killing K en una variedad riemanniana n-dimensional (Mn, g) es un cam-
po vectorial que genera flujos locales de isometŕıas, esto es KLg = 0. Se puede comprobar
haciendo uso de las propiedades de la derivada de Lie y de la conexión de Levi-Civita que

(KLg)(X, Y ) =< X∇K,Y > + < Y ∇K,X >= 0 ∀X, Y ∈ X(M)

En un abierto U coordenado por {q1, ..., qn}, K será Killing si y solo si

<
∂

∂qi

∇
K,

∂

∂qj
> + <

∂

∂qj

∇
K,

∂

∂qi
>= 0 ;∀i, j = 1, ..., n (2.2)

Ejemplo 2.4.4. Consideremos el campo magnético f(x, y, z) ∂
∂z

del ejemplo (2.4.2). Vamos
a estudiar como tiene que ser f para que V sea un campo de Killing. Aplicando la condición
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(2.2) V será Killing si y solo si

<
∂V

∂x
,
∂

∂z
> + <

∂V

∂z
,
∂

∂x
>= 0⇒ ∂f

∂x
= 0

<
∂V

∂y
,
∂

∂z
> + <

∂V

∂z
,
∂

∂y
>= 0⇒ ∂f

∂y
= 0

<
∂V

∂z
,
∂

∂z
> + <

∂V

∂z
,
∂

∂z
>= 0⇒ ∂f

∂z
= 0

Es decir, V es Killing si y solo si V = a ∂
∂z

con a ∈ R no nulo. Sustituyendo f(x, y) = a en
el ejemplo (2.4.2) obtenemos como posibles trayectorias magnéticas rectas, circunferencias
y hélices con curvatura y torsión constantes.

El siguiente resultado puede encontrarse en numerosos libros de geometŕıa riemannia-
na.

Proposición 2.4.4. Un campo Killing K en una variedad riemanniana (Mn, g) tiene
módulo constante si y solo si cada curva integral de K es una geodésica en (Mn, g)

En esta sección nos vamos a centrar en el estudio de los campos Killing magnéticos en
variedades tridimensionales.
Sea (M, g) una variedad riemanniana de dimensión 3 y sea K un campo de Killing.

Observemos que en coordenadas {q1, q2, q3}, div(K) =
∑3

i=1 <
∂
∂qi

∇
K, ∂

∂qi
>= 0. Luego,

todo campo Killing tiene divergencia nula. Como consecuencia, todo campo Killing es
magnético. En particular, los campos magnéticos uniformes son de Killing. Todo esto
muestra que los campos magnéticos Killing constituyen una familia importante de campos
magnéticos.

Teorema 2.4.3. Un campo magnético V en la variedad (M, g) es Killing si y solo si para
cualquier curva magnética γ(t) el producto < V (t), γ̇(t) > es constante a lo largo de γ(t).

Demostración. Sea V un campo Killing magnético. Entonces, a lo largo de cualquier curva
magnética tenemos que < γ̇∇V, γ̇ >= 0. Por otro lado, Dγ̇

dt
= γ̇∇γ̇ = φ(γ̇) = γ̇× V . Luego

d

dt
< V, γ̇ >=< γ̇∇V, γ̇ > + < V, γ̇∇γ̇ >= 0

Probemos el rećıproco. Sean p ∈ M y v ∈ TpM . Tomemos una curva magnética γ con
condiciones iniciales γ(0) = p, γ̇(0) = v. Tenemos

0 =
d

dt
< V, γ̇ >=< γ̇∇V, γ̇ > + < V, γ̇ × V >=< γ̇∇V, γ̇ >

Por tanto, < v∇V, v >= 0 y como v ∈ TpM es cualquiera se concluye que V es de
Killing

Ejemplo 2.4.5. Sabemos que el conjunto de los campos Killing del espacio eucĺıdeo
R3, K(R3), es una R-álgebra de dimensión 6 respecto del paréntesis de Lie generada
por {∂x, ∂y, ∂z, z∂y − y∂z, z∂x − x∂z,−y∂x + x∂y}, (ver [21] p.270), donde los 3 primeros
generan las traslaciones a lo largo de los ejes de coordenadas y los 3 últimos generan los
giros alrededor de los ejes de coordenadas.
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Utilizando las mismas técnicas que en el ejemplo (2.4.2) es trivial comprobar que las
posibles trayectorias magnéticas generadas por los campos {∂x, ∂y, ∂z} son rectas,
circunferencias y hélices circulares.

Para los giros tenemos otras curvas. En concreto en [11] se prueba que las trayectorias
debidas al campo −y∂x + x∂x son:

A) Curvas planas situadas en una banda vertical.

B) Hélices circulares.

C) Curvas parametrizadas por
x(t)=ρ(t) cos(θ(t)), y(t) = ρ(t) sen(θ(t)), z(t) = −1/2

∫ t
cte
ρ(ζ)dζ

donde ρ y φ satisfacen (dρ
2

dt
)2 + P (ρ2(t)) = 0 y ρ(t)2θ̇(t) = cte con P un

polinomio de grado 3.

Ejemplo 2.4.6. Probaremos que las curvas magnéticas normales γ(s) de un campo Killing
magnético V unitario en la esfera S3 eucĺıdea son curvas con curvatura y torsión constantes

κ(s) =
√

1− ω2
0 τ(s) = −(1 + ω0)

donde ω0 es la cuasi-pendiente, es decir, son hélices con eje las trayectorias (ćırculos
máximos) de V .

Por el teorema (2.4.2), el campo vectorial V puede escribirse V = ωT−κB en cualquier
punto de γ(s). Ahora bien, sabemos que ω = ω0 es constante por ser V Killing. Como V
es un campo vectorial de módulo unidad, se tiene 1 =< V, V >= ω2

0 + κ2, y por tanto,
κ(s) = κ0 =

√
1− ω2

0. Entonces,

V (s) = ω0T (s) +
√

1− ω0B(s)

a lo largo de γ(s). Se puede comprobar (ver [7]) que para todo campo X ∈ X(S3), se
verifica X∇V = V × X. Esto implica que γ̇∇V = V × γ̇ = (ω0T − k0B) × T = −k0N .
Por otro lado, γ̇∇V = γ̇∇(ω0T − k0B) = ω0k0N − k0(−τN) = k0(ω0 + τ)N . Despejando,
τ(s) = −(1 + ω0), como queŕıamos demostrar
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Caṕıtulo 3

Aspectos geométricos del flujo
magnético

3.1. La geometŕıa del fibrado tangente de una

variedad riemanniana

Recogemos en esta sección algunos aspectos de la geometŕıa diferencial del fibrado
tangente de una variedad riemanniana que nos servirán para formular el denominado
flujo magnético asociado a un campo magnético sobre una variedad riemanniana.

3.1.1. Descomposición del fibrado tangente en los subfibrados horizontal y
vertical

Sea (M, g) una variedad riemanniana n-dimensional y π : TM → M su fibrado tan-
gente. En coordenadas fibradas la proyección tangente π∗,(p,v) : T(p,v)(TM)→ TpM viene
dada por

π∗,(p,v)

( ∂

∂qi

∣∣∣
(p,v)

)
=
( ∂

∂qi

)
p

π∗,(p,v)

( ∂

∂q̇i

∣∣∣
(p,v)

)
= 0p i = 1, ..., n

Para cada (p, v) ∈ TM , se define el subespacio vertical en dicho punto como

V(p,v)(TM) := ker π∗,(p,v) = {ξ(p,v) ∈ T(p,v)(TM) / π∗,(p,v)(ξ(p,v)) = 0p}

V(p,v) es el espacio tangente a la fibra π−1(p) ' TpM ⊂ TM en el punto (p, v).

Definición 3.1.1. Diremos que un campo vectorial ξ ∈ X(TM) es vertical si ∀(p, v) ∈
TM , se cumple que ξ(p,v) ∈ V(p,v)(TM).

Es trivial comprobar que localmente, los campos verticales son de la forma ξ =∑n
i=1 Fi

∂
∂q̇i

con Fi ∈ C∞(M)

Definición 3.1.2. Una curva σ : I → TM en el fibrado tangente se dice vertical si su
velocidad σ̇(t) en cada punto es un vector vertical.

Proposición 3.1.1. El conjunto de campos verticales de TM es un C∞(TM)-módulo que
define una distribución involutiva de rango n denominada distribución vertical.
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Proposición 3.1.2. Sea V (TM) =
⊔

(p,v)∈TM V(p,v)(TM). Entonces, V (TM) es un sub-

fibrado vectorial de T (TM) de rango n denominado subfibrado vertical.

Proposición 3.1.3. La siguiente sucesión de fibrados vectoriales sobre la variedad TM

0 −→ V (TM) −→ T (TM)
π∗−−→ π∗(TM) −→ 0

es exacta

A continuación veamos como la conexión de Levi-Civita ∇ de (M, g) permite deter-
minar de manera diferenciable un complementario al subespacio vertical V(p,v)(TM) en
cada (p, v).

Para cada (p, v) ∈ TM definimos la aplicación

K(p,v) : T(p,v)(TM) −→ TpM
ξ(p,v) 7−→ K(p,v)(ξ(p,v)) = (γ̇∇Z)(0)

Siendo γ̄ : (−ε, ε)→ TM , con γ̄(t) = (γ(t), Z(t)), una curva arbitraria adaptada a ξ(p,v),
esto es, verificando que γ̄(0) = (p, v) y ˙̄γ(0) = ξ(p,v).

Figura 3.1: Aplicación de conexión

Esta aplicación está bien definida y no depende de la curva γ̄ elegida. En efecto,
utilizando coordenadas locales si ξ(p,v) =

∑
i αi(

∂
∂qi

)(p,v) + βi(
∂
∂q̇i

)(p,v) y dado que toda

curva parametrizada γ̄(t) = (γ(t), Z(t)) = (q1(t), ..., qn(t), Z1(t), ..., Zn(t)) en el fibrado
tangente define un campo vectorial Z(t) =

∑n
i=1 Zi(t)(

∂
∂qi

)γ(t) ∈ X(γ(t)) con soporte la

curva γ(t), la condición γ̄(0) = (p, v) implica que γ(0) = p y Z(0) = v ∈ TpM . Teniendo
en cuenta que ˙̄γ(t) =

∑
i qi(t)(

∂
∂qi

)γ(t) +
∑

i
d
dt
Zi(t)(

∂
∂q̇i

)γ̄(t), entonces un cálculo sencillo
demuestra que

(γ̇∇Z)(0) =
n∑
k=1

[dZk
dt

(0)+
n∑

i,j=1

Γkij(p)Zi(0)
dqj
dt

(0)
]( ∂

∂qk

)
p
=

n∑
k=1

[
βk+

n∑
i,j=1

Γkij(p)viαj

]( ∂

∂qk

)
p

con v =
∑

i vi(
∂
∂qi

)p. De estas expresiones vemos que K(p,v)(ξ) = (γ̇∇Z)(0) no depende
mas que del ξ(p,v) tomado y no de la curva γ̄.
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Lema 3.1.1. Para cada (p, v) ∈ TM , la aplicación K(p,v) : T(p,v)(TM) → TpM es lineal
y cumple que kerK(p,v) ∩ V(p,v)(TM) = {0}.

Demostración. Las anteriores expresiones de K(p,v) en coordenadas locales demuestran
que es lineal. Para ver que la intersección del enunciado es nula solo hay que tener en
cuenta que los vectores

(Ei)(p,v) :=
( ∂

∂qi

)
(p,v)
−

n∑
j,k=1

Γkij(p)vj

( ∂

∂q̇k

)
(p,v)

i = 1, ..., n

donde v =
∑

i vi(
∂
∂qi

)p, forman una base de kerK(p,v). Teniendo en cuenta que son indepen-

dientes a los vectores {( ∂
∂q̇1

)(p,v), ..., (
∂
∂q̇n

)(p,v)}, que son base de V(p,v)(TM), se concluye.

Definición 3.1.3. A la aplicación lineal K(p,v) : T(p,v)(TM)→ TM se le llama aplicación
de conexión en el punto (p, v) inducida por la conexión ∇.

Proposición 3.1.4. La aplicación de conexión en cada punto del fibrado tangente induce
un morfismo de fibrados vectoriales sobre el fibrado tangente TM

K : T (TM)→ π∗(TM)

donde K(ξ(p,v)) = K(p,v)(ξ(p,v)), denominada morfismo de conexión o de Dombrowski aso-
ciado a la conexión de Levi-Civita de (M, g).

Definición 3.1.4. Se llama subespacio horizontal en el punto (p, v) ∈ TM al subespacio
n-dimensional de T(p,v)TM dado por

H(p,v)(TM) = kerK(p,v)

Definición 3.1.5. Diremos que un campo vectorial ξ ∈ X(TM) es horizontal si ∀(p, v) ∈
TM , se cumple que ξ(p,v) ∈ H(p,v)(TM).

Proposición 3.1.5. El conjunto de campos horizontales de TM es un C∞(TM)-módulo
que define una distribución (en general no involutiva) de rango n denominada distribución
horizontal.

Proposición 3.1.6. Con las notaciones anteriores se verifica que, localmente, los campos
Ej = ∂

∂qj
−
∑

k,i(Γij ◦ γ)kq̇i
∂
∂q̇k

, con j = 1, ..., n, son base del módulo de los campos

horizontales.

Del lema 3.1.1 es inmediato que

Proposición 3.1.7. Sea H(TM) =
⊔

(p,v)∈TM H(p,v). Entonces, H(TM) es un subfibrado

vectorial de T (TM) de rango n denominado subfibrado horizontal asociado a la conexión
de Levi-Civita de (M, g)

Proposición 3.1.8. La siguiente sucesión de fibrados vectoriales sobre la variedad TM

0 −→ H(TM) −→ T (TM)
K−−→ π∗(TM) −→ 0

es exacta.
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Proposición 3.1.9. Para cada punto (p, v) ∈ TM se tiene

T(p,v)(TM) = H(p,v)(TM)⊕ V(p,v)(TM)

De esta manera, todo ξ(p,v) ∈ T(p,v)TM descompone de manera única en su parte
horizontal y en su parte vertical ξ(p,v) = ξH(p,v) + ξV(p,v) donde ξH(p,v) = π∗,(p,v)(ξ(p,v)) ∈ H(p,v)

y ξV(p,v) = K(p,v)(ξ(p,v)) ∈ V(p,v)(TM).

Corolario 3.1.1. La aplicación j(p,v) : T(p,v)TM → TpM×TpM definida por j(p,v)(ξ(p,v)) =
(π∗,(p,v)(ξ(p,v)), K(p,v)(ξ(p,v))) es un isomorfismo lineal.

Proposición 3.1.10. La aplicación (π∗, K) : T (TM) → π∗(TM) ⊕ π∗(TM) es un iso-
morfismo de fibrados vectoriales sobre TM .

Definición 3.1.6. Llamamos levantamiento vertical a la aplicación

Lvert : X(M) → X(TM)
D 7→ Lvert(D) ≡ DV ∈ X(TM)

donde DV es el único campo vertical de TM tal que ∀f ∈ C∞(M), (DV f̃) = (Df)◦π siendo
f̃ ∈ C∞(TM) la función lineal en fibra definida por f̃(p, v) = Vp(f) con Vp = (p, v) ∈ TM .

Localmente siD =
∑n

i=1 fi
∂
∂qi

yDV es de la forma
∑n

i=1 Fi
∂
∂q̇i

, por ser vertical, entonces

teniendo en cuenta que q̃i = q̇i, se tiene que Fi = DV (q̇i) = DV q̃i = (Dqi) ◦ π = fi ◦ π y
como consecuencia

DV =
n∑
i=1

(fi ◦ π)
∂

∂q̇i

Observando esta expresión en coordenadas es fácil ver que

π∗,(p,v)[(D
V )(p,v)] = 0p K(p,v)[(D

V )(p,v)] =
n∑
i=1

fi(p)
( ∂
∂qi

)
p

= Dp

Definición 3.1.7. Llamamos levantamiento horizontal a la aplicación

Lhor : X(M) → X(TM)
D 7→ Lhor(D) ≡ DH ∈ X(TM)

donde para cada (p, v) ∈ TM , (DH)(p,v) = ˙̄γ(0), siendo γ̄(t) = (γ(t), Z(t)) una curva en
TM definida por.

1) γ : (−ε, ε)→M es una curva parametrizada tal que γ(0) = p y γ̇(0) = Dp

2) Z(t) es el transporte paralelo de v ∈ TpM a lo largo de γ(t).

Utilizando argumentos similares a los utilizados en la definición del morfismo de
conexión es fácil ver que esta definición no depende de la curva γ utilizada y que si
D =

∑
i fi

∂
∂qi

, su expresión en coordenadas viene dada por

DH =
n∑
j=1

fj
∂

∂qj
−

n∑
k,i,j=1

Γkij q̇ifj
∂

∂q̇k
=

n∑
j=1

fjEj

Con Ej = ∂
∂qj
−
∑

k,i Γ
k
ij q̇i

∂
∂q̇k

. Observando la expresión en coordenadas de DH
(p,v) se com-

prueba que

π∗,(p,v)[(D
H)(p,v)] = Dp K(p,v)[(D

H)(p,v)] = 0p
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Corolario 3.1.2. Las aplicaciones π∗,(p,v) : H(p,v)(TM) → TpM y K(p,v) : V(p,v)(TM) →
TpM son isomorfismos lineales cuyos inversos son los levantamientos horizontal y vertical
respectivamente.

Figura 3.2: Descomposición del fibrado tangente en los subfibrados horizontal y vertical

Corolario 3.1.3. Los levantamientos vertical y horizontal definen isomorfismos de fibra-
dos vectoriales sobre TM

Lhor : π∗(TM)→ H(TM) Lvert : π∗(TM)→ V (TM)

y con ello se da sucesión exacta de fibrados vectoriales

0 −→ T (TM)
(π∗,K)−−−−→ π∗(TM)⊕ π∗(TM)

(Lhor,Lvert)−−−−−−−→ H(TM)⊕ V (TM) −→ 0

Dado cualquier campo ξ ∈ X(M), los isomorfismos anteriores nos permitirán identificar
en lo que sigue los siguientes campos vectoriales

ξ ≡ (π∗(ξ), K(ξ)) ≡ (Lhor(π∗(ξ)), Lvert(K(ξ))) = (ξH , ξV )

Observación 3.1.1. Se tiene que Lhor(v) = ˙̃γ(p,v)(0) = ξG(p,v). De este hecho se deduce que

el campo geodésico ξG ∈ TM es el único campo horizontal verificando que π∗,(p,v)(ξ
G
(p,v)) =

v ∈ TpM ∀(p, v) ∈ TM .
Análogamente el campo de Liouville, ξLiouv ∈ X(TM) se define como el único campo
vertical verificando que K(p,v)(ξ

Liouv
(p,v) ) = v ∀(p, v) ∈ TM . Entonces, para todo (p, v) ∈ TM

es ξLiouv(p,v) = LV (v) =
∑

i vi(
∂
∂q̇i

)(p,v) y con ello ξLiouv =
∑

i q̇i
∂
∂q̇i

.

3.1.2. Métrica de Sasaki, estructura casi-compleja y estructura simpléctica
en el fibrado tangente de una variedad riemanniana

Definición 3.1.8. La métrica de Sasaki, ĝ, en el fibrado tangente TM , es la métrica
riemanniana definida por

<< ξ, η >>:=< π∗(ξ), π∗(η) > + < K(ξ), K(η) > ∀ξ, η ∈ X(TM)
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Teniendo en cuenta que H(TM) = kerK y V (TM) = kerπ∗, es trivial comprobar que
los campos verticales y horizontales son ortogonales respecto de la métrica de Sasaki.
Veamos su expresión en las coordenadas locales que venimos utilizando. Si {Ei, ∂

∂q̇i
} es la

base local de X(TM) vista antes y {θi = dq̇i +
∑

j,k Γijkq̇kdqj, dq̇i} su base dual.

<< Ei, Ej >>=<
( ∂

∂qi

)
,
( ∂

∂qj

)
>= gij

<<
( ∂

∂q̇i

)
,
( ∂

∂q̇j

)
>>=<

( ∂

∂qi

)
,
( ∂

∂qj

)
>= gij

<< (Ei),
( ∂

∂q̇j

)
>>= 0

De lo que se deduce que localmente ĝ =
∑n

i,j=1[gijdqi ⊗ dqj + gijθi ⊗ θj].

A partir de la identificación T (TM) ' H(TM) ⊕ V (TM) podemos introducir una
estructura casi compleja (en general no integrable, véase [10]) en TM . Dado (p, v) ∈ TM
definimos J ∈ T 1

1 (TM) mediante

J(p,v) : T(p,v)TM −→ T(p,v)TM
ξ(p,v) = (ξH(p,v), ξ

V
(p,v)) 7−→ (−ξV(p,v), ξ

H
(p,v))

Observemos que J(p,v) rota el espacio horizontal al vertical y viceversa. En particular,
J(p,v) es una isometŕıa para la métrica de Sasaki y además J2

(p,v) = −IdT(p,v)TM . Equiva-
lentemente, se tiene

J(ξ) = J(ξH , ξV ) = J(Lhor(π∗(ξ)), Lvert(K(ξ))) = (−Lvert(K(ξ)), Lhor(π∗(ξ)) = (−ξV , ξH)

Con las notaciones precendentes es trivial comprobar que

Proposición 3.1.11. J(Ei) = ∂
∂q̇i

y J( ∂
∂q̇i

) = −Ei.

Haciendo uso de la métrica de Sasaki y de la estructura quasi-compleja J , podemos
dotar a TM de una estructura simpléctica Ω ∈ Λ2(TM) definida por

Ω(ξ, η) :=<< J(ξ), η >>=< π∗(ξ), K(η) > − < K(ξ), π∗(η) > ∀ξ, η ∈ X(TM)

Es fácil comprobar que Ω es antisimétrica y no degenerada. A continuación veremos que
Ω es exacta y con ello cerrada, concluyendo aśı que es una forma simpléctica.

Definición 3.1.9. Llamamos 1-forma de Poincaré a la 1-forma Θ del fibrado tangente
TM definida por

Θ(ξ) :=<< ξ, ξG >>

Esto es, ∀(p, v) ∈ TM , Θ(p,v)(ξ(p,v)) =<< ξ(p,v), ξ
G
(p,v) >>(p,v)=< π∗,(p,v)(ξ(p,v)), v >p

Localmente Θ =
∑

i,j gij q̇i dqj. Observemos también que Θ(p,v) anula V(p,v)(TM).
La 1-forma de Poincaré y la 2-forma simpléctica en TM están relacionadas por

Proposición 3.1.12. Ω = −dΘ
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Demostración. Probaremos que sus respectivas expresiones en coordenadas coinciden. Te-
niendo en cuenta que J(Ei) = ∂

∂q̇i
y J( ∂

∂q̇i
) = −Ei, tenemos

Ω(Ei, Ej) =<<
∂

∂q̇i
, Ei >>= 0

Ω(
∂

∂q̇i
,
∂

∂q̇j
) =<< −Ei,

∂

∂q̇j
>>= 0

Ω(Ei,
∂

∂q̇j
) =<<

∂

∂q̇i
,
∂

∂q̇j
>>= gij

Luego, Ω = −
∑
i,j

gij θi ∧ dqj = −
∑
i,j

gij dq̇i ∧ dqj −
∑
i,j,k

∂gij
∂qk

q̇i dqk ∧ dqj

Dado que Θ =
∑
i,j

gij q̇i dqj se tiene que dΘ =
∑
i,j

gij dq̇i ∧ dqj +
∑
i,j,k

∂gij
∂qk

q̇i dqk ∧ dqj

El siguiente resultado muestra que el campo geodésico, ξG, es el campo vectorial
hamiltoniano para la función de enerǵıa cinética H ∈ C∞(TM) definida por, H(p, v) =
1
2
‖v‖2, con respecto a la forma simpléctica Ω anterior.

Lema 3.1.2. dH = iξGΩ

Demostración. Sea γ̄(t) = (γ(t), Z(t)) una curva adaptada a ξ(p,v) ∈ T(p,v)TM . Entonces
se tiene que d(p,v)H(ξ(p,v)) = d

dt |t=0
H(γ̄(t)) = 1

2
d
dt |t=0

< Z(t), Z(t) >=< (γ̇∇Z)(0), Z(0) >=

< K(p,v)(ξ(p,v)), v >.

Por otro lado, Ω(p,v)(ξ
G
(p,v), ξ(p,v)) =< π∗,(p,v)(ξ

G
(p,v)), K(p,v)(ξ(p,v)) >=< v,K(p,v)(ξ(p,v)) >

Corolario 3.1.4. El flujo geodésico conserva la forma simpléctica Ω de TM .

Demostración. Por la fórmula de Cartan, (ξG)LΩ = iξGdΩ + diξGΩ = d(dH) = 0 y por
tanto, Ω es invariante por el flujo geodésico.

Observación 3.1.2. Hemos visto que el fibrado tangente de una variedad rieamanniana,
TM , tiene una estructura simpléctica. Sin embargo, esta depende de la métrica rieman-
niana de M . Es bien conocido que el fibrado cotangente π̄ : T ∗M → M de cualquier
variedad (riemanniana o no) posee una estructura simpléctica canónica Ωcanon definida
como Ωcanon = −dΘcanon donde Θcanon es la 1-forma canónica dada por

Θcanon
(p,ω) (ξ(p,ω)) := Θ(π̄∗,(p,ω)(ξ(p,ω)))

donde (p, ω) ∈ T ∗M y ξ(p,ω) ∈ T(p,ω)(T
∗M).

Si pg : TM ' T ∗M es el difeomorfismo de polaridad riemanniana, se dan las relaciones
Θ = p∗g(Θ

canon) y Ω = p∗g(Ω
canon). Luego, pg es un simplectomorfismo entre las variedades

simplécticas (TM,Ω) y (T ∗M,Ωcanon) (véase [20] para los detalles)
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3.2. Flujo magnético y aplicación exponencial

magnética

Sea (M, g) una variedad riemanniana completa n-dimensional. Dado un campo magnéti-
co F en M , denotaremos por γF(p,v)(t) a la única curva magnética con respecto a F que
en t = 0 pasa por p ∈ M con velocidad v ∈ TpM . La condición de completitud de M
garantiza que dicha curva está definida en todo R.

Definición 3.2.1. El flujo magnético asociado a F en una variedad riemanniana completa
(M, g) es la familia uniparamétrica de difeomorfismos {τFt }t∈R definida por

τFt : TM −→ TM
(p, v) 7−→ τFt (p, v) = (γF(p,v)(t), γ̇

F
(p,v)(t))

Determinemos el campo que genera este flujo. Sea {q1, ..., qn, q̇1, ..., q̇n} un sistema
de coordenadas fibradas en el abierto π−1(U) ⊆ TM . La curva γ̃(t) = (γ(t), γ̇(t)) =
(q1(t), ..., qn(t), q̇1(t), ..., q̇n(t)), donde qk(t) ≡ qk ◦ τFt y q̇k(t) = q̇k ◦ τFt , será una curva
magnética en TM si satisface las ecuaciones

dqk
dt

(t) = q̇k(t)

dq̇k
dt

(t) = −
n∑

i,j=1

Γkij(t)q̇i(t)q̇j(t) +
n∑
r=1

φrk(t)q̇r(t)

donde φ es la fuerza de Lorentz asociada a F . El generador infinitesimal ξF del flujo

magnético, definido por ξF(p,v) =
dτFt (p,v)

dt |t=0
, se expresa en π−1(U) por

ξF =
n∑
k=1

q̇k
∂

∂qk
+

n∑
k,i,j,r=1

(φrkq̇r − Γkij q̇iq̇j)
∂

∂q̇k
(3.1)

Al ser (M, g) completa, este campo globaliza a todo TM .

Observación 3.2.1. La curva integral del campo ξF que para t = 0 pasa por el punto
(p, v) es γ̃F(p,v)(t) = (γF(p,v)(t), γ̇

F
(p,v)(t)), es decir, ˙̃γF(p,v)(t) = ξF(p,v). Utilizando los conocidos

resultados sobre el flujo (global) de campos vectoriales de una variedad diferenciable
completa garantizan la condición uniparamétrica, τFt+s = τFt ◦ τFs , del flujo magnético.

Proposición 3.2.1. El flujo magnético τF deja invariante el fibrado tangente esférico
SrM = {(p, v) ∈ TM / ‖v‖= r2}

Demostración. ∀t ∈ R y ∀(p, v) ∈ SrM , τFt (p, v) = (γF(p,v)(t), γ̇
F
(p,v)(t)) con ‖ γ̇F(p,v)(t) ‖=

‖v‖ = r2 ⇒ τFt (p, v) ∈ SrM

Observación 3.2.2. Existen muchas similitudes entre el flujo geodésico τG y el magnético
τF en una variedad riemanniana. Una de las principales diferencias radica en la propiedad
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de homegeneidad que ya vimos que es satisfecha por las curvas geodésicas, pero no por
las curvas magnéticas. Aśı para cada λ ∈ R el flujo geodésico satisface la identidad

τGt (p, λv) = (γ(p,λv)(t), γ̇(p,λv)(t)) = (γ(p,v)(λt), λγ̇(p,v)(λt)) = λτGλt(p, v)

siendo γ(p,v)(t) la geodésica que para t = 0 pasa por p ∈M , con velocidad v ∈ TpM .
Este no es el caso para las curvas magnéticas pues si γ(t) es una curva magnética asociada
a un campo F , γ(λt) no será la curva magnética asociada al campo F sino al campo λF .
Aśı se tiene la identidad.

τλFt (p, λv) = (γλF(p,λv)(t), γ̇
λF
(p,λv)(t)) = (γF(p,v)(λt), γ̇

F
(p,v)(λt)) = λτFλt(p, v)

Se tiene aśı que si ‖v‖ 6= 0, γF(p,v)(t) = γ
F
‖v‖
(p, v‖v‖ )(‖ v ‖ t). Luego, modificando el campo

magnético siempre podemos restringirnos al estudio de las curvas magnéticas normales.

Definición 3.2.2. Llamaremos aplicación exponencial magnética en el punto p ∈ M
asociada al campo magnético F a la aplicación

expFp : TpM −→ M
v 7−→ expFp (v) =

{
γF(p, v‖v‖ )(‖v‖) si v 6= 0

p si v = 0

Observación 3.2.3. Mientras que la exponencial riemanniana usual verifica expp(v) =

γ(p,v)(1), la exponencial magnética, en general, expFp (v) 6= γF(p,v)(1) = γ
F
‖v‖
(p, v‖v‖ )(‖v‖)

Definición 3.2.3. La aplicación exponencial magnética asociada al campo magnético F
es la aplicación

expF : TM −→ M
(p, v) 7−→ expFp (v)

Observación 3.2.4. La exponencial magnética para todo p ∈ M también se puede
escribir

expFp (v) =

{
π ◦ τF‖v‖(p,

v
‖v‖) si v 6= 0

p si v = 0

con lo cual expFp es C∞-diferenciable en TpM r {0}.

Proposición 3.2.2. Dado p ∈M , el morfismo tangente a la aplicación expFp en el vector
0 ∈ TpM es la identidad.

Demostración. Sea v ∈ T0(TpM) no nulo

(expFp )∗,0(v) =
d

dt

∣∣∣
t=0

(expFp (tv)) =
d

dt

∣∣∣
t=0

(γF(p, v‖v‖ )(t ‖ v ‖)) =‖ v ‖ γ̇F(p, v‖v‖ )(0)=‖v‖ v

‖v‖
= v

De aqúı se deduce, por el teorema de la función inversa, que

Corolario 3.2.1. Existe un ε > 0, tal que la aplicación expFp establece un difeomorfismo
entre la bola B(0, ε) ⊆ TpM y un entorno Up del punto p ∈M .
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De modo similar considerando la aplicación ϕ : TM →M ×M definida por ϕ(p, v) =
(p, expFp (v)) y viendo que ϕ∗,(p,0) : T(p,0)(TM) → TpM ⊕ TpM es no singular ∀p ∈ M se
puede demostrar el siguiente resultado siguiendo ideas similares al caso del flujo geodésico
(ver [13]):

Proposición 3.2.3. Dado un punto p0 ∈M , podemos encontrar un entorno suyo, Up0, y
un ε > 0 de modo que se satisfagan:

1) Para cualesquiera p, q ∈ Up0 distintos, existe una única curva magnética normal
γFpq y un tpq ∈ (0, ε) tales que γFpq(0) = p y γFpq(tpq) = q. Además tpq depende
diferenciablemente de p y q.

2) Para cada p ∈ Up0, la aplicación expFp|B(0,ε) es un difeomorfismo en algún abierto
conteniendo a Up0.

Observación 3.2.5. El teorema de Hopf-Rinow garantiza que en una variedad rieman-
niana completa existe una geodésica uniendo dos puntos distintos dados. Sin embargo,
para curvas magnéticas este tipo de resultados no son ciertos en general (ver [2]).

Ejemplo 3.2.1. En el plano eucĺıdeo R2 vimos que las curvas magnéticas producidas por
un campo magnético uniforme F = µΩ2 veńıan dadas por

γF(p,v)(t) = p+
‖ v ‖
µ

(
sen(µt+ θ0),−cos(µt+ θ0)

)
con θ0 = cte. Luego la exponencial magnética será

expFp (v) = γF(p, v‖v‖ )(‖v‖) = p+
1

µ

(
sen(µ ‖v‖ +θ0),−cos(µ ‖v‖ +θ0)

)
Analicemos los puntos cŕıticos de la exponencial. Un vector v ∈ TpR2 no nulo es un
punto cŕıtico de la exponencial magnética si existe un w ∈ Tv(TpR2) ' TpR2 tal que
(expFp )∗,v(w) = 0.

(expFp )∗,v(w) =
d

dt |t=0
expFp (v + tw) =

d

dt |t=0
γ(p, v+tw‖v+tw‖ )(‖v + tw‖) =

=
d

dt |t=0

[
p+

1

µ

(
sen(µ ‖v + tw‖ +θ0),−cos(µ ‖v + tw‖ +θ0)

)]
=

=
1

µ

(
cos(µ ‖v‖ +θ0)

< v,w >

‖ v ‖
, sen(µ ‖v‖ +θ0)

< v,w >

‖ v ‖
)

Se tiene que ker(expFp )∗,v = {w ∈ TpR2 / < v, w >= 0} y por tanto cualquier v 6= 0 es un
punto cŕıtico.

3.3. Formulación simpléctica del flujo magnético

Sea F un campo magnético en una variedad riemanniana (M, g). Vamos a ver que
modificando la estructura simpléctica Ω del fibrado tangente TM vista en este caṕıtulo
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mediante el campo magnético F podemos describir el flujo magnético a través de un
campo hamiltoniano asociado a la nueva estructura simpléctica.

Si Θ es la 1-forma de Poincaré y Ω = −dΘ es la 2-forma simpléctica en TM , entonces
podemos definir la 2-forma del fibrado tangente asociada a F como

ΩF = Ω− π∗(F )

Es fácil ver que ΩF es no degenerada, por serlo Ω. Además es cerrada por serlo Ω y F . Se
tiene aśı que ΩF es una forma simpléctica en TM .
En particular se tiene que ∀ξ1, ξ2 ∈ X(TM),

ΩF (ξ1, ξ2) =< π∗(ξ1), K(ξ2) > − < K(ξ1), π∗(ξ2) > −F (π∗(ξ1), π∗(ξ2))

A diferencia del operador del flujo geodésico, ξG, el generador del flujo magnético ξF

no es horizontal para la descomposición del fibrado tangente en los subfibrados horizontal
y vertical asociados a la conexión de Levi-Civita. En efecto, en un abierto con coordenadas
{q1, .., qn, q̇1, ..., q̇n}

(ξF )H =
n∑
k=1

q̇k
∂

∂qk
−

n∑
k,i,j=1

Γkij q̇i q̇j
∂

∂q̇k
; (ξF )V =

n∑
r,k=1

φrkq̇r
∂

∂q̇k

Además es fácil ver que (ξF )H = ξG y que (ξF )V = φ(ξLiouv)

El siguiente resultado muestra que el flujo magnético asociado a F es el campo hamil-
toniano para la función de enerǵıa cinética, H(p, v) = 1

2
‖v‖2, con respecto a la estructura

simpléctica ΩF .

Proposición 3.3.1. iξFΩF = dH

Demostración. Sean (p, v) ∈ TM y ξ(p,v) ∈ T(p,v)TM . Sabemos que d(p,v)H(ξ(p,v)) =
< K(p,v)(ξ(p,v)), v > =< ξV(p,v), v >. Por otro lado, dado ξ ∈ X(TM)

ΩF (ξF , ξ) =< (ξF )H , ξV > − < (ξF )V , ξH > − < (ξF )H , φ(ξH) >

Sabiendo que (ξF )H(p,v) = ξG(p,v) = v y que (ξF )V(p,v) = φ(v) se sigue que

ΩF
(p,v)(ξ

F
(p,v), ξ(p,v)) =< v, ξV(p,v) > − < φ(v), ξH(p,v) > − < v, φ(ξH(p,v)) >=< v, ξV(p,v) >

Corolario 3.3.1. El flujo magnético conserva la forma simpléctica ΩF , es decir,

(τFt )∗ΩF = ΩF

3.4. Campos de Jacobi magnéticos

3.4.1. Variaciones de curvas magnéticas

Sea (M, g) una variedad riemanniana completa n-dimensional y fijemos un campo
magnético F sobre la misma.
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Definición 3.4.1. Una variación de una curva γ : R→M es una aplicación diferenciable

δ : R× (−ε, ε) −→ M
(t, s) 7−→ δ(t, s)

tal que δ(t, 0) = γ(t) ∀t ∈ R. Para cada s0 ∈ (−ε, ε), las curvas γs0(t) ≡ δ(t, s0) se
denominan curvas principales y para todo t0 ∈ R las curvas γt0(s) ≡ δ(t0, s) se llaman
curvas transversales.

Definición 3.4.2. Una variación de una curva magnética γ : R→M para F

δF : R× (−ε, ε) −→ M
(t, s) 7−→ δF (t, s) ≡ γs(t)

se dice magnética si además ∀s ∈ (−ε, ε) las curvas γs(t) son también curvas magnéticas

para F , esto es, Dγ̇s(t)
dt

= φ(γs(t))

Sea una variación magnética δF : R× (−ε, ε)→M de una curva magnética γ(t). De-
notaremos por T y S a los campos de velocidades de las curvas principales y transversales
respectivamenete. Ambos son campos vectoriales a lo largo del morfismo δF definidos
mediante

T (t, s) = δ∗,(t,s)

( ∂
∂t

∣∣∣
(t,s)

)
=
dγs(t)

dt
= γ̇s(t) , S(t, s) = δ∗,(t,s)

( ∂
∂s

∣∣∣
(t,s)

)
=
dγt(s)

ds
= γ̇t(s)

Localmente, si δF (t, s) = (q1(t, s), ..., qn(t, s)), se tiene que

T (t, s) =
n∑
k=1

∂qk
∂t

(t, s)
( ∂

∂qk

)
δF (t,s)

, S(t, s) =
n∑
k=1

∂qk
∂s

(t, s)
( ∂

∂qk

)
δF (t,s)

Observación 3.4.1. En lo que sigue y teniendo en cuenta el Anexo denotaremos tam-
bién por ∇ al operador de derivación covariante de los campos vectoriales a lo largo del
morfismo δF sobre la variedad riemanniana (M, g) inducido por la conexión de levi-Civita
∇. Por comodidad denotaremos las derivadas covariantes con respecto de los campos T y
S indistintamente por T∇ = D

dt
y S∇ = D

ds
.

Teniendo en cuenta que cada γs(t) es una curva magnética se tiene que T∇T = φ(T )
a lo largo del morfismo δF .

Lema 3.4.1. Se verifica que
DT

ds
=
DS

dt
y como consecuencia [S, T ] = 0.

Demostración. Basta demostrar la igualdad localmente. Si tomamos un abierto donde
δF (t, s) viene descrita por las funciones qk(t, s), 1 ≤ k ≤ n, tenemos

DS

dt
=

n∑
k=1

[∂2qk
∂t∂s

+
n∑

i,j=1

∂qi
∂t

∂qj
∂s

(Γkij ◦ δF )
] ∂

∂qk
;
DT

ds
=

n∑
k=1

[∂2qk
∂t∂s

+
n∑

i,j=1

∂qi
∂t

∂qj
∂s

(Γkji ◦ δF )
] ∂

∂qk

que son iguales por ser ∇ una conexión simétrica. Además, como ∇ no tiene torsión,
0 = Tor∇(T, S) = T∇S − S∇T − [T, S] = −[T, S].

Lema 3.4.2. Se da la igualdad
D2S

dt2
= R∇(T, S)T+

D

ds
(φ(T )) siendo R∇ el endomorfismo

de curvatura de la conexión ∇.
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Demostración. R∇(T, S)T = T∇S∇T − S∇T∇T = T∇T∇S − S∇φ(T ) = D2

dt2
S − D

ds
(φ(T )).

Definición 3.4.3. Dada una curva magnética γ(t) para F en (M, g) y una variación
magnética de la misma, δF : R× (−ε, ε)→ M , llamamos campo variacional o variación
infinitesimal de δF al campo V δF con soporte la curva γ(t) dado por

V δF (t) = S(t, 0) = γ̇t(0) =
dγt(s)

ds

∣∣∣
s=0

= δ∗,(t,0)

( ∂
∂s

∣∣∣
(t,0)

)
∀t ∈ R

Figura 3.3: Campo variacional de una variación propia

Observación 3.4.2. Por sencillez denotaremos al campo V δF también por V .

Definición 3.4.4. Si V δF es el campo variacional de una variación magnética δF de una
curva magnética γ(t), escribiremos V ∇γ̇ = (S∇T )(t, 0).

Observación 3.4.3. Como S∇T = T∇S, se verifica que V ∇γ̇ = γ̇∇V . De manera análoga
si se define [γ̇, V ] = [T, S](t, 0), entonces [γ̇, V ] = 0 ya que [T, S] = 0.

Ejemplo 3.4.1. En el espacio eucĺıdeo R2 sabemos que las trayectorias magnéticas de un
campo magnético uniforme F = µΩg vienen dadas por γ(t) =

(
x0 + 1

µ
sen(µt + θ0), y0 −

1
µ

cos(µt+ θ0)
)
. Una posible variación magnética de γ(t) es

δF (t, s) =
(
x0 +

1

µ
(1− µs) sen(µt+ θ0), y0 −

1

µ
(1− µs) cos(µt+ θ0)

)
cuyo campo variacional es V δF (t) = sen(µt+ θ0)( ∂

∂x
)γ(t) + cos(µt+ θ0)( ∂

∂y
)γ(t).

3.4.2. La ecuación de Jacobi magnética

Proposición 3.4.1. Sea V una variación magnética infinitesimal de una curva magnética
γ(t). Entonces, V verifica la ecuación

D2V

dt2
= (V ∇φ)(γ̇) + φ(γ̇∇V ) +R∇(γ̇, V )γ̇

siendo R∇ el endomorfismo de curvatura de la conexión de Levi-Civita ∇ de (M, g).
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Demostración. Dado que γ̇(t) = T (t, 0) y que V (t) = S(t, 0), por el lema (3.4.2), se

tiene que
D2V

dt2
= R∇(γ̇, V )γ̇ + V ∇(φ(γ̇)) = (V ∇φ)(γ̇) + φ(V ∇γ̇) + R∇(γ̇, V )γ̇ y como

V ∇γ̇ = γ̇∇V se concluye.

Definición 3.4.5. Dada una curva magnética γ : R → M asociada al campo magnético
F , llamaremos campo de Jacobi magnético a lo largo de γ(t) a cualquier campo vectorial
con soporte dicha curva, J ∈ X(γ(t)), que satisfaga la ecuación

D2J

dt2
= J∇(φ(γ̇)) +R∇(γ̇, J)γ̇ = (J∇φ)(γ̇) + φ(J∇γ̇) +R∇(γ̇, J)γ̇

llamada ecuación de Jacobi magnética asociada a F . Al conjunto de dichos campos lo
denotaremos Jac(γ(t), F ).

Como la ecuación de Jacobi magnética es una ecuación de segundo orden R-lineal,
toda solución quedará determinada por su valor y el de su derivada (covariante) en un
punto de la curva. Es decir, se cumple:

Lema 3.4.3. Dos campos de Jacobi magnéticos, J1, J2, sobre la curva magnética γ(t) son
iguales si y solo si existe un t0 ∈ R tal que J1(t0) = J2(t0) y DJ1

dt
(t0) = DJ2

dt
(t0) y se tiene

que Jac(γ, F ), es un espacio vectorial de dimensión 2n.

Observación 3.4.4. Un campo de Jacobi J ∈ Jac(γ(t), F ) puede ser entendido como
una curva en el fibrado tangente J : R→ TM , J (t) = (γ(t), J(t)).

Sea ξ(p,v) ∈ T(p,v)TM y sea γ̄ : (−ε, ε) → TM , γ̄(t) = (γ(t), Z(t)), una curva en el
fibrado tangente adaptada a ξ(p,v). Entonces la aplicación

δFξ(p,v)(t, s) = π ◦ τFt (γ̄(s))

da lugar a una variación magnética de γ(t) = π(τFt (p, v)) pues para cada s0 ∈ (−ε, ε) la
curva γs0(t) = π ◦ τFt (γ̄(s0)) es magnética por construcción. Entonces, si denotamos a su
campo variacional por Jξ(p,v)(t), se tiene que

Jξ(p,v)(t) =
∂

∂s

∣∣∣
s=0

π ◦ τFt (γ̄(s))

En particular,

Jξ(p,v)(t) =
∂

∂s

∣∣∣
s=0

(π ◦ τFt )(γ̄(s)) = (π ◦ τFt )∗,(p,v)(ξ(p,v)) = π∗,τFt (p,v) ◦ (τFt )∗,(p,v)(ξ(p,v))

con lo que Jξ(p,v)(0) = π∗,(p,v)(ξ(p,v)). Por otro lado, su derivada covariante verifica

DJξ(p,v)
dt

(t) =
D

dt

( ∂
ds

∣∣∣
s=0

(π ◦ τFt )(γ̄(s))
)

=
D

ds

∣∣∣
s=0

( ∂
∂t

(π ◦ τFt )(γ̄(s))
)

=

=
D

ds

∣∣∣
s=0

τFt (γ̄(s)) = KτFt (p,v) ◦ (τFt )∗,(p,v)(ξ(p,v))

y por tanto,
DJξ(p,v)
dt

(0) = K(p,v)(ξ(p,v)).

Entonces, teniendo en cuenta el isomorfismo (π∗, K) : T (TM) ' π∗(TM) ⊕ π∗(TM)
se tiene que
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Lema 3.4.4. (τFt )∗,(p,v)(ξ(p,v)) = (Jξ(p,v)(t),
D
dt
Jξ(p,v)(t)) para cada ξ(p,v) ∈ T(p,v)(TM).

Estos hechos y que la dimensión del espacio de los campos de Jacobi coincide con la
de TM , demuestran el siguiente

Teorema 3.4.1. Sea γ(t) la curva magnética para F que para t = 0 pasa por p ∈M con
velocidad v ∈ TpM . Entonces, se tiene el isomorfismo lineal

T(p,v)TM −→ Jac(γ, F )
ξ(p,v) 7−→ Jξ(p,v)

definido anteriormente, y cuya inversa viene determinada por

ξ(p,v) = (π∗,(p,v)(ξ(p,v)), K(p,v)(ξ(p,v))) = (J(0),
DJ

dt
(0))

Teorema 3.4.2. Todo campo de Jacobi magnético, J , sobre una curva magnética γ(t)
para F es el el campo variacional de una variación magnética de dicha curva.

Demostración. Vamos a construir una variación magnética δF de γ(t) a partir de J si-
guiendo las ideas de [27].
Dado t0 ∈ R tomemos la única geodésica σt0(s) de M tal que σt0(0) = γ(t0) y σ̇t0(0) =
J(t0). Consideremos ahora los campos vectoriales Vt0(s) y Wt0(s) con soporte la curva
σt0(s) definidos mediante el traslado paralelo desde el punto γ(t0) al punto γ(s) de los
vectores γ̇(t0) y DJ

dt
(t0) respectivamente. Por tanto, (σ̇t0∇Vt0)(s) = 0, Vt0(0) = γ̇(t0) y tam-

bién (σ̇t0∇Wt0)(s) = 0, Wt0(0) = DJ
dt

(t0). Definimos entonces el campo vectorial Ht0(s)
con soporte la curva σt0(s), mediante

Ht0(s) = Vt0(s) + sWt0(s)

Este campo cumple que Ht0(0) = Vt0(0) = γ̇(t0) y que (σ̇t0∇Ht0)(s) = Wt0(0) = DJ
dt

(t0).
Finalmente, definimos la variación δF (t, s) := γs(t), donde las curvas γs(t) son magnéticas
para F con condiciones iniciales γs(t0) = σt0(s), γ̇s(t0) = Ht0(s).
Por construcción δF es una variación magnética de γ, solo queda comprobar que su cam-
po variacional, V δF (t) = S(t, 0), coincide con J , para ello utilizaremos el lema (3.4.3).
Observemos que T (t0, s) = Ht0(s) y que S(t0, s) = σ̇t0(s). Entonces, V δF (t0) = S(t0, 0) =

σ̇t0(0) = J(t0) y DV δ
F

dt
(t0) = DS

dt
(t0, 0) = DT

ds
(t0, 0) = (σ̇t0∇Ht0)(0) = DJ

dt
(t0) con lo que se

concluye.

Observación 3.4.5. En el estudio del flujo geodésico de una variedad riemanniana la
existencia de una pareja de puntos conjugados a lo largo de geodésicas es equivalente a
la existencia de valores singulares de la aplicación exponencial (ver [8] p. 68). En el caso
magnético esta equivalencia no se da, surgiendo dos conceptos de puntos conjugados: uno
asociado a los campos de Jacobi magnéticos y otro a la exponencial magnética (ver [13]).

Definición 3.4.6. Sean p = γ(a) y q = γ(b) dos puntos distintos de una curva magnética
γ para F . Se dice que p y q son conjugados bajo F a lo largo de γ si existe un campo de
Jacobi magnético asociado a F a lo largo γ que se anula en t = a y t = b
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3.4.3. Campos de Jacobi magnéticos tangenciales y especiales

Recordemos que el conjunto de los campos de Jacobi geodésicos tangentes a una
geodésica γ(t) riemanniana es un espacio vectorial de dimensión 2 y generado por γ̇(t)
y tγ̇(t) (ver [23] p. 58). En el caso de los campos de Jacobi magnéticos este espacio es
unidimensional.

Lema 3.4.5. Para cada a ∈ R, el campo vectorial V (t) = aγ̇(t) ∈ X(γ(t)) sobre una curva
magnética γ(t) es un campo de Jacobi magnético que se obtiene a partir de la variación
magnética δF (t, s) = γ(t+ as).

Demostración. D2

dt2
V = aD

2

dt2
γ̇ = a(γ̇∇φ(γ̇)) = V ∇φ(γ̇). Teniendo en cuenta queR∇(γ̇, V )γ̇ =

aR∇(γ̇, γ̇)γ̇ = 0, vemos que V (t) verifica la ecuación de Jacobi. Además, por la regla de
la cadena, ∂

∂s |s=0
γ(t+ as) = aγ̇(t).

Observación 3.4.6. El campo vectorial V (t) = tγ̇(t) ∈ X(γ(t)) no es de Jacobi magnéti-
co. Veamos que no satisface la ecuación de Jacobi magnética.

Por un lado, D2

dt2
(tγ̇) = 2φ(γ̇) + tγ̇∇(φ(γ̇)) y por otro, V ∇(φ(γ̇)) +R∇(γ̇, V )γ̇ = tγ̇∇φ(γ̇).

Vemos que no se da la igualdad salvo que φ = 0 (caso geodésico). Esto es debido a que el
flujo magnético para F no es invariante bajo reparametrizaciones del tipo δF (t, s) = γ(est).

Proposición 3.4.2. Sea γ(t) una curva magnética para F y sea J ∈ Jac(γ, F ) un campo
de Jacobi magnético, entonces la función < DJ

dt
(t), γ̇(t) > es constante a lo largo de γ(t).

Demostración. Se tiene

d

dt
<
DJ

dt
, γ̇ > =<

D2J

dt2
, γ̇ > + <

DJ

dt
,
Dγ̇

dt
>=<

D2J

dt2
, γ̇ > + <

DJ

dt
, φ(γ̇) >=

=<
D2J

dt2
, γ̇ > − < φ

(DJ
dt

)
, γ̇ >=<

D2J

dt2
− φ
(DJ
dt

)
, γ̇ >=

=< (J∇φ)(γ̇) + φ(J∇γ̇) +R∇(γ̇, J)γ̇ − φ(γ̇∇J), γ̇ >=

=< (J∇φ)(γ̇) +R∇(γ̇, J)γ̇, γ̇ >= 0

donde hemos usado que J∇γ̇ = γ̇∇J y la última igualdad se sigue de lo siguiente

< (J∇φ)(γ̇), γ̇ >=< J∇φ(γ̇), γ̇ > − < φ(J∇γ̇), γ̇ >=< J∇φ(γ̇), γ̇ > + < J∇γ̇, φ(γ̇) >=
J∇ < φ(γ̇), γ̇ >= 0 y también < R∇(γ̇, J)γ̇, γ̇ >= R(γ̇, J, γ̇, γ̇) = 0 por las propiedades
de hemisimetŕıa del tensor de curvatura de Riemann-Christoffel.

Definición 3.4.7. Un campo de Jacobi magnético a lo largo de una curva magnética γ(t)
se dice especial si < D

dt
J(t), γ̇(t) >= 0

3.4.4. Campos de Jacobi magnéticos para campos magnéticos uniformes

Sea F un campo magnético uniforme, es decir, con ∇F = 0, y sea γ(t) una curva
magnética suya. La ecuación de Jacobi magnética asociada a γ y F será entonces

D2J

dt2
= R∇(γ̇, J)γ̇ + φ(γ̇∇J)
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Consideremos una base ortonormal {u1, ..., un} de Tγ(0)M donde elegimos u1 = γ̇(0)
v

con v =‖ γ̇(0) ‖. Definimos los campos vectoriales {V1(t), ..., Vn(t)} con soporte la curva
γ(t) como los únicos campos vectoriales que verifican

DVi
dt

= φ(Vi)

Vi(0) = ui

1 ≤ i ≤ n

Lema 3.4.6. Los campos {V1(t), ..., Vn(t)} anteriormente definidos son una referencia
móvil ortonormal de γ(t), es decir, < Vi(t), Vj(t) >= δij con 1 ≤ i, j ≤ n. Además las
funciones φij(t) =< φ(Vi(t)), Vj(t) > son constantes y cumplen que φij = −φji por ser φ
antisimétrico.

Demostración. d
dt
< Vi, Vj >=< DVi

dt
, Vj > + < Vi,

DVj
dt

>=< φ(Vi), Vj > +< Vi, φ(Vj) >= 0
y como < Vi(0), Vj(0) >=< ui, uj >= δij, llegamos a que < Vi(t), Vj(t) >= δij.

Que las funciones φij(t) son constantes se deduce de la uniformidad de F . En efecto, como
0 = (D∇φ)(D′) = D∇φ(D′)−φ(D∇D′) para todo D,D′ ∈ X(M), se tiene que D∇φ(D′) =

φ(D∇D′). Entonces, d
dt
φij(t) = d

dt
< φ(Vi), Vj >=< D

dt
φ(Vi), Vj > + < φ(Vi),

DVj
dt

>=

< φ(DVi
dt

), Vj >+< φ(Vi), φ(Vj) > =< φ2(Vi), Vj > − < φ2(Vi), Vj >= 0

Si J(t) es un campo de Jacobi a lo largo de γ(t), respecto de la referencia ortonormal
{V1(t), ..., Vn(t)}, este se escribirá,

J(t) =
n∑
i=1

fk(t)Vk(t)

donde f1(t)V1(t) es la parte tangencial a la curva γ(t) y
∑n

i=2 fk(t)Vk(t) la parte normal.

Vamos a expresar la ecuación de Jacobi magnética en términos de esta referencia.

Se tiene que DJ
dt

(t) =
∑

k ḟk(t)Vk(t) + fk(t)
DVk
dt

(t) =
∑

k ḟk(t)Vk(t) + fk(t)φ(Vk(t)) y como
φ(Vk(t)) =

∑
r < φ(Vk(t), Vr(t) > Vr(t) =

∑
r φkrVr(t), sustituyendo resulta

DJ

dt
(t) =

n∑
k=1

ḟk(t)Vk(t) +
n∑

k,r=1

fk(t)φkrVr(t) =
n∑
r=1

[
ḟr(t) +

n∑
s=1

fs(t)φsr
]
Vr(t)

Unos cálculos sencillos muestran que

D2J

dt2
(t) =

n∑
k=1

[ ..
fk(t) +

n∑
s=1

ḟs(t)φsk +
n∑
r=1

ḟr(t)φrk +
n∑

r,s=1

fs(t)φsr
]
Vk(t)

φ
(DJ
dt

(t)
)

=
n∑
k=1

[ n∑
r=1

ḟr(t)φrk +
n∑

s,r=1

fs(t)φsrφrk
]
Vk(t)

R∇(γ̇(t), J(t))γ̇(t) =
n∑

k,s=1

fs(t)Rsk(t)Vk(t)

donde Rsk(t) :=< R∇(γ̇(t), Vs(t)), Vk(t) >. Como φrk = −φkr, la ecuación de Jacobi
magnética conduce al sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden

..

fk(t) +
n∑
s=1

ḟs(t)φsk −
n∑
s=1

fs(t)Rsk(t) = 0 ∀1 ≤ k ≤ n
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Denotemos por M a la matriz antisimétrica (φsk)
t, por R(t) a la matriz simétrica

(−Rsk(t))
t y porX(t) al vector columna (fk(t)). Entonces, la ecuación de Jacobi magnética

se escribe en forma matricial
..

X(t) +MẊ(t) +R(t)X(t) = 0

Si hacemos el cambio de variable Y (t) = e
t
2
MX(t), Resulta la ecuación de Ricatti

..

Y (t) +
U(t)Y (t) = 0, donde U(t) = e

t
2
M(R(t) + 1

4
M tM)e−

t
2
M . Finalmente, definiendo A(t) me-

diante Ẏ (t) = A(t)Y (t) llegamos a la ecuación

Ȧ(t) + A(t)2 + U(t) = 0

Observación 3.4.7. Si el campo no fuera uniforme, entonces ∇φ 6= 0 y la ecuación de
Jacobi magnética se escribiŕıa (ver [12])

n∑
i=1

..

f iVi +
n∑
i=1

..

f i φ(Vi) +
n∑
i=1

fi [−R∇(γ̇, Vi)γ̇ + (γ̇∇φ)(Vi)− (V ∇i φ)(γ̇)] = 0

Observación 3.4.8. Otra forma de resolver el sistema de ecuaciones diferenciales ante-
rior es estudiando independientemente las componentes tangencial y normal del campo
de Jacobi magnético. Para la componente tangencial tenemos la ecuación

0 =
..

f 1(t) +
n∑
s=1

ḟs(t)φs1 −
n∑
s=1

fs(t)Rs1(t)

Ahora bien, como Rs1 = vR(γ̇, Vs, γ̇, γ̇) = 0 ∀s, la ecuación queda
..

f 1(t) +
∑n

s=1 ḟs(t)φs1 = 0 y por tanto, ḟ1(t) +
∑n

s=1 fs(t)φs1 = c ∈ R.

Además,
∑n

s=1 fs(t)φs1 =
∑n

s=1 fs(t) < φ(Vs(t)), V1(t) >=< φ(J(t)), 1
v
γ̇(t) >, por lo que

dicha ecuación se expresa,

ḟ1(t) = c− 1

v
< φ(J(t)), γ̇(t) >

pero dado que, f1 =< J, 1
v
γ̇ >, entonces ḟ1 = 1

v
d
dt
< J, γ̇ >= 1

v
[< DJ

dt
, γ̇ > − < φ(J), γ̇ >]

y se tiene c = 1
v
< DJ

dt
, γ̇ >.

Introduciendo la ecuación de la parte tangencial en las restantes ecuaciones y operan-
do obtenemos las ecuaciones que determinan la parte ortogonal de los campos de Jacobi
magnéticos

0 =
..

f iδij +
n∑
i=2

ḟi < φ(Vi), Vj > −
n∑
i=2

fi < R̂(Vi), Vj > +
c

v2
< φ(γ̇), Vj > j ≥ 2

con R̂(Vi) = R∇(γ̇, Vi)γ̇ + 1
v2
< φ(γ̇), Vi > φ(γ̇).

3.4.5. Campos de Jacobi magnéticos en superficies de Riemann orientadas

Sea (M, g) una variedad riemanniana bidimensional orientada y sea Ωg su elemento
de área. Denotaremos por ϕ al campo tensorial de tipo (1, 1) definido por Ωg(X, Y ) =
< X,ϕ(Y ) > ∀X, Y ∈ X(M), que induce una rotación de π

2
en sentido antihorario en el

espacio tangente de M . Sea F = µΩg, con µ 6= 0, un campo magnético uniforme, entonces
φ = µϕ. Queremos calcular los campos de Jacobi magnéticos asociados a (M, g, F ) sobre
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una curva magnética arbitraria.

Dada una curva magnética γ(t) para F , consideremos la referencia móvil ortonormal

V1(t) =
γ̇(t)

v
V2(t) =

ϕ(γ̇(t))

v

donde v =‖ γ̇(t)‖= cte. Observemos que estamos en las hipótesis anteriores pues el campo
F es uniforme y esta referencia ortonormal cumple:

DV1

dt
=

1

v

Dγ̇

dt
=

1

v
φ(γ̇) = φ(V1)

DV2

dt
=

1

v

D

dt
(ϕ(γ̇)) =

1

v
ϕ
(Dγ̇
dt

)
=

1

v
ϕ(µϕ(γ̇)) = µϕ

(ϕ(γ̇)

v

)
= φ(V2)

Donde hemos usado que ∇φ = 0. Además como φ es una rotación se cumple que

DV1

dt
= µV2

DV2

dt
= −µV1

Consideremos el campo J(t) = f1(t)V1(t) + f2(t)V2(t) ∈ Xγ(t)), buscamos las condi-
ciones que deben satisfacer f1(t) y f2(t) para que J ∈ Jac(γ, F ).
Calculemos previamente los coeficientes φij y las funciones Rij(t) explicadas en el apartado
anterior

φ11 =< φ(V1), V1 >=< µV2, V1 >= 0 R11(t) = v2R(V1, V1, V1, V1) = 0

φ12 =< φ(V1), V2 >=< µV2, V2 >= µ = −φ21 R12(t) = v2R(V1, V1, V1, V2) = 0 = R21

φ22 =< φ(V2), V2 >=< −µV2, V2 >= 0 R22(t) = v2R(V1, V2, V1, V2) = v2(−K(t))

donde K(t) = R(V1,V2,V2,V1)
‖V1×V2‖2 es la curvatura seccional de la variedad en el punto γ(t).

Entonces J(t) es un campo de Jacobi magnético si se satisface el sistema de ecuaciones
diferenciales

0 =

( ..

f 1..

f 2

)
+

(
0 −µ
µ 0

)(
ḟ1

ḟ2

)
+

(
0 0
0 v2κ

)(
f1

f2

)
⇔

{
0 =

..

f 1(t)− µḟ2(t)

0 =
..

f 2(t) + µḟ1(t) + v2K(t)f2(t)

De la primera ecuación se deduce que ḟ1(t)− µf2(t) = c ∈ R y por tanto,

ḟ1(t) = c+ µf2(t)

donde, como vimos antes, c =< D
dt
J, γ̇ >. Sustituyendo en la segunda obtenemos la ecua-

ción
..

f 2(t) + µ(c+ µf2(t)) + v2κ(t)f2(t) = 0 y por tanto,

..

f 2(t) = µc− (µ2 + v2K(t))f2(t)

A continuación determinaremos las soluciones de este sistema de ecuaciones dife-
renciales en los tres ejemplos básicos de superficies orientadas simplemente conexas de
curvatura seccional constante. Además por sencillez nos limitaremos al caso en el que
c =< DJ

dt
, γ̇ >= 0, esto es determinaremos solo los denominados campos de Jacobi

magnéticos especiales.
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Ejemplo 3.4.2. El plano eucĺıdeo (K = 0)
Las ecuaciones de los campos de Jacobi especiales son{

0 =
..

f 1 − µḟ2

0 =
..

f 2 + µ2ḟ1

cuya solución general es

J(t) =
[
c1 sen(µt)− c2 cos(µt) + a

]
V1(t) +

[
c1 cos(µt) + c2 sen(µt)

]
V2(t) ∀a, c1, c2 ∈ R

Ejemplo 3.4.3. La esfera (K > 0)
Las ecuaciones de los campos de Jacobi especiales son{

0 =
..

f 1 − µḟ2

0 =
..

f 2 + (µ2 +K)ḟ1

La solución general es

J(t) =
[ K c1√

µ2 +K
sen(

√
µ2 +K t)− K c2√

µ2 +K
cos(

√
µ2 +K t) + a

]
V1(t) +

+
[
c1 cos(

√
µ2 +K t) + c2 sen(

√
µ2 +K t)

]
V2(t) ∀a, c1, c2 ∈ R

Ejemplo 3.4.4. El plano hiperbólico (K < 0)
Las ecuaciones de los campos de Jacobi son las formalmente las mismas que en la esfera.
Sin embargo, ahora existen tres casos según el signo de µ2 +K

A) Si µ2 +K > 0

J(t) =
[ K c1√

µ2 +K
sen(

√
µ2 +K t)− K c2√

µ2 +K
cos(

√
µ2 +K t) + a

]
V1(t) +

+
[
c1 cos(

√
µ2 +K t) + c2 sen(

√
µ2 +K t)

]
V2(t) ∀a, c1, c2 ∈ R

B) Si µ2 +K = 0

J(t) =
[K c1

2
t2 +K c2 t+ a

]
V1(t) +

[
c1t+ c2

]
V2(t) ∀a, c1, c2 ∈ R

C) Si µ2 +K < 0

J(t) =
[ K c1√
|µ2 +K|

sh(
√
|µ2 +K| t) +

K c2√
|µ2 +K|

ch(
√
|µ2 +K| t) + a

]
V1(t) +

+
[
c1 ch(

√
|µ2 +K| t) + c2 sh(

√
|µ2 +K| t)

]
V2(t) ∀a, c1, c2 ∈ R
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Caṕıtulo 4

Variación de la enerǵıa magnética de
Landau-Hall

4.1. Primera variación de la enerǵıa magnética

Sea (M, g) una variedad riemanniana con conexión de Levi-Civita asociada ∇. La

enerǵıa de una curva γ : [a, b] → M se define como la funcional 1
2

∫ b
a
‖ γ̇(t)‖2 dt. Es bien

conocido, que las curvas de enerǵıa mı́nima en dicho intervalo son las curvas geodésicas
(ver [17]). Una cuestión que se podŕıa plantear es si existe una funcional análoga a la
enerǵıa de manera que las curvas que la minimicen sean las curvas magnéticas. Como
veremos a continuación cuando el campo magnético es exacto y uniforme dicha funcional
existe y se denomina enerǵıa de Landau-Hall, en la literatura f́ısica, ya que ha sido utili-
zada en el estudio de las corrientes eléctricas Hall bajo la acción de campos magnéticos
uniformes.

En esta sección asumiremos que el campo magnético F es exacto F = dA ∈ Λ2(M) y
uniforme ∇F = 0.

Lema 4.1.1. Se tiene que F = dA, F (D1, D2) = (D∇1 A)(D2)− (D∇2 A)(D1).

Demostración. Trivial ya que (dω)(D1, D2) = (D∇1 ω)(D2)−(D∇2 ω)(D1), ∀ω ∈ Λ1(M).

Definición 4.1.1. Sea γ : [a, b]→M , una curva arbitraria (no necesariamente magnéti-
ca) en (M, g). Se denomina enerǵıa magnética o de Landau-Hall de la curva γ(t) debida
al campo magnético F = dA, al número real

E(γ) =
1

2

∫ b

a

‖ γ̇(t)‖2 dt+

∫ b

a

Aγ(t)(γ̇(t))dt

Recordemos que una variación de la curva γ : [a, b]→M es una aplicación diferenciable

δ : [a, b]× (−ε, ε) −→ M
(t, s) 7−→ δF (t, s) ≡ γs(t)

tal que δ(t, 0) ≡ γ0(t) = γ(t) ∀t ∈ [a, b] y que la variación δ se dećıa propia si dejaba fijos
los extremos, es decir, γs(a) = γ(a) y γs(b) = γ(b), ∀s ∈ (−ε, ε).
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Dada una variación δ : [a, b]× (−ε, ε)→ M , de la curva γ(t) = γ0(t) podemos definir
la aplicación

Eδ : (−ε, ε) −→ R
s 7−→ Eδ(s) = E(γs) = 1

2

∫ b
a
‖ γ̇s(t)‖2 dt+

∫ b
a
Aγs(t)(γ̇s(t))dt

que asocia a cada curva de la variación su enerǵıa de Landau-Hall.

Definición 4.1.2. La curva γ(t) es un punto cŕıtico (curva cŕıtica) de la enerǵıa de
Landau-Hall si para toda variación propia δ se verifica

dEδ(s)
ds

∣∣∣
s=0

=

∫ b

a

d

ds

∣∣∣
s=0

[1

2
‖ γ̇s(t)‖2 +Aγs(t)(γ̇s(t))

]
dt = 0

La denominada fórmula de la primera variación de la enerǵıa de Landau-Hall mostrará
que estos puntos cŕıticos son las curvas magnéticas para F = dA. Para demostrar esta
afirmación haremos uso de la teoŕıa de campos vectoriales diferenciales a lo largo de un
morfismo de variedades riemannianas incluida en el Anexo.

Dada la variación δ : [a, b]× (−ε, ε)→M de la curva γ(t), los campos vectoriales a lo
largo de dicho morfismo son las secciones, V , del fibrado vectorial

p1 : δ−1(TM)→ [a, b]× (−ε, ε)

donde δ−1(M) = {((t, s), Vδ(t,s)) ∈ ([a, b] × (−ε, ε)) × TM} es el pull-back del fibrado
tangente TM por el morfismo δ y p1 es la proyección p1((t, s), Vδ(t,s)) = (t, s).
En particular, si Z ∈ X(M) es un campo vectorial en la variedad M , se puede definir un
campo vectorial a lo largo de la variación δ mediante la composición Z ◦ δ considerando
Z como sección del fibrado TM .

δ−1(TM)
p2 //

p1

��

TM

π

��
[a, b]× (−ε, ε)) δ //

V

TT

Z◦ δ

77

M

Z

UU

Otro ejemplo importante son los campos vectoriales δ∗D a lo largo de la variación,
definidos a partir de campos D ∈ X([a, b]× (−ε, ε)) mediante (δ∗D)(t, s) = δ∗,(t,s)(D(t,s)).
De manera similar a lo desarrollado en el caṕıtulo anterior, dados los campos vectoriales
∂
∂t

, ∂
∂s

en [a, b]× (−ε, ε), se definen los campos vectoriales T y S a lo largo de la variación
δ con soporte la curva γ(t) de la siguiente forma

T = δ∗
∂

∂t
S = δ∗

∂

∂s

Nótese que T (t, s) = γ̇s(t) y S(t, s) = γ̇t(s). Por tanto, el campo variacional V δ asociado
a δ, viene dado por

V δ(t) = S(t, 0) = δ∗,(t,0)

( ∂
∂s

∣∣∣
(t,0)

)
= γ̇t(0)
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La métrica riemanniana g induce un producto escalar en el módulo de los campos
vectoriales a lo largo de la variación δ (véase Anexo) que denotaremos por ḡ. En particular,
∀D,D′ ∈ X([a, b]× (−ε, ε)) se tiene que

[ḡ (δ∗D, δ∗D
′)](t, s) = gδ(t,s)(δ∗,(t,s)D(t,s), δ∗,(t,s)D

′
(t,s))

La conexión de Levi-Civita ∇ induce una ley de derivación covariante que denotaremos
por ∇̄ en el fibrado δ−1TM que es compatible con la métrica ḡ. En particular, se tiene
para cualesquiera D,D1, D2 ∈ X([a, b]× (−ε, ε)) que (ver Anexo)

D [ ḡ(δ∗D1, δ∗D2) ] = ḡ(D∇̄(δ∗D1), δ∗D2) + ḡ(δ∗D1, D
∇̄(δ∗D2))

Con un cierto abuso de notación es tradicional escribir

∂

∂t

∇̄
(δ∗D) = T ∇̄D ,

∂

∂s

∇̄
(δ∗D) = S∇̄D

Además ∇̄ no tiene torsión, es decir,

D∇̄1 (δ∗D2)−D∇̄2 (δ∗D1)− δ∗[D1, D2] = 0

En particular, teniendo en cuenta que [ ∂
∂t
, ∂
∂s

] = 0, se deduce que

∂

∂t

∇̄(
δ∗
∂

∂t

)
=

∂

∂s

∇̄(
δ∗
∂

∂t

)
o equivalentemente T ∇̄S = S∇̄T

Lema 4.1.2. Con las propiedades y notaciones anteriores se verifica que

∂

∂s
[ḡ(T, T )] = 2ḡ(S∇̄T, T ) = 2ḡ(T ∇̄S, T ) = 2

∂

∂t
[ḡ(S, T )]− 2ḡ(S, T ∇̄T )

De modo análogo podemos definir el módulo de 1-formas diferenciables a lo largo
de la variación δ como las secciones del fibrado p1 : δ−1(T ∗M) → [a, b] × (−ε, ε) donde
δ−1(T ∗M) = {((t, s), ωδ(t,s)) ∈ ([a, b]×(−ε, ε))×T ∗M} es el pull-back del fibrado cotangen-
te de (M, g) por el morfismo δ. En particular, el pull-back por la alplicación diferenciable
δ de una 1-forma ω es la 1-forma δ∗ω = ω ◦ δ donde ω es considerada como una sección
del fibrado cotangente.

δ−1(T ∗M)
p2 //

p1

��

T ∗M

π̄

��
[a, b]× (−ε, ε)) δ //

ω◦ δ

77

M

ω

UU

La ley de derivación covariante ∇̄ sobre el fibrado δ−1(TM) induce, de manera natural,
una ley de derivación covariante en el fibrado δ−1(T ∗M) que seguiremos denotando por
∇̄. En particular, dados D,D′ ∈ X([a, b]× (−ε, ε)) y ω ∈ Λ1(M) se verifica

[D∇̄(ω ◦ δ)](δ∗D′) = D[(ω ◦ δ)(δ∗D′)]− (ω ◦ δ)[D∇̄(δ∗D
′)]

Con las notaciones anteriores es trivial comprobar que

Lema 4.1.3. Para todo ω ∈ Λ1(M), se cumple que

∂

∂s
[(ω ◦ δ)(T )] = [S∇̄(ω ◦ δ)](δ∗T ) + (ω ◦ δ)[T ∇̄S]
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Teorema 4.1.1 (Fórmula de la primera variación de la enerǵıa de Landau-Hall). Sea
γ : [a, b] → M , una curva diferenciable arbitraria en la variedad riemanniana (M, g) y
sea F = dA un campo magnético uniforme, entonces para cualquier variación propia δ de
γ(t) se verifica que

dEδ
ds

(0) = −
∫ b

a

g
(
V δ(t),

Dγ̇

dt
(t)− φ(γ̇(t))

)
dt

Demostración. Dado que

dEδ(s)
ds

∣∣∣
s=0

=
1

2

∫ b

a

d

ds

∣∣∣
s=0
‖ γ̇s(t)‖2 dt+

∫ b

a

d

ds

∣∣∣
s=0

[
Aγs(t)(γ̇s(t))

]
dt

vamos a calcular cada término por separado.

1) Usando el lema (4.1.2)

d

ds
‖ γ̇s(t)‖2=

d

ds

[
g
(

(γs)∗
d

dt
, (γs)∗

d

dt

)]
=

∂

∂s
[ḡ(T, T )] = 2

∂

∂t
[ḡ(S, T )]− 2ḡ(S, T ∇̄T )

Tomando s = 0 y teniendo en cuenta que S(t, 0) = V δ(t) y T (t, 0) = γ̇(t) llegamos a que

d

ds

∣∣∣
s=0
‖ γ̇s(t)‖2= 2

d

dt
g
(
V δ(t), γ̇(t)

)
− 2g

(
V δ(t),

Dγ̇

dt
(t)
)

Por lo tanto,

1

2

∫ b

a

d

ds

∣∣∣
s=0
‖ γ̇s(t)‖2 dt =

∫ b

a

d

dt
g
(
V δ(t), γ̇(t)

)
dt−

∫ b

a

g
(
V δ(t),

Dγ̇

dt
(t)
)
dt =

= g
(
V δ(b), γ̇(b)

)
− g
(
V δ(a), γ̇(a)

)
−
∫ b

a

g
(
V δ(t),

Dγ̇

dt
(t)
)
dt =

= −
∫ b

a

g
(
V δ(t),

Dγ̇

dt
(t)
)
dt

ya que V δ(b) = 0, V δ(a) = 0, pues la variación es propia.

2) Tenemos que Aγs(t)(γ̇s(t)) = Aδ(t,s)
(
δ∗
∂

∂t

)
(t,s)

= (A ◦ δ)(t,s)T (t, s) y por el lema anterior

d

ds

[
Aγs(t)(γ̇s(t))

]
=

∂

∂s

[
(A ◦ δ)(T )

]
= [S∇̄(A ◦ δ)](T ) + (A ◦ δ)(T ∇̄S)

Pero como F = dA, se tiene que

(δ∗F )
( ∂
∂t
,
∂

∂s

)
= (F ◦ δ)(T, S) = (dA ◦ δ)(T, S) = [T ∇̄(A ◦ δ)](S)− [S∇̄(A ◦ δ)](T )

por el lema 4.1.1. Se sigue entonces que

[S∇̄(A ◦ δ)](T ) = [T ∇̄(A ◦ δ)](S)− (F ◦ δ)(T, S)

Por tanto,

d

ds

[
Aγs(t)(γ̇s(t))

]
= [T ∇̄(A ◦ δ)](S)− (F ◦ δ)(T, S) + (A ◦ δ)(T ∇̄S) =

=
∂

∂t

[
(A ◦ δ)(S)

]
− (F ◦ δ)(T, S)
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Entonces, tomando s = 0 y teniendo de nuevo en cuenta que S(t, 0) = V δ(t) y T (t, 0) =
γ̇(t) llegamos a que,

d

ds

∣∣∣
s=0

[
Aγs(t)(γ̇s(t))

]
=

d

dt

[
Aγ(t)(V

δ(t))
]
− Fγ(t)(γ̇(t), V δ(t))

Por lo tanto, teniendo en cuenta de nuevo que la variación es propia∫ b

a

d

ds

∣∣∣
s=0

[
Aγs(t)(γ̇s(t))

]
dt =

∫ b

a

d

dt

[
Aγ(t)(V

δ(t))
]
dt−

∫ b

a

gγ(t)

(
γ̇(t), φ(V δ(t))

)
dt =

= Aγ(b)(V
δ(b))− Aγ(a)(V

δ(a)) +

∫ b

a

gγ(t)

(
V δ(t), φ(γ̇(t))

)
dt =

=

∫ b

a

gγ(t)

(
V δ(t), φ(γ̇(t))

)
dt

Con los dos términos ya calculados podemos concluir finalmente que

d

ds

∣∣∣
s=0
Eδ(s) = −

∫ b

a

g
(
V δ(t),

Dγ̇

dt
(t)
)
dt+

∫ b

a

g
(
V δ(t), φ(γ̇(t))

)
dt

Corolario 4.1.1. Sea γ : [a, b]→M una curva diferenciable en (M, g). Entonces γ(t) es
un punto cŕıtico de la enerǵıa de Landau-Hall si y solo si γ(t) es una curva magnética
respecto del campo magnético uniforme F = dA.

Demostración. Es obvio que si γ(t) es una curva magnética para F = dA, entonces
dEδ
ds

(0) = 0.
Supongamos que γ(t) es un punto cŕıtico para la enerǵıa de Landau-Hall, entonces dada

una variación propia, δ, de γ es dEδ(s)
ds

∣∣∣
s=0

= −
∫ b
a
g
(
V δ(t), Dγ̇

dt
(t) − φ(γ̇(t)

)
dt. Considere-

mos en particular el campo vectorial diferenciable a lo largo de γ(t)

V (t) = f(t)
[Dγ̇
dt

(t)− φ(γ̇(t))
]

con f : [a, b] → R una función diferenciable verificando que f(a) = f(b) = 0 y que
f(t) > 0 para t ∈ (a, b). Nótese que V (a) = V (b) = 0. Entonces, la aplicación δ(t, s) =
expγ(t)(sV (t)) es una variación propia cuyo campo variacional es V (t). Además,

g
(
V (t),

Dγ̇

dt
(t)− φ(γ̇(t)

)
= f(t) ‖Dγ̇

dt
(t)− φ(γ̇(t))‖2≥ 0

Luego, dado que γ(t) es una curva cŕıtica, ha de ser

0 =

∫ b

a

g
(
V δ(t),

Dγ̇

dt
(t)− φ(γ̇(t)

)
dt =

∫ b

a

f(t)
∥∥∥Dγ̇
dt

(t)− φ(γ̇(t))
∥∥∥2

dt

y como f > 0 en (a, b) tiene que ser que ‖ Dγ̇
dt
− φ(γ̇)‖= 0 en [a, b] de donde se sigue que

γ es una curva magnética.
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4.2. Segunda variación de la enerǵıa magnética.

Métrica ı́ndice magnética

Como es tradicional, una vez hallados los puntos cŕıticos de la función de la enerǵıa
de Landau-Hall pasaremos a estudiar su estabilidad, ello dará información acerca de si la
curva magnética está maximizando o minimizando esta enerǵıa con respecto a las curvas
principales de la variación. En el caso de las geodésicas la denominada segunda fórmula
de variación de la enerǵıa se relaciona con los campos de Jacobi a través de la forma
del ı́ndice, veremos que en el caso magnético se derivan resultados análogos considerando
ahora los campos de Jacobi magnéticos.

Sea F = dA un campo magnético uniforme en la variedad riemanniana (M, g) y sea
γ : [a, b]→M una curva magnética para F .

Teorema 4.2.1 (Fórmula de la segunda variación de la enerǵıa de Landau-Hall). Para
cualquier variación propia δ : [a, b]× (−ε, ε)→M de γ(t) se cumple

d2Eδ
ds2

(0) = −
∫ b

a

g
(
V δ(t),

D2V δ

dt2
(t) +R∇(V δ(t), γ̇(t))γ̇(t)− φ

(DV δ

dt
(t)
))
dt

Demostración.
d2Eδ
ds2

∣∣∣
s=0

=

∫ b

a

1

2

d2

ds2

∣∣∣
s=0
‖ γ̇s(t)‖2 dt+

∫ b

a

1

2

d2

ds2

∣∣∣
s=0

[
Aγs(t)(γ̇s(t))

]
dt

De nuevo calcularemos cada término por separado.

1) Sabemos que
1

2

d

ds
‖ γ̇s(t)‖2=

1

2

∂

∂s
[ḡ(T, T )] = ḡ(T ∇̄S, T ), por tanto,

1

2

d2

ds2
‖ γ̇s(t)‖2=

∂

∂s
[ḡ(T ∇̄S, T )] = ḡ(S∇̄T ∇̄S, T ) + ḡ(T ∇̄S, S∇̄T ) =

=ḡ(S∇̄T ∇̄S, T ) +
d

dt
[ḡ(S, S∇̄T )]− ḡ(S, T ∇̄T ∇̄S) =

=ḡ(R∇̄(S, T )S + T ∇̄S∇̄S, T ) +
d

dt
[ḡ(S, S∇̄T )]− ḡ(S, T ∇̄T ∇̄S) =

=ḡ(R∇̄(S, T )S, T ) +
d

dt
[ḡ(S, S∇̄T ) + ḡ(S∇̄S, T )]− ḡ(S∇̄S, T ∇̄T )

− ḡ(S, T ∇̄T ∇̄S) =

=
d

dt
[ḡ(S, T ∇̄S) + ḡ(S∇̄S, T )]− ḡ(S∇̄S, T ∇̄T )− ḡ(R∇̄(S, T )T + T ∇̄T ∇̄S, S)

Tomando s = 0 y definiendo ξ(t) = (S∇̄S)(t, 0) se obtiene que

1

2

d2

ds2

∣∣∣
s=0
‖ γ̇s(t)‖2=

d

dt

[
g
(
V δ,

DV δ

dt

)
+ g(ξ, γ̇)

]
− g
(
ξ,
Dγ̇

dt

)
− g
(D2V δ

dt2
+R∇(V δ, γ̇)γ̇, V δ

)
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Integrando,∫ b

a

1

2

d2

ds2

∣∣∣
s=0
‖ γ̇s(t)‖2 dt = g

(
V δ(b),

DV δ

dt
(b)
)
− g
(
V δ(a),

DV δ

dt
(a)
)

+ g
(
ξ(b), γ̇(b)

)
−

− g
(
ξ(a), γ̇(a)

)
−
∫ b

a

g
(
ξ,
Dγ̇

dt

)
dt−

∫ b

a

g
(D2V δ

dt2
+R∇(V δ, γ̇)γ̇, V δ

)
dt =

=−
∫ b

a

g
(
ξ,
Dγ̇

dt

)
dt−

∫ b

a

g
(D2V δ

dt2
+R∇(V δ, γ̇)γ̇, V δ

)
dt

ya que V δ(a) = 0, V δ(b) = 0 por ser la variación propia y por el mismo motivo ξ(a) =
0, ξ(b) = 0 pues S(a, s) = 0, S(b, s) = 0 ∀s.

2) Sabemos que
d

ds

[
A(γ̇s)

]
=

∂

∂t

[
(A ◦ δ)(S)

]
− (F ◦ δ)(T, S). Entonces,

d2

ds2

[
A(γ̇s)

]
=

∂2

∂s ∂t

[
(A ◦ δ)(S)

]
− ∂

∂s
[(F ◦ δ)(T, S)]

Como el campo F es uniforme,
∂

∂s

[
(F ◦ δ)(T, S)

]
= (F ◦ δ)(S∇̄T, S) + (F ◦ δ)(T, S∇̄S).

Por tanto,
d2

ds2

[
A(γ̇s)

]
=

∂2

∂t ∂s

[
(A ◦ δ)(S)

]
− (F ◦ δ)(S∇̄T, S)− (F ◦ δ)(T, S∇̄S).

Como
∂

∂s

[
(A ◦ δ)(S)

]
=
[ ∂
∂s

∇̄
(A ◦ δ)

]
(S) + (A ◦ δ)(S∇̄S) , haciendo s = 0 llegamos a que

la 1-forma diferenciable con soporte la curva magnética γ(t) definida porW := ∂
∂s

∇̄
|s=0

(A◦δ)

satisface la igualdad
∂

∂s |s=0

[
(A ◦ δ)(S)

]
= W (V δ) + A(ξ).

Entonces,∫ b

a

d2

ds2

∣∣∣
s=0

[
A(γ̇s)

]
dt =

∫ b

a

d

dt

[
W (V δ) + A(ξ)

]
dt−

∫ b

a

F
(DV δ

dt
, V δ

)
dt−

∫ b

a

F (γ̇, ξ) dt =

=
[
W (V δ(b))−W (V δ(a))

]
+ [A(ξ(b))− A(ξ(a))

]
−

−
∫ b

a

g
(DV δ

dt
, φ(V δ)

)
dt−

∫ b

a

g(γ̇, φ(ξ)) dt =

=

∫ b

a

g
(
φ
(DV δ

dt

)
, V δ

)
dt+

∫ b

a

g(φ(γ̇), ξ) dt

Finalmente juntando ambos términos y teniendo en cuenta que γ(t) es una curva magnéti-
ca obtenemos

d2Eδ
ds2

(0) =−
∫ b

a

g
(
ξ,
Dγ̇

dt
− φ(γ̇)

)
dt−

∫ b

a

g
(
V δ,

D2V δ

dt2
+R∇(V δ, γ̇)γ̇ − φ

(DV δ

dt

))
dt =

=−
∫ b

a

g
(
V δ,

D2V δ

dt2
+R∇(V δ, γ̇)γ̇ − φ

(DV δ

dt

))
dt

Definición 4.2.1. Dada una curva magnética γ : [a, b]→M asociada al campo magnético
uniforme F = dA, denotemos por

V(γ(t)) = {V ∈ X(γ(t)) / V (a) = 0, V (b) = 0}

Claramente V(γ(t)) es un submódulo de X(γ(t)).
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Definición 4.2.2. Llamamos métrica ı́ndice magnética asociada a la curva magnética
γ(t) a la aplicación IndFγ(t) : V(γ(t))× V(γ(t))→ R definida por

IndFγ(t)(V,W ) =

∫ b

a

[
<
DV

dt
,
DW

dt
> −R(V, γ̇, γ̇,W ) + F (V,

DW

dt
)
]
dt

Proposición 4.2.1. La métrica ı́ndice magnética es una aplicación bilineal y simétrica.

Demostración. El término
∫ b
a

[
< DV

dt
, DW

dt
> −R(V, γ̇, γ̇,W )

]
dt es simétrico por las pro-

piedades de simetŕıa del tensor de curvatura de Riemann-Christoffel.
Dado que F es uniforme, se verifica que d

dt
[F (V,W )] = F (DV

dt
,W ) + F (V, DW

dt
), entonces∫ b

a

[
F (
DV

dt
,W )+F (V,

DW

dt
)
]
dt =

∫ b

a

d

dt
[F (V,W )]dt = F (V (b),W (b))−F (V (a),W (a)) = 0

porque V,W ∈ V(γ(t)), de donde se concluye

Definición 4.2.3. Se llama operador de Jacobi magnético asociado al campo magnético
F = dA a lo largo de una curva magnética γ(t) al operador

Jγ(t) : V(γ(t)) −→ V(t)

V 7−→ Jγ(t)(V ) = D2V
dt2

+R∇(V, γ̇)γ̇ − φ(DV
dt

)

Es claro que kerJγ(t) = Jac(γ(t), F ) ∩ V(γ(t)) y un sencillo cálculo prueba que

Proposición 4.2.2. IndFγ(t)(V,W ) = −
∫ b
a
< V,Jγ(t)(W ) > dt.

Corolario 4.2.1. Dada una variación propia δ de una curva magnética asociada a F =
dA uniforme con campo variacional V δ, se tiene que IndFγ(t)(V

δ, V δ) = d2Eδ
ds2

(0).

Corolario 4.2.2. Si la variación propia δ de γ(t) es magnética, entonces su campo va-

riacional V δ es un campo de Jacobi magnético y como consecuencia d2Eδ
ds2

(0) = 0.

Proposición 4.2.3. Rad(IndFγ(t)) = Jac(γ(t), F ) ∩ V(γ(t)).

Demostración. Es claro que si W ∈ kerJγ(t), entonces W ∈ rad(IndFγ(t)). Sea ahora

W ∈ rad(IndFγ(t)), entonces, 0 = IndFγ(t)(V,W ) =
∫ b
a
< V,Jγ(t)(W ) > dt para cualquier

V ∈ V(t). Tomando V = f · Jγ(t)(W ) con f ∈ C∞([a, b]) y f > 0, se tiene que 0 =

IndFγ(t)(V,W ) =
∫ b
a
< f(t)Jγ(t)(W ),Jγ(t)(W ) > dt =

∫ b
a
f(t) ‖Jγ(t)(W )‖2 dt de donde se

deduce que Jγ(t)(W ) = 0 y por tanto W es un campo de Jacobi magnético.

Definición 4.2.4. Se dice que una curva magnética es estable si IndFγ(t)(V, V ) ≥ 0 para

todo V ∈ V(γ(t)), o equivalentemente si d2Eδ
dt2
≥ 0 para cualquier variación propia de γ(t).

Se dice que γ(t) es inestable si IndFγ(t)(V, V ) < 0 para todo V ∈ V(γ(t))

Observación 4.2.1. Si existiera un campo V ∈ V(γ(t)) tal que Jγ(t)(V ) = λ(t)V con

λ(t) < 0, entonces IndFγ(t)(V, V ) =
∫ b
a
< V,Jγ(t) > dt =

∫ b
a
λ(t) ‖V ‖2 dt < 0 y γ(t) seŕıa

inestable. En particular, si el operador de Jacobi posee autovalores negativos, la curva
magnética γ(t) es inestable.
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Anexo. Campos vectoriales a lo largo de

un morfismo de variedades riemannianas

Sean (Y, g) y (M, ĝ) dos variedades riemannianas de dimensiones m y n, respectiva-
mente y sea ϕ : Y −→M una aplicación diferenciable. Consideremos el producto fibrado
ϕ−1(TM) = Y ×ϕ TM = {(y,Dϕ(y)) ∈ Y × TM} que es un fibrado vectorial de ran-
go n sobre Y . Sabemos que las secciones del producto fibrado, Γ(Y, ϕ−1(TM)) = {η :
Y → Y ×ϕ TM /p1 ◦ η = IdY }, equivalen al C∞(Y )-módulo de campos diferenciables
diferenciables a lo largo de φ. Xϕ(Y, TM) = {V : Y → TM /π ◦ V = ϕ}

Y ×ϕ TM
p2 //

p1

��

TM

π

��
Y

ϕ //

η

TT

V

88

M

Z

UU

Tenemos dos tipos de campos vectoriales sobre Y a lo largo de ϕ:

1. Todo campo vectorial diferenciable Z ∈ X(M), define Z := Z ◦ ϕ ∈ Xϕ(Y, TM).

2. Todo campo D ∈ X(Y ) define, a través del morfismo tangente a ϕ, ϕ∗ : TY →
TM , una sección ϕ∗D := ϕ∗ ◦ D ∈ Xϕ(Y, TM). Entonces para cualquier y ∈ Y
[ϕ∗D] (y) := (y, ϕ∗,y(Dy)) ∈ Y ×ϕ TM

Sea U ⊆ M un abierto coordenado por {q1, .., qn} y sea ϕ−1(U) = W ⊆ Y con coor-
denadas {y1, .., ym}. Denotemos ϕi ≡ ϕ ◦ qi, las secciones locales Γ(W,ϕ−1(TM)) :=
Xϕ(W,TM) es un C∞(W )-módulo libre de rango n generado por {( ∂

∂q1
◦ϕ), ..., ( ∂

∂qn
◦ϕ)}.

En particular,

1. Si Z =
∑n

i=1 Zi(
∂
∂qi

)⇒ Z̄ =
∑n

i=1 (Zi ◦ ϕ)( ∂
∂qi
◦ ϕ)

2. Si D =
∑m

r=1 fr ·
∂
∂yr
⇒ ϕ∗D =

∑n
i=1 [

∑m
r=1 fr

∂ϕi
∂yr

]( ∂
∂qi
◦ ϕ)

Derivación covariante de campos vectoriales diferenciables a lo largo de un
morfismo de variedades riemannianas

Consideremos en las variedades (Y, g), (M, ĝ) los abiertos anteriores U ⊆M y ϕ−1(U) =
W ⊆ Y con coordenadas {q1, ..., qn}, {y1, ..., yn} respectivamente. Si ∇, ∇̂ son las respec-
tivas conexiones de Levi-Civita de Y y M , sabemos que
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∂

∂yr

∇ ∂

∂ys
=

m∑
t=1

Γtrs
∂

∂yt

∂

∂qi

∇̂ ∂

∂qj
=

n∑
k=1

Γ̂kij
∂

∂qk

Supongamos que ϕ : Y → M es una aplicación diferenciable entre dichas variedades.
Dada una curva parametrizada α : I ⊆ R → Y , podemos construir una curva β =
ϕ ◦ α : I → M , cuyo vector velocidad es β̇(t) = ϕ∗,α(t)(α̇(t)). Dado un campo vectorial
V ∈ Xϕ(Y, TM), su restricción sobre la curva α(t) es el campo V (α(t)) = (α(t),V(t)) ∈
Y ×ϕ TM donde, V(t) ∈ Tϕ(α(t))M = Tβ(t)M . De tal forma que V = V ◦ α es un campo

diferenciable de M con soporte la curva β. Denotemos por D̂
dt

: X(β(t)) −→ X(β(t)) al
operador de derivación covariante a lo largo de β(t).

Definición 4.2.5. Una ley de derivación covariante ∇̄ en el fibrado (ϕ−1TM, p1, Y ) será

∇̄ : X(Y )× Xϕ(Y, TM) −→ Xϕ(Y, TM)

(D, V ) −→ D∇̄V

donde (D∇̄V )(y) =
D̂V
dt

∣∣∣
t=0

con V = (V ◦α), siendo α = α(t) la curva integral del campo

vectorial D que para t = 0 pasa por el punto y ∈ Y

Si D =
∑m

r=1 hr ·
∂
∂yr
∈ X(W ) y V =

∑n
i=1 fi (

∂
∂qi
◦ ϕ), se tiene que

D∇̄V =
n∑
k=1

[
Dfk +

m∑
r=1

n∑
i,j=1

fi
∂ϕj
∂yr

hr (Γ̂kji ◦ ϕ)
]( ∂

∂qk
◦ ϕ
)
∈ Xϕ(W,TM)

Corolario 4.2.3. Dados D ∈ X(Y ) y Z ∈ X(M), se verifica que D∇̄Z̄ = [(ϕ∗D)∇̂Z] ◦ ϕ.

Localmente la conexión ∇̄ verifica( ∂

∂ys

)∇̄( ∂

∂qt
◦ ϕ
)

=
n∑
k=1

( n∑
j=1

∂ϕj
∂ys

(Γ̂kjt ◦ ϕ)
)( ∂

∂qk
◦ ϕ
)

( ∂

∂ys

)∇̄(
ϕ∗

∂

∂yr

)
=

n∑
k=1

[ ∂2ϕk
∂ys∂yr

+
n∑

i,j=1

∂ϕi
∂yr

∂ϕj
∂ys

(Γ̂kji ◦ ϕ)
]( ∂

∂qk
◦ ϕ
)

La estructura de fibrado vectorial riemanniano de (ϕ−1TM, p1, Y )

Vamos a introducir un producto escalar en el C∞(Y )-módulo Xϕ(Y, TM) utilizando la
estructura riemanniana de (M, ĝ).

Definición 4.2.6. Denotaremos ḡ al producto escalar C∞(Y )-bilineal y simétrico en
Xϕ(Y, TM) dado por

ḡ : Xϕ(Y, TM)× Xϕ(Y, TM) −→ C∞(Y )

(V1, V2) −→ ḡ(V1, V2)

donde, ∀y ∈ Y , es [ḡ(V1, V2)](y) = ĝϕ(y)(V1(y), V2(y)).
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Proposición 4.2.4. Dados Z1, Z2, D1, D2 ∈ X(M) se cumple

1. ḡ(Z1, Z2) = [ĝ(Z1, Z2)] ◦ ϕ.

2. ḡ(ϕ∗D1, ϕ∗D2) = [ϕ∗(ĝ)](D1, D2).

Localmente si ĝ =
∑n

i,j=1 ĝij dqi ⊗ dqj se tiene que

ḡ
( ∂

∂qi
◦ ϕ, ∂

∂qj
◦ ϕ
)

= ĝij ◦ ϕ ; ḡ
(
ϕ∗

∂

∂yr
, ϕ∗

∂

∂ys

)
=

n∑
i,j=1

(∂ϕi
∂yr

)(∂ϕj
∂ys

)
(ĝij ◦ ϕ)

Proposición 4.2.5. La ley de derivación covariante ∇̄ es compatible con el producto
escalar ḡ, es decir, ∀D ∈ X(Y ) y ∀V1, V2 ∈ Xϕ(Y, TM), se tiene que

D(ḡ(V1, V2)) = ḡ(D∇̄V1, V2) + ḡ(V1, D
∇̄V2)

Demostración. Dado y ∈ Y cualquiera, sea α(t) una curva parametrizada en Y con α(0) =
y, α̇(0) = Dy

D[ḡ(V1, V2)](y) = Dy[ḡ(V1, V2)] = α̇(0)[ḡ(V1, V2)] =
[
α∗,0

( d
dt

)]
ḡ(V1, V2) =

=
d

dt |t=0
[ḡ(V1, V2) ◦ α(t)] =

d

dt |t=0
[ĝϕ(α(t))(V1(α(t)), V2(α(t)))] =

= ĝϕ(α(0))

(D̂
dt |t=0

V1(α(t)), V2(α(t))
)

+ ĝϕ(α(0))

(
V1(α(t)),

D̂

dt |t=0
V2(α(t))

)
=

= ĝϕ(y)

(
(D∇̄V1)(y), V2(y)

)
+ ĝϕ(y)

(
V1(y), (D∇̄V2)(y)

)
=

= ḡ(D∇̄V1, V2)(y) + ḡ(V1, D
∇̄V2)(y)

Definición 4.2.7. Se llama morfismo de torsión asociado a la conexión ∇̄ a la aplicación
C∞(Y )-bilineal y antisimétrica

Tor∇ : X(Y )× X(Y ) −→ Xϕ(Y, TM)

(D1, D2) −→ Tor∇̄(D1, D2) = D1
∇̄ (ϕ∗D2)−D2

∇̄ (ϕ∗D1)− ϕ∗ [D1, D2]

Proposición 4.2.6. ∇̄ no tiene torsión, es decir, Tor∇̄(D1, D2) = 0 , ∀D1, D2 ∈ X(Y ).

Un fibrado vectorial provisto de una conexión sin torsión y compatible con un produc-
to escalar se denomina fibrado vectorial riemanniano.
Por tanto, la terna {(ϕ−1TM, p1, Y ), ∇̄, ḡ} tiene estructura de fibrado vectorial rieman-
niano.

Definición 4.2.8. Llamamos endomorfismo de curvatura asociado a ∇̄ a la aplicación
C∞(Y )-bilineal antisimétrica

R̄ : X(Y )× X(Y ) −→ EndC∞(Y )Xϕ(Y, TM)

(D1, D2) −→ R̄(D1,D2) := D1
∇̄D2

∇̄ −D2
∇̄D1

∇̄ − [D1, D2]∇̄
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