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Resumen:

Los métodos del grupo de renormalizacién nos permiten afrontar las divergencias ultra-
violetas e infrarrojas en QED y QCD, asociadas a la aparicién de escalas energéticas muy
dispares. Estan basados en el principio de invarianza bajo el grupo de renormalizacién, que
afirma que los observables fisicos son independientes de la escala y el esquema de renorma-
lizacién utilizados en los calculos teodricos.

A partir de la aplicacién de dicho principio sobre un observable fisico cualquiera R en
QCD, se definen las ecuaciones del grupo de renormalizacién

d S S " ez
Bacn () = u = ~20,(0) 5y B {O‘ 4(:)} funcién 6,
1 —_— n
Y(a) == T ((11_75 =2m(p) Y, Y1 [&Z(:)} dimensién anémala de la masa.

Resolviendo estas, obtenemos la dependencia con la energia p (o evolucién) de la constante
a5 v las masas de los quarks pesados m pues, al conocer un numero finito de coeficientes
Bn-1¥ Yn-1, estos desarrollos son vélidos tnicamente en el régimen perturbativo de QCD
(u > AQCD ~ 700 M@V)

Las soluciones de dichas ecuaciones diferenciales dependen del esquema de renormaliza-
cién (nosotros utilizaremos el esquema MS) y del niimero de sabores activos ny. La conexién
entre las soluciones para ny y ny—1 viene dada por las denominadas relaciones de matching,
que también dependen del esquema de renormalizacion, siendo no triviales las empleadas en
este TFG.

En lo que sigue, resolveremos las ecuaciones del grupo de renormalizacién, tanto para
la funcién § como para la dimension anémala de la masa, y aplicaremos las relaciones de
matching, con objetivo de obtener de a(u) y m(p) para los quarks pesados en el régimen
perturbativo de QCD. Una vez hecho esto, implementaremos nuestras soluciones en un c6digo
Mathematica y lo utilizaremos para estudiar dichas soluciones y estudiar cémo se modifican
al variar la escala de energfa umbral pi, entre ny y ny — 1.

Palabras clave: QCD, grupo de renormalizacién, quarks pesados.



Abstract:

Renormalisation group methods allow us to deal with the ultraviolet and infrared di-
vergences in QED and QCD, related to the appearance of largely separated energy scales.
They are based on the principle of invariance under the renormalization group, which states
that physical observables are independent of the scale and renormalisation scheme used in
theoretical calculations.

From the application of this principle to any physical observable R in QCD, renormali-
sation group equations are defined as

da s ! :
Bacn () = 1% = =201 Sy P {O‘ 4(:)} B-function,
1 —_— n
Y(a) == T i—i’j =2m(p) Y, Y1 [&Z(:)} mass anomalous dimension.

By solving these equations, we obtain the energy dependence (or running) of the strong
coupling a, and the heavy quark masses m, since knowing a finite number of coefficients
Bn—1 and 7, ; makes these expansions valid only in the QCD perturbative region (u >
AQCD ~ 700 M@V)

Solutions of such differential equations depend on the renormalisation sheme (we will use
the MS scheme) and on the number of active flavours n . Connection between the solutions
for ny and ny — 1 is given by the so-called matching relations, which also depend on the
renormalisation scheme, being non-trivial the ones used in this bachelor thesis.

In what follows, we will solve the renormalization group equations, both for the S-function
and for the mass anomalous dimension, and we will apply the matching relations, in order
to get a(p) and m for heavy quarks in the QCD perturbative region. Once this is done, we
will implement our solutions in a Mathematica code and we will use them to study these
solutions and how they are modified when we change the threshold energy scale 1), between

ngyn.

Keywords: QCD, renormalization group, heavy quarks.
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1. Introduccién a QCD

1.1. Conceptos basicos

La Cromodindmica Cudntica (QCD) es la teoria de campos gauge que describe las inter-
acciones fuertes. Su Lagrangiano se construye de forma que se mantenga la transformacién
gauge de la simetria SU(3) local de color. Este describe los espinores libres de Dirac (quarks)
y el campo gauge no Abeliano (gluones), junto con su interaccién mutua y las autointerac-
ciones entre gluones. Tal autointeraccion es la responsable de que no observemos ni quarks
ni gluones libres, pues hace que la constante de acoplamiento o sea muy grande a ba-
jas energias; esto es, es responsable del confinamiento y la libertad asintética (Refs. [415])
caracteristicos de QCD.

Dicho Lagrangiano es

1

£QC’D - Z @Z_}q,a(i’yuéabau - 957“?555145 - mqéab)wq,b - ZnyFAMVa (1)
q

donde los indices repetidos se suman. 1, , son los espinores de los campos de materia (quarks)
para sabor ¢, con indice de color a (desde 1 hasta N, = 3). v son las matrices de Dirac. Af
son los campos de gluones (con C' desde 1 hasta N?> — 1 = 8). t$ son ocho matrices 3 x 3,
generadores del dlgebra asociada al grupo SU(3). gs es la constante de acoplamiento fuerte
(as = g2 /47), que es, junto con las masas de los quarks, el tinico pardmetro fundamental en
QCD y cuantifica la intensidad de la interaccién fuerte. Por ultimo, el tensor Fﬁ,, viene dado
por

Fy, = 0uAy = 0,40 — g fapc AL AL, (2)

donde fapc son las constantes de estructura del grupo SU(3), que vienen determinadas por
[t4tP] = ifapct®. (3)

En este TFG nos centraremos en los aspectos perturbativos de QCD, es decir, en escalas
de energfa en centro de masas (/s = p) mayores que Aqcp.

1.2. Grupo de renormalizacion

El método del grupo de renormalizacion fue introducido por primera vez por Stiickelberg
y Petermann en 1952 (publicado en 1953, Ref. [6]) y por Gell-Mann y Low en 1954 (Ref. [7]),
para lidiar con los fallos de la teorfa de perturbaciones para muy altas energias (divergencias
ultravioleta) en electrodindmica cudntica (QED). Estos problemas aparecen también para
muy bajas energias (divergencias infrarrojas) y en QCD. Su origen radica en la gran diferencia
entre las escalas de energia utilizadas: las masas m de las particulas y el momento transferido
¢; pues en teorfa de perturbaciones, la contribucién a n-loops tiene un factor aZ (en el
caso de QCD) y hasta n factores In (¢?/m?), de manera que tendremos mala convergencia
cuando a,|In (¢*/m?)| sea de orden 1, aunque ay sea pequenia. Los métodos del grupo de
renormalizacion nos daran una forma de afrontar problemas en los que tenemos escalas de
energia muy diferentes.

Estos métodos se basan en el principio de invarianza bajo el grupo de renormalizacion,
que afirma que los observables fisicos deben ser independientes de la escala y el esquema de



renormalizacién utilizados en los calculos tedricos. Estrictamente hablando, no tiene estruc-
tura de grupo, ya que la ley de composiciéon interna se cumple solo para escalas adyacentes.

La escala de renormalizacién p aparece cuando se regularizan las divergencias ultraviole-
tas en regularizacion dimensional, esto es, cambiando la dimensién del espacio tiempo de 4
a 4 — 2¢. Estas divergencias aparecen como 1/€" y se renormalizan multiplicativamente. Asf,
para una cantidad fisica cualquiera R se cumple

dR

B d

Suponiendo que R depende de la constante de acoplamiento renormalizada a; y la masa
quark renormalizada m, podemos utilizar la regla de la cadena para escribir

a+ dasa+ d_mi R = £+5 (a)i
au #d,u Oag 'ud,u om B M@u @EPATS) e

donde hemos definido las ecuaciones del grupo de renormalizacion

= 0. (4)

0
+ QWV(%)% R=0, (5

doys :
Baep (o) = da funcién B,
1 dm (6)
Y(ag) == — dimensién anémala de la masa.
om' dp

La ecuacién consecuencia de la invarianza bajo renormalizacion se denomina “ecuacion del
grupo de renormalizaciéon” (RGE).
Podemos escribir la funcién £ y la dimensién anémala de la masa para una determinada

escala como
n

(ny)
n) [ ] =, 4,0 (ny) (ny) | @ (1)
36b [0 ()] = g 0l () = 208" () Sy A2 | T
() d op [ | v
20 5 ol ()] = prgp ™ ) = 2mO0 ) St | |

donde ny hace referencia al nimero de sabores activos, es decir, al nimero de quarks cuya
escala de masa invariante (escala de energia a la cual m(u) = p) se encuentra por debajo de
la escala de energia p considerada.

Los dos desarrollos en serie que acabamos de escribir nos dan dos ecuaciones diferencia-
les, estando la segunda acoplada a la primera. Al resolverlas, obtenemos la evolucién de la
constante de acoplamiento o, y de la masa quark m con la escala de energia u. Estas solu-
ciones dependen del esquema de renormalizacion empleado, siendo el de minima sustraccion
modificado (MS) el utilizado en este TFG.

Tanto para la funciéon 5 como para la dimensién anémala de masa, conocemos los coefi-
cientes (87 y 7™ respectivamente) hasta 5 loops, es decir, hasta 8" y 7™’

El objetivo de este TFG es resolver estas dos RGEs, para conocer asi la dependencia de
aé"f ) y m™) con la escala de energia p (en el régimen perturbativo de QCD). EI procedi-
miento utilizado para resolverlas estd basado en el desarrollado en REvolver (Ref. [§]).

Una vez resueltas, implementaremos nuestras soluciones en un cédigo Mathematica y lo
utilizaremos para representar graficamente tanto " (1) como M) (1) (esta tltima para
los tres quarks pesados, con 1 mayor que la escala de masa invariantes asociada a cada uno)
y para analizar los efectos que tiene, sobre la evolucion de ambas cantidades, variar la escala
de energia umbral juy, entre ny y ny + 1.



2. Resolucion de las RGEs

2.1. Evolucion de la constante de acoplamiento o

Vimos en la seccién anterior que la RGE en este caso es
d (nf)( ) 9 (nf)( ) ﬁ(nf) @gnf)(u) ! (8)
— Qs = —2a; g 1 .

Como ya hemos dicho, los coeficientes Bf;l_fl) se conocen hasta n=>5 (5 loops) y son (Refs. |11
18])

. 9
Bl =11 — S (9)
N 38
8" =102 — T
(ny) 2857 5033 325
b == TR
(ny) (149753 (1078361 6508
50065 . 6472 &) w2 1093
—_—+ — n —n
162 g1 ) f T 799
;) (8157455 621885 88209
B, —( o T G 5 G — 288090G; | +
336460813 4811164 bt 33935 bt 1358995 ¢ .
1044 81 BT g o7 )M
25960913+698531 10526 381760 &) s
1944 g1 9 g1 )
630559 5872 1618 460 L (1205 152 A
( 5832 243 T a7 ¢ T g §5> ”f+<2916 81 C?’) "

donde ( es la funcién zeta de Riemann y los coeficientes Bénf ), ﬁénf ) y ﬁinf ) dependen del
esquema de renormalizacion utilizado.

Para empezar, resolveremos la RGE a primer orden, pues conocer esta solucién nos re-
sultara ttil més adelante. Dicho orden se conoce como Leading Logarithm (LL) y la ecuacién

diferencial toma la forma
1 [ (nf)r
4y L (ng) 10
Md,uas 27 Fo ™ (10)
A partir de ahora, omitiremos el superindice ny para simplificar la notaciéon. Con esto,

pasemos a resolver la ecuacion diferencial

dayg a? 2rday  dp 2w [ 1 1 } ( 1 )
— __S = —— = — & — — =In | — R 11
a dp 2760 Bo a3 H Bo Las(u)  as(po) Ho 1




donde 1 es una escala de energia para la cual conocemos el valor de ay. Asi llegamos a que
la solucion a orden LL es

a1 (1) = Galpo) (12
1+ @ln el as(f10)
2m Ho
Vemos en esta expresion que lim,, o agLL) = 0. Este comportamiento se conoce como “li-

bertad asintotica” y es caracteristico de QCD.
Pasemos ahora a resolver la RGE para a orden N 'LL, con m > 1. Para ello, escribimos
dicha ecuacién como

day “ g\ ™ dag
> = 2ay 1 | — > =d(l , 1
I i o 521 Br-1 (47?) = 20,5 Bt (/) (In ) (13)

donde la serie en el denominador no es més que Sgop(as). Nos interesa, por tanto, escribir
el inverso de esta serie como otra serie. Con esto en mente, podemos definir los coeficientes
b; == g—o y escribir

2
Bacn(a) = =526y

m—1 .
(6% 7
1+5 b (—) . 14
; = (14)
Ahora definimos los coeficientes de la serie inversa, que llamaremos c;, de manera que cum-
plan

1 g\ J
L+ 307 bi (o /4m)' :”2%‘ (%) (15)

teniendo asi que
1 2r 1

Bacp(as)  fo a?

donde la suma en j se extiende hasta el orden necesario para alcanzar la precision deseada
en cada caso, en general mayor que m.

Podemos encontrar una relacién recursiva entre los coeficientes b; y los ¢;. Para calcular
esta relaciéon, pensemos en dos series de potencias que cumplan lo siguiente

1 .
—_ = E b’ 17
Zi:o a;r" i (17)

1+ (j_;)”'] , (16)

=1

con ag = bg = 1. Podemos escribir

1= Z CLZ‘ZCi ijﬂ?j =1+ ZIZ Zl:aijbj 0= Zl’l Zz:aijbj. (18)
i=1 j=1 i=1 7=0 j=0

i=1
Si queremos que se cumpla para todo valor de x

) i—1 i—1

Zai—jbj =0< agb; + Zai_jbj =0&sb=— Zai_jbj, (19)

J=0 J=0 J=0



o equivalentemente: b, ; = — Z}:o a;+1—;bj. Podemos calcular los coeficientes b; hasta un
orden cualquiera pese a conocer los coeficientes a; unicamente hasta orden m. En este caso,
imponiendo que a;-,, = 0, podemos demostrar que las relaciones entre coeficientes son:

bi+1 = — E;’:O ai+1,jbj 1+ 1 S m, (20)
bi+1 = — Z;:H—l—m ai+1_jbj 1+ 1>m.

Asi, facilmente vemos que en el caso que nos ocupa
Cit1 = — Zg‘:() bitv1-j¢j Z +1<m, (21)
Citl = = D jip1om Dit1-4C5 i+ 1>m.

Con esto podemos resolver la RGE, pues tenemos

21 doyg Qg
- 1+;c1(47r) ] =d(np) &
" (22)

1 1 47 4 ( ) CZ+1 { Qs as0\*
on() - fis - een () ) ()
(/1’0> 260 { Q50 as M ! Qs 0 ; 47

donde a0 = (o) ¥y sy = as(p). Definimos ahora por comodidad [, := In(u/po) y
as = a,/4m, de manera que:

1 1 1 a Cit1 . .
l = —— — 1 S, 1+ i i o
a 2ﬁ0 [a&o Qs +Tain (as,O) + Z 7 (as,,u as,(])]

- (23)
ol () Y ) <2
(ls“u a0 1 (s pa i END 5,0 0y
Ny, . (LL) (LL) o
Usando la ecuacién y definiendo as = ol"™ /(4r), podemos escribir
1 1+ 284l ' ' '
=T 50#as’0+011n< ZCH s 30)
a/shu, CLS70 as 0 —
1 (24)
Cit ; .
- (LL)+611H< 0)+Z i (asu_as,O)‘
SH Qs =1

Y esto finalmente nos lleva a

-1
1 Cit1 [ 4 i
Qs = L(LL) +c¢1ln (%o) + ; ; (aw — as,o)] ) (25)

SH)H

Este resultado permite obtener una solucién iterativa, si escribimos

(n+1) 1 agf‘,} Cit1 (n)\* _ i -
agn ™t = i + ¢ In + Z ; [(aw) — as)o} , (26)
a

S,1 @s,0 i=1

y usamos como punto de partida la solucién a orden LL, es decir ag?,l = agﬁ ),

Podemos calcular la solucién con precision arbitraria, pues sabemos calcular los coefi-
cientes ¢; para un orden cualquiera.



2.2. Evolucion de la masa quark m

En este caso la RGE era

) n
d n n n
pe " () = 2m ) (1) > [ )] - (27)
p n=1
Los coeficientes conocidos (también hasta 5 loops) en este caso son (Refs. [19-22])
,yé”f) — 4, (28)

(o) 20, 202
71 9 nf 3 )

N 18410 2 <% + 1§0g ) ny — 1249,
%(’nf) _ (% — g—i(:s) n} + (—% - @@ 160< ) ny+
(9127723 ) 34192 . 18400 ) " 46(1)2(2)55 135680 —
) (325 LA 400(3) f;g ~ [4032 (91865 + 231264¢5 — 276480(5)] 7?;20_
_ [4622597 _ 17f§15 + 972:5)0 + 84¢5 (251353 + 52200C5) — 8317260@,} 525)?”3+
. {_42871j’582 + 382:6000 + 35 150736283 + 5763(391813 + 21285C3)]} oot
+ (~299257080C; + 98280000¢7) T2 + 34409507?3 - igog 412720¢; + ng(ﬁ
+ ﬁ [~298536981 — 44C; (2109203 + 1069200C; + 463514320¢5)] .
De nuevo, los coeficientes 75 f)7 %(’ 7) y %Enf ) dependen del esquema de renormalizacién

utilizado.
Resolvamos la RGE para a orden N""'LL, con m > 1. Con esto en mente, utilizamos la
regla de la cadena para escribir

dm g\ "™ dm " g\ ™
IS () S (3
W mnzzgv () & Baco gy mgv () = -

= d_m — Z:?:l Tn—1 (045/47T)n AdOéS.

e a3 B (o fAm)

Lo que nos lleva a

as(p) o
(1) = (i) exp [ / QLS'))daS]. (30)

s /140 6QCD<OéS

Para realizar la integral, invertimos Sgcp al igual que hicimos al calcular la solucién de



la RGE para «ay. El integrando asi nos queda

() 23 i o (0s/4m)" - as g\
26@7017(0‘5) - (az/2m) 5:2 (043/47r N 250 Z% ' ( ) Zlci (E)

1=

m—1 " ; nti
:_%150 nzzo% (Z?) ZOC (Z?) T a 50 Z%Z Z(zm) S

7=

- slﬂoz< o) Z e [g+;aﬂfimk]

k=0

Si ahora integramos

as(p)
as(uo) Bocp Bo as(po)

pileey ey}

donde hemos definido los coeficientes d; := Zi:o CkYj—k, con j > 0. Podemos calcularlos
para orden mayor que m — 1. Las relaciones en este caso serian
dj =3 o CkVj—k = Dm0 Ci—k Tk jg<m-—1, (33)
d; = ZZL:_OI Ci—kVk j>m—1.

Con lo anterior, llegamos finalmente a que la solucién de la RGE para m es

=m0 2 3 | (52) - ()] e

7=1

De nuevo, la suma en j se extiende hasta el orden necesario para alcanzar la precisién
deseada, siendo este, en general, mayor que m — 1.

Debemos tener en cuenta que, al considerar tinicamente el régimen perturbativo de QCD,
tan solo podemos utilizar la expresién que acabamos de escribir para calcular la evolucion
de m en el caso de los quarks pesados (charm, bottom y top). Esto se debe a que, como
veremos mas adelante (Seccion , la escala Agcp se encuentra entre la escala de masa
invariante el quark strange y la del charm.

Como podemos ver, el argumento de la exponencial de la ecuacién es el mismo
(para un ny dado), independientemente del quark pesado que estemos considerando. Asi, la
diferencia entre la evolucion de sus masas radica, inicamente, en la escala de masa invariante
asociada a cada uno.

3. Relaciones de matching

Como ya hemos dicho, las soluciones de ambas RGEs dependen, no solo del esquema
de renormalizacién, si no también del nimero de sabores activos ny. Esto se debe a que
utilizamos distintas teorias efectivas para distintas escalas de energia.

Para relacionar «, distintas, necesitamos incorporar los efectos de umbral de los quarks
pesados presentes en estas y que son debidos al cambio en la teoria efectiva utilizada al cruzar



dicha frontera. Esto se consigue por medio de las relaciones de matching, conocidas con
precisién de 4 loops y que, obviamente, dependen del esquema de renormalizacion utilizado.

En los esquemas tipo MS las relaciones de matching no son triviales, en general, para can-
tidades que no representan observables fisicos como son la funcién § y la dimensién anémala
de masa. Para obtener las relaciones de matching, se considera la situacion idealizada en la
que tenemos QCD con n; = ny — 1 quarks cuya masa se considera nula y un quark pesado
h con masa my, > u. Posteriormente, se construye una teoria efectiva con n; sabores activos
imponiendo consistencia con la teoria con ny sabores activos en la escala de energia umbral
e ~ my,. Este procedimiento nos da las relaciones buscadas entre las dos teorias.

A orden LL y NLL (Next to Leading Logarithm), las relaciones de matching para la cons-
tante de acoplamiento a, y para la masa quark m son triviales, siempre que establezcamos
el umbral en y = my,. Esto es

ol () = i (), m" () = M (7). (35)
Para 6rdenes mayores, estas relaciones no son ciertas, en general, para el esquema MS y tanto
as como m presentan discontinuidades en los umbrales como consecuencia del matching no
trivial.

Debemos tener en cuenta que si las evoluciones de a; y T se realizan a N + 1 loops (es
decir, siendo los coeficientes de mayor orden en las RGEs Sy v vy ) entonces, por consistencia,
las relaciones de matching aplicadas deben corresponderse a N loops. Con esto en cuenta,
podemos pasar a estudiar ambos casos por separado.

3.1. Matching de la constante de acoplamiento «y

La conexién entre o, en la teoria con n; sabores activos y la correspondiente a ny sabores
activos es

o) = ™ (). (36)
Como ya hemos dicho, conocemos (7 hasta 4 loops. Su valor es (Refs. [23/20])

(ny) 2
as ()| (11 11 ot 1,
T] (72 Tk __2+361 mz )"

(ny)
AT

6 my,

3
ol (u)] 564731 82043 955 VG BT U
124416 27648>° 576 m2 ' 576  m2 216 m2

™

731104 576 R 36 mg)]+

2
nl( 2633 | 67, p’ 1,0

agnf)(u)] {291716893

T 6123600

3031309 121 3031309 92362581983

St - P - T Py - S e

1306368 4320 217728 87091200

76940219 (t 2057 2057 1o 1389 1389 3031309 121 2362581983

2177280 576 * 256 54432 * T 36 7 87091200 0
7391699 2529743 ¢ 12 2177 1883 .y - 12 ”,

PR— — ——— n e S— PR— [

746496 165888 3456 mi 10368~ m2 ' 1296 m2



7391699 _ 2520743 P2 2177, 1883 . 4 p YN
E— R —n —_— —_— [
746496 165888 3456 7n% 10368 m2 ' 1296 = m2
. 4770041 685, 685 g 3045913
n — n — n —
"\ 2239488 ' 124416 20736 > 995328
501549 115 685 (110341 LLOTT9 | 12
— [ — n__
165888 T 576°° ' 5184" 373248 82944 ) T m2
1483 , p2 127 4 p 271883 167 6865 . 2
_—12 . 13 2 1 ~
10368 m2 5184 ﬁii) i ( 1475976 T 5134%° T 186624 D2
2
AT (37)
20736 m2 ' 324 m2
donde a,, = Li,(1/2) = > 2, 1/(2Fk™) y Xy se conoce solo numéricamente
Xo = 1,808879546208334741426364595086952090. (38)

Podemos invertir esta relaciéon y saber asi cémo cruzar el umbral en sentido inverso. Esto
se consigue re-expandiendo y sustituyendo recursivamente, obteniendo (Ref. [24])
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Ahora vamos a utilizar que a LL el matching de a; es trivial para calcular Aqcp de forma
aproximada.

3.1.1. Calculo aproximado de Agcp

. n
El valor que se suele tomar como referencia para ag ) (1) se corresponde con la escala de

energia de la masa del bosén Z, es decir
ol (o) = a® (my) = 0,1181, (40)

donde myz = 91,8176 GeV y hemos omitido las incertidumbres. La escala de energia a la que
al™ )(u) diverge (es decir, la escala Aqcp) tiene ny = 3. Asi, debemos evolucionar al™ )(u)
desde ;= my, utilizando tanto la ecuaciéon como la relacion de matching a orden
LL, hasta llegar a una expresién para ag3) (1) y, una vez conocida dicha expresién, calcular
cuando diverge.

. - 5
Para comenzar, utilizamos la ecuacién (12) y al )(mz) para obtener

ol (my)

(5)
bo_yy (ﬂ> ot (mz) +1

2T my

a®(my) = = 0,2122 (41)

donde m, = 4,18 GeV es la escala de masa invariante del quark bottom, valor que considera-
mos umbral entre 4 y 5 sabores activos (es decir, iy, = my, para ny = 5y n; = 4) y omitimos
el superindice LL en esta parte para simplificar la notacion.

Por las relaciones de matching a orden LL, sabemos que

ol (my) = al? (my). (42)

De esta forma, podemos tomar a§4) (mp) como valor de referencia para ny = 4 y calcular

al (my)

N 5(54) me (4)
—In{— | as 1
5 10 o~ as’ (my) +

oW (m,) = 0,3167, (43)

donde m, = 1,27 GeV es la escala de masa invariante del quark charm y tiene la misma
funcién en el umbral entre 3 y 4 sabores activos que tenia m; en el umbral entre 4 y 5.
De nuevo, utilizamos las relaciones de matching a orden LL para obtener al? (m..) a partir

de ¥ (me) y utilizamos este nuevo valor como referencia para ny = 3. Con esto llegamos a

(3) 0423) (me)
Qg (:u) = ﬁ(3) ‘ (44)
e (mﬁ) o’ (me) +1

Ahora ya podemos obtener el valor de Agcp facilmente, calculando el valor de p para el
cual el denominador de la expresién anterior se anula. Esto es

ﬁég) AQCD 3 277'
? In Tc O{g )(mc) =0« AQCD = M. exp —m . (45)

De manera que Aqcp = 0,1434 GeV.
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3.2. Matching de la masa quark m

De forma andaloga al caso de ay, la conexion entre m en la teoria con n; sabores activos
y la correspondiente a ny sabores activos es
m" () = Gom (1), (46)
También conocemos (2, hasta 4 loops, siendo su valor (Refs. [23,27])
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T

2+

A diferencia del caso de a,, ahora no escribiremos 1/¢2, pues utilizar el esquema MS al
cruzar en sentido decreciente en energias conlleva (para m) complicaciones asociadas a la
construcciéon del esquema de renormalizaciéon y que no vamos a considerar por no aportar
nada conceptualmente relevante para el tema tratado en este TFG.

4. Resultados y discusion

En esta seccién, calcularemos la evolucién de oy y ™ (esta tltima para los tres quarks
pesados) y analizaremos las consecuencias que tiene, sobre la evolucién de ambas cantidades,
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variar ligeramente la escala de energia 1, a la que se realiza el matching.

4.1. Calculo de la evolucién de oy

Para calcular la evolucion de ay utilizaremos el método iterativo que escribimos en la
ecuacion ([20]) utilizando, como ya dijimos, la solucién a orden LL como punto de partida

0) (LT o o .. . :

as, = as,, . Como criterio de convergencia, impondremos que la maxima diferencia entre
1 .., _

als™ v a{") sea menor que la precisién buscada § (en nuestro caso § = 10~20). Para escoger

el orden p hasta el que calculamos los coeficientes ¢;, imponemos la condicién
Cp+1 P
2 (o) -t
(n) ;
a Ci é ,
o (25 e o () - )
as.0 7

exigiendo asi que la aportacion relativa, a la serie integrada, del iltimo coeficiente conside-
rado, sea menor que la precision buscada.

Aligual que hicimos en la Seccién nuestro valor de referencia inicial serd a!” (my) =
0,1181, de forma que as¢ = asm, = as(mz)/4w. A partir de este y utilizando el método
que acabamos de escribir, calculamos los valores de a4 en los dos umbrales posibles para
ny =5 (escala de masa invariante del quark bottom m;, = 4,18 GeV y top m; = 173 GeV).
Con esto y las relaciones de matching, obtenemos ambos valores umbrales, pero para el
numero de sabores activos correspondiente a cruzar cada uno de los umbrales: oty (my) y
ol (my); siendo estos los valores de referencia para ny = 4 y 6, respectivamente. Al hacer
esto obtenemos

<0, (48)

a® (my) = 0,225009 — ol (my) = 0,225242, (49)
a?(my) = 0,107689 — a?(m,) = 0,107668. (50)

Para poder cubrir toda el régimen perturbativo de QCD, necesitamos un valor de refe-
rencia para ny = 3. Con esto en mente, de forma andloga al apartado anterior, pero con
ny = 4, calculamos el valor en el umbral correspondiente a la escala de masa invariante del
quark charm (m. = 1,27 GeV) y, con las relaciones de matching, calculamos dicho valor para
ny = 3, obteniendo asi el valor de referencia buscado. De esta manera, obtenemos

a®(m,) = 0,389427 — ol (m,) = 0,391052. (51)

Como podemos observar, cuanto menor es p, mayor es la discontinuidad que aparece en
a al cruzar un umbral. Esto era perfectamente esperable, pues el niimero de términos que
estamos utilizando en el desarrollo en serie de la funciéon § y en las relaciones de matching
es fijo; mientras que al disminuir pu, la aproximacion perturbativa empleada necesita mas
términos para mantener la misma precisién en la convergencia, dado que o, aumenta.

Con estos valores ya disponemos de todo lo necesario para calcular la evolucion de o, en
el régimen perturbativo de QCD. Podemos realizar una representacién grafica de la misma,
utilizando la ecuacién , con el valor de referencia correspondiente a cada regién, y los
criterios de convergencia escritos més arriba. Con este fin, calcularemos o, para distintos
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Figura 1: Evolucién de ag(p) en el régimen perturbativo de QCD

valores de p e interpolaremos por splines los resultados obtenidos, utilizando Mathematica.
Esta representacion se muestra en la Figura [I] Vemos que, si consideramos p ~ 1 GeV o
menor, no podremos seguir utilizando teoria de perturbaciones debido al elevado valor de
as. También podemos observar en esta Figura, la libertad asintdtica caracteristica de QCD.

En la Figura[l]no podemos observar la discontinuidad en los umbrales debida a la relacién
de matching no trivial, pues la escala de representaciéon es demasiado grande. Esto no supone
ningin problema, pues dicha discontinuidad no es el tema que nos ocupa ahora. En la Seccién
veremos dicha discontinuidad, como varia con valor 1, y el efecto de esta variacion sobre
la evolucién de «.

4.2. Calculo de la evolucion de m

En esta Seccién vamos a utilizar la ecuacién y la relacién de matching de la ecuacion
(A7) para calcular la evolucién de la masa de los tres quarks pesados (charm, bottom y top).
De manera analoga al caso del célculo iterativo de oy, para conocer el orden p hasta el que
calculamos los coeficientes d; presentes en la ecuacién , imponemos la condicion

. <0, (52)

exigiendo asi que la aportacion relativa, a la serie integrada, del ltimo coeficiente conside-
rado, sea menor que la precision buscada.

Con esto y la evolucién de a; obtenida en la Seccién [}, podemos calcular la evolucién
de la masa de los tres quarks pesados. Debemos tener en cuenta que, como ya dijimos al
final de la Seccién Unicamente calcularemos dicha evolucién para valores de 1 mayores
que la escala de masa invariante del quark considerado en cada caso.
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Figura 2: Evolucién de m,.(u) para g mayores que m,

4.2.1. Evolucion para el quark charm

Para calcular la evolucion de la masa para el quark charm en la regién deseada (u mayores
que su escala de masa invariante m,. = 1,27 GeV), vamos a necesitar conocer antes su valor
en dos umbrales (escala de masa invariante del quark bottom m;, = 4,18 GeV y la del quark
top my = 173 GeV). El valor que tomamos como referencia para la masa de ¢ es m, con
ny = 4. Partiendo de este y utilizando la ecuacién 1) calculamos facilmente m(* (my). Una
vez hecho esto, aplicamos la relaciéon de matching de la ecuacién y obtenemos

m (my) = 0,917266 GeV — M) (my) = 0,915594 GeV. (53)

Ahora tomamos M) (my) como valor de referencia para la regién con ny = 5, repetimos el
c f )
procedimiento anterior para el umbral correspondiente a j;;, = m; y obtenemos

m (my) = 0,594853 GeV — W% (m,) = 0,594661 GeV. (54)

Al igual que para ay, observamos que al disminuir p, aumenta la discontinuidad en ..
al cruzar un umbral, debido a la menor precisién de la teoria de perturbaciones.

Podemos realizar una representacion grafica de la evolucién de m,. de forma andloga a
como realizamos la correspondiente a ay. Esta se muestra en la Figura [2] De nuevo, en la
Figura [2| no podemos observar las discontinuidades de 7, (al cruzar un umbral) debidas a
la relacion de matching, pues la escala representada es demasiado grande. Como ya dijimos,
estas discontinuidades serdn tratadas en la Seccion [L3]

4.2.2. Evolucion para el quark bottom

En este caso, queremos calcular la evolucion de la masa del quark bottom para p mayores
que my. Asi, en este caso necesitamos conocer previamente el valor de 7, en un umbral
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Figura 3: Evolucién de (1) para g mayores que my,

(e = my). Del mismo modo que en la seccién anterior, partiendo ahora de la masa de
referencia m, para ny = 5, facilmente calculamos

my) (my) = 2,715706 GeV — ) (m;) = 2,714830 GeV. (55)

Con estos valores, podemos calcular la evolucion de m, en el régimen deseado. Mostramos
la representacion grafica de esta evolucién en la Figura [3] Sin poder distinguir en la Figura
(al igual que ocurria en las Figuras|l|y [2| para a;, y T, respectivamente) la discontinuidad
de my, al cruzar el umbral uy, = my, debida a la relacién de matching no trivial.

4.2.3. Evolucién para el quark top

Este caso es el mas sencillo, pues no hay umbrales conocidos para p mayores que m;. De
esta manera, podemos calcular la evoluciéon de m; a partir de la ecuacion , sin mas que
utilizar como masa de referencia m, para ny = 6.

La representamos gréfica de esta evolucién se muestra en la Figura [1]

Para finalizar esta seccion, podemos representar la diferencia entre la evolucion de My,
y la de m, con ny = 5y ny = 6 (no representamos también la de 7, pues su orden es
mucho mayor que el de las dos anteriores), para asi compararlas. Dicha representacién se
muestra en la Figura[j] En esta Figura podemos ver que esta dicha diferencia disminuye con
1y tiende a un valor constante. No representamos también el cociente entre la evolucion de
ambas masas, pues este es constante y de valor igual al cociente entre las masas de referencia.
Esto se debe a que en la ecuacion , el argumento de la exponencial era independiente
del sabor; al igual que las relaciones de matching.
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4.3. Efectos de la variacién del valor de pyy,

Como ya dijimos, en esta seccion vamos a analizar las consecuencias de variar ligeramente
la escala u;, a la que se realiza el matching, es decir, la escala en la que consideramos que
se encuentra el umbral entre n; y ny sabores activos. Lo haremos en los umbrales correspon-
dientes a my, (ny =4y ny =5) y my (n, =5y ny = 6), primero para o, y posteriormente
para m..

4.3.1. Efectos de la variaciéon de yy;, sobre la evolucién de o

Al partir del valor de referencia ol (myz) = 0,1181, la evolucién de ol (p) sera la misma,

sean cuales sean las escalas de energia jy, en las que establezcamos ambos umbrales. Esto,
obviamente, ocurre siempre que comparemos la evoluciéon para ny = 5, cuando, para una
1 dada, el nimero de sabores activos sea distinto, las evoluciones seran diferentes. Asi,
nos interesara comparar ozg4)(,u), al variar la escala umbral correspondiente a my, y a§6)(u),
al variar la correspondiente a m;. Realizaremos esta comparacion calculando la diferencia
relativa entre valores de ag obtenidos para los distintos p;, considerados.

Las distintas escalas umbrales que tendremos en cuenta seran

e = My, myp £ 0.5 GeV para la escala de masa invariante del bottom,
ten, = my, my £ 0,5 GeV para la escala de masa invariante del top.

Consideremos cada caso por separado:

. L 4
= En primer lugar, calculamos la evolucion de al )(,u) en los tres casos que tenemos en

cuenta. Para ello, necesitamos primero el valor de o (e cuando gy, = myp+0,5 GeV,
pues calculamos el caso con py = my en la ecuacion . Con estos valores y las
relaciones de matching, podemos obtener ozg4)(,uth) en ambos casos. Al hacer esto,

obtenemos

a®(my — 0,5 GeV) = 0,234047 — oY (my, — 0,5) = 0,235449, (56)
) (my, + 0,5 GeV) = 0,217586 — a'¥) (m;, + 0,5) = 0,216953. (57)

o s

Como vemos, la discontinuidad es mayor en estos casos que en el escrito en la ecuacién

. s _ 2 /,02) _
(19). Esto es debido a que, al ser en este ultimo fy, = my,, entonces In(uy,/m;) =0y
todos los términos proporcionales a potencias de esta cantidad dan lugar a una suma
nula en las relaciones de matching, siendo esta mas préxima a la trivial.

Con esto, ya tenemos los valores de referencia para n; = 4 necesarios en cada caso. Asf,
podemos realizar una representacién grafica en torno al escala de energia umbral para
los dos casos que acabamos de calcular (no representamos también el correspondiente a
[, = My, Pues la representacion grafica tendria demasiada informacién y no podriamos
extraer ninguna conclusién). Esta representacion grafica se muestra en la Figura

Debido al rango de representacién en la Figura [0 no podemos apreciar la diferencia
entre los valores de a§4)(,u) representados para las dos escalas umbrales consideradas.
No obstante, si calculamos la diferencia relativa (tomando como valor de referencia el
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Figura 6: Evolucién de a4(¢) en torno al umbral entre n; = 4 y ny = 5, para p, = my, =

0,5 GeV

obtenido con p, = my) para, por ejemplo, u = 3 GeV, obtenemos

12l (3 GeV) — al* (3 GeV)|

- 100 = 0,013 %, 58
o0 (3 GeV) "
(4,0) (4,+)
s (3GeV) —as (3 GeV
|a ( ?4 0)) a ( € )| -100 ~ 07010 %7 (59)
as (3 GeV)
(4,4) (4-)
s (3GeV) —as (3 GeV
las (3 GeV) — a5 (3 GeV) 100 = 0,234 %, (60)

ol (3 GeV)

donde los superindices 0, + y — hacen referencia a que iy, = my, my+0,5 GeV y my, —
0,5 GeV, respectivamente. De esta manera, vemos que si existe una diferencia en la
evolucién de ol (p) al variar la escala de energia umbral, como era de esperar. También
era de esperar que la diferencia relativa sea mayor cuanto mayor sea | u,(t;L) — ,ugm, donde
J e i representan las dos escalas umbrales consideradas en cada caso, pues mayor es el

intervalo de p en el que al™ )(u) evoluciona con distinto ny.

s De manera analo | i i lcular 1 lucién d ©)
ga al caso anterior, si queremos calcular la evolucién de as” () para

los tres umbrales considerados, necesitamos

a®(my — 0,5 GeV) = 0,107732 — a9 (m, — 0,5) = 0,107706, (61)
a® (my + 0,5 GeV) = 0,107647 — a'¥ (m; +0,5) = 0,107629, (62)
pues estos valores para el caso con fi;, = my, se muestran en la ecuacién (50]). De nuevo
vemos que la discontinuidad debida al matching es menor que en el caso anterior, pues

i €s mayor, lo que hace que la aproximacion perturbativa utilizada sea mas precisa
al ser a, menor. Esto también hace que las discontinuidades en los dos casos que
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Figura 7: Evolucién de a,(p) en torno al umbral entre n; = 5y ny = 6, para p;, = m; £
0,5 GeV

acabamos de escribir sean del mismo orden que la mostrada en la ecuacién (H0)), pues
los términos de la relacién de matching proporcionales a potencias de In(u2, /m?) tienen
menor influencia, al ser también proporcionales a potencias de a.

Realizamos ahora una representacion gréafica en torno a la escala de energia umbral
para los dos casos que acabamos de calcular, mostrando el resultado en la Figura [7]
En esta Figura, podemos observar con mayor claridad las discontinuidades debidas a
la relacion de matching no trivial, pese a ser menores que las mostradas en la Figura
en la Figura [0 pues para esta escala de energia la variacién de a5 con p es menor.

Al igual que en el caso anterior, en la Figura[7|no se puede apreciar la diferencia entre
los valores de a&G)(u) representados para las dos escalas umbrales consideradas. No
obstante, si calculamos la diferencia relativa (tomando como referencia el obtenido con
e, = my) para = 174 GeV, obtenemos

(6.-)
174 174
1259 (17 G;e;)/) (174 GeV)l 100 & 1,134 - 1073 %, (63)
(174 GeV)
(6.4)
609174 — Qs 174 -
12017 Gﬁe;)/) as (174 GeV)| o0 1,131- 1073 %, (64)
(174 GeV)
(6,+) =)
s 174 — a7 (174 -
las (17 C(}Geo\)/) o™ (174 GeV) -100 & 2,265 - 107 %. (65)
(174 GeV)

Obteniendo, de nuevo, discrepancia en la evolucién de al® () al variar py;, y que la
diferencia relativa es mayor cuanto mayor es | /LEZ) — ,ugl) |. También observamos, una vez
mas, la mayor precision de la aproximacion perturbativa utilizada, debida al menor
valor de a; al aumentar p.

Las diferencias en la evolucién de ay asociadas al cambio en uy, que acabamos de ver,

son consecuencia directa de no conocer todos los términos en los desarrollos en serie de la
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Figura 8: Evoluciéon de m.(p) en torno al umbral entre n; = 4 y ny = 5, para pu, =
my + 0,5 GeV

funcion S y el matching. Si conociésemos todos, podriamos calcular esta evolucion de forma
exacta, obteniendo los mismos valores para un mismo ntimero de ns, de forma independiente
al pyy, elegido. Lo mismo ocurre para la evolucion de m, como veremos a continuacion.

4.3.2. Efectos de la variacién de i, sobre la evolucién de m,

En este caso, nuestro valor de referencia es m(?(m,) = 1,27 GeV, de manera que, al igual
que ocurrfa con la evolucién de al” (1) en la seccién anterior, la evolucion de (M (1) serd la
misma, sean cuales sean las escalas de energia en las que establezcamos ambos umbrales. Por
lo tanto, ahora nos interesara comparar m > (1), al variar la escala umbral correspondiente a
my, y m§6>(u), al variar la correspondiente a m;. Al variar este ultimo, consideraremos que el
correspondiente a la escala de masa invariante del bottom fijo en p;, = m,. La comparacién
se realizara de forma andloga al caso de a, y considerando las mismas escalas umbrales.

Consideremos cada caso por separado:

= Primero calcularemos la evolucién de () (1) en los tres casos que tenemos en cuenta.
Para ello, teniendo en cuenta que en la ecuacién calculamos el valor de ™ () v
m@ (fen) para gy, = my, necesitamos calcular estos valores para py, = m, £ 0,5 GeV.
Estos valores son
mY (my — 0,5 GeV) = 0,940490 GeV — > (my, — 0,5 GeV) = 0,938129 GeV, (66)

mY (my + 0,5 GeV) = 0,898193 GeV — ) (my, 4+ 0,5 GeV) = 0,894945 GeV. (67)
Con esto podemos realizar una representacion grafica en torno a la escala de energia
umbral para los dos casos que acabamos de calcular. Dicha representacién se muestra
en la Figura [3] Al igual que en los casos de las Figuras [0 y [, no podemos apreciar
la diferencia entre los valores de m>) (1) asociados a cada umbral, debido al rango de
representacion. De hecho, este rango es mayor en la Figura [8| que en las otras dos,
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razén por la cual la discontinuidad asociada a las relaciones de matching parece menor
en este caso.

Para observar el efecto de la variacién en la escala umbral, vamos a calcular la diferencia
relativa (con el valor asociado a py;, = my como referencia) para = 5 GeV. Al hacer

esto, debemos tener en cuenta que el valor de a§5)(5 GeV) es el mismo para los tres
casos. Esto nos lleva a

EO(5 GeV) — ) (5 GeV)|

100 ~ 8,739 - 1072 %, 68
050)(5 GeV) ) o
MG (5 GeV) — m®H) (5 GeV
" ( Ge ) =M 0G GeV)| o0 6,107 - 1073 %, (69)
m>0 (5 GeV)
meH (5 GeV) — M) (5 GeV
(5 GeV) —m (5 GeV)| o 14,846 - 107 %. (70)

mP9 (5 GeV)

Obteniendo, de nuevo que la discrepancia debida a la variaciéon de la escala umbral
aumenta con | ut,l) uth \

Por ultimo y de manera analoga al caso anterior, si queremos calcular la evolucion de
m % (1) para los tres umbrales considerados, necesitamos

mY (my — 0,5 GeV) = 0,594986 GeV — ) (my, — 0,5 GeV) = 0,594793 GeV, (71)
mH (my + 0,5 GeV) = 0,594720 GeV — > (my, + 0,5 GeV) = 0,594529 GeV, (72)

Cc Cc

pues los correspondientes al caso con pu; = my, se muestran en la ecuacion .
Volvemos a notar aqui el aumento en la precision de la aproximacién perturbativa
utilizada con . Debemos recordar que, para este caso, consideramos fijo el umbral
correspondiente a la escala de masa invariante del bottom en el valor py, = my.

Con estos datos, podemos realizar una representacién gréafica de m.(u) en torno a
la escala de masa invariante del top para los dos casos que acabamos de calcular.
Dicha representacién se muestra en la Figura[J] En esta, al igual que en la Figura[7]y
as, podemos observar con mayor claridad que en el caso anterior las discontinuidades
debidas a la relacién de matching, pues la variacién de m,. con p para esta escala de
energia es menor.

De nuevo, no somos capaces de observar en la Figura [ la diferencia entre los valores
de Mm% (u) asociados a cada umbral. Por otro lado, al calcular la diferencia relativa
(tomando como referencia el obtenido para p, = m;) para u = 174 GeV, obtenemos

mE0 (174 GeV 174 GeV

[G0)( eV) —m)( eV)| -100 ~ 6,915 - 10~* %, (73)
m0) (174 V)

6.0 (174 m O+ (174

[m (17 _GeV) (174 GeV)| - 100 =~ 6,893 - 1074 %, (74)
m S0 (174 GeV)

m61) (174 GeV) — mE) (174 GeV

[ ( eV) —me V) 100 ~ 13,809 - 1074 %. (75)
m0 (174 GeV)

Pudiendo extraer las mismas conclusiones que en los casos anteriores.
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Figura 9: Evoluciéon de m.(p) en torno al umbral entre n; = 5 y ny = 6, para pu, =
my + 0,5 GeV

5. Conclusiones

Hemos resuelto las ecuaciones @ y lo que, junto con las relaciones de matching
de las ecuaciones , y y la implementacion de todo lo anterior en un cédigo
Mathematica, nos ha permitido calcular la evolucion con la energia p de la constante de
acoplamiento a, y la masa m de los quarks pesados en el régimen perturbativo de QCD.

Al estudiar la evolucién de la constante de acoplamiento utilizando nuestras soluciones,
hemos recuperado la libertad asintética caracteristica de QCD y comprobado que, para p ~
1 GeV, a, comienza a ser de orden similar a 1 (Figura, por lo que teoria de perturbaciones
deja de ser valida.

También hemos comprobado que las discontinuidades asociadas a las relaciones de mat-
ching disminuyen (tanto para la constante de acoplamiento como para la masa quark) al
aumentar g, como consecuencia de que disminuya «g, y la precisiéon de la aproximacién
perturbativa utilizada en nuestras soluciones, aumente.

Al estudiar la evolucion de m hemos visto que, al igual que ocurre con ay, esta disminuye
con la energia y, ademas, depende del sabor tinicamente a través del valor que tomamos
como referencia m(pg) en cada caso.

Otra caracteristica interesante observada es que, al aumentar la escala de energia u, la
dependencia de o, y M con esta disminuye.

Por 1ultimo, al estudiar los efectos de la variacion en pyy, sobre la evolucion de la constante
de acoplamiento y la masa quark, hemos comprobado que la discontinuidad asociada a las
relaciones de matching aumenta al hacer p, # my, (donde my, es la escala de masa invariante
del quark asociado al umbral en cuestién) debido a que los términos proporcionales a poten-
cias de In (p%/m?) tienen una aportacién no nula. Ademds hemos visto que la discrepancia
entre la evolucién de una magnitud para dos escalas umbrales distintas (con los mismos n;
y ny) aumenta cuanto mayor sea la separacién entre estas dos escalas.
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6. Conclusions

We have solved equations @) and which, together with the matching relations writ-
ten in the equations , and and the implementation of all of the above in a
Mathematica code, allowed us to calculate the running of the coupling constant a, and
heavy quark mass m in the QCD perturbative region.

When studying the running of the coupling constant using our solutions, we have reco-
vered QCD’s asymptotic freedom and we have proven that, for 4 ~ 1 GeV, a, begins to be
of order similar to 1 (Figure [l]), so perturbation theory is no longer valid.

We have also proven that discontinuities associated with matching relations decrease
(both for the coupling constant and the quark mass) with increasing p, due to the decreasing
of a,, and the precision of the perturbative aproximation used in our solutions, increases.

When studying the running of 72 we have seen that, as it happens with «, this magnitude
decreases with increasing energy and, besides, it depends on the flavour only through the
value m(po) that we take as reference in each case.

Another interesting feature observed is that, when the energy scale p increases, the
dependence of o, and m with it decreases.

Lastly, when studying the effects of the variation of u, on the running of the coupling
constant and the quark mass, we have proven that the discontinuity associated with the
matching relations increases when py, # my, (where my, is the scale-invariant mass of the
quark linked to the threshold considered) because the proportional terms to In (u*/m3)
have non-zero contribution. We have also seen that the difference between the running of a
magnitude for two different threshold scales (with the same n; and ny) increases the greater
the distance between these two scales.
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