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Resumen

La integrabilidad de los sistemas dindmicos constituye sin lugar a dudas una
rama de extremo interés en Fisica y Matematicas. Esto es debido a la amplia varie-
dad de propiedades que presentan desde ambos puntos de vista. El poder predicti-
vo que se puede aportar gracias a estudios asociados a este tema es sumamente ttil.
Podemos encontrar dindmica en cualquier campo de la ciencia. Las diversas y nu-
merosas interacciones entre las partes que constituyen un sistema fisico constituyen
una fuente de no linealidad y complejidad, que afiadido a la dependencia sensible
a las condiciones iniciales [19], caracteristica del comportamiento caético, conllevan
un cambio de perspectiva de los sistemas dindmicos con importantes consecuencias
en la compresion de la ciencia.

La dindmica no lineal es la disciplina que estudia los sistemas dindmicos no li-
neales, que son aquellos sistemas que definidos por una o més variables, evolucio-
nan en el tiempo de tal manera que la “salida” no es proporcional a la “entrada”.
Como es natural, existen tantos sistemas dindmicos como variables que tienen una
evolucion temporal, reflejandose la naturaleza interdisciplinar y el alcance de la di-
namica no lineal. [26, 25].

Utilizamos el término “no lineal” para contraponerlo evidentemente al término
“lineal”. Este ultimo denota propiedades como proporcionalidad (causas cuantitati-
vamente pequefias provocan efectos cuantitativamente pequefios), aditividad, repe-
ticién o replicacién (la misma accién en las mismas condiciones produce el mismo
resultado), y relaciones claras y relativamente triviales entre causa y efecto. Sin em-
bargo, en la naturaleza encontramos muchas relaciones que no son lineales y nos
llevan a situaciones muy diferentes. Una relacién de proporcionalidad entre dos
variables x e y, donde y = kz, indica una relacion lineal. Por tanto, toda relacién
entre dos variables que no responda a una relacién de proporcionalidad como la
anterior serd no lineal. Lo mas general es que un sistema dindmico sea no lineal.
Luego cuando existen relaciones de no linealidad, puede darse un comportamiento
cadtico caracterizado por propiedades contrapuestas a las anteriores: ausencia de
proporcionalidad (pequefias causas pueden provocar grandes efectos), no existe la
aditividad, y dependencia sensible a las condiciones iniciales, lo que puede generar
inestabilidades, discontinuidades e imprevisibilidad.

Es util estudiar la dindmica no lineal a través de un ejemplo de gran interés co-
mo el oscilador de tipo Duffing, ya que modela muchos sistemas fisicos realistas y
sencillos, tales como un péndulo de doble resorte o un péndulo amortiguado y for-
zado. Ademds, a pesar de su engafiosa simplicidad con sélo un término ctibico no
lineal, las formas de su comportamiento pueden ser muy diversas. Por otra parte,



el sistema es susceptible de tratamiento analitico en determinados casos. Conectado
con el oscilador de Duffing estd el famoso atractor Duffing, un conjunto invariante
que mantiene la misma estructura para diferentes condiciones iniciales en la cuenca
de atraccion que conducen a trayectorias cadticas.

El esquema de trabajo utilizado para la presentaciéon de la memoria se basa pri-
meramente en la explicacion detallada de la propiedad de Painlevé (PP) y las con-
secuencias de que un sistema la poseea. Esta se sittia dentro del capitulo 2, en el que
también explicaremos como implementar el algoritmo ARS (algoritmo utilizado pa-
ra determinar cuando una ecuacién es considerada integrable), ademds de aplicarlo
a un ejemplo como es el del oscilador Duffing. Dentro del capitulo 3, a través del
oscilador Duffing, relacionaremos las transformaciones de escala, para pasar a su
correspondiente forma canodnica, con la propiedad de Painlevé, analizando los re-
sultados y extrayendo conclusiones. Por otra parte, en el capitulo 4 resolvemos ana-
litica y numéricamente la ecuacién del péndulo amortiguado forzado comparando
las soluciones en una representacion. Finalmente definimos el concepto de atrac-
tor, su efecto en los sistemas dindmicos y calculamos numéricamente la evolucién
en el espacio de fases del atractor Duffing. Igualemente, introducimos el tema del
caos y una manera de cuantificarlo a través del exponente de Lyapunov, siendo este
también calculado para el oscilador tipo Duffing.

Palabras clave: Ecuaciones diferenciales ordinarias. Integrabilidad. Propiedad
de Painlevé. Oscilador Duffing. Dindmica no lineal. Atractor. Caos. Exponente de
Lyapunov.



Abstract

The integrability of dynamical systems is undoubtedly a branch of extreme in-
terest in Physics and Mathematics. This is due to the wide variety of properties that
they present from both points of view. The predictive power that can be provided by
studies associated with this subject is extremely useful. We can find dynamics in any
tield of science. The diverse and numerous interactions between the parts that cons-
titute a physical system are a source of nonlinearity and complexity, which, added
to the sensitive dependence on initial conditions, characteristic of chaotic behavior,
lead to a change in perspective towards dynamical systems with important conse-
quences in the understanding of science.

Nonlinear dynamics is the discipline that studies nonlinear dynamical systems,
which are those systems whose .°utputstate after time evolution is not proportional
to the input". Naturally, there are as many dynamical systems as there are variables
that have a time evolution, which makes us wonder about the interdisciplinary na-
ture and scope of nonlinear dynamics.

We use the term "nonlinearin contradistinction to the term "linear". The latter
denotes properties such as proportionality (quantitatively small causes cause quan-
titatively small effects), additivity, repetition or replication (the same action un-
der the same conditions produces the same result), and clear and relatively tri-
vial relationships between cause and effect. However, in nature we find many re-
lationships that are not linear and lead to very different situations. A proportiona-
lity relationship between two variables x and y, where y = kz, indicates a linear
relationship. Therefore, any relation between two variables that does not respond
to such proportionality will be nonlinear. The most general situation is that a dyna-
mical system is nonlinear. When nonlinear relationships exist chaotic behavior can
occur, characterized by properties opposed to the previous ones: lack of proportio-
nality (small causes can cause large effects), there is no additivity, and sensitive de-
pendence to initial conditions which can generate instabilities, discontinuities and
unpredictability.

It is useful to study nonlinear dynamics through an example of great interest
such as the Duffing type oscillator, since it models many realistic and simple physi-
cal systems, for example, a double spring pendulum or a damped and forced pendu-
lum. Moreover, despite its deceptive simplicity with only the cubic nonlinear term,
its behavior can be very diverse. On the other hand, the system is susceptible of
analytical treatment in certain situations. Connected with the Duffing oscillator is
the famous Duffing attractor, an invariant set that maintains the same structure for
different initial conditions in the basin of attraction leading to chaotic trajectories.

The description of the work presented in this manuscript starts in Chapter 2 by
explaining the fundamentals of the Painlevé property (PP) and the consequences for
a system that, has it. We will explain how to implement the ARS algorithm, as well



as apply it to an example such as the Duffing oscillator.

In chapter 3, through the Duffing oscillator, we will relate the scale transformations,
to reduce its equation of motion to its corresponding canonical form, with the Pain-
levé property.

In Chapter 4 we solve analytically and numerically the equation of the forced and
damped pendulum comparing the solutions in a representation.

Finally, we define the concept of attractor, discuss its effect on dynamical systems
and calculate numerically the evolution in the phase space of the Duffing attractor.
We introduce the subject of chaos and a way to quantify it through the Lyapunov’s
exponent, which is also calculated for the Duffing oscillator.

Keywords: Ordinary differential equations. Integrability. Painlevé property. Duf-
fing oscillator. Nonlinear dynamics. Attractor. Chaos. Lyapunov’s exponent.



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Consideraciones generales

La integrabilidad es una propiedad no genérica de los sistemas dindmicos. En
el presente trabajo nos centramos en la dindmica no lineal [25] analizando las solu-
ciones de una clase de ecuaciones diferenciales no lineales de segundo orden con
un térmico ctibico en la variable dependiente que se relaciona con el oscilador Duf-
ting, asi como con un caso més especifico, el péndulo amortiguado forzado. Vere-
mos como este oscilador tiene asociado un atractor extrafio conocido como atractor
Duffing, que nos manifestard la existencia de caos [26] en el espacio de fases.

1.2. Objetivos

El presente trabajo tiene como objetivo dar una visién global del estudio de la
integrabilidad de un sistema fisico, mostrdndose las condiciones que ha de cumplir
para poder ser resuelto y las consecuencias en caso contrario. Méds concretamente:

= Encontrar a través del algoritmo ARS las condiciones que deberdan cumplir
los coeficientes de la ecuacién del oscilador Duffing para que sea un sistema
integrable.

= Encontrar a través de una reduccién de la ecuacién del oscilador Duffing a
su respectiva forma canénica, las condiciones que deberdn cumplir sus corres-
pondientes coeficientes para que el sistema sea integrable.

= Determinar las soluciones exactas tanto para el oscilador Duffing, como maés
concretamente para el péndulo amortiguado forzado.

= Obtener las soluciones numéricas para el péndulo amortiguado forzado y com-
pararlas con las exactas.

= Dar un punto de vista general sobre la dindmica caética relacionandola con el
oscilador Duffing.






Capitulo 2
Propiedad de Painlevé

2.1. Introduccion y antecedentes

Para ponernos brevemente en contexto, ademds de tratar algunos conceptos ba-
sicos de las ecuaciones diferenciales, afiadiremos una escueta introduccion historica.
Leibniz [17] fue quien introdujo en el siglo XVII el concepto de integral y realiz6é nu-
merosas aportaciones a su campo, desde resolver la ecuacién diferencial mas sencilla
a contribuir a la definicién de las entidades matematicas nombradas “infinitesima-
les” definiendo asi sus propiedades algebraicas. Es reconocido por tanto como unos
de los creadores del célculo.

Aprovechando estos avances, se comenzé un intenso estudio de las ecuaciones
diferenciales de forma que, a finales del siglo XVIII, una gran parte de los méto-
dos de integracién conocidos actualmente estaban asentados ya entonces. Se trata-
ba fundamentalmente de la construccién de soluciones globales de las ecuaciones
diferenciales en términos de funciones elementales. Dado que muchas ecuaciones
diferenciales no entran en este tipo, el concepto de integracién quedaba bastante
restringido.

La integrabilidad se puede considerar como una propiedad matemaética que pue-
de ser usada para obtener mayor poder predictivo e informacién cuantitativa en el
estudio de la dindmica global de un sistema. Nos da una comprensién de fenéme-
nos fisicos tan complicados como los cambios meteorolégicos, los terremotos o las
arritmias cardiacas, que explicados matematicamente, tienen una evolucién tempo-
ral que puede presentar algunas caracteristicas muy similares a las de los fenémenos
originales que podremos relacionar con la existencia de soluciones andliticas, univa-
luadas de un sistema de ecuaciones dado.

2.2. Estudio de singularidades

Cauchy [6], Picard [24] y otros se centraron en el estudio de las singularidades
en el plano complejo de las ecuaciones diferenciales. En el siguiente apartado trata-
remos estas singularidades describiendo principalmente dos tipos de ellas.

2.2.1. Singularidades de una ODE

Dada una ODE, sus soluciones pueden presentar singularidades cuya localiza-
ciéon puede depender de los pardmetros y/o de las condiciones iniciales. Es impres-
cindible para nuestro trabajo separar estos dos tipos de singularidades: moéviles y
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tijas, ya que al trabajar con ODEs no lineales podremos encontrar ambas .

= Singularidades fijas: Aquellas que quedan determinadas por los coeficientes
de la ecuacién, de tal manera que su localizacién no depende de las condicio-
nes iniciales.

= Singularidades méviles: Aquellas cuya localizacién en el plano complejo de-
pende de constantes de integracion y, por tanto, de las condiciones iniciales.

Singularidades de las ODEs lineales

Una ODE lineal de orden n se escribe
U+ Pt ()Y L+ (@)Y + pol)y = 0,

siendo Y la derivada j-ésima de y con respecto a la variable independiente x. Las
posibles singularidades de las soluciones de esta ecuacion son siempre fijas.
Un ejemplo que podemos poner es

by = (x — ¢)ya, (2.1)

cuya solucién es
Y= ]{70($ - C)b7 (2.2)

donde k es una constante de integracion. La posible singularidad estara localizada
en z = cy el tipo de la misma dependera del valor de b. En concreto, tendremos:

m bec Zyb<0— Polodeorden —b.
= b e Zyb>0— Solucién holomorfa.

= bracional y fraccionario, b = § — Punto de ramificacion.

birracional — Singularidad transcendental.

Es importante notar que, tanto la localizacién como el tipo de singularidad, vienen
dados por cy b, que son pardmetros de la ecuacién y no dependen de la constante
de integracion k. Se trata por tanto de una singularidad fija. Las ODEs lineales solo
tienen este tipo de singularidades.

Singularidades de las ODEs no lineales

Por el contrario, las ODEs no lineales pueden presentar ambos tipos de singula-
ridades. Pongamos de ejemplo la siguiente ODE no lineal:

bYYaz + (1 = b)ye = 0, (2.3)
cuya solucién es

y = ko(z — co)° (2.4)
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donde ky y ¢y son constantes de integracién. Por consiguiente podemos observar que
para z = ¢y hay una singularidad mévil cuyo caracter en el plano complejo depende
del valor de b. Por tanto la localizacién de la singularidad de la solucién depende
de una de las constantes de integracion y es, consecuentemente, una singularidad
movil.

Para completar y tener una nocién mds clara de los conceptos, afiadiremos dos
clasificaciones mas:

= Singularidad aislada: Se dice que la funcién f(z) tiene una singularidad ais-
lada en zj si f(z) no es analitica en z, pero existe un R > 0 de modo que f(z)
es analiticaen 0 < |z — 2| < R.

= Parte principal de la funcidn: Si f(z) tiene una singularidad aislada en z, exis-
te un R de modo que f(z) admite una expansién de Laurenten 0 < |z—zp| < R.

La parte de esta expansién que contiene potencias negativas de z — z, se deno-
mina parte principal de la funcién.

También puede ser ttil clasificar las singularidades como:

» Univaluadas: Si para cada valor de z le corresponde un tinico valor de f(z).

= Multivaluada o punto de ramificacién. No le corrresponde un tinico valor de

f(2).

Posteriormente veremos que una de las posibles definiciones de integrabilidad de
una ODE se basa en que las singularidades moviles estén univaluadas.

2.3. Sofia Kovalevskaya

La matemadtica rusa Sofia Kovalevskaya, discipula de Weierstrass, plante6 que la
respuesta a la cuestion sobre la integrabilidad de un sistema de ODEs podria estar
relacionada con que sus soluciones carecieran de puntos criticos méviles (siendo
puntos criticos singularidades que no son polos). Mds en concreto, Kovalevskaya
estudi6 las singularidades de las soluciones en el plano complejo del giro de un
s6lido rigido con un punto fijo [15]. Este movimiento viene definido por un conjunto
de seis ecuaciones, conocidas como ecuaciones de Euler.

En ese momento eran conocidos tres casos particulares donde las ecuaciones de
movimiento del solido rigido eran integrables. Sin embargo, el estudio llevado a
cabo por Kovalevskaya pudo probar la existencia de un cuarto caso en el que las
ecuaciones de movimiento también eran integrables [14].

Sus contempordneos no llegaron a entender sus ideas, ya que resultaba extrafio
que la integrabilidad de un sistema se pudiese explicar a través de su comporta-
miento en el plano complejo. Sin embargo, la resolucion de este cuarto caso, el cual
era extremadamente dificil de resolver, llev6 a Kovalevskaya a ganar el Premio Bor-
din.
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2.4. Paul Painlevé

A finales del siglo XIX, uno de los dilemas de la fisica matemaética era encontrar
una clasificaciéon de las ODEs dependiendo de los tipos de singularidades que sus
soluciones podian mostrar. El matemético francés Paul Painlevé fue uno de los que
mas empefio y tiempo dedicé en sus investigaciones a dicho tema. Continuando el
trabajo anterior de Fuchs [10] y Picard [24] sobre la clasificacién de ecuaciones de
primer orden, Painlevé [23] estudi6 la clase de ODEs de segundo orden del tipo

donde F' es una funcién analitica en x, y por tanto se puede expresar como una serie
de potencias convergente de = y racional en y y v,.

Observd que ecuaciones no lineales de este tipo podrian tener puntos criticos
moviles. Dada la posible existencia de este tipo de singularidades, se plante6 dos
aspectos: primeramente obtener las condiciones necesarias para que todas las sin-
gularidades esenciales fueran fijas, y por otra parte determinar si estas asegurarfan
que la ecuacion es integrable. El resultado de este estudio fue que encontré tnica-
mente 50 tipos cuyas tnicas singularidades moéviles son polos ordinarios y por tanto
las soluciones son univaluadas en las condiciones iniciales, lo que se conoce como
propiedad de Painlevé (PP). De los 50 tipos encontrados, 44 podian ser resueltos
en términos de funciones conocidas. Los seis casos restantes no podian integrarse
en cuadraturas. Las correspondientes ODEs determinan nuevas funciones que se
conocen como Transcendentes de Painlevé [13]. La no existencia de puntos criticos
moviles en la solucién se debe reflejar en que en un entorno de cada singularidad,
la solucién se debe poder expresar como una serie de Laurent.

Painlevé de este modo abre la puerta a poder predecir la integrabilidad de una
ecuacion mediante el andlisis de sus singularidades sin necesidad de calcular la so-
lucién previamente. Ahora sabemos que sus ideas juegan un papel fundamental en
la comprension de la integrabilidad de los procesos dindmicos. A pesar de haber
desaparecido durante gran tiempo de los textos matematicos, en la actualidad sus
resultados son de suma importancia en el andlisis de la interpretacién moderna de
la integrabilidad.

2.5. Algoritmo ARS

Las investigaciones de Painlevé quedaron bastante olvidadas hasta que se em-
pezaron a estudiar ecuaciones no lineales en derivadas parciales (PDE) que tenian
un tipo especial de soluciones que se denominaron solitones [1] (una onda solitaria
que se propaga sin deformarse en un medio no lineal). Ablowitz, Segur y Rama-
ni [2] observaron que las PDEs que tenian soluciones soliténicas se podian reducir
(mediante reducciones de similaridad) a ODES que tenian la propiedad de Painle-
vé. Este hecho llev6 a crear un algoritmo (algoritmo de ARS), similar al que emple6
Sofia Kovalevskaya en el problema del sélido rigido, para determinar cuando una
ecuacion posee la propiedad de Painlevé. Analizando localmente las singularida-
des, el algoritmo de ARS permite determinar la naturaleza de las singularidades de
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las soluciones de una ODE y nos proporciona las condiciones necesarias para que
una ODE dada sea de tipo Painlevé.

Esencialmente el algoritmo de ARS requiere que todas las soluciones de una
ODE sean expresables mediante un desarrollo de Laurent de la forma

o0
y(x) =) ajle —z0) ™" (2.6)

=0
en un entorno de la singularidad mévil z = z,, donde « es un niimero entero posi-
tivo y a; son coeficientes constantes.
Si toda solucién de la ODE es expresable localmente como una serie de este tipo, y
por tanto no tiene puntos criticos méviles, se dice que la ecuacién posee la PP y por
tanto se considera integrable en el sentido de Painlevé.

El algoritmo ARS consta de los siguientes tres pasos:

m 1) Términos dominantes

El balance de términos dominantes que proporciona la substituciéon de la ex-
pansion (2.6) en la ecuacién bajo estudio, nos permite determinar tanto el pri-
mer coefiente a, de la serie como el orden o del polo. El primer requisito es
que « sea entero positivo.

Puede darse el caso de que a y o no sean tinicos, en tal circunstancia la ecua-
cién presentaria varias ramas de expansion y los pasos siguientes deberdn ser
evaluados para cada una de las ramas por separado. La ecuacién tiene la PP
so6lo si se comprueba que la tiene para todas y cada una de las ramas.

m 2) Determinacion de las resonancias

Al sustituir la posible solucién (2.6) en la ODE no lineal obtenemos una rela-
cién de recurrencia para cada a; de la forma

(G =P1) - = Bn)a; = Fj(ug, (ur); k < j)- (2.7)

Esta relacion es el resultado de anular por separado los coefientes en las dife-
rentes potencias de x —x,. De esta forma podremos obtener cada a; en términos
de los ax(k < j) anteriores siempre que j # 3.

Para aquellos valores de j = /3, que sean enteros positivos, el primer miembro
de (2.7) se anula de forma que la correspondiente funcién ag, es arbitraria. Se
dice entonces que hay una resonancia en dicho valor de j.

Dado que las soluciones de una ODE de orden n deben depender de n cons-
tantes arbitrarias, para que todas las soluciones de una ODE de orden n sean
de la forma (2.6), es preciso que n — 1 de los coeficientes de la expansién sean
arbitrarios (la otra constante arbitraria es x(). En consecuencia, un segundo re-
quisito para la integrabilidad es que haya n — 1 resonancias, es decir n valores
enteros positivos k; talesque 8; = k;, i=1,...n— 1.
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m 3) Condiciones en las resonancias

Dado que el primer miembro de (2.7) se anula cuando j es una resonancia,
la relacién de recurrencia (2.7) no permite deteminar a; en este caso. Por el
contrario, hay que comprobar que el segundo miembro F} se satisface identi-
camente. En tal caso el coeficiente a; correspondiente seria arbitrario.

Al final de estas tres etapas estaremos en condiciones de analizar si se cumplen los
requisitos para la existencia de la solucién y la integrabilidad de la ecuacién (2.5).
Si estas condiciones son suficientes es un problema mayor, ya que deberia probar-
se que la serie de Laurent asociada existe y demostrar su convergencia. Notese que
el algoritmo ARS no identifica la posible existencia de singularidades esenciales, y
que por esto debe considerarse como un método que provee condiciones necesarias
para que una ODE dada sea de tipo Painlevé. Estas singularidades esenciales po-
drian estar relacionadas con la aparicién de resonancias negativas en el desarrollo
de Laurent [9].

El algoritmo de ARS se ha extendido con éxito al caso de PDEs mediante el de-
nominado algoritmo WTC (Weiss-Tabor-Carnevale) [29].

2.6. Propiedad de Painlevé para un oscilador de Duf-
fing con coeficientes arbitrarios

Vamos a tratar de aplicar los criterios de integrabilidad de PP a un tipo de os-
cilador de Duffing [4, 27, 3, 12]. Dicho sistema ha sido estudiado con detalle en la
referencia [7] y se describe mediante la siguiente ODE:

Yoo + ay, + by + cy + dcos(wt) = 0, (2.8)

siendo y = y(t) la variable dependiente. El subindice ¢ significa derivada con res-
pecto a dicha variable.
En este trabajo, vamos a considerar una generalizaciéon del oscilador de Duffing
[8] de la forma
yi + FL(D)ye + 2F5(1)*y° + Fs(t)y + Fu(t) = 0, (2.9)

donde F; = Fj(t) son funciones de la variable t. Nuestro propésito es determinar
bajo qué condiciones la ecuacién (2.9) posee la PP. Para ello vamos a proceder a
aplicar el algoritmo de ARS a dicha ecuacion.

Vamos pues a considerar para las soluciones una expansién de Laurent genera-
lizada de la forma

[e.9]

y(t) = a;(t)e(t) ", (2.10)

=0
donde ¢(ty) = 0 siendo t, la singularidad mévil.

Hemos de sefialar que los resultados que vamos a enumerar a continuacion han
sido realizados con el programa MAPLE de calculo simbélico.

2.6.1. Término dominante

El término dominante de (2.9) es
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v~ @11)

Substituyendo (2.11) en (2.9) y tomando las potencias dominantes en ¢ obtenemos

—a—2=-3a—=>a=1, (2.12)
o
= . 2.1
aop I (2.13)

2.6.2. Regla de recurrencia

La substitucién de (2.10) en (2.9) proporcionara un polinomio en potencias de ¢
de la forma

> A =0, (2.14)
j=1

donde cada A; debe anularse de forma independiente, dado que ¢ ha de ser arbi-
traria. Ello nos proporciona una regla de recurrencia que, excepto en el caso de una
resonancia, permite determinar cada uno de los coefiecientes a; como veremos mas
adelante.

2.6.3. Resonancia

Para encontrar las resonancias, hemos de tener en cuenta que para determinar
el coeficiente que acompafia a cada a; basta considerar los siguientes términos de la
expansion (2.9),

ap -
y =~ E +a;¢ (2.15)
Substituyendo en (2.9) y buscando el coeficiente que acompafia a a;, obtenemos que
dicho coeficiente es
(—4)G +1). (2.16)

Puesto que j solo puede tomar valores positivos, podemos concluir que hay una
resonancia en j = 4.

2.6.4. Condicion en la resonancia

Para comprobar si se satisface la condicién en la resonancia j = 4, basta con
considerar la expansion hasta ese orden, es decir,

L ¢

y(t) = 5o + a1 + az¢ + azd” + as’ + .. (2.17)
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Considerando (2.14), obtenemos

1
Al =0 = a; = m (¢tFl + ¢tt> s (218a)
CL2 1 F3
I S S 2.18b
2 = T 66F2ay (2.18b)

A3 =0= a3 = (F;CZ?+6F22G()CL1(LQ+

- 3F2ak + ¢2

1 1 1 1 1
+§ 1a20; + EFl(al)t + (a2)ipr + §F3a1 + 502%& + §<a1)tt)a (2.18¢)

y finalmente el término correspondiente a la resonancia

A4 - O
Y
R FyFyy — 3P FsFoy — 3Fy Fyy + 5= FPFoy — §FuFoy — 3 Fy Foggg
F1F4 +1 F2 —
2
i %BFEFQtt + §F3F2tt + %FQtttt _
F3
%FEFM - %FIF?)t - %FZS(FM + F}) — iFyFy
—1 2 +
2
+Z.%F12t - %Ffl - %FlFltt + %FBtt - éFlttt _ i%FlFSt + %thFm Z.lz%opﬁlt n
£ Fy F3
.gFQZtt + %FQtttFQt + %FlFQttFQt + 2F3F5, — Fg%g(%Flt + 1—18F12) -
‘|—F4t +1 F3 =0.
2
(2.18d)

Puesto que ¢ es una funcion arbitraria, la relacién (2.18d) se verifica tinicamente
cuando se satisfacen las siguientes relaciones entre los coeficientes,

Fy = In By, — [In F, (2.19a)
s W(ES/FY)]y, [ (55 /Follln (F2/F)]:

Fg = —(C <F2F4> 3 9 9

(2.19b)

donde ¢ es una constante arbitraria. Si las relaciones (2.19) se satisfacen, podemos
concluir que a4 es arbitrario para cualquier valor de ¢ y, por tanto, que todas las
soluciones de (2.9) se pueden expresar en la forma (2.10) y la ecuacién (2.9) tiene la
PP cuando sus coeficientes F;(t),i = 1, ...,4, satisfacen las condiciones (2.19).
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Capitulo 3

Reduccion a la forma candnica

3.1. Introduccion

En el capitulo anterior hemos visto como, a partir de la propiedad de Painlevé,
podemos estudiar la integrabilidad de muchos sistemas fisicos. Nos hemos centrado
en ODEs no lineales con coeficientes variables [20, 21] y mds concretamente en un
oscilador de tipo Duffing determinado por la ecuacién (2.9) [28, 7]. En este capitulo
intentaremos reducir esta ecuacién a una de las formas canénicas de la clasificacion
de Painlevé a través de una tranformacion de escala. Como veremos a continuacion,
para que (2.9) se reduzca a una de las ecuaciones de la clasificacién de Painlevé
[13], es preciso que los coeficientes verifiquen una serie de restricciones que son
precisamente las mismas que se requieren para que la ecuacion tenga la PP tal y
como hemos determinado en el capitulo anterior.

3.2. Transformacion de escala

Como ya hemos mencionado, en este apartado realizaremos una tranformacién
de escala tanto para las variables dependientes, como para las independientes, con
el objetivo de llegar a una de las formas candnicas de la clasificaciéon de Painlevé
partiendo desde (2.9). La forma para la tranformacién de escala sera:

A(t)dt = dz — dt = %, (3.1a)
ay(t) = w(z) = y() = ) (3.1b)

donde las funciones A(t) y a(t) han de determinarse con la condicién de que (2.9)
se reduzca a alguna de las ecuaciones canénicas de la clasificaciéon de Painlevé. En
nuestro caso se trata de las ecuaciones VIII y IX de dicha clasificaciéon (ver pagina
334 de la referencia [13]).

Para aplicar la transformacién (3.1) a (2.9) hemos de calcular las siguientes deriva-
das:

Y = ——w + —w,, (3.2a)

A 2) A2
w+ (_t _ O“) ws + ~ws, (3.2b)
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donde obviamente y = y(), w = w(z). Sustituyendo la transformacién de escala en
(2.9) y factorizando términos para una posterior comparacion, la ecuacién transfor-
mada resulta

Fida + Mo — 204\ 2F7
W, w, w
a2 a?)\?
F3a? — Flaga — aga + 202 aF,
T w + v 0. (3.3)

Las ecuaciones canénicas VIII y IX de la clasificacion de Painlevé [13] correspon-
diente a ecuaciones como (2.9) son de la forma

w,, + 2w’ — Q(2)w + 1 = 0. (3.4)

El caso )(z) distinto de constante puede transformarse en el segundo transcendente
de Painlevé PII ampliamente estudiado en la literatura [1]. Nosotros nos centrare-
mos en el caso Q)(z) = cte que, como veremos, puede resolverse en términos de
funciones elipticas . Por consiguiente la ecuacién que w(z) debe satisfacer es

Wy + 20 —cow+1=0 (3.5)

con ¢y constante. Ahora debemos comparar (3.3) con (3.5) para obtener expresiones
para las funciones de escala A(t) y «(t), ademds de unas determinadas condiciones
que deberdn cumplir los coeficientes variables F;(t):

iy sR=L (3.60)

EFA —9 =B (3.6b)

i\ +2;c; — 204\ ~0 R = 2% _ %7 (3.6¢)

Faa? — FlatO; —aya+ 207 ey oy —en? Y BN g
22 o a A

De esta forma, de (3.6a) y (3.6b) podemos determinar que o y A han de ser

Fy

Wy A= (F2F4)1/3~ (3.7)

o =

Substituyendo (3.7) en (3.6¢) y (3.6d) encontramos las siguientes relaciones entre las
funciones F;(t):

Fi = [In (Fy/Fy)],, (3.82)

[In (F22/F4)]t In (FE/FZ)L:
3 ) ,(3.8b)

Fy = —co (FoFy)*? + % ([m (F3/F0)],, —

que, como puede verse, coinciden con las condicciones (2.19) que se requieren para
que la ecuacién tenga la PP.
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Podemos concluir diciendo que la ecuacién (2.9) puede transformarse en la for-
ma canodnica (3.5) mediante la transformacion de escala (3.1) si y sélo si las funcio-
nes Fy(t) y Fs(t) satisfacen las condiciones (3.8). De esta manera observamos que
las condiciones para que se de esta transformacion son las mismas que se requieren
para que la ecuacién tenga la propiedad de Painlevé, es decir, que las restricciones
impuestas en el cumplimiento de la PP coinciden con las obtenidas en este apartado.

3.3. Lagrangiano y Hamiltoniano

A continuacién determinaremos el Lagrangiano y el Hamiltoniano tanto para
la ecuacién diferencial original (2.9), como su forma canénica (3.5), ademés de una
constante de movimiento relevante para su estudio.

El Lagrangiano correspondiente a la ecuacién canénica (3.5) es obviamente de la

forma ) A )
- —2
L(w,w,, z) = % + Wt c;w v

Su respectivo Hamiltoniano se obtiene mediante la correspondiente transformada
de Legendre [11]:

(3.9)

H(w, P 2) = Py, — L(w,w,, 2), (3.10)

donde hemos utilizado P! para denotar el momento canénico conjugado de la va-
riable z, y por tanto definido como

L
P[w} = J (1§7 wz,z) = Wy, (311)
Wy
y en consecuencia
P[w} 2 4 2 )
H(w,P[wl,z)z( ) v CO;” e (3.12)

Dado que el Hamiltoniano (3.12) no depende explicitamente de z, se verifica 22 =
oH

5, = 0,y por tanto podemos concluir que H es una constante del movimiento

P 4wt — cou? + 2w 2 4wt — couw? + 2
E:( ) - 0 :wz—l—w 2cow—|—w‘ (3.13)

Para encontrar la formulacién canénica de la ecuacion (2.9) en las variables origina-
les, hemos de tener en cuenta que la accién ha de ser la misma tanto en {y, ¢} como
en sus transformadas de escala {w, z}. Por tanto

/L(w,wz,z)dz = /f/(y,yt,t)dt — f/(y,yt,t) = At)L(w,w,, 2). (3.14)

Empleando (3.1) y (3.2) para revertir el cambio de escala, el Lagrangiano resultante
es

A 1 (a?
Lly,yt) = 3 {7 (ye + y[lnaly)® — a* Xy + cora?y® — 20My} : (3.15)
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de forma que el momento canénico P, conjugado de la variable y es

A

OL(y,y,t)  o?
pil _ % = Sy +ylmaly), (3.16)

La correspondiente transformada de Legendre nos proporciona el Hamiltoniano,

H(Qa P[y]at) = ytP[y] — ﬁ(y,yt,t) =
1A
= {—(P[y])2 — 2P¥In o]y + oMyt — coha®y? + 2aAy} . (3.17)

2 | o2

Como se puede observar H (y, PY,t) contiene a a(t) y A(t), por tanto 22 = 0. En
consecuencia H no es una constante del movimiento. No obstante, la constante del
movimiento (3.13) puede expresarse en el espacio de fases {y, P¥!}. Para ello, hemos
de reescribir la transformacién de escala como una transformacién canoénica de la
siguiente forma,

w(z) = a(ty(t) = w. = 5 (w+ )| (3.18a)
Pl

2l S ——
a(t)’

(3.18b)

de tal manera que la constante del movimiento obtenida en (3.13) se puede escribir
como

1 [/ P2
() o

Es facil comprobar que aunque E depende explicitamente de ¢ a través de la
dependencia en ¢t de o y ), es una constante del movimiento ya que satisface la
expresion canonica

dE  OF
T (£, H(y, yi, )] = 0. (3.20)
Por otra parte, utilizando (3.16) en (3.19) se tiene
EW = L <g>2 (y + y%>2 + oty — oy + 2ya (3.21)
9 \ t o 0 9 .

que es una integral primera de la ecuacién (2.9) si y solo si se satisfacen las condi-
ciones de integrabilidad (3.7) y (3.8).
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Capitulo 4

Analisis de soluciones

4.1. Soluciones analiticas

4.1.1. Solucién del péndulo forzado y amortiguado

El ejemplo maés sencillo de un sistema oscilatorio no lineal [21, 20], es el de las
oscilaciones libres de un péndulo, cuya ecuacién diferencial en ausencia de roza-
miento y oscilando libremente es

ml?0y +mglsinf = 0. (4.1)

En el ejemplo que vamos a considerar, al ser de un oscilador tipo Duffing [8], no
podemos asumir esta situacién ideal donde la friccién es nula. Ademads suponemos
que sobre el péndulo actiia una fuerza exterior dependiente del tiempo. Por tanto
afadiremos a la ecuacién (4.1) un término de disipacién de energia debida a las
fricciones que frenan el movimiento y una fuerza de exitacién:

ml%0,, + mglsin @ + ()0, = F(t), (4.2)

conocida como la ecuacién de movimiento del péndulo amortiguado y forzado (de
longitud ! y masa m) donde 7(t) serd el coeficiente de amortiguamiento viscoso, y
F(t) la fuerza externa dependiente del tiempo.
Como se puede observar es una ecuacion no lineal debido a la presencia de la fun-
cién trigonométrica sen(d). En caso de pequefias oscilaciones podemos utilizar el
desarrollo en serie de sen(f), teniéndose

3 G°

de la cudl aproximando a los dos primeros términos de la serie obtenemos

F
opt+ 20— Lo 1Dy FO

RS/ H —0. 4.4
1~ 6l mi2 ' mi2 0 (44)

Comparando con la forma genérica de la ecuacién ctibica no lineal (2.9) mostrada en
el capitulo 2 del trabajo, podemos obtener los coeficientes F(¢) y por consiguiente,
las funciones A(t) y «(t) que habiamos definido explicitamente en (3.7) en funcién
de estos. De modo que
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_ 20 _i ]9 9 _ P
Fl—mpa 172_Z 120 F3_lv F4— mi2’ (45)
siendo i = /—1 la unidad imaginaria y
[ mgl 5 (9N (FQ) 5
alt) = (12F(t)> ’ At = (12[) (ml2 ‘ (4.6)

Por otra parte, como vimos en el capitulo 3, la integrabilidad de la ecuacién origi-
nal (2.9) queda determinada por medio de una transformacién de escala a través de
la cual podiamos llegar a su respectiva forma canénica (3.5) si se cumplian determi-
nadas condiciones, (3.8a) y (3.8b). Dando por supuestas estas condiciones, pudimos
comprobar facilmente que la ecuacion original (2.9) podia reescribirse como

A A A2
Yot + (2% . f) Yo+ 202 N2 4 <% - %—t - co)\Q) y+- =0 @47)

Resulta sencillo comparar nuestra ecuacién original (2.9) y la de su forma rees-
crita (4.7), con la del péndulo amortiguado y forzado (4.4), puesto que el estudio
expuesto en los capitulos anteriores se basa en las ODEs ctibicas no lineales, a las
cuales (4.4) pertenece evidentemente, y por tanto puede evaluarse con el mismo
tratamiento. Comparando consiguientemente los términos de estas ecuaciones po-
demos obtener las siguientes relaciones:

(o AN o) B ()
o

a A F mi?’
2
Qg (6% )\t 2 g ]-F’tt 1Ft2 ( g )(13 F(t) 3 g
’ (a an @ ) I 37 Torm To\1) \ z
4.8)

A partir de estas relaciones y de (4.6) obtenemos que

F,
Wt = —ml* ., (4.92)

2
(@) + 28 BT (4.9b)

de las cudles, esta ultima tiene como solucion

a(t) = \/% cosh [ 2%(15 + to)]] . (4.10)

Para poder integrar nuestro sistema necesitaremos conocer las expresiones de la
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fuerza externa y del coeficiente de amortiguamiento. A fin de obtener F'(¢) iguala-
mos (4.10) con la expresion de a(t) dada en (4.6), de manera que

(4.11)
Para obtener el coeficiente de amortiguamiento +(¢) s6lo hard falta sustituir en (4.9a)
tanto F'(t) (4.11) como Fi(t) cuya expresion es

3mlg (tanh [\/F(t+to)] \ [g (4.12)

Filt) = -3 5\/% (cosh [\/g(t+t0)]3> 21

obteniéndose

_ 2 |9 9
~(t) = 3ml \/;ltanh [ 2—l(t + to):| : (4.13)

Ahora estamos en condiciones de reescribir las transformaciones de escala (3.1),
pues tenemos la expresién explicita de «(t) (4.10), y la correspondiente a A(t) se
puede obtener sustituyendo (4.11) en (4.6) de modo que

_ ;]9 1
) = 2leo cosh [\/Z(t + to)] 14

Por tanto las transformaciones de escala pueden reescribirse como:

1

6
o) = \/Ciocosh VE(t+to) w(z), (15

dt = —iy | 2c cosh {1 / %(t + to)} dz. (4.16)
g

La integracion de (4.16) resulta en

—'lr n n —\/§<t+t0)
z—z\/%acta {tah[ NG ]} 4.17)

Dado que la tangente hiperbélica es una funcién que toma valores entre -1 y 1
(=1 < tanha < 1), y puesto que la imagen de la funcién arcotangente ocupa valores
™ m s m 1
entre —3y 5 (=% < arctanz) < 7), podemos concluir que el rango de valores que
toma la variable z es . -
—i—= <z <i—. (4.18)
VAR VA
Dado que z toma valores puramente imaginarios, conviene expresar la ecuacién
candnica, y concretamente la de su invariante F, en términos de una nueva variable
Z definida como z = iz = z = —iz:

E = (0 — "+ couw® — 2w) = —E. (4.19)

N —
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N

FIGURA 4.1: Pozo de potencial V(w) asociado a la ecuaciéon (4.20) con
Cco = 8

Hemos ultilizado la notacién w para expresar la dependencia respecto a z de
forma que w(z) = w(z = iz). En los siguientes apartados presentaremos las solu-
ciones en base a esta ecuaciéon en términos de las funciones de Weierstrass. Es facil
ver que la ecuacion (4.19) puede interpretarse como una particula de energia E cuya
posicién es w(Z) y que se mueve bajo la acciéon del siguiente potencial

_ 1

V(w) = 5 (—w* + cow® — 2w) , (4.20)

correspondiente a un doble pozo invertido como puede verse en la Figura 4.1.

4.1.2. Introduccion a las funciones de Weierstrass

Karl Theodor Wilhelm Wierstrass fue un matematico aleman que hizo grandes
avances en varios campos del analisis matematico, conocido como el padre del anéli-
sis moderno, dio definiciones rigurosas que se siguen utlizando hoy en dia y realiz6
la demostraciéon completa de numerosos teoremas, algunos de los cuales llevan su
nombre. Parte de su vida la dedic6 en sus estudios de las funciones elipticas. Ac-
tualmente se utiliza la notacién creada por Karl Weierstrass basada en la funcién
eliptica p [30]. Esta notacién es comoda y maés sencilla que la de Jacobi y permite,
ademds, expresar cualquier funcién eliptica a partir de p.

Una de las definiciones que se atribuye a la funcién de Weierstrass es la de una
funcién doblemente periddica en términos de la variable compleja z y un par de
periodos fundamentales 71 y 2. Se puede expresar como

o(z) = % +) [ﬁ — H : (4.21)

TEQN
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Jl J
4 f’il !JL“ e
Replz) %, = ’ 4 Imp(z) ¢ ‘ 4
9% :’f/" R |

FIGURA 4.2: Funcién de Weierstrass o(z; 71, 72) para 7 =5, o = 2

donde al ser una funcion eliptica el conjunto de sus periodos fundamentales (2

dependede 71 y 72 (2 = {7 € C: mm +nn} conm,n € Z), por tanto podremos
denotar p(z) alternativamente como p(z;2) = p(z; 71, 72). Con esto expresamos
©(z; 11, 1) del siguiente modo:

1 1 1
) - E : — 4.22

donde el sumatorio se ejecuta sobre todos los valores naturales de m y n, excepto
cuando ambos se anulan simultdineamente. Se muestra la forma de la funcién de
Weierstrass para unos determinados valores de 7; y 7 en la Figura 4.2.

4.1.3. Soluciones en términos de las funciones de Weierstrass

Dada la pequefia introduccién a las funciones elipticas de Weierstrass [30], en
este apartado intentaremos resolver el sistema obteniendo las soluciones de la ecua-
cion candnica (2.5) en términos de estas. Para ello rescataremos la ecuacion de mo-
vimiento (3.13) del capitulo anterior, s6lo que ahora la reescribiremos de tal manera
que a un lado de la igualdad aparezca la parte diferencial, es decir w, y en el otro
lado los demds términos en forma polinémica, a los que llamaremos P(w). Asi

w? = —w* + cquw? — 2w + 2E = P(w). (4.23)

Ahora, ayuddndonos de los resultados descritos en los libros [5] y [31] podremos
expresar la soluciéon buscada en términos de la funcién de Weierstrass de la siguiente
manera:

6 — 6coq; + 12¢3

w(Z) =q¢t co — 6qZ2 — 12@(2 + 2o, 71, 7—2)7

(4.24)
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donde ¢; con i = 1,2,3,4 son las raices del polinomio P(w) que de acuerdo a la
referencia [5] deberan satisfacer

(1 + @)+ q) (@ +q3) =2,
G+ @+q+tqg=0,
Co = 192 + q193 + G2q3 + CI% + q% + Q§,

1
E=— 5(11(]2613(]4, (4.25)

y donde 71 y 7 que dependen de las constantes ¢y y £ son

2 3
_ G __ o _ab 1
1= 12 QE, Ty = 216 3 + 1 (426)
Utilizando las transformaciones de escala
dz = /)\(t)dt, (4.27a)
w(z)

t) = 4.27b
vl = o (4.27b)

podemos expresar las soluciones de (4.7) con la variable original y de forma que:

1 6 — 6cog; + 12¢7 )

)= — ¢+ g , 4.28
y() a(t) (q co —6¢2 — 120 (2(t) + z0; 71, T2) (428)

obteniendo asi las soluciones fisicas de (4.4) que tendran diferente caracter segtin el
valor que tengan las constantes mencionadas anteriormente.

4.1.4. Representacion de soluciones analiticas

De las secciones anteriores podemos concluir que la solucién exacta para el pén-
dulo forzado amortiguado en condiciones de integrabilidad es

o(t) V6 6 — 6coq; + 1243
= 4di
Vo cosh \/Z(t +to) co — 6g7 — 12p (@\/% arctan {tanh [‘/g\(%t(’)} } STl 7'2)
(4.29)
donde ¢; son las raices del polinomio P(w):
P(w) = —w* + cow® — 2w — 2F. (4.30)

Con el fin de facilitar los cdlculos numéricos para la representacién de las solu-
ciones del péndulo amortiguado y forzado redefinimos la variable temporal como
(= ﬂt. De esta manera la ecuacién (4.4) tiene la forma

3

0
Occ +T(C)bc — & + 0 =x(¢) =0, (4.31)
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E=6, cp=8

V(W)
10

= w
-4 -2 4
-5 I
-10
(a) Potencial efectivo
o({)
3
4

(b) Soluciones analiticas

FIGURA 4.3: La figura (a) representa el potencial efectivo V(w) que se
muestra cortado por el valor de la constante de movimiento E = 6 para
co = 8. Cada corte aparece en un color diferente asociado a cada una de
las soluciones expuestas en la figura (b) para el péndulo amortiguado

forzado con ecuacion (4.31).

donde
I'(¢) = ) x(€) = £it) (4.32)

Y

mi?\ g mgl

La solucién correspondiente es

\/6 6 — 6C0qi + 12qf
g +

___vb (4.33)
\/Co cosh \% co — 6¢7 — 12@(@'\%5 arctan {tanh [ﬁ] } i T1, To)

0(¢)
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dado que la transformacion de escala en términos de la nueva variable temporal
estd dada por las funciones 5(¢) = a(t) y A(() = \/g/\(t). Por simplicidad hemos

tomado ¢, = 0.

Ahora respresentaremos las soluciones analiticas numéricamente en funcién de la
constante de movimiento, a la cudl daremos dos valores diferentes.

En la Figura 4.3 se muestran las soluciones analiticas para la constante de movi-
miento £ = 6,0. Las 4 soluciones pintadas se deben a las raices del polinomio P(w)
cuyo potencial efectivo asociado aparece también representado.

El segundo ejemplo estd representado en la Figura 4.4, donde esta vez el valor de la
constante de movimiento es £ = 4,0.

E=4, Co =8
V(w)

10+
(a) Potencial efectivo

6(¢)
3

_al

(b) Soluciones analiticas

FIGURA 4.4: La figura (a) representa el potencial efectivo V(w) que se
muestra cortado por el valor de la constante de movimiento E = 4 para
co = 8. Cada corte aparece en un color diferente asociado a cada una de
las soluciones expuestas en la figura (b) para el péndulo amortiguado

forzado con ecuacion (4.31).
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4.2. Soluciones numeéricas

En esta seccién mostramos la respresentacion de las soluciones numéricas del
péndulo amortiguado forzado con ecuacion (4.31) realizadas a través del programa
Mathematica para dos condiciones iniciales diferentes.

Dado que el objetivo de este apartado es la comprobacién de que las soluciones
analiticas coinciden con las numéricas, debemos relacionar los valores de la cons-
tante de movimiento de la seccién anterior con las condiciones iniciales correspon-
dientes. Por tanto a partir de la constante de movimiento

1 2 2
FE = 3 { (%) (94 + 0%) + B0 — 5%6%¢y + 295} , (4.34)

podemos relacionar dichos valores. Imponiendo ademads que la velocidad inicial en
todas las posibles soluciones de ambos casos sea 0, es decir, §; = 0 obtenemos las
siguientes relaciones:

E=6— 0=173205 6=-229968,  0=—104855, 6= 161618,
E=4— 0=-24 0 = —0,803428, 6 = 1,12031, 0 = 2,08312.
(4.35)

Dicho esto, estamos en condiciones de mostrar la representacién de las solucio-
nes numéricas tanto para el caso asociado a £ = 6 en la Figura 4.5 como para el
asociado a £/ = 4 en la Figura 4.6.

FIGURA 4.5: Soluciones numéricas del péndulo amortigado forzado
con ecuacion (4.31) para £ = 6, cp = 8. Cada color se asocica a cada
solucién siguiendo el mismo criterio que en la Figura 4.3.
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FIGURA 4.6: Soluciones numéricas del péndulo amortigado forzado
con ecuacion (4.31) para E = 4, ¢p = 8. Cada color se asocica a cada
solucion siguiendo el mismo criterio que en la Figura 4.4.

En las Figuras 4.7 y 4.8 se muestran conjuntamente las curvas analiticas y las
soluciones numéricas. Observamos por tanto, una comparacion grafica de ambas
soluciones que coinciden totalmente, reflejando que el tratamiendo seguido para
expresar las soluciones en términos de la funcién de Weierstrass es correcto.

-3

FIGURA 4.7: Superposicién de soluciones numéricas y analiticas del

péndulo amortigado forzado con ecuacién (4.31). Soluciones analiticas

representadas con las lineas curvas y soluciones numéricas representa-
das con puntos diafanos para E=6
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8(¢)

FIGURA 4.8: Superposicién de soluciones numéricas y analiticas del

péndulo amortigado forzado con ecuacion (4.31). Soluciones analiticas

representadas con las lineas curvas y soluciones numeéricas representa-
das con puntos didfanos para E=4
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Capitulo 5

Sistemas dinamicos

Poincaré concebia un sistema dindmico, como un campo de vectores en el espa-

cio de fases y una solucién como una curva tangente en cada punto a los vectores de
dicho campo. Actualmente un sistema dindmico se considera un grupo {7, X, A, S}
[16] donde T representa el conjunto sobre el que se mide el tiempo, X es un espacio
métrico que representa los diferentes estados o movimientos del sistema, el espacio
de fases de Poincaré, A es un subconjunto de X que contiene el conjunto de condi-
ciones iniciales y .S representa el conjunto de posibles movimientos. Otra definicién
mas ilustrativa es la de un sistema que describe todo el recorrido en la evolucién
del tiempo de todos los puntos de un espacio determinado, un proceso donde cada
estado depende de los estados anteriores.
Dependera de T que los sistemas dindmicos sean discretos, si " estd en los ntimeros
naturales [z,+1 = f(z,) a partir de un z, conocido], o continuos, si 7" esta en los
reales positivos que veremos mas detalladamente (sistemas de ecuaciones diferen-
ciales).

Un ejemplo de sistema dindmico continuo es un sistema de N ecuaciones dife-
renciales ordinarias auténomas de primer orden:

dzW /dt = Fy(z® 2@ W),
dz® /dt = Fg(x(l), 2@ ™),

(5.1)

dz™ Jdt = Fy(zW, 2@ . ™),

siendo = un vector de NV dimensiones. Podemos asociar a este ejemplo la ecuacion
(4.4) del péndulo amortiguado y forzado con F'(t) = Fj cos (wt) de manera que pues-
ta en forma auténoma de primer orden

dx(l)/dt = x@),
®)
dx® fat — — g _ 9 pmys g 9o Focosw (5.2)

mi? 6l l mi2
dz® /dt = w,
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donde
7+ = 0,
.',U(2) = 9,5, (53)
¥ = wt.

Se trata de un sistema dindmico puesto que para cualquier estado inicial del siste-
ma podemos en principio resolver las ecuaciones para obtener el estado futuro del
sistema 0(t) para t > 0.

La dimensionalidad del sistema esta relacionada con la complejidad de la posible
estructura de Orbitas, siendo esta mayor para sistemas de mayor dimensionalidad.
Es conocido [22] que para el caso de N ecuaciones diferenciales ordinarias auténo-
mas de primer orden, el caos puede surgir a partir de NV > 3. En este ejemplo N = 3,
por tanto no se descarta el caos.

5.1. Atractores

Previamente a definir que es un atractor introduciremos los conceptos de siste-
ma conservador y disipativo.
Dentro de los sistemas hamiltonianos existen elecciones de las variables del espacio
de fases tales que los voltiimenes del espacio de fase se conservan bajo la evolucién
del tiempo.
Supongamos que elegimos una superficie inicial cerrada (N — 1)-dimensional en el
espacio de fases N-dimensional, a la que llamaremos Sy. A continuacién evolucio-
namos cada punto de Sy hacia adelante en el tiempo usandolos como condiciones
iniciales en la ecuacion (5.1), formando asi una superficie cerrada S; en algtn tiempo
posterior. En este contexto diremos que el sistema es conservador del volumen si los
volimenes N-dimensionales V' (0) de la regién encerrada por Sy y V(t) de la region
encerrada por S; son iguales. Por otro lado, si el flujo no preserva los volimenes
entonces diremos que el sistema es no conservador.
Acudiendo al teorema de la divergencia, tenemos

dV(t) [ e 2o\ N
— —/StV-F(a:)d z, (5:4)

donde la integral se hace sobre el volumen interior de la superficie S;, siendo V.F=
SN OF(zW, .. M) /92(). Un sistema sera disipativo si V- F < 0 en alguna region
del espacio de fases. Aplicado a nuestro ejemplo del péndulo amortiguado forzado
con ecuacion de la forma (5.2), V- F = ——5 = —wv, la cual es independiente de la
posicién z en el espacio de fases. Integrando (5.4) obtenemos dV (t)/dt = —vV (¢)
que se corresponde con V' = Vj exp (—vt). De este modo se puede apreciar como V'
decrecera exponencialmente a lo largo del tiempo.

Un concepto importante en dindmica es que los sistemas disipativos se caracterizan
tipicamente por la presencia de atractores en el espacio de fase, siendo los sistemas
conservadores los que carecen de su presencia.
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El concepto de atractor puede interpretarse como un conjunto que “atrae” al flu-
jo del sistema. Mds concretamente, un atractor es un conjunto de puntos del espacio
de fases hacia los que tiende a evolucionar un sistema, para una amplia variedad de
condiciones iniciales. Si los valores del sistema estan lo suficientemente cerca a los
valores del atractor, permanecen cercanos incluso si se alteran ligeramente.

De acuerdo a su forma forma geométrica, los atractores pueden estar clasificados
como:

= Atractor de punto fijo: Es el méas simple. El estado final hacia el que evoluciona
un sistema dindmico con un atractor de este tipo corresponde a un punto fijo
de atraccion de evolucién en el espacio de fases. Por ejemplo un péndulo, el
cual tiende al punto en el que el angulo es nulo respecto a la vertical, debido
al rozamiento con el aire.

= Atractor de ciclo limite: Esta clase de atractor es una 6rbita periédica de un
sistema dindmico continuo que estd aislado. El estado final tiende a mantener-
se en un periodo igual constantemente. Un ejemplo seria un péndulo forzado
para contrarrestar la fuerza de rozamiento que oscile indefinidamente.

= Atractor extrafio: Este tipo tiene una estructura geométrica mucho mas intrin-
cada en el espacio de fases que los anteriores. Reconoceremos a un atractor
como extrafio si tiene una estructura fractal. La dindmica cadtica de un siste-
ma disipativo [26], de la cudl hablaremos mas detalladamente en los siguientes
apartados, suele tener asociada un atractor extrafio , aunque su presencia no
obliga a que en su evolucién se genere caos. Es decir, el caos describe la dina-
mica del atractor, mientras que el término “extrafio” se refiere a la geometria
del atractor. Es posible que un atractor caético no sea extrafio y viceversa.

5.1.1. Atractor Duffing

El oscilador Duffing esta descrito por la ecuacion
Y + ay, + by + cy + dcos(wt) = 0, (5.5)

que presenta tnicamente un término no lineal, y*, como ya presentamos en la sec-
ci6én 2.6. Intimamente relacionado con el oscilador de Duffing est4 el conocido atrac-
tor de Duffing, visible en una superficie de seccién de Poincaré que hemos represen-
tado numéricamente y representamos en la Figura 5.1. La seccién de Poincaré es un
método sencillo para detectar la existencia de caos en un sistema dindmico [22].
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FIGURA 5.1: Superficie de seccion del atractor Duffing con parametros
a=0,02,b=5c=1,d=-8,w=0,5enlaecuacion (5.5).

El atractor de Duffing es un ejemplo bastante representativo de un atractor extra-
fio. El sistema dindmico (5.1) asociado a la ecuacion (5.5) es disipativo y un conjunto
de condiciones iniciales evolucionado en el tiempo convergerd asintomdticamente a
los valores numéricos que definen la geometria del atractor. La figura Figura 5.2 es
una representacion numérica de este atractor realizada en el programa Mathemati-
ca.

FIGURA 5.2: Atractor Duffing correspondiente a los pardmetros a =
0,02,b=5,c=1,d = —8,w = 0,5 en la ecuacion (5.5).
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5.2. Caos

Acorde a Jean Jeacques [25], en los sistemas lineales estables pequefias diferen-

cias en las condiciones iniciales de entrada causarédn diferencias pequefias de salida.
Sin embargo, en sistemas no lineales se puede presentar un fenémeno llamado caos
(sistemas caéticos). El caos es un comportamiento aperiédico a largo plazo en un
sistema deterministico que presenta una sensibilidad extrema a condiciones inicia-
les [19]. Suele llevar consigo, aunque no sea obligatoria su presencia, un atractor
extrafio, el ctal hace que la trayectoria del estado del sistema no se estabilice en
puntos fijos o ciclos limite ni diverja a infinito, manteniéndose de forma aperiédica
conforme transcurre el tiempo. Un ejemplo de sistema caético podria ser el péndulo
amortiguado forzado, por el que las variables del espacio de fases ) y z(1) defini-
das en (5.3) estdn necesariamente acotadas y oscilan entre los valores de 0 y 27, ya
que 23 la podemos considerar un dngulo puesto que sélo aparece en el argumento
de un coseno, y () = 0.
En un sistema caético se hace practicamente imposible la prediccién a largo plazo
del estado del sistema dado que la incertidumbre omnipresente en la determinacién
de su estado inicial crece exponencialmente en el tiempo dada la sensibilidad expo-
nencial a las condiciones iniciales. Por tanto, podemos entender que sistemas cuyas
diferencias no podemos resolver inicialmente se comportaran pronto de forma muy
diferente, o visto de otro modo, tomando dos puntos iniciales arbitrariamente cer-
canos en el atractor se empezaran a alejar exponencialmente.

5.2.1. Exponente de Lyapunov

El exponente de Lyapunov es una manera de cuantificar el caos [18]. Mds con-
cretamente los exponentes de Lyapunov miden las tasas de convergencia y diver-
gencia de las trayectorias cercanas. En cada punto de una 6rbita cadtica , hay otros
puntos arbitrariamente cercanos que se alejardn exponencialmente de ella. Es este
comportamiento el que se caracteriza con los exponentes de Lyapunov. El caos y la
divergencia estdn caracterizados por un exponente de Lyapunov mayor que cero,
sin embargo un exponente de Lyapunov A negativo indicara convergencia.

Desde un punto de vista fisico, el exponente de Lyapunov es una medida de la
velocidad de convergencia o divergencia de trayectorias cercanas: Si dos trayectorias
cualesquiera estdn originalmente distanciadas |Ar| , entonces después de un tiem-
po t estaran separadas en promedio Ar(rg,t) = e|Ary|. Por lo general el término
de exponente de Lyapunov se refiere al mas grande de los exponentes de Lyapu-
nov ya que el mdximo exponente es més sencillo de calcular en una serie de tiempo
numérica. Sin embargo, para un espacio N-dimensional existen N exponentes de
Lyapunov, los cuales forman el espectro de Lyapunov que corresponde a las veloci-
dades de expansién o contraccién de los principales ejes del espacio de fases.

Para obtener el valor numérico del exponente de Lyapunov del atractor Duffing,
hemos partido concretando dos puntos iniciales sumamente cercanos en el espacio
de fases que se situén ya en el atractor. Realizamos la evolucién temporal de forma
que podamos calcular la norma del vector que une las coordenadas de ambos en
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cualquiera de las iteraciones temporales. De este modo, la férmula implementada
para determinar A es [18]

N
1 Ar idt)
N Z:: Ar((i — 1)dt)’ (56)

donde dt es el paso temporal y Ar(t) la norma del vector separacién. El valor obte-
nido numéricamente para el exponente de Lyapunov de un oscilador Duffing con
a=002b=5c=1d=—8 w=0,hasido

A = 0,0579. (5.7)

El comportamiento de la distancia entre los puntos en funcién del tiempo se
muestra en la Figura 5.3. Es una represetaciéon logaritmica donde la sefial azul se
asocia a la norma |Ar(t)| en funcién del tiempo, y la recta naranja corresponde a la
ecuacion

Ar(t) = Ar(tg)e™ (5.8)

utilizando el exponente de Lyapunov calculado.

Podemos observar en ella como la divergencia exponencial se detiene cuando la
norma del vector separacién es comparable al tamarfio del atractor, por lo que las
trayectorias no pueden alejarse mds. Se tiene un valor de saturacién un poco por
encima de |Ar| = 1. Este valor es compatible con las representaciones del atractor
mostradas anteriormente.

1A

100 200 300 400

FIGURA 5.3: Evolucién temporal de la distribuciéon Ar(t) tomando

los puntos iniciales con coordenadas {y; = 1,3714,yy = 0,5745} y

{y2 = 1,3715, y42 = 0,5746} en t = 502,5, para un oscilador Duffing de
ecuacion (5.5) con pardmetros a = 0,02,b =5,c =1,d = —8,w = 0,5.
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Conclusiones

En este trabajo hemos estudiado la dindmica no lineal a través de la ecuacién del
oscilador Duffing. Con este ocilador presentamos una ODE con nolinealidad ctibica
y, por tanto, potencialmente no integrable.

Los medios necesarios para el estudio de su integrabilidad asi como su resolu-
cién se han descrito en el capitulo 2. El concepto de integrabilidad que hemos em-
pleado es el asociado a la existencia de la propiedad de Painlevé, que hemos descrito
extensamente, asi como el algoritmo de ARS basado en la misma, implementandolo
en las ecuaciones del oscilador Duffing. Hemos obtenido que el sistema propuesto
serd unicamente integrable cuando sus correspondientes coeficientes variables cum-
plan las condiciones expuestas en este mismo capitulo.

En el capitulo 3 hemos analizado la integrabilidad del oscilador Duffing a tra-
vés de una reduccion de su ecuacion a su correspondiente forma canénica, la cual si
cumple las restriciones para ser integrable. Esta reduccién se ha llevado a cabo por
medio de una transformacién de escala de sus respectivas variables dependiente
e independiente. Su implementacién muestra exactamente las mismas condiciones
que en la secciéon anterior han de cumplir los coeficicientes variables para que el
sistema se comporte como integrable, y por tanto tenga solucién analitica. Gracias a
esto, resulta obvia la equivalencia en el estudio de la integrabilidad mediante los dos
métodos. Al finalizar el capitulo se han encontrado los lagrangianos y hamiltonia-
nos correspondientes a la ecuacién de tipo Duffing, que conducen a una constante
de movimiento.

En el capitulo 4, hemos abordado la soluciones de la ecuacién del oscilador Duf-
fing. Esta seccién la hemos dividido en dos partes. La primera dedicada a las solu-
ciones analiticas, las cuales obtenemos gracias a la relacién establecida con la cons-
tante de movimiento en el capitulo anterior. Estas han sido expresadas en términos
de la funcién p de Weierstrass. Hemos mostrado un ejemplo, junto con algunas solu-
ciones explicitas, donde este tipo de ecuaciones aparecen en un contexto fisico, como
en el caso del péndulo amortiguado y forzado. En la segunda parte del capitulo, cal-
culamos las soluciones numéricas de este mismo ejemplo, realizadas a través del
programa “Mathematica”. Finalmente damos una comparacién gréfica de los dos
tipos de soluciones donde podemos observar la igualdad entre ambas.

Por ultimo explicamos de forma introductoria los sistemas dindmicos conser-
vadores y disipativos, enlazando estos tltimos con la presencia de atractores, que
clasificamos segtin su geometria en el espacio fases, prestando especial atenciéon a
los atractores extrafios que suelen mostrar dinamicas cadticas. Hablamos sobre el
conocido atractor Duffing, que pone de manifiesto la dindmica cadtica y que esta
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asociado al oscilador tipo Duffing, realizando su representacién numérica en el es-
pacio de fases. Por dltimo y para finalizar el trabajo, hemos expuesto el concepto
del caos manifestando su propiedad definitoria: la sensibilidad exponencial en con-
diciones iniciales. Utilizando como método el cdlculo del exponente de Lyapunov,
damos una visién cuantitativa del caos, mas especificamente calculamos el valor
numérico de este para el caso del atractor Duffing.
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Conclusions

In this work we have studied the nonlinear dynamics through the Duffing osci-
llator equation. With this oscillator we present an ODE with cubic nolinearity and,
therefore, potentially non-integrable.

The necessary means for the study of the equation’s integrability as well as its
resolution have been described in Chapter 2. The concept of integrability that we
have used is associated with the existence of the Painlevé property, that we have
described extensively, as well as the ARS algorithm based on it, implementing it in
the equations of the Dutffing oscillator. We have obtained that the proposed system
will only be integrable when its corresponding variable coefficients fulfill the condi-
tions obtained in this same chapter.

In Chapter 3 we have analyzed the integrability of the Duffing oscillator through
a reduction of its equation to its corresponding canonical form, which does fulfill
the restrictions to be integrable. This reduction has been carried out by means of
a scaling transformation of its respective dependent and independent variables. Its
implementation shows exactly the same conditions that in the previous section must
be fulfilled by the variable coefficients for the system to behave as integrable, and
therefore to have an analytical solution. Due to this, the equivalence in the study of
integrability by means of the two methods is obvious. At the end of the chapter, the
Lagrangian and Hamiltonian corresponding to the Duffing type equation, which
lead to a constant of motion, have been found.

In Chapter 4, we have dealt with the solutions of the Duffing oscillator equation.
We have divided this section into two parts. The first one is devoted to the analyti-
cal solutions, which we obtain thanks to the relation established with the constant
of motion in the previous chapter. The solutions have been expressed in terms of
the Weierstrass function p. We have shown an example, together with some explicit
solutions, where this type of equations appear in a physical context, as in the case
of the damped and forced pendulum. In the second part of the chapter, we calculate
the numerical solutions of the same system, using the program Mathematica. We
give a graphical comparison of the two types of solutions where we can observe the
agreement between them.

Finally we explain in an introductory way the concept of conservative and dis-
sipative dynamical systems, linking the latter with the presence of attractors, which
we classify according to their geometry in phase space, paying special attention to
strange attractors that usually show chaotic dynamics. We discuss the well-known
Duffing type attractor that shows chaotic dynamics and is associated with the Duf-
ting oscillator, realizing its numerical representation in phase space. To conclude we



40

have explained the concept of chaos and its defining property: the exponential sen-
sitivity on the initial conditions. Via the calculation of the Lyapunov exponent, we
give a quantitative view of chaos for the case of the Duffing attractor.
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