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Introduccion

En el ambito de estudio de la matematica, los problemas de clasificacion adquie-
ren una relevancia especial, pues es a través de la resoluciéon de los mismos cuando
se es posible llegar a un entendimiento profundo de los objetos considerados. En la
presente tesis doctoral, los objetos a clasificar seran fibrados principales sobre una
curva algebraica, lisa y proyectiva. La ubicuidad de los fibrados principales no solo
en cuestiones matematicas, si no también fisicas, colocan a este tipo de objetos
en un lugar privilegiado. En esta memoria se aborda el problema de clasificacion,
o mejor dicho, problema de moduli, desde un punto de vista algebro-geomsétrico,
esto es, mediante el estudio de la representabilidad de un funtor de la categoria
de esquemas en la categoria de conjuntos. La distincion esencial entre problema
de clasificacién y problema de moduli es que mientra que el primero aborda una
caracterizacion conjuntistica de las clases de equivalencia de los objetos conside-
rados, el segundo se centra en la construccion de un espacio donde cada punto se
identifica con una clase de equivalencia de los objetos de interés.

El punto de partida del desarrollo histérico de los problemas de clasificacién de
fibrados sobre curvas algebraicas se encuentra a finales de la década de 1950, en
los articulos de A. Grothendieck [Gro57] y M. F. Atiyah [Ati57], centrados en la
caracterizacion de los fibrados vectoriales sobre B!y sobre las curvas elipticas res-
pectivamente. No obstante, no es hasta 1963, que Mumford en [Mumé63] introduce
la nocion de fibrado vectorial estable y dota al conjunto de clase de isomorfismos
de fibrados vectoriales estables sobre una curva alebraica lisa y proyectiva de ge-
nero g 2 de estructura de variedad algebraica quasi-proyectiva. Dos afios mas
tarde, se publica el libro Geometric Invariant Theory [MF82], en el cual, desde
el punto de vista de la teoria de esquemas, se proponen técnicas para abordar
la construcciéon de espacios de méduli introduciendo la nociéon de estabilidad. En
1967, C. S. Seshadri [Ses67] construye una compactificacién natural del espacio
de moduli descrito por Mumford, caracterizando los puntos de la frontera como
fibrados semiestables. El problema de mdduli, sustituyendo la curva por una su-
perficie es abordado por D. Giesecker [Gie77], mientras que el caso de una variedad
proyectiva lisa n-dimensional es estudiado por M. Maruyama [Mar77a, Mar77b],
y C. Simpson [Sim94].

Ellector puede preguntarse por qué, a la hora de abordar un problema de mo-
duli, los anterior autores restringen su estudio a los objetos estables y semiestables.
La respuesta, de forma poco precisa, es que debido a la existencia de automorfismos
no triviales de los objetos considerados, el funtor de méduli asociado al problema
no es representable. Debido a esto, surgen tres opciones distintas.
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» Restringir el estudio a los objetos estables y semiestables, y utilizar la Teoria
Geométrica de Invariantes.

» Afadir un dato extra, conocido como dato de rigidificacion, de tal manera
que los nuevos objetos no tengan automorfismos no triviales.

= Utilizar la teoria de stacks.

Es bien conocido que dado un esquema X, se tiene una equivalencia catego-
rial entre el grupoide de fibrados vectoriales de rango n sobre X y el grupoide de
Gl(n)-fibrados principales sobre X, por lo que los problemas de clasificacion de
Gl(n)-fibrados principales sobre X se traducen esencialmente a los problemas de
clasificacién de fibrados vectoriales de rango n sobre X. Ahora, de modo general,
dado un subgrupo G de Gl(r), uno puede preguntarse si un G-fibrado principal
sobre X tiene una interpretacién analoga a la dada anteriormente, es decir, si
existe una descripcion en términos de fibrados vectoriales con datos extras de los
G-fibrados principales sobre X.

En el articulo seminal de 1955 de J. P. Serre [Ser55], se da un primer paso en
esa direccidn. En dicho articulo se prueba que dado un grupo lineal G y un sub-
grupo cerrado de este H CG, se tiene una asignacién biyectiva entre el conjunto
de H-fibrados principales y el conjunto de G-fibrados principales dotados de un
cierto morfismo llamado H-reduccién. En su tesis doctoral, A. Ramanathan cons-
truye el espacio de méduli de G-fibrados semiestables sobre una curva algebraica
lisa [Ram96a, Ram96b]. Posteriormente, en 2002, A.H.W Schmitt [Sch02] prueba
que considerando un grupo lineal semisimple G dotado de una representacion fiel
p : G ,—Sl(n), dar un G-fibrado principal equivale a dar un fibrado vectorial de
rango n y determinante trivial, y cierto morfismo de algebras. En dicho articulo,
el autor construye un espacio de méduli compacto para los fibrados principales
d-semiestables sobre variedades algebraicas proyectivas lisas finito dimensionales,
siendo dicho espacio de mdéduli independiente de la representacion. De hecho, cuan-
do el autor restringe el estudio al caso de curvas, se recupera el espacio de méduli
de Ramanathan anteriormente citado. En la construccion de A. H. W. de Schmitt
aparecen de modo natural los denominados campos tensoriales introducidos por T.
L. Gémez e I. Sols en [GS01]. Ademas, T.L Gémez e 1. Sols introducen en [GS02]
la nocién de haces G-principales, generalizando la definicién de Ramanathan de
G-fibrado principal semiestable a dimensiones superiores y construyendo un es-
pacio de moduli proyectivo para estos objetos. Conviene resaltar aqui, que T. L.
Goémez, A. Langer, A. H. W. Schmitt, e I. Sols construyen en [GLSS08] un espacio
de moéduli para fibrados principales sobre variedades proyectivas definidas sobre
un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica positiva.

Aunque el problema de mdduli de G-fibrados principales tiene importancia
per se, es conveniente destacar algunas de sus aplicaciones mas conocidas. Desde
el punto de vista fisico, en los articulos [FMW98, FM00, FM18] se relaciona la
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construccion del espacio de moéduli de G-fibrados principales sobre curvas elipticas
con la dualidad existente entre la teoria de cuerdas heterdticas y la teoria . Por
otro lado, desde un punto de vista mas matematico, la construccion de bloques
conformes [Beal8], asi como la definicion de los invariantes de Gromov-Witten en
variedades cociente [CFBD14], justifican la necesidad de estudiar el espacio de mo-
duli de fibrados principales. Es mas, el stack de fibrados principales aparece como
el ingrediente esencial en la formulacién de la conjetura de Langlands Geométrica
[Lau87, Fre07].

El punto de inicio de la presente tesis doctoral es abordar el problema de moédu-
li de fibrados principales sobre curvas algebraicas desde un punto de vista distinto
al dado por los autores anteriormente mencionados. Rigidificaremos el problema
de clasificacion afiadiendo a los fibrados principales un dato extra que se deno-
minara trivializacién formal, y ademas, no se impondra ninguna condicién en la
categoria de k-esquemas, es decir, no se asumiran las hipétesis de noetherianidad,
quasi-compacidad y quasi-separabilidad. La motivacion detras de la anterior deci-
sion se fundamenta en la existencia de un esquema infinito dimensional conocido
como Grassmanniana infinita [AV%, PMO98b], que aparece, de modo natural en el
estudio de ciertos problemas geométricos como puede consultarse en los articulos
y trabajos de A. Alvarez Vézquez, E. Gémez Gonzalez, D. Hernandez Serrano,
J. M. Munoz Porras, y F.J. Plaza Martin [AVMPPM%, PM98a, PM98b, HS0S,
GGHSMPPM12].

Para dar unas pinceladas de la relacion de la Grassmanniana infinita con los
problemas de mdduli, es necesario remontarse al articulo de I. Krichever [Kri77],
donde estudia la relacion entre ciertas curvas algebraicas y ciertos anillos de ope-
radores diferenciales, y donde se da un método explicito para construir soluciones
de la ecuacién KP(Kadomtsev-Petviashvil) en términos de funciones theta de las
jacobianas de curvas. A partir de este trabajo pionero, M. Mulase [Mul84] caracte-
riza las Jacobianas de curvas algebraicas a través de las drbitas de un cierto sistema
dinamico, y paralelamente, T. Shiota [Shi86], establece que una variedad abeliana
principalmente polarizada es la jacobiana de una curva algebraica si y solo si es una
solucion compacta para la jerarquia KP. Sato [SS83] encuentra una equivalencia
entre las soluciones de la jerarquia KP y los puntos de una Grassmanniana infinito
dimensional, estando este tltimo espacio definido por las ecuaciones de Pliicker.
Mientras que en la literatura se encuentran otras referencias a Grassmannianas
infinitas, por ejemplo [SW85], no es hasta el trabajo de A. Alvarez Vazquez, J.
M. Mufioz Porras y F. J. Plaza Martin [AVMPPM96] donde se da una definicién
como esquema, donde el punto clave de la representabilidad es no asumir las condi-
ciones de noeteherianidad, quasi-compacidad y quasi-separabilidad en la categoria
de esquemas. Los autores J. M. Mufioz Porras y F.J. Plaza Martin construyen
en [MPPMO90] el espacio de méduli de curvas punteadas M*, siendo un punto
racional de este ultimo, una terna (C,p,z) con C una curva algebraica C, p € C
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un punto liso y z:@, K] un isomorfismo. En el anterior articulo se da una
inmersién M™® en una Grassmanniana infinita y se computan las ecuaciones de
M en dicho espacio proyectivo infinito dimensional. Obsérvese que lo que se
hace es rigidificar el problema mediante la introduccién de un pardmetro formal,
de esta forma, los objetos obtenidos no tienen automorfismos no triviales.

La pregunta natural que surge a continuacion es si una construccién analoga
de fibrados vectoriales sobre curvas algebraicas puede ser llevada a cabo. Dicha
pregunta se sustenta en los resultados obtenidos por M. Mulase en [Mul90], don-
de se da una correspondencia categorial entre fibrados vectoriales sobre curvas
algebraicas y ciertos puntos de una Grassmanniana infinita. Entre los resultados
obtenidos por D. Hernandez Serrano en [HS08], se encuentra la construccion del
espacio de moduli de fibrados vectoriales dotados de una trivializacién formal. Fi-
jada una curva C, un punto p, y una trivializacién formal 2% c"k[7], un punto
racional del anterior espacio de méduli es una clase de equivalencia dada por un
fibrado vectorial E—C de rango n y un isomorfismd®, * k[[#]]®" compatible con
la trivializacién formal z considerada. De nuevo, este espacio de méduli admite
una inmersion en una Grassmanniana infinita.

La presente memoria esta dividida en tres partes bien diferenciadas. En la pri-
mera parte nos centramos en la construccion del espacio de méduli de fibrados
principales sobre una curva algebraica dotados de trivializacién formal, asi como
su relacion con el stack de fibrados principales. La segunda parte consiste en la
compactificacion del espacio de mdduli construido en la primer parte de la me-
moria, entendiendo por compactificar el dar una inmersién del espacio de méduli
construido en un espacio proyectivo. La tercer parte esta dedicada a los apéndices
que contienen algunos resultados necesarios a lo largo de esta memoria, que aun
pudiendo ser encontrados en la literatura, estan dispersos. De forma breve expo-
nemos a continuacién los contenidos de esta memoria. Siempre se supondra que
k-es un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica cero.

En el capitulo uno revisamos la teoria general de fibrados principales. En la
aproximacion mas estandar a la teoria, se consideran fibrados principales z: P> X
donde se imponen ciertas condiciones sobre el morfismo estructural z y el esquema
base X. En el presente trabajo hemos decidido abordar esta teoria de un modo
diferente, ya que consideraremos que la base X es un esquema totalmente arbitra-
rio, mientras que se impondran algunas condiciones a 7 de modo compatible con
cambios de base. La razon y la necesidad de este enfoque radica en el hecho de
que nuestro problema de mdduli es un problema de representabilidad de un funtor
sobre la categoria de esquemas y, por tanto, es necesario que todos los objetos
involucrados estén definidos sobre un esquema arbitrario y tengan un comporta-
miento funtorial.
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El capitulo 2 consiste en una reformulaciéon del Teorema de Serre, el cual es-
tablece una correspondencia entre fibrados principales y parejas formadas por un
fibrado vectorial y una reduccién del grupo estructural. A través de esta reformula-
cién, conseguimos readaptar el resultado a fibrados principales definidos sobre una
base arbitraria de modo compatible con cambios de base. Es importante recalcar
que, cuando el esquema base X es quasi-compacto, quasi-separado y noetheriano,
entonces los resultados que hemos obtenido coinciden con los que se encuentran
en la literatura.

En el tercer capitulo realizamos una discusion de las trivializaciones sobre fi-
brados principales. Introducimos la nocién de fibrado principal sobre un esquema
formal y probamos que todo fibrado principal definido sobre el espectro de un
anillo linealmente topoldgico admisible tiene un fibrado principal asociado sobre el
esquema formal del anillo de modo natural. En particular, todo fibrado principal
definido sobre una curva P—C induce un fibrado principal sobre el disco formal.
En general, dado un fibrado principal definido sobre un esquema arbitrario y fijado
un subesquema cerrado de la base, se tiene de modo natural un fibrado principal
inducido sobre la completacion del esquema base a lo largo del subesquema cerrado
fijado. Introducimos la nocién de trivializacion formal de un fibrado principal, y
probamos que la correspondencia de Serre obtenida en el capitulo dos sigue siendo
cierta en el caso de que se afiada este nuevo dato. A través de la nocién de tri-
vializacion formal de un fibrado principal sera posible rigidificar los objetos de tal
modo que no tengan automorfismos no triviales. Adoptar la estrategia de una base
arbitraria desde el inicio del estudio, junto con el dato de trivializaciones formales,
seran las dos claves para conseguir que los espacios de mdduli construidos en el
trabajo sean modulis finos.

En el capitulo 4, definimos el funtor de moduli Bun&, ¢ de fibrados principales
con trivializacién formal y probamos que es representable. Por completitud en la
exposicion realizamos una revision de la construccién del moduli de curvas equipa-
das con una trivializacién formal, asi como el méduli de fibrados vectoriales sobre
una curva algebraica junto con trivializaciones formales. A través de la correspon-
dencia de Serre obtenida en el capitulo tres nos sera posible traducir el problema
de méduli de fibrados principales con trivializaciones formales a un problema de
moduli de ternas formadas por un fibrado vectorial, un cierto morfismo de algebras
y una trivializacién formal del fibrado vectorial.

En el capitulo 5 estudiamos la relacion existente entre el stack asociado al
esquema de fibrados principales con trivializacion formal Bun &, ¢ obtenido en el
capitulo 4 y el stack de fibrados principales Bung,c sobre C. Probamos que existe
un funtor de olvido, y en ciertas situaciones, por ejemplo cuando en la categoria
de esquemas se considera la topologia de Zariski y el grupo G considerado es es-
pecial, el funtor olvido es epiyectivo. Si la topologia considerada en la categoria
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de esquemas es la étale, entonces el funtor de olvido es epiyectivo para todo grupo
algebraico afin, lineal y semisimple. Probamos que el Positive Loop Group L+G
de G puede ser entendido como el grupo de automorfismos del G-fibrado principal
trivial sobre el disco formal, lo cual nos permite probar que se tiene una accion
libre y transitiva de L*Gen Bun &, c. En el caso particular de que el grupo G sea
especial, como ocurre por ejemplo cuando se considera el grupo especial lineal o el
grupo simpléctico, se prueba un Teorema de Uniformizacién que expresa Bung,c
como el stack cociente de Bun&, ¢ por la accién de L+G. Si de nuevo se considera
la topologia étale en la categoria de k-esquemas, el Teorema de Uniformizacion es
cierto para todo grupo algebraico lineal, afin y semisimple. Por tltimo, relaciona-
mos el grupo de Picard de Bun&, ¢ con el grupo de Picard del stack de fibrados
principales.

En el altimo capitulo de la primera parte calculamos el espacio tangente al es-
pacio de méduli Bun&, c. Al principio del capitulo recordamos la construccion del
algebra de Lie de un grupo algebraico y se define el fibrado adjunto de un fibrado
principal. En el capitulo estudiamos las deformaciones de primer orden de fibra-
dos principales sobre una curva algebraica, y de los fibrados principales dotados
de lo que se definira como una trivializacion infinitesimal de orden » en un punto
cerrado p €C. Probaremos que el espacio tangente a Bun&, ¢ en un punto racional
(P, w), donde P es un G-fibrado principal sobre C'y y es una trivializacion formal
de P en el disco formal centrado en p, es isomorfo a HY(C —p, ad P).

La segunda parte de la tesis estd dedicada a la compactificacion del espacio de
moduli Bun®, ¢ construido en el capitulo 4. De nuevo recalcamos que por com-
pactificacion entendemos la construccion de una inmersién canénica de Bung, ¢
en fibrado proyectivo.

En el capitulo 7 introducimos un nuevo tipo de objeto matematico llamado
algebra graduada parcialmente generada, o por simplicidad, una pgg-algebra. Este
tipo de objetos dan respuesta a la pregunta de cuando una algebra graduada esta
generada por sus elementos de grado menor o igual que ¢ para un cierto ¢. Por
ejemplo, toda algebra graduada de presentacion finita es una pgg-algebra, y en
general, toda algebra que verifique que tanto el grado de sus generadores, como
el grado de las relaciones algebraicas entre sus generadores estan acotados, es una
pgg-algebra. Otro ejemplo de pgg-algebra es el algebra de invariantes de un espa-
cio vectorial por la accién de un grupo clasico (Sln, Spn, SOn, On). A lo largo de
todo el capitulo 7 estudiamos las distintas propiedades que ostentan este tipo de
algebras y probamos que dada una pgg-algebra 4, existe una inmersioén localmente
cerrada natural de Spec(4) en un fibrado proyectivo.

El capitulo 8 comienza con un resultado clasico de la Teoria de Invariantes, el
Teorema de Nagata, que motivara el desarrollo posterior. Dicho Teorema prueba
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que para toda k-algebra finito generada 4, y para toda toda representacion fiel
p: G —Autk ag(4) de un grupo reductivo G, el anillo de invariantes 49 es
de nuevo una k-algebra finita generada. En este capitulo consideramos una k-
algebra R arbitraria (no necesariamente finito generada), M un R-moédulo libre
finito generado, p : G>Autr méa(M ) una representacion cualquiera, 7 una R-
algebra cualquiera y N un T-modulo arbitrario, y se estudia el anillo de invariantes
A= (St MV & N))% mediante la variaciéon del 7 -médulo N . Probamos que
incluso en el caso mas general, el algebra de invariantes satisface una condicién
de finitud sobre el grado de los generadores y las relaciones entre ellos, lo cual
enlaza con las pgg-algebras introducidas en el capitulo anterior. De hecho, todas las
construcciones realizadas en este capitulo son naturales y si N es de presentacion
finita 6 G es uno de los grupos algebraicos lineales semisimples definidos sobre
k (Sln, SOn, Spzn), entonces demostramos que existe una inmersioén localmente
cerrada candnica )
(o7 (

T 5P © SU41® 8 S,

[ MG:Spec S'Y(M"@RN)
1=|d|=d

M,

con Ai= Si(MV @N))r, para cierto nimero natural d. Ademas, si G es clésico,
d depende de G perono de N y en cualquier caso @, n,c es Autr(N)-equivariante.

El tltimo capitulo de la tesis aborda el problema de compactificacién del espa-
cio de moduli Bun&, c. En el capitulo construimos el espacio de méduli de fibrados
principales singulares con trivializacion formal Sing &, ¢, y probamos que Bun &, c
es un subesquema abierto de este tltimo. Mediante la inmersion natural que cons-
truimos en el capitulo anterior, la compactificacién de Sing &, c es ahora inmediata.
Para finalizar la tesis damos una construcciéon del espacio de méduli de swamps
dotados de una trivializacion formal, apareciendo este tipo de objetos de modo
natural en el estudio de los fibrados principales.

La tercera parte de la tesis esta dedicada a los apéndices. En el primero de
ellos introducimos las definiciones y resultados elementales de la Teoria Geomé-
trica de Invariantes utilizados en el capitulo 2. El segundo apéndice, denominados
esquemas formales, sirve como punto de apoyo para la construccion del fibrado
formal asociado a un fibrado principal que realizamos en el capitulo 3. El tercer
apéndice esta dedicado a la definicién de la Grassmanniana infinita, siendo este
objeto central en la construccion del espacio de moéduli de curvas con trivializacién
formal y de fibrados principales con trivializacion formal realizada en el capitulo
4. Por ultimo, el cuarto apéndice esta dedicado a los mdédulos de Schur, siendo
estos objetos utilizados a lo largo de todo el capitulo 8.
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Convenios y notaciones

Si no se especifica lo contrario, k denotarad siempre un cuerpo algebraicamente
cerrado de caracteristica cero. Los k-esquemas considerados no se suponen noethe-
rianos, quasi-compactos ni quasi-separados a no ser que se especifique lo contrario.
Por grupo algebraico sobre k se entiende un k-esquema conexo, integro, separado,
de tipo finito, liso, con estructura de grupo.

= Schy es la categoria de k-esquemas con la topologia de Zariski.
= Sets es la categoria de conjuntos.

= Grp categoria de grupos.

Dado un k-esquema X, y unaOx -algebrad se denotara por Spec@) al
espectro relativo.

» Dado un esquema X, se denotara por X* a su funtor de puntos. Lo analogo
para un esquema formal X.

= Sea Cuna categoria. Una topologia de Grothendieck en es dar para ca-
da objeto U la familia de recubrimientos de U . Dicha familia verifica las
siguientes condiciones

i) Si ¥V = U es un isomorfismo, entonces {V = U} es un recubrimiento.

ii) Si {Ui— U} es un recubrimiento y ¥ = U es un morfismo, entonces
los productos fibrados {Ui Xu V' } existen y la coleccion de proyecciones
{UiXuyV -V} es un recubrimiento de V.

iii) Si {/i ¥ es un recubrimiento y para cada i se tiene un recubri-
mientoXVy i fle Ui entonces la composiciofi Vi U es un
recubrimiento de U.

Un sitio es una categoria dotada de una topologia de Grothendieck.
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Parte 1

Espacio de moduli de fibrados principales
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1.1.

1. Fibrados principales

El presente capitulo introduce la teoria de G-fibrados principales en el contexto
de la geometria algebraica. Siguiendo el articulo seminal de Serre [Ser55], junto
con los trabajos de Raynaud [Ray70] y Giraud [Gir71], se formularé la teoria de
fibrados principales sin imponer que los esquemas considerados sean noetherianos,
quasi-compactos o quasi-separados. Es necesario indicar que la atencién de todo
el desarrollo tedrico aqui expuesto esta centrada en revisién de una generalizacion
del Teorema de Serre ([Ser55, Prop. 9]) dada en el capitulo 2; donde se establece,
que fijado un k-esquema X, existe un isomorfismo entre el grupoide de G-fibrados
principales sobre X, y el grupoide de G-reducciones sobre X, siendo, dicha equi-
valencia, funtorial en la base. El Teorema de Serre sera central a la hora traducir
el problema de mdduli de fibrados principales a un problema de clasificacion de
fibrados vectoriales dotados de un cierto morfismo de algebras.

Primeras definiciones y propiedades

Sea G un grupo algebraico sobre k y X un k-esquema.

Definicién 1.1. Un G-sistema fibrado sobre X es una pareja (P, z), donde P
es un k-esquema dotado de una accion de G por la derechay 7: & Xes un
morfismo de k-esquemas G-invariante, esto es

n(p - g) = n(p)

Un morfismo de G-sistemas fibrados sobre X es un morfismo de X-esquemas
/P — Pl que es G-equivariante, es decir

S-2)=/p)g

Se define el G-sistema fibrado trivial sobre X como la pareja (XX G, 7), donde la
accion de G en X x G viene dada por la multiplicaciéon de G, y 7 : Xx G— X es
la proyeccion en el primer factor.

Considérese un G-sistema fibrado (P, z) sobre X y un morfismo de k-esquemas,
Jf+S- X. Esinmediato que el producto fibrado

A P=PXxS—S

es un G-sistema fibrado.
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1.1. Primeras definiciones y propiedades

Definicién 1.2. Un G-fibrado principal sobre X con respecto la topologia de
Zariski (resp. étale, fppf, fpqc) es un G-sistema fibrado (P, z) sobre X tal que 7 es
quasi-compacto y quasi-separado, y tal que es localmente trivial en la topologia de
Zariski (resp. étale, fppf, fpqc), es decir, existe un recubrimientq f: U~ X} r de
X de Zariski (resp. étale, fppf, fpqc) tal que para todo i € se tierfe un isomorfismo
de G-sistemas fibrados sobre U

~ Ui xG
Uiy

SP

Un morfismo de G-fibrados principales sobre X es un morfismo como G-
sistemas fibrados sobre X. Obsérvese que 7 es epiyectivo independientemente de
la topologia considerada.

De modo analogo en el caso de los G-sistemas fibrados, el producto fibrado de
un G-fibrado principal P—X a lo largo de un morfismo de k-esquemas_f": $> X
vuelve a ser un G-fibrado principal sobre .S

Vi) R

:
S I x

Basta con observar que si{U;—.X # r es un recubrimiento de X en la topologia
de Zariski (resp. étale, fppf, fpqc), entoncds &% x X X! es un recubrimiento
de S en la topologia de Zariski (resp. étale fppf, ¥pqc), y que la quasi-compacidad
y quasi-separabilidad de un morfismo es estable por cambios de base.

Observacion 1.3. En lo sucesivo, si no se especifica lo contrario, todos los G-
fibrados principales sobre X seran entendidos con respecto la topologia étale.

Teorema 1.4: ([Mil80, III, Proposition 4.1]) Sea = : B> X un G-sistema fibrado
sobre X con m quasi-compacto y quasi-separado, y sea G un grupo algebraico. Las
siquientes condiciones son equivalentes:

(i) P — X es un fibrado principal en la topologia étale,

(ii) el morfismo m es liso, epiyectivo y la accion de G en P es libre y transitiva,
es decir, el morfismo natural

P X G- P XxP
g 1-(@p 9

es un isomorfismo de X-esquemas
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Capitulo 1. Fibrados principales

Corolario 1.5: Sea n: P — X un G-fibrado principal con respecto la topologia
étale. Entonces el morfismo r es fielmente plano y quasi-compacto.

Corolario 1.6: El morfismo n es afin (resp. propio) si y sélo si G lo es.

Demostracién. Por el Teorema 1.4, el diagrama

PxG_______lp
p1
p__ lx

es cartesiano. Esto, junto con el hecho de que cualquier fibrado principal con res-
pecto la topologia étale es fielmente y plano y quasi-compacto (Corolario 1.5),
implica, por la teoria del descenso [Gro65, Théoreme 2.7.1], el resultado del enun-
ciado. O

Observacion 1.7. Obsérvese que por hipotesis G es de tipo finito, luego por el
mismo resultado [Gro65, Théoréme 2.7.1], el morfismo P — X es de tipo finito.

Teorema 1.8: Todo morfismo de G-fibrados principales en la topologia étale es
un isomorfismo.

Demostracién. Sean (P, ) y (PL, z') dos G-fibrados principales sobre X y sea
f+P B un morfismo de X-esquemas G-equivariante. El morfismo f'es inyectivo.
En efecto, supdngase que /' (p) = f'(¢) con p, g& . Como los fibrados principales
considerados son étale y el grupo algebraico G liso, por el Teorema 1.4, la accién
de Gen Py en P! es libre y transitiva, por tanto, existe un tnico g € G tal que
g=p-g. Ahorabien, como f'es G-equivariante, se tiene que

) =1/p-g)=sp)-g

y como la accion es libre, se sigue que g = ¢, siendo e el elemento neutro de G,
luego p= q. La epiyectividad de f"es automatica observando que tanto = como 7!
son morfismos epiyectivos de esquemas. O

Corolario 1.9: 5i un G-fibrado principal = : P —» X admite una seccion global
s: X — P, entonces P es isomorfo al G-fibrado principal trivial.

Demostracién. Basta observar que toda seccion global s : X>P da lugar a un
morfismo G-equivariante

XXG—P
(g l-s50x)g
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1.1. Primeras definiciones y propiedades

Corolario 1.10: Si G es liso entonces la categoria de G-fibrados principales sobre
X es un grupoide.

El siguiente Teorema prueba que todo G-fibrado principal 2> Xes un cociente
geométrico universal en el sentido de [MF82, Def. 0.6], y por tanto, un cociente
categorial universal [MF82, Prop. 0.1] (véase Apéndice A). Pero antes, es necesario
un lema previo.

Lema 1.11: Sean X e Y dos k-esquemas quasi-compactos y separados. Entonces,
el morfismo natural

Ox(X)®x Oy (Y) = Oxxy (X XY) (1.12)
es un isomorfismo de k-dlgebras.

Demostracién. Si X e Y son afines se concluye. Si X es afin e Y arbitrario consi-
dérese un recubrimiento finito de Y por abiertos afines{ Vi, y como por hipotesis
Y es separado, se tiene que Vinlj es afin para toda pateja de indices i, j. Consi-
derando la sucesion exacta

1 11
0—-0Ovy()— Ov(V)— Ov((VinVj)

i i,]

y tensorializando porOx(X) (que es una k-algebra plana por ser k-cuerpo) se
obtiene la siguiente sucesion exacta

1 11
0-0x(X)®Ov(Y)— Oxxy(XXVi)— Oxxy(XX(VinV;)

1 i,7

Como X ¥i es un recubrimiento abierto de X XY se concluye. En el caso general
considérese un recubrimiento finito de X por abiertos afines{ Ui , y por el caso
anterior se obtiene una sucesion exacta

1 1
0-O0x(X)®Oy(Y)— Oxxy(UixXY)— Oxxy((UinUj)XY)
i ij

de donde se sigue el resultado. O

Teorema 1.13: Sea n : P —» X un G-fibrado principal con respecto la topologia
étale. Entonces P — X es un cociente geométrico universal.

Demostracion. Por hipdtesis, el morfismo z: P —X es G-invariante, epiyectivo, y
la accién de G en P es libre y transitiva (Teorema 1.4, (if)). Como z es liso (Teo-
rema 1.4, (if)) es universalmente abierto ([Stal8, Lemma 29.34.10]) y por tanto,
el morfismo x es universalmente submersivo ([Ryd10, Remark 2.5 (2c)]), luego se
satisfacen las condiciones (i), (i) y (iii) de la Definicién A.2.
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Capitulo 1. Fibrados principales

Por ultimo, hay que probar que el morfismo candénico 7#0Ox — 7 ()€ es
isomorfismo. Como 7 fielmente plano, basta ver que el morfismo natural

Op = n*(0x) = n*(7+(0Or)°)
es isomorfismo. Ahora bien, por el Teorema 1.4, el diagrama

PXG__—_______lp
p1 T
P Ix

es cartesiano, luego
7*(7x0P) p1x(OPxa)

Por otro lado, existe un isomorfismo candnico de haces
p1x(Opxc) Op®cOc(G) (1.14)

En efecto, basta comprobar que se tiene un isomorfismo en un recubrimiento abier-
to de P . Por hipotesis P—X es quasi-compacto y epiyectivo, luego P admite un
recubrimiento por abiertos quasi-compactos{U; , siendo, cada uno de los U; la
antimagen de un abierto afin en X. Como G es de tipo finito, el morfismo P— X
es finito (Observacion 1.7) luego separado, por lo que cada Ui se recubre por un
numero finito de abiertos afines cuya interseccidon vuelve a ser afin. Por hipdtesis
G es de tipo finito, luego quasi-compacto y separado. Aplicando el Lema 1.11 se
concluye la existencia del isomorfismo (1.14).

Ahora bien, los anteriores isomorfismos identifican la G-accién inducida en
7*(z O ) por la G-accién en P, con la accion de G éh ® «Ja(G) dada por la
multiplicacion por la derecha enQ¢(G). Tomando invariantes por la acciéon de G
se concluye que

(7 (0P)9) p1+(OF )=Or
el
como se queria demostrar.

1.2. Extensién y reduccion del grupo estructural

La presente seccion esta dedicada al estudio de dos operaciones basicas en la
teoria de fibrados principales, a saber, la extension y reduccién del grupo estruc-
tural del fibrado principal considerado. Aunque las construcciones aqui explicadas
son bien conocidas en la literatura ([Ser55, §3]), debido a su repetido uso alo largo
de todo el trabajo se ha creido conveniente introducirlas.
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1.2. Extension y reduccion del grupo estructural

Sea X un esquema, G un grupo algebraico y = : P- X un G-fibrado principal
con respecto la topologia étale. Sea F' un esquema quasi-proyectivo dotado de una
G-accion por la derecha. Se tiene por tanto una G-accion natural en el esquema
producto P X F' como sigue

(PXF)XG =P XF (1.15)
(@Nl-pegg )N

Proposicion 1.16: [Espacio fibrado asociado] Con las anteriores hipétesis, existe
el cociente categorial
PXGF :=(PXF)G->X

que es un espacio fibrado sobre X de fibra F. Se tiene que B’ F— (P F)/G es
un G-fibrado principal. X

Demostracién. Una demostracién completa en el caso de que los fibrados princi-
pales considerados sean localmente isotriviales ([Ser55, Def. 2.2]) puede ser encon-
trada en [Sch08, Prop. 2.1.1.7]. La construccion en el caso de fibrados principales
en la topologia étale, o en la topologia fppf requiere teoria del descenso [Mil80,
p.- 16 y ss.], lo cual es posible debido a que los fibrados principales con respecto
la topologia étale son fielmente planos y quasi-compactos sobre la base (Corolario
1.5). No obstante, cuando G es un grupo algebraico afin, todo fibrado principal en
la topologia étale es localmente isotrivial [Ray70, XIV 1.4] y se puede aplicar la
construccion anteriormente mencionada. O

1.2.1. Extension del grupo estructural

Sea P — X un G-fibrado principal y sea o : G = G un morfismo de grupos
algebraicos. A través de o, se tiene una accién G-accién en P X G! como sigue

(PXGH)xG - P xGt (1.17)
(p.g)g)1-(p-ga@" g

Por la Proposiciéon 1.16, tomando el cociente por la G-accidn, se tiene un G-fibrado
principal P XxG! = P x% G/, siendo en este caso particular

Px9Gl > X
un espacio fibrado de fibra tipo G/, es decir, un G!-fibrado principal.

Definicion 1.18. El G!-fibrado principal P X% G! - X se denomina extension
de P - X mediante a: G - GL
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Capitulo 1. Fibrados principales

1.2.2. Reduccién del grupo estructural

Sea G un grupo algebraico lineal y sea # C G un subgrupo algebraico cerrado
actuando en G por la derecha mediante multiplicacion.

Teorema 1.19:

i) Existe un esquema G/H dotado de una G-accién y de un morfismo G-
equivariante
q:G->G/H

que es un un H-fibrado principal para la accién de H en G.

ii) El esquema G/H es de tipo finito y liso.

iti) Si H es normal en G, entonces G/H tiene una tinica estructura de grupo
algebraico afin tal que q es un morfismo de grupos algebraicos.

Demostracion. Consultese [Bor91, Theorem 6.8] y [GD70, Exposé VIA, 3.2]. O

Obsérvese, que por ser G-G/H un H-fibrado principal, es en particular un
cociente geométrico universal (Teorema 1.13), luego en particular, ¢ es tinico ex-
cepto un tinico isomorfismo. El morfismo ¢ es llamado morfismo cociente.

Considérese un G-fibrado principal & X con G afin, y H G un subgrupo
cerrado de G. El grupo G acttia en la variedad cociente G/H mediante la férmula

[g]-g=1(e)" &l (1.20)

Por otro lado, obsérvese, que la inclusion natural HC G induce de modo canénico
una acciéon de H en P. Sea

P X (G/H) = P xS (G/H)

el G-fibrado principal obtenido en la Proposicion 1.16. Se tiene el siguiente resul-
tado.

Proposicion 1.21: ([Ser55, Proposition 8]) El morfismo inducido
P — P xXY9(G/H)
es un H-fibrado principal. Se tiene por tanto que P XY (G/H)  P/H.

Observacion 1.22. De nuevo obsérvese que la anterior proposicion sigue siendo
cierta en las hipotesis de este trabajo porque es posible aplicar la teoria del descenso
fielmente plano.
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1.3. Descripcion cohomolégica de un fibrado principal

1.3. Descripcion cohomoldgica de un fibrado principal

El presente capitulo finaliza con una descripcion cohomoldgica de los fibrados
principales con respecto la topologia étale. Para ello, se introduciran los grupos de
cohomologia étale asi como los grupos de cohomologia de Cech cuando se considera
en la categoria de k-esquemas la topologia étale. Se seguiran de cerca los trabajos
[Mil80, §3], [Gir71].

En lo sucesivo se denotara por Sh(X«) a la categoria de haces de grupos
abelianos definidos sobre el sitio étale pequefio de X. La categoria Sh(X¢) es
abeliana, cocompleta, completa, y donde se verifica que los colimites filtrados de
sucesiones exactas vuelven a ser exactas, y donde el producto de una familia de
epimorfismos es de nuevo un epimorfismo ([Mil80, §2]). La categoria Sh(X¢) tiene
suficientes inyectivos ([Mil80, Lemma 3.1.3]). Cabe destacar que lo dicho en esta
seccion se aplica a cualquiera que sea la topologia de Grothendieck considerada en
la categoria de k-esquemas, siempre y cuando, la categoria de haces sobre X con
respecto a la topologia considerada verifique las mismas propiedades que Sh(Xz).

Definicién 1.23. Considérese el funtor tomar secciones globales

I'(Xét, —) : Sh(Xér) = Ab
F1-T(Xet F) =F(X)

El funtor I'(X¢;, —) es exacto por la izquierda y sus funtores derivados por la
derecha se denotan por RT'(Xé;, —). Dado F € Sh(X¢t), se llama i-ésimo grupo
de cohomologia étale de F a Hi(X¢, F) := RT (Xet, —).

Considérese ahoradJ := {pi : Ui—X i} g un recubrimiento étale de X. Para
cada (p + 1)-tupla de indices (do, ..., ip) con ig [ para todoj, se utilizara la
siguiente notacion
_____ ip= UpXx... XXUip

Si F € Sh(Xe), la inclusion natural Usj,

,,,,

ip—= U & induce un morfismo
00,...,7 ..., ip
de restriccion

resJ':F(UiO ..... &.iv ) = F(Ui,...,ip) (1.24)
Se define el complejo C*(U,F) = (CP(U, ﬂ) dr)p como sigue a continuacién. Para
cadap €N CP(U,F) = F(Ui,...1)
o p
(i0,...,ip)EP*1

y donde la diferencial
dp: CP(U,F) - CP*{(U,F)
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Capitulo 1. Fibrados principales

es el morfismo definido como

p+1

L

o, +1 = (-1 I‘eSj(Sl,O L ) (1.25)

70 B
Definicién 1.26. Los grupos de cohomologia de C( U Fse denominan grupos
de cohomologia de Cech, H?(U,F)de F con respecto el recubrimiento U.

Para cada refinamientoyy de y para cada natural p, se tiene un morfismo de
grupos
H?(U,F)—HP(V,F)

bien definido ([Mil80, Lemma 3.2.1]).

Definicién 1.27. Se definen los grupos de cohomologia de Cech étale de F
como

AP(Xet, F) :=1imH? (U, F)
donde el limite se toma sobre todos los recubrimientos étale U de X.

El resultado central que relaciona los grupos de cohomologia étale con los
grupos de cohomologia de Cech étale es el siguiente.

Teorema 1.28: [Mil80, Theorem 3.2.17] Sea X un esquema quasi-compacto tal que
todo subconjunto finito de X estd contenido en un abierto afin, y s¢@  Sh(Xe).
Entonces, existen isomorfismos naturales €

HP(Xee, F) Hp(Xey, F)

Sea Gun grupo algebraico sobre k. En particular, para cada k-esquema X, y
cada recubrimiento étal¢J = {U: =X i }1¢ se tiene que el funtor de puntos G* de
G es un haz de grupos sobre Xs:.

Definicién 1.29. Un 1-cociclo para el recubrimiento U con valores en G es una
familia g := {g¢j}ijer con gij € G* (Uy) verificando que

(gorlugk )(glvim ) = (gir| vijk) (1.30)
Dos cociclos g, y g/, son cohomologos si existe una coleccién {hi} rcon hi g

G*(U;) paratodo, tal que

gy = (il Ygar(hilo)) ™ (1.31)

para todo i, j€ I. La relacion binaria (1.31) es una relacién de equivalencia. El

corclijunto de clases de cohomologia se denota por HL(U, Gf. El con%unto Y (xe £, G)
se define como limH" (U, G) donde el limite se toma sobre los recubrimientos étale
-

de X.
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Observacion 1.32. Como se puede comprobar, las Definiciones 1.26 y 1.29 coin-
ciden cuando X es quasi-compacto, G es abeliano,F= G* y p = 1, ya que los
limites inyectivos filtrados de conjuntos y grupos abelianos coinciden. La ventaja
de la Definicién 1.29 es que se tiene una descripcién explicita de H! (Xer, G*) en
el caso de ser G abeliano, y, por el Teorema 1.28, es isomorfo canénicamente a
H'(Xer, G*).

Teorema 1.33: [Mil80, Prop 4.6]Sea G un grupo algebraico no necesariamente
abeliano. Se tiene una correspondencia biunivoca entre el conjunto de G-fibrados
principales sobre X con respecto la topologia étale salvo isomorfismos, y el conjunto
clases de equivalencia de H! (Xet, G).

Demostracién. Sea P X un G-fibrado principal y I ¢i : Ui=X § r un
recubrimiento étale de”’X donde P trivializa. Sea P* el funtor de puntos de P. Es
automatico que P* € Sh(Xs¢). Para cada i € / considérese una trivializacién de
P sobre Uj;, esto es, una seccidon si € P°(Ui) (Corolario 1.9). Entonces existe una
unica coleccion {gij}ijer con gij € G*(Uy) tal que

(silvi)gi = (s7luip)
Se verifica ademas que sobre Ujic
Sigij&jk = Sk = Sigik Lij&jk = ik

luego la coleccion{gij }; kes un 1-cociclo. Si la eleccion de las si es otra, entonces
&ij i} 1 @s remplazado por un cociclo cohomodlogo. La asignacion inversa puede
consultarse en [Mil80, Prop 4.6]. O

Corolario 1.34: Sea X un esquema quasi-proyectivo sobre un esquema afin y sea
Gm = Spec(Z[t, t71]) el grupo multiplicativo. Las clases de isomorfismos de Gm-
fibrados principales sobre X estdn en correspondencia biunivoca con las clases de
isomotfismos de los fibrados de linea sobre X.

Demostracion. Basta observar que el Teorema 90 de Hilbert [Mil80, Prop. 3.4.9]
establece un isomorfismo canénico

Pic(X) =H'(Xzar, O X ) H'(Xér, G m)

y como Gm es abeliano H'(Xe, G*) = H! (X¢ét, Gm). Por el Teorema 1.33 se con-
cluye. O

De modo analogo es posible probar que el conjunto de clases de isomorfismos de
Gln-fibrados principales sobre X es canénicamente biyectivo al conjunto de clases
de isomorfismos de haces localmente libres de rango n.
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2. El Teorema de Serre

El presente capitulo gira entorno a la demostracion de una generalizacion del
Teorema de Serre ([Ser55, Prop. 9]). Dicho resultado permitira entender, bajo las
hipotesis de este trabajo, que fijado un grupo algebraico lineal semisimple G do-
tado de una representacion fiel en un k-espacio vectorial ¥ de dimension finita, se
tiene una equivalencia funtorial entre el grupoide de G-fibrados principales sobre
X con respecto la topologia étale, y el grupoide de G-reducciones, esto es, parejas
formadas por un fibrado vectorial y un morfismo de X en el cociente por la accién
de G del esquema de referencias del fibrado vectorial. Por completitud en la expo-
sicion se ha creido conveniente introducir una secciéon dedicada a la construccion
del esquema de isomorfismos de modulos, asi como de sus propiedades elementales.
Se dardn dos construcciones distintas del anterior esquema.

En lo sucesivo, k es un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica ce-
ro, V' es un k-espacio vectorial #-dimensional y G es un grupo algebraico lineal
semisimple dotado de una representacion fiel p: G,— SI(V).

2.1. Esquema de isomorfismos

Sea X un k-esquema y considérese do§ x -moédulos quasi-coherentgs .
Sobre la categoria Schx de X-esquemas se define el funtor de homomorfismos de

EenH
Hom(E, H) : Sch} — Sets (2.1)

mediante la asignacion (4 : S = X) I1- Homog(h*E, h*H). Analogamente se define
el funtor de isomorfismos de E en H como el funtor

Isom(E, H) : Scher — Sets (2.2)
que asigna, a cada X-esquema /4 : S — X, el conjunto Isomog(#*E, h*H).

Teorema 2.3: Sean E y H haces de Ox-mddulos localmente libres de rango finito.
Entonces

(i) Hom(E, H) es representable por un esquema liso y afin sobre X;
(ii) Isom(E, H) es representable por un X-esquema liso y separado sobre X;

(iii) Isom(E, H) es un subesquema abierto de Hom(E, H) que es esquemdticamente
denso si tk(E) = rk(H).

35



2.1. Esquema de isomorfismos

Demostracion. Considérese el Ox-mddulo localmente libre E ®ox HY y tomese
su algebra simétrica, S.OX(E ®ox H"). El espectro de la anterior Ox-algebra,

HE.1 = Spec(Sy, (E ®ox H")) (2.4)

es el representante del funtor (2.1). En efecto, dado un X-esquema /#: S — X se
tiene que

Homx(S, HE./) = Homox—aig(S, (E ®oxH"), h+0s)
= Homog-aig(h* S, (E ®0x H"), 0s)
=Homog-aig(S'y, (h*E ®0s (h*H)"), Os)
= Homog-msa(h*E ®0s (h*H)Y, Os)
— Homog - msa(h*E, h*H)

La primera igualdad es la propiedad universal de los X-esquemas afines, mientras
que la segunda se debe a la adjuncion de la imagen directa e inversa de haces.
La tercera igualdad es la propiedad de cambio de base del algebra simétrica y el
hecho de que las operaciones cambiar de base y tomar dual aplicadas a un moédulo
localmente libre de rango finito, conmutan. La cuarta igualdad es la propiedad
universal del algebra simétrica y la tiltima se debe a que H es localmente libre
de rango finito (y por tanto su cambio de base también) y consecuentemente se
verifica el teorema de reflexividad (H")Y H.

Para probar (ii) y (iii) obsérvese que tanto HotR(H ) como IsonK H) son
haces en la topologia de Zariski, luego basta probar el resultado localmente. Su-
pongase que X =SpecR, E=0%" y H= 0%, En esta situacion Hom(E, H) es
representable por el esquema de matrices de tamafio m X n con coeficientes en R,
el cual es candnicamente isomorfo al espacio afin m X n-dimensional

Matmx n,R A{{Ln = Spec(R[xl, ey )Cmn])

Sim /=n, el funtor Isom(E, H) es vacio, supdngase por tanto que m = n. En esta
situacion Isom(E, H) es representable por Gln g, que es el subesquema abierto afin
2
de AZ definido como
R((xij): 1 =i,j < n]wey
donde (det) denota al sistema multiplicativo definido por la funcién determinante,
la cual es un polinomio cuyos coeficientes son *1, y por tanto no es un divisor

del cero. Como consecuencia, Gl ,,r es esquematicamente denso en A}f ([GT10,
Lemma 9.23]). O
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Capitulo 2. EIl Teorema de Serre

2.2. G-reducciones

Sea X un k-esquema y P — X un fibrado principal de grupo G. La represen-
tacién p : G,— SI(V') induce una accién en P X V' dada por la féormula (1.17)
(PXV)XG—-PXV (2.5)
((2.7).2) 1= (g p() )

Por la Proposicidn 1.16 es posible construir el espacio fibrado asociado
Ep=P X%V >Xx (2.6)

siendo Er un espacio fibrado sobre X de fibra tipo V', es decir, un fibrado vectorial
sobre X. Por construccién, como la representacion p considerada valora en el gru-
po SI(¥), el determinante de Ep es trivial. Cuando no haya confusién se utilizara
simplemente la notacion E. En lo sucesivo denotese por Vx =X/ speck 3 X al
fibrado vectorial trivial sobre X de fibra tipo V.

Antes de continuar recuérdese que existe una correspondencia biunivoca y fun-
torial entre el conjunto de clases de isomorfismos de fibrados vectoriales de rango
n sobre un esquema X, y el conjunto de clases de isomorfismos de Ox -médulos
localmente libres de rango n ([Gro61b, 1.7]). A cada fibrado vectorial £ - X le
corresponde su haz de secciones E, que sobre un abierto U de X esta definido como

E(U)=Homx(U,E) (2.7)
y a cada haz localmente libre E le corresponde el X-esquema afin
Spec(S('DX(EV)) -X (2.8)

Mediante la anterior asignacion se concluye que, dados dos fibrados vectoriales E
y H de rango finito, los funtores

Hom(E, H) : Schg — Sets (h: S = X) 1- Homs(h*E, h*H) (2.9)
Isom(E, H) : Schg - Sets (h:S = X) 1= Isoms(h*E, h*H)  (2.10)

son candnicamente isomorfos a los funtores (2.1) y (2.2) respectivamente, luego
representables por esquemas afines y separados sobre X (Teorema 2.3).

Observacion 2.11. En lo sucesivo, cuando no produzca confusion, dado un fi-
brado vectorial £ sobre Xy un morfismo de X-esquemas /: S — X, se utilizara
la notacion Es para denotar al producto fibrado #*E= E X x S. Lo analogo pa-
ralos Ox -mdédulos. Se denotara por simplicidad, cuando no produzca confusién,
Hom(E, H) (resp. Isom(E, H)) a los representantes de los funtores (2.1) (resp. 2.2).
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2.2. G-reducciones

Lema 2.12: Sea E X un fibrado vectorial de rango n y fibra tipo V . El X-
esquema Isom(Vx, E) es un GI(V )-fibrado principal mediante la accion

frg=rrg (2.13)

Demostracién. Sea # U{ un recubrimiento afin de X donde Vx y E trivializan.
Para cada i se tienen loskiguientes isomorfismos canénicos

Isom(Vx, E)u; = Isom(U:i Xk V, Ui Xy V') = Ui Xy Isom(V, V') = GI(V') Xy Ui

Como todo recubrimiento de Zariski es un recubrimiento étale, Isom(Vx, E) es un
esquema separado sobre X (Teorema 2.3), y quasi-compacto por ser subesquema
abierto de Hom(Vx, E), que es afin sobre X (Teorema 2.3), se concluye. O

Lema 2.14: Sea P —X un G-fibrado principal. Se tiene un isomotrfismo candnico
de GI(V')-fibrados principales sobre X

P xSGI(V) - Isom(Vx, Ep)

Demostracion. Como todo morfismo de GI(V')-fibrados principales es isomorfis-
mo (Teorema 1.8), basta ver que existe un morfismo GI(¥V)-equivariante entre los
fibrados considerados. El morfismo

P xGGI(V) - Isom(Vx, Ep)
(.0l 1= (v 1= [p.o(V)])

es Gl(V')-equivariante. En efecto, basta observar que Gl(¥)-acttia en Px S GI(V)
mediante la formula

[p. o] g:=Ip9°gl

y comparando con la accidon de GI(¥) en Isom(Vx, Ep) descrita en (2.13) se con-
cluye. O

2.2.1. Cociente geométrico de Isom(Vx, Ep)

La representacion considerada, p : G, — SI(V'), induce sendas G-acciones en los
X- esquemas Isom(Vx, Ep) y Hom(Vx, Ep) mediante la formula

JSrg=r°p(Q)

El objetivo de los siguientes parrafos es la construccion de un cociente geométrico
universal de Isom(Vx, Ep ) por la accién de G anteriormente definida. La construc-
cion de dicho cociente serd esencial para la definicién de la G-reduccién asociada
a un fibrado principal.
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Capitulo 2. EIl Teorema de Serre

Considérese el X-esquema afin

H:=Hom(Vx, Ep) = Spec(Sé «(Vx®ox EY))
P

donde a nivel de haces se tiene que Vx =7 8, Ox.

Observacion 2.15. Es evidente que se tiene un isomorfismo de Ox-mddulos
candnico Vx ®ox Ep¥Y  V ®cEp'.

La representacion p induce en S, (V' ®EY) una estructura canoénica de G-
modulo, y, por el Teorema A .21, la inclusién de los invariantes

. (¢ .
So,, (V ®EY) ¢ =Sy, (V ®.EY)

induce a nivel de espectros un cociente universalmente bueno
H - H//G :=Spec(Sy, (V¥ ®Er)°) (2.16)

Considérese el morfismo universal de H, este es, el elemento de H asociado a
Id € H'(H), que sera un morfismo de Oy-mddulos

h:Vy- (EP)H

Como Vuy (B )uson Ow-modulos localmente libres del mismo rango, el anterior
morfismo induce uno entre las algebras exteriores de grado maximo

AVg—= A (E P )H
El anterior morfismo se puede expresar de forma equivalente como
deth:Ox - AVyY ®ou AMEP)u

Definicién 2.17. El haz de linea AV;Y®  A( P)u se llamara haz de linea de-
terminante sobre H. P

La seccion
deth € HY(H, AV ®ou A(EP)n)

se llamara seccion determinante. El fibrado de linea asociado al haz de linea
determinante se denotara por

DET := Spec(S*(A Vi ®ou A(Er) ) - H

Se seguira denotando por deth a la seccién obtenida mediante el isomorfismo
candnico

HO(H, AV ®ou A(Ep)u) = T(H, DET)
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2.2. G-reducciones

La naturaleza funtorial de la seccion determinante, asi como su estabilidad por
cambios de base, se pueden comprobar en este caso particular de forma inmediata
por ser el esquema H afin sobre X. No obstante, todas estas propiedades se dedu-
cen de la teoria general del determinante de complejos perfectos sobre esquemas
desarrollada en [KM76].

Teorema 2.18: El fibrado determinante DET —H estd dotado, de forma cand-
nica, de una G-accidon compatible con la accién de G en H. Es decir, el siguiente
cuadrado

DETXG — IDET

HxG_— IH
es conmutativo.

Demostracion. En primer lugar obsérvese que el fibrado determinante admite la
siguiente descripcion

DET Spec(S;,, (AV ® A(Ep)") Xx H (2.19)

La representacion p : G- SI(V) induce una representacion en el algebra exterior
de grado maximo de V'

detp: G,—SI(V) detp(g)(vi A... Ava) = p(g)(v1) A... Ap(g)(vn)
La accion de G en Spec(S*  (AV @ A(Ep)"Y)=Hom(AV, AEp) viene dada por la
o
férmula *
¢ g:=g° detp(g)

La condicién de que G valore en el grupo SI(V) implica que det p(g) = 1 para todo
g y por tanto, la accion de Gen Hom(AV, Ep ) es trivial. Utilizando la descripcion
del fibrado determinante dada en (2.19) junto con la anterior observacion, se sigue
que el grupo G actiia en DET mediante la siguiente formula

(9./) g=(0./°p()
La compatibilidad de las G-acciones en DET y en H es ahora inmediata. O

Corolario 2.20: El haz de linea determinante NVy' & A(Ep )u admite una G-
linealizacion canénica. La seccion determinante deth He(H? Vy'n  ®ou A( P )u)
es G-invariante. F

Demostracion. Dado un esquema X donde G acttia, y un haz de Ox -médulos
invertible L, existe una correspondencia biunivoca canodnica entre el conjunto de
G-linealizaciones en L, y el conjunto de G-acciones sobre el fibrado de linea aso-
ciado L » X compatibles con la acciéon de G en X (Teorema A.24).
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Capitulo 2. EIl Teorema de Serre

Decir que la seccidon det h del haz determinante es G-invariante es equivalente
a decir que la seccion geométrica asociada

deth:H - DET

es G-invariante en el sentido de la Definiciéon A.25. Si X denota a la G-accion
canonica en DET descrita en el Teorema 2.18, y ¢ denota a la accion de G en H,
entonces se trata de ver que para todo g € G se verifica la siguiente ecuacién

Y(—,g)°detheo(—, g 1)=deth
Considerando un punto '€ H se tiene que:

(E(=,g) °deth °o(—, g™"))(h) =
(X(—. g) ° deth(f°p(g™")) =
L(— g)(fop(g™"). A(f) °Ap(g™)) =
(=g opg™). M) =
(fep(g™) op(g). M) =
A=
deth(f)

donde la cuarta igualdad es consecuencia de que p valore en SI(V). O

El siguiente resultado permite dar una caracterizacion del esquema de isomor-
fismos I := Isom(Vx, Ep) como el locus de puntos estables de H con respecto la
SI(V)-linealizacion candnica del haz estructural de H, 6, equivalentemente, como
el subesquema abierto de H donde la seccién determinante deth no se anula.

Teorema 2.21: Sea h 1 un punto cerrado. Las siguientes condiciones son equi-
valentes

(i) h es estable con respecto la acciéon de SI(V') en H, es decir, tiene orbitas
cerradas y el subgrupo de isotropia es finito,

(ii) h €],
(iii) h € (deth)o; es decir, (deth)(k) = det(h) /=0;

Demostracion.

(i) == (ii). Si h es estable entonces, su subgrupo de isotropia SI(V)n es 0-
dimensional. Si / no es un isomorfismo considérese una descomposicion de ¥ como

V. Imhew
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2.2. G-reducciones

Sea ¢ € SI(V') un elemento tal que

Olimnh =Idimn

cono/=Idv.Es claro que ¢ € SI(V)n y que existe una familia 1-dimensional de
tales elementos g, ya que o+ 7 € SI(V)n para todo t: Im 2h® W — Im h® W tal
que 7|mr =0 y Im(z|w) C Im /. Contradiccion.

(it) == (i). Obsérvese que o € SI(V')n si y sélo si h= o ° h o, equivalen-
temente, Im % C ker(Id —o). Por ser & epiyectivo, o es la identidad y por tanto
o € SI(V)n={Id}.

Ademas, como h : Vi = (EPr )u es el objeto universal y la epiyectividad es una
condicién abierta, se sigue que existe un entorno abierto U de / tal que h|u es
epiyectivo. El anterior argumento prueba que to 4 € SI(V) - h es epiyectivo, y por
tanto SI(V)n = {Id}. Como dim SI(V)n = dim SI(V')n para todo Al € SI(V') - h, se
sigue que SI(V) - h es cerrado.

Como SI(V) - h es cerrado y SI(V)r es 0-dimensional, se tiene que / es estable.

(if) == (iii). Inmediato. O

Corolario 2.22: Si h € 1, entonces h es estable con respecto la G-accion de H, es
decir, 1 C HS® es un abierto.

Demostracion. Como G puede ser entendido como un subgrupo de SI(V') a través
de la representacion fiel p, la implicacion (if) == (i) del Teorema 2.21 sigue sien-
do cierta. Explicitamente, supdngase que /€ 1y obsérvese que ¢ Gn si y solo si
h= p(o) °h o, equivalentemente, Im hC ker(Id- p(0)). Por ser & epiyectivo, p(o)
es la identidad y, como p es fiel, se sigue o es el elemento neutro de Gy por tanto
o € Gn={e}.

Ademas, como h : Vi = (EPr )u es el objeto universal y la epiyectividad es una
condicién abierta, se sigue que existe un entorno abierto U de 4 tal que h|u es
epiyectivo. El anterior argumento prueba que to Al € G- h es epiyectivo, y por
tanto Gn = ¢ }Como dim Gr = dim Gr para todo h'€ G-h, se sigue que G h
es cerrado. :

Como G- h es cerrado y Gr es 0-dimensional, se tiene que / es estable. O

Teorema 2.23: Existe el cociente geométrico universal de 1 por la accion de G.
El cociente se denotard por 1/G. Se verifica ademds que 1/G es un subesquema
abierto del cociente universalmente bueno H//G (2.16) de H por la accion de G.
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Capitulo 2. EIl Teorema de Serre

Demostracion. En el caso particular de considerar la G-linealizacién canénica del
haz estructural de H, todo punto de H es semi-estable, y el cociente universalmente

bueno del Teorema A.27 es precisamente el cociente obtenido en el Teorema A.21,
es decir, H/G.

Como I es un subesquema abierto de H donde todo punto es estable con res-
pecto la G-accién (Corolario 2.22), y ademas es un subesquema definido por una
seccion G-invariante det h (Teorema 2.21 y Corolario 2.20), se sigue que I es un
abierto G-invariante de puntos estables, donde el morfismo de inclusion I-» H
es afin por construccion. Emulando la demostracion del Teorema A.27 se sigue
que existe un cociente geométrico universalmente bueno+ I/G siendo I/G un
subesquema abierto de H, de tal modo que el siguiente diagrama es conmutativo

I IH

| I V¢

donde los morfismos horizontales son las inclusiones naturales y los morfismos
verticales son los morfismos cociente. O

Utilizando el Lema del descenso de Drezet y Narasimhan [Dré89, Théoreme
2.3], como para todo punto cerrado / de H se tiene que el grupo de isotropia Gn
actta trivialmente en la fibra DET}, se sigue que el fibrado determinante DET
desciende a H//G, es decir, existe un fibrado de linea BT sobre H//G tal que el
siguiente cuadrado es cartesiano

DET____ IBT

H_ /G

Es mas, como la seccion det h es G-invariante (Corolario 2.20) se sigue que existe
una seccidn del fibrado determinante descendido

det : H/G = BT (2.24)

tal que su pullback por el morfismo cociente H»> H//G es la seccion determinante
det h. Debido a la construccién de det h y DET mediante la Teoria General del
Determinante desarrollada en [KM76], asi como el hecho de que los cocientes H —

H//G y 1 - 1/G son universales, se sigue que D ET y det cambian de base para
cualquier morfismo de X-esquemas S — X. Por construccion, se tiene que

UG = H/G — (det)o (2.25)
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2.2. G-reducciones

Proposicion 2.26: El morfismo natural P — 1= Isom(Vx, Ep ) dado por la for-
mulap 1- (v 1- [p,v]) es G-equivariante.

Demostracion. Basta observar que para todo g € G se tiene que

pgl-o(lI-[pgv)

y dos elementos (p, v), (o', /) de P xV estan en la misma clase de equivalencia si
y solo si existe un g€ G verificando que p! = p gy v = p(g)~! v (recuérdese la
construccion del fibrado vectorial asociado (2.5)). En este caso particular se tiene

que [p g v]=[p.p(g)v] y por tanto
(vI=lprgv)=(1=Ippl@v)=(1=[p V) g
donde la tltima igualdad se debe a la G-accion en I (2.13). O

Corolario 2.27: Sea P un G-fibrado principal sobre X. Existe un morfismo ca-
noénico X-esquemas
sp: X — Isom(Vx, Ep)/G

haciendo cartesiano el siguiente cuadrado conmutativo

P ll=Isom(Vx Ep)

X l/G=Isom(Vx, Er)/G

Demostracion. La composicion del morfismo P— descrito en la Proposicion 2.26,
junto con el morfismo de paso al cociente I-I/G, es un morfismo G-invariante
P HG. Como P es un fibrado principal con respecto la topologia étale, P Xes
un cociente geométrico universal (Teorema 1.13) y por tanto un cociente categorial.
Se tiene por tanto que existe un tnico morfismo sp : X5 I/G haciendo el diagrama
del enunciado cartesiano. O

Proposicion 2.28: El cociente geométrico 1-4/G es un G-fibrado principal con
respecto la topologia étale. Existe un isomorfismo candnico

VG 1xS(GI(V)/G)

Demostracion. Por ser I 4G un cociente geométrico, el morfismo cociente es
epiyectivo y afin, luego quasi-compacto y separado. Ahora, basta observar que por
ser I un GI(V )-fibrado principal sobre X, entonces% I ¢ (GI(V )/G) es un G-
fibrado principal (Proposicion 1.21). Como todo fibrao principal es un cociente
geométrico universal (Teorema 1.13) y este es tinico salvo un tnico isomorfismo,
se sigue que I/G y I X4 (GI(V)/G) son candnicamente isomorfos. O
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Capitulo 2. EIl Teorema de Serre

Definicion 2.29. Una G-reduccién sobre X es una pareja (E, s), siendo E un fi-
brado vectorial de de fibra tipo V' y determinante trivial, y s : % Isom(Vx, E)/G
un morfismo de X-esquemas.

Un morfismo de G-reducciones (E, s) %, s') es un morfismo de fibrados
vectoriales f: E— E tal que s! = f° s, donde f: Isom(Vx, E)/G— Isom(Vx, ET)/G
es el morfismo inducido por /. El morfismo de G-reducciones (E, sy (E%, s!) es
un isomorfismo si f'es un isomorfismo.

Teorema 2.30: Existe una correspondencia biunivoca entre el conjunto de G-
fibrados principales sobre X y el conjunto de G-reducciones sobre X.

Demostracién. Sea P un G-fibrado principal. La G-reduccién asociada a P es
(Ep, sp) siendo sp el morfismo obtenido en el Corolario 2.27. La asignacién inversa
es la siguiente. Dado una G-reduccioén (£, s), se considera el diagrama

Isom(Vx, E)

X —— I som(vx ,E)/G

Por la Proposicion 2.28, se tiene que Isom(Vx, E) — Isom(Vx, E)/G es un G-
fibrado principal con respecto la topologia étale y

Isom(Vx, E)/G Isom(Vx, E) xS (GL(V)/G)

Como el pullback de un G-fibrado principal vuelve a ser un G-fibrado principal se
tiene un G-fibrado principal sobre X que hace el siguiente diagrama cartesiano

Pr = s*(Isom(Vx, E)) — |Isom(Vx, E)

X I som(Vx , E)/G

S

Dado un fibrado principal P, se tiene que Pz p P canonicamente. En efecto, a
partir de P se construye el diagrama cartesiano

P | Isom(Vx, Ep)

X——— IIsom(Vx, Er)/G

S

y se tiene un morfismo canonico s*(Isom(¥x, Er)) — P de G-fibrados principales.
Como todo morfismo de G-fibrados principales es isomorfismo, se concluye.
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2.2. G-reducciones

Considérese ahora una G-reduccion (E, s), entonces se tiene un isomorfismo ca-
noénico de G-reducciones (E, s) (Ep, sp ), donde (Ep , sp ) es la G-reduccion
asociada al fibrado principal Pr. En efécto, en primer lugar, obsérvese que se tiene
un isomorfismo candnico de Gl(V')-fibrados principales sobre X (Lema 2.14)

Isom(Vx, Ep,) PrxXSGl(V)

Por otro lado, Pe x6Gl(V') es candénicamente isomorfo a Isom(Vx, E) como GI(V)-
fibrado principal mediante la asignaciéon

[(px.g]1-0¢

Componiendo los anteriores isomorfismos de GI(V')-fibrados principales se obtiene
un isomorfismo canoénico de GI(V')-fibrados principales sobre X

Isom(Vx, Epg) Isom(Vx,E)

Tomando cocientes por la G-accidn, se tiene un isomorfismo inducido entre los
cocientes (que es Unico, pues cada uno de ellos son cocientes categoriales)

x:Isom(Vx, Epy)/G Isom(Vx, E)/G
Ademas, la seccion inducida spg : X = Isom(Vx, Epg) verifica que
s*plsom(Vx, Ep;) Pe=s*Isom(Vx, E)
Mediante el isomorfismo x, se tiene que
s*Isom(Vx, Ep) (x~!°s)"Isom(Vx, Ep,)

=1 i =
y por tanto, se concluye que sp, =x~! °s de donde se sigue que s=x°sp .

Por ultimo obsérvese que existe una correspondencia biyectiva entre el grupoide
de GI(V)-fibrados principales sobre Xy el grupoide de fibrados vectoriales sobre
X de fibra tipo ¥, donde las flechas de la categoria son los isomorfismos de fibrados
vectoriales. A cada Gl(V)-fibrado principal 0—X se le asigna el fibrado vectorial
asociado 0 6V G (Proposicion 1.16), y a cada fibrado vectorial E de fibra tipo
V se le asigna su fibrado de referencias, es decir, Isom(Vx, E). Las asignaciones
son inversas una de la otra. Mediante la anterior construccion se sigue que el
isomorfismo Isom(Vx, Eg ) Isom(Vx, E) viene determinado por un isomorfismo
candnico de fibrados vectoriales

Epp - FE
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Capitulo 2. EIl Teorema de Serre

2.3. Demostracion del Teorema de Serre

El presente capitulo finaliza con el Teorema de Serre, el cual servira como
piedra angular para la construccion del espacio de moduli de fibrados principales
con trivializacion formal. El Teorema de Serre clésico afirma lo siguiente:

Teorema 2.31: [Ser55, Prop 9]Sea X un esquema integro, separado y de tipo finito
sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado de caracteristica cero. Sea G un grupo
algebraico y H un subgrupo cerrado de G. Dar un H-fibrado principal equivale a
dar un fibrado principal de grupo G y una seccién s del espacio fibrado asociado
de fibra tipo G/H

PyS(G/H=PH —___lx

~_

S

Cabe destacar que las hipotesis del articulo de Serre [Ser55] son distintas a las
nuestras. En este trabajo no se ha impuesto ninguna condicién sobre el esquema
base, pero a cambio, el morfismo estructural de los fibrados principales conside-
rados es quasi-compacto y separado. La generalizaciéon del Teorema 2.31 consiste
no solo en estudiar la correspondencia a nivel de objetos, si no también a nivel
de morfismos, comprobando la funtorialidad de las construcciones con respecto el
esquema base X, que ahora es arbitrario, y la extension del grupo estructural.
Obsérvese, que el Teorema 2.30 es un caso particular del Teorema 2.31 bajo las
hipotesis consideradas en esta tesis.

Definicion 2.32. Se define el grupoide de G-reducciones sobre X como la cate-
goria cuyo objetos son las G-reducciones (E, s), y los morfismos de la categoria
son los isomorfismos de G-reducciones.

Teorema 2.33: Sea X un k-esquema y sea G un grupo algebraico lineal semisimple
dotado de una representacion fiel p : G —>SI(V'), siendo V un k-espacio vectorial
n-dimensional. Se tiene una equivalencia de grupoides

G-fibrados principales sobre X G-reducciones sobre X (2.34)

donde a cada G-fibrado principal P se le asigna la G-reduccion (Ep, sp ), siendo
Ep el fibrado vectorial construido en (2.6) y sp es el morfismo de X-esquemas
dado en el Corolario 2.27; y a cada G-reduccion (E, s) se le asocia el G-fibrado
principal Pk = s*(Isom(Vx, E)).

La anterior equivalencia es funtorial en X, es decir que para todo morfismo
de k-esquemas, f : S— X, se verifica que (Exp, spp) = (f*Ep, f*sp) y Ppre=
S*PE.
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2.3. Demostracion del Teorema de Serre

Demostracion. Las asignaciones definidas en el enunciado son inversas una de la
otra a nivel de objetos (Teorema 2.30). Considérese un isomorfismo de G-fibrados
principales P — PL. Por construccion, se tiene un isomorfismo candnico entre los
fibrados vectoriales asociados Ep Ep que inducen un isomorfismo canoénico
de GI(V )-fibrados principales entre sus esquemas de referencia Isom(Vx, Ep )
Isom(Vx, Ep ). Obsérvese que se tiene la siguiente identificacion candnica

P Px9G (PXG)/G

asi como (Lema 2.14) PX_GI(V) Isom(Vx,Er)

Ahora es claro cual es el morfismo G-equivariante natural P— Isom(Vx, Ep). Lo
analogo para PL. Se tiene por tanto el siguiente diagrama conmutativo

P Ilsom(Vx Ep)

Pl llsom(Vx,Ep)

Tomando cocientes por la accién de G en cada uno de los términos del anterior
diagrama se obtiene que el siguiente diagrama es conmutativo

Sp

X . Isom(Vx, Ep)/G ~— = Isom(Vx, Ep) /G
de donde se concluye.

Reciprocamente, sea (£, s) = (E', s) un isomorfismo de G-reducciones. El iso-
morfismo de fibrados vectoriales f: E E!, induce un isomorfismo de GI(V)-
fibrados principales Isom(Vx, E) Isom(Vx, El), y por tanto un isomorfismo entre
los cocientes. Sean Pr y Pk los fibrados principales asociados a las G-reducciones
consideradas, la condicién de compatibilidad entre las secciones sy s! induce el
siguiente diagrama conmutativo

Pe— llsom(Vx, E)

PE Isom(Vx, E1)

donde Pz — P4 es un morfismo G-equivariante entre fibrados principales, y por
tanto un isomorfismo.
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Capitulo 2. EIl Teorema de Serre

Falta por ver que la asignacién es funtorial en X. Considérese un morfismo
de X-esquemas f : S—X, y P un G-fibrado principal sobre X. En primer lu-
gar obsérvese que la construccion del espacio fibrado asociado (Proposicion 1.16)
conmuta con cambios de base, es decir, se verifica la férmula

Sf“(Ep) Epp (2.35)

Esto es inmediato observando que G acttia trivialmente en Sy por tanto existe
un isomorfismo canonico de S-esquemas

(PXCV)xxS (PXxS)XCV

que consiste en permutar los factores. Para probar que la seccién sp de la G-
reduccion asociada a P es estable por cambios de base obsérvese que, por los
mismos argumentos que antes,

P xSGI(V) =Isom(Vx, Ep)
es estable por cambios de base de forma candnica y ademas,
Isom(Vx, Ep) — Isom(Vx, Ep)/G

es un cociente geométrico universal (Teorema 2.23), luego estable por cambios de
base. Se concluye por tanto que sgsp= f*sp y por consecuente (Efp, spp) =

(f*Ep, f*sp).

Los mismos argumentos dados sirven para probar que Prg= f*Pg de forma
canonica. Se concluye la demostracion. O
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3. Trivializaciones de fibrados principales

En el presente capitulo se realiza un estudio sistematico de las trivializacio-
nes de un fibrado principal. En la primera seccion se realiza una breve revisién
bibliografica del articulo de Drinfeld y Simpson [DS95] donde se prueba que todo
fibrado principal sobre una curva algebraica trivializa en la topologia de Zaris-
ki. En la segunda seccién se prueba que todo fibrado principal sobre una curva
algebraica trivializa al restringir al disco formal. Finalmente se demostrara que
la correspondencia de Serre (Teorema 2.33) es compatible con trivializaciones, es
decir, que toda trivializacién de un fibrado principal induce de modo candnico una
trivializacion en la G-reduccion asociada de forma candnica y reciprocamente. Este
resultado sera clave a la hora de construir el espacio de mdduli de fibrados princi-
pales con trivializacién formal sobre una curva algebraica en el capitulo 4, asi como
el espacio de mdduli de fibrados principales singulares con trivializacion formal y
el espacio de méduli de fibrados principales singulares lineales con trivializacion
formal considerados en la segunda parte de esta memoria.

3.1. Grupos especiales

Al principio de esta memoria se tom¢ como convenio que todos los fibrados
principales considerados serian entendidos con respecto la topologia étale. La mo-
tivacion detrds de esta decision es que, por lo general, la topologia de Zariski es
demasiado gruesa para el estudio de los fibrados principales. Para ejemplificar
dicha problematica se recuerda en las siguientes definiciones lo que es un reves-
timiento y un revestimiento de Galois. (El lector interesado puede consultar un
estudio sistematico de la teoria de revestimientos de Galois en el contexto de la
Geometria Algebraica en [Sza09, §5])

Definicién 3.1. Sean X e Y dos esquemas. Un revestimiento étale de grado
n es un morfismo finito étale epiyectivo f': % Y tal que f x es un moédulo
localmente libre de rango .

Un revestimiento étale es un revestimiento de Galois si X es conexo y se
trivializa a si mismo, es decir, si se tiene un isomorfismo

XxyX XLJ.m).LIX

Teorema 3.2: [Sza09, Proposition 5.3.7] Sea f': X Y un revestimiento étale y
G CAuty (X) un subgrupo. El cociente geométrico X/G es isomorfo a Y siy sélo
si_f'es un revestimiento de Galois y G = Auty (X).
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3.1. Grupos especiales

Utilizando que dado un revestimiento de Galois, la accion del grupo de auto-
morfismos es libre y transitiva, se obtiene que todo revestimiento de Galois es en
particular un fibrado principal con respecto la topologia étale, pero no necesaria-
mente con respecto la topologia de Zariski. Por ejemplo considérese Spec(k). Los
revestimiento de Galois de Spec(k) se corresponden con las extensiones de Galois
de k, que son fibrados principales que se auto-trivializan, pero que no son triviales
con respecto la topologia de Zariski.

No obstante, aunque por norma general no todo fibrado principal con respecto
la topologia étale es localmente trivial en la topologia de Zariski, existen una clase
de grupos algebraicos que verifican precisamente dicha condicion.

Definicion 3.3. Un grupo algebraico G se dice especial si todo fibrado principal
de grupo G con respecto la topologia étale, es también un G-fibrado principal con
respecto la topologia de Zariski.

Teorema 3.4: [Ser55, Théoreme 1, Section 4] Todo grupo especial es conexo y
lineal.

Teorema 3.5: [Ser55, Théoreme 2, Section 4] Para que un subgrupo algebraico
G de Gln sea especial, es condicion necesaria y suficiente que la fibracién Gl
Gln/G sea localmente trivial con respecto la topologia de Zariski.

Ejemplo 3.6. Algunos ejemplos de grupos especiales son los siguientes ([Ser55,
Section 4.4])

= El grupo multiplicativo Gm.
» El grupo aditivo Ge.

» El grupo general lineal Gln.
= El grupo especial lineal Sln.
» El grupo simpléctico Spzn.

La clasificacion completa de los grupos algebraicos especiales semisimples se
debe a Grothendieck, y esta recogida en el siguiente Teorema.

Teorema 3.7: [Gro58, Théoreme 3] Sea G un grupo algebraico. Para que G sea
especial es condicidon necesaria y suficiente que G sea afin, conexo y sin torsién. Si
G es afin, semisimple y sin torsién, entonces G es isomorfo a un producto directo
de grupos de la forma Slny Span.

Para finalizar la seccion se enuncian dos Teoremas relativos a los fibrados prin-
cipales sobre curvas algebraicas, siendo los resultados centrales del articulo de
Drinfeld y Simpson [DS95].
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Capitulo 3. Trivializaciones de fibrados principales

Sea S un k-esquema y C-§ un esquema liso y propio sobre S cuyas fibras
geométricas son curvas integras y conexas. Recuérdese que un subgrupo de Bo-
rel de G es un subgrupo algebraico maximal entre todos los subgrupos conexos,
resolubles y cerrados. De ahora en adelante, sea B un subgrupo de Borel de G fijo.

Teorema 3.8: [DS95, Theorem 1] Todo G-fibrado principal sobre C admite una
reduccion del grupo estructural a B después de un cambio de base Sb S ade-
cuado, siendo el anterior morfismo étale y epiyectivo.

Teorema 3.9: [DS95, Theorem 2] Todo G-fibrado principal sobre C es localmente
trivial en la topologia de Zariski después de un cambio de base étale adecuado
ST —S. Si ademads S = Spec(k), no es necesario considerar un cambio de base,
es decir, todo G-fibrado principal sobre una curva algebraica proyectiva C sobre
Spec(k) es localmente trivial en la topologia de Zariski.

3.2. Fibrados principales sobre el disco formal

En la presente seccion se introduce la nocidn de fibrado principal sobre un
esquema formal, y se prueba, que todo fibrado principal sobre el espectro de un
k-algebra linealmente topoldgica admisible induce uno sobre el esquema formal
asociado. Se estudia también el caso relativo a la completacion de un esquema a
lo largo de un subesquema cerrado. Para las definiciones y resultados utilizados
relativos a la teoria de esquemas formales se recomienda al lector consultar el
Apéndice B.

Definicién 3.10. Sea X un esquema formal y sea G = Spec(k[G]) un grupo al-
gebraico afin. Un G-fibrado principal sobre X con respecto la topologia fppf
es dar un esquema formal P dotado de una G-accién junto con un morfismo de
esquemas formales 7 : P—X que es G-invariante, fielmente plano, y tal que se
tiene un isomorfismo de esquemas formales

P Xspty XG P XxXxP

En esta situacion el G-fibrado principal trivial sobre X se define como el esquema
formal X Xspfq) G dotado de la G-accion dada por la multiplicacion de G, y donde
el morfismo 7 : X Xsptt) G — X es el dado por la proyeccién en el primer factor.

A continuacién se explicara como asignar a cada fibrado principal sobre el
espectro de una k-algebra linealmente topoldgica admisible un fibrado principal
formal sin necesidad de imponer condiciones de noetherianidad sobre la k-algebra.

Definicién 3.11. Sea 4 una k-algebra linealmente topologica admisible, e 7 un
ideal de definicion. Sea P — Spec(4) un G-fibrado principal, y dendtese por

in: Spec(4/I™) ,— Spec(4)
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3.2. Fibrados principales sobre el disco formal

a las inmersiones cerradas naturales. Se define el G-fibrado formal asociado a
P como sigue.

» Para todo n =1, se considera el G-fibrado principal P» como
7n 1 %, P — Spec(A/1™)
Obsérvese que por tenerse para todo m < n el siguiente diagrama conmuta-
tivo
Spec(4/Im) Omn ISpec(a/1m)

Spec(4)

se tienen isomorfismos canénicos ®* ,,,Pn=0O*  i* P=i* P = Pm.

s Los morfismos fmn : Pm — Pn son los naturales.

Teorema 3.12: Sea A una k-dlgebra linealmente topoldgica admisible, e I un ideal
de definicion. El G-fibrado formal asociado a P define un G-fibrado principal en
el sentido de la Definicién 3.10 sobre Spf(A4).

Demostracion. Definase el espacio topoldgico anillado
P :=(|P1], Op :=1im Or)

Como G es afin, el morfismo estructural de un fibrado principal 7: P> Spec(4)
es afin (Corolario 1.6), y por tanto P = Spec(B) siendo B una 4-algebra. Se tiene
por tanto que Pr = Spec(B ®a A/I") y por tanto P tiene como espacio topologico

subyacente a Spec(B/IB) y como haz de anillos a 1131_?1 "B.

Ahora es claro que, denotando por On := Opn = m, los morfismos natu-
rales uij : On+1 = Oninducidos por los morfismos fjj : Pi = Pj son epiyectivos.
Por tultimo, obsérvese que (P, Op) = Pi como esquema, y el nticleo del morfismo
O; — O1= Op: es nilpotente por la construccion del G-fibrado formal asociado.
Por el Teorema B.13 se tiene que (P, Op :=lim Op;) es un esquema formal. De
hecho, P =Spf (3), donde # = lim(B/I"B).

—

Por definiciéon de limiteind u ctivo, se tiene un morfismo inducido entre los
limites P -Spf(4). Este morfismo esta caracterizado como el tinico morfismo de
esquemas formales que hacen los diagramas

PrL f (P, OP)

in

Spec(A4/1™) —Ispf
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Capitulo 3. Trivializaciones de fibrados principales

cartesianos. Como para cada 7, el cuadrado conmutativo

Pn IPn+1

Spec(4/1™) - | Spec(4/1)

era cartesiano, el morfismo entre los esquemas formales obtenidos es adico (véase
Definicién B.12)

Obsérvese ademas que se tiene una familia compatible de morfismos

Pn XG | Pn

S

Spec(4/1 ™

que es compatible con el sistema inductivo dado p¢r Spec(4/"y> Spec(4/I™1) ,
luego induce un morfismo R G- P sobre Spf(4). Como en cada’una de las etapas
del limite era una G-accion, en el limite es una G-accion. El mismo razonamiento
muestra que se tiene un isomorfismo de esquemas formales

PXG P XsprayP

por tener dicho isomorfismo en cada etapa del limite ya que 2» Spec(4/I") es
un fibrado principal con respecto la topologia étale para cada n. La epiyectividad
de P — Spf(4) es inmediata, y la platitud se sigue de [ATJLPR09, 3.3.1]. O

Proposicion 3.13: Sea G = Spec(k[G]) un grupo algebraico afin. El G-fibrado
formal asociado al G-fibrado trivial GXy Spec(4) — Spec(4) es

G Xspt) Spf(4) — Spf(4)

Demostracion. El G-fibrado formal asociado tiene como espacio topoldgico subya-
cente G Xpec(x) Spec(4/]), que es precisamente el espacio topoldgico subyacente
de Spec(k[G]) xspta) Spf(4) donde k[G] y k tienen la topologia discreta. Se con-
cluye si se prueba que los haces de anillos son isomorfos, lo cual equivale a probar
que existe un isomorfismo

lim(k[G] ®x A/I™) k[G]gkA

——

Esto ultimo es inmediato por la definicion del producto tensorial completado y
del hecho de que al considerar en k[G] la topologia discreta, el (0) es un ideal de
definicion. O
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Definicion 3.14. Sean X y X! dos esquemas. Se dice que X es un engrosamien-
to de primer orden si X es un subesquema cerrado de X/, y el haz,de ideales
quasi-coherente I C Ox definiendo X tiene cuadrado nulo, es decir I =0.

Definicion 3.15. [Stal8, Definition 37.11.1] Un morfismo de esquemas f: X —§
es formalmente liso si dado cualquier cuadrado conmutativo

T lx
Vi
i g

donde 7= T! es un engrosamiento de primer orden de 7, entonces existe un tinico
morfismo 77— X haciendo el anterior diagrama conmutativo.

Lema 3.16: [Stal8, Lemma 37.11.6] Sea f': X5 S un morfismo de esquemas.
Las siguientes condiciones son equivalentes.

i) f es liso,
ii) fes localmente de presentacion finita y formalmente liso.

Corolario 3.17: Si G es un grupo algebraico lineal sobre k entonces todo G-fibrado
principal P — X es formalmente liso.

Demostracion. Es inmediato a partir del Teorema 1.4 y el Lema 3.16. O
Definicién 3.18. Sea 4 una k-algebra linealmente topologica admisible, / un
ideal de definicion y P-Spec(4) un G-fibrado principal. Una trivializacion
formal de P sobre 4 con respecto / es dar un isomorfismo G-equivariante

P Spf(4)xG
de esquemas formales sobre Spf(4), donde P es el fibrado formal asociado a P.
Teorema 3.19: Sea A una k-dlgebra linealmente topoldgica admisible, I un ideal

de definicion y  : P — Spec(4) un G-fibrado principal. Las siguientes condiciones
son equivalentes

i) [+ P Spf(4) X G es una trivializacion formal.
ii) Para cada n =1 se tiene un isomorfismo de G-fibrados principales sobre
Spec(4/1M)
Snii*, P Spec(4/1") XG
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Capitulo 3. Trivializaciones de fibrados principales

de forma compatible con el sistema inductivo {On:Spec(4/I") — Spec(4/I™") h «
definido en (B.4), y con el sistema inductivode formado por los (Pn).

iii) Para algiin n € N, Pr es isomorfo al G-fibrado principal trivial.
iv) Se tiene una seccion del morfismo P — Spf(A4).

v) Para cadan =1 se tiene una seccién sn : Spec(4/I") — Pn de forma com-
patible los sistemas inductivos definidos por (Spec(A/I™) y por (Pn).

vi) Para algun n € N, se tiene una seccion de Pn — Spec(A4n).

Demostracién. Las implicaciones i) = ii) y ii) € iii) son inmediatas por pullback,
ya que el morfismo P — Spf(4) es adico. La implicacién iv) = v) es inmediata
por la propiedad universal del limite inductivo. Por otro lado, que v) = vi) es
tautologico y i) = iv) por la equivalencia entre trivializaciones y secciones, por
el mismo motivo se tiene que iii) © vi). Por otro lado, por la propiedad universal
del limite inductivo v) = iv).

Basta con comprobar por tanto que #i7)=ii). Supdngase que Pn es trivia-
lizable para un n, como el pullback de un fibrado principal trivial es trivial, se
tiene que para todo m =, los fibrados principales Pm son trivializables, y las
trivializaciones se puede tomar de tal manera que sean compatibles con el sis-
tema inductivo hasta la etapa m. Se concluye si se prueba que el fibrado Pm+
es trivializable. Sea s : Spec(4/[") 4¥» la seccidon asociada a la trivializacion.
Obsérvese que por ser Pr> Spec(4/[") formalmente liso (Corolario 3.17), y
Spec(4/I") Spec(A/I™') un engrosamiento de orden 1, la seccién s levanta a
un tnico morfismo haciendo el siguiente diagrama conmutativo

Jnn+1°S

Spec(4/I™) P

in

s

Spec(4/I"1) ———————Spec(4/I)

Se obtiene por tanto que Pn+1 -Spec(An+1) admite una secciéon y por tanto es
trivializable de modo compatible con el sistema inductivo por construccién. [

Corolario 3.20: Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Entonces, todo G-
fibrado principal P -Spec(k[[x]]) admite una trivializacion formal sobre Spf(k[[x]])
con respecto el ideal de definicién (x).

Demostracion. Basta observar que k[[x]]x k, y que todo G-fibrado principal
sobre un cuerpo algebraicamente cerrado es trivial, pues admite un punto racional.
Por el Teorema anterior se concluye. O
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Definicién 3.21. Sea X un esquema cualquiera y sea ZCX un subesquema
cerrado dado por un idealf . Dendtese por Z» al esquema SpecOx /J **1). La
completacién de X a lo largo de Z se define como el esquema formal Z cuyo
espacio topologico subyacente es Z, y el haz de anillos es Oz :=lim Ozn.

Definicién 3.22. Sea P — X un G-fibrado principal sobre un egquema Xy sea
Z C X un subesquema cerrado. Se define el G-fibrado principal formal asociado a
P en la completacién de X sobre Z como la pareja (P, Op) siendo P el espacio
topoldgico del pullback de P a Z, y Op el haz de anillos obtenido como el limite
proyectivo de los haces Opn, siendo Pr el pullback de P a Zn.

Con las mismas ideas que en el Teorema 3.12 y en el Teorema 3.19, se tiene el
siguiente resultado.

Teorema 3.23: Sea ZCX un subesquema cerrado y sea P»X un G-fibrado
principal.

i) El G-fibrado principal asociado a P en la completacion de X sobre Z es un
G-fibrado principal en el sentido de la definicién 3.10.

ii) Las siguientes condiciones son equivalentes

a) El G-fibrado principal asociado P — Z es isomorfo a Z XG.

b) Para cada n =1, se tienen isomorfismos G-equivariantes Pn =~ Zn X G
compatibles con el sistema inductivo definido por (Zn) y (Pn).

¢) Para algiin n, Pn es trivializable.
Demostracién. La implicacion ii) = iii) es inmediata, mientras que iii) = ii) es
por ser P un fibrado principal formalmente liso. Por otro lado que i) = ii) se

obtiene por pullback por ser el morfismo P — Z adico. Por la propiedad universal
del limite inductivo, ii) = i). O

3.3. Teorema de Serre con trivializaciones

En esta seccion se estudiaran los G-fibrados principales sobre el disco formal,
asi como las operaciones de extension y reduccion del grupo estructural sobre un
fibrado principal sobre el disco formal. Ademas, se demostrara que la correspon-
dencia de Serre (Teorema 2.33), el cual establecia una equivalencia funtorial de
grupoides

G-fibrados principales sobre X G-reducciones sobre X

P1- (Ep,sp)
PE (—(E’S)
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Capitulo 3. Trivializaciones de fibrados principales

sigue siendo cierta para fibrados principales sobre el disco formal. Este resultado
sera fundamental para la construccion del espacio de moduli de G-fibrados prin-
cipales con trivializaciones formales realizada en el capitulo 4, que sigue la misma
estrategia seguida por A. H. W. Schmitt en [Sch02] en el caso clasico.

En primer lugar se extendera la correspondencia anterior considerando un dato
extra, siendo dicho dato una trivializacién en un esquema U . Por trivializacién
se entenderd un isomorfismo con el objeto trivial. En la categoria de G-fibrados
principales sobre X, el objeto trivial es X XG, y la G-reduccidn trivial se entendera
como el objeto asociado a X XG. Por construccion de la correspondencia descrita
en en el Teorema 2.33, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

XxG_— xxGI(V)=Isom(Vx, Vx)

X s L XxGL(V )G

pues obsérvese que el fibrado vectorial asociado a Xx G es Vx = X x V. El mor-
fismo horizontal superior esta definido como

8 I= (xp(2))
y el morfismo vertical del lado derecho es simplemente el paso al cociente, luego
s(x) =[x 1]

donde [x, 1] es la clase de equivalencia de la pareja (x,1) € X x GI(V) en X X
Gl(V')/G. La G-reduccion trivial sobre X se denotara por (Ex, sx).

Definicion 3.24. Sea /: U — X un morfismo de esquemas. Una trivializacién
de un fibrado principal P = X en U es un isomorfismo de G-fibrados principales
P U XG.

Sea (E,s) una G-reduccién en X. Una trivializacion de (E,s) en U es un
isomorfismo de G-reducciones sobre U, (f*E,f*s) (Eu,sv).

Definicidn 3.25. Sean (P, y), y (PL, y!) dos G-fibrados principales sobre X con
sendas trivializaciones y y y! a lo largo de un esquema f: U = X. Un morfismo
de trivializaciones (P, y) = (P, y!) es un morfismo de fibrados principales

g:P P!
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3.3. Teorema de Serre con trivializaciones

tal que el triangulo

A ]PI

RN

UXG

P

es conmutativo. Evidentemente, todo morfismo de trivializaciones tiene inverso.

Analogamente, dadas dos G-reducciones sobre X con sendas trivializaciones
(E, s, v), (EL, 5L, y!) a lo largo de un esquema f: U— X, se define un morfismo
de G-reducciones con trivializaciones como un morfismo de G-reducciones
g:(E s) = (EL sT) (Definicion 2.29) verificando que el tridangulo de G-reducciones

*

(f*E, f*s) a | (7 EL frsT)

el AT

(Eu,svu)

es conmutativo. Un isomorfismo de G-reducciones con trivializaciones es un iso-
morfismo de G-reducciones satisfaciendo la condicién de compatibilidad anterior.

Observacion 3.26. A través de la correspondencia de Serre (Teorema 2.33) se
observa que toda trivializacion de un fibrado principal en un esquema & X
induce de modo canénico una trivializaciéon de la G-reduccién asociada en Uy
reciprocamente; es mas, debido a la funtorialidad de la anterior construccién se
sigue que todo morfismo de fibrados principales trivializados induce un morfismo
entre las G-reducciones asociadas con trivializacion, y reciprocamente.

Por tanto, la equivalencia del Teorema 2.33 sigue siendo cierta si se afiade como
dato extra trivializaciones a lo largo de un esquema &~ X. Lo tltimo que falta
por ver es que la asignacion de trivializaciones en un esquema U se comporta de
modo funtorial con respecto X.

Observacion 3.27. Sea (E, s) una G-reduccién sobre X y y una trivializacion
de E en un esquema f : U-X. Entonces, se tiene de modo automatico una
trivializacion de la G-reduccion (£, s) sobre U del modo que sigue. Por hipotesis,
i f*E UXV,luego se tiene el siguiente diagrama conmutativo

Ipg —————UXGI(V)

U Nprc ~  luxGcurye
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Capitulo 3. Trivializaciones de fibrados principales

Sea 5 el morfismo obtenido mediante la composicion de f*s y el isomorfismo in-
ducido por y entre los cocientes Isg/G U xGl(V)/G. Se tiene un isomorfismo
de G-fibrados principales sobre U

ks (UXGLV)) UXG

A través de la correspondencia de Serre, el isomorfismo « da lugar a un isomor-
fismo entre las G-reducciones asociadas. Ahora bien, la G-reduccién asociada al
G-fibrado principal trivial es la G-reduccion trivial, luego se tiene un isomorfis-
mo de G-reducciones entre x : (X V,7s) (U K su), que da lugar al siguiente
diagrama conmutativo

I ————UXG(V)—— _TUXGI(V)

|

v I1d /G - luxQuryo——— luxG

f E
W

Mediante la composicién de y con % se obtiene una trivializacion de la G-reduccion
de partida.

VY6

Teorema 3.28: La asignacion de trivializaciones de fibrados principales sobre X
en un esquema fijo f: U = X es funtorial en X, es decir, si P es un fibrado
principal sobre X dotado de una trivializacion en Uy g: T — X es un morfismo
de esquemas, entonces P trivializa sobre T X x U de modo candnico.

Demostracion. Sea P =X un fibrado principal y sea y una trivializaciéon de P en
un esquema f: U— X. Considérese un morfismo de esquemas g: I X. Se tiene
el siguiente cuadrado conmutativo

PxxT)xxU_— IPpxxU?UxG
Ux 5T U
’
g |
T X

Como el pullback de un fibrado principal trivial vuelve a ser trivial, se sigue

(P XxU)xxT (UxG)XxT UXxTXG
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3.3. Teorema de Serre con trivializaciones

En conclusioén, el Teorema 3.28 junto con la correspondencia de Serre (Teorema
2.33) permiten demostrar el siguiente resultado.

Teorema 3.29: Sea f: U- X un esquema. Se tiene una equivalencia entre gru-
poides funtorial en X

G-fibrados principales sobre G-reducciones sobre X
X con trivializaciones en con trivializaciones en

Sea C una curva algebraica lisa y proyectiva, pe C un punto cerrado. Consi-
dérese un isomorfism® cp k[[7]]. Dado un G-fibrado principal P> C, por el
Corolario 3.20 siempre existe una trivializacion formal de P al restringir el fibrado
a Spec(@,p) , =€ a través del morfismo natural. A través de la corresponden-
cia de Serre para trivializaciones (Teorema 3.29), junto con el hecho de que la
trivializacion de la G-reduccién equivale a la trivializacion del fibrado vectorial
(Observacion 3.27, se tiene, que toda trivializacién de P sobre el disco formal
centrado en P

D:=Spf(Ocy)  SpEkI[]) (3.30)

induce una familia de trivializaciones de Ep sobre SpecQO cp/m") compatibles
con el sistema inductivo definido por los Sped) cp/m7) por el Teorema 3.19 .
Esto equivale a decir que se tiene una familia de isomorfismos

(Ep/m7) (Oc,p/m';)e”
que al tomar limite proyectivo da lugar a una trivializaciéon formal de £

E®, ®° uP°"

El reciproco también es cierto por la misma construccion y por la Observacion 3.27.

Considérese ahora un k-esquema cualquiera Sy sea— C S un G-fibrado
principal. Fijese el punto p €C. El G-fibrado principal induce por el Teorema 3.23
un G-fibrado formal sobre la completacién de & S a lo largo d¢ px S. De
nuevo, por la correspondencia de Serre con trivializaciones, se tiene una biyeccién
entre el conjunto de trivializaciones formales de P y el conjunto de trivializaciones
formales del fibrado vectorial asociado por Serre. Por definicién, una trivializacién
formal de E es un isomorfismo de haces€,xs Os[[1]]®™

Definicion 3.31. Sea (E, s) una G-reduccion sobre C X S. Una trivializacion for-
mal de (E, s) es un isomorfismo de haces Hpxs Os[[#]]®™

Definicion 3.32. Sean P, P! dos fibrados principales sobre CxS dotados de tri-
vializaciones formales y, y! respectivamente. Un morfismo de fibrados principales
con trivializacion formal es un morfismo de fibrados principales /: P — P!, de tal

forma que el morfismo inducido entre los esquemas formales asociados A P-P

62



Capitulo 3. Trivializaciones de fibrados principales

satisface que el siguiente triangulo es conmutativo

DXS XG

Definicion 3.33. Sean (E, s, y) (E, s, y!) dos G-reducciones sobre C xS con sen-
das trivializaciones formales y y y!. Un morfismo de G-reducciones con trivializa-
cidn formal es un morfismo de G-reducciones f: (E, s> (£, s) de tal forma que
el morfismo inducido en la completacion sea compatible con y y y!.

A partir de la discusion realizada anteriormente se tiene el siguiente resultado.

Corolario 3.34: Sea C una curva, p €C un punto cerrado, S un esquema cual-
quiera y P—>C S un G-fibrado principal. Se tiene una equivalencia entre gru-
poides funtorial en S

G-fibrados principales sobre C x S con G-reducciones sobre C x S con
trivializaciones formales trivializaciones formales
alo largo de {p} XS alo largo de {p} XS
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4. Espacio de mdéduli de fibrados principales

El presente capitulo esta dedicado a la construccion del espacio de moéduli de
fibrados principales dotados de una trivializacién formal sobre una curva algebrai-
ca fija. Las herramientas preliminares necesarias a lo largo de todo el capitulo
seran las desarrolladas por A. Alvarez Vazquez, E. Gémez Gonzalez, D. Hernan-
dez Serrano, ].M Munoz Porras, y F. J. Plaza Martin. en los articulos y trabajos
[PM00],[AV96],[AVMPPM96], [PM98b], [GGHSMPPM12], [HS08] y [PM98a]. Los
conocimientos previos necesarios son esencialmente la construccion de la Grass-
manniana infinita como esquema (constltese Apéndice C), y la construccion del
espacio de méduli de fibrados vectoriales con trivializacién formal sobre una curva
fija. Con intencion de que el presente trabajo resulto lo mas completo posible se
hara un breve resumen de la construccion del anterior espacio de méduli, sien-
do este un elemento central en la construccidn del espacio de moéduli de fibrados
principales.

4.1. Espacio de moduli de curvas con trivializacién
formal

Definicion 4.1. Se define el funtor #.5 sobre la categoria de k-esquemas en la
categoria de conjuntos como:

I@; (S) := {Familias (X, D, z) sobre S},

donde estas familias verifican que:

i) #: X -Sesun morfismo propio y plano cuyas fibras geométricas son curvas
integras de género aritmético g.

ii) o : § =X es una seccion de 7, tal que su divisor de Cartier asociado, D =
o(S), es liso, de grado relativo uno y plano sobre S. Se entendera que el
divisor D C X es liso sobre S, cuando para cada punto x de D exista un
entorno U de x en X, tal que el morfismo U — § es liso.

iii) z es una trivializacién formal de X a lo largo de D, ésto es, una familia
epiyectiva de anillo® x— a (Os[#]/#™Os[f]) con m N, compatibles con
las proyecciones canénicas

Os[t]/tmOs[t] = Os[t)/tm Os[t] m = ml,

y tal que el morfismo correspondiente a m =1 coincide con o.
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4.1. Espacio de moéduli de curvas con trivializacién formal

Fijado un k-esquema S, se define una relacion de equivalencia~ en el conjunto
de familias sobre S como sigue: Dos familias sobre S (X, D, z) y (X4, DL, z) son
equivalentes si existe un isomorfismo f: ¥X»> X! de S-esquemas compatibles con
los datos de la familias, es decir, si la imagen inversa del divisor D! por fes el
divisor D, y si el morfismo_f"es compatible con las respectivas trivializaciones, es
decir, si para todo m se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

Ox [.0x

=z f*Z
oL (Oc[tV270 ([t ———F0 (O [V1"0 ¢[1))

Definiciéon 4.2. El funtor de moéduli de las curvas punteadas de género
g M, es el funtor sobre la categoria de k-esquemas en la categoria de conjuntos
definido por ser la hacificacion del prehaz de conjuntos

oo
S-v-B12(S)/ ~ .
Cuando no se haga referencia al género g, se estard considerando la unién

L
M*= " M~
g=0

Proposicion 4.3: Sea G¢c ( 1) el haz de ideales de D. La siguiente sucesion es
exacta par todo n

0 = Ox(—n) = Ox = a+(Os[t]/r"Os[t]) = 0

Demostracién. La prueba radica en el hecho de que la trivializacién z implica la
exactitud de la sucesién. Sea Kr el ntcleo del morfismo

Ox — ox(0Os[t]/mOs[1]).

Se verifica que K1'€Kr, y en el caso particular en que n sea igual a uno, entonces
la sucesion es exacta, se concluye por tanto qué x estd contenido en Kn». Para
ver que el haz(x (n) es exactamente Kn» basta con comprobar la exactitud de la
sucesion sobre las fibras de los puntos geométricos de X. Ahora bien, la sucesion
es exacta cuando se restringe a las fibras geométricas de 7, luego se concluye la
proposicién. O

Considerando la sucesion exacta del anterior enunciado y tomando el limite
proyectivo, se obtiene un isomorfismo

l(iin(OX/OX( —n)) o«05[[{]].
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Capitulo 4. Espacio de moduli de fibrados principales

Dado un isomorfismo de anillos topoldgicos como el anterior, se obtiene una tri-
vializacion formal de X a lo largo de D, considerando la familia de morfismos
epiyectivos obtenidas al componer el isomorfismo de partida con los morfismos de
completacion

OX—’@X

con

o+ 0s[[]] = o«(Os[[]1mOs[[2]])

En [AV96, 2.2] se prueba que existe un recubrimiento abierto de Sy ntimeros
enteros fm; }tales que los haces 7  (mi)u, son localmente libres de tipo finito,
y la primera imagen directa superior es nula, es decir,

R'7+Ox(mijuv =0

La anterior proposicion con el resultado recientemente expuesto, muestra que para
todo par de nimeros enteros positivos n y m, se tiene la siguiente sucesion exacta

0 - Ox(—n) = Ox(m) = ox(t—mOg[t]/t"O45[t]) = 0.

Tomando en primer lugar la imagen directa de z, y posteriormente el limite pro-
yectivo sobre n y el limite inductivo sobre m, se llega a que

lim 7.0 (m) C Os((1))

m

es un punto de la Grassmanniana Gr(k((#))) con valores en S. Esto recupera
un resultado conocido sobre los nimeros complejos (véase [Kri77], [PS88]). En
analogia con el articulo [Kri77] se define el morfismo de Krichever pard/ ©
como:

Kr : M*(S) = Gr(k(()))"(S) (4.4)
(X, D, z) 1- lim 7« Ox(n)

n

4.1.1. Representabilidad de M*

En lo que sigue se probara la representabilidad del funtoM * asi como la
caracterizacion de la imagen del morfismo de Krichever, Kr (4.4). Ademas, se dara
una construccion efectiva para recuperar la curva, el divisor, y la trivializacién a
partir de un punto en la imagen del morfismo de Krichever. La idea es probar que
M* es un subfuntor de la Grassmanniana Gr(k((¢))), caracterizar los puntos de
M®(S) como las s-dlgebras de Gr(k((#)))(S). La representabilidad del funtor
se deduce porque la anterior condicion es localmente cerrada en Gr(k((¢))).
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Por simplicidad en la exposicion, denétese por ¥ a k((#)), solo en esta seccion.
Definicién 4.5. Se define el orden de un elemento g € M como la funcién
ord(g):S—-Z

que asigna a cada punto s € S un entero ord(g)(s) =N verificando que

L
gs= aitt an/=0
i=N

donde gs indica la imagen de g en F@pec(k(s)).
Lema 4.6: [PM98a, 6.1.3] La aplicaciéon ord(g) es superiormente semicontinua.

Dado un punto U de Gr(V)(S), la funcién que asigna a cada punto € S el
maximo del conjuntd ord(g)(s) : g&/ k(s) epta localmente acotada superiormen-
te en S. Si U es una sub-(s-algebra de s((¢)), entonces la funcién ord induce
en U una valoracion discreta v.

Sea K un cuerpo conteniendo a k y U una sub-K-algebra de K((#)). Teniendo

en cuenta el parrafo anterior las siguientes condiciones son equivalentes [PM98a,
9.2.2]:

1.v/=0,
2. U/=K,
3. el grado de trascendencia de Uo sobre K es 1,

4. Spec(U) es una curva sobre Spec(K).

Las anteriores condiciones se verifican para cada U € Gr(V)*(SpecK)) que sea
sub-K-algebra. Lo tinico que hace falta observar es que Uo C K((¢)).

Teorema 4.7: [PM98a, 9.2.3]Sea Ue Gr(V')*(K) una K-dlgebra. Entonces, se
tiene que
C =Spec(U) U{p}

es una curva propia sobre Spec(K), donde el punto p es el correspondiente a la
valoracion v inducida por la funcion orden ord. Se tiene un isomorfismo canonico
&cpy K[, y, por tanto, una trivializacion formal de C en p.

Demostracién. La primera parte es trivial por tratarse Uy de un cuerpo de grado

de trascendencia sobre K igual a uno, luego C es precisamente la variedad de
Riemann asociada a este cuerpo.
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Capitulo 4. Espacio de moduli de fibrados principales

Por otro lado, K= U N 0w, donde Ov es el anillo de valoraciéon discreta asociado
a v, es decir

Ov={a € Uy* :v(a) = 0} U{0};
por tanto v es la tinica valoracién que no centra en ningun punto de Spec(U) y
ademas Spec(U)Up es una curva completa. Para finalizar, como la valoracién v

se corresponde cdn la valoracién asociada al punto p, y U es una sub-K-algebra de
K[[1]], resulta que la completacion del anillo local Oc,p = Ov es precisamente K[[7]],

y por tanto, p es un punto liso y se tiene un isomorfismo natural @ c,p K] O

Del teorema se deduce que por ser v la valoracion de p entonces
HY(C, Oc(np)) = U Nr=rK][4]],

y por tanto, tomando limite inductivo, se sigue que H(C —p, Oc)=U.

El principal inconveniente de la construccién anterior es que la curva que se
reconstruye es el modelo no singular de la de partida. Un modo directo de construir
los anteriores datos, y que sera posible generalizar al caso relativo es el explicado
a continuacion. Considérese un sul®) smoddulo U de& s((¢)), entonces, se tiene
una filtracién en U

UO =Unt0s[[d]]={a € U :v(a) = —i}

para cada ntimero entero i = 0. Sea U™ el modulo graduado asociado a la filtracion
{UGm . i=0}, es decir
Ur= U,
=0

Supdngase que U € Gr(V)(K) es una K-algebra. Entonces
HO(C, Oc(inp)) = U Nt~ nK][[1]]

Tomando N lo suficientemente grande, se tiene que Oc(np) es muy amplio para
n = N, luego sus secciones globales definen una inmersion en un espacio proyectivo,

Proj(U™) = Spec(U) U{p}, Vn=N.

La anterior construccion es generalizable al caso relativo. Sea S un k-esquema y

U eGr(V)*(S) una ©algebra. Como M y Gr(}') son haces, se puede suponer

sin perdida de generalidad, que S = Spec(Q)) es el espectro de un anillo local. Se
define la filtracion

Ub=UnNt0[[]] (4.8)

Los siguientes resultados pueden ser encontrados en [Mul90] .
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Lema 4.9: Para i >> 0, existe un elemento en U® de la forma
pui=t"t+ términos de grado mayor en t.
Lema 4.10: Para i >> 0, se tiene un isomorfismo
U/UuGEh ¢ 10[[)e=EDO[[d] 0
que transforma la clasepi de pi € UD/UC D en L
Lema 4.11: Fijado un entero m, se tiene, para i—m >> 0, un isomorfismo:

Uo/Uut—m  —10[[¢]1/t=CmO][[{]] =0 & - - &~ mD,

De nuevo se consider®d/:= @ol/ @ el dlgebra graduada asociada a la anterior
filtracion. Como U es una sub-k-algebra no trivial de &((z)), se sigue que Proj()
es una curva sobre S. Con el fin de distinguir un elemento de U® en U (#1),
considérese U = @ i=ox4, U®, donde x1 es una variable independiente.

Observacion 4.12. La localizacién homogénea deJ en x1 es U como se com-
prueba facilmente. De esta manera, el abierto basico que define x1 es isomorfo
al espectro Spec(U) de U, luego, el complementario de Spec(U) en Proj{ ) se
corresponde con los ceros homogéneos de x1.

Ahora es posible definir una seccién de S en Proj{U) cuyo divisor de Cartier
asociado es el subesquema definido por el ideal xiJ. Con este propodsito, considé-
rese la siguiente sucesion exacta

0—-U[-1]*b U - UYUED -5,
i=0
donde el primer morfismo es multiplicar por la variable x1. Los Lemas 4.9y 4.10
revelan que para un i suficientemente grande U /U =1 ¢~{), luego, consi-

derando una nueva variable independiente xo, se puede definir, para » >> 0, un
morfismo homogéneo

O[xo]l™ - (xli UO/uG=hylnl

i=0

donde [n] denota la truncacién del anillo en grado ». El anterior morfismo manda
xigaxiyt~ i parai >0y a cero en cualquier otro caso; este morfismo es isomorfismo
para grados altos. Tomando el espectro proyectivo:

Proj( xiU®/UGE D) Proj( xpUE/UE D) ProjOlxe] SpecO=S.

=0 =0
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Teniendo en cuenta la sucesion exacta

0—-U[-1]*bU - UOGUED -5,

i=0

se ha construido la seccién
0:8,- Proj(U)

cuyo divisor de Cartier, D =0(S) es el subesquema cerrado definido por x1U.
Lema 4.13: Proj(U) es liso a lo largo de D.

Demostracién. Sea C := Proj( ); Basta ver que la completacion formal degc a
lo largo de D es isomorfa a un anillo de series formales. Sea D el subesquema de
C dado por elideal (x1) y xo £ (x1), por tanto D € Spec U*)be el ideal que define

en Uy es precisamente (£!). En este sentido:

® ¢, p=Lim((U A Jx,)ca

m

La componente homogénea de grado i del anillo graduadd/ /(x*) viene dada por
xih U /UG m), donde la variable x1 s6lo se introduce con objeto de graduar. Por
el Lema 4.11, para todo 7 > m » 0 se tiene el siguiente isomorfismo

Uo/Uut—m  =iO[[{])/t=Em™O[[¢]] =10 & --- &~ —m+1H(O
Se tiene por tanto que
xi’ U(l)/U(i—m) < 76i;)6i_1x1;"' ,xoi—m+1qu—1 >

donde xo=¢""x1. A su vez, se tiene un isomorfismo con la componente de grado
ide O[xo,x1]/x1, luego para m suficientemente grande
UAx™)  Ol[xo, x1)/(x™)
1 1

Entonces, U xm)y*r = O[ﬂ] /(ﬂ)m
1o X0 X0
Y por tanto
X1 X1 g x1 x1
@x.p=lim©Ol VD) i) =OIl Nz =OIL 11 Ol

O
Observacion 4.14. En el lema anterior se ha obtenido una trivializacion formal a

lo largo del divisor. Ahora es facil ver que la anterior construccion y la de Krichever
son inversas una de otra.
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Teorema 4.15: Un punto U € Gr(V)"(S) estd en la imagen del morfismo de
Krichever si y sdlo si Os C U, y ademds U-U C U, siendo - el producto de V.

Teorema 4.16: El funtor de moédulM®™ es representable por un subesquema
localmente cerrado de Gr(V').

Demostracion. La cuestion es local, y, las condiciones del teorema anterior son
localmente cerradas ([PM98a, Lema 1.4.3]). O

4.2. Espacio de moéduli de fibrados vectoriales con
trivializacién formal

En lo sucesivo C es una curva algebraica lisa, proyectiva e integra sobre k,
p € Cesun punto cerrado y ¢: @ c,p K[[z]] una trivializacion formal en el punto
p.

Definicion 4.17. Se define el funtor U& como el hacificado del funtor

Schy — Sets (4.18)
SI-A{(Ey)~

donde
i) E- C xS esun fibrado vectorial de rango n sobre C X S;
ii) y es una trivializacion formal de E a lo largo de p X S, es decir un isomorfismo
v Kpxs  Og[[z]]®"

de tal forma que el siguiente tridngulo es conmutativo

Koxs l(OCXS)pXS
X %
Os[[z]]®"

iii) Dos parejas (E, ), (E, y!) son equivalentes si existe un isomorfismo de
fibrados vectoriales /": E— EI, compatibles con las trivializaciones y y v/,
es decir, haciendo el siguiente diagrama conmutativo

EQ XS ﬁ }ﬁIpXS

p




Capitulo 4. Espacio de moduli de fibrados principales

Un punto racional del funtor U& se corresponde con una pareja (E, y) donde
E - C es un fibrado vectorial de rango ny w:Hp k[[z]]®" es un isomorfismo.

Definicion 4.19. Se define el morfismo de Krichever para F como el mor-
fismo de funtores

Kr:U& (S) = Gr(k((z))®™)" () (4.20)
[E. y] 1= (oy)(lim 7<E (m(pX$)))

m

donde Gr(k((z))®") es la Grassmanniana infinita construida en el Apéndice C.

A continuacioén se caracterizara el morfismo de Krichever (4.20). En analogia
con el problema de méduli de curvas estudiado anteriormente, se probard, que
es inyectivo y que dado un punto racional U de la Grassmanniana Gr(k((z))®"),
y considerando AuCk((z)) el estabilizador de U en k((z)), es posible recuperar
una curva un punto y un parametro formal con el segundo de los datos, y con
U sera posible recuperar el fibrado y una trivializacion formal en el punto. La
generalizacidn al caso relativo pasa por una serie de resultados técnicos que se
remiten a la bibliografia. S denotard un k-esquema.

Definicion 4.21. Sea U € Gr(k((z))®™(S) un punto de la Grassmanniana. Se
dice que una sub-Os-algebra 4 de Os((z)) estabiliza a U, si se verifica que
Os((z))/4 es plano sobre S,y 4- UC U.

Se define el estabilizador Auv de U como la méxima sub-dlgebra d€® s((z))
que estabilizaa U.

Observacion 4.22. El estabilizador existe por el lema de Zorn. Si § = Spec(k),
entonces la condicién de platitud es automaética y se recupera la nocion clasica de
estabilizador:

Au={f€k((z)) tal que /- U C U}.

Proposicion 4.23 ([HS08, Prop 3.11]): Sea A una sub-Os-dlgebra no trivial de
Os((z)) y U € Gr(k((z))™(S) un A-médulos. Entonces, el rango de U sobre A es
n, si y sélo si A € Gr(k((2)))(S).

Observacion 4.24. En el caso relativo el estabilizador 4v no es una familia
buena, ya que a priori no cambia de base; con precision: si £ es un morfismo
de k-esquema, y 4 estabiliza a U, entonces, en virtud de la platitud @e s((z))/4,
se tiene que A7 C @ ((z)), y también Ar estabiliza a Ur, y en particular (4v )t
estabiliza a Ur, concluyéndose que

(Av)r € Auy,

no obstante la anterior inclusion no tiene porqué ser una igualdad.
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Teorema 4.25 ([HS08, Teorema 3.15]): Sea S un k-esquema, (E, wg & (S),
U &Gr(k((2))®™°(S) el punto que define via el morfismo de Krichevd?, y A el
punto que define (CxS, pxS, z) en Gr(k((z)))"(S) via el morfismo de Krichever
para el funtor M* (4.4). Para cada morfismo de k-esquemas T S, se verifica
que

Ar=(Av)r =Au; € Grk((2))) (7).

El anterior teorema se traduce a que siempre que los objetos de partida sean
datos geométricos, entonces el estabilizador es estable por cambios de base. Reci-
procamente, si se parte de datos algebraicos Uy Au en Gr(k((z))") y Gr(k((z)))
respectivamente, y Au es regular, entonces Av sigue siendo el estabilizador al
cambiar de base.

Definicion 4.26. Sea S un k-esquema y 4 una Os-dlgebra. Se dice que 4 es re-
lativamente regular sobre S, cuando para cada punto cerrado s € S se verifique
que el cambio de base, 45, es un anillo regular para todo punto s € S.

Teorema 4.27: Un punto U € Gr(k((z))™)"(S) estd en la imagen del morfis-
mo de Krichever (4.20) para el funtor U&, si y sdlo si el estabilizador Au €
Gr(k((2)))"(S), es no trivial, Au/=Os, y es relativamente regular sobre S.

Demostracion. Supdngase que U estd en la imagen del morfismo de Krichever, es
decirU=(¢° 1//)(1i_r)n 7w E(n{ p X S))). Por otro lado 4 := (lig 7 O (n pXS$))
es también un punto de la Grassmanniana Gr(k((z)))(S) qué €5 una sub- Q-

algebra de Os((z)) integra y relativamente regular, tal que U es un 4-mddulo de
rango n, y se verifica automaticamente la condicién de platitud de la Definiciéon
4.21. Se tiene que 4 C Au, pero por el Teorema anterior se concluye que 4=Au.

Reciprocamente, supéngase que Au € Gr(k((z)))(S). Entonces, por ser una
sub-Os-algebra de Os((z)) no trivial, Au define una familia propia y plana de
curvas integras, #: C X S— S, y el divisor de Cartier p X S, que es liso y de
grado relativo uno. La familia C X S — S parametriza curvas lisas por ser Au
relativamente regular. Como se explico en la seccion anterior (Teorema 4.7) C XS =
Proj(A), donde A x;'AS)
=0
Se construye un haz quasi-coherente E sobre C X .S como el haz de localizaciones
homogéneas del A-mddulo graduado:

U= U0,

i=0

con U = U Nz~ 0s[z]]™. Se tiene que U es plano sobre S, luego también lo es

E.
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Capitulo 4. Espacio de moduli de fibrados principales

En [AV96] se prueba que E es localmente libre. El rango de E sobre C XS es
n, y para obtener una trivializacion formal de E a lo largo del divisor p X S, basta
tensorializar por E la siguiente sucesion exacta

0 —» Ocxs(—m(pXS))) = Ocxs = Ocxs/Ocxs(—m(pXxS)) — 0.

4.2.1. Representabilidad de U*

Para probar la representabilidad deUE por un k-esquema. es necesario un
Lema previo.

Lema 4.28 ([HSO08, 3.21]): Sea S un k-esquema seB un haz de s sobre la
categoria de S-esquemas. SeanF1 y E dos subhaces quasi-coherentes de  tal
que localmente F

F/F> l(igl L,
donde los haces Li coherentes y libres. Entonces, los puntos f: ST = S tales que
S*(F1) C f*(F2), como subhaces de f*(F), son los puntos de un cerrado de S.

Teorema 4.29: El funtor de moduli [F es representable por un subesquema local-

mente cerrado de Gr(k((z))®"). Por abuso de notacién se denotard de la misma
manera.

Demostracion: El Teorema 4.27 muestra que el morfismo de Krichever es inyecti-
vo. El funtor Gr(k((z))®™) es representable por un k-esquema, que, abusando de
notacion se denotara de la misma forma que el respectivo funtor. Existe por tanto
un subespacio discreto universal

Uuniv € Gr(k((z))®™)"(Gr(k((z))®™)

Ademas, denotese por 4 a la imagen de (C, p, z) por el morfismo de Krichever para
curvas (4.4). Ahora bien, un punto proviene d¢/& siy solo si 4 es relativamente
regular y se verifica que

A'A:A, A'Uunivc Uuniy.
Considerando el esquema
S = Gr(k((2))®")

y los hacesF = Ox((z))®", F= A Uuniv y F= Aen el Lema 4.28, se sigue que
los puntos /" : Sb S tales que f*(F1) @*( F, como subhaces de f*( ), son,
precisamente, los puntos de un cerr&do Z de S. Los puntos de Z que provienen de
curvas lisas forman un abierto denso de Z. o
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4.2.2. La fibra del morfismo determinante

En el trabajo de A. Grothendieck, Fondements de la Géometrie Algébrique
[Gro62], se expone las técnicas de construccion del esquema de Picard para un
morfismo de esquemas f': X— S bajo ciertas condiciones. Como se demostrd
a través de la Correspondencia de Serre 2.33, los fibrados principales sobre una
curva algebraica se corresponden con fibrados vectoriales de determinantes trivial
dotados de un cierto morfismo deOc-algebras. El objetivo de esta seccion es
construir el espacio de moéduli de fibrados vectoriales con determinante trivial
y trivializacion formal sobre la curva C. A través de este espacio de méduli se
construird, como fibracion afin el espacio de moduli de fibrados principales con
trivializacion formal. Por completitud en la exposicion se incluye la definicion del
funtor de Picard y se remite a la bibliografia la prueba de su representabilidad.

Definicion 4.30. Se define el funtor de Picard sobre C como el funtor

Picc : Schi — Sets (4.31)
S 1- Pic(C Xk S)/Pic(S)

donde Pic(C Xy S)/Pic(S) es el conjunto de clases de equivalencia de haces de
linea sobre C XS, donde L L' si existe un haz de linea G en S tal que

L L'ezsG
siendo zs: C XS — S es la proyeccion en el segundo factor.

Observacion 4.32. La anterior relacion de equivalencia es equivalente a decir
que existe un recubrimiento abierto de S = UU; e isomorfismos

Ji:Liexu 1
i |Cx Si

Teorema 4.33: El funtor Picc es representable por un k-esquema que serd deno-
tado por Picc.

Demostracion. [Gro62, Théoreme 3.1]. O

Observacion 4.34. Es importante recalcar que en el anterior Teorema no se asu-
me que los k-esquemas sean noetherianos, ni quasi-separados, ni quasi-compactos.

Definicion 4.35. Se define el morfismo determinante det® como el morfismo
entre funtores

det :U&(S) = Pic(S) (4.36)
(E,w)1->detE:=A"E
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Capitulo 4. Espacio de moduli de fibrados principales

Considerando la fibra de [Oc] por el morfismo determinante (4.36), esto es, el
producto fibrado _
oo, t o e
U, "=Ug Xpic . {[Ocl} (4.37)

se obtiene el k-esquema de fibrados vectoriales de rango n, determinante trivial y
dotados de una trivializaciéon formal. El esquema UC°°’mv es el representante de la
hacificacion del funtor

Schy — Sets (4.38)
S1-A{(E )/~

donde

i) w es una trivializacion formal de E a lo largo de xS, es decir, un iso-
morfismo w @ s Sz]]®™ de tal forma que el siguiente triangulo es

conmutativo
Eépxs = }(OCXS)pXS
Os[[2]]®"

ii) A"E  Ocxs,
iii) y dos parejas (E, y), (EL y!) son equivalentes si existe un isomorfismo de

fibrados vectoriales /: E = E!, compatibles con las trivializaciones y y y!.

4.3. Espacio de moduli de fibrados principales con
trivializacién formal

La presente seccidn estd dedicada a la construccién del espacio de méduli de
fibrados principales con trivializacidon formal. En lo que sigue se supondra fijada
la curva C, el punto p, la trivializacién formal ¢ DOc,p k[[z]], el grupo algebraico
lineal semisimple G, y la representacion fiel p : G,— SI(V'). Se denotara por D a

Spf(Mc,p)
Definicion 4.39. Se define el funtor Bun®, ¢ como la hacificacion del funtor

Schy — Sets (4.40)
S1-A{Py}/~

donde
i) P esun G-fibrado principal sobre C XS (con respecto la topologia étale),
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ii) w esuna trivializacion formal de P, es decir, un isomorfismo G-equivariante
sobre D X §
v:P DXSXG

iii) y dos parejas (P, y), (PL y!) son equivalentes si existe un isomorfismo de
G-fibrados principales sobre C XS

P Pl
tal que /" es compatible con y y /, es decir, si el siguiente tridangulo es
conmutativo
P # P
1]
DXS XG

En lo sucesivo, la pareja universal de [*"" (4.37) ser4 denotada por (Eu, yu ),
donde Ey es un haz localmente libre de rango n y determinante trivial sobre
CxU%™y yu una trivializacion formal de Ey. Ademds, se utilizar la notacion

(a

Ay:= S (Vu ®EY) (4.41)

oo, triv
cxU

C
donde Vu =V ®x O oy . triv-
C

Teorema 4.42: El funtor Bun &, c es representable por el k-esquema Spec(AU)( det
donde det es el elemento descrito en (2.24) asociado a los datos E y ¥ , y doth-
de Spec(Ay) dotr denota al subesquema abierto de Spec( A(U) donde i seccion
canénica det no se anula. El isomorfismo Hom( Spec(A—-) > , )u Bun&,c
se dard en la%démostracion del Teorema.

Demostracién. Sea S un k-esquema cualquiera, y sea f": S— Spec( v) un mor-
fismo. Mediante la composicién de los siguientes morfismos naturales

g

m oo triv
S—_— —————CxUZ UC

Spec(Avy)

donde m es la proyeccion en el segundo factor, se obtiene un punto d¢ = con
valores en S, es decir, un fibrado vectorial £ de rango n sobre Cx S'y determinante
trivial, junto con una trivializacién formal y d€f, siendo el haz de secciones
de E. El anterior fibrado vectorial se obtiene haciendo el pullback de la pareja
universal, Eu y yu, via el morfismo

1xg:CxS—Cxy-™
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Mediante la composicion

o

CxS g T ISpec(Av)
se obtiene un morfismo de k-esquemas
o:C XS - Spec(Av)

que, por la propiedad universal de los esquemas afines, junto con la propiedad de
cambio de base del dlgebra de invariantes (Teorema A.21) da lugar a un morfismo
de Ocxs-algebras

(c

T S.och(VCxS ®EV) - Ocxs

Ahora bien, obsérvese que
Spec(Au) = Hom(V x (C xU™"™), Eu /G

Geométricamente, el morfismo 7 se reinterpreta como un morfismo de Ck S-
esquemas
os: C XS = Spec(Auv) i (C x$)=Spec( ST, | (Vexs ®E")(G)

Por el Teorema de Serre (Teorema 3.29), y la observacion 3.27 la terna (£, y, )
proviene de un G-fibrado principal si y sélo si os valora en el esquema de isomor-
fismos Isom(V X (C XS), E)/G, lo que equivale a decir por la ecuacion (2.25) que
os valora en el subesquema abierto donde la seccién detcxs asociada a los datos
V' x (C XS) y E no se anula.

Por ultimo obsérvese que por la Teoria general del Determinante ([KM76]),
det hcys es el pullback de det by, y como consecuencia del Corolario 2.20, detg s
es el pullback de def;, porque el descenso de la seccion det h es tnico. Utilizando
ahora el Teorema de Serre con trivializaciones (Teorema 3.29) se concluye que el
espacio de mdduli de fibrados principales con trivializacion formal es representable

por Spec(Au) g, - -

79



4.3. Espacio de méduli de fibrados principales con trivializacién formal

80



5. El Teorema de Uniformizacion

El presente capitulo tiene como objetivo estudiar la relacion existente entre el
espacio de moduli de fibrados principales con trivializacion formal construido en el
capitulo anterior con el stack de fibrados principales. Entre las multiples relaciones
existentes se probara el Teorema de Uniformizacién, que permitira expresar el
stack de fibrados principales como el stack cociente de Bun&, ¢ por la acciéon del
Positive Loop Group de G. Con la finalidad de fijar notaciones e ideas, se ha
decidido incluir una primera seccién dedicada a los resultados previos sobre la
teoria de stacks necesarios. Dicha seccidn esta basada en [Ols16] y [Neull]

5.1. Preliminares sobre stacks

En lo sucesivo k es un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica cero. Se
denotara por Schy a la categoria de esquemas sobre Spec(k). Analogamente, dado
un k-esquema S, se denotara por Schs a la categoria de esquemas sobre S. Dado
un k-esquema X, se denotara por X* a su funtor de puntos, siendo este ultimo
un haz en Sch/77f, donde el superindice denota la topologia de Grothendieck

k
considerada en a categoria Schy . En caso de que no se haga referencia a la misma
se supondra que es la de Zariski, ademas, G denotara a un grupo algebraico afin
y linealmente semisimple definido sobre k.

Definicion 5.1. Sea C una categoria. Una categoria sobre C es una categoria
F junto con un funtor p :F — C. Dado un objeto X € C se define su fibra como
la subcategoria Fx de F donde los objetos son las fibras de X, es decir

Obj(Fx)={x € F : pr(x) = X}

y los morfismos entre dos fibras x,x’ de X son los morfismos que descienden a la
identidad, es decir

Hompy (x, xI) = {p € HomF (x, x!) : pr(p) =1dx} (5.2)

Un morfismo entre categorias sobre C,g: F — esun funtor que preserva
la fibracion, es decir, que hace el siguiente diagfama conmutativo



5.1. Preliminares sobre stacks

Definicion 5.3. Sea X un objeto de (Se define la categoria x como aquella
donde los objetos son los objetos sobre X, es decir, los morfismos ¢ ¥ X, y los
morfismos entre dos objetos Z, Y deC x, son aquellos morfismos /: 2 Y de
que hacen el siguiente tridngulo conmutativo r

Z\—X/Y

Definicién 5.4. Seap F - C  una categoria sobre C. Un morfismo ¢ : p »
en Fe dice que es cartesiano, si para todo morfismo y :» y en que admite
una factorizacion F

PF(y) =pF(9)°h
en C, entonces y factoriza a través de 7 por un tinico morfismo a : z — x tal que
pF (@) = h.Siel morfismo ¢ : x — y es cartesiano se dice que x es el pullback de
v alo largo de pr (p).

Definicién 5.5. Una categoria pr : F — C sobre C, es una categoria fibrada
sobre C, si para todo morfismo f: X — Y de objetos de C, y un objeto en la fibra
de Y, es decir, y € Y, existe un pullback f*y de y a lo largo de £, es decir, un
morfismo cartesiano ¢ : f*y — y tal que pr (f*y) = X y pr(p) =f.

Un morfismo de categorias fibradas sobre C es un morfismo de categorias
sobre C que preserva morfismos cartesianos.

Definicion 5.6. Una categoria fibradap :F — &  es una categoria fibrada en
grupoides si para todo objeto X €C, la fibra de X, es decir, la categoria Fx , es
un grupoide.

Definicién 5.7. Sean g, g! : F — G dos morfismos de categorias fibradas sobre .
Una transformacion natural que preserva la base a : g—g!, es una trans-
formacién natural entre funtores o :-g gl satisfaciendo que para todoexr x el
morfismo F

ax : g(x) = g'(x)

se proyecta en la identidad via pg : G = C, es decir
pGlax)=ldx: X - X

Definicion 5.8. Sean Fy @os categorias fibradas sobre . Se define la 1-
categoria HOM(E ) como aduella cuyos objetos son los morfismos de categorias
fibradas F — /¥ los morfismos son las transformaciones naturales que preservan
la base. 7
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Capitulo 5. EI Teorema de Uniformizacion

Teorema 5.9 (2-Yoneda): Sea F una categoria fibrada sobre . Existe una equi-
valencia de categorias

HOMc(Cx,F) ~ Fx

Sea (@na categoria con productos fibrados finitosyseap : F — una ca-
tegoria fibrada donde se ha hecho una eleccién de pullbacks (son tnicos salvo
isomorfismos). Todo morfismo /" : X> ¥ en da lugar a un morfismo de pull-
backs

f*Fy - Fx y1=f*y

Definicidon 5.10. Sea {X; - Y } una coleccion de morfismos de C. Se define la
categoria de datos de descenso de {Xi— Y } con respecto F como la categoria
F({Xi- Y }) tal que

» Los objetos de la categoria son las parejas ({x:}, {oi}) que consisten en una
coleccidn de objetos xi € Fxi, y en isomorfismos

R * . * .
O'U.Tl'l Xi 7Tp XJ

en Fxixy xxj donde se verifica la condicién de cociclo, es decir, si el siguiente
diagrama sobre Fxix v xjx v xk €s conmutativo

ES

* T*x N R e ;’ * T*x
121 i~ 122 7 23 1 J
*k

J[— J’Tz 3%k

* = | _x lx

. X Y o T X
13 1 1 * 13 2 k 23 2 k

T 3P

» un morfismo ({x:}, {o:7}) = ({xL}, {aIiJ-}) es una coleccién de morfismos gi:
xi— x!;en Fx; tal que el siguiente diagrama sobre Fxix v xj es conmutativo

* *
TX T gi | %
oy o
—— myxl
E3
Ty X5 " g J

Definicion 5.11. Se define el funtor de descenso de {fi: Xi— Y } con respecto
F como el funtor E: Fy - F({Xi— Y }) definido por

v =) 1= ({7} A(05)can}) = ({FiV'} {(0})can})

donde (i)can €s el isomorfismos candnico 7 *f;*y = m,*f;*y que proviene de X; Xy
i 1JiY=m J; ¥
X;j—- Y.
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El conjunto i — Y } se dice que es de descenso efectivo para  siel funtor
de descenso da lugaf a una equivalencia de categorias

E:Fy~F{Xi=»7Y})
Definicién 5.12. Una categoria fibrada p : F — C sobre C es un stack si
i) F - C es una categoria fibrada en grupoides,

ii) Todo recubrimiento de un objeto X en C es de descenso efectivo, es decir,
existe una equivalencia entre categorias

Fx~EF({Xi- X})

para todo objeto X € C y todo recubrimiento {Xi— X} de X.

Un morfismo de stacks es un morfismo de categorias fibradas en grupoides.

Teorema 5.13 (Olsson Th. 4.6.5): Sean F y G stacks sobre un sitio . Existe una
equivalencia categorial r

HOMC(F, G) ~ Homsx‘acks(F, G)

5.1.1. Stack asociado a un esquema
En primer lugar considérese una categoria C y un prehaz de conjuntos
F :C° > Sets
A F le corresponde una categoria F sobre C, cuyos objetos son
Obj(F)={(X,x): X€C x€€EF(X)}

y un morfismo (X, x}» (¥,y) es un morfismo /: X Y en  donde se verifica
"
que

F(H) =x

Es decir, F esla categoria de puntos del prehaz F, junto con los morfismos entre
esos puntos. Se comprueba que junto con el funtor de olvido

F-C Xx)1-X
F es una categoria fibrada sobre C. La fibra de un objeto X son conjuntos pues
Obj(Fx) = {(X.x) :x € F (X)} = F (X)
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Teorema 5.14: Sea C un sitio. Todo haz de conjuntos F sobre C es un stack sobre

C.

Demostracion. Por lo dicho anteriormente, a F se le asigna una categoria fibrada
sobre Cdenotada por Fy que es la categoria de puntos. La condiciéon de haz se
traduce al descenso efectivo, pues

[ I '
Fx=FWX)=Eq FWXi)—-» FMXixXxX)=F({{Xi—X)

para todo recubrimiento {X:— X}. O

Definicién 5.15. Sea X un k-esquema en la topologia de Zariski y sea X* su
funtor de puntos. Se denotara po1S X al stack asociado a X* por el procedimiento
explicado anteriormente.

Observacion 5.16. Sea %h stack sobre Schy. Si algtin objeto de tiene algun
automorfismo distinto de la identidad entoncesX no puede ser el stack asociado
a un k-esquema.

5.2. El morfismo de olvido

Sea C una curva algebraica lisa, proyectiva, conexa e integra sobre k, y consi-
dérese Schy la categoria de k-esquemas dotada de la topologia de Zariski.

Definicién 5.17. Se define el stack de fibrados principales Bungc como la
categoria sobre Schy cuyos objetos son las parejas (S, P), siendo S un k-esquema
y P -C Sun G-fibrado principal con respecto la topologia étale. Un morfismo
de objetos

(S, P) = (S, P

es un morfismo de esquemas f": S— S tal que se tiene un isomorfismo de fibrados
principales
1Ix~PL P

La estructura de categoria fibrada sobre Schx viene dada por la proyeccion

Bung,c = Schxk
(S,P)1-S8

Dado un k-esquema S, la fibra de S es
Bung,c(S) := (Bung,c)s= { Grupoide de G-fibrados principales sobre C XS}

Teorema 5.18: [Wanl11, Theorem 2.0.2] Bung,c es un stack sobre Schy/Pac,
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5.2. El morfismo de olvido ©*

Observacion 5.19. Como consecuencia del anterior Teorema se tiene que Bung,c
es un stack sobre Schy, Schi¢, y Sch/PP/.

Sea Bun@, c el stack asociado al k-esquema Bun&, c. Para tener un completo
control de los morfismos que se van a definir es necesario hacer un breve repaso
al proceso de hacificacion para entender mejor el haz Bun&, ¢ de la Definicién 4.39.

Sea C un sitio cualquiera y F : C°P — Sets un funtor.

Definicidn 5.20. Una hacificacién de F es un haz F # : C°? - Sets dotado de
una transformacion natural F - F* tal que las siguientes condiciones se verifican

i) dado un objeto X € Obj(C)y dos elementos ay fen F (X) cuyas imagenes
o# f# por el morfismo F (X) — F *(X) sean isomorfas, entonces existe un
recubrimiento abierto {fi: Ui — X}ier de X tal que

Sa=1i"p

ii) para cada objeto X € Obj(C) y para cada elementoa € F #(X), existe un
recubrimiento abierto {fi: Ui = X} y elementos {ai € F(U)} tal que

o = fie

Teorema 5.21: [FGI*05, Theorem 2.64] Existe una hacificacion del funtor F y
es unica salvo un isomorfismo candnico. Ademds, todo morfismo de funtores de F
en otro haz factoriza de modo tinico a través de F¥.

El proceso de construccion de F # pasa por dos etapas. En primer lugar se define
el funtor F °sobre un objeto X € Obj(C) como F S(X) :=F (X)/ ~ donde ~ es una
relacion de equivalencia definida en el conjunto F (X) como sigue a continuacion.
Dos elementos a, f de F(X) son equivalentes si existe un recubrimiento abierto
{fi: Ui— X}ier de X tal que el pullback de a y # a cada uno de los U; coincide

fFoa=fp Vi€l

La construccion d&F # se realiza a partir d& S. Para cada objeto X de se con-
sidera el conjunto de parejasf{ Us» X} @ {&i}icr ) dondg Uz X } 1 esun re-
cubrimiento de X'y a€ F(Ui)para todo i I; ademas, se impone que el pullback
de ai y oj a HUi x Uj) ta través de la primera y segunda proyeccion respectiva-
mente coincidan. En este conjunto de parejas se impone una relacién de equivalen-
cia como sigue: ((Ui—=X # ¢ ,{ai}icr ) esequivalente a{ Vj—» X} o7, {fi} a7 )
cuando el pullback de a: y fiFa S(Ux x Vj) coincida para cadaei 1 j J. El
funtor hacificadoF¥ esta definido sobr&un objeto X como el conjunto de clases
de equivalencia descritas anteriormente.
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Dada una flecha Y — X, la funcién F #(X) — F #(Y') est4 definida enviando
la clase de la pareja ({Ui = X}ier, {ai}ier) € F#(X) a la clase de equivalencia
dela pareja ({Ui Xx Y= Y }ier, {p%ailicr)) donde pi : Ui Xx Y — Ui denotala
proyeccion en el primer factor. Obsérvese que la transformacion natural F - F #
se obtiene enviando cada elemento a € F'(X) a su clase @ en F 5, y este ultimo
elemento a su clase de equivalencia ({X = X};0) en F*(X).

A continuacién se aplicara la anterior construccion para entender mejor el
funtor Bun@&, c.Considérese un k-esquema S. Entonces, un elemento de Bun&, c(S)
es una clase de equivalencia de parejas ({Ui = S}, ([P; yi])) donde {Ui— S} es
un recubrimiento de S con respecto la topologia de Zariski, Pi » C X Ui es un
G-fibrado principal sobre C X Ui y wi es una trivializacion formal de P; sobre
D X Ui. Obsérvese que los fibrados principales {Pi} definen un G-fibrado principal
en C XS por ser datos de descenso efectivo, de este modo, se tiene un funtor natural
de olvido que se denotara por 7« y que hace el siguiente diagrama conmutativo

Tlo

SBun®,c 'Bung,c (5.22)

~,

Schy

7w envia cada clase (S, { U; = S}ier, {[Pi wi]}i) a P, siendo P el G-fibrado obte-
nido a través de los P{s por descenso. Obsérvese que 7« esta bien definido pues
Aut(S, Ui Si J, [Pf vi i £)=IdsporlaObservacion5.16y porserBun&, c
representable por un k-esquema (Teorema 4.42).

Teorema 5.23: Si G es un grupo algebraico lineal afin semisimple especial, el
funtor
T : SBun@®, c = Bung.c

es epiyectivo a nivel de objetos.

Demostracién. Sea P~ C X S un G-fibrado principal. Si P es formalmente trivia-
lizable sobre D X § entonces se concluye.

Supdngase que P no es trivial sobre D xS. Considérese un recubrimiento {/i —
S Jpor abiertos afines. Para cada i se obtiene por pullback un fibrado principal
P; —C U Por el Teorema 3.19, para que P; sea formalmente trivializable a
lo largo de {p } &i basta con ver que P; es trivializable al hacer el pullback a
Spec(Ocp/mp) &i. Denotese por P i al pullback de Pi en Spe{ cp/mp) Ui
Como G es espécial, existe un recubrimiento dfin #; Spér( cp/mpx Ui tal
que el pullback de P; trivializa para cada . En partitular,

{W; X Spec(Oc,p/mp) = Spec(Oc,p/mp) X Ui}
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también es un recubrimiento afin donde trivializa el pullback.

Como Spec(Oc,p/mp) X Ui = Ui es afin, se sigue que la familia de flechas
{W; = Spec(Oc,p/Mmp) X Ui = Ui} es un recubrimiento afin de Ui donde se tienen
definidos fibrados principales que al restringir a ; X Spec(Oc,p/np) trivializan.

Se tiene por tanto un recubrimiento afith W% US ji de S con fibrados
principales P~€ W dotados de trivializacibnes formales de modo compatible
por construccién. Los Pj dan lugar al fibrado principal de partida® C S por
construccion. O

Observacion 5.24. Como Bun@, ¢ es representable por un esquema, es en par-
ticular un haz en la topologia fpqc ([FGI'05, Theorem 2.55]) y por tanto en la
topologia étale. En consecuencia, se puede definir S Bun&, ¢ como un stack so-
bre Schg! y lo analogo con Bung,c. Ahora los elementos deS Bung,c son ternas
(S, i =S }[Ri wi ) Honde S es un k-esquema, {Wi —S es un recubrimien-
to étale de Sy donde cada P—C Wi es un fibrado principal con respecto la
topologia étale y wi una trivializacion formal de Pi.. De nuevo por recollement se
tiene un morfismo olvido 7z¢ haciendo el siguiente diagrama conmutativo

ét

SBun®,c— 2 I'Bunc,c (5.25)

~

Schf!

A partir de la Observacion 5.24 y siguiendo el mismo razonamiento que en el
Teorema 5.23 se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 5.26: Sea G un grupo algebraico lineal, afin y semisimple. El funtor

¢t : SBun® — Bung,.c

o A

es epiyectivo a nivel de objetos.

5.3. Familias geométricas

La presente seccion esta dedicada a explicar la relacion entre algunas de las fa-
milias de objetos geométricos (fibrados vectoriales, fibrados principales) definidas
sobre el stack S Bun&, ¢ y el stack Bung,c.

Se comienza la seccion recordando la siguiente definicion.
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Definicién 5.27. Sea C una (2)-categoria. Un diagrama

A IB

(G )

se dice 2-conmutativo si los 1-morfismos 4B - Dy A - C D son 2-
isomorfos. -

Observacion 5.28. En lo sucesivo, dada una (2)-categoria, para distinguir entre
1-morfismos y 2-morfismos se utilizara la notaciéon — y = respectivamente.

Definicidon 5.29. Sea X — Schi un stack sobre Schy. Dar un G-fibrado prin-

cipal sobre X es dar la siguiente siguiente coleccién de datos:

i) para cada morfismo de stacks /: SU —»  donde U es un k-esquema, un
G-fibrado principal Py sobre U, X

ii) para cada (2)-diagrama conmutativo

SU k ISy

N A

X
siendo Uy V dos k-esquemas, un isomorfismo
ok:Pr k*Pg

donde k: CxU € V es el morfismo inducido entre esquemas que sera de-
notado de la mis¥tha manera por abuso de notacion. Ademas, los isomorfismos
a deben satisfacer la condicién de cociclo, es decir, para todo (2)-diagrama

conmutativo
SU k sy —L—Isw

siendo U, V' y W, sendos k-esquemas, el diagrama

P — (k)P

k*P& k* I*Py
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de isomorfismos de fibrados principales sobre U es conmutativo.

Un morfismo de G-fibrados principales sobre un stack es una coleccién de mor-
fismos de fibrados principales compatibles con los isomorfismos a.

Intercambiando la nocién de fibrado principal por fibrado vectorial, o por fi-
brado principal con trivializacion formal, se obtienen las definiciones analogas.

En lo sucesivo se denotara por Vect7 al stack de fibrados vectoriales de rango
n sobre C. 5i § es un k-esquema. la fibra de S con respecto Vecr. es el grupoide
de fibrados vectoriales de rango n sobre C XS. El siguiente resultado es inmediato.

Lema 5.30: Sea X = Schy un stack sobre Schy.

i) Dar un G-fibrado principal sobre SC Xschk X es equivalente a dar un mor-
fismo de stacks X — Bung,c.

ii) Dar un G-fibrado principal dotado de trivializacion formal sobre SC X schk X
es equivalente a dar un morfismo de stacks X > SBun@, c.

iii) Dar un fibrado vectorial de rango n sobre SC Xschk X es equivalente a dar
un morfismo de stacks X — Vect.

Obsérvese que por el Lema 5.30, y por el Lema de Yoneda en el contexto de las
categorias fibradas (Teorema 5.9), se recupera la nocion usual de fibrado principal
(resp. fibrado vectorial, resp. fibrado principal con trivializaciéon formal) cuando
se consideran stacks de la forma SU siendo U un k-esquema.

Por completitud en la exposicion obsérvese que el Lema de Yoneda cuando se
consideran los stacks SU tiene la siguiente forma.

Lema 5.31: Sea U un k-esquema y seaXun stack sobre Schx. Existe una equi-
valencia candnica de categorias

Homstacks(S(J,X) =X (U) (5.32)
donde X (U) es la fibra de U con respecto de la fibracion X — Schu.

Sea U un k-esquema. Dar un G-fibrado principal sobfe & sch, U es por el
Lema 5.30 equivalente a dar un morfismo de stacks <

P :SU - Bung,c

Por el Lema de Yoneda (Lema 5.31), esto es equivalente a dar un elemento de
Bung,c(U ), que es un fibrado principal sobre C X/ . El mismo razonamiento se
aplica a los fibrados principales con trivializacion formal y los fibrados vectoriales.
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Definicion 5.33. El G-fibrado principal universal sobre SC x sch Bung,, es
el fibrado principal que corresponde, por el Lema 5.30 con el morfismo identidad.

El fibrado vectorial de rango n universal sobre SC Xschi Vecr®, y el G-

fibrado principal dotado de trivializacion formal universal sobre SC Xschi
SBun&, c son definidos de modo analogo.

Observacion 5.34. El G-fibrado principal universal sobr§ Cx sch Bungc ad-
mite una descripcidn explicita como sigue a continuacion. Sea U un k-esquema y
sea

f:(fi,f2) : SU - SC Xschk Bung,c

un morfismo de stacks donde fi y f2 son las proyecciones sobreSC y Bung,c
respectivamente. Por el 2-Lema de Yoneda (Lema 5.31), dar el morfismo

/2:SU - Bung,c

es equivalente a dar un G-fibrado principal P sobre Cx U. Se define el G-fibrado
principal Pr como el pullback de P por el morfismo

(fi, Idv): U > C XU

Dado un (2)-diagrama conmutativo

SC Xschx X
siendo U y ¥ dos k-esquemas, se tiene un isomorfismo de funtores
Bifek=g
que induce un isomorfismo (componiendo con la proyecciéon en Bung,.c)
B2ifzok =g

De nuevo, por la version (2)-categorial del Lema de Yoneda, f20k'y g2 se correspon-
den con los G-fibrados principales (Idx k)*P y P! sobre Cx V' respectivamente,
y 2 dalugar a un isomorfismo entre ellos. Es una comprobacion elemental que
los isomorfismos anteriores satisfacen la condicion de cociclo.

Con las mismas ideas es posible dar una descripcién explicita del fibrado vecto-
rial universal de rango » sobre el stack de fibrados vectoriales de rango #, asi como
el G-fibrado principal dotado de trivializacion formal universal sobre Bun&, c.
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De ahora en adelante se denotara por
PUM - SC Xsch Bung,c (5.35)
al G-fibrado principal universal y por
(Pu,wu) = SC Xschk Bung, c (5.36)
al G-fibrado principal universal dotado de trivializacién formal universal. Analo-
gamente E, . ~ SC Xsen Vect (5.37)
denotara al fibrado vectorial universal de rango n.

La anterior discusion da lugar al siguiente Teorema de demostracion tautolo-
gica.

Teorema 5.38: El pullback del fibrado universal P“"¥ por el morfismo
Id X7rw : SC Xschk Bung,c = SC Xschk Bun@, ¢

es el G-fibrado principal universal Py.

5.4. El grupo L*G

En esta seccion se introducira el Positive Loop Group de G, apareciendo dicho
grupo de modo natural en el estudio del stack Bung,c. Se restringira el estudio
a los resultados minimos necesarios para probar el Teorema de Uniformizacion de
la préxima seccion. Para un estudio mas detallado del Loop Group y el Positive
Loop Group se remite al lector interesado a [PS88] y [Fal03]. No obstante, como
aportacion original se reinterpretara el Positive Loop Group de G desde un punto
de vista geométrico, esto es, como el grupo de automorfismos del G-fibrado prin-
cipal trivial sobre el disco formal.

Considérese el funtor
Autg: Schy - Grp (5.39)

que asigna a cada k-esquema S el grupo de automorfismos del G-fibrado principal
trivial sobre D X .S, es decir

Autg(S) == Autpxs(D X§ XG)

Teorema 5.40: El funtor Autc es candnicamente isomorfo al funtor que asigna
a cada k-esquema S el grupo Homg—esq—rorm(D XS, G)
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Demostracion. Considérese un morfismo de G-fibrados principales sobre D XS
f:DXSXG->DXSXG

Al morfismo /" se le asocia su restriccion *D x§{ ¢ D X, siendo e el elemento
neutro de G. Componiendo la anterior restriccion con la proyeccion en G se obtiene
un morfismo de k-esquemas-formales

G °ofle: DXS > G
Reciprocamente, supongase que
p:DXS->G

es un morfismo de k-esquemas formales. Entonces, el morfismo ¢ define candnica-
mente un morfismo de G-fibrados principales sobre D X §

f:DXSXG—-DXSXG
estando f'definido como
fla b, g) :=(a b (p(a b)g)
Una asignacion es inversa de la otra. O
Definicién 5.41. Se define el Loop Group de G como el funtor

LG : Aff, —» Grp
R 1= LG(R) := Homi—aig(Oc, R((1)))

donde R[G] es el anillo de funciones G, es decir, Spec(R[G]) = G.
Definicién 5.42. Se define el Positive Loop Group de G como el funtor

L+G: Affy - Grp
R 1- L+G(R) == Homy—aig(Og, R[[1]])

Proposicion 5.43: Los funtores LG y L+G son haces en la topologia fpqc.

Demostracion. Sean A y B dos k-algebras, y considérese un morfismo fielmente
plano y quasi-compacto 4 —» B. Como 4 — B es fpqc, la sucesion

A lp—lpe.B

es exacta por la izquierda. Se tiene una sucesioén candnica asociada entre los res-
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pectivos anillos de series formales

A[[1] Bl —! (8 84 B)[[1]

Es una comprobacion elemental ver que la anterior sucesion es exacta por la iz-
quierda. Localizando se obtiene que la sucesién

A((9)) | B((1) —— (B 84 B)((1)

es de nuevo exacta por laizquierda. O

Utilizando las mismas ideas explicadas en el articulo de Beauville y Laszlo
[Beal8] cambiando Gl(n) por G, se prueba que LG es representable por un ind-
esquema (limite inductivo de los funtores de puntos de un sistema inductivo de
k-esquemas), y el funtor L+G es representable por un k-esquema afin (de tipo
infinito) en grupos (constltese también el articulo de Pappas y Rapoport [PR08]).
Como consecuencia del Teorema 5.40 se obtiene lo siguiente.

Teorema 5.44: La hacificacién del funtor Autc es candnicamente isomorfo a
LG, y por tanto representable por un k-esquema afin. .

Demostracion. En primer lugar G =Spec(k[G]) se considera como esquema formal
dotando a k[G] de la topologia discreta. Dado S =Spec(R) se tiene por el Teorema
5.40 que

AutG(S) = Homk—esq—forrn(D XS, G) = Homk—élg—cont(k[G], R[[Z]])

donde la ultima igualdad se tiene por ser G un esquema formal afin. Por ultimo,
como k[G] tiene la topologia discreta

Homy—itg—cond k[ G, R[[2]]) = Homy—aig(k[G], R[[z]]) = L+G(R)
O

Observacion 5.45. En lo sucesivo, y por abuso de notacién, se denotara por
Autg, a la hacificacion del funtor (5.39).

5.5. El Teorema de uniformizacion

La presente seccion esta dedicada a probar el Teorema de Uniformizacién para
el stack Bung,c. Dicho teorema permitira expresar el stack Bung,c como el stack
cociente de Bun &, ¢ por la acciéon de Autc. Para una introduccion a las propiedades
elementales de los stacks cocientes se recomienda consultar [Ols16] o [Wan11]. En
primer lugar y antes de continuar obsérvese que Autc acttia libremente en Bun&, ¢
del modo que sigue. Considérese S un k-esquema, un elemento y € Autg(S) y un
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punto de Bun &, ¢ con valores en S, es decir, una clase de equivalencia {fi: Ui —
S} [P wi ). El grupo Autg(S) acttia sobre la anterior clase de equivalencia a
través de y ediante la siguiente férmula

({fi: Ui = SEAPuwil}) -y = ({fi: Ui = SEAIP. (A Xf)*y™ oyil})  (5.46)

Observacion 5.47. Obsérvese la importancia de considerar el espectro formal en
vez del espectro usual. Dada una k-algebra R cualquiera, es bien conocido que el
morfismo canodnico de anillos k[[¢} « R—R[[¢]] rara vez es un isomorfismo. No
obstante, si se considera R con la topologia discreta y se completa el producto
tensorial [Gro71, § 10], entonces se tiene el siguiente isomorfismo de anillos

®R R
. [[l]]0 [

En el caso particular en el que se trabaja

Spf(k[[]]) X Spec(R)  Spf(R[[]])

Teorema 5.48: Sea G un grupo algebraico lineal afin semisimple y especial. El
stack cociente [Bun &, c / Autg], donde Autc actiiaen Bun @&, c via (5.46) es cano-
nicamente isomorfo a Bung,c como stacks sobre Schy con la topologia de Zariski.
Es decir

[Bun®&,c/Autg] Buncc (5.49)

Demostracién. Sea S un k-esquema. La fibra de S con respecto el stack [Bun &, c /Autd]
es una pareja formada por un Aute-fibrado principal-8 Sy un morfismo Autc-
equivariante /: P*— Bun&, c, donde recuérdese que la notacién P* hace referen-
cia al funtor de puntos de P. Como f'es Autc-equivariante se tiene un morfismo
inducido entre los cocientes

S (P/Autc)” S* =>Bun@,c/Autc

Se puede formar por tanto el siguiente diagrama cartesiano

P* Bung ¢ Xpunz o /auteS ———Bun® ¢
.SJ' [ Bun>® !/Aut
G.C G

Se tiene por tanto que el stack cociente [Bun &, ¢ /Autg] puede ser entendido como
el haz cociente Bun &, ¢ /Auta.

Dados dos elementos de Bun@&, c(S) de la fornda (fi : ¥ }S{ [P wil}), ( fi:
Ui-$, }P{ wl])}donde recuérdese que{Ui-S es un redubrimiento con res-
pedto la topologia de Zariski, se tiene que ambos yacen en la misma clase de equi-
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valencia con respecto la Autg-accion definida en (5.46), ya que para cada Ui se
tiene el siguiente triangulo conmutativo de isomorfismos de G-fibrados principales

D XUi X Goorromromeemeeneeee IDxUixG

i

yi e (w) ™" € Auta(U)

para cada i. Como Autc es un haz, y por construccion los isomorfismos yo ()™

satisfacen las condiciones de compatibilidad usuales, existe una seccion global £
Autg(S) tal que para cada i, el pullback de y a lo largo de los morfismos

1Xfi: DXU; > DXS

son precisamente las secciones locales de partida.

La anterior discusion permite concluir que el morfismo inducido
[Bun@&, c/Autg] = Bungc

por el morfismo de olvido z, (5.25) es inyectivo en los objetos, y por tanto biyecti-
vo para los grupos especiales por el Teorema 5.23. El funtor definido en el Teorema
5.23, permite concluir que Bungc Bun@&, c / Autg] es el funtor inverso y por
tanto se trata de una equivalencia de categorias. Es inmediato que ambos funtores
preservan morfismos cartesianos, de donde se sigue que la equivalencia categorial
es un isomorfismo de stacks. O

Corolario 5.50: 7« : Bun &, c = Bungc,c es un Aute-fibrado principal.

Demostracion. Es consecuencia del Teorema 5.48 y el Lema [Wan11, Lema 2.1.1],
el cual establece una equivalencia biunivoca entre los stacks cocientes y los fibrados
principales. O

Observacion 5.51. El Teorema de Uniformizacién 5.48 presentado en esta tesis
es que permite describir explicitamente el esquema de tipo infinito que aparece en
[BZF01, 4.17] y [Tel98], y recuperar dichos resultados de un modo mas preciso.

La misma demostracién dada en el Teorema 5.48, junto con la Observacion
5.24 y el Teorema 5.26 sirven para probar el siguiente resultado.

Teorema 5.52: Sea G un grupo algebraico lineal afin semisimple cualquiera. EI
stack cociente [Bun @&, c /Autg], donde Autc actiia en Bun@, c via (5.46) es cand-
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nicamente isomorfo a Bung,c como stacks sobre Schgt. Es decir
[Bun®&,c/Autg] Buncc (6.53)

como stacks sobre la categoria de k-esquemas dotada de la topologia étale.

5.6. El grupo de Picard

Para explicar las relaciones existentes entre los grupos de Picard deSBun&, ¢
y Bung,c es necesario dar algunas definiciones previas. En particular, que significa
dar una G-linealizacion en el contexto de stacks.

Sean X y Y dos stacks sobre Schy, y sea f': X — Y un morfismo de stacks.
Supongase que G es un grupo algebraico y dendtese por G a SG. Supdngase que G
actiia en el Y-stack X . Se denotara por mg (resp. eg ) al morfismo de multiplicacién
(resp. al morfismo identidad) de G.

Definicion 5.54. Dar una accion de G en X = Y es dar un morfismo de stacks
sobre Y
0:X Xsehk G =2 X

y un 2-morfismo
u:me (mg XIdx)=me (mX1dg)

tal que la propiedad asociativa es satisfecha
oo (mxIdx) o°(dx °o)
y tal que existe un 2-morfismo (el elemento inverso)
E:me (Idx Xeg) = Idx

compatible con . La composicion de 2-morfismos sera denotada por *.

De ahora en adelante
p1: X XG-X

denotara a la proyeccién en el primer factor.

Considérese un fibrado de linea sobreX. Como existe una correspondencia
candnica entre los fibrados de linea y los Gm-fibrados principales, se tiene, en
analogia con el Lema 5.30, que dar el fibrado de linea L es equivalente a dar un
morfismo de stacks

[: X - BGm = [Spec(k)/Gm]

Sean L, L dos haces de linea X definidos por los morfismos /, /. Un isomorfismo
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de fibrados de linea L LI serd entendido como un 2-morfismo /= K.

Definicion 5.55. SeaL — X un fibrado de linea. Una -linealizacion de L es

un 2-morfismo
Ailom=1l°p1

tal que los siguientes diagramas de 2-morfismos son conmutativos

lome (Idy erq) Pru loeme (mx1Id )
x(Idx XmG) Ax(mx1dG )
lepiopz=Ilepqie(Idy Xmg) &IOplo(mXId‘ )y=Il°m°pi2
o (Idx Xeg)

A*(l% \

p12:X Xsch, G Xsch, G = X Xsch, G

donde

es la proyeccién en las dos primeras componentes.

Teorema 5.56: [Las97, Theorem 4.1] Sea f': X = Y un G fibrado principal. Sea
PicC (X ) el grupo de clases de isomorfismos de fibrados de linea G-linealizados
sobre X. Entonces, el pullback por f da lugar a un isomorfismo de grupos

£ :Pic(Y) PicG(X)

El Teorema 5.56 junto con el resultado obtenido en Corolario 5.50 dan lugar a
la siguiente relacion.

Corolario 5.57: El pullback del funtor olvido =, da lugar a un isomorfismo de
grupos
*,: Pic(Bung,c) PicSAuG(SBung, c)
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5.7. Fibrados determinantes

Como seccioén final de este capitulo se relacionan los fibrados determinantes
del stack de fibrados principales y del stackSBun&, c¢. Es conveniente recalcar que
el fibrado determinante sobre Bung,c aparece de modo natural en el estudio de
las inmersiones en espacios proyectivos (consultese [BLS98]). Por completitud, se
recuerdan algunas de las definiciones y resultados elementales acerca del fibrado
determinante asociado a una familia de fibrados vectoriales sobre una curva C.

Sea E -€ S un fibrado vectorial con § un esquema localmente noetheriano,
denotese por ps : (xS $ a la proyeccion en el segundo factor y sea el haz de
secciones de E. Por [Gro61a, Théoreme 2.2.1], los haces Rip2E son coherentes y se
tiene que Rp2F = 0 para todo &2 por ser las fibras del morfismoxC & S de
dimension 1. Utilizando el de nuevo [Gro61a, Théoreme 2.2.1] (consultese [Sor00,
6.1]), existen haces localmente libres que E;, con E; =0 para todo i = 2 sobre S

CE=Eo-»E1-0-"---

tal que para cualquier morfismo de k-esquemas f: %> S se verifica la siguiente
férmula

Ri((72) (1d x/)*E) = Hi(£*Cr) (5.58)

donde nz: C XZ — Z denota la proyeccion en Z.

Definicion 5.59. El fibrado determinante Det £ de E, es el fibrado de linea
sobre S asociado al haz localmente libre

DetE := AN™3XE; ® (N™3XE¢)
es decir, Spec(S*((DetE)Y)).

Por construccion dado un morfismo de k-esquemas f: Z — S, se tiene que la
formacion del fibrado Determinante es compatible con cambios de base

Det((Id Xf)*E) = f*(DetE) (5.60)

Ademas la definicion del fibrado determinante no depende del complejo € consi-
derado por la Teoria general del determinante [KM76].

Definicién 5.61. Sea P 6 S un G-fibrado principal con S localmente noethe-
riano, y sea p : G -SI(V') una representacion fiel fija. Sea Ep el fibrado vectorial
asociado. El fibrado determinante DetP de P se define como

DetP :=DetEp
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Seap : G,—$51(V') una representacion fiel fija, y sea X — Schy un stack. Con-
sidérese un G-fibrado principal P — X sobre (Definicion 5.29). A través del
Teorema de Serre (Teorema 2.33), se define a través de p un fibrado vectorial
P £ V sobre .XL.a construccién es la siguiente. Dado un k-esquema U y un
morfismo de stacks

F:SU-X

se tiene, por hipdtesis, un G-fibrado principal Pr — U. Se define el fibrado vectorial
Efsobre U como

PrxCvy
Dado un (2)-diagrama conmutativo
SU K 'sv
X /
X

siendo Uy V dos k-esquemas, el isomorfismo
ark:Efr k*Eg

es el isomorfismo candnico descrito en la ecuacion (2.35) del Teorema 2.33. Es
una comprobacion elemental que el anterior isomorfismo satisface la condicién de
cociclo.

Definicion 5.62. Sea “P — SC %ch Bung.c el fibrado principal universal.
Se define el Fibrado Determinante Det P sobre Bung,c como el fibrado de
linea Bung,c construido como sigue. Para cada k-esquema U localmente noethe-
riano, y cada morfismo de stacks

f:SU - Bung,c

se tiene, por el Lema de Yoneda (Lema 5.31) un G-fibrado principal Pr» C U.
A Py se le asigna su fibrado vectorial asociado con respecto la representacion
p:G,~SI(V), es decir

Eu=Pu xSV
Finalmente, a Ev se le asocia su fibrado determinante Det Ev (Definicion 5.59).

Debido a las propiedades de cambio de base del fibrado determinante (5.60), se ha
construido un haz de linea sobre Bung,c

Sea (Pu, wu ) la familia universal sobre SC Xschk S Bun&, c. En particular Py —
SC Xschk S Bun&, ¢ es un G-fibrado principal. Se define de modo analogo el fibrado
determinante Det Py sobre S Bun&, c.
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Teorema 5.63: Sea m..: Bun®, ¢ Bung,c el morfismo de olvido (5.25). El pull-
back del fibrado determinante sobre Bung,c es candnicamente isomorfo al fibrado
determinante sobre Bun&, c; es decir, se verifica la siguiente féormula

z" (Detp“")=Det (Id xr.,)" P univ( _ Dt (5.64)

Demostracion. El primerliggomorfismo es la propiedad de cambio de base del de-
terminante (5.60). El segundo isomorfismo se sigue del Teorema 5.38, donde se
prueba que el pullback de P “"v por (Id X7«) es Pu. O
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6. Espacios Tangentes

Con el presente capitulo se concluye la primera parte de la Tesis. En este
capitulo se realiza calculo del espacio tangente al espacio de moéduli Bun&, ¢, asi
como el estudio de las deformaciones de parejas dadas por un fibrado principal
P sobre Cy una trivializacion del fibrado principal en Spe@ cp/m?). Ademas
se obtiene una sucesidn exacta que relaciona el espacio tangente a Bun&, ¢ con el
algebra de Lie del Loop Group de G. Se expondra de forma resumida la teoria
de algebras de Lie desde un punto de vista puramente algebraico siguiendo las
referencias [Mil17, Chapter 12] y [TY05]. Una exposicion rigurosa del estudio de
deformaciones puede ser encontrada en [Ser10]. Es necesario recalcar que el calculo
del espacio tangente al funtor Bun &, ¢ esta basado en algunas de las ideas del
articulo de I. Biswas y S. Ramanan [Bis94] y en el articulo de Kenji Ueno [Uen92].

6.1. Algebra de Lie de un grupo Algebraico

Definicion 6.1. Una k-algebra de Lie es un k-espacio vectorial g dotado de una
aplicacién k-bilineal

[--]:gXg—g
verificando que

i) [x,x]=0 para todo x € g;

ii) y satisfaciendo la identidad de Jacobi

[x. v 2]+, [z x]] +[z [x, ¥]] = O
paratodo x,y,z € g.

Un morfismo de algebras de Lie es un morfismo de k-dlgebras @ : g — g! preser-
vando las respectivas aplicaciones bilineales, es decir

O([x, y]) = [DP(x), P()]
para todo x,y € g.

Observacion 6.2. Si 4 es una k-algebra asociativa, entonces, definiendo [a, b] =
ab —ba, se dota a A de estructura de algebra de Lie sobre k. Dada una k-algebra
A (no necesariamente asociativa ni conmutativa), el conjunto de derivaciones de
A sobre k, Dery(4) dotado con la operacion [T, S] := 7> S—S T es una k-algebra
de Lie. De hecho, Derk(4) es una sub-k-algebra de Lie de End(4).
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Definicién 6.3. Sea g una k-algebra de Lie, y sea x g un elemento fijo. La
aplicacion lineal
ad(x)==[x,—]:g—>¢g (6.4)

se llama morfismo adjunto asociado a x. Es una comprobacién elemental probar
que ad(x) es una derivacion de g sobre k. Se tiene por tanto que la asignacion

ad : g = Der(g) (6.5)
xI-ad(x)

es un morfismo de algebras de Lie. El morfismo (6.5) se conoce como represen-
tacion adjunta.

Definicion 6.6. Sea
F : Schy — Sets

un funtor contravariante y sea p € F(Spec(k)) un punto racional. Se define el
espacio tangente a F' en el punto p como el conjunto

TpF :=F(Spec(k[E])) X Fspeco) {p}
donde 2 =0.

Definicién 6.7. Sea G un grupo algebraico afin. Se define su algebra de Lie
como el espacio tangente a su funtor de puntos en el elemento neutro e, es decir

g = TeG" = Ker[G*(Spec(K[E])) = G*(Spec(k))] (6.8)

Como G es afin, G=Spec(k[G]) y por tanto el espacio tangente (6.8) se identifica
con los morfismos de k-algebras

¢ - k[G] = k[E]

cuya composicion con el morfismo E 0 da lugar al morfismo inducido por el
elemento neutro -
e:k[G] -k (6.9)

En particular, un morfismo ¢ envia el ideal de aumentacién del grupo 7 := Ker(e)
a E, y como [2 = 0 se verifica que ¢ factoriza a través del cociente k[G]/2. Ahora
bien, utilizando [Mil17, 3.37]

K[GV/P ke®I/I?

y el morfismo ¢ envia a cada pareja (a,b) €k ® I/I? a a+D(b)E con D(b) € k.
Como la asignacion ¢ I- D es una biyeccion se tiene un isomorfismo de k-algebras

TeG  Homu(I/ k)
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Finalmente, se tiene que el algebra de Lie de G se identifica con Homy (/22 k).
La aplicacién [—, —] en Homw(//12 k) se define como

fgl==fecg—g°f

A través del isomorfismo descrito anteriormente, dados (Id +Sf) y (Id +T¥E) se tiene
que
[Id+SE), d+TE)] :==1d+(S T =T °S)E (6.10)

Observacion 6.11. Siguiendo [MPPM19, 2.D] se tiene que dado un funtor en
grupos F, se define su algebra de Lie como el espacio vectorial

LieF := F(K[E]) X F(speck) {1}
dotado de la aplicacion bilineal

LieF X LieF - LieF
(S, T)1-1ST]

donde [S, T] es el elemento de LieF verificando la ecuacion
1+EE2[S, T = (1 +ES)1+ET)1+ES) {1+ ET)"!

donde [1 (resp. [2) denotan a los elementos E ® 1 (resp. 1 ® f2) pertenecientes a
k[E] ® k[E]. La anterior relacion depende tinicamente de la ley de grupo considerada
en F . Desarrollando la parte derecha de la anterior igualdad (formalmente) se
obtiene que 1 + F1£2(ST —TS).

Definicién 6.12. Sea P — X un G-fibrado principal. Se define la accién adjunta
de G en si mismo como

Whg)=g-h=g ' - h g (6.13)
La anterior acciéon induce un morfismo de grupos

W : G - Aut(G) (6.14)
h 1= Wi(-)

Se denota por Ad P al espacio fibrado de fibra tipo G obtenido mediante la accion
adjunta (6.14), es decir P X4 G.

Definicion 6.15. Sea G un grupo algebraico lineal sobre k y R una k-algebra. Se
define g(R) a través de la siguiente sucesion exacta

0 = g(R) = G*(Spec(R[£])) = G*(Spec(R)) = 0
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donde el morfismo G*(Spec(R[E])}» G*(Spec(R)) viene dado por E 0. De nuevo,
por [Mil17, 3.37] se tiene una sucesion exacta de k-espacios vectoriales

0-71-k[G]2k—-0

que tensorializando por R da lugar a una sucesion exacta de R-moédulos

1
0—>Ir—Kk[G]®R® R—0

Se tiene por tanto que g(R) es un morfismo k[G] ®x R = R[E] cuya composicion
con E 1- 0 es e®1. Se obtiene por tanto que

g(R) g(k)®«R

Como G*(Spec(R[E]) acttia en g(R) por automorfismos internos, y G*(Spec(R))
es un subgrupo de G*(Spec(R[E])), este tltimo también actia por automorfismos
internos. Se obtiene por tanto, para todo R, un morfismo de grupos

G*(Spec(R)) - Autk(g(R))

Se tiene definido por tanto un morfismo de funtores en grupos sobre la categoria
de k-algebras, conocido como la representacién adjunta

ad : G- Auti(g) (6.16)

Se denomina fibrado adjunto y se denota por ad(P) al fibrado vectorial asociado
a la representacion adjunta (6.16), es decir P x%g.

Lema 6.17: Sea F una variedad quasi-proyectiva dotada de una G-accion. Y sea
7w : P — X un G-fibrado principal. Se tiene una correspondencia biunivoca entre
motfismos G-equivariantes P — F y secciones del fibrado adjuntos €I'(X, (P
F)/G). o

Demostracion. Sea f: P — F un morfismo G-equivariante. Se define la seccion

sF: X—=>(PXF)/G
x 1= (p.f(P))

donde pe P con zn(p) = x. Reciprocamente, toda seccion s : X (P F)/G esde
la forma s(x) = (e, s(e)) siendo 7(e) = x. Se define el morfismd*

fs!P - F
e1-ske)

Las asignaciones estan bien definidas y una es inversa de la otra. O
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Teorema 6.18: Sea P —X un G-fibrado principal sobre un k-esquema X. Los G-
automorfismos de P se corresponden con las secciones globales del fibrado Ad(P ) =
P XC G, es decir, se verifica la formula

AutG—ﬁb—prin(P) F(X Ad(P ))

Demostracién. Sea s : X — Ad(P) una seccion, que por el Lema 6.17 puede ser
entendida como un morfismo G-equivariante f/: P — G. El morfismo

os:P—-P
p1-p-fp)

es un automorfismo G-equivariante. Reciprocamente, sea ¢ : 2> P un automor-
fismo G-equivariante. La accion de G en P es libre y transitiva (Teorema 1.4), por
lo que dado p € P existe un tinico gp € G tal que p* gp=a(p). Se define el morfismo

f:P-G
pl-g

Los morfismos estan bien definidos y una correspondencia es inversa de la otra
como puede comprobarse. O

Teorema 6.19: Sea P — X un G-fibrado principal con X propio sobre k y sea
P X Spec(k[E]) = X X Spec(k[E]) con 2= 0 el G-fibrado principal obtenido por
cambio de base mediante la proyeccion X X Spec(k[E]) — X. Se tiene una corres-
pondencia biunivoca entre los automorfismos G-equivariantes de P X Spec(E) sobre
C X Spec k[E] que inducen la identidad en P al hacer E = 0, y las secciones del
fibrado adjunto ad(P)=P x%g.

Demostracion. El funtor

Aut(P)": Schy — Grp
S1- Aut(P)" = AutS(P x)

que asigna a cada k-esquema S el grupo de automorfismos G-equivariantes dex S
sobre X X es representable por un esquema en grupos afin de tipo finito [Brill,
Prop. 4.3], que se denotara por Aut(P ). Se verifica que el algebra de Lie asociada
a AutP es candnicamente isomorfa al k-espacio vectorial dado por los morfismos
G-equivariantes de P en el algebra de Lie de G, es decir Homa(P, g) [Brill, Lema
4.1], y por el Lema 6.17 se sigue que que el algebra de Lie de Aut(P) se corresponde
de forma candnica con las secciones del fibrado adjunto Px% g. Ahora bien, los
automorfismos de Px Spec(k[E])—» X Spec(k[E]) que restringen a la identidad
se identifican precisamente con el &pacio tangente al elemento neutro de Aut(P).
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En conclusion, se tiene que
Tia(Aut(P)) = {Id+sE}

con s €EI'(X adP). O

6.2. Calculo de espacios tangentes

En la presente seccidn, se calculara las deformaciones infinitesimales de las
parejas formadas por un G-fibrado principal sobre una curva algebraica lisa y
proyectiva C, y una trivializacion infinitesimal de orden & en un punto cerrado
p €, es decir, una trivializacién de P sobre Sped) c,p/ka). En la presente sec-
cion se utilizaran las técnicas explicadas en [Ser10] para llevar a cabo los calculos
expresados anteriormente.

Definicion 6.20. Se define
Princ,c: Schy — Sets

como el funtor que asigna a cada k-esquema S el conjunto de G-fibrados principales
sobre C XS modulo isomorfismos.

Teorema 6.21: Sea P — C € Princ,a(Spec(k)) un G-fibrado principal. Entonces,
el espacio tangente a Princ,c en el punto P estd caracterizado como

TpPrincc HYC adP)

Demostracién. Considérese un recubrimiento de Zariski U := {Ui= Spec(4i) —
C}ier. Sea E el haz localmente libre asociado al fibrado vectorial ad P . Obsérvese
que para cada i € /'se tiene que E v = i siendo Mi un 4rmddulo. En lo sucesivo,
se utilizara la notacién Uy := Ui N Uj.

Se define Z como el conjunto de elementos de la forma (sy)ijer, siendo sij una
seccién de € I'(Uy, Ad P) := My, que verifican la condicién de cociclo (aditivo)

sij + Sjikc = sik como elementos de Mijx (6.22)

Sea B es el subespacio de Z consintiendo en los elementos (si —sj)ijer con si € M;

y sj € Mj. Considérese un elemento (si) de Z, el objetivo es construir un G-
fibrado principal #— C X Spec(k[E]) con un isomorfismo®|c P . Obsérvese que
la notacion My hace referencia al pullback de & a través del morfismo natural
C - C X Spec(k[E]).
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Para cada i € I, considérese el G-fibrado principal
P = p*1(P|u,) = UdE] := Ui X Spec(k[E])

siendo p1 : UixSpec(k[E]) /i la proyeccion en el primer factor. Por el Teorema
6.19, las restricciones de @ y #; a U;{f] se pueden identificar en términos de un
isomorfismo 1 + s4f. La condicidn (6.22) permite asegurar la compatibilidad de las
anteriores asignaciones y por tanto concluir la existencia de un G-fibrado principal

P® sobre C[E] == C x Spec(k[E]) que restringe a P.

Supodngase ahora que (sy) € B, es decir, sij = si —sj. Se tiene por tanto que la
identificacion®’; — 4; sobre Uyf] viene dado por un automorfismo 1 +(si —s5)L.
En consecuencia, si se considera un automorfismo de€?; dado por 1+ 54, entonces
el siguiente diagrama es conmutativo

P SRy

1+sj; E 1d

).

1+sjE

#;

Es decir, que si (si) &3, la construccion de pegado da lugar al G-fibrado principal
trivial sobre C[E], por lo que si dos elementos de Z difieren en uno de B, entonces
dan lugar al mismo fibrado principal sobre la curva deformada.

Reciprocamente, sea & un G-fibrado principal sobre C[E] tal que su restriccion
a C es isomorfo a P. Como cada Ui es afin, los G-fibrados M ; := 10| u;e) son el
pullback de un G-fibrado principal en Us. Se tiene por tanto que # se obtiene
pegando 9 con Msobre Ulf] utilizando automorfismos de #; que restringen a
laidentidad, que, de nuevo, por el Teorema 6.19, son de la forma 1 + sE, con
sij E(Uy, ad P). Evidentemente, se satisface la condicidn s + sjx = sik sobre
Ui, luego la coleccion (sy) es un elemento de Z. Ambas asignaciones son inversas
una de la otra, luego el Teorema queda probado.

O
Definicién 6.23. Sea P — C un G-fibrado principal y sea
Ok : Spec(Oc,p/mk) - C

el morfismo natural. Una trivializacion infinitesimal de orden & de P en p es
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un isomorfismo G-equivariante

O ~ | Spec(Oc,p/mk) XG
\ Wk /
Spec(Oc,p/mk)

De este modo, una trivializacién formal puede ser entendida como un sistema
inductivo de trivializaciones infinitesimales.

Definicion 6.24. Se define Bun*, . como el hacificado del funtor de la categoria

de Schy en Sets que asigna a cada k-esquema S el conjunto de G-fibrados princi-
pales dotados de una trivializacién infinitesimal de orden k en Sgkc( cp/tk) S
modulo isomorfismos.

Teorema 6.25: Sea k&N, P 6 un G-fibrado principal y wi una trivializacion
infinitésimal de orden k de P en p. Existe un isomorfismo de espacios vectoriales

Tpy, Bung e H'(CadP(—kp))
donde ad P (—kp) = ad P ® Oc(—kp) siendo Oc(—kp) el haz de linea asociado al
divisor —kp.
Demostracion. Es una generalizacion directa del Teorema 6.21. Se trata de cons-
truir fibrados principales £ - Cx Spec(k[E]) dotados de una trivializacion
@:(1xO" P Spec(Oc,p/mk) X Spec(k[E]) X G

satisfaciendo que restringen a Py wk cuando E = 0. Considérese un recubrimiento
afin U := {U;} de C. Para cada i € I, considérese el G-fibrado principal

F:=p*1(P|v,) = UdE] = Ui X Spec(k[E])

siendo p1 : UixSpec(k[E]) /i la proyeccion en el primer factor. Por el Teorema
6.19, las restricciones de @ y #; a U;{f] se pueden identificar en términos de un
isomorfismo 1 + s4f. La condicidn (6.22) permite asegurar la compatibilidad de las
anteriores asignaciones y por tanto concluir la existencia de un G-fibrado principal

P® sobre C[E] == C x Spec(k[E]) que restringe a P.

Ahora bien, para cada U; con p € Ui se tienen trivializaciones locales en los
abiertos fines Spec(Oc,p/mk) X Spec(k[E])

@ : (Okx X 1)*M; Spec(Ocp/mk) X Spec(k[E]) XG
y se tiene que verificar que el siguiente diagrama es conmutativo
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i

(O x 1)*(2‘)|Ul—j @7’{ Spec(Ov.p/mk) x Spec(k[ ]) x

- ~
1+H9*k3ij%

(O X 1)*(Pj)|Uij[E]

Ahora bien, las secciones ®*,.si€ HO(Uzj, ad P € kp)) y verifican la condicion de
cociclo, pues las s lo hacian. Siguiendo la misma linea de razonamiento que en
el Teorema 6.21 se llega al resultado deseado. O

Teorema 6.26: El espacio tangente a Bun@&, c en un punto (P, y) siendo P - C
un G-fibrado principal y w una trivializacion formal de P en el punto p € C, es
isomorfo a H'(C —p, ad P).

Demostracion. En primer lugar obsérvese que el funtor Bun &, ¢ se puede expresar
como el limite proyectivo limBun* o Como consecuencia del Teorema 6.25 se
—— >

tiene que el espacio tangente a Bun &, ¢ en un punto racional (P, y) es

Te,wBuné, c (_lim HY(C,ad P(—kp)) HY(C-—p,adP)

O

Corolario 6.27: Dado un punto racional (P, y) de Bun@, c se tiene un isomor-
fismo de k-espacios vectoriales

(g ®k((2)))/H(C —p,adP) HYC —p,adP)

Demostracion. Dado un fibrado vectorial E de rango n sobre C, se tiene para todo
m la siguiente sucesion exacta

0 - E - E(mp) = k®®(0Oc/Oc(mp) —0

Oc’/ c(mp) es el cociente de las funciones meromorfas en C admitiendo un polo
en p de orden como méaximo m y las funciones regulares en C, se tiene que

OcOc(mp) =(z1, -+ ,z7™)

En particular como ad P es un fibrado vectorial de fibra tipo g se tiene que para
todo m la siguiente sucesidn es exacta

0—adP —adP(mp)— g Oc/Oc(mp) -0
En general, dados m, k enteros cualesquiera se tiene que la siguiente sucesion es
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exacta
0—-adP(—kp) —»adP((m—kp) > g ®« (z7m+k . zkT1) >0 (6.28)

Como C es una curva proyectiva, y ad P es un fibrado vectorial existe unm » 0
([Gro61la, Théoreme 2.2.1, ii)]) tal que

HI(C,ad P ((m —kp)) = 0

Tomando cohomologia en la sucesion exacta (6.28) se obtiene el siguiente isomor-
fismo

g®i (z7m+k ., zkm1)/H(C,ad P ((m —kp)) HYC, adP(—kp))
Tomando lim se obtiene el siguiente isomorfismo
—om
(g ®k[z,z71)zk+1)/HO(C —p,ad P) HY(C, ad P (—kp)) (6.29)
Finalmente, tomando lim en (6.29), se obtiene que
——k
(g®Kk((2)))/HY(C —p,adP) HY(C —p,adP)
O

Observacion 6.30. Del anterior resultado se sigue la existencia de una sucesion
exacta de espacios vectoriales

0 - H(C —p,ad P) = g ® k((z)) = HI(C —p,ad P) = 0

Obsérvese que el algebra g ® k((z)) es el algebra de Lie del Loop Group LG
([PS88]). El paréntesis de Lie viene dado por

[X®p, Y ®q] =[X Y]®pg

paratodo X, Y € gy p,q € k((2)).
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Parte 11

Compactificacion del espacio de moéduli de
fibrados principales
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7.1.

7. Algebras graduadas parcialmente
generadas

El presente capitulo estd dedicado al estudio de un nuevo tipo de objetos al-
gebraicos que seran utilizados para la compactificacion del espacio de moduli de
fibrados principales singulares construido con anterioridad. Este nuevo tipo de ob-
jetos, llamados algebras graduadas parcialmente generadas, de forma abreviada,
algebras pgg, responden una pregunta esencial, y es, cuando un algebra graduada
es generada por elementos de grado menor o igual que un cierto nimero natural «.

No obstante, es conveniente remarcar la importancia per se que tienen las
algebras pgg, ya que, su estructura se revela como natural en el estudio de la teoria
de invariantes. Lo estudiado aqui servira para probar, en el siguiente capitulo, una
generalizacion del Teorema de Nagata sobre el anillo de invariantes eliminando
la hipétesis de Noetherianidad. De hecho, para los grupos clasicos, el algebra de
invariantes sera un algebra graduada parcialmente generada, y en general, para
cualquier grupo semisimple, sera de presentacion finita.

Algebras graduadas parcialmente generadas

Sea R un anillo cualquiera, y considérese un subconjunto / C Z.

Definicién 7.1. Un algebra parcial sobre R con soporte / es una coleccion de
datos i m i },; € donde cada 4: es un R-modulo, y cada 724 es un morfismo
bilineal de R-modulos, llamados morfismos de multiplicacion

mi:Ai XAj — Awj  paratodoij€lconi+j €]
satisfaciendo la propiedad conmutativa, es decir, mij(ai aj) = mji(aj ai) para
todo ai€di aj €d;jy todas las parejas de indices i,/ con i, j, i+ I; asi como
la propiedad asdtiativa (cuando tenga sentido)

mivj ke © (mi, 1) = mijic © (1, mjr) (7.2)

como morfismos
A; XAJ' XAy = Ai+j+k

paratodo ij k coni+j,i+kj+ki+tj+k€L
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7.1. Algebras graduadas parcialmente generadas

Si no produce confusidn, se utilizara la notacion
A= ®icrAi

Definicion 7.3. Sean 4= @icr Ai y B= ®jcs Bj conl, JC Z dos algebras par-
ciales sobre R. Un morfismo de algebras parciales /: 4 — B es una coleccién
de morfismos de R-modulos {fx : Ax = Bk |k € INJ} tal que

Siej omA =mP o (£i.f)
17 17
paratodo i,j, conij,i+j €1NJ.

Observacion 7.4. En particular, dada una R-algebra equipada con una Z-graduacion,
A =@ zAn, se tiene que para cualquier conjunto de indicesZ Z, A7 :=@ig Ai

es una R-algebra parcial. Cualquier R-algebra no graduada 4 es un algebra parcial
definiendo 4o := A4 y Ai:=(0) para todo i /=0.

En lo sucesivo, todos los anillos considerados seran conmutativos. Ademas, se
supondra, para cualquier R-algebra graduada 4 que /= Z=0y Ao = R; y para
todas las R-algebras parciales con 0 € 7 se supondra que 4o=R.

Definicién 7.5. Sea 4 una R-algebra graduada (o parcial). Los elementos de 4
se denominan elementos homogéneos de grado n. Se utilizara la notacién

[4]n = {a € A|a es un elemento homogéneo de grado n} (7.6)
[A] =t =@ [A]:

=1

Definiciones y notaciones analogas si M es un R-modulo graduado. Si no hay con-
fusidn, se escribird A en vez de [4] ¢ para denotar a los elementos homogéneos
de A de grado menor o igual que ¢.

Sea Algr la categoria de R-algebras. Dado un entero > 0 y una R-algebra
A= ®n=04n, se tiene una transformacion natural de funtores sobre Algr

Dt HomR—alg(A, _) e HomR-alg—parcial(As t _) (7.7)
que para cada R-algebra B, esta definido como

q)st(B) : HomR-alg(A, B) e HomR-part—alg(Ast, B)
== DP=dB)(f) = (fi :==flai)o,...t

Definicién 7.9. Sea 4 = & odn una R-algebra graduada. Se dice que 4 es una
R-algebra graduada parcialmente generada, o, por simplicidad, una pgg-R-
algebra, si Ao =Ry existe un entero positivo ¢ tal que P<:(7.7) es un isomorfismo
de funtores sobre Algr. En dicho caso se dird que 4 es una ¢t-pgg-R-algebra.

(7.8)
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Observacion 7.10. Obsérvese que si el morfismo @< (7.7) es isomorfismo, en-
tonces, @: es isomorfismo para todo # = .

Ejemplo 7.11.

= R[x] es un algebra parcialmente generada, pues @< es isomorfismo para
t = grad(x), siendo grad(x) el grado de la indeterminada x.

» R[{i:i&N J/O con deg(xi) = 1 y O un ideal generado por relaciones cua-
drdticas es una pgg-algebra. Obsérvese que en este caso, el dlgebra conside-
rada no es noetheriana, ni de presentacion finita sobre R.

» R[{xi:i €N} con deg(xi)=i no es una pgg-algebra, asi como tampoco lo es
R[{xi:i € N}{x%j €N}) con grad(xi)=1.

La siguiente proposicion permite dar una plétora de ejemplos de pgg-algebras.

Proposicion 7.12: Sea R un anillo y sea A = EBn o An una R-algebra graduada.
Si A es de presentacion finita sobre R, entonces A es una pgg-R-dlgebra.

Demostracién. Basta con probar la existencia de un #0 tal que @ ¢ es un
isomorfismo. Por hipdtesis, 4 es una R-algebra graduada de presentacion finita,
por lo que existe un sistema finito de generadores S={ay, ..., a: tal que el niicleo
de la epiyeccién

R[x1,...,x11>A4-0

xil- a;

(7.13)

es unideal /s finito generado. Sin perdida de generalidad, los generadores ai pue-
den ser considerados homogéneos. Imponiendo la graduacion grad(x) = grad(ai),
la epiyeccion (7.13) es un morfismo de R-algebras graduadas, por lo que Is es un
ideal homogéneo. Segys, . . ., ym un conjunto de generadores de /s, y definanse
los siguientes enteros
d:=max{grad(ai)|i=1,..., I},
d' =max{grad(yy)|i=1,..., m}, (7.14)
t:=max{d d}.

Se concluye la demostracion si se prueba que ®<: es un isomorfismo. Sea B una

R-algebra. Para probar la inyectividad del morfismo ®<«B) definido en (7.8)
considérense dos morfismos de R-algebras, f, g : A — B satisfaciendo que

D=4B)(f) = P=«B)(2)

Como fi = gi para cada i=0,..., t, y ¢t #, se obtiene que ambos morfismos
coinciden sobre el sistema de generadores S considerado

f(ai) =fi(ai) = gi(ai) = g(ai) Vi=0,...,!
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7.1. Algebras graduadas parcialmente generadas

Se concluye por tanto que f=g.

Para probar la epiyectividad de @+ se construira el morfismo (7.13) a partir
del sistema de generadores S. Obsérvese que dar un morfismo de algebras f: 4 B
es equivalente a dar un morfismo de algebras

_}@:R[xg...,xz] - B

tal 7@e anula sobre Is, es decir, f@] = (0. Considérese ahora un morfismo de
algebras parciales (@ FHompr-alg-parcial(4 =B) y definase bi == ¢a (ai) para cada
i=0,..., 1. Los elementos b1,..., b1 determinan un morfismo de R-algebras

R[x1,...,x11> B -0

7.15
xi1-bi ( )

Para concluir la demostraciéon basta comprobar que f$415=0,010 que es equiva-

lente, que_]é(y i) =0 paratodoi=1,..., m. Como yi es una expresion algebraica

7 . . . l .
en términos de las variables {x;} =1 Se puede expresar yi; como

Vi=  Arp,.rX1X]

y obsérvese que

(/’d1 (al)rl . ..(/)4 (az)rl :(ﬂrld (alrl).. '(ﬂrld (qu) :(pk(alrl ...a‘rl).

donde k:=grad(yi) y k < d' < ¢. Finalmente,
L L
ﬂ(yi) = Arrbftebl= drr@a (@)™ pa (@)t = pr(vi) = 0.

y como ¢k es un morfismo de R-médulos, se obtiene que ffactoriza a través de
un morfismo de R-algebras f: 4 - B que satisface la condicion buscada, esta es,

DP=of) = (99 O

Observacion 7.16. Si R es un cuerpo, un estudio mas detallado de los niimeros
(7.14) puede ser llevado a cabo en términos de los nimeros de Betti graduados, la
regularidad de Castlenuovo-Mumford y las Syzygias graduadas ([Eis05, Peel1]).
Por otro lado, la demostracion de la anterior proposicion puede ser adaptada al
caso de infinitos generadores o relaciones, siempre y cuando, el grado de los mismos
esté acotado, implicando la finitud de los niimeros (7.14).

Proposicion 7.17: Sea V un k-espacio vectorial n-dimensional. Sea G un grupo
algebraico lineal y semisimple actuando en V a través de una representacion fiel
p:G,= SI(V). El anillo de invariantes k[V ]9 := (S°x V *)C es una pgg-k-dlgebra.

Demostracion. Como G es un grupo linealmente reductivo, el Teorema de fini-
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tud de Hilbert ((MF82, Theorem A.1.0]) demuestra que k[V ] es una k-dlgebra
finito generada. Observando que ademas, k[ ] es una k-4lgebra noetheriana, se
concluye que es de presentacion finita. Por la proposicion 7.12 se concluye. [

Observacion 7.18. En el articulo de H. Derksen ([Der04]) se estudia un analogo
de los nimeros (7.14) para las Syzygias del anillo de invariantes. Para entender de
que analogos se tratan, considérese {a1, ..., a; un sistema de generadores homo-
géneos de k[ ]9 verificando que sus grados estdn ordenados de forma decreciente
d1 =. desiendo di minimal, donde d; := grad(ai). En [Der01] se prueban cotas
superiores para d := di en términos de G y la representacién considerada. Defi-
niendo d' := (s + 1)d -s, donde s es la dimensién de Krull del anillo k[V ], se
tiene que el nuicleo del morfismo

R[x1,...,x11> B -0
xil-bi
esta generado por polinomios de grado menor o igual que @' ([Der04, Thm 1]).

Los numeros (d, d') son los analogos a los definidos en (7.14), y, por tanto, <t es
un isomorfismo para cualquier ¢ = max{d, d'}.

De la anterior observacion se sigue que, siempre que se tengan formas explicitas
del Primer y Segundo Teorema Fundamental de la teoria clasica de invariantes
para un grupo G, se podra precisar el menor el entero positivo ¢ tal que ®_¢ es
un isomorfismo. Para ejemplificar este hecho, se consideraran los grupos clasicos
SI(V), Sp(V), SO(V) y O(V), y se llevara a cabo el computo del  minimal.

Proposicion 7.19: Sea V un k-espacio vectorial finito dimensional. Para cual-
quier entero positivo m > 0, considérese la dlgebra graduada

A=) 507
Entonces, el morfismo ®<¢ es un isomorfismo en las siguientes situaciones

(i) para G=SI(V)yt=2dim(V');

(ii) para V un k-espacio vectorial finito dimensional dotado de una forma sim-
pléctica n : V XV -k, G=Sp(V) y t=2+dim(})

(iii) para V un k-espacio vectorial finito dimensional dotado de una forma bilineal
simétrica no degenerada f:V XV -k, G=5SO(V) y t=2+dim(}V)

(iv) para V un k-espacio vectorial finito dimensional dotado de una forma bilineal
simétrica no degenerada f:V XV -k, G=0O(V) y t=2+dim(V')

En particular, A es una pgg-dlgebra para todo m.
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Demostracion. (i) Si m < n := dim(}'), entonces el anillo de invariantes coincide
con el anillo de constantes, es decir4 = kSupongase por tanto que m = n. En
este caso, 4 esta generado por ™ elementos de grado n, y las relaciones entre di-
chos elementos estan generadas por relaciones cuadraticas ([dCP76, §3]). Se tiene
por tanto que d=ny d' = 2n.

(ii) El Primer Teorema Fundamental de la teoria clasica de invariantes para
el grupo simpléctico Sp(V') muestra que el anillo de invariantes esta generado por
las funciones de grado 2

(i.j):Vem—=X  (i,))0n,...,vm) :=n(vi V)

pata 1 =i<j = m.Por tanto, como la dimensién de V' es par, dim(}') =2x, se tiene
A n V. ®fue d esta generado

2
do Teoe (eerrgllanfélsn&leamental para el grupo 51mplect1%(% gasrtl%glece quesipg gg los

ementos(t,; son algebraicamente independien eg, y, en el caso en'que m g n,
el ideal de relaciones entre los generadores esta generado por los Pfaffianos de los
menores principales de orden 2 + 2 de la matriz hemisimétrica cuyo elemento en
la fila i-ésima y columna j-ésma es la funcién (i, j) ([dCP76, §4]). Se tiene por
tanto que d'=2n+2y t=max{d d'} =2(n+1).

(iii) Por el Primer Teorema Fundamental para el grupo especial ortogonal, se
tiene que el anillo de invariantes esta generado por las funciones de grado 2

(i,j) :Vem >k, (i), ..., vm) = B(vi vj)

paral <i<j < m;y por las funciones de grado »n := dim(V")

AN

[i,....in]: VOEm >V k, [i,....inJ(vi,...,vm) == vi A--- Awn
paral<ii <---<in sn, por lo que d=2 6 d=n, dependiendo de si n <m 6
n zn. El Segundo Teorema Fundamental para SO()') establece que el ideal de
relaciones entre los generadores esta generado por los menores de orden (r+ 1) de
la matriz simétrica de orden m xm, cuyo elemento en la fila i-ésima y columna
Jj-ésima es(i,j ,y, por tanto d' =2(n+1). En cualquier caso ¢=2(n+1). ((dCP76,
§41)-

(iv) Andlogamente, considerando el grupo ortogonal O(V'), se tiene que el anillo
de invariantes esta generado por las funciones (i,j definidas previamente para
1<i £ ngy elideal de relaciones esta generado por los menores de orden
(n+ 1) de la matriz simétrica de tamafio mxm cuya entrada en la posicién 7, j
es (i,j . Se tiene por tanto que d=2 y d' =2(n+1), luego t=2(n+1) ([dCP76,
§5))- H
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7.2. Propiedades

En la presente seccion se analizardn las propiedades elementales de las pgg-
algebras, las cuales, seran utilizadas con posterioridad para probar una generali-
zacion de un Teorema clasico de Nagata y la existencia de una inmersion cerrada
en un cierto espacio proyectivo de forma canonica.

Recuérdese la notacion [-]» introducida en (7.6) para hacer referencia a los ele-
mentos homogéneos de grado n de un algebra graduada, dlgebra parcial, o médulo
graduado. Obsérvese que en particular,

[$n20An]i =A;

El producto tensorial de dos objetos graduados 4, B (anillos 6 médulos) hereda
una graduacién canénica mediante la férmula

grad(a®b) = grad(a) +grad(b)
para elementos homogéneos « y b. Con toda generalidad, se tiene que
1(®mAm) ® (®&nBn) ;= ®j(4; ®Bi—j) (7.20)

La graduacion dada en (7.20) permite dotar a los productos tensoriales simétricos
de un algebra 6 un moédulo de una graduacion candnica, ya que, los productos
tensoriales simétricos son submddulos del producto tensorial.

Definicion 7.21. Sea d:= (d, . . ., di) € (Z=0)'una tupla de enteros positivos. Se
define la norma de d, y se denota por |d| a la siguiente suma

L t
ldl= i di (7.22)

=1

Considérese un R-modulo graduado M =@ = oMn. El 4lgebra simétrica S* r(M)
de M sobre R es una R-dlgebra graduada, cuya componente de grado n > 0 es
descrita, explicitamente como

S'R(M)] = SAM ®r- - @rS M: 7.23
n
t>0 |d|=n

Para n=0 se impondra que
[S*R(M)]o =R

El producto tensorial induce el morfismo de multiplicacion en el algebra simétrica,
el cual sera denotado por m, es decir

m: S RM) ®rS" (M) — S* r(M) (7.24)
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Sea (4 =@ _ An my) una R-algebra parcial con 4o =R. Se sigue de la notacion
introducida en (7.6) que

S*”(A=e) = S"R(®' 1 Ar) (7.25)

Dada una R-algebra graduada 4 ® n 0o4n y ¢ >0, la inclusion natural 4 += A4
junto con el producto definido en 4, inducen de modo candnico un morfismo
homogéneo de R-algebras graduadas

S'R(A<)) — A4 (7.26)
Observacion 7.27. El morfismo de multiplicacion
m: S.R(Ast) ®RS.R(Ast) - S'R(Ast)

puede ser caracterizado como el tinico morfismo haciendo conmutativo los diagra-

mas
myj

AiX A Ay

X

|
( Cmge gy

St (A=) X S;(d=9)

t+j
paratodoij coni,j,i+j <t

Teorema 7.28: Sea R un anillo y sea (4= & _ An my) una R-dlgebra parcial.

Sobre la categoria Algr, el funtor Homr-agparcial(A, —) es un subfuntor cerrado
de Hompaig(S° r(A<t), —).

Demostracion. Es suficiente con probar la existencia de un ideal &£ S°r(4 o) de-
pendiendo tinicamente de Ay ¢, tal que el paso al cociente S®A4 1) S°r(A4 ¢)/I¢
induce un isomorfismo de funtores

Homralg-parcial(4, —) Hompr-ag(S*r(A<t)/It, —) (7.29)
Elideal It buscado es el siguiente
It :== {mg(aiaj) —m(ai®aj)|ai€ Aiaj € Ajand 0 < i,j,i+j <t} (7.30)
Obsérvese que la anterior expresion esta bien definida, puesto que
mij(ai, aj) € Airj C [SrR(A<¢)]i+j

y
m(ai®aj) € Im [Sk(A<¢)]i ® [Sk(A=<t)]; 2 [Sk (Ast)]fkj(
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Ejemplo 7.31. Considérese la k-algebra graduada 4 =Kk[V'] =0n=05"V*. En
esta situacion, la expresién (7.23) se traduce en
S'R(Ast)]n = = Sd(S1V*)®r-- ®RSU(SLV )
|d|=n

y la componente de grado » del morfismo de multiplicacion (7.26) es la suma de
los morfismos
SA(S'V*)®r - ®rSH(SV *) —— SnV

haciendo variar d con |d| = n.

Por el Teorema de Representabilidad 7.28 se puede dar una condicion necesaria
y suficiente para determinar cuando un algebra graduada admite estructura de
algebra graduada parcialmente generada. La caracterizaciéon queda recogida en el
siguiente Teorema.

Teorema 7.32: Sea R un anillo y A =®n0An una R-dlgebra graduada. A es
una t-pgg-dlgebra si y sélo si la sucesion

0—1t— S ’(A=) = A—0 (7.33)

es una sucesion exacta de R-modulos graduados, siendo It el ideal homogéneo
(7.30). En particular, A es una pgg-dlgebra si y sélo si la sucesion (7.33) es exacta
para algun ¢ » 0.

Demostracion. A es una t-pgg-algebra si y soélo si @ 4 (7.7) es un isomorfismo.
Dado ¢ > 0, considérese la siguiente composicion de transformaciones naturales

HomR—alg (A: _) L=t HomR—alg—parcial ( fq:OAn: _) - HomR—alg (S.R(Ast)/lt; _)

N m
donde el isomorfismo se sigue del Lema 7.28.

Si 4 es una pgg-algebra y @ + es un isomorfismo para ¢, entonces la anterior
composicién es un isomorfismo y por la unicidad del representante de un fun-
tor (salvo isomorfismos), se sigue que 4 S°r(4 )//t. La misma demostracion,
invirtiendo los argumentos, prueba el rectproco. O

Observacion 7.34. La exactitud de la sucesion (7.33) puede ser expresada como
sigue: 4 es una t-pgg-algebra (i.e. Pt es un isomorfismo) si y sélo si 4 admite
un sistema de generadores de grado menor o igual que ¢y el ideal de relaciones
entre dichos generadores esta generado por las relaciones de grado menor o igual
que t. De hecho, esta uiltima condicion sobre el ideal de relaciones se traduce en la
siguiente igualdad

Ie=[It]<¢*S°rR([A]=0) = ItN S.R([A]st)]st(S.R([Alst) (7.35)
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7.2. Propiedades

Como Corolario del anterior Teorema se obtiene la estabilidad de la estructura
de algebra graduada parcialmente generada por cambios de base.

Corolario 7.36: Si A es una t-pgg-R-dlgebra y R = R! es un morfismo de anillos,
entonces, Ar := A®rR! es una t-pgg-RI-dlgebra.

Demostracion. Tensorializando la sucesion exacta (7.33) por R!, se obtiene la su-
cesion exacta
It®rRI - S5 (A<t ®rRR) = A®RRI - 0

Utilizando la notacién 47 := 4®r R! y teniendo en cuenta que
S*rR(A=) ®rRI S* (A=:®rRR) S° (41 )
R R =

la anterior sucesion da lugar a un morfismo epiyectivo

I:®r Rl — /K :=Ker S; (AISl)—>AI(

que demuestra que K esta generado por elementos de grado menor o igual que 7.
Se concluye la demostracion. O

Proposicion 7.37: Sea R un anillo y A (resp. B) una ta-pgg-R-dlgebra tal que
(7.7) es un isomorfismo para ta (resp. tB-pgg-R-dlgebra).
Entonces A®r B es una t-pgg-R-dlgebra con t=ta+ts.

Demostracion. Por el Teorema 7.32, 4 (resp. B) son parte de la sucesion exacta
dada en (7.33)

0—-1t, > S ' R(A<t) > A—0
Sea Il‘t‘ (resp. IE;) el nacleo de la sucesién (7.33). Es inmediato que se tiene el
siguiente diagrama conmutativo de R-mddulo graduados

A ® B+A®IB ‘S%(AstA)QSk(BstE) /48 B 0

0 Ik IS+ [4®B]<) l4®B 0

donde ¢:=ta+ tg, K es el nticleo, el morfismo vertical central es la multiplicacion
canonica inducida por<d, ® B« g[# B]® y el morfismo vertical del lado
izquierdo es el obtenido por factorizacion. -

Examinando el anterior diagrama conmutativo en cada grado del producto
simétrico de los términos centrales, y teniendo en cuenta que A4 (resp. B) esta
generada por elementos homogéneos de grado menor o igual que ta (resp. ¢5), se
concluye la epiyectividad del morfismo vertical entre las algebras simétricas.
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Capitulo 7. Algebras ¢raduadas parcialmente generadas

El Lema de la Serpiente muestra que el morfismo

A ®B+AQIB - K
ta tB

es epiyectivo. Como la imagen del morfismo
12 ®B+A®IF — ST [A4®B]=<1)

esta generado por elementos homogéneos de grado menor o igual ¢, la proposicion
queda probada. O

Proposicién 7.38: Sea R un anillo y A una R-dlgebra graduada. Sea JC A un
ideal homogéneo generado por sus componentes de grado menor o igual t5. Si A es
una ta-pgg-R-dlgebra, entonces A/J es una t-pgg-R-dlgebra para t := max(ta, ts).

Demostracién. Sea t == méax(ta, ts ) y B := A/J. Utilizando (7.33), se tiene el
siguiente diagrama conmutativo de R-mddulos

0 I 18" ds) R

h

0 Ig fs'R(ést) ) S

donde X es el ntcleo de p : S*r(B t)— B. Como 4 —B es un morfismo epiyec-
tivo de R-mddulos graduados, se sigue que tanto el morfismo central como p son
epiyectivos.

Falta por probar que K esta generado por sus componentes de grado menor o
igual que ¢ El Lema de la serpiente da lugar a la siguiente sucesion exacta

H—>K—->L-0

donde L es un cociente de J. Observando que j4 esta generado como S°r(4 ¢)-
modulo por sus componentes de grado menor o igual que ¢, y que J esta generado
como 4-moédulo por sus componentes de grado menor o igual que ¢, se sigue que
K esta generado como S°r(B g-moddulo por sus componentes de grado menor o
igual que ¢. O

Proposicion 7.39: Sea R un anillo y A una R-dlgebra graduada de presentacion
finita. Entonces, la funcion

t: S=SpecR—— 7

x 1= (x) :=min{ t«tal que P<ix es un isomorfismo para A®rk(x) }

es superiormente semi-continua.
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7.2. Propiedades

Demostracion. Sea x € S'y t:=t(x). Considérese la sucesion exacta

ker(u) = S*”(d=t) —— 4
Para caday € S, dendtese por u(y) a

St (A=) ®x k() = Sy, (14 ® gk()] =) X 4® k() == 0

-

y, parai€Z, sea

[uO)]i: [S"R(A=0) ®rk(Y)]i == [A®RK(V)]i

Como [u(y)]i es un morfismo entre R-modulos de tipo finito, se sigue que

Vii={y €S| [u()]: es epiyectivo }

es un abierto de Zariski de S. Como 4 esta generado por elementos de grado menor
o igual que ¢, es una comprobacién elemental que

N
U:= Vi= Vi={y€S]| ul)es epiyectivo }
=1 =1
y por tanto, U, es un entorno abierto de x.

Falta por ver que existe un abierto ! U tal que 7% ¢ para todo y UL
Como 4 es una R-élgebra de presentacion finita, se sigue qu€ [4]: es un R-mddulo
de presentacion finita y [Sk(4 <¢)]i es un R-mddulo de tipo finito. Entonces, por
[Stal8, Lemma 01BP], [ker(u)]: es un Ru-modulo de tipo finito. Definiendo

Ul == {y € U |use: [ker(u)]<t = [I{<: is surjective}

se sigue que la funcidn #—) es superiormente semi-continua. O

7.2.1. Ejemplos

En esta seccion se daran algunos ejemplos de pgg-algebras que aparecen de
modo natural en Geometria Algebraica asi como en Teoria de Numeros. Cabe
destacar que lo interesante de los ejemplos presentados a continuacion es que,
aunque las algebras graduadas no sean de presentacion finita, los grados de los
generadores de su ideal de relaciones estan acotados.

Ejemplo 7.40. Sea X una variedad algebraica proyectiva sobre k, y sea D un
divisor de Cartier amplio. Entonces, existe un entero positivo m que depende de
D, tal que los morfismos naturales

H°(X, Ox(aD)) ® H'(X, Ox(bD)) = H(X, Ox((a+b)D))
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Capitulo 7. Algebras ¢raduadas parcialmente generadas

son epiyectivos para todo a, & m ([Laz04, 1.2.22]). Como Ox (aD) es un x -
médulo-coherente, el grupo de cohomologia (X0 x (aD)) €5 un k-médulo fini-
to generado ([Har13, Theorem 5.2]). Como el producto tensorial de dos médulos
finito generados es de nuevo finito generado, H°(XD x (aD)® H°(X, x (bD))
es finito generado. Se tiene por tanto que el anillo de secciorfds de D, es decir,
R(X, D) =@ oH°(X, g (nD), es una k-algebra graduada finito generada, y los
generadores pueden ser encontrados en el sub-k-médul, 3™ (X, x (iD)). Co-
mo esos grupos de cohomologia son k-moddulos finito generados y k es un cuerpo (y
por tanto anillo noetheriano), son de presentacion finita. Por otro lado, todo anillo
noetheriano es coherente, y sobre un anillo noetheriano un médulo es coherente
si y solo si es de presentacion finita ([Stal8, Lemma 10.90.4]). Como el nticleo de
un morfismo de modulos coherente es coherente ([Stal8, Lemma 10.90.3]), se tiene
que el ntcleo de cualquiera de los morfismos de multiplicacién anteriormente sefia-
lados es finito generado. Considerando todas las posibles combinaciones (que son
finitas), se concluye que existen tinicamente un nimero finito de relaciones entre
los generadores considerados. Se tiene por tanto que R(.X, D) es una pgg-algebra
sobre k.

Ejemplo 7.41. (La Grassmanniana infinita). Recuérdese que en [SS83], los
autores definen la Grassmanniana infinita (desde el punto de vista de la geometria
diferencial) de k((z)), denotada por Gr, como el subconjunto de puntos de un
espacio proyectivo finito dimensional cuyas coordenadas homogéneas satisfacen
las relaciones de Pliicker. Alternativamente, introduciendo Gr en el contexto de
esquemas, entonces el fibrado determinante da lugar a la inmersion de Pliicker,
la cual es una inmersién cerrada en un espacio proyectivo del algebra graduada
k[ s ], donde S recorre todos los diagramas de Young. Desde este punto de vista,
se prueba en [PMO00] que el ideal L£Kk[ &s ] que define la Grassmanniana infinita
esta generado por el conjunto de todab las relaciones de Pliicker, siendo estas,
relaciones cuadraticas en las variables xs. Se tiene por tanto queQ cr = k[f xs 17
es una 2-pgg-algebra. !

Ejemplo 7.42. Considérese una variedad abeliana (4, ®) sobre un cuerpo k de
caracteristica car(k) = 2, es decir, una variedad algebraica proyectiva conexa 4,
dotada de un haz de linea amplio ® que esta definido salvo traslaciones. Supdngase
ademds que ® = (1)71@ y que se tiene definida una involucién i: @ ©. Para
cada n se tiene definido un morfismo i®” : ©®"->0®" que da lugar a un morfismo
entre las secciones globales

1:T(4,0°%™ >T'(4,0%°"

Sea I'(4, ®®™* el espacio de vectores propios de valor propio 1 de I. El anillo
graduado—, gT'(4, ©®*™* estd generado por I'(4, @®°)", y el ideal de rela-
ciones est4 generado por relaciones cuadréticas y ctibicas [Kem80]. Se tiene por

EB ;
tantoque  ,.o(4, ©®%" es una pgg-algebra.
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7.3. Geometria de las pgg-dlgebras

Ejemplo 7.43. Sea I'i(n) el subgrupo de congruencias de Sl2(Z) de nivel n. Con-
sidérese el anillo graduado de funciones modulares (con respecto I'1(n)) con coefi-
cientes en Q, es decir M (I'1(n), Q). El anterior anillo esta generado por elementos
de grado<3 para todo N %([Rusl4, Cor. 1]) y el ideal de relaciones esta ge-
nerado en grado menor o igual que 6 ([Rus16, Theorem 1.4]). Las anteriores cotas
implican que M (I'i(n), Q) tiene estructura de pgg-algebra. Resultados analogos
para el subgrupo de congruencias de Hecke I'o(n) para ciertos valores de #, pue-
den ser encontrados en los articulos [Rus14],[Rus16].

7.3. Geometria de las pgg-algebras

Es bien conocido que dada una R-algebra graduada 4 =& 04 generada
por sus elementos de grado uno, es posible construir una inmersiéon localmente
cerrada Spec(4)—P(R A1) [Gro6lb]. En la presente seccién se estudiara un
resultado analogo para las pgg-algebras. Recuérdese, que dado un R-médulcE su
proyectivizacion es el esquema sobre SpecR definido como

P(E) :=ProjS°rE — SpecR

Teorema 7.44: Sea A una ta-pgg-R-dlgebra y sea d > ta y t :=ta+1.
Entonces, el morfismo Spec A—Spec R factoriza de modo candnico por una
inmersion localmente cerrada de Spec R-esquemas
SpecA4,— P ) [} Sd1 A1 ®Rr- - ®det At

=| |=

El cierre de la imagen estd dado por Proj(4 ® RR[T]). Ademds, existe una accion

natural de G = Autc—aig—graa(4) sobre P @& S 41 ®r---®rS¥*A: tal que
1=|d|=d
la inmersion del enunciado es G-equivariante.

Observacion 7.45. Antes de demostrar el Teorema 7.44 se recordaran dos cons-
trucciones que inspiran la demostracién dada. La primera es la concerniente al
estudio de las proyectivizaciones de R-modulos graduados [Gro61b, Chp 11, §8].
Para una algebra graduada cualquiera 4 =n 4, considérese una indetermi-
nada 7 con deg T'=1. Entonces, el morfismo de A4-algebras

A[T] == A®RR[T] —— 4

que consiste en enviar la indeterminada 7 al 1, factoriza por la localizacién homo-
génea de A[T'] con respecto el sistema multiplicativo generado por T, el cual sera
denotado por A[T'[*; es decir,

A[T] = A[T} = 4
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Capitulo 7. Algebras ¢raduadas parcialmente generadas

donde el primer morfismo es la localizacién y el segundo el definido por!71.
Este tiltimo es un isomorfismo cuya inversa consiste en asignar, a cada elemehto
homogéneo de gradon a € An, el elemento - . Se obtiene por tanto una inmersiéon
abierta )

SpecA ,» ProjA[T]

cuya imagen es densa.

La segunda construccion se basa en la inmersion de Veronese de grado d. Por
[Gro61b, Proposition 3.1.8] se tiene que para toda algebra graduada 4 = ®n=04n
y todo d > 0, existe un isomorfismo candnico Proj4 Proj4(® donde

A@D = ®n=0[AD]n con [AD]n :=[A]na.

A R S BB RS pard 1 ST R G Tels b P8
(0) y se verifica que ‘

S*rR(B=<tg) =S"R(R[T]=<1) =S®((T)) =R[T]

Sea 4 como en el enunciado. La Proposicion 7.37 de cambio de base implica
qued =A®rB=A®RrR[T]es una pgg-R[T]-algebra.

La demostracion de la Proposicidon 7.37 da lugar a la sucesion exacta

0— 74 ®RR[T] = Sk(A=t,) ®RR[T] = A®RR[T] =0

Utilizando&a é’lotacién I :=JA ®rR[T], de la anterior sucesioén exacta y el Teore-
ma 7.32 se deduce que tA  .pgedlgebrapara = = + = + 1.
Aesunat t

Iy~ A 1B 1A

Sea d como en el enunciado, es decir, ¢ t=1¢,-=ta+1. Se tiene que I estd
generado por sus elementos de grado menor o igual que ¢, luego

_ _ L _ ~ ]
D=L lea= ' [llj S=r(A o =
= id—j
71
L -] _
= UL SR(AZ) ,_ Sr(A<D (i—1)a ™
=1

- PN (N
=l (d)]l SEA <) @ i—1
y teniendo en cuenta que [Z (D)1= ]q se obtiene el siguiente isomorfismo
A @D g }(A_st)((d)/l_(d)
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que, compuesto con el morfismo epiyectivo canénico

. rae 4 . rae T = RPN (e
SWISRA <) SWISkA<d ML)  Sxd <) D
A A
da lugar al morfismo epiyectivo
S'R[S'rRA<,] ) A9 (7.46)

Teniendo en cuenta que deg(7) =1, y las ecuaciones (7.23) y (7.25), se verifica

que - - -
[SRA da= ® SUA ;1 ®r-- ®rSHA

ldl=d
Por otro lado, el morfismo canénico de R-médulos [S°’k4 ] = A factoriza como
td

=

sigue a continuacion

[S'RA {a ® S A1 ®p---®rSUA®r(Tdldl) > 4
- 0=|d|=d

Ahora, el morfismo de R-algebras graduadas dado por la multiplicacién de 4
y la asignacion 7' 1-1

C:=S°Fr lgl SaA1®RrR* -+ ®rSq At ®R(T g—|q) —— A (7.47)
1=| |=
d

es epiyectivo y factoriza por la localizacion homogénea del sistema multiplicativo
M generado por todos los elementos de la forma 1®... ® 1®T'; este es, (3,

Considerando el espectro y el espectro proyectivo se sigue que la composicién

Spec4 ,— SpecC]E ,>ProjC=P & S4A1 ®R"'®detAt(
1=|dl=

es el morfismo deseado, pues el primero es una inmersion cerrada y el segundo es
una inmersion abierta. De la construccion se sigue automaticamente que el cierre

de Spec(4) por el anterior morfismo es Proj4 .

Para la segunda parte de] enunciado obsérvese que se tiene una accién canonica
G - Autr-msa(4i) sobre cada componente homogenea de 4, detinida como g -

g|a ; Laanterior accién induce una G-accién en P % ., Sl 41 ®Rr--- ® RS Ay
1=|d|=

de modo natural. Para probar que la inmersion Constlrllida es G-equivariante basta

con probar que (7.47) es G-equivariante, pues, obsérvese, que G actiia de modo

trivial en la variable 7'. Ahora bien, por la definicién de la accion de G sobre C,

para probar que (7.47) es G-equivariante basta con probar que el morfismo natural

Ai,~ A es G-equivariante, lo cual es trivial. O
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Capitulo 7. Algebras ¢raduadas parcialmente generadas

7.4. Caso Global

El presente capitulo finaliza con una descripcion global de las pgg-algebras, es
decir, con la extension de definiciones y propiedades al caso de esquemas.

Definicién 7.48. Sea S un esquema. Un haz de algebras parciales sobre S con
soporte 7 C Z, es un Os-modulo graduado quasi-coherente, A = ®ier, tal que
para cada abierto afin U C S, A(U) es una Os(U )-élgebra parcial. La nocién de
morfismo de Os-dlgebras parciales es el evidente.

Definicion 7.49. Un haz de Os-4lgebras graduadas A = @ n=0An es una t-Os-
algebra graduada parcialmente generada (+-pgg-Os-algebra) si para todo abierto
afin U C S, A(U) es una t-pgg-Os(U)-algebra.

Ejemplo 7.50. (Espacio proyectivo pesado). Considérese una tupla de ente-
ros (do, ..., dn) @™, y considérese el anillo de polinomios R := k[x, ..., xn] con
deg(xi) = di. El espacio proyectivo de pesos (o, ..., dn) se define como

Pi(db, ..., dn) := Proj(R)

Como no hay relaciones entre los generadores, xo,...,xn, definiendo el natural
t:=max{d:}"_ el anillo de polinomios k[xo, ..., xn] es una ¢-pgg-k-algebra. Un
teorema clasico muestra que sig= R esun anillo graduado y es un ente-
ro positivo, entonces existe un isomorfigmo canonico Proj R Proj ; oRai dado
por la inmersioén de Veronese de grado d. El anterior resultado permite sumergir
cualquier espacio proyectivo pesado en un espacio proyectivo clasico PY para un
N lo suficientemente grande. Para un estudio detallado de los espacios proyectivos
pesados se referencia al lector interesado a [Dol].

La nocién de espacio proyectivo pesado admite la siguiente version relativa.
Dado un esquema S, definase el espacio proyectivo pesado de pesos (do, df, ..., dn)
sobre § como

Ps(db, ..., dn) = Pz(do, ...,dn) Xz S = S

Por la construccion del Proj de una Os-algebra, dado un abierto afin U =Spec(4)
S, se tiene que
Pu(db, ..., dn) = Proj(A[xo, ..., xn])

con deg(xi)=d;, y por tanto, Opg(q,
max{di}l,.

dn €s una d-pgg-Os-algebra, siendo d=

.....

Teorema 7.51: Sea S =Spec(R). Se tiene una equivalencia categorial entre la
categoria de t-pgg-R-dlgebras y la categoria de haces de t-pgg Os-dlgebras.

{t-pgg-Os-dlgebras} — {t-pgg-R-dlgebras}
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Demostracion. A cada t-pgg-R-algebra A4 se le asocia el haz de algebras 4. Sobre
cada abierto afin U= Spec(B) C S, A(U)= A®r B. Por la estabilidad de las pgg-
algebras por cambios de base (Proposicion 7.37), se sigue que A(U)=A®r B es
una t-pgg-B-algebra.

Reciprocamente, dada una #-pgg-Os-algebra A, le corresponde la t-pgg-R-
algebra A(Spec(R)). Una asignacidén es inversa de la otra. O

Del anterior Teorema junto con la Proposicion 7.37 se sigue el siguiente coro-
lario.

Corolario 7.52: Sean A y B dos anillos, y f: A — B un morfismo de anillos.
Sean X :=Spec(A4) e Y :=Spec(B). Entonces, el pullback

S* : {t-pgg-Oy-dlgebras} — {t-pgg-Ox-dlgebras}

es un funtor de la categoria de t-pgg-Oy-dlgebras a la categoria de t-pgg- x-
dlgebras.
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8. El Teorema de Nagata

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica cero, G un grupo
algebraico sobre k, y p: G —GI(V') una representacioén finito dimensional siendo
V un k-espacio vectorial. La teoria clasica de invariantes se fundamenta en la pro-
blematica de descomponer T7(V') := ¥ ®" como suma directa de representaciones
irreducibles. El anterior problema admite dos enfoques diferentes:

1. describir (T7(V)® Ts(V'V))¢ en funcion de generadores y relaciones;
2. o describir (Sk (¥ V))% en funcién de generadores y relaciones.

Cuando G es uno de los grupos clasicos (Sln, Spzn, On 0 SOn), la descripcion
de los generadores se conoce como Primer Teorema Fundamental, mientras que la
descripcion de las relaciones se conoce como Segundo Teorema Fundamental. Una
referencia clasica que trata estos casos particulares es el libro de Weyl [Wey66].
El hecho de que (Sk (7 V))C pueda ser descrito en términos de generadores y re-
laciones se deduce del hecho de que (Si (7 ")) es una k-algebra finito genera-
da. El problema 14 de Hilbert, planteado primera vez en [Hil02], pregunta si en
toda circunstancia, (S (¥ V))% es una k-dlgebra finito generado. Nagata da en
[Nag60] un contraejemplo a esta cuestion. En un articulo posterior, [Nag63], Na-
gata prueba que para toda k-algebra finito generada 4 y toda representacion fiel
p : GoAutk ag(A4), el anillo de invariantes 46 4 es de nuevo una k-algebra
finito generada, siempre que se asuma que G es reductivo.

En el presente capitulo se probara un resultado anélogo en el contexto relati-
vo. Es conveniente remarcar que Seshadri prueba una generalizacién natural del
Teorema de Nagata [Ses77]. El autor demuestra que si S = Spec(R), donde R es
una k-algebra finito generada, Gs es un S-esquema en grupos reductivo, M un
R-moédulo libre finito generado y p : G Autr msa(M ) una representacion, en-
tonces el algebra de invariantes Sk(M V)€ es finito generada sobre R.

En analogia con la teoria clasica, se estudiara el anillo de funciones Gr-
invariantes del modulo Homr (M@ T, N), es decir, la T -algebra graduada 4 :=
(St (M"Y &r N))°R. Donde M y p son como en el articulo de Seshadri, 7 es una
R-algebra cualquiera y N es un T -moédulo. El estudio servird para entender el
comportamiento de A4 si se hace variar el médulo N. Se probara que incluso en el
caso mas general, el algebra de invariantes satisface una condicién de finitud sobre
el grado de los generadores y de las relaciones, lo cual, casara directamente con
los objetos introducidos en el capitulo anterior: las pgg-algebras.
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8.1. Consideraciones previas

8.1. Consideraciones previas

En lo sucesivo k sera un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica cero y
Algr denotaréd la categoria de R-algebras conmutativas. G es un grupo algebraico
lineal sobre k. Para cada k-algebra conmutativa R, se denotara por Gr al R-
esquema en grupos obtenido como el cambio de base de G a través del morfismo
Spec R —Spec k. Por simplicidad en la notacion, el anillo de funciones de Gr sera
denotado por

R[G] :=T'(Gr Ocr) (8.1)

Dada una k-algebra conmutativa R, y un R-mddulo M, sea Endr-msa(M) (resp.
Autr-msa(M)) al funtor de endomorfismos (resp. automorfismos) de M, es decir

Endr—msa(M) : Algr — Grp (8.2)
T1-Endr—msa(M ®rT)

Autr-msa(M) : Algr = Grp (8.3)
T1- Autr—msa(M ®rT)

Si M es finito generado, entonces Endr-msa(M )V es representable por la R-
algebra S*R(Endr-—mea(M )V) como puede comprobarse facilmente. En este caso,
localizando S* rR(Endr-msa(M)") por la funciéon determinante, se obtiene el re-
presentante del funtor Autr mea(M ) (8.3). Una representacion lineal de G so-
bre una k-algebra conmutativa R es una pareja (J, p) siendo M un R-moédulo y
p: G® poAutr mea(M ) un morfismo de funtores sobre Algr, si M tiene estruc-
tura de algebra, entonces p valora en Autr sg(M ). En cualquier caso se dira que
Gracttaen M.

Observacion 8.4. El G* se entiende como la restriccién del funtor de puntos de
Gr a la categoria de R-esquemas afines, siendo esta ultima opuesta a la categoria
de R-algebras. De este modo, dada una R-algebra 7, G* 5(T) = Homr-msa(R[G], T).

Obsérvese que la anterior definicién equivale a dar un morfismo de grupos
pr: G (T) - Autr—mea(M ®rT)

para toda R-algebra 7 de modo funtorial. Estos datos, a su vez, equivalen a dar
un morfismo de R-médulos
M — M ®rR[G]

que dotan a M de estructura de co-moédulo sobre la co-algebra R[G]. Como R[G]
es R-plana, dar un morfismo M —-M r R[G] equivale a su vez a dar un morfismo
de R-modulos

Endr—moa(M)¥Y = R[G] =k[G] ® R
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Si M es un R-mddulo finito generado, entonces se tiene un isomorfismo canoénico
(MY ®rT) (M®rRT)Y

Se tiene por tanto que toda representacion p : G* p = Autr-mea(M) induce una
representacion dual pV : G*  » Autr-mea(MV) definida por la féormula

pY(g): MOrT)Y = (M®rT)Y (8.5)

p1=p°pr(9)
La estructura de co-modulo inducida en MV por la representacién dual esta dada
por
MV - Homg(M, R[G]) MV ®rR[G] (8.6)
01-0®1)°p

8.2. Teorema de Nagata-Seshadri en el caso no
noetheriano

Esta seccion estd dedicada a generalizar el Teorema [Ses77, Theorem 2] en el
contexto no noetheriano, como preambulo al Teorema central de este capitulo.
Debido a que se utilizaran las técnicas de Reduccidon Noetheriana expuestas en
[Gro66, §8], se citaran los resultados necesarios.

Sea Ro un anillo conmutativo y (Ra)aesr un sistema inductivo de Ro-algebras.
Si Mo es un Ro-modulo, se utilizara la notacién Ma := Mo ®r Ra Como Mp 'y
M3 ®ra Rp son candnicamente isomorfos, existe un morfismo candnico

Mr — Mg
ml-m®1 (8.7)

para cada pareja A< f € I. Se tiene por tanto que (Ma)acr es un sistema inductivo.

Si No es otro Ro-modulo, los mismos argumentos dan lugar a un sistema in-
ductivo (Na)aer, y el producto tensorial ® raRg induce un morfismo

Homr, (Ma, Na) = Homrg (Mp, Np)
para cada pareja A< f € I. Se tiene por tanto un sistema inductivo (Homg, (M1, Na))aer.
Lema 8.8: [Gro66, Lemma 8.5.2.1] Sea Ro un anillo conmutativo, (Ra)acr un sis-
tema inductivo de Ro-dlgebras, R =tm Ra, Mo y No dos Ro-modulos y sea Ma =
Mo®ro Ry, Na:=No®roRi M :=My®roR=1lim M2y, N =No®roR=1lim Na.

—— ——
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Si Mo es de tipo finito (resp. de presentacion finita), entonces el morfismo
canonico

lim Homg, (M1, Na) » Homg(M, N)

es inyectivo (resp. biyectivo).

Lema 8.9: [Gro66, Proposition 8.9.1 (ii)] Sea R un anillo conmutativo y M un R-
mddulo de presentacion finita. Entonces, existe un subanillo noetheriano, Ro C R
y un Ro-mddulo de presentacion finita Mo verificando que Mo ® o R M.

Lema 8.10: Sea R un anillo conmutativo. Sea (Ra)aer el sistema inductivo for-
mado por los subanillos noetherianos de R, de tal modo que R=1lim Ra. Sea
Ro € (Ra) uno de tales subanillos. Considérese el conjunto de indice s J={l€
I:Ro C Ria}. Entonces,

limgr =R

Aeg

Demostracién. Obsérvese que en este caso, tanto para / como para J se verifica
que limR = URAara probar el enunciado basta que ver que dadoR® y

- n
con Ry C Ra, entonces, el subanillo Ra generado por Ra y Ry es noetheriano y
Ro C Ry, es decir, A € J.

En efecto, Considérense dos presentaciones finitas
Ua: Z[X1,...,xm] > Ra =0, ug:Z[yi,...,yn] > R —0
Se tiene entonces que Ra estd dado por la imagen del morfismo de k-algebras
u:Z[xy,...,.xmyy,...,yn] @ R

definido por u(xi) := ua(xi) y u(yj) = ug(vj). Se tiene por tanto que Ra es noethe-
riano y evidentemente Ra, Rg € Ry y en particular Ro € Ry. O

Lema 8.11: Sea R un anillo conmutativo y M un R-modulo de presentacion finita.
Entonces, existe un subanillo noetheriano Ro C R, un sistema inductivo de Ro-
subdlgebras noetherianas de R, (Ra)acu , y un sistema inductivo de moédulos de

f)resentucién inita (Ma)aes (con Ma un Ra-modulo) tal que R=1"1tmRa, M =
imMi y Endr(M)=1limEndr (Ma).
- —_ A

Demostracién. El anillo R puede ser escrito como el limite directo de sus subanillos
noetherianos (Ra)aer . Sea Roy Mo como en el Lema 8.9. Sea J C [ el subconjunto

de indices dado en el Lema 8.10, y sea M2 := Mo ® ro Ra. Del Lema 8.10 se sigue
que R=1im  Ra. Esto implica que M =lim M4, ya que limites directos

— AeJ —2deyJ
conmutan con el producto tensorial. Ahoraelresult a do sesigue de forma inmediata
del Lema 8.8. O
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Proposiciéon 8.12: Sea k un cuerpo cualquiera, R y A dos k-dlgebras, y M un
R-médulo libre finito generado. Sea f: Endr(M )Y = A®\ R un morfismo de R-
mddulos. Entonces, existe una sub-k-dlgebra noetheriana Ro C R, un Ro-mddulo
finito generado Mo, y un morfismo de Ro-modulos f': Endr,(Mo)" — A®x Ro tal

que fo ® 1 = f.

Observacion 8.13. Los Lemas 8.8, 8.9, 8.10 y 8.11 pueden ser enunciados y
demostrados en términos de k-algebras en vez de anillos conmutativos. Los mismos
argumentos dados siguen siendo validos sin mas que cambiar la palabra anillo por
k-algebra.

Demostracién. Sean Ro, (Ra)acus y (Ma)acus como en el Lema 8.11. Bajo las hi-
potesis del enunciado, para cualesquiera a < § € J, existe un isomorfismo candnico
Endra(Ma) ® ra R = Endrg(Mp). Se tiene por tanto que

limEndr (Ma)¥ = Endr(M)Y

—_— A

Por otro lado, como los limites directos conmutan con productos tensoriales, se
tiene que 4®y R =1lim(4 ®x Ra). Se concluye por tanto que f pertenece a

“Homg(lim Endr, (Ma)", lim(4 ®x Rz))

Por el Lema 8.8, se tiene un isomorfismo canénico

Homg(lim Endrg,(Ma)Y, lim(4 ®x R1)) limHomgr(Endr,(Ma)¥, 4®k Ra)
—_— —_ —
y se concluye la demostracion. O

Se esta en condiciones de probar la generalizacion del Teorema de Seshadri.

Teorema 8.14: Sea R una k-dlgebra y M un R-mddulo libre finito generado.
Sea G un grupo algebraico semisimple sobre k, dotado de una representacion fiel
p: G g Autr moa(M ). Entonces, A := (S'r(M V)®™)CR es una R-dlgebra de
presentacion finita para todo n > 0.

Demostracion. Sin perdida de generalidad se puede suponer que R es noetheriana.
En efecto, sea R[G] el anillo de funciones de Gk, esto es, Spec(R[G]) = Gr, y con
esta notacion se verifica que k[« R = R[G]. La acciéon de Gr sobre M se puede
entender como un morfismo de R-modulo

j:M— R[G]®rM

Seap: Endr(M )Y R[G] = Kk[G] k R el morfismo de R-mddulos inducido. Sean
Ro, Mo y po como en la Proposicién 8.12. Sea R1 la localizacién de Ro por el
sistema multiplicativo formado por aquellos » € Ro que son invertibles en R. Ob-
sérvese que se tienen inclusiones Ro C R1 CR. Sea M1 :=Mo®roR1y p1=po®1.
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Obsérvese que R1 es noetheriano y M1 es un Ri-mddulo libre de rango finito.

El siguiente paso consiste en probar que p™1 : M+> Ri[G] r; M1 define una
accion de Gr, en M. Es decir, hay que comprobar que los diagramas

o1

M IRI[G]® p M (8.15)

P1 1®071

m

RI[G] ®r, Mi & Ri[G] ®  RI[G] ®r1 Mi

M Ri[Gl @ g M (8.16)
\6

son conmutativos, donde m (resp. e) es el morfismo de multiplicacion (resp. el ele-
mento neutro) de G. Como R1 es noetheriano y M1 es finito generado, se sigue del
Lema de Nakayama que los anteriores dos diagramas son conmutativos si y s6lo
si lo son después de tensorizar por ®rR1/m para todos los ideales maximales
m1 C Ru.

e®p1

M,

Dado un maximal mC Ry, se sigue que m1R es un ideal propio de R, es mas,
si miR = (1), entonces la imagen de m1 contiene un elemento invertible de R que
sera denotado por . Teniendo en cuenta el sistema multiplicativo considerado
para construir R1, se tendria que r es invertible en R1 y, por tanto, m: = Ri.
Considérese por tanto un ideal maximal m de R conteniendo a miR. Obsérvese
que mi1=m NRi1.

Ademas, como el morfismo
R1/m — R/m

es fielmente plano, se tiene que los diagramas (8.15) y (8.16) tensorizados por
®riR1/m son conmutativos si y sdlo si los diagramas

- p @

M IRIG ®rM M —LIRIGl®r M
o 1®0 \ e®p”
RIG] ® M 2H R[G] ® RR[G] ®x M M

son conmutativos cuando se tensoriza por ®rR/. Pero esto es inmediato, pues
p es una accion.
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Por 8.5, el cambio de base de la estructura de co-médulo inducida en M1V por
la representacion p1 coincide con la estructura de co-médulo inducida en MY por
p1®1=p. Ahora bien, el Lema D.8 implica que

(G _

Ss (MV)®n S% (zuflvr""(GR1 ® R. (8.17)

Si S'g (M;")®" o fuera una Ri-algebra de tipo finito, entonces seria de pre-
Ry

sentacion finita por ser R1 noetheriana, y, por la ecuacién (8.17), 4 seria una
R-algebra de presentacion finita.

Se concluye la demostracion si se prueba que cuando R es un anillo noetheriano,

entonces 4 = S'g(M")®" R es una R-algebra finito generada. Pero esto es el
Teorema de Seshadri [Ses77, Theorem 2]. O

8.3. La generalizacion del Teorema de Nagata

El objetivo de la presente seccion es finalizar el capitulo probando el siguiente
Teorema.

Teorema 8.18: Sea R una k-dlgebra, T una R-dlgebra, M un R-mddulo libre finito
generado y N un T -médulo. Sea G un grupo algebraico linealmente semisimple
sobre k dotado de una representacion fiel p : G*p,— Autr—moa(M ). Dendtese por
A ala T-dlgebra graduada (S* (MY ®r N)°T. Entonces

i) Si G es un grupo clisico, entones A es una T-pgg-dlgebra.

ii) Si N es de presentacion finita, entonces A es una T-dlgebra de presentacion
finita.

iii) Si N es finito generado, entonces A es una T-dlgebra finito generado.
Si la representacion estd definida sobre k, p : G*— Autc msa(V'), siendo

V un k-espacio vectorial finito dimensional, y se considera M = V@ R
entonces

iv) si N es un T-mdédulo plano, A es una T-dlgebra plana.

Ademds, si R— es un morfismo de presentacion finita (resp. plano), las mismas
conclusiones obtenidas en i) y ii) (resp. iii)) siquen siendo ciertas substituyendo
T por R.

Debido a la longitud de la demostracién se ha decidido dividir la prueba en
varios resultados.
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Teorema 8.19: [Teorema 8.18, ii)] Sea R una k-dlgebra, T una R-dlgebra, M
un R-médulo libre finito generado de rango m y N un T -mddulo de presentacion
finita. Sea G un grupo algebraico linealmente semisimple sobre k dotado de 1(
representacion fiel p : G;; ~Aut, (M). Entonces, A := S'7 (MY ®_.N)
es T-dlgebra de presentacion finita.

na
Gr

Demostracion. La demostracion consiste en sucesivas simplificaciones. En primer
lugar considérese una presentacion finita de N

NI SN >N -0

donde N y NT son mddulos libres de rango finito. Obsérvese que se tiene la
siguiente sucesion exacta de 7-modulos
Ni=(M" @ NI)®71S;" (MY ®rN) — S;° (MY ®rN) = S;° (MY 8= N)— 0

Considerando las T-algebras B := S (MY @ NI)(GT yd= & MV ® N)(GT,

y recordando que G es reductivo (y por tanto el funtor tomar invariantes es exacto),
se obtiene la siguiente sucesion exacta

NG—->B—->4-0

En primer lugar N ¢ es un B-mddulo finito generado. Para probarlo, obsérvese que
como N es un mddulo finito generado sobre S;° (Mgr N!), se tiene un morfismo

epiyectivo (
Sy (M & M) —— N

y teniendo en cuenta que G es reductivo y el operador de Reynolds tiene un
comportamiento funtorial, se sigue la existencia de un morfismo epiyectivo

(B)®F = NG

de B-médulos. Por tanto, si el Teorema es cierto para B, también sera cierto para
4, lo que se traduce en que se puede considerar que N es un modulo libre de rango
finito.

Por lo dicho en el parrafo anterior considérese que N es libre de rango .
Considerando un isomorfismo

N (T)®" R®n®gT
de T-mddulos, y teniendo en cuenta el Lema D.8, se deduce que
A= sy @ )T sy e T

Pero en este caso, el resultado es cierto por el Teorema 8.14. O
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Teorema 8.20: [Teorema 8.18, iii)] Sea R una k-dlgebra, T una R-dlgebra, M un
R-mddulo libre finito generado de rango m y N un T -mddulo finito generado. Sea G
un grupo algebraico linealmente semisimple sobre k dotado d(e una representacion
fielp: G, = Aut, .~ (M). Entonces, A:= S% (MY ® gN) T es una T-dlgebra
finito generada.

Demostracion. Utilizando las mismas notaciones que en la demostracion del Teo-
rema 8.19, existe un morfismo epiyectivo de 7-médulos

N =T9n 5 N

Por el Teorema 8.19, B = S; (MY ® FNI)(GT es una T-algebra de presentaciéon

finita, y por construccion, el morfismo inducido B-4 es epiyectivo, luego B es
finito generada. O

Teorema 8.21: [Teorema 8.18, iv)] Sea R una k-dlgebra, T una R-dlgebra, V un
k-espacio vectorial finito dimensional y N un T -mdédulo plano. Sea G un grupo
algebraico linealmente semisimple sobre k dotado df una representacion fiel p :

G* ,» Autp_,,.,q(V). Entonces, A:= S*(V'V ®N) T es una T-dlgebra plana.

Demostracion. En primer lugar considérese que N es libre y finito generado. Bajo
esta hipotesis, los médulos de Schur (Definicion D.2) S} N son libres y finito gene-
rados para cualquier particion 4, luego en particular, 84N son T-médulos planos.
Por otro lado, se tiene un isomorfismo candnico de R-moédulos (Lema D.8)

SA(V ®R)R  (S{V)9®«R (8.22)

Como ¥ es de dimension finita, SiV es un k-espacio vectorial donde el gru-

po reductivo G actta. Por el Teorema Fundamental de la Teoria de Invariantes
([Nag63]), (S?(V)G es un k-espacio vectorial finito dimensional. Por la propiedad de
cambio de base de los mdédulos de Schur (8.22), se concluye queRSA(V®k R)Resun

R-mddulo libre y por tanto plano. Como /" ® R es un R-mdédulo finito gener 0,
por el Lema D.9, se tiene que la componente de gradokde 4= S* (V'V® N)
T R

se expresa como

(GT

Sk(VV ®,N) (SHVV ®,R)R @ SAN

[Al=K

Como la propiedad de ser plano es estable por pullbacks, y el producto tensorial
de dos mddulos planos vuelve a ser plano, se concluye que para particion 4

(SL(VV ®cR))R®RSAN  (((SAL(V'V ®«R))“R®r®T)®rSAN

es un 7-modulo plano y por tanto Sk (V'V ® N)(GT también lo es.
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En conclusidn, si Nes libre y finito generado queda probado el resultado, pues
en este caso 4 es una suma directa de moédulos planos.

El caso general se obtiene de forma inmediata del Teorema de Lazard. De la
platitud de N se sigue que N puede ser expresado como un limite directo de T'-
modulos finito generados ([Laz69, Théoreme 1.2]) . Ahora bien, como los limites
directos conmutan con productos tensoriales y también con la formacién de los
modulos de Schur, se reduce el problema al caso en el que N es libre y finito
generado, siendo este tltimo resuelto en la discusién anterior. O

Para probar la primera parte del Teorema 8.18 son necesarios algunos resulta-
dos previos. La demostracion del anterior enunciado se fundamenta en dos hechos.
El primero de ellos es que todo T-moédulo es el limite inductivo de T-moédulos
de presentacion finita, y en segundo lugar, el limite inductivo de #-pgg-algebras
vuelve a ser de nuevo una t-pgg-algebra. Para poder utilizar este tltimo resulta-
do es necesario demostrar primero que si N es de presentacion finita entonces,
A:=S"r (MY ®N )T es una t-pgg-T -4lgebra para un cierto ¢ N, siendo G un
grupo clasico.

Lema 8.23: Sea R una k-dlgebra, T una R-dlgebra, M un R-médulo libre finito
generado de rango M y N un T -mddulo de presentacion finita. Sea G uno de los
grupos algebraicos linealmente semisimples cldsicos (Sln, Spn, SOn) dotado de una
representacion fiel p: G* p,— Autr—msa(M). Entonces, existe un niimero natural

t € N que no depende de N tal que A:= S%(MV ® N) T es una t-pgg-T-dlgebra.

Demostracion. Del Teorema 8.19 y la Proposicion 7.12 se obtiene que 4 es una
t-pgg-algebra para un cierto ¢ € N. El resultado se obtiene ahora de la Proposicion
7.19 y la Proposicion 7.39. O

Teorema 8.24: [Teorema 8.18, i)] Sea R una k-dlgebra, T una R-dlgebra, M un
R-médulo libre finito generado de rango M y N un T -mddulo. Sea G uno de los
grupos algebraicos linealmente semisimples cldsicos (Sln, Spn, SOn) dotado de una
representacion fiel p: G* p,— Autr—msa(M). Entonces, existe un niimero natural

t € N que no depende de N tal que A:= S%(MV ® N) T es una t-pgg-T-dlgebra.

Demostracion. Todo T-mddulo N se puede expresar como un limite inductivo de
T-modulos de presentacion finitaMy )ae , N = _ll)mN [Sha70, Lemma 2]. Para

cada indice A € J, la representacion p : Gr,— Autr- msd4 (M) induce una repre-
sentacion pa: Gr,— Autr—mea(MY ®r Ny3). Para cada A € I, por el Lema 8.23,

el algebra de invariantes §° (MY ® N ) T es una t-pgg-T-algebra, luego para
probar el Teorema basta ver que

lim S; (MY ®RNA)(GT S5 (MY ®RN(GT
—_
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La demostracion de la existencia del anterior isomorfismo equivale a probar que el
funtor lim(—) conmuta con los funtores S*r(=) y (—)°T.

-

En primer lugar obsérvese que el sistema inductivo (61 : N4> N) induce un
sistema inductivo de algebras (ua : S°7 (M r Na}» St (MY r N))y, por tanto,
un morfismo ®

lim S*r (MY ®r Na) = S°r (MY ®r N) (8.25)

Por otro lado, existe un morfismo canénico inyectivo
MY @rN ,— 1imS* (MY ®r Ny)

que, por la propiedad universal del élgeg)ra simétrica induce un morfismo de alge-
bras
S*r(MY ®@rN) - limS° (MY ®rNa) (8.26)

Es inmediato que los morfismos (8.25) y (8.26) son inversos uno del otro, luego se
obtiene un isomorfismo

LmS*r(MY ®rNr) S°r(MY ®rN) (8.27)
En segundo lugar, es claro que para cada 4 € /, el morfismo

ur:S*r(MY ®rNa) > S (MY ®rN)
es Gr-equivariante. Se tiene por tanto que la( restriccion de ua al submodulo
S, (MY ®LN,) 9% valora en S’ (MY ®; N) or.

Denotese a la restriccion del morfismo ua al dlgebra de invariantes por va. Se
tiene por tanto un sistema inductivo

(GR (GT

vy S; (MY ®g Ny) ~— S;(MY®gN)

y por tanto un morfismo de R-algebras

(GT (GT

v:lim S (MV®; Ny) ' — S;(MV®gN) (8.28)
-
Considérese ahora la composicion del isomorfismo candnico de R-mddulos
MY ®@rN lim(MV ®r Na)

-
con el limite inductivo de los operadores de Reynolds

im(MY ®r Na) = lim(MV ®g Na)CT
—_ —_—
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Como existe un morfismo canonico inyectivo

lim(MV ® N;)T = lim S; (MY @ NA)(GT
N
se tiene un morfismo de R-moédulos

(MY ® N »,~lim S; (MY ®RNA)(GT

N
y por consecuente un morfismo de R-algebras

S; (MY ®:N;),—lim S} (MV & NA)(GT

—_
La restriccion del anterior morfismo al algebra de invariantes da lugar a un mor-
fismo de 7'-algebras

(GT

S5 (MY ®RN)(GT ~1lim S} (MY ® N ) (8.29)

-
Es ahora inmediato que los morfismos (8.28) y (8.29) son inversos uno del otro y
por tanto se tiene un isomorfismo

lim S; (MY ®% N, )(GT S: (MY ®RN)(GT (8.30)
Por el Lema 8.23 basta ver que el limite inductivo de t-pgg-algebras es de

nuevo una ¢-pgg-algebra. Para ello, sead := S (M@ N, T_Como el funtor
lim(_) es exacto, del Teorema 7.32 se sigue la existencia de una sucesion exacta
—_

0—-lim/y: > limS°r(4a,<¢t) 2 limA41 -0
—_ —_ —_

) a
SAL ). Por ultimo, es claro quf_l)i]h es isomorfo a un ideal de S*4 )

De (8.30) se sigue que Hgl A A4 v por (8.27) se obtiene que limS5* (4
— —

generado por los elementos de grado m enor oigual que ¢ Por el Teorema 7.32, 4
es una -pgg-T-algebra. O

Corolario 8.31: Sea R una k-dlgebra, T una R-dlgebra, M un R-modulo libre
finito generado y N un T -mddulo. Sea G un grupo algebraico linealmente semi-
simple sobre k dotado de una representacion fiel p : G* g» Autr mod(M ). Si N
es de presentacion finita 6 G es uno de los grupos algebraicos lineales semisim-
ples definidos sobre k (Sln, SOn, Spzn), entonces existe una inmersion localmente
cerrada candnica )

(o7 (

T 5P © SU41® -8 S,

1=|d|=d

CDM,N,G : Spec S'Y(MV ®  N)

con Ai = S{MV & N))CT, para cierto niimero natural d. Ademds, si G es cld-
sico, d depende de G pero no de N y en cualquier caso ®m,n,c es Autr (N )-
equivariante.
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Capitulo 8. EI Teorema de Nagata

Demostracion. ?i N es de presentacion finita entonces la 7-algebra de invariantes
st (e Ny
pgg-T-algebra (Proposicion 7.12), de donde se sigue la existencia de la inmersién
localmente cerrada (Teorema 7.44). Si G es un grupo clasico se concluye por el
Teorema 8.24 y el Teorema 7.44. Para proba la segunda parte del enunciado,
obsérvese que la accion natural de Autr(N) sobre N induce una accién natural

es de presentacion finita (Teorema 8.19) y por tanto es una

a: AutT(N) , AutR—élg—grad(S.T(MV ®RN))

De hecho, la accion inducida de Autr (V) sobre cada Si(MVgr N ) es compatible
con la accién de Gr (Lema D.9), luego a induce otra accién
( i
. G
ac: ALﬂ; , Aut?—a’lg—grad S] (MV ®r N) '

Ahora la Autr (N )-equivariancia de ®um,n,¢ es inmediata por el Teorema 7.44
observando que para cualquier subgrupo & se tiene que la inmersion construida
en el Teorema 7.44 es también H-equivaridnte. O
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9. Compactificacién del espacio de mdduli de
tibrados principales

En este capitulo final de la tesis se compactificara el espacio de mdduli de
fibrados principales con trivializacion formal Bun&, ¢ construido en el Teorema
4.42, entendiendo por compactificacion la inmersién del espacio de méduli en un
fibrado proyectivo. En lo sucesivo se supondra fijo el k-espacio vectorial 7, la curva
C, el grupo Gy la representacion fiel p : G- SI(V'). Por altimo, en relacién con
los trabajos realizados por A. H. W. Schmiit [Sch08] relativos a la construcciéon
del espacio de méduli de fibrados principales semi-estables, junto con los de T. L.
Goémez e I. Sols [GS01], se construira el espacio de moduli de los swamps de tipo
(a, b) con trivializacion formal.

9.1. Espacio de moduli de fibrados principales singulares

Como se explicéd en la primera parte de este trabajo, el Teorema de Serre 2.33
establece una correspondencia funtorial entre el grupoide de G-fibrados principales
sobre un esquema X'y el grupoide de G-reducciones. La equivalencia consistia en
asignar a cada fibrado principal P la pareja (Ep, sp ) siendo Ep el fibrado vectorial
correspondiente al GI(V)-fibrado principal (P X GI(V'))/G y

s: X - Isom(Vx, Ep XV )/G

un morfismo de X-esquemas. Dada una G-reduccién (E, s) se tiene el siguiente
diagrama conmutativo (consultese el Teorema 2.23)

Isom(Vx,E) — | Hom(Vx, E)

X ——Jom(rx ,E)/G—— |Hom(Vs,E)/G

La composicion del morfismo s con la inclusion natural de los cocientes da lugar
a un morfismo de X-esquemas

X - Hom(Vx, E)/G
que equivale a dar un morfismo de Ox-algebras
S*(V ® EV)% - Ox
Definicién 9.1. Un G-fibrado principal singular es una pareja (E,7) donde
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9.2. Compactificacion de Bun@, c

E es un fibrado vectorial sobre X de rango n, fibra tipo V' y determinante trivial
y 7 es un morfismo de Ox-algebras

7:S8°(V ®EY)% - Ox
Definicioén 9.2. Se define el funtor Sing &, ¢ como la hacificacién del funtor

Schy — Sets (9.3)
S1-{Etyl/~

donde
i) (E 7)es un G-fibrado principal singular sobre C XS
ii) w es una trivializacion formal de E a lo largo de p XS,

iii) y dos tuplas (E, 7, y), (EL 7], y!) son equivalentes si existe un isomorfismo
de fibrados vectoriales
fE E

tal que f"es compatible con y y ¢/, y con r y ¢!

Recuérdese que la pareja universal del espacio de méduli de fibrados vectoriales
de rango n sobre C equipados con una trivializacion formal y de determinante
trivial, UZ""™ (4.37), era denotada por (Eu , yu ), donde Ey es un haz localmente
libre de rango n y determinante trivial sobre C X [éw’mvy wU una trivializacién
formal de Ey. Ademas, se utilizé a lo largo del capitulo 4 la notacion

Auy=5S, _,. (W ®E5)(G (9.4)
e

donde Vu =V @« O oy ;. triv.
(@

Teorema 9.5: El funtor Sing &, c es representable por el esquema Spe@(L ). Se
verifica que BunG,c es un subesquema abierto de Singa,c.

Demostracién. La demostracion de la representabilidad es analoga a la dada en el
Teorema 4.42. Bun&, ¢ es un subesquema abierto puesto que por construccion es
el subesquema abierto de Spec(Au) donde la seccién dety no se anula. O

9.2. Compactificacién de Bung, c

En lo sucesivo sea G un grupo algebraico linealmente semisimple clasico dotado
de una representacion fiel p: G,— SI(V).

148



Capitulo 9. Compactificacion del espacio de méduli de fibrados principales

Teorema 9.6: Sea G un grupo algebraico linealmente semisimple cldsico (Sln, SOn, Sp2n)
sobre k dotado de una representacion fiel p : G*> SI(V'). Entonces se tiene de for-
ma candnica una inmersion

Bun& c,—»Sing&,c,»P & S A41®r---®rS At(
1 d1 dt

=l I=

d

- gi (c . o . iy
con 4.= SZD v (VU ®E)) ", donde la primera inclusion es una inmersion
CXUCCD, rv

abierta y densa y la segunda una inmersion localmnete cerrada. En particular,
Bun @&, c admite una realizacién como abierto denso del subesquema cerrado de un
fibrado proyectivo dado por Sing &, c = Proj(Au[T]).

Demostracién. La inmersion abierta densa es consecuencia del Teorema 9.5. Para
ver la segunda parte basta con restringirse al caso local. Como G es un grupo
clasico, Au es una d-pgg O wc,my—élgebra para un cierto d (Teorema 8.18) que
solo depende de la dimensiori’de 7. Por el Corolario 8.31, localmente se tiene para

todo esquema afin Spec(7’) = Spec(R) una inmersion localmente cerrada candnica

1
(or —P ® sd1A1®R---®RStht(
1=|d|=d

Oy E.g:Spec SY(V{ ®gEq)
con ;= S{V,Y ®rET)CT. O

En conclusion, para cualquier grupo G linealmente semisimple dotado de una
representacion fiel p : G—>SI(V') se tiene que Bun&, ¢ es un subesquema abierto
de Sing &, ¢, y si el grupo G es clasico, este tltimo espacio de méduli se sumerge
canonicamente en el espacio proyectivo

P ® S 41 ®r--- ®RStht(
1=|d|=d

9.3. El espacio de moduli de swamps

La presente seccidn estd dedicada a la construccién del espacio de méduli de
un tipo de objeto definido en [Sch08] y utilizado para el estudio de la estabilidad
de los fibrados principales, dotado de un dato adicional, esto es, una trivializaciéon
formal.

Definicién 9.7. Un swamp de tipo (n, a, b) sobre un k-esquema X es una pareja
(E, p), donde E es un Ox-moédulo localmente libre de rango n 'y

¢: (E®%®P - 0Ox

es un morfismo de Ox-mddulos.
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9.3. El espacio de méduli de swamps

Un morfismo de swamps (E, ) = (H, ¢!) de tipo (n, a, b) es un morfismo de
haces localmente libres /: E — H, de tal forma que el morfismo inducido por £,
(E®%®P - (H®%®P sea compatible con ¢ y ¢l

Fijado el grupo Gy la representacion p.G — SI(V), en [Sch08, pp.186] se prueba
que dado un G-fibrado principal singular (Definicion 9.1), (E, 7 ) sobre X, siempre
es posible asociarle un swamp E, ¢) de tipo (n, a, b), donde los enteros a y b solo
dependen del grupo y la representacion. De hecho, la anterior asignacién establece
una aplicacion inyectiva entre las clases de isomorfismos de G-fibrados principales
singulares sobre X, y las clases de isomorfismos de swamps de tipo (n, a, b) sobre
X ([Sch08, Prop. 2.4.3.2]). El objetivo de lo que sigue a continuacién es estudiar
la representabilidad del siguiente funtor.

Definicion 9.8. Se define el funtor SW%(%’” como la hacificacion del funtor

Schy — Sets (9.9)
S1-{E o, y}/~

donde
i) (E, ) es un swamp de tipo (a, b) sobre C XS
ii) w es una trivializacion formal de E alo largo de p X S,

iii) y dostuplas (E¢,y), ( % ¢, y!) son equivalentes si existe un isomorfismo de
fibrados vectoriales

fE E!
tal que /'es compatible con w y y!, y con ¢ y ¢l.

9.3.1. Representabilidad de SW (D

Se finaliza el capitulo con la representabilidad del haz SWZ(=b. De nuevo
recuérdese que la pareja universal del espacio de méduli ym’mv (4.37), era deno-

tada por (Eu, yu), donde Eu es un haz localmente libre de rango » y determinante

trivial sobre C X Uz”mv y wu una trivializacién formal de Ey. Sea wc el haz

dualizante de C, que existe por el Teorema [Kle80, Theorem 20], y dendtese por w
al pullback de wc por la proyeccién C X [} = C. Por la propiedad de cambio
de base del dualizante [K1e80, Prop. 9], w es el dualizante de C XU" A,
Teorema 9.10: El funtor SWZ (@b es representable por el k-esquema

Spec(S*(R'z«((E$)®” ®w))
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Capitulo 9. Compactificacion del espacio de méduli de fibrados principales

El isomorfismo

Hom(Spec(S* (R'z«((E®%)®? ®w)), —) —» SW=«(ab)
U G,C

de funtores se dard en la demostracion.

Demostracion. Sea S un k-esquema cualquiera, y sea
f:8 = Spec(S*(R'z+((Efp ) ®P ®w))

un morfismo. Mediante la composicién de los siguientes morfismos naturales

g

donde 72 es la proyeccion en el segundo factor, se obtiene un punto de [J = con
valores en S, es decir, un fibrado vectorial Es de rango n sobre C XSy determinante
trivial, junto con una trivializacion formal y de Es. El anterior fibrado vectorial
se obtiene haciendo el pullback de la pareja universal, Eu y yu, via el morfismo

1xg:CXS—CxU™™
Por otro lado, el morfismo
f:8 = Spec(S*(R'z+((Ef ) ®P ®w))
da lugar a un morfismo de Os-algebras
9 SYRT((EE)®P ®wexsys)) = Ocxs

que, por la propiedad universal del algebra simétrica viene determinado por un
morfismo de mddulos

R'7((ES)®? ®wcxsss) = Os

Ahora bien, como w¢ X,s es el dualizante de C S x> S, se verifica la dualidad
de orden 1 (Definicién [Kle80, Theorem 20]) y por tanto

® ®
Homo _ (R'7+((E$%)®? ®wexs/s). Os)  Homo, ((E)®? ®wexs/s. wexsys)
Como wcxsys es un haz de linea, se obtiene que
H E®a ®b ® H E®a ®b O
omo ., . ((E<™) WCxS/S, WCxS/S) omo ., (E<M)™" Ocxs)

de donde se concluye. O
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9.3. El espacio de méduli de swamps

Observacion 9.11. El 4lgebra S°( R # ((%a)eb ® @) es una 1-pgg algebra ya

que todos los generadores tienen grado 1 y no hay relaciones entre ellos. Esta
observacion permite aplicar de nuevo el Corolario 8.31 para asegurar la existencia

de una inmersion localmente cerrada de SWZ (&b en un espacio proyectivo, de

tal forma que el espacio de moduli SWZ (=) es un abierto denso de un cerrado
de un fibrado proyectivo.
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A. Teoria Geomeétrica de Invariantes

El presente apéndice esta dedicado a las definiciones y conceptos claves de la
Teoria Geométrica de Invariantes utilizados a lo largo de este trabajo. Las referen-
cias utilizadas en este apéndice son [MF82, SdS01]. En lo sucesivo k es un cuerpo
algebraicamente cerrado de caracteristica cero.

Sea G un grupo algebraico sobre k y sea X un k-esquema equipado con una
G-accion por la derecha o.

Definicién A.1. Una pareja (¥, 7) con Y un k-esquema y 7 : X— ¥ un morfismo
de k-esquemas es un cociente categorial de X por G si

(i) mes G-invariantey,

(ii) para toda pareja (Z ¢) como antes satisfaciendo (i), existe un tinico morfismo
&:Y > Ztal que ¢ =¢ oz, es decir, si se verifica que

Home(X, Z) = Hom(Y, Z)

donde Homg(X, Z) denota a la coleccion de morfismos G-invariantes de k-
esquemas de X en Z. Si un cociente categorial existe entonces este es tinico
salvo un Unico isomorfismo candnico.

Definicién A.2. Una pareja (¥, 7) con ¥ un k-esquema y 7 : ¥ Y un morfismo
de k-esquemas es un cociente geométrico de X por G

(i) 7 es G-invariante,
(ii) 7 es epiyectivo y laimagen del morfismo
(PLo): X Xk G2 XXy X
es X Xy X,

(iii) 7 es submersivo, es decir, un subconjunto L Y es abierto siy sélo si 77 (U)
es abierto,

(iv) el haz estructural de Y coincide con el subhaz de funciones G-invariantes de
7+(0x), es decir, Oy  7x(Ox)C.

Definicién A.3. Un cociente bueno para la accion de G en X es una pareja
(Y, m) conw: X = Y un morfismo de esquemas verificando que:
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A.1. Operador de Reynolds

(i) = es G-invariante;
(ii) = es afin y epiyectivo;
(iii) Oy = 7+(0Ox)S;

(iv) si Z1 y Z2 son cerrados estables por la accién de G y disjuntos, entonces
n(Z1) y n(Z2) son cerrados y disjuntos.

A este cociente también se le conoce como el cociente GIT. Se prueba que un
cociente geométrico no es mas que un cociente bueno que es también un espacio
de Orbitas.

Proposicion A.4: [MF82, Proposition 0.1 | Todo cociente bueno es un cociente
categorial.

Definiciéon A.5. Un cociente categorial X —¥ (resp. geométrico, resp. bueno) se
dice universal, si es estable por cambios de base, es decir, si para todo morfismo
de k-esquemas YL Y, el producto fibrado Xxy ¥ T es un cociente categorial
(resp. geométrico, resp. bueno).

A.1. Operador de Reynolds

La presente seccion esta dedicada al operador de Reynolds en el caso global,
se utiliza repetidamente en la segunda parte de la memoria. Sea 7 un k-médulo.

Definicion A.6. Se llama accion de G en V, 6 estructura de G-médulo en V a
cada morfismo de funtores

o : G - Auty—in(V)

La anterior condicion equivale a dar para cada k-algebra B una estructura de
G*(B)-méddulo en V & B.

Definiciéon A.7. Se llama G-moddulo a cada pareja (7, ¢) formada por un k-
moédulo 7'y una accidon de G en V. El G-médulo es finito cuando 7 es finito
generado. V es simple o irreducible cuando no tiene sub-G-moédulos no triviales.
Un morfismo de G-moédulos es un morfismo de k-mdédulos que conmuta con la
accion de G.

Definicion A.8. Dado un G-médulo V', se llamara G-submodulo de invarian-
tes al sub-G-modulo de ¥ formado por los elementos invariantes de ¥ por la
accion de G.

Definicién A.9. Un un grupo algebraico G = Spec(4) es linealmente semisim-
ple si todo G-médulo es semisimple, i.e, si es suma directa de mdédulos simples.
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Teorema A.10: [SAS01, Teo. 7.1]Un grupo G es linealmente semisimple si y s6lo
si el funtor tomar invariantes es exacto.

Definicién A.11. Sea G un grupo algebraico afin. Un operador de Reynolds
en G es un retracto funtorial de la inclusién de invariantes, es decir un funtor que
para cada G-mddulo M da lugar a un retracto R(M) : M = MG,

Teorema A.12: Un grupo es linealmente reductivo si y sélo si admite un operador
de Reynolds.

Teorema A.13: [SdSO1, Theorem 7.1, Theorem 7.2] Las siguientes condiciones
son equivalentes

(i) G es reductivo
(ii) existe un tinico operador de Reynolds para G,

(iii) el funtor tomar invariantes (—)°: G-moéd —» G-méd es exacto.

La existencia del operador de Reynolds permite la construccion de cocientes
categoriales para los esquemas afines.

Teorema A.14: [MF82, Theorem 1.1]Sea A una k-dlgebra, y sea G un grupo
algebraico reductivo actuando en X = Spec(4). Si n : X = Spec(4p» X/G =
Spec(A49) es el morfismo inducido por la inclusion natural AG— A, entonces
(X//G, ©) es un cociente universalmente bueno para la accion de G.

A.1.1. Caso global

Definicién A.15. Sean X un esquema, G un grupo algebraico actuando en X
trivialmente, y F un haz de Ox -moédulos cuasi-coherente. Dar una estructura de
G-modulo en F es dar para cada abierto U de X una estructura de G*(U)-mddulo
en F(U) compatible con los morfismos de restriccion.

Teorema A.16: Si G actua trivialmente en un esquema X, yF es un x -
modulo cuasi-coherente con una estructura de G-modulo, entonces se tiene una
accion natural inducida de G en el espacio afin asociado a F, es decir, de G en
Spec(S* v

pec(Sy,  FY).

Demostracion. Por la propiedad universal de los morfismos afines se tiene para
cada X esquema f: T — X que

Homx (7, Spec($; FY)) Homox-ag(§5  FV./+O01).

La estructura de G-médulo de partida enF induce de modo canoénico una
estructura de G-modulo en S* FV. Se concluye la demostracion. O

157



A.1. Operador de Reynolds

Definicién A.17. Sea QCoha( x0) la categoria de xOmoddulos cuasi-coherentes
dotados de una accién de G. Se define el funtor tomar invariantes como:

(—)¢: QCoha(Ox) = QCoh(Ox), F1-F¢ (A.18)
donde F € esta definido en cada abierto U de X como
(FONU) = (FU)°

Definicion A.19. Sea G un grupo algebraico actuando trivialmente en un esque-
ma X. Sea F € QCohg(Ox ). Un operador de Reynolds para F es un morfismo
de Ox -médulos R : F = F S que es un retracto para la inclusién de invariantes.
Se verifica que R*=R.

Teorema A.20: Sea G un grupo algebraico reductivo actuando trivialmente sobre
un k-esquema X. Para cada F € QCoha(Ox ) se tiene un operador de Reynolds
R : F = FG. El operador de Reynolds es tinico.

Demostracién. Sea FQECohg( x ). Para cada abierto U de X se tiene, por el
Teorema A.13, un tnico operador de Reynolds

R(U):F(U) = (F(U))°

que es compatible con los morfismos de restriccion debido a la unicidad. Se tiene
por tanto que los operadores de Reynolds R(U) extienden a un morfismo deOx -
mddulos F — 9 que es un retracto de la inclusion de invariantes. La unicidad es
inmediat&"por construccién. O

La existencia y unicidad del operador de Reynolds en el caso global (Teorema
A.20), junto con la observacion de que la condicién de ser un cociente bueno es
una cuestion local en la base, permiten dar la siguiente generalizacién del Teorema
A.14, cuya demostracion es ahora inmediata.

Teorema A.21: Sea G un grupo algebraico reductivo actuando trivialmente en
un k-esquema X, y sea A una Ox -dlgebra quasi-coherente con estructura de G-
médulo. El morfismo Spec(A) = Spec(A©) inducido por la inclusion de los inva-
riantes A9 ,— A es un cociente universalmente bueno.

A.1.2. Estabilidad

Sea E un Ox -modulo localmente libre de rango r. Por simplicidad en la ex-
psicion, denodtese por 7: V(E ) = X al fibrado vectorial asociado a E, este es,
Spec(S*(EY)).
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Definicién A.22. Una seccion geométrica de V(E ) — X es un morfismo de
esquemas s : X = V(E) satisfaciendo que 7 ° s=Idx. Al grupo de secciones se
denotara por I'(X, V(E )). Es inmediato que se tiene una biyeccién HO(X, E )
I'(X, V(E)).

Definicion A.23. Una G-linealizacion en V( f es dar una G-accion o en V( )
compatible con la G-accién ¢ en X. Dicho de otro modo, si el siguiente cuadrado
es conmutativo

VE)XG = |V(E)
nXIdg T
XXG—2—IXx

Teorema A.24: Dar una G-linealizacion en V(E) equivale a dar un isomorfismo
de Ocxx-médulos

®:0*E p+E

donde p1: X XG — X es la proyeccion en el primer factor, tal que se verifica la
condicion de cociclo, es decir, si el siguiente diagrama es conmutativo

*

(0° (0 °1d0)*E @110 © | (0 op12)*E
(Im\ %
(p1°pr)* E

donde m es la multiplicacion definida en G, y p12: XX G ><G - X Gesla
proyeccion en los dos primeros términos.

Demostracion. Estandar. Constltese por ejemplo [CG10, 3.17]. O

De la G-linealizacién @ sobre E se obtiene una co-accion €pde G en H(X, )
dada por la composicion de los siguientes morfismos E

HO(X,E) —= | HO(X X G, 0*E) _® | H(X xG,p*,E) HY(G, Oc) 8 H'(X,E)

siendo el tltimo isomorfismo viene dado por la férmula de Kunneth [Kem80, Theo-
rem 14].

Definicion A.25. Sea E un haz localmente libre dotado de una G-linealizacion
®. Una secciogps € H(X, E') es G-invariante (con respecto la G-linealizacion con-
siderada) si o(s) =1 ®s.

Equivalen temente,seaX: () G ( ) una G-linealizacion. Una seccidon
geométrica T( V( ))esV Ex —-VE
s€ X E G-invariante (con respecto la linealizaciéon conside-
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A.1. Operador de Reynolds

rada), si para todo g € G se verifica que
s9=2(=,g)°s°0(—,g7")=s

Definiciéon A.26. Sea L un haz de linea dotado de una G-linealizacién y sea
x € X un punto cerrado.

» x es semi-estable con respecto L, si existe un natural » y una seccién
s € HY(X, LM %invariante tal que el conjunto Xs:= {y € X:s(y) /=0} es un
abierto afin y x € X.

» x es estable con respecto Isi es semi-estable, la accion de G en Xs es
cerrada, y el grupo de isotropia de x es finito.

Se denotard por Xs( I) al conjunto de puntos semi-estables de X con respecto
a la G-linealizacion del, Analogamente, se denotara por X5( ) al conjunto de
puntos estables con respecto a la G-linealizaciéon de L. Las nociones introducidas
de linealizaciones y estabilidad permiten la construccién de cocientes en geometria
algebraica cuando un grupo algebraico reductivo acttia en X.

Teorema A.27: [MF82, Theorem 1.10] Sea G un grupo algebraico reductivo ac-
tuando en k-esquema X. Sea Lun haz de linea dotado de una G-linealizacion en
X

a) Existe un cociente bueno universal (por ser k de caracteristica 0) para la
accion de G

7 Xss(L) — Xss(L)/G.
Ademds, el morfismo = es afin y existe un haz de linea amplio M en X5S(L)//G

tal que 7r*M=L°|3;SS(L) para un natural n. En particular, Xss(L)//G es un

esquema cuasi-proyectivo.

b) Existe un abierto X4 )//G de Xss(. )//G tal que x~ /(XS )//G)=X5( ),
y la restriccion: I

TT|Xxs(L) : XS(L) e XS(L)//G

es un cociente geométrico universal (por ser k de caracteristica 0) para la
accion de G.
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B. Esquemas formales

En este apéndice se recopilan las definiciones y resultados basicos sobre esque-

mas formales que han sido utilizados en el capitulo 3. La referencia a seguir es
[Gro71, 1.10].

Definicién B.1. Sea 4 un anillo topoldgico.

» A4 se dice linealmente topoldgico si existe un sistema fundamental de
entornos del cero formado por ideales.

= Si 4 es linealmente topoldgico, un ideal £ 4 se dice que es un ideal de
definicion si / es abierto y para todo entorno ¥ del 0 existe un n > 0 tal
que I" C A. Si existe un ideal de definicion se dice que 4 es preadmisible.

= Un anillo 4 linealmente topologico se dice admisible si existe un ideal de
definicion y 4 es separado y completo.

Proposicion B.2: [Gro71, 0.7.1.5] Sea A un anillo linealmente topoldgico e I un
ideal de definicién, entonces todo ideal primo abierto contiene a I.

Definicién B.3. Sea 4 un anillo linealmente topoldgico admisible e £ 4 un
ideal de definicion tal que {/" ) 2 es un sistema fundamental de entornos del
cero de una topologia de Hausdorff completa. Se define el espectro formal de 4
con respecto I como el espacio anillado (Spf(4), Osptca)) donde

Spf(4) := lim Spec(4/I")
—_

n

siendo los morfismos del sistema inductivo los dados por las inmersiones cerradas
de esquemas afines

On : Spec(4/1™) ,— Spec(4/1™) (B.4)

y donde el limite se toma en la categoria de espacios anillados topoldgicos; el haz
de anillos topoldgicos Ospea) se define como

OSpf(A) = 1(£n OSpec(A/I")
n

Obsérvese que el espectro formal tiene la propiedad universal del limite inductivo.

Observacion B.5. Obsérvese en primer lugar que para todo n = 1, los esquemas
afines Spec(4/I") tienen el mismo espacio topoldgico subyacente, y por la Propo-
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sicién B.2, el espacio topoldgico Spec(4/]) no depende del ideal de definiciéon /
considerado.

Dados dos anillos linealmente topoldgicos admisibles, 4 y B, se tiene que todo
morfismo continuo 4— B induce un morfismo Spec(B) Spec(4) de tal modo
que la imagen de Spf(B) esta contenida en Spf(4); y otro morfismo de haces de
anillos topoldgicos entre los haces correspondientes. Se tiene por tanto definido un
morfismo de espacios anillados

(Spf(B), Ospin) — (Spf(4), Ospra)
Definicion B.6. Los morfismos de esquemas formales

(Spf(B), Ospin) — (Spf(4), Ospra)
se definen como los morfismos continuos de 4 en B.

Teorema B.7: Sea A un anillo cualquiera. A admite una estructura de anillo
linealmente topoldgico admisible considerando en A la topologia discreta y como
ideal de definicion el (0). De este modo la categoria de anillos es una subcategoria
fiel de la categoria de anillos linealmente topoldgicos admisibles. Equivalentemente,
la categoria de esquemas afines es una subcategoria fiel de la categoria de esquemas
formales afines de modo candnico.

Sea 4 un anillo linealmente topoldgico completo y B, Bl dos 4-algebras li-
nealmente topoldgicas. Los ideales Im(® a /') + Im(B® a /) donde 7 (resp. I)
recorren los entornos abiertos de B (resp. Bl) inducen en B®a B! una estruc-
tura de A-algebra linealmente topolégica. El completado del producto tensorial
B ®B! se denotara por B £B!. Si ademads, 4, B y B! son admisibles, entonces
el producto tensorial completado B4 B! también tiene estructura de 4-4lgebra
linealmente topoldgica admisible ([Gro71, Prop. 0.7.7.7]).

Teorema B.8: [Gro71, 1.10.7] El producto fibrado en la categoria de esquemas
formales afines existe. Dado un anillo A linealmente topoldgico admisible, y dos
A-dlgebras B y B! linealmente topolégicas admisibles, el producto fibrado viene
dado por

Spf(B®aB!) = Spf(B) Xspta) Spf(BL)

Observacion B.9. Todas las propiedades formales del producto fibrado de es-
quema [Gro71, 1.3.3] se siguen verificando para el producto fibrado de esquemas
formales afines (consultese [Gro71, 1.10.7]).

En la siguiente definicion por espacio topologicamente anillado entiéndase un
espacio anillado de manera que el haz de anillos valora en la categoria de anillos
linealmente topoldgicos.
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Apéndice B. Esquemas formales

Definicién B.10. Un espacio topoldgicamente anillado se dice que es un esque-
ma formal si todo punto tiene un entorno abierto isomorfo a un esquema formal
afin.

Un morfismo entre esquemas formales es un morfismo de espacios topo-
légicamente anillados de modo que el morfismo entre los haces de anillos es local.
(Esta definicion generaliza la de morfismo entre esquemas formales afines [Gro71,
1.10.2.2]).

Al igual que en el caso local, es sencillo probar que todo esquema tiene un
esquema formal asociado de modo canénico, y que la categoria de esquemas es
una subcategoria fiel de la categoria de esquemas formales. El siguiente resultado
permite la construcciéon de ciertos limites inductivos de esquemas.

Definicion B.11. Sea X un esquema formal. Un ideal de definicion de X es un
haz de ideales I C Ox tal que para todo abierto afin U = Spf(4) C X, se tiene que
I u es el hacificado de un ideal de definicion J de 4.

Definicién B.12. Sea X % un morfismo de esquemas formales. El morfismo f°
se dice que es un morfismo quasi-adico si /*(K)OxC J donde es un ideal
de definicién de Y, y fes un ideal de definicion de X. Si se verifica la igualdad se
dice que el morfismo es adico.

Teorema B.13: [Gro71, 1.10.6.3] Sea X un espacio topolégico y sea { O;, uij}ijen
un sistema proyectivo de haces de anillos sobre X. Sea Ji el niicleo del morfismo
ua : Oi— 01 Supdngase que

i) El espacio anillado (X, Oi) es un esquema.

ii) Para todo x € X existe un i y un entorno abierto Uide x tal quefies
nilpotente.

ii1) Los morfismos uij son epiyectivos.

Sea Ox el haz de anillos topoldgicos dado por el limite proyectivo de los O, y
se ui:Ox — Oiel morfismo candnico. Entonces

a) (X, Ox) es un esquema formal, que junto con los morfismos candnicos
(X, 0) - (X, 0x)

es el limite inductivo en la categoria de esquemas formales del sistema in-
ductivo {(X, O)), ui}.

b) Para todo i, los morfismos ui son epiyectivos.

¢) Los ideales Ker(ui) son ideales de definicion de X, y se verifica que Ker(u1) =
limj .
——
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Sean X y Y dos esquemas formales con J y K dos ideales de definicion respec-
tivamente. Supdngase que f: X = Y es un morfismo quasi-adico, en el sentido de
que f*(K)Ox C_J . Entonces, para todo entero positivo n se tiene que

S KHOx = ((K)Ox)" < J "

Por el Teorema [Gro71, 10.5.6], f'se obtiene como el limite inductivo de un sistema
inductivo de morfismos de esquemas fn : Xn = Ynsiendo X»n = (X, Ox/J ™) e
Yn= (Y, Ov/K™1), es decir, los morfismos f» satisfacen que los cuadrados

X Ix,
fm fn
Yo 1y,

son conmutativos para todo m < n.

Reciprocamente, dados dos sistemas inductivos de esquemas (Xn) y (¥n), sa-
tisfaciendo las condiciones del Teorema B.13, considérense los esquemas formales
asociados, X y Y respectivamente. Por definicién del limite inductivo, toda sistema
inductivo de morfismos (fn : Xn ¥») induce un morfismo de esquemas formales
S X ¥ que se define como el tinico morfismo de esquemas formales que hace
los diagramas

X, IX
Jn Vi
) A b 4

conmutativos.

Proposicion B.14: [Gro71, Proposition 10.6.9] Sean X, Y dos esquemas formales
localmente noetherianos] (resp. ) un ideal de definicion de X (resp. un ideal de
definicion de Y). La correspondencia f'1 (fn) definida anteriormente, establece
una biyeccion entre el conjunto de morfismos de esquemas formales f: %Y sa-
tisfaciendo que f* K YOx C_Jy el conjunto de morfismos (fn : Xr> Yn) haciendo
los diagramas

X Ix,
fm fn
Yoy,

conmutativos.

Lema B.15: Sea G =Spec(4) con A una k-dlgebra cualquiera. Si G es un objeto
grupo en la categoria de k-esquemas, esto es, si el funtor de puntos de G valora
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Apéndice B. Esquemas formales

en la categoria de grupos, entonces, G como esquema formal considerando en A
la topologia discreta es un objeto grupo en la categoria de esquemas formales.

Demostracion. El enunciado es cierto si para todo esquema formal X, se verifica
que el conjunto
G'(X) = Homesq—form(X, G)

tiene estructura de grupo. Por la propiedad universal de los esquemas formales
afines [Gro71, 10.4.6], se tiene que

Homesq—fonn(X, G) = HOmk—cont(k[G], T(X, OX))

Como k[G] tiene la topologia discreta, cualquier morfismo de k-algebras es conti-
nuo, luego

Homy—cont(k[G], T'(X, Ox)) = Homk(k[G], T'(X, Ox))
y como G era un objeto grupo en la categoria de esquemas se tiene que
Homu(k[G], I'(X, Ox)) = Hom(Spec(I'(X, Ox)), G)
tiene estructura de grupo. O

Definicién B.16. Sea G un grupo algebraico sobre k y X un esquema formal
sobre Spf(k). Dar una G-accion en X es dar para cada esquema formal T una
G*(T)-acciéon en X*(T).
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C.1.

C. La Grassmanniana Infinita

En este apéndice se construira la Grassmanniana infinita algebraica utilizada
a lo largo de esta memoria, asi como alguna de sus propiedades mas relevantes.
Todo lo dicho aqui puede encontrarse en [AV96, PM98a] y en [AVMPPM96].

Subespacios conmensurables

Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo k.

Definicién C.1. Dados 4 y B dos subespacios de ¥, se dice que son conmen-
surables , y se denotara por 4~B, cuando (4 + B)/(A B) sea un k-espacio
vectorial de dimensidn finita.

Observacion C.2. La anterior definicién equivale a la existencia de subespacios
Fi1y F2de V', de dimensidn finita, verificando la férmula: A® F1=B & F>.

Sea V un k-espacio vectorial topoldgico con una base de entornos B. Si S es
un k-esquema, el Os-mddulo Vs := V ®, Os tiene una topologia natural; ésta es,
la definida por la base de entornos {4s: 4 € B}.

Definicién C.3. Dado un k-espacio vectorial, la topologia discreta es la defini-
da por los subespacios vectoriales de dimension finita como una base de entornos
del (0). Se llamara topologia codiscreta a la definida por los subespacios de
codimensidn finita como base de entornos del (0).

Observacion C.4. A partir de ahora se fija un k-espacio vectorial topoldgico V,
y una base de entornos del (0) dada por un conjunto de subespacios B tal que:

i) La topologia es separada, y V' es completo.
ii) Dados 4, B € B, se tiene que 4 ~ B.
iif) Dados 4, B € B, se tiene que ANB y A+ B pertenecen a B.

iv) Dado 4 € B, la base de la topologia inducida en el cociente ¥/4 contiene a
la topologia discreta.

Definicién C.5. Dado un submodulo o un cociente de un Os-moédulo topologico
V' con una base de entornos del (0), B, se define su completacion como la
asociada a la base de entornos inducida por B. El submodulo se dira completo si
el morfismo en su completacion es isomorfismo.
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C.2. El funtor Gr(V)

Observacion C.6. La completacion de un subespacio vectorial 4 de V' es

= lim 4/(4NB).
BeB

Anélogamente, para un sub-Os-mddulo 4 C Vs y un morfismo de k-esquemas
T - §, se define su completacion relativa a 7 como

A4r = ljm ((4/4 NBr)).
BeEB

Dado un subespacio 4 C V' y un k-esquema S, el morfismo canénico
(¥ —1=

P oo S
no es necesariamente un isomorfismo. Si por ejemplo S es el espectro de una k-
algebra finita, entonces el anterior morfismo es isomorfismo.

Ejemplo C.7. Sea k un cuerpo.

1. Sea V un k-espacio vectorial, y B el conjunto de todos los subespacios de
dimension finita. Entonces se verifican todas las condiciones de la observacion
anterior.

2. Sea V= k((f)) y Bel conjunto de todos los subespacios conmnensurables
con I+ =Xk][[7]]. Se verifican todas las condiciones excepto la completitud.

3. Sea V =k((t)) y B el conjunto de todos los subespacios conmensurables con
el subespacio I+ = k[[¢]] tales que contienen a "k[[¢]] para algtin entero x.
Entonces se verifican todas las condiciones.

4. Sea V'=Kk((¢)) y B= {K[[tf]] : n E.Se cumplen de nuevo todas las con-
diciones. }

C.2. El funtor Gr(V)

El objetivo de esta seccion es construir un k-esquema, que se llamara Grass-
manniana de V/, cuyos puntos racionales han de clasificar lo que se conoce por
subespacios discretos de V', es decir, el conjunto

}
L CVtalesque LNA y V/L+4 son de dimension finita paraun 4 € B .

Se definira el funtor de puntos y se probara que es representable.

Definicion C.8. Dados L &y 4 ICse dice que la pareja (L, 4) cumple la
condicion (x) (6 que 4 es un suplementario relativo de interseccion localmente
libre finita de L) si se verifica que
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Apéndice C. La Grassmanniana Infinita

» Bs/(fs+L1)=0,
= A NL es localmente libre de tipo finito.
Definiciéon C.9. Dada la pareja (¥, B) se define el funtor
Gr(V) : Schi — Sets
que asigna a cada k-esquema S el conjunto

{ sub-Os-médulos de ¥s cuasi-coherentes tales que para cadas € §
Gr(V )(S se tiene que Ly C ik(s) y existe un entorno U y un 4 € B tales

que WU/(L +8)=0 y LNy es localmente libre de tipo finito.

Teorema C.10: [AVMPPM96, Theorem 2.13] EI funtor Gr(V') es representable
por un esquema separado.
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D. Mobdulos de Schur

El presente apéndice esta dedicado a los mddulos de Schur utilizados en los
capitulos 7 y 8 de esta memoria. Siguiendo el articulo [AB82] y el libro [Pro07,
Chp. 9, §2], se comenzara con la definicidn de estos objetos asi como algunas de
sus propiedades. Posteriormente se demostraran nuevos resultados orientados a los
objetivos de la Parte II de esta memoria.

Definiciéon D.1. Sea p € N un nimero natural. Una particién de p de longitud
g es una coleccion de nameros naturales 1= (1,..., 1q) con

Mzle=-=24¢g>0

y satisfaciendo que

=1
Dada una particion A1 = (11,...,4q), se define su particiéon traspuesta u =
(u1, ..., uy) mediante la siguiente formula

ui=#{lizj:1=si<q}

Sea R un anillo conmutativo, M un R-mddulo libre, p 21 una particion
=(41,...,4q) de p. Denotese por u = (us,. ..,,ut) ala part1c1on raspuesta. Los
morflsmos canonicos de R-modulos au,: |, M~ T M danlugar al morfismo

AN AN
au=®sauy,: M®...® M, > Tu1M®"' ®TmM=TpM'

Por otro lado, a través de los operadores de simetrizacidn, se tiene el siguiente
morfismo candnico de R-mdodulos
sA: TPM=TAM®.. @ TMM ——> SAM®... ® SAM

Definicion D.2. El médulo de Schur (o médulo de Weil) asociado a los datos
(M, 2) se define como la imagen del morfismo ea :=sa ° ay, y sera denotado por
SAM

Observacion D.3. Por convenio, la tinica particiéon de p =0 sera denotada por
(0) y se define como S©OR=R.
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La siguiente proposicion recoge las propiedades basicas de los modulos de Schur.
Proposicion D.4: Los médulos de Schur satisfacen las siquientes propiedades

(i) Si A es la particion que consiste en una tinica columna de longitud p, A=
(1, 2., 1), entonces M= " M.

(ii) Si A= (p), entonces S*M =SrM; en particular, S®R=R.
R R
(iii) Si M es un R-médulo libre de rango m, entonces S£M= 0 para todo A de
longitud mayor que m, ht(1) > m.
(iv) SER=0 para todo 1/=(0), (p).
(v) El médulo de Schur StM puede ser definido para un R-médulo arbitrario.

(vi) La construccion del médulo de Schur SéM es compatible con cambios de
base del anillo R.

(vii) La construccién del médulo de Schur SEM es funtorial en M.

(viii) SM es libre si M es libre.

Demostracion. Las demostraciones pueden ser encontradas en el tratamiento rea-
lizado en [AB82] y [Wey03]. O

Observacion D.5. De las propiedades anteriores se sigue, que si X es un k-
esquema y E es un Ox-mddulo quasi-coherente, entonces SAOXE esta bien definido.

Por motivos de simplicidad en la exposicién, cuando el anillo base sea claro y
no se produzca confusion, se escribira S*M . En lo sucesivo se supondra que los
anillos considerados son algebras conmutativas sobre un cuerpo k de caracteristica
cero . El siguiente resultado, que se trata de una generalizacion de la formula de
Cauchy, sera esencial para los objetivos perseguidos en la segunda parte de esta
memoria.

Teorema D.6 (The Standard Basis Theorem, [AB82, Theorem III.1.4]): Sea R
un anillo conmutativo de caracteristica cero y M, N dos R-mddulos libres finito
generados. Entonces, existe un isomorfismo

SK(M ®r N) SAM ®RSAN . (D.7)
|A|=k

de GI(M) X GI(N) mddulos.

Merece la pena observar que debido a que §*M = 0 para ht(1) > rk M, la
suma directa en (D.7) recorre aquellas particiones A con ht(x min(m, n). Esta
observacion sigue siendo valida en los resultados siguientes.
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Avpéndice D. Moddulos de Schur

Lema D.8: Sean R y R! dos k-dlgebras conmutativas de caracteristica cero, R —
RI un morfismo de k-dlgebras, y M un R-médulo libre finito generado. Ademds,

sea G un grupo algebraico lineal semisimple sobre k dotado de una representacion
fiel p: G* p,— Gl(M). Entonces, existe un isomorfismo

SA (M ®g RI)(GR

(SAM)CR @ R

Demostracion. Dendtese por R al operador de Reynolds correspondiente a la ac-
cién de Gr en SAM . Recuérdese que R, que es tnico por ser G reductivo, puede
ser definido como un retracto de la inclusién natural i : {S*M)R - SAM.

Por otro lado, obsérvese que la composiciéoni°R: %AM - SW es un mor-
fismo de R-mddulos Gr-equivariante. El operador de Reynolds es compatible con
cambios de base, luegR @l es el operador de Reynolds de (§*M) r RL Te-
niendo en cuenta que tomar invariantes es exacto por ser Gr reductivo; y que los
modulos de Schur son compatibles con cambios de base (Proposicién D.4 vi), se
sigue que

SL (M ®RR1)(GR =Im((i®1)°(R®1)) Im(i°R)®1=(SAM)R® R..
O

Lema D.9: Sean R y R! dos k-dlgebras conmutativas de caracteristica cero, R —
RI un morfismo de k-dlgebras, M un R-mddulo libre finito generado y N un RI-
mddulo libre finito generado. Entonces, para cada k € N, existe un isomorfismo

(GR (GR

Sk (M ® xN) SAM

|Al=k

® SAN. (D.10)

Si NT es un submddulo libre finito generado de N se verifica que

(GR (GR‘

SAM “R® L SLN NS; (M ®; N) = SpM RSk M (D.11)

Demostracion. El TeoremaD.6 implica que

K (c
SrR(M ®rN

N

G
Sh(M®rR)®r SHN
|A|=k

Observando que el anterior isomorfismo es un isomorfismo de GL(Mr R!) x
GL(N)-modulos, que Gracttia en M, que Gr actiia en N de modo trivial, y que
S% N es un RI-module libre finito generado (Proposicion D.4 viii) ), se tiene que
el término de la derecha de la anterior igualdad es isomorfo a

G,
sh (M ®rRT T~ ®rSkN
A=k °

173



Aplicando D.8, se obtiene (D.10). Finalmente, la ecuacién (D.11) is una generali-
zacion inmediata de [Pro07, Chap. 6, Eq. 6.3.3]. O

Lema D.12: Sea M un k-espacio vectorial de dimension m y G un grupo algebrai-

co lineal semisimple sobre k junto con una representacion fiel p : G* 5> SL(M ).

Entonces, para n > m, el anillo de invarianteS( @‘(M“’”) G estd generado, ba-

jo la accién de G1(k®™), por los invariantes de m copias de M; es decir, por
siuem' .

demds, eic(z}ste una constante d, dependiendo de M, G y p pero no de n, tal

que Sl:(Me") estd generado por sus componentes de grado menor o igual que

d.

Demostracion. La primera parte es [Pro07, Chap. 11, Thm 1]. En cuanto a la cota,
basta con observar que la accion de Gl(k®") preserva el grado de los elementos de

(c

(SAM° 7 ® shkem). O
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