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Introducción 

 
En el ámbito de estudio de la matemática, los problemas de clasificación adquie- 

ren una relevancia especial, pues es a través de la resolución de los mismos cuando 
se es posible llegar a un entendimiento profundo de los objetos considerados. En la 
presente tesis doctoral, los objetos a clasificar serán fibrados principales sobre una 
curva algebraica, lisa y proyectiva. La ubicuidad de los fibrados principales no solo 
en cuestiones matemáticas, si no también físicas, colocan a este tipo de objetos 
en un lugar privilegiado. En esta memoria se aborda el problema de clasificación, 
o mejor dicho, problema de móduli, desde un punto de vista algebro-geométrico, 
esto es, mediante el estudio de la representabilidad de un funtor de la categoría 
de esquemas en la categoría de conjuntos. La distinción esencial entre problema 
de clasificación y problema de móduli es que mientra que el primero aborda una 
caracterización conjuntística de las clases de equivalencia de los objetos conside- 
rados, el segundo se centra en la construcción de un espacio donde cada punto se 
identifica con una clase de equivalencia de los objetos de interés. 

 
El punto de partida del desarrollo histórico de los problemas de clasificación de 

fibrados sobre curvas algebraicas se encuentra a finales de la década de 1950, en 
los artículos de A. Grothendieck [Gro57] y M. F. Atiyah [Ati57], centrados en la 
caracterización de los fibrados vectoriales sobre P1 y sobre las curvas elípticas res- 
pectivamente. No obstante, no es hasta 1963, que Mumford en [Mum63] introduce 
la noción de fibrado vectorial estable y dota al conjunto de clase de isomorfismos 
de fibrados vectoriales estables sobre una curva alebraica lisa y proyectiva de ge- 
nero g 2 de estructura de variedad algebraica quasi-proyectiva. Dos años más 
tarde, se publica el libro Geometric Invariant Theory [MF82], en el cual, desde 
el punto de vista de la teoría de esquemas, se proponen técnicas para abordar 
la construcción de espacios de móduli introduciendo la noción de estabilidad. En 
1967, C. S. Seshadri [Ses67] construye una compactificación natural del espacio 
de móduli descrito por Mumford, caracterizando los puntos de la frontera como 
fibrados semiestables. El problema de móduli, sustituyendo la curva por una su- 
perficie es abordado por D. Giesecker [Gie77], mientras que el caso de una variedad 
proyectiva lisa n-dimensional es estudiado por M. Maruyama [Mar77a, Mar77b], 
y C. Simpson [Sim94]. 

 
El lector puede preguntarse por qué, a la hora de abordar un problema de mó- 

duli, los anterior autores restringen su estudio a los objetos estables y semiestables. 
La respuesta, de forma poco precisa, es que debido a la existencia de automorfismos 
no triviales de los objetos considerados, el funtor de móduli asociado al problema 
no es representable. Debido a esto, surgen tres opciones distintas. 
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Restringir el estudio a los objetos estables y semiestables, y utilizar la Teoría 
Geométrica de Invariantes. 

Añadir un dato extra, conocido como dato de rigidificación, de tal manera 
que los nuevos objetos no tengan automorfismos no triviales. 

Utilizar la teoría de stacks. 

Es bien conocido que dado un esquema X, se tiene una equivalencia catego- 
rial entre el grupoide de fibrados vectoriales de rango n sobre X y el grupoide de 
Gl(n)-fibrados principales sobre X, por lo que los problemas de clasificación de 
Gl(n)-fibrados principales sobre X se traducen esencialmente a los problemas de 
clasificación de fibrados vectoriales de rango n sobre X. Ahora, de modo general, 
dado un subgrupo G de Gl(n), uno puede preguntarse si un G-fibrado principal 
sobre X tiene una interpretación análoga a la dada anteriormente, es decir, si 
existe una descripción en términos de fibrados vectoriales con datos extras de los 
G-fibrados principales sobre X. 

 
En el artículo seminal de 1955 de J. P. Serre [Ser55], se da un primer paso en 

esa dirección. En dicho artículo se prueba que dado un grupo lineal G y un sub- 
grupo cerrado de este H G, se tiene una asignación biyectiva entre el conjunto 
de H-fibrados principales y el conjunto de G-fibrados principales dotados de un 
cierto morfismo llamado H-reducción. En su tesis doctoral, A. Ramanathan cons- 
truye el espacio de móduli de G-fibrados semiestables sobre una curva algebraica 
lisa [Ram96a, Ram96b]. Posteriormente, en 2002, A.H.W Schmitt [Sch02] prueba 
que considerando un grupo lineal semisimple G dotado de una representación fiel 
ρ : G , Sl(n), dar un G-fibrado principal equivale a dar un fibrado vectorial de 
rango n y determinante trivial, y cierto morfismo de álgebras. En dicho artículo, 
el autor construye un espacio de móduli compacto para los fibrados principales 
δ-semiestables sobre variedades algebraicas proyectivas lisas finito dimensionales, 
siendo dicho espacio de móduli independiente de la representación. De hecho, cuan- 
do el autor restringe el estudio al caso de curvas, se recupera el espacio de móduli 
de Ramanathan anteriormente citado. En la construcción de A. H. W. de Schmitt 
aparecen de modo natural los denominados campos tensoriales introducidos por T. 
L. Gómez e I. Sols en [GS01]. Además, T.L Gómez e I. Sols introducen en [GS02] 
la noción de haces G-principales, generalizando la definición de Ramanathan de 
G-fibrado principal semiestable a dimensiones superiores y construyendo un es- 
pacio de móduli proyectivo para estos objetos. Conviene resaltar aquí, que T. L. 
Gómez, A. Langer, A. H. W. Schmitt, e I. Sols construyen en [GLSS08] un espacio 
de móduli para fibrados principales sobre variedades proyectivas definidas sobre 
un cuerpo algebraicamente cerrado de característica positiva. 

 
Aunque el problema de móduli de G-fibrados principales tiene importancia 

per se, es conveniente destacar algunas de sus aplicaciones más conocidas. Desde 
el punto de vista físico, en los artículos [FMW98, FM00, FM18] se relaciona la 
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construcción del espacio de móduli de G-fibrados principales sobre curvas elípticas 
con la dualidad existente entre la teoría de cuerdas heteróticas y la teoría F . Por 
otro lado, desde un punto de vista más matemático, la construcción de bloques 
conformes [Bea18], así como la definición de los invariantes de Gromov-Witten en 
variedades cociente [CFBD14], justifican la necesidad de estudiar el espacio de mó- 
duli de fibrados principales. Es más, el stack de fibrados principales aparece como 
el ingrediente esencial en la formulación de la conjetura de Langlands Geométrica 
[Lau87, Fre07]. 

 
El punto de inicio de la presente tesis doctoral es abordar el problema de módu- 

li de fibrados principales sobre curvas algebraicas desde un punto de vista distinto 
al dado por los autores anteriormente mencionados. Rigidificaremos el problema 
de clasificación añadiendo a los fibrados principales un dato extra que se deno- 
minará trivialización formal, y además, no se impondrá ninguna condición en la 
categoría de k-esquemas, es decir, no se asumirán las hipótesis de noetherianidad, 
quasi-compacidad y quasi-separabilidad. La motivación detrás de la anterior deci- 
sión se fundamenta en la existencia de un esquema infinito dimensional conocido 
como Grassmanniana infinita [ÁV96, PM98b], que aparece, de modo natural en el 
estudio de ciertos problemas geométricos como puede consultarse en los artículos 
y trabajos de A. Álvarez Vázquez, E. Gómez González, D. Hernández Serrano, 
J. M. Muñoz Porras, y F.J. Plaza Martín [ÁVMPPM96, PM98a, PM98b, HS08, 
GGHSMPPM12]. 

 
Para dar unas pinceladas de la relación de la Grassmanniana infinita con los 

problemas de móduli, es necesario remontarse al artículo de I. Krichever [Kri77], 
donde estudia la relación entre ciertas curvas algebraicas y ciertos anillos de ope- 
radores diferenciales, y donde se da un método explicito para construir soluciones 
de la ecuación KP(Kadomtsev-Petviashvil) en términos de funciones theta de las 
jacobianas de curvas. A partir de este trabajo pionero, M. Mulase [Mul84] caracte- 
riza las Jacobianas de curvas algebraicas a través de las órbitas de un cierto sistema 
dinámico, y paralelamente, T. Shiota [Shi86], establece que una variedad abeliana 
principalmente polarizada es la jacobiana de una curva algebraica si y sólo si es una 
solución compacta para la jerarquía KP. Sato [SS83] encuentra una equivalencia 
entre las soluciones de la jerarquía KP y los puntos de una Grassmanniana infinito 
dimensional, estando este último espacio definido por las ecuaciones de Plücker. 
Mientras que en la literatura se encuentran otras referencias a Grassmannianas 
infinitas, por ejemplo [SW85], no es hasta el trabajo de A. Álvarez Vázquez, J. 
M. Muñoz Porras y F. J. Plaza Martín [ÁVMPPM96] donde se da una definición 
como esquema, donde el punto clave de la representabilidad es no asumir las condi- 
ciones de noeteherianidad, quasi-compacidad y quasi-separabilidad en la categoría 
de esquemas. Los autores J. M. Muñoz Porras y F.J. Plaza Martín construyen 
en [MPPM90] el espacio de móduli de curvas punteadas M∞, siendo un punto 
racional de este último, una terna (C, p, z) con C una curva algebraica C, p ∈ C 
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un punto liso y z : C,p k[t] un isomorfismo. En el anterior artículo se da una 
inmersión  ∞ en una Grassmanniana infinita y se computan las ecuaciones de 

∞ en dicho espacio proyectivo infinito dimensional. Obsérvese que lo que se 
hace es rigidificar el problema mediante la introducción de un parámetro formal, 
de esta forma, los objetos obtenidos no tienen automorfismos no triviales. 

 
La pregunta natural que surge a continuación es si una construcción análoga 

de fibrados vectoriales sobre curvas algebraicas puede ser llevada a cabo. Dicha 
pregunta se sustenta en los resultados obtenidos por M. Mulase en [Mul90], don- 
de se da una correspondencia categorial entre fibrados vectoriales sobre curvas 
algebraicas y ciertos puntos de una Grassmanniana infinita. Entre los resultados 
obtenidos por D. Hernández Serrano en [HS08], se encuentra la construcción del 
espacio de móduli de fibrados vectoriales dotados de una trivialización formal. Fi- 
jada una curva C, un punto p, y una trivialización formal z : C,p k[t], un punto 
racional del anterior espacio de móduli es una clase de equivalencia dada por un 
fibrado vectorial E  C de rango n y un isomorfismo p k[[t]]⊕n compatible con 
la trivialización formal z considerada. De nuevo, este espacio de móduli admite 
una inmersión en una Grassmanniana infinita. 

 
La presente memoria está dividida en tres partes bien diferenciadas. En la pri- 

mera parte nos centramos en la construcción del espacio de móduli de fibrados 
principales sobre una curva algebraica dotados de trivialización formal, así como 
su relación con el stack de fibrados principales. La segunda parte consiste en la 
compactificación del espacio de móduli construido en la primer parte de la me- 
moria, entendiendo por compactificar el dar una inmersión del espacio de móduli 
construido en un espacio proyectivo. La tercer parte está dedicada a los apéndices 
que contienen algunos resultados necesarios a lo largo de esta memoria, que aun 
pudiendo ser encontrados en la literatura, están dispersos. De forma breve expo- 
nemos a continuación los contenidos de esta memoria. Siempre se supondrá que 
k-es un cuerpo algebraicamente cerrado de característica cero. 

 
En el capítulo uno revisamos la teoría general de fibrados principales. En la 

aproximación más estándar a la teoría, se consideran fibrados principales π : P  X 
donde se imponen ciertas condiciones sobre el morfismo estructural π y el esquema 
base X. En el presente trabajo hemos decidido abordar esta teoría de un modo 
diferente, ya que consideraremos que la base X es un esquema totalmente arbitra- 
rio, mientras que se impondrán algunas condiciones a π de modo compatible con 
cambios de base. La razón y la necesidad de este enfoque radica en el hecho de 
que nuestro problema de móduli es un problema de representabilidad de un funtor 
sobre la categoría de esquemas y, por tanto, es necesario que todos los objetos 
involucrados estén definidos sobre un esquema arbitrario y tengan un comporta- 
miento funtorial. 
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El capítulo 2 consiste en una reformulación del Teorema de Serre, el cual es- 
tablece una correspondencia entre fibrados principales y parejas formadas por un 
fibrado vectorial y una reducción del grupo estructural. A través de esta reformula- 
ción, conseguimos readaptar el resultado a fibrados principales definidos sobre una 
base arbitraria de modo compatible con cambios de base. Es importante recalcar 
que, cuando el esquema base X es quasi-compacto, quasi-separado y noetheriano, 
entonces los resultados que hemos obtenido coinciden con los que se encuentran 
en la literatura. 

 
En el tercer capítulo realizamos una discusión de las trivializaciones sobre fi- 

brados principales. Introducimos la noción de fibrado principal sobre un esquema 
formal y probamos que todo fibrado principal definido sobre el espectro de un 
anillo linealmente topológico admisible tiene un fibrado principal asociado sobre el 
esquema formal del anillo de modo natural. En particular, todo fibrado principal 
definido sobre una curva P C induce un fibrado principal sobre el disco formal. 
En general, dado un fibrado principal definido sobre un esquema arbitrario y fijado 
un subesquema cerrado de la base, se tiene de modo natural un fibrado principal 
inducido sobre la completación del esquema base a lo largo del subesquema cerrado 
fijado. Introducimos la noción de trivialización formal de un fibrado principal, y 
probamos que la correspondencia de Serre obtenida en el capítulo dos sigue siendo 
cierta en el caso de que se añada este nuevo dato. A través de la noción de tri- 
vialización formal de un fibrado principal será posible rigidificar los objetos de tal 
modo que no tengan automorfismos no triviales. Adoptar la estrategia de una base 
arbitraria desde el inicio del estudio, junto con el dato de trivializaciones formales, 
serán las dos claves para conseguir que los espacios de móduli construidos en el 
trabajo sean módulis finos. 

 
En el capítulo 4, definimos el funtor de móduli Bu n∞G ,C de fibrados principales 

con trivialización formal y probamos que es representable. Por completitud en la 
exposición realizamos una revisión de la construcción del móduli de curvas equipa- 
das con una trivialización formal, así como el móduli de fibrados vectoriales sobre 
una curva algebraica junto con trivializaciones formales. A través de la correspon- 
dencia de Serre obtenida en el capítulo tres nos será posible traducir el problema 
de móduli de fibrados principales con trivializaciones formales a un problema de 
móduli de ternas formadas por un fibrado vectorial, un cierto morfismo de álgebras 
y una trivialización formal del fibrado vectorial. 

 
En el capítulo 5 estudiamos la relación existente entre el stack asociado al 

esquema de fibrados principales con trivialización formal B u n∞G , C  obtenido en el 
capítulo 4 y el stack de fibrados principales BunG,C sobre C. Probamos que existe 
un funtor de olvido, y en ciertas situaciones, por ejemplo cuando en la categoría 
de esquemas se considera la topología de Zariski y el grupo G considerado es es- 
pecial, el funtor olvido es epiyectivo. Si la topología considerada en la categoría 
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de esquemas es la étale, entonces el funtor de olvido es epiyectivo para todo grupo 
algebraico afín, lineal y semisimple. Probamos que el Positive Loop Group L+G 
de G puede ser entendido como el grupo de automorfismos del G-fibrado principal 
trivial sobre el disco formal, lo cual nos permite probar que se tiene una acción 
libre y transitiva de L+G en Bun∞G,C . En el caso particular de que el grupo G sea 
especial, como ocurre por ejemplo cuando se considera el grupo especial lineal o el 
grupo simpléctico, se prueba un Teorema de Uniformización que expresa BunG,C 
como el stack cociente de B un∞G,C por la acción de L+G. Si de nuevo se considera 
la topología étale en la categoría de k-esquemas, el Teorema de Uniformización es 
cierto para todo grupo algebraico lineal, afín y semisimple. Por último, relaciona- 
mos el grupo de Picard de B u n∞G , C  con el grupo de Picard del stack de fibrados 
principales. 

 
En el último capítulo de la primera parte calculamos el espacio tangente al es- 

pacio de móduli Bun∞G,C .  Al principio del capítulo recordamos la construcción del 
álgebra de Lie de un grupo algebraico y se define el fibrado adjunto de un fibrado 
principal. En el capítulo estudiamos las deformaciones de primer orden de fibra- 
dos principales sobre una curva algebraica, y de los fibrados principales dotados 
de lo que se definirá como una trivialización infinitesimal de orden n en un punto 
cerrado p C. Probaremos que el espacio tangente a B u n∞G , C  en un punto racional 
(P, ψ), donde P es un G-fibrado principal sobre C y ψ es una trivialización formal 
de P en el disco formal centrado en p, es isomorfo a H1(C −p, ad P ). 

La segunda parte de la tesis está dedicada a la compactificación del espacio de 
móduli B u n∞G , C  construido en el capítulo 4. De nuevo recalcamos que por com- 
pactificación entendemos la construcción de una inmersión canónica de B u n∞G ,C 
en fibrado proyectivo. 

 
En el capítulo 7 introducimos un nuevo tipo de objeto matemático llamado 

álgebra graduada parcialmente generada, o por simplicidad, una pgg-álgebra. Este 
tipo de objetos dan respuesta a la pregunta de cuándo una álgebra graduada está 
generada por sus elementos de grado menor o igual que t para un cierto t. Por 
ejemplo, toda álgebra graduada de presentación finita es una pgg-álgebra, y en 
general, toda álgebra que verifique que tanto el grado de sus generadores, como 
el grado de las relaciones algebraicas entre sus generadores están acotados, es una 
pgg-álgebra. Otro ejemplo de pgg-álgebra es el álgebra de invariantes de un espa- 
cio vectorial por la acción de un grupo clásico (Sln, Spn, SOn, On). A lo largo de 
todo el capítulo 7 estudiamos las distintas propiedades que ostentan este tipo de 
álgebras y probamos que dada una pgg-álgebra A, existe una inmersión localmente 
cerrada natural de Spec(A) en un fibrado proyectivo. 

 
El capítulo 8 comienza con un resultado clásico de la Teoría de Invariantes, el 

Teorema de Nagata, que motivará el desarrollo posterior. Dicho Teorema prueba 
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que para toda k-álgebra finito generada A, y para toda toda representación fiel 
ρ : G  Autk álg(A) de un grupo reductivo G, el anillo de invariantes AG es 
de nuevo una k-álgebra finita generada. En este capítulo consideramos una k- 
álgebra R arbitraria (no necesariamente finito generada), M un R-módulo libre 
finito generado, ρ : G AutR mód(M ) una representación cualquiera, T una R- 
álgebra cualquiera y N un T -módulo arbitrario, y se estudia el anillo de invariantes 
A := (S•T (M∨ T N ))G mediante la variación del T -módulo N . Probamos que 
incluso en el caso más general, el álgebra de invariantes satisface una condición 
de finitud sobre el grado de los generadores y las relaciones entre ellos, lo cual 
enlaza con las pgg-álgebras introducidas en el capítulo anterior. De hecho, todas las 
construcciones realizadas en este capítulo son naturales y si N es de presentación 
finita ó G es uno de los grupos algebraicos lineales semisimples definidos sobre 
k (Sln, SOn, Sp2n), entonces demostramos que existe una inmersión localmente 
cerrada canónica 

Φ : Spec
  

S• (M∨ ⊗ N )
(GT 

i 
,→ P

 
⊕ Sd1 A1 ⊗ · · · ⊗ Sdt At

(
 

 
 

con Ai = Si(M∨ R N ))GT , para cierto número natural d. Además, si G es clásico, 
d depende de G pero no de N y en cualquier caso ΦM,N,G es AutT (N )-equivariante. 

 
El último capítulo de la tesis aborda el problema de compactificación del espa- 

cio de móduli Bun∞G,C .  En el capítulo construimos el espacio de móduli de fibrados 
principales singulares con trivialización formal Sing∞G,C ,  y probamos que B u n∞G , C 
es un subesquema abierto de este último. Mediante la inmersión natural que cons- 
truimos en el capítulo anterior, la compactificación de Si ng∞G,C es ahora inmediata. 
Para finalizar la tesis damos una construcción del espacio de móduli de swamps 
dotados de una trivialización formal, apareciendo este tipo de objetos de modo 
natural en el estudio de los fibrados principales. 

 
La tercera parte de la tesis está dedicada a los apéndices. En el primero de 

ellos introducimos las definiciones y resultados elementales de la Teoría Geomé- 
trica de Invariantes utilizados en el capítulo 2. El segundo apéndice, denominados 
esquemas formales, sirve como punto de apoyo para la construcción del fibrado 
formal asociado a un fibrado principal que realizamos en el capítulo 3. El tercer 
apéndice esta dedicado a la definición de la Grassmanniana infinita, siendo este 
objeto central en la construcción del espacio de móduli de curvas con trivialización 
formal y de fibrados principales con trivialización formal realizada en el capítulo 
4. Por último, el cuarto apéndice está dedicado a los módulos de Schur, siendo 
estos objetos utilizados a lo largo de todo el capítulo 8. 
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Convenios y notaciones 

 
Si no se especifica lo contrario, k denotará siempre un cuerpo algebraicamente 

cerrado de característica cero. Los k-esquemas considerados no se suponen noethe- 
rianos, quasi-compactos ni quasi-separados a no ser que se especifique lo contrario. 
Por grupo algebraico sobre k se entiende un k-esquema conexo, íntegro, separado, 
de tipo finito, liso, con estructura de grupo. 

Schk es la categoría de k-esquemas con la topología de Zariski. 

Sets es la categoría de conjuntos. 

Grp categoría de grupos. 

Dado un k-esquema X, y una X -álgebra se denotará por Spec( ) al 
espectro relativo. 

Dado un esquema X, se denotará por X• a su funtor de puntos. Lo análogo 
para un esquema formal X. 

Sea  una categoría. Una topología de Grothendieck en  es dar para ca- 
da objeto U la familia de recubrimientos de U . Dicha familia verifica las 
siguientes condiciones 

i) Si V → U es un isomorfismo, entonces {V → U} es un recubrimiento. 
ii) Si {Ui → U} es un recubrimiento y V → U es un morfismo, entonces 

los productos fibrados {Ui ×U V } existen y la colección de proyecciones 
{Ui ×U V → V } es un recubrimiento de V . 

iii) Si Ui U es un recubrimiento y para cada i se tiene un recubri- 
miento Vij Ui de Ui, entonces la composición Vij U es un 
recubrimiento de U . 

Un sitio es una categoría dotada de una topología de Grothendieck. 
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Espacio de móduli de fibrados principales 
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1. Fibrados principales 

 
El presente capítulo introduce la teoría de G-fibrados principales en el contexto 

de la geometría algebraica. Siguiendo el artículo seminal de Serre [Ser55], junto 
con los trabajos de Raynaud [Ray70] y Giraud [Gir71], se formulará la teoría de 
fibrados principales sin imponer que los esquemas considerados sean noetherianos, 
quasi-compactos o quasi-separados. Es necesario indicar que la atención de todo 
el desarrollo teórico aquí expuesto está centrada en revisión de una generalización 
del Teorema de Serre ([Ser55, Prop. 9]) dada en el capítulo 2; donde se establece, 
que fijado un k-esquema X, existe un isomorfismo entre el grupoide de G-fibrados 
principales sobre X, y el grupoide de G-reducciones sobre X, siendo, dicha equi- 
valencia, funtorial en la base. El Teorema de Serre será central a la hora traducir 
el problema de móduli de fibrados principales a un problema de clasificación de 
fibrados vectoriales dotados de un cierto morfismo de álgebras. 

 
1.1. Primeras definiciones y propiedades 

Sea G un grupo algebraico sobre k y X un k-esquema. 

Definición 1.1. Un G-sistema fibrado sobre X es una pareja (P, π), donde P 
es un k-esquema dotado de una acción de G por la derecha y π : P X es un 
morfismo de k-esquemas G-invariante, esto es 

π(p · g) = π(p) 

Un morfismo de G-sistemas fibrados sobre X es un morfismo de X-esquemas 
f : P → PI que es G-equivariante, es decir 

f (p · g) = f (p) · g 

Se define el G-sistema fibrado trivial sobre X como la pareja (X G, π), donde la 
acción de G en X  G viene dada por la multiplicación de G, y π : X  G  X es 
la proyección en el primer factor. 

Considérese un G-sistema fibrado (P, π) sobre X y un morfismo de k-esquemas, 
f : S → X. Es inmediato que el producto fibrado 

f∗P := P ×X S → S 

es un G-sistema fibrado. 
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 1.1. Primeras definiciones y propiedades 
 

Definición 1.2. Un G-fibrado principal sobre X con respecto la topología de 
Zariski (resp. étale, fppf, fpqc) es un G-sistema fibrado (P, π) sobre X tal que π es 
quasi-compacto y quasi-separado, y tal que es localmente trivial en la topología de 
Zariski (resp. étale, fppf, fpqc), es decir, existe un recubrimiento f : Ui  X i I de 
X de Zariski (resp. étale, fppf, fpqc) tal que para todo i I se tiene un isomorfismo 
de G-sistemas fibrados sobre Ui 

f∗P  ∼  / Ui ×G 

\- ,,/ 
i 

 
Un morfismo de G-fibrados principales sobre X es un morfismo como G- 
sistemas fibrados sobre X. Obsérvese que π es epiyectivo independientemente de 
la topología considerada. 

De modo análogo en el caso de los G-sistemas fibrados, el producto fibrado de 
un G-fibrado principal P X a lo largo de un morfismo de k-esquemas f : S X 
vuelve a ser un G-fibrado principal sobre S 

f∗P   / P 

 
 f  

S  / X 

Basta con observar que si Ui X i I es un recubrimiento de X en la topología 
de Zariski (resp. étale, fppf, fpqc), entonces Ui X XI XI es un recubrimiento 
de S en la topología de Zariski (resp. étale fppf, fpqc), y que la quasi-compacidad 
y quasi-separabilidad de un morfismo es estable por cambios de base. 

Observación 1.3. En lo sucesivo, si no se especifica lo contrario, todos los G- 
fibrados principales sobre X serán entendidos con respecto la topología étale. 

Teorema 1.4: ([Mil80, III, Proposition 4.1]) Sea π : P  X un G-sistema fibrado 
sobre X con π quasi-compacto y quasi-separado, y sea G un grupo algebraico. Las 
siguientes condiciones son equivalentes: 

(i) P → X es un fibrado principal en la topología étale, 

(ii) el morfismo π es liso, epiyectivo y la acción de G en P es libre y transitiva, 
es decir, el morfismo natural 

P ×k G → P ×X P 
(p, g) 1→ (p, p · g) 

es un isomorfismo de X-esquemas 

U 
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Corolario 1.5: Sea π : P X un G-fibrado principal con respecto la topología 
étale. Entonces el morfismo π es fielmente plano y quasi-compacto. 

Corolario 1.6: El morfismo π es afín (resp. propio) si y sólo si G lo es. 

Demostración. Por el Teorema 1.4, el diagrama 

P ×G   / P 
p1 

P   / X 

es cartesiano. Esto, junto con el hecho de que cualquier fibrado principal con res- 
pecto la topología étale es fielmente y plano y quasi-compacto (Corolario 1.5), 
implica, por la teoría del descenso [Gro65, Théorème 2.7.1], el resultado del enun- 
ciado. 

Observación 1.7. Obsérvese que por hipótesis G es de tipo finito, luego por el 
mismo resultado [Gro65, Théorème 2.7.1], el morfismo P → X es de tipo finito. 

Teorema 1.8: Todo morfismo de G-fibrados principales en la topología étale es 
un isomorfismo. 

 
Demostración. Sean (P, π) y (P I, πI) dos G-fibrados principales sobre X y sea 
f : P  PI un morfismo de X-esquemas G-equivariante. El morfismo f es inyectivo. 
En efecto, supóngase que f (p) = f (q) con p, q P . Como los fibrados principales 
considerados son étale y el grupo algebraico G liso, por el Teorema 1.4, la acción 
de G en P y en PI es libre y transitiva, por tanto, existe un único g ∈ G tal que 
q = p · g. Ahora bien, como f es G-equivariante, se tiene que 

f (q) = f (p · g) = f (p) · g 

y como la acción es libre, se sigue que g = e, siendo e el elemento neutro de G, 
luego p = q. La epiyectividad de f es automática observando que tanto π como πI 
son morfismos epiyectivos de esquemas. 

Corolario 1.9: Si un G-fibrado principal π : P → X admite una sección global 
s : X → P, entonces P es isomorfo al G-fibrado principal trivial. 

Demostración. Basta observar que toda sección global s : X P da lugar a un 
morfismo G-equivariante 

 

X ×G → P 
(x, g) 1→ s(x) · g 
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Corolario 1.10: Si G es liso entonces la categoría de G-fibrados principales sobre 
X es un grupoide. 

El siguiente Teorema prueba que todo G-fibrado principal P  X es un cociente 
geométrico universal en el sentido de [MF82, Def. 0.6], y por tanto, un cociente 
categorial universal [MF82, Prop. 0.1] (véase Apéndice A). Pero antes, es necesario 
un lema previo. 

Lema 1.11: Sean X e Y dos k-esquemas quasi-compactos y separados. Entonces, 
el morfismo natural 

OX (X) ⊗k OY (Y ) → OX×Y (X ×Y ) (1.12) 

es un isomorfismo de k-álgebras. 

Demostración. Si X e Y son afines se concluye. Si X es afín e Y arbitrario consi- 
dérese un recubrimiento finito de Y por abiertos afines Vi , y como por hipótesis 
Y es separado, se tiene que Vi Vj es afín para toda pareja de índices i, j. Consi- 
derando la sucesión exacta 

0 → OY (Y ) → 
II 

OY (Vi) →− 
II 

OY (Vi ∩ Vj) 

y tensorializando por X (X) (que es una k-álgebra plana por ser k-cuerpo) se 
obtiene la siguiente sucesión exacta 

0 → OX (X) ⊗k OY (Y ) → 
II 

OX×Y (X ×Vi) →− 
II 

OX×Y (X × (Vi ∩Vj)) 

Como X Vi es un recubrimiento abierto de X Y se concluye. En el caso general 
considérese un recubrimiento finito de X por abiertos afines Ui , y por el caso 
anterior se obtiene una sucesión exacta 

0 → OX (X) ⊗k OY (Y ) → 
II 

OX×Y (Ui ×Y ) →− 
II 

OX×Y ((Ui ∩ Uj) ×Y ) 
i 

 

de donde se sigue el resultado. 

i,j 
 

Teorema 1.13: Sea π : P → X un G-fibrado principal con respecto la topología 
étale. Entonces P → X es un cociente geométrico universal. 

Demostración. Por hipótesis, el morfismo π : P  X es G-invariante, epiyectivo, y 
la acción de G en P es libre y transitiva (Teorema 1.4, (ii)). Como π es liso (Teo- 
rema 1.4, (ii)) es universalmente abierto ([Sta18, Lemma 29.34.10]) y por tanto, 
el morfismo π es universalmente submersivo ([Ryd10, Remark 2.5 (2c)]), luego se 
satisfacen las condiciones (i), (ii) y (iii) de la Definición A.2. 
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Por último, hay que probar que el morfismo canónico π# : X π ( P )G es 

isomorfismo. Como π fielmente plano, basta ver que el morfismo natural 

OP = π∗(OX ) → π∗(π∗(OP )G) 

es isomorfismo. Ahora bien, por el Teorema 1.4, el diagrama 

P ×G   / P 
 
 
 

es cartesiano, luego 

 
p1 π 

P  / X 

π∗(π∗OP )  p1∗(OP ×G) 

Por otro lado, existe un isomorfismo canónico de haces 

p1∗(OP ×G)  OP ⊗k OG(G) (1.14) 

En efecto, basta comprobar que se tiene un isomorfismo en un recubrimiento abier- 
to de P . Por hipótesis P X es quasi-compacto y epiyectivo, luego P admite un 
recubrimiento por abiertos quasi-compactos Ui , siendo, cada uno de los Ui, la 
antimagen de un abierto afín en X. Como G es de tipo finito, el morfismo P  X 
es finito (Observación 1.7) luego separado, por lo que cada Ui se recubre por un 
número finito de abiertos afines cuya intersección vuelve a ser afín. Por hipótesis 
G es de tipo finito, luego quasi-compacto y separado. Aplicando el Lema 1.11 se 
concluye la existencia del isomorfismo (1.14). 

 
Ahora bien, los anteriores isomorfismos identifican la G-acción inducida en 

π∗(π P ) por la G-acción en P , con la acción de G en P k G(G) dada por la 
multiplicación por la derecha en G(G). Tomando invariantes por la acción de G 
se concluye que 

π∗(π∗(OP )G)  p1,∗(OG ) = OP 

como se quería demostrar. 
 

 

1.2. Extensión y reducción del grupo estructural 

La presente sección está dedicada al estudio de dos operaciones básicas en la 
teoría de fibrados principales, a saber, la extensión y reducción del grupo estruc- 
tural del fibrado principal considerado. Aunque las construcciones aquí explicadas 
son bien conocidas en la literatura ([Ser55, §3]), debido a su repetido uso a lo largo 
de todo el trabajo se ha creído conveniente introducirlas. 
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Sea X un esquema, G un grupo algebraico y π : P  X un G-fibrado principal 

con respecto la topología étale. Sea F un esquema quasi-proyectivo dotado de una 
G-acción por la derecha. Se tiene por tanto una G-acción natural en el esquema 
producto P ×F como sigue 

(P ×F ) ×G → P ×F (1.15) 
((p, f ), g) 1→ (p · g, g−1 · f ) 

Proposición 1.16: [Espacio fibrado asociado] Con las anteriores hipótesis, existe 
el cociente categorial 

P ×G F := (P ×F )/G → X 

que es un espacio fibrado sobre X de fibra F. Se tiene que P  F  (P  F )/G es 
un G-fibrado principal. 

 
 

Demostración. Una demostración completa en el caso de que los fibrados princi- 
pales considerados sean localmente isotriviales ([Ser55, Def. 2.2]) puede ser encon- 
trada en [Sch08, Prop. 2.1.1.7]. La construcción en el caso de fibrados principales 
en la topología étale, o en la topología fppf requiere teoría del descenso [Mil80, 
p. 16 y ss.], lo cual es posible debido a que los fibrados principales con respecto 
la topología étale son fielmente planos y quasi-compactos sobre la base (Corolario 
1.5). No obstante, cuando G es un grupo algebraico afín, todo fibrado principal en 
la topología étale es localmente isotrivial [Ray70, XIV 1.4] y se puede aplicar la 
construcción anteriormente mencionada. 

 
 

1.2.1. Extensión del grupo estructural 

Sea P → X un G-fibrado principal y sea α : G → GI un morfismo de grupos 
algebraicos. A través de α, se tiene una acción G-acción en P ×GI como sigue 

(P ×GI) ×G → P ×GI (1.17) 
((p, gI), g) 1→ (p · g, α(g)−1 · gI) 

Por la Proposición 1.16, tomando el cociente por la G-acción, se tiene un G-fibrado 
principal P ×GI → P ×G GI, siendo en este caso particular 

P ×G GI → X 

un espacio fibrado de fibra tipo GI, es decir, un GI-fibrado principal. 

Definición 1.18. El GI-fibrado principal P ×G GI → X se denomina extensión 
de P → X mediante α : G → GI. 
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1.2.2. Reducción del grupo estructural 

Sea G un grupo algebraico lineal y sea H G un subgrupo algebraico cerrado 
actuando en G por la derecha mediante multiplicación. 

Teorema 1.19: 

i) Existe un esquema G/H dotado de una G-acción y de un morfismo G- 
equivariante 

q : G → G/H 

que es un un H-fibrado principal para la acción de H en G. 

ii) El esquema G/H es de tipo finito y liso. 

iii) Si H es normal en G, entonces G/H tiene una única estructura de grupo 
algebraico afín tal que q es un morfismo de grupos algebraicos. 

 
Demostración. Consúltese [Bor91, Theorem 6.8] y [GD70, Exposé VIA, 3.2]. 

 
Obsérvese, que por ser G G/H un H-fibrado principal, es en particular un 

cociente geométrico universal (Teorema 1.13), luego en particular, q es único ex- 
cepto un único isomorfismo. El morfismo q es llamado morfismo cociente. 

 
Considérese un G-fibrado principal P X con G afín, y H G un subgrupo 

cerrado de G. El grupo G actúa en la variedad cociente G/H mediante la fórmula 

[g] · g := [(g)−1 · g] (1.20) 

Por otro lado, obsérvese, que la inclusión natural H G induce de modo canónico 
una acción de H en P . Sea 

P × (G/H) → P ×G (G/H) 

el G-fibrado principal obtenido en la Proposición 1.16. Se tiene el siguiente resul- 
tado. 

Proposición 1.21: ([Ser55, Proposition 8]) El morfismo inducido 

P → P ×G (G/H) 

es un H-fibrado principal. Se tiene por tanto que P ×G (G/H)  P/H. 

Observación 1.22. De nuevo obsérvese que la anterior proposición sigue siendo 
cierta en las hipótesis de este trabajo porque es posible aplicar la teoría del descenso 
fielmente plano. 
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1.3. Descripción cohomológica de un fibrado principal 

 
 

El presente capítulo finaliza con una descripción cohomológica de los fibrados 
principales con respecto la topología étale. Para ello, se introducirán los grupos de 
cohomología étale así como los grupos de cohomología de Čech cuando se considera 
en la categoría de k-esquemas la topología étale. Se seguirán de cerca los trabajos 
[Mil80, §3], [Gir71]. 

 
En lo sucesivo se denotará por Sh(Xét) a la categoría de haces de grupos 

abelianos definidos sobre el sitio étale pequeño de X. La categoría Sh(Xét) es 
abeliana, cocompleta, completa, y donde se verifica que los colímites filtrados de 
sucesiones exactas vuelven a ser exactas, y donde el producto de una familia de 
epimorfismos es de nuevo un epimorfismo ([Mil80, §2]). La categoría Sh(Xét) tiene 
suficientes inyectivos ([Mil80, Lemma 3.1.3]). Cabe destacar que lo dicho en esta 
sección se aplica a cualquiera que sea la topología de Grothendieck considerada en 
la categoría de k-esquemas, siempre y cuando, la categoría de haces sobre X con 
respecto a la topología considerada verifique las mismas propiedades que Sh(Xét). 

Definición 1.23. Considérese el funtor tomar secciones globales 

Γ(Xét, −) : Sh(Xét) → Ab 
F 1→ Γ(Xét, F ) := F (X) 

El funtor Γ(Xét, −) es exacto por la izquierda y sus funtores derivados por la 
derecha se denotan por RiΓ(Xét, −). Dado F ∈ Sh(Xét), se llama i-ésimo grupo 
de cohomología étale de F a Hi(Xét, F ) := RiΓ(Xét, −). 

Considérese ahora := φi : Ui X i I un recubrimiento étale de X. Para 
cada (p + 1)-tupla de índices (i0, . . . , ip) con ij I para todo j, se utilizará la 
siguiente notación 

Ui0,...,ip := Ui0 ×X . . . ×X Uip 

Si F ∈ Sh(Xét), la inclusión natural Ui0,...,ip → U �j induce un morfismo 

de restricción 
resj : F (U �j 

i0,...,i ,...,ip 
 

) → F (Ui0,...,ip ) (1.24) 
 

cada p ∈ N, 
Cp(U, F ) := 

II 
F (Ui ,...,i ) 

 
y donde la diferencial 

0 p 

(i0,...,ip)∈Ip+1 

dp : Cp(U, F ) → Cp+1(U, F ) 
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es el morfismo definido como  
 

p+1 

(dps)i0,...,i +1 := 
L

(−1)j resj(s � ) (1.25) 
 

Definición 1.26. Los grupos de cohomología de •( , ) se denominan grupos 
de cohomología de Čech, Ȟ p (U , F ) de F con respecto el recubrimiento U . 

Para cada refinamiento de y para cada natural p, se tiene un morfismo de 
grupos 

Ȟp(U , F ) → Ȟp(V , F ) 

bien definido ([Mil80, Lemma 3.2.1]). 

Definición 1.27. Se definen los grupos de cohomología de Čech étale de F 
como 

Ȟp(Xét , F ) := lim Ȟ p (U , F ) 

donde el límite se toma sobre todos los recubrimientos étale U de X. 

El resultado central que relaciona los grupos de cohomología étale con los 
grupos de cohomología de Čech étale es el siguiente. 

Teorema 1.28: [Mil80, Theorem 3.2.17] Sea X un esquema quasi-compacto tal que 
todo subconjunto finito de X está contenido en un abierto afín, y sea  Sh(Xét). 
Entonces, existen isomorfismos naturales 

Ȟp(Xét , F )  Hp(Xét, F ) 

Sea G un grupo algebraico sobre k. En particular, para cada k-esquema X, y 
cada recubrimiento étale = Ui X i I , se tiene que el funtor de puntos G• de 
G es un haz de grupos sobre Xét. 

Definición 1.29. Un 1-cociclo para el recubrimiento U con valores en G es una 
familia g := {gij}i,j∈I con gij ∈ G•(Uij) verificando que 

(gij |Uijk )(gjk|Uijk ) = (gik|Uijk ) (1.30) 

Dos cociclos g, y gI, son cohomólogos si existe una colección hi i I con hi 
G•(Ui) para todo i, tal que 

gi
I
j = (hi|U )gij(hj |U )−1 (1.31) 

para todo i, j I. La relación binaria (1.31) es una relación de equivalencia. El 
conjunto de clases de cohomología se denota por Ȟ 1 (U , G). El conjunto Ȟ1(Xét , G) 
se define como lim Ȟ 1 (U , G) donde el límite se toma sobre los recubrimientos étale 
de X. 

−→
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 1.3. Descripción cohomológica de un fibrado principal 
 

Observación 1.32. Como se puede comprobar, las Definiciones 1.26 y 1.29 coin- 
ciden cuando X es quasi-compacto, G es abeliano, = G• y p = 1, ya que los 
límites inyectivos filtrados de conjuntos y grupos abelianos coinciden. La ventaja 
de la Definición 1.29 es que se tiene una descripción explícita de Ȟ1(Xét , G•) en 
el caso de ser G abeliano, y, por el Teorema 1.28, es isomorfo canónicamente a 
H1(Xét, G•). 

Teorema 1.33: [Mil80, Prop 4.6]Sea G un grupo algebraico no necesariamente 
abeliano. Se tiene una correspondencia biunívoca entre el conjunto de G-fibrados 
principales sobre X con respecto la topología étale salvo isomorfismos, y el conjunto 
clases de equivalencia de Ȟ1 (Xét , G). 

Demostración. Sea P X un G-fibrado principal y = φi : Ui X i I un 
recubrimiento étale de X donde P trivializa. Sea P• el funtor de puntos de P . Es 
automático que P• ∈ Sh(Xét). Para cada i ∈ I considérese una trivialización de 
P sobre Ui, esto es, una sección si ∈ P•(Ui) (Corolario 1.9). Entonces existe una 
única colección {gij}i,j∈I con gij ∈ G•(Uij) tal que 

(si|Uij )gij = (sj |Uij ) 

Se verifica además que sobre Uijk 

sigij gjk = sk = sigik gij gjk = gik 

luego la colección gij i,j I es un 1-cociclo. Si la elección de las si es otra, entonces 
gij i,j I es remplazado por un cociclo cohomólogo. La asignación inversa puede 
consultarse en [Mil80, Prop 4.6]. 

Corolario 1.34: Sea X un esquema quasi-proyectivo sobre un esquema afín y sea 
Gm := Spec(Z[t, t−1]) el grupo multiplicativo. Las clases de isomorfismos de Gm- 
fibrados principales sobre X están en correspondencia biunívoca con las clases de 
isomorfismos de los fibrados de línea sobre X. 

Demostración. Basta observar que el Teorema 90 de Hilbert [Mil80, Prop. 3.4.9] 
establece un isomorfismo canónico 

Pic(X) = H1(XZar, O X
×  )  H1(Xét, G•m) 

y como Gm es abeliano H1(Xét, G•
m) = Ȟ1(Xét, Gm). Por el Teorema 1.33 se con- 

cluye. 

De modo análogo es posible probar que el conjunto de clases de isomorfismos de 
Gln-fibrados principales sobre X es canónicamente biyectivo al conjunto de clases 
de isomorfismos de haces localmente libres de rango n. 
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2. El Teorema de Serre 

 
El presente capítulo gira entorno a la demostración de una generalización del 

Teorema de Serre ([Ser55, Prop. 9]). Dicho resultado permitirá entender, bajo las 
hipótesis de este trabajo, que fijado un grupo algebraico lineal semisimple G do- 
tado de una representación fiel en un k-espacio vectorial V de dimensión finita, se 
tiene una equivalencia funtorial entre el grupoide de G-fibrados principales sobre 
X con respecto la topología étale, y el grupoide de G-reducciones, esto es, parejas 
formadas por un fibrado vectorial y un morfismo de X en el cociente por la acción 
de G del esquema de referencias del fibrado vectorial. Por completitud en la expo- 
sición se ha creído conveniente introducir una sección dedicada a la construcción 
del esquema de isomorfismos de módulos, así como de sus propiedades elementales. 
Se darán dos construcciones distintas del anterior esquema. 

 
En lo sucesivo, k es un cuerpo algebraicamente cerrado de característica ce- 

ro, V es un k-espacio vectorial n-dimensional y G es un grupo algebraico lineal 
semisimple dotado de una representación fiel ρ : G ,→ Sl(V ). 

2.1. Esquema de isomorfismos 

Sea X un k-esquema y considérese dos X -módulos quasi-coherentes y . 
Sobre la categoría SchX de X-esquemas se define el funtor de homomorfismos de 
E en H 

Hom( op
 

E, H) : SchX → Sets (2.1) 

mediante la asignación (h : S → X) 1→ HomOS (h∗E, h∗H). Análogamente se define 
el funtor de isomorfismos de E en H como el funtor 

Isom(E, H) : Schop → Sets (2.2) 

que asigna, a cada X-esquema h : S → X, el conjunto IsomOS (h∗E, h∗H). 

Teorema 2.3: Sean y haces de X -módulos localmente libres de rango finito. 
Entonces 

(i) Hom(E, H) es representable por un esquema liso y afín sobre X; 

(ii) Isom(E, H) es representable por un X-esquema liso y separado sobre X; 

(iii) Isom(E, H) es un subesquema abierto de Hom(E, H) que es esquemáticamente 
denso si rk(E ) = rk(H). 
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 2.1. Esquema de isomorfismos 

 
Demostración. Considérese el OX -módulo localmente libre E ⊗OX H∨ y tómese 
su álgebra simétrica, S• 

OX (E ⊗OX H∨). El espectro de la anterior OX -álgebra, 

HE,H := Spec(S•  (E ⊗OX H∨)) (2.4) 

es el representante del funtor (2.1). En efecto, dado un X-esquema h : S X se 
tiene que 

HomX (S, HE,H) = HomOX −alg (S•  (E ⊗OX H∨), h∗OS) 
= HomOS −alg (h∗ S• (E ⊗OX H∨), OS) 
= HomOS −alg (S•  (h∗E ⊗OS (h∗H)∨), OS) 
= HomOS −mód(h∗E ⊗OS (h∗H)∨, OS) 
= HomOS −mód(h∗E, h∗H) 

La primera igualdad es la propiedad universal de los X-esquemas afines, mientras 
que la segunda se debe a la adjunción de la imagen directa e inversa de haces. 
La tercera igualdad es la propiedad de cambio de base del álgebra simétrica y el 
hecho de que las operaciones cambiar de base y tomar dual aplicadas a un módulo 
localmente libre de rango finito, conmutan. La cuarta igualdad es la propiedad 
universal del álgebra simétrica y la última se debe a que  es localmente libre 
de rango finito (y por tanto su cambio de base también) y consecuentemente se 
verifica el teorema de reflexividad (H∨)∨ H. 

Para probar (ii) y (iii) obsérvese que tanto Hom( , ) como Isom( , ) son 
haces en la topología de Zariski, luego basta probar el resultado localmente. Su- 
póngase que X = Spec R, E = O⊕m y H = O⊕n. En esta situación Hom(E, H) es 
representable por el esquema de matrices de tamaño m×n con coeficientes en R, 
el cual es canónicamente isomorfo al espacio afín m×n-dimensional 

Matm×n,R  Amn = Spec(R[x1, . . . , xmn]) 

Si m /= n, el funtor Isom(E, H) es vacío, supóngase por tanto que m = n. En esta 
situación Isom(E, H) es representable por Gln,R, que es el subesquema abierto afín 
de An2 

definido como 
R[(xij) : 1 ≤ i, j ≤ n](det) 

donde (det) denota al sistema multiplicativo definido por la función determinante, 
la cual es un polinomio cuyos coeficientes son ±1, y por tanto no es un divisor 
del cero. Como consecuencia, Gl 
Lemma 9.23]). 

n,R es esquemáticamente denso en An2 
([GT10, 
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2.2. G-reducciones 
 

Sea X un k-esquema y P → X un fibrado principal de grupo G. La represen- 
tación ρ : G ,→ Sl(V ) induce una acción en P ×V dada por la fórmula (1.17) 

(P ×V ) ×G → P ×V (2.5) 
((p, v), g) 1→ (p · g, ρ(g)−1v) 

Por la Proposición 1.16 es posible construir el espacio fibrado asociado 

EP := P ×G V → X (2.6) 

siendo EP un espacio fibrado sobre X de fibra tipo V , es decir, un fibrado vectorial 
sobre X. Por construcción, como la representación ρ considerada valora en el gru- 
po Sl(V ), el determinante de EP es trivial. Cuando no haya confusión se utilizará 
simplemente la notación E. En lo sucesivo denótese por VX = V Speck X X al 
fibrado vectorial trivial sobre X de fibra tipo V . 

 
Antes de continuar recuérdese que existe una correspondencia biunívoca y fun- 

torial entre el conjunto de clases de isomorfismos de fibrados vectoriales de rango 
n sobre un esquema X, y el conjunto de clases de isomorfismos de OX -módulos 
localmente libres de rango n ([Gro61b, 1.7]). A cada fibrado vectorial E → X le 
corresponde su haz de secciones E , que sobre un abierto U de X está definido como 

E (U ) = HomX (U, E) (2.7) 

y a cada haz localmente libre E le corresponde el X-esquema afín 

Spec(S• 
OX (E∨)) → X (2.8) 

Mediante la anterior asignación se concluye que, dados dos fibrados vectoriales E 
y H de rango finito, los funtores 

Hom(E, H) : Schop → Sets (h : S → X) 1→ HomS(h∗E, h∗H) (2.9) 

 
Isom(E, H) : Schop → Sets (h : S → X) 1→ IsomS(h∗E, h∗H) (2.10) 

son canónicamente isomorfos a los funtores (2.1) y (2.2) respectivamente, luego 
representables por esquemas afines y separados sobre X (Teorema 2.3). 

Observación 2.11. En lo sucesivo, cuando no produzca confusión, dado un fi- 
brado vectorial E sobre X y un morfismo de X-esquemas h : S → X, se utilizará 
la notación ES para denotar al producto fibrado h∗E = E ×X S. Lo análogo pa- 
ra los OX -módulos. Se denotará por simplicidad, cuando no produzca confusión, 
Hom(E, H) (resp. Isom(E, H)) a los representantes de los funtores (2.1) (resp. 2.2). 
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Lema 2.12: Sea E X un fibrado vectorial de rango n y fibra tipo V . El X- 
esquema Isom(VX , E) es un Gl(V )-fibrado principal mediante la acción 

f · g = f ◦g (2.13) 

 
Demostración. Sea = Ui un recubrimiento afín de X donde VX y E trivializan. 
Para cada i se tienen los siguientes isomorfismos canónicos 

Isom(VX , E)|Ui = Isom(Ui ×k V, Ui ×k V ) = Ui ×k Isom(V, V ) = Gl(V ) ×k Ui 

Como todo recubrimiento de Zariski es un recubrimiento étale, Isom(VX , E) es un 
esquema separado sobre X (Teorema 2.3), y quasi-compacto por ser subesquema 
abierto de Hom(VX , E), que es afín sobre X (Teorema 2.3) , se concluye. 

Lema 2.14: Sea P  X un G-fibrado principal. Se tiene un isomorfismo canónico 
de Gl(V )-fibrados principales sobre X 

P ×G Gl(V ) → Isom(VX , EP ) 

 
Demostración. Como todo morfismo de Gl(V )-fibrados principales es isomorfis- 
mo (Teorema 1.8), basta ver que existe un morfismo Gl(V )-equivariante entre los 
fibrados considerados. El morfismo 

P ×G Gl(V ) → Isom(VX , EP ) 
[p, φ] 1→ (v 1→ [p, φ(v)]) 

es Gl(V )-equivariante. En efecto, basta observar que Gl(V )-actúa en P G Gl(V ) 
mediante la fórmula 

[p, φ] · g := [p, φ◦g] 

y comparando con la acción de Gl(V ) en Isom(VX , EP ) descrita en (2.13) se con- 
cluye. 

 
2.2.1.  Cociente geométrico de Isom(VX , EP ) 

La representación considerada, ρ : G , Sl(V ), induce sendas G-acciones en los 
X- esquemas Isom(VX , EP ) y Hom(VX , EP ) mediante la fórmula 

f · g := f ◦ρ(g) 

El objetivo de los siguientes párrafos es la construcción de un cociente geométrico 
universal de Isom(VX , EP ) por la acción de G anteriormente definida. La construc- 
ción de dicho cociente será esencial para la definición de la G-reducción asociada 
a un fibrado principal. 
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Considérese el X-esquema afín 

H := Hom(VX , EP ) = Spec(S• X (VX ⊗OX E∨)) 
O P 

donde a nivel de haces se tiene que VX = V ⊗k OX . 

Observación 2.15. Es evidente que se tiene un isomorfismo de OX -módulos 
canónico VX ⊗OX EP∨  V ⊗k EP∨. 

La representación ρ induce en S• X (V ⊗k E∨) una estructura canónica de G- 
módulo, y, por el Teorema A.21, la inclusión de los invariantes 

 
S•  (V ⊗k E∨)

(G ,→ S•  (V ⊗k E∨) 

induce a nivel de espectros un cociente universalmente bueno 

H → H//G := Spec(S• (V ∨ ⊗EP )G) (2.16) 

Considérese el morfismo universal de H, este es, el elemento de H asociado a 
Id ∈ H•(H), que será un morfismo de OH-módulos 

h : VH → (EP )H 

Como VH y ( P )H son H-módulos localmente libres del mismo rango, el anterior 
morfismo induce uno entre las álgebras exteriores de grado máximo 

∧VH → ∧(EP )H 

El anterior morfismo se puede expresar de forma equivalente como 

det h : OH → ∧VH
∨ ⊗OH ∧(EP )H 

Definición 2.17. El haz de línea VH
∨ ( P )H se llamará haz de línea de- 

terminante sobre H. 
 

La sección 
det h ∈ H0(H, ∧VH

∨ ⊗OH ∧(EP )H) 

se llamará sección determinante. El fibrado de línea asociado al haz de línea 
determinante se denotará por 

DET := Spec(S•(∧VH ⊗OH ∧(EP )∨
H ))  → H 

Se seguirá denotando por det h a la sección obtenida mediante el isomorfismo 
canónico 

H0(H, ∧VH
∨ ⊗OH ∧(EP )H) = Γ(H, DET) 
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 2.2. G-reducciones 
 

La naturaleza funtorial de la sección determinante, así como su estabilidad por 
cambios de base, se pueden comprobar en este caso particular de forma inmediata 
por ser el esquema H afín sobre X. No obstante, todas estas propiedades se dedu- 
cen de la teoría general del determinante de complejos perfectos sobre esquemas 
desarrollada en [KM76]. 

Teorema 2.18: El fibrado determinante DET  H está dotado, de forma canó- 
nica, de una G-acción compatible con la acción de G en H. Es decir, el siguiente 
cuadrado 

DET ×G   / DET 
 
 
 

es conmutativo. 

H ×G   / H 

Demostración. En primer lugar obsérvese que el fibrado determinante admite la 
siguiente descripción 

DET  Spec(S• (∧V ⊗k ∧(EP )∨) ×X H (2.19) 

La representación ρ : G , Sl(V ) induce una representación en el álgebra exterior 
de grado máximo de V 

det ρ : G ,→ Sl(V ) det ρ(g)(v1 ∧ . . .  ∧vn) := ρ(g)(v1) ∧ . . .  ∧ρ(g)(vn) 

La acción de G en Spec(S• (∧V ⊗k ∧(EP )∨) = Hom(∧V, ∧EP ) viene dada por la 

fórmula 
OX 

φ· g := φ◦ det ρ(g) 

La condición de que G valore en el grupo Sl(V ) implica que det ρ(g) = 1 para todo 
g, y por tanto, la acción de G en Hom( V, EP ) es trivial. Utilizando la descripción 
del fibrado determinante dada en (2.19) junto con la anterior observación, se sigue 
que el grupo G actúa en DET mediante la siguiente fórmula 

(φ, f ) · g := (φ, f ◦ρ(g)) 

La compatibilidad de las G-acciones en DET y en H es ahora inmediata. 

Corolario 2.20: El haz de línea determinante ∧VH
∨ ⊗ ∧(EP )H admite una G- 

linealización canónica. La sección determinante det h H (H, VH
∨ ( P )H) 

es G-invariante. 

Demostración. Dado un esquema X donde G actúa, y un haz de OX -módulos 
invertible L, existe una correspondencia biunívoca canónica entre el conjunto de 
G-linealizaciones en L, y el conjunto de G-acciones sobre el fibrado de línea aso- 
ciado L → X compatibles con la acción de G en X (Teorema A.24). 
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Decir que la sección det h del haz determinante es G-invariante es equivalente 
a decir que la sección geométrica asociada 

det h : H → DET 

es G-invariante en el sentido de la Definición A.25. Si Σ denota a la G-acción 
canónica en DET descrita en el Teorema 2.18, y σ denota a la acción de G en H, 
entonces se trata de ver que para todo g ∈ G se verifica la siguiente ecuación 

Σ(−, g) ◦ det h ◦σ(−, g−1) = det h 

Considerando un punto f ∈ H se tiene que: 

(Σ(−, g) ◦ det h ◦σ(−, g−1))(h) = 
(Σ(−, g) ◦ det h(f ◦ρ(g−1)) = 
Σ(−, g)(f ◦ρ(g−1), ∧(f ) ◦∧ρ(g−1)) = 
Σ(−, g)(f ◦ρ(g−1), ∧f ) = 
(f ◦ρ(g−1) ◦ρ(g), ∧f ) = 
(f, ∧f ) = 
det h(f ) 

donde la cuarta igualdad es consecuencia de que ρ valore en Sl(V ). 
 

El siguiente resultado permite dar una caracterización del esquema de isomor- 
fismos I := Isom(VX , EP ) como el locus de puntos estables de H con respecto la 
Sl(V )-linealización canónica del haz estructural de H, ó, equivalentemente, como 
el subesquema abierto de H donde la sección determinante det h no se anula. 

Teorema 2.21: Sea h H un punto cerrado. Las siguientes condiciones son equi- 
valentes 

(i) h es estable con respecto la acción de Sl(V ) en H, es decir, tiene órbitas 
cerradas y el subgrupo de isotropía es finito, 

(ii) h ∈ I, 

(iii) h ∈/ (det h)0; es decir, (det h)(h) = det(h) /= 0; 

Demostración. 
(i) = (ii). Si h es estable entonces, su subgrupo de isotropía Sl(V )h es 0- 

dimensional. Si h no es un isomorfismo considérese una descomposición de V como 

V  Im h⊕W 
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Sea σ ∈ Sl(V ) un elemento tal que 

σ|Im h = IdIm h 

con σ /= IdV . Es claro que σ ∈ Sl(V )h y que existe una familia 1-dimensional de 
tales elementos σ, ya que σ + τ ∈ Sl(V )h para todo τ : Im h⊕ W → Im h⊕ W tal 
que τ|Imh = 0 y Im(τ|W ) ⊂ Im h. Contradicción. 

(ii) =⇒ (i). Obsérvese que σ ∈ Sl(V )h si y sólo si h = σ ◦ h o, equivalen- 
temente, Im h ⊆ ker(Id −σ). Por ser h epiyectivo, σ es la identidad y por tanto 
σ ∈ Sl(V )h = {Id}. 

Además, como h : VH → (EP )H es el objeto universal y la epiyectividad es una 
condición abierta, se sigue que existe un entorno abierto U de h tal que h|U es 
epiyectivo. El anterior argumento prueba que to hI ∈ Sl(V ) · h es epiyectivo, y por 
tanto Sl(V )h = {Id}. Como dim Sl(V )h = dim Sl(V )h para todo hI ∈ Sl(V ) · h, se 
sigue que Sl(V ) · h es cerrado. 

Como Sl(V ) · h es cerrado y Sl(V )h es 0-dimensional, se tiene que h es estable. 

(ii) ⇐⇒ (iii). Inmediato. 

Corolario 2.22: Si h ∈ I, entonces h es estable con respecto la G-acción de H, es 
decir, I ⊆ Hs es un abierto. 

 
Demostración. Como G puede ser entendido como un subgrupo de Sl(V ) a través 
de la representación fiel ρ, la implicación (ii) = (i) del Teorema 2.21 sigue sien- 
do cierta. Explícitamente, supóngase que h  I y obsérvese que σ  Gh si y sólo si 
h = ρ(σ) h o, equivalentemente, Im h  ker(Id ρ(σ)). Por ser h epiyectivo, ρ(σ) 
es la identidad y, como ρ es fiel, se sigue σ es el elemento neutro de G y por tanto 
σ ∈ Gh = {e}. 

Además, como h : VH → (EP )H es el objeto universal y la epiyectividad es una 
condición abierta, se sigue que existe un entorno abierto U de h tal que h|U es 
epiyectivo. El anterior argumento prueba que to hI ∈ G· h es epiyectivo, y por 
tanto Gh = e . Como dim Gh = dim Gh para todo hI  G h, se sigue que G h 
es cerrado. 

 
Como G· h es cerrado y Gh es 0-dimensional, se tiene que h es estable. 

Teorema 2.23: Existe el cociente geométrico universal de I por la acción de G. 
El cociente se denotará por I/G. Se verifica además que I/G es un subesquema 
abierto del cociente universalmente bueno H//G (2.16) de H por la acción de G. 
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Demostración. En el caso particular de considerar la G-linealización canónica del 
haz estructural de H, todo punto de H es semi-estable, y el cociente universalmente 
bueno del Teorema A.27 es precisamente el cociente obtenido en el Teorema A.21, 
es decir, H//G. 

 
Como I es un subesquema abierto de H donde todo punto es estable con res- 

pecto la G-acción (Corolario 2.22), y además es un subesquema definido por una 
sección G-invariante det h (Teorema 2.21 y Corolario 2.20), se sigue que I es un 
abierto G-invariante de puntos estables, donde el morfismo de inclusión I , H 
es afín por construcción. Emulando la demostración del Teorema A.27 se sigue 
que existe un cociente geométrico universalmente bueno I I/G siendo I/G un 
subesquema abierto de H, de tal modo que el siguiente diagrama es conmutativo 

I   / H 

 
I/

\
G   / H//

\  
G 

donde los morfismos horizontales son las inclusiones naturales y los morfismos 
verticales son los morfismos cociente. 

 

Utilizando el Lema del descenso de Drezet y Narasimhan [Dré89, Théorème 
2.3], como para todo punto cerrado h de H se tiene que el grupo de isotropía Gh 
actúa trivialmente en la fibra DETh, se sigue que el fibrado determinante DET 
desciende a H//G, es decir, existe un fibrado de línea D ---- ET sobre H//G tal que el 
siguiente cuadrado es cartesiano 

DET   / D ---- ET 
 

H   / H//
\  
G 

 

Es más, como la sección det h es G-invariante (Corolario 2.20) se sigue que existe 
una sección del fibrado determinante descendido 

det : H//G → D---- ET (2.24) 

tal que su pullback por el morfismo cociente H H//G es la sección determinante 
det h. Debido a la construcción de det h y DET mediante la Teoría General del 
Determinante desarrollada en [KM76], así como el hecho de que los cocientes H → 
H//G y I → I/G son universales, se sigue que D----  ET y det cambian de base para 
cualquier morfismo de X-esquemas S → X. Por construcción, se tiene que 

I/G = H//G − (det)0 (2.25) 
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Proposición 2.26: El morfismo natural P → I = Isom(VX , EP ) dado por la fór- 
mula p 1→ (v 1→ [p, v]) es G-equivariante. 

Demostración. Basta observar que para todo g ∈ G se tiene que 

p · g 1→ (v 1→ [p · g, v]) 

y dos elementos (p, v), (pI, vI) de P  V están en la misma clase de equivalencia si 
y sólo si existe un g G verificando que pI = p g y vI = ρ(g)−1 v (recuérdese la 
construcción del fibrado vectorial asociado (2.5)). En este caso particular se tiene 
que [p · g, v] = [p, ρ(g)v] y por tanto 

(v 1→ [p · g, v]) = (v 1→ [p, ρ(g)v]) = (v 1→ [p, v]) · g 

donde la última igualdad se debe a la G-acción en I (2.13). 

Corolario 2.27: Sea P un G-fibrado principal sobre X. Existe un morfismo ca- 
nónico X-esquemas 

sP : X → Isom(VX , EP )/G 

haciendo cartesiano el siguiente cuadrado conmutativo 

P   / I = Isom(VX , EP ) 
 

X  / /G = Isom(VX , EP )/G 
P 

 

Demostración. La composición del morfismo P I descrito en la Proposición 2.26, 
junto con el morfismo de paso al cociente I I/G, es un morfismo G-invariante 
P I/G. Como P es un fibrado principal con respecto la topología étale, P X es 
un cociente geométrico universal (Teorema 1.13) y por tanto un cociente categorial. 
Se tiene por tanto que existe un único morfismo sP : X  I/G haciendo el diagrama 
del enunciado cartesiano. 

Proposición 2.28: El cociente geométrico I I/G es un G-fibrado principal con 
respecto la topología étale. Existe un isomorfismo canónico 

I/G  I ×G (Gl(V )/G) 

Demostración. Por ser I I/G un cociente geométrico, el morfismo cociente es 
epiyectivo y afín, luego quasi-compacto y separado. Ahora, basta observar que por 
ser I un Gl(V )-fibrado principal sobre X, entonces I I G (Gl(V )/G) es un G- 
fibrado principal (Proposición 1.21). Como todo fibrado principal es un cociente 
geométrico universal (Teorema 1.13) y este es único salvo un único isomorfismo, 
se sigue que I/G y I ×G (Gl(V )/G) son canónicamente isomorfos. 
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Definición 2.29. Una G-reducción sobre X es una pareja (E, s), siendo E un fi- 
brado vectorial de de fibra tipo V y determinante trivial, y s : X  Isom(VX , E)//G 
un morfismo de X-esquemas. 

 
Un morfismo de G-reducciones (E, s) (EI, sI) es un morfismo de fibrados 

vectoriales f : E  E tal que sI = f s, donde f : Isom(VX , E)/G  Isom(VX , EI)/G 
es el morfismo inducido por f . El morfismo de G-reducciones (E, s) (EI, sI) es 
un isomorfismo si f es un isomorfismo. 

Teorema 2.30: Existe una correspondencia biunívoca entre el conjunto de G- 
fibrados principales sobre X y el conjunto de G-reducciones sobre X. 

 
Demostración. Sea P un G-fibrado principal. La G-reducción asociada a P es 
(EP , sP ) siendo sP el morfismo obtenido en el Corolario 2.27. La asignación inversa 
es la siguiente. Dado una G-reducción (E, s), se considera el diagrama 

Isom(VX , E) 
 

X s 
 / Isom(VX 

 
, E)/G 

Por la Proposición 2.28, se tiene que Isom(VX , E) Isom(VX , E)/G es un G- 
fibrado principal con respecto la topología étale y 

Isom(VX , E)/G  Isom(VX , E) ×G (Gl(V )/G) 

Como el pullback de un G-fibrado principal vuelve a ser un G-fibrado principal se 
tiene un G-fibrado principal sobre X que hace el siguiente diagrama cartesiano 

PE := s∗(Isom(VX , E))  / Isom(VX , E) 
 

X s 
 / Isom(VX 

 
, E)/G 

Dado un fibrado principal P , se tiene que PE P canónicamente. En efecto, a 
partir de P se construye el diagrama cartesiano 

P  / Isom(VX , EP ) 
 

X s 
 / Isom(VX , EP )/G 

y se tiene un morfismo canónico s∗(Isom(VX , EP )) P de G-fibrados principales. 
Como todo morfismo de G-fibrados principales es isomorfismo, se concluye. 



46  

E 

× 

E 

× 
→ 

E
 

 

 E 

 E E E
 E 

 2.2. G-reducciones 
 
 

Considérese ahora una G-reducción (E, s), entonces se tiene un isomorfismo ca- 
nónico de G-reducciones (E, s) (EP , sP ), donde (EP , sP ) es la G-reducción 
asociada al fibrado principal PE. En efecto, en primer lugar, obsérvese que se tiene 
un isomorfismo canónico de Gl(V )-fibrados principales sobre X (Lema 2.14) 

Isom(VX , EP )  PE ×G Gl(V ) 

Por otro lado, PE G Gl(V ) es canónicamente isomorfo a Isom(VX , E) como Gl(V )- 
fibrado principal mediante la asignación 

[(φ, x, g)] 1→ φ 

Componiendo los anteriores isomorfismos de Gl(V )-fibrados principales se obtiene 
un isomorfismo canónico de Gl(V )-fibrados principales sobre X 

Isom(VX , EPE )  Isom(VX , E) 

Tomando cocientes por la G-acción, se tiene un isomorfismo inducido entre los 
cocientes (que es único, pues cada uno de ellos son cocientes categoriales) 

κ : Isom(VX , EPE )/G  Isom(VX , E)/G 

Además, la sección inducida sPE : X → Isom(VX , EPE ) verifica que 

s∗
PE Isom(VX , EPE )  PE = s∗Isom(VX , E) 

Mediante el isomorfismo κ, se tiene que 

s∗Isom(VX , EP )  (κ−1 ◦s)∗Isom(VX , EP ) 

y por tanto, se concluye que sP = κ−1 ◦s de donde se sigue que s = κ◦sP . 

Por último obsérvese que existe una correspondencia biyectiva entre el grupoide 
de Gl(V )-fibrados principales sobre X y el grupoide de fibrados vectoriales sobre 
X de fibra tipo V , donde las flechas de la categoría son los isomorfismos de fibrados 
vectoriales. A cada Gl(V )-fibrado principal Q X se le asigna el fibrado vectorial 
asociado Q Gl(V ) G (Proposición 1.16), y a cada fibrado vectorial E de fibra tipo 
V se le asigna su fibrado de referencias, es decir, Isom(VX , E). Las asignaciones 
son inversas una de la otra. Mediante la anterior construcción se sigue que el 
isomorfismo Isom(VX , EP ) Isom(VX , E) viene determinado por un isomorfismo 
canónico de fibrados vectoriales 

 

EPE → E 
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2.3. Demostración del Teorema de Serre 

 
El presente capítulo finaliza con el Teorema de Serre, el cual servirá como 

piedra angular para la construcción del espacio de móduli de fibrados principales 
con trivialización formal. El Teorema de Serre clásico afirma lo siguiente: 

Teorema 2.31: [Ser55, Prop 9]Sea X un esquema íntegro, separado y de tipo finito 
sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado de característica cero. Sea G un grupo 
algebraico y H un subgrupo cerrado de G. Dar un H-fibrado principal equivale a 
dar un fibrado principal de grupo G y una sección s del espacio fibrado asociado 
de fibra tipo G/H 

 

P G (G/H) = P/H   / X 
   

 
s 

 

Cabe destacar que las hipótesis del artículo de Serre [Ser55] son distintas a las 
nuestras. En este trabajo no se ha impuesto ninguna condición sobre el esquema 
base, pero a cambio, el morfismo estructural de los fibrados principales conside- 
rados es quasi-compacto y separado. La generalización del Teorema 2.31 consiste 
no solo en estudiar la correspondencia a nivel de objetos, si no también a nivel 
de morfismos, comprobando la funtorialidad de las construcciones con respecto el 
esquema base X, que ahora es arbitrario, y la extensión del grupo estructural. 
Obsérvese, que el Teorema 2.30 es un caso particular del Teorema 2.31 bajo las 
hipótesis consideradas en esta tesis. 

Definición 2.32. Se define el grupoide de G-reducciones sobre X como la cate- 
goría cuyo objetos son las G-reducciones (E, s), y los morfismos de la categoría 
son los isomorfismos de G-reducciones. 

Teorema 2.33: Sea X un k-esquema y sea G un grupo algebraico lineal semisimple 
dotado de una representación fiel ρ : G , Sl(V ), siendo V un k-espacio vectorial 
n-dimensional. Se tiene una equivalencia de grupoides 

  
G-fibrados principales sobre X

   
G-reducciones sobre X

 
(2.34) 

donde a cada G-fibrado principal P se le asigna la G-reducción (EP , sP ), siendo 
EP el fibrado vectorial construido en (2.6) y sP es el morfismo de X-esquemas 
dado en el Corolario 2.27; y a cada G-reducción (E, s) se le asocia el G-fibrado 
principal PE := s∗(Isom(VX , E)). 

La anterior equivalencia es funtorial en X, es decir que para todo morfismo 
de k-esquemas, f : S  X, se verifica que (Ef∗P , sf∗P ) = (f∗EP , f∗sP ) y Pf∗E = 
f∗PE. 
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Demostración. Las asignaciones definidas en el enunciado son inversas una de la 
otra a nivel de objetos (Teorema 2.30). Considérese un isomorfismo de G-fibrados 
principales P → PI. Por construcción, se tiene un isomorfismo canónico entre los 
fibrados vectoriales asociados EP EP que inducen un isomorfismo canónico 
de Gl(V )-fibrados principales entre sus esquemas de referencia Isom(VX , EP ) 
Isom(VX , EP ). Obsérvese que se tiene la siguiente identificación canónica 

P  P ×G G  (P ×G)/G 

así como (Lema 2.14) P × Gl(V )  Isom(VX , EP ) G 
 

Ahora es claro cuál es el morfismo G-equivariante natural P Isom(VX , EP ). Lo 
análogo para PI. Se tiene por tanto el siguiente diagrama conmutativo 

P   / Isom(VX , EP ) 
 

P I   / Isom(VX , EP ) 

Tomando cocientes por la acción de G en cada uno de los términos del anterior 
diagrama se obtiene que el siguiente diagrama es conmutativo 

sP  

   /               / 
X Isom(VX , EP )/G 

P 
Isom(VX , EP ) /G 

de donde se concluye. 
 

Recíprocamente, sea (E, s) → (EI, sI) un isomorfismo de G-reducciones. El iso- 
morfismo de fibrados vectoriales f : E EI, induce un isomorfismo de Gl(V )- 
fibrados principales Isom(VX , E) Isom(VX , EI), y por tanto un isomorfismo entre 
los cocientes. Sean PE y PE los fibrados principales asociados a las G-reducciones 
consideradas, la condición de compatibilidad entre las secciones s y sI induce el 
siguiente diagrama conmutativo 

PE   / Isom(VX , E) 

 
PE Isom(VX , E ) 

 

donde PE → PE
I es un morfismo G-equivariante entre fibrados principales, y por 

tanto un isomorfismo. 

∼  
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Falta por ver que la asignación es funtorial en X. Considérese un morfismo 
de X-esquemas f : S  X, y P un G-fibrado principal sobre X. En primer lu- 
gar obsérvese que la construcción del espacio fibrado asociado (Proposición 1.16) 
conmuta con cambios de base, es decir, se verifica la fórmula 

f∗(EP )  Ef∗P (2.35) 

Esto es inmediato observando que G actúa trivialmente en S y por tanto existe 
un isomorfismo canónico de S-esquemas 

(P ×G V ) ×X S  (P ×X S) ×G V 

que consiste en permutar los factores. Para probar que la sección sP de la G- 
reducción asociada a P es estable por cambios de base obsérvese que, por los 
mismos argumentos que antes, 

P ×G Gl(V ) = Isom(VX , EP ) 

es estable por cambios de base de forma canónica y además, 

Isom(VX , EP ) → Isom(VX , EP )/G 

es un cociente geométrico universal (Teorema 2.23), luego estable por cambios de 
base. Se concluye por tanto que sf∗P = f∗sP y por consecuente (Ef∗P , sf∗P ) = 
(f∗EP , f∗sP ). 

 
Los mismos argumentos dados sirven para probar que Pf∗E = f∗PE de forma 

canónica. Se concluye la demostración. 
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3. Trivializaciones de fibrados principales 

 
En el presente capítulo se realiza un estudio sistemático de las trivializacio- 

nes de un fibrado principal. En la primera sección se realiza una breve revisión 
bibliográfica del artículo de Drinfeld y Simpson [DS95] donde se prueba que todo 
fibrado principal sobre una curva algebraica trivializa en la topología de Zaris- 
ki. En la segunda sección se prueba que todo fibrado principal sobre una curva 
algebraica trivializa al restringir al disco formal. Finalmente se demostrará que 
la correspondencia de Serre (Teorema 2.33) es compatible con trivializaciones, es 
decir, que toda trivialización de un fibrado principal induce de modo canónico una 
trivialización en la G-reducción asociada de forma canónica y recíprocamente. Este 
resultado será clave a la hora de construir el espacio de móduli de fibrados princi- 
pales con trivialización formal sobre una curva algebraica en el capítulo 4, así como 
el espacio de móduli de fibrados principales singulares con trivialización formal y 
el espacio de móduli de fibrados principales singulares lineales con trivialización 
formal considerados en la segunda parte de esta memoria. 

 
3.1. Grupos especiales 

Al principio de esta memoria se tomó como convenio que todos los fibrados 
principales considerados serían entendidos con respecto la topología étale. La mo- 
tivación detrás de esta decisión es que, por lo general, la topología de Zariski es 
demasiado gruesa para el estudio de los fibrados principales. Para ejemplificar 
dicha problemática se recuerda en las siguientes definiciones lo que es un reves- 
timiento y un revestimiento de Galois. (El lector interesado puede consultar un 
estudio sistemático de la teoría de revestimientos de Galois en el contexto de la 
Geometría Algebraica en [Sza09, §5]) 

Definición 3.1. Sean X e Y dos esquemas. Un revestimiento étale de grado 
n es un morfismo finito étale epiyectivo f : X Y tal que f X es un módulo 
localmente libre de rango n. 

 
Un revestimiento étale es un revestimiento de Galois si X es conexo y se 

trivializa a sí mismo, es decir, si se tiene un isomorfismo 

X ×Y X  XLJ .n.). LJX 

Teorema 3.2: [Sza09, Proposition 5.3.7] Sea f : X Y un revestimiento étale y 
G AutY (X) un subgrupo. El cociente geométrico X/G es isomorfo a Y si y sólo 
si f es un revestimiento de Galois y G = AutY (X). 
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Utilizando que dado un revestimiento de Galois, la acción del grupo de auto- 
morfismos es libre y transitiva, se obtiene que todo revestimiento de Galois es en 
particular un fibrado principal con respecto la topología étale, pero no necesaria- 
mente con respecto la topología de Zariski. Por ejemplo considérese Spec(k). Los 
revestimiento de Galois de Spec(k) se corresponden con las extensiones de Galois 
de k, que son fibrados principales que se auto-trivializan, pero que no son triviales 
con respecto la topología de Zariski. 

 
No obstante, aunque por norma general no todo fibrado principal con respecto 

la topología étale es localmente trivial en la topología de Zariski, existen una clase 
de grupos algebraicos que verifican precisamente dicha condición. 

Definición 3.3. Un grupo algebraico G se dice especial si todo fibrado principal 
de grupo G con respecto la topología étale, es también un G-fibrado principal con 
respecto la topología de Zariski. 

Teorema 3.4: [Ser55, Théorème 1, Section 4] Todo grupo especial es conexo y 
lineal. 

Teorema 3.5: [Ser55, Théorème 2, Section 4] Para que un subgrupo algebraico 
G de Gln sea especial, es condición necesaria y suficiente que la fibración Gln 
Gln /G sea localmente trivial con respecto la topología de Zariski. 

Ejemplo 3.6. Algunos ejemplos de grupos especiales son los siguientes ([Ser55, 
Section 4.4]) 

El grupo multiplicativo Gm. 

El grupo aditivo Ga. 

El grupo general lineal Gln. 

El grupo especial lineal Sln. 

El grupo simpléctico Sp2n. 

La clasificación completa de los grupos algebraicos especiales semisimples se 
debe a Grothendieck, y está recogida en el siguiente Teorema. 

Teorema 3.7: [Gro58, Théorème 3] Sea G un grupo algebraico. Para que G sea 
especial es condición necesaria y suficiente que G sea afín, conexo y sin torsión. Si 
G es afín, semisimple y sin torsión, entonces G es isomorfo a un producto directo 
de grupos de la forma Sln y Sp2n. 

Para finalizar la sección se enuncian dos Teoremas relativos a los fibrados prin- 
cipales sobre curvas algebraicas, siendo los resultados centrales del artículo de 
Drinfeld y Simpson [DS95]. 
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Sea S un k-esquema y C S un esquema liso y propio sobre S cuyas fibras 

geométricas son curvas íntegras y conexas. Recuérdese que un subgrupo de Bo- 
rel de G es un subgrupo algebraico maximal entre todos los subgrupos conexos, 
resolubles y cerrados. De ahora en adelante, sea B un subgrupo de Borel de G fijo. 

Teorema 3.8: [DS95, Theorem 1] Todo G-fibrado principal sobre C admite una 
reducción del grupo estructural a B después de un cambio de base SI S ade- 
cuado, siendo el anterior morfismo étale y epiyectivo. 

Teorema 3.9: [DS95, Theorem 2] Todo G-fibrado principal sobre C es localmente 
trivial en la topología de Zariski después de un cambio de base étale adecuado 
SI  S. Si además S = Spec(k), no es necesario considerar un cambio de base, 
es decir, todo G-fibrado principal sobre una curva algebraica proyectiva C sobre 
Spec(k) es localmente trivial en la topología de Zariski. 

 
3.2. Fibrados principales sobre el disco formal 

En la presente sección se introduce la noción de fibrado principal sobre un 
esquema formal, y se prueba, que todo fibrado principal sobre el espectro de un 
k-álgebra linealmente topológica admisible induce uno sobre el esquema formal 
asociado. Se estudia también el caso relativo a la completación de un esquema a 
lo largo de un subesquema cerrado. Para las definiciones y resultados utilizados 
relativos a la teoría de esquemas formales se recomienda al lector consultar el 
Apéndice B. 

Definición 3.10. Sea X un esquema formal y sea G = Spec(k[G]) un grupo al- 
gebraico afín. Un G-fibrado principal sobre X con respecto la topología fppf 
es dar un esquema formal P dotado de una G-acción junto con un morfismo de 
esquemas formales π : P X que es G-invariante, fielmente plano, y tal que se 
tiene un isomorfismo de esquemas formales 

P ×Spf(k) ×G  P ×X P 

En esta situación el G-fibrado principal trivial sobre X se define como el esquema 
formal X ×Spf(k) G dotado de la G-acción dada por la multiplicación de G, y donde 
el morfismo π : X ×Spf(k) G → X es el dado por la proyección en el primer factor. 

A continuación se explicará como asignar a cada fibrado principal sobre el 
espectro de una k-álgebra linealmente topológica admisible un fibrado principal 
formal sin necesidad de imponer condiciones de noetherianidad sobre la k-álgebra. 

Definición 3.11. Sea A una k-álgebra linealmente topológica admisible, e I un 
ideal de definición. Sea P → Spec(A) un G-fibrado principal, y denótese por 

in : Spec(A/In) ,→ Spec(A) 
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a las inmersiones cerradas naturales. Se define el G-fibrado formal asociado a 
P como sigue. 

Para todo n ≥ 1, se considera el G-fibrado principal Pn como 

πn : i∗nP → Spec(A/In) 

Obsérvese que por tenerse para todo m < n el siguiente diagrama conmuta- 
tivo 

Spec(A/Im) Θmn  / Spec(A/In) 
 

im in 

S
 
pec(A) 

se tienen isomorfismos canónicos Θ∗
mnPn = Θ∗

mni∗nP = i∗mP = Pm. 

Los morfismos fmn : Pm → Pn son los naturales. 

Teorema 3.12: Sea A una k-álgebra linealmente topológica admisible, e I un ideal 
de definición. El G-fibrado formal asociado a P define un G-fibrado principal en 
el sentido de la Definición 3.10 sobre Spf(A). 

Demostración. Defínase el espacio topológico anillado 

P := (|P1|, OP := lim OPi) 

Como G es afín, el morfismo estructural de un fibrado principal π : P Spec(A) 
es afín (Corolario 1.6), y por tanto P = Spec(B) siendo B una A-álgebra. Se tiene 
por tanto que Pn = Spec(B ⊗A A/In) y por tanto P tiene como espacio topológico 
subyacente a Spec(B/IB) y como haz de anillos a l i m�B / I n B .  ←− 

Ahora es claro que, denotando por On := OPn = B�/InB, los morfismos natu- 
rales uij : On+1 → On inducidos por los morfismos fij : Pi → Pj son epiyectivos. 
Por último, obsérvese que (P, OPi) = Pi como esquema, y el núcleo del morfismo 
Oi → O1 = OP1 es nilpotente por la construcción del G-fibrado formal asociado. 
Por el Teorema B.13 se tiene que (P, OP := lim OPi) es un esquema formal. De ←− hecho, P = Spf(B�), donde B� = lim(B/InB). 

Por definición de límite i n d
←
u
−
c t i vo ,  se tiene un morfismo inducido entre los 

límites P Spf(A). Este morfismo está caracterizado como el único morfismo de 
esquemas formales que hacen los diagramas 

Pn   / (P, OP) 

πn 

Spec(A /In)   / Spf(
/ \ 
A) 
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cartesianos. Como para cada n, el cuadrado conmutativo 

Pn   / Pn+1 

 
Spec(A/In)   / Spec(A/In+1) 

 

era cartesiano, el morfismo entre los esquemas formales obtenidos es ádico (véase 
Definición B.12) 

 
Obsérvese además que se tiene una familia compatible de morfismos 

Pn ×G   / Pn 

Sp
 
ec(A/I

�/ 
n) 

que es compatible con el sistema inductivo dado por Spec(A/In) Spec(A/In+1) , 
luego induce un morfismo P G P sobre Spf(A). Como en cada una de las etapas 
del límite era una G-acción, en el límite es una G-acción. El mismo razonamiento 
muestra que se tiene un isomorfismo de esquemas formales 

P ×G  P ×Spf(A) P 

por tener dicho isomorfismo en cada etapa del límite ya que Pn  Spec(A/In) es 
un fibrado principal con respecto la topología étale para cada n. La epiyectividad 
de P → Spf(A) es inmediata, y la platitud se sigue de [ATJLPR09, 3.3.1]. 

Proposición 3.13: Sea G = Spec(k[G]) un grupo algebraico afín. El G-fibrado 
formal asociado al G-fibrado trivial G×k Spec(A) → Spec(A) es 

G×Spf(k) Spf(A) → Spf(A) 

 
Demostración. El G-fibrado formal asociado tiene como espacio topológico subya- 
cente G Spec(k) Spec(A/I), que es precisamente el espacio topológico subyacente 
de Spec(k[G]) Spf(k) Spf(A) donde k[G] y k tienen la topología discreta. Se con- 
cluye si se prueba que los haces de anillos son isomorfos, lo cual equivale a probar 
que existe un isomorfismo 

lim(k[G] ⊗k A/In)  k[G]⊗kA 
←− � 

Esto último es inmediato por la definición del producto tensorial completado y 
del hecho de que al considerar en k[G] la topología discreta, el (0) es un ideal de 
definición. 
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Definición 3.14. Sean X y XI dos esquemas. Se dice que X es un engrosamien- 
to de primer orden si X es un subesquema cerrado de XI, y el haz de ideales 2 
quasi-coherente I ⊂ OX definiendo X tiene cuadrado nulo, es decir I = 0. 

Definición 3.15. [Sta18, Definition 37.11.1] Un morfismo de esquemas f : X S 
es formalmente liso si dado cualquier cuadrado conmutativo 

T   / X 
 
 

f 
 

/\ 
T I / S 

donde T → T I es un engrosamiento de primer orden de T , entonces existe un único 
morfismo T I → X haciendo el anterior diagrama conmutativo. 

Lema 3.16: [Sta18, Lemma 37.11.6] Sea f : X S un morfismo de esquemas. 
Las siguientes condiciones son equivalentes. 

i) f es liso, 

ii) f es localmente de presentación finita y formalmente liso. 

Corolario 3.17: Si G es un grupo algebraico lineal sobre k entonces todo G-fibrado 
principal P → X es formalmente liso. 

Demostración. Es inmediato a partir del Teorema 1.4 y el Lema 3.16. 

Definición 3.18. Sea A una k-álgebra linealmente topológica admisible, I un 
ideal de definición y P Spec(A) un G-fibrado principal. Una trivialización 
formal de P sobre A con respecto I es dar un isomorfismo G-equivariante 

P  Spf(A) ×G 

de esquemas formales sobre Spf(A), donde P es el fibrado formal asociado a P . 

Teorema 3.19: Sea A una k-álgebra linealmente topológica admisible, I un ideal 
de definición y π : P  Spec(A) un G-fibrado principal. Las siguientes condiciones 
son equivalentes 

i) f : P Spf(A) ×G es una trivialización formal. 

ii) Para cada n 1 se tiene un isomorfismo de G-fibrados principales sobre 
Spec(A/In) 

fn : i∗nP  Spec(A/In) ×G 
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de forma compatible con el sistema inductivo Θn : Spec(A/In) Spec(A/In+1)  n  N 
definido en (B.4), y con el sistema inductivo de formado por los (Pn). 

iii) Para algún n ∈ N, Pn es isomorfo al G-fibrado principal trivial. 

iv) Se tiene una sección del morfismo P → Spf(A). 

v) Para cada n 1 se tiene una sección sn : Spec(A/In) Pn de forma com- 
patible los sistemas inductivos definidos por (Spec(A/In) y por (Pn). 

vi) Para algún n ∈ N, se tiene una sección de Pn → Spec(An). 

Demostración. Las implicaciones i) ⇒ ii) y ii) � iii) son inmediatas por pullback, 
ya que el morfismo P → Spf(A) es ádico. La implicación iv) ⇒ v) es inmediata 
por la propiedad universal del límite inductivo. Por otro lado, que v) ⇒ vi) es 
tautológico y ii) ⇔ iv) por la equivalencia entre trivializaciones y secciones, por 
el mismo motivo se tiene que iii) ⇔ vi). Por otro lado, por la propiedad universal 
del límite inductivo v) ⇒ iv). 

Basta con comprobar por tanto que iii) ii). Supóngase que Pn es trivia- 
lizable para un n, como el pullback de un fibrado principal trivial es trivial, se 
tiene que para todo m n, los fibrados principales Pm son trivializables, y las 
trivializaciones se puede tomar de tal manera que sean compatibles con el sis- 
tema inductivo hasta la etapa m. Se concluye si se prueba que el fibrado Pm+1 
es trivializable. Sea s : Spec(A/In) Pn la sección asociada a la trivialización. 
Obsérvese que por ser Pn Spec(A/In) formalmente liso (Corolario 3.17), y 
Spec(A/In)  Spec(A/In+1) un engrosamiento de orden 1, la sección s levanta a 
un único morfismo s haciendo el siguiente diagrama conmutativo 

Spec(A/In) 
 fn,n+1◦s  / P 

πn 
s 

Spec(A/In+1) 
Id 

 / Spec(A/In+1) 

Se obtiene por tanto que Pn+1 Spec(An+1) admite una sección y por tanto es 
trivializable de modo compatible con el sistema inductivo por construcción. 

Corolario 3.20: Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Entonces, todo G- 
fibrado principal P Spec(k[[x]]) admite una trivialización formal sobre Spf(k[[x]]) 
con respecto el ideal de definición (x). 

 
Demostración. Basta observar que k[[x]]/x k, y que todo G-fibrado principal 
sobre un cuerpo algebraicamente cerrado es trivial, pues admite un punto racional. 
Por el Teorema anterior se concluye. 
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Definición 3.21. Sea X un esquema cualquiera y sea Z X un subesquema 
cerrado dado por un ideal . Denótese por Zn al esquema Spec( X / n+1). La 
completación de X a lo largo de Z se define como el esquema formal Z cuyo 
espacio topológico subyacente es Z, y el haz de anillos es OZ := lim OZn . 

Definición 3.22. Sea P → X un G-fibrado principal sobre un esquema X y sea 
Z ⊂ X un subesquema cerrado. Se define el G-fibrado principal formal asociado a 
P en la completación de X sobre Z como la pareja (P, OP) siendo P el espacio 
topológico del pullback de P a Z, y OP el haz de anillos obtenido como el límite 
proyectivo de los haces OPn , siendo Pn el pullback de P a Zn. 

Con las mismas ideas que en el Teorema 3.12 y en el Teorema 3.19, se tiene el 
siguiente resultado. 

Teorema 3.23: Sea Z X un subesquema cerrado y sea P X un G-fibrado 
principal. 

i) El G-fibrado principal asociado a P en la completación de X sobre Z es un 
G-fibrado principal en el sentido de la definición 3.10. 

ii) Las siguientes condiciones son equivalentes 

a) El G-fibrado principal asociado P → Z es isomorfo a Z ×G. 
b) Para cada n 1, se tienen isomorfismos G-equivariantes Pn Zn G 

compatibles con el sistema inductivo definido por (Zn) y (Pn). 
c) Para algún n, Pn es trivializable. 

Demostración. La implicación ii) ⇒ iii) es inmediata, mientras que iii) ⇒ ii) es 
por ser P un fibrado principal formalmente liso. Por otro lado que i) ⇒ ii) se 
obtiene por pullback por ser el morfismo P → Z ádico. Por la propiedad universal 
del límite inductivo, ii) ⇒ i). 

3.3. Teorema de Serre con trivializaciones 

En esta sección se estudiarán los G-fibrados principales sobre el disco formal, 
así como las operaciones de extensión y reducción del grupo estructural sobre un 
fibrado principal sobre el disco formal. Además, se demostrara que la correspon- 
dencia de Serre (Teorema 2.33), el cual establecía una equivalencia funtorial de 
grupoides 

  
G-fibrados principales sobre X

   
G-reducciones sobre X

 
 

P 1→ (EP , sP ) 
(E, s) PE ←  
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sigue siendo cierta para fibrados principales sobre el disco formal. Este resultado 
será fundamental para la construcción del espacio de moduli de G-fibrados prin- 
cipales con trivializaciones formales realizada en el capítulo 4, que sigue la misma 
estrategia seguida por A. H. W. Schmitt en [Sch02] en el caso clásico. 

 
En primer lugar se extenderá la correspondencia anterior considerando un dato 

extra, siendo dicho dato una trivialización en un esquema U . Por trivialización 
se entenderá un isomorfismo con el objeto trivial. En la categoría de G-fibrados 
principales sobre X, el objeto trivial es X G, y la G-reducción trivial se entenderá 
como el objeto asociado a X G. Por construcción de la correspondencia descrita 
en en el Teorema 2.33, se tiene el siguiente diagrama conmutativo 

X ×G   / X × Gl(V ) = Isom(VX , VX ) 
 

X  s  / X × Gl
/\
(V )/G 

pues obsérvese que el fibrado vectorial asociado a X G es VX = X V . El mor- 
fismo horizontal superior está definido como 

(x, g) 1→ (x, ρ(g)) 

y el morfismo vertical del lado derecho es simplemente el paso al cociente, luego 

s(x) = [x, 1] 

donde [x, 1] es la clase de equivalencia de la pareja (x, 1) X Gl(V ) en X 
Gl(V )/G. La G-reducción trivial sobre X se denotará por (EX , sX ). 

Definición 3.24. Sea f : U → X un morfismo de esquemas. Una trivialización 
de un fibrado principal P → X en U es un isomorfismo de G-fibrados principales 
f∗P  U ×G. 

Sea (E, s) una G-reducción en X. Una trivialización de (E, s) en U es un 
isomorfismo de G-reducciones sobre U , (f∗E, f∗s)  (EU , sU ). 

Definición 3.25. Sean (P, ψ), y (P I, ψI) dos G-fibrados principales sobre X con 
sendas trivializaciones ψ y ψI a lo largo de un esquema f : U → X. Un morfismo 
de trivializaciones (P, ψ) → (P I, ψI) es un morfismo de fibrados principales 

g : P  PI 
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tal que el triángulo  
f∗P 

f ∗g  / PI 
 
 

U ×G 

es conmutativo. Evidentemente, todo morfismo de trivializaciones tiene inverso. 
 

Análogamente, dadas dos G-reducciones sobre X con sendas trivializaciones 
(E, s, ψ), (EI, sI, ψI) a lo largo de un esquema f : U  X, se define un morfismo 
de G-reducciones con trivializaciones como un morfismo de G-reducciones 
g : (E, s) → (EI, sI) (Definición 2.29) verificando que el triángulo de G-reducciones 

(f∗E, f∗s) f
∗g  / (f∗EI, f∗sI) 

 
ψ 

   
EU , sU 

 

es conmutativo. Un isomorfismo de G-reducciones con trivializaciones es un iso- 
morfismo de G-reducciones satisfaciendo la condición de compatibilidad anterior. 

Observación 3.26. A través de la correspondencia de Serre (Teorema 2.33) se 
observa que toda trivialización de un fibrado principal en un esquema U X 
induce de modo canónico una trivialización de la G-reducción asociada en U y 
recíprocamente; es más, debido a la funtorialidad de la anterior construcción se 
sigue que todo morfismo de fibrados principales trivializados induce un morfismo 
entre las G-reducciones asociadas con trivialización, y recíprocamente. 

 
Por tanto, la equivalencia del Teorema 2.33 sigue siendo cierta si se añade como 

dato extra trivializaciones a lo largo de un esquema U  X. Lo último que falta 
por ver es que la asignación de trivializaciones en un esquema U se comporta de 
modo funtorial con respecto X. 

Observación 3.27. Sea (E, s) una G-reducción sobre X y ψ una trivialización 
de E en un esquema f : U X. Entonces, se tiene de modo automático una 
trivialización de la G-reducción (E, s) sobre U del modo que sigue. Por hipótesis, 
ψ : f∗E  U ×V , luego se tiene el siguiente diagrama conmutativo 

If∗E 
 ∼  / U × Gl(V ) 

U   / If∗E
\ / 
/G  ∼  / U × Gl

/\
(V )/G 

) ( 
ψ  
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Sea s el morfismo obtenido mediante la composición de f∗s y el isomorfismo in- 
ducido por ψ entre los cocientes If∗E)/G  U  Gl(V )/G. Se tiene un isomorfismo 
de G-fibrados principales sobre U 

κ : s∗(U × Gl(V ))  U ×G 

A través de la correspondencia de Serre, el isomorfismo κ da lugar a un isomor- 
fismo entre las G-reducciones asociadas. Ahora bien, la G-reducción asociada al 
G-fibrado principal trivial es la G-reducción trivial, luego se tiene un isomorfis- 
mo de G-reducciones entre κ : (U V, s) (U V, sU ), que da lugar al siguiente 
diagrama conmutativo 

I ∗ 
 ∼  / U × Gl(V )   / U × Gl(V ) 

U   / I ∗ 
/\ 

/G  ∼  / U × Gl
/\
(V )/G   / U × Gl

/\
(V )/G 

f E 
 

sU 

Mediante la composición de ψ con κ se obtiene una trivialización de la G-reducción 
de partida. 

Teorema 3.28: La asignación de trivializaciones de fibrados principales sobre X 
en un esquema fijo f : U → X es funtorial en X, es decir, si P es un fibrado 
principal sobre X dotado de una trivialización en U y g : T → X es un morfismo 
de esquemas, entonces P trivializa sobre T ×X U de modo canónico. 

 
Demostración. Sea P  X un fibrado principal y sea ψ una trivialización de P en 
un esquema f : U  X. Considérese un morfismo de esquemas g : T  X. Se tiene 
el siguiente cuadrado conmutativo 

 
(P ×  T ) ×  U  / P ×  U 

ψ 
U ×G 

 
U ×

/ \  
T   / U

/ \  

 
f 

g 
T  / X 

Como el pullback de un fibrado principal trivial vuelve a ser trivial, se sigue 

(P ×X U ) ×X T  (U ×G) ×X T  U ×X T ×G 
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En conclusión, el Teorema 3.28 junto con la correspondencia de Serre (Teorema 
2.33) permiten demostrar el siguiente resultado. 

Teorema 3.29: Sea f : U X un esquema. Se tiene una equivalencia entre gru- 
poides funtorial en X 

  
G-fibrados principales sobre

     
G-reducciones sobre X 

 
 

Sea C una curva algebraica lisa y proyectiva, p C un punto cerrado. Consi- 
dérese un isomorfismo C,p k[[t]]. Dado un G-fibrado principal P C, por el 
Corolario 3.20 siempre existe una trivialización formal de P al restringir el fibrado 
a Spec( C,p) , C a través del morfismo natural. A través de la corresponden- 
cia de Serre para trivializaciones (Teorema 3.29), junto con el hecho de que la 
trivialización de la G-reducción equivale a la trivialización del fibrado vectorial 
(Observación 3.27, se tiene, que toda trivialización de P sobre el disco formal 
centrado en P 

D := Spf(OC,p)  Spf(k[[t]]) (3.30) 

induce una familia de trivializaciones de EP sobre Spec( C,p/mn) compatibles 
con el sistema inductivo definido por los Spec( C,p/mn) por el Teorema 3.19 . 
Esto equivale a decir que se tiene una familia de isomorfismos 

(Ep/mn)  (OC,p/mn)⊕n 

que al tomar límite proyectivo da lugar a una trivialización formal de E 

n n 
C,p 

 

El recíproco también es cierto por la misma construcción y por la Observación 3.27. 
 

Considérese ahora un k-esquema cualquiera S y sea P C S un G-fibrado 
principal. Fíjese el punto p C. El G-fibrado principal induce por el Teorema 3.23 
un G-fibrado formal sobre la completación de C S a lo largo de p  S. De 
nuevo, por la correspondencia de Serre con trivializaciones, se tiene una biyección 
entre el conjunto de trivializaciones formales de P y el conjunto de trivializaciones 
formales del fibrado vectorial asociado por Serre. Por definición, una trivialización 
formal de E es un isomorfismo de haces Ep×S  OS[[t]]⊕n. 

Definición 3.31. Sea (E, s) una G-reducción sobre C ×S. Una trivialización for- 
mal de (E, s) es un isomorfismo de haces Ep×S  OS[[t]]⊕n. 

Definición 3.32. Sean P, PI dos fibrados principales sobre C S dotados de tri- 
vializaciones formales ψ, ψI respectivamente. Un morfismo de fibrados principales 
con trivialización formal es un morfismo de fibrados principales f : P → PI, de tal 
forma que el morfismo inducido entre los esquemas formales asociados f� :  P → PI, 

X con trivializaciones en 
 

con trivializaciones en 
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satisface que el siguiente triángulo es conmutativo 

P  f�   
PI 

D ×S ×G 

Definición 3.33. Sean (E, s, ψ) (E, s, ψI) dos G-reducciones sobre C  S con sen- 
das trivializaciones formales ψ y ψI. Un morfismo de G-reducciones con trivializa- 
ción formal es un morfismo de G-reducciones f : (E, s)  (E, s) de tal forma que 
el morfismo inducido en la completación sea compatible con ψ y ψI. 

A partir de la discusión realizada anteriormente se tiene el siguiente resultado. 

Corolario 3.34: Sea C una curva, p C un punto cerrado, S un esquema cual- 
quiera y P  C S un G-fibrado principal. Se tiene una equivalencia entre gru- 
poides funtorial en S 

G-fibrados principales sobre C S con 
trivializaciones formales 

a lo largo de {p} ×S 

G-reducciones sobre C S con 
trivializaciones formales 

a lo largo de {p} ×S 
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4. Espacio de móduli de fibrados principales 

 
El presente capítulo está dedicado a la construcción del espacio de móduli de 

fibrados principales dotados de una trivialización formal sobre una curva algebrai- 
ca fija. Las herramientas preliminares necesarias a lo largo de todo el capítulo 
serán las desarrolladas por A. Álvarez Vázquez, E. Gómez González, D. Hernán- 
dez Serrano, J.M Muñoz Porras, y F. J. Plaza Martín. en los artículos y trabajos 
[PM00],[ÁV96],[ÁVMPPM96], [PM98b], [GGHSMPPM12], [HS08] y [PM98a]. Los 
conocimientos previos necesarios son esencialmente la construcción de la Grass- 
manniana infinita como esquema (consúltese Apéndice C), y la construcción del 
espacio de móduli de fibrados vectoriales con trivialización formal sobre una curva 
fija. Con intención de que el presente trabajo resulto lo más completo posible se 
hará un breve resumen de la construcción del anterior espacio de móduli, sien- 
do este un elemento central en la construcción del espacio de móduli de fibrados 
principales. 

 
4.1. Espacio de móduli de curvas con trivialización 

formal 

Definición 4.1. Se define el funtor M�∞ sobre la categoría de k-esquemas en la 
categoría de conjuntos como: 

 
M∞

g (S) := {Familias (X, D, z) sobre S}, 

donde estas familias verifican que: 

i) π : X  S es un morfismo propio y plano cuyas fibras geométricas son curvas 
íntegras de género aritmético g. 

ii) σ : S  X es una sección de π, tal que su divisor de Cartier asociado, D = 
σ(S), es liso, de grado relativo uno y plano sobre S. Se entenderá que el 
divisor D ⊂ X es liso sobre S, cuando para cada punto x de D exista un 
entorno U de x en X, tal que el morfismo U → S es liso. 

iii) z es una trivialización formal de X a lo largo de D, ésto es, una familia 
epiyectiva de anillos X  σ ( S[t]/tm S[t]) con m N, compatibles con 
las proyecciones canónicas 

OS[t]/tmOS[t] → OS[t]/tm
 
OS[t] m ≥ mI, 

y tal que el morfismo correspondiente a m = 1 coincide con σ. 
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 4.1. Espacio de móduli de curvas con trivialización formal 

 
Fijado un k-esquema S, se define una relación de equivalencia en el conjunto 

de familias sobre S como sigue: Dos familias sobre S (X, D, z) y (XI, DI, z) son 
equivalentes si existe un isomorfismo f : X  XI de S-esquemas compatibles con 
los datos de la familias, es decir, si la imagen inversa del divisor DI por f es el 
divisor D, y si el morfismo f es compatible con las respectivas trivializaciones, es 
decir, si para todo m se tiene el siguiente diagrama conmutativo: 

OX   / f∗OX 

 
σI (O 

 
z  

[t]
/\
/tnO 

 
[t]  f σ (O 

f∗z 

[t
/\
]/tnO 

 
[t]) 

Definición 4.2. El funtor de móduli de las curvas punteadas de género 
g,  ∞

g , es el funtor sobre la categoría de k-esquemas en la categoría de conjuntos 
definido por ser la hacificación del prehaz de conjuntos 

S -v-t M∞
g (S)/ ∼ . 

Cuando no se haga referencia al género g, se estará considerando la unión 

M∞ =  Mg
∞. 

g≥0 

Proposición 4.3: Sea X ( 1) el haz de ideales de D. La siguiente sucesión es 
exacta par todo n 

0 → OX (−n) → OX → σ∗(OS[t]/tnOS[t]) → 0 

 
Demostración. La prueba radica en el hecho de que la trivialización z implica la 
exactitud de la sucesión. Sea Kn el núcleo del morfismo 

OX → σ∗(OS[t]/tnOS[t]). 

Se verifica que K1n Kn, y en el caso particular en que n sea igual a uno, entonces 
la sucesión es exacta, se concluye por tanto que X está contenido en Kn. Para 
ver que el haz X ( n) es exactamente Kn basta con comprobar la exactitud de la 
sucesión sobre las fibras de los puntos geométricos de X. Ahora bien, la sucesión 
es exacta cuando se restringe a las fibras geométricas de π, luego se concluye la 
proposición. 

 

Considerando la sucesión exacta del anterior enunciado y tomando el límite 
proyectivo, se obtiene un isomorfismo 

lim(OX /OX (−n))  σ∗OS[[t]]. 

S S S S 
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Dado un isomorfismo de anillos topológicos como el anterior, se obtiene una tri- 
vialización formal de X a lo largo de D, considerando la familia de morfismos 
epiyectivos obtenidas al componer el isomorfismo de partida con los morfismos de 
completación 

 
con 

OX → O�X  

σ∗OS[[t]] → σ∗(OS[[t]]/tnOS[[t]]) 
 
 

En [ÁV96, 2.2] se prueba que existe un recubrimiento abierto de S y números 
enteros mi tales que los haces π  X (mi)U son localmente libres de tipo finito, 
y la primera imagen directa superior es nula, es decir, 

R1 π∗OX (mi)U = 0 

La anterior proposición con el resultado recientemente expuesto, muestra que para 
todo par de números enteros positivos n y m, se tiene la siguiente sucesión exacta 

0 → OX (−n) → OX (m) → σ∗(t−mOS[t]/tnOS[t]) → 0. 

Tomando en primer lugar la imagen directa de π, y posteriormente el límite pro- 
yectivo sobre n y el límite inductivo sobre m, se llega a que 

lim π∗OX (m) ⊂ OS((t)) 

es un punto de la Grassmanniana Gr(k((t))) con valores en S. Esto recupera 
un resultado conocido sobre los números complejos (véase [Kri77], [PS88]). En 
analogía con el artículo [Kri77] se define el morfismo de Krichever para ∞ 

como: 

Kr : M∞(S) → Gr(k((t)))•(S) (4.4) 
(X, D, z) 1→ lim π∗OX (n) 

 
4.1.1. Representabilidad de M∞ 

En lo que sigue se probará la representabilidad del funtor ∞ así como la 
caracterización de la imagen del morfismo de Krichever, Kr (4.4). Además, se dará 
una construcción efectiva para recuperar la curva, el divisor, y la trivialización a 
partir de un punto en la imagen del morfismo de Krichever. La idea es probar que 

∞ es un subfuntor de la Grassmanniana Gr(k((t))), caracterizar los puntos de 
∞(S) como las  S-álgebras de Gr(k((t)))(S). La representabilidad del funtor 

se deduce porque la anterior condición es localmente cerrada en Gr(k((t))). 
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Por simplicidad en la exposición, denótese por V a k((t)), solo en esta sección. 

Definición 4.5. Se define el orden de un elemento g ∈ VS como la función 

ord(g) : S → Z 

que asigna a cada punto s ∈ S un entero ord(g)(s) = N verificando que 

gs = aiti aN /= 0 
i≥N 

donde gs índica la imagen de g en VSpec(k(s)). 

Lema 4.6: [PM98a, 6.1.3] La aplicación ord(g) es superiormente semicontinua. 

Dado un punto U de Gr(V )(S), la función que asigna a cada punto s S el 
máximo del conjunto ord(g)(s) : g U k(s) está localmente acotada superiormen- 
te en S. Si U es una sub- S-álgebra de S((t)), entonces la función ord induce 
en U una valoración discreta v. 

 
Sea K un cuerpo conteniendo a k y U una sub-K-álgebra de K((t)). Teniendo 

en cuenta el párrafo anterior las siguientes condiciones son equivalentes [PM98a, 
9.2.2]: 

1. v /≡ 0, 

2. U /= K, 

3. el grado de trascendencia de U0 sobre K es 1, 

4. Spec(U ) es una curva sobre Spec(K). 

Las anteriores condiciones se verifican para cada U ∈ Gr(V )•(Spec K)) que sea 
sub-K-álgebra. Lo único que hace falta observar es que U0 ⊂ K((t)). 

Teorema 4.7: [PM98a, 9.2.3]Sea U Gr(V )•(K) una K-álgebra. Entonces, se 
tiene que 

C = Spec(U ) ∪{p} 

es una curva propia sobre Spec(K), donde el punto p es el correspondiente a la 
valoración v inducida por la función orden ord. Se tiene un isomorfismo canónico 
OC,p  K[[t]], y, por tanto, una trivialización formal de C en p. 

Demostración. La primera parte es trivial por tratarse U(0) de un cuerpo de grado 
de trascendencia sobre K igual a uno, luego C es precisamente la variedad de 
Riemann asociada a este cuerpo. 
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Por otro lado, K = U v, donde v es el anillo de valoración discreta asociado 
a v, es decir 

Ov = {a ∈ U0
∗ : v(a) ≥ 0} ∪{0}; 

por tanto v es la única valoración que no centra en ningún punto de Spec(U ) y 
además Spec(U )  p es una curva completa. Para finalizar, como la valoración v 
se corresponde con la valoración asociada al punto p, y U es una sub-K-álgebra de 
K[[t]], resulta que la completación del anillo local OC,p = Ov es precisamente K[[t]], 
y por tanto, p es un punto liso y se tiene un isomorfismo natural O�C , p K[[t]]. 

Del teorema se deduce que por ser v la valoración de p entonces 

H0(C, OC(np)) = U ∩t−nK[[t]], 

y por tanto, tomando límite inductivo, se sigue que H0(C −p, OC) = U . 

El principal inconveniente de la construcción anterior es que la curva que se 
reconstruye es el modelo no singular de la de partida. Un modo directo de construir 
los anteriores datos, y que será posible generalizar al caso relativo es el explicado 
a continuación. Considérese un sub- S-módulo U de S((t)), entonces, se tiene 
una filtración en U 

U (i) := U ∩ t−iOS[[t]] = {a ∈ U : v(a) ≥ −i} 

para cada número entero i ≥ 0. Sea U n el módulo graduado asociado a la filtración 
{U (in) : i ≥ 0}, es decir 

U 
 

i≥0 

 
U (in). 

Supóngase que U ∈ Gr(V )(K) es una K-álgebra. Entonces 

H0(C, OC(inp)) = U ∩t−inK[[t]] 

Tomando N lo suficientemente grande, se tiene que OC(np) es muy amplio para 
n ≥ N , luego sus secciones globales definen una inmersión en un espacio proyectivo, 

Proj(U n) = Spec(U ) ∪{p}, ∀ n ≥ N . 

La anterior construcción es generalizable al caso relativo. Sea S un k-esquema y 
U  Gr(V )•(S) una C-álgebra. Como  ∞ y Gr(V ) son haces, se puede suponer 
sin perdida de generalidad, que S = Spec( ) es el espectro de un anillo local. Se 
define la filtración 

U (i) = U ∩t−iO[[t]] (4.8) 

Los siguientes resultados pueden ser encontrados en [Mul90] . 
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Lema 4.9: Para i >> 0, existe un elemento en U (i) de la forma 

pU,i = t−i + términos de grado mayor en t. 

Lema 4.10: Para i >> 0, se tiene un isomorfismo 

U (i)/U (i−1)  t−1O[[t]]/t−(i−1)O[[t]]  t−iO 

que transforma la clase pi de pi ∈ U (i)/U (i−1) en t−i. 

Lema 4.11: Fijado un entero m, se tiene, para i−m >> 0, un isomorfismo: 

U (i)/U (i−m)  t−1O[[t]]/t−(i−m)O[[t]] = t−iO ⊕··· ⊕t−(i−m+1)O. 

De nuevo se considera := i 0U (i) el álgebra graduada asociada a la anterior 
filtración. Como U es una sub-k-álgebra no trivial de k((z)), se sigue que Proj( ) 
es una curva sobre S. Con el fin de distinguir un elemento de U (i) en U (i+1), 
considérese U = ⊕i≥0xi1U (i), donde x1 es una variable independiente. 

Observación 4.12. La localización homogénea de en x1 es U como se com- 
prueba fácilmente. De esta manera, el abierto básico que define x1 es isomorfo 
al espectro Spec(U ) de U , luego, el complementario de Spec(U ) en Proj( ) se 
corresponde con los ceros homogéneos de x1. 

Ahora es posible definir una sección de S en Proj( ) cuyo divisor de Cartier 
asociado es el subesquema definido por el ideal x1 . Con este propósito, considé- 
rese la siguiente sucesión exacta 

0 −→ U [−1] ·x1 U (i)/U (i−1) −→ 0, 
i≥0 

donde el primer morfismo es multiplicar por la variable x1. Los Lemas 4.9 y 4.10 
revelan que para un i suficientemente grande U (i)/U (i−1) t−i , luego, consi- 
derando una nueva variable independiente x0, se puede definir, para n >> 0, un 
morfismo homogéneo 

O[x0][n] →
  

(xi U (i)/U (i−1))[n], 
i≥0 

donde [n] denota la truncación del anillo en grado n. El anterior morfismo manda 
xi0 a xi1t−i para i 0 y a cero en cualquier otro caso; este morfismo es isomorfismo 
para grados altos. Tomando el espectro proyectivo: 

Proj(
  

xi U (i)/U (i−1))  Proj(
  

xinU (in)/U (i−1)n)  Proj O[x0]  Spec O = S. 
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Teniendo en cuenta la sucesión exacta 

0 −→ U [−1] ·x1 

 
U (i)/U (i−1) −→ 0, 

i≥0 

se ha construido la sección 
σ : S ,→ Proj(U ) 

cuyo divisor de Cartier, D = σ(S) es el subesquema cerrado definido por x1U . 

Lema 4.13: Proj(U ) es liso a lo largo de D. 

Demostración. Sea C := Proj( ). Basta ver que la completación formal de C a 
lo largo de D es isomorfa a un anillo de series formales. Sea D el subesquema de 
C dado por el ideal (x1) y x0 ∈/ (x1), por tanto D ∈ Spec U + , y el ideal que define x 

+ es precisamente ( x1 ). En este sentido: 
 

O�C,D = lim((U /x1 )x0 )( x1 ) 
 

La componente homogénea de grado i del anillo graduado / ( x m1  ) viene dada por 
xi1U (i)/U (i−m), donde la variable x1 sólo se introduce con objeto de graduar. Por 
el Lema 4.11, para todo i > m » 0 se tiene el siguiente isomorfismo 

U (i)/U (i−m)  t−iO[[t]]/t−(i−m)O[[t]] = t−iO ⊕··· ⊕t−(i−m+1)O 

Se tiene por tanto que 

xi U (i)/U (i−m)  < xi , xi−1x1,··· , xi−m+1xm−1 > 

donde x0 = t−1x1. A su vez, se tiene un isomorfismo con la componente de grado 
i de O[x0, x1 ]/xm1  , luego para m suficientemente grande 

U/(xm)  O[x0, x1]/(xm) 
 

Entonces, 

1 

 
(U/(xm))+ 

1 

 
= O[ x1 ]/( x1 )m 

 
Y por tanto 

1 x0 

 
x1 x1 m 

x0 x0 

 
x1 x1 

O�X,D = lim(O[ x0
 ]/( ) 

x0 
)( x1 ) = O[[ x0

 ]]( x1 ) = O[[ x0
 ]]  O[[t]]. 

 
 

 

Observación 4.14. En el lema anterior se ha obtenido una trivialización formal a 
lo largo del divisor. Ahora es fácil ver que la anterior construcción y la de Krichever 
son inversas una de otra. 

U en 
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Teorema 4.15: Un punto U ∈ Gr(V )•(S) está en la imagen del morfismo de 
Krichever si y sólo si OS ⊂ U, y además U · U ⊆ U, siendo · el producto de V . 

Teorema 4.16: El funtor de móduli ∞ es representable por un subesquema 
localmente cerrado de Gr(V ). 

Demostración. La cuestión es local, y, las condiciones del teorema anterior son 
localmente cerradas ([PM98a, Lema 1.4.3]). 

 
4.2. Espacio de móduli de fibrados vectoriales con 

trivialización formal 

En lo sucesivo C es una curva algebraica lisa, proyectiva e íntegra sobre k, 
p ∈ C es un punto cerrado y t : O�C , p   k[[z]] una trivialización formal en el punto 

Definición 4.17. Se define el funtor U C∞  como el hacificado del funtor 

Schk → Sets (4.18) 
S 1→ {(E, ψ)}/ ∼ 

donde 

i) E → C ×S es un fibrado vectorial de rango n sobre C ×S; 

ii) ψ es una trivialización formal de E a lo largo de p×S, es decir un isomorfismo 

ψ : Ep×S  OS[[z]]⊕n 

de tal forma que el siguiente triángulo es conmutativo 
 ∼  

Ep×S 

 
ψ 

 / (O�C×S )p×S 

1⊗t⊕n 

OS[[z]]⊕n 

iii) Dos parejas (E, ψ), (EI, ψI) son equivalentes si existe un isomorfismo de 
fibrados vectoriales f : E  EI, compatibles con las trivializaciones ψ y ψI, 
es decir, haciendo el siguiente diagrama conmutativo 

 

E�p×S 
f�  

ψ 

OS[[z]]⊕n 

 / EI 

 
ψ  

 
p×S 

p. 
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Un punto racional del funtor U C∞  se corresponde con una pareja (E, ψ) donde 

E → C es un fibrado vectorial de rango n y ψ : Ep  k[[z]]⊕n es un isomorfismo. 

Definición 4.19. Se define el morfismo de Krichever para C
∞ como el mor- 

fismo de funtores 

Kr : UC
∞(S) → Gr(k((z))⊕n)•(S) (4.20) 
[E, ψ] 1→ (t◦ψ)(lim π∗E (m(p×S))) 

donde Gr(k((z))⊕n) es la Grassmanniana infinita construida en el Apéndice C. 

A continuación se caracterizará el morfismo de Krichever (4.20). En analogía 
con el problema de móduli de curvas estudiado anteriormente, se probará, que 
es inyectivo y que dado un punto racional U de la Grassmanniana Gr(k((z))⊕n), 
y considerando AU k((z)) el estabilizador de U en k((z)), es posible recuperar 
una curva un punto y un parámetro formal con el segundo de los datos, y con 
U será posible recuperar el fibrado y una trivialización formal en el punto. La 
generalización al caso relativo pasa por una serie de resultados técnicos que se 
remiten a la bibliografía. S denotará un k-esquema. 

Definición 4.21. Sea U ∈ Gr(k((z))⊕n)(S) un punto de la Grassmanniana. Se 
dice que una sub-OS-álgebra A de OS((z)) estabiliza a U , si se verifica que 
OS((z))/A es plano sobre S, y A· U ⊆ U . 

Se define el estabilizador AU de U como la máxima sub-álgebra de S((z)) 
que estabiliza a U . 

Observación 4.22. El estabilizador existe por el lema de Zorn. Si S = Spec(k), 
entonces la condición de platitud es automática y se recupera la noción clásica de 
estabilizador: 

AU = {f ∈ k((z)) tal que f · U ⊆ U}. 

Proposición 4.23 ([HS08, Prop 3.11]): Sea A una sub-OS-álgebra no trivial de 
OS((z)) y U ∈ Gr(k((z))n)(S) un A-módulos. Entonces, el rango de U sobre A es 
n, si y sólo si A ∈ Gr(k((z)))(S). 

Observación 4.24. En el caso relativo el estabilizador AU no es una familia 
buena, ya que a priori no cambia de base; con precisión: si T S es un morfismo 
de k-esquema, y A estabiliza a U , entonces, en virtud de la platitud de S((z))/A, 
se tiene que AT  T ((z)), y también AT estabiliza a UT , y en particular (AU )T 
estabiliza a UT , concluyéndose que 

(AU )T ⊆ AUT , 

no obstante la anterior inclusión no tiene porqué ser una igualdad. 
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Teorema 4.25 ([HS08, Teorema 3.15]): Sea S un k-esquema, (E, ψ)  C

∞ (S ), 
U Gr(k((z))⊕n)•(S) el punto que define vía el morfismo de Krichever, y A el 
punto que define (C S, p S, z) en Gr(k((z)))•(S) vía el morfismo de Krichever 
para el funtor  ∞ (4.4). Para cada morfismo de k-esquemas T  S, se verifica 
que 

AT = (AU )T = AUT ∈ Gr(k((z)))•(T ). 

El anterior teorema se traduce a que siempre que los objetos de partida sean 
datos geométricos, entonces el estabilizador es estable por cambios de base. Recí- 
procamente, si se parte de datos algebraicos U y AU en Gr(k((z))n) y Gr(k((z))) 
respectivamente, y AU es regular, entonces AU sigue siendo el estabilizador al 
cambiar de base. 

Definición 4.26. Sea S un k-esquema y A una OS-álgebra. Se dice que A es re- 
lativamente regular sobre S, cuando para cada punto cerrado s ∈ S se verifique 
que el cambio de base, As, es un anillo regular para todo punto s ∈ S. 

Teorema 4.27: Un punto U ∈ Gr(k((z))n)•(S) está en la imagen del morfis- 
mo de Krichever (4.20) para el funtor U C∞ ,  si y sólo si el estabilizador AU ∈ 
Gr(k((z)))•(S), es no trivial, AU /= OS, y es relativamente regular sobre S. 

 
Demostración. Supóngase que U está en la imagen del morfismo de Krichever, es 
decir = ( )(lim ( ( ))). Por otro lado := (lim ( ( )) 
es también un p

−
u
→
nto de la Grassmanniana Gr(k((z)))(S)

−→
que es una sub- S- 

álgebra de S((z)) íntegra y relativamente regular, tal que U es un A-módulo de 
rango n, y se verifica automáticamente la condición de platitud de la Definición 
4.21. Se tiene que A ⊆ AU , pero por el Teorema anterior se concluye que A = AU . 

Recíprocamente, supóngase que AU ∈ Gr(k((z)))(S). Entonces, por ser una 
sub-OS-álgebra de OS((z)) no trivial, AU define una familia propia y plana de 
curvas íntegras, π : C × S → S, y el divisor de Cartier p × S, que es liso y de 
grado relativo uno. La familia C × S → S parametriza curvas lisas por ser AU 
relativamente regular. Como se explicó en la sección anterior (Teorema 4.7) C ×S = 
Proj(A), donde A := xi A(i) 

1  U 
i≥0 

Se construye un haz quasi-coherente E sobre C ×S como el haz de localizaciones 
homogéneas del A-módulo graduado: 

U = U (i), 
i≥0 

con U (i) = U ∩ z−iOS[[z]]n. Se tiene que U es plano sobre S, luego también lo es 
E . 
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En [ÁV96] se prueba que E es localmente libre. El rango de E sobre C ×S es 

n, y para obtener una trivialización formal de E a lo largo del divisor p×S , basta 
tensorializar por E la siguiente sucesión exacta 

0 → OC×S(−m(p×S))) → OC×S → OC×S/OC×S(−m(p×S)) → 0. 
 

 
 

4.2.1. Representabilidad de U∞ 

Para probar la representabilidad de C
∞ por un k-esquema. es necesario un 

Lema previo. 

Lema 4.28 ([HS08, 3.21]): Sea S un k-esquema sea un haz de S sobre la 
categoría de S-esquemas. Sean 1 y 2 dos subhaces quasi-coherentes de  tal 
que localmente 

F/F2  lim Li, 

donde los haces Li coherentes y libres. Entonces, los puntos f : SI → S tales que 
f∗(F1) ⊆ f∗(F2), como subhaces de f∗(F ), son los puntos de un cerrado de S. 

Teorema 4.29: El funtor de móduli C
∞ es representable por un subesquema local- 

mente cerrado de Gr(k((z))⊕n). Por abuso de notación se denotará de la misma 
manera. 

Demostración: El Teorema 4.27 muestra que el morfismo de Krichever es inyecti- 
vo. El funtor Gr(k((z))⊕n) es representable por un k-esquema, que, abusando de 
notación se denotará de la misma forma que el respectivo funtor. Existe por tanto 
un subespacio discreto universal 

Uuniv ∈ Gr(k((z))⊕n)•(Gr(k((z))⊕n)) 

Además, denótese por A a la imagen de (C, p, z) por el morfismo de Krichever para 
curvas (4.4). Ahora bien, un punto proviene de C∞ si y sólo si A es relativamente 
regular y se verifica que 

A· A = A, A· Uuniv ⊂ Uuniv. 

Considerando el esquema 
S := Gr(k((z))⊕n) 

y los haces  = S((z))⊕n, 1 = A Uuniv y 2 = A en el Lema 4.28, se sigue que 
los puntos f : SI S tales que f∗( 1) f∗( 2), como subhaces de f∗( ), son, 
precisamente, los puntos de un cerrado Z de S. Los puntos de Z que provienen de 
curvas lisas forman un abierto denso de Z. o 
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4.2.2. La fibra del morfismo determinante 

En el trabajo de A. Grothendieck, Fondements de la Géometrie Algébrique 
[Gro62], se expone las técnicas de construcción del esquema de Picard para un 
morfismo de esquemas f : X  S bajo ciertas condiciones. Como se demostró 
a través de la Correspondencia de Serre 2.33, los fibrados principales sobre una 
curva algebraica se corresponden con fibrados vectoriales de determinantes trivial 
dotados de un cierto morfismo de C-álgebras. El objetivo de esta sección es 
construir el espacio de móduli de fibrados vectoriales con determinante trivial 
y trivialización formal sobre la curva C. A través de este espacio de móduli se 
construirá, como fibración afín el espacio de móduli de fibrados principales con 
trivialización formal. Por completitud en la exposición se incluye la definición del 
funtor de Picard y se remite a la bibliografía la prueba de su representabilidad. 

Definición 4.30. Se define el funtor de Picard sobre C como el funtor 

PicC : Schk → Sets (4.31) 
S 1→ Pic(C ×k S)/ Pic(S) 

donde Pic(C ×k S)/ Pic(S) es el conjunto de clases de equivalencia de haces de 
línea sobre C ×k S, donde L  LI si existe un haz de línea G en S tal que 

L  LI ⊗ πS
∗  G 

siendo πS : C ×S → S es la proyección en el segundo factor. 

Observación 4.32. La anterior relación de equivalencia es equivalente a decir 
que existe un recubrimiento abierto de S = ∪Ui e isomorfismos 

fi : L|C×U   LI 
i
 

i |C×S 

Teorema 4.33: El funtor PicC es representable por un k-esquema que será deno- 
tado por PicC. 

Demostración. [Gro62, Théorème 3.1]. 

Observación 4.34. Es importante recalcar que en el anterior Teorema no se asu- 
me que los k-esquemas sean noetherianos, ni quasi-separados, ni quasi-compactos. 

Definición 4.35. Se define el morfismo determinante det∞ como el morfismo 
entre funtores 

det
∞ 

: UC
∞ (S ) → Pic•C (S) (4.36) 

(E, ψ) 1→ det E := ∧nE 
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Considerando la fibra de [ C] por el morfismo determinante (4.36), esto es, el 

producto fibrado 
U∞,triv := U∞ ×Pic

 {[OC]} (4.37) 

se obtiene el k-esquema de fibrados vectoriales de rango n, determinante trivial y 
dotados de una trivialización formal. El esquema U∞,triv es el representante de la 
hacificación del funtor 

 
 

donde 

 
Schk → Sets (4.38) 

S 1→ {(E, ψ)}/ ∼ 

 

i) ψ es una trivialización formal de E a lo largo de p S, es decir, un iso- 
morfismo ψ : p S S[[z]]⊕n de tal forma que el siguiente triángulo es 
conmutativo 

 

E�p×S  / (O�C×S )p×S 
 

ψ 1⊗t⊕n 

OS[[z]]⊕n 

ii) ∧nE  OC×S, 

iii) y dos parejas (E, ψ), (EI, ψI) son equivalentes si existe un isomorfismo de 
fibrados vectoriales f : E → EI, compatibles con las trivializaciones ψ y ψI. 

4.3. Espacio de móduli de fibrados principales con 
trivialización formal 

La presente sección está dedicada a la construcción del espacio de móduli de 
fibrados principales con trivialización formal. En lo que sigue se supondrá fijada 
la curva C, el punto p, la trivialización formal t : OC,p k[[z]], el grupo algebraico 
lineal semisimple G, y la representación fiel ρ : G ,→ Sl(V ). Se denotará por D a 
Spf(OC,p) 

Definición 4.39. Se define el funtor B u n∞G , C  como la hacificación del funtor 

Schk → Sets (4.40) 
S 1→ {P, ψ}/ ∼ 

donde 

i) P es un G-fibrado principal sobre C ×S (con respecto la topología étale), 

C 
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ii) ψ es una trivialización formal de P , es decir, un isomorfismo G-equivariante 
sobre D ×S 

ψ : P  D ×S ×G 

iii) y dos parejas (P, ψ), (P I, ψI) son equivalentes si existe un isomorfismo de 
G-fibrados principales sobre C ×S 

f : P  PI 

tal que f es compatible con ψ y ψI, es decir, si el siguiente triángulo es 
conmutativo 

P  f�   
P 

D ×S ×G 

En lo sucesivo, la pareja universal de U∞,triv (4.37) será denotada por (EU , ψU ), 
donde EU es un haz localmente libre de rango n y determinante trivial sobre 
C ×U∞,triv y ψU una trivialización formal de EU . Además, se utilizará la notación 

AU :=
 

S• 
∞,triv (VU ⊗E∨)

(G (4.41) 

donde VU := V ⊗k OC×U ∞,triv . 

Teorema 4.42: El funtor B u n∞G , C  es representable por el k-esquema Spec(AU ) det , 
donde es el elemento descrito en (2.24) asociado a los datos y , y don- 
de  Spec( ) denota al subesquema abierto de Spec( ) donde la sección 
canónica det no se anula. El isomorfismo Hom( Spec( ) ,  ) B u n∞G , C  
se dará en la demostración del Teorema. 

Demostración. Sea S un k-esquema cualquiera, y sea f : S Spec( U ) un mor- 
fismo. Mediante la composición de los siguientes morfismos naturales 

 

g 
 
 

S U∞,triv 

 

donde π2 es la proyección en el segundo factor, se obtiene un punto de ∞,triv con 
valores en S, es decir, un fibrado vectorial E de rango n sobre C S y determinante 
trivial, junto con una trivialización formal ψ de , siendo el haz de secciones 
de E. El anterior fibrado vectorial se obtiene haciendo el pullback de la pareja 
universal, EU y ψU , vía el morfismo 

1 ×g : C ×S → C ×U∞,triv
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Mediante la composición 
 

σ 
 
 

C ×S  / S  / Spec(AU ) 

se obtiene un morfismo de k–esquemas 

σ : C ×S → Spec(AU ) 

que, por la propiedad universal de los esquemas afines, junto con la propiedad de 
cambio de base del álgebra de invariantes (Teorema A.21) da lugar a un morfismo 
de OC×S-álgebras 

:  S• 
OC×S 

(VC×S ⊗E∨)
(G → O 

 
C×S 

Ahora bien, obsérvese que 

Spec(AU ) = Hom(V × (C ×U∞,triv ), EU )//G 

Geométricamente, el morfismo τ se reinterpreta como un morfismo de C S- 
esquemas 

σS : C ×S → Spec(AU ) ×k ( ) = Spec( S• 
OC×S 

(VC×S ⊗E∨)
(G) 

Por el Teorema de Serre (Teorema 3.29), y la observación 3.27 la terna (E, ψ, τ ) 
proviene de un G-fibrado principal si y sólo si σS valora en el esquema de isomor- 
fismos Isom(V × (C ×S), E)/G, lo que equivale a decir por la ecuación (2.25) que 
σS valora en el subesquema abierto donde la sección detC×S asociada a los datos 
V × (C ×S) y E no se anula. 

Por último obsérvese que por la Teoría general del Determinante ([KM76]), 
det hC S es el pullback de det h , y como consecuencia del Corolario 2.20, detC S 
es el pullback de det , porque el descenso de la sección det h es único. Utilizando 
ahora el Teorema de Serre con trivializaciones (Teorema 3.29) se concluye que el 
espacio de móduli de fibrados principales con trivialización formal es representable 
por

 
Spec(AU )

(
detU 

. 
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5. El Teorema de Uniformización 

 
El presente capítulo tiene como objetivo estudiar la relación existente entre el 

espacio de móduli de fibrados principales con trivialización formal construido en el 
capítulo anterior con el stack de fibrados principales. Entre las múltiples relaciones 
existentes se probará el Teorema de Uniformización, que permitirá expresar el 
stack de fibrados principales como el stack cociente de B u n∞G , C  por la acción del 
Positive Loop Group de G. Con la finalidad de fijar notaciones e ideas, se ha 
decidido incluir una primera sección dedicada a los resultados previos sobre la 
teoría de stacks necesarios. Dicha sección está basada en [Ols16] y [Neu11] 

 
5.1. Preliminares sobre stacks 

En lo sucesivo k es un cuerpo algebraicamente cerrado de característica cero. Se 
denotará por Schk a la categoría de esquemas sobre Spec(k). Análogamente, dado 
un k-esquema S, se denotará por SchS a la categoría de esquemas sobre S. Dado 
un k-esquema X, se denotará por X• a su funtor de puntos, siendo este último 
un haz en Schfppf , donde el superíndice denota la topología de Grothendieck 

considerada en l
k
a categoría Sch . En caso de que no se haga referencia a la misma 

se supondrá que es la de Zariski, además, G denotará a un grupo algebraico afín 
y linealmente semisimple definido sobre k. 

Definición 5.1. Sea C una categoría. Una categoría sobre C es una categoría 
F junto con un funtor p : F → C. Dado un objeto X ∈ C se define su fibra como 

subcategoría FX de F donde los objetos son las fibras de X, es decir 

Obj(FX ) = {x ∈ F : pF (x) = X} 

y los morfismos entre dos fibras x, xI de X son los morfismos que descienden a la 
identidad, es decir 

HomFX (x, xI) = {φ ∈ HomF (x, xI) : pF (φ) = IdX } (5.2) 

Un morfismo entre categorías sobre C, g : es un funtor que preserva 
la fibración, es decir, que hace el siguiente diagrama conmutativo 

F  g  / G 

 
C 

pF \-- 
 

pG 
,,_; 
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Definición 5.3. Sea X un objeto de . Se define la categoría X como aquella 
donde los objetos son los objetos sobre X, es decir, los morfismos φ : Y X, y los 
morfismos entre dos objetos Z, Y de X , son aquellos morfismos f : Z  Y de 
que hacen el siguiente triángulo conmutativo 

Z  / Y 
 

      
X 

 
Definición 5.4. Sea p : una categoría sobre C. Un morfismo φ : x y 
en se dice que es cartesiano, si para todo morfismo ψ : z y en que admite 
una factorización 

pF (ψ) = pF (φ) ◦h 

en C, entonces ψ factoriza a través de π por un único morfismo α : z → x tal que 
pF (α) = h. Si el morfismo φ : x → y es cartesiano se dice que x es el pullback de 
y a lo largo de pF (φ). 

Definición 5.5. Una categoría pF : F → C sobre C, es una categoría fibrada 
sobre C, si para todo morfismo f : X → Y de objetos de C, y un objeto en la fibra 
de Y , es decir, y ∈ Y , existe un pullback f∗y de y a lo largo de f , es decir, un 
morfismo cartesiano φ : f∗y → y tal que pF (f∗y) = X y pF (φ) = f . 

Un morfismo de categorías fibradas sobre C es un morfismo de categorías 
sobre C que preserva morfismos cartesianos. 

Definición 5.6. Una categoría fibrada p : es una categoría fibrada en 
grupoides si para todo objeto X  C, la fibra de X, es decir, la categoría  X , es 
un grupoide. 

Definición 5.7. Sean g, gI : dos morfismos de categorías fibradas sobre . 
Una transformación natural que preserva la base α : g gI, es una trans- 
formación natural entre funtores α : g gI satisfaciendo que para todo x X el 
morfismo 

αx : g(x) → gI(x) 

se proyecta en la identidad vía pG : G → C, es decir 

pG (αx) = IdX : X → X 

Definición 5.8. Sean  y dos categorías fibradas sobre . Se define la 1- 
categoría HOM ( , ) como aquella cuyos objetos son los morfismos de categorías 
fibradas , y los morfismos son las transformaciones naturales que preservan 
la base. 
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Teorema 5.9 (2-Yoneda): Sea una categoría fibrada sobre . Existe una equi- 
valencia de categorías 

HOMC (CX , F ) ∼ FX 

Sea una categoría con productos fibrados finitos y sea p : una ca- 
tegoría fibrada donde se ha hecho una elección de pullbacks (son únicos salvo 
isomorfismos). Todo morfismo f : X Y en da lugar a un morfismo de pull- 
backs 

f∗FY → FX y 1→ f∗y 

Definición 5.10. Sea {Xi → Y } una colección de morfismos de C. Se define la 
categoría de datos de descenso de {Xi → Y } con respecto F como la categoría 
F ({Xi → Y }) tal que 

Los objetos de la categoría son las parejas ({xi},{σij}) que consisten en una 
colección de objetos xi ∈ FXi, y en isomorfismos 

σij : π1
∗xi  π2

∗xj 

en FXi×Y ×Xj donde se verifica la condición de cociclo, es decir, si el siguiente 
diagrama sobre FXi×Y Xj×Y Xk es conmutativo 

 

π∗ π∗x π1
∗

2σij / π∗ π∗x  =  / π∗ π∗x 
12 1 i 12 2 j 23 1 j 

= 

π∗ π
/ \  

∗x 
 
  / π∗ π∗x 

π2
∗

3σjk 
 =  / π∗ π

/ \  
∗x 

13 1 i 
π1

∗
3σ 13 2 k 23 2  k 

 

un morfismo ({xi}, {σij}) → ({xI
i}, {σi

I
j }) es una colección de morfismos gi : 

xi → xI
i en FXi tal que el siguiente diagrama sobre FXi×Y Xj es conmutativo 

 

π∗x π1
∗gi  / π∗xI 

1 i 

σij 

1 i 

σi
 
j 

π2
∗

\ /
xj

  
π2

∗gj 

/\ 
 / π2

∗ x I
j
 

 

Definición 5.11. Se define el funtor de descenso de {fi : Xi → Y } con respecto 
F como el funtor E : FY → F ({Xi → Y }) definido por 

(y → yI) 1→ ({fi∗y}, {(σij)can}) → ({fi∗yI}, {(σi
I
j )can}) 

donde (σij)can es el isomorfismos canónico π1
∗fi∗y = π2

∗fj∗y que proviene de Xi ×Y 
Xj → Y . 

i
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El conjunto Xi Y se dice que es de descenso efectivo para si el funtor 
de descenso da lugar a una equivalencia de categorías 

E : FY ∼ F ({Xi → Y }) 

Definición 5.12. Una categoría fibrada p : F → C sobre C es un stack si 

i) F → C es una categoría fibrada en grupoides, 

ii) Todo recubrimiento de un objeto X en C es de descenso efectivo, es decir, 
existe una equivalencia entre categorías 

FX ∼E F ({Xi → X}) 

para todo objeto X ∈ C y todo recubrimiento {Xi → X} de X. 

Un morfismo de stacks es un morfismo de categorías fibradas en grupoides. 

Teorema 5.13 (Olsson Th. 4.6.5): Sean y stacks sobre un sitio . Existe una 
equivalencia categorial 

HOMC(F, G) ∼ Homstacks(F, G) 

 
5.1.1. Stack asociado a un esquema 

En primer lugar considérese una categoría C y un prehaz de conjuntos 

F : Cop → Sets 

A F le corresponde una categoría F sobre C, cuyos objetos son 

Obj(F ) = {(X, x) : X ∈ C, x ∈ F (X)} 

y un morfismo (X, x) (Y, y) es un morfismo f : X Y en donde se verifica 
que 

F (f )(y) = x 

Es decir, es la categoría de puntos del prehaz F , junto con los morfismos entre 
esos puntos. Se comprueba que junto con el funtor de olvido 

F → C (X, x) 1→ X 

F es una categoría fibrada sobre C. La fibra de un objeto X son conjuntos pues 

Obj(FX ) = {(X, x) : x ∈ F (X)} = F (X) 



85  

S 

X 

C F 

X
 

 

→
 

 

→ 

Capítulo 5. El Teorema de Uniformización  

 
Teorema 5.14: Sea C un sitio. Todo haz de conjuntos F sobre C es un stack sobre 
C. 

 
Demostración. Por lo dicho anteriormente, a F se le asigna una categoría fibrada 
sobre , denotada por , y que es la categoría de puntos. La condición de haz se 
traduce al descenso efectivo, pues 

FX = F (X) = Eq
  II 

F (Xi) →− 
II 

F (Xi ×X Xj) = F ({Xi → X})
i

 

para todo recubrimiento {Xi → X}. 

Definición 5.15. Sea X un k-esquema en la topología de Zariski y sea X• su 
funtor de puntos. Se denotará por X al stack asociado a X• por el procedimiento 
explicado anteriormente. 

Observación 5.16. Sea un stack sobre Schk. Si algún objeto de tiene algún 
automorfismo distinto de la identidad entonces  no puede ser el stack asociado 
a un k-esquema. 

 
5.2. El morfismo de olvido π∞ 

Sea C una curva algebraica lisa, proyectiva, conexa e íntegra sobre k, y consi- 
dérese Schk la categoría de k-esquemas dotada de la topología de Zariski. 

Definición 5.17. Se define el stack de fibrados principales BunG,C como la 
categoría sobre Schk cuyos objetos son las parejas (S, P ), siendo S un k-esquema 
y P  C S un G-fibrado principal con respecto la topología étale. Un morfismo 
de objetos 

(S, P ) → (SI, PI) 

es un morfismo de esquemas f : S SI tal que se tiene un isomorfismo de fibrados 
principales 

(1 ×f∗)P I  P 

La estructura de categoría fibrada sobre Schk viene dada por la proyección 

BunG,C → Schk 
(S, P ) 1→ S 

Dado un k-esquema S, la fibra de S es 

BunG,C(S) := (BunG,C)S = {Grupoide de G-fibrados principales sobre C ×S} 

Teorema 5.18: [Wan11, Theorem 2.0.2] BunG,C es un stack sobre Schk
f pqc. 
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5.2. El morfismo de olvido π∞ 
 

Observación 5.19. Como consecuencia del anterior Teorema se tiene que BunG,C 
es un stack sobre Schk, Schk

ét, y Schk
f ppf . 

Sea B u n∞G , C  el stack asociado al k-esquema Bun∞G,C .  Para tener un completo 
control de los morfismos que se van a definir es necesario hacer un breve repaso 
al proceso de hacificación para entender mejor el haz Bun∞G,C de la Definición 4.39. 

 
Sea C un sitio cualquiera y F : Cop → Sets un funtor. 

Definición 5.20. Una hacificación de F es un haz F # : Cop → Sets dotado de 
una transformación natural F → F # tal que las siguientes condiciones se verifican 

i) dado un objeto X ∈ Obj(C)y dos elementos α y β en F (X) cuyas imágenes 
α#,β# por el morfismo F (X) → F #(X) sean isomorfas, entonces existe un 
recubrimiento abierto {fi : Ui → X}i∈I de X tal que 

fi∗α = fi∗β 
 

ii) para cada objeto X ∈ Obj(C) y para cada elemento α ∈ F #(X), existe un 
recubrimiento abierto {fi : Ui → X} y elementos {αi ∈ F (Ui)} tal que 

α# = fi∗α 

Teorema 5.21: [FGI+05, Theorem 2.64] Existe una hacificación del funtor F y 
es única salvo un isomorfismo canónico. Además, todo morfismo de funtores de F 
en otro haz factoriza de modo único a través de F #. 

El proceso de construcción de F # pasa por dos etapas. En primer lugar se define 
el funtor F s sobre un objeto X ∈ Obj(C) como F s(X) := F (X)/ ∼ donde ∼ es una 
relación de equivalencia definida en el conjunto F (X) como sigue a continuación. 
Dos elementos α, β de F (X) son equivalentes si existe un recubrimiento abierto 
{fi : Ui → X}i∈I de X tal que el pullback de α y β a cada uno de los Ui coincide 

fi∗α = fi∗β ∀i ∈ I 

La construcción de # se realiza a partir de s. Para cada objeto X de se con- 
sidera el conjunto de parejas ( Ui X i I , αi i I ) donde Ui X i I es un re- 
cubrimiento de X y αi s(Ui) para todo i I; además, se impone que el pullback 
de αi y αj a s(Ui X Uj) ta través de la primera y segunda proyección respectiva- 
mente coincidan. En este conjunto de parejas se impone una relación de equivalen- 
cia como sigue: ( Ui  X i I , αi i I ) es equivalente a ( Vj  X j J , βj j J ) 
cuando el pullback de αi y βj a s(Ui X Vj) coincida para cada i I, j J. El 
funtor hacificado # está definido sobre un objeto X como el conjunto de clases 
de equivalencia descritas anteriormente. 
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Dada una flecha Y → X, la función F #(X) → F #(Y ) está definida enviando 

la clase de la pareja ({Ui → X}i∈I ,{αi}i∈I ) ∈ F #(X) a la clase de equivalencia 
de la pareja ({Ui ×X Y → Y }i∈I , {p∗

i αi}i∈I )) donde pi : Ui ×X Y → Ui denota la 
proyección en el primer factor. Obsérvese que la transformación natural F → F # 

se obtiene enviando cada elemento α ∈ F (X) a su clase α en F s, y este último 
elemento a su clase de equivalencia ({X = X}, α) en F #(X). 

A continuación se aplicará la anterior construcción para entender mejor el 
funtor Bun∞G,C .Considérese un k-esquema S. Entonces, un elemento de Bun∞G,C (S ) 
es una clase de equivalencia de parejas ({Ui → S}, ([Pi, ψi])) donde {Ui → S} es 
un recubrimiento de S con respecto la topología de Zariski, Pi → C × Ui es un 
G-fibrado principal sobre C × Ui y ψi es una trivialización formal de Pi sobre 
D ×Ui. Obsérvese que los fibrados principales {Pi} definen un G-fibrado principal 
en C ×S por ser datos de descenso efectivo, de este modo, se tiene un funtor natural 
de olvido que se denotará por π∞ y que hace el siguiente diagrama conmutativo 

 

S Bu n∞G,C  π∞  / Bun 
 
G,C (5.22) 

 
,�
Schk

  

π∞ envía cada clase (S,{Ui → S}i∈I ,{[Pi, ψi]}i) a P , siendo P el G-fibrado obte- 
nido a través de los Pi’s por descenso. Obsérvese que π∞ está bien definido pues 
Aut(S, Ui S i I , [Pi, ψi] i I ) = IdS por la Observación 5.16 y por ser Bun∞G,C 
representable por un k-esquema (Teorema 4.42). 

Teorema 5.23: Si G es un grupo algebraico lineal afín semisimple especial, el 
funtor 

π∞ : S Bun∞G,C → BunG,C 

es epiyectivo a nivel de objetos. 

 
Demostración. Sea P → C ×S un G-fibrado principal. Si P es formalmente trivia- 
lizable sobre D ×S entonces se concluye. 

Supóngase que P no es trivial sobre D  S. Considérese un recubrimiento Ui 
S por abiertos afines. Para cada i se obtiene por pullback un fibrado principal 
Pi  C Ui. Por el Teorema 3.19, para que Pi sea formalmente trivializable a 
lo largo de p Ui basta con ver que Pi es trivializable al hacer el pullback a 
Spec( C,p/mp) Ui. Denótese por P i al pullback de Pi en Spec( C,p/mp) Ui. 
Como G es especial, existe un recubrimiento afín Wj Spec( C,p/mp) Ui tal 
que el pullback de P i trivializa para cada j. En particular, 

{Wj × Spec(OC,p/mp) → Spec(OC,p/mp) ×Ui} 
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también es un recubrimiento afín donde trivializa el pullback. 
 

Como Spec(OC,p/mp) × Ui → Ui es afín, se sigue que la familia de flechas 
{Wj → Spec(OC,p/mp) ×Ui → Ui} es un recubrimiento afín de Ui donde se tienen 
definidos fibrados principales que al restringir a Wj × Spec(OC,p/mp) trivializan. 

Se tiene por tanto un recubrimiento afín Wj Ui S j,i de S con fibrados 
principales Pj C Wj dotados de trivializaciones formales de modo compatible 
por construcción. Los Pj dan lugar al fibrado principal de partida P C S por 
construcción. 

Observación 5.24. Como Bu n∞G , C  es representable por un esquema, es en par- 
ticular un haz en la topología fpqc ([FGI+05, Theorem 2.55]) y por tanto en la 
topología étale. En consecuencia, se puede definir S B u n∞G , C  como un stack so- 
bre Schét y lo análogo con BunG,C. Ahora los elementos de  BunG,C son ternas 
(S, Wi  S , [Pi, ψi] ) donde S es un k-esquema, Wi  S es un recubrimien- 
to étale de S y donde cada Pi C Wi es un fibrado principal con respecto la 
topología étale y ψi una trivialización formal de Pi. De nuevo por recollement se 
tiene un morfismo olvido πét haciendo el siguiente diagrama conmutativo ∞ 

 
ét 

S B u n∞G, C  ∞  / BunG,C 

, � 
Schét

  

 
(5.25) 

 

A partir de la Observación 5.24 y siguiendo el mismo razonamiento que en el 
Teorema 5.23 se obtiene el siguiente resultado. 

Teorema 5.26: Sea G un grupo algebraico lineal, afín y semisimple. El funtor 

πét : S Bun∞  → BunG,C 
∞ 

es epiyectivo a nivel de objetos. 

G,C 

 
 

5.3. Familias geométricas 
 

La presente sección está dedicada a explicar la relación entre algunas de las fa- 
milias de objetos geométricos (fibrados vectoriales, fibrados principales) definidas 
sobre el stack S B u n∞G , C  y el stack BunG,C. 

Se comienza la sección recordando la siguiente definición. 
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Definición 5.27. Sea C una (2)-categoría. Un diagrama 

A   / B 
 
 

C   / D 

se dice 2-conmutativo si los 1-morfismos A B D y A C D son 2- 
isomorfos. 

Observación 5.28. En lo sucesivo, dada una (2)-categoría, para distinguir entre 
1-morfismos y 2-morfismos se utilizará la notación → y ⇒ respectivamente. 

Definición 5.29. Sea X → Schk un stack sobre Schk. Dar un G-fibrado prin- 
cipal sobre X es dar la siguiente siguiente colección de datos: 

i) para cada morfismo de stacks f :  U donde U es un k-esquema, un 
G-fibrado principal Pf sobre U , 

ii) para cada (2)-diagrama conmutativo 
 

SU  k  / SV 

g 

X 

siendo U y V dos k-esquemas, un isomorfismo 

αk : Pf  k∗Pg 

donde k : C U C V es el morfismo inducido entre esquemas que será de- 
notado de la misma manera por abuso de notación. Además, los isomorfismos 
α deben satisfacer la condición de cociclo, es decir, para todo (2)-diagrama 
conmutativo 

SU  k / SV 
g 

 l  / SW 

f /\ 
X 

siendo U, V y W , sendos k-esquemas, el diagrama 

P 
 αl◦k  / (l ◦k))∗P 

αk 

k ∗ P   / k∗  l∗Ph 
k∗αl 

 

f 

h 
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de isomorfismos de fibrados principales sobre U es conmutativo. 

Un morfismo de G-fibrados principales sobre un stack es una colección de mor- 
fismos de fibrados principales compatibles con los isomorfismos α. 

 
Intercambiando la noción de fibrado principal por fibrado vectorial, o por fi- 

brado principal con trivialización formal, se obtienen las definiciones análogas. 

En lo sucesivo se denotará por Vectn al stack de fibrados vectoriales de rango 
n sobre C. Si S es un k-esquema. la fibra de S con respecto Vectn es el grupoide 
de fibrados vectoriales de rango n sobre C ×S. El siguiente resultado es inmediato. 

Lema 5.30: Sea X → Schk un stack sobre Schk. 

i) Dar un G-fibrado principal sobre SC ×Schk X es equivalente a dar un mor- 
fismo de stacks X → BunG,C. 

ii) Dar un G-fibrado principal dotado de trivialización formal sobre SC ×Schk X 
es equivalente a dar un morfismo de stacks X → S Bun∞G,C .  

iii) Dar un fibrado vectorial de rango n sobre SC ×Schk X es equivalente a dar 
un morfismo de stacks X → Vectn . 

Obsérvese que por el Lema 5.30, y por el Lema de Yoneda en el contexto de las 
categorías fibradas (Teorema 5.9), se recupera la noción usual de fibrado principal 
(resp. fibrado vectorial, resp. fibrado principal con trivialización formal) cuando 
se consideran stacks de la forma SU siendo U un k-esquema. 

Por completitud en la exposición obsérvese que el Lema de Yoneda cuando se 
consideran los stacks SU tiene la siguiente forma. 

Lema 5.31: Sea U un k-esquema y sea un stack sobre Schk. Existe una equi- 
valencia canónica de categorías 

Homstacks(SU, X ) = X (U ) (5.32) 

donde X (U ) es la fibra de U con respecto de la fibración X → Schk. 

Sea U un k-esquema. Dar un G-fibrado principal sobre C Sch U es por el 
Lema 5.30 equivalente a dar un morfismo de stacks 

P : SU → BunG,C 

Por el Lema de Yoneda (Lema 5.31), esto es equivalente a dar un elemento de 
BunG,C(U ), que es un fibrado principal sobre C U . El mismo razonamiento se 
aplica a los fibrados principales con trivialización formal y los fibrados vectoriales. 
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Definición 5.33. El G-fibrado principal universal sobre  C  Sch BunG,C, es 
el fibrado principal que corresponde, por el Lema 5.30 con el morfismo identidad. 

El fibrado vectorial de rango n universal sobre SC ×Schk Vectn , y el G- 
fibrado principal dotado de trivialización formal universal sobre SC ×Schk 
S B u n∞G , C  son definidos de modo análogo. 

Observación 5.34. El G-fibrado principal universal sobre C Sch BunG,C ad- 
mite una descripción explícita como sigue a continuación. Sea U un k-esquema y 
sea 

f : (f1, f2) : SU → SC ×Schk BunG,C 

un morfismo de stacks donde f1 y f2 son las proyecciones sobre C y BunG,C 
respectivamente. Por el 2-Lema de Yoneda (Lema 5.31), dar el morfismo 

f2 : SU → BunG,C 

es equivalente a dar un G-fibrado principal P sobre C U . Se define el G-fibrado 
principal Pf como el pullback de P por el morfismo 

(f1, IdU ) : U → C ×U 

Dado un (2)-diagrama conmutativo 
 

SU  k  / SV 

SC ×Schk X 

siendo U y V dos k-esquemas, se tiene un isomorfismo de funtores 

β : f ◦k ⇒ g 

que induce un isomorfismo (componiendo con la proyección en BunG,C) 

β2 : f2 ◦k ⇒ g2 

De nuevo, por la versión (2)-categorial del Lema de Yoneda, f2 k y g2 se correspon- 
den con los G-fibrados principales (IdC k)∗P y PI sobre C V respectivamente, 
y β2 da lugar a un isomorfismo entre ellos. Es una comprobación elemental que 
los isomorfismos anteriores satisfacen la condición de cociclo. 

 
Con las mismas ideas es posible dar una descripción explícita del fibrado vecto- 

rial universal de rango n sobre el stack de fibrados vectoriales de rango n, así como 
el G-fibrado principal dotado de trivialización formal universal sobre Bu n∞G,C .  
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De ahora en adelante se denotará por 

Puniv → SC ×Sch BunG,C (5.35) 

al G-fibrado principal universal y por 

(PU , ψU ) → SC ×Schk B u n∞G ,C  (5.36) 

al G-fibrado principal universal dotado de trivialización formal universal. Análo- 
gamente E → SC ×Schk Vect (5.37) n 

 

denotará al fibrado vectorial universal de rango n. 

La anterior discusión da lugar al siguiente Teorema de demostración tautoló- 
gica. 

Teorema 5.38: El pullback del fibrado universal Puniv por el morfismo 

Id ×π∞ : SC ×Schk BunG,C → SC ×Schk B u n∞G , C  

es el G-fibrado principal universal PU . 

 
5.4. El grupo L+G 

En esta sección se introducirá el Positive Loop Group de G, apareciendo dicho 
grupo de modo natural en el estudio del stack BunG,C. Se restringirá el estudio 
a los resultados mínimos necesarios para probar el Teorema de Uniformización de 
la próxima sección. Para un estudio más detallado del Loop Group y el Positive 
Loop Group se remite al lector interesado a [PS88] y [Fal03]. No obstante, como 
aportación original se reinterpretará el Positive Loop Group de G desde un punto 
de vista geométrico, esto es, como el grupo de automorfismos del G-fibrado prin- 
cipal trivial sobre el disco formal. 

 
Considérese el funtor 

AutG : Schk → Grp (5.39) 

que asigna a cada k-esquema S el grupo de automorfismos del G-fibrado principal 
trivial sobre D ×S, es decir 

AutG(S) := AutD×S(D ×S ×G) 

Teorema 5.40: El funtor AutG es canónicamente isomorfo al funtor que asigna 
a cada k-esquema S el grupo Homk−esq−form(D ×S, G) 



93  

×  ×{ } × 

Capítulo 5. El Teorema de Uniformización  

 
Demostración. Considérese un morfismo de G-fibrados principales sobre D ×S 

f : D ×S ×G → D ×S ×G 

Al morfismo f se le asocia su restricción a D S  e  D S, siendo e el elemento 
neutro de G. Componiendo la anterior restricción con la proyección en G se obtiene 
un morfismo de k-esquemas-formales 

πG ◦f|e : D ×S → G 

Recíprocamente, supóngase que 

φ : D ×S → G 

es un morfismo de k-esquemas formales. Entonces, el morfismo φ define canónica- 
mente un morfismo de G-fibrados principales sobre D ×S 

f : D ×S ×G → D ×S ×G 

estando f definido como  
f (a, b, g) := (a, b, (φ(a, b) · g)) 

Una asignación es inversa de la otra. 

Definición 5.41. Se define el Loop Group de G como el funtor 

LG : Affk → Grp 
R 1→ LG(R) := Homk−alg(OG, R((t))) 

donde R[G] es el anillo de funciones G, es decir, Spec(R[G]) = G. 

Definición 5.42. Se define el Positive Loop Group de G como el funtor 

L+G : Affk → Grp 
R 1→ L+G(R) := Homk−alg(OG, R[[t]]) 

Proposición 5.43: Los funtores LG y L+G son haces en la topología fpqc. 

 
 

Demostración. Sean A y B dos k-álgebras, y considérese un morfismo fielmente 
plano y quasi-compacto A → B. Como A → B es fpqc, la sucesión 

A   / B   / / B ⊗A B 

es exacta por la izquierda. Se tiene una sucesión canónica asociada entre los res- 
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pectivos anillos de series formales 

A[[t]]   / B[[t]]  / / (B ⊗A B)[[t]] 

Es una comprobación elemental ver que la anterior sucesión es exacta por la iz- 
quierda. Localizando se obtiene que la sucesión 

A((t))  / B((t))   / / (B ⊗A B)((t)) 

es de nuevo exacta por la izquierda. 

Utilizando las mismas ideas explicadas en el artículo de Beauville y Laszlo 
[Bea18] cambiando Gl(n) por G, se prueba que LG es representable por un ind- 
esquema (límite inductivo de los funtores de puntos de un sistema inductivo de 
k-esquemas), y el funtor L+G es representable por un k-esquema afín (de tipo 
infinito) en grupos (consúltese también el artículo de Pappas y Rapoport [PR08]). 
Como consecuencia del Teorema 5.40 se obtiene lo siguiente. 

Teorema 5.44: La hacificación del funtor AutG es canónicamente isomorfo a 
L∗G, y por tanto representable por un k-esquema afín. . 

Demostración. En primer lugar G = Spec(k[G]) se considera como esquema formal 
dotando a k[G] de la topología discreta. Dado S = Spec(R) se tiene por el Teorema 
5.40 que 

AutG(S) = Homk−esq−form(D ×S, G) = Homk−álg−cont(k[G], R[[z]]) 

donde la última igualdad se tiene por ser G un esquema formal afín. Por último, 
como k[G] tiene la topología discreta 

Homk−álg−cont(k[G], R[[z]]) = Homk−alg(k[G], R[[z]]) = L+G(R) 
 

 

Observación 5.45. En lo sucesivo, y por abuso de notación, se denotará por 
AutG, a la hacificación del funtor (5.39). 

 
5.5. El Teorema de uniformización 

La presente sección está dedicada a probar el Teorema de Uniformización para 
el stack BunG,C. Dicho teorema permitirá expresar el stack BunG,C como el stack 
cociente de Bu n∞G ,C  por la acción de AutG. Para una introducción a las propiedades 
elementales de los stacks cocientes se recomienda consultar [Ols16] o [Wan11]. En 
primer lugar y antes de continuar obsérvese que AutG actúa libremente en Bu n∞G ,C 
del modo que sigue. Considérese S un k-esquema, un elemento γ ∈ AutG(S) y un 
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punto de Bun∞G, C con valores en S, es decir, una clase de equivalencia ( fi : Ui 
S , [Pi, ψi] ). El grupo AutG(S) actúa sobre la anterior clase de equivalencia a 
través de γ mediante la siguiente fórmula 

({fi : Ui → S},{[Pi, ψi]}) · γ = ({fi : Ui → S},{[Pi, (1 ×fi)∗γ−1 ◦ψi]}) (5.46) 

Observación 5.47. Obsérvese la importancia de considerar el espectro formal en 
vez del espectro usual. Dada una k-álgebra R cualquiera, es bien conocido que el 
morfismo canónico de anillos k[[t]] k R R[[t]] rara vez es un isomorfismo. No 
obstante, si se considera R con la topología discreta y se completa el producto 
tensorial [Gro71, § 10], entonces se tiene el siguiente isomorfismo de anillos 

[[t]]⊗R  R[[t]] 
k � 

En el caso particular en el que se trabaja 

Spf(k[[t]]) × Spec(R)  Spf(R[[t]]) 

Teorema 5.48: Sea G un grupo algebraico lineal afín semisimple y especial. El 
stack cociente [Bun∞G,C / AutG], donde AutG actúa en B u n∞G , C vía (5.46) es canó- 
nicamente isomorfo a BunG,C como stacks sobre Schk con la topología de Zariski. 
Es decir 

[Bun∞G,C / AutG]  BunG,C (5.49) 

Demostración. Sea S un k-esquema. La fibra de S con respecto el stack [Bun∞G,C / AutG] 
es una pareja formada por un AutG-fibrado principal P S y un morfismo AutG- 
equivariante f : P• Bun∞G,C ,  donde recuérdese que la notación P• hace referen- 
cia al funtor de puntos de P . Como f es AutG-equivariante se tiene un morfismo 
inducido entre los cocientes 

f : (P/ AutG)•  S• → B u n∞G , C / AutG 

Se puede formar por tanto el siguiente diagrama cartesiano 

P•  B un∞
G,C  ×Bu n∞

G,C  / AutG S•   / B un∞
G,C  

 
S

/\ 
•   / Bun∞  / Aut 

G,C G 
 

Se tiene por tanto que el stack cociente [ B un ∞G,C / AutG] puede ser entendido como 
el haz cociente B u n∞G , C / AutG. 

 
Dados dos elementos de Bun∞G,C (S ) de la forma ( fi : Ui  S , [Pi, ψi] ), ( fi : 

Ui S , [Pi, ψi
I ] ), donde recuérdese que Ui S es un recubrimiento con res- 

pecto la topología de Zariski, se tiene que ambos yacen en la misma clase de equi- 
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valencia con respecto la AutG-acción definida en (5.46), ya que para cada Ui se 
tiene el siguiente triángulo conmutativo de isomorfismos de G-fibrados principales 

 

ψi
 ◦(ψi)−1 

D ×Ui ×  G  / D × Ui ×G 
 

ψi ψi
  

Pi 

y 
ψi

I ◦ (ψi)−1 ∈ AutG(Ui) 

para cada i. Como AutG es un haz, y por construcción los isomorfismos ψi
I (ψi)−1 

satisfacen las condiciones de compatibilidad usuales, existe una sección global γ 
AutG(S) tal que para cada i, el pullback de γ a lo largo de los morfismos 

1 ×fi : D ×Ui → D ×S 

son precisamente las secciones locales de partida. 
 

La anterior discusión permite concluir que el morfismo inducido 

[Bun∞G,C / AutG] → BunG,C 

por el morfismo de olvido π (5.25) es inyectivo en los objetos, y por tanto biyecti- 
vo para los grupos especiales por el Teorema 5.23. El funtor definido en el Teorema 
5.23, permite concluir que BunG,C [ B un ∞G,C / AutG] es el funtor inverso y por 
tanto se trata de una equivalencia de categorías. Es inmediato que ambos funtores 
preservan morfismos cartesianos, de donde se sigue que la equivalencia categorial 
es un isomorfismo de stacks. 

Corolario 5.50: π∞ : Bu n∞G,C → BunG,C es un AutG-fibrado principal. 

 
Demostración. Es consecuencia del Teorema 5.48 y el Lema [Wan11, Lema 2.1.1], 
el cual establece una equivalencia biunívoca entre los stacks cocientes y los fibrados 
principales. 

Observación 5.51. El Teorema de Uniformización 5.48 presentado en esta tesis 
es que permite describir explícitamente el esquema de tipo infinito que aparece en 
[BZF01, 4.17] y [Tel98], y recuperar dichos resultados de un modo más preciso. 

La misma demostración dada en el Teorema 5.48, junto con la Observación 
5.24 y el Teorema 5.26 sirven para probar el siguiente resultado. 

Teorema 5.52: Sea G un grupo algebraico lineal afín semisimple cualquiera. El 
stack cociente [ Bun∞G,C / AutG], donde AutG actúa en Bu n∞G , C vía (5.46) es canó- 
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nicamente isomorfo a BunG,C como stacks sobre Schét. Es decir 

[Bun∞G,C / AutG]  BunG,C (5.53) 

como stacks sobre la categoría de k-esquemas dotada de la topología étale. 

 
5.6. El grupo de Picard 

Para explicar las relaciones existentes entre los grupos de Picard de B u n∞G , C  
y BunG,C es necesario dar algunas definiciones previas. En particular, que significa 
dar una G-linealización en el contexto de stacks. 

 
Sean X y Y dos stacks sobre Schk, y sea f : X → Y un morfismo de stacks. 

Supóngase que G es un grupo algebraico y denótese por G a SG. Supóngase que G 
actúa en el Y-stack X . Se denotará por mG (resp. eG ) al morfismo de multiplicación 
(resp. al morfismo identidad) de G. 

Definición 5.54. Dar una acción de G en X → Y es dar un morfismo de stacks 
sobre Y 

 
y un 2-morfismo 

σ : X ×Schk G → X 

µ : m◦ (mG × IdX ) ⇒ m◦ (m× IdG ) 

tal que la propiedad asociativa es satisfecha 

σ ◦ (m× IdX )  σ ◦ (IdX ◦σ) 

y tal que existe un 2-morfismo (el elemento inverso) 

E : m◦ (IdX ×eG ) ⇒ IdX 

compatible con µ. La composición de 2-morfismos será denotada por ∗. 

De ahora en adelante 
p1 : X ×G → X 

denotará a la proyección en el primer factor. 

Considérese un fibrado de línea sobre . Como existe una correspondencia 
canónica entre los fibrados de línea y los Gm-fibrados principales, se tiene, en 
analogía con el Lema 5.30, que dar el fibrado de línea L es equivalente a dar un 
morfismo de stacks 

l : X → BGm := [Spec(k)/Gm] 

Sean L, LI dos haces de línea X definidos por los morfismos l, lI. Un isomorfismo 
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de fibrados de línea L  LI será entendido como un 2-morfismo l ⇒ lI. 

Definición 5.55. Sea L un fibrado de línea. Una -linealización de L es 
un 2-morfismo 

λ : l ◦m ⇒ l ◦p1 

tal que los siguientes diagramas de 2-morfismos son conmutativos 

 

l ◦m◦  (Id ×m )  ł∗µ  l ◦m◦  (m× Id ) 

 
l∗(IdX ×mG ) λ∗(m×IdG ) 

 

l ◦p1 ◦p12 = l ◦ p
 

1 ◦ (Id  ×m ) 
 λ∗p12  l ◦p1 ◦ (m× Id

  
) = l ◦m◦p12 

l ◦m◦  (IdX ×eG ) 
 

λ∗(1×IdX ) l∗eG 

 
 

l 
donde 

  l 

p12 : X ×Schk G ×Schk G → X ×Schk G 

es la proyección en las dos primeras componentes. 

Teorema 5.56: [Las97, Theorem 4.1] Sea f : X → Y un G fibrado principal. Sea 
PicG (X ) el grupo de clases de isomorfismos de fibrados de línea G-linealizados 
sobre X. Entonces, el pullback por f da lugar a un isomorfismo de grupos 

f∗ : Pic(Y)  PicG (X ) 

El Teorema 5.56 junto con el resultado obtenido en Corolario 5.50 dan lugar a 
la siguiente relación. 

Corolario 5.57: El pullback del funtor olvido π da lugar a un isomorfismo de 
grupos 

π∗ : Pic(BunG,C)  PicS AutG (S Bun∞G,C )  
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5.7. Fibrados determinantes 

Como sección final de este capítulo se relacionan los fibrados determinantes 
del stack de fibrados principales y del stack Bu n∞G,C .  Es conveniente recalcar que 
el fibrado determinante sobre BunG,C aparece de modo natural en el estudio de 
las inmersiones en espacios proyectivos (consúltese [BLS98]). Por completitud, se 
recuerdan algunas de las definiciones y resultados elementales acerca del fibrado 
determinante asociado a una familia de fibrados vectoriales sobre una curva C. 

 
Sea E C S un fibrado vectorial con S un esquema localmente noetheriano, 

denótese por pS : C S S a la proyección en el segundo factor y sea el haz de 
secciones de E. Por [Gro61a, Théorème 2.2.1], los haces Rip2, son coherentes y se 
tiene que Rip2, = 0 para todo i 2 por ser las fibras del morfismo C S S de 
dimensión 1. Utilizando el de nuevo [Gro61a, Théorème 2.2.1] (consúltese [Sor00, 
6.1]), existen haces localmente libres que Ei, con Ei = 0 para todo i ≥ 2 sobre S 

CE ≡ E0 → E1 → 0 → · · · 

tal que para cualquier morfismo de k-esquemas f : Z S se verifica la siguiente 
fórmula 

Ri ((πZ) 
∗ (Id ×f )∗E ) = Hi(f∗CE ) (5.58) 

donde πZ : C ×Z → Z denota la proyección en Z. 

Definición 5.59. El fibrado determinante Det E de E, es el fibrado de línea 
sobre S asociado al haz localmente libre 

Det E := ∧máxE1 ⊗ (∧máx E0∗) 

es decir, Spec(S•((Det E )∨)). 

Por construcción dado un morfismo de k-esquemas f : Z S, se tiene que la 
formación del fibrado Determinante es compatible con cambios de base 

Det((Id ×f )∗E) = f∗(Det E ) (5.60) 

Además la definición del fibrado determinante no depende del complejo C consi- 
derado por la Teoría general del determinante [KM76]. 

Definición 5.61. Sea P C S un G-fibrado principal con S localmente noethe- 
riano, y sea ρ : G , Sl(V ) una representación fiel fija. Sea EP el fibrado vectorial 
asociado. El fibrado determinante Det P de P se define como 

Det P := Det EP 
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Sea ρ : G , Sl(V ) una representación fiel fija, y sea Schk un stack. Con- 

sidérese un G-fibrado principal P sobre (Definición 5.29). A través del 
Teorema de Serre (Teorema 2.33), se define a través de ρ un fibrado vectorial 
P G V sobre . La construcción es la siguiente. Dado un k-esquema U y un 
morfismo de stacks 

f : SU → X 

se tiene, por hipótesis, un G-fibrado principal Pf U . Se define el fibrado vectorial 
Ef sobre U como 

 
Dado un (2)-diagrama conmutativo 

Pf ×G V 

 

SU  k  / SV 

g 

X 

siendo U y V dos k-esquemas, el isomorfismo 

αk : Ef  k∗Eg 

es el isomorfismo canónico descrito en la ecuación (2.35) del Teorema 2.33. Es 
una comprobación elemental que el anterior isomorfismo satisface la condición de 
cociclo. 

 
Definición 5.62. Sea univ C Sch BunG,C el fibrado principal universal. 
Se define el Fibrado Determinante Det univ sobre BunG,C como el fibrado de 
línea BunG,C construido como sigue. Para cada k-esquema U localmente noethe- 
riano, y cada morfismo de stacks 

f : SU → BunG,C 

se tiene, por el Lema de Yoneda (Lema 5.31) un G-fibrado principal PU  C U . 
A PU se le asigna su fibrado vectorial asociado con respecto la representación 
ρ : G ,→ Sl(V ), es decir 

EU = PU ×G V 

Finalmente, a EU se le asocia su fibrado determinante Det EU (Definición 5.59). 
Debido a las propiedades de cambio de base del fibrado determinante (5.60), se ha 
construido un haz de línea sobre BunG,C 

 
Sea (PU , ψU ) la familia universal sobre SC ×Schk S Bun∞G,C .  En particular PU → 

SC ×Schk S B un∞G,C es un G-fibrado principal. Se define de modo análogo el fibrado 
determinante Det PU sobre S Bu n∞G,C .  

 
f 



101  

π P 
 

×π∞  P 
(

 
PU 

∞
 

 

Capítulo 5. El Teorema de Uniformización  

 
Teorema 5.63: Sea π : B u n∞G , C  BunG,C el morfismo de olvido (5.25). El pull- 
back del fibrado determinante sobre BunG,C es canónicamente isomorfo al fibrado 
determinante sobre Bun∞G,C ;  es decir, se verifica la siguiente fórmula 

∗ (Det  univ ) = Det (Id )∗  univ  = Det (5.64) 
∞ 

Demostración. El primer isomorfismo es la propiedad de cambio de base del de- 
terminante (5.60). El segundo isomorfismo se sigue del Teorema 5.38, donde se 
prueba que el pullback de P univ por (Id ×π∞) es PU . 



102  

 5.7. Fibrados determinantes 



103  

p O 

→ 

− 

◦  −  
◦ 

 

6. Espacios Tangentes 

 
Con el presente capítulo se concluye la primera parte de la Tesis. En este 

capítulo se realiza cálculo del espacio tangente al espacio de móduli Bu n∞G,C ,  así 
como el estudio de las deformaciones de parejas dadas por un fibrado principal 
P sobre C y una trivialización del fibrado principal en Spec( C,p/mn). Además 
se obtiene una sucesión exacta que relaciona el espacio tangente a B u n∞G , C  con el 
álgebra de Lie del Loop Group de G. Se expondrá de forma resumida la teoría 
de álgebras de Lie desde un punto de vista puramente algebraico siguiendo las 
referencias [Mil17, Chapter 12] y [TY05]. Una exposición rigurosa del estudio de 
deformaciones puede ser encontrada en [Ser10]. Es necesario recalcar que el cálculo 
del espacio tangente al funtor B u n ∞G , C  está basado en algunas de las ideas del 
artículo de I. Biswas y S. Ramanan [Bis94] y en el artículo de Kenji Ueno [Uen92]. 

 
6.1. Álgebra de Lie de un grupo Algebraico 

Definición 6.1. Una k-álgebra de Lie es un k-espacio vectorial g dotado de una 
aplicación k-bilineal 

 
verificando que 

i) [x, x] = 0 para todo x ∈ g; 

[−, −] : g × g → g 

ii) y satisfaciendo la identidad de Jacobi 

[x, [y, z]] +[y, [z, x]] +[z, [x, y]] = 0 

para todo x, y, z ∈ g. 

Un morfismo de álgebras de Lie es un morfismo de k-álgebras Φ : g gI preser- 
vando las respectivas aplicaciones bilineales, es decir 

Φ([x, y]) = [Φ(x), Φ(y)] 

para todo x, y ∈ g. 

Observación 6.2. Si A es una k-álgebra asociativa, entonces, definiendo [a, b] := 
ab ba, se dota a A de estructura de álgebra de Lie sobre k. Dada una k-álgebra 
A (no necesariamente asociativa ni conmutativa), el conjunto de derivaciones de 
A sobre k, Derk(A) dotado con la operación [T, S] := T S  S T es una k-álgebra 
de Lie. De hecho, Derk(A) es una sub-k-álgebra de Lie de Endk(A). 
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Definición 6.3. Sea g una k-álgebra de Lie, y sea x g un elemento fijo. La 
aplicación lineal 

ad(x) := [x, −] : g → g (6.4) 

se llama morfismo adjunto asociado a x. Es una comprobación elemental probar 
que ad(x) es una derivación de g sobre k. Se tiene por tanto que la asignación 

ad : g → Derk(g) (6.5) 
x 1→ ad(x) 

es un morfismo de álgebras de Lie. El morfismo (6.5) se conoce como represen- 
tación adjunta. 

Definición 6.6. Sea 
F : Schk → Sets 

un funtor contravariante y sea p ∈ F (Spec(k)) un punto racional. Se define el 
espacio tangente a F en el punto p como el conjunto 

Tp F := F (Spec(k[E])) ×F(Spec(k)) {p} 

donde E2 = 0. 

Definición 6.7. Sea G un grupo algebraico afín. Se define su álgebra de Lie 
como el espacio tangente a su funtor de puntos en el elemento neutro e, es decir 

g := Te G• = Ker[G•(Spec(k[E])) → G•(Spec(k))] (6.8) 

Como G es afín, G = Spec(k[G]) y por tanto el espacio tangente (6.8) se identifica 
con los morfismos de k-álgebras 

φ : k[G] → k[E] 

cuya composición con el morfismo E 0 da lugar al morfismo inducido por el 
elemento neutro 

e : k[G] → k (6.9) 

En particular, un morfismo φ envía el ideal de aumentación del grupo I := Ker(e) 
a E, y como E2 = 0 se verifica que φ factoriza a través del cociente k[G]/I2. Ahora 
bien, utilizando [Mil17, 3.37] 

k[G]/I2  k ⊕I/I2 

y el morfismo φ envía a cada pareja (a, b) ∈ k ⊕ I/I2 a a + D(b)E con D(b) ∈ k. 
Como la asignación φ 1→ D es una biyección se tiene un isomorfismo de k-álgebras 

TeG  Homk(I/I2, k) 
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Finalmente, se tiene que el álgebra de Lie de G se identifica con Homk(I/I2, k). 
La aplicación [−, −] en Homk(I/I2, k) se define como 

[f, g] := f ◦g −g ◦f 

A través del isomorfismo descrito anteriormente, dados (Id +SE) y (Id +T E) se tiene 
que 

[(Id +SE), (Id +T E)] := Id +(S ◦T −T ◦S)E (6.10) 

Observación 6.11. Siguiendo [MPPM19, 2.D] se tiene que dado un funtor en 
grupos F , se define su álgebra de Lie como el espacio vectorial 

Lie F := F (k[E]) ×F(Spec(k)) {1} 

dotado de la aplicación bilineal 

Lie F × Lie F → Lie F 
(S, T ) 1→ [S, T ] 

donde [S, T ] es el elemento de Lie F verificando la ecuación 

1 + E1E2[S, T ] = (1 + E1S)(1 + E2T )(1 + E1S)−1(1 + E2T )−1 

donde E1 (resp. E2) denotan a los elementos E ⊗ 1 (resp. 1 ⊗ E2) pertenecientes a 
k[E] ⊗k k[E]. La anterior relación depende únicamente de la ley de grupo considerada 
en F . Desarrollando la parte derecha de la anterior igualdad (formalmente) se 
obtiene que 1 + E1E2(ST −TS). 

Definición 6.12. Sea P X un G-fibrado principal. Se define la acción adjunta 
de G en sí mismo como 

Ψh(g) := g · h = g−1 · h· g (6.13) 

La anterior acción induce un morfismo de grupos 

Ψ : G → Aut(G) (6.14) 
h 1→ Ψh(−) 

Se denota por Ad P al espacio fibrado de fibra tipo G obtenido mediante la acción 
adjunta (6.14), es decir P ×G G. 

Definición 6.15. Sea G un grupo algebraico lineal sobre k y R una k-álgebra. Se 
define g(R) a través de la siguiente sucesión exacta 

0 → g(R) → G•(Spec(R[E])) → G•(Spec(R)) → 0 
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donde el morfismo G•(Spec(R[E])) G•(Spec(R)) viene dado por E 0. De nuevo, 
por [Mil17, 3.37] se tiene una sucesión exacta de k-espacios vectoriales 

 

0 → I → k[G] → e k → 0 

que tensorializando por R da lugar a una sucesión exacta de R-módulos 
1 

0 → IR → k[G] ⊗k R e→⊗ R → 0 

Se tiene por tanto que g(R) es un morfismo k[G] ⊗k R → R[E] cuya composición 
con E 1→ 0 es e ⊗ 1. Se obtiene por tanto que 

g(R)  g(k) ⊗k R 

Como G•(Spec(R[E]) actúa en g(R) por automorfismos internos, y G•(Spec(R)) 
es un subgrupo de G•(Spec(R[E])), este último también actúa por automorfismos 
internos. Se obtiene por tanto, para todo R, un morfismo de grupos 

G•(Spec(R)) → Autk(g(R)) 

Se tiene definido por tanto un morfismo de funtores en grupos sobre la categoría 
de k-álgebras, conocido como la representación adjunta 

ad : G → Autk(g) (6.16) 

Se denomina fibrado adjunto y se denota por ad(P ) al fibrado vectorial asociado 
a la representación adjunta (6.16), es decir P ×G g. 

Lema 6.17: Sea F una variedad quasi-proyectiva dotada de una G-acción. Y sea 
π : P X un G-fibrado principal. Se tiene una correspondencia biunívoca entre 
morfismos G-equivariantes P F y secciones del fibrado adjunto s Γ(X, (P 
F )/G). 

Demostración. Sea f : P → F un morfismo G-equivariante. Se define la sección 

sf : X → (P ×F )/G 
x 1→ (p, f (p)) 

donde p P con π(p) = x. Recíprocamente, toda sección s : X (P F )/G es de 
la forma s(x) = (e, sI(e)) siendo π(e) = x. Se define el morfismo 

fs : P → F 
e 1→ sI(e) 

Las asignaciones están bien definidas y una es inversa de la otra. 
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Teorema 6.18: Sea P  X un G-fibrado principal sobre un k-esquema X. Los G- 
automorfismos de P se corresponden con las secciones globales del fibrado Ad(P ) = 
P ×G G, es decir, se verifica la fórmula 

AutG−fib−prin(P )   Γ(X, Ad(P )) 

 
Demostración. Sea s : X → Ad(P ) una sección, que por el Lema 6.17 puede ser 
entendida como un morfismo G-equivariante f : P → G. El morfismo 

σs : P → P 
p 1→ p · f (p) 

es un automorfismo G-equivariante. Recíprocamente, sea σ : P P un automor- 
fismo G-equivariante. La acción de G en P es libre y transitiva (Teorema 1.4), por 
lo que dado p ∈ P existe un único gp ∈ G tal que p· gp = σ(p). Se define el morfismo 

f : P → G 
p 1→ gp 

Los morfismos están bien definidos y una correspondencia es inversa de la otra 
como puede comprobarse. 

Teorema 6.19: Sea P → X un G-fibrado principal con X propio sobre k y sea 
P × Spec(k[E]) → X × Spec(k[E]) con E2 = 0 el G-fibrado principal obtenido por 
cambio de base mediante la proyección X × Spec(k[E]) → X. Se tiene una corres- 
pondencia biunívoca entre los automorfismos G-equivariantes de P × Spec(E) sobre 
C × Spec k[E] que inducen la identidad en P al hacer E = 0, y las secciones del 
fibrado adjunto ad(P ) = P ×G g. 

 
Demostración. El funtor 

Aut(P )• : Schk → Grp 

S 1→ Aut(P )• := AutG(P ×S) 

que asigna a cada k-esquema S el grupo de automorfismos G-equivariantes de P S 
sobre X S es representable por un esquema en grupos afín de tipo finito [Bri11, 
Prop. 4.3], que se denotará por Aut(P ). Se verifica que el álgebra de Lie asociada 
a AutP es canónicamente isomorfa al k-espacio vectorial dado por los morfismos 
G-equivariantes de P en el álgebra de Lie de G, es decir HomG(P, g) [Bri11, Lema 
4.1], y por el Lema 6.17 se sigue que que el álgebra de Lie de Aut(P ) se corresponde 
de forma canónica con las secciones del fibrado adjunto P G g. Ahora bien, los 
automorfismos de P  Spec(k[E])  X Spec(k[E]) que restringen a la identidad 
se identifican precisamente con el espacio tangente al elemento neutro de Aut(P ). 
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En conclusión, se tiene que 

 
 

con s ∈ Γ(X, ad P ). 

 
TId(Aut(P )) = {Id+sE} 

 

 

6.2. Cálculo de espacios tangentes 

En la presente sección, se calculará las deformaciones infinitesimales de las 
parejas formadas por un G-fibrado principal sobre una curva algebraica lisa y 
proyectiva C, y una trivialización infinitesimal de orden k en un punto cerrado 
p C, es decir, una trivialización de P sobre Spec( C,p/mk). En la presente sec- 
ción se utilizarán las técnicas explicadas en [Ser10] para llevar a cabo los cálculos 
expresados anteriormente. 

Definición 6.20. Se define 

PrinC,G : Schk → Sets 

como el funtor que asigna a cada k-esquema S el conjunto de G-fibrados principales 
sobre C ×S módulo isomorfismos. 

Teorema 6.21: Sea P → C ∈ PrinC,G(Spec(k)) un G-fibrado principal. Entonces, 
el espacio tangente a PrinC,G en el punto P está caracterizado como 

TP PrinC,G  H1(C, ad P ) 

 
Demostración. Considérese un recubrimiento de Zariski U := {Ui = Spec(Ai) → 
C}i∈I . Sea E el haz localmente libre asociado al fibrado vectorial ad P . Obsérvese 
que para cada i ∈ I se tiene que E U = Mi siendo Mi un Ai-módulo. En lo sucesivo, 
se utilizará la notación Uij := Ui ∩ Uj . 

Se define Z como el conjunto de elementos de la forma (sij)i,j∈I , siendo sij una 
sección de ∈ Γ(Uij, Ad P ) := Mij, que verifican la condición de cociclo (aditivo) 

sij + sjk = sik  como elementos de Mijk (6.22) 

Sea B es el subespacio de Z consintiendo en los elementos (si −sj)i,j∈I con si ∈ Mi 
y sj ∈ Mj. Considérese un elemento (sij) de Z, el objetivo es construir un G- 
fibrado principal P → C × Spec(k[E]) con un isomorfismo P|C P . Obsérvese que 
la notación P C hace referencia al pullback de P a través del morfismo natural 
C → C × Spec(k[E]). 
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Para cada i ∈ I, considérese el G-fibrado principal 

Pi := p∗
1(P|Ui ) → Ui[E] := Ui × Spec(k[E]) 

siendo p1 : Ui Spec(k[E]) Ui la proyección en el primer factor. Por el Teorema 
6.19, las restricciones de Pi y Pj a Uij [E] se pueden identificar en términos de un 
isomorfismo 1 + sij E. La condición (6.22) permite asegurar la compatibilidad de las 
anteriores asignaciones y por tanto concluir la existencia de un G-fibrado principal 
P� sobre C[E] := C × Spec(k[E]) que restringe a P . 

Supóngase ahora que (sij) ∈ B, es decir, sij = si −sj. Se tiene por tanto que la 
identificación Pi → Pj sobre Uij[E] viene dado por un automorfismo 1 +(si −sj)E. 
En consecuencia, si se considera un automorfismo de Pi dado por 1 + siE, entonces 
el siguiente diagrama es conmutativo 

 

1+siE 
Pij   / Pij 

1+sij E 
 

Id 

1+sj E 
Pij   / Pij 

 
Es decir, que si (sij) B, la construcción de pegado da lugar al G-fibrado principal 
trivial sobre C[E], por lo que si dos elementos de Z difieren en uno de B, entonces 
dan lugar al mismo fibrado principal sobre la curva deformada. 

 

Recíprocamente, sea P un G-fibrado principal sobre C[E] tal que su restricción 
a C es isomorfo a P . Como cada Ui es afín, los G-fibrados P�i  := P�|Ui [E]  son el 
pullback de un G-fibrado principal en Ui. Se tiene por tanto que P se obtiene 
pegando Pi con Pj sobre Uij [E] utilizando automorfismos de Pij que restringen a 
la identidad, que, de nuevo, por el Teorema 6.19, son de la forma 1 + sijE, con 
sij Γ(Uij, ad P ). Evidentemente, se satisface la condición sij + sjk = sik sobre 
Uijk, luego la colección (sij) es un elemento de Z. Ambas asignaciones son inversas 
una de la otra, luego el Teorema queda probado. 

 

 

Definición 6.23. Sea P → C un G-fibrado principal y sea 

Θk : Spec(OC,p/mk) → C 

el morfismo natural. Una trivialización infinitesimal de orden k de P en p es 
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un isomorfismo G-equivariante 

Θ∗ P  ∼  /  Spec(OC,p/mk) ×G 

     
Spec(OC,p/mk) 

De este modo, una trivialización formal puede ser entendida como un sistema 
inductivo de trivializaciones infinitesimales. 

Definición 6.24. Se define Bunk como el hacificado del funtor de la categoría 
de Schk en Sets que asigna a cada k-esquema S el conjunto de G-fibrados princi- 
pales dotados de una trivialización infinitesimal de orden k en Spec( C,p/mk) S 
módulo isomorfismos. 

Teorema 6.25: Sea k N, P C un G-fibrado principal y ψk una trivialización 
infinitésimal de orden k de P en p. Existe un isomorfismo de espacios vectoriales 

TP,ψ 

 
k 
G,C   H (C, ad P (−kp)) 

donde ad P (−kp) := ad P ⊗OC(−kp) siendo OC(−kp) el haz de línea asociado al 
divisor −kp. 

Demostración. Es una generalización directa del Teorema 6.21. Se trata de cons- 
truir fibrados principales P → C × Spec(k[E]) dotados de una trivialización 

ψk : (1 × Θ∗
k )P  Spec(OC,p/mk) × Spec(k[E]) ×G 

satisfaciendo que restringen a P y ψk cuando E = 0. Considérese un recubrimiento 
afín U := {Ui} de C. Para cada i ∈ I, considérese el G-fibrado principal 

Pi := p∗
1(P|Ui ) → Ui[E] := Ui × Spec(k[E]) 

siendo p1 : Ui Spec(k[E]) Ui la proyección en el primer factor. Por el Teorema 
6.19, las restricciones de Pi y Pj a Uij [E] se pueden identificar en términos de un 
isomorfismo 1 + sij E. La condición (6.22) permite asegurar la compatibilidad de las 
anteriores asignaciones y por tanto concluir la existencia de un G-fibrado principal 
P� sobre C[E] := C × Spec(k[E]) que restringe a P . 

Ahora bien, para cada Ui con p ∈ Ui se tienen trivializaciones locales en los 
abiertos fines Spec(OC,p/mk) × Spec(k[E]) 

ψi : (Θk × 1)∗Pi  Spec(OC,p/mk) × Spec(k[E]) ×G 

y se tiene que verificar que el siguiente diagrama es conmutativo 

k Bun 
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(Θ 1) (  ) 
ψ�i  

Spec( ) Spec( [ ]) 
 

1+EΘ∗
k sij 

ψ�j  

(Θk × 1)∗(Pj )|Uij [E] 

Ahora bien, las secciones Θ∗
k sij H0(Uij, ad P ( kp)) y verifican la condición de 

cociclo, pues las sij lo hacían. Siguiendo la misma línea de razonamiento que en 
el Teorema 6.21 se llega al resultado deseado. 

Teorema 6.26: El espacio tangente a B u n∞G , C  en un punto (P, ψ) siendo P → C 
un G-fibrado principal y ψ una trivialización formal de P en el punto p ∈ C, es 
isomorfo a H1(C −p, ad P ). 

Demostración. En primer lugar obsérvese que el funtor B u n∞G , C  se puede expresar 
como el límite proyectivo lim Bunk . Como consecuencia del Teorema 6.25 se ←− G,C 

tiene que el espacio tangente a B u n∞G , C  en un punto racional (P, ψ) es 

T(P,ψ) Bu n∞G, C   lim H1(C, ad P (−kp))  H1(C −p, ad P ) 

 

Corolario 6.27: Dado un punto racional (P, ψ) de B u n∞G , C  se tiene un isomor- 
fismo de k-espacios vectoriales 

(g ⊗ k((z)))/ H0(C −p, ad P )  H1(C −p, ad P ) 

Demostración. Dado un fibrado vectorial E de rango n sobre C, se tiene para todo 
m la siguiente sucesión exacta 

0 → E → E(mp) → k⊕n ⊗k OC/OC(mp) → 0 

C/ C(mp) es el cociente de las funciones meromorfas en C admitiendo un polo 
en p de orden como máximo m y las funciones regulares en C, se tiene que 

OC/OC(mp) = (z−1, · · · , z−m) 

En particular como ad P es un fibrado vectorial de fibra tipo g se tiene que para 
todo m la siguiente sucesión es exacta 

0 → ad P → ad P (mp) → g ⊗k OC/OC(mp) → 0 

En general, dados m, k enteros cualesquiera se tiene que la siguiente sucesión es 

|Uij 
[E] 

O C,p 
   /mk ×

G 
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exacta  
0 → ad P (−kp) → ad P ((m −kp) → g ⊗k (z−m+k, . . . , zk−1) → 0 (6.28) 

Como C es una curva proyectiva, y ad P es un fibrado vectorial existe un m 0 
([Gro61a, Théorème 2.2.1, ii)]) tal que 

H1(C, ad P ((m −kp)) = 0 

Tomando cohomología en la sucesión exacta (6.28) se obtiene el siguiente isomor- 
fismo 

g ⊗k (z−m+k, . . . , zk−1)/ H0(C, ad P ((m −kp))  H1(C, ad P (−kp)) 

Tomando lim 
−→m 

se obtiene el siguiente isomorfismo 

(g ⊗ k[z, z−1]/zk+1)/ H0(C −p, ad P ) H1(C, ad P (−kp)) (6.29) 

Finalmente, tomando lim 
←−k 

en (6.29), se obtiene que 

(g ⊗ k((z)))/ H0(C −p, ad P )  H1(C −p, ad P ) 
 

 

Observación 6.30. Del anterior resultado se sigue la existencia de una sucesión 
exacta de espacios vectoriales 

0 → H0(C −p, ad P ) → g ⊗ k((z)) → H1(C −p, ad P ) → 0 

Obsérvese que el álgebra g k((z)) es el álgebra de Lie del Loop Group LG 
([PS88]). El paréntesis de Lie viene dado por 

[X ⊗p, Y ⊗q] = [X, Y ] ⊗pq 

para todo X, Y ∈ g y p, q ∈ k((z)). 
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7. Álgebras graduadas parcialmente 

generadas 

 
El presente capítulo está dedicado al estudio de un nuevo tipo de objetos al- 

gebraicos que serán utilizados para la compactificación del espacio de móduli de 
fibrados principales singulares construido con anterioridad. Este nuevo tipo de ob- 
jetos, llamados álgebras graduadas parcialmente generadas, de forma abreviada, 
álgebras pgg, responden una pregunta esencial, y es, cuando un álgebra graduada 
es generada por elementos de grado menor o igual que un cierto número natural t. 

 
No obstante, es conveniente remarcar la importancia per se que tienen las 

álgebras pgg, ya que, su estructura se revela como natural en el estudio de la teoría 
de invariantes. Lo estudiado aquí servirá para probar, en el siguiente capítulo, una 
generalización del Teorema de Nagata sobre el anillo de invariantes eliminando 
la hipótesis de Noetherianidad. De hecho, para los grupos clásicos, el álgebra de 
invariantes sera un álgebra graduada parcialmente generada, y en general, para 
cualquier grupo semisimple, será de presentación finita. 

 
 
7.1. Álgebras graduadas parcialmente generadas 
 

Sea R un anillo cualquiera, y considérese un subconjunto I ⊆ Z. 

Definición 7.1. Un álgebra parcial sobre R con soporte I es una colección de 
datos Ai, mij i,j I donde cada Ai es un R-módulo, y cada mij es un morfismo 
bilineal de R-módulos, llamados morfismos de multiplicación 

mij : Ai ×Aj → Ai+j para todo i, j ∈ I con i + j ∈ I 

satisfaciendo la propiedad conmutativa, es decir, mij(ai, aj) = mji(aj, ai) para 
todo ai Ai, aj  Aj y todas las parejas de índices i, j con i, j, i + j  I; así como 
la propiedad asociativa (cuando tenga sentido) 

mi+j,k ◦ (mij, 1) = mi,j+k ◦ (1, mjk) (7.2) 

como morfismos  
Ai ×Aj ×Ak → Ai+j+k 

para todo i, j, k con i + j, i + k, j + k, i + j + k ∈ I. 
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Si no produce confusión, se utilizará la notación 

A = ⊕i∈I Ai 

Definición 7.3. Sean A = ⊕i∈I Ai y B = ⊕j∈J Bj con I, J ⊆ Z dos álgebras par- 
ciales sobre R. Un morfismo de álgebras parciales f : A → B es una colección 
de morfismos de R-módulos {fk : Ak → Bk |k ∈ I ∩J} tal que 

fi+j ◦mA = mB ◦ (fi, fj) 
ij ij 

 

para todo i, j, con i, j, i + j ∈ I ∩J. 

Observación 7.4. En particular, dada una R-álgebra equipada con una Z-graduación, 
A = n ZAn, se tiene que para cualquier conjunto de índices I Z, AI := i I Ai 
es una R-álgebra parcial. Cualquier R-álgebra no graduada A es un álgebra parcial 
definiendo A0 := A y Ai := (0) para todo i /= 0. 

En lo sucesivo, todos los anillos considerados serán conmutativos. Además, se 
supondrá, para cualquier R-álgebra graduada A que I = Z≥0 y A0 = R; y para 
todas las R-álgebras parciales con 0 ∈ I se supondrá que A0 = R. 

Definición 7.5. Sea A una R-álgebra graduada (o parcial). Los elementos de An 
se denominan elementos homogéneos de grado n. Se utilizará la notación 

[A]n := {a ∈ A|a es un elemento homogéneo de grado n}  (7.6) 
[A] ≤t := ⊕t [A]i 

Definiciones y notaciones análogas si M es un R-módulo graduado. Si no hay con- 
fusión, se escribirá A t en vez de [A] t para denotar a los elementos homogéneos 
de A de grado menor o igual que t. 

Sea AlgR la categoría de R-álgebras. Dado un entero t > 0 y una R-álgebra 
A = ⊕n≥0An, se tiene una transformación natural de funtores sobre AlgR 

Φ≤t : HomR-alg(A, −) −→ HomR-alg-parcial(A≤t, −) (7.7) 

que para cada R-álgebra B, está definido como 

Φ≤t(B) : HomR-alg(A, B) −→ HomR-part-alg(A≤t, B) 
f −→ Φ≤t(B)(f ) := (fi := f |Ai)i=0,...,t 

(7.8) 

Definición 7.9. Sea A = n 0An una R-álgebra graduada. Se dice que A es una 
R-álgebra graduada parcialmente generada, o, por simplicidad, una pgg-R- 
álgebra, si A0 = R y existe un entero positivo t tal que Φ≤t (7.7) es un isomorfismo 
de funtores sobre AlgR. En dicho caso se dirá que A es una t-pgg-R-álgebra. 
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Observación 7.10. Obsérvese que si el morfismo Φ≤t (7.7) es isomorfismo, en- 
tonces, Φt es isomorfismo para todo tI ≥ t. 

Ejemplo 7.11. 

R[x] es un álgebra parcialmente generada, pues Φ≤t es isomorfismo para 
t ≥ grad(x), siendo grad(x) el grado de la indeterminada x. 

R[ xi : i N ]/Q con deg(xi) = 1 y Q un ideal generado por relaciones cua- 
dráticas es una pgg-álgebra. Obsérvese que en este caso, el álgebra conside- 
rada no es noetheriana, ni de presentación finita sobre R. 

R[{xi : i ∈ N} con deg(xi) = i no es una pgg-álgebra, así como tampoco lo es 
R[{xi : i ∈ N}/({xi|i ∈ N}) con grad(xi) = 1. 

La siguiente proposición permite dar una plétora de ejemplos de pgg-álgebras. 

Proposición 7.12: Sea R un anillo y sea A =  n 0 An una R-álgebra graduada. 
Si A es de presentación finita sobre R, entonces A es una pgg-R-álgebra. 

Demostración. Basta con probar la existencia de un t 0 tal que Φ t es un 
isomorfismo. Por hipótesis, A es una R-álgebra graduada de presentación finita, 
por lo que existe un sistema finito de generadores S = a1, . . . , al tal que el núcleo 
de la epiyección 

R[x1, . . . , xl] → A → 0 
xi 1→ ai 

(7.13) 

es un ideal IS finito generado. Sin perdida de generalidad, los generadores ai pue- 
den ser considerados homogéneos. Imponiendo la graduación grad(xi) := grad(ai), 
la epiyección (7.13) es un morfismo de R-álgebras graduadas, por lo que IS es un 
ideal homogéneo. Sea y1, . . . , ym un conjunto de generadores de IS, y defínanse 
los siguientes enteros 

d := máx{grad(ai) | i = 1 ,..., l}, 

d1 := máx{grad(yi) | i = 1 ,..., m}, 

t := máx{d, d1}. 

 
(7.14) 

Se concluye la demostración si se prueba que Φ≤t es un isomorfismo. Sea B una 
R-álgebra. Para probar la inyectividad del morfismo Φ≤t(B) definido en (7.8) 
considérense dos morfismos de R-álgebras, f, g : A → B satisfaciendo que 

Φ≤t(B)(f ) = Φ≤t(B)(g) 

Como fi = gi para cada i = 0 ,. . . , t, y t d, se obtiene que ambos morfismos 
coinciden sobre el sistema de generadores S considerado 

f (ai) = fi(ai) = gi(ai) = g(ai) ∀i = 0,..., l 
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Se concluye por tanto que f = g. 
 

Para probar la epiyectividad de Φ t se construirá el morfismo (7.13) a partir 
del sistema de generadores S. Obsérvese que dar un morfismo de álgebras f : A B 
es equivalente a dar un morfismo de álgebras 

f : R[x1, . . . , xl] → B 

tal f se anula sobre IS, es decir, f I = 0. Considérese ahora un morfismo de 
álgebras parciales (φi) HomR-alg-parcial(A t, B) y defínase bi := φd (ai) para cada 
i = 0 ,. . . ,  l. Los elementos b1, . . . , bl determinan un morfismo de R-álgebras 

R[x1, . . . , xl] → B → 0 
xi 1→ bi 

 
(7.15) 

 

Para concluir la demostración basta comprobar que f |IS = 0, o lo que es equiva- 
lente, que f�(yi ) = 0 para todo i = 1,..., m. Como yi es una expresión algebraica 

 

 
 

 
y obsérvese que 

l  1 l 

φd (a1)r1 · · · φd (al)rl = φr d (ar1) · · · φr d (arl) = φk(ar1 · · · arl) . 

donde k := grad(yi) y k ≤ d1 ≤ t. Finalmente, 

f�(yi ) = 
L 

λr1,...,r br1 · · · brl = 
L 

λr1,...,r φd1 (a1)r1 · · · φd (al)rl = φk(yi) = 0 . 
 

y como φk es un morfismo de R-módulos, se obtiene que f factoriza a través de 
un morfismo de R-álgebras f : A → B que satisface la condición buscada, esta es, 
Φ≤t(f ) = (φi). 

Observación 7.16. Si R es un cuerpo, un estudio más detallado de los números 
(7.14) puede ser llevado a cabo en términos de los números de Betti graduados, la 
regularidad de Castlenuovo-Mumford y las Syzygias graduadas ([Eis05, Pee11]). 
Por otro lado, la demostración de la anterior proposición puede ser adaptada al 
caso de infinitos generadores o relaciones, siempre y cuando, el grado de los mismos 
esté acotado, implicando la finitud de los números (7.14). 

Proposición 7.17: Sea V un k-espacio vectorial n-dimensional. Sea G un grupo 
algebraico lineal y semisimple actuando en V a través de una representación fiel 
ρ : G ,→ Sl(V ). El anillo de invariantes k[V ]G := (S•k V ∗)G es una pgg-k-álgebra. 

Demostración. Como G es un grupo linealmente reductivo, el Teorema de fini- 

, se puede expresar yi como 
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tud de Hilbert ([MF82, Theorem A.1.0]) demuestra que k[V ]G es una k-álgebra 
finito generada. Observando que además, k[V ]G es una k-álgebra noetheriana, se 
concluye que es de presentación finita. Por la proposición 7.12 se concluye. 

Observación 7.18. En el artículo de H. Derksen ([Der04]) se estudia un análogo 
de los números (7.14) para las Syzygias del anillo de invariantes. Para entender de 
que análogos se tratan, considérese a1, . . . , al un sistema de generadores homo- 
géneos de k[V ]G verificando que sus grados están ordenados de forma decreciente 
d1 . . . dl siendo d1 minimal, donde di := grad(ai). En [Der01] se prueban cotas 
superiores para d := d1 en términos de G y la representación considerada. Defi- 
niendo d1 := (s + 1)d s, donde s es la dimensión de Krull del anillo k[V ]G, se 
tiene que el núcleo del morfismo 

R[x1, . . . , xl] → B → 0 
xi 1→ bi 

está generado por polinomios de grado menor o igual que d1 ([Der04, Thm 1]). 
Los números (d, d1) son los análogos a los definidos en (7.14), y, por tanto, Φ≤t es 
un isomorfismo para cualquier t ≥ máx{d, d1}. 

De la anterior observación se sigue que, siempre que se tengan formas explícitas 
del Primer y Segundo Teorema Fundamental de la teoría clásica de invariantes 
para un grupo G, se podrá precisar el menor el entero positivo t tal que Φ t es 
un isomorfismo. Para ejemplificar este hecho, se consideraran los grupos clásicos 
Sl(V ), Sp(V ), SO(V ) y O(V ), y se llevará a cabo el cómputo del t minimal. 

Proposición 7.19: Sea V un k-espacio vectorial finito dimensional. Para cual- 
quier entero positivo m > 0, considérese la álgebra graduada 

A := k[(V )⊕m]G =
 

Sk
•((V ∗)⊕m)

(G
 

Entonces, el morfismo Φ≤t es un isomorfismo en las siguientes situaciones 

(i) para G = Sl(V ) y t = 2 dim(V ); 
 

(ii) para V un k-espacio vectorial finito dimensional dotado de una forma sim- 
pléctica η : V ×V → k, G = Sp(V ) y t = 2 + dim(V ) 

(iii) para V un k-espacio vectorial finito dimensional dotado de una forma bilineal 
simétrica no degenerada β : V ×V → k, G = SO(V ) y t = 2 + dim(V ) 

(iv) para V un k-espacio vectorial finito dimensional dotado de una forma bilineal 
simétrica no degenerada β : V ×V → k, G = O(V ) y t = 2 + dim(V ) 

En particular, A es una pgg-álgebra para todo m. 
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Demostración. (i) Si m < n := dim(V ), entonces el anillo de invariantes coincide 
con el anillo de constantes, es decir, = . Supóngase por tanto que . En 
este caso, A está generado por m elementos de grado n, y las relaciones entre di- 
chos elementos están generadas por relaciones cuadráticas ([dCP76, §3]). Se tiene 
por tanto que d = n y d1 = 2n. 

 
(ii) El Primer Teorema Fundamental de la teoría clásica de invariantes para 

el grupo simpléctico Sp(V ) muestra que el anillo de invariantes está generado por 
las funciones de grado 2 

(i, j) : V ⊕m → k, (i, j)(v1, . . . , vm) := η(vi, vj) 

para 1 ≤ i < j ≤ m. Por tanto, como la dimensión de V es par, dim(V ) = 2n, se tiene 
A V d 

do Teorema Fundamental para el grupo simpléctico establece que si m 2n, los 
elementos i, j son algebraicamente independientes, y, en el caso en que m > 2n, 
el ideal de relaciones entre los generadores está generado por los Pfaffianos de los 
menores principales de orden 2n + 2 de la matriz hemisimétrica cuyo elemento en 
la fila i-ésima y columna j-ésma es la función (i, j) ([dCP76, §4]). Se tiene por 
tanto que d1 = 2n + 2 y t = máx{d, d1} = 2(n + 1). 

(iii) Por el Primer Teorema Fundamental para el grupo especial ortogonal, se 
tiene que el anillo de invariantes está generado por las funciones de grado 2 

(i, j) : V ⊕m → k, (i, j)(v1, . . . , vm) := β(vi, vj) 

para 1 ≤ i < j ≤ m; y por las funciones de grado n := dim(V ) 
n 

[i1, . . . , in] : V ⊕m → 
/\ 

V  k, [i1, . . . , in](v1, . . . , vm) := vi1 ∧··· ∧vi 
n 

para 1  i1 <  < in  m, por lo que d = 2 ó d = n, dependiendo de si n < m ó 
n m. El Segundo Teorema Fundamental para SO(V ) establece que el ideal de 
relaciones entre los generadores está generado por los menores de orden (n + 1) de 
la matriz simétrica de orden m m, cuyo elemento en la fila i-ésima y columna 
j-ésima es i, j , y, por tanto d1 = 2(n+1). En cualquier caso t = 2(n+1). ([dCP76, 
§4]). 

(iv) Análogamente, considerando el grupo ortogonal O(V ), se tiene que el anillo 
de invariantes está generado por las funciones i, j definidas previamente para 
1  i  j  m, y el ideal de relaciones está generado por los menores de orden 
(n + 1) de la matriz simétrica de tamaño m m cuya entrada en la posición i, j 
es i, j . Se tiene por tanto que d = 2 y d1 = 2(n + 1), luego t = 2(n + 1) ([dCP76, 
§5]). 
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7.2. Propiedades 

En la presente sección se analizarán las propiedades elementales de las pgg- 
álgebras, las cuales, serán utilizadas con posterioridad para probar una generali- 
zación de un Teorema clásico de Nagata y la existencia de una inmersión cerrada 
en un cierto espacio proyectivo de forma canónica. 

 
Recuérdese la notación [ ]n introducida en (7.6) para hacer referencia a los ele- 

mentos homogéneos de grado n de un álgebra graduada, álgebra parcial, o módulo 
graduado. Obsérvese que en particular, 

[⊕n≥0An]i = Ai 

El producto tensorial de dos objetos graduados A, B (anillos ó módulos) hereda 
una graduación canónica mediante la fórmula 

grad(a⊗b) := grad(a) +grad(b) 

para elementos homogéneos a y b. Con toda generalidad, se tiene que 

(⊕mAm) ⊗ (⊕nBn) i = ⊕j(Aj ⊗Bi−j) (7.20) 

La graduación dada en (7.20) permite dotar a los productos tensoriales simétricos 
de un álgebra ó un módulo de una graduación canónica, ya que, los productos 
tensoriales simétricos son submódulos del producto tensorial. 

Definición 7.21. Sea d := (d1, . . . , dt) ∈ (Z≥0)t una tupla de enteros positivos. Se 
define la norma de d, y se denota por |d| a la siguiente suma 

t 

d := i di (7.22) 
i=1 

 

Considérese un R-módulo graduado M =  n 0Mn. El álgebra simétrica S•R(M ) 
M sobre R es una R-álgebra graduada, cuya componente de grado n > 0 es 

descrita, explícitamente como 
 
S•R(M )

]
n 

Para n = 0 se impondrá que 

= Sd1 M1 ⊗R · · · ⊗R Sdt Mt (7.23) 
t>0 |d|=n 

 
[S•R(M )]0 := R 

El producto tensorial induce el morfismo de multiplicación en el álgebra simétrica, 
el cual será denotado por m, es decir 

m : S•R(M ) ⊗R S•R(M ) → S•R(M ) (7.24) 
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Sea (A = ⊕t An, mij) una R-álgebra parcial con A0 = R. Se sigue de la notación 
introducida en (7.6) que  

S•R(A≤t) = S•R(⊕t 
=1An) (7.25) 

Dada una R-álgebra graduada A = n 0An y t > 0, la inclusión natural A t , A 
junto con el producto definido en A, inducen de modo canónico un morfismo 
homogéneo de R-álgebras graduadas 

S•R(A≤t) → A (7.26) 

Observación 7.27. El morfismo de multiplicación 

m : S•R(A≤t) ⊗R S•R(A≤t) → S•R(A≤t) 

puede ser caracterizado como el único morfismo haciendo conmutativo los diagra- 
mas 

Ai ×  A 
\/ 

mij 

j   / Ai+ j 

/\ 
 

S• (A≤t)
( 

×
 

S• (A≤t)
(   m  / S• (A≤t)

(
 

para todo i, j con i, j, i + j ≤ t. 

Teorema 7.28: Sea R un anillo y sea (A = ⊕t An, mij) una R-álgebra parcial. 
Sobre la categoría AlgR, el funtor HomR-alg-parcial(A, −) es un subfuntor cerrado 
de HomR-alg(S•R(A≤t), −). 

 
Demostración. Es suficiente con probar la existencia de un ideal It S•R(A t) de- 
pendiendo únicamente de A y t, tal que el paso al cociente S•R(A t) S•R(A t)/It 
induce un isomorfismo de funtores 

HomR-alg-parcial(A, −) HomR-alg(S•R(A≤t)/It, −) (7.29) 

El ideal It buscado es el siguiente 

It :=  {mij(ai, aj) −m(ai ⊗aj) |ai ∈ Ai, aj ∈ Aj and 0 ≤ i, j, i + j ≤ t} (7.30) 

Obsérvese que la anterior expresión está bien definida, puesto que 

mij(ai, aj) ∈ Ai+j ⊆ [S•R(A≤t)]i+j 

y 
m(ai ⊗aj) ∈ Im

 
[S•R(A≤t)]i ⊗ [S•R(A≤t)]j → [ S R•  (A≤t)]i+j

(
 

 

i+j 
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Ejemplo 7.31. Considérese la k-álgebra graduada A = k[V ] = n 0 Sn V ∗. En 
esta situación, la expresión (7.23) se traduce en 

 
S•R(A≤t)

]
n = Sd1 (S1 V ∗) ⊗R · · · ⊗R Sdt (St V ∗) 

|d|=n 

y la componente de grado n del morfismo de multiplicación (7.26) es la suma de 
los morfismos 

Sd1 (S1 V ∗) ⊗R · · · ⊗R Sdt (St V ∗) −→ Sn V 

haciendo variar d con |d| = n. 

Por el Teorema de Representabilidad 7.28 se puede dar una condición necesaria 
y suficiente para determinar cuando un álgebra graduada admite estructura de 
álgebra graduada parcialmente generada. La caracterización queda recogida en el 
siguiente Teorema. 

Teorema 7.32: Sea R un anillo y A = n 0An una R-álgebra graduada. A es 
una t-pgg-álgebra si y sólo si la sucesión 

0 → It → S•R(A≤t) → A → 0 (7.33) 

es una sucesión exacta de R-módulos graduados, siendo It el ideal homogéneo 
(7.30). En particular, A es una pgg-álgebra si y sólo si la sucesión (7.33) es exacta 
para algún t » 0. 

 
Demostración. A es una t-pgg-álgebra si y sólo si Φ t (7.7) es un isomorfismo. 
Dado t > 0, considérese la siguiente composición de transformaciones naturales 

 
Hom 

 
R-alg (A, −) Φ≤t Hom 

 
R-alg-parcial 

 
t 
n=0 An, −) −∼→ Hom 

 
R-alg (S•R(A≤t )/It, −) 

donde el isomorfismo se sigue del Lema 7.28. 
Si A es una pgg-álgebra y Φ t es un isomorfismo para t, entonces la anterior 

composición es un isomorfismo y por la unicidad del representante de un fun- 
tor (salvo isomorfismos), se sigue que A S•R(A t)/It. La misma demostración, 
invirtiendo los argumentos, prueba el recíproco. 

Observación 7.34. La exactitud de la sucesión (7.33) puede ser expresada como 
sigue: A es una t-pgg-álgebra (i.e. Φ t es un isomorfismo) si y sólo si A admite 
un sistema de generadores de grado menor o igual que t y el ideal de relaciones 
entre dichos generadores está generado por las relaciones de grado menor o igual 
que t. De hecho, esta última condición sobre el ideal de relaciones se traduce en la 
siguiente igualdad 

It = [It]≤t · S•R([A]≤t) =
 

It ∩
 

S•R([A]≤t)
]
≤t

( 
S•R([A]≤t) (7.35) 

(
⊕ 
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Como Corolario del anterior Teorema se obtiene la estabilidad de la estructura 
de álgebra graduada parcialmente generada por cambios de base. 

Corolario 7.36: Si A es una t-pgg-R-álgebra y R → RI es un morfismo de anillos, 
entonces, AR := A⊗R RI es una t-pgg-RI-álgebra. 

Demostración. Tensorializando la sucesión exacta (7.33) por RI, se obtiene la su- 
cesión exacta 

It ⊗R RI → S R
•

 (A≤t ⊗R RI) → A⊗R RI → 0 

Utilizando la notación AI := A⊗R RI y teniendo en cuenta que 

S•R(A≤t) ⊗R RI  S• (A≤t ⊗R RI)  S• (AI t) 
R R ≤ 

la anterior sucesión da lugar a un morfismo epiyectivo 

It ⊗R RI   /  / K := Ker
 

S• (AI ) → AI( 
 

que demuestra que K está generado por elementos de grado menor o igual que t. 
Se concluye la demostración. 

Proposición 7.37: Sea R un anillo y A (resp. B) una tA-pgg-R-álgebra tal que 
(7.7) es un isomorfismo para tA (resp. tB-pgg-R-álgebra). 

Entonces A⊗R B es una t-pgg-R-álgebra con t = tA + tB. 

Demostración. Por el Teorema 7.32, A (resp. B) son parte de la sucesión exacta 
dada en (7.33) 

 
Sea IA 

0 → ItA → S•R(A≤t) → A → 0 
(resp. IB ) el núcleo de la sucesión (7.33). Es inmediato que se tiene el 

siguiente diagrama conmutativo de R-módulo graduados 
 

IA ⊗B + A⊗IB  / S• (A≤t ) ⊗S• (B≤t )   / A⊗B  / 0 
 
 

0   / K   / S R
•  [A⊗B]≤t)   / A⊗B   / 0 

donde t := tA + tB, K es el núcleo, el morfismo vertical central es la multiplicación 
canónica inducida por A t B t [A B] t y el morfismo vertical del lado 
izquierdo es el obtenido por factorización. 

 
Examinando el anterior diagrama conmutativo en cada grado del producto 

simétrico de los términos centrales, y teniendo en cuenta que A (resp. B) está 
generada por elementos homogéneos de grado menor o igual que tA (resp. tB), se 
concluye la epiyectividad del morfismo vertical entre las álgebras simétricas. 

A B 
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El Lema de la Serpiente muestra que el morfismo 

IA ⊗B + A⊗IB → K 
tA tB 

es epiyectivo. Como la imagen del morfismo 

IA ⊗B + A⊗IB → S• 
[A⊗B]≤t) 

está generado por elementos homogéneos de grado menor o igual t, la proposición 
queda probada. 

Proposición 7.38: Sea R un anillo y A una R-álgebra graduada. Sea J A un 
ideal homogéneo generado por sus componentes de grado menor o igual tJ . Si A es 
una tA-pgg-R-álgebra, entonces A/J es una t-pgg-R-álgebra para t := máx(tA, tJ ). 

 
Demostración. Sea t := máx(tA, tJ ) y B := A/J. Utilizando (7.33), se tiene el 
siguiente diagrama conmutativo de R-módulos 

0   / IA   / S•
R(A≤t)  / A  / 0 

 
0 

/\   • p  
 / K / SR(B≤t)  / B  / 0 

 

donde K es el núcleo de p : S•R(B t)  B. Como A  B es un morfismo epiyec- 
tivo de R-módulos graduados, se sigue que tanto el morfismo central como p son 
epiyectivos. 

 
Falta por probar que K está generado por sus componentes de grado menor o 

igual que t. El Lema de la serpiente da lugar a la siguiente sucesión exacta 

IA → K → L → 0 

donde L es un cociente de J. Observando que IA está generado como S•R(A t)- 
módulo por sus componentes de grado menor o igual que t, y que J está generado 
como A-módulo por sus componentes de grado menor o igual que t, se sigue que 
K está generado como S•R(B t)-módulo por sus componentes de grado menor o 
igual que t. 

Proposición 7.39: Sea R un anillo y A una R-álgebra graduada de presentación 
finita. Entonces, la función 

t : S = Spec R −→ Z 
x 1→ t(x) := min{ txtal que Φ≤tx es un isomorfismo para A⊗R k(x) } 

es superiormente semi-continua. 
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Demostración. Sea x ∈ S y t := t(x). Considérese la sucesión exacta 

 

ker(µ) −→ι 

Para cada y ∈ S, denótese por µ(y) a 

S•R(A≤t 
µ 

−→ A 

S• (A ) ⊗ k(y) = S• ([A ⊗ k(y)] ) µ(y) A⊗ 
k(y) −→ 0 

y, para i ∈ Z, sea 

[µ(y)]i : [S•R(A≤t) ⊗R k(y)]i −→ [A⊗R k(y)]i 

Como [µ(y)]i es un morfismo entre R-módulos de tipo finito, se sigue que 

Vi := {y ∈ S | [µ(y)]i es epiyectivo } 

es un abierto de Zariski de S. Como A está generado por elementos de grado menor 
o igual que t, es una comprobación elemental que 

U := 
n 

Vi = 
n 

Vi = {y ∈ S | µ(y) es epiyectivo } 

y por tanto, U , es un entorno abierto de x. 
Falta por ver que existe un abierto UI U tal que t(y) t para todo y UI. 

Como A es una R-álgebra de presentación finita, se sigue que [A]i es un R-módulo 
de presentación finita y [S•R(A≤t)]i es un R-módulo de tipo finito. Entonces, por 
[Sta18, Lemma 01BP], [ker(µ)]i es un RU -módulo de tipo finito. Definiendo 

UI := {y ∈ U |µ≤t : [ker(µ)]≤t → [It]≤t is surjective} 

se sigue que la función t(−) es superiormente semi-continua. 

7.2.1.  Ejemplos 

En esta sección se darán algunos ejemplos de pgg-álgebras que aparecen de 
modo natural en Geometría Algebraica así como en Teoría de Números. Cabe 
destacar que lo interesante de los ejemplos presentados a continuación es que, 
aunque las álgebras graduadas no sean de presentación finita, los grados de los 
generadores de su ideal de relaciones están acotados. 

Ejemplo 7.40. Sea X una variedad algebraica proyectiva sobre k, y sea D un 
divisor de Cartier amplio. Entonces, existe un entero positivo m que depende de 
D, tal que los morfismos naturales 

H0(X, OX (aD)) ⊗H0(X, OX (bD)) → H0(X, OX ((a + b)D)) 

) 

≤t R ≤t R 
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son epiyectivos para todo a, b m ([Laz04, 1.2.22]). Como X (aD) es un X - 
módulo-coherente, el grupo de cohomología H0(X, X (aD)) es un k-módulo fini- 
to generado ([Har13, Theorem 5.2]). Como el producto tensorial de dos módulos 
finito generados es de nuevo finito generado, H0(X, X (aD))  H0(X, X (bD)) 
es finito generado. Se tiene por tanto que el anillo de secciones de D, es decir, 
R(X, D) = n 0H0(X, X (nD), es una k-álgebra graduada finito generada, y los 
generadores pueden ser encontrados en el sub-k-módulo 2m H0(X, X (iD)). Co- 
mo esos grupos de cohomología son k-módulos finito generados y k es un cuerpo (y 
por tanto anillo noetheriano), son de presentación finita. Por otro lado, todo anillo 
noetheriano es coherente, y sobre un anillo noetheriano un módulo es coherente 
si y sólo si es de presentación finita ([Sta18, Lemma 10.90.4]). Como el núcleo de 
un morfismo de módulos coherente es coherente ([Sta18, Lemma 10.90.3]), se tiene 
que el núcleo de cualquiera de los morfismos de multiplicación anteriormente seña- 
lados es finito generado. Considerando todas las posibles combinaciones (que son 
finitas), se concluye que existen únicamente un número finito de relaciones entre 
los generadores considerados. Se tiene por tanto que R(X, D) es una pgg-álgebra 
sobre k. 

Ejemplo 7.41. (La Grassmanniana infinita). Recuérdese que en [SS83], los 
autores definen la Grassmanniana infinita (desde el punto de vista de la geometría 
diferencial) de k((z)), denotada por Gr, como el subconjunto de puntos de un 
espacio proyectivo finito dimensional cuyas coordenadas homogéneas satisfacen 
las relaciones de Plücker. Alternativamente, introduciendo Gr en el contexto de 
esquemas, entonces el fibrado determinante da lugar a la inmersión de Plücker, 
la cual es una inmersión cerrada en un espacio proyectivo del álgebra graduada 
k[ xS ], donde S recorre todos los diagramas de Young. Desde este punto de vista, 
se prueba en [PM00] que el ideal I k[ xs ] que define la Grassmanniana infinita 
está generado por el conjunto de todas las relaciones de Plücker, siendo estas, 
relaciones cuadráticas en las variables xS. Se tiene por tanto que  Gr = k[ xS ]/I 
es una 2-pgg-álgebra. 

Ejemplo 7.42. Considérese una variedad abeliana (A, Θ) sobre un cuerpo k de 
característica car(k) = 2, es decir, una variedad algebraica proyectiva conexa A, 
dotada de un haz de línea amplio Θ que está definido salvo traslaciones. Supóngase 
además que Θ = ( 1)−1Θ y que se tiene definida una involución i : Θ Θ. Para 
cada n se tiene definido un morfismo i⊗n : Θ⊗n  Θ⊗n que da lugar a un morfismo 
entre las secciones globales 

I : Γ(A, Θ⊗n) → Γ(A, Θ⊗n) 

Sea Γ(A, Θ⊗n)+ el espacio de vectores propios de valor propio 1 de I. El anillo 
graduado n 0 Γ(A, Θ⊗4n)+ está generado por Γ(A, Θ⊗4Θ)+, y el ideal de rela- 
ciones está generado por relaciones cuadráticas y cúbicas [Kem80]. Se tiene por 

tanto que 
EB

n≥0 Γ(A, Θ⊗4)+ es una pgg-álgebra. 
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Ejemplo 7.43. Sea Γ1(n) el subgrupo de congruencias de Sl2(Z) de nivel n. Con- 
sidérese el anillo graduado de funciones modulares (con respecto Γ1(n)) con coefi- 
cientes en Q, es decir M (Γ1(n), Q). El anterior anillo está generado por elementos 
de grado 3 para todo N 5 ([Rus14, Cor. 1]) y el ideal de relaciones está ge- 
nerado en grado menor o igual que 6 ([Rus16, Theorem 1.4]). Las anteriores cotas 
implican que M (Γ1(n), Q) tiene estructura de pgg-álgebra. Resultados análogos 
para el subgrupo de congruencias de Hecke Γ0(n) para ciertos valores de n, pue- 
den ser encontrados en los artículos [Rus14],[Rus16]. 

 

7.3. Geometría de las pgg-álgebras 
 

Es bien conocido que dada una R-álgebra graduada A = i 0Ai generada 
por sus elementos de grado uno, es posible construir una inmersión localmente 
cerrada Spec(A) P(R A1) [Gro61b]. En la presente sección se estudiará un 
resultado análogo para las pgg-álgebras. Recuérdese, que dado un R-módulo su 
proyectivización es el esquema sobre Spec R definido como 

P(E ) := Proj S•R E → Spec R 

Teorema 7.44: Sea A una tA-pgg-R-álgebra y sea d > tA y t := tA + 1. 
Entonces, el morfismo Spec A Spec R factoriza de modo canónico por una 

inmersión localmente cerrada de Spec R-esquemas 

Spec A ,→ P
 

1≤|
⊕

|≤ 
S A1 ⊗R · · · ⊗R S  At

 
 d1 dt 

 

El cierre de la imagen está dado por Proj(A ⊗R R[T ]). Además, existe una acción 

natural de G := Autk−alg−grad(A) sobre P
 

⊕ Sd1 A1 ⊗R · · · ⊗R Sdt At

  
tal que 

la inmersión del enunciado es 
1≤|d|≤d 

G-equivariante. 

Observación 7.45. Antes de demostrar el Teorema 7.44 se recordarán dos cons- 
trucciones que inspiran la demostración dada. La primera es la concerniente al 
estudio de las proyectivizaciones de R-módulos graduados [Gro61b, Chp II, §8]. 
Para una álgebra graduada cualquiera A = n 0An, considérese una indetermi- 
nada T con deg T = 1. Entonces, el morfismo de A-álgebras 

A[T ] := A⊗R R[T ] −→ A 

que consiste en enviar la indeterminada T al 1, factoriza por la localización homo- 
génea de A[T ] con respecto el sistema multiplicativo generado por T , el cual será 
denotado por A[T ]+; es decir, 

A[T ] → A[T ]+ →∼ A 
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donde el primer morfismo es la localización y el segundo el definido por T 1. 
Este último es un isomorfismo cuya inversa consiste en asignar, a cada elemento 
homogéneo de grado n a An 
abierta 

 
cuya imagen es densa. 

, el elemento  a . Se obtiene por tanto una inmersión 

Spec A ,→ Proj A[T ] 

 

La segunda construcción se basa en la inmersión de Veronese de grado d. Por 
[Gro61b, Proposition 3.1.8] se tiene que para toda álgebra graduada A = ⊕n≥0An 
y todo d > 0, existe un isomorfismo canónico Proj A  Proj A(d) donde 

A(d) := ⊕n≥0[A(d)]n con [A(d)]n := [A]nd . 

Demostración. La R-álgebra graduada B := R[T ] con deg(T ) = 1 es una pgg-R- 
álgebra. Además, Φ≤tB es un isomorfismo para tB = 1, el ideal de relaciones I = B 

(0) y se verifica que 

S•R(B≤tB ) = S•R(R[T ]≤1) = S•R((T )) = R[T ] 

Sea A como en el enunciado. La Proposición 7.37 de cambio de base implica 
que A¯ = A⊗R B = A⊗R R[T ] es una pgg-R[T ]-álgebra. 

La demostración de la Proposición 7.37 da lugar a la sucesión exacta 

0 → IA ⊗R R[T ] → S• (A≤t ) ⊗R R[T ] → A⊗R R[T ] → 0 

Utilizando la notación I¯ := IA ⊗R R[T ], de la anterior sucesión exacta y el Teore- 
ma 7.32 se deduce que  ̄ tA -pgg-álgebra para := = + = + 1. 

A es una t t tA¯ tA tB tA 

Sea d como en el enunciado, es decir, d t = tA¯ = tA + 1. Se tiene que I¯ está 
generado por sus elementos de grado menor o igual que t, luego 

 

[Ī (d)]i = [Ī ]i·d = 
L

[Ī]j
 
S•R (Ā  t)

] 
= 

j=1 
t 

≤ i·d−j 

= 
L

[Ī ]j
 
S•R(Ā 

 
t)
]
d−j

 
S•R(Ā t)

]
(i−1)·d = 

= [I¯(d)]1
 
S• (Ā )

((d)] 

y teniendo en cuenta que [I¯(d)]1 = [I¯]d, se obtiene el siguiente isomorfismo 

A¯(d)  
S• (A¯ )

((d)/I¯(d) 

j=1 

t
 

≤ ≤ 

≤t i−1 

≤t 
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que, compuesto con el morfismo epiyectivo canónico 

S• ([S• A¯ ] )  S• ([S• Ā ] / [ Ī ]  )
   

S• (Ā  )
((d)/I¯(d) 

da lugar al morfismo epiyectivo 

S•R([S•R A¯ ] )  A¯(d) (7.46) 

Teniendo en cuenta que deg(T ) = 1, y las ecuaciones (7.23) y (7.25), se verifica 
que 

[S•R A¯ t]d = ⊕ Sd1 A¯1 ⊗R · · · ⊗R Sdt A¯t 
≤ 

|d|=d 
 

Por otro lado, el morfismo canónico de R-módulos [S•R Ā ] → A¯ factoriza como 

sigue a continuación 
≤t d 

[S•R A  ̄ t]d ⊕ Sd1 A1 ⊗R · · · ⊗R Sdt At ⊗R (T d−|d|) → A¯ 
≤ 

0≤|d|≤d 
 

Ahora, el morfismo de R-álgebras graduadas dado por la multiplicación de A 
y la asignación T 1→ 1 

C := S•R

 

1≤|
⊕

|≤ 
S A1 ⊗R · · · ⊗R S  At ⊗R (T )

 
−→ A (7.47) d1 dt d−|d| 

 

es epiyectivo y factoriza por la localización homogénea del sistema multiplicativo 
M generado por todos los elementos de la forma 1 ⊗ . . .  ⊗ 1 ⊗T i; este es, C+ . 

Considerando el espectro y el espectro proyectivo se sigue que la composición 

Spec A ,→ Spec C+ ,→ Proj C = P
 

⊕ Sd1 A1 ⊗R · · · ⊗R Sdt At
(
 

1≤| |≤ 

es el morfismo deseado, pues el primero es una inmersión cerrada y el segundo es 
una inmersión abierta. De la construcción se sigue automáticamente que el cierre 
de Spec(A) por el anterior morfismo es Proj A¯. 

 
Para la segunda parte del enunciado obsérvese que se tiene una acción canónica 

G → AutR−mód(Ai) sobre cada componente homogénea de A, definida como g → 

g|A . La anterior acción induce una G-acción en P
 

⊕ Sd1 A1 ⊗R · · · ⊗R Sdt At

 
 

de modo natural. Para probar que la inmersión construida es G-equivariante basta 
con probar que (7.47) es G-equivariante, pues, obsérvese, que G actúa de modo 
trivial en la variable T . Ahora bien, por la definición de la acción de G sobre C, 
para probar que (7.47) es G-equivariante basta con probar que el morfismo natural 
Ai ,→ A es G-equivariante, lo cual es trivial. 

≤t 
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7.4. Caso Global 

 
El presente capítulo finaliza con una descripción global de las pgg-álgebras, es 

decir, con la extensión de definiciones y propiedades al caso de esquemas. 

Definición 7.48. Sea S un esquema. Un haz de álgebras parciales sobre S con 
soporte I ⊆ Z, es un OS-módulo graduado quasi-coherente, A = ⊕i∈I , tal que 
para cada abierto afín U ⊆ S, A(U ) es una OS(U )-álgebra parcial. La noción de 
morfismo de OS-álgebras parciales es el evidente. 

Definición 7.49. Un haz de OS-álgebras graduadas A = ⊕n≥0An es una t-OS- 
álgebra graduada parcialmente generada (t-pgg-OS-álgebra) si para todo abierto 
afín U ⊆ S, A(U ) es una t-pgg-OS(U )-álgebra. 

Ejemplo 7.50. (Espacio proyectivo pesado). Considérese una tupla de ente- 
ros (d0, ..., dn) Zn+1, y considérese el anillo de polinomios R := k[x0, ..., xn] con 
deg(xi) = di. El espacio proyectivo de pesos (d0, ..., dn) se define como 

Pk(d0, ..., dn) := Proj(R) 

Como no hay relaciones entre los generadores, x0, ..., xn, definiendo el natural 
t := máx{di}n , el anillo de polinomios k[x0, ..., xn] es una t-pgg-k-álgebra. Un 
teorema clásico muestra que si = es un anillo graduado y es un ente- 
ro positivo, entonces existe un isomorfismo canónico Proj R Proj i 0 Rdi dado 
por la inmersión de Veronese de grado d. El anterior resultado permite sumergir 
cualquier espacio proyectivo pesado en un espacio proyectivo clásico PN para un 
N lo suficientemente grande. Para un estudio detallado de los espacios proyectivos 
pesados se referencia al lector interesado a [Dol]. 

 
La noción de espacio proyectivo pesado admite la siguiente versión relativa. 

Dado un esquema S, defínase el espacio proyectivo pesado de pesos (d0, d1, ..., dn) 
sobre S como 

PS(d0, ..., dn) := PZ(d0, ..., dn) ×Z S → S 

Por la construcción del Proj de una S-álgebra, dado un abierto afín U = Spec(A) 
S, se tiene que 

PU (d0, ..., dn) = Proj(A[x0, ..., xn]) 

con deg(xi) = di, y por tanto, OPS (d0,...,dn) es una d-pgg-OS-álgebra, siendo d = 
máx{di}n  . 

Teorema 7.51: Sea S = Spec(R). Se tiene una equivalencia categorial entre la 
categoría de t-pgg-R-álgebras y la categoría de haces de t-pgg OS-álgebras. 

{t-pgg-OS-álgebras} → {t-pgg-R-álgebras} 
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Demostración. A cada t-pgg-R-álgebra A se le asocia el haz de álgebras A. Sobre 
cada abierto afín U = Spec(B) ⊂ S, A(U ) = A⊗R B. Por la estabilidad de las pgg- 
álgebras por cambios de base (Proposición 7.37), se sigue que A (U ) = A⊗R B es 

Recíprocamente, dada una t-pgg-OS-álgebra A, le corresponde la t-pgg-R- 
álgebra A(Spec(R)). Una asignación es inversa de la otra. 

Del anterior Teorema junto con la Proposición 7.37 se sigue el siguiente coro- 
lario. 

Corolario 7.52: Sean A y B dos anillos, y f : A B un morfismo de anillos. 
Sean X := Spec(A) e Y := Spec(B). Entonces, el pullback 

f∗ : {t-pgg-OY -álgebras} → {t-pgg-OX -álgebras} 

es un funtor de la categoría de t-pgg- Y -álgebras a la categoría de t-pgg- X - 
álgebras. 

una t-pgg-B-álgebra. 
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8. El Teorema de Nagata 

 
Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado de característica cero, G un grupo 

algebraico sobre k, y ρ : G  Gl(V ) una representación finito dimensional siendo 
V un k-espacio vectorial. La teoría clásica de invariantes se fundamenta en la pro- 
blemática de descomponer T r(V ) := V ⊗r como suma directa de representaciones 
irreducibles. El anterior problema admite dos enfoques diferentes: 

 
1. describir (T r(V ) ⊗T s(V ∨))G en función de generadores y relaciones; 

2. o describir (S•k (V ∨))G en función de generadores y relaciones. 

Cuando G es uno de los grupos clásicos (Sln, Sp2n, On o SOn), la descripción 
de los generadores se conoce como Primer Teorema Fundamental, mientras que la 
descripción de las relaciones se conoce como Segundo Teorema Fundamental. Una 
referencia clásica que trata estos casos particulares es el libro de Weyl [Wey66]. 
El hecho de que (S•k (V ∨))G pueda ser descrito en términos de generadores y re- 
laciones se deduce del hecho de que (S•k (V ∨))G es una k-álgebra finito genera- 
da. El problema 14 de Hilbert, planteado primera vez en [Hil02], pregunta si en 
toda circunstancia, (S•k (V ∨))G es una k-álgebra finito generado. Nagata da en 
[Nag60] un contraejemplo a esta cuestión. En un artículo posterior, [Nag63], Na- 
gata prueba que para toda k-álgebra finito generada A y toda representación fiel 
ρ : G Autk alg(A), el anillo de invariantes AG A es de nuevo una k-álgebra 
finito generada, siempre que se asuma que G es reductivo. 

 
En el presente capítulo se probará un resultado análogo en el contexto relati- 

vo. Es conveniente remarcar que Seshadri prueba una generalización natural del 
Teorema de Nagata [Ses77]. El autor demuestra que si S = Spec(R), donde R es 
una k-álgebra finito generada, GS es un S-esquema en grupos reductivo, M un 
R-módulo libre finito generado y ρ : G•

S AutR mód(M ) una representación, en- 
tonces el álgebra de invariantes S•R (M ∨)G es finito generada sobre R. 

 
En analogía con la teoría clásica, se estudiará el anillo de funciones GR- 

invariantes del módulo HomT (M R T, N ), es decir, la T -álgebra graduada A := 
(S•T (M∨ T N ))GR . Donde M y ρ son como en el artículo de Seshadri, T es una 
R-álgebra cualquiera y N es un T -módulo. El estudio servirá para entender el 
comportamiento de A si se hace variar el módulo N . Se probará que incluso en el 
caso más general, el álgebra de invariantes satisface una condición de finitud sobre 
el grado de los generadores y de las relaciones, lo cual, casará directamente con 
los objetos introducidos en el capítulo anterior: las pgg-álgebras. 
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 8.1. Consideraciones previas 
 

8.1. Consideraciones previas 
 

En lo sucesivo k será un cuerpo algebraicamente cerrado de característica cero y 
AlgR denotará la categoría de R-álgebras conmutativas. G es un grupo algebraico 
lineal sobre k. Para cada k-álgebra conmutativa R, se denotará por GR al R- 
esquema en grupos obtenido como el cambio de base de G a través del morfismo 
Spec R Spec k. Por simplicidad en la notación, el anillo de funciones de GR será 
denotado por 

R[G] := Γ(GR, OGR) (8.1) 

Dada una k-álgebra conmutativa R, y un R-módulo M , sea EndR−mód(M ) (resp. 
AutR−mód(M )) al funtor de endomorfismos (resp. automorfismos) de M , es decir 

EndR−mód(M ) : AlgR → Grp (8.2) 
T 1→ EndT −mód(M ⊗R T ) 

AutR−mód(M ) : AlgR → Grp (8.3) 
T 1→ AutT −mód(M ⊗R T ) 

Si M es finito generado, entonces EndR−mód(M )∨ es representable por la R- 
álgebra S•R(EndR−mód(M )∨) como puede comprobarse fácilmente. En este caso, 
localizando S•R(EndR−mód(M )∨) por la función determinante, se obtiene el re- 
presentante del funtor AutR mód(M ) (8.3). Una representación lineal de G so- 
bre una k-álgebra conmutativa R es una pareja (M, ρ) siendo M un R-módulo y 
ρ : G•

R  AutR mód(M ) un morfismo de funtores sobre AlgR, si M tiene estruc- 
tura de álgebra, entonces ρ valora en AutR álg(M ). En cualquier caso se dirá que 
GR actúa en M . 

 
Observación 8.4. El G•

R se entiende como la restricción del funtor de puntos de 
GR a la categoría de R-esquemas afines, siendo esta última opuesta a la categoría 
de R-álgebras. De este modo, dada una R-álgebra T , G•

R(T ) = HomR−mód(R[G], T ). 

Obsérvese que la anterior definición equivale a dar un morfismo de grupos 

ρT : G•(T ) → AutT −mód(M ⊗R T ) 

para toda R-álgebra T de modo funtorial. Estos datos, a su vez, equivalen a dar 
un morfismo de R-módulos 

M → M ⊗R R[G] 

que dotan a M de estructura de co-módulo sobre la co-álgebra R[G]. Como R[G] 
es R-plana, dar un morfismo M  M R R[G] equivale a su vez a dar un morfismo 
de R-módulos 

EndR−mód(M )∨ → R[G] = k[G] ⊗k R 
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Si M es un R-módulo finito generado, entonces se tiene un isomorfismo canónico 

(M∨ ⊗R T )  (M ⊗R T )∨ 

Se tiene por tanto que toda representación ρ : G•
R → AutR−mód(M ) induce una 

representación dual ρ∨ : G•
R → AutR−mód(M∨) definida por la fórmula 

ρ ∨
T  (g) : (M ⊗R T )∨ → (M ⊗R T )∨ (8.5) 

φ 1→ φ◦ρT (g) 

La estructura de co-módulo inducida en M∨ por la representación dual está dada 
por 

M∨ → HomR(M, R[G])  M∨ ⊗R R[G] (8.6) 
δ 1→ (δ ⊗ 1) ◦ρ 

8.2. Teorema de Nagata-Seshadri en el caso no 
noetheriano 

Esta sección está dedicada a generalizar el Teorema [Ses77, Theorem 2] en el 
contexto no noetheriano, como preámbulo al Teorema central de este capítulo. 
Debido a que se utilizarán las técnicas de Reducción Noetheriana expuestas en 
[Gro66, §8], se citarán los resultados necesarios. 

 
Sea R0 un anillo conmutativo y (Rλ)λßI un sistema inductivo de R0-álgebras. 

Si M0 es un R0-módulo, se utilizará la notación Mλ := M0 ⊗R0 Rλ Como Mβ y 
Mλ ⊗Rλ Rβ son canónicamente isomorfos, existe un morfismo canónico 

Mλ → Mβ 
m 1→ m⊗ 1 (8.7) 

para cada pareja λ≤  β ∈ I. Se tiene por tanto que (Mλ)λ∈I es un sistema inductivo. 

Si N0 es otro R0-módulo, los mismos argumentos dan lugar a un sistema in- 
ductivo (Nλ)λ∈I , y el producto tensorial ⊗RλRβ induce un morfismo 

HomRλ (Mλ, Nλ) → HomRβ (Mβ, Nβ) 

para cada pareja λ≤  β ∈ I. Se tiene por tanto un sistema inductivo (HomRλ (Mλ, Nλ))λ∈I . 

Lema 8.8: [Gro66, Lemma 8.5.2.1] Sea R0 un anillo conmutativo, (Rλ)λ∈I un sis- 
tema inductivo de R0-álgebras, R = lim Rλ, M0 y N0 dos R0-módulos y sea Mλ := 
M0 ⊗R0 Rλ, Nλ := N0 ⊗R0 Rλ, M :=

−
M
→

0 ⊗R0 R = lim Mλ, N = N0 ⊗R0 R = lim Nλ. 
−→ −→ 
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Si M0 es de tipo finito (resp. de presentación finita), entonces el morfismo 
canónico 

lim HomRλ (Mλ, Nλ) → HomR(M, N ) 

es inyectivo (resp. biyectivo). 

Lema 8.9: [Gro66, Proposition 8.9.1 (ii)] Sea R un anillo conmutativo y M un R- 
módulo de presentación finita. Entonces, existe un subanillo noetheriano, R0 ⊂ R 
y un R0-módulo de presentación finita M0 verificando que M0 ⊗R0 R  M. 

Lema 8.10: Sea R un anillo conmutativo. Sea (Rλ)λ∈I el sistema inductivo for- 
mado por los subanillos noetherianos de R, de tal modo que R = lim Rλ. Sea 
R0 ∈ (Rλ) uno de tales subanillos. Considérese el conjunto de indice

−
s
→

J = {λ ∈ 
I : R0 ⊂ Rλ}. Entonces, 

lim =
 

λ∈J 
 

Demostración. Obsérvese que en este caso, tanto para I como para J se verifica 
que lim  =  . Para probar el enunciado basta que ver que dado  y 

con R
−→

0 ⊂ Rα, entonces, el subanillo Rλ generado por Rα y Rη es noetheriano y 
R0 ⊂ Rλ, es decir, λ ∈ J. 

En efecto, Considérense dos presentaciones finitas 

uα : Z[X1, . . . , xm] → Rα → 0, uβ : Z[y1, . . . , yn] → Rβ → 0 

Se tiene entonces que Rλ está dado por la imagen del morfismo de k-álgebras 

u : Z[x1, . . . , xm, y1, . . . , yn] → R 

definido por u(xi) := uα(xi) y u(yj) = uβ(yj). Se tiene por tanto que Rλ es noethe- 
riano y evidentemente Rα, Rβ ∈ Rγ y en particular R0 ∈ Rγ. 

Lema 8.11: Sea R un anillo conmutativo y M un R-módulo de presentación finita. 
Entonces, existe un subanillo noetheriano R0 ⊂ R, un sistema inductivo de R0- 
subálgebras noetherianas de R, (Rλ)λ∈J , y un sistema inductivo de módulos de 
presentación finita (Mλ)λ∈J (con Mλ un Rλ-módulo) tal que R = l´ım Rλ, M = 
lim Mλ y EndR(M ) = lim EndR (Mλ). 
−→ −→ λ 

 

Demostración. El anillo R puede ser escrito como el límite directo de sus subanillos 
noetherianos (Rλ)λ∈I . Sea R0 y M0 como en el Lema 8.9. Sea J ⊂ I el subconjunto 
de índices dado en el Lema 8.10, y sea Mλ := M0 ⊗R0 Rλ. Del Lema 8.10 se sigue 
que R = lim Rλ. Esto implica que M = lim Mλ, ya que límites directos 
con mutan

−→
con

λ∈
e
J
l  producto tensorial. Ahora el r

−
e
→
s u

λ
l t

∈
a

J
d o  se sigue de forma inmediata 

del Lema 8.8. 

R 
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Proposición 8.12: Sea k un cuerpo cualquiera, R y A dos k-álgebras, y M un 
R-módulo libre finito generado. Sea f : EndR(M )∨ → A⊗k R un morfismo de R- 
módulos. Entonces, existe una sub-k-álgebra noetheriana R0 ⊂ R, un R0-módulo 
finito generado M0, y un morfismo de R0-módulos f : EndR0 (M0)∨ → A⊗k R0 tal 
que f0 ⊗ 1 = f. 

Observación 8.13. Los Lemas 8.8, 8.9, 8.10 y 8.11 pueden ser enunciados y 
demostrados en términos de k-álgebras en vez de anillos conmutativos. Los mismos 
argumentos dados siguen siendo válidos sin más que cambiar la palabra anillo por 
k-álgebra. 

Demostración. Sean R0, (Rλ)λ∈J y (Mλ)λ∈J como en el Lema 8.11. Bajo las hi- 
pótesis del enunciado, para cualesquiera α ≤ β ∈ J, existe un isomorfismo canónico 
EndRα (Mα) ⊗Rα Rβ = EndRβ (Mβ). Se tiene por tanto que 

lim EndR (Mλ)∨ = EndR(M )∨ 
−→ λ 

Por otro lado, como los límites directos conmutan con productos tensoriales, se 
tiene que A⊗k R = lim(A ⊗k Rλ). Se concluye por tanto que f pertenece a 

HomR(lim EndRλ (Mλ)∨, lim(A ⊗k Rλ)) 
−→ −→ 

Por el Lema 8.8, se tiene un isomorfismo canónico 

HomR(lim EndRλ (Mλ)∨, lim(A ⊗k Rλ))  lim HomR(EndRλ (Mλ)∨, A⊗k Rλ) 
−→ −→ −→ 

y se concluye la demostración. 

Se está en condiciones de probar la generalización del Teorema de Seshadri. 

Teorema 8.14: Sea R una k-álgebra y M un R-módulo libre finito generado. 
Sea G un grupo algebraico semisimple sobre k, dotado de una representación fiel 
ρ : G•

R , AutR mod(M ). Entonces, A := (S•R((M ∨)⊕n))GR es una R-álgebra de 
presentación finita para todo n > 0. 

Demostración. Sin perdida de generalidad se puede suponer que R es noetheriana. 
En efecto, sea R[G] el anillo de funciones de GR, esto es, Spec(R[G]) = GR, y con 
esta notación se verifica que k[G] k R = R[G]. La acción de GR sobre M se puede 
entender como un morfismo de R-módulo 

ρ̃ : M → R[G] ⊗R M 

Sea ρ : EndR(M )∨  R[G] = k[G] k R el morfismo de R-módulos inducido. Sean 
R0, M0 y ρ0 como en la Proposición 8.12. Sea R1 la localización de R0 por el 
sistema multiplicativo formado por aquellos r ∈ R0 que son invertibles en R. Ob- 
sérvese que se tienen inclusiones R0 ⊂ R1 ⊂ R. Sea M1 := M0 ⊗R0 R1 y ρ1 = ρ0 ⊗ 1. 
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Obsérvese que R1 es noetheriano y M1 es un R1-módulo libre de rango finito. 
 

El siguiente paso consiste en probar que ρ˜1 : M1 R1[G] R1 M1 define una 
acción de GR1 en M1. Es decir, hay que comprobar que los diagramas 

M1 
 ρ˜1  / R1[G] ⊗ M1 

 
(8.15) 

 
R1[G] ⊗ 

y 

 
ρ 1̃ 

R1 

 
M1  m⊗1  / R1[G] ⊗ 

1⊗ρ˜1 

R1[G] ⊗R1 M1 

M1 
 ρ˜1  / R1[G] ⊗ M1 (8.16) 

e⊗ρ˜1 

�, 
M

/ \  
1
 

son conmutativos, donde m (resp. e) es el morfismo de multiplicación (resp. el ele- 
mento neutro) de G. Como R1 es noetheriano y M1 es finito generado, se sigue del 
Lema de Nakayama que los anteriores dos diagramas son conmutativos si y sólo 
si lo son después de tensorizar por ⊗R1R1/m1 para todos los ideales maximales 
m1 ⊂ R1. 

 

Dado un maximal m1 R1, se sigue que m1R es un ideal propio de R, es más, 
si m1R = (1), entonces la imagen de m1 contiene un elemento invertible de R que 
será denotado por r. Teniendo en cuenta el sistema multiplicativo considerado 
para construir R1, se tendría que r es invertible en R1 y, por tanto, m1 = R1. 
Considérese por tanto un ideal maximal m de R conteniendo a m1R. Obsérvese 
que m1 = m ∩R1. 

Además, como el morfismo 
 

R1/m1 → R/m 

es fielmente plano, se tiene que los diagramas (8.15) y (8.16) tensorizados por 
⊗R1R1/m1 son conmutativos si y sólo si los diagramas 

 

 ρ˜  
M  / R G ⊗R M M  / R[G] ⊗R M 

 
R[G] ⊗ 

ρ˜ 

M  m⊗1 / R[G] ⊗ 

1⊗ρ˜ 

R[G] ⊗R M 
  
M
 
e⊗ρ˜ 

son conmutativos cuando se tensoriza por RR/m. Pero esto es inmediato, pues 
ρ es una acción. 

 
Id 

 
Id 

R
 

R R 
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Por 8.5, el cambio de base de la estructura de co-módulo inducida en M1∨ por 
la representación ρ1 coincide con la estructura de co-módulo inducida en M∨ por 
ρ1 ⊗ 1 = ρ. Ahora bien, el Lema D.8 implica que 

 
S• (M∨)⊕n(GR =

  
S• (M∨)⊕n(GR1 ⊗ R. (8.17) 

Si
  

S•R1 (M1
∨)⊕n( 

fuera una R1-álgebra de tipo finito, entonces sería de pre- 
GR1 

sentación finita por ser R1 noetheriana, y, por la ecuación (8.17), A sería una 
R-álgebra de presentación finita. 

 
Se concluye la demostración si se prueba que cuando R es un anillo noetheriano, 

entonces A := S• (M∨)⊕n GR es una R-álgebra finito generada. Pero esto es el 
Teorema de Seshadri [Ses77, Theorem 2]. 

 
8.3. La generalización del Teorema de Nagata 

El objetivo de la presente sección es finalizar el capítulo probando el siguiente 
Teorema. 

Teorema 8.18: Sea R una k-álgebra, T una R-álgebra, M un R-módulo libre finito 
generado y N un T -módulo. Sea G un grupo algebraico linealmente semisimple 
sobre k dotado de una representación fiel ρ : G•

R ,→ AutR−mod(M ). Denótese por 
A a la T -álgebra graduada (S•T (M∨ ⊗R N )GT . Entonces 

i) Si G es un grupo clásico, entones A es una T -pgg-álgebra. 

ii) Si N es de presentación finita, entonces A es una T -álgebra de presentación 
finita. 

iii) Si N es finito generado, entonces A es una T -álgebra finito generado. 
 

Si la representación está definida sobre k, ρ : G•  Autk mód(V ), siendo 
V un k-espacio vectorial finito dimensional, y se considera M := V k R 
entonces 

iv) si N es un T -módulo plano, A es una T -álgebra plana. 

Además, si R T es un morfismo de presentación finita (resp. plano), las mismas 
conclusiones obtenidas en i) y ii) (resp. iii)) siguen siendo ciertas substituyendo 
T por R. 

Debido a la longitud de la demostración se ha decidido dividir la prueba en 
varios resultados. 
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Teorema 8.19: [Teorema 8.18, ii)] Sea R una k-álgebra, T una R-álgebra, M 
un R-módulo libre finito generado de rango m y N un T -módulo de presentación 
finita. Sea G un grupo algebraico linealmente semisimple sobre k dotado de una 
representación fiel ρ : G• ,→ Aut (M ). Entonces, A :=

 
S• (M∨ ⊗ N )

(GT
 

T -álgebra de presentación finita. 
 

Demostración. La demostración consiste en sucesivas simplificaciones. En primer 
lugar considérese una presentación finita de N 

NII → NI → N → 0 

donde NII y NI son módulos libres de rango finito. Obsérvese que se tiene la 
siguiente sucesión exacta de T -módulos 

N := (M∨ ⊗R NII) ⊗T ST
• (M∨ ⊗R NI) → ST

• (M∨ ⊗R NI) → ST
• (M∨ ⊗R N ) → 0 

Considerando las T -álgebras B :=
 

S• (M∨ ⊗  NI)
(GT y A :=

 
S• (M∨ ⊗  N )

(GT , 
y recordando que G es reductivo (y por tanto el funtor tomar invariantes es exacto), 
se obtiene la siguiente sucesión exacta 

N G → B → A → 0 

En primer lugar N G es un B-módulo finito generado. Para probarlo, obsérvese que 
como N es un módulo finito generado sobre ST

• (M R NI), se tiene un morfismo 
epiyectivo 

 
S• (M ⊗ NI)

(⊕k −→ N  

y teniendo en cuenta que G es reductivo y el operador de Reynolds tiene un 
comportamiento funtorial, se sigue la existencia de un morfismo epiyectivo 

(B)⊕k → N G 

de B-módulos. Por tanto, si el Teorema es cierto para B, también será cierto para 
A, lo que se traduce en que se puede considerar que N es un módulo libre de rango 
finito. 

 
Por lo dicho en el párrafo anterior considérese que N es libre de rango n. 

Considerando un isomorfismo 

N  (T )⊕n  R⊕n ⊗R T 

de T -módulos, y teniendo en cuenta el Lema D.8, se deduce que 

A :=
 

S• (M∨ ⊗  N )
(GT   

S• ((M ∨)⊕n)
(GR ⊗  T 

Pero en este caso, el resultado es cierto por el Teorema 8.14. 

es 
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Teorema 8.20: [Teorema 8.18, iii)] Sea R una k-álgebra, T una R-álgebra, M un 
R-módulo libre finito generado de rango m y N un T -módulo finito generado. Sea G 
un grupo algebraico linealmente semisimple sobre k dotado de una representación 
fiel ρ : G• ,→ Aut (M ). Entonces, A :=

 
S• (M∨ ⊗ N )

(GT es una T -álgebra 

 
Demostración. Utilizando las mismas notaciones que en la demostración del Teo- 
rema 8.19, existe un morfismo epiyectivo de T -módulos 

NI := T⊕n → N 

Por el Teorema 8.19, B =
 

S• (M∨ ⊗ NI)
(GT es una T -álgebra de presentación 

finita, y por construcción, el morfismo inducido B A es epiyectivo, luego B es 
finito generada. 

Teorema 8.21: [Teorema 8.18, iv)] Sea R una k-álgebra, T una R-álgebra, V un 
k-espacio vectorial finito dimensional y N un T -módulo plano. Sea G un grupo 
algebraico linealmente semisimple sobre k dotado de una representación fiel ρ : 
G• ,→ Aut R−mod (V ). Entonces, A :=

 
S• (V ∨ ⊗k N )

(GT es una T -álgebra plana. 

Demostración. En primer lugar considérese que N es libre y finito generado. Bajo 
esta hipótesis, los módulos de Schur (Definición D.2) Sλ N son libres y finito gene- 
rados para cualquier partición λ, luego en particular, Sλ N son T -módulos planos. 
Por otro lado, se tiene un isomorfismo canónico de R-módulos (Lema D.8) 

Sλ (V ⊗k R)GR  (SλV )G ⊗k R (8.22) 
 

Como V es de dimensión finita, SλV es un k-espacio vectorial donde el gru- 
po reductivo G 

k 
actúa. Por el Teorema Fundamental de la Teoría de Invariantes 

([Nag63]), (SλV )G es un k-espacio vectorial finito dimensional. Por la propiedad de 
cambio de base de los módulos de Schur (8.22), se concluye que Sλ (V ⊗k R)GR es un 
R-módulo libre y por tanto plano. Como V ⊗k R es un R-módulo finito generado, 
por el Lema D.9, se tiene que la componente de grado k de A =

 
S• (V ∨ ⊗ N )

(GT
 

se expresa como 
 

Sk (V ∨ ⊗ N )
(GT

     
(Sλ (V ∨ ⊗ 

 

 

 
R))GR ⊗ 

T R 
 
 

Sλ N 

Como la propiedad de ser plano es estable por pullbacks, y el producto tensorial 
de dos módulos planos vuelve a ser plano, se concluye que para partición λ 

(Sλ (V ∨ ⊗k R))GR ⊗R Sλ N  (((Sλ (V ∨ ⊗k R))GR ⊗R ⊗T ) ⊗T Sλ N 

es un T -módulo plano y por tanto
 

Sk (V ∨ ⊗k N )
(GT también lo es. 

|λ|=k 
k k R 
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⊗
 

 

∈ 

T Nλ  λ∈ N NI 
  λ 

T R 

T R 

T 
probar el Teorema basta ver que 

R λ 

−
→ 

T λ T 
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En conclusión, si N es libre y finito generado queda probado el resultado, pues 
en este caso A es una suma directa de módulos planos. 

 
El caso general se obtiene de forma inmediata del Teorema de Lazard. De la 

platitud de N se sigue que N puede ser expresado como un límite directo de T - 
módulos finito generados ([Laz69, Théorème 1.2]) . Ahora bien, como los límites 
directos conmutan con productos tensoriales y también con la formación de los 
módulos de Schur, se reduce el problema al caso en el que N es libre y finito 
generado, siendo este último resuelto en la discusión anterior. 

 

Para probar la primera parte del Teorema 8.18 son necesarios algunos resulta- 
dos previos. La demostración del anterior enunciado se fundamenta en dos hechos. 
El primero de ellos es que todo T -módulo es el límite inductivo de T -módulos 
de presentación finita, y en segundo lugar, el límite inductivo de t-pgg-álgebras 
vuelve a ser de nuevo una t-pgg-álgebra. Para poder utilizar este último resulta- 
do es necesario demostrar primero que si N es de presentación finita entonces, 
A :=(S•T (M∨ k N )GT es una t-pgg-T -álgebra para un cierto t N, siendo G un 
grupo clásico. 

Lema 8.23: Sea R una k-álgebra, T una R-álgebra, M un R-módulo libre finito 
generado de rango M y N un T -módulo de presentación finita. Sea G uno de los 
grupos algebraicos linealmente semisimples clásicos (Sln, Spn, SOn) dotado de una 
representación fiel ρ : G•

R ,→ AutR−mód(M ). Entonces, existe un número natural 
t ∈ N que no depende de N tal que A :=

 
S• (M∨ ⊗ N )

(GT es una t-pgg-T -álgebra. 
 

Demostración. Del Teorema 8.19 y la Proposición 7.12 se obtiene que A es una 
t-pgg-álgebra para un cierto t N. El resultado se obtiene ahora de la Proposición 
7.19 y la Proposición 7.39. 

Teorema 8.24: [Teorema 8.18, i)] Sea R una k-álgebra, T una R-álgebra, M un 
R-módulo libre finito generado de rango M y N un T -módulo. Sea G uno de los 
grupos algebraicos linealmente semisimples clásicos (Sln, Spn, SOn) dotado de una 
representación fiel ρ : G•

R ,→ AutR−mód(M ). Entonces, existe un número natural 
t ∈ N que no depende de N tal que A :=

 
S• (M∨ ⊗ N )

(GT es una t-pgg-T -álgebra. 
 

Demostración. Todo T -módulo N se puede expresar como un límite inductivo de 
-módulos de presentación finita ( ) , = lim [Sha70, Lemma 2]. Para 

cada índice λ ∈ I, la representación ρ : GR ,→ A u
−→
t R− m ó d ( M  ) induce una repre- 

sentación ρλ : GR ,→ AutR−mód(M∨ ⊗R Nλ). Para cada λ ∈ I, por el Lema 8.23, 
el álgebra de invariantes

  
S• (M∨ ⊗ N )

(GT es una t-pgg-T -álgebra, luego para 
 

lim
 

S• (M∨ ⊗ N )
(GT   

S• (M∨ ⊗ N 
(GT 

R R 
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−
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−→ 

−
→ 

−→ 

−
→ 

−
→ 

T R λ T R 

λ T R λ T 

−
→ 

T R λ T R 
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La demostración de la existencia del anterior isomorfismo equivale a probar que el 
funtor lim(−) conmuta con los funtores S•T (−) y (−)GT . 

En primer lugar obsérvese que el sistema inductivo (θλ : Nλ N ) induce un 
sistema inductivo de álgebras (uλ : S•T (M∨ R Nλ)  S•T (M∨ R N )) y, por tanto, 
un morfismo 

lim S•T (M∨ ⊗R Nλ) → S•T (M∨ ⊗R N ) (8.25) 

Por otro lado, existe un morfismo canónico inyectivo 

M∨ ⊗R N ,→ lim S•(M∨ ⊗R Nλ) 

que, por la propiedad universal del álgebra simétrica induce un morfismo de álge- 
bras 

S•T (M∨ ⊗R N ) → lim S•T (M∨ ⊗R Nλ) (8.26) 

Es inmediato que los morfismos (8.25) y (8.26) son inversos uno del otro, luego se 
obtiene un isomorfismo 

lim S•T (M∨ ⊗R Nλ) S•T (M∨ ⊗R N ) (8.27) 

En segundo lugar, es claro que para cada λ ∈ I, el morfismo 

uλ : S•T (M∨ ⊗R Nλ) → S•T (M∨ ⊗R N ) 

es GT -equivariante. Se tiene por tanto que la restricción de uλ al submódulo 
 

S• (M∨ ⊗  N )
(GR valora en

  
S• (M∨ ⊗  N )

(GT . 
 

Denótese a la restricción del morfismo uλ al álgebra de invariantes por vλ. Se 
tiene por tanto un sistema inductivo 

v  :
  

S• (M∨ ⊗  N )
(GR → 

 
S• (M∨ ⊗ N )

(GT
 

y por tanto un morfismo de R-álgebras 

v : lim
 

S• (M∨ ⊗  N )
(GT →

  
S• (M∨ ⊗  N )

(GT (8.28) 

Considérese ahora la composición del isomorfismo canónico de R-módulos 

M∨ ⊗R N  lim(M ∨ ⊗R Nλ) 

con el límite inductivo de los operadores de Reynolds 

lim(M ∨ ⊗R Nλ) → lim(M ∨ ⊗R Nλ)GT 
−→ −→ 

R 
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→
 
 

A     A A  λ
  λ ≤tT A≤ I  At 

  
    

 
⊗

 

−
→ 

R λ −
→ 

T λ 

R λ −
→ 

T λ 

T R λ −
→ 

T R λ 

T R −
→ 

T R λ 

−
→ 

T R λ T R 

λ T R λ 

M,N,G T R 
1≤|d|≤d 

R R 
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Como existe un morfismo canónico inyectivo 

lim(M ∨ ⊗ N )GT ,→ lim
 

S• (M∨ ⊗ N )
(GT

 

se tiene un morfismo de R-módulos 

(M∨ ⊗  N ) ,→ lim
 

S• (M∨ ⊗ N )
(GT

 

y por consecuente un morfismo de R-álgebras 

S• (M∨ ⊗ N ) ,→ lim
 

S• (M∨ ⊗ N )
(GT

 

La restricción del anterior morfismo al álgebra de invariantes da lugar a un mor- 
fismo de T -álgebras 

 
S• (M∨ ⊗  N )

(GT → lim
 

S• (M∨ ⊗  N )
(GT (8.29) 

Es ahora inmediato que los morfismos (8.28) y (8.29) son inversos uno del otro y 
por tanto se tiene un isomorfismo 

lim
 

S• (M∨ ⊗  N )
(GT   

S• (M∨ ⊗  N )
(GT (8.30) 

 

Por el Lema 8.23 basta ver que el límite inductivo de t-pgg-álgebras es de 
nuevo una t-pgg-álgebra. Para ello, sea A :=

 
S• (M∨ ⊗ N )

(GT . Como el funtor 
lim( ) es exacto, del Teorema 7.32 se sigue la existencia de una sucesión exacta 
−→ 

0 → lim Iλ,t → lim S•T (Aλ,≤t) → lim Aλ → 0 
−→ −→ −→ 

De (8.30) se sigue que lim y por (8.27) se obtiene que lim S• (    ) 
S• (  ). Por último, e

−
s
→

c l a r o  que lim  es isomorfo a un id
−
e
→
al de S• (  ) 

generado por los elementos de grado 
−
m
→

e n o r  o igual que t. Por el Teorema 7.32, A 
es una t-pgg-T -álgebra. 

Corolario 8.31: Sea R una k-álgebra, T una R-álgebra, M un R-módulo libre 
finito generado y N un T -módulo. Sea G un grupo algebraico linealmente semi- 
simple sobre k dotado de una representación fiel ρ : G•

R , AutR mod(M ). Si N 
es de presentación finita ó G es uno de los grupos algebraicos lineales semisim- 
ples definidos sobre k (Sln, SOn, Sp2n), entonces existe una inmersión localmente 
cerrada canónica 

Φ : Spec
  

S• (M∨ ⊗ N )
(GT 

i 
,→ P

 
⊕ Sd1 A1 ⊗ · · · ⊗ Sdt At

(
 

 
 

con Ai = Si(M∨ R N ))GT , para cierto número natural d. Además, si G es clá- 
sico, d depende de G pero no de N y en cualquier caso ΦM,N,G es AutT (N )- 
equivariante. 

R 

R 
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Demostración. Si N es de presentación finita entonces la T -álgebra de invariantes 
 

S• (M∨ ⊗  N )
(GT es de presentación finita (Teorema 8.19) y por tanto es una 

pgg-T -álgebra (Proposición 7.12), de donde se sigue la existencia de la inmersión 
localmente cerrada (Teorema 7.44). Si G es un grupo clásico se concluye por el 
Teorema 8.24 y el Teorema 7.44. Para proba la segunda parte del enunciado, 
obsérvese que la acción natural de AutT (N ) sobre N induce una acción natural 

α : AutT (N ) ,→ AutR−álg−grad(S•T (M∨ ⊗R N )) 

De hecho, la acción inducida de AutT (N ) sobre cada Si(M∨ R N ) es compatible 
con la acción de GT (Lema D.9), luego α induce otra acción 

αG : Aut ,→ Aut 
  

S• (M∨ ⊗ N )
(GT 

i
 

 

Ahora la AutT (N )-equivariancía de ΦM,N,G es inmediata por el Teorema 7.44 
observando que para cualquier subgrupo H se tiene que la inmersión construida 
en el Teorema 7.44 es también H-equivariante. 
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9. Compactificación del espacio de móduli de 
fibrados principales 

 
En este capítulo final de la tesis se compactificará el espacio de móduli de 

fibrados principales con trivialización formal B u n∞G , C  construido en el Teorema 
4.42, entendiendo por compactificación la inmersión del espacio de móduli en un 
fibrado proyectivo. En lo sucesivo se supondrá fijo el k-espacio vectorial V , la curva 
C, el grupo G y la representación fiel ρ : G , Sl(V ). Por último, en relación con 
los trabajos realizados por A. H. W. Schmiit [Sch08] relativos a la construcción 
del espacio de móduli de fibrados principales semi-estables, junto con los de T. L. 
Gómez e I. Sols [GS01], se construirá el espacio de móduli de los swamps de tipo 
(a, b) con trivialización formal. 

 
9.1. Espacio de móduli de fibrados principales singulares 

Como se explicó en la primera parte de este trabajo, el Teorema de Serre 2.33 
establece una correspondencia funtorial entre el grupoide de G-fibrados principales 
sobre un esquema X y el grupoide de G-reducciones. La equivalencia consistía en 
asignar a cada fibrado principal P la pareja (EP , sP ) siendo EP el fibrado vectorial 
correspondiente al Gl(V )-fibrado principal (P × Gl(V ))/G y 

s : X → Isom(VX , EP ×V )/G 

un morfismo de X-esquemas. Dada una G-reducción (E, s) se tiene el siguiente 
diagrama conmutativo (consúltese el Teorema 2.23) 

 
Isom(VX , E)

   / Hom(VX , E) 
 

X s 
 / Isom(VX , E)/G

  / Hom(V 
/\ 
, E)//G 

La composición del morfismo s con la inclusión natural de los cocientes da lugar 
a un morfismo de X-esquemas 

X → Hom(VX , E)//G 

que equivale a dar un morfismo de OX -álgebras 

S•(V ⊗E∨)G → OX 

Definición 9.1. Un G-fibrado principal singular es una pareja (E, τ ) donde 
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C 

C 

O
C×UC 

U 

C 

∞ 
AU

∞ 

9.2. Compactificación de B u n∞G , C  
 

E es un fibrado vectorial sobre X de rango n, fibra tipo V y determinante trivial 
y τ es un morfismo de OX -álgebras 

τ : S•(V ⊗E∨)G → OX 

Definición 9.2. Se define el funtor Si ng ∞G, C como la hacificación del funtor 

Schk → Sets (9.3) 
S 1→ {E, τ, ψ}/ ∼ 

donde 

i) (E, τ ) es un G-fibrado principal singular sobre C ×S 

ii) ψ es una trivialización formal de E a lo largo de p×S, 

iii) y dos tuplas (E, τ, ψ), (EI, τ I, ψI) son equivalentes si existe un isomorfismo 
de fibrados vectoriales 

f : E  EI 

tal que f es compatible con ψ y ψI, y con τ y τ I 
 

Recuérdese que la pareja universal del espacio de móduli de fibrados vectoriales 
de rango n sobre C equipados con una trivialización formal y de determinante 
trivial, U∞,triv (4.37), era denotada por (EU , ψU ), donde EU es un haz localmente 
libre de rango n y determinante trivial sobre C ×U∞,triv y ψU una trivialización 
formal de EU . Además, se utilizó a lo largo del capítulo 4 la notación 

AU :=
 

S• 
∞,triv (VU ⊗E∨)

(G (9.4) 
 

donde VU := V ⊗k OC×U ∞,triv . 

Teorema 9.5: El funtor Sing∞G,C es representable por el esquema Spec( ). Se 
verifica que BunG,C es un subesquema abierto de SingG,C. 

 
Demostración. La demostración de la representabilidad es análoga a la dada en el 
Teorema 4.42. B u n∞C , G  es un subesquema abierto puesto que por construcción es 
el subesquema abierto de Spec(AU ) donde la sección detU no se anula. 

 
9.2. Compactificación de Bun∞G,C 

En lo sucesivo sea G un grupo algebraico linealmente semisimple clásico dotado 
de una representación fiel ρ : G ,→ Sl(V ). 
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→ 

 
Ai

 
U 

×
U 

  

→ 

VT , T ,G T T R T 
1≤|d|≤d 

R R 

d 
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Teorema 9.6: Sea G un grupo algebraico linealmente semisimple clásico (Sln, SOn, Sp2n) 
sobre k dotado de una representación fiel ρ : G• , Sl(V ). Entonces se tiene de for- 
ma canónica una inmersión 

Bun∞G,C ,→ Sing∞G,C ,→ P
 

1≤|
⊕

|≤ 
S A1 ⊗R · · · ⊗R S  At

(
 

d1 dt 
 

 

con =  Si 
O

C×U∞,triv 
(VU ⊗E∨)

(G, donde la primera inclusión es una inmersión 

abierta y densa y
C 

la segunda una inmersión localmnete cerrada. En particular, 
B u n∞G , C  admite una realización como abierto denso del subesquema cerrado de un 
fibrado proyectivo dado por Sing∞G, C = Proj(AU [T ]). 

Demostración. La inmersión abierta densa es consecuencia del Teorema 9.5. Para 
ver la segunda parte basta con restringirse al caso local. Como G es un grupo 
clásico, AU es una d-pgg OC  ∞,triv -álgebra para un cierto d (Teorema 8.18) que 
solo depende de la dimensión de

C
V . Por el Corolario 8.31, localmente se tiene para 

todo esquema afín Spec(T ) → Spec(R) una inmersión localmente cerrada canónica 

Φ E : Spec
  

S• (V ∨ ⊗ E )
(GT 

i 
,→ P

 
⊕ Sd1 A1 ⊗  · · · ⊗  Sdt At

(
 

 
 

con Ai = Si(VT
∨ ⊗R ET )GT . 

En conclusión, para cualquier grupo G linealmente semisimple dotado de una 
representación fiel ρ : G , Sl(V ) se tiene que B u n∞G , C  es un subesquema abierto 
de Sing∞G,C ,  y si el grupo G es clásico, este último espacio de móduli se sumerge 
canónicamente en el espacio proyectivo 

P
 

1≤|
⊕
d |≤d 

Sd1 A1 ⊗R · · · ⊗R Sdt At
(
 

 

9.3. El espacio de móduli de swamps 

La presente sección está dedicada a la construcción del espacio de móduli de 
un tipo de objeto definido en [Sch08] y utilizado para el estudio de la estabilidad 
de los fibrados principales, dotado de un dato adicional, esto es, una trivialización 
formal. 

Definición 9.7. Un swamp de tipo (n, a, b) sobre un k-esquema X es una pareja 
(E, φ), donde E es un OX -módulo localmente libre de rango n y 

φ : (E⊗a)⊕b → OX 

es un morfismo de OX -módulos. 
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G,C 

E
 
 

C 

G,C 

G,C 

C 

C 

C 

U 

G,C 
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Un morfismo de swamps (E, φ) → (H, φI) de tipo (n, a, b) es un morfismo de 

haces localmente libres f : E → H, de tal forma que el morfismo inducido por f , 
(E⊗a)⊕b → (H⊗a)⊕b sea compatible con φ y φI. 

Fijado el grupo G y la representación ρ.G , Sl(V ), en [Sch08, pp.186] se prueba 
que dado un G-fibrado principal singular (Definición 9.1), (E, τ ) sobre X, siempre 
es posible asociarle un swamp ( , φ) de tipo (n, a, b), donde los enteros a y b solo 
dependen del grupo y la representación. De hecho, la anterior asignación establece 
una aplicación inyectiva entre las clases de isomorfismos de G-fibrados principales 
singulares sobre X, y las clases de isomorfismos de swamps de tipo (n, a, b) sobre 
X ([Sch08, Prop. 2.4.3.2]). El objetivo de lo que sigue a continuación es estudiar 
la representabilidad del siguiente funtor. 

Definición 9.8. Se define el funtor SW∞,(a,b) como la hacificación del funtor 

Schk → Sets (9.9) 
S 1→ {E, φ, ψ}/ ∼ 

donde 
 

i) (E, φ) es un swamp de tipo (a, b) sobre C ×S 

ii) ψ es una trivialización formal de E a lo largo de p×S, 

iii) y dos tuplas ( , φ, ψ), ( I, φI, ψI) son equivalentes si existe un isomorfismo de 
fibrados vectoriales 

f : E  EI 

tal que f es compatible con ψ y ψI, y con φ y φI. 

 
9.3.1. Representabilidad de SW∞,(a,b) 

Se finaliza el capítulo con la representabilidad del haz SW∞,(a,b). De nuevo 
recuérdese que la pareja universal del espacio de móduli U∞,triv (4.37), era deno- 
tada por (EU , ψU ), donde EU es un haz localmente libre de rango n y determinante 
trivial sobre C × U∞,triv y ψU una trivialización formal de EU . Sea ωC el haz 
dualizante de C, que existe por el Teorema [Kle80, Theorem 20], y denótese por ω 
al pullback de ωc por la proyección C ×U∞,triv → C. Por la propiedad de cambio 
de base del dualizante [Kle80, Prop. 9], ω es el dualizante de C ×U∞,triv → C. 

Teorema 9.10: El funtor SW∞,(a,b) es representable por el k-esquema 

Spec(S•(R1π∗((E⊗a)⊕b ⊗ω)) 
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   Spec(S ( • R π ((E ) ⊗ω))) 1 ⊗ a 
∗ U 

⊕ b   / C ×U C 
∞ ,triv  π2  

U 

C 

C 

C 

U 

S 

S 

× →× 

S S 

S S 
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El isomorfismo 

Hom(Spec(S•(R1π∗((E⊗a)⊕b ⊗ω)), −) → SW∞,(a,b) 
U 

de funtores se dará en la demostración. 

G,C 

 

Demostración. Sea S un k-esquema cualquiera, y sea 

f : S → Spec(S•(R1π∗((E⊗a)⊕b ⊗ω)) 

un morfismo. Mediante la composición de los siguientes morfismos naturales 
 

g 
 
 

S U∞,triv 

 

donde π2 es la proyección en el segundo factor, se obtiene un punto de U∞,triv con 
valores en S, es decir, un fibrado vectorial ES de rango n sobre C ×S y determinante 
trivial, junto con una trivialización formal ψ de ES. El anterior fibrado vectorial 
se obtiene haciendo el pullback de la pareja universal, EU y ψU , vía el morfismo 

1 ×g : C ×S → C ×U∞,triv
 

Por otro lado, el morfismo 

f : S → Spec(S•(R1π∗((E⊗a)⊕b ⊗ω)) 

da lugar a un morfismo de OS-álgebras 

φ : S•(R1π∗((E⊗a)⊕b ⊗ωC×S/S )) → OC×S 

que, por la propiedad universal del álgebra simétrica viene determinado por un 
morfismo de módulos 

R1π∗((E⊗a)⊕b ⊗ωC×S/S ) → OS 

Ahora bien, como ωC S/S es el dualizante de C S S, se verifica la dualidad 
de orden 1 (Definición [Kle80, Theorem 20]) y por tanto 

HomO (R1π∗((E⊗a)⊕b ⊗ωC×S/S ), OS)  HomO ((E⊗a)⊕b ⊗ωC×S/S , ωC×S/S ) 

Como ωC×S/S es un haz de línea, se obtiene que 

HomO ((E⊗a)⊕b ⊗ωC×S/S , ωC×S/S )  HomO ((E⊗a)⊕b, OC×S ) 

de donde se concluye. 

S C×S 

C×S C×S 
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G,C 

G,C 

R π E ⊗ ω∗ 
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Observación 9.11. El álgebra S•( 1 (( ⊗a)⊕b ) es una 1-pgg álgebra ya 
que todos los generadores tienen grado 1 y

U
no hay relaciones entre ellos. Esta 

observación permite aplicar de nuevo el Corolario 8.31 para asegurar la existencia 
de una inmersión localmente cerrada de SW∞,(a,b) en un espacio proyectivo, de 
tal forma que el espacio de móduli SW∞,(a,b) es un abierto denso de un cerrado 
de un fibrado proyectivo. 
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A. Teoría Geométrica de Invariantes 

 
El presente apéndice está dedicado a las definiciones y conceptos claves de la 

Teoría Geométrica de Invariantes utilizados a lo largo de este trabajo. Las referen- 
cias utilizadas en este apéndice son [MF82, SdS01]. En lo sucesivo k es un cuerpo 
algebraicamente cerrado de característica cero. 

 
Sea G un grupo algebraico sobre k y sea X un k-esquema equipado con una 

G-acción por la derecha σ. 

Definición A.1. Una pareja (Y, π) con Y un k-esquema y π : X Y un morfismo 
de k-esquemas es un cociente categorial de X por G si 

(i) π es G-invariante y, 

(ii) para toda pareja (Z, ϕ) como antes satisfaciendo (i), existe un único morfismo 
ξ : Y → Z tal que ϕ = ξ ◦π, es decir, si se verifica que 

HomG(X, Z) = Hom(Y, Z) 

donde HomG(X, Z) denota a la colección de morfismos G-invariantes de k- 
esquemas de X en Z. Si un cociente categorial existe entonces este es único 
salvo un único isomorfismo canónico. 

Definición A.2. Una pareja (Y, π) con Y un k-esquema y π : X Y un morfismo 
de k-esquemas es un cociente geométrico de X por G 

(i) π es G-invariante, 

(ii) π es epiyectivo y la imagen del morfismo 

(p1, σ) : X ×k G → X ×Y X 

es X ×Y X, 

(iii) π es submersivo, es decir, un subconjunto U Y es abierto si y sólo si π−1(U ) 
es abierto, 

(iv) el haz estructural de Y coincide con el subhaz de funciones G-invariantes de 
π∗(OX ), es decir, OY  π∗(OX )G. 

Definición A.3. Un cociente bueno para la acción de G en X es una pareja 
(Y, π) con π : X → Y un morfismo de esquemas verificando que: 
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(i) π es G-invariante; 

(ii) π es afín y epiyectivo; 

(iii) OY = π∗(OX )G; 

(iv) si Z1 y Z2 son cerrados estables por la acción de G y disjuntos, entonces 
π(Z1) y π(Z2) son cerrados y disjuntos. 

A este cociente también se le conoce como el cociente GIT. Se prueba que un 
cociente geométrico no es más que un cociente bueno que es también un espacio 
de órbitas. 

Proposición A.4: [MF82, Proposition 0.1 ] Todo cociente bueno es un cociente 
categorial. 

Definición A.5. Un cociente categorial X Y (resp. geométrico, resp. bueno) se 
dice universal, si es estable por cambios de base, es decir, si para todo morfismo 
de k-esquemas Y I Y , el producto fibrado X Y Y I Y I es un cociente categorial 
(resp. geométrico, resp. bueno). 

 
A.1. Operador de Reynolds 

La presente sección está dedicada al operador de Reynolds en el caso global, 
se utiliza repetidamente en la segunda parte de la memoria. Sea V un k-módulo. 

Definición A.6. Se llama acción de G en V , ó estructura de G-módulo en V a 
cada morfismo de funtores 

φ : G• → Autk−lin(V ) 

La anterior condición equivale a dar para cada k-álgebra B una estructura de 
G•(B)-módulo en V ⊗k B. 

Definición A.7. Se llama G-módulo a cada pareja (V, φ) formada por un k- 
módulo V y una acción de G en V . El G-módulo es finito cuando V es finito 
generado. V es simple o irreducible cuando no tiene sub-G-módulos no triviales. 
Un morfismo de G-módulos es un morfismo de k-módulos que conmuta con la 
acción de G. 

Definición A.8. Dado un G-módulo V , se llamará G-submódulo de invarian- 
tes al sub-G-módulo de V formado por los elementos invariantes de V por la 
acción de G. 

Definición A.9. Un un grupo algebraico G = Spec(A) es linealmente semisim- 
ple si todo G-módulo es semisimple, i.e, si es suma directa de módulos simples. 
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Teorema A.10: [SdS01, Teo. 7.1]Un grupo G es linealmente semisimple si y sólo 
si el funtor tomar invariantes es exacto. 

Definición A.11. Sea G un grupo algebraico afín. Un operador de Reynolds 
en G es un retracto funtorial de la inclusión de invariantes, es decir un funtor que 
para cada G-módulo M da lugar a un retracto R(M) : M → MG. 

Teorema A.12: Un grupo es linealmente reductivo si y sólo si admite un operador 
de Reynolds. 

Teorema A.13: [SdS01, Theorem 7.1, Theorem 7.2] Las siguientes condiciones 
son equivalentes 

(i) G es reductivo 

(ii) existe un único operador de Reynolds para G, 

(iii) el funtor tomar invariantes (−)G : G-mód → G-mód es exacto. 

La existencia del operador de Reynolds permite la construcción de cocientes 
categoriales para los esquemas afines. 

Teorema A.14: [MF82, Theorem 1.1]Sea A una k-álgebra, y sea G un grupo 
algebraico reductivo actuando en X = Spec(A). Si π : X = Spec(A) X//G := 
Spec(AG) es el morfismo inducido por la inclusión natural AG , A, entonces 
(X//G, π) es un cociente universalmente bueno para la acción de G. 

 
A.1.1. Caso global 

Definición A.15. Sean X un esquema, G un grupo algebraico actuando en X 
trivialmente, y F un haz de OX -módulos cuasi-coherente. Dar una estructura de 
G-módulo en F es dar para cada abierto U de X una estructura de G•(U )-módulo 
en F (U ) compatible con los morfismos de restricción. 

Teorema A.16: Si G actúa trivialmente en un esquema X, y  es un X - 
módulo cuasi-coherente con una estructura de G-módulo, entonces se tiene una 
acción natural inducida de G en el espacio afín asociado a F, es decir, de G en 
Spec(S• 

OX F∨). 

Demostración. Por la propiedad universal de los morfismos afines se tiene para 
cada X esquema f : T → X que 

HomX (T, Spec(S• X F
∨))  HomOX −alg(S• X F∨, f∗OT ). 

La estructura de G-módulo de partida en induce de modo canónico una 
estructura de G-módulo en S• F∨. Se concluye la demostración. 
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Definición A.17. Sea QCohG( X ) la categoría de X -módulos cuasi-coherentes 
dotados de una acción de G. Se define el funtor tomar invariantes como: 

(−)G : QCohG(OX ) → QCoh(OX ), F 1→ F G (A.18) 

donde F G está definido en cada abierto U de X como 

(F G)(U ) := (F (U ))G 

Definición A.19. Sea G un grupo algebraico actuando trivialmente en un esque- 
ma X. Sea F ∈ QCohG(OX ). Un operador de Reynolds para F es un morfismo 
de OX -módulos R : F → F G que es un retracto para la inclusión de invariantes. 
Se verifica que R2 = R. 

Teorema A.20: Sea G un grupo algebraico reductivo actuando trivialmente sobre 
un k-esquema X. Para cada F ∈ QCohG(OX ) se tiene un operador de Reynolds 
R : F → F G. El operador de Reynolds es único. 

 
Demostración. Sea  QCohG( X ). Para cada abierto U de X se tiene, por el 
Teorema A.13, un único operador de Reynolds 

R(U ) : F (U ) → (F (U ))G 

que es compatible con los morfismos de restricción debido a la unicidad. Se tiene 
por tanto que los operadores de Reynolds R(U ) extienden a un morfismo de X - 
módulos G que es un retracto de la inclusión de invariantes. La unicidad es 
inmediata por construcción. 

 

La existencia y unicidad del operador de Reynolds en el caso global (Teorema 
A.20), junto con la observación de que la condición de ser un cociente bueno es 
una cuestión local en la base, permiten dar la siguiente generalización del Teorema 
A.14, cuya demostración es ahora inmediata. 

Teorema A.21: Sea G un grupo algebraico reductivo actuando trivialmente en 
un k-esquema X, y sea A una OX -álgebra quasi-coherente con estructura de G- 
módulo. El morfismo Spec(A) → Spec(AG) inducido por la inclusión de los inva- 
riantes AG ,→ A es un cociente universalmente bueno. 

 
A.1.2. Estabilidad 

Sea E un OX -módulo localmente libre de rango r. Por simplicidad en la ex- 
osición, denótese por π : V(E ) → X al fibrado vectorial asociado a E , este es, 
Spec(S•(E∨)). 
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Definición A.22. Una sección geométrica de V(E ) → X es un morfismo de 
esquemas s : X → V(E) satisfaciendo que π ◦ s = IdX . Al grupo de secciones se 
denotará por Γ(X, V(E )). Es inmediato que se tiene una biyección H0(X, E ) 
Γ(X, V(E )). 

Definición A.23. Una G-linealización en V( ) es dar una G-acción σ en V( ) 
compatible con la G-acción σ en X. Dicho de otro modo, si el siguiente cuadrado 
es conmutativo 

V(E ) ×G  Σ  / V(E ) 

π×IdG 

X × 

 
π 

G  σ / X 

Teorema A.24: Dar una G-linealización en V(E ) equivale a dar un isomorfismo 
de OG×X -módulos 

Φ : σ∗E  p∗
1E 

donde p1 : X G X es la proyección en el primer factor, tal que se verifica la 
condición de cociclo, es decir, si el siguiente diagrama es conmutativo 

 

(σ ◦ (σ ◦ Id ))∗E (σ×IdG)
∗Φ

 / (σ ◦p12)∗E 
 

(IdX ×m)∗Φ 

(p
 
1 ◦p12)∗

 
E 

p∗
12Φ 

donde m es la multiplicación definida en G, y p12 : X G G X G es la 
proyección en los dos primeros términos. 

 
Demostración. Estándar. Consúltese por ejemplo [CG10, 3.17]. 

 
De la G-linealización Φ sobre se obtiene una co-acción σ de G en H0(X, ) 

dada por la composición de los siguientes morfismos 

H0(X, E )  σ
∗  / H0(X ×G, σ∗E )   Φ   / H0(X ×G, p∗

1E )  H0(G, OG) ⊗k H0(X, E ) 

siendo el último isomorfismo viene dado por la fórmula de Kunneth [Kem80, Theo- 
rem 14]. 

Definición A.25. Sea E un haz localmente libre dotado de una G-linealización 
Φ. Una sección s ∈ H0(X, E ) es G-invariante (con respecto la G-linealización con- 
siderada) si σ(s) = 1 ⊗s. 

Equivalen

�

temente, sea Σ : ( ) G ( ) una G-linealización. Una sección 
V E × → V E geométrica Γ( V( )) es 

s ∈ X, E G-invariante (con respecto la linealización conside- 
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rada), si para todo g ∈ G se verifica que 

sg = Σ(−, g) ◦s◦σ(−, g−1) = s 

Definición A.26. Sea L un haz de línea dotado de una G-linealización y sea 
x ∈ X un punto cerrado. 

x es semi-estable con respecto L, si existe un natural n y una sección 
s ∈ H0(X, Ln)G invariante tal que el conjunto Xs := {y ∈ X : s(y) /= 0} es un 
abierto afín y x ∈ Xs. 

x es estable con respecto si es semi-estable, la acción de G en Xs es 
cerrada, y el grupo de isotropía de x es finito. 

Se denotará por Xss( ) al conjunto de puntos semi-estables de X con respecto 
a la G-linealización de . Análogamente, se denotará por Xs( ) al conjunto de 
puntos estables con respecto a la G-linealización de . Las nociones introducidas 
de linealizaciones y estabilidad permiten la construcción de cocientes en geometría 
algebraica cuando un grupo algebraico reductivo actúa en X. 

Teorema A.27: [MF82, Theorem 1.10] Sea G un grupo algebraico reductivo ac- 
tuando en k-esquema X. Sea  un haz de línea dotado de una G-linealización en 
X. 

a) Existe un cociente bueno universal (por ser k de característica 0) para la 
acción de G 

π : Xss(L) → Xss(L)//G. 

Además, el morfismo π es afín y existe un haz de línea amplio M en Xss(L)//G 
tal que π∗M = L⊗n para un natural n. En particular, Xss(L)//G es un 
esquema cuasi-proyectivo. 

b) Existe un abierto Xs( )//G de Xss( )//G tal que π−1(Xs( )//G) = Xs( ), 
y la restricción: 

π|Xs(L) : Xs(L) → Xs(L)//G 

es un cociente geométrico universal (por ser k de característica 0) para la 
acción de G. 
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B. Esquemas formales 

 
En este apéndice se recopilan las definiciones y resultados básicos sobre esque- 

mas formales que han sido utilizados en el capítulo 3. La referencia a seguir es 
[Gro71, 1.10]. 

Definición B.1. Sea A un anillo topológico. 

A se dice linealmente topológico si existe un sistema fundamental de 
entornos del cero formado por ideales. 

Si A es linealmente topológico, un ideal I A se dice que es un ideal de 
definición si I es abierto y para todo entorno V del 0 existe un n > 0 tal 
que In ⊂ A. Si existe un ideal de definición se dice que A es preadmisible. 

Un anillo A linealmente topológico se dice admisible si existe un ideal de 
definición y A es separado y completo. 

Proposición B.2: [Gro71, 0.7.1.5] Sea A un anillo linealmente topológico e I un 
ideal de definición, entonces todo ideal primo abierto contiene a I. 

Definición B.3. Sea A un anillo linealmente topológico admisible e I A un 
ideal de definición tal que In n 1 es un sistema fundamental de entornos del 
cero de una topología de Hausdorff completa. Se define el espectro formal de A 
con respecto I como el espacio anillado (Spf(A), OSpf(A)) donde 

Spf(A) := lim Spec(A/In) 
−→n 

siendo los morfismos del sistema inductivo los dados por las inmersiones cerradas 
de esquemas afines 

Θn : Spec(A/In) ,→ Spec(A/In+1) (B.4) 

y donde el límite se toma en la categoría de espacios anillados topológicos; el haz 
de anillos topológicos OSpf(A) se define como 

OSpf(A) := lim OSpec(A/In) 

Obsérvese que el espectro formal tiene la propiedad universal del límite inductivo. 

Observación B.5. Obsérvese en primer lugar que para todo n 1, los esquemas 
afines Spec(A/In) tienen el mismo espacio topológico subyacente, y por la Propo- 
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sición B.2, el espacio topológico Spec(A/I) no depende del ideal de definición I 
considerado. 

Dados dos anillos linealmente topológicos admisibles, A y B, se tiene que todo 
morfismo continuo A  B induce un morfismo Spec(B)  Spec(A) de tal modo 
que la imagen de Spf(B) está contenida en Spf(A); y otro morfismo de haces de 
anillos topológicos entre los haces correspondientes. Se tiene por tanto definido un 
morfismo de espacios anillados 

(Spf(B), OSpf(B)) → (Spf(A), OSpf(A)) 

Definición B.6. Los morfismos de esquemas formales 

(Spf(B), OSpf(B)) → (Spf(A), OSpf(A)) 

se definen como los morfismos continuos de A en B. 

Teorema B.7: Sea A un anillo cualquiera. A admite una estructura de anillo 
linealmente topológico admisible considerando en A la topología discreta y como 
ideal de definición el (0). De este modo la categoría de anillos es una subcategoría 
fiel de la categoría de anillos linealmente topológicos admisibles. Equivalentemente, 
la categoría de esquemas afines es una subcategoría fiel de la categoría de esquemas 
formales afines de modo canónico. 

Sea A un anillo linealmente topológico completo y B, BI dos A-álgebras li- 
nealmente topológicas. Los ideales Im(B A II) + Im(BI A I) donde I (resp. II) 
recorren los entornos abiertos de B (resp. BI) inducen en B A BI una estruc- 
tura de A-álgebra linealmente topológica. El completado del producto tensorial 
B A BI se denotará por B ABI. Si además, A, B y BI son admisibles, entonces 
el producto tensorial completado B A BI también tiene estructura de A-álgebra 
linealmente topológica admisible ([Gro71, Prop. 0.7.7.7]). 

Teorema B.8: [Gro71, 1.10.7] El producto fibrado en la categoría de esquemas 
formales afines existe. Dado un anillo A linealmente topológico admisible, y dos 
A-álgebras B y BI linealmente topológicas admisibles, el producto fibrado viene 
dado por 

Spf(B⊗ABI) = Spf(B) ×Spf(A) Spf(BI) 

Observación B.9. Todas las propiedades formales del producto fibrado de es- 
quema [Gro71, 1.3.3] se siguen verificando para el producto fibrado de esquemas 
formales afines (consúltese [Gro71, 1.10.7]). 

En la siguiente definición por espacio topólogicamente anillado entiéndase un 
espacio anillado de manera que el haz de anillos valora en la categoría de anillos 
linealmente topológicos. 
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Definición B.10. Un espacio topológicamente anillado se dice que es un esque- 
ma formal si todo punto tiene un entorno abierto isomorfo a un esquema formal 
afín. 

 
Un morfismo entre esquemas formales es un morfismo de espacios topo- 

lógicamente anillados de modo que el morfismo entre los haces de anillos es local. 
(Esta definición generaliza la de morfismo entre esquemas formales afines [Gro71, 
1.10.2.2]). 

Al igual que en el caso local, es sencillo probar que todo esquema tiene un 
esquema formal asociado de modo canónico, y que la categoría de esquemas es 
una subcategoría fiel de la categoría de esquemas formales. El siguiente resultado 
permite la construcción de ciertos límites inductivos de esquemas. 

Definición B.11. Sea X un esquema formal. Un ideal de definición de X es un 
haz de ideales I ⊂ OX tal que para todo abierto afín U = Spf(A) ⊂ X, se tiene que 
I|U es el hacificado de un ideal de definición J de A. 

Definición B.12. Sea X  Y un morfismo de esquemas formales. El morfismo f 
se dice que es un morfismo quasi-ádico si f∗( ) X   donde  es un ideal 
de definición de Y, y es un ideal de definición de X. Si se verifica la igualdad se 
dice que el morfismo es ádico. 

Teorema B.13: [Gro71, 1.10.6.3] Sea X un espacio topológico y sea {Oi, uij}i,j∈N 
un sistema proyectivo de haces de anillos sobre X. Sea Ji el núcleo del morfismo 
ui1 : Oi → O1. Supóngase que 

i) El espacio anillado (X, Oi) es un esquema. 

ii) Para todo x X existe un i y un entorno abierto Ui de x tal que i es 
nilpotente. 

iii) Los morfismos uij son epiyectivos. 

Sea OX el haz de anillos topológicos dado por el límite proyectivo de los Oi, y 
ui : OX → Oi el morfismo canónico. Entonces 

a) (X, OX) es un esquema formal, que junto con los morfismos canónicos 

(X, Oi) → (X, OX) 

es el límite inductivo en la categoría de esquemas formales del sistema in- 
ductivo {(X, Oi), uij}. 

b) Para todo i, los morfismos ui son epiyectivos. 

c) Los ideales Ker(ui) son ideales de definición de X, y se verifica que Ker(u1) = 
lim . ←− 

se
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Sean X y Y dos esquemas formales con J y K dos ideales de definición respec- 
tivamente. Supóngase que f : X → Y es un morfismo quasi-adico, en el sentido de 
que f∗(K)OX ⊂ J . Entonces, para todo entero positivo n se tiene que 

f∗(Kn)OX = (f∗(K)OX)n ⊂ J n 

Por el Teorema [Gro71, 10.5.6], f se obtiene como el límite inductivo de un sistema 
inductivo de morfismos de esquemas fn : Xn → Yn siendo Xn = (X, OX/J n+1) e 
Yn = (Y, OY/Kn+1), es decir, los morfismos fn satisfacen que los cuadrados 

Xm   / Xn 

 
fm fn 

/\ 
Ym   / Yn 

son conmutativos para todo m ≤ n. 

Recíprocamente, dados dos sistemas inductivos de esquemas (Xn) y (Yn), sa- 
tisfaciendo las condiciones del Teorema B.13, considérense los esquemas formales 
asociados, X y Y respectivamente. Por definición del límite inductivo, toda sistema 
inductivo de morfismos (fn : Xn Yn) induce un morfismo de esquemas formales 
f : X Y, que se define como el único morfismo de esquemas formales que hace 
los diagramas 

Xn   / X 
 

fn f 
/\ 

Yn   / Y 

conmutativos. 

Proposición B.14: [Gro71, Proposition 10.6.9] Sean X, Y dos esquemas formales 
localmente noetherianos, (resp. ) un ideal de definición de X (resp. un ideal de 
definición de Y). La correspondencia f (fn) definida anteriormente, establece 
una biyección entre el conjunto de morfismos de esquemas formales f : X Y sa- 
tisfaciendo que f∗( ) X  , y el conjunto de morfismos (fn : Xn Yn) haciendo 
los diagramas 

Xm  / Xn 
 

fm fn 
/\ 

Ym   / Yn 

conmutativos. 

Lema B.15: Sea G = Spec(A) con A una k-álgebra cualquiera. Si G es un objeto 
grupo en la categoría de k-esquemas, esto es, si el funtor de puntos de G valora 
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en la categoría de grupos, entonces, G como esquema formal considerando en A 
la topología discreta es un objeto grupo en la categoría de esquemas formales. 

Demostración. El enunciado es cierto si para todo esquema formal X, se verifica 
que el conjunto 

G•(X) := Homesq−form(X, G) 

tiene estructura de grupo. Por la propiedad universal de los esquemas formales 
afines [Gro71, 10.4.6], se tiene que 

Homesq−form(X, G) = Homk−cont(k[G], Γ(X, OX)) 

Como k[G] tiene la topología discreta, cualquier morfismo de k-álgebras es conti- 
nuo, luego 

Homk−cont(k[G], Γ(X, OX)) = Homk(k[G], Γ(X, OX)) 

y como G era un objeto grupo en la categoría de esquemas se tiene que 

Homk(k[G], Γ(X, OX)) = Hom(Spec(Γ(X, OX)), G) 

tiene estructura de grupo. 

Definición B.16. Sea G un grupo algebraico sobre k y X un esquema formal 
sobre Spf(k). Dar una G-acción en X es dar para cada esquema formal T una 
G•(T)-acción en X•(T). 
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C. La Grassmanniana Infinita 

 
En este apéndice se construirá la Grassmanniana infinita algebraica utilizada 

a lo largo de esta memoria, así como alguna de sus propiedades más relevantes. 
Todo lo dicho aquí puede encontrarse en [ÁV96, PM98a] y en [ÁVMPPM96]. 

 
C.1. Subespacios conmensurables 

Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo k. 

Definición C.1. Dados A y B dos subespacios de V , se dice que son conmen- 
surables , y se denotará por A B, cuando (A + B)/(A B) sea un k-espacio 
vectorial de dimensión finita. 

Observación C.2. La anterior definición equivale a la existencia de subespacios 
F1 y F2 de V , de dimensión finita, verificando la fórmula: A⊕F1 = B ⊕F2. 

Sea V un k-espacio vectorial topológico con una base de entornos B. Si S es 
un k-esquema, el OS-módulo VS := V ⊗k OS tiene una topología natural; ésta es, 
la definida por la base de entornos {AS : A ∈ B}. 

Definición C.3. Dado un k-espacio vectorial, la topología discreta es la defini- 
da por los subespacios vectoriales de dimensión finita como una base de entornos 
del (0). Se llamará topología codiscreta a la definida por los subespacios de 
codimensión finita como base de entornos del (0). 

Observación C.4. A partir de ahora se fija un k-espacio vectorial topológico V , 
y una base de entornos del (0) dada por un conjunto de subespacios B tal que: 

i) La topología es separada, y V es completo. 

ii) Dados A, B ∈ B, se tiene que A ∼ B. 

iii) Dados A, B ∈ B, se tiene que A∩B y A + B pertenecen a B. 

iv) Dado A B, la base de la topología inducida en el cociente V/A contiene a 
la topología discreta. 

Definición C.5. Dado un submódulo o un cociente de un S-módulo topológico 
V con una base de entornos del (0), B, se define su completación como la 
asociada a la base de entornos inducida por B. El submódulo se dirá completo si 
el morfismo en su completación es isomorfismo. 
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 C.2. El funtor Gr(V ) 
 

Observación C.6. La completación de un subespacio vectorial A de V es 

A� = lim A/(A∩B). 

Análogamente, para un sub-OS-módulo A ⊂ VS y un morfismo de k-esquemas 
T → S, se define su completación relativa a T como 

A_..T = lim ((A/A ∩BT )). 

Dado un subespacio A ⊂ V y un k-esquema S, el morfismo canónico 

-- 
 

no es necesariamente un isomorfismo. Si por ejemplo S es el espectro de una k- 
álgebra finita, entonces el anterior morfismo es isomorfismo. 

Ejemplo C.7. Sea k un cuerpo. 
 

1. Sea V un k-espacio vectorial, y B el conjunto de todos los subespacios de 
dimensión finita. Entonces se verifican todas las condiciones de la observación 
anterior. 

2. Sea V = k((t)) y B el conjunto de todos los subespacios conmnensurables 
con V+ = k[[t]]. Se verifican todas las condiciones excepto la completitud. 

3. Sea V = k((t)) y B el conjunto de todos los subespacios conmensurables con 
el subespacio V+ = k[[t]] tales que contienen a tnk[[t]] para algún entero n. 
Entonces se verifican todas las condiciones. 

4. Sea V = k((t)) y B = tnk[[t]] : n Z . Se cumplen de nuevo todas las con- 
diciones. 

 

C.2. El funtor Gr(V ) 

El objetivo de esta sección es construir un k-esquema, que se llamará Grass- 
manniana de V , cuyos puntos racionales han de clasificar lo que se conoce por 
subespacios discretos de V , es decir, el conjunto 

{
L ⊂ V tales que L∩A y V/L + A son de dimensión finita para un A ∈ B

}
. 

Se definirá el funtor de puntos y se probará que es representable. 

Definición C.8. Dados L VS y A V se dice que la pareja (L, A) cumple la 
condición ( ) (ó que A es un suplementario relativo de intersección localmente 
libre finita de L) si se verifica que 
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VS/(AS + L) = 0, 

AS ∩L es localmente libre de tipo finito. 

Definición C.9. Dada la pareja (V, B) se define el funtor 

Gr(V ) : Schk → Sets 

que asigna a cada k-esquema S el conjunto 

 
Gr(V 

 
)(S 

sub-OS-módulos de VS cuasi-coherentes tales que para cada s ∈ S 
se tiene que Lk(s) ⊆ Vk(s) y existe un entorno U y un A ∈ B tales 
que V�U /(L + A�U  ) = 0 y L∩ A�U  es localmente libre de tipo finito. 

 

Teorema C.10: [ÁVMPPM96, Theorem 2.13] El funtor Gr(V ) es representable 
por un esquema separado. 

} 



170  

 C.2. El funtor Gr(V ) 



171  

∈ 

L
| | 

∈ 

Sλ M 
 

R 

 

D. Módulos de Schur 

 
El presente apéndice está dedicado a los módulos de Schur utilizados en los 

capítulos 7 y 8 de esta memoria. Siguiendo el artículo [AB82] y el libro [Pro07, 
Chp. 9, §2], se comenzará con la definición de estos objetos así como algunas de 
sus propiedades. Posteriormente se demostrarán nuevos resultados orientados a los 
objetivos de la Parte II de esta memoria. 

 
Definición D.1. Sea p N un número natural. Una partición de p de longitud 
q es una colección de números naturales λ = (λ1, . . . , λq) con 

λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λq > 0 

y satisfaciendo que 
 
 

q 

λ := λi = p 
i=1 

Dada una partición λ = (λ1, . . . , λq), se define su partición traspuesta µ = 
(µ1, . . . , µt) mediante la siguiente fórmula 

µj := #{λi ≥ j : 1 ≤ i ≤ q} 

Sea R un anillo conmutativo, M un R-módulo libre, p N y una partición 
λ = (λ1, . . . , λq) de p. Denótese por µ = (µ1, . . . , µt) a la partición traspuesta. Los 
morfismos canónicos de R-módulos aµs :

 
M ,→ T M dan lugar al morfismo µs µs 

 
µ1 µt 

aµ = ⊗saµs : 
/\ 

M ⊗ . . .  ⊗ 
/\ 

M ,→ T M ⊗ . . .  ⊗ T M = T M . 
µ1 µt p 

 

Por otro lado, a través de los operadores de simetrización, se tiene el siguiente 
morfismo canónico de R-módulos 

sλ : Tp M = Tλ1 M ⊗ . . .  ⊗ Tλq M −→ Sλ1 M ⊗ . . .  ⊗ Sλq M 

Definición D.2. El módulo de Schur (o módulo de Weil) asociado a los datos 
(M, λ) se define como la imagen del morfismo eλ := sλ ◦ aµ, y será denotado por 

R 
 

Observación D.3. Por convenio, la única partición de p = 0 será denotada por 
(0) y se define como S(0)R = R. 
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(1, . . ., 1), entonces S M = M. 

R 

R 

R 

R 

R 

R 

OX 

      

R 
≤ 

 

 

La siguiente proposición recoge las propiedades básicas de los módulos de Schur. 

Proposición D.4: Los módulos de Schur satisfacen las siguientes propiedades 

(i) Si λ es la partición que consiste en una única columna de longitud p, λ = 
p λ p 

R 
 

(ii) Si λ = (p), entonces Sλ M = Sp M; en particular, S(p)R = R. 
R R 

(iii) Si M es un R-módulo libre de rango m, entonces Sλ M = 0 para todo λ de 
longitud mayor que m, ht(λ) > m. 

(iv) Sλ R = 0 para todo λ /= (0), (p). 

(v) El módulo de Schur Sλ M puede ser definido para un R-módulo arbitrario. 

(vi) La construcción del módulo de Schur Sλ M es compatible con cambios de 
base del anillo R. 

(vii) La construcción del módulo de Schur Sλ M es funtorial en M. 

(viii) Sλ M es libre si M es libre. 

Demostración. Las demostraciones pueden ser encontradas en el tratamiento rea- 
lizado en [AB82] y [Wey03]. 

Observación D.5. De las propiedades anteriores se sigue, que si X es un k- 
esquema y E es un OX -módulo quasi-coherente, entonces Sλ  E está bien definido. 

Por motivos de simplicidad en la exposición, cuando el anillo base sea claro y 
no se produzca confusión, se escribirá SλM . En lo sucesivo se supondrá que los 
anillos considerados son álgebras conmutativas sobre un cuerpo k de característica 
cero . El siguiente resultado, que se trata de una generalización de la fórmula de 
Cauchy, será esencial para los objetivos perseguidos en la segunda parte de esta 
memoria. 

Teorema D.6 (The Standard Basis Theorem, [AB82, Theorem III.1.4]): Sea R 
un anillo conmutativo de característica cero y M, N dos R-módulos libres finito 
generados. Entonces, existe un isomorfismo 

Sk(M ⊗R N ) SλM ⊗R SλN  . (D.7) 
|λ|=k 

de Gl(M ) × Gl(N ) módulos. 

Merece la pena observar que debido a que Sλ M = 0 para ht(λ) > rk M , la 
suma directa en (D.7) recorre aquellas particiones λ con ht(λ) min(m, n). Esta 
observación sigue siendo válida en los resultados siguientes. 
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Apéndice D. Módulos de Schur  

 
Lema D.8: Sean R y RI dos k-álgebras conmutativas de característica cero, R 
RI un morfismo de k-álgebras, y M un R-módulo libre finito generado. Además, 
sea G un grupo algebraico lineal semisimple sobre k dotado de una representación 
fiel ρ : G•

R ,→ Gl(M ). Entonces, existe un isomorfismo 

 
Sλ (M ⊗  RI)

(GR  (Sλ M )GR ⊗  RI. 
 

Demostración. Denótese por R al operador de Reynolds correspondiente a la ac- 
ción de GR en Sλ M . Recuérdese que R, que es único por ser G reductivo, puede 
ser definido como un retracto de la inclusión natural i : (Sλ M )GR ,→ Sλ M . 

 

Por otro lado, obsérvese que la composición i ◦ R : Sλ M → Sλ M es un mor- 
fismo de R-módulos GR-equivariante. El operador de Reynolds es compatible con 
cambios de base, luego  1 es el operador de Reynolds de (Sλ M ) R RI. Te- 
niendo en cuenta que tomar invariantes es exacto por ser GR reductivo; y que los 
módulos de Schur son compatibles con cambios de base (Proposición D.4 vi), se 
sigue que 

 
Sλ (M ⊗ RI)

(GR = Im((i ⊗ 1) ◦ (R⊗ 1))  Im(i◦R) ⊗ 1 = (Sλ M )GR ⊗ RI. 
 

 
 

Lema D.9: Sean R y RI dos k-álgebras conmutativas de característica cero, R 
RI un morfismo de k-álgebras, M un R-módulo libre finito generado y N un RI- 
módulo libre finito generado. Entonces, para cada k ∈ N, existe un isomorfismo 

 
Sk (M ⊗ N )

(G 
R
     

Sλ M 
(GR ⊗ Sλ N. (D.10) 

Si NI es un submódulo libre finito generado de N se verifica que 

  
Sλ M 

(GR ⊗ Sλ N
 

∩ S• (M ⊗ NI) =
 

Sλ M 
(GR ⊗ Sλ NI (D.11) 

 

Demostración. El TeoremaD.6 implica que 

k (G λ I λ 
 G 

 

Observando que el anterior isomorfismo es un isomorfismo de GL(M R RI) 
GL(N )-módulos, que GR actúa en M , que GR actúa en N de modo trivial, y que 
Sλ N es un RI-module libre finito generado (Proposición D.4 viii) ), se tiene que 
el término de la derecha de la anterior igualdad es isomorfo a 

λ I
  GR λ 

 

R R 

R 

. 
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Aplicando D.8, se obtiene (D.10). Finalmente, la ecuación (D.11) is una generali- 
zación inmediata de [Pro07, Chap. 6, Eq. 6.3.3]. 

Lema D.12: Sea M un k-espacio vectorial de dimensión m y G un grupo algebrai- 
co lineal semisimple sobre k junto con una representación fiel ρ : G• , SL(M ). 
Entonces, para n > m, el anillo de invariantes S•(M⊕n) G está generado, ba- 
jo la acción de Gl(k⊕n), por los invariantes de m copias de M; es decir, por 
 
S•(M⊕m)

(G. 
Además, existe una constante d, dependiendo de M, G y ρ pero no de n, tal 

que
  

S•(M⊕n)
(G está generado por sus componentes de grado menor o igual que 

d. 

Demostración. La primera parte es [Pro07, Chap. 11, Thm 1]. En cuanto a la cota, 
basta con observar que la acción de Gl(k⊕n) preserva el grado de los elementos de 

(SλM 
(G ⊗ Sλ(k⊕m). 
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