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Abstract

In this essay we try to give a new solution to the orbits equations through General
Relativity. We give a new approach from the 1 4 3 formalism which is characterised by
the structure scalars. This scalars are the ones which will allow us to simplify the geodesic
equations and give a new classification. We test this method to be successful with already
known solutions as Schwarzschild and Kerr.



Resumen

En este trabajo tratamos de dar una nueva solucién a las ecuaciones de érbitas en el
marco de la Relatividad General. Partimos del planteamiento de un nuevo formalismo 1+3
caracterizado por los escalares de estructura. Estos escalares son los que permitiran sim-
plificar las ecuaciones de las geodésicas y dar una nueva clasificaciéon. Comprobamos que
este método es satisfactorio con soluciones de métricas ya conocidas como Schwarzschild
y Kerr.



Introduccion

El estudio de la gravedad y de las érbitas de los cuerpos estelares es un problema

que retoma varios siglos atras. Su primera formulacién matematica fue dada por Isaac
Newton en su libro Principia publicado en 1687. Newton describio la gravedad mediante
una férmula que relacionaba la fuerza con la que se atraian dos objetos segin sus masas y
el cuadrado de la distancia que los separaba. Ya con esta primera teoria de la gravedad se
pudieron desarrollar las primeras ecuaciones que describian el movimiento de los cuerpos
celestes.
Posteriormente, en 1915 Einstein presenté una nueva teoria gravitatoria, la Relatividad
General. Esta teoria era nueva y revolucionaria y daba un nuevo enfoque matematico de
la gravedad como la curvatura del espacio-tiempo. El principal problema de la Relatividad
General es que plantea ecuaciones muy complicadas, concretamente, en el caso del cdlculo
de trayectorias.

Actualmente se conocen las soluciones de varias de estas trayectorias para distintas
soluciones de vacio como las métricas de Schwarzschild y de Kerr estudiadas en [10].

Este trabajo plantea una nueva metodologia para el calculo de trayectorias de particu-
las. Esta metodologia recibe el nombre de formalismo 1 4 3 ya que se caracteriza por la
descomposicion de los elementos fisicos en 1 vector temporal y 3 vectores espaciales. Este
formalismo ya ha sido estudiado en [1] y [6]. La idea principal de este trabajo es expresar
la trayectoria de las particulas en términos de unos escalares denominados escalares de
estructura. Estos escalares nacen de las descomposiciones de los elementos geométricos del
espacio y son derivadas primeras de las funciones de la métrica. Por tanto, esto permite
que, al escribir las ecuaciones de las geodésicas en términos de estos escalares, podamos
escribir una primera integral de las ecuaciones relativistas que se conocen. Llegados al
punto de la resoluciéon estudiaremos dos soluciones de vacio ya conocidas como son las
soluciones de Schwarzschild y Kerr.

La motivacién de este trabajo reside en dos grandes aplicaciones. La primera es estu-
diar como influye la rotaciéon de una fuente gravitatoria en la trayectoria de un cuerpo
en el espacio. El efecto de la rotacion en las trayectorias de particulas puede ayudar a
optimizar estudios sobre asistencia gravitacional como los llevados a cabo en [3] y [4].
Por otro lado, el estudio de los elementos que parametrizan la 6rbita nos puede ayudar
a estudiar cuerpos estelares desconocidos. Un buen caso es el del agujero negro situado
en el centro de la galaxia, Sagitario A. En este caso se tiene que las érbitas de objetos
cercanos ya han sido observadas y registradas como se puede comprobar en [7]. Entonces
un estudio interesante seria ajustar las curvas registradas mediante las ecuaciones que
obtenemos para encontrar asi los parametros que caracterizan ese movimiento.



El trabajo se desarrolla en un primer capitulo 1 en el que se plantea el problema.
En el segundo capitulo 2 se da una presentacion de los conocimientos necesarios para el
seguimiento del trabajo. En el capitulo 3 se presenta la nueva metodologia que proponemos
asi como la resolucion de las geodésicas y su clasificacién. Una vez obtenido esto se lleva
a la practica en el capitulo 4 en el que se presentan los resultados obtenidos una vez
aplicamos nuestro enfoque a métricas conocidas. Por ultimo en los capitulos 5 y 6 se
resumen las conclusiones obtenidas y se da una idea de los posibles desarrollos futuros de
este trabajo.



Capitulo 1

Planteamiento del problema

El estudio de érbitas es un problema que retoma varios siglos atras. Segun han ido
avanzando las teorias gravitatorias se han ido encontrando nuevas soluciones, atin asi desde
Newton hasta la actualidad el problema sigue presentando dificultades. En este trabajo se
propone dar una nueva formulacion mas sencilla para el calculo de orbitas de particulas.
En relatividad General el conocimiento de estas orbitas puede llevar a hallazgos sobre
caracteristicas de objetos masivos mediante el estudio de las trayectorias de los cuerpos
que lo orbitan.



Capitulo 2

Conocimientos previos

2.1. Gravitacion

2.1.1. Newtoniana

La ley de gravitacion universal de Newton afirma que todo par de particulas se atraen
con una fuerza que es directamente proporcional al produceto a sus masas e inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia que las separa. Dar una nocién bésica de es-
ta teoria servird para apreciar los cambios y los avances realizados en el estudio de la

gravedad.
Partimos de la ecuacion de la conservaciéon de la energia total de la particula
1 GMm 1 1 . GMm
E = —mv? — = —mr? 4+ ~mri¢p — 2.1
5 . M+ gmr ¢ — (2.1)
y la ecuacion de conservacion del momento angular
L =mr2¢. (2.2)
Sustituyendo (2.2) en (2.1)
1 L? GMm
E = -my? — : 2.3
2" * 2mr? r (23)

A la derecha de esta ecuacién se puede apreciar la energia cinética mas un término que
definiremos como potencial efectivo

L? GMm

WNefe = - 2.4
Nete () 2mr? r (24)
Asi (2.3) queda de la siguiente manera
1
E = omr + WNete (7). (2.5)

Observando la ecuacién (2.5) se prueba que los puntos de interseccion de la recta E con
la funcion Viyefe representan puntos de retorno, es decir, aquellos en los que %mfz =0.
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Figura 2.1: Representacion del potencial Vxefe en rojo, 5= en azul y —=7** en negro.

Las lineas horizontales representan valores de energia.

En esta grafica se pueden distinguir cuatro situaciones dependiendo del valor de la
energia.

» El primer caso se observa en el minimo del potencial cuando existe un tinico valor de
r, tal que el potencial y la energia se igualan. Este caso corresponde con las érbitas
circulares.

= Aumentando el valor de la energia se observa que se pueden encontrar dos cortes
con la curva del potencial. Es decir, existen dos radios r; y o en los que energia y
potencial se anulan. Estas érbitas trazan elipses.

= En el punto A de la gréfica se puede observar una asintota del potencial. Entonces la
particula alcanzara un punto de retorno en el infinito. Estas érbitas son parabdlicas

= Por 1ltimo en el caso de energias positivas solo existe un punto de retorno, estas
6rbitas son las de dispersion y trazan hipérbolas.

Para estudiar las trayectorias es necesario tener en cuenta la identidad

d dr d
dr _drdo (2.6)
dt  do¢ dt
Aplicando esta igualdad en la ecuacién (3.53) se obtiene
dar\* L*  L* GMm
E=|— - 2.7
(dgb) 2t 2mr? ro (2.7)
que mediante el cambio de variable u = 1/r resulta
dr_djw) __1du (2.8)
do do u? do
Asi la ecuacién (2.7) toma la forma
du\? L*  L2u?
E=|—] — — GMmu. 2.9
(dqf)) 2m+ 2m GMmu (29)



Derivando esta ecuacion respecto del angulo ¢

du d*u L2 du L2 du
—_ — —GM = 0. 2.10
Wdrm o m dgl M= (2.10)

Suponiendo ahora que no se trata de trayectorias circulares, i.e, ¢ # 0 y que el momento

Y d¢
angular L no se anula, se puede divir esta ecuacién por L2 7& 0 con lo que se obtiene la

ecuacion final de las orbitas
d?u N GMm? (2.11)
— U= — .
d¢g? L2

que es una ecuacion diferencial con solucién analitica dada por

GMm? GMm?e

u(p) = 72 + 72 Cos ¢, (2.12)

con e la excentricidad! de la érbita y cumpliendo las condiciones iniciales

ZE(O); _ [C)T'MmZ(l—l-e) (213)

.2 — Umax-

Deshaciendo ahora el cambio de variable se tiene

p
r(@) = 1—|—ecos¢

/—\
@)

T (2.14)
(0) .

/—\
@)

= rmm (perihelio) y

= rmax ( afelio ).
En la ecuacién r(¢) se puede distinguir entonces que la curva trazard una circunferencia
en el caso que € = 0, una elipse para € < 1, una parabola para ¢ = 1 o una hipérbola para
los valores de € > 1.

2.1.2. Relativista

En el ano 1915 Einstein present6 la teoria de la Relatividad General, una nueva teoria
que busca explicar la gravedad mediante la curvatura del espacio-tiempo. La ecuacion que
describe el campo gravitatorio es la denominada ecuacion de Einstein

1
Ga[j = 87TTa5 = Ra5 — §ga5R, (2.15)
donde Gp es el tensor gravitacional, Ty, el tensor de energia-momento y la parte derecha
de la ecuacion corresponde a términos de la métrica y curvatura. Esta ecuacién tiene
multiples soluciones?, de las cuales estudiaremos en este texto las de vacio, aquellas en

1La excentricidad es el pardmetro que representa la desviacién de una curva cénica respecto de una
circunferencia.

2Una solucién a la ecuacién de campo gravitatorio de Einstein es una métrica g que define la forma
del espacio-tiempo.



las que el tensor de energia impulso 7,5 se anula. La solucién de vacio més conocida es
la métrica de Schwarzschild dada por el elemento de linea

2 2 -1
ds® = ( -1+ Tm>dt2 + (1 — Tm) dr? + r?df* + r? sin?(0)d¢>. (2.16)

En esta métrica se comprueba que existen dos simetrias. Estas simetrias definen para
cada particula en movimiento dos cantidades conservadas que denominaremos energia e y
momento angular ¢. La trayectoria de una particula que orbita alrededor de una estrella
viene dada por una geodésica. Las geodésicas son las curvas que cumplen las siguientes
ecuaciones

L=gupiti’ =—1y (2.17)
d (0C oL
i (a_> o =0 (2.18)

Donde las funciones coordenadas son (z) = (¢, 7,0, ¢). De la ecuacion (2.18) se obtienen
4 ecuaciones, de las cuales las tres ultimas son:

2r20 — 1220 cos 0¢? = 0 = 2r20 <1 — cos 9¢2> —0=0=0,

4 <7“2 sen?0¢) =0 = r2sen?f¢ = ¢, (2.19)

Al0-20)—0mi-u e

De la primera ecuacién se deduce que las orbitas son planas con lo que, sin pérdida de
generalidad, se puede tomar ¢ = 7 /2. Sustituyendo entonces las ecuaciones de la energia
e y el momento angular ¢ en (2.17)

oM\, P e’
1—— 2 - = —1. 2.20
(=5) (220

Multiplicando ahora por (1 — 2M/r) se obtiene la siguiente ecuacién

2 2 2
ec—1 1, -M ! Me
=P+ | —+ - — 221
2 2 [ r 272 73 (221)
Puesto que e es constante se tiene que 622;1 también lo es, por tanto, se puede interpretar

este término como la energia £ . Al igual que en el caso Newtoniano, se define el potencial
1

efectivo como la energia £ menos la energia cinética 57

—-M 2 M2
VNefe - {T + 2—72 - 7} . (2.22)

Una manera de resolver las ecuaciones de las orbitas a partir de aqui es derivar la ecuacion
(2.21) respecto del tiempo propio A

2 -M 2 M2
dr_[ 3 6] (2.23)

a2 B

72 r3 T4



Despejando de la segunda ecuacién de (2.19)

do ¢
— = . 2.24
d\  r? ( )
De (2.17) se obtiene
dt \’ 1 r2¢? 72
— | = . 2.2
(d)\> 1—¥+(1—¥)+(1_w)2 (2.25)

Otra manera de resolver las ecuaciones de las drbitas a partir de la ecuacién (2.21) es

usando el cambio (2.6):
2 2 2 2
-M M
! (dr) +{—+€—— q. (2.26)

ot do 2r2 r3

Haciendo ahora el cambio de variable uw = 1/r (y usando la identidad de (2.8)) la ecuacién
(2.26) queda de la siguiente forma

2 [du 0?2 9 3
€= (d¢> { Mu+T—M€u}. (2.27)
Reordenando términos
du\ 2 2Mu 2e

Esta ecuacién ya se puede resolver numéricamente, no obstante, ain se puede simplificar
mas. Derivando respecto de ¢ se obtiene

du d*u 2M du d du

y diviendo por 23—; (se puede suponer que este término no es cero ya que es el caso de
érbitas circulares) nos da la siguiente ecuacién de la érbita

d*u M
con las condiciones iniciales:
0) =
w0) =uo y (2.31)
u(0) = 0.

Tanto (2.30) como las ecuaciones propuestas en (2.23), (2.24) y (2.25) se pueden resolver
de manera numérica. La ecuacién (2.25) presenta una singularidad en » = 2M. Este radio
es el conocido como radio de Schwarzschild y representa el tamano maximo que debe de
tener una estrella para considerarse agujero negro.

Es interesante observar también que la ecuacién de la dérbita relativista (2.30) se dife-

rencia de la érbita newtoniana (2.11) por un tinico término —3Mwu?. Este término complica
la ecuacion diferencial, pero a cambio otorga una mayor precision en los céalculos.
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2.2. Relatividad General

2.2.1. Métrica

La métrica es la parte principal a la hora de estudiar el espacio-tiempo. Esta métrica
define las propiedades geométricas del espacio-tiempo mediante un elemento de linea. A
continuacion se da una definicién rigurosa de métrica.

Definicién 2.2.1. Una métrica g sobre un espacio vectorial V' es una forma bilineal
g : V x V :— R simétrica no degenerada (g(X,Y) = 0 para todo Y € V implica X = 0).
Una métrica se dice que tiene indice r si la dimension del mayor subespacio W de V' sobre
el que g es definida negativa es r.

Una de las imposiciones de la Relatividad General es que la métrica sea de Minkowski
(plana y con indice —1) en el infinito, lo que quiere decir, que la curvatura generada por
la gravedad del cuerpo sera despreciable a distancias muy grandes.

Se denota entonces el elemento de linea como

ds* = Z gopdr®da”. (2.32)

a,B=1

Donde g,s son las funciones métricas y 2 son las coordenadas del espacio vectorial V.

Asociada a la métrica se define una derivada direccional en el espacio-tiempo denomi-
nada derivada covariante.

Definicién 2.2.2. Dada una variedad M = (V,g) se llama derivada covariante VxY de
Y en la direccién de X al campo vectorial resultado de una aplicacion

D: X(M)xX(M) — X(M)
(X,Y) — VyY

que verifica

1. VifY = XfY + fVyY,
2. Vx(Y +2) = VxY +VxZ,

3. VixY = fVxY,

4 VyiyZ =VxZ+VyZ,

5. X{(Y,Z) = (VxY, Z) + (Y,VxZ) y

6. VxY — VyX = [X,Y].



Donde X(M) es el conjunto de campos vectoriales tangentes en M, XY, Z € X(M) son
campos vectoriales y [-,-] es el corchete de Lie de M. Esta derivada covariante toma el
nombre de conexién de Levi-Civita y se prueba que existe y es tnica ([8] pag. 61).

Ademas de la derivada covariante, cabe resaltar la presencia de otro elemento principal
en el estudio de la geometria como son los simbolos de Christoffel

1 dg 0 dga(s dgaﬂ
M, == by (=P - : 2.
ab 9 Z g dx® + dxP dx? ) (2.33)

Estas funciones determinan de manera univoca la derivada covariante asociada a la métri-
ca.

2.2.2. Geodésicas

Como ya se ha mencionado, las érbitas en la Relatividad General vienen representadas
por las geodésicas del espacio-tiempo considerado.

Definicién 2.2.3. Dada una variedad M = (V,g) se dice que una curva parametrizada
¢ es una geodésica si su vector tangente es paralelo a lo largo de la curva.

Esta definicion es equivalente a decir que

d{c,c)
dA

vd
=9 /
(=

) = 0. (2.34)

Donde A es el parametro de la curva. Se tiene, por tanto, que si ¢ es una curva geodésica
se cumple también que su vector tangente tiene moédulo constante.
Dada una curva ¢(\) = (z*(\)) se comprueba que las funciones coordenadas =z de la
geodésica verifican la ecuacién de Euler-Lagrange
d*x® da” da
—+ rg, ———=0. 2.35
dN? 215, d\ d\ (2:35)
By
Esta ecuacién refuerza el concepto de linea recta como geodésicas, pues se tiene que en el

caso que los simbolos de Christoffel sean todos nulos la ecuacion de Euler-Lagrange que
define la caida libre de una particula corresponde con la definicién usual de una recta

Az
d\?2

= 0. (2.36)

Esto lleva a la conclusién de que el espacio-tiempo en cuestién es plano. La ecuacion
(2.35) da a entender la complejidad natural del problema: para resolver la trayectoria de
una érbita hay que integrar un sistema de ecuaciones diferenciales no lineal y de segundo
orden.

10



2.2.3. Tensor de Riemann

El estudio del tensor de Riemann es la manera de expresar la curvatura intrinseca del
espacio-tiempo. Como ya se ha mencionado previamente, la curvatura del espacio-tiempo
es la representacion de la gravedad en la teoria de la Relatividad General asi que este
tensor es uno de los objetos geométricos principales a estudiar.

Definicién 2.2.4. Se define el tensor curvatura de (M, g) como la aplicacién R : X(M) x
X(M) x X(M) — X(M) definida por

R(X, Y)Z = —VXVYZ + VYVXZ + V[ny}Z.

Definicién 2.2.5. El tensor curvatura de Riemann de una variedad M = (V,g) es la
aplicacion R : X(M) x X(M) x X(M) x X(M) — F(M) definida por

Rxyzw = (R(X,Y),Z,W).

Dado un sistema de referencia local {eqpn,} de M se puede calcular el tensor de Riemann

CcOImo AT AT
« _ v B
RBW - B

T T T T (2.37)

Proposicion 2.2.1. Los tensores de curvatura tienen las siguientes simetrias:

1. R(X,Y)Z = —R(Y, X)Z;

2. R(X,)Y)Z+ R(Z,X)Y + R(Y,Z)X =0 (Primera identidad de Bianchi);
3. Rxyzw = —Ryxzw, Rxyzw = —Rxywz;

4. Rxyzw = Rzwxy;

5. Rxyzw + Rzxyw + Ryzxw = 0;

6. Rxyzw + Rxwyz + Rxzwy = 0.

2.2.4. Tensor de Ricci

El tensor de curvatura de Ricci es el tensor que se obtiene del tensro de curvatura de
Riemann mediante la contraccién de dos de sus indices.

Definicién 2.2.6. En una variedad M = (V, g) se llama curvatura de Ricci a la aplicacién
definida por R(X,Y) = >  Rxe,xe, Para cualquier marco de referencia local ortonormal

e}
e,. Para sistemas de referencia locales no ortonormales se tiene que R,3 = R(E,, Eg) =
28" Rapsy = 32 Ry
v 1

11



Definicién 2.2.7. Se llama curvatura escalar a la funciéon R : M — R definida por
R =) ey R(ea, €,) para cualquier referencia local ortonormal {e,} con €, = (€4, €q).

Para sistemas de referencia locales no ortonormales se tiene R = > g®’R,5.
a’/g

2.2.5. Ecuaciones de Einstein

Es importante diferenciar entre materia y masa en lo que conscierne a este trabajo.
La materia sélo es gravitacionalmente significativa como medio de transporte de energia-
momento, por tanto, respecto a su efecto como fuente de gravitacién debemos estudiar el
tensor T3 de energia-impulso. Einstein probé diferentes posibilidades para la definicién
de un tensor gravitatorio Gz. Quizds por el tnico hecho de limitarse al caso méas simple,
propuso la férmula G,z = k1,5 donde k es una constante y G,p es una variante de la
curvatura de Ricci. Se sabe ademds que por la conservacién de la energia el tensor T,z
debe de cumplir la condicién

divT,g =0 (2.38)

Esto implica que div G5 = 0.
Donde div es la aplicacion divergencia de un tensor dada por

div Top =Y (Vi Tus, E,) (2.39)

I

(Ver [8] pag. 85).

Definicién 2.2.8. Se define el tensor gravitacional de Einstein como

1
Gag = 87TTaﬂ = Rag — §ga5R, (240)

Esta definicién no es arbitraria, se comprueba que la divergencia de G, es nula (ver
Corolario 3,54 de [8] Se puede apreciar entonces que la constante k antes mencionada
toma el valor 8. Esto se debe a una comparacién con la fisica Newtoniana (se puede
encontrar més informacién sobre esto en la seccién 17,7 de [2]).

2.2.6. Tensor de Weyl

Cuando la dimension de la variedad M es 4 se puede descomponer el tensor curvatura
de Riemann R;j; en términos que dependen unicamente del tensor de Ricci I2;; mds un
término Cj;i que no tiene contracciones no triviales. Para una dimension N > 3 esta
descomposicién viene dada por

1
Rije =N _3 (giRje — 8uRjr — gjuRie + gjeRir)
R (2.41)
— . g — o) 4 Cirp.
(N — 1)(N — 2) (gzkgge gzﬁgjk) ijke
El tensor Cjjy; es el denominado tensor de Weyl. Este tensor posee las mismas propiedades

algebraicas que R;j; y ademas cumple la condicién

Lt =0. (2.42)

jik
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Se comprueba que este tensor tiene traza nula.

Cuando se anula el tensor de Ricci R;; = 0 se tiene que T;; = 0. Este caso describe
el campo gravitatorio en el vacio. Se tiene entonces que el tensor de Weyl no se anula
para N > 3y, por tanto, define el campo gravitatorio exterior. Se puede encontrar una
explicacién més detallada sobre el tensor de Weyl y sus propiedades en [9] pag. 142.

2.3. Formalismo 143

A continuacién se da una pequena introduccién al formalismo 1 + 3 utilizado en el
estudio geométrico del espacio-tiempo en el marco de la relatividad.

Partimos de imponer un vector temporal X. Debido a la estructura impuesta en el
espacio-tiempo por el vector X es interesante dar una descomposicion fisica de los ele-
mentos geométricos de interés. Comenzando por la derivada covariante, y sin entrar en
detalles pues este texto no pretende ser mas que una introduccién (se puede encontrar
una versiéon més extendida en [5]), se tiene que la derivada covariante del vector X tiene
la siguiente descomposicion irreducible

1
V. X, =—-X,a, + 0, + g@hu,, — Wy (2.43)

donde o, es un tensor simétrico y sin traza y 24, es antisimétrico. Los campos cinematicos
que aparecen en esta descomposicion son

a" = X"V, X",
O :=V, X"
1 (2.44)
Opw = Xy + VX)) — §®h/w5

W 1= = X[ty — VipXy).

donde a* denota el vector aceleracién, © representa la razén de expansién escalar, o, es
el tensor de cizalladura con magnitud

1
o’ = §UWUW (2.45)
v Qaup es el tensor vorticidad cuya magnitud es
2 " 1 Qv
W i= wuwt = —w Wt (2.46)

2

Dado un vector Y que no sea el temporal existe una formulacién general para la derivada
covariante. Dado un sistema de referencia local {es} la derivada covariante de un vector
viene dada por

Yop=es(Yo) —T05Y, v Y§=es(Ya) + 10, (2.47)

Usualmente si el espacio viene dado por las coordenadas (z7) la referencia local tomada
sera la candnica {%}, por tanto, la ecuacién anterior resulta:

Y, oY,

Yoy =
B OB oxb

~ThY, yYS=24TMY, (2.48)
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La ecuacién de Einstein con constante cosmolégica A no nula se puede escribir como
(6% e 1 (0% «

con 0§ = e%eg.
B B
La descomposicién estandar del tensor energia impulso 7,5 respecto del vector temporal
X es
Thp = nXoXs+ 2(](an) + phag + Tap (2.50)
Aqui i denota la densidad de energia total, p la presion isotrépica, ¢ es el tensor de flujo
de energfa, 7, es el tensor de anisotropia y h,g es un tensor dado por

§ = 5B+ X X, (2.51)

El tensor de Weyl que se obtiene cuando se anula el tensor de energia impulso viene dado
por la ecuacién

1
Ceb = Reb — 261 . RY) + S RO (2.52)

Por la imposicién del vector temporal X es interesante descomponer el tensor de Weyl en
la parte eléctrica
Eue := Copequu® (2.53)

y la parte magnética
H,e = *Copequibu® (2.54)

donde *C representa el dual de C' (Ver [5]).

2.4. Soluciones de vacio

Si anulamos el tensor de energfa impulso la ecuacién de Einstein (2.15) sigue teniendo
soluciones no triviales. Estas soluciones son las denominadas soluciones de vacio, puesto
que el tensor 7,4 se anula debido a la ausencia de materia. Estas soluciones sirven para
estudiar el campo gravitatorio exterior de una fuente y las érbitas descritas por particulas
y fotones.

2.4.1. Dos Killing

A la hora de resolver las ecuaciones de campo en el vacio es comun hacer suposicio-
nes para simplificar el problema. La suposiciéon mas usual es tomar un espacio estatico y
esféricamente simétrico. Esto quiere decir que la variedad a considerar tiene una simetria
temporal y una simetria esférica. Estas simetrias en el contexto de la geometria Rieman-
niana se asocian con los denominados campos vectoriales de Killing que son generadores
infinitesimales de simetrias.

Definicién 2.4.1. Dada una variedad M un campo vectorial X € X(M) se dice de Killing
si cumple que
Lxg=0 (2.55)

Donde Lxg representa la derivada de Lie® de la métrica respecto de X.

3La derivada de Lie evalta el cambio de un campo vectorial a lo largo del flujo definido por otro campo
vectorial. Se puede encontrar una definicién més rigurosa en [8].
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La derivada de Lie de g respecto de un vector X viene dada por
Lxg= (X,ygaﬁ;“/ +8ep X, + gcwX;Wﬂ) dz® ® di’ = (Xga + Xayp) da® @ dz” (2.56)

Se puede deducir entonces, que, suponiendo que estamos en una métrica en coordenadas
polares (t,r,0, ¢) los campos de Killing en el caso estédtico y axialmente simétrico son:
El vector de Killing temporal

7% =(1,0,0,0), (2.57)

y el vector de Killing axial
£ =(0,0,0,1). (2.58)

Se enuncia a continuaciéon un resultado interesante sobre los campos de Killing cuya
demostracién se puede encontrar en [8] seccién 9,26.

Proposicion 2.4.1. Dada una variedad M, una curva geodésica c¢* de M y un vector de
Killing X* € X(M) se tiene que el X es constante a lo largo del vector tangente z* de
c*. Es decir

X2 =k (2.59)

donde k es constante.

Este resultado es el que da lugar a las denominadas cantidades conservadas, que por
analogia con las simetrias temporal y espacial se denominan energia e para el vector de
Killing temporal, y momento angular [ para el vector de Killing axial. Una condiciéon
suficiente para que estos campos vectoriales existan es que las funciones métricas no de-
pendan de ¢ ni de ¢.

A lo largo de este trabajo se consideraran dos soluciones de vacio con simetrias tem-
poral y axial: la soluciéon de Schwarzschild y la de Kerr. La primera solucién a considerar
es la de Schwarzschild, que fue la primera solucion de vacio a las ecuaciones de Einstein
publicada en 1916 apenas cuatro meses después de que la teoria de la Relatividad General
viera la luz. Esta solucion viene descrita por la métrica

2 2y -1
ds® — ( 14 Tm)dtQ v (1 - Tm) dr? 4 r2d6? + r2sin?(0)dg?.  (2.60)

Otra solucion de vacio de gran relevancia es la solucién de Kerr cuya métrica toma la
forma

2mr )Y 2mra? dmr
2 _ (1_ 2., &2 2 2., 2 .2 2 .2
ds® = <1 > >dr +Adr +Xdo +<(7’ +a“+ >sm (9)>d¢ 5 asin (0)dtdep
(2.61)
con
Y =1 +a’cos’() A=r>—2mr+a’ (2.62)

Esta métrica describe un espacio-tiempo estacionario con la aparicion de un parametro a
que representa la razén del momento angular por la masa de la fuente. Esta solucién fue
propuesta por Roy Kerr en 1963 y presenta una generalizacion de la métrica de Schwarzs-
child para una fuente en rotacién.

La suposicién de las simetrias temporal y esférica son aproximaciones para hacer mas
sencillos los calculos de las ecuaciones de campo.
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Capitulo 3

Un nuevo enfoque

3.1. Objetivos

La idea principal de este trabajo es dar una nueva formulacion y clasificacién para el
calculo de curvas geodésicas en geometrias axialmente simétricas y, estaticas o estaciona-
rias. Este nuevo enfoque parte del formalismo 1 4 3 y la introduccién de los escalares de
estructura que simplificaran las ecuaciones de las geodésicas. Para llevar esto a cabo se
proponen los siguientes objetivos parciales

1. Primero se propone estudiar el nuevo enfoque en busca de una nueva formulacién
maés sencilla para el célculo de curvas geodésicas.

2. Una vez se conocen las herramientas tedricas con las que se esta trabajando es
necesario plantear las ecuaciones de las geodésicas y hacer una clasificacion.

3. Por ultimo se identificaran las cantidades que parametrizan las geodésicas y apli-
caremos los resultados obtenidos a métricas conocidas como las de Schwarzschild y
Kerr para comprobar este nuevo método.

3.2. Tétrada

Comenzaremos la introduccién del enfoque propuesto suponiendo que tenemos una
fuente estacionaria, axialmente simétrica y con una unica métrica cuya métrica viene
dada por:

ds® = —A*(r,0)dt*> + B*(r,0)%dr?* + C*(r,0)d0* + R*(r,0)d¢? + 2wsdtde. (3.1)
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Suponiendo entonces por conveniencia que el vector temporal V' esta definido como la
inversa de la funciéon métrica A se define entonces la siguiente tétrada de vectores:

o _ (1 _(_p YL 2w
V _<A707070>7 Va_< A>A>A7A>7
1 A
K* = AR (C*RPwy, Ay, —RPwiws, —CPwiws) , Ko = <0, \/ A—1,070> ;
1 1
L~ = R*ws, 0, Ay, — : L, = 0, RPwiw2, Aq,0)
\/1A1—A2 ( W2 2 W2W3) @ ( Wiz, A1 )
w3
« — - A = — A .
S \/A_Q <A aovoa ) ) Soc 14\/A—2 (O,Wlng,WQw:J,, 2)
(3.2)
Que a su vez son ortonormales
VeV, =—-K*K, = —L“L, = —5“S, = —1, (3.3)

VeK,=V*L,=V*S,=K*L,=L*S, =0,
donde A, A; y A,y son
A = A’B?C*R? + B*C%w3,
Ay = A2CPR? + C%wil y (3.4)
AQ = A2R2 + w%

3.2.1. Derivada de la térada

A partir de ahora se denotara la derivada covariante como X,.5 y la derivada parcial
como X, g. De manera general, como ya se ha mencionado en (2.48) la derivada covariante
de un vector cualquiera X se puede escribir como

Xogs = Xap — Vs X,.. (3.5)

Llevando a cabo las cuentas y renombrando los distintos elementos que aparecen vemos
que las derivadas covariantes de los vectores de la tétrada pueden escribirse de la siguiente
manera;

Vaig = —aaVs + 0ap + Qap + %@hag,

Kop = —a,K'Vo Vs + Vo (005 + Qus + 50h,5) K — a((f)Vﬁ + JSZ&),
Los = —a, LMV Vs + Vo (005 + Qup + 50h,5) LY — aVs + JS% y
Saip = —,S*VaVi + Vi (005 + Qup + 20h,5) S — ad Vs + I

(3.6)

Donde las variables cinematicas aq, 0o, {2ap y © son las ya mencionadas en el formalismo
1 + 3 y aparecen dos nuevos elementos que toman la forma

ay) = hh K, V", (3.7)
Y (k)
Jog = hAhGK . (3.8)

Como estamos considerando una solucion de vacio los tensores fisicos que dependen de la
materia se anulan, asi
©=0 y o04=0. (3.9)
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3.2.2. Escalares geométricos

En esta secciéon haremos una descomposicién de los términos que aparecen en las
derivadas covariantes de (3.6) en funcién de los vectores de la tetrada.
La cuadriaceleracién, toma la forma a,, = V,.5V?, por tanto, su descomposicién estd dada
por
aq = a1 K, + as Ly, + a3S,,. (3.10)

Los escalares a; toman entonces la expresion
a; = VagVPK®  ay = VogVPLY, a3 = V,V"S5° (3.11)
El término de vorticidad €2, estd dado por la ecuacién
Qop = N (KoLpg — KgLy) + Q2(KoSs — K3Sa) + Q3(LaSs — LgSa)- (3.12)
Los escalares €); entonces son
Q1 = Qupl’K*,  Qy = QpKS* Q) = Q.5L°5". (3.13)
Los términos J, 0(2) se descomponen de la siguiente manera

Jo5 = h1LaKs + jaLals + jsLaSs + jaSaKs + j3Sala + joSaSp,
J(lﬂ = —leaKg — jQKaLﬁ — ngaSﬁ + j7SaK,B + jSSaLﬁ + jQSaSﬁa (314)
(

«

)
Jasg) = _j4KaK5 - j5KocLﬁ - jGKaSB - j7LozKﬁ - jSLaL,B - jQLaSB-
Por tanto, los escalares j; se calculan como
Ji = KapKPL* o = KoL’ L*  j3 = KaipS°L?,
Ja = KapKPS® js = K,5LP5% js= K,p5°S%, (3.15)
g1 = LagKPL*  js = LagLPS™ jg = LapSPS°.

Desarrollando las expresiones de (3.15) en términos de las funciones métricas las expre-
siones de los escalares a;, §1; y jx que no se anulan son

— A7T o A,@
“T AR “2= A
. By , C,
= Bo 2= B
o —ngJ» + A?’RRJ« + AW3W37T 9 — —OJ32’A79 + A3RR79 + AW3W379 (316)
76 AB(A2R? + w?) » AB(A2R? + w3) ’

0, — —2&}31477“ —I—Aw3,r 0. — 2(.,03/179 — Aw:ﬁ,,g
* T 9AB\/AR? f w2 P 9AB/AR + W

Ademas, si tomamos la funcién ws de la siguiente manera

wy = A%, (3.17)
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Los escalares geométricos toman expresiones mas sencilla

A, A
a; = E’ azzA—’C, (3.18)
o= —g;g’ 72:2_67 (3.19)
js = (In(R* ;;42@/)2)),r7 (3.20)
jo = (IH(R2;;121/)2>),97 (3.21)
% = — \/;ﬁiw’ (3.22)
Qy = Avs (3.23)

20\/R? + A%?
3.2.3. Campos de Killing

Como ya se ha mencionado previamente, en un espacio-tiempo estatico y axialmente
simétrico existen dos vectores de Killing, el vector temporal 7* y el vector axial £

7% =(1,0,0,0) y &*=1(0,0,0,1). (3.24)
El Killing temporal puede descomponerse como
T =1V = 19 = A. (3.25)
El Killing axial se descompone como

8 =&V + 865 =& = —% y &= \/A_Q. (3.26)

3.2.4. Escalares de Weyl

Para las soluciones de vacio el tensor de curvatura de Riemann viene definido Unica-
mente por el tensor de Weyl, que esta caracterizado por las partes eléctrica y magnética
del campo.

ROLBHJ/ = Caﬁuy- (327)
Donde las partes elétrica y magnética vienen definidas por

Eozﬁ = Ca'yﬁ& Vv V6 )

Hep =* Clopygs VIV, (3:28)

Siendo *Cyp5 €l dual del tensor de Weyl.
Lo que se propone entonces, es escribir estos campos como una combinaciéon de elementos
de la tétrada. La parte eléctrica del tensor de Weyl viene dada por la ecuacion

Eag = ElKaKg -+ EgLaLB — (E1 + Eg) Sa55

(3.29)
+ EgK(aLg) + E4K(a55) + E5L(a5g).
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La parte magnética es

Hup = Hi KoKy + HyLoLs — (Hy + Hy) 5055

3.30
+ HgK(aL/j) + H4K(aSB) + H5.L(a55) ( )

Donde los escalares E; y H; son los denominados escalares de Weyl. Podemos calcular
estos escalares mediante los vectores de Killing. Sabemos que un vector de Killing cumple

las condiciones
Xap = Xpa =0, X' Xopgy =0 (3.31)

Aplicando entonces estas condiciones a los vectores 7 y £ se obtienen las siguientes expre-
siones para los escalares de Weyl

E, :ai—a2j1+a%+§2%
Ey = —FE) — a1js — agjo — Q3 — QF (3.32)
Es = —af + ajay — agja + Qa3

H, = —Q§ — (ag + j1) Q2 — 1923
Hy = Q:Ta + (2a2 + j1 — Jo) Q2 + J6 23 (3.33)
Hy = —Qf — joQy — 2050

Donde el resto son nulos y la notacién a' y a? es la siguiente

of = & y ad = %. (3.34)

3.3. Geodésicas

Para el calculo de las curvas geodésicas del espacio-tiempo se define el vector tangente
dz®
/% = —— y su contraccion Z¢ como una combinacién lineal de los vectores V, K, L, S

~dA
Za = Z()Va + ZlKa + ZQLQ + ZgSa. (335)

donde z; son escalares. Se tiene entonces que los escalares z; cumplen el siguiente sistema

de ecuaciones
20 = ZaVa, 21 = Zaffoé7

29 =2%Lo, 23 =2%5,. (3.36)

Por tanto, por las propiedades de los vectores de la tétrada, el sistema ecuaciones pa-
ramétricas a resolver sera

dt 20 Z3Ws3

@ _ 2 3.37
o AT a/a, (3:37)
dr 21

= = = (3.38)
df Z9

et (3.39)
o _ =4 (3.40)

A N
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Para verificar que las funciones (z) parametrizan una geodésica Z® debe de cumplir
la ecuacién del transporte paralelo

Z°Zgo =0, (3.41)
y la condicién de moédulo constante
232" = —=1= ZypZ“ = 0. (3.42)

El valor del médulo —1 indica que la geodésica a estudiar es la trayectoria de una particu-
la. El problema esté ahora en identificar los escalares z; tales que verifiquen (3.41) y (3.42).

Por la propiedad 2.4.1 se tiene que los vectores de Killing 7 y £ son constantes a lo
largo del vector tangente a la geodésica

T, =€y & Z,=1 (3.43)

Donde e y ¢ son constantes que llamaremos energia y momento angular respectivamente
por ser las cantidades conservadas por las simetrias temporal y axial.
Se deduce entonces de estas ecuaciones que

e A%l + ews
— 23 = :
AT BT AR W

Por tanto basta con encontrar las expresiones de z; y 2z, para poder resolver las ecuaciones
de las geodésicas.

Para ello utilizaremos las dos condiciones que tenemos de transporte paralelo y médulo
constante del vector tangente Z,,.

A partir de las ecuaciones del transporte paralelo (3.41) resulta

(3.44)

20 —

nzl + 220 = jizz — 22020 — 0122 + jo22 + je2, (3.45)

zlz; + 2928 = —jamizy — 2202305 — aszy — 123 + joza. (3.46)

De las ecuaciones de médulo constante (3.42) obtenemos
] T 52 2
212 + 2228 = Jezi — 2202380 — a12(, (3.47)

22 202 = ozt — 220230 — ag2?. (3.48)

Restando las ecuaciones (3.47)-(3.45) y (3.48)-(3.46) se obtiene

w2 = 2+ jiz 4 jaze) = 0, (3.49)
a(2f — 20+ jiz + joze) = 0. (3.50)

Que son las ecuaciones que deberan cumplir z; y 29 para que la curva definida sea una
geodésica. Hay cuatro posibilidades para que se cumplan estas ecuaciones.
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3.3.1. Caso A: 21 =2,=0

Al anularse los escalares z; y z3 se tiene que las funciones coordenadas r y 6 de la
geodésica son constantes

dr do
dX dx
Por tanto, este primer caso representa las orbitas circulares.
Por las ecuaciones (3.45)-(3.48) se tiene ademds que los escalares zp y z3 deben cumplir

0. (3.51)

j62§ - 2202392 - alzg = 07 (352)
jgzg — 2202393 — a22(2) = 0, (353)
w—2z—-1 =0 (3.54)

3.3.2. CasoB: z0=0y zf = Nz

Puesto que el escalar z5 se anula se tiene

dg
d\
En este caso se pueden estudiar entonces todas las érbitas que estan restringidas a un

plano no necesariamente circulares. Por las ecuaciones (3.45)-(3.48) los escalares zg, 21 y
z3 deben de cumplir el siguiente sistema de ecuaciones

0. (3.55)

Jozs — 220230 — apzg — 1zi = 0, (3.56)
e+ -2 = 0, (3.57)
2 — gz = 0. (3.58)

3.3.3. CasoC: 2z =0y zg + Jozo =0

De manera andloga a los casos anteriores cuando el escalar z; se anula se obtienen
las trayectorias de radio constante. El sistema de ecuaciones que deben de cumplir los
escalares zg, zo v 23 es

Jezs — 2202380 — 125 + jazi = 0, (3.59)
€+ze—2—2z = 0, (3.60)
24 jaze = 0. (3.61)

3.3.4. Caso D: zg — zf + J121 + jozo =0

. Este caso es el mas general y contiene a todos los anteriores, sin embargo, su resolucion
es mas complicada. El sistema de ecuaciones a considerar es

212 + 2225 — jozi + 2202380 + a2y = 0, (3.62)
d—d+jmtpn = 0 (3.63)
€+zi—2—2—22 = 0. (3.64)

En este trabajo no nos dedicaremos a la resolucion de este apartado, no obstante, se da
una breve idea de como se puede resolver en desarrollos futuros.
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Capitulo 4

Aplicacion y resultados

Una vez llevado a cabo el estudio tedrico del desarrollo de este método veremos su
aplicaciéon en las métricas de Schwarzschild y Kerr.

4.1. Schwarzschild

La métrica el agujero negro de Schwarzschild viene dada por
2 2my o 2mNTL o a0 oo 2
ds :<—1+—>dt +(1——> dr? + r2d6* + r? sin?(0)dg?. (4.1)
r r

Reproduciendo los cdlculos con esta métrica en los distintos casos se obtienen los siguientes
sistemas de ecuaciones diferenciales para las curvas geodésicas y algunos resultados

4.1.1. Caso A

En este caso la ecuacién (3.53) resulta

2% cot(6) csc?(6)

5 —0. (4.2)

Lo que implica que la tnica solucién para esta ecuacién con momento angular ¢ no nulo
es = m/2. Esto quiere decir que todas las drbitas de este caso estdn contenidas en el
plano ecuatorial.

De la ecuacién del moédulo constante se obtiene la siguiente relacion para la energia

e=(1+5) (-2, 43)

r

Introduciendo esta ecuacién en (3.52) se obtiene una condicién para el radio constante de
esta curva

PN —1202m2
B 2m '

(4.4)

r
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Con lo que el conjunto de ecuaciones diferenciales que definen la curva geodésica es

6 =0,
0=m/2,
P =0,

21202
r= o ; (4.5)
4
¢ = _27

T

o 0% 4 2

Cor(r—2m)’

4.1.2. Caso B

Calculando las ecuaciones de las geodésicas del caso B se obtiene que para que se
verifique (3.56) se se debe de cumplir § = /2. Se concluye entonces que todas las érbitas
que permanecen en un plano deben de estar en el plano ecuatorial.

Por la ecuacién del médulo constante el escalar z; viene dado por la expresién

e? 0?2
Zl:\/1_2_m_ﬁ_1' (4.6)

T

Asi sistema de ecuaciones diferenciales a resolver entonces es

6 =0,
0=m/2,
2 (2m —r) (€% +1r?)
r3 7 (4.7)
b=L
t:_l 2m

En la ecuacién de 72 se puede apreciar que coincide con la ecuacién de la conservacién

de la energia total relativista (2.21). Es decir, podemos obtener el potencial efectivo Viete
que describira los distintos tipos de érbitas. Recordamos que el potencial efectivo estaba

dado por
m 02 mel?
Viefo = — - —— — 4.8
e r * 2r2 3 (4.8)

Y los puntos de retorno estan dados por los valores del radio en los que £ = Vyefe donde

e —1

&€=

(4.9)

Se representan a continuacién ejemplos de érbitas junto a sus potenciales para explicar
su comportamiento. Comenzaremos con los casos para los que £ < 0.
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Figura 4.1: Orbita relativista con precesién del perihelio.

En esta figura se han representado la érbita y el potencial dados por los parametros
¢ =10, ro = 1000, m = 0,5 y oy = 0. Se puede observar como la energia, representada en
rojo, tiene dos puntos de corte con el potencial efectivo, en negro. Esto indica dos puntos
de retorno, es decir una orbita eliptica. Como podemos observar en la imagen de la érbita
esta trayectoria presenta una precesion del perihelio.

0.010

0.005

-0.005

-0.010

Figura 4.2:

Los parametros son £ = 4, ro = 35, m = 0,5 y o = 0. Se observa el mismo efecto que
en la figura anterior para una orbita casi circular. Se representa por un circulo negro el
denominado agujero negro de Schwarzschild de radio r = 2m.

0.02 -

0.01

-0.01

—0.02} V

Figura 4.3:
Los parametros tomados son los mismos que en la figura 4.2 salvo por un cambio en
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la masa que en este caso es m = 0,8. Asi se puede ver como afecta un campo gravitatorio
mas fuerte a una particula que no cae en la singularidad.

0.04 -

\ 0.02;

-0.02 =
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Figura 4.4:
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Figura 4.5:
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Figura 4.6:

En las figuras 4.4 - 4.6 se han representado distintas 6rbitas para un mismo potencial.
En el primer caso se puede observar en el potencial que solo existe un punto de retorno.
Esto implica que la 6rbita debe de ser de colapso o de escape. En la figura 4.5 el potencial
y la energia tienen 3 puntos de interseccién r; < ro < r3. En este caso se comprueba que
cuando el radio es r; la 6rbita colapsa. Finalmente se puede apreciar en la figura 4.6 una
6rbita con un unico punto de retorno y un punto en el que se aproxima al méaximo local
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del potencial. Es por esto que la 6rbita traza una previamente a caer en la singularidad.
Los valores tomados en estos casos son ¢ = 19/5 m = 1y ro = 40, rg = 3,50467 y
ro = 33,7328 respectivamente.

0.02

-0.02 -

-0.04 -

Figura 4.7:

Por ltimo se visualiza un caso en el que el potencial no tiene maximos ni minimos y,
por tanto, no existen orbitas ligadas. Los parametros son £ = 2, rg =40, m =1y ry = 0.
Veamos ahora cudles son las orbitas para £ > 0

0.1}

-0.1}

208k

Figura 4.8:
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-01[

-02f

208

Figura 4.9:

Las figuras 4.8 y 4.9 son la representacién de dos 6rbitas con el mismo valor de energia.
En este caso hay dos puntos de corte con la grafica de potencial efectivo. El mayor valor
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de estos induce a una érbita de dispersion, que se corresponde con las érbitas hiperbolicas
Newtonianas. El punto de corte més cercano al origen reproduce una érbita que cae dentro
de la singularidad. Los valores tomados para esta representacion son £ =6, m = 1, ry = 0;
ro = 5,45203 y e = 0,2 en la orbita de dispersion y ro = 2,541 y e = 2,541 en la orbita de
colapso.

04~

02

-02

—04l

Figura 4.10:

Por tltimo podemos ver una érbita circular inestable. Esta orbita es susceptible de
colapsar o escapar debido a cualquier perturbacién (en este caso las perturbaciones son
la imprecisiéon numérica de la solucién). Los pardmetros tomados para representar esta
6rbita son £ =6, m =1, 7, =0, ro = 18(1 — \/2/3) y e = 0,348.

4.1.3. Caso C
Multiplicando la ecuacién (3.60) por jp y suméndole (3.59) se obtiene que
(J6 — J2)75 — 220230 — (a1 — ja)z5 — j2 = 0. (4.10)
Que una vez computado para la métrica de Schwarzschild nos da la condicién
(4—3e*) mr+ (e — 1) r* —4m* = 0. (4.11)

Resolviendo z; de la ecuacion del modulo constante podemos obtener la siguiente expresion

(y/asin?(0) — 1
S22 1
2o =\/25 — 25 — 1 rsin(0) : (4.12)
2, o2
@:€—2<1_2Tm—1), (4.13)

es constante porque r, €, £ y m son constantes. Las ecuaciones caracteristicas de la curva
entonces son

donde

do (y/asin?(0) — 1
— = 4.14
dA r2sin(6) (4.14)

dp 14
dh  rZsin?(4) (4.15)
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Dividiendo (4.14) entre (4.15) se llega a la expresién

de
i sin(6)4/asin®(0) — 1. (4.16)
Esta ecuacién diferencial es resoluble analiticamente y su solucion viene dada por
0
¢ = arctan ( cos(6) ) + 6bp. (4.17)
asin®(9) — 1

Esta ecuacién ya nos permite hacer graficas de las curvas, atin asi ain se pueden obtener
mas resultados de las ecuaciones.
Se observa también que cuando se comprueba que

do

=" (4.18)

se pueden obtener dos situaciones.

Dado 6y fijo se puede obtener un valor de « tal que la curva que pasa por 6, sea una
orbita circular contenida en el plano 8 = 6. Por otro lado, dado un valor de « se obtiene
el valor de 6, tal que la orbita circular estd contenida en ese plano.

Para estudiar estas érbitas podemos tomar el caso concreto en el que e = 1. Con estos
valores la ecuacién (4.11) queda de la siguiente manera

mr — 4m?* = 0. (4.19)

Por tanto, el radio constante es r = 4m.

Se puede observar ademads en la ecuacién (4.17) que en los casos en los que el denominador
sea cero o un valor complejo no existe solucién. Se comprueba entonces que existen valores
en los que no existe soluciéon como son £ =1, { =06 0 = *7.

Supongamos ahora que queremos obtener una 6rbita circular en el plano 6y = 7/4. En-
tonces hay que resolver la ecuacién

sin(fp)y/asin?(fy) — 1 =0, (4.20)

donde « en este caso es . Llevando a cabo los cdlculos se obtiene que £ = 2v/2. Se

obtiene asi la curva siguiente
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1.0

Figura 4.11: Orbita circular en el plano constante 6 = /4.

De igual manera se puede resolver para obtener el angulo en el que una particula con
un determinado momento angular permanecerd en un plano constante.
Por otro lado podemos representar algunos ejemplos de orbitas de radio constante que no
permanecen en un plano.

1.0

1.0

Figura 4.12: Orbitas de radio constante no coplanarias.

Para la representacién de estas érbitas se ha tomado un dngulo inicial 8y = 7/3 y los
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respectivos momentos angulares £ =1y ¢ = 3.

4.2. Kerr

La métrica del espacio-tiempo generado por el agujero negro de Kerr esta descrita por
la ecuaciéon

2mr by 2mra® dmr
2 _ (1_ 2., 09 2 2., 2 .2 2 .2
as* = (1 N )dr + S dr 4 3df +((r+a+ s ) sin(6) ) do C sind (8)dtdo
(4.21)
con
Y =r*+a’cos’(f) A=r*>—2mr+ad’ (4.22)

Donde a es la velocidad relativa de rotacion por unidad de masa. Reproduciendo los
calculos correspondientes se obtienen los siguientes sistemas de ecuaciones para las curvas
geodésicas y algunos resultados.

4.2.1. Caso A

Al igual que en el caso de Schwarzschild se verifica que se debe imponer que el angulo
6 tome el valor 7/2 para cumplir la ecuacién (3.53). Para obtener las érbitas circulares y
coplanarias se debe de resolver entonces el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

6 =0,
0=m/2,
=0,
l(r —2m) — 2aem (4.23)

r(a®+r(r—2m))’
_a2e(2m +7) + 2alm + er®
r (a2 +r(r—2m))

t=

4.2.2. Caso B

En este caso se vuelve a cumplir que para cumplir la ecuacién (3.56) el dngulo 6 debe de
tomar el valor /2. Se concluye entonces que todas las érbitas planas, sean circulares o no,
deben estar contenidas en el plano ecuatorial. Resolviendo el valor de z; en las ecuaciones
de las geodésicas y sustituyendo en las ecuaciones de las funciones coordenadas se tiene
que las ecuaciones que gobiernan el movimiento en este caso son

o =0, (4.24)
b =7/2 (4.25)
o @(EC@m ) ) + daetm +:§ (= Drt2m)+COm=r) .o
. r(l(r —2m) — daem)
v =z (12m? + r2) + r3(r — 2m)’ (4.27)
_r (a®e(2m + 1) + dalm + er®) | .

a? (12m? 4+ r2) + r3(r — 2m)
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A continuacién se da una pequena muestra de las orbitas en la métrica de Kerr.
Para hacer este estudio se tomaran los mismos valores de los parametros que en las
6rbitas estudiadas para la métrica de Schwarzschild. A parte de los parametros utilizados
previamente en las ecuaciones caracteristicas de estas érbitas aparecen también la energia
e y el pardmetro a que describe la velocidad relativa de rotacién cuyo signo indica el
sentido de esta. De manera general tomaremos e = 1 y a = |1|. Representaremos a la
izquierda las orbitas con a positivo y a la derecha aquellas con a negativo.

a>o0 a<o
1000 1000

500

i ‘ 4
~1000 -500 %ﬁo -1000 500

-500 - -500 -

-1000 - -1000 -

Figura 4.13:

Para comenzar podemos observar como afecta la rotacién de la fuente a una orbita
con retroceso del perihelio en un campo gravitatorio débil. Se puede apreciar que en el
caso en que a = 1 la precesion es mayor al caso negativo.

Figura 4.14:
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Dada una 6rbita menos excéntrica parece ser que la precesién del perihelio desaparece
en el caso en que a es positivo. En cambio, en el caso negativo seguimos teniendo una
orbita parecida a 4.2 pero con una precesién menor.

Figura 4.15:

En esta figura se aprecia una particula con una trayectoria comprendida entre un radio
maximo y un radio minimo en un campo gravitatorio menos débil. Corresponde a la figura
4.3.

40

20~

L |
-40 -20 ’ 20 40

20+

—40L

Figura 4.16:

Este es el primer ejemplo en el que se observa una gran diferencia entre los distintos
sentidos de rotacion del agujero negro. Se puede observar claramente como la particula
colapsa cuando a es positivo (esto parece indicar una especie de freno en la trayectoria),
mientras que cuando a es negativo la particula se ve acelerada y permanece en una orbita
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estable. Se puede observar la correspondiente figura 4.4 en la que la particula cae en la
singularidad con una trayectoria algo mas larga.

a>o0

4( 40

20~

w;l(o < :0 . 2‘0 40

-20}+

-4L -40l

Figura 4.17:

T L L
-30 -20 -10

Figura 4.18:

Las figuras 4.17 y 4.18 refuerzan la idea de que en los casos en los que el parametro a
es positivo la particula se ve frenada y para casos en los que a presenta una aceleracion.
Tanto es asi que incluso supone la diferencia entre caer a la singularidad y salir del campo
gravitatorio como pasa en 4.17.
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Figura 4.19:

Esta grafica es de gran importancia pues revela la diferencia entre dos orbitas hi-
perbdlicas en funcion del sentido de rotacion del agujero negro. Esto parece indicar que
si quisieramos lanzar una nave en un viaje galactico de larga distancia podriamos hacer
uso de objetos masivos con gran rotacion para acelerar la nave y optimizar la trayectoria.

a>0 a<o

| I S |

Figura 4.20:
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Figura 4.21:

Por tltimo se observan las trayectorias correspondientes a los parametros dados en las
graficas 4.9 y 4.10 rescpectivamente. Se aprecia un primer caso en el que la érbita es de
colapso para ambos sentidos de rotacién. Ademas, en contraposicién con la érbita circular
inestable de 4.10 en esta ultima grafica podemos ver una vez més la diferencia entre caer
en la singularidad o escapar de ella.

En los casos respectivos a energias £ < 0 de Schwarzschild se han cogido energias
En =16 1/2 de manera genérica. En los casos respectivos a £ > 0 se toman los mismos
valores dados en las graficas. En el caso de Kerr la toma del valor de la energia no tiene
una explicacion argumentada puesto que no se ha obtenido el potencial efectivo. La ob-
tencién de este potencial se propondra para trabajos futuros.

Por 1ltimo, pese a que no se dan valores obtenemos las siguientes geodésicas aparen-
temente idénticas las que aparecen en el articulo [10]:
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Figura 4.22:
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Para los valores a = —1, £ =19/5, e = 0,5, ro =40, m = 1,7 =0y a = —0,5, { = 4,
e=05,1r0=40,m=1yr,=0.
Y otra érbita que quizas pueda ser de interés

40

Figura 4.23:

Dada por los valores a = —1, =3, e=1,r0=40,m =1y 1r, =0
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Capitulo 5

Conclusiones

Segtn el estudio llevado a cabo podemos sacar las siguientes conclusiones Hemos for-
mulado una nueva metodologia para el estudio del espacio-tiempo desde el marco de la
Relatividad-General en funcién de los escalares de estructura que permiten simplificar
ecuaciones

Se obtiene de forma exitosa una nueva formulacién para el calculo de geodésicas en
métricas estaticas y estacionarias. Este nuevo método no solo permite calcular las curvas
sino que otorga una primera integracién de estas ecuaciones gracias a los escalares de
estructura. Ademas, obtenemos una clasificacién de las curvas geodésicas en 4 casos dife-
rentes: Orbitas circulares y planas, 6rbitas planas, 6rbitas de radio constante y un cuarto
caso general que aparentemente embarca todas las soluciones.

Aplicamos las ecuaciones obtenidas a casos particulares ya conocidos de la métrica de
Schwarzschild para comprobar los resultados. Una vez comprobados llevamos a cabo el
estudio de las drbitas en la métrica de Kerr y observamos cémo la rotacion de la fuente
afecta a la trayectoria de una particula. En aquellos casos en los que el parametro de
velocidad relativa de rotacién a sea positivo se observa una deceleracion en la trayectoria
de la particula y viceversa. En figuras como 4.16 o 4.17 se entonces como la el sentido
de rotacion de la fuente puede significar la diferencia entre una dérbita que cae en la
singularidad, una orbita que permanece en el campo gravitatorio o una que escapa de
este.

Esta idea sobre la aceleracion o deceleracién inducida mediante la rotacién de objetos
masivos nos lleva a pensar que, en el caso de un viaje espacial, se podria hacer uso de una
asistencia gravitacional que se basaria en beneficiarse de estos cuerpos para optimizar la
trayectoria de la nave.

Por otro lado, la parametrizacion de las trayectorias nos puede permitir estudiar aspectos
sobre objetos masivos estelares. Por ejemplo el caso del agujero negro més cercano al
planeta Tierra, Sagitario A, que se encuentra en el centro de la galaxia. Existen numerosas
observaciones sobre las trayectorias de objetos cercanos al centro de la galaxia, entre otros
[MSO]. Tomando estas observaciones se podrian estudiar aproximaciones de las curvas
obtenidas a las curvas observadas y asi obtener una aproximacion de los parametros que
las definen.
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Figura 5.1: Trayectorias de estrellas cercanas al centro de la galaxia.
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Capitulo 6

Desarrollos futuros

En el capitulo 4 sélo se han desarrollado los casos B y C para Schwarzschild y el caso
B para la métrica de Kerr. Estos resultados ya nos permiten hacer un estudio completo
de gran parte de las trayectorias conocidas. No obstante, todos los resultados no acaban
con esto.
En primer lugar la resolucién del caso de orbitas de radio constante para la métrica de
Schwarzschild indica que este también sera posible resolver el caso C para la métrica
de Kerr y poder dar una idea de como afectara la rotaciéon de un cuerpo masivo a las
trayectorias de radio constante. Por tltimo el objetivo mas interesante que se nos plantea
a futuro es la resolucion del caso D del que daremos una intuiciéon sobre como resolver a
continuacion. Recordamos que el sistema de ecuaciones a considerar es

212+ 222) — jozs + 2202305 + a2y = 0, (6.1)
=t it ez = 0,
€+zo—22—25—22 = 0.
Dado que
=1 =+ (6.4)
se tiene que la solucién de la ecuacién (6.2) para una funcién f estd dada por
n=f  z=f (6.5)

Y por la ecuacién (6.3) obtenemos que

U+ () =tz —2 (6.6)
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