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Introduccion

Llegaron a estos lugares, donde ahora ves enormes murallas
y nace el alcdzar de una joven Cartago,

y compraron el suelo, que por esto llamaron Birsa,

cuanto pudieron rodear con una piel de toro.

ENEIDA, Virgilio. Libro 1. Versos 365-368.

Se conoce como calculo de variaciones a la rama de las matematicas que estudia las
funciones que maximizan o minimizan el valor de una funcional definida sobre un de-
terminado espacio, asi como las técnicas y herramientas utilizadas para encontrar dichos
extremos.

Podemos considerar el origen del calculo de variaciones en el problema de Dido, plan-
teado en la época de la Grecia clasica y recogido por Virgilio en su Eneida. Dicho problema
surge de la leyenda que narra la huida de la princesa Dido de su ciudad natal, Tiro, al
descubrir que su hermano, el rey Pigmalion, habia matado a su marido. El viaje de la
princesa concluyo en la costa norte de Africa, donde el rey Iarba le propuso que podria
tomar tanta tierra como pudiera encerrar con la piel de un toro para construir una nueva
ciudad. Pese a que Virgilio no describe la resolucion del problema, la tradicion cuenta que
Dido mandé cortar la piel de toro en tiras muy finas y las unié por sus extremos para
formar una cuerda. Con ella rodeé una colina y colocé sus extremos en el mar, de manera
que la superficie abarcada era la maxima posible sobre el semiplano acotado por la linea
de costa; y sobre este territorio fundé la que seria la ciudad de Cartago.

Ademas de este problema, varios filésofos de la época plantearon otros relacionados
con optimizar caracteristicas de las figuras geométricas del plano o del espacio y, si bien
algunos pudieron resolverse entonces de manera empirica, transcurrieron bastantes siglos
hasta que se les dio una solucién rigurosa.

No obstante, la fecha que marca el inicio del célculo de variaciones como una disciplina
matematica es 1696, cuando el matemético Johann Bernoulli propuso a la Royal Society
el problema de la braquistécrona, que consistia en encontrar la curva que une dos puntos
dados tal que una particula con velocidad inicial nula recorre en el menor tiempo posible,
unicamente bajo el efecto de la fuerza de la gravedad. De hecho, la decisién del ganador de
este desafio ha pasado a la historia de la ciencia como una anécdota memorable: después
de prorrogar el periodo establecido para el desafio por falta de resoluciones adecuadas,
Johann Bernoulli recibié una respuesta anonima que resolvia con gran elegancia el pro-
blema. Sin embargo, después de leerla, no tuvo ninguna duda en declarar vencedor al



célebre Isaac Newton, justificindose en la locucién latina Tanquam ex ungue leonem, es
decir, “por las garras se conoce al leén”.

Durante el siglo XVIII, Euler —quien le dio nombre a esta disciplina—, junto con otros
matematicos de renombre como Leibniz o Lagrange, trataron de encontrar métodos para
resolver problemas de este tipo. La formalizacién de estos métodos tuvo lugar el siglo
siguiente, sentando las bases del calculo de variaciones.

Finalmente, en 1900, David Hilbert presenté en el Congreso de Paris una lista de vein-
titrés problemas a modo de incentivo para la investigacion matematica contemporanea,
cuya formulacién ha adquirido gran notoriedad con el tiempo. De entre estos problemas,
dos de ellos se referian al cdlculo de variaciones: el vigésimo versaba sobre la resolucion
de los problemas variacionales con condiciones de contorno y el ultimo consistia la exten-
sion de los métodos conocidos para el calculo de variaciones a casos més generales. En la
actualidad, si bien el primero de ellos se ha resuelto, el otro continia siendo un ambito
de trabajo en la geometria y el andlisis.

El presente trabajo trata de introducir el célculo de variaciones de primer orden abor-
dando las condiciones necesarias de extremo desde dos perspectivas: una analitica o clésica,
y otra, geométrica.

El célculo de variaciones de primer orden tiene como materia de estudio las funcionales

J: X — R de la forma
J(u) = /F(w,u(z),u’(m))d:p,

con X un espacio de funciones y F' una funcién (conocida como lagrangiana) adecuados,
que definiremos rigurosamente en este trabajo, u € X y x perteneciente al espacio en el
que estan definidas las funciones de X.

Desde la perspectiva analitica, se estudiaran las condiciones necesarias de extremo uti-
lizando herramientas del andlisis funcional y de la teoria general de ecuaciones diferenciales
ordinarias; y desde la perspectiva geométrica, a partir del formalismo de 1-jets de fibrados.

Esta memoria, por lo tanto, se estructura en cinco capitulos, de manera que los dos
primeros presentan conocimientos previos necesarios para el desarrollo del trabajo, y los
tres siguientes desarrollan los enfoques analitico y geométrico del estudio realizado. Estos
ultimos se distribuyen, respectivamente, en los capitulos 3 y 4 el primero, y en el capitulo
5 el ultimo. A continuacion, se detallan los objetivos y contenidos de cada uno de ellos.

El capitulo 1 tiene como finalidad el estudio del calculo diferencial en espacios de
Banach. En él, se presentan las derivadas de Fréchet y de Gateaux junto con sus pro-
piedades principales, y se demuestran dos proposiciones que relacionan ambas nociones
de derivabilidad. Ademas, se define la integral de Bochner, se enuncian algunos teoremas
clasicos de la integracion en espacios de Banach y se prueba el teorema fundamental del
calculo integral, que sera necesario para tratar la relacion entre las derivadas de Fréchet
y de Gateaux.

En el ambito del calculo de variaciones, se denomina primera variacién de una funcio-
nal a su derivada de Gateaux. Este concepto es de vital importancia en la busqueda de



condiciones necesarias de extremo de una funcional, y ello justifica la presencia de estos
contenidos previos.

Para la elaboracién del capitulo, se han empleado las referencias [1], [2], [3], [5] v [9] a
las que se remite al lector si desea profundizar en los conceptos desarrollados.

En el capitulo 2, se presenta el formalismo de 1-jets de secciones del fibrado trivial
Im: X xY — X,

donde X e Y son variedades diferenciables de dimension n y m, respectivamente. Para
ello, comenzamos definiendo el espacio de 1-jets de secciones de II, que se denota por
JY(IT), asf como el sistema de contacto y la distribucién de Cartan en J'(II); y concluimos
desarrollando la prolongacién de campos tangentes y automorfismos de la variedad X xY
al espacio de 1-jets J'(II).

El objetivo de este capitulo es introducir el marco tedrico a partir del que se desarrollan
los contenidos del capitulo 4. No obstante, la ubicacién al comienzo del documento permite
que la exposicion de algunos de los contenidos del capitulo 3 sea mas sencilla.

Para profundizar en la geometria de los espacios de jets se recomiendan las referencias
[14] y [15].

En el capitulo 3, se realiza un estudio de las condiciones necesarias de extremo de
una funcional desde un enfoque analitico o clasico. Para ello, se define con rigor la nocion
de extremo relativo y de punto critico, y se demuestra que todo extremo relativo es un
punto critico de la funcional dada. A continuacién, se exponen los resultados intermedios
necesarios para alcanzar las ecuaciones de Euler-Lagrange, a cuyas soluciones se les deno-
mina extremales de la funcional. Finalmente, se ilustra este desarrollo tedérico enunciando
y resolviendo el problema de la braquistécrona.

Para el desarrollo de estos temas, se ha utilizado principalmente la referencia [§], y
también [2], [7], [10], [11] y [16].

El capitulo 4 se centra en el analisis de los problemas variacionales condicionados,
es decir, aquellos en los que se buscan extremos de una funcional dada verificando una
cierta condicion de ligadura. Primero, se aborda el caso holénomo, obteniendo un resultado
analogo al de los multiplicadores de Lagrange del calculo diferencial en variables reales; y se
desarrolla el problema del cdlculo de geodésicas de una superficie de R3, que seguidamente
se efectiia para la esfera. A continuacién, se plantea el caso no holénomo, que se desarrolla
Unicamente para una variable independiente, por la dificultad de tratamiento del caso
general. Se concluye el capitulo con el primero es el problema isoperimétrico, con el que
comenzamos esta introduccion.

Se han seguido las referencias [§] y [13] para el tratamiento de este tema.

El capitulo 5 retoma la buisqueda de condiciones necesarias de extremo de un problema
variacional, esta vez bajo el amparo del formalismo de 1-jets de secciones del fibrado trivial.
Por ello, en primer lugar, se presenta qué se entiende por problema variacional en este
nuevo lenguaje y, a continuacion, se desarrolla la condicion de seccion critica: una nocion



equivalente a la de extremal en el caso clasico. Después, se define la forma de Poincaré-
Cartan y se demuestra una condicién equivalente a la de seccion critica a partir de dicha
forma. Mas adelante, se prueban otras dos condiciones equivalentes a las anteriores, una de
ellas conocida como las ecuaciones de Euler-Lagrange. Coronan el capitulo, y por lo tanto
el trabajo, el teorema de los invariantes de Noether —una consecuencia de los resultados
previos con utilidades en la teoria de campos— y su aplicacion al problema de la cuerda
vibrante.
Las referencias que se han usado son [4] y [12].

En favor de la exposicion dual de las condiciones necesarias de extremo de una fun-
cional, se ha decidido no abordar la segunda variacién ni las condiciones suficientes de
extremo. A partir de aqui y de otros frentes abiertos, como el calculo de variaciones de
orden superior —es decir, para problemas variacionales asociados a funcionales cuya la-
grangiana depende de derivadas de orden superior—, se podria continuar el estudio que
se expone en esta memoria. Si se quisiera ahondar en esto ultimo desde una perspectiva
geométrica, puede seguirse, por ejemplo, la referencia [6].



Capitulo 1

Calculo infinitesimal en espacios de
Banach

Llamamos funcional a toda aplicaciéon de un espacio de funciones con valores en un
cuerpo numeérico, habitualmente R o C.

Dado un problema variacional, determinar el espacio de funciones sobre el que se
plantea suele ser un aspecto a resolver como parte del propio problema. No obstante,
mayoritariamente se trata de espacios de Banach. Por ello, es conveniente introducir
algunas nociones y resultados del calculo infinitesimal en espacios de este tipo.

1.1. Derivacion en espacios de Banach.

Comencemos definiendo la derivabilidad en el sentido de Fréchet, que puede entenderse
como la generalizacion en dimension arbitraria de la nocién de derivabilidad habitual de
R™ y se obtendra exigiendo la condicién adicional de continuidad a la derivada, en caso
de que exista.

Sean X e Y dos espacios de Banach reales dotados de las normas || ||x, | |y, U C X
un abierto no vacio, L(X,Y") el espacio de Banach de operadores lineales continuos entre
XeY yF:U—Y una aplicacion.

Definicién 1.1. Diremos que F' es diferenciable en el sentido de Fréchet ena € U
si existe un operador D, F € L(X,Y) tal que

Fla+¢) = Fla) + Do F(¢) + o([[C])

donde 1im 1oQIly _

oo Idlix
En tal caso, D, F es unico y lo llamaremos diferencial de F en a en el sentido

de Fréchet.
Ademas, si F' es diferenciable en el sentido de Fréchet en cada a € U, F se dice
diferenciable en U vy la funcion

DF: U — L(X,)Y)
a — D,F
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es la deritvada de Fréchet de F. En el caso en que esta aplicacion sea continua, lo
denotaremos por F € C*(U,Y).

Esta derivada verifica las siguientes propiedades, cuya demostracién puede consultarse
en [1].

Proposicién 1.2. Con las hipotesis y notaciones anteriores, se tiene:

a) La operacion “tomar derivada de Fréchet” es R-lineal:

St F,G :U —'Y son aplicaciones diferenciables en el sentido de Fréchet, y \,u € R,
se tiene que N\F + nuG es diferenciable Fréchet y, ademds,

D(AF + uG) = ADF + uDG.

b) La derivada de Fréchet verifica la regla de la cadena:

Sean X,Y, Z espacios de Banach, U C X, V CY abiertos, F' : U — 'Y una aplicacion
tal que F(U) CV, yG :V — Z, ambas diferenciables en el sentido de Fréchet. Entonces,
se verifica que G o F también es diferenciable en el sentido de Fréchet y, ademds, para
todo v € U,

D(G o F)(x) = (DG)(F(x)) o (DF)(x).

A continuacién, se presenta la generalizacion a dimensién arbitraria de la derivada
direccional para funciones definidas en abiertos de R", que sera una version débil de la
derivada de Fréchet.

Definicion 1.3. Sea U un abierto de X, F:U —Y,ac U, he X.
Decimos que F es diferenciable en a en el sentido de Gateauxr en la direccion
de h si existe el limite

DuF(h) = lim F(a+th) — F(a)

t—0 t

al que, en tal caso, llamaremos diferencial de Gateaux de F' en a en la direccion
de h.

Ademas, si F es diferenciable en el sentido de Gateaux con cualquier vector h € X,
diremos que F' es derivable en a en el sentido de Gateaux, y a la aplicacion

D,F: X —» Y
h +—— D,F(h)

la llamaremos derivada de Gdteaux de F en a.

Presentemos ahora tres propiedades basicas que verifica esta nueva nocién de derivada,
de entre las cuales, las dos ultimas son las andlogas a las que expusimos para la derivada
de Fréchet. La demostracién de todas ellas puede consultarse en [1].

Proposiciéon 1.4. Sean X,Y,Z espacios de Banach, U un abierto de X, V un abierto
deY, F:U —Y una aplicacion y a € U.
a) La derivada de Gateaur de F en a, si existe, conserva el producto por escalares:
para todo A € R y h € X,
D,F(\h) = AD,F(h).
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b) La operacion “tomar derivada en el sentido de Gateauxr en a”, con a € U, es
R—lineal: sean F,G : U — Y, aplicaciones derivables en a en el sentido de Gateauz, 1y
sean «a, 8 € R. Entonces

Dy(aF + BG) = aD,F + 3D,G.

¢) La derivada de Gdteaux verifica la regla de la cadena:

Sea FF:U =Y tal que F(U) CV yG:V — Z. Si F es derivable en el sentido de
Gateauz en a y G lo es en F(a), entonces G o F' también es derivable en el sentido de
Gateaux en a y, ademds, ﬁa(G oF) = DF(a)G o f)aF.

Observaciéon 1.5. Algunos autores exigen en la definicion de derivada de Gateauxr que
sea lineal y continua, mientras que otros simplemente imponen esta condicion para probar
los resultados en los que sea necesaria. En este trabajo, consideraremos que la derivada
de Gateaux serd lineal y continua.

Una vez definidas estas dos derivadas, presentaremos la relacién entre ambas. No
obstante, para ello serd necesario desarrollar algunas nociones basicas de calculo integral
para funciones valoradas en espacios de Banach.

1.2. Integracién de funciones valoradas en espacios
de Banach.

Sea f: (A, A) — (X,B(X)), con (A, A) un espacio medible, X un espacio de Banach
y B(X) su o—élgebra de Borel.

Definicién 1.6. Se dice que f : A — X es una funcion Borel medible si es medible
respecto de las dlgebras A y B(X). Ademds, f se dice fuertemente medible si es Borel
medible y verifica que f(A) C X es separable.

Observacién 1.7. En el caso de las funciones simples, es decir, aquellas que se pueden
expresar de la forma f = Zle Xa,%i, v € X, A; € A, k € N, las condiciones de
medibilidad de Borel y medibilidad fuerte son equivalentes.

Si X es un espacio separable, toda funcién Borel medible es también fuertemente me-
dible. De hecho, si no es separable, esta afirmacion no es cierta.

Veamos a continuacion algunas propiedades de estas funciones, cuya demostracién,
junto con la de otros resultados de la subseccién que solo enunciamos, puede encontrarse
en [3].

Proposicién 1.8. Con las hipdtesis y notaciones anteriores, los conjuntos T = { funcio-
nes f : A — X Borel medibles } y J = { funciones f : A — X fuertemente medibles }

son cerrados bajo paso al limite punto a punto.

Proposicién 1.9. Con las hipdtesis y notaciones anteriores, sea f : A — X fuertemente
medible. Entonces, existe una sucesion {f,}n de funciones simples fuertemente medibles
tales que, para cada a € A,

fla) = 1im fula), ¥ | fula)] < |f(a)]
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Corolario 1.10. Una funcion de A en X es fuertemente medible si y solo si es el limite
puntual de una sucesion de funciones simples fuertemente medibles.

Corolario 1.11. El conjunto J definido en la Proposicion[1.8 tiene estructura de espacio
vectorial.

Consideremos ahora una medida p para el espacio medible (A,.A), y definamos la
integral (de Bochner) para las funciones f valoradas en espacios de Banach.

Definicién 1.12. Decimos que una funcion f : A — X es Bochner integrable si es
fuertemente medible y, ademds, la funcion dada por a — ||f(a)||, con || - || la norma de
X, es integrable.

Supongamos primero que f es simple, f = Zle Xa,%i, x; € X, A; € A,y Bochner
integrable. Se define, entonces, su integral como

/Afd,u = Z%‘M(Az‘)

Como f es Bochner integrable, de la integrabilidad de la funcién a — || f(a)|| se deduce
que p(A;) < oo para todo i, de manera que la integral anterior estd bien definida. Nétese
que esta integral es R— lineal y verifica la desigualdad

|[ 1] < 151100

Presentemos, a continuacién, una definicion para funciones Bochner integrables cua-
lesquiera.

Definicién 1.13. Sea f : A — X una funcion Bochner integrable cualquiera, y { fu}» una
sucesion de funciones simples Bochner integrales tales que la funcion a — sup,, || f.(a)]|
es integrable, y

f(a) = lm f(a).

Se define la integral de Bochner de f como

/fd,u = lim /fndu.

Comprobemos que la integral esta bien definida.

En efecto, la existencia de una sucesién {f,}, como antes estd garantizada por la
proposicién [1.9

Ademas, la sucesion { f fndp}y, es de Cauchy en X, puesto que el teorema de convergen-
cia dominada para funciones reales afirma que nll_}IIolo JIfn = flldw = 0, y por consiguiente

m [ || fimn— falldp = 0; y como X es de Banach, se tiene que la sucesion es convergente,
m,n—00

luego su limite existe.
Por 1ltimo, nos queda justificar que la definicién no depende de la sucesién de funciones
simples escogida. Consideremos {g, }, otra sucesién de funciones simples cumpliendo las
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condiciones que se exigen a {f,}, en la definiciéon. Entonces, por las propiedades de la
integral de Bochner para funciones simples, se tiene la siguiente cadena de desigualdades:

0 < lim H/fndu—/gnduH < lim /Ilfn—gnlldué
n—oo n—oo

< Jin (15, At [l = ) =0

De aquf se deduce que lim [ f,dp= lim [ g,du, como querfamos ver.
n—oo n—oo

Se puede probar que la integral de Bochner para funciones cualesquiera es R—lineal y,
ademds, verifica la desigualdad || [ fdul < [ || f|ldp.

Por ultimo, presentamos algunos resultados que nos permiten estudiar la integrabilidad
de funciones que valoran en espacios de Banach a partir de funciones con valores en R, cuya
teoria es conocida. Para ello, a menudo sera necesario utilizar el teorema de Hahn-Banach
y, en particular, algunos de sus corolarios, que enunciamos a continuacion.

Teorema 1.14. (de Hahn-Banach)

Sea X un espacio vectorial normado, e Y un subespacio de X. St ¢ es una funcional
lineal continua definida en'Y , entonces existe una funcional lineal continua ¢ definida en
X tal que ¢p(z) = p(x) siz €Y y, ademds, ||¢|| = [|¢|l-

Corolario 1.15. Sea X un espacio vectorial normado no nulo. Entonces, para cada x € X
existe una forma lineal continua ¢ de X tal que ||¢]| =1, y ¢(x) = ||z|].

Corolario 1.16. El dual topologico de X, X*, separa puntos de X, es decir, dados x,y €
X distintos, existe una forma ¢ € X* tal que p(z) # o(y).

Enunciemos ahora un resultado que caracteriza las funciones con valores en espacios
de Banach fuertemente medibles. Para demostrarlo, usaremos el siguiente lema, cuya
demostracién se puede consultar en [3].

Lema 1.17. Sea X un R-espacio vectorial normado separable. Entonces, existe una su-
cesion de elementos del dual topoldgico de X, {on}n, tal que para cada x € X se tiene
que

Iz = sup{[len ()]}

Teorema 1.18. Con las hipdtesis y notaciones anteriores, una funcion f : A — X es
fuertemente medible si y solo si se verifican, simultdineamente, las siguientes condiciones:

» [a imagen de A por f, f(A) C X, es separable;

» para cada ¢ € X*, la funcion @ o f es A—medible, donde X* es el dual topoldgico
de X.



Demostracion. Supongamos que f es fuertemente medible. La primera condicién del enun-
ciado se tiene por definicién, y la segunda se deduce de que toda funcién continua es
medible, por lo que todo elemento del dual topoldgico lo es; y la composicién de funciones
medibles también lo es.

Reciprocamente, supongamos que se verifican las dos condiciones del enunciado. En-
tonces, por la primera condicion, bastara comprobar que f es Borel medible para demos-
trar que es fuertemente medible.

Consideremos el menor subespacio cerrado de X tal que contiene a f(A), y denotémoslo
por Y. Observemos que Y es separable, puesto que dado un subconjunto D numerable
denso de f(A), el conjunto formado por las combinaciones lineales finitas de elementos de
D con coeficientes racionales es un subconjunto numerable denso de Y. Por lo tanto, basta
comprobar la medibilidad Borel para f : A — Y, considerando para Y su o—algebra de
Borel, B(Y'). Notemos que B(Y) estd generada por las bolas cerradas de Y, puesto que
todo abierto de Y es union finita o numerable de bolas abiertas de Y, y cada una de
estas bolas abiertas es union finita o numerable de bolas cerradas de Y. Por lo tanto,
concluiremos la demostracion probando que f~!(B) € A para toda bola cerrada B de Y.

Tomemos una sucesién {p,}, de elementos del dual topoldgico de Y tal que, para
cada y € Y, |ly| = sup,{ll¢n(y)||}, cuya existencia estd garantizada por el lema [1.17]
Por el teorema de Hahn-Banach, se tiene que cada ¢, de la sucesién anterior es
la restriccién a Y de un elemento de X*; y por lo tanto, de la segunda condicion del
enunciado se puede deducir que ¢, o f es A—medible para todo n.

Sea entonces B = B(yo, ) una bola cerrada de Y. Por la eleccién de la sucesién {p,, }n,
se tiene que

B =({ae€A:lpno fla) = onlyo)ll <7}

n

y, por la medibilidad de ¢, o f y la de ¢,, (recordemos que ¢, es del dual topoldgico de
X, luego en particular es continua) se tiene que f~1(B) € A, de manera que se concluye
la demostracion. O

Enunciemos, a continuacion, un resultado analogo al teorema de convergencia domi-
nada para esta nueva integral.

Teorema 1.19. Con las hipdtesis y notaciones anteriores, consideremos una funcion
integrable g : A — [0, +00], y funciones f, {fu}n de A en X fuertemente medibles tales
que, para cada a € A, lim f,(a) = f(a) y || fu(a)]] < g(a), para todo n € N.

n—oo

Entonces, f, {fu}tn son integrables, y ademdas

/fd,u = lim /fndu.

Tenemos, finalmente, las herramientas para enunciar y probar el teorema fundamental
del cédlculo integral para espacios de Banach, cuyo corolario aplicaremos en la préxima
seccién para relacionar las derivadas de Fréchet y de Gateaux.
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Teorema 1.20. (fundamental del cdlculo integral)
Sean (A, A, 1), (X,B(X)) como antes, y sea f : A — X integrable. Entonces, para
cada forma ¢ € X*, po f es integrable y, ademds,

/sOOfdu:w(/fdu)-

Demostracion. La integrabilidad de ¢ o f se deduce de la de f.
. . k
Tratemos primero el caso en que f es simple, f = > 7 | xa,2;. En este caso, se ve

facilmente que [¢ o fdu = [ (Zle XAigo(:ci)) dy = Ele o(x;)pu(A;). Por otro lado,

© (f fd,u) = (Zle ,u(AZ-):Ei> = Zle w1(A;)p(x;), de manera que se prueba la igualdad
para el caso de funciones simples.

Para una funcién f integrable Bochner cualquiera, consideremos una sucesiéon {f,}
de funciones simples que, para cada a € A, converge a f(a) y tal que sup,, ||f.(a)| <
| f(a)|| (cuya existencia se tiene de la proposicién [L.9). Por el teorema de la convergencia
dominada (teorema , tomando limites en la igualdad [¢ o f, du = ¢ ( i fn) du,

tendremos la del enunciado. O

Corolario 1.21. (Regla de Barrow)
Sea I =[a,b] CR, yg:I— X una funcion de clase C*. Entonces, se cumple que

Demostracion. Sea p € X*. Observemos que ¢ o g es una funciéon de I en R, luego se
tiene la siguiente cadena de igualdades, donde en (1) se aplica el teorema fundamental
del cdlculo integral para funciones reales de variable real, en (2), la linealidad de ¢ y su
independencia respecto de ¢; y en (3), el teorema [1.20}

¢ (9(1) = 510) = ela()) — o) @ [ Fiwo a0y ®

[ (i0?({ )

Del corolario del teorema de Hahn-Banach, tenemos que el dual topoldogico de X
separa puntos y, por lo tanto, la cadena anterior nos da el enunciado que buscabamos. [

—

1.3. Relacion entre las derivadas de Fréchet y GGateaux.

A continuacién, se presentan las relaciones existentes entre la derivada de Fréchet y la
derivada de Gateaux.

Proposiciéon 1.22. Si F' es diferenciable en el sentido de Fréchet en un punto a € U,
entonces es derivable en el sentido de Gateaur en a y ambas derivadas coinciden.

11



Demostracion. Por ser F diferenciable en el sentido de Fréchet en a € U,
F(a+¢) = F(a) + D F(C) + o([[¢C]])
Computando la derivada de Gateaux en este punto,

S F(a+t¢) — F(a) Do F(t6) + o([l¢]])

D, F(C) = lim p = lim . = Do F(Q)
donde en * se ha utilizado la linealidad de la diferencial de Fréchet. Con esto, tenemos

que la derivada de Gateaux existe y coincide con la de Fréchet. O

Proposicion 1.23. Supongamos que F' es derivable en el sentido de Gateauz en todos los
puntos de un entorno V' del punto a € U y que la asignacion a — D.F es continua en
V. Entonces, F' es diferenciable en el sentido de Fréchet en a y las derivadas coinciden.

Demostracion. Por hipotesis, existe un r > 0 tal que I’ es derivable en el sentido de
Gateaux en todo a + ¢, ¢ € B(0,r). Tomemos, entonces, un ¢ € B(0,r) y definamos la
funcién auxiliar G(t) := F(a + t¢) de manera que

G

5 p T

0,1] - B(a,r)

t——a+1¢

Y

G(t) = F(a+t¢)

Aplicando la regla de la cadena, G'(t) = (F ov)'(t) = Dv(t)F (7' (t)) = Dayic F(Q). Por la
regla de Barrow (corolario [1.21))

I
o\
kA

-

o
+
F,

!
—~
o

QU

~

G(1) — G(0) = /01 G'(t)dt

En consecuencia,

~ ~ 1 ~ ~
F(& + C) - F(CL) - DaF(C) = G(l) - G<O) - DaF<C) = /0 (DathCF(C) - DaF(C)> dt
Tomando normas, obtenemos la desigualdad

IF(a+¢) = Fla) = DF(Q)ly < Sup 1DaticF — DaFllccxw €]l x

Como DF es continua en B(a,r), eligiendo r suficientemente pequeiio y ¢ € B(0,r), se
puede hacer ||DgycF' — D,F|| tan pequeno como se quiera, de manera que

F(a+¢) = F(a) = DoF(¢) = o([[¢]))-

Por lo tanto, I es diferenciable en el sentido de Fréchet en a, con diferencial de Fréchet
D.F(¢) = D,F({) para todo ¢ € B(0,7), y en consecuencia, para todo ¢ € X. O

12



Concluimos la seccién haciendo notar que, en la literatura habitual del calculo de
variaciones, se denomina primera variacion a la derivada de Gateaux. Definamos con
rigor esta nocion.

Definicién 1.24. Sean X,Y espacios de Banach, U C X un abierto, J : U — Y una
funcional y a € U, ¢ € X. Conocemos por primera vartacion de J en a en la direc-
cion de ¢, y denotamos por d,J(C), a la deriada de Gateaux Dy J(C).

Podemos generalizar la definicion para dar la n-éstma variacion de F' en a en la

direccion de ¢ € X como
mn

" d
() = S (Ta+10)] .
donde % tiene el sentido habitual del cdlculo en variable real.

Observacién 1.25. Cabe destacar que la primera variacion de una funcional es, por
definicion, lineal y continua. En el caso de los autores que no imponen a la derivada de
Gateaux estas dos condiciones, se precisa que la derivada de Gateaux se denomina primera
variacion cuando si las cumplan.

13



Capitulo 2

Espacios de jets

2.1. Definicién y notaciones.

En este capitulo, definiremos el espacio de 1-jets de secciones de un fibrado trivial
IT: X XY — X o, lo que es lo mismo, el espacio de 1-jets de aplicaciones diferenciables
entre variedades. Esto es suficiente para el trabajo posterior, por lo que no generalizare-
mos mas.

Sean X,Y variedades diferenciables de dimensién n y m respectivamente, y denotare-
mos por V a la variedad producto X x Y, de dimensién n+m. Consideremos la proyeccion
natural

Mm:yv=XxY—X.

(.T,y) 7

Definicién 2.1. Una seccion local de 11 en un abierto U de X es una aplicacion
diferenciable s : U — 'V tal que [1o s = Id.
Al conjunto de secciones de I1 en U se le denota por I'(U, V)

I:V=XxY—X
~__

s

Definicion 2.2. Sean dos secciones de 11, s,s', definidas en un entorno de un punto
a € X. Se dice que s y s’ tienen contacto de primer orden en a si s(a) = s'(a) y
también s, , = s;ﬂ, donde 8,4 : T, X — Tya)V es la aplicacion lineal tangente a s en a, y

£ /
andlogamente para s, ,.

Podemos definir, entonces, una relacion de equivalencia en el conjunto de las secciones
definidas en un entorno de a, como

s ~ s & sy s tienen contacto de primer orden en a.

Definicién 2.3. Liamamos 1-jet de una seccion s en a, y denotamos por jls, a la clase
de equivalencia de s modulo la relacion anterior.

14



Al conjunto de estas clases de equivalencia de secciones de II lo denotaremos por
JY(IT), es decir,
Jo(I1) = {j,s[s € T(U,V), a € U}.

Llamemos J'(IT) al conjunto de 1-jets de secciones de II,

S = | s,

aeX

y dotémoslo de una estructura diferenciable:

Consideremos un abierto coordenado de V, que podemos suponer de la forma U x V,
con U un abierto de X y V un abierto de Y, coordenado por funciones x1, ..., T, 21, ..., Zm,
y sea s una seccién de II definida en U tal que Im(s) C U x V. Entonces, podemos
expresarla como s(x) = (x, f1(x), ..., fm(x)), donde f; = s*(z;), 1 < j < m, son funciones
C* diferenciables de U en R. Por lo tanto, el 1-jet de s en un punto a € U queda
completamente determinado por:

. of;
Pii(Jas) = a_?i(a)v
paratodo 1 <i<n, 1 <j<m.

Estas funciones son un sistema de coordenadas locales para el abierto de J*(II) for-

mado por los 1-jets de secciones definidas en abiertos contenidos en U y cuya imagen esta
en U x V.

La estructura de variedad diferenciable se obtiene recubriendo la variedad V por abier-
tos de este tipo, de manera que se obtiene un atlas para J*(II). Su dimensién como va-

riedad diferenciable es n + m + nm.

Una vez definido J!(IT), destaquemos las proyecciones naturales en V 'y en X:

o T =y

. 1
JaS > a.

Observacién 2.4. Otra notacidn habitual para J*(IT) es JY(V/X), a partir de la que,
quizda, puedan resultar mas intuitivas las proyecciones anteriores. No obstante, en este
trabajo se utilizard la primera.

Finalmente, podemos definir la extension 1-jet de una secciéon como sigue:
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Definicién 2.5. Si s € I'(U, V) se define su extension 1-jet como la aplicacion

fls: U —s JYI)
a — jls.

La interpretacién geométrica de estas nociones comienza por entender el 1-jet de una
seccién local de I1, s, en a € X, como el espacio tangente a la imagen de s, Im(s), en s(a).

De hecho, la aplicacién lineal tangente II, ) : Tso)Im(s) — 7, X es un isomorfismo,
por lo que Ty,)Im(s) no contiene vectores no nulos que se proyectan en 0 mediante II,
es decir, vectores verticales. Por analogia con esta ultima denominacion, diremos que
Ts)Im(s) es un espacio horizontal para II.

En consecuencia, se pueden caracterizar los 1-jets de secciones de I como los subespa-

cios n—dimensionales del espacio tangente a V en cada punto que son horizontales para
I1.

Observacion 2.6. Dados a € X y dos aplicaciones diferenciables f,g: U, — Y, con U,
un entorno de a, se define el 1-jet de f en a como la clase de equivalencia de f modulo
la relacion de equivalencia que sigue:

f~ge fla)=g(a)ydof = dag.

La nocion de 1-jet de aplicaciones diferenciables es equivalente a la que hemos expuesto
al comienzo del apartado, puesto que una aplicacion diferenciable f : X — Y se puede
entender como la seccion del fibrado trivial 11 : X x Y — X definida por s(x) = (x, f(x)).

De esta manera, las notaciones anteriores se escriben como las que siguen:

JHX,Y) = JHI), JYX,Y) = JYID),

y las coordenadas que dotan a este ultimo de estructura de variedad diferenciable son
. . . . of;
andlogas: w:(ji f) = x:(a), 2 (i f) = (f(@) = f;(a), pulitf) = 52(a).

Concluimos la observacion haciendo notar que para definir el 1-jet en un punto de
una aplicacion f: X — 'Y, basta con que esta sea diferenciable, es decir, no es necesario
exigir que sea C*-diferenciable.

En consecuencia, si consideramos aplicaciones de clase C*, como haremos en los proi-
mos capitulos, se obtiene el mismo espacio de jets J'(X,Y).

2.2. El sistema de contacto y la distribucién de Car-
tan.

Con las definiciones y notaciones anteriores, consideremos S = Im(s), que es una
subvariedad de dimensién n de V. Por la interpretaciéon geométrica de la nocién de 1-jet
dada en el apartado anterior, j!s puede entenderse como el espacio tangente TS e Im(j's)
serd por lo tanto la subvariedad de J'(IT) definida como

J'S = {(a,T,S)|a € S}.
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Definicién 2.7. Se llama sistema de contacto en J'(I1), y se denota por P(J'(II))
(o, abreviadamente, si no hay peligro de confusion, P ), al sistema de Pfaff que tiene como
soluciones todas las subvariedades de la forma J*S, donde S es como antes, es decir, la
imagen de una seccion local de 11.

FEquivalentemente, se dice que una forma w pertenece al sistema de contacto P si y
solo si (7's)*(w) = 0 para cada seccion s de 1.

Localmente, sea (a,b) € S,y UxV un entorno del punto con coordenadas xy, ..., Ty, 21, ...2m
tales que, en este entorno, las ecuaciones locales de S son

zi = fi(x1, .y z), 1 < j <m,

con f; funciones diferenciables en U.
Por lo tanto, las ecuaciones locales de J'S seran

Zj = fj(xl, ceey Z’n)
a .
pji = 8_2(‘%17 ceey ZL‘n>
paral <:<n, 1 <j5<m.
De aqui se deduce que el sistema de contacto de J'(IT), P, estd generado localmente
por las 1-formas

n
(23) wj; = de — Zpﬂdl'“ 1< <m.
i=1
Llamamos 1-formas de contacto a las 1-formas del sistema de contacto.
Por otro lado, una nocion relevante en el estudio de los espacios de jets, y subordinada
al sistema de contacto, es la que se define a continuacién.

Definicién 2.8. Se conoce como distribucion de Cartan en J'(II) a la distribucion
de campos tangentes incidentes con P(J'(IT)).

Del estudio local del sistema de contacto, se deduce que la distribuciéon de Cartan en
JY(IT) estd generada localmente por los campos

(2.4) <ai:: 0 +ijia 0 ) 1<i<n, 1<I<m.
j=1

O 92 Opu;

2.3. Prolongaciéon de campos tangentes.

Concluimos el estudio de los 1-jets desarrollando cémo se prolongan los campos tan-
gentes de la subvariedad V al espacio de 1-jets J'(II).

Definicién 2.9. Sea ¢ un automorfismo diferenciable de X. Un automorfismo de 11
sobre ¢ es un difeomorfismo ® : V — V que hace conmutativo el diagrama

y-_2.y .

b

X .x
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Sea s una sec cion local de II y ® un automorfismo de II sobre ¢. En adelante,
denotaremos P, (s) a la seccién definida por

®,(s) :=Posop !,
es decir, aquella que hace el siguiente diagrama conmutativo:

2.y

(o

X—X

En particular, si ¢ = Id, serd ®,s = ® o s.

Sean ¢ y ® como en la definicion anterior, entonces® induce un automorfismo dife-
renciable de J'(IT) definido como

Jo. JUI) — JYI)

Jls j;(a)((b*s).
Se puede probar que la definicién no depende de s, sino solamente de j's. Esta aplicacién
j1® recibe el nombre de prolongacién 1-jet de ®.

Se deduce de las definiciones que la prolongacion de la composicién de morfismos de
fibrados es la composicién de sus prolongaciones. Ademnas, Si s es una seccion local de 11
y S es su imagen en V, j1® transforma a J1S en J'®(S), y en consecuencia deja estable
el sistema de contacto.

Sea {x;} un grupo uniparamétrico de automorfismos de X, y {7} un grupo unipa-
ramétrico de automorfismos de V sobre {x;}. Entonces, {j!7;:} es un grupo uniparamétrico
de automorfismos de J'(II).

Si D es el generador infinitesimal de {7} y D el de {j'1}, D es un campo tangente
en JY(II) que se proyecta en D y ademds es una simetrfa infinitesimal del sistema de
contacto, D¥P C P. Diremos que D es la prolongacién 1-jet de D.

Estas condiciones permiten definir la prolongacién de cualquier campo tangente a V),
aunque no sea el generador infinitesimal del grupo uniparamétrico de automorfismos de

V.

Proposicion 2.10. Dado un campo tangente D en 'V, existe un unico campo tangente D
en JY(I) tal que:

» D se proyecta en D mediante IT', y

» D es una simetria infinitesimal del sistema de contacto, es decir,
DY(P(J'(11))) € P(J'(ID)),

donde DY denota la derivada de Lie con el campo D.
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Demostracion. Probemos el enunciado trabajando en coordenadas locales. Sea W un
abierto de V de la forma U x V', como el que consideramos al comienzo de la seccion,
coordenado por {1, ..., Tp, 21, .oy Zm }; ¥ S€AN {T1, ooy Ty 21, ooy Zmy P11y o5 Dmn } 128 coorde-
nadas en el abierto correspondiente de J'(IT).

Sea D =>"" | &(x, z)a%i + Z;n:l n;(x, z)aizj.
Imponiendo la primera condicién del enunciado, se tiene que la prolongacién de D a

JY(II) es de la forma
~ 0
D:D—FZ(pji(X,Z,p)%.

ij 7t
A continuacién, impongamos la segunda condicién, es decir, que sea una simetria

infinitesimal del sistema de contacto. Apliquemos la derivada de Lie con l:? a na forma de
contacto w; = dz; — ZZ:1 piedzy, v apliquémosle la derivada de Lie con D:

n

(2.5) Dw; = dn, — Z (¢ dxy, — pu d&y)
k=1

Dada una funciéon f en V, operando se tiene que

=1 7=1
luego sustituyendo en la ecuacién anterior, tenemos que

- 0
Drw = Z Oimdx; + Z 8_:[»% - Z i dxg—
il 3l J k,l

0
_ Zpuc (@& dx; + Z %a@) :
j J

ik,

De esta expresion se deduce que la condicién necesaria y suficiente para que D'w; €
P(JY(I)), es decir, para que D sea una simetrfa infinitesimal, es que

O — i — Y P& =0,

ik
o equivalentemente,
(2.6) i = O — Y 0 & = 0.
i=1

Asi, quedan determinados todos los coeficientes ¢y y, por lo tanto, queda probado el
resultado. [

Al campo tangente a J*(II), D, del enunciado se le denomina prolongacién 1-jet de D.
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Capitulo 3

Estudio analitico del calculo de
variaciones

3.1. Condiciones necesarias para el extremo de una
funcional

En esta seccién trataremos de plantear con rigor el problema variacional sin ligaduras
en varias variables. Para ello, definiremos los conceptos previos pertinentes y, bajo las
condiciones de este problema, llegaremos a una condicién necesaria para la existencia de
extremo: las ecuaciones de Fuler-Lagrange.

Sea {2 un abierto conexo y acotado de R™, y Il : R® x R™ — R" la proyecciéon
natural. En adelante, en J'(IT) ~ R" x R™ x R™" consideraremos las coordenadas
{z;, y],pﬂ}1<l<n 1<j<m; ¥, por simplicidad de notacién, utilizaremos x = (21, ...,%,), Z =

I e e

(21,-,2m); P = (P11, --+; Pmn). Denotaremos, ademds, por || - || la norma del espacio
C'(Q,R™) definida como
1= Y st + 33 s { |2 |
pata £ = (fr, f) € C(CLR™).
Sea u € CHQ,R™), u = (uq, ..., uy). Como ya hemos dicho en el capitulo anterior,

j=1 € i=1 j=1 €S
u se puede entender como una seccion del fibrado trivial II. Consideremos, entonces, su
prolongaciéon 1-jet por

0 f]
81‘1

jlu: Q——JYI) ,
a——jlu

. . . . . Ou;j
donde jlu tiene por coordenadas z;(jlu) := z;(a), z;(jiu) := u;(a), pji(jiu_) = i (a).
Sea A un abierto de J!(IT), y F' € C'(A,R). Para cada funcién u € C'(Q, R™) tal que
la imagen de j'u esté contenido en A podemos definir la funcional

J(u) ::/QF(j}(u)dx:/QF(x,u(x),u’(x))dx,
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donde la notacién u’(x) hace referencia a los elementos de la matriz jacobiana de u, es
decir, w'(x) = (29, 9w Oum Oum) Fp g literatura habitual, conocemos a la fun-
cién F(x,z,p) como la lagrangiana asociada a la funcional.

8.1}1"“’ 8$n7..., 8£E1"“7 axn

Observemos que existe un p > 0 tal que si v € C'(Q,R™) y ||[v — u|| < p, la imagen
de j'v estd contenida en A, luego la funcional J estd definida en un entorno de u en
C'(Q,R™); en particular, si ¢ € C*(Q, R™), la funcién

t— J(u+tv)

estd definida para |t| < £ Tol luego podemos definir la primera variacién de J en u en la
direccion de ¢ que, segin la definicién [1.24] sera

d
Sud(p) = = J(u+tp)

t=0

Aplicando la regla de derivacién bajo el signo integral, podemos computar la expresion
anterior:

dud (@) = pr (/Q F(x,u+tp,u’ —|—t<p/)dx)

d
:/(—F(x,u—i-tcp,u’—i-tgp/)) dx
o o \ dt

OF Oy
/ Z <8z] pit Z 8pﬂ 8mj>
t=0

(3.1) :Z/< (x,u,u’ goj—l—za ,u, )gij)dx

donde F' = F(x,u+ tp,u’ + t¢') en los calculos intermedios.

t=0

Observacién 3.1. A menudo se denomina variacion general de u en la direccion de
¢ a toda aplicacion ¢ : Q X [—to,to] — R™ de clase C* wverificando ¥ (x,0) = u(x) y

%—f(x,t)‘tzo = p(x) Vx € Q e, incluso en algunas fuentes, se exige la condicién adicional

de contorno ¥(x,t) = u(x) Vo € 0Q, |[t| <y, de manera que aw “ =0 V€0 .
Asi, se puede expresar la primera variacion en funcion de como

d
7 (J(¥))

oo
0 () = o

A continuacién daremos la nocién de extremo de una funcional y relacionaremos el
cémputo anterior con una condicion necesaria para la existencia de extremo.

Definicién 3.2. Sea € un subconjunto abierto de C'(Q1,R™). Se dice que u € € es un
minimo relativo de J en € si existe algin ¢ > 0 tal que J(u) < J(v), para todo v € €
verificando ||[v —u|| <<

Observaciéon 3.3. La definicion de mdximo relativo es la andloga a la anterior, modifi-
cando el sentido de la desigualdad entre J(u) y J(v).
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Definicién 3.4. Sea J una funcional derivable Gateauz. Diremos que u € C*(Q,R™) es
un punto critico de J si 6yJ(p) =0 para todo p € C°(2,R™).

Observacién 3.5. En la definicion de punto critico, nos podemos restringir al caso p €
C°(2,R™) porque estas funciones son suficientes para obtener las ecuaciones de Fuler-
Lagrange vy, ademds, evitan explicitar las condiciones de diferenciabilidad que debe cumplir
@ en cada caso.

Proposicién 3.6. (Condicion Necesaria de Extremo)
Sea J derivable Gateaux. Todo extremo relativo de J es un punto critico de J, es decir,
siu es un extremo relativo de J, entonces

SuJ(¢) = 0, Y € CX(Q,R™)

Demostracion. Supongamos que u es un minimo relativo de J. Entonces, fijado ¢ €
Ce(Q2,R™) y un ty suficientemente pequeno, J(u) < J(u + ty), |t| < to. Asi, como la
primera variacion existe por hipdtesis, por definicién, el siguiente limite existe

50 () = lim J(u+tp) — J(u)

t—0 t

t=0

y, en consecuencia, también existen los limites laterales y coinciden.

Pero
J tp)—J J tp)—J
i L E ) = J(W) 0y lim (utte) - J(w) _ 0.
t—0t t t—0— t
luego el limite es 0 y, por lo tanto, d,J () = 0, como queriamos ver. O

Definicién 3.7. A la ecuacion 6,J(p) = 0 se le conoce como ecuacion débil de Euler.

De esta ecuacion se deducirén las de Euler-Lagrange. Para ello, necesitaremos algunos
resultados auxiliares.

Definicién 3.8. Sea U un subconjunto abierto de R™ orientado por una forma de volumen
w, y sea D un campo tangente en U. Llamamos divergencia del campo D y denotamos
por divD, a la tinica funcion verificando div(D)w = D*w, donde D w es la derivada de
Lie de w con D.

Teorema 3.9. (de la divergencia) Sea U un abierto de R™ orientado por una forma
de volumen w, y sea 2 un abierto de cierre compacto 2 C U que cumpla las condiciones
para ser una subvariedad con borde de clase C' a trozos de U. Si D es un campo tangente

en U, entonces
/div(D)w:/ ipw.
Q o0

Demostracion. Ver, por ejemplo, [I1], Capitulos 17-18. H

Corolario 3.10. (Integracion por partes en varias variables)

Sea U un subconjunto abierto de R"™, coordenado por {xi,...,x,}, Q un abierto cuyo
cierre es una subvariedad orientada de dimensién n, compacta y con borde de clase C' a
trozos contenida en U.
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Sea w la forma de volumen dada por w = dxy A...Ndx,, y f,g: € CL({U,R), 1 <i <mn,
f con soporte contenido en ). Entonces, se verifica que

[ a0g == [ 3 05

Demostracion. Basta aplicar el teorema [3.9)al campo fD, donde D = Y7 | g;(x) 5.
En efecto, div(fD) = D(f) + fdiv(D), Tuego por el teorema,

/QDer/Qfdiv(D):/miwa

pero [, irpw = [, fipw = 0, puesto que Sopf C Q, luego

/QDf:—/Qfdiv(D)

que en coordenadas es la expresion que buscabamos. O

Lema 3.11. (fundamental del cdlculo de variaciones)

Sea f una funcion continua de @ C R™ en R. Si [, f(x)n(x)dx > 0 para toda funcion
n > 0 con soporte compacto, entonces f(x) >0 Vx € Q.

En particular, si [, f(x)n(x)dx = 0, entonces f(x) =0 Vx € Q.

Demostracion. Razonemos por reduccion al absurdo. Si existiera un punto a € €2 tal que
f(a) < 0, podriamos encontrar un € > 0 y una bola B(a,r) con B(a,r) C § tal que
f(x) < —e en B(a,r).

Consideremos la funcién n € C2°(€2,R) definida por

e’“Q—H_Xl—aHQ, six € B(a,r
n(x) = { (@)

0, six € Q— Bla,r)

Entonces, se verificaria la siguiente cadena de desigualdades

0< / f(x)n(x)dx = /B(w)f(x)n(x)dx < —€ /B(M) n(x)dx <0

donde la primera desigualdad se tiene por hipdtesis y en la igualdad simplemente se
restringe el recinto de integracién al soporte de la funcién 7. Con esto llegamos a contra-
diccion.

La segunda parte se deduce inmediatamente de lo anterior. O]

Teorema 3.12. (Ecuaciones de Euler-Lagrange)

Sea U un abierto de J'(IT), F € C*(U), Q un abierto relativamente compacto de R"
contenido en la proyeccion de U y u € C*(Q,R™) una funcion tal que la imagen de j'u
esté contenida en U.

Sea J la funcional definida en un entorno de u en C*(Q,R™) como

J(V):/QF(X,V(X),V/(X)).
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St 6uJ(p) = 0 para cada ¢ € C*(Q,R™), entonces se verifican las siguientes ecuacio-
nes, conocidas como ecuaciones de FEuler-Lagrange:

OF . " d [(OF
R SF e e

donde % es la derivada total,

) (x,u(x),u'(x)) =0, 1<j<m

d 9 90
Demostracidn. Sea ¢ € C*(Q,R™). Como 6yJ(p) = 0, segtin la férmula (3.1)) tenemos

(3.2)

Z/ (&zj x),u'(x))p;(x) + Z gpi (x,u(x), u/(x))gij (X)) dx.

Aplicando la férmula de integracién por partes (corolario [3.10)) a la segunda suma, para
cada 7 =1, ...,m, resulta

8% d /
/ Z 8]9]1 ( )) axz / Z dl’z (apjz) * u(X)7 u (X))SOj(X)dX,
Sustituyendo en la ecuacién (3.2), se obtiene la igualdad

n

3y 0= [ Z ( 37, e ) =3 () <x,u<x>7u'<x>>> oy ().

Fijemos ahora el indice j, y consideremos ¢;(x) = n(x) y ¢i(x) = 0 para [ # j. De la
ecuacion (3.4)), obtenemos

(3.5) 0= /Q (g—i( Y di (6]9]1) X u(x),u’(x))) n(x)dx

=1

para 1 < j < m. Concluimos la demostracién por el lema [3.11] fundamental del calculo
de variaciones, de donde se tiene

(3.6)

OF ”d(

a_zj( ) x,u(x),u'(x)) =0, 1<j<m.

— Opji

O

Definicién 3.13. Se dice que u(x) € C*(Q,R™) es un extremal de J si verifica las
ecuaciones de Euler-Lagrange.

Observaciéon 3.14. Notese que pueden existir extremos de la funcional J que no verifi-
quen la ecuacion de Fuler-Lagrange: en efecto, hemos demostrado que esta es condicion
necesaria si este extremo es de clase C2.
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3.2. Ejemplo: la braquistécrona

El problema de la braquistocrona se puede presentar como sigue:

Enunciado 3.15. Dada una curva diferenciable y = u(z) en R? que une los puntos P =
(xp,yr), @ = (xg,yq), se deja caer (es decir, con velocidad inicial nula), inicamente
bajo la accion de la fuerza de la gravedad y sin rozamiento, una particula puntual. Se
pide encontrar la curva, conocida como braquistocrona, para la que el tiempo que tarda
la particula en llegar a ) desde P es minimo.

Supéngase, por simplicidad, que P = (0,0) e yo < 0 < zg.

La longitud de la curva viene dada por la expresion [ = f;}f) ds, donde

=1+ (v/(x))%d.

Observemos que la velocidad de la particula se corresponde con el cociente v = dt, luego
por el teorema de la funcion inversa, dt = %. Asi, el tiempo que la particula tarda en

recorrer la curva y = u(z) es
/ dt = / —ds.
P

Calculemos ahora v(x). Para ello, notemos que, por la conservacién de la energia
mecanica en el sistema, esta es en todo punto igual a la inicial, que coincide con el
potencial de la particula en P, es decir, con mg|yg|, debido a que v(0) = 0 por hipdtesis,
e |ygl es, en este caso, la altura a la que se encuentra la particula respecto del punto de
llegada. Podemos escribir esto como

1
57%(90)2 + mglu(z) — yo| = mylygl,

donde m es la masa de la particula y g, la aceleracion de la gravedad. De aqui se tiene

que v(x) = \/2g|u(z)| y sustituyendo en T"

/ W\/ )2dx

En definitiva, el problema de la braquistécrona se puede entender como encontrar la
curva y = u(x) que minimice la funcional T'(u) = [;'¢ F(z, u(z), v (x))dx, donde la lagran-

V14p2

giana es F(x,y,p) = m en un cierto conjunto de funciones. Tratemos de determinar

este conjunto:
En primer lugar, tengamos en cuenta las condiciones iniciales del problema: u(0) = 0,

u(rg) = yg; asi como que u debe pertenecer al dominio de la funcional, 7. Para este
problema,

Dom(T) = {u € C'([0,z¢)]) : (z,u(x),u (z)) € U Vx € [0,z¢]}
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donde U es el abierto de R? en que la lagrangiana estd definida. Nos queda estudiar
cuando esta definida la primera variacién de la funcional: para ello, calculémosla en u en
una direccién dada ¢, de acuerdo con la formula que hemos expuesto en este capitulo.

1+u( )? u'(x) ,
5.T(¢) = ¢_/[ RN Rl wL¢meﬁme

Con todo, el conjunto sobre el que queda definido el problema es:

[ = {u € C*0,zq)u > 0,u(0) = 0,u(xg) dr < oo}

S

A continuacién, operemos para alcanzar una condicion necesaria de extremo: observe-
mos que como F' no depende de x,

d , JOF\ . OF OF oF , ,O0°F , . OF
. (F—u(x)a—p) —u(m)a—y—i-u (x)—=— o —u"(x )8p u'(z) 8y8p—u(x)u (m)a—p2 =

) (2 i@ 28 @28 — iy (2F - LOF
-u\e oy U$0y6p uw@pQ -u\e oy dxOp)’

que es igual a 0 por las ecuaciones de Euler-Lagrange. Por lo tanto, se tiene que

con A\ una constante.
Sustituyendo por la lagrangiana de nuestro problema, la condicién necesaria para que
u sea extremo de la funcional es:

1+u/(z)* e u'(x) _
) (%wmeww>A

que implica la ecuacién diferencial u(z) (1 + (u/(2))?) = 5. Llamemos, por simplicidad,
W= %, y apliquemos el teorema de la funcién inversa. Entonces:

:/\/Zdu

Para integrarlo, hagamos el siguiente cambio de variable: u = psen®t, du = 2y sent cos tdt,
de manera que

2t 1 2t
/ usen ———2usentcostdt = 2;/J/sen2 tdt =2p | =t — Sen + K
—sen?t) 2 4

Por las condiciones iniciales de nuestro problema, se tiene que K = 0, asi que, llamando
a = 5y 0 = 2t y reescribiendo la expresion de u respecto de t, obtenemos que las
unicas curvas que verifican la ecuacién de Euler-Lagrange son aquellas cuyas ecuaciones
paramétricas son :

x=a(f —sinb)

y=a(l—cosb)

llamadas habitualmente cicloides.
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Capitulo 4

Problemas variacionales con
ligaduras

En este capitulo consideraremos el problema de encontrar extremos de funcionales

fQ x,u,u’)dx de manera que se satisfagan ciertas restricciones dadas sobre el

espaao de funciones consideradas. Estas restricciones, o ligaduras, como las designare-

mos en adelante, son de la forma G(x,u,u’) = 0, con G(x,z, p) una funcién con valores

en R, r < m, donde x = (21, ..., ), 2= (21, ..,2m) Y P = (P11, .-+, Pum) ¥ W denota las
coordenadas del jacobiano de u, como definimos en el capitulo anterior.

Habitualmente se distinguen dos tipos de ligaduras, cuyo estudio es notablemente
distinto: las ligaduras holénomas, que son aquellas que, mediante integraciéon respecto
de x, pueden expresarse de la forma G(x,u) = 0, es decir, sin depender explicitamente
de u’; en otro caso, se dicen no holénomas. A continuacién desarrollaremos la teoria de
multiplicadores de Lagrange para estos dos tipos y lo aplicaremos al calculo de geodésicas
y al problema isoperimétrico.

4.1. Ligaduras holénomas

Sea 2 un abierto conexo acotado de R™, G : R" x R™ — R", G = (G4y, ...,G,) una
funcién de clase C?. Definamos un subconjunto de R™ x R™:

M= {(x,z) : x € Q, G(x,2) =0}

Para dotarlo de estructura de subvariedad diferenciable de clase C2?, de dimensién
n+m — r, basta con que las diferenciales de las componentes Gy, ..., G, sean linealmente

independientes en cada punto de M. Supondremos que la matriz jacobiana (%—%)1 <i<n

1<5<r
es de rango maximo, r, en todos los puntos de M, de manera que la proyeccion natural

M — Q es epiyectiva.

El problema variacional tratado consistird en la minimizacién de la funcional J para
funciones u : © — R™ de clase C' tales que la grafica de u, a la que denotaremos
en adelante por I'(u), esté contenida en M. De otra manera, podemos caracterizar las
funciones admisibles como aquellas tales que, para x € 2, u(x) pertenece a la subvariedad
M(x) :={z € R™:G(x,z) =0} de R™.
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Observacién 4.1. M(x) también tiene estructura de variedad diferenciable de clase c?
para todo x € ), por las condiciones exigidas a G, y ademds existe una proyeccion canoni-
ca de M sobre M(x), fijada x € ), dada por

M —— M(x) .

(x,2) ——>1z

Con las hipdtesis y notaciones anteriores, presentaremos dos lemas, analogos al lema
fundamental del calculo de variaciones (lema[3.11]) y a la proposicién 3.6} respectivamente,
pero previamente es necesaria la siguiente

Definicién 4.2. Sea ) un abierto de R™. Un campo tangente a R" xR™ a lo largo de
una seccion s € I'(Q2,R" x R™) (o con soporte en s), definida por s(x) = (x,u(x))
con u € CHQ,R™), es una aplicacion que asigna a cada punto a € ) un vector tangente
a R™ x R™ en el punto s(a):

ar— Ds(a) S Ts(a) (Rn X Rm).

Diremos, ademds, que D, es vertical si, para cada a € €1, el vector Dy se proyecta
en 0 mediante la aplicacion lineal tangente 11, gy : Ts@) (R x R™) — T,R™. En otras
palabras, D, es vertical si Dya) € Ker Il ), Va € R". A este micleo se le conoce

habitualmente como espacio tangente vertical de R™ x R™ en s(a), y se denota por
Vg(a) (Rn X Rm)

Toda seccién del fibrado R™ x R™ — R™ es de la forma s(x) = (x,u(x)), donde u es
una funcién de R™ en R™. En este sentido, hablaremos de campos tangentes con soporte
en u.

Observacion 4.3. Eziste una identificacion candnica entre el espacio tangente vertical
de R™ x R™ en un punto fijado de este, (a,b) € R™ x R™, Viap)(R" x R™), y el espacio
tangente T,R™, puesto que I, (o p)(TpR™) = 0.

Ademads como, fijada una base, existe un isomorfismo entre T,R™ y R™, se tiene que
Viap)(R" x R™) ~ R™.

De esta manera, los campos tangentes verticales a lo largo de una seccion s se pueden
entender como aplicaciones de R™ en R™, es decir, D : R® — R™. En adelante, se
considerardn como campos o aplicaciones sequn convenga.

Para el siguiente resultado, denotaremos por II®? a la proyeccién ortogonal de R™
sobre el espacio tangente de M (x) en z € R™, T,M(x).

Lema 4.4. Sea ¢ : Q — R™ una aplicacion continua, y u : Q@ — R™ de clase C' cuya
grdfica esté contenida en la subvariedad M de R™ x R™.
Si [, (%) - o(x)dx = 0 para todo ¢ € C}(Q,R™) campo tangente vertical con soporte
en u, entonces:
112 (4)(x)) = 0, para todo z € Q.

Demostracion. Fijemos un xq € Q, y sea zg := u(xg). Sean Dy, ..., D, ., V1, ..., V, campos
tangentes a M de clase C! cuyos valores en cada punto (x,z) de un entorno U de (X, zo)
en M sean una base ortonormal de 7Tk, M donde para cada (x,z) € U, los valores de
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Dy, ..., Dy, en (x,z) forman base de T, M (x), donde M (x) se entiende como subvariedad
de M y T,M(x) como subespacio de T{(x, M.

Escojamos una bola B = B(zg, R), de centro x( y radio R con {(x,u(x)) : x € B} C U,
y funciones @1, ..., pm_r € C1(B,R). Entonces, se tiene que

©(x) := ©1(x)(D1) (xux)) T - + Crm—r (X) (Dm—r) (x,u(x))

es un campo tangente vertical de clase C!(B,R™) a lo largo de u.

Por la identificacién de R™ con Vixux)M fijadas bases, como 9(x) € R™, existen
funciones continuas de B en R, a;(x), bx(x) tales que

(4.1) Y(x) =Y a(x)(D) i) + Y 0e(X) (Vi) ), X € B

=1 k=1

Por la eleccién de los campos D; y Vi, la hipétesis de que [, 1(x) - p(x)dx = 0 puede
escribirse como

(4.2) /Q [a;(x)p1(X) + oo + Gy (X) P (X)] dx = 0

Aplicando el lema , se tiene que q;(x) = 0 en B para 1 <[ < m — r. Observando
la ecuacién , se puede deducir que esto es equivalente a que TI®U®)(3)(x)) = 0 para
todo x € B. En particular, sera cierto para x = Xy, que como es arbitrario en (2, se tiene
el enunciado del lema. O

Lema 4.5. Consideremos la clase € de aplicaciones v € C*(Q,R™) tales que la imagen
de la prolongacién 1-jet de v, j'v, estd contenida en el dominio de una funcional J dada,
Dom(J), y que satisfacen la condicion de ligadura G(x,v(x)) =0 Vx € Q.

Siu € € es un minimo relativo débil de J en la clase €, entonces la primera variacion
duJ () = 0 para todo ¢ € C1(2,R™) campo vectorial tangente a lo largo de u.

Demostracion. Por ser u un minimo relativo de J, se verifica que existe ¢ > 0 tal que
J(u) < J(v), Vv € € verificando v=uen 0Q, y ||[v—u| <.

Sea ¢ € C1(2,R™) un campo vectorial arbitrario tangente a lo largo de u. Mediante
construcciones elementales, podemos encontrar una variacion general de u en la direccion
de ¢, en el sentido de la observacion , del capitulo anterior, que denotaremos por ¢ (x, t).

Definamos, entonces, ®(t) := J(¥(+,t)), es decir, la funcién que resulta de aplicar la
funcional J a la variacién general, fijada ¢t y dejando libre la variable x € 2. Esta funcién
satisface ®(t) > ®(0), para valores de |t| suficientemente pequenos. De aqui se deduce
que 0uJ(p) = L(J(¥))|i=0 = L®(t)[;=o = 0, donde en * hemos razonado como en la
observacion y concluimos lo que queriamos ver.

]
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Este ultimo resultado nos motiva la siguiente

Definicién 4.6. Una aplicacionu € C*(Q, R™) sujeta a alguna ligadura holénoma G(x, u(x))

0 se dice punto critico ligado de J si §,J(¢) = 0 para todo p € CH(Q,R™) campo vec-
torial tangente a lo largo de u.

El resultado principal de esta seccién nos permite asignar a todo problema variacional
con ligaduras holénomas un problema variacional equivalente sin ligaduras. Este método
se conoce como regla de los multiplicadores de Lagrange, y lo probamos a continuacion.

Teorema 4.7. Seau de clase C*(Q,R™). Siu es un extremal débil ligado de J con respecto
a las condiciones de ligadura Gj(x,u(x)) = 0, 1 < j < r, entonces existen funciones
continuas en €, Ay, ..., A\, llamadas multiplicadores de Lagrange, tales que u es un
extremal de la funczonal J*(v) = [, F*(x,v(x),V'(x))dx, donde la lagrangiana es

F*(x,z,p) = F(x,2,p) Z)\

Demostracion. Por simplicidad de lectura, usaremos la notacién del operador de Lagrange:
o C(QR™) —=C2(Q,R™)
ut Lp(u)
definida por Lg(u) = (vq, ..., v), donde, para cada 1 < j < m,

= G - de (5 txuw)

Opji

de modo que las ecuaciones de Euler-Lagrange presentadas en el apartado anterior se
pueden escribir como Lp(u) = 0.

Siu es un punto critico ligado de clase C*(Q,R™), por el lema , se tiene que
0 = dut(p) = [, Lr(u)pdx, VYo € Cl(,R™) campos vectoriales tangentes a lo largo
de u. Aphcando el lema [4.4] tendremos que TI*W(Ly(u)) = 0, es decir, que Lp(u)(x)
es perpendicular al espacio tangente Ty M (x) Vx € €. Entonces, Lp(u)(x) debe ser
una combinacién lineal de los gradientes de las funciones de ligadura, puesto que for-
man base de los vectores normales a la subvariedad. En otras palabras, existen funciones
AL(X)y .o Ar(%), x € Q tal que

" 0G, 0
Ak (x qux G, con V(g ux)G —xu (—) )
Z ( e g a azj (x,u(x))
En definitiva, se tiene que, para cada 1 < j <,
OF W~ d [OF . . oG,
il _ — A
azj (Xv uu ) v dxl (8]7]2 (X7 u,u )) £ k(X) 82]’ (X7 LI)

Esto es equivalente a que Lp«(u) = 0 para F* como en el enunciado, de manera que
concluimos lo que queriamos ver.
m
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4.2. Calculo de geodésicas

Dada una superficie S de R3, llamamos geodésicas de S a las curvas sobre ella que
representan la trayectoria mas corta entre dos puntos cualesquiera de la superficie.

Abordemos el célculo de geodésicas sobre S como un problema variacional condicio-
nado por ligaduras holénomas, planteandolo como sigue.

Una curva parametrizada de R? es una aplicacién v : [a,b] — R3, donde [a,b] es un
segmento de R. Si {z1, 22, 23} son las coordenadas de R3, consideremos una superficie S
dada

S={zeR*:G(z) = ¢},

siendo G una funcién de R3 con valores en R y ¢ una constante. La condicién para que
una curva v esté en S es que G(v(t)) = ¢ para todo t € [a, b].

La longitud de la curva v estd dada por la funcional L(¢,v,v") := f ||v'(t)]|dt, luego
las geodésicas que unen los puntos A y B de S son aquellas curvas v : [a,b] — R? tales
que v(a) = A, v(b) = B que minimizan la funcional £ y ademés verifican la condicién de
ligadura G(v(t)) = c¢. Caractericemos computacionalmente estas curvas.

De los resultados teodricos desarrollados en este capitulo, deducimos que los extremales
u € C*([a,b],R?) de L sujetos a la ligadura holénoma G(z) = ¢, son extremales de la
funcional

£(t0,0) = / (1(8)] + MBG(w (1)) dt,

para alguna aplicacién continua A(t). Por lo tanto, si llamamos F a la lagrangiana asociada
a L, F(t,v,v') = |V/(t)|, y F*, a la asociada a L*, F*(t,v,v") = |V/(t)| + A(t)G(v(t)), se
verifican las ecuaciones de Euler-Lagrange:

oOF™ , d [(OF*
5 (t,u,u") — dt(@ (tuu))-()
0, equivalentemente,
oF , d (OF oG
a(ta u, u ) dt (a (ta u, u )) )‘( ) Oz (tau>7

que en nuestro caso se corresponde con

Y SO B VACIS
it (etan) =075 0.0

donde usamos notacién matricial para 2&, 2 97 o OF7
ErR 6p’ Bz op

Por lo tanto, si u es una geodésica de S que une a y b, verifica la ecuacién anterior
y, ademds, es parametrizable por la longitud del arco, es decir, |u'(t)| = constante # 0,
Vt € [a,b]. Reparametrizando, entonces, podemos suponer que |[v/(t)| = 1, y la ecuacién
anterior queda

(4.3) - A(t)@.
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Reciprocamente, toda solucién de la ecuacién (4.3)) u(t) de clase C? no constante y que
verifique las condiciones de ligadura que definen S con a <t < b, también es parametri-
zable por la longitud del arco y, por lo tanto, es una geodésica en S.

En efecto, consideremos las ecuaciones[.3] La ecuacién de ligadura G((u(t)) = cimplica

(t) = 0. Por otra parte, dt|u =2 Z u ), luego

1d > G
i Zu A(); i(t) 5 (u(t) =0,

de modo que |u/(t)| es constante, y es no nula porque u(t) no es constante, entonces es
parametrizable por la longitud del arco.

En definitiva, hemos probado que las geodésicas de S que unen los puntos a y b son
todas las soluciones de la ecuacion que cumplen la condicién de ligadura considerada.

Ejemplo 4.8. Cdlculo de geodésicas en una esfera.

Consideremos aplicaciones u como antes, para la superficie S = {z € R? : |z| = R}.
Las geodésicas de una esfera S son segmentos de circunferencias mdximas de esta, enten-
didas como aquellas que se forman por la interseccion de la frontera de dicha esfera con
un plano que contiene a su centro.

En efecto, sea u(t) una geodésica de S. En este caso, la condicion de ligadura es
G(u(t)) = {Ju(t)| = R}, y por la ecuacion ([4.9), existe una funcidn A(t) tal que

W) = MO = M0

1 <0< 3.

Calculemos qué funcidn es \(t) derivando dos veces respecto de t la igualdad |u(t)|* = R?.

: 2
Obtenemos u 'g” = —1|u’|2 = —1, de donde se tiene =1 = Y, u; -u = XY, & vy, final-
mente, \ = T T TR
Sustituyendo entonces en la expresion obtenida por , ui = —45 y, por lo tanto,
su norma es |u”"(t)] = \/ZZ u'"? = \/R4 Siu? =/ = % La funcion curvatura de

y = u(t) estd definida en cada punto como ty — |u”(to)| y, como R > 0, en este caso
es constante mayor que cero, asi que necesariamente la geodésica es una circunferencia
mdzima de la esfera S, o un segmento de esta.

4.3. Ligaduras no holénomas

Para comenzar esta seccion, observemos que todo problema variacional de orden ma-
yor que uno podria expresarse como otro problema equivalente de orden uno sujeto a
ligaduras no holénomas. Ilustrémoslo, por ejemplo, para el caso de segundo orden:
la integral [, F'(x,u,u’,u”)dz podria escribirse como [, F(x,u,u’,v')dx con v(x) defi-
nida como v(x) — u'(x) = 0, es decir, dada por una ligadura no holénoma de la forma
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G(w,w') =0, donde w(x) := (u(x), v(x)).

Sea F'(x,z,p) € C'(A,R), con A un abierto de J*(R™, R™), la lagrangiana considerada,
y sea G(x,z,p) = (G1(X,2,P), ..., Gr(x,z,p)) de clase C}(A,R").

Sea  un abierto conexo acotado de R™. Si v € C'(Q,R™) es una funcién tal que la
imagen de j'v estd contenida en A, podemos definir la funcional

En adelante, llamaremos funciones admisibles a aquellas v que verifican la condicion
anterior.

Sea u un minimo relativo de la funcional J dentro de la clase € de funciones admisibles
v tales que v|gn = u|sq y que verifican las condiciones de ligadura

G(x,v,Vv') =0.

En general, es dificil establecer resultados sobre condiciones necesarias de extremo.
Entendiendo la funcién G como un operador diferencial de primer orden y bajo ciertas
hipétesis sobre u y la clase € se puede demostrar que existen funciones A = (A, ..., ;) €
L'(Q,R"), denominadas multiplicadores de Lagrange, tales que

oF oG oF 0G )
oz 9o o= = Q,R™).
/gl{(ﬁz—i_)\az) 90+(ap+/\ap) go}dx 0, para todo ¢ € C,(2,R™)

Ademas, bajo ciertas condiciones de diferenciabilidad sobre u y los multiplicadores, A,
como las que se presentan en [10], se pueden deducir de la identidad anterior las ecuaciones

de Lagrange
dx \ Op op 0z oz )

No obstante, estas condiciones no son faciles de comprobar en la practica.

En los enunciados anteriores hemos utilizado notacién matricial, donde %—f = (

oG OF 9G
0z’ Op’ Op°

OF OF )
M

0z1°’ ) OzZm

y andlogamente para

Como consecuencia de las dificultades expuestas, en este apartado nos restringiremos
al caso de una variable independiente.
Sea, entonces, la funcional

J : C*([a,b],R™) R

Vi J(v) = fabF(a:,v,v’)da; = fabF(j;V)dx

Nuestro objetivo es alcanzar una regla anédloga a la de los multiplicadores de Lagrange
con las hipotesis adecuadas, que enunciamos a continuacién.

Teorema 4.9. (Regla de los multiplicadores de Lagrange)
Sea A un abierto de J*(II), F,Gy,...,G, € C3(A,R) y supongamos que la matriz
H es de rango r en cada punto.
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Sea u € C*([a, b], R™) un minimo local de la funcional J dentro de la clase de funciones
admisibles v que verifican las condiciones de ligadura

Gj(z,v(x),Vv'(z)), 1<j<r.

Existen, entonces, funciones Ay, ..., A, € C'([a,b],R) tales que u es un extremal de la
funcional

J*(v) = / F*(z,v(z),v'(z))dz,
donde .
F*(JZ,Z, p) + Z /\z(x)Gz(xv Z, p)

Dedicaremos el resto del apartado a probar este resultado.

Comencemos observando que, por hipétesis, podemos suponer que det (%) #0,

reordenando las coordenadas si es preciso.

Se tiene, entonces, por el teorema de las funciones implicitas, que cada punto del
subconjunto de J*(R™, R™) dado por las ecuaciones de ligadura G,(z,z,p) = 0 tiene un
entorno en el cual las ecuaciones de ligadura son equivalentes a

(44) pi:gi<x7zapr+17‘“7pn)7 1 Sigra
con g; funciones de clase C3.
En consecuencia, si descomponemos u = (uq, ..., u,) como u = (v, w), de manera que

v = (U1, .oy ), W= (Upp1, ..., Uy), s decir,

v; = Uy, 1< <r

localmente se puede escribir
vi(x) = gi(z,v(z), w(z),w' (), 1 <i<r.

. ., vaTiacis _ e o
Definamos, a continuacion, una “variacion” (r-+1)—paramétrica de w(x), con parame
tros t = (tg,...,t,) € R™*!

(4.5) W (—¢€,¢)" 1 x [a, ] R™~" ,

(toy ooy try ) ———= W (to, t1, ..., tp, ) = W(x) + Zthgoh(x)
h=0
con g, 1, ..., or € C*([a, b],R™™") funciones que se anulan en a y b.
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De la definicién se tiene que

(W(0,2) = w(z), a<z<b
(4.6) W(t,a) = w(a), W(t,b) = w(b), Vtec (—¢c¢)
\%‘j = ©p, 0<h<r

Observemos que, en particular, sus extremos son fijos.

Fijando los pardmetros t = (to, ..., t,), consideremos el siguiente sistema de r ecuaciones
diferenciales ordinarias:

(47) Gj(xa}I:va,:W,)
con incégnita y(x) = (y1(x), ..., y-(x)).

Para t = 0, el sistema anterior tiene y(z) = v(z) como solucién, luego del teorema
de existencia y dependencia diferenciable de las condiciones iniciales se deduce que existe
un k > 0 tal que para |t,| < k, 0 < h < r, el sistema tiene una solucién y(z) :=
V(t,z), V= Vi,..., V), de clase C! que verifica las condiciones iniciales

(4.8) V(t,a) =v(a).

0%y

y tal que las derivadas segundas { DDy

} son continuas.
0<h<r

De la unicidad de la solucién del problema de Cauchy (4.7)), (4.8)), se deduce que
(4.9) V(0,2) = v(x), Vo € [a,b].

Nuestro objetivo ahora es obtener una variacién de u(z) a partir de ¥V y W, es decir,
una U(t,z) = (V(r,x), W(r,z)) con los extremos fijos:

(4.10) U(T,a) = u(a), U(T,b) = u(b), T € (—¢€,€).
Para ello, trataremos de encontrar soluciones al sistema de ecuaciones
(4.11) Vi(t,b) = v;(b), 1<i<r

despejando 7 de los parametros en funcién de uno de ellos, por ejemplo . Asi, si escribimos
t1,...,t, en funcién de tq, por las ecuaciones (4.6)), (4.8) y (4.11)), se tiene que la variacién

U(to, {L') = (V(to, tl(to), ceey tr(to), I’), W(to, tl(to), ceey tr(to), JT))

verificarda (4.10), como queriamos, y ademds, por las ecuaciones (4.6) y (4.9), como
t:(0) = 0, 1 <4 < r, entonces U(0,z) = u(z), Vo € [a,b]. Por todo ello, estudiemos

el sistema (4.11)).
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Sea y(x) = V(t, x) una solucién del sistema de ecuaciones (4.7)), es decir,
(4.12) Gj(z, V(t,2), W(t, ), V'(t,2), W (t,z)) =0, 1 < j <

Derivémoslas, respecto de los parametros t;, y valoremos en ¢t = 0. Para simplificar la
exposicion, usaremos la siguiente notacion:

0G; 0G; 0G; 0G; 0G; ,

—(z) = [ =—(2),..., =— — = —= <k<
p (x) (821 (), ..., 97 (x)) , con 77 (x 77 (x,u(z),d'(z)), 1 <k <m,
G, G 0G; 0G; 0G; ,

— ()= =— o, — — = — <k<
p (x) (3]91 (), ..., o (ZB)) , CO o (x o (z,u(z),d(z)), 1<k<m

Obtenemos la expresion que sigue:

"L 0G;, OV — I0G; , 0w,
> 821( )8th (O,ac)+;1 -(z) Bt (0,2) +

i—1 aZT+]
m-—r 8G awl
+y —= 2(0,z) = 0.
Z 31% 3th 0.) le Opr+j (@) oty, (0,2)

2(0,2) = (¢n);(x), 0 < h < r. De esta manera, la

De la ecuacion 1) se tiene que aT

expresion anterior sera

(413) > X Pi0,0) + Y 25 gy 0) +

+Za
i=1

Si denotamos Z(t,z) = (V(t,z), W(t,x)), y %(l‘) = gTzh(O,:c), podemos escribir las
ecuaciones anteriores matricialmente de la manera que sigue:

av, m-—r—a,~
; = < h <.
£(@) 5, (0 25% i) =0,0<h<r

oG, 0Z, 0G, 0Z
E(x)a—th(ﬂ?) + %(93) ot

(4.14) (x)=0, 0<h<r 1<j<r

Cabe resaltar, por otro lado, que de las ecuaciones (4.6) y (4.8) podemos deducir las
identidades

0z 02, 0Z 0Z. |
1) ath( %) = <3th (@), - oty, (a)> 0, (0)=0, 0<h<rr+1<j<m

Concluido el estudio de las ecuaciones y condiciones que tenemos, construyamos los
multiplicadores de Lagrange que buscamos, A;(x), ..., \.(x). Para ello, en primer lugar,
observemos que como u = (v, w) es un minimo local de J condicionado a las ligaduras

(4.4), 1a funcién definida por
b
o(t) 3:/ F(z,V(t,z), W(t,x),V'(t,z), W (t, x))dx
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tiene un minimo local en ¢ = 0 condicionado a las ligaduras dadas por el sistema (4.11)).

Supongamos que las diferenciales en t = 0 de las funciones Vi, ..., V), son linealmente
independientes (para no alargar la exposicién, no tratamos el caso en que sean linealmente
dependientes, que puede consultarse si se desea, por ejemplo, en [§]). Entonces podremos
aplicar el teorema de los multiplicadores de Lagrange para funciones diferenciables en
abiertos de R”, segin el que existen constantes [y, ...,l, € R no todas nulas tales que
do® = 22:1 l;dgV;. Cambiando [; por —I;, el origen sera punto critico de la funcién

U(t) = () + Y _LVilt,b).
i=1
En consecuencia, por la definiciéon de punto critico, se tiene el sistema de ecuaciones
4.16 l =0, 1<h<r.
(1.16) T+ Ci<h<s

Nuestro objetivo es elegir los ¢y, ..., . adecuadamente dejando libre ¢y. Para ello,
veamos cémo dependen los [y, ..., 1. de la eleccién de los .

De las ecuaciones (4.14)) y (4.15]) se deduce que, para cada h fijo, las funciones ?)tz (x) =

gTVZ(O’ x), 1 < j < rseanulan en a y son solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias lineales no homogéneas como el que sigue:

d 0Z; ; 0Z;

—— +d (x = fl(x),
dr ath hz( )ath fh( )

(4.17) l<j<r,0<h<r,

en el que las funciones f}{(x) quedan completamente determinadas por los valores de
u(z) = Z(0,x) y de gn(z), luego no dependen de la eleccién de las ¢; con i # h.

Consideremos ahora las ecuaciones (4.16)):

6th Zl&thOb ) =0

Como las diferenciales en ¢ = 0 de las funciones V; son linealmente independientes por

hipétesis, reordenando si es necesario, podemos considerar det (%) # 0. Entonces
9 b T‘

existe una unica solucién (ly, ..., [,.) del sistema, que depende exclusivamente de la eleccién

de las p1(x), ..., ¢ (x), es decir, no depende del y.

Una vez concluido el andlisis de la dependencia de los [; respecto de los ¢y, ..., @,
escogidos, consideremos la lagrangiana del enunciado del teorema:

F*(z,z,p) == F(z,2,p) + Z \;Gj(x,z,p),

J=1
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siendo los multiplicadores ); de clase C!([a,b],R), de momento, arbitrarios. Para simpli-

ficar la notacién, denotaremos F*(z) := F*(z,u(z),u'(z)) = F*(jlu). Notemos que, a
partir de las ecuaciones (4.14)) y (4.16), podemos deducir que
OF*0Z 0OF*0Z'

4.18 d l —_— 0 b) = 0.
(4.18) /a(8z8t0 8p3t0>x Z
Integrando por partes y sustituyendo con las identidades (4.15)):

— _

oF+* d OF*] 0Z 0Z; OF*

4.19 - — —dx 0,b) ( 1; + b)) =0
( ) /(; l: 0z dx (9p :| (‘%0 Z (9150 ( ) ( 3pj ( ))

Para que F* sea extremal de la funcional J*, escojamos los \;(7), que hasta ahora
eran arbitrarios, como aquellos que resuelven el siguiente problema de Cauchy

OF" _ d oF" _

0z; dz dp;
(4.20)

L+ 9 (b) =0, 1< <7

Desarrollando las ecuaciones y las condiciones iniciales de este problema de Cauchy, que-
dan las expresiones:

421y (95490 | _d _Z, e
( ) (821 dx apj) * 2:1:)\@ (8zj dx (apj )) )‘z ap] 0; ST

- 0G,; oF
4.22 ANi(D)— D)+ 1+ —(b) =0, 1 <j<r.

Por hipodtesis, tenemos que det( o, 1) # 0, luego la matriz de coeficientes de las ) debera

ser invertible. Por ello, con los valores de A;(b), ..., \.(b) obtenidos en ({£.15), de 4.14)
podremos deducir cudles son las funciones Ai(x), ..., \;(x) que buscdbamos: asi, queda
resuelto el problema con una solucién, (A, ..., A.) de clase C' independiente de la
eleccion de ¢, ya que todos los [; lo son.

Fijadas las A1 (), ..., A\s(x) como las soluciones a este problema de Cauchy, la integral
(4.19) reduce su expresién a las dltimas componentes de z y p:

/b " 92, |0F  d OF
)l LML
o 5 Oty | 0z;  dx Op,
o equivalentemente,
b m —% —%
oF d OF
(00)j—r | 5— — o dr =0
/a Pt ! 0z;  dx Op,




para todo gy € C2([a, 8], R"~7) verificando p(a) = (b) = 0, puesto que 22 (x) =
ag}f;l () = (Y0)m—r(z), 7+ 1 < j < m, por definicién.

Aplicando el lema fundamental del calculo de variaciones (lema [3.11)) a esta segunda
ecuacion, se deduce que
OF d oF
4.23 — = — =0 1<j5<
(4.23) Jz;  dx Op; rrlsism

Como esta igualdad se satisface para 1 < j < r, por ser A\i(z),..., \,(x) solucién del
problema de Cauchy (4.20)), y acabamos de deducirla para r + 1 < j < m, entonces es
cierta para todo j, como queriamos ver.

4.4. Problema isoperimétrico

Concluimos el capitulo con el caso particular del problema isoperimétrico, refiriéndonos
asi a los problemas variacionales cuyas ligaduras son de la forma

G(y) = / G(x,y(x), y'(x))dx = ¢

con ¢ constante, G una funcion y €2 el dominio de integracién. Deben su nombre al pro-
blema clasico referido a encontrar la curva cerrada de longitud dada que encierra un area
maxima, que citamos en la introducciéon del trabajo y trataremos como caso particular
un poco mas adelante. Explicitemos las hipdtesis con las que vamos a trabajar.

Sea Q un dominio acotado de R”, u € C'(Q2,R™), A un abierto de J'(R",R™) que
contiene la imagen de la prolongacién 1-jet de u, j'u. Supongamos F(x,z,p), G(x,z,p) €
C%*(A,R), y fijemos la constante ¢ := G(u).

Supondremos ademas que el espacio de funciones, S, en que trabajaremos verifica la
propiedad variacional, que definiremos como sigue:

Definicién 4.10. Decimos que un espacio de funciones S C C'(Q2,R™) werifica la pro-
piedad variacional si para cada v € S y cada par de funciones 1, o € C°(2,R™)
existen constantes €y,ty > 0 tales que v+ ep +t) € S para |e| < €, [t] < to.

Observacion 4.11. S5t S verifica la propiedad variacional, existe la primera variacion de
toda v € § en cualquier direccion ¢ € C(2,R™).

Para este caso, suponiendo una unica ligadura, la regla de los multiplicadores de La-
grange puede enunciarse como sigue:

Teorema 4.12. Sea u un minimo relativo débil de la funcional J, definida por J(y) :=
Jo F(x,y(x),y'(x))dx en S := SN {v:G(v) =c}.

Si 0uG () # 0 para alguna @ € C°(Q,R™), entonces existe un nimero real \ tal que
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Si ademds suponemos que u € C*(2, R™), entonces se verifican las ecuaciones de Euler

en §):
i (8F 8G> (6F oG

+A2— 1 =0 1<:<
op; Op; 0z 8z> 0. 1sism

Demostracion. Por hipétesis, existe una funcién ¢ € C°(£2,R™) tal que 6,G(¢) = 1.
Tomemos otra funcién, arbitraria, ¢ € C°(£2, R™) y definamos las funciones

O(e,t) = J(u+ep+1t), U(et) :=G(u+ ep+ty))

con (€,t) € [—€, €] X [—to, o] =: @, de manera que para €,t; > 0 suficientemente
pequenos se tiene que ®(e,t) > $(0,0) para todos los (¢,t) € @ verificando V(e, t) = c.
Observemos que %T(0,0) = 0.0 (w) = 1, por lo que podemos aplicar el teorema de los
multiplicadores de Lagrange habitual, que nos permite afirmar la existencia de un niimero
real A tal que ®(e,t) + AU(e, t) tiene un punto critico en (0,0). De aqui resulta:

?f(o 0)+22%0,0) =0, %f(o 0) +22Y(0,0) = 0

Oe ot
o, de otra manera,

5uJ(90) + Aéug(@) =0, 5u<](w) + Adug(¢) =

De la tltima ecuacién se deduce claramente que A = —§,J(¥), por la eleccion de la 1,
lo que prueba la independencia respecto de A de la ¢ € C(€2, R™) escogida. La primera
ecuacion es, por tanto, la relaciéon del enunciado. La ecuaciéon de Euler-Lagrange se deduce
de esta igualdad tal y como hicimos en el capitulo anterior. O]

Una vez presentado el resultado para una unica ligadura de esta forma, podemos
generalizarlo a una coleccion finita de ellas. Para hacerlo, fijemos las siguientes notaciones:
Gely) == [, Gr(x,y, y)dx con Gip(x,z,p) € C'(U), 1 <k <r;c=(c1,..,¢), ¢ =
Gr(u ) y por tdltimo, S, := SN{v : Gi(v) = ¢, k = 1,...,r}, siendo S un espacio de
funciones donde se Veriﬁca la propiedad variacional.

Teorema 4.13. Sea u un extremo débil de J en el espacio de funciones S., y supongamos
que existen funciones Py, ..., 9, € C°(2,R™) tales que la matriz A = (ay) de coeficientes
ag; = 0uGr (W) tiene rango mdzximo 7.

Entonces, existen numeros reales Ay, ..., A, tales que la funcional dada por
J* = J + /\191 + ...+ >\rg7"

verifica la relacion

dul(p) =0, p € CZ(L,R™)
Demostracion. Consideremos t = (t1,...,t,) v ¢ € C°(Q,R™) arbitraria, y definamos

(I)(Eat> = ‘](u + €Y + tlgpl + .+ trgpr)a \Dk(eat) = g(u + €p + tlwl + ...+ trwr)

de manera que ¥, ® € C!, A = (%(0,0)) y W(e t) > ¥(0,0) para |e| < €, |t| < to

con €g,ty > 0 suficientemente pequenos, y Vy(e,t) = ¢, 1 < k < r, con lo que podemos
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aplicar el teorema de los multiplicadores de Lagrange habitual. Segun este, existen reales
A1, ..., A, tales que

v
oo +Zxkhoo =0

Z)\k £00,00=0,1<j<r

De las tultimas r ecuaciones se pueden determinar estos multiplicadores, de manera
que se prueba su independencia respecto de la eleccion de . Asi, la primera ecuacién nos
da el enunciado del teorema. O]

Ejemplo 4.14. Problema isoperimétrico clasico. Como aplicacion, resolveremos el
problema isoperimétrico cldsico, cuyo enunciado es el que sigue:

Enunciado 4.15. De entre todas las curvas de Jordan (cerradas y simples), regulares y de
clase C%, cuya longitud es [, hallar aquella, C, tal que el drea de su interior es méxima.

Antes de comenzar el razonamiento, destaquemos que podemos suponer, sin pérdida
de generalidad, que la curva solucion C tiene interior conexo, porque si no lo fuera, se
podria construir de manera obvia otra curva de igual longitud con interior conexo y de
area mayor.

Consideremos entonces una curva f(z) = z, ap < x < ag fija que une los pun-
tos P = (a1,b1), Q@ = (ag,bs) en el plano XZ, y el espacio de funciones, S, forma-
do por las z = v(x), a1 < & < ay de clase C* wverificando las condiciones de frontera
v(ay) = by, v(ag) = by y que son tales que f(x) < v(x), x € (a,as).

Notemos que S, definido ast, verifica la propiedad variacional. Por otro lado, definamos
el drea entre las graficas de las funciones f y v:

T(v) = / " ole) — f(2) de

al
Formalicemos a continuacion la ligadura motivada por el enunciado del problema co-
mo L(v) := f@ V1+v?dr = ¢, donde ¢ > |P — Q| es la longitud de la curva que fija
el enunczado es decir, una constante. Denotemos por S, al espacio de funciones que se
obtiene de intersecar S con las funciones v que satisfacen la ligadura anterior.

Con estas hipdtesis y notaciones, supongamos que u € S, es un mdzimo de clase C?
de la funcional I en este espacio de funciones. Observemos que como escogimos ¢ estric-
tamente mayor que |P — Q|, se tendrd que u no define una recta. Por ello, existen ¢ €
C°(ay,az) de manera que la primera variacion de L en u respecto de la direccion ¢ es no
nula; y aplicando la regla de los multiplicadores de Lagrange expuesta antes, podemos afir-

mar que existe un A € R tal que u es extremal de (A + \L) (u) = faaf (u + A1+ u’2> dz,
o de otra manera, solucion de la ecuacion de Euler asociada:

d (o) - sy OVTFP)\ (o) - @) f(“*“ﬂ)

dx dp A dp B 0z + 0z

=0
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Y operando

!/ /
di )\& —1:0@% & -
T 1+u/(ﬂf)2 i

De esta ultima ecuacion, se deduce que la curvatura de u es constante, de manera que se
prueba que la solucion al problema isoperimétrico cldsico es una circunferencia.
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Capitulo 5

Calculo de variaciones en espacios de
jets

Sean X, Y variedades diferenciables de dimensiones n y m, respectivamente, V = X XY
y I : YV — X la proyeccion natural. Supongamos, ademas, que X es una variedad orien-
tada por una forma diferencial exterior de grado n, ¥.

Denotemos por J(IT) al espacio de 1-jets de secciones locales de II, y consideremos la
proyeccion natural definida en el capitulo 2,

My: JYII) — X
-1

Jas F— a.

Por otro lado, por simplicidad de notacién, denotaremos también por ¥ a la subida de
la forma de orientacién de X a J'(II) mediante Iy, IT% (¢9).

Un problema variacional de primer orden sobre la proyeccion regular IT esta definido
por una funcién F € C>*(J(II)), que recibe el nombre de funcidn lagrangiana.

Se denomina densidad lagrangiana a la n-forma F'v.

En el espacio de secciones locales de II, T'(IT), se puede definir la funcional que asigna
a cada seccion s la expresion

= [ Fo= [ ),

donde Dom(s) denota el dominio de s, y JS, la imagen de j's, como definimos en el
capitulo 2.

El dominio de definicion de la funcional J sera el subconjunto de las secciones locales
de II para las que la integral esta bien definida.

En este capitulo, dado un problema variacional, expondremos condiciones necesarias
sobre las secciones para que la funcional J alcance extremos. Para ello, previamente
definiremos las nociones de variacion y variacién infinitesimal de una seccion local de I,
que utilizaremos para este propdsito.
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5.1. Variaciones y variaciones infinitesimales

Comencemos la secciéon recordando la nociéon de automorfismo de II sobre un auto-
morfismo diferenciable de X que dimos en el capitulo 2.

Definicién 5.1. Sea ¢ un automorfismo diferenciable de X. Un automorfismo de 11
sobre ¢ es un difeomorfismo ® : V — V que hace conmutativo el diagrama

[ T
i} jn
X=X
Definicién 5.2. Sea s una seccion local de 11 y Q un abierto de X de cierre compacto

Q C Dom(s) que sea una subvariedad con borde reqular de clase C' a trozos de X .
Una vartacion de s en ) consiste en:

» una familia uniparamétrica {x;} de automorfismos de X definida para t € (—e,¢€),
e > 0, es decir, en un entorno del 0; y

» una familia uniparamétrica {1} de automorfismos de 11 sobre {x;} tal que
Tt’l‘[—l(aﬁ) = Id‘H—l(aQ), Vt € (—E, 6).

Habitualmente, se entiende por vartacion de s en ) a la familia de secciones

{(1).(s)}-

A partir de la definicién, se deduce directamente que, para cada t € (—e,€),

xtloa = Id|aq, (71)«Slaa = s|aq,

donde (73).8 = 74 0 s 0 X}, como definimos en el capitulo 2.
Supondremos, en adelante, que €2 es el dominio de s.

Observacion 5.3. La nocion de variacion de una seccion se comporta bien bajo auto-
morfismos de I1 sobre automorfismos diferenciables de X, p, en el sentido que sigue:

Si (1¢)«(s) es una variacion de una seccion s dada, y ® es un tal automorfismo de 11,
se tiene que O*(7;).(s) es una variacion de ®*s.

Dada una variacién {(7).s} de la seccién s, podemos definir el campo Dy : Q — TV
tangente en )V a lo largo de la seccién s, cuyo valor en cada punto = € €2 es la derivacion
que asigna a cada funcién f € C*(V) el valor

d((n), s)" f(x)

(D)af = =

t=0

Llamaremos a este campo variacién infinitesimal inducida por la variacién {(7).s}.
Esto motiva la siguiente
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Definicién 5.4. Sea s : 0 — V una seccion local de 1. Una variacion infinitesimal
de s es una aplicacion diferenciable Dy : Q0 — TV que hace conmutativo el diagrama

]

Si w es una forma diferencial exterior en V y Dy es una variacién infinitesimal de s,
podemos definir la derivada de Lie de w con D, como D¥w, donde D es un campo tangente
en V que coincide con D; a lo largo de la seccién s.

Observemos que la definicién no depende del campo D elegido, ya que, por la férmula
de Cartan, se tiene que si un campo D se anula a lo largo de s, entonces D w se anula en s.

Andlogamente, se puede definir la prolongacién 1-jet de una variacion infinitesimal Dy
como D, = D, para un campo tangente D que coincide con Dy a lo largo de s. D, es una
variacién infinitesimal de j's y, ademds, se puede comprobar a partir de la proposicién
que los valores que toma a lo largo de j's solo dependen de los que toma D a lo largo
de s, por lo que esta bien definida.

En adelante, cuando intervengan variaciones infinitesimales de una seccion s dada, se
usaran campos tangentes que coincidan con ellas a lo largo de s.

5.2. Secciones criticas

Dada una funcién lagrangiana F' € C*(J'(II)), consideremos la funcién

U(t) == J((m)s(5)) = /Q (7" (1)) (F0).
Entonces, si s es un extremo de la funcional J, entonces la derivada de W(¢) en t =0
esigual a 0. A las s verificando esta tltima condicién necesaria de extremo las llamaremos
secciones criticas.

Si los automorfismos {7} son verticales, es decir, si las {x;} correspondientes son todas
ellas la identidad, entonces la variacién infinitesimal asociada Dy es un campo vertical.

Si D es un campo tangente vertical en V que coincide con D, a lo largo de s, la
condicién de seccién critica se puede expresar como sigue:

Gu0leo= 5 ([ 6" @00 )| =4 ([oranre)

=[G (pMF0) = [ BHFe) -0,

donde D es el generador infinitesimal de {j'7;}.
No obstante, esta expresion es valida para cualquier variacion infinitesimal de s, no
solo para las verticales.

t=0
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En efecto, si D es un campo tangente que coincide con Dy a lo largo de s, se puede
descomponer en la suma de un campo vertical, que llamaremos componente vertical, y
uno tangente a la seccién, que llamaremos componente horizontal, de la siguiente manera

D=D—s,I,D+s,Il,D= Dy + Dpy.
—_——— Y~
Dy Dy
Se puede probar que la prolongacién 1-jet del campo, a la que denotaremos por D, man-

tiene esta descomposicién, es decir, D = Dy + Dy v, por lo tanto, la condicién de seccion
critica queda

0= [ DHF)= / (s (DH(F0)) = / (s (DE(FD) + / (s (DiFD)).

Basta probar que la integral correspondiente a la componente horizontal es igual a cero
para justificar lo que queremos. Para ello, necesitamos probar un resultado técnico previo.

Si D es un campo tangente en V y w una forma diferencial exterior, el valor de D*w
sobre la imagen de s solamente depende de los valores que tome el campo D a lo largo de
S = Ims. Por lo tanto, podemos definir D*w para campos con soporte en S.

En particular, si D es un campo tangente en X, cada seccién s define un campo
vectorial con soporte en S = I'ms como

(S*E)s(x) = S*xbxa

y si w es una forma diferencial exterior en V, (s,D)*w se puede calcular usando cualquier
campo que coincida con s,D en S.
Entonces, se tiene el siguiente resultado:

Lema 5.5. Dadas una seccion cualquiera s de I1, w una forma diferencial de V y un
campo D tangente en X, se tiene la iqualdad

s* <(8*E)L w) =D" (s*w).

Demostracion. Desarrollemos ambos miembros por separado.
Por un lado,

EL(s*w) = ipd(s*w) + dip(s*w) = ips"dw + dips*w;

y por otro,
s* ((S*E)L w) = sV, pdw + s*di, pw = i, pdw + ds*i, pw.
Por lo tanto, nos bastara probar que para toda forma diferencial w de V), se tiene que
5%, pw = 158 w.

Supongamos que w es de grado p, entonces si Dy, .. Dp 1 son campos tangentes en X,

(5 ) B D) = ) (D0 Dr) =
:w(s*ﬁ, s*ﬁl,...,s*ﬁp_l) =s'w (E,Dl,..., ) (Dl,...,bp_l) ,
cOmo queriamos ver. O
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Desarrollemos, entonces, el integrando de [,,(j's)* (D]L{(Fﬁ)), aplicando en * el lema

anterior para s = jls, w = [, E =IIx,D.
. N\ L .
('s)" (Dh(F9)) = (') (') . D) (o) =

= (WD) (') (FO) = i, pdlG"s) (FO) + din,_p(5")" (),

0

donde el primer sumando es cero porque la densidad lagrangiana es de grado maximo,
luego su diferencial es nula. Sustituyendo en la integral:

|G (D)) = [ din, pli"s)(Po) =0

porque la integral de una forma diferencial exacta con soporte compacto es 0, como con-
secuencia inmediata del teorema de Stokes.

Estos razonamientos nos motivan, por lo tanto, la siguiente definicion de seccion critica.

Definicién 5.6. Consideremos el problema variacional asociado a la funcional J(s) =
leS Fv. Decimos que s es una seccion critica de J si para cada campo tangente definido
a lo largo de s con soporte compacto se verifica que

/J DHPY) =0

Conviene recordar que los campos tangentes D de la definicion, en particular, verifican
que DYP C P, con P el sistema de contacto de J'(IT), como enunciamos en la proposicién

2.10

Observacion 5.7. Si s es una seccion critica para el problema variacional asociado a la
funcional J(s) = les F9, también lo serd si sustituimos F'Y por FO 4+ w; N b;, con w;
las 1-formas de contacto definidas en (2.3), y 0;, (n — 1)- formas cualesquiera.

En efecto, st D es un campo tangente en V, entonces

DL((,UJ‘ A 9J> = Dij A ej + Wi A DL9j7

pero, como DF deja estable el sistema de contacto, entonces waj se anula sobre J'S v,
por lo tanto,

D (w; N O; =0.
(WJ J) g

5.3. Forma de Poincaré-Cartan

Consideremos la proyeccién Iy : J'(IT) — X, definida en , y denotemos A\"(X)
al C*(X)—moédulo de las formas diferenciales exteriores de grado k en X.

Entonces (ITx)*(A"(X)) genera un médulo de formas diferenciales exteriores sobre
C>(JY(I)), a las que llamaremos en adelante formas horizontales.
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A continuacién, probaremos que, bajo ciertas hipdtesis, de entre todas las formas
FJ+ 37 w;j A0, existe una cuya diferencial estd en el ideal de formas diferenciales exte-
riores generado por el sistema de contacto, que ademas es tnica, y que permitird dar una
caracterizacion de las secciones criticas.

Proposicion 5.8. Ezxiste una unica n— forma
O=Fi+) wAb,
J

donde las 8; son (n — 1)—formas horizontales, tal que d© = 0 mddulo el sistema de
contacto.

Demostracion. Probemos, en primer lugar, la existencia de ©. Para ello, impongamos
la condicién del enunciado y veamos que hay alguna © que lo verifica.

d® = d(F) + Y d(w; Af;) =0, mod P,

J
con b6y, ...,0,, (n-1)-formas horizontales.

Desarrollemos primero el primer sumando. Como 9 es una forma diferencial cerrada,
se tiene que d(Fv) = dF A9, luego:

dF N = (ZaFdxz+ZaZ wj—l—za ﬂdpﬂ> A,

donde hemos usado la notacién de derivada total que definimos en ({2.4)).

Como se tienen las identidades dz; AV = 0, dz; AV = wjAY, y dp;i NV = ( ( )dwj) AV,

ox;

que se pueden comprobar facilmente, sustituyendo, obtenemos

d(F9) = Z (gz + g}i < (2 wi>dwj>) A9,

que médulo el sistema de contacto es congruente con la expresion siguiente:

d(Fv) = ZgF (( %>dw3) AN = Z (ip,dw;) A9,

Pji

" OF 0
i1 apji 0:):1

donde el campo D; denota D; :=

Ademas, dw; A Y = 0, luego (iD‘jdwj) AV = —dw; Nip,;J, de manera que se tiene la
siguiente congruencia modulo el sistema de contacto:

d(Fﬁ)E—idwj/\iDj :—Zd wj Nip,V

J=1
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Del célculo anterior se deduce que d© = 377", d(w; A 0; — w; Aip,J) mod P. Por lo
tanto, si
6]' - ’iDjﬁ,
tendremos que d©® = 0 mod P, como queriamos. En consecuencia, hemos probado la
existencia.

Veamos ahora la unicidad de ©.

Denotemos n; = z( o )19. Si 6; es una (n — 1)-forma horizontal, se puede escribir como
ox;

‘9j = Z)\jﬂ’]i, /\ji € COO(JI(H))

=1

Para demostrar la unicidad de ©, hay que probar que si d (Z wj A 9j> = 0 mod P,

Jj=1

entonces ij NO; = 0.

j=1
En efecto,

d (Z wj A 9]) = dz ()\jiw]' A\ 7]1) = Z )\jidwj N i, mod P,
j=1 ivj

i’j

n
pero dw; = — Z dp;n N\ dzy, luego dw; A n; = —dpj; AUy, por tanto,
h=1

d (Z Wy A 9]) = — Z )\]ldpﬂ A 19, mod P.
=1

/L'7j
Esta expresion es nula si lo son las Aj;, y por lo tanto, también lo son las ¢;, de donde se
tiene lo que queriamos. O

Definicién 5.9. Dado el problema variacional asociado a la funcional J(s fjls Fv,
llamamos n-forma de Poincaré-Cartan a la unica n— forma

O=Fi+) wAb

dada por la proposicion anterior.

En coordenadas, la n— forma de Poincaré-Cartan se expresa como

@:Fﬂ+2wj/\i(
J

Z' OF 9 19
K Bpji oz,

Observemos que del enunciado de la proposicién se tiene que existirdn n— formas v;
tales que d© = > ;wjA7;. De los calculos realizados en la demostracion, podemos obtener
la expresién en coordenadas de estas 7; como sigue:

de = Z ij Zw]AdzDﬁ ij ( ) — d@Dﬂ)
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de manera que

oF oF
1 =9 —dip)=—19—D;*
(5 ) Vi azjﬂ dlpjﬁ azjﬁ j 19,

S\ OF 8
con D; =31 Bpy: B

Presentemos, a continuacién, una condicién necesaria de extremo para una funcional
dada a partir de esta nueva nocion.

Teorema 5.10. Con las hipdtesis y notaciones anteriores, una seccion s € T'(2,V) es
critica para la funcional J(s) = les FY si y solo si para cada campo tangente D definidp
a lo largo de s con soporte compacto se verifica que

/ D'e =0.
Jls

Demostracion. Por la observacion como la forma de Poincaré-Cartan se define como
© = FY+ ) ,w;j ANb;, conlos 0; de antes, entonces

DH©)| = DX(Fv)

J1S

Jis’

de donde se deduce el enunciado directamente. O

5.4. FEcuaciones de Euler-Lagrange

En esta seccion, probaremos un teorema de equivalencia entre distintas condiciones
necesarias de extremo de una funcional dada, de entre las que destaca una de ellas como
andloga a las ecuaciones de Euler-Lagrange que estudiamos en el capitulo 3.

No obstante, es necesario presentar previamente un resultado analogo al lema fun-
damental del calculo de variaciones, asi como un corolario del teorema de Stokes que se
aplicard en la demostracion del teorema, y cuya demostracién puede consultarse en [4].

Lema 5.11. (fundamental del cdlculo de variaciones en variedades)
Dada una variedad orientada X y v una n—forma hemisimétrica, si fX ny = 0 para
toda funcion continua y no negativa n de soporte compacto, entonces v = 0.

Demostracion. Sea x € X, U un entorno de x coordenado por funciones x1,...,x, en U,
y v = fdxy A ... A dx,. Veamos, por reduccién al absurdo, que f(x) = 0.

Supongamos que f(z) = a > 0, entonces existe un entorno V' de x contenido en
U donde f > 5. Tomemos una funcién continua no negativa 7 con soporte compacto
contenido en V' y que sea igual a 1 en un entorno K C X de x compacto. Asi,

0= / n f dry..dx, > / n f dxy...dz, > gm[K] > 0,
U K 2

donde la primera igualdad se tiene por hipdtesis y m[K| denota el volumen de K, de
manera que llegamos a la contradiccién esperada. O
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Por otra parte, del teorema de Stokes se deduce inmediatamente el siguiente

Lema 5.12. Dada una variedad orientable X n—dimensional, toda n—forma exacta tiene
integral igual a cero en cualquiera de los siguientes casos:

= [a variedad es compacta,
s Ja n— forma es de soporte compacto.

Teorema 5.13. (de condiciones necesarias de extremo de una funcional)
Con las hipdtesis y condiciones anteriores, los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) s es una seccion critica para la funcional J(s les Fv,
(2) s satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange:

or o
’Yj|J15 = <Z apﬂ aw2> = 07

J1S

(3) para todo campo tangente D definido a lo largo de s con soporte compacto,

Demostracion. | (1) = (2)|Por el teoremal5.10} (1) es equivalente al enunciado siguiente:

Para cada campo tangente D definido a lo largo de s con soporte compacto se verifica

que
/ DO = 0.
J1S

Sea, pues, D un campo en las condiciones anteriores. Entonces, J'S N Sop(D) es
compacto, puesto que ITx : J}(X) — X establece un homeomorfismo en este conjunto y
IIx(SopD).

Por lo tanto, la forma i30| J1g tiene soporte compacto y, como J 1S es orientada, por
el lema y el enunciado (1), se tiene que

0= Dfo = dz’D@—l—/ i5dO = ipd® =
J1S JL1Ss JL1s J1s

m aF m B
= 17 wi N | —w; —dip.9 = / wi(D
[gin| S (G tind) | =30 [ won

-~

Vi

Sea, en particular, D = p(x ) , donde p > 0 es una funciéon de soporte compacto
contenido en (2, entonces
~ 0 " dp 0
D =p(z)5—+ :
82]‘ —1 8352 (9pﬂ

o1



Aplicando la igualdad anterior,

> | b =0
— JJLs

J]=

y como w;(D) = D(z;) = pdi;, aplicando el lema |5.11} fundamental del calculo de varia-
ciones, podemos concluir que

/ P = 0= 7lpng =0,
Jis

como queriamos.

(2) = (3) | Por la proposicién , sabemos que dO© = ). w; A; y, por lo tanto, para
cada campo D admisible,

Ademds, como por hipdtesis ;| 14 = 0, se deduce que

(3) = (1) | Consideremos un campo tangente D definido a lo largo de s de soporte
compacto

Por hipétesis, i5dO| ;4 = 0. Por lo tanto, por el lema lesd 150 = 0. En

consecuencia,
/ DL@:/ z'f)d®+/ dip® =0,
Jis Jis Jis

puesto que el primer sumando es nulo por hipétesis y el segundo también, por el lema

b.12 O

Resaltemos la expresién en coordenadas de las ecuaciones de Euler-Lagrange del teo-
rema, para w = fdx; A ... A dx, la forma de volumen.

(5.2)

), 1< <m.

OF [ OF a(logf)+ O*F
1 apji Ox; apjiaxz'

E)zj i
En particular, en el caso en que f = 1, las ecuaciones quedan

OF ~ d OF L< i<
_ = m
8zj i—1 dl’z (‘9pjz-’ =J=

que coinciden con las que presentamos en el capitulo 3.
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5.5. Invariantes de Noether

Como corolario inmediato del teorema que presentamos en la seccion anterior, se enun-
cia un resultado sobre la existencia de formas que se mantienen constantes en un problema
variacional.

A continuacién, enunciaremos este resultado y desarrollaremos el problema de la cuer-
da vibrante como ejemplo al que aplicarlo.

Teorema 5.14. (Invariantes de Noether)
Dada una funcional J(s) = [, 4 F9, consideremos su problema variacional asociado,
Y sea S una seccion critica.
St un campo tangente D definido a lo largo de s con soporte compacto verifica que
DO =0, entonces
dipO| e =0.

Demostracién. Por la férmula de Cartan, DO = d 150 +1i5dO = 0. Ademads, aplicando
el teorema ipdO] ;14 = 0 porque s es una seccién critica por hipétesis.
En consecuencia, d i350| ;4 = 0, como querfamos. O

A las funciones que se obtienen de integrar la identidad del teorema se les conoce como
invariantes de Noether del problema variacional.

Ejemplo 5.15. El problema de la cuerda vibrante.

Sea una cuerda flexible y uniforme con densidad de masa p, de longitud L y fija por
sus extremos, sobre la que se ejerce una tension constante de modulo T que la mantiene
estirada; y cuyas vibraciones se efectian sobre un plano coordenado por (x,y).

Supongamos que los extremos de la cuerda son (0,0) y (L,0). Para cada t € R, de-
notemos con y = y(t,z) la funcion cuya grdfica representa la forma de la cuerda en
el instante t. En este caso, t, x, son las variables independientes, mientras que y es la
variable dependiente. Ast, las coordenadas locales en el espacio de 1-jets seran t,x,y, p1, P2

Consideremos el problema variacional asociado a la lagrangiana dada por la diferencia
entre las energias potencial y cinética del sistema, como es habitual en fisica y, a partir
de él, busquemos mediante las técnicas del cdlculo de variaciones en espacios de jets, un
invariante de Noether del sistema.

La energia cinética del sistema es gp%, mientras que la energia potencial se puede
T 2 . . ., ~ .
calcular como 53, cuya justificacion se puede consultar en [4)]. Por lo tanto, la lagrangiana
considerada serd

T

p
F(t,z,y,p1,p2) = 5?% - 5?37

con s = (t,z,y(t,x)) la seccion asociada a la funcion y(t, ).

Las ecuaciones de la subvariedad J'S son {y = y(t,z), p1 = 5, p» = 5L}. Por otro
lado, la forma de volumen del problema variacional serd w = dt N dx.

En adelante, por simplificar, utilizaremos la notacion de subindice para indicar las

. . . 9 . .
deriwadas parciales, de manera que, por ejemplo, f; = a—{, Y asi sucesivamente.
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Calculemos la forma de Poincaré-Cartan asociada a este problema variacional.
En este caso, el sistema de contacto en J'(R3, R?) estd generado por una unica forma,

wy = dy — p1dt — padx,

por lo tanto:

Opy Ot ' Opg Oz

@:F19+0J1Ai(3lg+aF 8)’[9:

= —F9 + pp1dy A dx + Tpydy A dt.

Observemos que d© = Y Ay, donde v = T'dt N\ dps + pdx A dpy, luego la condicion para
que la seccion s definida por la funcion y = y(t,x) sea critica es

YNss = 0= (TYpe — pyu) dt ANdz =0 =

(5.3) = TYye — pyu = 0.

Tomemos el campo D = —%, entonces D = —%. Tenemos que DL@(f) = 0, puesto

que los coeficientes de © no dependen de t. Operando, obtenemos
150 = Fdx + Tpdy,

y al restringir a J'S, nos queda

. T
ipOl g = <gyf — gyi) dx + Ty, (yedt + yodx) =

T
= Ty, ypdt + (gyf + Eyi) dx.

Finalmente, aplicando la diferencial,

. p T «
dip0| g = ((53/3 + Eyz) - (Tytyx)x) dt A dx =0,
t
donde la igualdad * se tiene por la ecuacidn

Suponiendo que y(t,x) es de soporte compacto en cada punto e integrando la ecuacion,
tratemos de encontrar un tnvariante de Noether de este problema. Tenemos que

(5.4 J (5 ) o= [ 700w, =0

Asi que si definimos la funcion energia del sistema en el tiempo t como es habitual en

fisica, es decir,
T
£ = [ (50" + 5 ) ds

entonces la ecuacion es simplemente %E(t) = 0, de manera que la energia es el
invariante de Noether del sistema obtenido.

o4



Bibliografia

1]

P. Blanchard and E. Briining, Mathematical methods in physics., second ed., Progress
in Mathematical Physics, vol. 69, ch. 34-35, Birkhauser, 2015, https://doi.org/10.
1007/978-3-319-14045-2_34.

A. Canada, Cdlculo de wvariaciones. programa de posgrado fisymat., 2009,
http://www.ugr.es/~dpto_am/0LD/docencia/Apuntes/Calculo_Variaciones_
Canada.pdf|

D. Cohn, Measure theory., second ed., ch. Appendix E., Birkhauser, 2013.

R. Faro, Apuntes de ecuaciones diferenciales. volumen 1. capitulo 7.12: Cdlculo de
variaciones en jets., 2018, http://matematicas.unex.es/~ricarfr/LibroEDLat.
pdf.

J. Garcia Falset, Andlisis funcional no lineal, curso 2006/07., Departament d’Analisi
Matematica, Universitat de Valencia (UV)., 2006, https://www.uv.es/garciaf/
apuntes/analv.PDF.

P. L. Garcia Pérez, The Poincaré-Cartan invariant in the calculus of variations.,
Symposia Mathematica 14 (1974), 219-246.

.M. Gelfand and S.V. Fomin, Calculus of variations., ch. 1-4, Prentice-Hall, Inc.,
1963.

M. Giaquinta and S. Hildebrandt, Calculus of variations I., second ed., A Series of
Comprehensive Studies in Mathematics., vol. 310, ch. 1-2, Springer, 2004.

J. Jost and X. Li-Jost, Calculus of variations., ch. 1-2 (Part one), 2 (Part two).,
Cambridge University Press., 1998.

R. Klotzler, Mehrdimensionale variationsrechnung., pp. 72-78, Springer, 1970.
S. Lang, Fundamentals of differential geometry., ch. 17-18, Springer., 2001.

L. Mangiarotti and M. Modugno, Some results on the calculus of variations on jet
spaces., Annales de I'Institute Henri Poincaré, Section A: Physique théorique. 39
(1983), no. 1, 29-43.

J. E. Marsden, Ratiu, and R. T., Abraham, Manifolds, tensor analysis, and applica-
tions., third ed., ch. 3, Springer-Verlag, 2001.

25


https://doi.org/10.1007/978-3-319-14045-2_34
https://doi.org/10.1007/978-3-319-14045-2_34
http://www.ugr.es/~dpto_am/OLD/docencia/Apuntes/Calculo_Variaciones_Canada.pdf
http://www.ugr.es/~dpto_am/OLD/docencia/Apuntes/Calculo_Variaciones_Canada.pdf
http://matematicas.unex.es/~ricarfr/LibroEDLat.pdf
http://matematicas.unex.es/~ricarfr/LibroEDLat.pdf
https://www.uv.es/garciaf/apuntes/analv.PDF
https://www.uv.es/garciaf/apuntes/analv.PDF

[14]

[15]

[16]

P.J. Olver, Applications of lie groups to differential equations, Graduate texts in
mathematics ; 107, Springer, 1986.

D. J. Saunders, The geometry of jet bundles, 1st ed ed., London Mathematical Society
lecture note series ; 142, Cambridge University Press, 1989.

D. S. Shafer, The brachistochrone: Historical gateway to the calculus of wvaria-
tions. materials matematics., Revista Electronica de Divulgacié Matematica Edi-
tada pel Departament de Matematiques de la Universitat Autonoma de Barce-
lona., 2007, https://mat.uab.cat/web/matmat/wp-content/uploads/sites/23/
2020/05/v2007n05 . pdf.

26


https://mat.uab.cat/web/matmat/wp-content/uploads/sites/23/2020/05/v2007n05.pdf
https://mat.uab.cat/web/matmat/wp-content/uploads/sites/23/2020/05/v2007n05.pdf

	Introducción
	Cálculo infinitesimal en espacios de Banach
	Derivación en espacios de Banach.
	Integración de funciones valoradas en espacios de Banach.
	Relación entre las derivadas de Fréchet y Gâteaux.

	Espacios de jets
	Definición y notaciones.
	El sistema de contacto y la distribución de Cartan.
	Prolongación de campos tangentes.

	Estudio analítico del cálculo de variaciones
	Condiciones necesarias para el extremo de una funcional
	Ejemplo: la braquistócrona

	Problemas variacionales con ligaduras
	Ligaduras holónomas
	Cálculo de geodésicas
	Ligaduras no holónomas
	Problema isoperimétrico

	Cálculo de variaciones en espacios de jets
	Variaciones y variaciones infinitesimales
	Secciones críticas
	Forma de Poincaré-Cartan
	Ecuaciones de Euler-Lagrange
	Invariantes de Noether

	Bibliografía

		2022-07-07T11:13:01+0200
	BOYERO GOMEZ JOSE DANIEL - 76074901D


		2022-07-07T11:29:53+0200
	RODRIGUEZ LOMBARDERO JESUS - DNI 10053935Z




