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Introduccion

Esta memoria recoge las bases de la teoria de representaciones unitarias de los grupos
topoldgicos localmente compactos haciendo un énfasis particular en el estudio de las repre-
sentaciones de los grupos compactos. Actualmente, esta teoria se puede englobar dentro
de lo que se conoce como Analisis Armoénico abstracto.

Como es conocido el Analisis Armonico clésico de Fourier, estudia las funciones con-
tinuas (reales o complejas) periédicas definidas en los espacios R" o T" = R"/Z". La
estructura de grupo topolédgico abeliano (localmente compacto Hausdorff) de dichos es-
pacios permite reformular la teoria de Fourier en términos de las funciones caracter de las
representaciones unitarias irreducibles (unidimensionales) de dichos grupos. Mostremos
brevemente esta idea para las funciones periddicas en la recta real. A finales del siglo
XIX, Joseph Fourier desarrollé lo que hoy conocemos como series de Fourier para resolver
la ecuacion del calor. Con dichas series logré expresar cualquier funcién peridédica real
(de periodo 27) f como f(0) = ag + >y (a coskl + by, coskf) con § € R donde los
coeficientes ag, ay, by, estan dados por

ay — %/” O ;  ap= %/W F(O)cos(kO)dO by, = %/W f(0)sin(k0)d6

Estas funciones periédicas pueden ser vistas como funciones continuas de S' C R? y ser
consideradas como elementos del espacio de Hilbert L?(S!). Si denotamos por Hg(S?) es el
espacio de las funciones constantes y por H(S') con k > 1 a los espacios bidimensionales
generados por las funciones cos(kf), sen(kf) se tiene una descomposicién ortogonal

L*(S") = @PHx(S")

Estos espacios Hj,(S!) aparecen de manera natural como solucién de la ecuacién de La-
place Af =0 en R?, ya que usando coordenadas polares y escribiendo f(r,6) = r*g(0) se
tiene que f es armonica si y solo si g(#) es una autofuncién del operador Ag: de autovalor
—k?. Precisamente las funciones de Hy(S!) son dichos autovalores. Un hecho remarcable
es que estos espacios Hy,(S?) son espacios de representacién (irreducible) del grupo abe-
liano SO(2). La razén de este hecho surge como resultado de la invariancia del operador
A de R? bajo rotaciones bidimensionales euclideas.



Estas ideas se pueden generalizar al caso de las funciones complejas de S*. En este caso,
las funciones {e™* = cos kf+isen k0} ez son una base del espacio de funciones complejas
de cuadrado integrable L?(S') provisto del producto hermitico

(f.9) = . f(0)g(0) do

Resaltemos que estas funciones son precisamente las funciones caracter de las representa-
ciones irreducibles del grupo topoldgico abeliano (compacto) S' ~ SO(2).

La generalizacion de estos resultados al caso no abeliano es lo que actualmente se conoce
como Analisis Arménico no conmutativo que puede ser entendido como el estudio de las
funciones continuas y funciones medibles sobre grupos topolégicos localmente compactos
en términos de sus representaciones unitarias irreducibles. Todo grupo topoldgico G ope-
ra linealmente en el espacio C.(G) de sus funciones continuas (complejas) con soporte
compacto mediante la denominada representacion regular. Si el grupo topolégico es local-
mente compacto y Hausdorff, la existencia de medidas Radén invariantes o medidas de
Haar p en G, permiten dotar al espacio C.(G) de un producto hermitico respecto del cual
la representacién regular es fuertemente continua y unitaria. Teniendo en cuenta que el
espacio C.(G) es denso en el espacio de Hilbert L*(G, i) (proposicién 1.3.3 de [7]), dicha
representacion regular extiende de manera continua y unitaria a este ultimo espacio. (Si
el espacio topolégico G cumple el primer axioma de numerabilidad, el espacio de Hilbert
L*(G, ) es separable (vease [13]) hecho que asumiremos). La completa reducibilidad de
las representaciones unitarias de este tipo de grupos topoldgicos permite descomponer el
espacio de representacion en sus componentes mas basicas o irreducibles.

En el caso particular de que el grupo topologico G sea ademas compacto, la medida de
Haar en G puede ser tomada bi-invariante y cualquier representacion unitaria irreducible
es de dimensién finita. Ello permite escribir cualquier funcién de L?(G, i) como combi-
nacion lineal (infinita) de las bases ortonormales (finitas) de cada uno de los espacios
irreducibles, ahora de dimension finita, de la citada descomposicion. Un teorema debido
a Hermann Weyl y a su estudiante Fritz Peter explicita esta descomposicién en términos
de las denominadas funciones con coeficientes matriciales que constituyen unas bases or-
tonormales de los espacios de las representaciones irreducibles (véase [19]). Estos hechos
son el germen del Andlisis Arménico en los grupos topolégicos compactos (abelianos o
1no).

Histéricamente, la aparicién del Anélisis Arménico no conmutativo se relaciona con
los trabajos de Frobenius, Schur, Burnside y Molin entre 1890 y 1920 sobre el estudio
y clasificacién de las representaciones irreducibles de los grupos finitos a través de la
generalizacién de la nocién de caracter de la teoria de grupos abelianos a través de la
traza de la representacion matricial del grupo. El siguiente periodo histérico se desarrolla
en la primera mitad del siglo XX y esta caracterizado por la creacion de la teoria de
representaciones de los grupos topolégicos y grupos de Lie compactos. Entre los resultados
mas importantes de este periodo se encuentra el teorema de Haar acerca de la existencia
de una medida invariante, asi como el teorema de Peter-Weyl sobre la completitud de
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un sistema de representaciones unitarias irreducibles de tales grupos. En este periodo, H.
Weyl, E. Cartan y W. Killing desarrollaron la teoria de representaciones finitas de grupos
de Lie compactos que tuvieron un impacto enorme tanto a nivel tedrico matematico
como en la Fisica Cudntica que empezé a desarrollarse en dicha época (para una mayor
informacién histérica puede verse [15] y [16]). A partir de la segunda mitad del siglo XX,
se ha desarrollado el Anéalisis Armoénico en grupos topoldgicos que no son ni abelianos ni
compactos e incluso para grupos que no son localmente compactos, pero cuyos resultados
exceden al contenido y objetivos de este trabajo de Fin de Grado.

Como consta en la propuesta inicial, este proyecto es un trabajo de revisién bibliografica
e investigacién sobre la teoria de representaciones unitarias de los grupos de Lie compactos
y su relacién con el Andlisis Armoénico. Con este objetivo, inicialmente estudiamos los
grupos de Lie desde un punto de vista de la Geometria Diferencial con el objetivo de
construir las medidas de Haar bi-invariantes en grupos de Lie compactos a través de
los elementos del dual de las algebra de Lie de estos grupos (1-formas diferenciables
invariantes por traslaciones a izquierda y a derecha) y el producto exterior de sus elementos
para construir elementos de volumen bi-invariantes. Sin embargo, la limitacion de espacio
para desarrollar la memoria y a propuesta de mi tutor, no se ha incluido un capitulo
explicito de grupos de Lie, ya que por otra parte el desarrollo de la teoria para grupos
topoldgicos localmente compactos y Hausdorff incluye también los resultados para grupos
de Lie como caso particular. A este respecto, senalemos que el teorema de A. M. Gleason,
D. Montgomery y L. Zippin de 1952 (véase [14] y [17]) afirma que un grupo topoldgico
GG posee una (tnica) estructura de grupo de Lie si y solo si el espacio subyacente de G
es una variedad topoldgica (o equivalentemente, si es localmente compacto y no contiene
subgrupos pequenos; esto es, el elemento neutro posee un entorno compacto sin subgrupos
no triviales). En particular y como ejemplos, se han desarrollado con bastante detalle el
computo de las representaciones unitarias irreducibles de grupos de Lie compactos tales
como los grupos U(1),SU(2),S0(2),50(3) y su aplicacién al estudio del espectro de
ciertos operadores diferenciables invariantes. En este sentido en el titulo del proyecto
se podria haber excluido el término ’grupo de Lie compacto’ y sustituirlo por ’grupo
topologico compacto’.

Pasemos a continuacion a describir brevemente la estructura y contenido de este trabajo.
La memoria consta de cuatro capitulos y un anexo.

En el capitulo 1 se introducen los grupos topoldgicos y sus propiedades mas elementales.
No se incluyen demostraciones por razones de espacio y porque algunos de ellos han sido
vistos en varias asignaturas de la titulacion, pero que las mismas se pueden encontrar en las
referencias empleadas en la redaccién de este capitulo y descritas més abajo. La condicion
Hausdorff que se asume a lo largo de la memoria para estos grupos no implica limitaciones
de caracter genérico, ya que todo grupo topologico GG posee un cociente maximal Hausdorff
(vedse observacién 1.0.3) tal que toda funcién continua factoriza a través de dicho cociente.
Por lo que un estudio analitico de G a través de funciones continuas factoriza a través de
un grupo topoldgico cociente Hausdorff. Se introducen las nociones elementales de la teoria
de la medida para definir las medidas de Haar como medidas de Radén no nula invariante
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por traslaciones a izquierda o derecha en un grupo topoldgico. Los conceptos mas basicos
de la teoria de la medida se estudian en la titulacién y algunos de ellos se recogen en el
anexo de la memoria tratando de que sea lo més autocontenida posible. Se enuncia, sin
demostracion, el teorema de existencia de medidas de Haar por la izquierda en todo grupo
topolégico localmente compacto Hausdorff (grupo LCH). Dicha medida es tinica salvo un
factor multiplicativo positivo. Se demuestra que la existencia de una medida de Haar por
la izquierda implica la existencia de una medida de Haar por la derecha. Sin embargo, la
diferencia entre ambas medidas viene determinada una funciéon unimodular en el grupo. Se
incluye en la memoria la demostracion de que los grupos localmente compactos Hausdorff
abelianos, grupos discretos o grupos topolégicos LCH compactos son unimodulares y por
tanto, poseen medidas de Haar bi-invariantes. A continuacion, se estudian las propiedades
topoldgicas del espacio C'(X) de las funciones continuas a valores complejos de un espacio
X topoldgico LCH y medidas p integrales sobre el espacio C.(X) de las funciones de X
con soporte compacto. Se particulariza este estudio para el caso de los grupos topolégicos
LCH y con el uso de una medida de Haar normalizada. En particular, cuando un grupo
G topoldgico LCH opera en un espacio topolégico X se induce de manera natural una
accién lineal continua de G en el espacio C.(X) que es unitaria respecto de la estructura
hermitica

i, fa) = /X (@R du(x) Vi, fo € Co(X)

Dicha accién extiende al espacio de Hilbert L?(X, i) de manera uniformemente continua
y unitaria. En particular, cuando X = G es un grupo topolégico LCH y i es la medida
de Haar normalizada, esta construccion conduce a la denominada representacién regular
del grupo G en el espacio L*(G, i) que es uno de los objetivos de estudio de este trabajo.
Las referencias mas importantes empleadas para la redaccién de este capitulo han sido

21, [4], 7], [8], 9], [20] v [26].

En la primera parte del capitulo 2 detallamos los conceptos fundamentales algebrai-
cas de las representaciones complejas unitarias finitas de los grupos. Estos conceptos son
desarrollados en una asignatura de la titulacion cursada por lo que no se incluyen demos-
traciones que implican el algebra lineal, pero su inclusion sirve para fijar la notacion de
la memoria. Estos conceptos incluyen ademéas de la definicién de representacion unitaria
finita, la equivalencia de representaciones, la nocién de irreducibilidad y el teorema de
completa reducibilidad de las mismas, asi como el lema de Schur para representaciones
finitas y sus implicaciones. Se ha excluido por razones de espacio la teoria de caracteres
de representaciones finitas. Tras lo cual nos introducimos en el niicleo del trabajo estu-
diando las representaciones unitarias de grupos topolégicos LCH en espacios de Hilbert.
Se introducen las diferentes equivalencias sobre la continuidad de tales representaciones.
Por su importancia, como ejemplo, se estudia la representacion unitaria en el espacio
L?*(X, u) inducida, de manera natural, por la accién de un grupo topolégico G en un
espacio localmente compacto medible (X, p)

(pﬁf)(@ = f(g 'z) para todo g € G, v € X, f € L*(X, )

y se demuestra que dicha representacion es fuertemente continua. En el caso particular
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en que (X, p) = (G, p,.,) sea un grupo topolégico LCH provisto de una medida de Haar
normalizada, la accién por traslacion del grupo G en si mismo induce de esta manera lo
que se denomina la representacion unitaria regular de dicho grupo. Cuando G sea com-
pacto esta representacion serd de especial relevancia en el teorema de Peter-Weyl. La
definicién de subespacio invariante bajo una representacion continua incluye la condicion
de que dicho subespacio sea cerrado. (Dado que esta condicién es automatica en represen-
taciones finitas, no se suele incluir esta exigencia en la definicién de subespacio invariante
en esos casos). De manera similar a las representaciones finitas se introducen la nocién
de irreducibilidad de una representacién unitaria continua. Se define la suma directa de
una familia arbitraria de representaciones unitarias para establecer cuando una represen-
tacion es completamente reducible en términos de sus representaciones irreducibles. La
equivalencia de dos representaciones (p(l), Hi)y (p(Q), Hs) de un grupo G topolédgico LCH
exige la existencia un isomorfismo lineal acotado o : H; — Hs verificando
aopél):pg)oa Vg e G

Se demuestra el lema de Schur para representaciones unitarias irreducibles de grupos
topologicos LCH. Mientras que en el caso que representaciones unitarias finitas, la de-
mostracion de este lema es trivial, en el caso de representaciones continuas no finitas
hay que hacer uso de ciertos resultados de andlisis funcional relativos a las proyecciones
espectrales de operadores acotados. Se termina el capitulo demostrando que toda represen-
tacién unitaria irreducible de un grupo topoldgico LCH abeliano es unidimensional y viene
determinada por las denominadas funciones caracter de dicho grupo. Como ya hemos co-
mentado més arriba, este resultado estd en el nicleo del Andlisis Armoénico conmutativo.
Las referencias empleadas para la redaccién de las representaciones finitas han sido [11],

[22] y [23] entre otras. La bibliografia empleada en la redaccién de las representaciones de
grupos topoldgicos son (2], [7], [8], [9], [10], [13], [18] ¥ [26].

En el capitulo 3 abordamos el resultado fundamental de esta memoria: las represen-
taciones unitarias de grupos topolégicos LCH compactos y en particular, el teorema de
Peter-Weyl sobre la descomposicion en componentes irreducibles de la representacion
regular de dichos grupos. A través del denominado operador de Weyl asociado a una
representacion unitaria (p,H) de un grupo topolégico compacto G y a un vector £ € ‘H
unitario definido por el operador K¢ : H — H dado por

Ke(n) I/G<77,pg(£)>pg(£)du(g) VneH

y sus propiedades de ser un operador acotado, autoadjunto, compacto y equivariante con
respecto a la representacion demostramos que toda representacion unitaria irreducible de
un grupo topoldgico compacto es de dimension finita y con ello de que toda representacion
continua unitaria de tales grupos descomponen en suma directa de subrepresentaciones
irreducibles de dimension finita. Utilizando la métrica hermitica definida, a través de la
medida de Haar bi-invariante normalizada, en el espacio de las funciones continuas en di-
chos grupos, se demuestran las relaciones de ortogonalidad de las funciones continuas de
coeficientes matriciales asociadas a cualquier representacion unitaria irreducibles de gru-
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pos topoldgicos compactos y con ello las relaciones de ortonormalidad de sus caracteres.
Si denotamos por C(G),w) al conjunto de funciones matriciales para una representacion

irreducible (p*,H,) de un grupo y R(G) = @aeé C(G) () siendo (A} el conjunto de
todas las representaciones unitarias irreducibles no equivalentes. Finalmente, se demues-
tra el teorema de Peter-Weyl que afirma que dado un grupo G topoldgico compacto, el
espacio invariante R(G) es denso en L?(G, i) y las funciones de coeficientes matriciales

{V daA@} N A, descritas en la memoria son una base ortonormal del espacio de
i . )
1<i,j<dq; Va€@G

Hilbert L*(G, .., ). Demostrandose con ello que toda representacién irreducible apare-
ce en dicha descomposicion tantas veces como la dimension de la misma. Se acaba este
capitulo demostrando mediante este teorema el desarrollo de Fourier de una funcion pe-
riddica en el espacio T = S'. Para la redaccién de este capitulo se han empleado ademaés
de las referencias citadas en el capitulo anterior [1], [3], [21] v [25].

En el ultimo capitulo determinamos todas las representaciones unitarias irreducibles de
los grupos compactos SU(2) y SO(3). Como aplicacién fisica y matematica estudiamos los
polinomios arménicos esféricos de S? C R? y su relacién con las representaciones irreduci-
bles del grupo SO(3). Esta relacién y el lema de Schur, permiten calcular explicitamente
los autovalores y autofunciones del operador laplaciano en la esfera S?. En este capitulo
se han utilizado de manera especial los libros [12] y [24], ademé&s de algunos manuales
citados en el capitulo anterior.

La memoria acaba con un anexo donde se recogen sin demostracién resultados basicos
vistos en la titulacion, sobre la teoria de la medida, asi como el teorema espectral de los
operadores compactos autoadjuntos en espacios de Hilbert. Se acaba la memoria con la
bibliografia empleada en la elaboracién de esta memoria.
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Capitulo 1

Grupos topoldgicos localmente compactos

En este capitulo introducimos las nociones necesarias para trabajar con las represen-
taciones de los grupos topoldgicos localmente compactos. Mientras que no se indique lo
contrario, las estructuras de los grupos a lo largo de este capitulo se denotaran multipli-
cativamente.

Definicién 1.0.1. Un grupo topologico es un grupo G dotado de una topologia para lo
cual las operaciones de grupo m : G Xx G — G, con m(g,h) = gh, e : G — G, con

ug) =9~

L son continuas.

Ejemplo 1.0.1. FEs trivial comprobar que:

Todo grupo finito con la topologia discreta es un grupo topoldgico.
El grupo aditivo (E,+) de todo espacio normado (E,|| - ||) es un grupo topoldgico.
(R™, +) es un grupo topoldgico respecto a la topologia inducida por la norma euclidea.

El grupo aditivo complejo (C,+) y el grupo aditivo cuaternionico (H,+) son grupos
topolégicos con la topologia usuales como espacios vectoriales.

Sea (A, - ||) un dlgebra de Banach de dimension finita. El grupo de invertibles
A*={a € A:be€ Aconab=ba =1} es un grupo topolégico con respecto a la
topologia inducida por la distancia d(a,b) = ||a — b||.

Dado que R, C, H son dlgebras asociativas de dimension finita, los grupos multi-

plicativos de sus invertibles (R*,-), (C*,-) y (H*,-) son grupos topoldgicos.

(C*, )y St=T={e? € C:V0 € R} C C* es un grupo topoldgico abeliano con la
multiplicacion compleja.

El grupo de los cuaterniones unitarios Hy = {q € H : qg = 1} es un grupo topoldgico.

Sean G, ..., Gy un numero finito de grupos topologicos, entonces el grupo G1X...x Gy,
es un grupo topologico con la estructura topologica producto. En particular, los toros

n-dimensionales T" = S*x ™). xS es un grupo topoldgico.



s Sea K = R o C. Entonces, Gl(n,K) con la topologia inducida como abierto de
Mat(n x n,K) = K™ es un grupo topologico. Los grupos matriciales cldsicos de
Si(n,K), O(n,K), SO(n,K), U(n,K), SU(n,K) son también grupos topoldgicos

(y en particular, son grupos de Lie).

Observacion 1.0.1. A partir de ahora, se denotard por e al elemento neutro del grupo
topolégico G. Ademds, si A y B son subconjuntos de G se definen A~ = {a™! : a € A}
y AB = {ab : a € A, b € B}. Dado g € G denotaremos gA = {ga : a € A} y
Ag={ag:a € A}. Un subconjunto A C G es simétrico si A= A1

Proposicién 1.0.1. Sea G un grupo topologico, entonces:

1. Si U C G es abierto, entonces gU, Ug, U™ son abiertos para todo g € G. Y si
A C G es otro abierto, entonces AU y UA son abiertos.

2. Para todo entorno U del elemento neutro e € G existe un entorno simétrico V de e

tal que VV C U.
3. Si H es un subgrupo de G, su cierre H también lo es.
4. Todo subgrupo abierto de G es cerrado.
5. Si A, B son conjuntos compactos de G, AB también es compacto.

Demostracion: Las afirmaciones anteriores se comprueban de manera inmediata. Por
ejemplo, la demostracion de la cuarta propiedad es el siguiente argumento: sea g € G
que no pertenezca a H, entonces gH N H = (). Como H es abierto, gH también lo es.
Luego, las distintas clases de equivalencia del conjunto cociente son conjuntos abiertos
de G. Podemos asi descomponer GG en subconjuntos gH abiertos y disjuntos entre si.
Concluimos por tanto que un complementario de H consiste en la unién de todos los
subconjuntos gH con g ¢ H y por tanto, un abierto. [ |

Definicién 1.0.2. Sea G un grupo topoldgico. Se dice que un subconjunto H C G es un
subgrupo topoldgico st H es un subgrupo cerrado de G.

Observacion 1.0.2. Sea G un grupo topologico y H C G un subgrupo. El conjunto
cociente G/H dotado de la topologia cociente hace que la aplicacion natural m : G — G/H
es continua.

Definicién 1.0.3. Se dice que un grupo topolégico G es localmente compacto si la topo-
logia asociada es localmente compacta; es decir, si para todo punto g € G y todo entorno
V' suyo, existe un conjunto compacto K C V' que contiene a dicho punto.

Ejemplo 1.0.2. Todos los grupos descritos en el ejemplo 1.0.1 son grupos topologicos
localmente compactos, ya que en particular, son grupos de Lie.

Proposicién 1.0.2. Sea G un grupo topologico y H C G un subgrupo. Se verifica:
1. Si H es cerrado, G/H es Hausdorff.

2. Si G es localmente compacto, también lo es G/H.



3. Si H es normal, G/H es un grupo topolégico.

Ejemplo 1.0.3. EI grupo R"/Z" es un grupo topoldgico localmente compacto isomorfo,
como grupo topologico, a T™.

Observaciéon 1.0.3. A lo largo de esta memoria asumiremos que los grupos topoldgicos
localmente compactos son también Hausdorff. Sin pérdida de generalidad, se puede asumir
esta condicion, ya que si G es un grupo topologico localmente compacto que no fuese
Hausdorff se puede construir el conjunto cociente G/{e}. Como {e} es un subgrupo cerrado
y normal en G, luego G/@ es un grupo topolégico, localmente compacto y Hausdorff.

Proposicion 1.0.3. Sea G un grupo localmente compacto. Existe un subgrupo H C G
que es abierto, cerrado y es union numerable de conjuntos compactos.

Demostracion: Por ser G' localmente compacto se puede escoger un entorno U del ele-
mento neutro compacto y simétrico. Si denotamos U, = UU ™. U con n € N, es facil
comprobar que U, son abiertos simétricos y compactos por serlo U. Entonces, el grupo
H =J.2, U, cumple los requisitos. |

1.1. Medida de Haar sobre grupos topolégicos localmente com-
pactos

Recordemos que dado un espacio topologico X, se llama o-algebra de Borel B a la
menor o-algebra sobre X que contiene todos los subconjuntos abiertos y dota a X de una
estructura de espacio medible que denotamos (X, 3). Todo elemento de B se denomina
conjunto Borel. (Vedse Anexo de esta memoria).

Una medida de Borel en (X, B) viene dada por la aplicacién p : B — [0, 00]. Dicha
medida se dice que es localmente finita si para cualquier x € X existe un entorno U C X
tal que p(U) < oo.

Definicién 1.1.1. Sea p una medida localmente finita en (X, B). Se dice que p es una
medida de Radon si

» VB € B abierto o tal que p(B) < 0o, u(B) =sup {u(K) : K € B compacto}.
KCB

» VB e B, u(B) =inf {u(U) : U € B abierto}.
BCU
Veremos a continuacién que los grupos topoldgicos localmente compactos Hausdorff
pueden ser dotados de medidas de Radén que ademés son invariantes (bien por la derecha
o bien por la izquierda) respecto de la estructura de grupo. Dichas medidas sobre la
o-algebra de Borel asociada a la topologia del grupo, se denominan medidas de Haar
(invariantes a derecha o a izquierda).

Definicién 1.1.2. Sea G un grupo topologico localmente compacto Hausdorff. Una medida
de Haar por la izquierda sobre el grupo (G, B) es una medida Raddon no nula que verifica

w(gB) = u(B) para todo g € G y B € B.



De manera similar, se definen las medidas de Haar por la derecha en (G, B) verificando
u(Bg) = n(B).

Observacion 1.1.1. Dicho de otra manera, una medida de Haar es una medida de Radon
que es invariante por traslaciones en el grupo.

Teorema 1.1.1. Todo grupo topologico localmente compacto Hausdorff G admite una
medida de Haar por la izquierda que es unica salvo un factor multiplicativo positivo.

Demostracion: La demostracion de este teorema no se incluye en la memoria debido a
su extensién, pero puede encontrarse en las paginas 40-45 del [10] o bien teorema 1.3.4.

del [8]. |

Lema 1.1.1. La existencia de una medida de Haar izquierda p en un grupo topoldgico
localmente compacto Hausdorff G implica la existencia de una medida de Haar derecha.

Demostracion: Dado un B € B se define la siguiente medida en G:

donde B~ es el conjunto de inversos de elementos de B. Se comprueba facilmente que
1/ es una medida de Borel y ademds es una medida derecha de Haar ya que para todo
g€ G:
W (Bg) = p((Bg)™") = u(g™'B™") = u(B™") = 1/ (B)
[ |

Sea GG un grupo localmente compacto y sea p una medida de Haar por izquierda. Para
g € G se define la medida p,(B) = u(Bg) para todo B € B. Es facil ver que esta nueva
medida es invariante por izquierda y por la unicidad de la medida de Haar debe existir
un nimero A(g) > 0 tal que p; = A(g)p v que no depende de la eleccién inicial de la
medida p.

Definicién 1.1.3. La funcién A : G — (0,00) se denomina funcion modular de G y
verifica jty = A(g)p. Se dice que G es un grupo unimodular si verifica que A = 1. Dicho
de otra manera, G es unimodular si la medida de Haar por la izquierda coincide con la
medida de Haar por la derecha.

Proposicién 1.1.1. A : G — (0,00) es un homomorfismo de grupos.

Demostracion: Probaremos que A es continuo en el elemento neutro y en consecuencia
continuo. Sea ¢ > 0y K C G compacto tal que u(K) > 0. Entonces, por ser medida de
Radén existe un U D K tal que p(U) < (1 + €)u(K). Por el lema del tubo, podemos
encontrar un entorno simétrico V' tal que KV C U y por tanto, tenemos

A(g)u(K) = p(Kg) < p(U) < (1 +e)u(K)

y analogamente
% = p(Kg™) < plU) < (1+ u(K)



Porloque1 <A(g)<l4esigeV. [

€

Teorema 1.1.2. Los grupos localmente compactos y abelianos, los grupos discretos y los
grupos compactos son unimodulares.

Demostracion: Un grupo topolégico localmente compacto y abeliano es claramente uni-
modular. En el caso en que G sea un grupo discreto también serd localmente compacto
de forma trivial y Hausdorff bajo la topologia discreta. Sea una medida de Haar p tal que
u(g) =1 Vg € G. Ahora bien, por la invarianza por traslacién izquierda debe asignar
a cada elemento del grupo la misma medida y esta medida ha de ser unica salvo por
un factor multiplicativo, luego, se puede asignar el valor 1 a cada elemento. Por tanto,
definiendo la medida pi4(h) = p(hg) esta asigna el mismo valor 1 a todos los elementos;
basta aplicar el mismo argumento que antes. Luego, p, = p. Por dltimo, para un grupo
compacto G, por la continuidad de la funcién modular, A(G) es subgrupo compacto en
(R*,-). Ahora bien, el inico subgrupo compacto es {1} C R™. [ |

1.2. Medidas integrales de Haar en grupos topolégicos localmen-
te compactos Hausdorff

Recordemos algunas nociones sobre medidas integrales.

Sea X un espacio topoldgico localmente compacto Hausdorff y denotemos por C(X)
al espacio de funciones continuas a valores complejos sobre X y sea C.(X) C C(X) el
subconjunto de las funciones con soporte compacto.

Para cada f € C(X) sea || f|lco =sup || f(2)]|-
reX
Proposicién 1.2.1. El conjunto B(X) = {f € C(X) : ||f|lec < 00} es completo respecto
de || - |loo- En particular, si X es compacto C(X) = C.(X) = B(X).
Demostracion: La demostracién se puede ver en apéndice 7 del libro [26]. n

Definicién 1.2.1. Una medida integral compleja positiva en X es una funcional lineal
I: C.(X) — C tal que para todo f € C.(X) a valores reales con f(x) > 0 para todo
x € X, entonces I(f) es un valor real no negativo (I(f) > 0).

Definicién 1.2.2. Una medida positiva en X es normal si para cada f € C.(X) a valores
reales no idénticamente nula tal que f >0, entonces I(f) > 0.

Observacion 1.2.1. Por el teorema de representacion de Riesz nos garantiza que una
integral Radon positiva I no es mds que la integral asociada a una medida de Borel reqular
w1 sobre X, por lo que se suele denotar:

1(f) = /X f(x)dp(z)



La siguiente proposicion resume algunas de las propiedades de estas integrales de Radén.
Proposicion 1.2.2. Sea I una medida integral de Radon positiva sobre X . Entonces;

1. Si f,g son funciones reales tales que f < g, entonces I(f) < I(g).

2. Para todo f € C.(X) se verifica que |I(f)| < I(|f]).

3. La aplicacion f — I(f) es continua en C.(X).

Demostracion:

1. La primera afirmacion es consecuencia de que g — f > 0 y la definicién de 1.

2. Supongamos primero que f es una funcién a valores reales. Se definen las funciones

continuas f, = maz(f,0) y f- = max(—f,0), es claro que f = f, — f_ v |f] =
fr+ f-. Luego, se tiene

[T = L(f) = I < T(f) + 1(f-) = I([f])

Supongamos ahora el caso en que f es una funcién a valores complejos tal que
I(f) € R. Entonces, I(Im f) =0y por tanto,

(L) = [I(Re f)] < I(|Re f]) < I(|f])

Sea ahora una f una funcién compleja arbitraria. Entonces, existe un z € C con
|z|]| = 1 tal que zI(f) > 0. Entonces, (I(zf)) € R y por tanto, |[I(f)| = |I(zf)] <
I(|zf]) = I([f])-

3. Veamos el ultimo resultado. Sea K C X un subconjunto compacto. Entonces, de-
bemos demostrar que existe una constante C' > 0 tal que para todo f € C.(K)
se verifique que |I(f)| < C|f|loo. Tomemos una funciéon h € C.(X) a valores

reales no negativa tal que h = 1 en K. Luego, para todo f € C.(K) se tiene
11l = 1 £Ih < || flloch de donde se sigue que

O < LA < 1oL ()

por lo que se tiene la estimacion deseada.
|

Corolario 1.2.1. Si K C X es compacto, existe una constante C tal que si f € Co(X)
tiene sop f C K, entonces || I(f)]| < Ck||fllc-

1.3. Medidas integrales invariantes

En lo que sigue G' es un grupo topolégico que opera de manera continua de manera
continua en un espacio topoldgico X; esto es existe una accion G x X — X que es
continua con la topologia producto en G x X. Diremos entonces que X es un G-espacio.



Denotemos por L la accién natural inducida de G en C(X) definida por L,f(x) =
flg~tz).

Proposicién 1.3.1. Si X es un G-espacio localmente compacto Hausdorff y f € C.(X).
Entonces, la aplicacion G — C.(X), dada por g — L,f, es continua.

Demostracion: Sea gy € Gy hay que ver que si g — go, entonces L,f — L, f. Luego,
Lyf — Ly f = L, o f — f, siendo f Ly, f y podemos asumir sin pérdida de generalidad
que gy = e. Sea ‘ahora un entorno compacto C' C G de e y se tiene que el conjunto
K = C - (sopf) es compacto en X. Ademés, para cada g € C la funcién L,f — f tiene
soporte contenido en K. Fijando un ¢ > 0 se tiene que existe un entorno abierto U de e
en C tal que

ILgf — fllx =sup [Lgf(x) = ()| <€

para todo z € U. La funcién (g, z) — f(g~'z) es continua, luego, para todo = € K existe
un entorno abierto N, C X de x y un entorno abierto U de e contenido en C' C G, tal
que || f(¢7'y) — f(y)|| < € para todo y € N, g € UL, Por la compacidad de K existe
una coleccion finita xy, ..., z, de puntos en K tales que los conjuntos N, recubren K.

Sea U la interseccion de los conjuntos Ue(zj ) y entonces, U es un entorno abierto de e en
G buscado. [ |

Corolario 1.3.1. Sea X un G-espacio localmente compacto Hausdorff y sea I una integral
Radon positiva en X. Entonces, para cada f € C.(X) la funcion G — C, dada por
g — I(L,f) es una funcion continua.

Definicién 1.3.1. Una medida integral Radon positiva I en un G-espacio localmente
compacto Hausdorff es G-invariante si para todo f € C.(X) y todo g € G se verifica

I(Lef) = 1(f)

Observaciéon 1.3.1. Si pu denota la medida Radon en X asociada a I, la condicion de
G-invariancia se expresa de la siguiente manera

/fgxdu /f dp(x

Lema 1.3.1. Sea I una medida integral Radon positiva G-invariante no trivial es un
G-espacio homogéneo X localmente compacto Hausdorff. Sea f € C.(X) una funcion a
valores reales tal que f > 0. Entonces, I(f) =0= f =0.

Corolario 1.3.2. En las hipdtesis del lema anterior la aplicacion

(flg) = I(fg) = /X F(@)g@)du(z)

define un producto interior hermitico definido positivo en Co(X).



La completacién de C.(X) con este producto interior la denotaremos por L*(X). En-
tonces, la invarianza de la medida integral hace que la aplicacién L, : Co(X) — Co(X)
sea unitaria que define una tnica extensién a una aplicacién L, : L?(X) — L*(X) que es
unitaria.

Esta situacién ocurrira cuando X = G es un grupo topoldgico localmente compacto
Hausdorff y G opera en si mismo transitivamente por traslaciones a izquierda o a derecha.
Por tanto, G es un G-espacio homogéneo respecto a dichas acciones.

Definicién 1.3.2. Sea G un grupo topologico localmente compacto Hausdorff. Una medida
integral de Haar por la izquierda (respectivamente, por la derecha) en G es una medida
integral Raddn positiva no trivial invariante bajo traslaciones a izquierda (respectivamente,
derecha) del grupo G.

Teorema 1.3.1. Todo grupo topoldgico localmente compacto Hausdorff G admite una
medida integral de Haar por la izquierda que es unica salvo una constante positiva.

Demostracion: La demostracion de este teorema no se incluye en la memoria debido a
su extensién, pero puede encontrarse en las paginas 40-45 del [10] o bien teorema 1.3.4.
del [8]. |



Capitulo 2

Representaciones unitarias de los grupos to-
polégicos localmente compactos Hausdorff

2.1. Representaciones complejas finitas de grupos

Recogemos en esta seccién ciertas definiciones y nociones elementales de teoria de re-
presentaciones complejas finitas de grupos desarrolladas en el grado para posteriormente
centrarnos en los grupos topoldgicos localmente compactos Hausdorff.

Definicién 2.1.1. Una representacion compleja de un grupo G en un espacio vectorial
complejo E de dimension finita es un homomorfismo de grupos

p: G — Autc(E)
g = pg=r(9)

donde Autc(E) es el grupo de los automorfismos lineales de E. La dimension de la repre-
sentacion es la dimension del espacio vectorial E.

Cuando el grupo G se sobreentienda denotaremos por (p, E) a las representaciones
compleja de dicho grupo.

Observacion 2.1.1. Notése que toda representacion no es mas que una accion lineal de
G en un espacio vectorial. Claramente, si p es una representacion lineal se verifica que
Pgigs = Pgr © Pgas Pe = 1dp y pg—1 = p,'. Fijada una base {ey, ... e,} en E denotemos
por A(g) € Gl(n,C) a la matriz asociada al automorfismo p, en dicha base. Entonces, la
representacion p viene determinada por el homomorfismo de grupos

p: G — Gl(n,C)
g — Alg) = (A(9)i)

con py(e;) = Z;’L:I A(g)ize;-
Ejemplo 2.1.1. Algunos ejemplos de representaciones complejas son:

1. La aplicacion p : G — Autc(E) definida como p, = Id para todo g € G es una



representacion a la que llamaremos representacion trivial.

2. Dada una representacion finita p : G — Autc(E) se induce una en el espacio dual
E* denominada representacion contragradiente p* : G — Autc(E*) definida como
pyw = w o py-1 = p._w para todo g € Gy todo w € E*.

3. Dadas dos representaciones (pV), Ey), (p?, Ey) de un mismo grupo G se definen

= La representacion suma directa (p™" @ p? | E; @ Ey) mediante

(V@ o)y = o @ pP)

= La representacion producto tensorial (pM) @ p? | E) ® Ey) mediante

(pV @ p)g = pi) @ pP

» La representacion de G en el espacio Home(Ey, Ey) definida por
g-gpzp(gQ)ochp(gl,)1 Vg € G, ¢ € Homc(E,, Es)
Se dice que una aplicacion lineal p € Home(E1, Es) es invariante bajo la accion
de G st g-p = para todo g € G; es decir, si

(1)

pop) =pPo

=py) o

Tales aplicaciones se dice que son equivariantes respecto de las representaciones
dadas.

4. Dada una representacion (p, E) de G se inducen representaciones o acciones lineales
en los espacios de tensores de tipo (r,s) de E.

GxT:E) — T:E)

con

(g-T7)(er, s ery Wi, ooy ws) =T (pg-1(e1), s pg-r(er), py-1 (i), ooy Pp-1(ws))

donde ey, ...,e, € E y wi,...,ws € E*. (Notése que Py-1w = pzw). En particular,
la restriccion de esta accion lineal al espacio de tensores r-covariantes induce una
representacion de G en el espacio de tensores hemisimétricos r-covariantes ,.(E).

5. Sea G un grupo finito y consideremos el C-espacio vectorial complejo de dimension
finita F(G) = {f : G — C aplicaciones}. Es facil ver que dim F(G) = |G| y una
base de este espacio viene dada por las aplicaciones

fo: G — C
9 — [fo.(g5) = di;
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para cada g; € G. Entonces, se define la siguiente representacion lineal

ok G — Autc(F(G))
g +— L,

donde (L, f)(h) = f(g~'h) para toda f € F(G) y h € G. Esta representacion es la
que se denomina representacion reqular por la izquierda del grupo G.

6. Sea H™ = {zF 1 0 < k < n} el espacio vectorial complejo de todas las funciones
holomorfas polinomicas en una variable de grado menor o igual que n. El grupo
SU(2) opera linealmente en dicho espacio mediante

9-91(2) = (=B +a)'p (_aﬁ—fa)

para cada g = ( g _55) € SU(2) yp=p(z) € H™. Se tiene asi una represen-

tacion de dimension n+ 1 de dicho grupo.

Definicién 2.1.2. Sea (p, E) una representacion lineal finita de un grupo G. Se dice que
un subespacio E' C E es un subespacio invariante (estable) con respecto a p si para todo
e € E' ygeG, entonces py(e') € E'.

Observacién 2.1.2. Si E' C E es un subespacio invariante por una representacion (p, E)
de G, entonces se induce una representacion lineal p de G en el espacio vectorial cociente
E/E" mediante py(m(e)) = m(py(e)), siendo m: E — E/E' la proyeccion lineal canonica.

Observacién 2.1.3. Toda representacion (p, E) de G tiene al menos dos subespacios
invariantes: el subespacio nulo {o} y el total E, denominados subespacios invariantes
triviales.

Definicién 2.1.3. Dado un subespacio E' C E invariante respecto de una representacion
(p, E) de un grupo G, la restriccion de cada p, al subespacio E' define una representacion
(0, E') de G que se denomina subrepresentacion de la representacion p.

Definicién 2.1.4. Se dice que una representacion (p, E) de un grupo G es (algebraica-
mente) irreducible si los unicos subespacios invariantes son los triviales. En caso contrario,
diremos que (p, E) es (algebraicamente) reducible.

Definicién 2.1.5. Diremos que dos representaciones (pV), Ey), (p'?, Ey) de un mismo
grupo G son equivalentes si existe un isomorfismo lineal o : £y — FEs tal que

o opél) = péQ) oo

para todo g € G. En tal caso escribiremos que p' ~ p*. Observemos que esta nocion define
una relacion de equivalencia en el conjunto de todas las representaciones de G.

Si el espacio complejo E posee ademds una métrica hermitica (,) : Ex E — E (lineal en
el primer factor y antilineal en el segundo), podemos introducir la nocién de representacién
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unitaria

Definicién 2.1.6. Se dice que una representacion compleja p de G en el espacio hemiti-
co (E,(,)) es unitaria si p, es un operador lineal unitario para todo g € G; esto es,
(pg(e1), pglea)) = (e1,ea) para todo ey, es € E.

Observacion 2.1.4. Dado un vector e en un espacio hermitico (E, (,)), recordemos que
su modulo es el nimero real ||e]| = \/{e,e). Luego, si p es unitaria, para todo g € G se
tiene que ||py(e)|| = |lel|. En particular, si {e;}I—, es una base ortonormal respecto de la
métrica hermitica, entonces, la matriz A(g) asociada a p, en dicha base es una matriz
unitaria; esto es, A(g)TA(g) = Id y A(g)i; = (py(ei),ej). Por tanto, la representacion
viene definida por un homomorfismo de grupos p : G — U(n).

Lema 2.1.1. Sea (p, E) una representacion unitaria finita de un grupo G y E' C E
un subespacio invariante. Entonces, el subespacio ortogonal (E')* respecto de la métrica
hermitica es también invariante e induce una subrepresentacion ((p')*, (E')*) de G.

Demostracion: Por ser p unitaria se verifica que (py4(e),v) = (e, p,~1(v)) para todo
e,v € E. En particular, tomando e € E' y v € (E')* y teniendo en cuenta que por ser £’
invariante, p,(e) € E y por tanto, (py(e),v) = 0, luego p,-1(v) € (E')* para todo v € E’
y todo g~! € G. Se concluye asf que (E’)* es invariante. [ |

Proposicién 2.1.1. Sea (p, E) una representacion unitaria finita de un grupo G, en-
tonces dicha representacion es equivalente a una suma directa de subrepresentaciones
1rreducibles.

Demostracion: Por induccién sobre la dimensién n de E. Si E es de dimension 1, entonces
(p, E) es irreducible. Supongamos que el resultado es cierto para representaciones unitarias
de dimensién n — 1. Si (p, E) hemos terminado. Supongamos ahora que E admite un
subespacio invariante no trivial E’, entonces £ = E' & (E')* y por tanto, p ~ o' @ (p/)*.
La proposicion se concluye por la finitud del espacio y la hipétesis de induccion. [ |

Definicién 2.1.7. Se dice que dos representaciones finitas unitarias (pV, E1), (p?, Es)
son unitariamente equivalentes si existe un morfismo lineal hermitico o : Ey — Fs tal que

o opél) = péQ) oo

Lema 2.1.2 (Lema de Schur). Sean (pV, E1), (p'®, Ey) dos representaciones finitas uni-
tarias e irreducibles de un grupo G y sea o € Homgc(E1, Ey) una aplicacion lineal tal
que

oo pél) = péz) oo paratodo g € G

Entonces, o bien 0 =0, 0 bien o es un isomorfismo. Si Ey = Ey y p® ~ pM) 4 o no nulo,
entonces 0 = \ld con A € C.

Demostracion: Como o es una aplicacion equivariante respecto las dos representaciones,
es trivial comprobar que su nicleo ker o y su imagen I'm o son subespacios invariantes de
E, v de E,, respectivamente. Como p™) es irreducible se deduce que o bien ker o = E,
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o bien ker 0 = (0). En el primer caso, 0 = 0. En el segundo, ¢ es inyectiva y ademas,
como I'm o es no nula, Im o = E, por la irreducibilidad de p®. Concluyéndose con ello
que o es isomorfismo lineal y por tanto, en esta situacién las representaciones p(M) y p(?)
son equivalentes.

Consideremos F, = E; y p® ~ pM) entonces, 0 € Endc(E;) admite al menos un
autovalor A € C, al ser un endomorfismo de un espacio vectorial complejo. Denotemos
por E()) el subespacio de autovectores asociado a A, es decir;

E\) = {e1 € By : o(er) = ey}

Es trivial comprobar que es invariante al ser o equivariante, respecto a p(!). Como la
representacion es irreducible, E(\) = Fj, ya que por definicién de autovalor existe un
vector e; € E1 no nulo tal que o(e;) = ey, luego, E(\) no puede ser el subespacio {0}.
Se concluye asi que el isomorfismo o = Al d, con A € C*. [ |

Observacion 2.1.5. Si (p, E) es una representacion finita unitaria de un grupo G, la
métrica hermitica es invariante por la accion del grupo. Si la representacion es irreducible
se puede demostar que cualquier otra métrica hermitica en E que sea invariante por
la accion del grupo es un maltiplo real de la inicial. Este hecho se puede utilizar para
demostrar que dos representaciones finitas unitarias irreducibles equivalentes de un grupo
G son también unitariamente equivalentes. Vednse lema 2.3.8 y lema 2.3.9 de [26], donde
se encuentran las demostraciones de estos hechos.

2.2. Representaciones de grupos topoldgicos en espacios de Hil-
bert

En esta seccion, (H, (,)) denotard un espacio de Hilbert que asumiremos separable (esto
es, contiene un subconjunto denso numerable). Recordemos que por una base ortonormal
en (H,(,)) entendemos un conjunto de elementos numerables {¢,},—1 de H tales que
(€ny&m) = Opm vy el subespacio lineal generado por {,},—1 es denso en H. Un resultado
conocido es que un espacio de Hilbert posee bases ortonormales si y solo si es separable.
Ademas, en esta situacién si & € H es tal que (¢,&,) = 0 para todo n, entonces £ =0y

la serie ) _,(&,&,)&, converge a &.

De igual manera, a partir de ahora y mientras no se senale lo contrario, G denotara
un grupo topolédgico localmente compacto Hausdorff, lo que denotaremos por simplicidad
mediante las siglas LCH.

Definicién 2.2.1. Denotemos por L(H) al conjunto de los operadores lineales acotados
de H. Una representacion de un grupo G topologico LCH en H es una aplicacion

p: G — L(H)
g > pg=p9)

verificando
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1. Pgigz = Pg1 © Pg2 Y Pe = [d’H para todo 91,92 € G.
2. Para todo & € H la aplicacion G — H, dada por g — py(§), es continua.

En la literatura, cuando se verifica la segunda condicion se dice que la representaciéon
es fuertemente continua. En esta situacion, se verifica que para cualquier go € Gy £ € H,
se verifica que

1pg(€) = pgo () = O cuando g = go

La condicién de que la representacion sea fuertemente continua impuesta en la definicion
es equivalente a una condicién aparentemente mas fuerte que veremos en la siguiente pro-
posicion y que es utilizada alternativamente en la definicién de representacion de grupos
topolégicos.

Proposicién 2.2.1. Sea p : G — L(H) un morfismo de grupos, entonces, las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. La aplicacion p es fuertemente continua.
2. La aplicacion G x H — H dada por (g,&) — py(&) es continua.

Demostracion: Claramente, si la aplicacion G x H — H es continua, entonces p es
fuertemente continua.

Supongamos ahora que p es fuertemente continua. Es necesario demostrar que si g — go
en Gy & — & en H, entonces,

Pg (&) — Pgo (6o)

Ahora bien, por ser G un grupo topoldgico localmente compacto podemos tomar un
entorno compacto K del punto go € G. Dado & € H, el conjunto S = {p,(&) : g € K}
es un subconjunto compacto por ser p fuertemente continua. Utilizando el principio de
acotaciéon uniforme (vedse apéndice A.4 de [2]) permite asegurar que existe una constante
C tal que ||py4|| < C para todo g € K.

Luego, podemos asumir que g € K y por tanto:

194(€) = pgo (S0)ll < [1pg(€) = pg(€0)l + 129 (E0) = pgo (S0)
< ClI€ = &oll + [lpg(€0) — g (€0l

El primer término tiende a 0 cuando £ — &, y el segundo término tiende a 0 por ser
fuertemente continua. Luego, la aplicacién (g,&) — py(§) de G x H en H es continua. W

Definicién 2.2.2. Una representacion se dice acotada si sup||p,|| < oo.

En la demostracién de la proposicién anterior hemos visto que ||p,|| < C cuando g € K,
siendo K un entorno compacto de un punto arbitrario gy € G. Por tanto, una representa-
ciéon de un grupo topoldgico localmente compacto y separable esta acotada en cualquier
subconjunto compacto K C G.

Observacion 2.2.1. Consideremos el grupo real aditivo G = (R, +) y cualquier espacio
de Hilbert H. Entonces, para cualquier numero real no nulo a € R* fijo, las aplicaciones
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P, p? R — Autc(H) dadas por:

s o) = e[ d,, para todo x € R

] ,09(62) = e™Idy para todo x € R

verifican las condiciones Py, 1zy = Pz; © Pay Y Po = Idy con x1,29 € R y son fuertemente
continuas Mientras que los operadores pg) son operadores lineales acotados de H (por

tanto, pV define una representacién de R), los operadores pg,;) no estan acotados para

todo x € R (aunque, lo estaria sobre un subconjunto acotado del grupo aditivo R), por
lo que p® no es una representacion del grupo topoldgico (R,+) en el sentido de esta
memoria.

Denotemos por U(H) al conjunto de los operadores lineales acotados unitarios del es-
pacio de Hilbert H.

Definicién 2.2.3. Diremos que una representacion de un grupo G topologico LCH en un
espacio de Hilbert H es unitaria si py, para todo g € G, es un operador unitario.

Por tanto, una representaciéon unitaria viene definida por un morfismo p : G — U(H)
fuertemente continuo.

Proposicion 2.2.2. Si p es una representacion unitaria de G en un espacio de Hilbert
H. Entonces, se verifica

1. Para cualquier £,m € H,

(0g (&), 1) = (pgo(£),m)  cuando g — go

2. La funcion g — (py(§),€) es continua en el elemento neutro e € G para todo & € H.

Observacion 2.2.2. Supongamos que p : G — U(H) es un morfismo de grupos tal que
para cualquier £ € H la funcién f©& : G — C definida por f(g) = (p,(£),€) es continua
en el elemento neutro e € G. Entonces, para cualquier g,g9 € G

1pg(€) = Pao (NI = (pg (&), P4 (€)) = (Pg(€), o (€)) = (Pgu (&), P4 (E)) + (P40 (&), Pgu (€))
(€,€) = 2Re(pg, (), pa(€)) < 2((E,€) = (P (§): £g(€))]
(6, €) = (Pg=140(€), §)

Luego, si g — go y [ es continua en e se tiene (pg-14,(€),€) = (pe(€),€) = (&,€) y
consecuentemente ||pg(&) — pgo ()| = 0 y p es una representacion fuertemente continua
y unitaria.

2
2

Ejemplo 2.2.1. Sea G un grupo topologico LCH que opera continuamente en un espacio
localmente compacto medible (X, u) dejando dicha medida invariante. Se define una accion
de G en el espacio de Hilbert separable H = L*(X, ) mediante

() (@) = f(g7'2)  paratodo g€ G, x € X, f € L¥(X, p)
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ya que claramente cada pg es un operador lineal y como
(o f)(x) = f((gh) " x) = f(h g™ a) = (i /(g7 ) = (pg (o1 f))(2)
(pe F)(x) = f(z)

se tiene que pl, = pkpy y pk = Id. Veamos ahora que la aplicacion p* define una represen-
tacién unitaria de G en el espacio L*(X, u). Para ello, tendremos presente que el espacio
L*(X, u) es la completacidon del espacio prehilbertiano C.(X) de las funciones continuas
complejas de X con soporte compacto con el producto (fy, fo) = [ fi1(x) fo(x)du(x).

= La invarianza de la medida tmplica que

(ph(f1), pE(f2)) = /X Filg™ ) folg~2)dp(z) = (f1. fo)

por lo que p* es una isometria y como el dominio de pg es igual a L*(X, 1), luego

o es unitaria.

» Si f € C.(X), entonces sup||f(g~tz) — f(x)|| = 0 cuando g — e (ya que toda
funcion continua defiinida en un subconjunto compacto de un grupo topoldgico es
uniformemente continua en dicho compacto). Ademds, cuando g estd suficientemen-
te cerca del elemento neutro e € G, existe un subconjunto compacto K C X dentro
del soporte de f y del soporte de pg(f) Entonces, cuando g — e, se tiene que

1/2

I65(0) =PI = ek (1 fu—[/ I7(a7 ) = (o) (e
<mag |£(g™2) = /(@) |V/u(K) = 0

Lo que demuestra la continuidad fuerte de la aplicacion g — pg(f) en el elemento
neutro e € G. La continuidad en cualquier otro punto g9 € G se deduce sustituyendo
f por Ly (f) en el argumento anterior.

Si ahora f € L*(X,p) y e > 0, entonces existe f € Co(X) tal que ||f — f|| < e.
Luego,

log (F) = pEDIT = llog (F) = Il < Ny (F = DI+ llog (F) = I+ 1LF = Fl

Como ya hemos visto, la invarianza de pu bajo la accion de G implica que los opera-
dores pl son unitarios, por lo que ||pk(f — )| = |f — fIl. Se tiene asi que

log () = Il < 2e + Lo (f) = /]

Luego, si g estd suficientemente cerca de e € G se cumple ||p§(f) — f|| < 3¢, ya que
IpE(f) = fIl = 0 cuando g — e pues f € Ce(X). Con ello hemos demostrado que

para cada f € L2(X, ), la aplicacion g — pg(f) es fuertemente continua.
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Con ello obtenemos una representacion unitaria fuertemente continua del grupo G to-
polégico LCH en el espacio de Hilbert L*(X, ).

Ejemplo 2.2.2. Sea (G, u,,,.. ) un grupo topoldgico LCH provisto de la medida de Haar
por la izquierda (normalizada a la unidad). Las traslaciones a izquierda de G definen una
accion continua de G en (G, p,,.. ) dejando invariante la medida de Haar por la izquierda.
Obtenemos un caso particular del ejemplo anterior. Esto es la accion por traslaciones a
1zquierda de un grupo topolégico LCH determina una representacion unitaria de dicho
grupo G en el espacio de Hilbert L*(G, u,,,. ) denominada representacion regular por la
1zquierda del grupo G.

De manera similar, tomando la medida de Haar por la derecha (normalizada también
a la unidad) en G y considerando las traslaciones a derecha en el grupo se obtiene una
nueva representacion unitaria de G denominada regular por la derecha del grupo G.

Definicién 2.2.4. Se dice que una representacion p de un grupo G topologico LCH en
un espacio de Hilbert H es (topoldgicamente) irreducible si no tiene subespacios cerrados
invariantes no triviales. En caso contrario, se dice que la representacion p es (topoldgica-
mente) reducible.

Si H' es un subespacio invariante cerrado respecto a la representacién (p,H) de Gy
7 H — H' denota el operador de proyeccién, entonces o p, = p, o m para todo g € G.

Definicién 2.2.5. Si una representacion (p, H) unitaria de un grupo G topoldgico LCH
en un espacio de Hilbert H, admite un subespacio invariante cerrado H', la restriccion de
la representacion a dicho subespacio define una nueva representacion unitaria de G que
denotaremos (p', H'), donde p, = (pg)|3 . Tales representaciones se denominan subrepre-
sentaciones de (p, H).

Observacion 2.2.3. Anteriormente vimos que dada una representacion unitaria de un
grupo G que posee un subespacio invariante H' no trivial, el subespacio ortogonal (H')*
es invariante. Este resultado sigue siendo cierto cuando G es un grupo topoldgico LCH.
Ademds, si H' es cerrado, su ortogonal también es cerrado y se verifica que H®H (vedse
lema A.6.2.15 del apéndice 6 en el libro [26].

Definicién 2.2.6. Sea una familia arbitraria de espacios de Hilbert {(Hi, (,);) bier, se
define su suma directa:

D= {f e aern Y lal*< oo}

i€l 1€l

con el producto hermitico definido por

(€, 77>€i|9%i = (&mhu, Ve 6@ H

iel

Proposicién 2.2.3. Se tiene que (@ Hi, (,)@n,) es un espacio de Hilbert.
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Observaciéon 2.2.4. Cada espacio de Hilbert H; puede ser entendido como un subespacio
de @ Hi. Ademds, sii # j, los subespacios H; y H; son ortogonales respecto de la métrica

hermitica (,)@yn,-

Definicién 2.2.7. Se dice que un espacio de Hilbert es suma directa ortogonal de una

familia de subespacios cerrados {H}}icr y lo denotaremos por H =P H, si se cumplen

1. Hi LH, parai # j.

2. Si denotamos m; : H — H. la proyeccion ortogonal para cada i € I, cada elemento
§ € H descompone como una serie convergente & =y, &, siendo & = m;(§).

Observaciéon 2.2.5. Notése que si H es suma directa ortogonal de una familia de subes-
pacios cerrados {H}ier v (, )H; denota la restriccion de la métrica hermitica al respectivo

subespacio, entonces H es isomorfo como espacio de Hilbert a la suma directa de la familia
de espacios de Hilbert (Hj, (,):)-

Definicién 2.2.8. Sean ¢; € L(H;) operadores tales que ||@;|| < M para cada i € I. Se
define el operador suma directa ¢ =@ p;: @ H; — P H; mediante

<¢(5)777>@Hi = Z(%(fi)ﬂ?x’)%w Ve G@ H;

il

Observacion 2.2.6. Se verifica que ¢ =P ¢; € L(P H;). Si cada p; € U(H,;), entonces
¢ € U(D Hi).

Definicién 2.2.9. Sean {(p%, H;)}Yicr una familia de representaciones de G, tales que

para todos g € G, 1 € 1, es |]p!(]i)|| < M. Entonces, definimos la suma directa de represen-
taciones p = @ p de G en el espacio @ H; por

p= @ G — L@H)

7

g — p= Dp

Observacién 2.2.7. Si cada p es unitaria, entonces @ p también lo es.

Definicién 2.2.10. Diremos que una representacion (p,H) de G es completamente redu-
cible st puede ser expresada como suma directa de subrepresentaciones irreducibles; esto es,
existe una familia de subrepresentaciones {(p®, H}) }icr irreducibles tales que H =@ H®

y para todo § =) ., & € H con & = m;(§), siendo m; : H — H; la proyeccion ortogonal,
entonces, para todo g € G

po(€) = pP(&)

el
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En tal caso escribiremos p =@ p®

Observacién 2.2.8. Si { € H descompone como serie convergente & =Y. &, entonces

pg(§) descompone como serie convergente py(§) =y pgi)(&-) por la continuidad de la
representacion.

Observacion 2.2.9. Recordemos que toda representacion finita unitaria de un grupo
descompone es completamente irreducible. En particular, esto mismo ocurre cuando el
grupo es un grupo topologico LCH.

Veremos mas adelante que cuando el grupo G es un grupo de Lie compacto, toda re-
presentacion unitaria irreducible es de dimension finita y por tanto, toda representacion
unitaria suya descompone en suma de subrepresentaciones irreducibles finitas.

Definicién 2.2.11. Se dice que dos representaciones (pV), H1) y (p®,Hs) de un grupo
G topologico LCH son equivalentes si existe un isomorfismo lineal acotado o : Hi — Ha
verificando que

(1)

00 p, =pPos Vged

g
Observacion 2.2.10. Si (p,H) es una representacion de un grupo G topoldgico LCH y
o:H—H es un isomorfismo acotado en otro espacio de Hilbert 7-[ entonces la aplicacion
p:G— L(H ) definida por p(g) = o o pg oo~ define una representacion de G en H. En
cfecto, pgig, =0 0 pg 00 000 Pg: ©0 = = Pg. © Pgs» Pe = Id y si g — go se cumple que
126(€) = hao (Ol = o0 (pg 007 (€) = pgy 2 HENI < Nl llllpg(€) — Py (E)]| = O debido a
que ||o|| estd acotada.

Definicién 2.2.12. Dadas dos representaciones (pV,H1) y (0@, Hs) de un grupo G
topologico LCH se llama operador de enlace a cualquier operador lineal acotado o que

verifica que o o pgl) = p§2) oo para todo g € G.

Denotaremos por C(p™M, p®) al conjunto de estos operadores y si p) ~ p? = p,
entonces C(pM), p@) = C(p).

Definicién 2.2.13. Se dice que dos representaciones (p™M, Hy) y (p®, Ha) de un grupo
G topoldgico LCH son unitariamente equivalentes si existe un operador o € C(pV), p?))
que sea unitarto.

Ejemplo 2.2.3. Sea G un grupo topologico LCH provisto de una medida de Haar por
la izquierda, p*, y de otra por la derecha, uf. Denotemos por p* : G — L*(G,ut) y
por p? + G — L*(G, p') las representaciones requlares por la izquierda y por la dere-
cha, respectivamente, del grupo G. Sean (,)p y (,)r los respectivos productos hermiticos
en dichos espacios. Se define un operador lineal o : L*(G,ut) — L*(G, pft) dado por
(af)(g9) = f(g7") para cualquier f € L*(G,p") y g € G. Es claro que 0* = Idp2g ey Y
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dados f1, f» € L*(G,ut), por la invarianza de la medida se tiene que
ohoin= [ @ROERE (o) = [ flg™EG du'(o)
G G
— [ AR de ) = [ AT dut ) = (i fe
G G

Luego, o es un isomorfismo unitario que para todo f € L*(G,u*) y g,h € G cumple que:

(i PI(9) = (pr (g™ = fF(h g™Y) = f((gh)™") = (o f)(gh) = [pr (o f)](9)

Por lo tanto, o es un isomorfismo unitario verificando que oo pl = pf oo para cualquier
h € G, o lo que es lo mismo, o € C(pr, p). Por ello, las representaciones p™ y pt son
unitariamente equivalentes.

Lema 2.2.1. Sea (p,H) una representacion unitaria de un grupo G topoldgico LCH y
H' un subespacio cerrado de H. Denotemos por m : H — H la proyeccion ortogonal.
Entonces, H' es invariante si y solo si e C(p).

Teorema 2.2.1 (Lema de Schur). Sea G un grupo topoldgico LCH, entonces:

1. Una representacion unitaria (p, H) de G es irreducible siy solo si C(p) solo contiene
operadores de la forma Al dy con A € C.

2. Sean (pV, H1) y (p?,Hy) dos representaciones unitarias irreducibles de G. Si am-
bas representaciones son equivalentes, entonces C(p™M), p?)) es unidimensional, si
no, C(pM, p@) = {0}, siendo 0 el operador nulo.

Demostracion: Los aspectos mas algebraicos de la demostracién son iguales a los vistos
en la demostracion del Lema de Schur para representaciones finitas de grupos vistos en el
capitulo anterior. Los aspectos topologicos de la demostracion pueden verse en el teorema
3.5 del libro [10].

Para demostrar la primera afirmacién supongamos que (p, H) es una representacién de
G reducible. Luego, C(p) contiene proyecciones no triviales por el lema anterior. Recipro-
camente, supongamos que o € C(p) tal que o # Aldy. Dado que la representacién es

unitaria o7 € C(p), entonces tanto a = 5(0 +o') como 8 = ?(a — o) estan en C(p).
i

Ademsds, o bien « o bien 5 no puede ser un multiplo de la identidad (si ambos fuesen
multiplos de la identidad se verificaria que o también lo seria). Asumamos que « no es
multiplo de la identidad. Como « es autoadjunto, el teorema espectral de estos operadores
(Vedse teorema 1.51(c) en [10]) dice que cualquier operador lineal que conmute con « debe
conmutar con las proyecciones espectrales de dicho operador. Dado que cada p, conmuta
con «, conmuta con las proyecciones espectrales y por tanto, C'(p) contiene proyecciones
no triviales y por el lema anterior p es reducible.

En el caso de la segunda afirmacién, sea un operador o € C(p(), p?) y por tanto,

ot € C(p@, p), ya que se verifica que UTOpf) = [,0;2,)1 oo|l = [UOpél,)l]T = p(gl) oo'. Luego,
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otoo e C(pM) y oot € C(p?). Esto implica que ot oo = M dy, v que o oo = Ady,.
Entonces, o bien ¢ = 0, o bien A~*/2¢ es unitario. Esto demuestra que C'(p™, p®) = {0}
cuando pV y p? no son equivalentes y que C(pV), p?) estd formado por miiltiplos de
operadores unitarios. Si 0,05 € C(p™, p@), entonces 05 0 01 = 04 0 oy € C(p™M) v por

tanto, 0, ' 0 0y = Mdy, y 01 = Aoy. Concluimos finalmente que dim C(pV), p?) =1. B

Corolario 2.2.1. Toda representacion unitaria irreducible de un grupo G topolégico LCH
abeliano es unidimensional.

Demostracién: Sea (p, H) es una representacion unitaria irreducible del grupo G. Como
G es abeliano, se tiene que pg o pr, = pgn = pp © py Para cualquier g,h € G. Entonces,
se deduce por el Lema de Schur que p, = A\,Idy para cierto A\, € C y por tanto, si
dim H > 1 se llega a contradiccién. [ |

Ejemplo 2.2.4. Dado que el grupo U(1) = {e" : t € R} es abeliano, por el corolario
anterior sus representaciones unitarias irreducibles son unidimensionales. Si (p, H) es una
representacion unitaria irreducible de U(1) sin pérdida de generalidad podemos suponer
que H = C y por tanto, py(z) = A\gz para todo z € C y g € U(1) con A, un nimero
complejo de mddulo uno. Por ser p una representacion se tiene que A\ = 1 y g4 =
Agi Ay - Se define asi un homomorfismo de grupo X : U(1) — S* dado por \g) = A,
para cualquier g € U(1). Si denotamos pp = Ao exp : R — S, siendo exp : R — U(1)
la aplicacion exponencial, se verifica que u(t +t') = p(t)u(t’) y por tanto, su derivada
satisface
() =tim PEED =10 MO

e—0 € e—0 €

stendo k =lim ple) =
e—0 €

w(0) = X(1) = 1 se tiene que u(t) = e*. Por otra parte, dado que 1 = > € U(1) se tiene
que 1(0) = A\(1) = A(€*™) = p(27). Esto implica que k = im siendo m un nimero entero.
Se tiene finalmente que \(e™) = €™ para algin m entero; o sea, N(g) = g™ siendo m
entero.

. Integrando ahora la ecuacion diferencial teniendo en cuenta que

En definitiva, para cada m € 7 existe una representacion irreducible p™ de U(1), con
pg?)(z) = €™z para cada z € C y cualquier representacién unitaria irreducible de U(1)
es equivalente a estas. Es trivial comprobar que p™ es equivalente a p™) si y solo st

m=m.

Observacion 2.2.11. En el estudio de las representaciones unitarias de un grupo G to-
pologico LCH abeliano, aparecen de manera similar a este ejemplo ciertos homomorfismos
de grupos \ : G — S* asociados a dichas representaciones. Estos morfismos son denomi-
nados caracteres o funciones cardcter asociados a las representaciones del grupo abeliano

G.
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Capitulo 3

Representaciones unitarias de grupos com-
pactos Hausdorft

En este capitulo, abordaremos el estudio de las propiedades representaciones unitarias
de los grupos compactos y el teorema de Peter-Weyl. Por ello, a lo largo de este capitulo
los grupos G topolégicos LCH se asumiran que son compactos, mientras no se indique lo
contrario, y por sencillez, diremos que G es un grupo topoldgico compacto. En particular,
los resultados de este capitulo engloban el caso de los grupos de Lie compactos.

Senalemos que la teoria de representaciones de los grupos topoldgicos compactos es, en
cierto sentido una generalizacién de resultados més clésicos de la teoria de representaciones
complejas de grupos finitos y la teoria de caracteres impartidas en el grado. Por esta razon,
muchos de los resultados sobre representaciones complejas de dimension finita de grupos
topoldgicos compactos comparten cierta analogia con las de los grupos finitos e incluso,
muchas de las demostraciones para el caso de grupos finitos continuaran siendo validas
para los grupos compactos.

Asumiremos en esta memoria que la topologia del grupo compacto cumple el primer
axioma de numerabilidad (esto es, como espacio topoldgico, G tiene una base local nu-
merable en todo punto del mismo). La razén de imponer esta condicién implica que el
espacio de Hilbert L*(G, p) es separable (vedse capitulo 2 de [13]).

3.1. Operador de Weyl y representaciones irreducibles unitarias
de un grupo topolégico compacto

Si G es un grupo topolégico compacto, podemos tomar la medida de Haar bi-invariante
i sobre GG normalizada a la unidad. Dicha medida serd la que consideremos a lo largo de
este capitulo.

Al igual que en los grupos finitos, se tiene que

Teorema 3.1.1. Sea (p, H) una representacion de un grupo topolégico compacto G en un
espacio de Hilbert H. Entonces, (p, H) es equivalente a una representacion unitaria en el
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mismo espacio de Hilbert.

Demostracion: Sea (,) el producto hermitico original en H. Dada la representacion

continua p : G — L(H) puede ocurrir que (pn(&1), pn(&2)) # (€1,&2) para algin &,& € H
y por tanto, p no es unitaria con respecto a dicho producto. Utilizando la medida bi-

invariante de Haar, se define un nuevo producto hermitico (,) en H mediante

@@ﬁzéwﬂm@ﬁmww> Ve 6 € H

Si denotamos por || -||;) a la norma asociada a la métrica inicial (,) y por || -|| la asociada
a (,), se tiene que para todo £ € H

161 = [ (o) p)no) < (sup oyl [ (€. E)dnta) = M6 €) = 2l

siendo M =sup ||yl - Por otro lado, [[€][Gy = (pg=+(py(€): o= (ps(€))) < MZ[lpg (&I
g

Por tanto, [¢2) < Jo(€E)dula) < M2 [4(,(€), py(€))dulg) = M2[]%. Concluimos
entonces que las normas || - [|; v || - || son equivalentes y por tanto, definen la misma
topologia en H. Finalmente comprobemos que con respecto a la nueva métrica, p define
una representacion unitaria en H

(pn(&1), pu(&2)) = /G(pgh(&),pgh(ﬁz))dg =(&,6%) YheGyVé,&HeH

Observacion 3.1.1. Este resultado permite presuponer en el desarrollo de la teoria que
toda representacion de un grupo topologico compacto es unitaria.

Dado un espacio de Hilbert H y un vector { € H, la proyeccién ortogonal m¢ : H — H
definida por m¢(n) = (1, {)¢ para todo n € H es un operador lineal de rango 1 y por tanto,
compacto.

Lema 3.1.1. Dada ahora una representacion unitaria (p, H) de un grupo topolégico com-
pacto Gy un vector & € H unitario, la aplicacion

G — L(H)
g = Tpe)

es continua respecto de la topologia de la norma.

Demostracion: Dado que 7, (1) = (1, pg(§))py(&), se tiene que para todo n € H tal
que [|n]] <1es

1700(6) (1) — 7oy (M = 111, pg(§)) g (§) — (m, )&
< [, pg(£)) (pg(§) = I + [1{n, pg(£))E — (n, E)E]
< [nllllpg(E)NIllg(€) — &Il + 11 MNP (§) — &Il < 2[lpg(€) — &
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Entonces cuando g — e en G, ||7,, ) (1) — T,.(¢)(n)]| tiende a 0, ya que p es fuertemente
continua. ]

Observacion 3.1.2. De forma andloga, se puede considerar un vector & € H no nulo y
considerar el operador lineal compacto dado por la proyeccion ortogonal m¢ € L(H) con

me(n) = %ﬁ con similares propiedades.

Definicién 3.1.1. Sea (p,H) una representacion unitaria de un grupo topoldgico com-
pacto G. Fijado un vector & € H, se define el operado de Weyl asociado a dicho vector
como el operador lineal K¢ : H — H wverificando

(Ke(n),n') =/G<77,pg(£)><n’>pg(£)>du(9)=/G<77,pg(§)><pg(§)7n’)du(g) vn,n € H

que permite escribir este operador en la forma

Ke(n) = /G (. pa(E)ps(©)dple)  VneH

Teorema 3.1.2. Dada una representacion unitaria (p,H) de un grupo topolégico com-
pacto G. El operador de Weyl asociado a un vector & € H verifica

1. K¢ es un operador acotado.

2. K¢ es autoadjunto, es decir, Kg = K.

3. K¢ es un operador compacto.

4. Keopy=pgo K¢ para todo g€ Gy & eH.
Demostracion:

1. Cada operador K¢ esta acotado como consecuencia de
[ ()l </!?7 Pg(EN 1lpg(&)lldplg) /H’?H g ()1 N1€lldre(g) = €N [Inl

2. Cada operador K¢ es autoadjunto ya que para todo 1,7, € H se tiene que

(Ke(m), 12} = /G 11, 20(©) (00(E), o)l g) = /G T 22 ) 1, po(€))dia(9)
— (m, /G (12 04 ()00 () dp(9)) = (i, e (12))

3. Para demostrar que el operador K¢ es compacto tendremos en cuenta que si { A, },,>1
es una sucesion de operadores compactos en un espacio de Hilbert H con limite A,

lim ||A, — Al = 0, entonces el operador A es compacto (vedse proposicién 6.2.3
n—oo
del [9]).
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Dado que G es compacto la aplicacién g — p,(£) es uniformemente continua.
Entonces dado un € > 0 se puede hacer una particion de G' en conjuntos disjuntos
Ey,...,E, y puntos gi,..., g, con g; € E; para todo j € {1,...,n} tales que

€
lpg(©) = py; (D) <5 Vg€ Ej
Entonces, si g € Fj, se tiene que usando la desigualdad de Schwarz

17, £g(€))£g (&) = (1, £g; (€)) g, (E)]| < el

Definamos para cada € > 0, el operador

n

KO0 =3 [ 0 (O (Odnta) = 3 1)y (), €

Jj=1

que tiene imagen finito dimensional, ya que la misma esta dentro del subespacio
generado por {p,,(§) Vj=1,...,n}. Por lo que dichos operadores son compactos.

Ademas, verifica la desigualdad ||K¢(n) — Kée)(n)H < €|l para todo n € H. Lo

que implica la convergencia K 5(6) — K¢ cuando € — 0. Lo que implica utilizando el

resultado mas arriba comentado que el operador K¢ es compacto.

4. Veamos que K, conmuta con p. Luego, para todo h € G y todo n € H, se tiene:

on(Ke(n)) = /G (1, 90 E)ono (€ dilg) = /G (s oo () () k)
=mew@m@ww=&mm>

por ser p bi-invariante.

Observaciéon 3.1.3. Observemos que

<Kﬂmm%jLHWmA®NWMQEO e H

y si & # 0, entonces (K¢(n),n) >0, ya que |[{n, p,(€))||* es estrictamente mayor que 0 en
un entorno del elemento neutro por ser € unitario y g — py(§) continua. Por tanto, K¢ es
un operador positivo para todo & € H no nulo. El teorema espectral aplicado a K¢ permite
afirmar que existe un autovalor propio real positivo tal que el subespacio de autovectores
asociado es de dimension finita.

Lema 3.1.2. Toda representacion unitaria (p,H) de un grupo topoldgico compacto G
admite una subrepresentacion de dimension finita.

Demostracion: Dado un £ € H unitario, el operador de Weyl, K¢, es un operador

25



lineal compacto y autoadjunto. Aplicando el teorema espectral podemos asegurar la
existencia de un autovalor A positivo del mismo, tal que el espacio de autovectores
E(N\) = {n € H : K¢(n) = A\n} es de dimensién finita. Como K¢ es equivariante con
respecto a la representacion p, el espacio vectorial E()\) es cerrado por ser de dimensién
finita e invariante, y define una subrepresentacién finita de G contenida en (p, H). |

Corolario 3.1.1. Toda representacion unitaria irreducible de un grupo topoldgico com-
pacto es de dimension finita.

Teorema 3.1.3. Si(p,H) es una representacion unitaria de un grupo topoldgico compacto
G, entonces descompone como suma directa de subrepresentaciones unitarias irreducibles
finitas.

Demostracion: Supongamos que (p, H) es una representacién unitaria de G que no es
irreducible, entonces existe un subespacio invariante finito no nulo E()). Por ser E(\)
finito, la representacién (p|g(n), £())) descompone en suma directa de representaciones
unitarias irreducibles. Ademas, el subespacio ortogonal E(\)* es un subespacio invariante
y contiene una subrepresentacion unitaria finita que puede ser descompuesta en suma de
representaciones unitarias irreducibles. De esta manera, podemos considerar la familia
{p|E, }ier, donde p|g, son subrepresentaciones de p que descomponen como suma directa
de subrepresentaciones unitarias irreducibles. Sabemos que esta tltima familia es no vacia
(ya que p|gny € {p|g, tier). Luego, ordenando esta familia en términos de inclusion (si
ple, ple € {p|E, tier, entonces p|p < p|lg si E' C E), podemos aplicar el lema de Zorn
obteniendo de esta manera un elemento maximal p|g.

En el caso que E C H, podemos aplicar lo anterior a la subrepresentaciéon p|gi y por
tanto, hallar una subrepresentacién irreducible p|z con E' C E+. Entonces, p|g @ p|s €
{p|E, }icr v es estrictamente mayor que p|g, luego se llega a contradiccién y por tanto,
E="mH. |

3.2. Relaciones de ortogonalidad de Schur y caracteres

Dado que las representaciones unitarias irreducibles de un grupo topolégico compacto
son de dimension finita, en la literatura se recogen muchas veces propiedades de las re-
presentaciones unitarias finitas (irreducibles o no) de estos grupos. Dichas propiedades
son similares a las de las representaciones complejas de grupos finitos. Recogemos en esta
seccion algunas de las mismas.

Por ejemplo, el método de integracién con respecto a la medida de Haar normalizada a
la unidad proporciona una manera de encontrar explicitamente morfismos equivariantes
de dos representaciones finitas de un grupo compacto.

Proposicién 3.2.1. Sean (p™M, H;) y (p?,Hs) dos representaciones unitarias finitas de
G. Sea ¢ : Hi — Ha una aplicacion C-lineal, entonces la aplicacion o) : Hy — Ho
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definida por

¢(i””)=Lp()owop vdp(g)
es C-lineal y satisface o) o pg) = pf) o ) para todo h € G. Ademds, si p™) = p y
H1 = Ha, entonces las trazas de ¢ y de ™) coinciden.

Demostracion: La demostracién de la linealidad y equivariancia (™) es una mera
comprobacion. Para ver la igualdad de las trazas cuando H; = Hy = H, con dimec H =n

y p = p@ = p, consideremos una base ortonormal {&1,...,&,} en H, entonces

tw<mv>=2< (), &) = Z / ool Py (€], €5) (o)
/Z -1(&)) dulg) = /Gtw du(g) = tre

yaque {p,-1(&1), ..., pg-1(&n)} es una base ortonormal de H y la traza de un endomorfismo
no depende de la base tomada. [ |

Observacién 3.2.1. El morfismo ™) debe ser entendido a través del siquiente hecho

(™€), M) = /G (o D)Moy dilg) V€ € Mo, W € Hy

siendo (, )(2) el producto hermitico en Hs.

Observacion 3.2.2. Recordemos que en las condiciones del enunciado de esta proposicion

el grupo G opem linealmente en el espacio vectorial Homc(Hy, Ha) mediante g - ¢ =

p( ) o X p( . Luego, ¢ es invariante por dicha accion si y solo si es equivariante, esto

es, S0(1711)) 101(1) — :01(1 ) o SD(znv)

morfismo de la proposicion.

(inv)

para todo h € G. Razén por la que hemos denotado ¢ al

La anterior proposicion permite deducir las denominadas relaciones de ortogonalidad de
Schur para las representaciones unitarias irreducibles de un grupo topoldgico compacto
por ser estas finitas siguiendo los pasos similares a la deduccién de las mismas para los
grupos finitos (Vedse [22]). Sin embargo con vistas a la demostracién del teorema de
Peter-Weyl formularemos las mismas de la siguiente manera.

Definicién 3.2.1. Sea (p, H) una representacion continua um’tam’a y finita de un grupo
compacto. Para cada &1,& € H, se define la funcion continua f& &, G — C dada por

f£17§2( )= (pg(&1), &) Vgel

Dichas funciones se denominan funciones de coeficientes matriciales asociadas a la re-
presentacion finita (p, H).

Observacion 3.2.3. La razon de este nombre es que si {&y,...,&,} es una base ortonor-
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mal de H tal que py(&§) = > 0 A(9)i;&;. Entonces, las funciones continuas A(p) € C(G)

definidas por Agf) (9) == A(9)ij = (py(&), &) = f&,fj( ) determinan la matriz de cada p,

respecto de dicha base ortonormal. Ademds, si & = . ;& y & = 2?21 B;&;, entonces
es trivial comprobar que fg(?, = Z?] lazﬁjAz(jp , esto es, cualquier funcion matricial es
combinacion lineal de las funciones Aij coni,j=A{1,...,n}.

Para cada representacion unitaria finita del grupo compacto G (en particular, sus repre-
sentaciones unitarias irreducibles) y para cualquier pareja de vectores &1, & en el espacio
de representacion, las funciones f& &, Son funciones continuas y por tanto, pertenecen a

L*(G, u). Su producto hermitico asociado a la medida de Haar invariante normalizada p
en este espacio de Hilbert es

<f(1p,£2’f§' 52 /f§1€2 '7§’< )du(9)

Como consecuencia del lema de Schur para representaciones unitarias finitas irreducibles
de un grupo, se tiene que

Teorema 3.2.1. Sean (p™", H,) y (p@,Hs) dos representaciones unitarias irreducibles
de un grupo topoldgico compacto G.

1. Si p™M y p@ no son equivalentes, entonces

(2>

(PD) (™) (p)
<f£1p£2 ) nf,nz / ffﬁﬁz f7717772 (9)du(g) =0

para todo £1,§ € Hy y mi,m2 € Ha.
2. Si pM = p® = pyH, =Hy =H, entonces

1 _
(e 10 / P (0) P ) n(9) = = (€1, ) )

para todo &1,&2, 11,12 € H.

En particular, fijando bases ortonormales en los espacios Hi, Ho, se tiene que para todo
1<y, <dimHi=dy y1 <m,n <dim Hs =ds

) oy TR 0 si pM no equiv. a p®
<Ai§ 7A$me )> = / Az‘f (9) Aitm '(g) du(g) = Gindjm si o1 = p®@
G dl
(M) (1)) (p@) (@)
Demostracion: Basta comprobarlo para las funciones fg = Z] fnmmn = Al ,

siendo {&1,..., &}y {m, .., na,} bases ortonormales respectlvamente de H, y Ho debido
a la observacién 3.2.3.

Para cualquier aplicacion C-lineal o : H; — Ho la aplicacion lineal ¢ : H; — Ho dada

28



por p(€) = [, o[ (P (€))]dulg) = [ p2i [0 (05 (€))]dplg), ya que p es invariante por

el paso al inverso, y satisface que ,022) cp=(o p,(ll) para todo h € G. Aplicando el lema

de Schur, se tiene que

1. Sip™ y p® no son equivalentes, entonces ¢ = 0. Es decir, fijando bases ortonormales

en H; v Ho y teniendo en cuenta las matrices asociadas a pél,)l, p§2) y o en dichas

bases obtenemos

di  d2

1) (2) -
S5 [ ALV @) By ALY ) dule) =0
j=1 m=1

siendo (B;,,) la matriz de o en las bases ortonormales elegidas. Como la representa-

cién p@ es unitaria la matriz A®*)(g71) es igual a [A?®*)(g)], luego A%f))(gfl) =

) . .
A%pm(z )(g). Dado que esto es cierto para cualquier morfismo o y por tanto, para
cualquier matriz (Bj,,) se tiene que

Wy, @), \
[ A5 @ALD @) dute) =0
y por tanto, las funciones AE;?(D)

(AE?“”,AS;“,?U =0paratodo1<i,j<d yl<m,n<d,.

y A%pmm) son ortogonales en L*(G, ), es decir,

2. Si tomamos p) = p@ = py H, = Hy = H y para cualquier endomorfismo
o : H — H se tiene que el endomorfismo ¢ definido de manera similar al apartado
anterior es equivariante respecto a p y por el lema de Schur es una homotecia de
razon A; esto es, ¢ = A\l dy. Tomando ahora la traza se tiene que

tro = / tr(pg o oo py-1)du(g) = tro
G

debido a las propiedades ciclicas de la traza en dimensién finita. Dado que trp =
A-dim H = Ad y tomando una base ortonormal se tiene que

d d
_ tro 1
2 /G AL (@) B AL (9™ du(9) = Niw = =0 = 5 D~ Byubymdin
7,m=1 jym=1

como esto es cierto para cualquier o y por tanto, para cualquier matriz (Bj,,) se
tiene que

| A9 @A) duto) = [ AD@ARNG) duta) = Limi

Como es bien conocido, el caracter de una representacién compleja de un grupo finito
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es una herramienta importante en el estudio de sus representaciones irreducibles. Este
concepto se generaliza sin problemas para las representaciones unitarias finitas de los
grupos topoldgicos compactos. A continuacién, veremos estas ideas.

Definicién 3.2.2. Sea G un grupo topoldgico compacto, se dice que una funcion continua

f:G — C es central si f(hgh™") = f(g) para todo g,h € G.

Observacion 3.2.4. Si G es un grupo topoldgico compacto abeliano, entonces cualquier
funcion continua f : G — C es central.

Definicién 3.2.3. Dada una representacion compleja finita (unitaria o no) (p,H) de
dimension n de un grupo topolégico compacto G se define la funcion

X G — C
g — xP(g)=tr p,

que denominaremos cardcter de la representacion (p,H). Si {&1,..., &} es una base or-
tonormal de H se tiene que ) = 3" AV siendo AL (g) = (py(&), &),

Observacién 3.2.5. Es ficil ver que si (p\V,H1) y (0% Hz) son dos representaciones

complejas finitas, se verifica que PP = D) L\ D)y gue DEP) — (1)
()
X

Proposicién 3.2.2. Si(p,H) es una representacion unitaria finita de un grupo topoldgico
compacto G, entonces para todo g, h € G

1. XV (hgh™') = x©)(g).
2. XN (g7t = x¥)(g).

que se denominan relaciones de ortonormalidad de caracteres de las representaciones
unitarias 1rreducibles de G.

Proposicién 3.2.3. Sean (p™", H1) y (p@,Hs) dos representaciones unitarias irreduci-
bles de un grupo topoldgico compacto G. Se verifica que

1. Si pM ~ p@ entonces X(”(l)) = X(p(g)).
m @ WY, BTN 0 si pM no equiv. a p®
2. (P ) = [ X (g (9)dplg) = { s 1) — 2
P =p
Demostracion:
1 _ )

1. Sea un operador o € C(p®), p@), entonces x ") (g) = tr py") =tr(c o plP 0 0) =

o pg2) = ) (g) para todo g € G.
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2. Haciendo uso de las relaciones de ortogonalidad de Schur se tiene que
(1) @) WY T
@) X Py = /GX(’” D (9)x ) (g)dp(g)

(p() 2 0 si pM no equiv. a p®
_ A p A(P )(a)d _ { P q p
zz |4 @duta) ={ 7 50

Observacion 3.2.6. Sea (p, H) una representacion unitaria finita de un grupo topolégico
compacto G. Entonces, sabemos que (p,H) descompone en suma directa de subrepresen-
taciones unitarias irreducibles finitas, es decir, p ~ @ m;p®, en donde p¥ son subre-

presentaciones unitarias irreducibles contenidas en (p, H) y m; su multiplicidad, es decir,
el niimero de veces que aparece cada p en la descomposz’cién de p. Entonces, se tiene que

=3 mix ), siendo m; = Jo XP(9)x ) (g)du(g) = (x® XDV, Las relaciones
de ortogonalidad de caracteres implica que

n

(X x?) = / X (9)x®)(g) Zm
G

Por ello, la representacion es irreducible si y solo si se verifica (x\?), x\?)) = 1 y es reducible
si y solo si (x?), x)) > 1.

Ejemplo 3.2.1. En el caso particular de que G sea un grupo finito. Es bien conocido
que estos grupos poseen tantas representaciones unitarias no equivalentes como clases
de conjugacion. Ademds, G es un grupo compacto con la topologia discreta y cualquier
aplicacion f: G — C es continua con dicha topologia.

El espacio L*(G) = C(G) = {f : G — C aplicaciones} es ahora un espacio vectorial
complejo de dimension finita igual al orden del grupo |G|. En este caso, el cardcter de la
representacion regular por la derecha de G en L*(G) viene dado por x*™)(g) = 0 para
todo g # e y en el elemento neutro e € G por X(pR)(e) = |G|. Lo que permite demostrar
que la representacion regqular por la derecha contiene a todas las irreducibles del grupo y
tantas veces como la dimension de la representacion irreducible (vedse [22]).

Lema 3.2.1. Si G es un grupo topologico compacto abeliano, entonces toda representacion
irreducible de G, al ser de dimension uno, viene determinada por su cardcter.

Demostracion: Sea (p,H) una representacién unitaria irreducible de G. Como G es
abeliano, p, o pp, = pp, © pgy para todo g, h € G y aplicando el lema de Schur, se tiene que
pg = A(g)Idy para cierta funcién X : G — C. Entonces, por el corolario 2.2.1, (p, H) es
unidimensional y por tanto, tr p, = tr(\(g)Idy) = A(g)tr(Idy) = A(g). Luego, A = x¥.
|
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3.3. Teorema de Peter-Weyl

En esta seccién nos centraremos en el objetivo fundamental de este trabajo que es el
Teorema de Peter-Weyl.

A
Definicién 3.3.1. Dado un grupo topologico compacto G, se denota por G al conjunto
de todas las representaciones unitarias, irreducibles y no equivalentes entre si de G.

Recordemos que dada una representacién unitaria finita (irreducible o no) (p, 1) de un
grupo topoldgico Compacto G y fijados &1, & € H, se define las funcién continua compleja
f§1 e, - G = C mediante f§1 62( ) = (py(&1), &) para todo g € G.

Notacion. En lo que sigue asumiremos conocido un conjunto completo de representa-
ciones unitarias irreducibles no equivalentes de G que denotaremos por {(p(a)’H“)}aeé’
siendo dim H, = d, finita para cada representacion irreducible. En este sentido, st a # b,
entonces p'» no es equivalente a p. En cada espacio H, fijaremos también una base

ortonormal {f%a), e ,SC(IZ)} y denotaremos por sencillez

a (a) ..
AZ(-]-) = fg((pa) ;(a) con1<1i,7<d,
(Y]

Definicién 3.3.2. Dada una representacion unitaria finita (irreducible o no) (p, H), con
dim H =n, de un grupo topoldgico compacto G denotemos por

C(G )(p = {fgl &2 VE1, & € H}

Dicho conjunto es un subespacio de C(G) de dimension finita, ya que fijada una base
ortonormal {&1,. .., &} e H, las n? funciones AZ(»;) = fg(f)sj son base de dicho espacio.

Cada espacio C(G), estd formado por las denominadas funciones de coeficientes ma-
triciales asociadas a la representaciéon (p, H). Dichas funciones continuas contenidas en
el espacio de Hilbert L*(G, i), siendo p la medida de Haar bi-invariante normalizada.
Teniendo en cuenta la accién de G via las representaciones regulares en L*(G, 1) dadas
por

(i f)(h) = flg7'h) y  (pFf)(h) = f(hg)

se tiene que

Proposicién 3.3.1. Dada una representacion unitaria finita (p, H) de un grupo topoldgico
compacto G, el espacio C(G),) es invariante por la accion reqular a izquierda y derecha
y se tiene que

)y _ £(p) (p)
o) = Fenw v IS = Flo.
Demostracion: La invariancia es consecuencia de los siguientes hechos

L (pLFEN(B) = F2)(g7 h) = (pg-1n(€).m) = {pn(€), py(m)) = L) ().
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2. (pRFEN(R) = £E)(hg) = (png(€):m) = (pn(pg(€)), 1) = £ L)) (B).

Una consecuencia trivial de estas relaciones es el siguiente hecho

Corolario 3.3.1. Sea (p'?,H,) una representacion unitaria irreducible del grupo com-
pacto G. Entonces, las funciones Ag‘,? € C(G)(pw) verifican

da da
A7) =3 AL MAN ™Yy AD(hg) =3 AW ()AL (k)
m=1 m=1

Proposicion 3.3.2. Dadas dos representaciones unitarias finitas (p, H) y (p', H') de un
grupo topologico G compacto, se verifica que

1. Sip~p, entonces C(G),) = C(G)(p)-

2. Sip no es equivalente a p', entonces C(G),y NC(G) () = {0}. Ademds, los espacios
C(G)(p) y C(G) () son ortogonales dentro de L*(G, p).

Demostracion: Teniendo en cuenta que dos representaciones unitarias finitas equivalen-
tes de G son unitariamente equivalentes. Entonces, modificando si es preciso la métrica
hermitica en uno de estos subespacios, podemos suponer que existe un isomorfismo uni-

3 . !/ !
tario o : H — H' tal que o 0 p, = pj 0 o para todo g € G.

1. Si¢ =0(&) yn' =o(n), se tiene que para todo g € G

1&0(9) = py(€)n') = (0 (0(€)), () = o0y €))7 (m)) = {pg(€).1) = S (9)
Luego, C(G)(,) = C(G)(p).
2. Si py p' no son equivalentes las relaciones de ortogonalidad de Schur nos dicen que
() £\ _
(febys fery) =0
para todo fé(’;) € C(G)(p) v todo fé,p;?), € C(G)(p)-
[ |

Corolario 3.3.2. Sea (p,H) una representacion finita irreducible de un grupo topolégico
compacto G y sea p ~ Mgy, p\ @ ... B Mg, p'%*) con my,,...,my > 1 su descomposicion
en representaciones irreducibles. Entonces,

C(G)(p) — C(G)(p(al)) @ e @ C(G)(p(ak))

Utilizando las relaciones de ortogonalidad de Schur, es trivial comprobar con las nota-
ciones introducidas que
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Lema 3.3.1. Si {(p@,H,)} €5 un conjunto completo de representaciones unitarias
wrreducibles de un grupo G topolégico compacto. Se tiene que

1. Las d* funciones {\/d_aA,E?)}lgiJgda son una base ortonormal de C’(G)(p(a)) para cada
AN
a €G.
A
2. Sia#beG, los espacios C(G) ) y C(G),my son ortogonales en L*(G, ).

Definicién 3.3.3. Sea G un grupo topolégico compacto. Denotemos por R(G) el C-espacio
vectorial de todas funciones de coeficientes matriciales asociadas a cualquier representa-
cion unitaria finita (r.u.f. abreviadamente) de G; esto es,

R(G)={f"): Y(p,H) ruf. de Gy V& neHy = P C(G),)

p ra.f.

Dicho espacio es un subespacio de L*(G, i) invariante bajo las representaciones requlares
a 1zquierda y a derecha de G.

Como consecuencia del corolario 3.3.2 se tiene que

Proposicién 3.3.3. R(G) = P A C(G) (p). Ademds, esta suma directa es suma orto-

gonal como subespacios dentro de L*(G, ).

Corolario 3.3.3. El conjunto de funciones {\/d_aAEJa)
mal de R(Q).

} A es una base ortonor-
1<i,j<da; YaeQ

Proposicién 3.3.4. Sea (p,’H) una representacion unitaria irreducible de un grupo to-
poldgico compacto G. Dado un § € H no nulo, la aplicacion lineal we : H — C(G)(,) dada

por me(n) = fg(s), es inyectiva y equivariante respecto de la representacion reqular por la
derecha.

Demostracion: La demostracion es una mera comprobacion y los detalles se encuentran
en la proposicién 4.9 de [1]. |

Corolario 3.3.4. Sea (p, H) una representacion unitaria irreducible de un grupo topoldgi-
co compacto G. Para cada & € H no nulo, Im m¢ es un subespacio invariante de C(G),)
con respecto a la representacion regular por la derecha y ademds, (p%, Im m¢) es equiva-
lente a la representacion irreducible (p, H).

Corolario 3.3.5. 5i G es un grupo topologico compacto, entonces cualquier representa-
cion unitaria irreducible de G estd contenida en el espacio R(G) = €D A C(G) (pta)y-

Teorema 3.3.1 (Peter-Weyl). Sea G un grupo topoldgico compacto, entonces el espacio
invariante R(G) es denso en L*(G, ) y por tanto, las funciones {\/daA%l)}

es una base ortonormal de L*(G, ).

A
1<4,j<dqa; Ya€G

Demostracion: Consideremos el cierre R(G) del subespacio invariante R(G) y suponga-
mos que no coincide con L?(G, 11), en tal caso el subespacio ortogonal (R(G))* es no nulo
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e invariante por la representacién regular por la derecha. Sea entonces f € (R(G))* una
funcién no nula y definamos la siguiente funcién continua ¢ : G — C dada por

olg) = /G (o ) () FRYdpu()

A
Dicha funcién pertenece a (R(G))*, ya que para toda a €G se tiene que

(a) _ @/ N7 _ (a) IRy
(A ) = /G A9 ()@ () = /G A9(g) /G FTha) £ (h)du(h)du(g)

_ /G /G S AG A ()T £ (h)dpa(h)dp(t)
= [ [ 32 @A 0T huhyaute
=3 ([ Aso@ane) ( [ AR msman)

(A AL f) =0

dq
m=1

m=1

ya que Aﬁ)(h_lt) =y Ag.%(t)Afz,l(h_l) por el corolario 3.3.1. Ademés, si e € G es el
elemento neutro se tiene que ¢(e) = || f||* > 0.

Sea ahora ¢’ : G — C la funcién definida por

©'(9) = ¢(g) +elg™)

y consideremos el operador lineal 7 : L*(G, u) — L*(G, ) definido por

() (g) = /G o (gh Y (R)dp(h) Y € LG, p)

Dado que un célculo sencillo demuestra que ¢'(gh™') = ¢/(hg=') y por la invariancia de la
medida de Haar, se tiene que 7 es un operador autoadjunto compacto. Como ¢ £ 0, por el
teorema espectral existe un autovalor real A no nulo de 7 y el correspondiente subespacio
de autovectores E()) es de dimensién finita. Sea ¢, una autofuncion de 7 asociada a dicho
autovalor; esto es, 7(¢y) = A@a.
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A
Se tiene que para toda a €G es

(62,4 / N@DAT @)dnla) = 5 [ (000 AT (@)dn(o)

/ / '(gh~")ox(h)dp(h)) AP (g)du(g)

=5 [ ([ ¢ ®ormaun ) a7 nanto

=5 || ¢ 0o AT andnmin)

/ & (Dor(h) AL (h) At dp(h)du(t)

- (froasao) ( [ ooamm)

porque (¢, A ) = 0. Luego, ¢y € (R(G))*.

Veamos ahora que el operador 7 es invariante por p. En efecto, para todo ¢ € L?(G, i)
y todot € G es

[(plf o T)](t) = /G ¢ (tgh™" ) (h)du(h) = [T(4)](tg) = [(T o pi)](t)

Como consecuencia, E()\) es invariante respecto de p? y la restriccién de p al subespacio
de dimensién finita E(\) es completamente reducible. Luego, existe dentro de E(\) un
subespacio V' (de autovectores) invariante e irreducible por p® equivalente a la represen-
tacion irreducible (p(®, H.) de G. Sin pérdida de generalidad podemos escribir V ~ H, y

sea {&; C)} ° , una base ortonormal de V ~ H.. Como p®|y ~ pl9), se tiene que

de
PRE) = pOET) =D (D), e = ZAC
k=1
Por tanto, pf(fj(-c))(h) = dc ( )ék (h) para todo h € G. Y como por otro lado,
pf(fj(-c))(h) = 5](-0)(hg), obtenemos que é’j Y(hg) = 3% | Agclz(g) {9 (h). Tomando h = e, se

tiene que fj(-c) (9) = 26:1 Aﬁ(g) ,(f)(e). Se concluye asi que

de
g7 =2 67455 = Zu A
k=1
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Luego, fj(-c) € R(G) y por tanto, fj(-c) =0, ya que 5](-6) € E(\) C (R(G))*. Concluyéndose
con ello que F(A) = 0 contradiciendo la hipdtesis asumida. Por tanto, no puede existir

f € (R(G))* no nula. |
Corolario 3.3.6. Sea G un grupo topolégico compacto. Dada cualquier f € L*(G, ) se

tiene que
da
_ (a) A(a)
F=22 20 o Al

A g k=1
aEGJ

(donde la convergencia es entendida en el sentido de la norma de L*(G, p)) y siendo

W =d, /G F(9)AY (9)du(g)

Ademds, se cumple que

d
I & @
1917 =15.5) = [ \r@)Pauto) = 3" 5 > I
¢ acly " dk=1
denominada identidad de Parseval.
Demostracion: Teniendo en cuenta que las funciones {\/daAﬁ)} » forman una

1<j,k<dq; YaeQ
base ortonormal de L*(G, p1), se tiene que

f= sz\/_A _dZZfA Jk_zz Jk Jk

]kl jkl ]kl

donde
— du(f, AL —d/f (9)di(g)

a 1
Teniendo en cuenta las relaciones de ortogonalidad de Schur, <A§.k)7 Aﬁ?) == dab Ojr Ofs

y haciendo uso del resultado anterior se tiene trivialmente que

1£11? = Z Z 32

/\akzl
acelG s

Observacién 3.3.1. Consideremos una funcién f € L*(G, u) y fijemos un conjunto finito
de representaciones unitarias irreducibles {p\®), ..., p®¥} de G. Definamos entonces la
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funcion
da,

----- an) _ Z Z §Zt) Aat)

t=1 j k=1

entonces, para todo g € G

flg) = fr")(g) + e(g)

A medida que aumentamos el numero N de representaciones unitarias irreducibles toma-
das (lo que formalmente denotaremos por N — oc) se tiene que

()| = |f(g) = fler=¥)(g)] — 0

N—o0

para todo g € G. Entonces, por las relaciones de ortogonalidad, se verifica que

Z 5 T4 0 ) e £ 1

a j,k=1
Usando la desigualdad de Schwartz

N da

/G F@)Pdu(g) — 30 3 1esP] < @) 4 lelpllell — 0

t=1 j k=1

De esta manera, se puede aprozimar (dentro de la convergencia uniforme) cualquier fun-
cion f € L*(G, u) mediante la funcion f@-) tanto como queramos eligiendo un niime-
ro N suficientemente grande de representaciones irreducibles.

Teorema 3.3.2. Toda representacion unitaria irreducible p'® de un grupo topoldgico com-
pacto G aparece en la descomposicion de la representacion reqular con una multiplicidad
1qual a la dimension d, de la misma.

(G p) = @ dH, <= pi @ dop®
aeé’ aGé’

Fijado a EG y variando el indice j entre 1 y d,, los vectores {\/_AJ1 e/ d A }

generan los d, subespacios invariantes e irreducibles equivalentes a (p', H, ) en la repre-
sentacion reqular por la derecha.

Analogamente ﬁ]ado a EG y variando el indice k entre 1 y d,, los vectores ortonormales
{Vd Alk RV aAdak} generan los d, subespacios invariantes e irreducibles equivalentes
a (p\,H,) en la representacion reqular por la izquierda.

Demostracion: Es consecuencia de las relaciones de ortogonalidad de Schur, las expre-
siones de la proposicion 3.3.1, y del corolario 3.3.5. [ |

Ejemplo 3.3.1. En el ejemplo 2.2.4 hemos computado todas las representaciones del
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grupo compacto abeliano U(1). Teniendo en cuenta que dicho grupo es isomorfo al toro
T =R/27Z = S*, podemos utilizar el teorema de Peter-Weyl para describir los conocidos
resultados de andlisis armaonico sobre las funciones periddicas de la recta real, dadas por
f € L3(T, u). Se tiene que el conjunto de todas las representaciones irreducibles unitarias
no equivalentes de T viene dado por {(p™,C)}nez definidas para cualquier € T por

. A
pp = e™Idc. Porlo que, en este caso T=Z. Como T es un grupo de Lie unidimensional,
la medida de Haar es du(0) = df para todo 6 € T. El producto hermitico en L*(T,df) es

i fo) = /T £1(0)Fa(B)d0

En este caso, como todas las representaciones unitarias irreducibles son de dimension
uno, es decir, d, = 1 para todo n € Z. Por tanto, cualquier funcién f € L*(T,df) puede

escribirse como
f(0) = Z cpe’™ = Z[dncos(nﬁ) + b,sen(nb)]
neL neL
que no es mas que el conocido desarrollo de Fourier de una funcion periodica de pe-
riodo 2m. En este sentido, los resultados del teorema de Peter-Weyl permiten dar una
generalizacion del Andlisis Armonico de Fourier a los grupos topoldgicos compactos no
conmutativos.

Observacion 3.3.2. Se puede utilizar el teorema de Peter-Weyl para caracterizar aque-
llos grupos topoldgicos compactos Hausdorff para los cuales hay una cantidad finita o
numerable de clases de equivalencia unitaria de representaciones irreducibles. En este co-
mentario, G denotard un grupo topologico localmente compacto y Hausdorff sin asumair
que la topologia de G verifique el primer azioma de numerabilidad. Las demostraciones
de los siguientes resultados se pueden encontrar en el capitulo 2 de [13].

A
1. Sea G' compacto, entonces G es finito si y solo si G es finito.

A
2. Si G es un grupo compacto, entonces G es numerable si y solo si G verifica el primer
axioma de numerabilidad.

3. Veamos un ejemplo de grupo compacto con una cantidad de representaciones uni-
tarias irreducibles no numerables. Consideremos el grupo 7Z/2 = {0,1} el grupo
abeliano aditivo dotado con la topologia discreta. Entonces,

G=1{f:[0,1] - Z/2}

es un espacio topologico con una estructura de grupo con la multiplicacion coorde-
nada a coordenada es un grupo compacto por el teorema de Tychonoff, para el cual

A
G~ @D,cpo1) L2 es no numerable.
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Capitulo 4

Representaciones unitarias irreducibles de los
grupos SU(2) y SO(3)

La formulacién matemaética de la invariancia bajo rotaciones en Mecanica Cuantica no
relativista hace uso de la accién de los grupos compactos SU(2) y SO(3) en los espacios
de Hilbert asociados a los sistemas cuanticos que se estudian. La invariancia del operador
hamiltoniano cuantico del sistema bajo dichas acciones permite obtener informacion, e
incluso en ciertas ocasiones determinar, los espacios de autofunciones de dicho operador
como las componentes irreducibles del espacio de Hilbert bajo dicha acciéon. Estos hechos
estan directamente relacionados con el lema de Schur aplicado al operador hamiltoniano,
ya que las componentes irreducibles no equivalentes son invariantes por el hamiltoniano.
En ciertos casos particulares, estas ideas permiten trivialmente calcular los autovalores
de dicho operador. La aplicaciéon de estas técnicas exigen determinar previamente un
conjunto completo de representaciones unitarias no equivalentes y los caracteres de las
mismas para estos dos grupos. Este es precisamente el objetivo de este capitulo.

4.1. Representaciones irreducibles del grupo SU(2)

El grupo especial unitario de orden 2 es el grupo de isometrias de determinante 1 de la
métrica hermitica usual de C? dada por

(21, 22), (W1, wa)) = 2101 + 20002

Fijada una base ortonormal en C?, la matriz de estas isometrias son matrices unitarias
de determinante 1. Lo que permite identificar dicho grupo con el grupo matricial

SU12) ={U € Mat(2 x 2,C): UU" = Id y det(U) = 1}

Estas condiciones permiten escribir este grupo en la forma

SU(2) = {(_‘% g) € Mat(2 x 2,C) : |a]* +|8)* = 1}
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Observacion 4.1.1. Este grupo es isomorfo al grupo de cuaterniones unitarios
H, ={qeH:|q|* =1} ={qg=aol +aii+ayj+ask:al+a+a3+a3=1} ~S°

hecho que resulta de la estructura de C-espacio vectorial de los cuaterniones de Hamilton
H. La conocida sucesion exacta 1 — Z/2 — Hy — SO(3) — 1 permitird relacionar el
grupo SU(2) con el grupo de rotaciones euclideas SO(3). Para estos detalles vedse [5] y

[6].

Resaltemos que el grupo SU(2) se puede identificar como espacio topolégico al espacio
S3. Hechos que permiten demostrar que SU(2) es un grupo de Lie compacto y por tanto,
es un grupo topolégico LCH compacto. Llamando o« = = + iy y f = 2z + iw podemos
identificar SU(2) con la esfera S* C R*, ya que |af? + |B]? = 22 + y* + 2% + w? = 1.
Parametrizando S® mediante las variables angulares 0 < 6, ¢ < 7, 0 < ¢ < 27 tales que
x = costl, y = senf cosp, z = senb seng cosy, w = senb sen¢ seni) se tiene que la
medida de Haar normalizada de SU(2) ~ S? es

dp = L567129 seng df d¢ diy

272

y el producto hermitico para toda funcién fi, fo € L2(SU(2), i) es
1 2 s T
(ot =5z [ [ [ £16.6.0) F00:0) sen’t sens do do dw
o Jo Jo

Observaciéon 4.1.2. Se puede demostrar que el subgrupo abeliano mdximal de SU(2) es
el toro dado por las matrices diagonales

e? 0
oo {( 0) es)

que es un grupo topoldgico unidimensional compacto isomorfo a S*.

Las clases de conjugacion de SU(2) estan generadas por las matrices:

e? 0
Up = ( 0 e_i9>

para cualquier § € R; esto es, en cada clase de conjugacion existe un elemento del toro

_01 (1) € SU(2), se tiene que UUgU ™' = U_y, es

decir, las clases de conjugacion de Uy y de U_y son las mismas.

maximal. Notése también que si U =

Definicién 4.1.1. Denotemos por P, (C?) al espacio vectorial complejo de dimension

41



n+ 1 de los polinomios homogéneos con coeficientes complejos de grado n de C?; esto es,
P, (C?) = { p(z1, 22) Zaszzg koay e (C}

Se pueden dotar a estos espacios con una métrica hermitica definida por

n n n
<Z apzy 2k, Z bz i~ k> = Z k!(n — k)b
k=0 k=0 k=0

Se comprueba facilmente que los polinomios {p,i")(zl, z) = 28287Fyn_ forman una base
ortogonal de P, (C?) y por tanto, las funciones

k .n—k
2179

NI

el(cn) (’217 ZZ) =

forman una base ortonormal de P,,(C?) con respecto a la métrica hermitica citada.

Recordemos que cuando un grupo G opera en un conjunto X se tiene también una
accién lineal de G en el conjunto de las funciones de X definida por (g- f)(z) = f(g 'z)
para todo g € G y todo * € X. En nuestro caso, la accién de SU(2) en C? induce
de manera natural acciones lineales en cada uno de los espacios P,(C?) dadas por las
representaciones

P SU(2) —  Aute(P,(C?))
=(5 D) — b

siendo [,o(U") (p)] (21, 22) = p(@z1 — B2y, Bz1 + azy).
Teorema 4.1.1. Para cada n € N, la representacion (p™,P,(C?)) de SU(2) es una

representacion unitaria irreducible.

Demostracion: En primer lugar, comprobemos que efectivamente p™ define una re-
presentacién. Claramente, la aplicacién p(™ estd bien definida ya que para todo U =

(_O% g) € SU(2) y todo polinomio p = Y7, ap2fz5~* € P,(C?) se cumple que:

[P(Un)(p)] 21, 2) Zak az1 — B22)"(Bz1 + az)"F € P, (C?)

k=0

y trivialmente se comprueba que para cualquier U,U’ € SU(2) se verifica que p%, =

pgl) ) pgl,) y que p([") = Idp,(c2). Se concluye asi que p™ es una representacién.
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Veamos ahora que cada p™ es unitaria. Para ello, observemos que V(21 23), (w1, wy) € C?

" T Nl (P L (v Lot S
Zeé)(zbzﬂeé)(wlawﬁ :Z - 2(k)( 1) (@2) = m(zlwl‘i'zzwz)n

o Pt (n—E)!

Por otro lado, se tiene que para todo U = <_aB ) € SU(2):

ol @

Z [pgl)ei(cn)] (21, 22) {p(ﬁ)eﬁf‘)} (w1,w2) =
k=0

= Z 6;(:) (@21 — B2, Bz1 + azp)ey] v )(Oéwl B, Pwr + aws)

= %((521 — B23)(aWy — Bug) + (Bz1 + azo)(B@r + )"
_ (eP+18P)"

o (21001 + 20002)" = E(le_l + 20t2)"

Por lo que tenemos que para todo U € SU(2) se verifica:

n

Ze;i )(21722)6k w17w2 Z [PU €k } Zh@)[ﬂ%}l)%&n)] (W1,W2)

k=0

Luego, si A™(U) = (Aﬁ)(U )) es la matriz asociada a la representacion pgl) en la base

ortonormal que estamos tomando en P, (C?) se tiene que

5 el o, )l on, ) = Z(ZAm ) [e 2] S AP W) [e§-”><w1,w2>})

k=0 k=0 \i=0 §=0

es decir,

> (ARWAR W) =8y [e (a1, z0)e (wr,w) | = 0
Como las funciones egn) ® @ de C? x C? definidas por

ez(-n) 0%y eg-n) (21, 22), (w1, w2)] = 65")(21, 2) 65»”) (w1, w2)

son linealmente independientes se tiene que

D AP AR W) = 5,
k=0
Luego, cada matriz A™(U) es unitaria y con ello concluimos, que la representacién
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(p™, P,(C?)) es unitaria.

A continuacién, comprobemos que p™ es irreducible. Para ello, supongamos que existe
un subespacio invariante no nulo V' C P,(C?) y veremos entonces que V es el espacio
total P,(C?); esto es, que los tinicos subespacios invariantes son los triviales. Dado un
polinomio ¢ € V' no nulo, definimos para cada ¢ € C con |¢| = 1 un nuevo polinomio ¢,
mediante

qe(21, 22) = qlezy, € t2)

0 e) € SU(2), se tiene que g, = pg?(q)-

. €

Claramente, ¢ € V' ya que si U, = <
Siq=>_,arz¥25 % € V para ciertos a; € C se tiene que g. = > 1, ape2 220", Si
tomamos ahora un € € C tal que €2~ = —1 para cierto k € {0, ...,n} se tiene que ¢ + g
tiene un término menos que ¢. Por induccién, modificando el pardametro k si es preciso

podemos tomar un elemento ¢ de V' con un solo término; esto es, en la forma g = zF207*

“ Zb) € SU(2) para ciertos

para un cierto k. Ahora bien, considerando la matriz A = (z’b N

a,b € R tales que a® + b = 1, se tiene que

p(:)(q) = py (zfzgfk) = (az — ib@)k(—ibzl + azg)”’k

k n—k
Z am(—ib)kmz{“zé{m> (Z(—ib)ja”ka{zgkj>

J=0

n
— (Z-b>k+]m&nkj+m> ZiZ;il

m=0

n l
(ib)ka”*k (Z(ib)ZQma%nl) Zizgfl

Observemos que cuando a — 1 el coeficiente de 2! 25~ se aproxima a:

! l ib)~2 — (ib)—20+D)
(ib)k (Z(ib>l2m> _ (Z-b)kH (Z(Zb)2m> _ (ib)kﬂ( b) — <(Z:))_2

Luego, si b # 0 se tiene que este coeficiente serd no nulo. Ademas, se puede ver que existe
un valor (a,b) € S* C R? para el cual todos los coeficientes de p%)(q) = pff)(zfz;"k) son
no nulos. Concluimos asi que hay un polinomio en V' con todos sus coeficientes distintos
de cero. Si ahora se aplica el procedimiento realizado anteriormente para convertir un
elemento de V' en un monomio, se deduce que V' contiene todos los monomios y por tanto
V = P,(C?). En otras palabras, para todo n € N, (p™, P,(C?)) es una representacién

irreducible de SU(2). |

Observacién 4.1.3. Como ya hemos comentado, las clases de conjugacion de SU(2)
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estdan generadas por las matrices Uy para cierto 8 € R. En particular, se tiene
pgz)(zfz;"k) = eie("’%)zfzgfk VO<k<n
k

Esto es, para cada k € {0,...,n} el polinomio 28257 es un autovector de pgj;) de autovalor

e(n=2k) 4y por tanto, cada pg}z) diagonaliza (este hecho también se puede ver teniendo en

cuenta que la restriccion p™ al toro mdzimal T es una representacion de este grupo en
P.(C?) que descompone en suma de representaciones irreducibles de dimension uno por

) som {0y y
como el cardcter de la representacion unitaria irreducible p™ es una funcion central, estd
completamente determinado por su valor sobre el toro mdximal. Asi, si U € SU(2) estd
en la clase de conjugacion del elemento Uy, entonces el cardcter x™ de la representacion

)O(n) es

ser T abeliano). Con ello, hemos visto que los autovalores de p

n

X(n)(U> — X(n)(UG) _ Zew(n—%) _

k=0

sen((n+1)0)
senf

En particular, vemos que el cardcter de p™ solo depende de la variable angular 6 y por

tanto,

2

2m
(™ ) — %/ sen®((n +1)0) df = 1
0

Teorema 4.1.2. Toda representacion unitaria irreducible de SU(2) es equivalente a una
representacion (p™, P,(C?)) para cierto n € N.

Demostracion: Consideremos una representacion irreducible (o, V') de SU(2) de dimen-
sién m. La restriccién de la misma al toro maximal T, que denotamos (¢’, V'), puede
descomponerse en suma directa de subrepresentaciones irreducibles de dimensiéon uno por
ser T abeliano. Asi

siendo cada ¢} una representacién unitaria irreducible de T en un subespacio (v;) de V
unidimensional. Por tanto, para cada j € {1,...,m}, se tiene que

ik;0

(0))u, (v;) = €™"v;

para cierta constante k; € Z (ya que como vimos en el ejemplo 2.2.4, las representaciones
irreducibles de T ~ U(1) son de esa manera). Por tanto, el cardcter x(@) = x(@) 4 4 ylom)

viene dado por
m

Y (Uy) = ZX(QQ)(UG) — Zeikje
j=1 j=1
Dado que x¢)(Uy) = x@(Up) se tiene que x@(Uy) = > eki%; esto es, el cardcter
X9 : SU(2) — C es la funcién x(9(0) = > e*i% para ciertos k; € Z (vemos que dicha
funcién solo depende de la variable 6 y no de las variables ¥ y ¢ que coordenan el grupo

SU(2).
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Supongamos ahora que la representacion (o,V) no es equivalente a ninguna de las
representaciones (p™, P,(C?)) con n € N. Entonces,

0= (x@ xy™) = 2 /0 ' xQ(0) x"™(6) sen?(0) do = 2 /0 ’ x9(6) sen(8) sen((n+1)6) db

™ ™

Dado que Uy y U_g estan en la misma clase de conjugacion de SU(2) se tiene que x@ (Uy) =
X9 (U_g). Podemos extender simétricamente la funcién x(@ al intervalo [, 7]. Extensién
que seguimos denotando x(¢). En dicho intervalo [—x, 7], la funcién f(0) = x(@sen(f) es
una funcién impar perteneciente a L?([—, 7]). Utilizando el anélisis de Fourier y teniendo
en cuenta que las funciones {1, sen(nf),cos(nf) : n € N} son base ortonormal de

L*([—m,]). Los coeficientes de Fourier de f(6) = % + > (ancos(nd) + bysen(nd)) en

dicha base vienen dados por

ap = 1/ f(@ds ; a,= L f(@)cos(nd)dl ; b, = %/ﬂ f(0)sen(nd)do

™ ™

En particular, como f(0) y f(6)cos(nf) son funciones impares, ag = 0 y a,, = 0 para todo
n € N. Por otro lado, como f(0)cos(n®) es par

b= / " f(6)sen(nd)do = 2 / "X @(O)sen(®)sen(nd)dh — (\?, ") = 0
T Jo 0

™

Concluimos asf que la funcién f(#) es la funcién nula. Por tanto, f(6) = x'@(#)sen () = 0
para cada 6 € [0, 7] de donde x(@(#) = 0, lo cual implica que ¢ = 0. [ |
Corolario 4.1.1. Sea (9,V') una representacion finita de SU(2) de dimension n+1 y tal
que €™ sea un autovalor de gy,. Entonces, ¢ es equivalente a o™,
Demostracion: Por ser (p, V) una representacién de SU(2) su descomposicién en irre-
ducibles viene dada por
~pm) g @ pw)

En el caso que n; > n para algin j € {1,...,p} se llega a contradiccién por dimensiones.

Si n; < n, los autovalores de p"’
g =1 Pu,

0

son de la forma e?=2%) para cierto k € {0,...,n;}.

(n

Luego, como €™ es autovalor de gp,, alguna de las representaciones pUGj) tendra dicho

autovalor. Por tanto, algin n; tiene que ser igual a n y por dimensiones o ~ Pt |

Teorema 4.1.3 (Clebsch-Gordan). Para cualquiera valores n,m € N, se verifica que

p(”) ® ,O(m) ~ p(m+”) o) p(m+”—2) D...PH p(\m—n\)

Demostracion: Asumiremos que m > n. Teniendo en cuenta que con las notaciones
e’L

) O(n+1) _ ei@(—n—l)
precedentes X(”)(Q) = ZZ:O eif(n—2k) _

. 4 , el caracter de la representacién
619 _ 6710
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™ @ p(™ viene dado por

x™ (@) - ™ (9) = Z 0 (n—=2k)
k=0

il _ o—if

n pif(m+1) _ ,if(—m—1) N pif(mAn—2k+1) _ ,if(n—m—2k—1)
el _ o—if

k=0
Por otro lado, el cardcter de la representacion p™*™ @ p(m+t7=2 @ @ p(m=") eg
6i9(m+n72k+1) _ eié(fmfnJerfl)

Zn: X(m+n72k)(9) — Zn: Xn: ei@(m+nf2k72j) _ Xn: g "
k=0

k=0 j=0 k=0

Se comprueba que x™(0) - x@(0) = S0 x™F2M(0) a través del desarrollo de los
sumatorios con lo que se concluye que ambas representaciones son equivalentes al tener
el mismo caracter. [ |

Observacion 4.1.4. Para los primeros valores de n y m se tiene que:

m,n=1— P(C?) @ Py(C?) ~ P,(C?) & Py(C?)
n=1m=2— P(C? @ Py(C? ~ P3(C*) @ P,(C?)
n=3m=1-—s P3(C?) @ P(C?) ~ Py(C?) & Py(C?)
n=2m=2— Py(C?) @ Py(C?) ~ P,(C*) @& P,(C? @ Py(C?)

Observaciéon 4.1.5. En el estudio del momento angular en Mecdanica Cudntica se suele
caracterizar a las representaciones unitarias irreducibles (p™, P,(C?)) de SU(2) mediante
el valor s = (n — 1)/2 relacionado con el spin del sistema cudntico y que se denotan
(p'),V,), pero con dim V, = 2s+1. Por lo que las representaciones vienen parametrizadas
por valores s € {0, 1/2, 1, 3/2,...}. En este caso, la descomposicion de Clebsch-Gordan
del producto tensorial de dos representaciones irreducibles se escribe

‘/81 @ ‘/82 = V\S2—Sll D ‘/|82—81\+1 D...0 ‘/:92—4-31

4.2. Representaciones irreducibles del grupo SO(3)

Como es bien conocido las isometrias lineales de determinante uno del espacio euclideo
tridimensional se identifican con el grupo especial lineal ortogonal

SOB)={Aec Mat(3x3,R): AT-A=1 y det(A) =1}

Este grupo es un subgrupo de Lie (cerrado) compacto contenido en GI(3,R). La conocida
sucesion exacta de grupos de Lie (y por tanto, grupos topoldgicos)

1 = {£l} - SU(2) - SO(3) — 1

permite determinar las representaciones unitarias del grupo SO(3) ~ SU(2)/{*I} a
partir de las del grupo SU(2) debido al siguiente hecho
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Proposicién 4.2.1. Una representacion unitaria (o, V) de dimension finita de SU(2)
factoriza a través de SO(3) ~ SU(2)/{£I} si o_; = Idy definiendo con ello una repre-
sentacion unitaria finita (0,V) de SO(3) y toda representacion finita de SO(3) se obtiene
de esta manera. Ademds, si (0,V') es irreducible, (9,V) también lo es.

Corolario 4.2.1. Las representaciones unitarias irreducz’bles de SO(3) no equivalentes
vienen dada por la factorizacion de las representaciones (p™, P,(C?)) con n par.

Demostracion: Dada una representacién unitaria irreducible (p™, P, (C?)) de SU(2) se
tiene que para cualquier polinomio p € P,(C?) se cumple que

(021 (P)](21, 22) = p(—21, —22) Zak )" (2425 *) = (=1)"p(21, 22)

se concluye que n debe ser un niimero par para que ,0(_71[) = Idp, 2. [ |

Observacién 4.2.1. Si denotamos por (p™, P, ((Cz)) a la representacion unitaria irredu-
cible de SO(3) definida por la representacion (p™, P, (C?)) de SU(2) con n par se tiene
que p™ es no equivalente a p™ sin # m, ya que dim P,(C?) # dim P,,(C?). Como
n = 2r par, entonces la dim P,(C?) = 2r + 1 impar.

4.3. Polinomios armonicos esféricos

Una funcién C*-diferenciable del espacio euclideo R? se dice arménica si verifica la
ecuacion de Laplace

siendo A el operador laplaciano euclideo. Tomando las coordenadas esféricas usuales de
R3, el laplaciano es de la forma

en donde

A L0 PRATE a
7 send 90 \ """ 09 sen?6 0p?

Dicho laplaciano se puede extender de manera natural a las funciones C-valoradas de R3.

Es bien conocido que el operador laplaciano anterior es invariante bajo transformaciones
euclideas de R3. Restringiendonos a las rotaciones euclideas queremos mostrar en esta sec-
cién como las representaciones irreducibles de SO(3) permiten analizar algunos aspectos
del espectro de este operador y muy en particular de su ntcleo.

El grupo SO(3) opera de manera natural en el espacio euclideo R?. Vectorialmente, esta
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accion lineal la podemos escribir

SO3) xR* — R3
(A,f) — AX

Esto permite definir la accién lineal de SO(3) en el espacio de las funciones C-valoradas
de R3 (vedse ejemplo 2.2.1) ; asi dada f: R?* — C y A € SO(3) se tiene que

(paf)(@) = f(A'Z) VT ER’

Esta accion transforma funciones diferenciables en funciones diferenciables. La invarianza
del laplaciano bajo movimientos euclideos significa que

Alpaf) = pa(Af)

para toda funcién f del espacio vectorial de las funciones C-valoradas C'*°-diferenciable

de R3.

Definicién 4.3.1. Denotemos por P,(R?) al espacio vectorial complejo de los polinomios
homogéneos con coeficientes complejos de grado n de R3; esto es,

P, (R?) :{ T Z Uy 2R E(C}

k,m=0

Proposicién 4.3.1. P, (R3) es un subespacio vectorial de dimensidon finita de las funcio-
nes diferenciables C-valoradas de R3. Su dimension es dime Pp(R?) = (n+1)(n + 2)/2.

Proposicién 4.3.2. El espacio P,(R?) es invariante por la accién lineal de SO(3) en las
funciones C-valoradas diferenciables; esto es, para todo f € P,(R3) y todo A € SO(3),
paf € Pn(Rg).

Observacion 4.3.1. Se tiene asi una representacion compleja de dimension finita (n +
1)(n +2)/2 del grupo SO(3) en el espacio P,(R?). Para n # 0 estd representacion no es
irreducible.

Es claro que el operador laplaciano es un operador lineal en el espacio de las funciones
C-valoradas diferenciables de R?®, pero no deja invariantes los espacios P,(R?), ya que
transforma polinomios homogéneos C-valorados de grado n en polinomios homogéneos de
grado n — 2. Sin embargo, trivialmente se comprueba que

Proposicién 4.3.3. La aplicacion lineal A : P,(R?) — P, 2(R3) es epiyectiva y por
R3) = 2n + 1

Definicién 4.3.2. Denotemos por H,(R3) al espacio vectorial los polinomios armdnicos
de grado n del espacio euclideo; es decir,

Ho(R?) = ker A ={f € P,(R*): Af =0}
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Debido a la invarianza del operador de Laplace bajo rotaciones euclideas se tiene que
el subespacio H,(R?) es un subespacio invariante de dimensién 2n + 1 bajo la accién de
SO(3). Luego, como dicha dimensién es impar podemos asumir que es la factorizacién
de una representacién 7 de SU(2) en dicho espacio vectorial a través de la proyeccién
m:SU(2) - SO(3) ~ SU(2)/{xId}; esto es, existe una accién lineal

T SU((2) x H,(R3) — 3, (R3)
(U, f) — 1u(f) = pa(f)

siendo A € SO(3) la imagen de U € SU(2) por la proyeccion « : SU(2) — SO(3) ~
SU(2)/{£Id}. En particular, el polinomio (y + i2)" € H,(R?), ya que

8_2+8_2 (_1_1‘2)”— 2_22
oy? 022 Y ~\oy 0z

Ademés, tomando el elemento Uy € SU(2) se tiene que 7(Uy) € SO(3) es la rotacién
euclidea de dngulo 26 en torno al eje X de R?, de donde se deduce que 77, ((y + i2)") =
e*m(y +iz)". Por tanto, (y + iz)" es un autovector del operador 7y;, de autovalor ™.
Por el corolario 4.1.1 la representacién (7, H,,(R?)) es equivalente a la representacién irre-
ducible (p?™, P,(C?)) de SU(2). Por tanto, la representaciéon de SO(3) en dicho espacio
también es irreducible. Se tiene por tanto que

Proposicién 4.3.4. El espacio H, (R?) es un subespacio irreducible bajo la accién natural
de SO(3) en las funciones C-valoradas diferenciables de R3.

Es evidente que Py(R3) = Hy(R?), pues son los polinomios constantes y P;(R3) =
H; (R3) al ser polinomios homogéneos de grado 1. Se tiene que

Proposicién 4.3.5. Sin > 2 yr? = 22 + y? + 22, se verifica que

P (R?) = 3, (R?) & r?P,_o(R?)

Demostracidn: Por induccion, sin = 2 un cdlculo trivial muestra que Pa(R?) = H,(R?) &
{r?}. Sea ahora un n cualquiera y consideremos la aplicacién Q : P, _»(R3) — P,(R3) dada
por multiplicar por r2. Entonces, por induccién la imagen de ) no contiene componentes
equivalentes a 3, (R3?). Luego, si descomponemos P, (R?) en irreducibles obtenemos que

P, (R?) = 3, (R?) @ H,(R*)*

en donde H,(R*)* contiene todas las irreducibles de P,(R?®) no equivalentes a H, (R?).
Como dim 3, (Rt = dim P, _o(R3) = dim I'm @Q concluimos que

Po(R?) = 3, (R?) @ Im Q = H,(R?) & r’P,_o(R?)
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Corolario 4.3.1. Para todo k > 1 se tiene la descomposicion en subespacios invariantes
1rreducibles
Por(R?) = Hop(R?) @ r°Ho 1) (R?) & ... & 1P H(R?)

P2k+1(]R3) = j‘fgk+1 (R?)) @ TQU'CQ(k_l)+1(R3) @ P @ 7,21@:}{1 (Rs)

Definicién 4.3.3. Denotaremos por JA{n(SQ) a la restriccion a la esfera S? de los ele-
mentos de H,,(R3). Los elementos de dicho espacio se denominan armdnicos esféricos de
grado n.

En coordenadas esféricas, los elementos de H,(R3) se escriben f(r,0,0) = r"g(6,p)
donde g(0, p) € 5\(”(52) son los armoénicos esféricos de grado n sobre la esfera S?. Veamos
a continuacién que estas funciones g(6, @) son autofunciones del operador laplaciano Age.
En efecto, dado que f € H,(R3) se verifica que

.. (1O [,0 1 _— B o
O_Af_(r2ar<r ar)—i—rzASz)rg—(n(n 1)+ 2n+ Ag2)r" =g

Y por tanto, se cumple que Ag2g = —n(n + 1)g para todo g € 9A-Cn(5'2). Con ello vemos
que cada uno de los espacios f}ACn(SQ) C L*(S?) es un espacio de autovectores para el
operador Agz de autovalor —n(n + 1) y de multiplicidad 2n + 1. Como el operador Ag:
es autoadjunto, concluimos que los espacios H,(S2) y H,.(S?) son ortogonales en L2(52)
para m # n.

Proposicién 4.3.6. En la descomposicion L*(S*) = @,,5, fﬁfn(SQ) cada representacion
irreducible de SO(3) aparece con multiplicidad 1.

Demostracion: Es suficiente con demostrar que la suma directa de los Utfn(S ?) es densa
en el espacio de las funciones continuas de S?. Pero, podemos aproximar cualquier funcién
continua de S? por la restriccién de funciones polinémicas de R® como consecuencia del
teorema de Stone-Weierstrass. Cualquier polinomio es una suma de sus componentes
homogéneas y cada componente homogénea es fo+7r2fi+r1fo+. .., donde f; € H, _2;(S?)
para todo i € {0, 1,...}. Como en la esfera unidad r = 1, se concluye que ﬁn(SQ) es denso
en L*(S?). |
Observacién 4.3.2. Toda f = f(0,¢) € L*(S?) tiene una expansion armdnica esférica

~

convergente f =3 o angn CON gy € H,.(S?).
Es usual elegir una base ortogonal de 9/%”(5’2) formada por los polinomios
{YF(0,0) = e™* PF(cosh) ; 0<k<n}

donde P%(t) son los polinomios de Legendre (véase seccion 7.8 de [12]) . Normalizando
dicha base ortogonal se obtiene una base ortonormal del espacio L*(S?) que es amplia-
mente utilizada en el estudio del momento angular en Mecdnica Cudntica y en sistemas
cudnticos elementales.
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Capitulo A

ANEXO: Nociones basicas de espacios medi-
bles y operadores autoadjuntos compactos

En este anexo se recogen algunas definiciones y resultados bésicos sobre teoria de la
medida y operadores compactos autoadjuntos en espacios de Hilbert de los que se hace
uso en la memoria. Las demostraciones de estos resultados en numerosos libros docentes
como por ejemplo [9].

A.1. Espacios topolégicos medibles

Definicién A.1.1. Sea X un conjunto y P(X) el conjunto de sus partes, entonces se dice
que A C P(X) es un dlgebra de conjuntos si verifica:

1. e A
2. Si E pertenece a A, entonces su complementario E° también.
3. SiEy, .. E, €A, entonces E;U...UE, € A

Si ademds se cumple:

[e.9]
4. Si Ey, ..., E, es una sucesion de elementos de A, entonces |J E; € A
i=1

diremos que A es una o-dlgebra.

Definicién A.1.2. Un espacio medible es una pareja (X, M), donde X es un conjunto y
M una o-dlgebra en X .

Definicién A.1.3. Sea X un conjunto. Dado un subconjunto G C P(X), se define la
o-dlgebra generada por G como:
G)= (N A

ADG

donde A es una o-dlgebra en X.
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Definicién A.1.4. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Se denomina o-dlgebra de Borel a
la o-dlgebra generada por T.

Definicién A.1.5. Sea (X, M) un espacio medible. Una medida en (X, M) es una fun-
cion p: M — [0, 00] que verifica:

1. u(0) =0

2. Si E=|]| E; con E; € M, entonces u(E) =) pu(E;)
i=1 i=1

Definicién A.1.6. Dado un espacio medible (X, M), se dice que un subconjunto M C X
es medible si M € M.

Definicion A.1.7. Sean dos espacios medibles (X, M), (Y,N), se dice que una funcién
f: X —Y es medible siVE € N se tiene que f~*(F) ={r € X : f(z) € E} € M.

Definicién A.1.8. Sea (X, M) un espacio medible y u una medida en él, se dice que una
funcion medible f : X — R pertenece al espacio vectorial LP(X, ) si cumple

[ v < o0
X

Definicién A.1.9. Dado un espacio medible (X, M) y una medida p en €l, se define la
o 1
aplicacion | - |, : L?(X, j1) — R* como ||fll, = ([ |fI7dp) """

Observaciéon A.1.1. Se puede comprobar ficilmente que || - ||, define una norma en
espacio vectorial LP(X, p), y por lo tanto, es normado.

A.2. Operadores compactos en espacios de Hilbert y teorema
espectral

Definicién A.2.1. Sea (H, (,)) un espacio de Hilbert. Un operador A, con dominio D(A)
contenido en H, se dice que es continuo en un punto & € D(A) si para todo € > 0 existe
d >0 tal que si & € D(A) es tal que ||§ — &l < 6, entonces ||A(E) — A(&)|| < €

Definicién A.2.2. Un operador A se dice acotado si existe una constante C' tal que

Al < ClIEl| para todo & € D(A).

Proposicién A.2.1. Todo operador lineal acotado A de un espacio de Hilbert es (unifor-
memente) continuo.

Definicién A.2.3. Si A es un operador lineal acotado en un espacio de Hilbert (H,(,)),
entonces su norma viene dada por

[A]] = sup A

l€l<t
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Fijado un elemento n € H, la aplicacién £ — (A(&),n) es continua. Por el teorema
de representacién de Riesz, existe un dnico ' € H tal que (A(§),n) = (£,7) para todo
EeH.

Definicién A.2.4. Dado un operador continuo A en un espacio de Hilbert (H,(,)), se
denomina operador adjunto de A al operador AT definido por la relacién (A(€),n) =
(€, A(n)) para todo &1 € H.

Proposicién A.2.2. El operador AT es continuo y ||A| = ||AT||. Se tiene ademds que
(AN = A,

Definicién A.2.5. Diremos que un operador lineal acotado A en un espacio de Hilbert
es autoadjunto si satisface que A = AT, es decir, (A(£),n) = (£, A(n)).

Proposicion A.2.3. Si A es un operador autoadjunto, entonces
1. Los autovalores de A son reales.

2. Dados dos autovalores \ y p distintos de A, se wverifica que sus correspondientes
espacios de autovectores son ortogonales.

Proposicién A.2.4. Si A es un operador autoadjunto, entonces || Al = sup [(A(€),E)].

llgll<1
Definicién A.2.6. Se dice que un operador A de un espacio de Hilbert H es compacto si
la imagen por A de un conjunto acotado es relativamente compacta.

Observacion A.2.1. La definicion de operador compacto es equivalente a cualquiera de
las dos siguientes:

s La imagen por A de la bola unidad es relativamente compacta.

» Si tenemos una sucesion acotada {&,}n>1 en H, entonces existe una subsucesion de
la misma {&,, }n,>1 tal que la sucesion {A(&,, ) tn,>1 converge.

Proposiciéon A.2.5. Si {A,},>1 es una sucesion de operadores compactos en un espacio
de Hilbert H con limite A, lim ||A, — A|| =0, entonces el operador A es compacto.
n—oo

Teorema A.2.1. Si A es un operador compacto autoadjunto, entonces, o bien ||A|l, o
bien —||Al| es un autovalor de A.

Teorema A.2.2 (teorema espectral). Sea A un operador compacto autoadjunto. Los au-
tovalores no nulos de A forman una sucesion {\, }n>1 que es finita o converge a 0. Deno-
temos por E(\,) el espacio de autovectores asociado al autovalor \, y por m, : H — E(\,)
la proyeccion ortogonal. Si el nimero N de autovalores distintos de cero es finito, la di-
mension de E(\,) es finita y A = 27]:;1 M. En otro caso, A =" Ay, como una
serie convergente en la topologia de la norma.
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