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Julio 2022





Representaciones unitarias de los grupos
de Lie compactos: Teorema de

Peter-Weyl y algunas aplicaciones a la
f́ısica

Autor: Diego Mart́ın Mart́ın Tutor: Antonio López Almorox
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Introducción

Esta memoria recoge las bases de la teoŕıa de representaciones unitarias de los grupos
topológicos localmente compactos haciendo un énfasis particular en el estudio de las repre-
sentaciones de los grupos compactos. Actualmente, esta teoŕıa se puede englobar dentro
de lo que se conoce como Análisis Armónico abstracto.

Como es conocido el Análisis Armónico clásico de Fourier, estudia las funciones con-
tinuas (reales o complejas) periódicas definidas en los espacios Rn o Tn = Rn/Zn. La
estructura de grupo topológico abeliano (localmente compacto Hausdorff) de dichos es-
pacios permite reformular la teoŕıa de Fourier en términos de las funciones carácter de las
representaciones unitarias irreducibles (unidimensionales) de dichos grupos. Mostremos
brevemente esta idea para las funciones periódicas en la recta real. A finales del siglo
XIX, Joseph Fourier desarrolló lo que hoy conocemos como series de Fourier para resolver
la ecuación del calor. Con dichas series logró expresar cualquier función periódica real
(de periodo 2π) f como f(θ) = a0 +

∑∞
k=1(ak coskθ + bk coskθ) con θ ∈ R donde los

coeficientes a0, ak, bk están dados por

a0 =
1

2π

∫ π

−π
f(θ)dθ ; ak =

1

π

∫ π

−π
f(θ)cos(kθ)dθ ; bk =

1

π

∫ π

−π
f(θ)sin(kθ)dθ

Estas funciones periódicas pueden ser vistas como funciones continuas de S1 ⊂ R2 y ser
consideradas como elementos del espacio de Hilbert L2(S1). Si denotamos porH0(S

1) es el
espacio de las funciones constantes y por Hk(S

1) con k ≥ 1 a los espacios bidimensionales
generados por las funciones cos(kθ), sen(kθ) se tiene una descomposición ortogonal

L2(S1) =
∞⊕
k=0

Hk(S
1)

Estos espacios Hk(S
1) aparecen de manera natural como solución de la ecuación de La-

place ∆f = 0 en R2, ya que usando coordenadas polares y escribiendo f(r, θ) = rkg(θ) se
tiene que f es armónica si y solo si g(θ) es una autofunción del operador ∆S1 de autovalor
−k2. Precisamente las funciones de Hk(S

1) son dichos autovalores. Un hecho remarcable
es que estos espacios Hk(S

1) son espacios de representación (irreducible) del grupo abe-
liano SO(2). La razón de este hecho surge como resultado de la invariancia del operador
∆ de R2 bajo rotaciones bidimensionales eucĺıdeas.
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Estas ideas se pueden generalizar al caso de las funciones complejas de S1. En este caso,
las funciones {eikθ = cos kθ+ isen kθ}k∈Z son una base del espacio de funciones complejas
de cuadrado integrable L2(S1) provisto del producto hermı́tico

〈f, g〉 =

∫
S1

f(θ)g(θ) dθ

Resaltemos que estas funciones son precisamente las funciones carácter de las representa-
ciones irreducibles del grupo topológico abeliano (compacto) S1 ' SO(2).

La generalización de estos resultados al caso no abeliano es lo que actualmente se conoce
como Análisis Armónico no conmutativo que puede ser entendido como el estudio de las
funciones continuas y funciones medibles sobre grupos topológicos localmente compactos
en términos de sus representaciones unitarias irreducibles. Todo grupo topológico G ope-
ra linealmente en el espacio Cc(G) de sus funciones continuas (complejas) con soporte
compacto mediante la denominada representación regular. Si el grupo topológico es local-
mente compacto y Hausdorff, la existencia de medidas Radón invariantes o medidas de
Haar µ en G, permiten dotar al espacio Cc(G) de un producto hermı́tico respecto del cual
la representación regular es fuertemente continua y unitaria. Teniendo en cuenta que el
espacio Cc(G) es denso en el espacio de Hilbert L2(G, µ) (proposición 1.3.3 de [7]), dicha
representación regular extiende de manera continua y unitaria a este último espacio. (Si
el espacio topológico G cumple el primer axioma de numerabilidad, el espacio de Hilbert
L2(G, µ) es separable (veáse [13]) hecho que asumiremos). La completa reducibilidad de
las representaciones unitarias de este tipo de grupos topológicos permite descomponer el
espacio de representación en sus componentes más básicas o irreducibles.

En el caso particular de que el grupo topológico G sea además compacto, la medida de
Haar en G puede ser tomada bi-invariante y cualquier representación unitaria irreducible
es de dimensión finita. Ello permite escribir cualquier función de L2(G, µ) como combi-
nación lineal (infinita) de las bases ortonormales (finitas) de cada uno de los espacios
irreducibles, ahora de dimensión finita, de la citada descomposición. Un teorema debido
a Hermann Weyl y a su estudiante Fritz Peter explicita esta descomposición en términos
de las denominadas funciones con coeficientes matriciales que constituyen unas bases or-
tonormales de los espacios de las representaciones irreducibles (véase [19]). Estos hechos
son el germen del Análisis Armónico en los grupos topológicos compactos (abelianos o
no).

Históricamente, la aparición del Análisis Armónico no conmutativo se relaciona con
los trabajos de Frobenius, Schur, Burnside y Molin entre 1890 y 1920 sobre el estudio
y clasificación de las representaciones irreducibles de los grupos finitos a través de la
generalización de la noción de carácter de la teoŕıa de grupos abelianos a través de la
traza de la representación matricial del grupo. El siguiente periodo histórico se desarrolla
en la primera mitad del siglo XX y está caracterizado por la creación de la teoŕıa de
representaciones de los grupos topológicos y grupos de Lie compactos. Entre los resultados
más importantes de este periodo se encuentra el teorema de Haar acerca de la existencia
de una medida invariante, aśı como el teorema de Peter-Weyl sobre la completitud de
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un sistema de representaciones unitarias irreducibles de tales grupos. En este periodo, H.
Weyl, E. Cartan y W. Killing desarrollaron la teoŕıa de representaciones finitas de grupos
de Lie compactos que tuvieron un impacto enorme tanto a nivel teórico matemático
como en la F́ısica Cuántica que empezó a desarrollarse en dicha época (para una mayor
información histórica puede verse [15] y [16]). A partir de la segunda mitad del siglo XX,
se ha desarrollado el Análisis Armónico en grupos topológicos que no son ni abelianos ni
compactos e incluso para grupos que no son localmente compactos, pero cuyos resultados
exceden al contenido y objetivos de este trabajo de Fin de Grado.

Como consta en la propuesta inicial, este proyecto es un trabajo de revisión bibliográfica
e investigación sobre la teoŕıa de representaciones unitarias de los grupos de Lie compactos
y su relación con el Análisis Armónico. Con este objetivo, inicialmente estudiamos los
grupos de Lie desde un punto de vista de la Geometŕıa Diferencial con el objetivo de
construir las medidas de Haar bi-invariantes en grupos de Lie compactos a través de
los elementos del dual de las álgebra de Lie de estos grupos (1-formas diferenciables
invariantes por traslaciones a izquierda y a derecha) y el producto exterior de sus elementos
para construir elementos de volumen bi-invariantes. Sin embargo, la limitación de espacio
para desarrollar la memoria y a propuesta de mi tutor, no se ha incluido un caṕıtulo
expĺıcito de grupos de Lie, ya que por otra parte el desarrollo de la teoŕıa para grupos
topológicos localmente compactos y Hausdorff incluye también los resultados para grupos
de Lie como caso particular. A este respecto, señalemos que el teorema de A. M. Gleason,
D. Montgomery y L. Zippin de 1952 (véase [14] y [17]) afirma que un grupo topológico
G posee una (única) estructura de grupo de Lie si y solo si el espacio subyacente de G
es una variedad topológica (o equivalentemente, si es localmente compacto y no contiene
subgrupos pequeños; esto es, el elemento neutro posee un entorno compacto sin subgrupos
no triviales). En particular y como ejemplos, se han desarrollado con bastante detalle el
cómputo de las representaciones unitarias irreducibles de grupos de Lie compactos tales
como los grupos U(1), SU(2), SO(2), SO(3) y su aplicación al estudio del espectro de
ciertos operadores diferenciables invariantes. En este sentido en el t́ıtulo del proyecto
se podŕıa haber excluido el término ’grupo de Lie compacto’ y sustituirlo por ’grupo
topológico compacto’.

Pasemos a continuación a describir brevemente la estructura y contenido de este trabajo.
La memoria consta de cuatro caṕıtulos y un anexo.

En el caṕıtulo 1 se introducen los grupos topológicos y sus propiedades más elementales.
No se incluyen demostraciones por razones de espacio y porque algunos de ellos han sido
vistos en varias asignaturas de la titulación, pero que las mismas se pueden encontrar en las
referencias empleadas en la redacción de este caṕıtulo y descritas más abajo. La condición
Hausdorff que se asume a lo largo de la memoria para estos grupos no implica limitaciones
de carácter genérico, ya que todo grupo topológico G posee un cociente maximal Hausdorff
(veáse observación 1.0.3) tal que toda función continua factoriza a través de dicho cociente.
Por lo que un estudio anaĺıtico de G a través de funciones continuas factoriza a través de
un grupo topológico cociente Hausdorff. Se introducen las nociones elementales de la teoŕıa
de la medida para definir las medidas de Haar como medidas de Radón no nula invariante
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por traslaciones a izquierda o derecha en un grupo topológico. Los conceptos más básicos
de la teoŕıa de la medida se estudian en la titulación y algunos de ellos se recogen en el
anexo de la memoria tratando de que sea lo más autocontenida posible. Se enuncia, sin
demostración, el teorema de existencia de medidas de Haar por la izquierda en todo grupo
topológico localmente compacto Hausdorff (grupo LCH). Dicha medida es única salvo un
factor multiplicativo positivo. Se demuestra que la existencia de una medida de Haar por
la izquierda implica la existencia de una medida de Haar por la derecha. Sin embargo, la
diferencia entre ambas medidas viene determinada una función unimodular en el grupo. Se
incluye en la memoria la demostración de que los grupos localmente compactos Hausdorff
abelianos, grupos discretos o grupos topológicos LCH compactos son unimodulares y por
tanto, poseen medidas de Haar bi-invariantes. A continuación, se estudian las propiedades
topológicas del espacio C(X) de las funciones continuas a valores complejos de un espacio
X topológico LCH y medidas µ integrales sobre el espacio Cc(X) de las funciones de X
con soporte compacto. Se particulariza este estudio para el caso de los grupos topológicos
LCH y con el uso de una medida de Haar normalizada. En particular, cuando un grupo
G topológico LCH opera en un espacio topológico X se induce de manera natural una
acción lineal continua de G en el espacio Cc(X) que es unitaria respecto de la estructura
hermı́tica

〈f1, f2〉 =

∫
X

f1(x)f2(x) dµ(x) ∀f1, f2 ∈ Cc(X)

Dicha acción extiende al espacio de Hilbert L2(X,µ) de manera uniformemente continua
y unitaria. En particular, cuando X = G es un grupo topológico LCH y µ es la medida
de Haar normalizada, esta construcción conduce a la denominada representación regular
del grupo G en el espacio L2(G, µ) que es uno de los objetivos de estudio de este trabajo.
Las referencias más importantes empleadas para la redacción de este caṕıtulo han sido
[2], [4], [7], [8], [9], [20] y [26].

En la primera parte del caṕıtulo 2 detallamos los conceptos fundamentales algebrai-
cas de las representaciones complejas unitarias finitas de los grupos. Estos conceptos son
desarrollados en una asignatura de la titulación cursada por lo que no se incluyen demos-
traciones que implican el álgebra lineal, pero su inclusión sirve para fijar la notación de
la memoria. Estos conceptos incluyen además de la definición de representación unitaria
finita, la equivalencia de representaciones, la noción de irreducibilidad y el teorema de
completa reducibilidad de las mismas, aśı como el lema de Schur para representaciones
finitas y sus implicaciones. Se ha excluido por razones de espacio la teoŕıa de caracteres
de representaciones finitas. Tras lo cual nos introducimos en el núcleo del trabajo estu-
diando las representaciones unitarias de grupos topológicos LCH en espacios de Hilbert.
Se introducen las diferentes equivalencias sobre la continuidad de tales representaciones.
Por su importancia, como ejemplo, se estudia la representación unitaria en el espacio
L2(X,µ) inducida, de manera natural, por la acción de un grupo topológico G en un
espacio localmente compacto medible (X,µ)

(ρLg f)(x) = f(g−1x) para todo g ∈ G, x ∈ X, f ∈ L2(X,µ)

y se demuestra que dicha representación es fuertemente continua. En el caso particular
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en que (X,µ) = (G, µ
Haar

) sea un grupo topológico LCH provisto de una medida de Haar
normalizada, la acción por traslación del grupo G en śı mismo induce de esta manera lo
que se denomina la representación unitaria regular de dicho grupo. Cuando G sea com-
pacto esta representación será de especial relevancia en el teorema de Peter-Weyl. La
definición de subespacio invariante bajo una representación continua incluye la condición
de que dicho subespacio sea cerrado. (Dado que esta condición es automática en represen-
taciones finitas, no se suele incluir esta exigencia en la definición de subespacio invariante
en esos casos). De manera similar a las representaciones finitas se introducen la noción
de irreducibilidad de una representación unitaria continua. Se define la suma directa de
una familia arbitraria de representaciones unitarias para establecer cuando una represen-
tación es completamente reducible en términos de sus representaciones irreducibles. La
equivalencia de dos representaciones (ρ(1),H1) y (ρ(2),H2) de un grupo G topológico LCH
exige la existencia un isomorfismo lineal acotado σ : H1 → H2 verificando

σ ◦ ρ(1)g = ρ(2)g ◦ σ ∀g ∈ G

Se demuestra el lema de Schur para representaciones unitarias irreducibles de grupos
topológicos LCH. Mientras que en el caso que representaciones unitarias finitas, la de-
mostración de este lema es trivial, en el caso de representaciones continuas no finitas
hay que hacer uso de ciertos resultados de análisis funcional relativos a las proyecciones
espectrales de operadores acotados. Se termina el caṕıtulo demostrando que toda represen-
tación unitaria irreducible de un grupo topológico LCH abeliano es unidimensional y viene
determinada por las denominadas funciones carácter de dicho grupo. Como ya hemos co-
mentado más arriba, este resultado está en el núcleo del Análisis Armónico conmutativo.
Las referencias empleadas para la redacción de las representaciones finitas han sido [11],
[22] y [23] entre otras. La bibliograf́ıa empleada en la redacción de las representaciones de
grupos topológicos son [2], [7], [8], [9], [10], [13], [18] y [26].

En el caṕıtulo 3 abordamos el resultado fundamental de esta memoria: las represen-
taciones unitarias de grupos topológicos LCH compactos y en particular, el teorema de
Peter-Weyl sobre la descomposición en componentes irreducibles de la representación
regular de dichos grupos. A través del denominado operador de Weyl asociado a una
representación unitaria (ρ,H) de un grupo topológico compacto G y a un vector ξ ∈ H
unitario definido por el operador Kξ : H → H dado por

Kξ(η) =

∫
G

〈η, ρg(ξ)〉ρg(ξ)dµ(g) ∀η ∈ H

y sus propiedades de ser un operador acotado, autoadjunto, compacto y equivariante con
respecto a la representación demostramos que toda representación unitaria irreducible de
un grupo topológico compacto es de dimensión finita y con ello de que toda representación
continua unitaria de tales grupos descomponen en suma directa de subrepresentaciones
irreducibles de dimensión finita. Utilizando la métrica hermı́tica definida, a través de la
medida de Haar bi-invariante normalizada, en el espacio de las funciones continuas en di-
chos grupos, se demuestran las relaciones de ortogonalidad de las funciones continuas de
coeficientes matriciales asociadas a cualquier representación unitaria irreducibles de gru-
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pos topológicos compactos y con ello las relaciones de ortonormalidad de sus caracteres.
Si denotamos por C(G)(ρ(a)) al conjunto de funciones matriciales para una representación

irreducible (ρ(a),Ha) de un grupo y R(G) =
⊕

a∈
∧
G
C(G)(ρ(a)) siendo

∧
G el conjunto de

todas las representaciones unitarias irreducibles no equivalentes. Finalmente, se demues-
tra el teorema de Peter-Weyl que afirma que dado un grupo G topológico compacto, el
espacio invariante R(G) es denso en L2(G, µ) y las funciones de coeficientes matriciales

{
√
daA

(a)
ij }1≤i,j≤da; ∀a∈∧G, descritas en la memoria son una base ortonormal del espacio de

Hilbert L2(G, µ
Haar

). Demostrándose con ello que toda representación irreducible apare-
ce en dicha descomposición tantas veces como la dimensión de la misma. Se acaba este
caṕıtulo demostrando mediante este teorema el desarrollo de Fourier de una función pe-
riódica en el espacio T = S1. Para la redacción de este caṕıtulo se han empleado además
de las referencias citadas en el caṕıtulo anterior [1], [3], [21] y [25].

En el último caṕıtulo determinamos todas las representaciones unitarias irreducibles de
los grupos compactos SU(2) y SO(3). Como aplicación f́ısica y matemática estudiamos los
polinomios armónicos esféricos de S2 ⊂ R3 y su relación con las representaciones irreduci-
bles del grupo SO(3). Esta relación y el lema de Schur, permiten calcular expĺıcitamente
los autovalores y autofunciones del operador laplaciano en la esfera S2. En este caṕıtulo
se han utilizado de manera especial los libros [12] y [24], además de algunos manuales
citados en el caṕıtulo anterior.

La memoria acaba con un anexo donde se recogen sin demostración resultados básicos
vistos en la titulación, sobre la teoŕıa de la medida, aśı como el teorema espectral de los
operadores compactos autoadjuntos en espacios de Hilbert. Se acaba la memoria con la
bibliograf́ıa empleada en la elaboración de esta memoria.
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Caṕıtulo 1

Grupos topológicos localmente compactos

En este caṕıtulo introducimos las nociones necesarias para trabajar con las represen-
taciones de los grupos topológicos localmente compactos. Mientras que no se indique lo
contrario, las estructuras de los grupos a lo largo de este caṕıtulo se denotarán multipli-
cativamente.

Definición 1.0.1. Un grupo topológico es un grupo G dotado de una topoloǵıa para lo
cual las operaciones de grupo m : G × G → G, con m(g, h) = gh, e ι : G → G, con
ι(g) = g−1, son continuas.

Ejemplo 1.0.1. Es trivial comprobar que:

Todo grupo finito con la topoloǵıa discreta es un grupo topológico.

El grupo aditivo (E,+) de todo espacio normado (E, ‖ · ‖) es un grupo topológico.

(Rn,+) es un grupo topológico respecto a la topoloǵıa inducida por la norma eucĺıdea.

El grupo aditivo complejo (C,+) y el grupo aditivo cuaterniónico (H,+) son grupos
topológicos con la topoloǵıa usuales como espacios vectoriales.

Sea (A, ‖ · ‖) un álgebra de Banach de dimensión finita. El grupo de invertibles
A∗ = {a ∈ A : b ∈ A con ab = ba = 1} es un grupo topológico con respecto a la
topoloǵıa inducida por la distancia d(a, b) = ‖a− b‖.

Dado que R, C, H son álgebras asociativas de dimensión finita, los grupos multi-
plicativos de sus invertibles (R∗, ·), (C∗, ·) y (H∗, ·) son grupos topológicos.

(C∗, ·) y S1 = T = {eiθ ∈ C : ∀θ ∈ R} ⊂ C∗ es un grupo topológico abeliano con la
multiplicación compleja.

El grupo de los cuaterniones unitarios H1 = {q ∈ H : qq = 1} es un grupo topológico.

Sean G1, ..., Gk un número finito de grupos topológicos, entonces el grupo G1×...×Gk

es un grupo topológico con la estructura topológica producto. En particular, los toros
n-dimensionales T n = S1× n)... ×S1 es un grupo topológico.

1



Sea K = R o C. Entonces, Gl(n,K) con la topoloǵıa inducida como abierto de
Mat(n × n,K) = Kn2

es un grupo topológico. Los grupos matriciales clásicos de
Sl(n,K), O(n,K), SO(n,K), U(n,K), SU(n,K) son también grupos topológicos
(y en particular, son grupos de Lie).

Observación 1.0.1. A partir de ahora, se denotará por e al elemento neutro del grupo
topológico G. Además, si A y B son subconjuntos de G se definen A−1 = {a−1 : a ∈ A}
y AB = {ab : a ∈ A, b ∈ B}. Dado g ∈ G denotaremos gA = {ga : a ∈ A} y
Ag = {ag : a ∈ A}. Un subconjunto A ⊂ G es simétrico si A = A−1.

Proposición 1.0.1. Sea G un grupo topológico, entonces:

1. Si U ⊂ G es abierto, entonces gU, Ug, U−1 son abiertos para todo g ∈ G. Y si
A ⊂ G es otro abierto, entonces AU y UA son abiertos.

2. Para todo entorno U del elemento neutro e ∈ G existe un entorno simétrico V de e
tal que V V ⊂ U .

3. Si H es un subgrupo de G, su cierre H también lo es.

4. Todo subgrupo abierto de G es cerrado.

5. Si A,B son conjuntos compactos de G, AB también es compacto.

Demostración: Las afirmaciones anteriores se comprueban de manera inmediata. Por
ejemplo, la demostración de la cuarta propiedad es el siguiente argumento: sea g ∈ G
que no pertenezca a H, entonces gH ∩ H = ∅. Como H es abierto, gH también lo es.
Luego, las distintas clases de equivalencia del conjunto cociente son conjuntos abiertos
de G. Podemos aśı descomponer G en subconjuntos gH abiertos y disjuntos entre śı.
Concluimos por tanto que un complementario de H consiste en la unión de todos los
subconjuntos gH con g /∈ H y por tanto, un abierto. �

Definición 1.0.2. Sea G un grupo topológico. Se dice que un subconjunto H ⊂ G es un
subgrupo topológico si H es un subgrupo cerrado de G.

Observación 1.0.2. Sea G un grupo topológico y H ⊂ G un subgrupo. El conjunto
cociente G/H dotado de la topoloǵıa cociente hace que la aplicación natural π : G→ G/H
es continua.

Definición 1.0.3. Se dice que un grupo topológico G es localmente compacto si la topo-
loǵıa asociada es localmente compacta; es decir, si para todo punto g ∈ G y todo entorno
V suyo, existe un conjunto compacto K ⊂ V que contiene a dicho punto.

Ejemplo 1.0.2. Todos los grupos descritos en el ejemplo 1.0.1 son grupos topológicos
localmente compactos, ya que en particular, son grupos de Lie.

Proposición 1.0.2. Sea G un grupo topológico y H ⊂ G un subgrupo. Se verifica:

1. Si H es cerrado, G/H es Hausdorff.

2. Si G es localmente compacto, también lo es G/H.
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3. Si H es normal, G/H es un grupo topológico.

Ejemplo 1.0.3. El grupo Rn/Zn es un grupo topológico localmente compacto isomorfo,
como grupo topológico, a Tn.

Observación 1.0.3. A lo largo de esta memoria asumiremos que los grupos topológicos
localmente compactos son también Hausdorff. Sin pérdida de generalidad, se puede asumir
esta condición, ya que si G es un grupo topológico localmente compacto que no fuese
Hausdorff se puede construir el conjunto cociente G/{e}. Como {e} es un subgrupo cerrado
y normal en G, luego G/{e} es un grupo topológico, localmente compacto y Hausdorff.

Proposición 1.0.3. Sea G un grupo localmente compacto. Existe un subgrupo H ⊂ G
que es abierto, cerrado y es unión numerable de conjuntos compactos.

Demostración: Por ser G localmente compacto se puede escoger un entorno U del ele-
mento neutro compacto y simétrico. Si denotamos Un = UU n). . . U con n ∈ N, es fácil
comprobar que Un son abiertos simétricos y compactos por serlo U . Entonces, el grupo
H =

⋃∞
n=1 Un cumple los requisitos. �

1.1. Medida de Haar sobre grupos topológicos localmente com-
pactos

Recordemos que dado un espacio topológico X, se llama σ-álgebra de Borel B a la
menor σ-álgebra sobre X que contiene todos los subconjuntos abiertos y dota a X de una
estructura de espacio medible que denotamos (X,B). Todo elemento de B se denomina
conjunto Borel. (Veáse Anexo de esta memoria).

Una medida de Borel en (X,B) viene dada por la aplicación µ : B → [0,∞]. Dicha
medida se dice que es localmente finita si para cualquier x ∈ X existe un entorno U ⊂ X
tal que µ(U) <∞.

Definición 1.1.1. Sea µ una medida localmente finita en (X,B). Se dice que µ es una
medida de Radón si

∀B ∈ B abierto o tal que µ(B) <∞, µ(B) =sup
K⊂B

{µ(K) : K ∈ B compacto}.

∀B ∈ B, µ(B) =inf
B⊂U
{µ(U) : U ∈ B abierto}.

Veremos a continuación que los grupos topológicos localmente compactos Hausdorff
pueden ser dotados de medidas de Radón que además son invariantes (bien por la derecha
o bien por la izquierda) respecto de la estructura de grupo. Dichas medidas sobre la
σ-álgebra de Borel asociada a la topoloǵıa del grupo, se denominan medidas de Haar
(invariantes a derecha o a izquierda).

Definición 1.1.2. Sea G un grupo topológico localmente compacto Hausdorff. Una medida
de Haar por la izquierda sobre el grupo (G,B) es una medida Radón no nula que verifica
µ(gB) = µ(B) para todo g ∈ G y B ∈ B.
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De manera similar, se definen las medidas de Haar por la derecha en (G,B) verificando
µ(Bg) = µ(B).

Observación 1.1.1. Dicho de otra manera, una medida de Haar es una medida de Radón
que es invariante por traslaciones en el grupo.

Teorema 1.1.1. Todo grupo topológico localmente compacto Hausdorff G admite una
medida de Haar por la izquierda que es única salvo un factor multiplicativo positivo.

Demostración: La demostración de este teorema no se incluye en la memoria debido a
su extensión, pero puede encontrarse en las páginas 40-45 del [10] o bien teorema 1.3.4.
del [8]. �

Lema 1.1.1. La existencia de una medida de Haar izquierda µ en un grupo topológico
localmente compacto Hausdorff G implica la existencia de una medida de Haar derecha.

Demostración: Dado un B ∈ B se define la siguiente medida en G:

µ′(B) = µ(B−1)

donde B−1 es el conjunto de inversos de elementos de B. Se comprueba fácilmente que
µ′ es una medida de Borel y además es una medida derecha de Haar ya que para todo
g ∈ G:

µ′(Bg) = µ((Bg)−1) = µ(g−1B−1) = µ(B−1) = µ′(B)

�

Sea G un grupo localmente compacto y sea µ una medida de Haar por izquierda. Para
g ∈ G se define la medida µg(B) = µ(Bg) para todo B ∈ B. Es fácil ver que esta nueva
medida es invariante por izquierda y por la unicidad de la medida de Haar debe existir
un número ∆(g) > 0 tal que µg = ∆(g)µ y que no depende de la elección inicial de la
medida µ.

Definición 1.1.3. La función ∆ : G → (0,∞) se denomina función modular de G y
verifica µg = ∆(g)µ. Se dice que G es un grupo unimodular si verifica que ∆ ≡ 1. Dicho
de otra manera, G es unimodular si la medida de Haar por la izquierda coincide con la
medida de Haar por la derecha.

Proposición 1.1.1. ∆ : G→ (0,∞) es un homomorfismo de grupos.

Demostración: Probaremos que ∆ es continuo en el elemento neutro y en consecuencia
continuo. Sea ε > 0 y K ⊂ G compacto tal que µ(K) > 0. Entonces, por ser medida de
Radón existe un U ⊃ K tal que µ(U) < (1 + ε)µ(K). Por el lema del tubo, podemos
encontrar un entorno simétrico V tal que KV ⊂ U y por tanto, tenemos

∆(g)µ(K) = µ(Kg) ≤ µ(U) ≤ (1 + ε)µ(K)

y análogamente
µ(K)

∆(g)
= µ(Kg−1) ≤ µ(U) ≤ (1 + ε)µ(K)

4



Por lo que
1

1 + ε
< ∆(g) < 1 + ε si g ∈ V . �

Teorema 1.1.2. Los grupos localmente compactos y abelianos, los grupos discretos y los
grupos compactos son unimodulares.

Demostración: Un grupo topológico localmente compacto y abeliano es claramente uni-
modular. En el caso en que G sea un grupo discreto también será localmente compacto
de forma trivial y Hausdorff bajo la topoloǵıa discreta. Sea una medida de Haar µ tal que
µ(g) = 1 ∀g ∈ G. Ahora bien, por la invarianza por traslación izquierda debe asignar
a cada elemento del grupo la misma medida y esta medida ha de ser única salvo por
un factor multiplicativo, luego, se puede asignar el valor 1 a cada elemento. Por tanto,
definiendo la medida µg(h) = µ(hg) esta asigna el mismo valor 1 a todos los elementos;
basta aplicar el mismo argumento que antes. Luego, µg = µ. Por último, para un grupo
compacto G, por la continuidad de la función modular, ∆(G) es subgrupo compacto en
(R+, ·). Ahora bien, el único subgrupo compacto es {1} ⊂ R+. �

1.2. Medidas integrales de Haar en grupos topológicos localmen-
te compactos Hausdorff

Recordemos algunas nociones sobre medidas integrales.

Sea X un espacio topológico localmente compacto Hausdorff y denotemos por C(X)
al espacio de funciones continuas a valores complejos sobre X y sea Cc(X) ⊂ C(X) el
subconjunto de las funciones con soporte compacto.

Para cada f ∈ C(X) sea ‖f‖∞ =sup
x∈X
‖f(x)‖.

Proposición 1.2.1. El conjunto B(X) = {f ∈ C(X) : ‖f‖∞ <∞} es completo respecto
de ‖ · ‖∞. En particular, si X es compacto C(X) = Cc(X) = B(X).

Demostración: La demostración se puede ver en apéndice 7 del libro [26]. �

Definición 1.2.1. Una medida integral compleja positiva en X es una funcional lineal
I : Cc(X) → C tal que para todo f ∈ Cc(X) a valores reales con f(x) ≥ 0 para todo
x ∈ X, entonces I(f) es un valor real no negativo (I(f) ≥ 0).

Definición 1.2.2. Una medida positiva en X es normal si para cada f ∈ Cc(X) a valores
reales no idénticamente nula tal que f ≥ 0, entonces I(f) ≥ 0.

Observación 1.2.1. Por el teorema de representación de Riesz nos garantiza que una
integral Radón positiva I no es más que la integral asociada a una medida de Borel regular
µ sobre X, por lo que se suele denotar:

I(f) =

∫
X

f(x)dµ(x)
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La siguiente proposición resume algunas de las propiedades de estas integrales de Radón.

Proposición 1.2.2. Sea I una medida integral de Radón positiva sobre X. Entonces;

1. Si f, g son funciones reales tales que f ≤ g, entonces I(f) ≤ I(g).

2. Para todo f ∈ Cc(X) se verifica que |I(f)| ≤ I(|f |).

3. La aplicación f → I(f) es continua en Cc(X).

Demostración:

1. La primera afirmación es consecuencia de que g − f ≥ 0 y la definición de I.

2. Supongamos primero que f es una función a valores reales. Se definen las funciones
continuas f+ = max(f, 0) y f− = max(−f, 0), es claro que f = f+ − f− y |f | =
f+ + f−. Luego, se tiene

|I(f)| = |I(f+)− I(f−)| ≤ I(f+) + I(f−) = I(|f |)

Supongamos ahora el caso en que f es una función a valores complejos tal que
I(f) ∈ R. Entonces, I(Im f) = 0 y por tanto,

|I(f)| = |I(Re f)| ≤ I(|Re f |) ≤ I(|f |)

Sea ahora una f una función compleja arbitraria. Entonces, existe un z ∈ C con
‖z‖ = 1 tal que zI(f) ≥ 0. Entonces, (I(zf)) ∈ R y por tanto, |I(f)| = |I(zf)| ≤
I(|zf |) = I(|f |).

3. Veamos el último resultado. Sea K ⊂ X un subconjunto compacto. Entonces, de-
bemos demostrar que existe una constante C > 0 tal que para todo f ∈ Cc(K)
se verifique que |I(f)| ≤ C‖f‖∞. Tomemos una función h ∈ Cc(X) a valores
reales no negativa tal que h = 1 en K. Luego, para todo f ∈ Cc(K) se tiene
‖f‖ = ‖f‖h ≤ ‖f‖∞h de donde se sigue que

‖I(f)‖ ≤ I(‖f‖) ≤ ‖f‖∞I(h)

por lo que se tiene la estimación deseada.

�

Corolario 1.2.1. Si K ⊂ X es compacto, existe una constante CK tal que si f ∈ Cc(X)
tiene sop f ⊂ K, entonces ‖I(f)‖ ≤ CK‖f‖∞.

1.3. Medidas integrales invariantes

En lo que sigue G es un grupo topológico que opera de manera continua de manera
continua en un espacio topológico X; esto es existe una acción G × X → X que es
continua con la topoloǵıa producto en G×X. Diremos entonces que X es un G-espacio.
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Denotemos por L la acción natural inducida de G en C(X) definida por Lgf(x) =
f(g−1x).

Proposición 1.3.1. Si X es un G-espacio localmente compacto Hausdorff y f ∈ Cc(X).
Entonces, la aplicación G→ Cc(X), dada por g → Lgf , es continua.

Demostración: Sea g0 ∈ G y hay que ver que si g → g0, entonces Lgf → Lg0f . Luego,

Lgf − Lg0f = Lgg−1
0
f̂ − f̂ , siendo f̂ = Lg0f y podemos asumir sin pérdida de generalidad

que g0 = e. Sea ahora un entorno compacto C ⊂ G de e y se tiene que el conjunto
K = C · (sopf) es compacto en X. Además, para cada g ∈ C la función Lgf − f tiene
soporte contenido en K. Fijando un ε > 0 se tiene que existe un entorno abierto U de e
en C tal que

‖Lgf − f‖K =sup
x∈K
‖Lgf(x)− f(x)‖ < ε

para todo x ∈ U . La función (g, x)→ f(g−1x) es continua, luego, para todo x ∈ K existe

un entorno abierto Nx ⊂ X de x y un entorno abierto U
(x)
e de e contenido en C ⊂ G, tal

que ‖f(g−1y) − f(y)‖ < ε para todo y ∈ Nx, g ∈ U (x)
e . Por la compacidad de K existe

una colección finita x1, . . . , xn de puntos en K tales que los conjuntos Nxj recubren K.

Sea U la intersección de los conjuntos U
(xj)
e y entonces, U es un entorno abierto de e en

G buscado. �

Corolario 1.3.1. Sea X un G-espacio localmente compacto Hausdorff y sea I una integral
Radón positiva en X. Entonces, para cada f ∈ Cc(X) la función G → C, dada por
g → I(Lgf) es una función continua.

Definición 1.3.1. Una medida integral Radón positiva I en un G-espacio localmente
compacto Hausdorff es G-invariante si para todo f ∈ Cc(X) y todo g ∈ G se verifica

I(Lgf) = I(f)

Observación 1.3.1. Si µ denota la medida Radón en X asociada a I, la condición de
G-invariancia se expresa de la siguiente manera∫

X

f(g−1x) dµ(x) =

∫
X

f(x) dµ(x)

Lema 1.3.1. Sea I una medida integral Radón positiva G-invariante no trivial es un
G-espacio homogéneo X localmente compacto Hausdorff. Sea f ∈ Cc(X) una función a
valores reales tal que f ≥ 0. Entonces, I(f) = 0⇒ f = 0.

Corolario 1.3.2. En las hipótesis del lema anterior la aplicación

〈f |g〉 = I(fg) =

∫
X

f(x)g(x)dµ(x)

define un producto interior hermı́tico definido positivo en Cc(X).
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La completación de Cc(X) con este producto interior la denotaremos por L2(X). En-
tonces, la invarianza de la medida integral hace que la aplicación Lg : Cc(X) → Cc(X)
sea unitaria que define una única extensión a una aplicación Lg : L2(X)→ L2(X) que es
unitaria.

Esta situación ocurrirá cuando X = G es un grupo topológico localmente compacto
Hausdorff y G opera en śı mismo transitivamente por traslaciones a izquierda o a derecha.
Por tanto, G es un G-espacio homogéneo respecto a dichas acciones.

Definición 1.3.2. Sea G un grupo topológico localmente compacto Hausdorff. Una medida
integral de Haar por la izquierda (respectivamente, por la derecha) en G es una medida
integral Radón positiva no trivial invariante bajo traslaciones a izquierda (respectivamente,
derecha) del grupo G.

Teorema 1.3.1. Todo grupo topológico localmente compacto Hausdorff G admite una
medida integral de Haar por la izquierda que es única salvo una constante positiva.

Demostración: La demostración de este teorema no se incluye en la memoria debido a
su extensión, pero puede encontrarse en las páginas 40-45 del [10] o bien teorema 1.3.4.
del [8]. �
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Caṕıtulo 2

Representaciones unitarias de los grupos to-
pológicos localmente compactos Hausdorff

2.1. Representaciones complejas finitas de grupos

Recogemos en esta sección ciertas definiciones y nociones elementales de teoŕıa de re-
presentaciones complejas finitas de grupos desarrolladas en el grado para posteriormente
centrarnos en los grupos topológicos localmente compactos Hausdorff.

Definición 2.1.1. Una representación compleja de un grupo G en un espacio vectorial
complejo E de dimensión finita es un homomorfismo de grupos

ρ : G −→ AutC(E)
g 7−→ ρg = ρ(g)

donde AutC(E) es el grupo de los automorfismos lineales de E. La dimensión de la repre-
sentación es la dimensión del espacio vectorial E.

Cuando el grupo G se sobreentienda denotaremos por (ρ, E) a las representaciones
compleja de dicho grupo.

Observación 2.1.1. Notése que toda representación no es más que una acción lineal de
G en un espacio vectorial. Claramente, si ρ es una representación lineal se verifica que
ρg1g2 = ρg1 ◦ ρg2, ρe = IdE y ρg−1 = ρ−1g . Fijada una base {e1, . . . , en} en E denotemos
por A(g) ∈ Gl(n,C) a la matriz asociada al automorfismo ρg en dicha base. Entonces, la
representación ρ viene determinada por el homomorfismo de grupos

ρ : G −→ Gl(n,C)
g 7−→ A(g) = (A(g)ij)

con ρg(ei) =
∑n

j=1A(g)ijej.

Ejemplo 2.1.1. Algunos ejemplos de representaciones complejas son:

1. La aplicación ρ : G → AutC(E) definida como ρg = Id para todo g ∈ G es una
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representación a la que llamaremos representación trivial.

2. Dada una representación finita ρ : G → AutC(E) se induce una en el espacio dual
E∗ denominada representación contragradiente ρ∗ : G → AutC(E∗) definida como
ρ∗gω = ω ◦ ρg−1 = ρtg−1ω para todo g ∈ G y todo ω ∈ E∗.

3. Dadas dos representaciones (ρ(1), E1), (ρ(2), E2) de un mismo grupo G se definen

La representación suma directa (ρ(1) ⊕ ρ(2), E1 ⊕ E2) mediante

(ρ(1) ⊕ ρ(2))g = ρ(1)g ⊕ ρ(2)g

La representación producto tensorial (ρ(1) ⊗ ρ(2), E1 ⊗ E2) mediante

(ρ(1) ⊗ ρ(2))g = ρ(1)g ⊗ ρ(2)g

La representación de G en el espacio HomC(E1, E2) definida por

g · ϕ = ρ(2)g ◦ ϕ ◦ ρ
(1)

g−1 ∀g ∈ G, ϕ ∈ HomC(E1, E2)

Se dice que una aplicación lineal ϕ ∈ HomC(E1, E2) es invariante bajo la acción
de G si g · ϕ = ϕ para todo g ∈ G; es decir, si

ϕ ◦ ρ(1)g = ρ(2)g ◦ ϕ

Tales aplicaciones se dice que son equivariantes respecto de las representaciones
dadas.

4. Dada una representación (ρ, E) de G se inducen representaciones o acciones lineales
en los espacios de tensores de tipo (r, s) de E.

G× T sr (E) −→ T sr (E)
(g, T sr ) 7−→ g · T sr

con

(g · T sr )(e1, ..., er, ω1, ..., ωs) ≡ T sr (ρg−1(e1), ..., ρg−1(er), ρ
∗
g−1(ω1), ..., ρ

∗
g−1(ωs))

donde e1, ..., er ∈ E y ω1, ..., ωs ∈ E∗. (Notése que ρ∗g−1ω = ρtgω). En particular,
la restricción de esta acción lineal al espacio de tensores r-covariantes induce una
representación de G en el espacio de tensores hemisimétricos r-covariantes Ωr(E).

5. Sea G un grupo finito y consideremos el C-espacio vectorial complejo de dimensión
finita F (G) = {f : G → C aplicaciones}. Es fácil ver que dim F (G) = |G| y una
base de este espacio viene dada por las aplicaciones

fgi : G −→ C
gj 7−→ fgi(gj) = δij
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para cada gi ∈ G. Entonces, se define la siguiente representación lineal

ρL : G −→ AutC(F (G))
g 7−→ Lg

donde (Lgf)(h) = f(g−1h) para toda f ∈ F (G) y h ∈ G. Esta representación es la
que se denomina representación regular por la izquierda del grupo G.

6. Sea H(n) = {zk : 0 ≤ k ≤ n} el espacio vectorial complejo de todas las funciones
holomorfas polinómicas en una variable de grado menor o igual que n. El grupo
SU(2) opera linealmente en dicho espacio mediante

[g · p](z) = (−βz + α)np

(
αz + β

−βz + α

)

para cada g =

(
α −β
β α

)
∈ SU(2) y p = p(z) ∈ H(n). Se tiene aśı una represen-

tación de dimensión n+ 1 de dicho grupo.

Definición 2.1.2. Sea (ρ, E) una representación lineal finita de un grupo G. Se dice que
un subespacio E ′ ⊆ E es un subespacio invariante (estable) con respecto a ρ si para todo
e′ ∈ E ′ y g ∈ G, entonces ρg(e

′) ∈ E ′.

Observación 2.1.2. Si E ′ ⊆ E es un subespacio invariante por una representación (ρ, E)
de G, entonces se induce una representación lineal ρ̄ de G en el espacio vectorial cociente
E/E ′ mediante ρ̄g(π(e)) = π(ρg(e)), siendo π : E → E/E ′ la proyección lineal canónica.

Observación 2.1.3. Toda representación (ρ, E) de G tiene al menos dos subespacios
invariantes: el subespacio nulo {o} y el total E, denominados subespacios invariantes
triviales.

Definición 2.1.3. Dado un subespacio E ′ ⊆ E invariante respecto de una representación
(ρ, E) de un grupo G, la restricción de cada ρg al subespacio E ′ define una representación
(ρ′, E ′) de G que se denomina subrepresentación de la representación ρ.

Definición 2.1.4. Se dice que una representación (ρ, E) de un grupo G es (algebraica-
mente) irreducible si los únicos subespacios invariantes son los triviales. En caso contrario,
diremos que (ρ, E) es (algebráıcamente) reducible.

Definición 2.1.5. Diremos que dos representaciones (ρ(1), E1), (ρ(2), E2) de un mismo
grupo G son equivalentes si existe un isomorfismo lineal σ : E1 → E2 tal que

σ ◦ ρ(1)g = ρ(2)g ◦ σ

para todo g ∈ G. En tal caso escribiremos que ρ1 ' ρ2. Observemos que esta noción define
una relación de equivalencia en el conjunto de todas las representaciones de G.

Si el espacio complejo E posee además una métrica hermı́tica 〈, 〉 : E×E → E (lineal en
el primer factor y antilineal en el segundo), podemos introducir la noción de representación
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unitaria

Definición 2.1.6. Se dice que una representación compleja ρ de G en el espacio hemı́ti-
co (E, 〈, 〉) es unitaria si ρg es un operador lineal unitario para todo g ∈ G; esto es,
〈ρg(e1), ρg(e2)〉 = 〈e1, e2〉 para todo e1, e2 ∈ E.

Observación 2.1.4. Dado un vector e en un espacio hermı́tico (E, 〈, 〉), recordemos que
su módulo es el número real ‖e‖ =

√
〈e, e〉. Luego, si ρ es unitaria, para todo g ∈ G se

tiene que ‖ρg(e)‖ = ‖e‖. En particular, si {ei}ni=1 es una base ortonormal respecto de la
métrica hermı́tica, entonces, la matriz A(g) asociada a ρg en dicha base es una matriz
unitaria; esto es, A(g)†A(g) = Id y A(g)ij = 〈ρg(ei), ej〉. Por tanto, la representación
viene definida por un homomorfismo de grupos ρ : G→ U(n).

Lema 2.1.1. Sea (ρ, E) una representación unitaria finita de un grupo G y E ′ ⊂ E
un subespacio invariante. Entonces, el subespacio ortogonal (E ′)⊥ respecto de la métrica
hermı́tica es también invariante e induce una subrepresentación ((ρ′)⊥, (E ′)⊥) de G.

Demostración: Por ser ρ unitaria se verifica que 〈ρg(e), v〉 = 〈e, ρg−1(v)〉 para todo
e, v ∈ E. En particular, tomando e ∈ E ′ y v ∈ (E ′)⊥ y teniendo en cuenta que por ser E ′

invariante, ρg(e) ∈ E y por tanto, 〈ρg(e), v〉 = 0, luego ρg−1(v) ∈ (E ′)⊥ para todo v ∈ E ′
y todo g−1 ∈ G. Se concluye aśı que (E ′)⊥ es invariante. �

Proposición 2.1.1. Sea (ρ, E) una representación unitaria finita de un grupo G, en-
tonces dicha representación es equivalente a una suma directa de subrepresentaciones
irreducibles.

Demostración: Por inducción sobre la dimensión n de E. Si E es de dimensión 1, entonces
(ρ, E) es irreducible. Supongamos que el resultado es cierto para representaciones unitarias
de dimensión n − 1. Si (ρ, E) hemos terminado. Supongamos ahora que E admite un
subespacio invariante no trivial E ′, entonces E = E ′ ⊕ (E ′)⊥ y por tanto, ρ ' ρ′ ⊕ (ρ′)⊥.
La proposición se concluye por la finitud del espacio y la hipótesis de inducción. �

Definición 2.1.7. Se dice que dos representaciones finitas unitarias (ρ(1), E1), (ρ(2), E2)
son unitariamente equivalentes si existe un morfismo lineal hermı́tico σ : E1 → E2 tal que

σ ◦ ρ(1)g = ρ(2)g ◦ σ

Lema 2.1.2 (Lema de Schur). Sean (ρ(1), E1), (ρ(2), E2) dos representaciones finitas uni-
tarias e irreducibles de un grupo G y sea σ ∈ HomC(E1, E2) una aplicación lineal tal
que

σ ◦ ρ(1)g = ρ(2)g ◦ σ para todo g ∈ G

Entonces, o bien σ = 0, o bien σ es un isomorfismo. Si E2 = E1 y ρ(2) ' ρ(1) y σ no nulo,
entonces σ = λId con λ ∈ C.

Demostración: Como σ es una aplicación equivariante respecto las dos representaciones,
es trivial comprobar que su núcleo ker σ y su imagen Im σ son subespacios invariantes de
E1 y de E2, respectivamente. Como ρ(1) es irreducible se deduce que o bien ker σ = E1,
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o bien ker σ = (0). En el primer caso, σ = 0. En el segundo, σ es inyectiva y además,
como Im σ es no nula, Im σ = E2 por la irreducibilidad de ρ(2). Concluyéndose con ello
que σ es isomorfismo lineal y por tanto, en esta situación las representaciones ρ(1) y ρ(2)

son equivalentes.

Consideremos E2 = E1 y ρ(2) ' ρ(1), entonces, σ ∈ EndC(E1) admite al menos un
autovalor λ ∈ C, al ser un endomorfismo de un espacio vectorial complejo. Denotemos
por E(λ) el subespacio de autovectores asociado a λ, es decir;

E(λ) = {e1 ∈ E1 : σ(e1) = λe1}

Es trivial comprobar que es invariante al ser σ equivariante, respecto a ρ(1). Como la
representación es irreducible, E(λ) = E1, ya que por definición de autovalor existe un
vector e1 ∈ E1 no nulo tal que σ(e1) = λe1, luego, E(λ) no puede ser el subespacio {0}.
Se concluye aśı que el isomorfismo σ = λId, con λ ∈ C∗. �

Observación 2.1.5. Si (ρ, E) es una representación finita unitaria de un grupo G, la
métrica hermı́tica es invariante por la acción del grupo. Si la representación es irreducible
se puede demostar que cualquier otra métrica hermı́tica en E que sea invariante por
la acción del grupo es un múltiplo real de la inicial. Este hecho se puede utilizar para
demostrar que dos representaciones finitas unitarias irreducibles equivalentes de un grupo
G son también unitariamente equivalentes. Veánse lema 2.3.8 y lema 2.3.9 de [26], donde
se encuentran las demostraciones de estos hechos.

2.2. Representaciones de grupos topológicos en espacios de Hil-
bert

En esta sección, (H, 〈, 〉) denotará un espacio de Hilbert que asumiremos separable (esto
es, contiene un subconjunto denso numerable). Recordemos que por una base ortonormal
en (H, 〈, 〉) entendemos un conjunto de elementos numerables {ξn}n=1 de H tales que
〈ξn, ξm〉 = δnm y el subespacio lineal generado por {ξn}n=1 es denso en H. Un resultado
conocido es que un espacio de Hilbert posee bases ortonormales śı y solo śı es separable.
Además, en esta situación si ξ ∈ H es tal que 〈ξ, ξn〉 = 0 para todo n, entonces ξ = 0 y
la serie

∑
n=1〈ξ, ξn〉ξn converge a ξ.

De igual manera, a partir de ahora y mientras no se señale lo contrario, G denotará
un grupo topológico localmente compacto Hausdorff, lo que denotaremos por simplicidad
mediante las siglas LCH.

Definición 2.2.1. Denotemos por L(H) al conjunto de los operadores lineales acotados
de H. Una representación de un grupo G topológico LCH en H es una aplicación

ρ : G −→ L(H)
g 7−→ ρg = ρ(g)

verificando
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1. ρg1g2 = ρg1 ◦ ρg2 y ρe = IdH para todo g1, g2 ∈ G.

2. Para todo ξ ∈ H la aplicación G→ H, dada por g 7→ ρg(ξ), es continua.

En la literatura, cuando se verifica la segunda condición se dice que la representación
es fuertemente continua. En esta situación, se verifica que para cualquier g0 ∈ G y ξ ∈ H,
se verifica que

‖ρg(ξ)− ρg0(ξ)‖ → 0 cuando g → g0

La condición de que la representación sea fuertemente continua impuesta en la definición
es equivalente a una condición aparentemente más fuerte que veremos en la siguiente pro-
posición y que es utilizada alternativamente en la definición de representación de grupos
topológicos.

Proposición 2.2.1. Sea ρ : G → L(H) un morfismo de grupos, entonces, las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. La aplicación ρ es fuertemente continua.

2. La aplicación G×H → H dada por (g, ξ) 7→ ρg(ξ) es continua.

Demostración: Claramente, si la aplicación G × H → H es continua, entonces ρ es
fuertemente continua.

Supongamos ahora que ρ es fuertemente continua. Es necesario demostrar que si g → g0
en G y ξ → ξ0 en H, entonces,

ρg(ξ)→ ρg0(ξ0)

Ahora bien, por ser G un grupo topológico localmente compacto podemos tomar un
entorno compacto K del punto g0 ∈ G. Dado ξ ∈ H, el conjunto S = {ρg(ξ) : g ∈ K}
es un subconjunto compacto por ser ρ fuertemente continua. Utilizando el principio de
acotación uniforme (veáse apéndice A.4 de [2]) permite asegurar que existe una constante
C tal que ‖ρg‖ ≤ C para todo g ∈ K.

Luego, podemos asumir que g ∈ K y por tanto:

‖ρg(ξ)− ρg0(ξ0)‖ ≤ ‖ρg(ξ)− ρg(ξ0)‖+ ‖ρg(ξ0)− ρg0(ξ0)‖
≤ C‖ξ − ξ0‖+ ‖ρg(ξ0)− ρg0(ξ0)‖

El primer término tiende a 0 cuando ξ → ξ0 y el segundo término tiende a 0 por ser
fuertemente continua. Luego, la aplicación (g, ξ) 7→ ρg(ξ) de G×H en H es continua. �

Definición 2.2.2. Una representación se dice acotada si sup‖ρg‖ <∞.

En la demostración de la proposición anterior hemos visto que ‖ρg‖ ≤ C cuando g ∈ K,
siendo K un entorno compacto de un punto arbitrario g0 ∈ G. Por tanto, una representa-
ción de un grupo topológico localmente compacto y separable está acotada en cualquier
subconjunto compacto K ⊂ G.

Observación 2.2.1. Consideremos el grupo real aditivo G = (R,+) y cualquier espacio
de Hilbert H. Entonces, para cualquier número real no nulo a ∈ R∗ fijo, las aplicaciones
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ρ(1), ρ(2) : R→ AutC(H) dadas por:

ρ
(1)
x = eiaxIdH para todo x ∈ R

ρ
(2)
x = eaxIdH para todo x ∈ R

verifican las condiciones ρx1+x2 = ρx1 ◦ ρx2 y ρ0 = IdH con x1, x2 ∈ R y son fuertemente

continuas. Mientras que los operadores ρ
(1)
x son operadores lineales acotados de H (por

tanto, ρ(1) define una representación de R), los operadores ρ
(2)
x no están acotados para

todo x ∈ R (aunque, lo estaŕıa sobre un subconjunto acotado del grupo aditivo R), por
lo que ρ(2) no es una representación del grupo topológico (R,+) en el sentido de esta
memoria.

Denotemos por U(H) al conjunto de los operadores lineales acotados unitarios del es-
pacio de Hilbert H.

Definición 2.2.3. Diremos que una representación de un grupo G topológico LCH en un
espacio de Hilbert H es unitaria si ρg, para todo g ∈ G, es un operador unitario.

Por tanto, una representación unitaria viene definida por un morfismo ρ : G → U(H)
fuertemente continuo.

Proposición 2.2.2. Si ρ es una representación unitaria de G en un espacio de Hilbert
H. Entonces, se verifica

1. Para cualquier ξ, η ∈ H,

〈ρg(ξ), η〉 → 〈ρg0(ξ), η〉 cuando g → g0

2. La función g 7→ 〈ρg(ξ), ξ〉 es continua en el elemento neutro e ∈ G para todo ξ ∈ H.

Observación 2.2.2. Supongamos que ρ : G → U(H) es un morfismo de grupos tal que
para cualquier ξ ∈ H la función f (ξ) : G→ C definida por f (ξ)(g) = 〈ρg(ξ), ξ〉 es continua
en el elemento neutro e ∈ G. Entonces, para cualquier g, g0 ∈ G

‖ρg(ξ)− ρg0(ξ)‖2 = 〈ρg(ξ), ρg(ξ)〉 − 〈ρg(ξ), ρg0(ξ)〉 − 〈ρg0(ξ), ρg(ξ)〉+ 〈ρg0(ξ), ρg0(ξ)〉
= 2〈ξ, ξ〉 − 2Re〈ρg0(ξ), ρg(ξ)〉 ≤ 2|〈ξ, ξ〉 − 〈ρg0(ξ), ρg(ξ)〉|
= 2|〈ξ, ξ〉 − 〈ρg−1g0(ξ), ξ〉|

Luego, si g → g0 y f (ξ) es continua en e se tiene 〈ρg−1g0(ξ), ξ〉 → 〈ρe(ξ), ξ〉 = 〈ξ, ξ〉 y
consecuentemente ‖ρg(ξ) − ρg0(ξ)‖ → 0 y ρ es una representación fuertemente continua
y unitaria.

Ejemplo 2.2.1. Sea G un grupo topológico LCH que opera continuamente en un espacio
localmente compacto medible (X,µ) dejando dicha medida invariante. Se define una acción
de G en el espacio de Hilbert separable H = L2(X,µ) mediante

(ρLg f)(x) = f(g−1x) para todo g ∈ G, x ∈ X, f ∈ L2(X,µ)
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ya que claramente cada ρLg es un operador lineal y como

(ρLghf)(x) = f((gh)−1x) = f(h−1g−1x) = (ρLhf)(g−1x) = (ρLg (ρLhf))(x)

(ρLe f)(x) = f(x)

se tiene que ρLgh = ρLg ρ
L
h y ρLe = Id. Veamos ahora que la aplicación ρL define una represen-

tación unitaria de G en el espacio L2(X,µ). Para ello, tendremos presente que el espacio
L2(X,µ) es la completación del espacio prehilbertiano Cc(X) de las funciones continuas
complejas de X con soporte compacto con el producto 〈f1, f2〉 =

∫
X
f1(x)f2(x)dµ(x).

La invarianza de la medida implica que

〈ρLg (f1), ρ
L
g (f2)〉 =

∫
X

f1(g
−1x)f2(g−1x)dµ(x) = 〈f1, f2〉

por lo que ρL es una isometŕıa y como el dominio de ρLg es igual a L2(X,µ), luego
ρL es unitaria.

Si f ∈ Cc(X), entonces sup‖f(g−1x) − f(x)‖ → 0 cuando g → e (ya que toda
función continua defiinida en un subconjunto compacto de un grupo topológico es
uniformemente continua en dicho compacto). Además, cuando g está suficientemen-
te cerca del elemento neutro e ∈ G, existe un subconjunto compacto K ⊂ X dentro
del soporte de f y del soporte de ρLg (f). Entonces, cuando g → e, se tiene que

‖ρLg (f)− ρLe (f)‖ = ‖ρLg (f)− f‖ =

[∫
X

‖f(g−1x)− f(x)‖2dµ(x)

]1/2
≤max

x∈K
‖f(g−1x)− f(x)‖

√
µ(K)→ 0

Lo que demuestra la continuidad fuerte de la aplicación g 7→ ρLg (f) en el elemento
neutro e ∈ G. La continuidad en cualquier otro punto g0 ∈ G se deduce sustituyendo
f por Lg0(f) en el argumento anterior.

Si ahora f̂ ∈ L2(X,µ) y ε > 0, entonces existe f ∈ Cc(X) tal que ‖f̂ − f‖ < ε.
Luego,

‖ρLg (f̂)− ρLe (f̂)‖ = ‖ρLg (f̂)− f̂‖ ≤ ‖ρLg (f̂ − f)‖+ ‖ρLg (f)− f‖+ ‖f − f̂‖

Como ya hemos visto, la invarianza de µ bajo la acción de G implica que los opera-
dores ρLg son unitarios, por lo que ‖ρLg (f̂ − f)‖ = ‖f̂ − f‖. Se tiene aśı que

‖ρLg (f̂)− f̂‖ ≤ 2ε+ ‖ρLg (f)− f‖

Luego, si g está suficientemente cerca de e ∈ G se cumple ‖ρLg (f̂)− f̂‖ ≤ 3ε, ya que
‖ρLg (f) − f‖ → 0 cuando g → e pues f ∈ Cc(X). Con ello hemos demostrado que

para cada f̂ ∈ L2(X,µ), la aplicación g 7→ ρLg (f̂) es fuertemente continua.
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Con ello obtenemos una representación unitaria fuertemente continua del grupo G to-
pológico LCH en el espacio de Hilbert L2(X,µ).

Ejemplo 2.2.2. Sea (G, µ
Haar

) un grupo topológico LCH provisto de la medida de Haar
por la izquierda (normalizada a la unidad). Las traslaciones a izquierda de G definen una
acción continua de G en (G, µ

Haar
) dejando invariante la medida de Haar por la izquierda.

Obtenemos un caso particular del ejemplo anterior. Esto es la acción por traslaciones a
izquierda de un grupo topológico LCH determina una representación unitaria de dicho
grupo G en el espacio de Hilbert L2(G, µ

Haar
) denominada representación regular por la

izquierda del grupo G.

De manera similar, tomando la medida de Haar por la derecha (normalizada también
a la unidad) en G y considerando las traslaciones a derecha en el grupo se obtiene una
nueva representación unitaria de G denominada regular por la derecha del grupo G.

Definición 2.2.4. Se dice que una representación ρ de un grupo G topológico LCH en
un espacio de Hilbert H es (topológicamente) irreducible si no tiene subespacios cerrados
invariantes no triviales. En caso contrario, se dice que la representación ρ es (topológica-
mente) reducible.

Si H′ es un subespacio invariante cerrado respecto a la representación (ρ,H) de G y
π : H → H′ denota el operador de proyección, entonces π ◦ ρg = ρg ◦ π para todo g ∈ G.

Definición 2.2.5. Si una representación (ρ,H) unitaria de un grupo G topológico LCH
en un espacio de Hilbert H, admite un subespacio invariante cerrado H′, la restricción de
la representación a dicho subespacio define una nueva representación unitaria de G que
denotaremos (ρ′,H′), donde ρ′g = (ρg)|H′. Tales representaciones se denominan subrepre-
sentaciones de (ρ,H).

Observación 2.2.3. Anteriormente vimos que dada una representación unitaria de un
grupo G que posee un subespacio invariante H′ no trivial, el subespacio ortogonal (H′)⊥
es invariante. Este resultado sigue siendo cierto cuando G es un grupo topológico LCH.
Además, si H′ es cerrado, su ortogonal también es cerrado y se verifica que H⊕H⊥ (veáse
lema A.6.2.15 del apéndice 6 en el libro [26].

Definición 2.2.6. Sea una familia arbitraria de espacios de Hilbert {(Hi, 〈, 〉Hi)}i∈I , se
define su suma directa:

⊕
i

Hi =

{
ξ =

∏
i∈I

ξi : ξi ∈ Hi,
∑
i∈I

‖ξi‖2 <∞

}

con el producto hermı́tico definido por

〈ξ, η〉⊕
i
Hi =

∑
i∈I

〈ξi, ηi〉Hi , ∀ξ, η ∈
⊕
i

Hi

Proposición 2.2.3. Se tiene que (
⊕
i

Hi, 〈, 〉⊕
i
Hi) es un espacio de Hilbert.
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Observación 2.2.4. Cada espacio de Hilbert Hi puede ser entendido como un subespacio
de
⊕
i

Hi. Además, si i 6= j, los subespacios Hi y Hj son ortogonales respecto de la métrica

hermı́tica 〈, 〉⊕
i
Hi.

Definición 2.2.7. Se dice que un espacio de Hilbert es suma directa ortogonal de una
familia de subespacios cerrados {H′i}i∈I y lo denotaremos por H =

⊕
i

H′i si se cumplen

1. H′i ⊥ H′j para i 6= j.

2. Si denotamos πi : H → H′i la proyección ortogonal para cada i ∈ I, cada elemento
ξ ∈ H descompone como una serie convergente ξ =

∑
i∈I ξi, siendo ξi = πi(ξ).

Observación 2.2.5. Notése que si H es suma directa ortogonal de una familia de subes-
pacios cerrados {H′i}i∈I y 〈, 〉H′i denota la restricción de la métrica hermı́tica al respectivo
subespacio, entonces H es isomorfo como espacio de Hilbert a la suma directa de la familia
de espacios de Hilbert (H′i, 〈, 〉H′i).

Definición 2.2.8. Sean ϕi ∈ L(Hi) operadores tales que ‖ϕi‖ ≤ M para cada i ∈ I. Se
define el operador suma directa φ =

⊕
i

ϕi :
⊕
i

Hi −→
⊕
i

Hi mediante

〈φ(ξ), η〉⊕
i
Hi =

∑
i∈I

〈ϕi(ξi), ηi〉Hi , ∀ξ, η ∈
⊕
i

Hi

Observación 2.2.6. Se verifica que φ =
⊕
i

ϕi ∈ L(
⊕
i

Hi). Si cada ϕi ∈ U(Hi), entonces

φ ∈ U(
⊕
i

Hi).

Definición 2.2.9. Sean {(ρ(i),Hi)}i∈I una familia de representaciones de G, tales que

para todos g ∈ G, i ∈ I, es ‖ρ(i)g ‖ ≤M . Entonces, definimos la suma directa de represen-
taciones ρ =

⊕
i

ρ(i) de G en el espacio
⊕
i

Hi por

ρ =
⊕
i

ρ(i) : G −→ L(
⊕
i

Hi)

g 7−→ ρg =
⊕
i

ρ
(i)
g

Observación 2.2.7. Si cada ρ(i) es unitaria, entonces
⊕
i

ρ(i) también lo es.

Definición 2.2.10. Diremos que una representación (ρ,H) de G es completamente redu-
cible si puede ser expresada como suma directa de subrepresentaciones irreducibles; esto es,
existe una familia de subrepresentaciones {(ρ(i),H′i)}i∈I irreducibles tales que H =

⊕
i

H(i)

y para todo ξ =
∑

i∈I ξi ∈ H con ξi = πi(ξ), siendo πi : H → H′i la proyección ortogonal,
entonces, para todo g ∈ G

ρg(ξ) =
∑
i∈I

ρ(i)g (ξi)
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En tal caso escribiremos ρ =
⊕
i

ρ(i).

Observación 2.2.8. Si ξ ∈ H descompone como serie convergente ξ =
∑

i∈I ξi, entonces

ρg(ξ) descompone como serie convergente ρg(ξ) =
∑
i∈I

ρ
(i)
g (ξi) por la continuidad de la

representación.

Observación 2.2.9. Recordemos que toda representación finita unitaria de un grupo
descompone es completamente irreducible. En particular, esto mismo ocurre cuando el
grupo es un grupo topológico LCH.

Veremos más adelante que cuando el grupo G es un grupo de Lie compacto, toda re-
presentación unitaria irreducible es de dimensión finita y por tanto, toda representación
unitaria suya descompone en suma de subrepresentaciones irreducibles finitas.

Definición 2.2.11. Se dice que dos representaciones (ρ(1),H1) y (ρ(2),H2) de un grupo
G topológico LCH son equivalentes si existe un isomorfismo lineal acotado σ : H1 → H2

verificando que
σ ◦ ρ(1)g = ρ(2)g ◦ σ ∀g ∈ G

Observación 2.2.10. Si (ρ,H) es una representación de un grupo G topológico LCH y
σ : H → Ĥ es un isomorfismo acotado en otro espacio de Hilbert Ĥ, entonces la aplicación
ρ̂ : G→ L(Ĥ) definida por ρ̂(g) = σ ◦ ρg ◦ σ−1 define una representación de G en Ĥ. En
efecto, ρ̂g1g2 = σ ◦ ρg1 ◦ σ−1 ◦ σ ◦ ρg2 ◦ σ−1 = ρ̂g1 ◦ ρ̂g2, ρ̂e = Id y si g → g0 se cumple que

‖ρ̂g(ξ̂)− ρ̂g0(ξ̂)‖ = ‖σ ◦ (ρg ◦ σ−1(ξ̂)− ρg0 ◦ σ−1(ξ̂))‖ ≤ ‖σ‖‖ρg(ξ)− ρg0(ξ)‖ → 0 debido a
que ‖σ‖ está acotada.

Definición 2.2.12. Dadas dos representaciones (ρ(1),H1) y (ρ(2),H2) de un grupo G
topológico LCH se llama operador de enlace a cualquier operador lineal acotado σ que
verifica que σ ◦ ρ(1)g = ρ

(2)
g ◦ σ para todo g ∈ G.

Denotaremos por C(ρ(1), ρ(2)) al conjunto de estos operadores y si ρ(1) ' ρ(2) = ρ,
entonces C(ρ(1), ρ(2)) = C(ρ).

Definición 2.2.13. Se dice que dos representaciones (ρ(1),H1) y (ρ(2),H2) de un grupo
G topológico LCH son unitariamente equivalentes si existe un operador σ ∈ C(ρ(1), ρ(2))
que sea unitario.

Ejemplo 2.2.3. Sea G un grupo topológico LCH provisto de una medida de Haar por
la izquierda, µL, y de otra por la derecha, µR. Denotemos por ρL : G → L2(G, µL) y
por ρR : G → L2(G, µR) las representaciones regulares por la izquierda y por la dere-
cha, respectivamente, del grupo G. Sean 〈, 〉L y 〈, 〉R los respectivos productos hermı́ticos
en dichos espacios. Se define un operador lineal σ : L2(G, µL) → L2(G, µR) dado por
(σf)(g) = f(g−1) para cualquier f ∈ L2(G, µL) y g ∈ G. Es claro que σ2 = IdL2(G,µL) y

19



dados f1, f2 ∈ L2(G, µL), por la invarianza de la medida se tiene que

〈σf1, σf2〉R =

∫
G

(σf1)(g)(σf2)(g) dµR(g) =

∫
G

f1(g
−1)f2(g−1) dµ

R(g)

=

∫
G

f1(h)f2(h) dµR(h−1) =

∫
G

f1(h)f2(h) dµL(h) = 〈f1, f2〉L

Luego, σ es un isomorfismo unitario que para todo f ∈ L2(G, µL) y g, h ∈ G cumple que:

[σ(ρLhf)](g) = (ρLhf)(g−1) = f(h−1g−1) = f((gh)−1) = (σf)(gh) = [ρRh (σf)](g)

Por lo tanto, σ es un isomorfismo unitario verificando que σ ◦ ρLh = ρRh ◦ σ para cualquier
h ∈ G, o lo que es lo mismo, σ ∈ C(ρL, ρR). Por ello, las representaciones ρR y ρL son
unitariamente equivalentes.

Lema 2.2.1. Sea (ρ,H) una representación unitaria de un grupo G topológico LCH y
H′ un subespacio cerrado de H. Denotemos por π : H → H la proyección ortogonal.
Entonces, H′ es invariante si y solo si π ∈ C(ρ).

Teorema 2.2.1 (Lema de Schur). Sea G un grupo topológico LCH, entonces:

1. Una representación unitaria (ρ,H) de G es irreducible śı y solo śı C(ρ) solo contiene
operadores de la forma λIdH con λ ∈ C.

2. Sean (ρ(1),H1) y (ρ(2),H2) dos representaciones unitarias irreducibles de G. Si am-
bas representaciones son equivalentes, entonces C(ρ(1), ρ(2)) es unidimensional, si
no, C(ρ(1), ρ(2)) = {0}, siendo 0 el operador nulo.

Demostración: Los aspectos más algebraicos de la demostración son iguales a los vistos
en la demostración del Lema de Schur para representaciones finitas de grupos vistos en el
caṕıtulo anterior. Los aspectos topológicos de la demostración pueden verse en el teorema
3.5 del libro [10].

Para demostrar la primera afirmación supongamos que (ρ,H) es una representación de
G reducible. Luego, C(ρ) contiene proyecciones no triviales por el lema anterior. Rećıpro-
camente, supongamos que σ ∈ C(ρ) tal que σ 6= λIdH. Dado que la representación es

unitaria σ† ∈ C(ρ), entonces tanto α =
1

2
(σ + σ†) como β =

1

2i
(σ − σ†) están en C(ρ).

Además, o bien α o bien β no puede ser un múltiplo de la identidad (si ambos fuesen
múltiplos de la identidad se verificaŕıa que σ también lo seŕıa). Asumamos que α no es
múltiplo de la identidad. Como α es autoadjunto, el teorema espectral de estos operadores
(Veáse teorema 1.51(c) en [10]) dice que cualquier operador lineal que conmute con α debe
conmutar con las proyecciones espectrales de dicho operador. Dado que cada ρg conmuta
con α, conmuta con las proyecciones espectrales y por tanto, C(ρ) contiene proyecciones
no triviales y por el lema anterior ρ es reducible.

En el caso de la segunda afirmación, sea un operador σ ∈ C(ρ(1), ρ(2)) y por tanto,

σ† ∈ C(ρ(2), ρ(1)), ya que se verifica que σ†◦ρ(2)g = [ρ
(2)

g−1 ◦σ]† = [σ◦ρ(1)g−1 ]
† = ρ

(1)
g ◦σ†. Luego,
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σ† ◦σ ∈ C(ρ(1)) y σ ◦σ† ∈ C(ρ(2)). Esto implica que σ† ◦σ = λIdH1 y que σ ◦σ† = λIdH2 .
Entonces, o bien σ = 0, o bien λ−1/2σ es unitario. Esto demuestra que C(ρ(1), ρ(2)) = {0}
cuando ρ(1) y ρ(2) no son equivalentes y que C(ρ(1), ρ(2)) está formado por múltiplos de
operadores unitarios. Si σ1, σ2 ∈ C(ρ(1), ρ(2)), entonces σ−12 ◦ σ1 = σ†2 ◦ σ1 ∈ C(ρ(1)) y por
tanto, σ−12 ◦ σ1 = λIdH1 y σ1 = λσ2. Concluimos finalmente que dim C(ρ(1), ρ(2)) = 1. �

Corolario 2.2.1. Toda representación unitaria irreducible de un grupo G topológico LCH
abeliano es unidimensional.

Demostración: Sea (ρ,H) es una representación unitaria irreducible del grupo G. Como
G es abeliano, se tiene que ρg ◦ ρh = ρgh = ρh ◦ ρg para cualquier g, h ∈ G. Entonces,
se deduce por el Lema de Schur que ρh = λhIdH para cierto λh ∈ C y por tanto, si
dim H > 1 se llega a contradicción. �

Ejemplo 2.2.4. Dado que el grupo U(1) = {eit : t ∈ R} es abeliano, por el corolario
anterior sus representaciones unitarias irreducibles son unidimensionales. Si (ρ,H) es una
representación unitaria irreducible de U(1) sin pérdida de generalidad podemos suponer
que H = C y por tanto, ρg(z) = λgz para todo z ∈ C y g ∈ U(1) con λg un número
complejo de módulo uno. Por ser ρ una representación se tiene que λ1 = 1 y λg1g2 =
λg1λg2. Se define aśı un homomorfismo de grupo λ : U(1) → S1 dado por λ(g) = λg
para cualquier g ∈ U(1). Si denotamos µ = λ ◦ exp : R → S1, siendo exp : R → U(1)
la aplicación exponencial, se verifica que µ(t + t′) = µ(t)µ(t′) y por tanto, su derivada
satisface

µ̇(t) =lim
ε→0

µ(t+ ε)− µ(t)

ε
=lim
ε→0

µ(t)
µ(ε)− 1

ε
= kµ(t)

siendo k =lim
ε→0

µ(ε)− 1

ε
. Integrando ahora la ecuación diferencial teniendo en cuenta que

µ(0) = λ(1) = 1 se tiene que µ(t) = ekt. Por otra parte, dado que 1 = e2πi ∈ U(1) se tiene
que µ(0) = λ(1) = λ(e2πi) = µ(2π). Esto implica que k = im siendo m un número entero.
Se tiene finalmente que λ(eit) = eimt, para algún m entero; o sea, λ(g) = gm siendo m
entero.

En definitiva, para cada m ∈ Z existe una representación irreducible ρ(m) de U(1), con

ρ
(m)

eit
(z) = eimtz para cada z ∈ C y cualquier representación unitaria irreducible de U(1)

es equivalente a estas. Es trivial comprobar que ρ(m) es equivalente a ρ(m
′) śı y solo śı

m = m′.

Observación 2.2.11. En el estudio de las representaciones unitarias de un grupo G to-
pológico LCH abeliano, aparecen de manera similar a este ejemplo ciertos homomorfismos
de grupos λ : G→ S1 asociados a dichas representaciones. Estos morfismos son denomi-
nados caracteres o funciones carácter asociados a las representaciones del grupo abeliano
G.
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Caṕıtulo 3

Representaciones unitarias de grupos com-
pactos Hausdorff

En este caṕıtulo, abordaremos el estudio de las propiedades representaciones unitarias
de los grupos compactos y el teorema de Peter-Weyl. Por ello, a lo largo de este caṕıtulo
los grupos G topológicos LCH se asumirán que son compactos, mientras no se indique lo
contrario, y por sencillez, diremos que G es un grupo topológico compacto. En particular,
los resultados de este caṕıtulo engloban el caso de los grupos de Lie compactos.

Señalemos que la teoŕıa de representaciones de los grupos topológicos compactos es, en
cierto sentido una generalización de resultados más clásicos de la teoŕıa de representaciones
complejas de grupos finitos y la teoŕıa de caracteres impartidas en el grado. Por esta razón,
muchos de los resultados sobre representaciones complejas de dimensión finita de grupos
topológicos compactos comparten cierta analoǵıa con las de los grupos finitos e incluso,
muchas de las demostraciones para el caso de grupos finitos continuarán siendo válidas
para los grupos compactos.

Asumiremos en esta memoria que la topoloǵıa del grupo compacto cumple el primer
axioma de numerabilidad (esto es, como espacio topológico, G tiene una base local nu-
merable en todo punto del mismo). La razón de imponer esta condición implica que el
espacio de Hilbert L2(G, µ) es separable (veáse caṕıtulo 2 de [13]).

3.1. Operador de Weyl y representaciones irreducibles unitarias
de un grupo topológico compacto

Si G es un grupo topológico compacto, podemos tomar la medida de Haar bi-invariante
µ sobre G normalizada a la unidad. Dicha medida será la que consideremos a lo largo de
este caṕıtulo.

Al igual que en los grupos finitos, se tiene que

Teorema 3.1.1. Sea (ρ,H) una representación de un grupo topológico compacto G en un
espacio de Hilbert H. Entonces, (ρ,H) es equivalente a una representación unitaria en el
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mismo espacio de Hilbert.

Demostración: Sea (, ) el producto hermı́tico original en H. Dada la representación
continua ρ : G→ L(H) puede ocurrir que (ρh(ξ1), ρh(ξ2)) 6= 〈ξ1, ξ2〉 para algún ξ1, ξ2 ∈ H
y por tanto, ρ no es unitaria con respecto a dicho producto. Utilizando la medida bi-
invariante de Haar, se define un nuevo producto hermı́tico 〈, 〉 en H mediante

〈ξ1, ξ2〉 ≡
∫
G

(ρg(ξ1), ρg(ξ2))dµ(g) ∀ξ1, ξ2 ∈ H

Si denotamos por ‖ · ‖(i) a la norma asociada a la métrica inicial (, ) y por ‖ · ‖ la asociada
a 〈, 〉, se tiene que para todo ξ ∈ H

‖ξ‖2 =

∫
G

(ρg(ξ), ρg(ξ))dµ(g) ≤ (sup
g∈G
‖ρg‖(i))2

∫
G

(ξ, ξ)dµ(g) = M2(ξ, ξ) = M2‖ξ‖2(i)

siendo M =sup
g∈G
‖ρg‖(i). Por otro lado, ‖ξ‖2(i) = (ρg−1(ρg(ξ)), ρg−1(ρg(ξ))) ≤ M2‖ρg(ξ)‖2(i).

Por tanto, ‖ξ‖2(i) ≤
∫
G

(ξ, ξ)dµ(g) ≤ M2
∫
G

(ρg(ξ), ρg(ξ))dµ(g) = M2‖ξ‖2. Concluimos

entonces que las normas ‖ · ‖(i) y ‖ · ‖ son equivalentes y por tanto, definen la misma
topoloǵıa en H. Finalmente comprobemos que con respecto a la nueva métrica, ρ define
una representación unitaria en H

〈ρh(ξ1), ρh(ξ2)〉 =

∫
G

(ρgh(ξ1), ρgh(ξ2))dg = 〈ξ1, ξ2〉 ∀h ∈ G y ∀ξ1, ξ2 ∈ H

�

Observación 3.1.1. Este resultado permite presuponer en el desarrollo de la teoŕıa que
toda representación de un grupo topológico compacto es unitaria.

Dado un espacio de Hilbert H y un vector ξ ∈ H, la proyección ortogonal πξ : H → H
definida por πξ(η) = 〈η, ξ〉ξ para todo η ∈ H es un operador lineal de rango 1 y por tanto,
compacto.

Lema 3.1.1. Dada ahora una representación unitaria (ρ,H) de un grupo topológico com-
pacto G y un vector ξ ∈ H unitario, la aplicación

G −→ L(H)
g 7−→ πρg(ξ)

es continua respecto de la topoloǵıa de la norma.

Demostración: Dado que πρg(ξ)(η) = 〈η, ρg(ξ)〉ρg(ξ), se tiene que para todo η ∈ H tal
que ‖η‖ ≤ 1 es

‖πρg(ξ)(η)− πρe(ξ)(η)‖ = ‖〈η, ρg(ξ)〉ρg(ξ)− 〈η, ξ〉ξ‖
≤ ‖〈η, ρg(ξ)〉(ρg(ξ)− ξ)‖+ ‖〈η, ρg(ξ)〉ξ − 〈η, ξ〉ξ‖
≤ ‖η‖‖ρg(ξ)‖‖ρg(ξ)− ξ‖+ ‖ξ‖‖η‖‖ρg(ξ)− ξ‖ ≤ 2‖ρg(ξ)− ξ‖
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Entonces cuando g → e en G, ‖πρg(ξ)(η) − πρe(ξ)(η)‖ tiende a 0, ya que ρ es fuertemente
continua. �

Observación 3.1.2. De forma análoga, se puede considerar un vector ξ ∈ H no nulo y
considerar el operador lineal compacto dado por la proyección ortogonal πξ ∈ L(H) con

πξ(η) = 〈η,ξ〉
〈ξ,ξ〉ξ con similares propiedades.

Definición 3.1.1. Sea (ρ,H) una representación unitaria de un grupo topológico com-
pacto G. Fijado un vector ξ ∈ H, se define el operado de Weyl asociado a dicho vector
como el operador lineal Kξ : H → H verificando

〈Kξ(η), η′〉 =

∫
G

〈η, ρg(ξ)〉〈η′, ρg(ξ)〉dµ(g) =

∫
G

〈η, ρg(ξ)〉〈ρg(ξ), η′〉dµ(g) ∀η, η′ ∈ H

que permite escribir este operador en la forma

Kξ(η) =

∫
G

〈η, ρg(ξ)〉ρg(ξ)dµ(g) ∀η ∈ H

Teorema 3.1.2. Dada una representación unitaria (ρ,H) de un grupo topológico com-
pacto G. El operador de Weyl asociado a un vector ξ ∈ H verifica

1. Kξ es un operador acotado.

2. Kξ es autoadjunto, es decir, K†ξ = Kξ.

3. Kξ es un operador compacto.

4. Kξ ◦ ρg = ρg ◦Kξ para todo g ∈ G y ξ ∈ H.

Demostración:

1. Cada operador Kξ está acotado como consecuencia de

‖Kξ(η)‖ ≤
∫
G

|〈η, ρg(ξ)〉| ‖ρg(ξ)‖dµ(g) ≤
∫
G

‖η‖ ‖ρg(ξ)‖ ‖ξ‖dµ(g) = ‖ξ‖2‖η‖

2. Cada operador Kξ es autoadjunto ya que para todo η1, η2 ∈ H se tiene que

〈Kξ(η1), η2〉 =

∫
G

〈η1, ρg(ξ)〉 〈ρg(ξ), η2〉dµ(g) =

∫
G

〈η2, ρg(ξ)〉〈η1, ρg(ξ)〉dµ(g)

= 〈η1,
∫
G

〈η2, ρg(ξ)〉ρg(ξ)dµ(g)〉 = 〈η1, Kξ(η2)〉

3. Para demostrar que el operador Kξ es compacto tendremos en cuenta que si {An}n≥1
es una sucesión de operadores compactos en un espacio de Hilbert H con ĺımite A,
lim
n→∞

‖An − A‖ = 0, entonces el operador A es compacto (veáse proposición 6.2.3

del [9]).
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Dado que G es compacto la aplicación g → ρg(ξ) es uniformemente continua.
Entonces dado un ε > 0 se puede hacer una partición de G en conjuntos disjuntos
E1, . . . , En y puntos g1, . . . , gn con gj ∈ Ej para todo j ∈ {1, . . . , n} tales que

‖ρg(ξ)− ρgj(ξ)‖ <
ε

2
∀g ∈ Ej

Entonces, si g ∈ Ej, se tiene que usando la desigualdad de Schwarz

‖〈η, ρg(ξ)〉ρg(ξ)− 〈η, ρgj(ξ)〉ρgj(ξ)‖ < ε‖η‖

Definamos para cada ε > 0, el operador

K
(ε)
ξ (η) =

n∑
j=1

∫
Ej

〈η, ρgj(ξ)〉ρgj(ξ)dµ(g) =
n∑
j=1

µ(Ej)〈η, ρgj(ξ)〉ρgj(ξ)

que tiene imagen finito dimensional, ya que la misma está dentro del subespacio
generado por {ρgj(ξ) ∀j = 1, . . . , n}. Por lo que dichos operadores son compactos.

Además, verifica la desigualdad ‖Kξ(η) − K
(ε)
ξ (η)‖ < ε‖ξ‖ para todo η ∈ H. Lo

que implica la convergencia K
(ε)
ξ → Kξ cuando ε→ 0. Lo que implica utilizando el

resultado más arriba comentado que el operador Kξ es compacto.

4. Veamos que Kξ conmuta con ρ. Luego, para todo h ∈ G y todo η ∈ H, se tiene:

ρh(Kξ(η)) =

∫
G

〈η, ρg(ξ)〉ρhg(ξ)dµ(g) =

∫
G

〈η, ρh−1k(ξ)〉ρk(ξ)dµ(h−1k)

=

∫
G

〈ρh(η), ρk(ξ)〉ρk(ξ)dµ(k) = Kξ(ρh(η))

por ser µ bi-invariante.

�

Observación 3.1.3. Observemos que

〈Kξ(η), η〉 =

∫
G

‖〈η, ρg(ξ)〉‖2dµ(g) ≥ 0 ∀η ∈ H

y si ξ 6= 0, entonces 〈Kξ(η), η〉 > 0, ya que ‖〈η, ρg(ξ)〉‖2 es estrictamente mayor que 0 en
un entorno del elemento neutro por ser ξ unitario y g → ρg(ξ) continua. Por tanto, Kξ es
un operador positivo para todo ξ ∈ H no nulo. El teorema espectral aplicado a Kξ permite
afirmar que existe un autovalor propio real positivo tal que el subespacio de autovectores
asociado es de dimensión finita.

Lema 3.1.2. Toda representación unitaria (ρ,H) de un grupo topológico compacto G
admite una subrepresentación de dimensión finita.

Demostración: Dado un ξ ∈ H unitario, el operador de Weyl, Kξ, es un operador
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lineal compacto y autoadjunto. Aplicando el teorema espectral podemos asegurar la
existencia de un autovalor λ positivo del mismo, tal que el espacio de autovectores
E(λ) = {η ∈ H : Kξ(η) = λη} es de dimensión finita. Como Kξ es equivariante con
respecto a la representación ρ, el espacio vectorial E(λ) es cerrado por ser de dimensión
finita e invariante, y define una subrepresentación finita de G contenida en (ρ,H). �

Corolario 3.1.1. Toda representación unitaria irreducible de un grupo topológico com-
pacto es de dimensión finita.

Teorema 3.1.3. Si (ρ,H) es una representación unitaria de un grupo topológico compacto
G, entonces descompone como suma directa de subrepresentaciones unitarias irreducibles
finitas.

Demostración: Supongamos que (ρ,H) es una representación unitaria de G que no es
irreducible, entonces existe un subespacio invariante finito no nulo E(λ). Por ser E(λ)
finito, la representación (ρ|E(λ), E(λ)) descompone en suma directa de representaciones
unitarias irreducibles. Además, el subespacio ortogonal E(λ)⊥ es un subespacio invariante
y contiene una subrepresentación unitaria finita que puede ser descompuesta en suma de
representaciones unitarias irreducibles. De esta manera, podemos considerar la familia
{ρ|Ei}i∈I , donde ρ|Ei son subrepresentaciones de ρ que descomponen como suma directa
de subrepresentaciones unitarias irreducibles. Sabemos que esta última familia es no vaćıa
(ya que ρ|E(λ) ∈ {ρ|Ei}i∈I). Luego, ordenando esta familia en términos de inclusión (si
ρ|E, ρ|E′ ∈ {ρ|Ei}i∈I , entonces ρ|E′ < ρ|E si E ′ ⊂ E), podemos aplicar el lema de Zorn
obteniendo de esta manera un elemento máximal ρ|E.

En el caso que E ( H, podemos aplicar lo anterior a la subrepresentación ρ|E⊥ y por
tanto, hallar una subrepresentación irreducible ρ|E′ con E ′ ⊂ E⊥. Entonces, ρ|E ⊕ ρ|E′ ∈
{ρ|Ei}i∈I y es estrictamente mayor que ρ|E, luego se llega a contradicción y por tanto,
E = H. �

3.2. Relaciones de ortogonalidad de Schur y caracteres

Dado que las representaciones unitarias irreducibles de un grupo topológico compacto
son de dimensión finita, en la literatura se recogen muchas veces propiedades de las re-
presentaciones unitarias finitas (irreducibles o no) de estos grupos. Dichas propiedades
son similares a las de las representaciones complejas de grupos finitos. Recogemos en esta
sección algunas de las mismas.

Por ejemplo, el método de integración con respecto a la medida de Haar normalizada a
la unidad proporciona una manera de encontrar expĺıcitamente morfismos equivariantes
de dos representaciones finitas de un grupo compacto.

Proposición 3.2.1. Sean (ρ(1),H1) y (ρ(2),H2) dos representaciones unitarias finitas de
G. Sea ϕ : H1 → H2 una aplicación C-lineal, entonces la aplicación ϕ(inv) : H1 → H2
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definida por

ϕ(inv) =

∫
G

ρ(2)g ◦ ϕ ◦ ρ
(1)

g−1dµ(g)

es C-lineal y satisface ϕ(inv) ◦ ρ(1)h = ρ
(2)
h ◦ ϕ(inv) para todo h ∈ G. Además, si ρ(1) = ρ(2) y

H1 = H2, entonces las trazas de ϕ y de ϕ(inv) coinciden.

Demostración: La demostración de la linealidad y equivariancia ϕ(inv) es una mera
comprobación. Para ver la igualdad de las trazas cuando H1 = H2 = H, con dimC H = n
y ρ(1) = ρ(2) = ρ, consideremos una base ortonormal {ξ1, . . . , ξn} en H, entonces

trϕ(inv) =
n∑
i=1

〈ϕ(inv)(ξi), ξi〉 =
n∑
i=1

∫
G

〈ρg[ϕ(ρg−1(ξi))], ξi〉 dµ(g)

=

∫
G

n∑
i=1

〈ϕ(ρg−1(ξi)), ρg−1(ξi)〉 dµ(g) =

∫
G

trϕ dµ(g) = trϕ

ya que {ρg−1(ξ1), . . . , ρg−1(ξn)} es una base ortonormal deH y la traza de un endomorfismo
no depende de la base tomada. �

Observación 3.2.1. El morfismo ϕ(inv) debe ser entendido a través del siguiente hecho

〈ϕ(inv)(ξ), η〉(2) =

∫
G

〈ρ(2)g [ϕ(ρ
(1)

g−1(ξ))], η〉(2) dµ(g) ∀ξ ∈ H1, ∀η ∈ H2

siendo 〈, 〉(2) el producto hermı́tico en H2.

Observación 3.2.2. Recordemos que en las condiciones del enunciado de esta proposición
el grupo G opera linealmente en el espacio vectorial HomC(H1,H2) mediante g · ϕ =

ρ
(2)
g ◦ ϕ ◦ ρ(1)g−1. Luego, ϕ es invariante por dicha acción si y solo si es equivariante, esto

es, ϕ(inv) ◦ ρ(1)h = ρ
(2)
h ◦ ϕ(inv) para todo h ∈ G. Razón por la que hemos denotado ϕ(inv) al

morfismo de la proposición.

La anterior proposición permite deducir las denominadas relaciones de ortogonalidad de
Schur para las representaciones unitarias irreducibles de un grupo topológico compacto
por ser estas finitas siguiendo los pasos similares a la deducción de las mismas para los
grupos finitos (Veáse [22]). Sin embargo con vistas a la demostración del teorema de
Peter-Weyl formularemos las mismas de la siguiente manera.

Definición 3.2.1. Sea (ρ,H) una representación continua unitaria y finita de un grupo

compacto. Para cada ξ1, ξ2 ∈ H, se define la función continua f
(ρ)
ξ1,ξ2

: G→ C dada por

f
(ρ)
ξ1,ξ2

(g) = 〈ρg(ξ1), ξ2〉 ∀g ∈ G

Dichas funciones se denominan funciones de coeficientes matriciales asociadas a la re-
presentación finita (ρ,H).

Observación 3.2.3. La razón de este nombre es que si {ξ1, . . . , ξn} es una base ortonor-
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mal de H tal que ρg(ξi) =
∑n

i=1A(g)ijξj. Entonces, las funciones continuas A
(ρ)
ij ∈ C(G)

definidas por A
(ρ)
ij (g) := A(g)ij = 〈ρg(ξi), ξj〉 = f

(ρ)
ξi,ξj

(g) determinan la matriz de cada ρg
respecto de dicha base ortonormal. Además, si ξ =

∑n
i=1 αiξi y ξ′ =

∑n
j=1 βjξj, entonces

es trivial comprobar que f
(ρ)
ξ,ξ′ =

∑n
i,j=1 αiβjA

(ρ)
ij , esto es, cualquier función matricial es

combinación lineal de las funciones A
(ρ)
ij con i, j = {1, . . . , n}.

Para cada representación unitaria finita del grupo compacto G (en particular, sus repre-
sentaciones unitarias irreducibles) y para cualquier pareja de vectores ξ1, ξ2 en el espacio

de representación, las funciones f
(ρ)
ξ1,ξ2

son funciones continuas y por tanto, pertenecen a
L2(G, µ). Su producto hermı́tico asociado a la medida de Haar invariante normalizada µ
en este espacio de Hilbert es

〈f (ρ)
ξ1,ξ2

, f
(ρ′)
ξ′1,ξ
′
2
〉 =

∫
G

f
(ρ)
ξ1,ξ2

(g)f
(ρ′)
ξ′1,ξ
′
2
(g)dµ(g)

Como consecuencia del lema de Schur para representaciones unitarias finitas irreducibles
de un grupo, se tiene que

Teorema 3.2.1. Sean (ρ(1),H1) y (ρ(2),H2) dos representaciones unitarias irreducibles
de un grupo topológico compacto G.

1. Si ρ(1) y ρ(2) no son equivalentes, entonces

〈f (ρ(1))
ξ1,ξ2

, f (ρ(2))
η1,η2
〉 =

∫
G

f
(ρ(1))
ξ1,ξ2

(g)f
(ρ(2))
η1,η2 (g)dµ(g) = 0

para todo ξ1, ξ2 ∈ H1 y η1, η2 ∈ H2.

2. Si ρ(1) = ρ(2) = ρ y H1 = H2 = H, entonces

〈f (ρ)
ξ1,ξ2

, f (ρ)
η1,η2
〉 =

∫
G

f
(ρ)
ξ1,ξ2

(g)f
(ρ)
η1,η2(g)dµ(g) =

1

dim H
〈ξ1, η1〉〈ξ2, η2〉

para todo ξ1, ξ2, η1, η2 ∈ H.

En particular, fijando bases ortonormales en los espacios H1,H2, se tiene que para todo
1 ≤ i, j ≤ dim H1 = d1 y 1 ≤ m,n ≤ dim H2 = d2

〈A(ρ(1))
ij , A(ρ(2))

nm 〉 =

∫
G

A
(ρ(1))
ij (g) A

(ρ(2))
nm (g) dµ(g) =

 0 si ρ(1) no equiv. a ρ(2)

δinδjm
d1

si ρ(1) = ρ(2)

Demostración: Basta comprobarlo para las funciones f
(ρ(1))
ξi,ξj

= A
(ρ(1))
ij , f

(ρ(2))
ηm,ηn = A

(ρ(2))
mn ,

siendo {ξ1, . . . , ξd1} y {η1, . . . , ηd2} bases ortonormales respectivamente de H1 y H2 debido
a la observación 3.2.3.

Para cualquier aplicación C-lineal σ : H1 → H2 la aplicación lineal ϕ : H1 → H2 dada
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por ϕ(ξ) =
∫
G
ρ
(2)
g [σ(ρ

(1)

g−1(ξ))]dµ(g) =
∫
G
ρ
(2)

g−1 [σ(ρ
(1)
g (ξ))]dµ(g), ya que µ es invariante por

el paso al inverso, y satisface que ρ
(2)
h ◦ ϕ = ϕ ◦ ρ(1)h para todo h ∈ G. Aplicando el lema

de Schur, se tiene que

1. Si ρ(1) y ρ(2) no son equivalentes, entonces ϕ = 0. Es decir, fijando bases ortonormales
en H1 y H2 y teniendo en cuenta las matrices asociadas a ρ

(1)

g−1 , ρ
(2)
g y σ en dichas

bases obtenemos

d1∑
j=1

d2∑
m=1

∫
G

A
(ρ(1))
ij (g) Bjm A(ρ(2))

mn (g−1) dµ(g) = 0

siendo (Bjm) la matriz de σ en las bases ortonormales elegidas. Como la representa-

ción ρ(2) es unitaria la matriz A(ρ(2))(g−1) es igual a [A(ρ(2))(g)]†, luego A
(ρ(2))
mn (g−1) =

A
(ρ(2))
nm (g). Dado que esto es cierto para cualquier morfismo σ y por tanto, para

cualquier matriz (Bjm) se tiene que∫
G

A
(ρ(1))
ij (g)A

(ρ(2))
nm (g) dµ(g) = 0

y por tanto, las funciones A
(ρ(1))
ij y A

(ρ(2))
nm son ortogonales en L2(G, µ), es decir,

〈A(ρ(1))
ij , A

(ρ(2))
nm 〉 = 0 para todo 1 ≤ i, j ≤ d1 y 1 ≤ m,n ≤ d2.

2. Si tomamos ρ(1) = ρ(2) = ρ y H1 = H2 = H y para cualquier endomorfismo
σ : H → H se tiene que el endomorfismo ϕ definido de manera similar al apartado
anterior es equivariante respecto a ρ y por el lema de Schur es una homotecia de
razón λ; esto es, ϕ = λIdH. Tomando ahora la traza se tiene que

trϕ =

∫
G

tr(ρg ◦ σ ◦ ρg−1)dµ(g) = trσ

debido a las propiedades ćıclicas de la traza en dimensión finita. Dado que trϕ =
λ · dim H = λd y tomando una base ortonormal se tiene que

d∑
j,m=1

∫
G

A
(ρ)
ij (g)BjmA

(ρ)
mn(g−1) dµ(g) = λδin =

trσ

d
δin =

1

d

d∑
j,m=1

Bjmδjmδin

como esto es cierto para cualquier σ y por tanto, para cualquier matriz (Bjm) se
tiene que ∫

G

A
(ρ)
ij (g)A(ρ)

mn(g−1) dµ(g) =

∫
G

A
(ρ)
ij (g)A

(ρ)
nm(g) dµ(g) =

1

d
δjmδin

�

Como es bien conocido, el carácter de una representación compleja de un grupo finito
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es una herramienta importante en el estudio de sus representaciones irreducibles. Este
concepto se generaliza sin problemas para las representaciones unitarias finitas de los
grupos topológicos compactos. A continuación, veremos estas ideas.

Definición 3.2.2. Sea G un grupo topológico compacto, se dice que una función continua
f : G→ C es central si f(hgh−1) = f(g) para todo g, h ∈ G.

Observación 3.2.4. Si G es un grupo topológico compacto abeliano, entonces cualquier
función continua f : G→ C es central.

Definición 3.2.3. Dada una representación compleja finita (unitaria o no) (ρ,H) de
dimensión n de un grupo topológico compacto G se define la función

χ(ρ) : G −→ C
g 7−→ χ(ρ)(g) = tr ρg

que denominaremos carácter de la representación (ρ,H). Si {ξ1, . . . , ξn} es una base or-

tonormal de H se tiene que χ(ρ) =
∑n

i=1A
(ρ)
ii , siendo A

(ρ)
ii (g) = 〈ρg(ξi), ξi〉.

Observación 3.2.5. Es fácil ver que si (ρ(1),H1) y (ρ2,H2) son dos representaciones

complejas finitas, se verifica que χ(ρ(1)⊕ρ(2)) = χ(ρ(1)) + χ(ρ(2)) y que χ(ρ(1)⊗ρ(2)) = χ(ρ(1)) ·
χ(ρ(2)).

Proposición 3.2.2. Si (ρ,H) es una representación unitaria finita de un grupo topológico
compacto G, entonces para todo g, h ∈ G

1. χ(ρ)(hgh−1) = χ(ρ)(g).

2. χ(ρ)(g−1) = χ(ρ)(g).

que se denominan relaciones de ortonormalidad de caracteres de las representaciones
unitarias irreducibles de G.

Proposición 3.2.3. Sean (ρ(1),H1) y (ρ(2),H2) dos representaciones unitarias irreduci-
bles de un grupo topológico compacto G. Se verifica que

1. Si ρ(1) ' ρ(2), entonces χ(ρ(1)) = χ(ρ(2)).

2. 〈χ(ρ(1)), χ(ρ(2))〉 =
∫
G
χ(ρ(1))(g)χ(ρ(2))(g)dµ(g) =

{
0 si ρ(1) no equiv. a ρ(2)

1 si ρ(1) = ρ(2)

Demostración:

1. Sea un operador σ ∈ C(ρ(1), ρ(2)), entonces χ(ρ(1))(g) = tr ρ
(1)
g = tr(σ−1 ◦ ρ(2)g ◦ σ) =

tr ρ
(2)
g = χ(ρ(2))(g) para todo g ∈ G.
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2. Haciendo uso de las relaciones de ortogonalidad de Schur se tiene que

〈χ(ρ(1)), χ(ρ(2))〉 =
∫
G
χ(ρ(1))(g)χ(ρ(2))(g)dµ(g)

=

n∑
i=1

n∑
j=1

∫
G
A

(ρ(1))
i,i (g)A

(ρ(2))
j,j (g)dµ(g) =

{
0 si ρ(1) no equiv. a ρ(2)

1 si ρ(1) = ρ(2)

�

Observación 3.2.6. Sea (ρ,H) una representación unitaria finita de un grupo topológico
compacto G. Entonces, sabemos que (ρ,H) descompone en suma directa de subrepresen-
taciones unitarias irreducibles finitas, es decir, ρ '

⊕
i

miρ
(i), en donde ρ(i) son subre-

presentaciones unitarias irreducibles contenidas en (ρ,H) y mi su multiplicidad, es decir,
el número de veces que aparece cada ρ(i) en la descomposición de ρ. Entonces, se tiene que

χ(ρ) =
∑

imiχ
(ρ(i)), siendo mi =

∫
G
χ(ρ)(g)χ(ρ(i))(g)dµ(g) = 〈χ(ρ), χ(ρ(i))〉. Las relaciones

de ortogonalidad de caracteres implica que

〈χ(ρ), χ(ρ)〉 =

∫
G

χ(ρ)(g)χ(ρ)(g)dµ(g) =
n∑
i=1

m2
i

Por ello, la representación es irreducible si y solo si se verifica 〈χ(ρ), χ(ρ)〉 = 1 y es reducible
si y solo si 〈χ(ρ), χ(ρ)〉 > 1.

Ejemplo 3.2.1. En el caso particular de que G sea un grupo finito. Es bien conocido
que estos grupos poseen tantas representaciones unitarias no equivalentes como clases
de conjugación. Además, G es un grupo compacto con la topoloǵıa discreta y cualquier
aplicación f : G→ C es continua con dicha topoloǵıa.

El espacio L2(G) = C(G) = {f : G → C aplicaciones} es ahora un espacio vectorial
complejo de dimensión finita igual al orden del grupo |G|. En este caso, el carácter de la
representación regular por la derecha de G en L2(G) viene dado por χ(ρR)(g) = 0 para
todo g 6= e y en el elemento neutro e ∈ G por χ(ρR)(e) = |G|. Lo que permite demostrar
que la representación regular por la derecha contiene a todas las irreducibles del grupo y
tantas veces como la dimensión de la representación irreducible (veáse [22]).

Lema 3.2.1. Si G es un grupo topológico compacto abeliano, entonces toda representación
irreducible de G, al ser de dimensión uno, viene determinada por su carácter.

Demostración: Sea (ρ,H) una representación unitaria irreducible de G. Como G es
abeliano, ρg ◦ ρh = ρh ◦ ρg para todo g, h ∈ G y aplicando el lema de Schur, se tiene que
ρg = λ(g)IdH para cierta función λ : G → C. Entonces, por el corolario 2.2.1, (ρ,H) es
unidimensional y por tanto, tr ρg = tr(λ(g)IdH) = λ(g)tr(IdH) = λ(g). Luego, λ = χ(ρ).
�
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3.3. Teorema de Peter-Weyl

En esta sección nos centraremos en el objetivo fundamental de este trabajo que es el
Teorema de Peter-Weyl.

Definición 3.3.1. Dado un grupo topológico compacto G, se denota por
∧
G al conjunto

de todas las representaciones unitarias, irreducibles y no equivalentes entre śı de G.

Recordemos que dada una representación unitaria finita (irreducible o no) (ρ,H) de un
grupo topológico compacto G y fijados ξ1, ξ2 ∈ H, se define las función continua compleja
f
(ρ)
ξ1,ξ2

: G→ C mediante f
(ρ)
ξ1,ξ2

(g) = 〈ρg(ξ1), ξ2〉 para todo g ∈ G.

Notación. En lo que sigue asumiremos conocido un conjunto completo de representa-
ciones unitarias irreducibles no equivalentes de G que denotaremos por {(ρ(a),Ha)}

a∈
∧
G

,

siendo dim Ha = da finita para cada representación irreducible. En este sentido, si a 6= b,
entonces ρ(a) no es equivalente a ρ(b). En cada espacio Ha fijaremos también una base
ortonormal {ξ(a)1 , . . . , ξ

(a)
da
} y denotaremos por sencillez

A
(a)
ij = f

(ρ(a))

ξ
(a)
i ,ξ

(a)
j

con 1 ≤ i, j ≤ da

Definición 3.3.2. Dada una representación unitaria finita (irreducible o no) (ρ,H), con
dim H = n, de un grupo topológico compacto G denotemos por

C(G)(ρ) = {f (ρ)
ξ1,ξ2

∀ξ1, ξ2 ∈ H}

Dicho conjunto es un subespacio de C(G) de dimensión finita, ya que fijada una base

ortonormal {ξ1, . . . , ξn} e H, las n2 funciones A
(ρ)
ij = f

(ρ)
ξi,ξj

son base de dicho espacio.

Cada espacio C(G)(ρ) está formado por las denominadas funciones de coeficientes ma-
triciales asociadas a la representación (ρ,H). Dichas funciones continuas contenidas en
el espacio de Hilbert L2(G, µ), siendo µ la medida de Haar bi-invariante normalizada.
Teniendo en cuenta la acción de G v́ıa las representaciones regulares en L2(G, µ) dadas
por

(ρLg f)(h) = f(g−1h) y (ρRg f)(h) = f(hg)

se tiene que

Proposición 3.3.1. Dada una representación unitaria finita (ρ,H) de un grupo topológico
compacto G, el espacio C(G)(ρ) es invariante por la acción regular a izquierda y derecha
y se tiene que

ρLg (f
(ρ)
ξ,η ) = f

(ρ)
ξ,ρg(η)

y ρRg (f
(ρ)
ξ,η ) = f

(ρ)
ρg(ξ),η

Demostración: La invariancia es consecuencia de los siguientes hechos

1. (ρLg f
(ρ)
ξ,η )(h) = f

(ρ)
ξ,η (g−1h) = 〈ρg−1h(ξ), η〉 = 〈ρh(ξ), ρg(η)〉 = f

(ρ)
ξ,ρg(η)

(h).
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2. (ρRg f
(ρ)
ξ,η )(h) = f

(ρ)
ξ,η (hg) = 〈ρhg(ξ), η〉 = 〈ρh(ρg(ξ)), η〉 = f

(ρ)
ρg(ξ),η

(h).

�

Una consecuencia trivial de estas relaciones es el siguiente hecho

Corolario 3.3.1. Sea (ρ(a),Ha) una representación unitaria irreducible del grupo com-

pacto G. Entonces, las funciones A
(a)
jk ∈ C(G)(ρ(a)) verifican

A
(a)
jk (g−1h) =

da∑
m=1

A
(a)
jm(h)A

(a)
mk(g

−1) y A
(a)
jk (hg) =

da∑
m=1

A
(a)
jm(g)A

(a)
mk(h)

Proposición 3.3.2. Dadas dos representaciones unitarias finitas (ρ,H) y (ρ′,H′) de un
grupo topológico G compacto, se verifica que

1. Si ρ ' ρ′, entonces C(G)(ρ) = C(G)(ρ′).

2. Si ρ no es equivalente a ρ′, entonces C(G)(ρ)∩C(G)(ρ′) = {0}. Además, los espacios
C(G)(ρ) y C(G)(ρ′) son ortogonales dentro de L2(G, µ).

Demostración: Teniendo en cuenta que dos representaciones unitarias finitas equivalen-
tes de G son unitariamente equivalentes. Entonces, modificando si es preciso la métrica
hermı́tica en uno de estos subespacios, podemos suponer que existe un isomorfismo uni-
tario σ : H → H′ tal que σ ◦ ρg = ρ′g ◦ σ para todo g ∈ G.

1. Si ξ′ = σ(ξ) y η′ = σ(η), se tiene que para todo g ∈ G

f
(ρ′)
ξ′,η′(g) = 〈ρ′g(ξ′), η′〉 = 〈ρ′g(σ(ξ)), σ(η)〉 = 〈σ(ρg(ξ)), σ(η)〉 = 〈ρg(ξ), η〉 = f

(ρ)
ξ,η (g)

Luego, C(G)(ρ) = C(G)(ρ′).

2. Si ρ y ρ′ no son equivalentes las relaciones de ortogonalidad de Schur nos dicen que

〈f (ρ)
ξ,η , f

(ρ′)
ξ′,η′〉 = 0

para todo f
(ρ)
ξ,η ∈ C(G)(ρ) y todo f

(ρ′)
ξ′,η′ ∈ C(G)(ρ′).

�

Corolario 3.3.2. Sea (ρ,H) una representación finita irreducible de un grupo topológico
compacto G y sea ρ ' ma1ρ

(a1) ⊕ . . . ⊕makρ
(ak) con ma1 , . . . ,mk ≥ 1 su descomposición

en representaciones irreducibles. Entonces,

C(G)(ρ) = C(G)(ρ(a1)) ⊕ . . .⊕ C(G)(ρ(ak))

Utilizando las relaciones de ortogonalidad de Schur, es trivial comprobar con las nota-
ciones introducidas que
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Lema 3.3.1. Si {(ρ(a),Ha)}
a∈
∧
G

es un conjunto completo de representaciones unitarias

irreducibles de un grupo G topológico compacto. Se tiene que

1. Las d2a funciones {
√
daA

(a)
ij }1≤i,j≤da son una base ortonormal de C(G)(ρ(a)) para cada

a ∈
∧
G.

2. Si a 6= b ∈
∧
G, los espacios C(G)(ρ(a)) y C(G)(ρ(b)) son ortogonales en L2(G, µ).

Definición 3.3.3. Sea G un grupo topológico compacto. Denotemos por R(G) el C-espacio
vectorial de todas funciones de coeficientes matriciales asociadas a cualquier representa-
ción unitaria finita (r.u.f. abreviadamente) de G; esto es,

R(G) = {f (ρ)
ξ,η : ∀(ρ,H) r.u.f. de G y ∀ξ, η ∈ H} =

⊕
ρ r.u.f.

C(G)(ρ)

Dicho espacio es un subespacio de L2(G, µ) invariante bajo las representaciones regulares
a izquierda y a derecha de G.

Como consecuencia del corolario 3.3.2 se tiene que

Proposición 3.3.3. R(G) =
⊕

a∈
∧
G
C(G)(ρ(a)). Además, esta suma directa es suma orto-

gonal como subespacios dentro de L2(G, µ).

Corolario 3.3.3. El conjunto de funciones {
√
daA

(a)
ij }1≤i,j≤da; ∀a∈∧G es una base ortonor-

mal de R(G).

Proposición 3.3.4. Sea (ρ,H) una representación unitaria irreducible de un grupo to-
pológico compacto G. Dado un ξ ∈ H no nulo, la aplicación lineal πξ : H → C(G)(ρ) dada

por πξ(η) = f
(ρ)
ξη , es inyectiva y equivariante respecto de la representación regular por la

derecha.

Demostración: La demostración es una mera comprobación y los detalles se encuentran
en la proposición 4.9 de [1]. �

Corolario 3.3.4. Sea (ρ,H) una representación unitaria irreducible de un grupo topológi-
co compacto G. Para cada ξ ∈ H no nulo, Im πξ es un subespacio invariante de C(G)(ρ)
con respecto a la representación regular por la derecha y además, (ρR, Im πξ) es equiva-
lente a la representación irreducible (ρ,H).

Corolario 3.3.5. Si G es un grupo topológico compacto, entonces cualquier representa-
ción unitaria irreducible de G está contenida en el espacio R(G) =

⊕
a∈
∧
G
C(G)(ρ(a)).

Teorema 3.3.1 (Peter-Weyl). Sea G un grupo topológico compacto, entonces el espacio

invariante R(G) es denso en L2(G, µ) y por tanto, las funciones {
√
daA

(a)
ij }1≤i,j≤da; ∀a∈∧G

es una base ortonormal de L2(G, µ).

Demostración: Consideremos el cierre R(G) del subespacio invariante R(G) y suponga-
mos que no coincide con L2(G, µ), en tal caso el subespacio ortogonal (R(G))⊥ es no nulo
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e invariante por la representación regular por la derecha. Sea entonces f ∈ (R(G))⊥ una
función no nula y definamos la siguiente función continua ϕ : G→ C dada por

ϕ(g) =

∫
G

(ρRg f)(h)f(h)dµ(h)

Dicha función pertenece a (R(G))⊥, ya que para toda a ∈
∧
G se tiene que

〈A(a)
jk , ϕ〉 =

∫
G

A
(a)
jk (g)ϕ(g)dµ(g) =

∫
G

A
(a)
jk (g)

∫
G

f(hg)f(h)dµ(h)dµ(g)

=

∫
G

∫
G

A
(a)
jk (h−1t)f(t)f(h)dµ(h)dµ(t)

=

∫
G

∫
G

da∑
m=1

A
(a)
jm(t)A

(a)
mk(h

−1)f(t)f(h)dµ(h)dµ(t)

=

∫
G

∫
G

da∑
m=1

A
(a)
jm(t)A

(a)
km(h)f(t)f(h)dµ(h)dµ(t)

=
da∑
m=1

(∫
G

A
(a)
jm(t)f(t)dµ(t)

)(∫
G

A
(a)
km(h)f(h)dµ(h)

)

=
da∑
m=1

〈A(a)
jm, f〉〈A

(a)
km, f〉 = 0

ya que A
(a)
jk (h−1t) =

∑da
m=1A

(a)
jm(t)A

(a)
mk(h

−1) por el corolario 3.3.1. Además, si e ∈ G es el
elemento neutro se tiene que ϕ(e) = ‖f‖2 > 0.

Sea ahora ϕ′ : G→ C la función definida por

ϕ′(g) = ϕ(g) + ϕ(g−1)

y consideremos el operador lineal τ : L2(G, µ)→ L2(G, µ) definido por

(τψ)(g) =

∫
G

ϕ′(gh−1)ψ(h)dµ(h) ∀ψ ∈ L2(G, µ)

Dado que un cálculo sencillo demuestra que ϕ′(gh−1) = ϕ′(hg−1) y por la invariancia de la
medida de Haar, se tiene que τ es un operador autoadjunto compacto. Como ϕ′ 6= 0, por el
teorema espectral existe un autovalor real λ no nulo de τ y el correspondiente subespacio
de autovectores E(λ) es de dimensión finita. Sea φλ una autofunción de τ asociada a dicho
autovalor; esto es, τ(φλ) = λφλ.
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Se tiene que para toda a ∈
∧
G es

〈φλ, A(a)
ij 〉 =

∫
G

φλ(g)A
(a)
ij (g)dµ(g) =

1

λ

∫
G

(τφλ)(g)A
(a)
ij (g)dµ(g)

=
1

λ

∫
G

∫
G

(
ϕ′(gh−1)φλ(h)dµ(h)

)
A

(a)
ij (g)dµ(g)

=
1

λ

∫
G

(∫
G

ϕ′(t)φλ(h)dµ(h)

)
A

(a)
ij (th)dµ(t)

=
1

λ

∫
G

∫
G

ϕ′(t)φλ(h)A
(a)
ij (th)dµ(h)dµ(t)

=
1

λ

da∑
m=1

∫
G

∫
G

ϕ′(t)φλ(h)A
(a)
im(h) A

(a)
mj(t)dµ(h)dµ(t)

=
1

λ

da∑
m=1

(∫
G

ϕ′(t)A
(a)
mj(t)dµ(t)

)(∫
G

φλ(h)A
(a)
im(h)dµ(h)

)

=
1

λ

da∑
m=1

〈ϕ′, A(a)
mj〉〈φλ, A

(a)
im〉 = 0

porque 〈ϕ′, A(a)
mj〉 = 0. Luego, φλ ∈ (R(G))⊥.

Veamos ahora que el operador τ es invariante por ρR. En efecto, para todo ψ ∈ L2(G, µ)
y todo t ∈ G es

[(ρRg ◦ τ)ψ](t) =

∫
G

ϕ′(tgh−1)ψ(h)dµ(h) = [τ(ψ)](tg) = [(τ ◦ ρRg )ψ](t)

Como consecuencia, E(λ) es invariante respecto de ρR y la restricción de ρR al subespacio
de dimensión finita E(λ) es completamente reducible. Luego, existe dentro de E(λ) un
subespacio V (de autovectores) invariante e irreducible por ρR equivalente a la represen-
tación irreducible (ρ(c),Hc) de G. Sin pérdida de generalidad podemos escribir V ' Hc y

sea {ξ(c)j }
dc
j=1 una base ortonormal de V ' Hc. Como ρR|V ' ρ(c), se tiene que

ρRg (ξ
(c)
j ) ' ρ(c)g (ξ

(c)
j ) =

dc∑
k=1

〈ρ(c)g (ξ
(c)
j ), ξk〉ξk =

dc∑
k=1

A
(c)
j,k(g)ξ

(c)
k

Por tanto, ρRg (ξ
(c)
j )(h) =

∑dc
k=1A

(c)
j,k(g)ξ

(c)
k (h) para todo h ∈ G. Y como por otro lado,

ρRg (ξ
(c)
j )(h) = ξ

(c)
j (hg), obtenemos que ξ

(c)
j (hg) =

∑dc
k=1A

(c)
j,k(g)ξ

(c)
k (h). Tomando h = e, se

tiene que ξ
(c)
j (g) =

∑dc
k=1A

(c)
j,k(g)ξ

(c)
k (e). Se concluye aśı que

ξ
(c)
j =

dc∑
k=1

ξ
(c)
k (e)A

(c)
j,k =

dc∑
k=1

µkA
(c)
j,k
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Luego, ξ
(c)
j ∈ R(G) y por tanto, ξ

(c)
j = 0, ya que ξ

(c)
j ∈ E(λ) ⊂ (R(G))⊥. Concluyéndose

con ello que E(λ) = 0 contradiciendo la hipótesis asumida. Por tanto, no puede existir
f ∈ (R(G))⊥ no nula. �

Corolario 3.3.6. Sea G un grupo topológico compacto. Dada cualquier f ∈ L2(G, µ) se
tiene que

f =
∑
a∈
∧
G

da∑
j,k=1

c
(a)
jk A

(a)
jk

(donde la convergencia es entendida en el sentido de la norma de L2(G, µ)) y siendo

c
(a)
jk = da

∫
G

f(g)A
(a)
jk (g)dµ(g)

Además, se cumple que

‖f‖2 = 〈f, f〉 =

∫
G

|f(g)|2dµ(g) =
∑
a∈
∧
G

1

da

da∑
j,k=1

|c(a)jk |
2

denominada identidad de Parseval.

Demostración: Teniendo en cuenta que las funciones {
√
daA

(a)
jk }1≤j,k≤da; ∀a∈∧G forman una

base ortonormal de L2(G, µ), se tiene que

f =
∑
a∈
∧
G

da∑
j,k=1

〈f,
√
daA

(a)
jk 〉
√
daA

(a)
jk = da

∑
a∈
∧
G

da∑
j,k=1

〈f, A(a)
jk 〉A

(a)
jk =

∑
a∈
∧
G

da∑
j,k=1

c
(a)
jk A

(a)
jk

donde

c
(a)
jk = da〈f, A(a)

jk 〉 = da

∫
G

f(g)A
(a)
jk (g)dµ(g)

Teniendo en cuenta las relaciones de ortogonalidad de Schur, 〈A(a)
jk , A

(b)
rs 〉 =

1

da
δab δjr δks

y haciendo uso del resultado anterior se tiene trivialmente que

‖f‖2 =
∑
a∈
∧
G

1

da

da∑
j,k=1

|c(a)jk |
2

�

Observación 3.3.1. Consideremos una función f ∈ L2(G, µ) y fijemos un conjunto finito
de representaciones unitarias irreducibles {ρ(a1), . . . , ρaN} de G. Definamos entonces la
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función

f (a1,...,aN ) =
N∑
t=1

dat∑
j,k=1

c
(at)
jk A

(at)
jk

entonces, para todo g ∈ G
f(g) = f (a1,...,aN )(g) + ε(g)

A medida que aumentamos el numero N de representaciones unitarias irreducibles toma-
das (lo que formalmente denotaremos por N →∞) se tiene que

|ε(g)| = |f(g)− f (a1,...,aN )(g)| −→
N→∞

0

para todo g ∈ G. Entonces, por las relaciones de ortogonalidad, se verifica que

〈f, f〉 =
N∑
t=1

1

dat

dat∑
j,k=1

|c(at)jk |
2 + 〈f (a1,...,aN ), ε〉+ 〈ε, f (a1,...,aN )〉+ 〈ε, ε〉

Usando la desigualdad de Schwartz∣∣∣∣∣∣
∫
G

|f(g)|2dµ(g)−
N∑
t=1

dat∑
j,k=1

|c(at)jk |
2

∣∣∣∣∣∣ ≤ (2‖f (a1,...,aN )‖+ ‖ε‖)‖ε‖ −→
N→∞

0

De esta manera, se puede aproximar (dentro de la convergencia uniforme) cualquier fun-
ción f ∈ L2(G, µ) mediante la función f (a1,...,aN ) tanto como queramos eligiendo un núme-
ro N suficientemente grande de representaciones irreducibles.

Teorema 3.3.2. Toda representación unitaria irreducible ρ(a) de un grupo topológico com-
pacto G aparece en la descomposición de la representación regular con una multiplicidad
igual a la dimensión da de la misma.

L2(G, µ) '
⊕
a∈
∧
G

daHa ⇔ ρR '
⊕
a∈
∧
G

daρ
(a)

Fijado a ∈
∧
G y variando el ı́ndice j entre 1 y da, los vectores {

√
daA

(a)
j1 , . . . ,

√
daA

(a)
jda
}

generan los da subespacios invariantes e irreducibles equivalentes a (ρ(a),Ha) en la repre-
sentación regular por la derecha.

Análogamente, fijado a ∈
∧
G y variando el ı́ndice k entre 1 y da, los vectores ortonormales

{
√
daA

(a)
1k , . . . ,

√
daA

(a)
dak
} generan los da subespacios invariantes e irreducibles equivalentes

a (ρ(a),Ha) en la representación regular por la izquierda.

Demostración: Es consecuencia de las relaciones de ortogonalidad de Schur, las expre-
siones de la proposición 3.3.1, y del corolario 3.3.5. �

Ejemplo 3.3.1. En el ejemplo 2.2.4 hemos computado todas las representaciones del
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grupo compacto abeliano U(1). Teniendo en cuenta que dicho grupo es isomorfo al toro
T = R/2πZ = S1, podemos utilizar el teorema de Peter-Weyl para describir los conocidos
resultados de análisis armónico sobre las funciones periódicas de la recta real, dadas por
f ∈ L2(T, µ). Se tiene que el conjunto de todas las representaciones irreducibles unitarias
no equivalentes de T viene dado por {(ρ(n),C)}n∈Z definidas para cualquier θ ∈ T por

ρnθ = einθIdC. Por lo que, en este caso
∧
T≡ Z. Como T es un grupo de Lie unidimensional,

la medida de Haar es dµ(θ) = dθ para todo θ ∈ T. El producto hermı́tico en L2(T, dθ) es

〈f1, f2〉 =

∫
T
f1(θ)f2(θ)dθ

En este caso, como todas las representaciones unitarias irreducibles son de dimensión
uno, es decir, dn = 1 para todo n ∈ Z. Por tanto, cualquier función f ∈ L2(T, dθ) puede
escribirse como

f(θ) =
∑
n∈Z

cne
inθ =

∑
n∈Z

[dncos(nθ) + bnsen(nθ)]

que no es más que el conocido desarrollo de Fourier de una función periódica de pe-
riodo 2π. En este sentido, los resultados del teorema de Peter-Weyl permiten dar una
generalización del Análisis Armónico de Fourier a los grupos topológicos compactos no
conmutativos.

Observación 3.3.2. Se puede utilizar el teorema de Peter-Weyl para caracterizar aque-
llos grupos topológicos compactos Hausdorff para los cuales hay una cantidad finita o
numerable de clases de equivalencia unitaria de representaciones irreducibles. En este co-
mentario, G denotará un grupo topológico localmente compacto y Hausdorff sin asumir
que la topoloǵıa de G verifique el primer axioma de numerabilidad. Las demostraciones
de los siguientes resultados se pueden encontrar en el caṕıtulo 2 de [13].

1. Sea G compacto, entonces
∧
G es finito si y solo si G es finito.

2. Si G es un grupo compacto, entonces
∧
G es numerable si y solo si G verifica el primer

axioma de numerabilidad.

3. Veamos un ejemplo de grupo compacto con una cantidad de representaciones uni-
tarias irreducibles no numerables. Consideremos el grupo Z/2 = {0, 1} el grupo
abeliano aditivo dotado con la topoloǵıa discreta. Entonces,

G = {f : [0, 1]→ Z/2}

es un espacio topológico con una estructura de grupo con la multiplicación coorde-
nada a coordenada es un grupo compacto por el teorema de Tychonoff, para el cual
∧
G'

⊕
t∈[0,1] Z2 es no numerable.
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Caṕıtulo 4

Representaciones unitarias irreducibles de los
grupos SU(2) y SO(3)

La formulación matemática de la invariancia bajo rotaciones en Mecánica Cuántica no
relativista hace uso de la acción de los grupos compactos SU(2) y SO(3) en los espacios
de Hilbert asociados a los sistemas cuánticos que se estudian. La invariancia del operador
hamiltoniano cuántico del sistema bajo dichas acciones permite obtener información, e
incluso en ciertas ocasiones determinar, los espacios de autofunciones de dicho operador
como las componentes irreducibles del espacio de Hilbert bajo dicha acción. Estos hechos
están directamente relacionados con el lema de Schur aplicado al operador hamiltoniano,
ya que las componentes irreducibles no equivalentes son invariantes por el hamiltoniano.
En ciertos casos particulares, estas ideas permiten trivialmente calcular los autovalores
de dicho operador. La aplicación de estas técnicas exigen determinar previamente un
conjunto completo de representaciones unitarias no equivalentes y los caracteres de las
mismas para estos dos grupos. Este es precisamente el objetivo de este caṕıtulo.

4.1. Representaciones irreducibles del grupo SU(2)

El grupo especial unitario de orden 2 es el grupo de isometŕıas de determinante 1 de la
métrica hermı́tica usual de C2 dada por

〈(z1, z2), (ω1, ω2)〉 = z1ω1 + z2ω2

Fijada una base ortonormal en C2, la matriz de estas isometŕıas son matrices unitarias
de determinante 1. Lo que permite identificar dicho grupo con el grupo matricial

SU(2) = {U ∈Mat(2× 2,C) : UU∗ = Id y det(U) = 1}

Estas condiciones permiten escribir este grupo en la forma

SU(2) =

{(
α β

−β α

)
∈Mat(2× 2,C) : |α|2 + |β|2 = 1

}
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Observación 4.1.1. Este grupo es isomorfo al grupo de cuaterniones unitarios

H1 = {q ∈ H : ‖q‖2 = 1} = {q = a01 + a1i+ a2j + a3k : a20 + a21 + a22 + a23 = 1} ' S3

hecho que resulta de la estructura de C-espacio vectorial de los cuaterniones de Hamilton
H. La conocida sucesión exacta 1 → Z/2 → H1 → SO(3) → 1 permitirá relacionar el
grupo SU(2) con el grupo de rotaciones eucĺıdeas SO(3). Para estos detalles veáse [5] y
[6].

Resaltemos que el grupo SU(2) se puede identificar como espacio topológico al espacio
S3. Hechos que permiten demostrar que SU(2) es un grupo de Lie compacto y por tanto,
es un grupo topológico LCH compacto. Llamando α = x + iy y β = z + iω podemos
identificar SU(2) con la esfera S3 ⊂ R4, ya que |α|2 + |β|2 = x2 + y2 + z2 + ω2 = 1.
Parametrizando S3 mediante las variables angulares 0 ≤ θ, φ ≤ π, 0 ≤ ψ ≤ 2π tales que
x = cosθ, y = senθ cosφ, z = senθ senφ cosψ, ω = senθ senφ senψ se tiene que la
medida de Haar normalizada de SU(2) ' S3 es

dµ =
1

2π2
sen2θ senφ dθ dφ dψ

y el producto hermı́tico para toda función f1, f2 ∈ L2(SU(2), µ) es

〈f1, f2〉 =
1

2π2

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ π

0

f1(θ, φ, ψ) f1(θ, φ, ψ) sen2θ senφ dθ dφ dψ

Observación 4.1.2. Se puede demostrar que el subgrupo abeliano máximal de SU(2) es
el toro dado por las matrices diagonales

T =

{(
eiθ 0
0 e−iθ

)
: ∀θ ∈ R

}
que es un grupo topológico unidimensional compacto isomorfo a S1.

Las clases de conjugación de SU(2) están generadas por las matrices:

Uθ =

(
eiθ 0
0 e−iθ

)
para cualquier θ ∈ R; esto es, en cada clase de conjugación existe un elemento del toro

máximal. Notése también que si U =

(
0 1
−1 0

)
∈ SU(2), se tiene que UUθU

−1 = U−θ, es

decir, las clases de conjugación de Uθ y de U−θ son las mismas.

Definición 4.1.1. Denotemos por Pn(C2) al espacio vectorial complejo de dimensión
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n+ 1 de los polinomios homogéneos con coeficientes complejos de grado n de C2; esto es,

Pn(C2) =

{
p(z1, z2) =

n∑
k=0

akz
k
1z

n−k
2 : ak ∈ C

}

Se pueden dotar a estos espacios con una métrica hermı́tica definida por〈
n∑
k=0

akz
k
1z

n−k
2 ,

n∑
k=0

bkz
k
1z

n−k
2

〉
=

n∑
k=0

k!(n− k)!akbk

Se comprueba fácilmente que los polinomios {p(n)k (z1, z2) = zk1z
n−k
2 }nk=0 forman una base

ortogonal de Pn(C2) y por tanto, las funciones

e
(n)
k (z1, z2) =

zk1z
n−k
2√

(k)!(n− k)!
0 ≤ k ≤ n

forman una base ortonormal de Pn(C2) con respecto a la métrica hermı́tica citada.

Recordemos que cuando un grupo G opera en un conjunto X se tiene también una
acción lineal de G en el conjunto de las funciones de X definida por (g · f)(x) = f(g−1x)
para todo g ∈ G y todo x ∈ X. En nuestro caso, la acción de SU(2) en C2 induce
de manera natural acciones lineales en cada uno de los espacios Pn(C2) dadas por las
representaciones

ρ(n) : SU(2) −→ AutC(Pn(C2))

U =

(
α β

−β α

)
7−→ ρ

(n)
U (p)

siendo [ρ
(n)
U (p)](z1, z2) = p(αz1 − βz2, βz1 + αz2).

Teorema 4.1.1. Para cada n ∈ N, la representación (ρ(n),Pn(C2)) de SU(2) es una
representación unitaria irreducible.

Demostración: En primer lugar, comprobemos que efectivamente ρ(n) define una re-
presentación. Claramente, la aplicación ρ(n) está bien definida ya que para todo U =(
α β

−β α

)
∈ SU(2) y todo polinomio p =

∑n
k=0 akz

k
1z

n−k
2 ∈ Pn(C2) se cumple que:

[
ρ
(n)
U (p)

]
(z1, z2) =

n∑
k=0

ak(αz1 − βz2)k(βz1 + αz2)
n−k ∈ Pn(C2)

y trivialmente se comprueba que para cualquier U,U ′ ∈ SU(2) se verifica que ρ
(n)
UU ′ =

ρ
(n)
U ◦ ρ

(n)
U ′ y que ρ

(n)
I = IdPn(C2). Se concluye aśı que ρ(n) es una representación.
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Veamos ahora que cada ρ(n) es unitaria. Para ello, observemos que ∀(z1, z2), (ω1, ω2) ∈ C2

n∑
k=0

e
(n)
k (z1, z2)e

(n)
k (ω1, ω2) =

n∑
k=0

zk1z
n−k
2 (ω1)

k(ω2)
n−k

(k)!(n− k)!
=

1

n!
(z1ω1 + z2ω2)

n

Por otro lado, se tiene que para todo U =

(
α β

−β α

)
∈ SU(2):

n∑
k=0

[
ρ
(n)
U e

(n)
k

]
(z1, z2)

[
ρ
(n)
U e

(n)
k

]
(ω1, ω2) =

=
n∑
k=0

e
(n)
k (αz1 − βz2, βz1 + αz2)e

(n)
k (αω1 − βω2, βω1 + αω2)

=
1

n!
((αz1 − βz2)(αω1 − βω2) + (βz1 + αz2)(βω1 + αω2))

n

=
(|α|2 + |β|2)n

n!
(z1ω1 + z2ω2)

n =
1

n!
(z1ω1 + z2ω2)

n

Por lo que tenemos que para todo U ∈ SU(2) se verifica:

n∑
k=0

e
(n)
k (z1, z2)e

(n)
k (ω1, ω2) =

n∑
k=0

[
ρ
(n)
U e

(n)
k

]
(z1, z2)

[
ρ
(n)
U e

(n)
k

]
(ω1, ω2)

Luego, si A(n)(U) =
(
A(n)
jk (U)

)
es la matriz asociada a la representación ρ

(n)
U en la base

ortonormal que estamos tomando en Pn(C2) se tiene que

n∑
k=0

e
(n)
k (z1, z2)e

(n)
k (ω1, ω2) =

n∑
k=0

(
n∑
i=0

A(n)
ik (U)

[
e
(n)
i (z1, z2)

] n∑
j=0

A(n)
jk (U)

[
e
(n)
j (ω1, ω2)

])

es decir,
n∑

i,j,k=0

(
A(n)
ik (U)A(n)

jk (U)− δij
) [
e
(n)
i (z1, z2)e

(n)
j (ω1, ω2)

]
= 0

Como las funciones e
(n)
i ⊗ e

(n)
j de C2 × C2 definidas por

e
(n)
i ⊗ e

(n)
j [(z1, z2), (ω1, ω2)] = e

(n)
i (z1, z2) e

(n)
j (ω1, ω2)

son linealmente independientes se tiene que

n∑
k=0

A(n)
ik (U)A(n)

jk (U) = δij

Luego, cada matriz A(n)(U) es unitaria y con ello concluimos, que la representación
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(ρ(n),Pn(C2)) es unitaria.

A continuación, comprobemos que ρ(n) es irreducible. Para ello, supongamos que existe
un subespacio invariante no nulo V ⊂ Pn(C2) y veremos entonces que V es el espacio
total Pn(C2); esto es, que los únicos subespacios invariantes son los triviales. Dado un
polinomio q ∈ V no nulo, definimos para cada ε ∈ C con |ε| = 1 un nuevo polinomio qε
mediante

qε(z1, z2) = q(εz1, ε
−1z2)

Claramente, qε ∈ V ya que si Uε =

(
ε−1 0
0 ε

)
∈ SU(2), se tiene que qε = ρ

(n)
Uε

(q).

Si q =
∑n

k=0 akz
k
1z

n−k
2 ∈ V para ciertos ak ∈ C se tiene que gε =

∑n
i=0 akε

2k−nzk1z
n−k
2 . Si

tomamos ahora un ε ∈ C tal que ε2k−n = −1 para cierto k ∈ {0, ..., n} se tiene que q + qε
tiene un término menos que q. Por inducción, modificando el parámetro k si es preciso
podemos tomar un elemento q de V con un solo término; esto es, en la forma q = zk1z

n−k
2

para un cierto k. Ahora bien, considerando la matriz A =

(
a ib
ib a

)
∈ SU(2) para ciertos

a, b ∈ R tales que a2 + b2 = 1, se tiene que

ρ
(n)
A (q) = ρ

(n)
A (zk1z

n−k
2 ) = (az1 − ibz2)k(−ibz1 + az2)

n−k

=

(
k∑

m=0

am(−ib)k−mzm1 zk−m2

)(
n−k∑
j=0

(−ib)jan−k−jzj1z
n−k−j
2

)

=
n∑
l=0

( ∑
m+j=l

(ib)k+j−man−k−j+m

)
zl1z

n−l
2

=
n∑
l=0

(ib)kan−k

(
l∑

m=0

(ib)l−2ma2m−l

)
zl1z

n−l
2

Observemos que cuando a→ 1 el coeficiente de zl1z
n−l
2 se aproxima a:

(ib)k

(
l∑

m=0

(ib)l−2m

)
= (ib)k+l

(
l∑

m=0

(ib)−2m

)
= (ib)k+l

(ib)−2 − (ib)−2(l+1)

1− (ib)−2

Luego, si b 6= 0 se tiene que este coeficiente será no nulo. Además, se puede ver que existe
un valor (a, b) ∈ S1 ⊂ R2 para el cual todos los coeficientes de ρ

(n)
A (q) = ρ

(n)
A (zk1z

n−k
2 ) son

no nulos. Concluimos aśı que hay un polinomio en V con todos sus coeficientes distintos
de cero. Si ahora se aplica el procedimiento realizado anteriormente para convertir un
elemento de V en un monomio, se deduce que V contiene todos los monomios y por tanto
V = Pn(C2). En otras palabras, para todo n ∈ N, (ρ(n),Pn(C2)) es una representación
irreducible de SU(2). �

Observación 4.1.3. Como ya hemos comentado, las clases de conjugación de SU(2)
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están generadas por las matrices Uθ para cierto θ ∈ R. En particular, se tiene

ρ
(n)
Uθ

(zk1z
n−k
2 ) = eiθ(n−2k)zk1z

n−k
2 ∀ 0 ≤ k ≤ n

Esto es, para cada k ∈ {0, . . . , n} el polinomio zk1z
n−k
2 es un autovector de ρ

(n)
Uθ

de autovalor

eiθ(n−2k) y por tanto, cada ρ
(n)
Uθ

diagonaliza (este hecho también se puede ver teniendo en

cuenta que la restricción ρ(n) al toro máximal T es una representación de este grupo en
Pn(C2) que descompone en suma de representaciones irreducibles de dimensión uno por

ser T abeliano). Con ello, hemos visto que los autovalores de ρ
(n)
Uθ

son {eiθ(n−2k)}nk=0 y

como el carácter de la representación unitaria irreducible ρ(n) es una función central, está
completamente determinado por su valor sobre el toro máximal. Aśı, si U ∈ SU(2) está
en la clase de conjugación del elemento Uθ, entonces el carácter χ(n) de la representación
ρ(n) es

χ(n)(U) = χ(n)(Uθ) =
n∑
k=0

eiθ(n−2k) =
sen((n+ 1)θ)

senθ

En particular, vemos que el carácter de ρ(n) solo depende de la variable angular θ y por
tanto,

〈χ(n), χ(n)〉 =
2

π

∫ 2π

0

sen2((n+ 1)θ) dθ = 1

Teorema 4.1.2. Toda representación unitaria irreducible de SU(2) es equivalente a una
representación (ρ(n),Pn(C2)) para cierto n ∈ N.

Demostración: Consideremos una representación irreducible (%, V ) de SU(2) de dimen-
sión m. La restricción de la misma al toro máximal T, que denotamos (%′, V ), puede
descomponerse en suma directa de subrepresentaciones irreducibles de dimensión uno por
ser T abeliano. Aśı

%′ = %′1 ⊕ ...⊕ %m
siendo cada %′j una representación unitaria irreducible de T en un subespacio 〈vj〉 de V
unidimensional. Por tanto, para cada j ∈ {1, . . . ,m}, se tiene que

(%′j)Uθ (vj) = eikjθvj

para cierta constante kj ∈ Z (ya que como vimos en el ejemplo 2.2.4, las representaciones
irreducibles de T ' U(1) son de esa manera). Por tanto, el carácter χ(%′) = χ(%′1)+...+χ(%′m)

viene dado por

χ(%′)(Uθ) =
m∑
j=1

χ(%′j)(Uθ) =
m∑
j=1

eikjθ

Dado que χ(%′)(Uθ) = χ(%)(Uθ) se tiene que χ(%)(Uθ) =
∑m

j=1 e
ikjθ; esto es, el carácter

χ(%) : SU(2)→ C es la función χ(%)(θ) =
∑m

j=1 e
ikjθ para ciertos kj ∈ Z (vemos que dicha

función solo depende de la variable θ y no de las variables ψ y φ que coordenan el grupo
SU(2).
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Supongamos ahora que la representación (%, V ) no es equivalente a ninguna de las
representaciones (ρ(n),Pn(C2)) con n ∈ N. Entonces,

0 = 〈χ(%), χ(n)〉 =
2

π

∫ π

0

χ(%)(θ) χ(n)(θ) sen2(θ) dθ =
2

π

∫ π

0

χ(%)(θ) sen(θ) sen((n+ 1)θ) dθ

Dado que Uθ y U−θ están en la misma clase de conjugación de SU(2) se tiene que χ(%)(Uθ) =
χ(%)(U−θ). Podemos extender simétricamente la función χ(%) al intervalo [−π, π]. Extensión
que seguimos denotando χ(%). En dicho intervalo [−π, π], la función f(θ) = χ(%)sen(θ) es
una función impar perteneciente a L2([−π, π]). Utilizando el análisis de Fourier y teniendo
en cuenta que las funciones {1, sen(nθ), cos(nθ) : n ∈ N} son base ortonormal de

L2([−π, π]). Los coeficientes de Fourier de f(θ) =
a0
2

+
∑∞

n=1 (ancos(nθ) + bnsen(nθ)) en

dicha base vienen dados por

a0 =
1

π

∫ π

−π
f(θ)dθ ; an =

1

π

∫ π

−π
f(θ)cos(nθ)dθ ; bn =

1

π

∫ π

−π
f(θ)sen(nθ)dθ

En particular, como f(θ) y f(θ)cos(nθ) son funciones impares, a0 = 0 y an = 0 para todo
n ∈ N. Por otro lado, como f(θ)cos(nθ) es par

bn =
2

π

∫ π

0

f(θ)sen(nθ)dθ =
2

π

∫ π

0

χ(%)(θ)sen(θ)sen(nθ)dθ = 〈χ(%), χ(n−1)〉 = 0

Concluimos aśı que la función f(θ) es la función nula. Por tanto, f(θ) = χ(%)(θ)sen(θ) = 0
para cada θ ∈ [0, π] de donde χ(%)(θ) = 0, lo cuál implica que % = 0. �

Corolario 4.1.1. Sea (%, V ) una representación finita de SU(2) de dimensión n+ 1 y tal
que einθ sea un autovalor de %Uθ . Entonces, % es equivalente a ρ(n).

Demostración: Por ser (%, V ) una representación de SU(2) su descomposición en irre-
ducibles viene dada por

% ' ρ(n1) ⊕ ....⊕ ρ(np)

En el caso que nj > n para algún j ∈ {1, . . . , p} se llega a contradicción por dimensiones.

Si nj ≤ n, los autovalores de ρ
(nj)
Uθ

son de la forma eiθ(nj−2k) para cierto k ∈ {0, . . . , nj}.
Luego, como einθ es autovalor de %Uθ , alguna de las representaciones ρ

(nj)
Uθ

tendrá dicho

autovalor. Por tanto, algún nj tiene que ser igual a n y por dimensiones % ' ρ(n). �

Teorema 4.1.3 (Clebsch-Gordan). Para cualquiera valores n,m ∈ N, se verifica que

ρ(n) ⊗ ρ(m) ' ρ(m+n) ⊕ ρ(m+n−2) ⊕ . . .⊕ ρ(|m−n|)

Demostración: Asumiremos que m ≥ n. Teniendo en cuenta que con las notaciones

precedentes χ(n)(θ) =
∑n

k=0 e
iθ(n−2k) =

eiθ(n+1) − eiθ(−n−1)

eiθ − e−iθ
, el carácter de la representación
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ρ(n) ⊗ ρ(m) viene dado por

χ(n)(θ) · χ(m)(θ) =

n∑
k=0

eiθ(n−2k)

(
eiθ(m+1) − eiθ(−m−1)

eiθ − e−iθ

)
=

n∑
k=0

eiθ(m+n−2k+1) − eiθ(n−m−2k−1)

eiθ − e−iθ

Por otro lado, el carácter de la representación ρ(m+n) ⊕ ρ(m+n−2) ⊕ . . .⊕ ρ(m−n) es

n∑
k=0

χ(m+n−2k)(θ) =
n∑
k=0

n∑
j=0

eiθ(m+n−2k−2j) =
n∑
k=0

eiθ(m+n−2k+1) − eiθ(−m−n+2k−1)

eiθ − e−iθ

Se comprueba que χ(n)(θ) · χ(θ)(θ) =
∑n

k=0 χ
(m+n−2k)(θ) a través del desarrollo de los

sumatorios con lo que se concluye que ambas representaciones son equivalentes al tener
el mismo carácter. �

Observación 4.1.4. Para los primeros valores de n y m se tiene que:

m,n = 1 −→ P1(C2)⊗ P1(C2) ' P2(C2)⊕ P0(C2)

n = 1,m = 2 −→ P1(C2)⊗ P2(C2) ' P3(C2)⊕ P1(C2)

n = 3,m = 1 −→ P3(C2)⊗ P1(C2) ' P4(C2)⊕ P2(C2)

n = 2,m = 2 −→ P2(C2)⊗ P2(C2) ' P4(C2)⊕ P2(C2)⊕ P0(C2)

Observación 4.1.5. En el estudio del momento angular en Mecánica Cuántica se suele
caracterizar a las representaciones unitarias irreducibles (ρ(n),Pn(C2)) de SU(2) mediante
el valor s = (n − 1)/2 relacionado con el spin del sistema cuántico y que se denotan
(ρ(s), Vs), pero con dim Vs = 2s+1. Por lo que las representaciones vienen parametrizadas
por valores s ∈ {0, 1/2, 1, 3/2, . . .}. En este caso, la descomposición de Clebsch-Gordan
del producto tensorial de dos representaciones irreducibles se escribe

Vs1 ⊗ Vs2 ' V|s2−s1| ⊕ V|s2−s1|+1 ⊕ . . .⊕ Vs2+s1

4.2. Representaciones irreducibles del grupo SO(3)

Como es bien conocido las isometŕıas lineales de determinante uno del espacio eucĺıdeo
tridimensional se identifican con el grupo especial lineal ortogonal

SO(3) = {A ∈Mat(3× 3,R) : AT · A = I y det(A) = 1}

Este grupo es un subgrupo de Lie (cerrado) compacto contenido en Gl(3,R). La conocida
sucesión exacta de grupos de Lie (y por tanto, grupos topológicos)

1→ {±I} → SU(2)→ SO(3)→ 1

permite determinar las representaciones unitarias del grupo SO(3) ' SU(2)/{±I} a
partir de las del grupo SU(2) debido al siguiente hecho
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Proposición 4.2.1. Una representación unitaria (%, V ) de dimensión finita de SU(2)
factoriza a través de SO(3) ' SU(2)/{±I} si %−I = IdV definiendo con ello una repre-
sentación unitaria finita (%̂, V ) de SO(3) y toda representación finita de SO(3) se obtiene
de esta manera. Además, si (%, V ) es irreducible, (%̂, V ) también lo es.

Corolario 4.2.1. Las representaciones unitarias irreducibles de SO(3) no equivalentes
vienen dada por la factorización de las representaciones (ρ(n),Pn(C2)) con n par.

Demostración: Dada una representación unitaria irreducible (ρ(n),Pn(C2)) de SU(2) se
tiene que para cualquier polinomio p ∈ Pn(C2) se cumple que

[ρn−I(p)](z1, z2) = p(−z1,−z2) =
n∑
k=0

ak(−1)n(zk1z
n−k
2 ) = (−1)np(z1, z2)

se concluye que n debe ser un número par para que ρ
(n)
−I = IdPn(C2). �

Observación 4.2.1. Si denotamos por (ρ̂(n),Pn(C2)) a la representación unitaria irredu-
cible de SO(3) definida por la representación (ρ(n),Pn(C2)) de SU(2) con n par se tiene
que ρ̂(n) es no equivalente a ρ̂(m) si n 6= m, ya que dim Pn(C2) 6= dim Pm(C2). Como
n = 2r par, entonces la dim Pn(C2) = 2r + 1 impar.

4.3. Polinomios armónicos esféricos

Una función C∞-diferenciable del espacio euclideo R3 se dice armónica si verifica la
ecuación de Laplace

∆f =

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
f = 0

siendo ∆ el operador laplaciano eucĺıdeo. Tomando las coordenadas esféricas usuales de
R3, el laplaciano es de la forma

∆ =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

1

r2
∆S2

en donde

∆S2 =
1

senθ

∂

∂θ

(
senθ

∂

∂θ

)
+

1

sen2θ

∂2

∂ϕ2

Dicho laplaciano se puede extender de manera natural a las funciones C-valoradas de R3.

Es bien conocido que el operador laplaciano anterior es invariante bajo transformaciones
eucĺıdeas de R3. Restringiendonos a las rotaciones eucĺıdeas queremos mostrar en esta sec-
ción como las representaciones irreducibles de SO(3) permiten analizar algunos aspectos
del espectro de este operador y muy en particular de su núcleo.

El grupo SO(3) opera de manera natural en el espacio eucĺıdeo R3. Vectorialmente, esta
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acción lineal la podemos escribir

SO(3)× R3 −→ R3

(A, ~x) 7−→ A~x

Esto permite definir la acción lineal de SO(3) en el espacio de las funciones C-valoradas
de R3 (veáse ejemplo 2.2.1) ; aśı dada f : R3 → C y A ∈ SO(3) se tiene que

(ρAf)(~x) = f(A−1~x) ∀~x ∈ R3

Esta acción transforma funciones diferenciables en funciones diferenciables. La invarianza
del laplaciano bajo movimientos eucĺıdeos significa que

∆(ρAf) = ρA(∆f)

para toda función f del espacio vectorial de las funciones C-valoradas C∞-diferenciable
de R3.

Definición 4.3.1. Denotemos por Pn(R3) al espacio vectorial complejo de los polinomios
homogéneos con coeficientes complejos de grado n de R3; esto es,

Pn(R3) =

{
f(x, y, z) =

n∑
k,m=0

αkmx
kymzn−m−k : αkm ∈ C

}

Proposición 4.3.1. Pn(R3) es un subespacio vectorial de dimensión finita de las funcio-
nes diferenciables C-valoradas de R3. Su dimensión es dimC Pn(R3) = (n+ 1)(n+ 2)/2.

Proposición 4.3.2. El espacio Pn(R3) es invariante por la acción lineal de SO(3) en las
funciones C-valoradas diferenciables; esto es, para todo f ∈ Pn(R3) y todo A ∈ SO(3),
ρAf ∈ Pn(R3).

Observación 4.3.1. Se tiene aśı una representación compleja de dimensión finita (n +
1)(n+ 2)/2 del grupo SO(3) en el espacio Pn(R3). Para n 6= 0 está representación no es
irreducible.

Es claro que el operador laplaciano es un operador lineal en el espacio de las funciones
C-valoradas diferenciables de R3, pero no deja invariantes los espacios Pn(R3), ya que
transforma polinomios homogéneos C-valorados de grado n en polinomios homogéneos de
grado n− 2. Sin embargo, trivialmente se comprueba que

Proposición 4.3.3. La aplicación lineal ∆ : Pn(R3) → Pn−2(R3) es epiyectiva y por
tanto, dim ker ∆|Pn(R3) = 2n+ 1

Definición 4.3.2. Denotemos por Hn(R3) al espacio vectorial los polinomios armónicos
de grado n del espacio eucĺıdeo; es decir,

Hn(R3) = ker ∆ = {f ∈ Pn(R3) : ∆f = 0}
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Debido a la invarianza del operador de Laplace bajo rotaciones eucĺıdeas se tiene que
el subespacio Hn(R3) es un subespacio invariante de dimensión 2n + 1 bajo la acción de
SO(3). Luego, como dicha dimensión es impar podemos asumir que es la factorización
de una representación τ de SU(2) en dicho espacio vectorial a través de la proyección
π : SU(2)→ SO(3) ' SU(2)/{±Id}; esto es, existe una acción lineal

τ : SU(2)×Hn(R3) −→ Hn(R3)
(U, f) 7−→ τU(f) = ρA(f)

siendo A ∈ SO(3) la imagen de U ∈ SU(2) por la proyección π : SU(2) → SO(3) '
SU(2)/{±Id}. En particular, el polinomio (y + iz)n ∈ Hn(R3), ya que(

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
(y + iz)n =

(
∂

∂y
− i ∂

∂z

)(
∂

∂y
+ i

∂

∂z

)
(y + iz)n

=

(
∂

∂y
− i ∂

∂z

)
n(y + iz)n−1

(
∂

∂y
+ i

∂

∂z

)
(y + iz) = 0

Además, tomando el elemento Uθ ∈ SU(2) se tiene que π(Uθ) ∈ SO(3) es la rotación
euclidea de ángulo 2θ en torno al eje X de R3, de donde se deduce que τUθ((y + iz)n) =
e2inθ(y + iz)n. Por tanto, (y + iz)n es un autovector del operador τUθ de autovalor e2inθ.
Por el corolario 4.1.1 la representación (τ,Hn(R3)) es equivalente a la representación irre-
ducible (ρ(2n),Pn(C2)) de SU(2). Por tanto, la representación de SO(3) en dicho espacio
también es irreducible. Se tiene por tanto que

Proposición 4.3.4. El espacio Hn(R3) es un subespacio irreducible bajo la acción natural
de SO(3) en las funciones C-valoradas diferenciables de R3.

Es evidente que P0(R3) = H0(R3), pues son los polinomios constantes y P1(R3) =
H1(R3) al ser polinomios homogéneos de grado 1. Se tiene que

Proposición 4.3.5. Si n ≥ 2 y r2 = x2 + y2 + z2, se verifica que

Pn(R3) = Hn(R3)⊕ r2Pn−2(R3)

Demostración: Por inducción, si n = 2 un cálculo trivial muestra que P2(R3) = H2(R3)⊕
{r2}. Sea ahora un n cualquiera y consideremos la aplicación Q : Pn−2(R3)→ Pn(R3) dada
por multiplicar por r2. Entonces, por inducción la imagen de Q no contiene componentes
equivalentes a Hn(R3). Luego, si descomponemos Pn(R3) en irreducibles obtenemos que

Pn(R3) = Hn(R3)⊕Hn(R3)⊥

en donde Hn(R3)⊥ contiene todas las irreducibles de Pn(R3) no equivalentes a Hn(R3).
Como dim Hn(R3)⊥ = dim Pn−2(R3) = dim Im Q concluimos que

Pn(R3) = Hn(R3)⊕ Im Q = Hn(R3)⊕ r2Pn−2(R3)

�
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Corolario 4.3.1. Para todo k ≥ 1 se tiene la descomposición en subespacios invariantes
irreducibles

P2k(R3) = H2k(R3)⊕ r2H2(k−1)(R3)⊕ . . .⊕ r2kH0(R3)

P2k+1(R3) = H2k+1(R3)⊕ r2H2(k−1)+1(R3)⊕ . . .⊕ r2kH1(R3)

Definición 4.3.3. Denotaremos por Ĥn(S2) a la restricción a la esfera S2 de los ele-
mentos de Hn(R3). Los elementos de dicho espacio se denominan armónicos esféricos de
grado n.

En coordenadas esféricas, los elementos de Hn(R3) se escriben f(r, θ, ϕ) = rng(θ, ϕ)

donde g(θ, ϕ) ∈ Ĥn(S2) son los armónicos esféricos de grado n sobre la esfera S2. Veamos
a continuación que estas funciones g(θ, ϕ) son autofunciones del operador laplaciano ∆S2 .
En efecto, dado que f ∈ Hn(R3) se verifica que

0 = ∆f =

(
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

1

r2
∆S2

)
rng = (n(n− 1) + 2n+ ∆S2)rn−2g

Y por tanto, se cumple que ∆S2g = −n(n + 1)g para todo g ∈ Ĥn(S2). Con ello vemos

que cada uno de los espacios Ĥn(S2) ⊂ L2(S2) es un espacio de autovectores para el
operador ∆S2 de autovalor −n(n + 1) y de multiplicidad 2n + 1. Como el operador ∆S2

es autoadjunto, concluimos que los espacios Ĥn(S2) y Ĥm(S2) son ortogonales en L2(S2)
para m 6= n.

Proposición 4.3.6. En la descomposición L2(S2) =
⊕

n≥0 Ĥn(S2) cada representación
irreducible de SO(3) aparece con multiplicidad 1.

Demostración: Es suficiente con demostrar que la suma directa de los Ĥn(S2) es densa
en el espacio de las funciones continuas de S2. Pero, podemos aproximar cualquier función
continua de S2 por la restricción de funciones polinómicas de R3 como consecuencia del
teorema de Stone-Weierstrass. Cualquier polinomio es una suma de sus componentes
homogéneas y cada componente homogénea es f0+r2f1+r4f2+ . . ., donde fi ∈ Ĥn−2i(S

2)

para todo i ∈ {0, 1, . . .}. Como en la esfera unidad r ≡ 1, se concluye que Ĥn(S2) es denso
en L2(S2). �

Observación 4.3.2. Toda f = f(θ, ϕ) ∈ L2(S2) tiene una expansión armónica esférica

convergente f =
∑

n≥0 angn con gn ∈ Ĥn(S2).

Es usual elegir una base ortogonal de Ĥn(S2) formada por los polinomios

{Y k
n (θ, ϕ) = eikϕ P k

n (cosθ) ; 0 ≤ k ≤ n}

donde P k
n (t) son los polinomios de Legendre (véase sección 7.3 de [12]) . Normalizando

dicha base ortogonal se obtiene una base ortonormal del espacio L2(S2) que es amplia-
mente utilizada en el estudio del momento angular en Mecánica Cuántica y en sistemas
cuánticos elementales.

51



Caṕıtulo A

ANEXO: Nociones básicas de espacios medi-
bles y operadores autoadjuntos compactos

En este anexo se recogen algunas definiciones y resultados básicos sobre teoŕıa de la
medida y operadores compactos autoadjuntos en espacios de Hilbert de los que se hace
uso en la memoria. Las demostraciones de estos resultados en numerosos libros docentes
como por ejemplo [9].

A.1. Espacios topológicos medibles

Definición A.1.1. Sea X un conjunto y P (X) el conjunto de sus partes, entonces se dice
que A ⊂ P (X) es un álgebra de conjuntos si verifica:

1. ∅ ∈ A.

2. Si E pertenece a A, entonces su complementario Ec también.

3. Si E1, ..., En ∈ A, entonces E1 ∪ ... ∪ En ∈ A

Si además se cumple:

4. Si E1, ..., En es una sucesión de elementos de A, entonces
∞⋃
i=1

Ei ∈ A

diremos que A es una σ-álgebra.

Definición A.1.2. Un espacio medible es una pareja (X,M), donde X es un conjunto y
M una σ-álgebra en X.

Definición A.1.3. Sea X un conjunto. Dado un subconjunto G ⊆ P (X), se define la
σ-álgebra generada por G como:

〈G〉 =
⋂
A⊇G

A

donde A es una σ-álgebra en X.
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Definición A.1.4. Sea (X, τ) un espacio topológico. Se denomina σ-álgebra de Borel a
la σ-álgebra generada por τ .

Definición A.1.5. Sea (X,M) un espacio medible. Una medida en (X,M) es una fun-
ción µ :M−→ [0,∞] que verifica:

1. µ(∅) = 0

2. Si E =
∞⊔
i=1

Ei con Ei ∈M, entonces µ(E) =
∞∑
i=1

µ(Ei)

Definición A.1.6. Dado un espacio medible (X,M), se dice que un subconjunto M ⊆ X
es medible si M ∈M.

Definición A.1.7. Sean dos espacios medibles (X,M), (Y,N ), se dice que una función
f : X −→ Y es medible si ∀E ∈ N se tiene que f−1(E) = {x ∈ X : f(x) ∈ E} ∈ M.

Definición A.1.8. Sea (X,M) un espacio medible y µ una medida en él, se dice que una
función medible f : X −→ R pertenece al espacio vectorial Lp(X,µ) si cumple∫

X

|f |pdµ <∞

Definición A.1.9. Dado un espacio medible (X,M) y una medida µ en él, se define la

aplicación ‖ · ‖p : Lp(X,µ) −→ R+ como ‖f‖p =
(∫

X
|f |pdµ

)1/p
.

Observación A.1.1. Se puede comprobar fácilmente que ‖ · ‖p define una norma en
espacio vectorial Lp(X,µ), y por lo tanto, es normado.

A.2. Operadores compactos en espacios de Hilbert y teorema
espectral

Definición A.2.1. Sea (H, 〈, 〉) un espacio de Hilbert. Un operador A, con dominio D(A)
contenido en H, se dice que es continuo en un punto ξ0 ∈ D(A) si para todo ε > 0 existe
δ > 0 tal que si ξ ∈ D(A) es tal que ‖ξ − ξ0‖ ≤ δ, entonces ‖A(ξ)− A(ξ0)‖ < ε

Definición A.2.2. Un operador A se dice acotado si existe una constante C tal que
‖A(ξ)‖ ≤ C‖ξ‖ para todo ξ ∈ D(A).

Proposición A.2.1. Todo operador lineal acotado A de un espacio de Hilbert es (unifor-
memente) continuo.

Definición A.2.3. Si A es un operador lineal acotado en un espacio de Hilbert (H, 〈, 〉),
entonces su norma viene dada por

‖A‖ = sup
‖ξ‖≤1

‖A(ξ)‖
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Fijado un elemento η ∈ H, la aplicación ξ 7→ 〈A(ξ), η〉 es continua. Por el teorema
de representación de Riesz, existe un único η′ ∈ H tal que 〈A(ξ), η〉 = 〈ξ, η′〉 para todo
ξ ∈ H.

Definición A.2.4. Dado un operador continuo A en un espacio de Hilbert (H, 〈, 〉), se
denomina operador adjunto de A al operador A† definido por la relación 〈A(ξ), η〉 =
〈ξ, A†(η)〉 para todo ξ, η ∈ H.

Proposición A.2.2. El operador A† es continuo y ‖A‖ = ‖A†‖. Se tiene además que
(A†)† = A.

Definición A.2.5. Diremos que un operador lineal acotado A en un espacio de Hilbert
es autoadjunto si satisface que A = A†, es decir, 〈A(ξ), η〉 = 〈ξ, A(η)〉.

Proposición A.2.3. Si A es un operador autoadjunto, entonces

1. Los autovalores de A son reales.

2. Dados dos autovalores λ y µ distintos de A, se verifica que sus correspondientes
espacios de autovectores son ortogonales.

Proposición A.2.4. Si A es un operador autoadjunto, entonces ‖A‖ = sup
‖ξ‖≤1

|〈A(ξ), ξ〉|.

Definición A.2.6. Se dice que un operador A de un espacio de Hilbert H es compacto si
la imagen por A de un conjunto acotado es relativamente compacta.

Observación A.2.1. La definición de operador compacto es equivalente a cualquiera de
las dos siguientes:

La imagen por A de la bola unidad es relativamente compacta.

Si tenemos una sucesión acotada {ξn}n≥1 en H, entonces existe una subsucesión de
la misma {ξnk}nk≥1 tal que la sucesión {A(ξnk)}nk≥1 converge.

Proposición A.2.5. Si {An}n≥1 es una sucesión de operadores compactos en un espacio
de Hilbert H con ĺımite A, lim

n→∞
‖An − A‖ = 0, entonces el operador A es compacto.

Teorema A.2.1. Si A es un operador compacto autoadjunto, entonces, o bien ‖A‖, o
bien −‖A‖ es un autovalor de A.

Teorema A.2.2 (teorema espectral). Sea A un operador compacto autoadjunto. Los au-
tovalores no nulos de A forman una sucesión {λn}n≥1 que es finita o converge a 0. Deno-
temos por E(λn) el espacio de autovectores asociado al autovalor λn y por πn : H → E(λn)
la proyección ortogonal. Si el número N de autovalores distintos de cero es finito, la di-
mensión de E(λn) es finita y A =

∑N
n=1 λnπn. En otro caso, A =

∑∞
n=0 λnπn como una

serie convergente en la topoloǵıa de la norma.
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