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Introduccion

En los ultimos 50 anos el desarrollo de la computacién y el machine learning ha sido
méas que evidente. Entre otras razones debido a los avances en la microelectronica y a la
creciente disponibilidad de bases de datos con las que trabajar. En este contexto surge el
andlisis topoldgico de datos (o TDA por sus siglas en inglés) que se basa en la idea de
que la estructura interna de los datos puede ser topoldgica y busca formas de estimarla
a través de la computacion. Como prueba de su utilidad el TDA se ha extendido por
diversas dreas de la ciencia y las mateméticas como la ingenieria de materiales [30], la

medicina [31], el andlisis de series temporales [15] o las finanzas [20] y [21].

Aunque sus origenes como idea surgen anteriormente, el concepto de persistencia, en
la forma en que esta memoria lo trata, aparece formulado por primera vez en la tesis de
Afra Zomorodian [36]. Este enfoque trata de medir la aparicién, evolucién y desaparicién
de las propiedades homoldgicas de una filtracién de complejos simpliciales. Esta nocion
de persistencia ocupa el primer capitulo de esta memoria.

Comenzaremos con una nube de datos, presumiblemente en R". Estos puntos seran los
vértices del complejo simplicial de Vietoris-Rips que se forma al tomar bolas abiertas
centradas en los puntos. El problema es que no existe una eleccién para el radio de estas
bolas que sea mas correcta que las demas, por lo que el radio € se usa como parametro
indexando una filtracién de complejos simpliciales. Utilizando complejos de cadenas cons-
truiremos la homologia simplicial y seguidamente la homologia persistente que estudia la

variacién de la homologia simplicial de simplice a simplice.

La homologia persistente es un caso particular de médulos de persistencia y en gene-
ral de objetos de persistencia en una categoria. El estudio de este tipo de estructuras
ocupara el segundo capitulo de la memoria, que comienza con un breve resumen de la
teorfa de categorfas. La idea de tratar estos objetos como functores esta inspirada en [5]
y [6]. Aunque en el segundo capitulo pasa a un segundo plano para ver un enfoque mas
algebraico, en el capitulo 3, la teorias de categorias permite resultados muy generales.
El capitulo 2 continta con la identificacion de los modulos de persistencia de tipo finito
presentados y los modulos graduados sobre un anillo de polinomios para su clasificacion

como suma de médulos de intervalo, siguiendo [13] y [38]. Se dan también resultados de



clasificacion mas generales que por su extensién no seran desarollados en su totalidad.
Ademas de la busqueda del generalidad, el estudio de los médulos de persistencia sobre
otros conjuntos ordenados tiene un fundamento en sus aplicaciones. A pesar de que las
nubes de datos sean finitas, suelen ser consideradas como muestras estadisticas de un ob-
jeto o proceso continuo por lo que idealmente estas muestras seran una fiel aproximaciéon
del total [12]. El conjunto de los intervalos que clasifican un médulo de persistencia for-
mara un invariante llamado cédigo de barras y guardara informacién sobre el nacimiento
y muerte de clases de homologia en el caso de haberlo construido sobre complejos simpli-

ciales.

Una vez conocida la estructura de los moédulos de persistencia y su codigo de barras
las técnicas de machine learning siguen siendo infructiferas por la falta de formas de
comparar estos cddigos de barras. Como solucién a este inconveniente Carlsson definio la
distancia de cuello de botella en [11]. Mas adelante se define en |12] la distancia de inter-
leaving o intercalado entre modulos de persistencia, que representa como de lejos estan
dos modulos de persistencia de ser isomorfos; y que se usa como herramienta para genera-
lizar los resultados originales de estabilidad de |18]. El estudio de estas dos distancia y sus
resultados de estabilidad ocupa el tercer capitulo esta memoria. Se acabara conectando
con la construccion original del andlisis de datos mostrando como las variaciones en las

nubes de puntos dan una cota superior de la distancia entre sus cédigos de barras.



Capitulo 1

De los simplices a la homologia per-

sistente

En este capitulo presentaremos brevemente algunas nociones bésicas relacionadas con
los complejos simpliciales, los cuales permiten modelizar problemas relacionados con el
analisis topoldgico de datos. A la hora de modelizar los datos que se quieren estudiar se
impondra que se preserven ciertas propiedades topoldgicas relevantes para dicho estudio.
La idea del analisis topoldgico de datos es que estas propiedades codifiquen informacion
sobre la estrucura de los datos. En general, se buscard que se preserve la homologia del
espacio topoldgico formado por la nube de puntos, pensados éstos como elementos de un
espacio topolégico finito. Asi, la homologia en grado 0 indicaré el nimero de componentes
conexas del espacio topoldgico y, en general, en grado n indicara el nimero de agujeros

n-dimensonales que tiene el espacio.

1.1. Complejos simpliciales geométricos

Comenzamos viendo los complejos simpliciales desde un punto de vista geométrico,

para ello partimos de S = {ag, a1, as, ..., a,} un conjunto no vacio de puntos geométrica-
mente independientes en RY, es decir, los vectores {a; — ag, . .., a, — ap} son linealmente
independientes.

Definicién 1.1. Llamaremos n-simplice generado por .S, denotado por o = <a0, A1y eeey an>,

a la envolvente convexa de S, es decir, o seré el conjunto de los puntos de RV verificando:
n n
r = Ztiai, donde Zti =1yt >0, paratodoi=0,1,...,n
i=0 i=0

Los puntos de S son los vértices de o y n es la dimension del simplice o, denotandola

por dim(o) = n.
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Definicién 1.2. Para cada subconjunto no vacfo S = {a;,,...,a; } C S, el k-simplice 7
que define se denomina cara de ¢ y lo denotaremos por 7 < ¢. En particular si S # S la

cara T generada por S se llama una cara propia y se denota por 7 < 0.

Definicién 1.3. Un complejo simplicial geométrico K en RY es una familia finita de

sfmplices en RY verificando las siguientes condiciones

(P1) Sice Ky 7 <o, entonces T € K

(P2) Sio, o' € K, entonces cNo’' =0 6oNo’ <oyono <o

La dimensién de un complejo simplicial geométrico K es el méximo de las dimensiones

de todos los simplices que forman K.

Definicién 1.4. Una subfamilia de un complejo simplicial geométrico es un subcomplejo

simplicial de K si es un complejo simplicial por si mismo.

Un subcomplejo de particular interés es el formado por los simplices de dimension
menor o igual que s, llamado el s-esqueleto del complejo simplicial y que se denota por

K®). Los vértices del complejo simplicial K forman el conjunto Vert(K) = K©.

Las nociones previas pueden extenderse para considerar un nimero infinito de simpli-
ces que a su vez podrian contener un numero infinito de vértices. En este caso deberiamos
hacer una distincién entre los complejos simpliciales finitos e infinitos. No obstante es-
ta distincién no serd reflejada en esta memoria y por complejo simplicial entenderemos

siempre un complejo simplicial finito.

Definicién 1.5. Sea K un complejo simplicial geométrico, llamaremos poliedro asocia-

do a K a:
|K| = U o.
ceK

Noétese que |K| es un espacio topoldgico con la topologia inducida como subespacio de

RY y sera por tanto Hausdorff y compacto.

Diremos que un espacio topoldgico X es triangulable si existe una pareja (K, f)

formada por un complejo simplicial Ky un homeomorfismo f : |[K| — X.

Sean K y L complejos simpliciales geométricos. Una aplicacion ¢: K(© — L©) se llama

morfismo de vértices.

Definicién 1.6. Un morfismo simplicial ¢: K — L es un morfismo de vértices veri-
ficando que para todo conjunto {xy,...,zs} que genera un simplice o en K, el conjunto

{&(xg), ..., d(xs)} son vértices de un simplice en L.
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En particular, todo morfismo simplicial ¢: K — L induce una aplicacion entre los

correspondientes poliedros asociados:

g9: | K[ = |L]
=0 =0

la cual es continua ([29]). Ademads, si el morfismo de vértices es biyectivo, entonces
g: | K| — |L] es un homomorfismo y decimos que K y L son isomorfos.
Se puede ver que la composiciéon de morfismos simpliciales es un morfismo simplicial y

que el morfismo 1 originado por la identidad en K es también un morfismo simplicial.

1.2. Complejos simpliciales abstractos

Se presenta ahora un planteamiento puramente combinatorio de los complejos simpli-
ciales, el cual es equivalente al geométrico pero que presenta ciertas ventajas con respecto

a los complejos simpliciales geométricos.

Definicién 1.7. Un complejo simplicial abstracto es una pareja K = (V, ¢) consisten-
te en un conjunto finito no vacio V', llamado conjunto de vértices, junto con una familia

¢ de subconjuntos de V', llamada conjunto de simplices abstractos, verificando:

(P1) Todo x € V pertenece al menos a un simplice de ¢.

(P2) Todo subconjunto 7 de un simplice abstracto o € ¢ también esté en .

Si 0 € ¢ es un simplice no vacio formado por n+1 vértices decimos que la dimensién de
o es n, denotandolo por dim(o) = n, y se dice que es un n-simplice. Cada uno de sus
subconjuntos es una cara de . La dimension de un complejo simplicial abstracto K es

el maximo de las dimensiones de sus simplices abstractos.

Un subcomplejo simplicial abstracto A de K es un complejo simplicial abstracto
para el cual todo simplice o € A es también simplice de K.
Es comun realizar un abuso de notacién utilizando o € K para o € ¢ donde K = (V, ¢)

es un complejo simplicial abstracto.

Al igual que ocurria en la versién geométrica existe una nocién infinito dimensional
para los complejos simpliciales abstractos, pero no responde a las necesidades de este

trabajo.



6 1.2 Complejos simpliciales abstractos

Dados dos complejos simpliciales asbtractos K = (V, ) y L = (W,¥), un morfismo
simplicial abstracto ¢: K — L es una aplicaciéon ¢: V' — W tal que si {ag,...,a,}
estd en , entonces el conjunto {¢(ap), ..., ¢(a,)} estd en ¥. En particular dos compejos
simpliciales abstractos serdn isomorfos si la aplicaciéon ¢: V' — W es una correspondencia

biyectiva.

Terminamos esta seccién dando la equivalencia entre las dos nociones de complejo

simplicial presentadas.

Definicién 1.8. Sea K un complejo simplicial geométrico. Definimos el esquema de
vértices de K, denotado A(K), como la coleccién de subconjuntos {a, ..., a,} de K©

para las cuales los vértices {ay, ..., a,} generan un simplice o de K.

Por la definicién de complejo simplicial geométrico A(K) genera un complejo simplicial
abstracto junto al conjunto de vértices K(©). Con esto todo complejo simplicial geométrico

da lugar a un complejo simplicial abstracto.

La asignacion inversa también existe.

Definicién 1.9. Una realizaciéon geométrica de un complejo simplicial K = (V)
abstracto es un complejo simplicial geométrico K’ en RV, para algin N, tal que K y

A(K") son isomorfos como complejos simpliciales abstractos.

Proposicién 1.10. Para todo complejo simplicial abstracto K = (V, @) existe una realiza-
cion geométrica K. Ademds, dos complejos simpliciales geométricos K y L son isomorfos

si y sélo st A(K) y A(L) son isomorfos como complejos simpliciales abstractos.

Demostracion. Sea V. = {z1,...,xs} el conjunto de vértices del complejo simplicial K
v {a;}i_, un conjunto de puntos geométricamente independientes de RY, para N > s.

Definimos la aplicaciéon inyectiva:

0:V — RN

XT; — 9(1’1) = q;
Definimos el complejo simplicial geométrico K’ como:
(0(z1),....0(x,)) € K <> {z1,....2,} € p.

Por la propiedades de K’ es claro que es un complejo simplicial geométrico y que es

isomorfo a A(K) luego es una realizaciéon geométrica. O
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Por esta equivalencia a partir de ahora nos referiremos a un complejo simplicial abs-

tracto simplemente como complejo simplicial.

Sea un n-simplice 0 = {zq, ..., £, }, podemos definir en él una orientacién. Para esto
necesitamos dar una relacion de equivalencia en el conjunto de todas las ordenaciones
posibles de su conjunto de vértices. Para una permutacion 7 en dicho conjunto diremos
que dos conjuntos de vértices {zo,21,...,Zn} ¥ {Zr(0), Tx(1)s ---» Tr(n) } €stén relacionados
si y solo si m: {0,1,2,....,n} — {0,1,2,...,n} es una permutacién par. Esta relacién de
equivalencia define dos clases de equivalencia en el conjunto de todas las posibles ordena-
ciones de los vértices llamadas orientaciones. Un simplice orientado o = [zg, x1, ...x,] €s
un simplice para el cual se ha escogido una de las dos posibles orientaciones. Utilizamos
—o para representar ese mismo simplice dotado de la orientaciéon opuesta. Un complejo
simplicial orientado es un complejo simplicial K para el cual se ha escogido una orien-
tacion para todos sus simplices. Claramente cuando un simplice estd formado por un sélo

vértice {x} existe una dnica orientacién posible.

1.3. Complejos de cadenas y homologia simplicial

En esta seccién definiremos los complejos de cadenas y veremos la nocién de homologia
de un complejo simplicial, construida sobre un complejo de cadenas. Es comtn encontrar
este desarrollo trabajando simplemente con grupos abelianos, no obstante mostraremos
un enfoque més general trabajando sobre un anillo (conmutativo y con unidad) y forman-
do por tanto estructuras de R-médulo en vez de grupo. Si se toma Z = R, tenemos el
desarrollo con grupos abelianos. Tanto ahora como en los siguientes capitulos de este tra-
bajo se usaran conceptos basicos de algebra conmutativa los cuales no seran desarrollados,

como referencia puede mirarse [1].

Definicién 1.11. Un complejo de cadenas es una pareja {C,d} formada por una
familia C' = {C, },ez de médulos sobre un anillo R y una familia de morfismos de R-
modulos § = {6,,: C,, = Cy—1 }nez verificando que Im(d,41) C Ker(d,) Vn € Z.

Los elementos de C,, se denominan n-cadenas y llamaremos a ¢,, el operador de
bordes de dimensién n-ésima. El submédulo Ker(d,) se llama médulo de n-ciclos y
lo denotaremos por Z,(C). El submdédulo Im(d,+1) se llama médulo de n-bordes y se
denota B, (C). Por la propiedad del operador de bordes tenemos que, para todo n € Z,
el R-modulo cociente:

H,(C,R) = KerCn) 5
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estd bien definido y lo llamaremos R-médulo de homologia de dimensién n de C.
Para cada n € Z el médulo de homologia de dimensién n de C tendra una parte libre y
una parte de torsion. El rango de su parte libre se denomina n-ésimo niimero de Betti

y se denota f3,.

Definicién 1.12. Sean C' y C’ complejos de cadenas. Un morfismo de complejos
de cadenas es una familia f = {f,: C,, = C! },,cz de morfismos de R-médulos con la

propiedad de que Vn € Z el siguiente diagrama es conmutativo:

CHLC’

n

b

fnfl
Chog — C)

n—1

Se puede comprobar que 1¢, la aplicacién identidad de C, es un morfismo de complejos
de cadenas. Ademsés si C,C’,C son complejos de cadenas v f: C — ', g: C' — C son
morfismos de complejos de cadenas, (g o f): C — C es también un morfismo de complejos

de cadenas.

Los morfismos de complejos de cadenas inducen morfismos entre los R-mdédulos de

homologia de las cadenas.

Definicién 1.13. Sea f: C' — C’ un morfismo de complejos de cadenas. El morfismo de

dimension n inducido por f en el médulo de homologia de dimensién n es:

H,(f): Hy(C) — H,(C")
[2] = [fa(2)]

Este morfismo esta bien definido porque f,(Z,(C)) C Z,(C") y fu(Bn(C)) C B,(C")

Vn € Z. Ademds, se puede comprobar de forma inmediata que:

1. Hy(1¢) = 1, )

2. H,(go f)= H,(g) o H,(f) para cualquier morfismo de complejos de cadena f,g.

Veamos ahora cémo se puede asignar a cada complejo simplicial orientado un complejo
de cadenas. Sea K un complejo simplicial orientado. Para cada n > 0 el R-mddulo de
n-cadenas es el modulo de combinaciones lineales formales de los elementos de dimension
n en K. Esto es, el médulo libre generado por los n-simplices de K. Se denotara por
C,(K, R), aunque cuando no dé lugar a confusién la eleccién del anillo escribiremos sim-
plemente C,(K). Un elemento ¢ € C,(K) es de la forma ¢ = ), \;o;, donde los o}s son

n-simplices de K.
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Para cada n definimos la aplicacién:

On: Cpy — Chy
o Z(—l)i[vo,vl, ey Oy, U]
i=0

y la extendemos por linealidad a todos los elementos de C,,(K). La familia ¢ := {0, }nez

verifica:

Proposicién 1.14. 6§,,_1 046, = 0.

Demostracion. Por la linealidad de 4,, es suficiente probarlo sobre una n-cadena [vg, vy, . . ., v, ].
(57171 @) (5n<[1}0,?}1, e 7Un]) = Z(—l)ié‘nfl([vo, U1y .. ,151‘, Ce ,Un])
i=0
=3 (—1y (Z(—l)i[vo,vl,...,ﬁj,...,ﬁi,...,vn]
i=0 j<i
+Z(—1)j*1[vg,v1, ce ,ﬁi, ce ,UA]', NP ,Un]> R
j>i

de donde se concluye por la relacién que aparece entre el signo de (—1)¢, (=1)"! y la

orientacion de los simplices. O

Con este resultado, usando la notaciéon anterior, tenemos que para todo complejo
simplicial orientado K y anillo R, el complejo de cadenas cadenas C(K) = {C,,(K, R), 0, }
llamado complejo de cadenas simpliciales asociado a K. En particular, para cada

numero natural tenemos el modulo cociente:

Hym (O (K)) = Kerln) s

llamado R-médulo de homologia simplicial n-dimensional del complejo simplicial
K, y que serd denotado H:"™P(K).

Por otro lado, toda aplicacion simplicial ¢: K — L induce un morfismo de complejos
de cadenas simpliciales ¢4: C(K) — C(L) extendiendo lincalmente, para cada nimero
natural n, el morfismo: (¢4),: C,(K) — C,(L) definido por:

[9(v0), -5 @(va)] i @(v;) # ¢(v;), para todo i # j

0 en los demaés casos

(¢#)n[vo, ce ,Un] =

Se puede comprobar facilmente que la aplicacion identidad en el complejo simplicial da
lugar al morfismo identidad en la cadena simplicial y que la composicion de aplicaciones

simpliciales se preserva componiendo los dos morfismos de cadenas simpliciales inducidos.
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Juntando esto con el morfismo inducido entre los médulos de homologia (Definicién
1.13) tenemos que todo morfismo simplicial da lugar a un morfismo de R-mddulos entre

los R-médulos de homologia componiendo los dos operadores:

Observacion 1.15. Este morfismo cumple de nuevo que H,(¢ o ) = H,(¢) o H,(p) y
H,(Idy) = Idy, ) A

1.4. Construccién de complejos simpliciales en el anali-

sis topolégico de datos

La construccion de complejos simpliciales asociados a una nube de datos tiene como
objetivo que la homologia del espacio topoldgico sobre el que se encuentran los datos sea
computable. Para esto serd necesario, por tanto, que la construccion de los complejos
simpliciales preserve la homologia y ademéas sean lo suficientemente sencillos como para
poder ser computados de forma eficiente. En el anélisis topolégico de datos la forma de
conseguir esto es construir complejos simpliciales que sean homotépicamente equivalentes
al espacio X formado por el conjunto finito de puntos. Para una explicacién mas detallada
sobre la homotopia en el TDA ver [32]. Existe variedad de complejos con estas propiedades
como los complejos de banderas o los complejos alpha, sin embargo el enfoque mas usual
es utilizar el complejo de Cech. Aunque este es técnicamente computable, el nimero
de simplices que genera hace su computacién extremadamente costosa. Como solucion
se busca una aproximacién al complejo de Cech que tenga ventajas computacionales con
respecto a este. Para esto se utiliza el complejo de Vitoris-Rips. Sobre ellos se construira
la homologia del complejo, que serd la misma que la homologia del espacio X por ser un

invariante homotdpico.

Sea X un espacio topoldgico e I un conjunto. Sea C' = {U, };c; un recubrimiento por

abiertos. Definimos el nervio del recubrimiento C' como:

N(C) := {J C I con J un conjunto finito tal que: ﬂ U; # @} :

jed

Se comprueba sin dificultad que el nervio N(C) forma un complejo simplicial pues si
J = {j, -, jxt € N(C), se cumple que () U; # 0 luego (| U; # 0 para cualquier
jed jeJ
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Teorema 1.16 (Teorema del Nervio [32]). Sea X un espacio topolégico y sea C un re-
cubrimiento por abiertos, tal que la interseccion de cualquier subconjunto de abiertos del
recubrimiento es vacia o contractible. Entonces X y N(C) son homotdpicamente equiva-

lentes.

Sea (X, d) un espacio métrico compacto y sea U, el recubrimiento del espacio topolégico

X dado por bolas centradas en los puntos de un subconjunto finito S y de radio e.

Figura 1.1: Recubrimiento de una circunferencia y el nervio del recubrimiento dado por
los Uj;.

Definicién 1.17. El complejo de Cech asociado a S del espacio X de pardmetro e,

denotado C.(S), es el nervio del recubrimiento ..

En el caso de que X sea un espacio métrico finito se toma S = X y se denota C.(X).
El complejo de Cech es homotépicamente equivalente al espacio X, por el teorema del

nervio, ya que la interseccién de dos bolas es o bien vacia o bien convexa luego contractil.

Definicién 1.18. Para un espacio métrico finito (X, d) el complejo de Vietoris-Rips
de parametro ¢ > (0 asociado a X es el complejo simplicial con conjunto de vértices

X y simplices:
{ {xo,21,...,2,} € X tales que d(z;,z;) < e paratodo 0 <i < j < n}

Se denota por VR (X).

La siguiente definicién es necesaria para la construccion de la homologia persistente.
Recordemos que una relacién de orden parcial en un conjunto es una relacion binaria,
reflexiva, antisimétrica y transitiva. Si ademas toda pareja no ordenada de elementos del
conjunto esta en la relacién, se dice que es una relacién de orden total. Un conjunto do-
tado de una relacién de orden parcial (respectivamente total) es un conjunto parcialmente

(respectivamente totalmente) ordenado, al que llamaremos poset para abreviar.
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Definicién 1.19. Sea K un complejo simplicial y J un conjunto totalmente ordenado.
Una filtracién de K es una sucesion de subcomplejos simpliciales 7 = { K}, ; anidada,
es decir K, C K, si x <y, verificando que (), K € F. Como estamos trabajando con la

version finita de los complejos simpliciales puede rescribirse como una filtracién finita:
@:K()CKlCKQC"'CKn:K.

donde las inclusiones son estrictas. Un complejo simplicial K con una filtracion dada se

llama complejo filtrado.

° °
K1 K2 K3 K4 K5
[ ]
° J— *7 — — -
°

Figura 1.2: Filtracién de un complejo de Vietoris-Rips sobre un espacio métrico de 4

puntos.

Nétese que tanto en el complejo de Cech como en el complejo de Vietoris-Rips cuando
aumentamos el radio tenemos, para todo o > 0, las inclusiones de complejos simpliciales:
VR.(X) € VR5(X) y C(X) C Cuy5(X). Luego, con los morfismos de inclusién, esto
nos da filtraciones de complejos simpliciales a medida que aumentamos el radio de las
bolas a los que denotaremos VR(X) = {VR(X)}ecr v €(X) = {Cc(X)}eer. Para e = 0
se fija el convenio VR.(X) = C.(X) = (). Por ejemplo, en la figura sean los vértices
ai,as, as, ay numerados en sentido antihorario empezando por el que se encuentra mas
abajo. Tenemos que

K2 = {a17 2,03, a4, @102, A104, a2a4}
y al aumentar el radio tenemos el nuevo complejo

K3 = {ala a2, Az, a4, A102, 4103, 4104, A203, A204, A304, a/la2a4} :

Como se decia al principio de la secciéon el complejo de Vietoris-Rips tiene ventajas
computacionales con respecto al de Cech. El Teorema del Nervio tinicamente muestra la
equivalencia homotépica entre este ltimo y el espacio topoldgico que triangula pero existe
la siguiente inclusion entre los complejos de Cetch y Vitoris-Rips que permiten aproximar

uno con el otro de forma arbitrariamente precisa.
Proposicién 1.20. (/8, Poposition 2.6]) Se tienen las inclusiones:

Ce(X) C VRy(X) C Cae(X)
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1.5. Homologia persistente

Después de ver como obtener la homologia de un complejo simplicial en la seccién
anterior la cuestién que debe resolverse es cudl es el radio de las bolas que debe tomarse,
de manera que su eleccion separe las verdaderas propiedades del espacio subyacente X del
ruido. Si tomamos un radio lo suficientemente pequeno ninguna bola tendra interseccion
con las demas y por tanto tendremos que el complejo simplicial formado no tiene simplices
mas alla de los vértices, y cada punto de la nube serd una componente conexa. Si por
el contrario el radio tomado es mas grande que un cierto valor umbral, todos los puntos

estaran conectados entre si. Un ejemplo de ello es la figura [1.3]

Figura 1.3: Intereccién de bolas abiertas para la construccién de un complejo simplicial.
A simple vista puede esperarse que los puntos de la nube estan contenidos en una circun-
ferencia de R? como de hecho se recoge al aumentar el radio ligeramente pues deja justo
un agujero en medio. Cuando seguimos aumentando el radio no obstante esta informacion

se pierde y no aparecen agujeros en la nube.

El procedimiento con el cual el andlisis topologico de datos ha solucionado este in-
conveniente es no tomar ninguna eleccion concreta del radio de las bolas sino toda una
familia ordenada de valores para esos radios. Asi se observaran algunas caracteristicas que
se mantienen durante largos intervalos en esta familia de valores y otros cuya vida es muy
corta. Aquellas caracteristicas que persisten se consideraran que son relevantes mientras

que las que no persistan en al variar el radio seran ruido y por tanto irrelevantes ([8]).

Sea una filtracion finita de un complejo simplicial:
h=KCKiCK,C---CK,=K

la cual es equivalente a una familia de complejos simpliciles y morfismos de complejos
simpliciales dados por la inclusién natural ¢;;: K; — K; para todo 0 < i < 57 < n. El
ejemplo basico en el TDA sera el de una filtracion de una familia de complejos de Vietoris-

Rips construida sobre una nube de puntos. Por el morfismo definido en esto induce
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una familia de morfismos entre los R-médulos de homologia f77: H,(K;) — H,(K;), con

las propiedades siguientes

(P]_) f;)’z = 1Hp(Ki): Hp(Kz) — Hp(Kz>

(P2) fit = fito fid: Hy(K;) — Hy(K;) for i < j <.

Tomando f := fi**', esta familia de morfismos esta totalmente definida por:

Iy I 7
0 — H,(Ky) —— H,(K) > » Hy(K,,) = Hy(K)

Definicién 1.21. Para una filtraciéon F, sean p > 0y 0 < i < j < n. El (4, 7)-ésimo

R-mdédulo de homologia persistente a nivel p es el médulo:
H)N(F) = Im(f,”).
El rango de este médulo se llama (4, j)-nimero de Betti a nivel p de F.

Definicién 1.22. Sea F una filtracién y sea o € H,(K;) un elemento distinto del 0,

decimos que « nace en K; si a ¢ H;_Li(}" ). Decimos que o muere en K si se cumple

£77M ) & HMNF) v f7(0) € 1Y)

Es decir, el nacimiento mide la primera aparicién de la clase y la muerte cuando ha
dejado de existir. Se llama indice de persistencia de « a pers(a) = j —i. En el caso de
que nunca muera una clase tenemos que pers(a) = oo. Desde un punto de vista topoldgico
estos valores de muerte y nacimiento de una clase en el médulo de homologia nos dicen
cuando aparece por primera vez y cuando desaparece una cierta propiedad topoldgica que

es representada por una clase en el médulo de homologia.

Observacion 1.23. Exsiten métodos para el célculo de la homologia de un complejo simpli-
cial utilizando normalmente la forma normal de Smith. En base a ellos se ha desarrollado
software con estos fines como Simplicial Homology de GAP y para el caso especifico de
su uso en el TDA paquetes de Python, R o C++ disponibles en [4]. Dada su eficacia para
el analisis de grandes bases de datos existen incluso programas comerciales como [ris de
Ayasdi. JAN



Capitulo 2

Moédulos de persistencia

Tras haber visto en el primer capitulo la nocién de persistencia y su relevancia en el
analisis topoldgico de datos estudiaremos ahora los objetos algebraicos que generalizan
dicha nocién, los médulos de persistencia. Este desarrollo se realizara utilizando el lenguaje
y el formalismo de la teoria de categorias. Por esto se incluird un breve repaso de algunas
nociones fundamentales de dicha teoria, necesarias para el desarrollo de los capitulos 2
y 3 de este trabajo. Una de las contribuciones de la categorizacién de la persistencia es
que permitira la clasificacién de los médulos de persistencia sobre el poset de los niimeros
naturales, con unas ciertas condiciones de finitud, como sumas de los llamados médulos de
intervalo, gracias a que podremos encontrar una equivalencia categorial con la estructura,
més familiar, de médulo graduado (Seccién . También se utiliza la categorizacién de

la homologia persistente para los resultados de la Seccién [2.0]

2.1. Teoria de categorias

Empezamos presentando algunas nociones bésicas de la teoria de categorias. Para mas
detalles ver [26].

Definicién 2.1. Una categoria C es una terna formada por:
1. Una clase de objetos, denotada Obj(C).

2. Una coleccién de morfismos, Mor f(C), formada por un conjunto Home(X,Y') para
cada par de objetos X,Y € Obj(C). Es comun utilizar la notaciéon X 4 ¥ cuando
f € Home(X,Y).

3. Una composiciéon de morfismos: para cada tres objetos X,Y,Z € Obj(C) existe

15
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una aplicacién:

Home(Y,Z) x Home(X,Y) —— Home(X, Z)

(9, f) > gf

llamada composicion, verificando:

a) Es asociativa: (hf)g = h(fg) para todos los morfismos
xX4yhzhr

b) Para cada objecto X € Obj(C) existe un morfismo Idx: X — X, llamado
morfismo identidad, tal que Idxf = f y gldx = g sobre morfismos f: X — Y
yvg: W —= X.

Dos objetos en una categoria son isomorfos si existen elementos f € Home(X,Y) y
g € Home(Y, X) tales que gf = Idx y fg = Idy.

Ejemplo 2.2.  a) Todo conjunto parcialmente ordenado o poset (P, <), puede ser visto

como una categoria a la que denotaremos simplemente P, cuyo conjunto de objetos
{} siz<y

son los elementos en (P, <) y cuyos morfismos son Homp(x,y) =
0 siz>y

b) Tenemos la categoria cuyos objetos son los grupos y cuyos morfismos son los mor-
fismos de grupos a la que se denota por Grp.

¢) Para un anillo R tenemos la categoria Modg cuyos objetos son los médulos sobre
el anillo y sus morfismos son los morfismos de R-médulos. Tomando R un cuerpo k
tenemos la categoria de espacio vectoriales sobre k, Vect,. Cuando no haya lugar a

confusién los denotaremos simplemente por Mod y Vec.

d) La categoria Top cuyos objetos son los espacios topoldgicos y sus morfismos son las

aplicaciones continuas de espacios topologicos.

e) Los complejos de cadenas junto a los morfismos de complejos de cadenas forman

una categoria a la que denotaremos Cad.
Definicién 2.3. Una categoria C’' es una subcategoria de una categoria C si:
1. Obj(C") C Obj(C).

2. Home (X,Y) C Home(X,Y) para todo X, Y € Obj(C").
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3. El morfismo de composicién en C’ es igual a la composicion en C y para objeto todo
X € Obj(C’) el morfismo identidad en C’ es igual al morfismo identidad del objeto
X en C.

Ejemplo 2.4. En la categoria de Grp, los grupos abelianos forman una subcategoria Ab.

Definicién 2.5. Dadas dos categorias C y D, un functor covariante F entre ellas
es una manera de asignar a cada X € Obj(C) un objeto F(X) € Obj(D) y a cada
morfismo f € Home(X,Y), un morfismo F(f) € Homp(F(X), F(Y)), de manera que

F(ldx) = Idpx) y F(gf) = F(9)F(f).

Llamamos la composicién de dos functores F' : C — Dy G : D — £ al functor
G o F :C — & definido por (Go F)(X) = G(F(X))y (Go F)(f) = G(F(f)). Cuando no
haya lugar a confuciéon se podréd denotar la composicién de functores simplemente por G F'.
Para cualquier categoria C existe el functor /d : C — C definido por Id(X) = X sobre los
objetos y Id(f) = f sobre los morfismos.

Definicién 2.6. Sean F,G : C — D functores covariantes. Una transformacién natural
o morfismo de functores entre ellos es una familia de morfismos para cada objeto
{nx : F(X) = G(X)} xeonj(c) tal que para toda pareja X,Y de objetos y todo morfismo
f € Home(X,Y) el diagrama:

F(X) 5 G(X)

F(f)l lG(f)
FY) —— G(Y)

son conmutativos. La denotaremos por n: F — G o simplemente n : F — G.

Para todo functor F' : C — D tenemos el morfismo de functores

IdF = {[dF(X) . F(X) — F<X)}X€Obj((?) .

Dos functores F, G : C — D se dicen isomorfos si existen transformaciones naturales
n:F—=->Gyp:G— Ftalesquenop=1Idgypon=Idg.

Decimos que para dos categorias, C y D, un functor F : C — D es una equivalencia
de categorias si existe otro functor G verificando que F oG ~ Idy Go F =~ Id. Al

functor G se le llama quasi-inversa de F'.

A diferencia de los functores, existen dos posibles formas de componer morfismos de

functores:
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Definicién 2.7. Sean F,G,H : C — D functores y sean n : F — G, ¢ : G — H morfismos
de functores. Definimos la composicion vertical de i y ¢, denotada ¢pon : F — H como

el morfismo de functores dada por la familia (¢ o n)x := ¢x o nx.

Py

C —¢——D
NP
H
Definicién 2.8. Sean los functores Fi,G; : C; — Co v Fa,Gs : Co — C3. Supongamos que
tenemos morfismos de functores 7; : F; — G; para ¢ = 1,2. La composicién horizontal
de 11 y 12, denotada 7, * 11, es un morfismo de functores 1, * 1, : FoF1 — G2Gy, definido

por cualquiera de las siguientes dos férmulas equivalentes:

(e xm)x = (772)91()() o Fo((m)x) = Ga((m)x) o (772)7-‘1(X)

F1 F2
/_\ /_\
Cl l?h CQ th C3
\g_/‘ \g_/‘

Se dan ahora las nociones necesarias para definir una categoria abeliana. Diremos que
un objeto, (), en una categorfa C' es inicial si para todo objeto X € Obj(C) existe un
tinico elemento en Home (0, X). Diremos que un objeto, *, es terminal si para todo
objeto X € Obj(C), existe un unico elemento en Homg (X, *). Si un objeto es terminal
e inicial a la vez se dice que es cero. Es facil ver que en caso de existir cualquiera de
estos objetos son unicos salvo isomorfismo. Cuando exista un objeto cero podemos definir
para cada par de elementos X,Y en Obj(C) un morfismo 0 como la tinica composicién

X — 0 — Y verificando fO0 =0y 0f = 0 para cualquier otro morfismo f.

Un monomorfismo es un morfismo f : X — Y verificando que si dos morfismos
g1, 92 : W — X cumplen fg = fh entonces g = h. Analogamente sera un epimorfismo

si verifica que para dos morfismos hy, he : Y — Z con hyf = hof entonces hy = hs.

Sea una categoria C con un objeto cero y sea f : X — Y un morfismo de C. El
nucleo de f es un morfismo j : Kerf — X tal que fj = 0. El conticleo es un morfismo

q:Y — cokerf tal quesi h: Y — Z entonces hf = 0.
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Definicién 2.9. Sean X, Y € Obj(C). El producto de X e Y, si existe, es un elemento de
Obj(C') denotado X x Y con morfismos px : X XY — X y py : X XY — Y verificando
la siguiente propiedad universal: para todo W € Obj(C) y morfismos fx : W — X y
fy : W = Y existe un tnico morfismo f: W — X x Y tal que fx =pxfy fy =pvf. Si

existe, el producto es unico salvo isomorfismo.

Definicién 2.10. Sean X,Y € Obj(C). El coproducto de dos objetos X, Y, si existe,
es un objeto denotado X @Y junto con morfismos jx : X - XY yjy:Y - XY
verificando la siguiente propiedad universal: para todo objeto U con un par de morfismos
gx : X > Uygy:Y — U existe un tinico morfismo g : X @Y — U tal que gx = gjx ¥

gy = gJy. Si existe, el coproducto es tnico salvo isomorfismo.

Definicién 2.11. Una categoria es abeliana si tiene un objeto cero y todos los pro-
ductos directos y sumas directas, todo morfismo tiene un nticleo y un conticleo y todo

monomorfismo es un nicleo y todo epimofismo es un contcleo.

Cabe indicar que en las categorias abelianas el morfismo natural X @Y — X x Y es

un isomorfismo, para cualesquiera objetos X, Y.

Ejemplo 2.12. Un ejemplo de categoria abeliana es la categoria, Vecg,, de los espacios
vectoriales de dimension finita sobre un cuerpo k, siendo los morfismos las aplicaciones

lineales.

Definicién 2.13. Decimos que una categoria C es de Krull-Schmidt si verifica las

siguientes condiciones:

1. C es abeliana.

2. Para todo X € Obj(C) existe una familia esencialmente tinica de objetos indescom-

ponibles, W(X), tales que:
X= P I (2.1)

TEW(X)

es decir, si existen dos familias con la misma propiedad, W(X) y W'(X), entonces
existe una biyeccion 7 : W(X) — W'(X).

3. Para cualquier objeto y descomposicién como arriba, H I existe en C y el mor-
TEW(X)

P - I] 1 (2.2)
)

IEW(X) IEW(X

fismo:

es un isomorfismo.
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2.2. Objetos y médulos de persistencia

Se definen ahora los objetos persistentes y los médulos de persistencia, los cuales son

una generalizacion de la homologia persistente de la Seccién

Definicién 2.14. Sea C una categoria y (P, <) un conjunto parcialmente ordenado. Un
objeto P-persistente en C es un functor V: (P, <) — C. Esto es, una familia de objetos
en C {¢; }zep y un morfismo ¥,<,: ¢, — ¢, cuando x < y, verificando ademéds que V,<, =
Idy Wyc,oW,c, = ¥, para todo x < y < z. Estos morfismos se llaman morfismos

de transicién. Esta coleccién de objetos y morfismos sera denotada {c,, ¥,<,}.

Observacion 2.15. Los objetos persistentes tambiA@n pueden definirse en base a una
topologia de Alexandrov como hacen en [2] pero no abarcaremos ese resultado por motivos

de extension y resultados necesarios. A

Tomando como morfismos los morfismos de functores (con su composicién vertical)
entre dos objetos P-persistentes en C, ¥ y @, los objetos P-persistentes forman una cate-
gorfa denotada C”. Nétese que en este caso un morfismo de functores de ¥ = {c,, V<, }
a ® = {d,, P,<,} serd una familia de morfismos f = {f,: ¢, = d,},ep tales que para

todo x < y el siguiente diagrama es conmutativo:

Vecy
Cp — Cy

o

dy — d,

Pacy

Observacion 2.16. Utilizaremos el nombre objeto persistente cuando se trate de un objeto
de C” para una categoria y poset cualquiera. Llamaremos médulo de persistencia a todo
objeto de Modp, para un poset cualquiera. Para diferenciarlos en las seiguientes secciones,
se usard la notacion caligrafica M = {M,, M,<,} para médulos de persistencia y M para

los médulos de persistencia de los médulos graduados. A

Si la categoria C tiene un objeto cero, un objeto persistente de especial relevancia es

el llamado cero o nulo denotado 0 que es aquel que verifica: 0, = 0 € C para todo x € P.

Definicién 2.17. Una aplicacién entre posets o : P — Q es mondtona si preserva las
relaciones de orden, es decir, si 0(z) < o(y) < = < y. Toda aplicacién mondtona se puede

ver como un functor entre los posets, pensados como categorias, al que denotaremos 7T,.

Ademas, para toda aplicacion mondtona o, T, induce un functor que permite cambiar
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la forma en que indexamos los objetos persistentes:

(T,)*: C¢ — C”
S (T,)"(P) =DoT,

En la anterior seccién ya hemos visto como construir complejos simpliciales R-persistentes
o complejos de cadenas N-persistentes. En este trabajo nos centraremos en el estudio de
los R-médulos persistentes, es decir en Mody para un poset P. Los dos ejemplos de

relevancia para el analisis topoldgico de datos son los siguientes:

Ejemplo 2.18. 1. Sea K un complejo simplicial con una filtracién
F@ZK()CKlCCKn:K

Definimos [n] := {0,1,2,--- ,n}. Tomando C(i) := C(K;) y C(i < j) como el
morfismos de cadenas dado por la inclusiéon natural entre los complejos simpliciales
tenemos que C' € Cad™. Para cualquier nimero natural p € N, y un anillo R,
podemos tomar para cada i € [n] el R-médulo H,(i) := H}"™(C(K;)) y para i < j
el morfismo inducido H,(i < j) := H,(C(K;)) = H,(C(K;)). La functorialidad se
sigue de la observaciéon luego H, € M odgg].

2. Sea f: X — R una funcién, donde X es un espacio topolégico (no necesariamente
continua), para cada a € R definimos el subconjunto de nivel de f de pardme-

tro o como

f 1 (—00,a] :={x € X tal que f(z) < a}

Utilizando la topologfa inducida en el subespacio, f~'(—oco,a] es un espacio to-
polégico. Si 8 > a se cumple ademds que f~'(—o0,a] C f~1(—o0, 3] y ademds la
inclusién es una aplicacién continua pues si A es un abierto en f~!(—oo, 3] debe
ser interseccién con un abierto de X, digamos U, y se cumple que la antiimagen
de A por la inclusién es U N f~1(—o0, a]. Definimos F = {F,, F(zx < y)} € Top®
como: para cada ¥ € R F(z) := f~'((—o0,z]), y para z < y, F(z < y) es la inclu-
sién natural f~'((—o0,a]) = f~'((—o0, 8]). Si k un cuerpo, p € Ny H, el functor
de p-ésima homologia singular con coeficientes en k, entonces componiendo Hy o F’

tenemos un objeto de Veck.

Recordamos las siguientes definiciones de la teoria de modulos:

Definicién 2.19. Decimos que un médulo M sobre un anillo R es finito generado si

existe una familia de elementos {m;}*_, € M, llamado conjunto de generadores de
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M, tal que el morfismo de médulos:

k
f{mz’}f:1 : @R — M
i=1

k
k
{7“7; i=1 7 E ;- Mm;
=1

es epiyectivo. Decimos que un moédulo M es finito presentado o de presentacion finita si
es finito generado y el nicleo del morfismo f{mi}’tl es también un moédulo finito generado.

Esto es equivalente a decir que M es finito generado si existe una sucesién exacta:

R™ - R"— M —0. (2.3)

Damos ahora algunas condiciones de finitud para los médulos de persistencia sobre un

poset cualquiera P.

Definicién 2.20. Sea R un anillo y M € Mody. Decimos que M es puntualmente
finito generado si Vo € P el R-médulo M, es finito generado. Si todo M, es también

finito presentado diremos que M es puntualmente finito presentado.

Definicién 2.21. Sea M un objeto de Mod}. Decimos que M es de tipo finito si existe
un indice zy € P tal que M,<, : M, — M, es un isomorfismo de mddulos, para todo
y > x > xy. Un médulo de persistencia serd de tipo finito generado/presentado si es de

tipo finito y puntualmente finito generado/presentado.

En el caso de nubes de datos finitas, estas condiciones seran satisfechas y tendremos
por tanto médulos de persistencia de tipo finito. Que cada componente es finito generada
se deduce de su construccién por ser simplices finitos. Ademas, una vez hayamos alcanzado
el valor umbral a partir del cual todos los puntos estan conectados, al seguir aumentando
el radio de las bolas que los forman no cambiaran los simplices que aparecen y por tanto

tampoco su homologia, dado que ya se han formado todos los simplices posibles.

2.3. Moébdulos graduados

Esa seccion es un breve resumen de algunas nociones de la teoria de modulos gradua-

dos, necesaria para la clasificacion de los médulos de persistencia.

Definicién 2.22. Se dice que un anillo R es N-graduado o simplemente graduado si R

puede ser escrito como R = €@ R;, donde para cada indice i € N R; es un grupo abeliano,
ieN

ysir; € Ry yrj € Rj se cumple que r;-7; € R;y;. Cada uno de los R; se llama componente

homogénea en grado i y sus elementos son los elementos homogéneos de grado .
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También es comin encontrar como conjunto de indices los nimeros enteros y puede

hacerse en general con un monoide cualquiera.

Ejemplo 2.23. Para cualquier anillo R, el anillo de polinomios R[z] es un anillo graduado
siendo R[z]; el R-médulo generado por z°. Aunque puedan existir otras posibles gradua-

ciones para R|x] nosotros unicamente consideraremos la aqui expuesta.
Definicién 2.24. Un ideal graduado es un ideal generado por elementos homogéneos.

Definicién 2.25. Para un anillo graduado R, un R-médulo graduado M es un médulo

para el cual existe una descomposicién M = @ M;, tal que cada M; es un grupo abeliano,
ieN

y i -mj; € M;,; para todo r; € R; y m; € M;. Cada M; se llama componente homogénea

de grado 7 y, por definicién, todo elemento m € M puede expresarse como:
m=m; + -+ my

donde m;, € M;;.

Un ejemplo de moédulo graduado es simplemente considerar el propio anillo graduado,

R, como un R-médulo.

Definicién 2.26. Para un anillo graduado R y dos médulos graduados sobre R, M y M’,
un morfismo graduado de grado j f: M — M’ es un morfismo de R-mdédulos con la
propiedad de que f(M;) C M;,; para todo i € N.

Observacion 2.27. En esta memoria trabajaremos tinicamente con morfismos graduados

de grado 0, a los que se llamaran simplemente morfismos graduados. A

Es facil comprobar que para un moédulo graduado M, la identidad Id,; es un mor-
fismo graduado, y la composicién de dos morfismos graduados M Lo M 2 M también
es un morfismo graduado. Por tanto, para un anillo graduado R la colecciéon de todos
los R-médulos graduado junto con los morfismos graduados forma una categoria, que

denotaremos por Rgq.qMod.

Para los modulos graduados tenemos las mismas condiciones de finitud: finito gene-
rado, finito presentado o libre (en este caso las bases deben ser homogéneas, esto es, sus
elementos son todos homogéneos). Recordamos que un médulo es Noetheriano si todos
sus submodulos son finito generados, o equivalentemente si satisface las condiciones de
cadena ascendente. Un anillo R es un anillo Noetheriano si como R-mddulo es Noethe-

riano. Un ejemplo de anillo Noetheriano son los cuerpos, pues solo tienen dos ideales.

Observacion 2.28. Dado que un ideal graduado esta generado por elementos homogéneos,
si tenemos un ideal homogéneo en k[z] éste debe estar generado por z™ para algin n,

luego todos sus ideales homogéneos son de la forma (z™). A
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Proposicion 2.29. Si R es un anillo Noetheriano todo R-mddulo graduado finito gene-

rado es también finito presentado.

Demostracion. Si M es finito generado existird un morfismo fg: R — M epiyectivo.

Entonces ker(fg) es finito generado por ser un submédulo de R™, que es Noetheriano. [

La siguiente proposiciéon nos dice que, sobre un dominio de ideales principales, todo
submédulo de un modulo libre es libre, y ademas da una relacion entre sus sistemas de
generadores, necesaria para demostrar el teorema de estructura que veremos posterior-

mente.

Proposicién 2.30. ({17, Theorem 4, Chapter 12]) Sea D un dominio de ideales principa-
les y M un D-mdodulo libre de rango n. St N es un submodulo de M entonces N es libre de
rango m < n. Ademds, existe una base {0y, - ,0,} de M tal que {16y, - @0, } es base

del submddulo N, para elementos no nulos oy € D verificando a;|a;yq para 1 < i < m.

El motivo por el cual son importantes los modulos graduados es que para ellos cono-
cemos un teorema de la estructura que nos permite dar una clasificacién de los mismos.
El siguiente teorema es cierto para cualquier dominio de ideales principales, pero aqui nos

reduciremos al caso de k|z], siendo k es un cuerpo.

Teorema 2.31 (Teorema de la estructura para médulos graduados sobre un anillo de
polinomios). Sea k[z| el anillo de polinomios sobre un cuerpo. Para cada mddulo graduado

finito generado M sobre k|z| existen a;,b; y q; € Z tales que M descompone como:

%’(@x ) (@x x/x%)) (2.4)

Esta descomposicion es unica salvo isomorfismo.

Demostracion. Sea {m;}?_, un sistema de generadores minimo y k[z]™ el mddulo libre de
base estandar {e;}!" ;. Tenemos entonces el morfismo epiyectivo de médulos ¢ : k[z]" — M

definido por ng(eZ-) = m,. Por el primer teorema de isomorfia:

k[.ﬁlj]n/kerf<¢) =M. (2.5)

Usando la Proposicion , como k|[z]™ es libre sobre un dominio de ideales principales y
ker(¢) es un submédulo suyo, ker(¢) es libre de rango m < n y existe una base {6,}"_,
de k[z]" tal que para ciertos elementos «; € k[z] el conjunto {361, , @b, } forma una
base de ker(¢). Ademés, para 1 < j < n los ideales (6;) de k[z] deben ser de la forma
(z9) (ver Observacién [2.28)).
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Definimos ahora el morfismo epiyectivo:

P @ ) — gdeo) Klz] (z0)®- g ?9lm). kx/xqm (@xdeg R ]) (2.6)

por
(M0, 00) = (M), - [Pl Aty -+ 5 An)
donde [\;] es \; mod(z%) para 1 < i < m. El nicleo de ¢ es @(ajqﬂ ;) que es isomorfo al

7=1
n

nicleo de ¢ y claramente @ (0;) = k[z|". Luego tenemos que:
=1

M=K e 10) =1 e () = Tmle) (27)

con lo que acabamos la parte de la existencia.
Para ver la unicidad puede consultarse [17, Theorem 9, Chapter 12].

]

Observacion 2.32. Nuestro trabajo se centrard en los médulos graduados finito genera-
dos/presentados. En el caso de un médulo finito generado graduado, siempre podremos
encontrar un conjunto de elementos homogéneos que lo generan, al que llamaremos sis-
tema de generadores homogéneo. Gracias a esto podremos definir una graduacién en
k[z]™. En efecto, si M es un médulo graduado finito generado, G = {¢1, - - - g, } un sistema
de generadores homogéneo y {ey, - - e,} la base estandar de k[z]" tal que fg : k[z]" — M
manda e; a g;, definimos deg(e;) = deg(g;) siendo deg el grado correspondiente en cada
modulo. Ademds deg(s;) = i para todo elemento de k[z]; (usando la graduacién usual).
Todo elemento de M descompone como una suma de elementos homogéneos de acuer-

do a la graduacién de M, con ello podremos decir que un elemento de k[z]|", digamos
n

e =Y s;e;, serd homogéneo si fg(e) es homogéneo, y asi todo elemento descompone co-
i=1
mo suma de elementos homogéneos. Si ademas M es finito presentado los generadores de

ker(fc) también pueden ser tomados formando un sistema de generadores homogéneo. A

2.4. Mobdulos de persistencia como mdédulos sobre un
anillo de polinomios
En esta seccion se muestra que, bajo ciertas condiciones de finitud, las categorias

M od}Nz v RareaMod son equivalentes. Los primeros resultados de clasificacion de modulos

N-persistentes en la literatura se basan en esta equivalencia de categorias, dado que en
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RcreaMod tenemos el teorema de la estructura para la calsificacién de médulos

graduados. Esta equivalencia suele darse con el siguiente teorema:

Teorema 2.33 (Teorema de representaciéon Zomorodian-Carlsson). Sea R un anillo uni-
tario y conmutativo. La categoria de los modulos N-persistentes de tipo finito es equivalente

a la categoria de R[x]-mddulos graduados finito generados

Este teorema se encuentra de distintas formas en la literatura relacionada con el anali-
sis topoldgico de datos (ver, por ejemplo [6], [38] v [7]). Sin embargo, no aparece una
demostraciéon del mismo y suele referenciarse a la teoria de Artin-Rees (en particular
[19]). Segun los autores la demostracién serfa una consecuencia inmediata. En [37] apare-
ce un esquema de la demostracién pero contiene un error, como se muestra en el contra
ejemplo de [13]. La razén por la que este planteamiento funcionarfa en el andlisis topoldgi-
co de datos es que suele considerarse que el anillo base es un cuerpo k, y por tanto es
Noetheriano, pudiendo aplicarse la teoria de Artin-Rees. Sin embargo, si quitamos esa

suposicién no es cierto en general el teorema de representacion.

En este trabajo se ha tratado de seguir un planteamiento mas general, desarrollando
en esta seccién los pasos del articulo de Corbet y Kerber [13], donde las condiciones para
el teorema de representacion son bastante generales. La mayor dificultad de esta seccion

es asegurar que las condiciones de finitud en cada categoria se satisfacen.

Comenzamos dando una equivalencia de categorias entre los médulos de persistencia

y los médulos graduados:
Proposicion 2.34. Euxisten functores:
a: Mody — R[r)greaMod y  B: R[z]graaMod — Modh,

de manera que Madg y R[z]graaMod son categorias equivalentes.

Demostracion. Primero damos su definicion sobre objetos.

Sea M = {M;, M;<;} un médulo de persistenica sobre un anillo R, definimos:

a(M) = @Ml (2.8)

ieN
que es un R[z]-médulo graduado definiendo
- (mi)ien = (Nit1)ien

donde n; 11 = M;<;11(m;), y después extendiendo linealmente.
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Para la quasi-inversa, dado un R[z]-médulo graduado € M; definimos
ieN

g (@ Mz) i= (M;, Mi<j)ien (2.9)
ieN

donde los morfismos de transicién M,<; vienen dados por la multiplicacién por 277"
Ahora tenemos que dar su definiciéon sobre los morfismos de cada categoria, de manera

que tengan propiedades functoriales.

Para un morfismo 1 : M — N de R-mdédulos de persistencia se define

a(n) : @Mi%@]\/}

ieN ieN
(mq) = (1 (m))

donde a(M) = P M; y a(N) = @ N,;. Tenemos que comprobar que «(n) estd bien

definido, como mi)erl\liismo graduado, }ifell\]as propiedades functoriales de a. En primer lugar,

a(n) es un morfismo de grupos porque 7; es un morfismo de grupos, para cada indice i.

Para todo 7 € N se cumple que a(n)(M;) C N; pues si m; € M; se tiene que a(n)(m;) =

n;(m;) € N;. Por ultimo, conmuta con el producto por polinomios pues al ser 7 morfismo

se tiene
n(x-m;) = x-n(m;)
luego

a(n)(@ - (mi)ien) = za(n)((mi)ien)

Ademas, la identidad va a ir a la identidad, ya que Idy = (Id;)ien, y para dos

morfismos de functores:
(a(n" on))(mi)ien = (0 (n:(mi)))ien = (@) (m:(m) )ien = ((n') 0 a(n))((M4)ien) -

Por otro lado, si tenemos un morfismo graduado w en R[z|gr.aMod, restringiéndolo a
cada componente homogénea nos da un morfismo de R-moédulos w; : M; — N; Vi € N que
es compatible con la multiplicacién por z, es decir x - w;(m;) = wiy1(x - m;). Definimos
entonces el morfismo de functores f(w) := (wo,ws,...). Falta probar las propiedades
functoriales de . De nuevo la functorialidad sobre la identidad se comprueba de forma
inmediata ya que si M es un moédulo graduado los morfismos inducidos por Idy; en las
componentes homogéneas son (Idys); = Idyy,. Finalmente, para cualesquiera dos morfismo

de R[z]-mdédulos graduados w y w' se tiene— que

Bw ow) = ((w' ow);)ien = (w; o w;)ien = (B(w') o B(w)).
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donde la segunda igualdad se debe a la definicién de los w; y w}. Por construccion es
inmediato que v o B y B o a son isomorfos a la identidad en ambos casos, luego las

categorias son isomorfas. O]

El siguiente lema prueba que el functor a mantiene las condiciones de finitud. En la

demostracion se incluyen solo los detalles mas importantes por motivos de extension.

Lema 2.35. Si un mddulo de persistencia M es de tipo finito presentado, entonces (M)

es un modulo graduado finito presentado.

Demostracion. Se ve sin dificultad que a(M) es finito generado por el conjunto G =
U, G; donde G; es un generador de M; y ng es el indice a partir del cual todos son
isomorfos (tipo finito). La dificultad estd en demostrar que también es finito presentado.
Como cada M; era finito presentado tenemos morfismo epiyectivos fg, : R™ — M.
Definimos n = ioj n; y tenemos que ver que el nicleo de Fg : R[z]* — a(M) es finito
generado. Para é;(lia 1 < i < ng definimos Z; como el conjunto de generadores de ker( fg,),
que es finito por ser cada M; finito presentado. Para cada indice i y & € Z; se cumple
que (0,...,0,&,0,...,0) € R[z|" estd en ker(Fg). Ademés, para cada pareja (i,j), con
0 <i<j <ng,y cada elemento g; € G; tal que M;<;(g;) # 0 tenemos que:

L

k

Mi<i(g9:) = E )\kg](‘ )
k=0

donde A\, € Ry G; = {g§1), . ,g](-nj)}. El elemento 277" - e; — S22 Arel estd en ker(Fg),
por la definicién de «, siendo e; y eg-k) los generadores de R[x]™ que por Fg van a parar
(k)

ag;yg; respectivamente. Denotemos por Z(; ;) al conjunto finito obtenido eligiendo un
elemento como los anteriores para cada g; con M;<;(g;) # 0. En ese caso el conjunto de

generadores de ker(Fg) es:

no
1=0

0<i<j<no
Para demostrarlo consideramos un elemento del nicleo e = > ;A€ con ;€ R[z] y e;
generador de R[z]™. Por la graduacién que hemos dado en R[z|" podemos asumir que
es homogéneo pues en un elemento €' = €} + ---¢; del niicleo cada €] va a parar a una
unica componente homogénea M; y deben ser todas 0. La demostracién se termina viendo
los siguientes casos: primero, suponemos que deg(e) < ny y todos los A; son de grado
0; después, que deg(e) < ngy y algunos \; son de grado no nulo; finalmente, suponemos

deg(e) > ny.
O
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Sea ahora un R[z]-médulo graduado finito presentado M := € M;, con generadores
ieN

G :={g1,...,9.} v el morfismo de médulos Fg : Rz]* — M y donde E = {&,..., &0}

genera ker(Fg). Podemos asumir por la Observacion que todos los elementos de G

y = son homogéneos y, adicionalmente, que sus elementos estan ordenados de menor a

mayor grado. Los dos siguientes lemas muestran que [ también mantiene las condiciones

de finitud que tengan los modulos graduados al pensarlos como mddulos de persistencia.

Lema 2.36. Cada una de las componentes homogéneas M; de M es finito presentada

como R-mddulo.

Demostracion. Claramente tiene estructura de médulo puesto que estamos multiplicando
por elementos del anillo que tienen grado 0 y ademéas M; era un grupo abeliano por ser
una componenete homogénea.

(@)

Denotemos por n; al nimero de elementos de GG de grado hasta i. Sea e;” el j-ésimo

generador de Gé R. La aplicacion:
i=1

e‘gz) — ti_deg(gj)gj

es epiyetiva por ser los g; generadores de M luego cada componente es finito generada.

Tenemos que ver la generacion finita del nicleo de los 6;.Probamos ahora que el niicleo

de cada uno de los morfismos de la parte anterior es finito generado. Sean {eq,--- ,e,}
n

los generadores de @ R[z] que van a {g1,...,¢g,} por Fg. Denotemos por m; al nimero
i=1

de elementos en = de grado hasta i. Para cada 1 < j < m,; y §; tomamos el elemento

2~%9&) que puede escribirse comor:
mi—deg(ﬁj)é:j _ Z 7akwi—deg(gk)ek (2.11)
k=1

con los r, € R. Definimos:

ng

&) =" rye) (2.12)
k=1

y == {5]@\1 < i < m;}. Entonces Z; genera ker(6;). Es claro que ei(gj(,i)) = Fg(&) = 0.

Ahora para un elemento de n € kerf; se cumple que 7 es una combinacién lineal de

elementos ey) con 1 < j < n; y toma coeficientes en R. Sustituyendo ey) por zi—de9(gi)e;
n

obtenemos un elemento 7’ homogéneo en grado i de @ R[x] al que llamaremos . Este

=1
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elemento se puede escribir como combinacién lineal de elementos de =:

i = Z T;gxi*deg(ék)ﬁk (2.13)
k=1
conry, € R. Para j € {1,--- ,n;} sea ¢; € R el coeficiente de eg‘i) en 7). Sea ¢ el coeficiente

de egl) en la suma Y7 ri&l | escribiendo cada € como una combinacién lineal. Por
construccion, c; es el coeficiente de gt e9(9; )ej en 1,y c; es el coeficiente de xided(9;) . €;

en la suma Y ;" rpa'99%) - e, Esta suma es igual a 1)’ y se sigue que ¢; = ¢; luego se

comple:
T = Z T;C{,(:) (2.14)
k=1
y hemos obtenido un sistema de generadores para el nicleo de 6;. O

Lema 2.37. (/15, Lemma 8/) Si M es un R|x]-mddulo graduado finito presentado, en-

tonces B(M) es un mddulo de persistencia de tipo finito presentado.

Tenemos ahora ya todos los resultados necesarios para probar el teorema general de

representacion de médulos de persistencia de tipo finito presentados.

Teorema 2.38. Sea R un anillo unitario. Las subcategoria de R[x]creaMod formada por
los mddulos finito presentados y la subcategoria de Mody formada por los mddulos de
persistencia de tipo finito presentados son equivalentes a través de las restricciones de los

functores a y B a estas subcategorias.

Demostracion. Si M es un mddulo de persistencia de tipo finito presentado, entonces
a(M) es un médulo graduado de presentacién finita (por el Lema [2.35)). Si tenemos un
moédulo graduado M’, por los Lemas y se sigue que B(M’) es un médulo de
persistencia de tipo finito. Como  era la quasi-inversa de « esto se mantiene para sus

restricciones. [l

Como puede observarse de las demostracién de los Lemas v [2.36], sin necesidad de
restricciones sobre el anillo, se cumple que si M € Mody es de tipo finito generado a/(M)
es finito generado y si M € R|[x]greaMod es finito generado, (M) es puntualmente finito
generada. La parte que falla en el teorema de representacion original de Zomorodian-
Carlsson es que no se garantiza que (M) sea de tipo finito, para lo cual necesitamos la

presentacion finita.

Obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 2.39. Sea k un cuerpo. Las subcategorias K[x]greaMod finitos generados y

Mody de tipo finito generado son equivalentes.
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2.5. Clasificacion de mdédulos de persistencia por modu-

los de intervalo

Al igual que con cualquier estructura algebraica, en el caso de los médulos de persis-
tencia existen unos objetos bésicos que clasifican y construyen cualquiera de ellos. En el
caso de los modulos de persistencia son los llamados moédulos de intervalo, asi que comen-

zamos esta seccion con la definicion de intervalo.

Definicién 2.40. Un intervalo en un conjunto totalmente ordenado (P, <) es un sub-

conjunto no vacio I C P verificando que si ¢ <t <y con z,y € I, entonces t € I.

Para un intervalo I y un cuerpo k definimos el médulo de intervalo, denotado

x" = {x%, xt<,} como el médulo de persistencia:
; ksizel
Xz =
0 en otro caso

con los morfismos de transicion:

; {1six,y€I

Xx<y =
- 0 en los demés casos

Cuando se trate de un médulo de persistencia sobre Z o N sera frecuente trabajar con
intervalos finitos de la forma [m,n) e infinitos [m, 00). La explicacién de esto es que estos
intervalos en realidad representan la primera vez que aparece una clase en el modulo de
homologia; por tanto debe estar cerrado, y la primera vez en la que muere esa clase, y
por tanto estara abierto pues deja de aparecer. En el caso infinito es una clase que nunca

muere.

Recordamos que dados f: M — M’y g: N — N’ la suma directa
f@g: M®N — M N

estd definida por :
(f ® g)(m,n) = (f(m),g(n)).

Definicién 2.41. Sea P un poset y sean M y N dos elementos de Mody. Se define la

suma directa de M y A/ como el elemento de Mod}, siguiente:
MEN =(MON),, MO N).<y)

donde MO N ), =M, BN, y ( MDBN)pzy := My<y ® Ny
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Esto se puede generalizar a sumas arbitrarias de médulos de persistencia.

Definicién 2.42. Decimos que un médulo de persistencia es descomponible si existen
modulos de persistencia M7 y M, distintos del médulo 0, tales que M = M, & M. Si

no existen tales modulos se dice que M es indescomponible.

En lo que sigue veremos que los moédulos de intervalo son objetos indescomponibles
en la categoria de modulos de persistencia y como se interpretan en términos de modulos

graduados.

Dado un médulo de persistencia M, el conjunto de todos sus endomorfismos (esto es,
los morfismos de functores 7 : M — M) es un anillo con la suma y la composicién, lo

denotamos por End(M). En el caso particular de los médulos de intervalo se tiene:

Lema 2.43. End(x') =k, para todo k-mddulo de intervalo x'.

Demostracion. Sea 7 un endomorfismo. Para todo indice x, 7, es una multiplicaciéon por
un elemento de k por ser un endomorfismo de k. Por ser 7 un morfismo de functores, debe
cumplirse para todos + <y € P que 1 o7, = 7, 0 1. Por tanto tiene que ser el mismo

escalar para todos los indices, luego End(x!) = k. O

Lema 2.44. Los modulos de intervalo son indescomponibles.

Demostracion. Supongamos que existe una descomposicion de un modulo de intervalo
x!' = M @ M,. Tomamos la proyeccién natural en uno de ellos:
M, M1 B My — My e My
(m1 @ mg) — (my ®0)
que tiene que ser idempotente, es decir maq, © Taq, = Taq, . Pero como may, € End(x?), el

endomorfismo 7, debe ser un elemento idempotente de k, esto es 0 o 1. En el primer

caso x! = M, v en el segundo x! = M;. H

Para dos médulos graduados M, N su suma directa es el médulo graduado M & N

cuyas componentes homogéneas son (M & N),, = M,, & N,,.

Lema 2.45. Los functores «, 8 definidos en[2.8 y[2.9 son aditivos, es decir preservan las

sumas directas finitas.

Demostracion. Es suficiente mostrarlo para dos médulos de persistencia M = {M;, M;<;}
y N = {N;, Ni<;}. Definimos una aplicacién a(M & N) — a(M) & a(N) por:

=0
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Esta aplicacion es biyectiva, conserva la graduacion y es un morfismo de grupos. Ademas,

es lineal con el producto por polinomios pues se tiene que:
o0 o0 oo o0
x- (Z(n“ ni)) = Z(MZ<Z+1EBNZ<Z+1 )(ni,n (Z Tn;, Z Tn; ) =z (Z ni, Z né)
i=0 i=0 i=0 i=0
Entonces, el functor a preserva las sumas directas y por tanto el functor § también lo

hace por ser su quasi-inversa. O

Este lema nos da la relacion entre los objetos indescomponibles de cada categoria:

Lema 2.46. Ezxisten los siguientes isomorfismos de k[x]-mddulos graduados:
N

o}y = 2t K[2].

Demostracion. Consideremos el caso de los intervalos finitos. Por definicién tenemos

o0

a(x[i7j)) — (X[m‘))n
n=0

luego su componente homogénea en grado n valdra k si ¢ < n < j y 0 en cualquier otro

caso. Por otra parte, los elementos de z° - k[x]/<xj—i> son de la forma

j—i—1 j—i—1

z Z a - at = Z a; - 't (2.15)

=0 =0

es decir, considerando la graduacién usual en los polinomios, tendremos que

0 sz n <1

(ggi-k[ﬂ/@“» =< k si i<n<j
" 0 si j<n

Para los intervalos de la forma [i, +00) tenemos, por un razonamiento similar, que son

isomorfos a ™ - k[z]. O

Teorema 2.47. Los mddulos de N-persistencia sobre un cuerpo k de tipo finito generado

descomponen como suma directa de modulos de intervalo de modo unico salvo el orden.

Demostracion. Sea M un k-moédulo de N-persistencia de tipo finito generado. Por el
teorema de representacién tenemos que a(M) es finito generado luego, por el teorema de

la estructura de modulos graduados, tiene una descomposicién tnica de la forma:

) = (@x‘“-k > (@x x/xqj)>.
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Utilizando los Lemas v [2.46}

Q(M) ~ <ne—§ta (X[ai,+00))> D <éa (X[b]‘»bﬁqj')))

i=1 i=1

(@) e (@),
i=1 =1

Utilizando finalmente 5 en ambos lados de la igualdad se tiene:

i (B o (o)
i=1 i=1

I

Si hubiera dos descomposiciones de M como suma de mddulos de intervalo Dy y Do
entonces a(M) = «(D;) = a(Ds) y usando la unicidad del teorema de la estructura y
tenemos D; = Ds. ]

Por este resultado tenemos que dos modulos de persistencia son isomorfos si y sélo si
tienen los mismo factores invariantes, es decir, descompone como la misma suma directa
de médulos de intervalo. Con el anterior teorema tenemos que la subcategoria de Vec
formada por los objetos de tipo finito generado, junto con sus morfismos de functores,
son una categoria de Krull-Schmidt. El tercer axioma no hace falta verificarlo al tratarse
unicamente de descomposiciones finitas, para las cuales la suma y el producto directo son
isomorfos por ser una categoria abeliana. La razén de que sea una categoria abeliana es que

Veck lo es y podemos hacer la construccion punto a punto conservando las propiedades.

2.6. Clasificacion de moédulos de persistencia sobre

otros posets

La clasificacion de médulos de persistencia como suma directa de mdédulos de inter-
valo puede extenderse a otros conjuntos totalmente ordenados bajo ciertas condiciones
de finitud. Sin embargo, en general no se conocen esultados de estabilidad, en el senti-
do que mostraremos en el préximo capitulo. Una de las lineas actuales de investigacion
en el analisis topoldgico de datos es estudiar, a la vista de estos tltimos resultados de

clasificacién, qué resultados de estabilidad pueden ser generalizados.

Sea k un cuerpo y M un k-moédulo de N-persistencia o Z-persistencia puntualmente
finito generado, aunque no necesariamente de tipo finito. Usando el functor « de

podemos pensarlo como un médulo graduado, donde cada una de sus componentes es un
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espacio vectorial finito generado. La parte de la existencia del siguiente teorema se debe

a Webb [35] y la unicidad puede encontrarse en la tesis de Lesnick [24, Lemma 2.2.3.]

Teorema 2.48. Sea M un Z-mddulo graduado cuyas componentes homogéneas son finito

generadas. Entonces existe la descomposicion unica

e (@e 1) o (@ 44)

= iel

donde I y J son subconjuntos (posiblemente infinitos) de Z.

Con planteamientos analogos a los de la Seccion [2.5) podemos adaptar el Teorema

y dar una clasificacion de los modulos de persistencia sobre Z.

El siguiente planteamiento da un marco general para la clasificaciéon de un modulo
de persistencia indexado por los niimeros reales con un numero finito de morfismos de
transicion que no sean isomorfismos. Esto permite, por ejemplo, dar un marco tedrico

para la clasificacién de los médulos de persistencia asociados a dos nubes de datos.

Definicién 2.49. Sea M un elemento de Vec® y sea I C R un intervalo. Decimos que
M es constante en [ si para todo x < y € I el morfismo de transicion M,<, es un
isomorfismo. Diremos que x es un valor regular de M si existe un entorno I, de x, tal
que M es constante en [,. Si no existe tal entorno se dice que x es un valor critico.
Diremos que un médulo de R-persistencia, M, es moderado si sélo existe un nimero

finito de valores criticos para M.

Observacion 2.50. Un moédulo de persistencia moderado es de tipo finito pues a partir de

un indice todos los mddulos son isomorfos. YA

Lema 2.51. Si M no contiene valores criticos en I, M es constante en 1.

Demostracion. Sean x < y € I. Para todo z € [x,y] existe un intervalo I, tal que z € I,
y M es constante en I,. Como [z,y] es compacto, existe un ntimero finito de valores
21,...,2, cuyos intervalos [, recubren [x,y]. Sean {dj}?"”:ll conx =d; yy = dps1

cumpliendo que dj,d;y; € I, para algtn [. Entonces, My;<q,,, s un isomorfismo, para

i1
todo j, y por tanto también lo es M,<,. Luego es constante en /. O]

Con esto podemos clasificar los médulos de R-persistencia moderadoss como suma
de moédulos de intervalo de la siguiente forma. Sea M un moédulo de R-persistencia

moderado y sen a; < ay < --- < a, sus valores criticos. Sean {b;} de modo que
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by < a; < by <---<ay < b,. Definimos la aplicacién i : [2n] — R por:

b si k es par
@(k:) _ k/2 p
a(k+1y/2  si k es impar

Tenemos a su vez la aplicacién r : R — [2n] definido por:

2k—1 siz=ayparakel,--- ,n
r(z) =

2k siay < o < Apyq

Componiendo las dos tenemos ir : R — R:

() a, sirz=apparakel,---,n
ir(x) =
b siap<z<agy parakel .- n

Con la aplicacion ¢, pensada como un functor entre los conjuntos parcialmente ordena-
dos, podemos clasificar usando el teorema de clasificaciéon (Teorema [2.47)) el médulo de

persistencia i* M, luego

ni n2
M= (TT) M =T (T M) = (@ T:x[”**‘”)) ® (@ T:x[zﬂ*zﬁqﬂ)

i=1 i=1
siendo
( [ag 7+aﬂ) . .
X 2 2 si k,[ son impares
[awva%] Dk I [@kt1,+00) . L es i
kD — X 2 si k impar [ par g T i) — p si k es impar
X(ag’al#) si k par [ impar lag+oo) si k es par.
\X(a%,a#} si k.l pares,

En 2012 Crawley-Boowey demostré desde un punto de vista puramente categorial que

la clasificacion podia extenderse a casos més generales:

Teorema 2.52. (14, Teorema 1.1] Todo k-mddulo de persistencia puntualmente finito ge-
nerado sobre un conjunto totalmente ordenado descompone como suma directa de modulos

de intervalo.

Proposicién 2.53 (]2, Proposition 2.1.6]). Sea T C R y {M;};c; una familia de modu-

los de persistencia T-indexados de forma que Y M; sea puntualmente finito generado.

jeJ
Entonces:
~ .
Py =M.
jed jeJ

Con esto se tiene entonces el corolario siguiente:

Corolario 2.54. Para T C R, la subcategoria de Vec formada por elementos puntual-

mente finito generados es una categoria de Krull-Schmadt.



Capitulo 2. Mdodulos de persistencia 37

2.7. Representaciones de los mdédulos de persistencia

En las secciones anteriores hemos visto la clasificacion de algunos moédulos de persis-
tencia. En esta seccion daremos las dos formas mas comunes de de representar modulos
de persistencia utilizando la teoria de clasificacién anterior: los codigos de barras y diagra-
mas de persistencia. Al igual que la clasificacién antes mostrada, estas representaciones

no tienen porque existir para un modulo de persistencia en general.

Estas representaciones seran de utilidad para la computacién y también para los teo-
remas de estabilidad que veremos en el siguiente capitulo Ademds permiten (en el caso
finito) entender de forma grafica propiedades de los médulos de persistencia que represen-
tan. En el caso de un médulo de persistencia construido sobre homologia simplicial como
en el Capitulo 1, la aparicion y desaparicién de propiedades homoldgicas de la nube de

datos.

Definicién 2.55. Un multiconjunto es una pareja (S,n), donde S es un conjunto en el
que se permite la repeticién de sus elementos, llamado conjunto subyacente de elementos,
y n es una funcién n : S — Z, U {oc} que mide la multiplicidad de los elementos de S.

Normalmente nos referiremos a un multiconjunto (S, n) simplemente por S.

Definicién 2.56. Sea P un conjunto totalmente ordenado. Un cédigo de barras es un

multiconjunto {/;},c;, donde los I; son intervalos de P.

Definicién 2.57. Para un médulo de persistencia M € Mod", su cédigos de barras

asociado, cuando exista, es el Uinico cédigo de barras By, tal que:

M%@XI

I1eBpm

Por la seccién anterior tenemos que para cualquier subconjunto 7" C R, los elemen-
tos puntualmente finito generados de Vec! tienen un cédigo de barras asociado. En la
siguiente definicién se utiliza el convenio usual de la recta real extendida —oo < a < oo

para todo a € R.

Definicién 2.58. Un diagrama de persistencia es un multiconjunto de parejas (a, b)
de elementos de RU {#o00}, con a < b. Para un médulo de persistencia M su diagrama
de persistencia asociado, cuando exista, es el 1inico diagrama de persistencia formado
por los extremos de los intervalos de su cédigos de barras. Su representacién grafica seran
los puntos en el plano de coordenadas (a,b), que estaran por encima de la diagonal o

contenidos en ella.
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Figura 2.1: A la izquierda cédigo de barras asociado al médulo de persistencia dado por
una filtracién de complejos simpliciales de Vietoris-Rips. A la derecha su diagrama de

persistencia equivalente. Esta imagen es de |34]

Se ve que ambas representaciones existen o no existen de forma simultanea.

La ventaja que tiene la representacién por cédigo de barras es que permite dar in-
formacién sobre distintos médulos de persistencia (la homologia para distintos grado p)
de forma simultanea. Para realizar esto en el diagrama de persistencia se usan distintos
simbolos para los distintos modulos, pudiendo quedar solapados al representarlos en el
plano. Ademas, al representar el diagrama de persistencia, se pierde informacién de la
multiplicidad en el multiconjunto de cada uno de los intervalos. Esto se debe a que los
mismos puntos ocupan las mismas coordenadas en el plano. Para solucionar este inconve-

niente puede acompanarse cada punto de un valor numérico que indica su multiplicidad.

En su aplicacién al analisis topoldgico de datos estas representaciones permiten es-
tudiar las propiedades de una nube de datos. En el cédigo de barras se considerara que
los intervalos mas cortos son ruido y aquellos mas largos son las verdaderas propiedades
de la nube de datos. En el diagrama de persistencia, los puntos cercanos a la diagonal
se consideran ruido mientras que aquellos lejos de ella indican propiedades de la nube de

datos.

Observacion 2.59. No es el caso general que, aunque si existan formalmente el codigo de
barras o el diagrama de persistencia, se puedan mostrar graficamente, pues estos pueden

tener infinitos elementos. YA



Capitulo 3

Estabilidad de los médulos de persis-

tencia

Los conjuntos de datos en muestras del mundo real suelen ser més ruidosos de lo que
se desearia, por tanto, el uso de las técnicas de la homologia persistente para analizarlos
requiere que éstas sigan funcionando bien atin cuando se expongan a muestras ruidosas.
Se necesita entonces que pequenas variaciones en los datos supongan también pequenas
variaciones en los invariantes y las representaciones del médulo de persistencia construido
a partir de ellos. En este capitulo expondremos algunos resultados sobre la estabilidad, en
el sentido que precisaremos mas adelante, de las estructuras estudiadas en las anteriores
secciones. Para ello necesitamos introducir una nocién de distancia en la categoria de
modulos de persistencia. Esto se hard desde el enfoque de la teoria de catagorias y, en la
medida de lo posible, daremos las definiciones y resultados mas generales conocidos. Un
ejemplo de esto es la nocion de intercalado generalizado que presentaremos a continuacion
siguiendo [25]. Después, nos centraremos en el caso de los médulos de R-persistencia sobre

el que demostrara un teorema de isometria.

0.5

Figura 3.1: Puede esperarse que al estar en cierta manera cercanas la nube de datos
formada por los puntos rojos y negros, tambian lo estén sus cédigos de barras. Imagen de
28]

39
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3.1. Intercalados generalizados

Sean M y N' € Mod}y. Recordemos que M y N son isomorfos si existen morfismos de
functores ¢ € Homyyoq7 (MN)yypeH OMpfoq7 (N, M) tales que su composicién por
la izquierda y por la derecha es la identidad. En caso de que exista una descomposicion
en modulos de intervalo, serdn isomorfos si descomponen como la misma suma de médu-
los de intervalo. Aunque es una nocién que permite comparar méodulos de persistencia,
resulta demasiado fuerte. Esto se debe a que solo admite dos posibilidades, isomorfos o
no isomorfos.

Ejemplo 3.1. SeaU el médulo definido por {Ry, (Idg),<, teez. Sean V = {C2, (1d2) <, }zez
y W con W, = U, Yo € Z\ {0}, Wy = 0. Ni ¥V ni W son isomorfos a U. Haciendo un
unico cambio en V; podemos obtener U pero en el caso de VW debemos cambiar el modulo

en todos los indices.

En el ejemplo anterior )V parece mas "cerca” de ser isomorfo a U que W. En esta

seccion buscaremos una nocién de isomorfismo aproximado que formalice esto.

Usaremos la composicién vertical y horizontal de morfismos de functores de la defi-
niciones y Ademds se usa el functor asociado a una aplicacién monétona de la
Definicién .17

Definicién 3.2. Sea P un poset. Diremos que una aplicacién monoétona o : P — P es

una traslacién si o (z) > x para todo x € P.

Cualquier translacién ¢ : P — P define un morfismo de functores:
Ny : Ldp — T,

donde, para cada x € P, (1,), es el inico morfismo que hay x — o ().

Observacion 3.3. Nétese que para un objeto M € C”, donde C es una categoria arbitraria,

(Idn *1n,), es el morfismo de transicién My<q(y) - A

1

Si 7 es ademéas de mondtona biyectiva, su inversa 77" es también mondtona.

Lema 3.4. Sea P un poset y M = (M,, M,<,) un objeto P-persistente.

1. Para 7,0 : P — P aplicaciones mondtonas. Entonces T, o T, = T,.,. Ademds

T: (T} (M) = T2, (M).

TOO

2. Sea T : P — P mondtona y biyectiva. Entonces Idp =T, o T=1 y T* (TT*,I (./\/l)) =
(M) =M.

Tor—1
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3. La composicon de las transformaciones naturales asociadas a aplicaciones monoto-

nas T,0 verifica que: N:Me = Nrog -

Este lema implica que cuando tenemos una transformacién mondtona y biyectiva, 7,

el objeto M € C* se puede recuperar a partir de T (M).
J T

Definicién 3.5. Sean 7,0 : P — P dos aplicaciones mondtonas en un poset P. Decimos
que (7,0) es una pareja de traslacidon si x < (to0)(z) y ¢ < (0 o7)(x) para todo
x e P.

Proposicién 3.6. Sea P un poset y o, 7,p, 7 : P — P aplicaciones mondtonas. Si (1,0)

y (p,m) son parejas de traslacion, (po 7,0 o7) es una pareja de traslacion.

Demostracion. Probamos que (poTooom)(x) > z. La otra desigualdad se prueba de
forma andloga. Se verifica que (7 o o) (7 (z)) > 7 (z) por ser(r, o) una pareja de traslacion,
y como p es mondtona p ((7 o o) (7 (x))) > p (7 (x)). Acabamos por ser (p, 7) una pareja

de traslacion. O

Definicién 3.7. Sea C una categorfa y M, N € C”, para un poset P. Si (7,0) es una

pareja de translacion, decimos que M y N estan (7, o)-intercalados si existe una pareja
de morfismos de functores: ¢ : M — T (N) y ¢ : N — T (M):

P Ir 5 To > P
Tr(N) Ty (M)
M| —— N T> M
C C

verificando las siguientes igualdades, llamadas condiciones de conmutatividad:

(Y Idr,) 0@ = Idpm*Nwory ¥ (@ Idr,) 0t = Idn * (7o)
La pareja (¢, ¢) se llama un (7, 0)-intercalado generalizado entre M y N.
El intercalado mide cémo de lejos estan dos mdédulos de persistencia de ser isomorfos.

De forma intuitiva, un (o, 7)-intercalado entre dos objetos de persistencia M y A/ da una

factorizacion de cada morfismo de transicion de manera que los siguientes diagramas sean

conmutativos:
Me<(sor) ()
M, > Mgor)(x) Mo ()
N /%u) V Mﬂx)
NT(:I:) Nx ’ N(Toa)(a:)

NIS(TOO‘)(IL‘)
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La siguiente proposicién es una version de la desigualdad triangular para intercalados

generalizados.

Proposicién 3.8. Sea C una categoria, P un poset y U, V, W € CT. Sean las aplicacio-
nes mondtonas T,0,p,w: P — P. Si U,V estin (1,0)-intercalados y V, W estin (p,n)-

intercalados, entonces U y W estdn (p o 7,0 o m)-intercalados.

Demostracion. Por la Proposicion (poT,00m) forma una pareja de traslacién, luego

tiene sentido definir un intercalado.

Como U y V estan (7, o)-intercalados existe un intercalado (1, ¢1) con o1 : U — T (V),

Yy 1V — T2 (U), cumpliendo las condiciones de conmutatividad:

(Y1 * Idrp,) o o1 = Idy * Noor y (1 % Idr,) 0 1 = Idy * Ny

Analogamente para V y W tenemos que (s, 2) con @y : V — Ty (W), 1y : W — T (V),

verificando:

(¢2 * IdTp) o Y2 = Idv * Nrop Y (902 * IdTﬂ) o wQ — IdW * Tpor-
Definimos el siguiente morfismo de functores:
= (w2 Idr.) 01
Y= (Y1 * Idr,) 0 9y

Hay que probar que (9, ¢) es un (p o 7,0 o 7)-intercalado entre & y W. Primero tenemos
vemos que ambas transformaciones naturales estan bien definidas en el sentido de realizar

las transformaciones correctas. Con la composicion vertical y horizontal tenemos para ¢:
U 2 V1, E WTT, = W

Anélogamente para v:
w2 v, ZH YT T = UT o

Falta ver que ambas cumplen las condiciones de conmutatividad:

(1/} * IdT(Pm’)) © ('0 = Idu * 77(0'O7Topo7')
<90 ¥ [dT(O'OTr>> © ¢ - [dW * Tl(poroaor)

Se da la demostracion de una de ellas ya que la otra se prueba de forma anéloga. Pensando

la transformacion natural como la familia de morfismos que la define, basta probar que

Ve € P:
((1/1 ¥ IdT(pof)) © ‘15) () = (Idy * Nigoreper)) ()
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Usando la observacién se tiene que (I dyy * n(goﬂopw)) () = My<(somopor)(z), aSI que
basta ver que el siguiente diagrama es conmutativo:

UwS(O'OT)(Z) U(aor)(x)g(aowopor)(m)

Um > U(O’OT) (z) > U(aowopor) (z)

(801);\ wl)T(V /
(¢1)(wopo7‘)(m)

Vi(2)<(nopor)(a)
‘/7'(1') ” V7ropo7’ x)

(®2) () % )(por) (@)

Wipor)(@)

Los dos tridngulos son conmutativos por ser (91, p1) y (12, ¢2) intercalados y cumplir las
condiciones de conmutatividad. El paralelogramo también lo es por ser 1); una transfor-

macién natural. O

Un caso de particular importancia y que ocupara el resto de la seccién es que el
conjunto ordenado sea T" C R con el orden usual. En este caso, usando la suma tenemos

que existe el tipo de pareja de traslacion:
T(x)=x+e=0(2)

Es claro que por ser cada una de ellas una traslacién, forman una pareja de traslacion luego
estd bien definida. Para esta pareja de traslacién se dice que M y N estdn e-intercalados
y se podra definir un espacio métrico. La notacion serd 7T, para T, y n. para 7,, cuando

la aplicacién monétona sea o () = x + €.

Una distancia en un conjunto X es una funcién d : X x X — R verificando:
l.d(z,y) =0 2x=yVr,y € X.

2. d(z,y) =d(y,x) Yo,y € X.

3. d(z,2) <d(z,y) +d(y,z) Vz,y,z € X (.desigualdad triangular)

Sera una distancia extendida si verifica los tres puntos anteriores pero valora en R U
{+00}. Serd una pseudodistancia extendida si valora en RU{oo}, cumple los axiomas

2 y 3 de distancia y el primero se cambia por d(z,z) =0y d(z,y) >0 Vr,y € X.

Definicién 3.9. Sean dos objetos N-persistentes M y N. Se define su distancia de

intercalado como:
dr (M, N) :=inf{e > 0 tal que M y N estén e intercalados}

Si no existe ningtin valor € finito para el cual exista un e-intercalado, se fija que d; (M, N) =

0
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Proposicion 3.10. Sea C' una categoria. La distancia de intercalado define una distancia

extendida en CN.

Demostracion. Es claro que d (M, M) = 0. Si d(M,N) = 0 tenemos (por estar consi-
derando médulos de persistencia sobre los nimeros naturales) que el infimo se alcanza,

luego son isomorfos pues el O-intercalado nos da la conmutatividad del diagrama:

Id Id
Mx > M, ” Mz

.

I
N, 5 N, 1L N,

Por tanto, poy = Id y v o p = Id.

La simetria es inmediata por la definicién y la desigualdad triangular se obtiene de la

Proposicién [3.8] [

La razon por la cual la definimos como distancia extendida es que existen categorias
con objetos de persistencia para los cuales no existe un e-intercalado para ningin € finito.
Un ejemplo de ello es ModY. En efecto, dados los médulos de persistencia M y A definidos

por:

SRS RS R -

RS RP SR

se tiene que d (M, N) = oo. Si existiera un e-intercalado (1, ¢) entre esos mddulos de
persistencia deberia ocurrir, por las condiciones de conmutatividad, que ¢ o ¢ = Idgs,
pero esto es imposible porque ¥ : R® — R? no es inyectivo y, por tanto, tampoco la

composicion.

Por otra parte, en el caso de objetos M, N € C® al tomar infimo no tenemos ga-
rantizado que si d; (M, N) = 0 se cumpla que M = N como se muestra en el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 3.11. Sean los objetos M, N € C® donde M = 0, es decir M, =0Vz € R,y

ksiz=0
N =

0 en los demas casos
En ambos sus morfismos de transicién son siempre el morfismo 0. Entonces para todo
¢ > 0 podemos encontrar una pareja de e-intercalado, luego el infimo de los valores para los
cuales existe un intercalado es 0. No obstante no son isomorfos pues en su descomposicion
como modulos de intervalo, la cual es posible por tener un niimero finito de valores criticos,

N descompone como [0,0] y M como el conjunto vacio.
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Si es cierto, no obstante, que d;y (M, N) = 0 si M = N, pues el propio isomorfismo
nos da un O-intercalado. Esto nos permitira definir una pseudodistancia extendida. Para
ello necesitamos el siguiente lema que muestra que los valores para los cuales los objetos

de C® estan intercalados forman un rayo de la recta real.

Lema 3.12. Si dos objetos de C® estdn e-intercalados, entonces estdn € + 6-intercalados

para todo § > 0.

Demostracion. Sean M y N dos objetos e-intercalados y sea (¢, ) un e-intercalado.

Fijamos un 6 > 0. Entonces tenemos la transformacién natural
ne * Ldr, : Te = T5Te = Teys

luego Idy * (ns * Idr,) : NT. — NT. 5. Definimos ¢ = (Idy * (ns * Idr.)) o p. Anéloga-
mente definimos 1) = (Ida * (s * Idr,)) o 1. Asi definidos se cumplen las condiciones de

conmutatividad (g?) * IdT€+5) 0@ = Idpn * No(ess)y ¥ (1[) * IdT€+§> o = Idyn * Ma(ets)- [

Proposicién 3.13. El operador d; define una pseudodistancia extendida en C¥.

Demostracion. La simetria y su no negatividad son inmediatas de la definicion.

Necesitamos demostrar la desigualdad triangular. Sean U, V, W € C® de manera que

di U, V) =€y dr(V,W) =¢€. Por el Lema tenemos que para todo ¢ > 0 existe un
€ + 0-intercalado de U y V, y un € + d-intercalado de V y W. Por la Proposicion [3.8| existe
un € + € + 26-intercalado de U y W, como podemos hacer § tan pequeno como queramos
se tiene que d; (U, W) < e+ €. O

Corolario 3.14. Sea la relacion de equivalencia en Obj (CR)
M ~N & d; (M,N)=0.

En el conjunto cociente definido por esta relacion la distancia de intercalado define una

distancia generalizada.

Demostracidn. Para dos clases de equivalencia [M] y [N] se define
d ((M],[N]) = di (M, N)
Hay que ver que estd bien definido. Si M’ € [M] tenemos por la desigualdad triangular:

dl (M>N) S dI (MaMI) +dl (MlaN) = dI (M/aN)
dy (M, N) < dy (M, M) +dr (M,N) = d; (M, N)

Por simetria se ve el mismo resultado para N. Los demds axiomas de distancia son inme-

diatos de la proposicién anterior. O
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La siguiente proposicién nos muestra que al pasar por un functor dos objetos persis-
tentes, la distancia de intercalado entre sus imagenes queda acotada superiormente por la
distancia de intercalado entre los objetos. Esto serd necesario para un resultado posterior,

consecuencia del teorema de estabilidad.

Proposicion 3.15. Sean C y D dos categorias y H : C — D un functor. Para dos objetos
M, N € C® se verifica:

Luego, en particular, si M y N estdn e-intercalados también lo estardn HM y HN .
Demostracién. Sidy (M, N) = oo es inmediato. Supongamos que d; (M, N') < co. Si M

y N estén e-intercalados existen morfismos de functores ¢ : M — NT, y ¢ : N' — MT.

que forman un de e-intercalado con las correspondientes condiciones de conmutatividad:

(YxIdr)ow=1Tdy 1y (@*Idr) o = Idy * 1.

Componiendo con H se tiene Idg * ¢ : HM — HNT, y Idg ¢ : HN — HMT, que

deberan cumplir:

(Idg « ¢+ T.) o (Idy % ) = Idmay * M2e y (Idy x @ x T.) o (Idg)) = Id(spynoe.

Demostramos la igualdad de la izquierda y la otra se prueba de forma analoga. Por la

observacién [3.3] tenemos que para todo = € R:

(Idamy * m2e) , = (HM) oy g = H (Myp<pio)

Por otra parte, usando la definiciéon de composiciéon horizontal:

(IdH * 77D * IdTe)m e} (]dH * go)m = (IdH)(MTE)l @) H((@/) * IdTe)x) e} (]dH>(NTE)1 0] H(Cpm)
= (Idu) 1,10 © H((Y % Idr,)2) © (Idp) (v, © H (o)
= H((¢ x Idr,)s) o H(z)

= H(y * Idr.),) 0 ¢s))
= H(My<yi2)

donde la tltima igualdad se deduce de las condiciones de conmutatividad de (¢, ¢). O

3.2. Distancia de cuello de botella

Una vez explicada la distancia de intercalado, que permite comparar los médulos de

persistencia (en general cualquier objeto persistente), buscamos una forma de comparar
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sus cédigos de barras asociados, para lo que desarrollaremos la distancia de cuello de
botella. Ademas, se esperara que si dos moédulos de persistencia estan préximos, también

lo estén sus codigos de barras asociados.

Denotemos por (a, b) a cualquiera de los intervalos (a,b), (a,b],[a,b), [a,b] de la recta
real extendida (R U {£o0}), con a < b. Si a € R se fijan los convenios de R U {£o00}:
0 —a =00, —00+a=-00,00—00=0,—00—(-0) =0y —0c0 <a < oo En
esta seccion trabajaremos con multiconjuntos de elementos de la forma (a,b), a los que
llamaremos multiconjuntos de intervalos de R U {#o00}. Unicamente serdn multiconjuntos
de cardinalidad finita, aunque la mayoria de los detalles pueden adaptarse para el caso
de infinitos intervalos y, en general, a cualquier categoria de Krull-Schmidt [2, Definition
2.1.16].

Definicién 3.16. Sean B y B’ dos multiconjuntos de intervalos de R U {£oo}. Una
coincidencia parcial entre B y B’ es un subconjunto (incluyendo el conjunto vacio ()
de B x B’

Q={(,I')e Bx B}

donde cada elemento de B y B’ se encuentra como méaximo en una pareja de (2.

Para I € By I' € B’ con (I,I') € Q decimos que I coincide con I’. Si un intervalo
de B o B’ no esta en €2 se dice que no coincide con ninguno. El subconjunto de B LI B’

formado por intervalos que no coincidan con ninguno se denotara ¢.

Ejemplo 3.17. Sean B = {I1,I5, 15,13, 1,} y B' = {1, J1, J2, J3} dos multiconjuntos de
intervalos de R U {#o00}. El subconjunto Qy = {(Iy, J1), (I2, J2), (I3, J3)} es una coinci-
dencia parcial pues cada elemento de B y B’ aparece maximo en una pareja. Por otro lado,
Qo ={(L1, 1), (I1, 1), (I3, J3)} no es una coincidencia parcial porque solo hay una copia
de I en By aparece en dos parejas. Q5 = {(I1, J1), (I, J1)} también es una coincidencia
parcial pues J; aparece dos veces en B’. Este 1ltimo ejemplo muestra que aunque for-
malmente, como intervalos en la recta real extendida, dos elementos de un multiconjunto

sean el mismo, se consideran dos elementos distintos del conjunto.

Si By B’ son dos multiconjuntos de intervalos de R U {+00}, una forma equivalente
de entender una coincidencia parcial es como una biyeccién entre un subconjunto de B y

un subconjunto de B’.

Definicién 3.18. Sea (2 una coincidencia parcial entre B y B’, se definen

dom () = {I € B tales que existe I' € B' con (I,I') € Q}
Im () = {I' € B’ tales que existe I € B con (I,I') € Q}
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Equivalentemente, una coincidencia parcial entre dos multiconjuntos B y B’ es una bi-
yeccién Q : dom (2) = Im (Q) donde si I € dom (), Q(I) es el tnico I’ € Im () tal
que (I,1') € Q. Por simplicidad, esta biyeccién se denota Q : B = B'.

Definicién 3.19. Sean B y B’ dos multiconjuntos de intervalos de R U {£oo} y 2 una
coincidencia parcial entre ellos. Sean (a,b) =1 € By (¢,d) =1' € B con (I,I') € Qy
(e, f) = I" € QF, definimos:

co (I, I') = max (|c — al,|d — b|) (3.1)
co(I")=(f—e)/2 (3.2)

Para la coincidencia parcial €2 definimos su funcién de coste como:

¢ (92) = méx ( sup cq(I,I'), sup cq (I")) (3.3)

(I,I")eN 17eQC

Para e € R U {£oo} decimos que una coincidencia parcial €} es una e-coincidencia si
c() <e

En el caso de que los multiconjuntos B y B’ sean cédigos de barras, una e-coincidencia
2 puede interpretarse geométricamente. Si representamos el diagrama de persistencia
asociado a ese cédigo de barras, conectamos los puntos que estan en ) y por tanto se
encuentran mas préximos que €. Los puntos restantes estan a una distacia de la diagonal
menor que €. En el caso de los tres puntos no conectados a otros puntos se encuentran

a menos de e de diagonal.

A e O

/ 0

Figura 3.2: interpretacién grafica de la distancia de cuello de botella asociada a un codigo

de barras. Esta imagen estéd extraida de [16]

Definicién 3.20. Sean B, B’ y B” multiconjuntos de intervalos de RU{+o0}. Sea €2 una

coincidencia parcial entre B y B’ y ' una coincidencia parcial entre B’ y B”. Podemos
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definir una coincidencia parcial entre B y B” llamada composicién, denotada 2 o €,

como el subconjunto de B x B”:

VoQ {(I,1") € B x B" tales que Q(I) = Q~Y(I")}

() si el anterior conjunto es vacio

Nétese que para [ € By J” € B”:

I €dom (o)<« existe I” € B con Q(I) = Q" (I")
J" € Im (2 oQ) & existe J € B con Q(J)=Q7"(J")

En el primer caso (€ 0 Q) (I) = I” y en el segundo (' o Q)™ (J") = J.

Proposicion 3.21. Sean B, B’ y B” multiconjuntos de intervalos de R. Si ) es una e-
coincidencia entre B y B' y Q) es una e-coincidencia entre B y B"; su composicion es

una € + €'-coincidencia entre B y B".

Demostracion. Sean I = (a,by € B,I' = (a/,V') € B'y I" = (a",b") € B". Tenemos tres
posibilidades:

1. En primer lugar supongamos que I coincide con I’ y que I’ coincide con I”. En este

caso se tiene que

la" —a| < |a" —d'|+]d —a] <e+¢

b — b < B — |+ ) — b < et

2. En segundo lugar supongamos que I coincide con I’ en 2 pero I' € B\ dom ().
En este caso tenemos que b’ < a’ + 2€¢’ por la definicién de cqo/ (I') luego se verifi-
caquea+2(e+€)>a+e+2¢ >V +e>0b, loqueimplica que coon (I) < e+ €.
Ademas si I” no coincide con otro elemento de B’, como 2 era una €'-coincidencia

se verifica que cgon (I") =co (I") <e<e+¢€.

3. Por tultimo si I’ coincide con [” en € pero I' € B’ \ Im () puede usarse un

razonamiento analogo para ver que coon (I”) < e+ €.
]

Estamos ahora ya en condiciones de definir una distancia entre multiconjuntos de
intervalos de R U {£o0}.
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Definicién 3.22. Sean B y B’ dos multiconjuntos de intervalos de R U {£o00}. La dis-

tancia de cuello de botella entre B y B’ es:

dp (B, B') = inf{c(Q) para cada Q coincidencia parcial entre B y B’}.

Sea B el conjunto de todos los posibles multiconjuntos de intervalos finitos.

Lema 3.23. La distancia de cuello de botella define una pseudodistancia extendida en B

Demostracion. La definicién y la no negatividad de la funciéon de coste muestra la no
negatividad de la distancia. La simetria se obtiene tomando la aplicacién inversa de la
coincidencia parcial pensada como una biyeccién. Claramente dg(B, B) = 0 y la desigual-

dad triangular es la Proposicion [3.21 [

Noétese que los intervalos puntuales del tipo [a,al, es decir puntos en la diagonal
del plano, no contribuyen a las funciones de coste, luego no es cierto en general que
dg (B, B") = 0 implique que B = B’.

Ejemplo 3.24. Sean B = {(5,6),[4,4]} y B’ = {(5,6)} que son multiconjuntos distintos.
Tomando la coincidencia parcial Q = {((5,6), (5,6))} tenemos que cq((5,6),(5,6)) =0
y ca([4,4]) = (4 —4)/2 = 0 luego

dp(B, B') = ¢(Q) = méx (cq((5,6), (5,6)),ca([4,4])) =0
Lema 3.25. Sean B, B’ € B:

dp(B,B') =0 < se diferencian en un nimero finito de intervalos del tipo [a, a).

Demostracion. La implicaciéon < es se deduce del ejemplo anterior. Probamos =. Si
dp(B, B') = 0 existe una coincidencia parcial para la cual méx (|c — al,|d — b|) = 0 para
todos los intervalos ({a,b), (c,d)) € €. Para todos los intervalos (e, f) € Q¢ debe cum-
plirse (f —e)/2 = 0 luego todos los intervalos que no sean un punto deben estar en una

pareja de € y por tanto B = B’ salvo por un numero finito de intervalos puntuales. [J

Definimos en B la relacion de equivalencia B ~ B’ si y sélo si se diferencian en un

conjunto finito de intervalos puntuales.

Proposicion 3.26. La distancia de cuello de botella define una distancia extendida en el

conjunto cociente de B por la anterior relacion de equivalencia.
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Demostracion. Definimos, para dos clases [B], [B'] cualesquiera, la distancia
dB([B]a [B,]) = dB(B7 B/)

Su correcta definicién se prueba de forma similar al Corolario [3.14] usando el Lema [3.25|
Las propiedades de distancia extendida se deducen de que dp es una pseudodistancia
extendida. O

Observacion 3.27. La distancia de cuello de botella es un caso particular de la distancia

de Wasserstein de pardmetro ¢ para multiconjuntos B y B’ de intervalos de R:

1/q

W,(B,B)= if | > c( f)'+ Y ()

Iedom(f) Iedom(f)©

tomando ¢ = oo, es decir la norma del supremo. [6].

3.3. Teorema de estabilidad de las distancias

Comenzamos esta seccién dando dos lemas que son necesarios para la demostracion
de una de las implicaciones del teorema de estabilidad. Recordemos que x! denotaba al
modulo de intervalo de I (Definicién y B denotaba al cédigo de barras asociado a
un modulo de persistencia M. Para los modulos de intervalo tendremos entonces que su

cédigo de barras asociado es: By = {I}.

Lema 3.28. [5, Lemma 4.14-4.15] Sean I, I' C R intervalos finitos y h y ' la mitad de sus
longitudes respectivamente. Sea m el punto medio de I. Entonces d; (XI, XI/) < maéx(h,h')

y, si ademds m & I', entonces dr(x',x"") > h.

Lema 3.29. Sean I e I’ intervalos en R U {+o0}. Entonces se tienen las siguientes

wgualdades:

dp ({111 = di (X' ")
dp ({1},0) = d; (X', 0)

Demostracion. Damos la idea de la demostracién para la primera de ellas en el caso de

intervalos finitos, pues los demés casos se pueden probar de forma similar.

Sean I = (a,b) e I' = (c,d) dos intervalos finitos de R. Sélo existen dos posibles
coincidencias parciales Q1 = {(I,I} y Qo = 0y dg ({I},{I'}) = min (c(), c(a)).
Estudiando la posicién relativa de un intervalo a otro, el minimo anterior vendra dado

por 25 en los siguientes casos:
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l.a<b<c<d

N\
S|
IN
IA

d<(b+a)/2<b

3. a

IN

b< (d+c)/2<d

C

IN

4. a<(b+a)/2<c<(d+c¢)/2<b<d

donde usando el lema anterior llegamos a que dg ({1}, {I'}) = c() = d; (X', x").
Enloscasos a < ¢ < (b+a)/2<d<bya<c<(b+a)/2<(d+c¢)/2<b<d

tenemos que dg ({I},{I'}) = ¢(Q1) = €. En estos casos podemos suponer que d —b=¢€y
construir un e-intercalado (¢, ¢). Demostramos el caso a < ¢ < (b+a)/2 < d < b. Sean

o:x! = XI'T. y 1 : x!" = x'T. definidos como:

Idy, sia<z<d-—ce Idy, sia<x<b
Pr = Y Yz =
0 en los demaés casos 0 en los demaés casos

Si existiera un € < € tal que existe un ¢ intercalado, podriamos factorizar la identidad

por 0, lo cual es imposible [3.1} O

Lema 3.30. Sean {M},c; y {N}jes dos familias de mddulos de persistencia indezadas

por el mismo conjunto finito J. Se verifica:

dr <@Mj,@/\/}> < sug){df (M, N)}.

jedJ jed

Demostracidn. Sipara algin j € J los médulos M, Nj no estén e-intercalados para algin
¢ finito, entonces d; (M;, N;) = oo y la desigualdad se mantiene. Supongamos ahora que
para todo indice j € J estan ¢j-intercalados, con €; finito. El conjunto {e;};c; tendra un
maximo e. Por el Lema sabemos que existe una familia de e-intercalados {9;,¢;};es.
La suma directa 9 := @ ¥, y ¢ := @ ¢; da un e-intercalado de M y N. Por ello cualquier
jeJ jeJ
cota superior de d; (M;, N;) es una cota superior de d; (@ M;, @M), con lo que
jed jed

acabamos.

Teorema 3.31. Sean M y N dos R-mddulos de persistencia sobre un cuerpo, moderados

y puntualmente finito generados. Entonces se tiene que:

dg (Bm, By) = df (M, N)
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Demostracion. La demostracion consta de dos desigualdades.

Veamos dp (Bu, By) > djf (M, N). Sea QByy = By una coincidencia parcial con
coste ¢ (£2) = €. Sea I un intervalo de By que coincide con un intervalo I’ de By, es decir

I € dom (€2). Entonces se tiene:
ds (T} AT} < c(1,T) < ¢

Por el lema tenemos que para todo § > 0 existe un € + d-intercalado entre x! y x*'.

Andlogamente, si I” € (B \ dom (2)) U (B"\ Im(Q)), es decir, I"” no coincide con
ninguno, se tiene por que x!" estd e + d-intercalado con el médulo 0 para todo §

arbitrariamente pequeno. Tenemos las siguientes descomposiciones para M y N:

M= @ X' @ @ X' | @ (@ O)
Iedom(Q) IeB\dom(9)

N = EB X' | @ @ X' @ (@ 0)
IeIm(§) IeB'\Im(Q)

donde el 0 aparece tantas veces como sea necesario para que ambas sumas tengan el
mismo nimero de elementos. Por el lema tenemos que para todo d > 0 los médulos
de persistencia M y N estdn € + d-intercalados. Luego d; (M, N) < e. Como esto era

cierto para cualquier coincidencia parcial tenemos que dg (B, By) > df (M, N).

La desigualdad dp (B, Bpm) < df (M, N) estd demostrada en [12, Theorem 4.4] y se

omite su demostraciéon por motivos de extension. O

Este resultado es de un enorme significado en para el campo del analisis topoldgico de
datos y la homologia persistente. Bajo ciertas condiciones permite computar la proximidad
entre dos médulos de persistencia a través de las distancias entre sus codigos de barras,
lo cual evita la bisqueda de los morfismos de functores del intercalado. Ademéds como
corolarios de este teorema mostramos que es posible aplicar la homologia persistente a

nubes de datos de forma estable bajo ligeras variaciones.

Sea S un conjunto finito de puntos, VR (5) el complejo de Vietoris-Rips explicado en

el Capitulo 1 de la memoria y H; la homologia simplicial en nivel i.

Corolario 3.32. Sean P y @) dos conjuntos finitos de puntos en R™ y sea m : P — (@)
una biyeccion entre ellos de forma que ||p — 7 (p) || < € Vp € P. Entonces para cualquier

natural i:

dp (BHi(VR(P))v BHz'(VR(Q))) <€
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Demostracion. Sean P = {py,--- ,pm} v @ = {q1, -+ ,q¢n} ordenados de manera que
lpi — ¢i]| < € para todo 1 < i < m (lo cual es posible tomando 7 (p;) = ¢;). Si tenemos
un simplice ¢ = {p;,,---,p;, } de VR, (P) tenemos que gﬁ}é |z — y|| es menor o igual a
r. La imagen de ¢ por 7 entonces cumple que la méxima distancia entre dos cualesquiera

de sus puntos es 7 + €. Se tiene asi la inclusién definida por o: VR, (P) C VR, ;. (Q).

Haciendo un proceso simétrico con la inversa de o llegamos a que VR, (@) C VR, ;. (P).

Luego juntando ambos resultados aparecen las siguientes inclusiones:

VRr (P) g VRrJre (Q) g VRT+2€ (P)
VRr (Q) - VRr—f—e (P) - VRT+26 (Q)

Tomando la homologia en grado ¢ de la filtraciéon dada por los valores de r, tenemos que

esas inclusiones descienden al pasarlas por el functor H; a una pareja de e-intercalado
(Hi(0™"), Hi(0)):

— H; (VR (P)) — H; (VRy4e (P)) —— H; (VRp2e (P)) — -+
- —— H;(VR, (Q)) —— H; (VR4 (Q)) —— H; (VRy42. (Q)) —— -+~

donde hemos usado la Proposicién [3.15| para que se preserven los intercalados.

Como Card(P) = Card(Q) < oo tenemos que {H;(VR, (P))} v {H; (VR (Q))}
son moderados pues solo tienen un nimero finito de valores criticos y por tanto tendran

asociado un codigo de barras finito. Se tiene entonces:

dp (Bu,vr(p)), Bu,vr(qy)) = di (H; (VR (P)),H; (VR(Q))) <€

usando el Teorema [3.311 O



Conclusiones

En esta memoria se ha tratado de realizar un estudio general de la estructura de
los modulos de persistencia, con especial atenciéon a los detalles para los moédulos de
persistencia uniparamétricos que surgen en el analisis topologico de datos, es decir, los
moderados puntualmente finito generados. El capitulo 1 ha servido para justificar por qué
estos modulos de persistencia son una estructura relevante en el andlisis topoldgico de

datos.

El capitulo 2 se ha estudiado las propiedades de los médulos de persistencia unipa-
ramétrica como estructura algebraica. En particular, aportar un analisis detallado de to-
dos los elementos necesarios para clasificar espacios vectoriales de persistencia moderados
puntualmente finito generados como suma de médulos de intervalo. Tras un breve repaso
de la estructura de médulo graduado sobre un anillo graduado (Seccién se ha mos-
trado como un moédulo de N-persistencia es esencialmente un médulo graduado. Para esto
se ha dado una equivalencia de categorias en el Lema Se ha mostrado ademas cémo
mantiene esta equivalencia de categorias las condiciones de finitud. Por construccién es
claro que la presentacién/generacion finita se mantiene en cada componente homogénea.
Hemos utilizado los Lemas [2.35], 2.36] y [2.37] para ver cémo anadiendo la condicién de

tipo finito se podia lograr que el médulo graduado obtenido fuera también finito generado

pudiendo usar el teorema de la estructura|2.31| para descomponerlo de modo tnico. En la
Seccién [2.5]se da la clasificacion de modulos de N-persistencia como mddulos de intervalo.
Esta clasificacion se extiende a otros conjuntos totalmente ordenados en la Seccion [2.6),
incluyendo el caso de los médulos moderados. Se termina dado las representaciones por

codigos de barras o diagramas de persistencia.

Como futuras lineas de trabajo surge la buisqueda de la generalizacion de los resultados
mostrados en este capitulo, para persistencia uniparamétrica, a médulos multipersistentes,
es decir dependientes de varios parametros. El caso mas relevante es el poset R" donde
(a1,...,an) < (by,...,b,) si a; < b; para todo 1 < i < n. Una linea de trabajo es
tratar de clasifcarlos como suma de médulos de bloque (producto de intervalos) que son
el analogo n-dimensional de los médulos de intervalo, aunque muestra grandes problemas
en su computacién |9]. El resultado més fuerte en esta linea se debe a Crawley y Botnan
en [3] y da la clasificacién de médulos R2-persistentes. Este tipo de médulos aparecen en

el analisis topologico de datos de diversas formas como en el analisis de muestras de datos
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ruidosas [10]. Otras referencias sobre multipersistencia y sus invariantes son [27], [33] v
[22].

En capitulo tres estudia la teoria de las distancias entre modulos de persistencia y
sus codigos de barras centrandose en modulos de persistencia sobre R con el objetivo de
agrupar todos los resultados conocidos hasta la fecha y mostrar su relevancia en el anélisis
topologico de datos. En la Seccion [3.1] se ha desarrollado la distancia de intercalado y
mostrado cémo, en efecto, define una distancia en un cociente de C®. En la Seccién
se estudia la distancia de cuello de botella y se demuestra que define una distancia.
Finalmente en la Secciéon se da la equivalencia entre ambas y se utiliza para demostrar

la estabilidad de la homologia persistente de complejos de Vietoris-Rips.

Aunque los detalles se dan para el caso de un nimero finito de intervalos, el teorema
de estabilidad se cumple en general como muestra Lesnick [24]. La teorfa de distancia
de intercalado se puede generalizar a la multipersistencia [23] donde se buscan similares
resultados de estabilidad.
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Glosario de términos

indice de persistencia,

anillo
graduado,
Noetheriano,
anillo graduado
ideal graduado,

aplicaciéon mondtona,

cédigo de barras,
cara, [4]
propia, [
categoria,
Krull-Schmidt,
abeliana,
coproducto,
equivalencia de,
producto,
subcategoria,
coincidencia parcial, [47]
e-coincidencia,
composicion, (49
coste, [4§
dominio, [47]
imagen, [A7]
complejo de Cech,
complejo de cadenas, [7]
c-cadena,
morfismo de,
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n-borde,

n-ciclo, [7]

operador de borde, [7]
complejo de Vietoris-Rips,
complejo simplicial

abstracto,

cara, [l

dimension,

filtrado,

geométrico, [

orientado,

poliedro asociado,

subcomplejo, [

diagrama de persistencia,
dimensién,
distancia,
extendida,
pseodistancia,
distancia cuello de botella,

epimorfismo,
esqueleto,

esquema de vértices, [0]

filtracién,
functor covariante,
composicion,

quasi-inversa, [17]



homologia persistente,

intercalado
e-intercalado,
distancia,

generalizado,
intervalo,

modulo
finito generado,
finito presentado,
graduado,
Noetheriano,

mdédulo de homolgfa simplicial, 0]

moédulo de homologia,

modulo de persistencia
descomponible,
indescomponible,
moderado,

modulo persistencia
intervalo,

modulo persistente

puntualmente finito generado,
puntualmente finito presentado,

tipo finito,
monomorfismo,
morfismo

de vértices,

isomorfismo, [6]

simplicial,

simplicial abstracto, [0]
morfismo de functores,

composicién horizontal,

composicién vertical,
morfismo de transicion,
morfismo graduado,
multiconjunto,

nimero de Betti,
nervio, [10]

objeto,

cero, [I§]

inicial,

terminal,
objeto persistente,
orden

parcial,

total,

orientacion, [7]

pareja de translacién,

poset, [IT] [16]

realizacién geométrica, [6]

sfmplice,

transformacién natural,
translacion,
triangulable, [4]

vértice,
valor
critico,
regular,
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