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MÓDULOS DE PERSISTENCIA EN EL ANÁLISIS
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(Departamento de Matemáticas)
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Introducción

En los últimos 50 años el desarrollo de la computación y el machine learning ha sido

más que evidente. Entre otras razones debido a los avances en la microelectrónica y a la

creciente disponibilidad de bases de datos con las que trabajar. En este contexto surge el

análisis topológico de datos (o TDA por sus siglas en inglés) que se basa en la idea de

que la estructura interna de los datos puede ser topológica y busca formas de estimarla

a través de la computación. Como prueba de su utilidad el TDA se ha extendido por

diversas áreas de la ciencia y las matemáticas como la ingenieŕıa de materiales [30], la

medicina [31], el análisis de series temporales [15] o las finanzas [20] y [21].

Aunque sus oŕıgenes como idea surgen anteriormente, el concepto de persistencia, en

la forma en que esta memoria lo trata, aparece formulado por primera vez en la tesis de

Afra Zomorodian [36]. Este enfoque trata de medir la aparición, evolución y desaparición

de las propiedades homológicas de una filtración de complejos simpliciales. Esta noción

de persistencia ocupa el primer caṕıtulo de esta memoria.

Comenzaremos con una nube de datos, presumiblemente en Rn. Estos puntos serán los

vértices del complejo simplicial de Vietoris-Rips que se forma al tomar bolas abiertas

centradas en los puntos. El problema es que no existe una elección para el radio de estas

bolas que sea más correcta que las demás, por lo que el radio ϵ se usa como parámetro

indexando una filtración de complejos simpliciales. Utilizando complejos de cadenas cons-

truiremos la homoloǵıa simplicial y seguidamente la homoloǵıa persistente que estudia la

vaŕıación de la homoloǵıa simplicial de śımplice a śımplice.

La homoloǵıa persistente es un caso particular de módulos de persistencia y en gene-

ral de objetos de persistencia en una categoŕıa. El estudio de este tipo de estructuras

ocupará el segundo caṕıtulo de la memoria, que comienza con un breve resumen de la

teoŕıa de categoŕıas. La idea de tratar estos objetos como functores esta inspirada en [5]

y [6]. Aunque en el segundo caṕıtulo pasa a un segundo plano para ver un enfoque más

algebraico, en el caṕıtulo 3, la teoŕıas de categoŕıas permite resultados muy generales.

El caṕıtulo 2 continúa con la identificación de los módulos de persistencia de tipo finito

presentados y los módulos graduados sobre un anillo de polinomios para su clasificación

como suma de módulos de intervalo, siguiendo [13] y [38]. Se dan también resultados de
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clasificación más generales que por su extensión no serán desarollados en su totalidad.

Además de la búsqueda del generalidad, el estudio de los módulos de persistencia sobre

otros conjuntos ordenados tiene un fundamento en sus aplicaciones. A pesar de que las

nubes de datos sean finitas, suelen ser consideradas como muestras estad́ısticas de un ob-

jeto o proceso continuo por lo que idealmente estas muestras serán una fiel aproximación

del total [12]. El conjunto de los intervalos que clasifican un módulo de persistencia for-

mará un invariante llamado código de barras y guardará información sobre el nacimiento

y muerte de clases de homoloǵıa en el caso de haberlo constrúıdo sobre complejos simpli-

ciales.

Una vez conocida la estructura de los módulos de persistencia y su código de barras

las técnicas de machine learning siguen siendo infruct́ıferas por la falta de formas de

comparar estos códigos de barras. Como solución a este inconveniente Carlsson definió la

distancia de cuello de botella en [11]. Más adelante se define en [12] la distancia de inter-

leaving o intercalado entre módulos de persistencia, que representa cómo de lejos están

dos módulos de persistencia de ser isomorfos; y que se usa como herramienta para genera-

lizar los resultados originales de estabilidad de [18]. El estudio de estas dos distancia y sus

resultados de estabilidad ocupa el tercer caṕıtulo esta memoria. Se acabará conectando

con la construcción original del análisis de datos mostrando como las variaciones en las

nubes de puntos dan una cota superior de la distancia entre sus códigos de barras.



Caṕıtulo 1

De los śımplices a la homoloǵıa per-

sistente

En este caṕıtulo presentaremos brevemente algunas nociones básicas relacionadas con

los complejos simpliciales, los cuales permiten modelizar problemas relacionados con el

análisis topológico de datos. A la hora de modelizar los datos que se quieren estudiar se

impondrá que se preserven ciertas propiedades topológicas relevantes para dicho estudio.

La idea del análisis topológico de datos es que estas propiedades codifiquen información

sobre la estrucura de los datos. En general, se buscará que se preserve la homoloǵıa del

espacio topológico formado por la nube de puntos, pensados éstos como elementos de un

espacio topológico finito. Aśı, la homoloǵıa en grado 0 indicará el número de componentes

conexas del espacio topológico y, en general, en grado n indicará el número de agujeros

n-dimensonales que tiene el espacio.

1.1. Complejos simpliciales geométricos

Comenzamos viendo los complejos simpliciales desde un punto de vista geométrico,

para ello partimos de S = {a0, a1, a2, . . . , an} un conjunto no vaćıo de puntos geométrica-

mente independientes en RN , es decir, los vectores {a1 − a0, . . . , an − a0} son linealmente

independientes.

Definición 1.1. Llamaremos n-śımplice generado por S, denotado por σ =
〈
a0, a1, ..., an

〉
,

a la envolvente convexa de S, es decir, σ será el conjunto de los puntos de RN verificando:

x =
n∑
i=0

tiai, donde
n∑
i=0

ti = 1 y ti ≥ 0, para todo i = 0, 1, . . . , n

Los puntos de S son los vértices de σ y n es la dimensión del śımplice σ, denotándola

por dim(σ) = n.

3



4 1.1 Complejos simpliciales geométricos

Definición 1.2. Para cada subconjunto no vaćıo S̄ = {ai1 , . . . , aik} ⊆ S, el k-śımplice τ

que define se denomina cara de σ y lo denotaremos por τ ≤ σ. En particular si S̄ ̸= S la

cara τ generada por S̄ se llama una cara propia y se denota por τ < σ.

Definición 1.3. Un complejo simplicial geométrico K en RN es una familia finita de

śımplices en RN verificando las siguientes condiciones

(P1) Si σ ∈ K y τ ≤ σ, entonces τ ∈ K

(P2) Si σ, σ′ ∈ K, entonces σ ∩ σ′ = ∅ ó σ ∩ σ′ ≤ σ y σ ∩ σ′ ≤ σ′.

La dimensión de un complejo simplicial geométrico K es el máximo de las dimensiones

de todos los śımplices que forman K.

Definición 1.4. Una subfamilia de un complejo simplicial geométrico es un subcomplejo

simplicial de K si es un complejo simplicial por śı mismo.

Un subcomplejo de particular interés es el formado por los śımplices de dimensión

menor o igual que s, llamado el s-esqueleto del complejo simplicial y que se denota por

K(s). Los vértices del complejo simplicial K forman el conjunto Vert(K) = K(0).

Las nociones previas pueden extenderse para considerar un número infinito de śımpli-

ces que a su vez podŕıan contener un número infinito de vértices. En este caso debeŕıamos

hacer una distinción entre los complejos simpliciales finitos e infinitos. No obstante es-

ta distinción no será reflejada en esta memoria y por complejo simplicial entenderemos

siempre un complejo simplicial finito.

Definición 1.5. Sea K un complejo simplicial geométrico, llamaremos poliedro asocia-

do a K a:

|K| :=
⋃
σ∈K

σ.

Nótese que |K| es un espacio topológico con la topoloǵıa inducida como subespacio de

RN y será por tanto Hausdorff y compacto.

Diremos que un espacio topológico X es triangulable si existe una pareja (K, f)

formada por un complejo simplicial K y un homeomorfismo f : |K| → X.

Sean K y L complejos simpliciales geométricos. Una aplicación ϕ : K(0) → L(0) se llama

morfismo de vértices.

Definición 1.6. Un morfismo simplicial ϕ : K → L es un morfismo de vértices veri-

ficando que para todo conjunto {x0, ..., xs} que genera un śımplice σ en K, el conjunto

{ϕ(x0), ..., ϕ(xs)} son vértices de un śımplice en L.
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En particular, todo morfismo simplicial ϕ : K → L induce una aplicación entre los

correspondientes poliedros asociados:

g : |K| → |L|

x =
s∑
i=0

λixi 7→
s∑
i=0

λiϕ(xi)

la cual es continua ([29]). Además, si el morfismo de vértices es biyectivo, entonces

g : |K| → |L| es un homomorfismo y decimos que K y L son isomorfos.

Se puede ver que la composición de morfismos simpliciales es un morfismo simplicial y

que el morfismo 1K originado por la identidad en K es también un morfismo simplicial.

1.2. Complejos simpliciales abstractos

Se presenta ahora un planteamiento puramente combinatorio de los complejos simpli-

ciales, el cual es equivalente al geométrico pero que presenta ciertas ventajas con respecto

a los complejos simpliciales geométricos.

Definición 1.7. Un complejo simplicial abstracto es una parejaK = (V, φ) consisten-

te en un conjunto finito no vaćıo V , llamado conjunto de vértices, junto con una familia

φ de subconjuntos de V , llamada conjunto de śımplices abstractos, verificando:

(P1) Todo x ∈ V pertenece al menos a un śımplice de φ.

(P2) Todo subconjunto τ de un śımplice abstracto σ ∈ φ también está en φ.

Si σ ∈ φ es un śımplice no vaćıo formado por n+1 vértices decimos que la dimensión de

σ es n, denotándolo por dim(σ) = n, y se dice que es un n-śımplice. Cada uno de sus

subconjuntos es una cara de σ. La dimensión de un complejo simplicial abstracto K es

el máximo de las dimensiones de sus śımplices abstractos.

Un subcomplejo simplicial abstracto Λ de K es un complejo simplicial abstracto

para el cual todo śımplice σ ∈ Λ es también śımplice de K.

Es común realizar un abuso de notación utilizando σ ∈ K para σ ∈ φ donde K = (V, φ)

es un complejo simplicial abstracto.

Al igual que ocurŕıa en la versión geométrica existe una noción infinito dimensional

para los complejos simpliciales abstractos, pero no responde a las necesidades de este

trabajo.
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Dados dos complejos simpliciales asbtractos K = (V, φ) y L = (W,ϑ), un morfismo

simplicial abstracto ϕ : K → L es una aplicación ϕ : V → W tal que si {a0, ..., an}
está en φ, entonces el conjunto {ϕ(a0), ..., ϕ(an)} está en ϑ. En particular dos compejos

simpliciales abstractos serán isomorfos si la aplicación ϕ : V → W es una correspondencia

biyectiva.

Terminamos esta sección dando la equivalencia entre las dos nociones de complejo

simplicial presentadas.

Definición 1.8. Sea K un complejo simplicial geométrico. Definimos el esquema de

vértices de K, denotado A(K), como la colección de subconjuntos {a0, ..., an} de K(0)

para las cuales los vértices {a0, ..., an} generan un śımplice σ de K.

Por la definición de complejo simplicial geométricoA(K) genera un complejo simplicial

abstracto junto al conjunto de vértices K(0). Con esto todo complejo simplicial geométrico

da lugar a un complejo simplicial abstracto.

La asignación inversa también existe.

Definición 1.9. Una realización geométrica de un complejo simplicial K = (V, φ)

abstracto es un complejo simplicial geométrico K ′ en RN , para algún N, tal que K y

A(K ′) son isomorfos como complejos simpliciales abstractos.

Proposición 1.10. Para todo complejo simplicial abstracto K = (V, φ) existe una realiza-

ción geométrica K. Además, dos complejos simpliciales geométricos K y L son isomorfos

si y sólo si A(K) y A(L) son isomorfos como complejos simpliciales abstractos.

Demostración. Sea V = {x1, ..., xs} el conjunto de vértices del complejo simplicial K

y {ai}si=0 un conjunto de puntos geométricamente independientes de RN , para N ≥ s.

Definimos la aplicación inyectiva:

θ : V → RN

xi 7→ θ(xi) := ai

Definimos el complejo simplicial geométrico K ′ como:

〈
θ(x1), ..., θ(xn)

〉
∈ K ⇐⇒ {x1, ..., xn} ∈ φ .

Por la propiedades de K ′ es claro que es un complejo simplicial geométrico y que es

isomorfo a A(K) luego es una realización geométrica.
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Por esta equivalencia a partir de ahora nos referiremos a un complejo simplicial abs-

tracto simplemente como complejo simplicial.

Sea un n-śımplice σ = {x0, ..., xn}, podemos definir en él una orientación. Para esto

necesitamos dar una relación de equivalencia en el conjunto de todas las ordenaciones

posibles de su conjunto de vértices. Para una permutación π en dicho conjunto diremos

que dos conjuntos de vértices {x0, x1, ..., xn} y {xπ(0), xπ(1), ..., xπ(n)} están relacionados

si y sólo si π : {0, 1, 2, ..., n} −→ {0, 1, 2, ..., n} es una permutación par. Esta relación de

equivalencia define dos clases de equivalencia en el conjunto de todas las posibles ordena-

ciones de los vértices llamadas orientaciones. Un śımplice orientado σ = [x0, x1, ...xn] es

un śımplice para el cual se ha escogido una de las dos posibles orientaciones. Utilizamos

−σ para representar ese mismo śımplice dotado de la orientación opuesta. Un complejo

simplicial orientado es un complejo simplicial K para el cual se ha escogido una orien-

tación para todos sus śımplices. Claramente cuando un śımplice está formado por un sólo

vértice {x} existe una única orientación posible.

1.3. Complejos de cadenas y homoloǵıa simplicial

En esta sección definiremos los complejos de cadenas y veremos la noción de homoloǵıa

de un complejo simplicial, construida sobre un complejo de cadenas. Es común encontrar

este desarrollo trabajando simplemente con grupos abelianos, no obstante mostraremos

un enfoque más general trabajando sobre un anillo (conmutativo y con unidad) y forman-

do por tanto estructuras de R-módulo en vez de grupo. Si se toma Z = R, tenemos el

desarrollo con grupos abelianos. Tanto ahora como en los siguientes caṕıtulos de este tra-

bajo se usarán conceptos básicos de álgebra conmutativa los cuales no serán desarrollados,

como referencia puede mirarse [1].

Definición 1.11. Un complejo de cadenas es una pareja {C, δ} formada por una

familia C = {Cn}n∈Z de módulos sobre un anillo R y una familia de morfismos de R-

módulos δ = {δn : Cn → Cn−1}n∈Z verificando que Im(δn+1) ⊆ Ker(δn) ∀n ∈ Z.

Los elementos de Cn se denominan n-cadenas y llamaremos a δn el operador de

bordes de dimensión n-ésima. El submódulo Ker(δn) se llama módulo de n-ciclos y

lo denotaremos por Zn(C). El submódulo Im(δn+1) se llama módulo de n-bordes y se

denota Bn(C). Por la propiedad del operador de bordes tenemos que, para todo n ∈ Z,
el R-módulo cociente:

Hn(C,R) =
Ker(δn)⧸Im(δn+1)
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está bien definido y lo llamaremos R-módulo de homoloǵıa de dimensión n de C.

Para cada n ∈ Z el módulo de homoloǵıa de dimensión n de C tendrá una parte libre y

una parte de torsión. El rango de su parte libre se denomina n-ésimo número de Betti

y se denota βn.

Definición 1.12. Sean C y C ′ complejos de cadenas. Un morfismo de complejos

de cadenas es una familia f = {fn : Cn → C ′
n}n∈Z de morfismos de R-módulos con la

propiedad de que ∀n ∈ Z el siguiente diagrama es conmutativo:

Cn C ′
n

Cn−1 C ′
n−1

fn

δn

fn−1

δ′n

Se puede comprobar que 1C , la aplicación identidad de C, es un morfismo de complejos

de cadenas. Además si C,C ′, C̄ son complejos de cadenas y f : C → C ′, g : C ′ → C̄ son

morfismos de complejos de cadenas, (g ◦ f) : C → C̄ es también un morfismo de complejos

de cadenas.

Los morfismos de complejos de cadenas inducen morfismos entre los R-módulos de

homoloǵıa de las cadenas.

Definición 1.13. Sea f : C → C ′ un morfismo de complejos de cadenas. El morfismo de

dimensión n inducido por f en el módulo de homoloǵıa de dimensión n es:

Hn(f) : Hn(C) → Hn(C
′)

[z] 7→ [fn(z)]

Este morfismo está bien definido porque fn(Zn(C)) ⊆ Zn(C
′) y fn(Bn(C)) ⊆ Bn(C

′)

∀n ∈ Z. Además, se puede comprobar de forma inmediata que:

1. Hn(1C) = 1Hn(C)

2. Hn(g ◦ f) = Hn(g) ◦Hn(f) para cualquier morfismo de complejos de cadena f, g.

Veamos ahora cómo se puede asignar a cada complejo simplicial orientado un complejo

de cadenas. Sea K un complejo simplicial orientado. Para cada n ≥ 0 el R-módulo de

n-cadenas es el módulo de combinaciones lineales formales de los elementos de dimensión

n en K. Esto es, el módulo libre generado por los n-śımplices de K. Se denotará por

Cn(K,R), aunque cuando no dé lugar a confusión la elección del anillo escribiremos sim-

plemente Cn(K). Un elemento c ∈ Cn(K) es de la forma c =
∑

i λiσi, donde los σ′
is son

n-śımplices de K.
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Para cada n definimos la aplicación:

δn : Cn → Cn−1

σ 7→
n∑
i=0

(−1)i[v0, v1, . . . , v̂i, . . . , vn]

y la extendemos por linealidad a todos los elementos de Cn(K). La familia δ := {δn}n∈Z
verifica:

Proposición 1.14. δn−1 ◦ δn = 0.

Demostración. Por la linealidad de δn es suficiente probarlo sobre una n-cadena [v0, v1, . . . , vn].

δn−1 ◦ δn([v0, v1, . . . , vn]) =
n∑
i=0

(−1)iδn−1([v0, v1, . . . , v̂i, . . . , vn])

=
n∑
i=0

(−1)j

(∑
j<i

(−1)i[v0, v1, . . . , v̂j, . . . , v̂i, . . . , vn]

+
∑
j>i

(−1)j−1[v0, v1, . . . , v̂i, . . . , v̂j, . . . , vn]

)
,

de donde se concluye por la relación que aparece entre el signo de (−1)i, (−1)j−1 y la

orientación de los śımplices.

Con este resultado, usando la notación anterior, tenemos que para todo complejo

simplicial orientado K y anillo R, el complejo de cadenas cadenas C(K) = {Cn(K,R), δn}
llamado complejo de cadenas simpliciales asociado a K. En particular, para cada

número natural tenemos el módulo cociente:

Hsimp
n (C(K)) = Ker(δn)⧸Im(δn+1)

llamado R-módulo de homoloǵıa simplicial n-dimensional del complejo simplicial

K, y que será denotado Hsimp
n (K).

Por otro lado, toda aplicación simplicial ϕ : K → L induce un morfismo de complejos

de cadenas simpliciales ϕ# : C(K) → C(L) extendiendo linealmente, para cada número

natural n, el morfismo: (ϕ#)n : Cn(K) → Cn(L) definido por:

(ϕ#)n[v0, . . . , vn] :=

[ϕ(v0), . . . , ϕ(vn)] if ϕ(vi) ̸= ϕ(vj), para todo i ̸= j

0 en los demás casos

Se puede comprobar fácilmente que la aplicación identidad en el complejo simplicial da

lugar al morfismo identidad en la cadena simplicial y que la composición de aplicaciones

simpliciales se preserva componiendo los dos morfismos de cadenas simpliciales inducidos.
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Juntando esto con el morfismo inducido entre los módulos de homoloǵıa (Definición

1.13) tenemos que todo morfismo simplicial da lugar a un morfismo de R-módulos entre

los R-módulos de homoloǵıa componiendo los dos operadores:

Hn(ϕ) := Hn(ϕ#) : Hn(K) → Hn(L) (1.1)

Observación 1.15. Este morfismo cumple de nuevo que Hn(ϕ ◦ φ) = Hn(ϕ) ◦ Hn(φ) y

Hn(IdK) = IdHn(K) △

1.4. Construcción de complejos simpliciales en el análi-

sis topológico de datos

La construcción de complejos simpliciales asociados a una nube de datos tiene como

objetivo que la homoloǵıa del espacio topológico sobre el que se encuentran los datos sea

computable. Para esto será necesario, por tanto, que la construcción de los complejos

simpliciales preserve la homoloǵıa y además sean lo suficientemente sencillos como para

poder ser computados de forma eficiente. En el análisis topológico de datos la forma de

conseguir esto es construir complejos simpliciales que sean homotópicamente equivalentes

al espacio X formado por el conjunto finito de puntos. Para una explicación más detallada

sobre la homotoṕıa en el TDA ver [32]. Existe variedad de complejos con estas propiedades

como los complejos de banderas o los complejos alpha, sin embargo el enfoque más usual

es utilizar el complejo de Čech. Aunque este es técnicamente computable, el número

de śımplices que genera hace su computación extremadamente costosa. Como solución

se busca una aproximación al complejo de Čech que tenga ventajas computacionales con

respecto a este. Para esto se utiliza el complejo de Vitoris-Rips. Sobre ellos se construirá

la homoloǵıa del complejo, que será la misma que la homoloǵıa del espacio X por ser un

invariante homotópico.

Sea X un espacio topológico e I un conjunto. Sea C = {Ui}i∈I un recubrimiento por

abiertos. Definimos el nervio del recubrimiento C como:

N(C) :=

{
J ⊆ I con J un conjunto finito tal que:

⋂
j∈J

Uj ̸= ∅

}
.

Se comprueba sin dificultad que el nervio N(C) forma un complejo simplicial pues si

J = {j1, · · · , jk} ∈ N(C), se cumple que
⋂
j∈J

Uj ̸= ∅ luego
⋂
j∈J̄

Uj ̸= ∅ para cualquier

1 ≤ i ≤ k y J̄ = {j1, · · · , ĵi, · · · , jk}.
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Teorema 1.16 (Teorema del Nervio [32]). Sea X un espacio topológico y sea C un re-

cubrimiento por abiertos, tal que la intersección de cualquier subconjunto de abiertos del

recubrimiento es vaćıa o contractible. Entonces X y N(C) son homotópicamente equiva-

lentes.

Sea (X, d) un espacio métrico compacto y sea Uϵ el recubrimiento del espacio topológico

X dado por bolas centradas en los puntos de un subconjunto finito S y de radio ϵ.

Figura 1.1: Recubrimiento de una circunferencia y el nervio del recubrimiento dado por

los Ui.

Definición 1.17. El complejo de Čech asociado a S del espacio X de parámetro ϵ,

denotado Čϵ(S), es el nervio del recubrimiento Uϵ.

En el caso de que X sea un espacio métrico finito se toma S = X y se denota Čϵ(X).

El complejo de Čech es homotópicamente equivalente al espacio X, por el teorema del

nervio, ya que la intersección de dos bolas es o bien vaćıa o bien convexa luego contráctil.

Definición 1.18. Para un espacio métrico finito (X, d) el complejo de Vietoris-Rips

de parámetro ϵ > 0 asociado a X es el complejo simplicial con conjunto de vértices

X y śımplices:{
{x0, x1, . . . , xn} ∈ X tales que d(xi, xj) ≤ ϵ para todo 0 ≤ i < j ≤ n

}
.

Se denota por VRϵ(X).

La siguiente definición es necesaria para la construcción de la homoloǵıa persistente.

Recordemos que una relación de orden parcial en un conjunto es una relación binaria,

reflexiva, antisimétrica y transitiva. Si además toda pareja no ordenada de elementos del

conjunto está en la relación, se dice que es una relación de orden total. Un conjunto do-

tado de una relación de orden parcial (respectivamente total) es un conjunto parcialmente

(respectivamente totalmente) ordenado, al que llamaremos poset para abreviar.
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Definición 1.19. Sea K un complejo simplicial y J un conjunto totalmente ordenado.

Una filtración de K es una sucesión de subcomplejos simpliciales F = {Kx}x∈J anidada,

es decir Kx ⊆ Ky si x ≤ y, verificando que ∅, K ∈ F . Como estamos trabajando con la

versión finita de los complejos simpliciales puede rescribirse como una filtración finita:

∅ = K0 ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ · · · ⊂ Kn = K.

donde las inclusiones son estrictas. Un complejo simplicial K con una filtración dada se

llama complejo filtrado.

Figura 1.2: Filtración de un complejo de Vietoris-Rips sobre un espacio métrico de 4

puntos.

Nótese que tanto en el complejo de Čech como en el complejo de Vietoris-Rips cuando

aumentamos el radio tenemos, para todo δ > 0, las inclusiones de complejos simpliciales:

VRϵ(X) ⊆ VRϵ+δ(X) y Čϵ(X) ⊆ Čϵ+δ(X). Luego, con los morfismos de inclusión, esto

nos da filtraciones de complejos simpliciales a medida que aumentamos el radio de las

bolas a los que denotaremos VR(X) = {VRϵ(X)}ϵ∈R y C (X) = {Čϵ(X)}ϵ∈R. Para ϵ = 0

se fija el convenio VRϵ(X) = Čϵ(X) = ∅. Por ejemplo, en la figura 1.2 sean los vértices

a1, a2, a3, a4 numerados en sentido antihorario empezando por el que se encuentra más

abajo. Tenemos que

K2 = {a1, a2, a3, a4, a1a2, a1a4, a2a4}

y al aumentar el radio tenemos el nuevo complejo

K3 = {a1, a2, a3, a4, a1a2, a1a3, a1a4, a2a3, a2a4, a3a4, a1a2a4} .

Como se dećıa al principio de la sección el complejo de Vietoris-Rips tiene ventajas

computacionales con respecto al de Čech. El Teorema del Nervio únicamente muestra la

equivalencia homotópica entre este último y el espacio topológico que triangula pero existe

la siguiente inclusión entre los complejos de Cetch y Vitoris-Rips que permiten aproximar

uno con el otro de forma arbitrariamente precisa.

Proposición 1.20. ([8, Poposition 2.6]) Se tienen las inclusiones:

Čϵ(X) ⊆ VR2ϵ(X) ⊆ Č2ϵ(X)
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1.5. Homoloǵıa persistente

Después de ver cómo obtener la homoloǵıa de un complejo simplicial en la sección

anterior la cuestión que debe resolverse es cuál es el radio de las bolas que debe tomarse,

de manera que su elección separe las verdaderas propiedades del espacio subyacente X del

ruido. Si tomamos un radio lo suficientemente pequeño ninguna bola tendrá intersección

con las demás y por tanto tendremos que el complejo simplicial formado no tiene śımplices

más allá de los vértices, y cada punto de la nube será una componente conexa. Si por

el contrario el radio tomado es más grande que un cierto valor umbral, todos los puntos

estarán conectados entre śı. Un ejemplo de ello es la figura 1.3.

Figura 1.3: Interección de bolas abiertas para la construcción de un complejo simplicial.

A simple vista puede esperarse que los puntos de la nube están contenidos en una circun-

ferencia de R2 como de hecho se recoge al aumentar el radio ligeramente pues deja justo

un agujero en medio. Cuando seguimos aumentando el radio no obstante esta información

se pierde y no aparecen agujeros en la nube.

El procedimiento con el cual el análisis topológico de datos ha solucionado este in-

conveniente es no tomar ninguna elección concreta del radio de las bolas sino toda una

familia ordenada de valores para esos radios. Aśı se observarán algunas caracteŕısticas que

se mantienen durante largos intervalos en esta familia de valores y otros cuya vida es muy

corta. Aquellas caracteŕısticas que persisten se considerarán que son relevantes mientras

que las que no persistan en al variar el radio serán ruido y por tanto irrelevantes ([8]).

Sea una filtración finita de un complejo simplicial:

∅ = K0 ⊆ K1 ⊆ K2 ⊆ · · · ⊆ Kn = K

la cual es equivalente a una familia de complejos simpliciles y morfismos de complejos

simpliciales dados por la inclusión natural ιi,j : Ki → Kj para todo 0 ≤ i ≤ j ≤ n. El

ejemplo básico en el TDA será el de una filtración de una familia de complejos de Vietoris-

Rips construida sobre una nube de puntos. Por el morfismo definido en 1.1 esto induce
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una familia de morfismos entre los R-módulos de homoloǵıa f i,jp : Hp(Ki) → Hp(Kj), con

las propiedades siguientes

(P1) f i,ip = 1Hp(Ki) : Hp(Ki) → Hp(Ki).

(P2) f i,lp = f j,lp ◦ f i,jp : Hp(Ki) → Hp(Kl) for i ≤ j ≤ l.

Tomando f ip := f i,i+1
p , esta familia de morfismos está totalmente definida por:

0 Hp(K0) Hp(K1) . . . Hp(Kn) = Hp(K)
f0p f1p fn−1

p

Definición 1.21. Para una filtración F , sean p ≥ 0 y 0 ≤ i ≤ j ≤ n. El (i, j)-ésimo

R-módulo de homoloǵıa persistente a nivel p es el módulo:

H i,j
p (F) := Im(f i,jp ) .

El rango de este módulo se llama (i, j)-número de Betti a nivel p de F .

Definición 1.22. Sea F una filtración y sea α ∈ Hp(Ki) un elemento distinto del 0,

decimos que α nace en Ki si α /∈ H i−1,i
p (F). Decimos que α muere en Kj si se cumple

f i,j−1
p (α) /∈ H i−1,j−1

p (F) y f i,jp (α) ∈ H i−1,j
p (F)

Es decir, el nacimiento mide la primera aparición de la clase y la muerte cuándo ha

dejado de existir. Se llama ı́ndice de persistencia de α a pers(α) = j− i. En el caso de

que nunca muera una clase tenemos que pers(α) = ∞. Desde un punto de vista topológico

estos valores de muerte y nacimiento de una clase en el módulo de homoloǵıa nos dicen

cuándo aparece por primera vez y cuándo desaparece una cierta propiedad topológica que

es representada por una clase en el módulo de homoloǵıa.

Observación 1.23. Exsiten métodos para el cálculo de la homoloǵıa de un complejo simpli-

cial utilizando normalmente la forma normal de Smith. En base a ellos se ha desarrollado

software con estos fines como Simplicial Homology de GAP y para el caso espećıfico de

su uso en el TDA paquetes de Python, R o C++ disponibles en [4]. Dada su eficacia para

el análisis de grandes bases de datos existen incluso programas comerciales como Iris de

Ayasdi. △



Caṕıtulo 2

Módulos de persistencia

Tras haber visto en el primer cápitulo la noción de persistencia y su relevancia en el

análisis topológico de datos estudiaremos ahora los objetos algebraicos que generalizan

dicha noción, los módulos de persistencia. Este desarrollo se realizará utilizando el lenguaje

y el formalismo de la teoŕıa de categoŕıas. Por esto se incluirá un breve repaso de algunas

nociones fundamentales de dicha teoŕıa, necesarias para el desarrollo de los caṕıtulos 2

y 3 de este trabajo. Una de las contribuciones de la categorización de la persistencia es

que permitirá la clasificación de los módulos de persistencia sobre el poset de los números

naturales, con unas ciertas condiciones de finitud, como sumas de los llamados módulos de

intervalo, gracias a que podremos encontrar una equivalencia categorial con la estructura,

más familiar, de módulo graduado (Sección 2.5). También se utilizá la categorización de

la homoloǵıa persistente para los resultados de la Sección 2.6.

2.1. Teoŕıa de categoŕıas

Empezamos presentando algunas nociones básicas de la teoŕıa de categoŕıas. Para más

detalles ver [26].

Definición 2.1. Una categoŕıa C es una terna formada por:

1. Una clase de objetos, denotada Obj(C).

2. Una colección demorfismos,Morf(C), formada por un conjuntoHomC(X, Y ) para

cada par de objetos X, Y ∈ Obj(C). Es común utilizar la notación X
f−→ Y cuando

f ∈ HomC(X, Y ).

3. Una composición de morfismos: para cada tres objetos X, Y, Z ∈ Obj(C) existe

15
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una aplicación:

HomC(Y, Z)×HomC(X, Y ) HomC(X,Z)

(g, f) gf

llamada composición, verificando:

a) Es asociativa: (hf)g = h(fg) para todos los morfismos

X
g−→ Y

f−→ Z
h−→ T .

b) Para cada objecto X ∈ Obj(C) existe un morfismo IdX : X → X, llamado

morfismo identidad, tal que IdXf = f y gIdX = g sobre morfismos f : X → Y

y g : W → X.

Dos objetos en una categoŕıa son isomorfos si existen elementos f ∈ HomC(X, Y ) y

g ∈ HomC(Y,X) tales que gf = IdX y fg = IdY .

Ejemplo 2.2. a) Todo conjunto parcialmente ordenado o poset (P ,≤), puede ser visto

como una categoŕıa a la que denotaremos simplemente P , cuyo conjunto de objetos

son los elementos en (P ,≤) y cuyos morfismos son HomP(x, y) =

{·} si x ≤ y

∅ si x > y
.

b) Tenemos la categoŕıa cuyos objetos son los grupos y cuyos morfismos son los mor-

fismos de grupos a la que se denota por Grp.

c) Para un anillo R tenemos la categoŕıa ModR cuyos objetos son los módulos sobre

el anillo y sus morfismos son los morfismos de R-módulos. Tomando R un cuerpo k
tenemos la categoŕıa de espacio vectoriales sobre k, Vectk. Cuando no haya lugar a

confusión los denotaremos simplemente por Mod y V ec.

d) La categoŕıa Top cuyos objetos son los espacios topológicos y sus morfismos son las

aplicaciones continuas de espacios topológicos.

e) Los complejos de cadenas junto a los morfismos de complejos de cadenas forman

una categoŕıa a la que denotaremos Cad.

Definición 2.3. Una categoŕıa C ′ es una subcategoŕıa de una categoŕıa C si:

1. Obj(C ′) ⊆ Obj(C).

2. HomC′(X, Y ) ⊆ HomC(X, Y ) para todo X, Y ∈ Obj(C ′).
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3. El morfismo de composición en C ′ es igual a la composición en C y para objeto todo

X ∈ Obj(C ′) el morfismo identidad en C ′ es igual al morfismo identidad del objeto

X en C.

Ejemplo 2.4. En la categoŕıa de Grp, los grupos abelianos forman una subcategoŕıa Ab.

Definición 2.5. Dadas dos categoŕıas C y D, un functor covariante F entre ellas

es una manera de asignar a cada X ∈ Obj(C) un objeto F (X) ∈ Obj(D) y a cada

morfismo f ∈ HomC(X, Y ), un morfismo F (f) ∈ HomD(F (X), F (Y )), de manera que

F (IdX) = IdF (X) y F (gf) = F (g)F (f).

Llamamos la composición de dos functores F : C → D y G : D → E al functor

G ◦ F : C → E definido por (G ◦ F )(X) = G(F (X)) y (G ◦ F )(f) = G(F (f)). Cuando no

haya lugar a confución se podrá denotar la composición de functores simplemente por GF .

Para cualquier categoŕıa C existe el functor Id : C → C definido por Id(X) = X sobre los

objetos y Id(f) = f sobre los morfismos.

Definición 2.6. Sean F ,G : C → D functores covariantes. Una transformación natural

o morfismo de functores entre ellos es una familia de morfismos para cada objeto

{ηX : F (X) → G(X)}X∈Obj(C) tal que para toda pareja X, Y de objetos y todo morfismo

f ∈ HomC(X, Y ) el diagrama:

F (X) G(X)

F (Y ) G(Y )

ηX

ηY

F (f) G(f)

son conmutativos. La denotaremos por η : F → G o simplemente η : F → G.

Para todo functor F : C → D tenemos el morfismo de functores

IdF = {IdF (X) : F (X) → F (X)}X∈Obj(C) .

Dos functores F,G : C → D se dicen isomorfos si existen transformaciones naturales

η : F → G y ρ : G → F tales que η ◦ ρ = IdG y ρ ◦ η = IdF .

Decimos que para dos categoŕıas, C y D, un functor F : C → D es una equivalencia

de categoŕıas si existe otro functor G verificando que F ◦ G ≃ Id y G ◦ F ≃ Id. Al

functor G se le llama quasi-inversa de F .

A diferencia de los functores, existen dos posibles formas de componer morfismos de

functores:
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Definición 2.7. Sean F ,G,H : C → D functores y sean η : F → G, ϕ : G → H morfismos

de functores. Definimos la composición vertical de η y ϕ, denotada ϕ◦η : F → H como

el morfismo de functores dada por la familia (ϕ ◦ η)X := ϕX ◦ ηX .

C D

F

H

G
η

ϕ

Definición 2.8. Sean los functores F1,G1 : C1 → C2 y F2,G2 : C2 → C3. Supongamos que

tenemos morfismos de functores ηi : Fi → Gi para i = 1, 2. La composición horizontal

de η1 y η2, denotada η2 ∗ η1, es un morfismo de functores η2 ∗ η1 : F2F1 → G2G1, definido

por cualquiera de las siguientes dos fórmulas equivalentes:

(η2 ∗ η1)X := (η2)G1(X) ◦ F2((η1)X) = G2((η1)X) ◦ (η2)F1(X)

.

C1 C2 C3

F1 F2

G1 G∈

η2η1

Se dan ahora las nociones necesarias para definir una categoŕıa abeliana. Diremos que

un objeto, ∅, en una categoŕıa C es inicial si para todo objeto X ∈ Obj(C) existe un

único elemento en HomC(∅, X). Diremos que un objeto, ∗, es terminal si para todo

objeto X ∈ Obj(C), existe un único elemento en HomC(X, ∗). Si un objeto es terminal

e inicial a la vez se dice que es cero. Es fácil ver que en caso de existir cualquiera de

estos objetos son únicos salvo isomorfismo. Cuando exista un objeto cero podemos definir

para cada par de elementos X, Y en Obj(C) un morfismo 0 como la única composición

X → 0 → Y verificando f0 = 0 y 0f = 0 para cualquier otro morfismo f .

Un monomorfismo es un morfismo f : X → Y verificando que si dos morfismos

g1, g2 : W → X cumplen fg = fh entonces g = h. Análogamente será un epimorfismo

si verifica que para dos morfismos h1, h2 : Y → Z con h1f = h2f entonces h1 = h2.

Sea una categoŕıa C con un objeto cero y sea f : X → Y un morfismo de C. El

núcleo de f es un morfismo j : Kerf → X tal que fj = 0. El conúcleo es un morfismo

q : Y → cokerf tal que si h : Y → Z entonces hf = 0.
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Definición 2.9. SeanX, Y ∈ Obj(C). El producto deX e Y , si existe, es un elemento de

Obj(C) denotado X × Y con morfismos pX : X × Y → X y pY : X × Y → Y verificando

la siguiente propiedad universal: para todo W ∈ Obj(C) y morfismos fX : W → X y

fY : W → Y existe un único morfismo f : W → X × Y tal que fX = pXf y fY = pY f . Si

existe, el producto es único salvo isomorfismo.

Definición 2.10. Sean X, Y ∈ Obj(C). El coproducto de dos objetos X, Y , si existe,

es un objeto denotado X ⊕ Y junto con morfismos jX : X → X ⊕ Y y jY : Y → X ⊕ Y

verificando la siguiente propiedad universal: para todo objeto U con un par de morfismos

gX : X → U y gY : Y → U existe un único morfismo g : X ⊕ Y → U tal que gX = gjX y

gY = gjY . Si existe, el coproducto es único salvo isomorfismo.

Definición 2.11. Una categoŕıa es abeliana si tiene un objeto cero y todos los pro-

ductos directos y sumas directas, todo morfismo tiene un núcleo y un conúcleo y todo

monomorfismo es un núcleo y todo epimofismo es un conúcleo.

Cabe indicar que en las categoŕıas abelianas el morfismo natural X ⊕ Y → X × Y es

un isomorfismo, para cualesquiera objetos X, Y .

Ejemplo 2.12. Un ejemplo de categoŕıa abeliana es la categoŕıa, Vecfin, de los espacios

vectoriales de dimensión finita sobre un cuerpo k, siendo los morfismos las aplicaciones

lineales.

Definición 2.13. Decimos que una categoŕıa C es de Krull-Schmidt si verifica las

siguientes condiciones:

1. C es abeliana.

2. Para todo X ∈ Obj(C) existe una familia esencialmente única de objetos indescom-

ponibles, W(X), tales que:

X ∼=
⊕

I∈W(X)

I (2.1)

es decir, si existen dos familias con la misma propiedad, W(X) y W′(X), entonces

existe una biyección τ : W(X) → W′(X).

3. Para cualquier objeto y descomposición como arriba,
∏

I∈W(X)

I existe en C y el mor-

fismo: ⊕
I∈W(X)

I →
∏

I∈W(X)

I (2.2)

es un isomorfismo.
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2.2. Objetos y módulos de persistencia

Se definen ahora los objetos persistentes y los módulos de persistencia, los cuales son

una generalización de la homoloǵıa persistente de la Sección 1.5.

Definición 2.14. Sea C una categoŕıa y (P ,≤) un conjunto parcialmente ordenado. Un

objeto P-persistente en C es un functor Ψ: (P ,≤) → C. Esto es, una familia de objetos

en C {cx}x∈P y un morfismo Ψx≤y : cx → cy cuando x ≤ y, verificando además que Ψx≤x =

Id y Ψy≤z ◦ Ψx≤y = Ψx≤z para todo x ≤ y ≤ z. Estos morfismos se llaman morfismos

de transición. Esta colección de objetos y morfismos será denotada {cx,Ψx≤y}.

Observación 2.15. Los objetos persistentes tambiÃ©n pueden definirse en base a una

topoloǵıa de Alexandrov como hacen en [2] pero no abarcaremos ese resultado por motivos

de extensión y resultados necesarios. △

Tomando como morfismos los morfismos de functores (con su composición vertical)

entre dos objetos P-persistentes en C, Ψ y Φ, los objetos P-persistentes forman una cate-

goŕıa denotada CP . Nótese que en este caso un morfismo de functores de Ψ = {cx,Ψx≤y}
a Φ = {dx,Φx≤y} será una familia de morfismos f = {fx : cx → dx}x∈P tales que para

todo x ≤ y el siguiente diagrama es conmutativo:

cx cy

dx dy

Ψx≤y

fx fy

Φx≤y

Observación 2.16. Utilizaremos el nombre objeto persistente cuando se trate de un objeto

de CP para una categoŕıa y poset cualquiera. Llamaremos módulo de persistencia a todo

objeto deModPR, para un poset cualquiera. Para diferenciarlos en las seiguientes secciones,

se usará la notación caligráfica M = {Mx,Mx≤y} para módulos de persistencia y M para

los módulos de persistencia de los módulos graduados. △

Si la categoŕıa C tiene un objeto cero, un objeto persistente de especial relevancia es

el llamado cero o nulo denotado 0 que es aquel que verifica: 0x = 0 ∈ C para todo x ∈ P .

Definición 2.17. Una aplicación entre posets σ : P → Q es monótona si preserva las

relaciones de orden, es decir, si σ(x) ≤ σ(y) ⇔ x ≤ y. Toda aplicación monótona se puede

ver como un functor entre los posets, pensados como categoŕıas, al que denotaremos Tσ.

Además, para toda aplicación monótona σ, Tσ induce un functor que permite cambiar
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la forma en que indexamos los objetos persistentes:

(Tσ)
∗ : CQ −→ CP

Φ 7→ (Tσ)
∗(Φ) := Φ ◦ Tσ

En la anterior sección ya hemos visto cómo construir complejos simpliciales R-persistentes
o complejos de cadenas N-persistentes. En este trabajo nos centraremos en el estudio de

los R-módulos persistentes, es decir en ModPR para un poset P . Los dos ejemplos de

relevancia para el análisis topológico de datos son los siguientes:

Ejemplo 2.18. 1. Sea K un complejo simplicial con una filtración

F : ∅ = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kn = K

Definimos [n] := {0, 1, 2, · · · , n}. Tomando C(i) := C(Ki) y C(i ≤ j) como el

morfismos de cadenas dado por la inclusión natural entre los complejos simpliciales

tenemos que C ∈ Cad[n]. Para cualquier número natural p ∈ N, y un anillo R,

podemos tomar para cada i ∈ [n] el R-módulo Hp(i) := Hsimp
p (C(Ki)) y para i ≤ j

el morfismo inducido Hp(i ≤ j) := Hp(C(Ki)) → Hp(C(Kj)). La functorialidad se

sigue de la observación 1.15, luego Hp ∈Mod
[n]
R .

2. Sea f : X → R una función, donde X es un espacio topológico (no necesariamente

continua), para cada α ∈ R definimos el subconjunto de nivel de f de paráme-

tro α como

f−1(−∞, α] := {x ∈ X tal que f(x) ≤ α}

Utilizando la topoloǵıa inducida en el subespacio, f−1(−∞, α] es un espacio to-

pológico. Si β ≥ α se cumple además que f−1(−∞, α] ⊆ f−1(−∞, β] y además la

inclusión es una aplicación continua pues si A es un abierto en f−1(−∞, β] debe

ser intersección con un abierto de X, digamos U , y se cumple que la antiimagen

de A por la inclusión es U ∩ f−1(−∞, α]. Definimos F = {Fx, F (x ≤ y)} ∈ TopR

como: para cada x ∈ R F (x) := f−1((−∞, x]), y para x ≤ y, F (x ≤ y) es la inclu-

sión natural f−1((−∞, α]) → f−1((−∞, β]). Si k un cuerpo, p ∈ N y Hp el functor

de p-ésima homoloǵıa singular con coeficientes en k, entonces componiendo Hk ◦ F
tenemos un objeto de V ecR.

Recordamos las siguientes definiciones de la teoŕıa de módulos:

Definición 2.19. Decimos que un módulo M sobre un anillo R es finito generado si

existe una familia de elementos {mi}ki=1 ∈ M , llamado conjunto de generadores de
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M, tal que el morfismo de módulos:

f{mi}ki=1
:

k⊕
i=1

R →M

{ri}ki=1 7→
k∑
i=1

ri ·mi

es epiyectivo. Decimos que un móduloM es finito presentado o de presentación finita si

es finito generado y el núcleo del morfismo f{mi}ki=1
es también un módulo finito generado.

Esto es equivalente a decir que M es finito generado si existe una sucesión exacta:

Rm → Rn →M → 0 . (2.3)

Damos ahora algunas condiciones de finitud para los módulos de persistencia sobre un

poset cualquiera P .

Definición 2.20. Sea R un anillo y M ∈ ModPR. Decimos que M es puntualmente

finito generado si ∀x ∈ P el R-módulo Mx es finito generado. Si todo Mx es también

finito presentado diremos que M es puntualmente finito presentado.

Definición 2.21. Sea M un objeto deModPR. Decimos que M es de tipo finito si existe

un ı́ndice x0 ∈ P tal que Mx≤y :Mx →My es un isomorfismo de módulos, para todo

y ≥ x ≥ x0. Un módulo de persistencia será de tipo finito generado/presentado si es de

tipo finito y puntualmente finito generado/presentado.

En el caso de nubes de datos finitas, estas condiciones serán satisfechas y tendremos

por tanto módulos de persistencia de tipo finito. Que cada componente es finito generada

se deduce de su construcción por ser śımplices finitos. Además, una vez hayamos alcanzado

el valor umbral a partir del cual todos los puntos están conectados, al seguir aumentando

el radio de las bolas que los forman no cambiarán los śımplices que aparecen y por tanto

tampoco su homoloǵıa, dado que ya se han formado todos los śımplices posibles.

2.3. Módulos graduados

Esa sección es un breve resumen de algunas nociones de la teoŕıa de módulos gradua-

dos, necesaria para la clasificación de los módulos de persistencia.

Definición 2.22. Se dice que un anillo R es N-graduado o simplemente graduado si R

puede ser escrito como R =
⊕
i∈N

Ri, donde para cada ı́ndice i ∈ N Ri es un grupo abeliano,

y si ri ∈ Ri y rj ∈ Rj se cumple que ri ·rj ∈ Ri+j. Cada uno de los Ri se llama componente

homogénea en grado i y sus elementos son los elementos homogéneos de grado i.
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También es común encontrar como conjunto de ı́ndices los números enteros y puede

hacerse en general con un monoide cualquiera.

Ejemplo 2.23. Para cualquier anillo R, el anillo de polinomios R[x] es un anillo graduado

siendo R[x]i el R-módulo generado por xi. Aunque puedan existir otras posibles gradua-

ciones para R[x] nosotros únicamente consideraremos la aqúı expuesta.

Definición 2.24. Un ideal graduado es un ideal generado por elementos homogéneos.

Definición 2.25. Para un anillo graduado R, un R-módulo graduadoM es un módulo

para el cual existe una descomposiciónM =
⊕
i∈N

Mi, tal que cadaMi es un grupo abeliano,

y ri ·mj ∈Mi+j para todo ri ∈ Ri y mj ∈Mj. Cada Mi se llama componente homogénea

de grado i y, por definición, todo elemento m ∈M puede expresarse como:

m = mi1 + · · ·+mil

donde mij ∈Mij .

Un ejemplo de módulo graduado es simplemente considerar el propio anillo graduado,

R, como un R-módulo.

Definición 2.26. Para un anillo graduado R y dos módulos graduados sobre R,M yM ′,

un morfismo graduado de grado j f : M →M ′ es un morfismo de R-módulos con la

propiedad de que f(Mi) ⊂M ′
i+j para todo i ∈ N.

Observación 2.27. En esta memoria trabajaremos únicamente con morfismos graduados

de grado 0, a los que se llamarán simplemente morfismos graduados. △

Es fácil comprobar que para un módulo graduado M , la identidad IdM es un mor-

fismo graduado, y la composición de dos morfismos graduados M
f−→M ′ g−→M ′′ también

es un morfismo graduado. Por tanto, para un anillo graduado R la colección de todos

los R-módulos graduado junto con los morfismos graduados forma una categoŕıa, que

denotaremos por RGradMod.

Para los módulos graduados tenemos las mismas condiciones de finitud: finito gene-

rado, finito presentado o libre (en este caso las bases deben ser homogéneas, esto es, sus

elementos son todos homogéneos). Recordamos que un módulo es Noetheriano si todos

sus submódulos son finito generados, o equivalentemente si satisface las condiciones de

cadena ascendente. Un anillo R es un anillo Noetheriano si como R-módulo es Noethe-

riano. Un ejemplo de anillo Noetheriano son los cuerpos, pues solo tienen dos ideales.

Observación 2.28. Dado que un ideal graduado está generado por elementos homogéneos,

si tenemos un ideal homogéneo en k[x] éste debe estar generado por xn para algún n,

luego todos sus ideales homogéneos son de la forma (xn). △
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Proposición 2.29. Si R es un anillo Noetheriano todo R-módulo graduado finito gene-

rado es también finito presentado.

Demostración. Si M es finito generado existirá un morfismo fG : R
n → M epiyectivo.

Entonces ker(fG) es finito generado por ser un submódulo de Rn, que es Noetheriano.

La siguiente proposición nos dice que, sobre un dominio de ideales principales, todo

submódulo de un módulo libre es libre, y además da una relación entre sus sistemas de

generadores, necesaria para demostrar el teorema de estructura que veremos posterior-

mente.

Proposición 2.30. ([17, Theorem 4, Chapter 12]) Sea D un dominio de ideales principa-

les y M un D-módulo libre de rango n. Si N es un submódulo de M entonces N es libre de

rango m ≤ n. Además, existe una base {θ1, · · · , θn} de M tal que {α1θ1, · · ·αmθm} es base

del submódulo N , para elementos no nulos αi ∈ D verificando αi|αi+1 para 1 ≤ i ≤ m.

El motivo por el cual son importantes los módulos graduados es que para ellos cono-

cemos un teorema de la estructura que nos permite dar una clasificación de los mismos.

El siguiente teorema es cierto para cualquier dominio de ideales principales, pero aqúı nos

reduciremos al caso de k[x], siendo k es un cuerpo.

Teorema 2.31 (Teorema de la estructura para módulos graduados sobre un anillo de

polinomios). Sea k[x] el anillo de polinomios sobre un cuerpo. Para cada módulo graduado

finito generado M sobre k[x] existen ai, bi y qi ∈ Z tales que M descompone como:

M ∼=

(
n−m⊕
i=1

xai · k[x]

)
⊕

(
m⊕
i=j

xbi · k[x]⧸(xqj)

)
. (2.4)

Esta descomposición es única salvo isomorfismo.

Demostración. Sea {mi}ni=1 un sistema de generadores mı́nimo y k[x]n el módulo libre de

base estándar {ei}ni=1. Tenemos entonces el morfismo epiyectivo de módulos ϕ : k[x]n →M

definido por ϕ(ei) = mi. Por el primer teorema de isomorf́ıa:

k[x]n⧸kerf(ϕ) ∼= M . (2.5)

Usando la Proposición 2.30, como k[x]n es libre sobre un dominio de ideales principales y

ker(ϕ) es un submódulo suyo, ker(ϕ) es libre de rango m ≤ n y existe una base {θi}ni=1

de k[x]n tal que para ciertos elementos αi ∈ k[x] el conjunto {α1θ1, · · · , αmθm} forma una

base de ker(ϕ). Además, para 1 ≤ j ≤ n los ideales (θj) de k[x] deben ser de la forma

(xqj) (ver Observación 2.28).
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Definimos ahora el morfismo epiyectivo:

φ :
n⊕
j=1

⟨θj⟩ → xdeg(θ1) ·k[x]⧸(xq1)⊕· · ·⊕xdeg(θm) ·k[x]⧸(xqm)⊕

(
n−m⊕
i=1

xdeg(θm+i) · k[x]

)
(2.6)

por

φ(λ1θ1, . . . , λnθn) := ([λ1], . . . , [λm], λm+1, . . . , λn)

donde [λi] es λimod(x
qi) para 1 ≤ i ≤ m. El núcleo de φ es

m⊕
j=1

⟨xqjθj⟩ que es isomorfo al

núcleo de ϕ y claramente
n⊕
j=1

⟨θj⟩ ∼= k[x]n. Luego tenemos que:

M ∼= k[x]n⧸kerf(ϕ) ∼=
k[x]n⧸kerf(φ) ∼= Im(φ) (2.7)

con lo que acabamos la parte de la existencia.

Para ver la unicidad puede consultarse [17, Theorem 9, Chapter 12].

Observación 2.32. Nuestro trabajo se centrará en los módulos graduados finito genera-

dos/presentados. En el caso de un módulo finito generado graduado, siempre podremos

encontrar un conjunto de elementos homogéneos que lo generan, al que llamaremos sis-

tema de generadores homogéneo. Gracias a esto podremos definir una graduación en

k[x]n. En efecto, siM es un módulo graduado finito generado, G = {g1, · · · gn} un sistema

de generadores homogéneo y {e1, · · · en} la base estándar de k[x]n tal que fG : k[x]n →M

manda ei a gi, definimos deg(ei) = deg(gi) siendo deg el grado correspondiente en cada

módulo. Además deg(si) = i para todo elemento de k[x]i (usando la graduación usual).

Todo elemento de M descompone como una suma de elementos homogéneos de acuer-

do a la graduación de M , con ello podremos decir que un elemento de k[x]n, digamos

e =
n∑
i=1

siei, será homogéneo si fG(e) es homogéneo, y aśı todo elemento descompone co-

mo suma de elementos homogéneos. Si además M es finito presentado los generadores de

ker(fG) también pueden ser tomados formando un sistema de generadores homogéneo. △

2.4. Módulos de persistencia como módulos sobre un

anillo de polinomios

En esta sección se muestra que, bajo ciertas condiciones de finitud, las categoŕıas

ModNR y RGradMod son equivalentes. Los primeros resultados de clasificación de módulos

N-persistentes en la literatura se basan en esta equivalencia de categoŕıas, dado que en
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RGradMod tenemos el teorema de la estructura 2.31 para la calsificación de módulos

graduados. Esta equivalencia suele darse con el siguiente teorema:

Teorema 2.33 (Teorema de representación Zomorodian-Carlsson). Sea R un anillo uni-

tario y conmutativo. La categoŕıa de los módulos N-persistentes de tipo finito es equivalente

a la categoŕıa de R[x]-módulos graduados finito generados

Este teorema se encuentra de distintas formas en la literatura relacionada con el análi-

sis topológico de datos (ver, por ejemplo [6], [38] y [7]). Sin embargo, no aparece una

demostración del mismo y suele referenciarse a la teoŕıa de Artin-Rees (en particular

[19]). Según los autores la demostración seŕıa una consecuencia inmediata. En [37] apare-

ce un esquema de la demostración pero contiene un error, como se muestra en el contra

ejemplo de [13]. La razón por la que este planteamiento funcionaŕıa en el análisis topológi-

co de datos es que suele considerarse que el anillo base es un cuerpo k, y por tanto es

Noetheriano, pudiendo aplicarse la teoŕıa de Artin-Rees. Sin embargo, si quitamos esa

suposición no es cierto en general el teorema de representación.

En este trabajo se ha tratado de seguir un planteamiento más general, desarrollando

en esta sección los pasos del art́ıculo de Corbet y Kerber [13], donde las condiciones para

el teorema de representación son bastante generales. La mayor dificultad de esta sección

es asegurar que las condiciones de finitud en cada categoŕıa se satisfacen.

Comenzamos dando una equivalencia de categoŕıas entre los módulos de persistencia

y los módulos graduados:

Proposición 2.34. Existen functores:

α : ModNR → R[x]GradMod y β : R[x]GradMod →ModNR

de manera que ModNR y R[x]GradMod son categoŕıas equivalentes.

Demostración. Primero damos su definición sobre objetos.

Sea M = {Mi,Mi≤j} un módulo de persistenica sobre un anillo R, definimos:

α(M) :=
⊕
i∈N

Mi (2.8)

que es un R[x]-módulo graduado definiendo

x · (mi)i∈N := (ni+1)i∈N

donde ni+1 =Mi≤i+1(mi), y después extendiendo linealmente.
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Para la quasi-inversa, dado un R[x]-módulo graduado
⊕
i∈N

Mi definimos

β

(⊕
i∈N

Mi

)
:= (Mi,Mi≤j)i∈N (2.9)

donde los morfismos de transición Mi≤j vienen dados por la multiplicación por xj−i.

Ahora tenemos que dar su definición sobre los morfismos de cada categoŕıa, de manera

que tengan propiedades functoriales.

Para un morfismo η : M → N de R-módulos de persistencia se define

α(η) :
⊕
i∈N

Mi →
⊕
i∈N

Ni

(mi) 7→ (ηi(mi))

donde α(M) =
⊕
i∈N

Mi y α(N ) =
⊕
i∈N

Ni. Tenemos que comprobar que α(η) está bien

definido, como morfismo graduado, y las propiedades functoriales de α. En primer lugar,

α(η) es un morfismo de grupos porque ηi es un morfismo de grupos, para cada ı́ndice i.

Para todo i ∈ N se cumple que α(η)(Mi) ⊂ Ni pues si mi ∈ Mi se tiene que α(η)(mi) =

ηi(mi) ∈ Ni. Por último, conmuta con el producto por polinomios pues al ser η morfismo

se tiene

η(x ·mi) = x · η(mi)

luego

α(η)(x · (mi)i∈N) = xα(η)((mi)i∈N)

Además, la identidad va a ir a la identidad, ya que IdM = (Idi)i∈N, y para dos

morfismos de functores:

(α(η′ ◦ η))(mi)i∈N = (η′i(ηi(mi)))i∈N = (α(η′)(ηi(mi))i∈N = (α(η′) ◦ α(η))((mi)i∈N) .

Por otro lado, si tenemos un morfismo graduado ω en R[x]GradMod, restringiéndolo a

cada componente homogénea nos da un morfismo de R-módulos ωi :Mi → Ni ∀i ∈ N que

es compatible con la multiplicación por x, es decir x · ωi(mi) = ωi+1(x ·mi). Definimos

entonces el morfismo de functores β(ω) := (ω0, ω1, . . . ). Falta probar las propiedades

functoriales de β. De nuevo la functorialidad sobre la identidad se comprueba de forma

inmediata ya que si M es un módulo graduado los morfismos inducidos por IdM en las

componentes homogéneas son (IdM)i = IdMi
. Finalmente, para cualesquiera dos morfismo

de R[x]-módulos graduados ω y ω′ se tiene– que

β(ω′ ◦ ω) = ((ω′ ◦ ω)i)i∈N = (ω′
i ◦ ωi)i∈N = (β(ω′) ◦ β(ω)) .
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donde la segunda igualdad se debe a la definición de los ωi y ω′
i. Por construcción es

inmediato que α ◦ β y β ◦ α son isomorfos a la identidad en ambos casos, luego las

categoŕıas son isomorfas.

El siguiente lema prueba que el functor α mantiene las condiciones de finitud. En la

demostración se incluyen solo los detalles más importantes por motivos de extensión.

Lema 2.35. Si un módulo de persistencia M es de tipo finito presentado, entonces α(M)

es un módulo graduado finito presentado.

Demostración. Se ve sin dificultad que α(M) es finito generado por el conjunto G =

∪n0
i=1Gi donde Gi es un generador de Mi y n0 es el ı́ndice a partir del cual todos son

isomorfos (tipo finito). La dificultad está en demostrar que también es finito presentado.

Como cada Mi era finito presentado tenemos morfismo epiyectivos fGi
: Rni → Mi.

Definimos n =
n0∑
i=1

ni y tenemos que ver que el núcleo de FG : R[x]n → α(M) es finito

generado. Para cada 1 ≤ i ≤ n0 definimos Ξi como el conjunto de generadores de ker(fGi
),

que es finito por ser cada Mi finito presentado. Para cada ı́ndice i y ξi ∈ Ξi se cumple

que (0, . . . , 0, ξi, 0, . . . , 0) ∈ R[x]n está en ker(FG). Además, para cada pareja (i, j), con

0 ≤ i < j ≤ n0, y cada elemento gi ∈ Gi tal que Mi≤j(gi) ̸= 0 tenemos que:

Mi≤j(gi) =

lj∑
k=0

λkg
(k)
j

donde λk ∈ R y Gj = {g(1)j , . . . , g
(nj)
j }. El elemento xj−i · ei −

∑lj
k=0 λke

k
j está en ker(FG),

por la definición de α, siendo ei y e
(k)
j los generadores de R[x]n que por FG van a parar

a gi y g
(k)
j respectivamente. Denotemos por Ξ(i,j) al conjunto finito obtenido eligiendo un

elemento como los anteriores para cada gi con Mi≤j(gi) ̸= 0. En ese caso el conjunto de

generadores de ker(FG) es:

Ξ :=

n0⋃
i=0

Ξi ∪
⋃

0≤i<j≤n0

Ξ(i,j). (2.10)

Para demostrarlo consideramos un elemento del núcleo e =
∑

j λjej con λj ∈ R[x] y ej

generador de R[x]n. Por la graduación que hemos dado en R[x]n podemos asumir que

es homogéneo pues en un elemento e′ = e′1 + · · · e′l del núcleo cada e′i va a parar a una

única componente homogéneaMi y deben ser todas 0. La demostración se termina viendo

los siguientes casos: primero, suponemos que deg(e) ≤ n0 y todos los λj son de grado

0; después, que deg(e) ≤ n0 y algunos λj son de grado no nulo; finalmente, suponemos

deg(e) > n0.
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Sea ahora un R[x]-módulo graduado finito presentado M :=
⊕
i∈N

Mi, con generadores

G := {g1, . . . , gn} y el morfismo de módulos FG : R[x]n → M y donde Ξ = {ξ1, . . . , ξm}
genera ker(FG). Podemos asumir por la Observación 2.32 que todos los elementos de G
y Ξ son homogéneos y, adicionalmente, que sus elementos están ordenados de menor a

mayor grado. Los dos siguientes lemas muestran que β también mantiene las condiciones

de finitud que tengan los módulos graduados al pensarlos como módulos de persistencia.

Lema 2.36. Cada una de las componentes homogéneas Mi de M es finito presentada

como R-módulo.

Demostración. Claramente tiene estructura de módulo puesto que estamos multiplicando

por elementos del anillo que tienen grado 0 y además Mi era un grupo abeliano por ser

una componenete homogénea.

Denotemos por ni al número de elementos de G de grado hasta i. Sea e
(i)
j el j-ésimo

generador de
ni⊕
i=1

R. La aplicación:

θi :

ni⊕
i=1

R →Mi

e
(i)
j 7→ ti−deg(gj)gj

es epiyetiva por ser los gj generadores de M luego cada componente es finito generada.

Tenemos que ver la generación finita del núcleo de los θi.Probamos ahora que el núcleo

de cada uno de los morfismos de la parte anterior es finito generado. Sean {e1, · · · , en}
los generadores de

n⊕
i=1

R[x] que van a {g1, . . . , gn} por FG. Denotemos por mi al número

de elementos en Ξ de grado hasta i. Para cada 1 ≤ j ≤ mi y ξj tomamos el elemento

xi−deg(ξj) que puede escribirse como:

xi−deg(ξj)ξj =

ni∑
k=1

rkx
i−deg(gk)ek (2.11)

con los rk ∈ R. Definimos:

ξ
(i)
j :=

ni∑
k=1

rke
(i)
k (2.12)

y Ξi := {ξ(i)j |1 ≤ i ≤ mi}. Entonces Ξi genera ker(θi). Es claro que θi(ξ
(i)
j ) = FG(ξj) = 0.

Ahora para un elemento de η ∈ kerθi se cumple que η es una combinación lineal de

elementos e
(i)
j con 1 ≤ j ≤ ni y toma coeficientes en R. Sustituyendo e

(i)
j por xi−deg(gj)ej ,

obtenemos un elemento η′ homogéneo en grado i de
n⊕
i=1

R[x] al que llamaremos . Este
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elemento se puede escribir como combinación lineal de elementos de Ξ:

η′ =

mi∑
k=1

r′kx
i−deg(ξk)ξk (2.13)

con r′k ∈ R. Para j ∈ {1, · · · , ni} sea cj ∈ R el coeficiente de e
(i)
j en η. Sea c′j el coeficiente

de e
(i)
j en la suma

∑mi

k=1 r
′
kξ

(i)
k , escribiendo cada ξ

(i)
k como una combinación lineal. Por

construcción, cj es el coeficiente de xi−deg(gj)ej en η
′, y c′j es el coeficiente de xi−deg(gj) · ej

en la suma
∑mi

k=1 r
′
kx

i−deg(ξj) · ej. Esta suma es igual a η′ y se sigue que cj = c′j luego se

comple:

x =

mi∑
k=1

r′kξ
(i)
k (2.14)

y hemos obtenido un sistema de generadores para el núcleo de θi.

Lema 2.37. ([13, Lemma 8]) Si M es un R[x]-módulo graduado finito presentado, en-

tonces β(M) es un módulo de persistencia de tipo finito presentado.

Tenemos ahora ya todos los resultados necesarios para probar el teorema general de

representación de módulos de persistencia de tipo finito presentados.

Teorema 2.38. Sea R un anillo unitario. Las subcategoŕıa de R[x]GradMod formada por

los módulos finito presentados y la subcategoŕıa de ModNR formada por los módulos de

persistencia de tipo finito presentados son equivalentes a través de las restricciones de los

functores α y β a estas subcategoŕıas.

Demostración. Si M es un módulo de persistencia de tipo finito presentado, entonces

α(M) es un módulo graduado de presentación finita (por el Lema 2.35). Si tenemos un

módulo graduado M ′, por los Lemas 2.36 y 2.37 se sigue que β(M ′) es un módulo de

persistencia de tipo finito. Como β era la quasi-inversa de α esto se mantiene para sus

restricciones.

Como puede observarse de las demostración de los Lemas 2.35 y 2.36, sin necesidad de

restricciones sobre el anillo, se cumple que si M ∈ModNR es de tipo finito generado α(M)

es finito generado y si M ∈ R[x]GradMod es finito generado, β(M) es puntualmente finito

generada. La parte que falla en el teorema de representación original de Zomorodian-

Carlsson es que no se garantiza que β(M) sea de tipo finito, para lo cual necesitamos la

presentación finita.

Obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 2.39. Sea k un cuerpo. Las subcategoŕıas k[x]GradMod finitos generados y

ModNk de tipo finito generado son equivalentes.
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2.5. Clasificación de módulos de persistencia por módu-

los de intervalo

Al igual que con cualquier estructura algebraica, en el caso de los módulos de persis-

tencia existen unos objetos básicos que clasifican y construyen cualquiera de ellos. En el

caso de los módulos de persistencia son los llamados módulos de intervalo, aśı que comen-

zamos esta sección con la definición de intervalo.

Definición 2.40. Un intervalo en un conjunto totalmente ordenado (P ,≤) es un sub-

conjunto no vaćıo I ⊆ P verificando que si x ≤ t ≤ y con x, y ∈ I, entonces t ∈ I.

Para un intervalo I y un cuerpo k definimos el módulo de intervalo, denotado

χI = {χIx, χIx≤y} como el módulo de persistencia:

χIx =

{
k si x ∈ I

0 en otro caso

con los morfismos de transición:

χIx≤y =

{
1 si x, y ∈ I

0 en los demás casos

Cuando se trate de un módulo de persistencia sobre Z o N será frecuente trabajar con

intervalos finitos de la forma [m,n) e infinitos [m,∞). La explicación de esto es que estos

intervalos en realidad representan la primera vez que aparece una clase en el módulo de

homoloǵıa; por tanto debe estar cerrado, y la primera vez en la que muere esa clase, y

por tanto estará abierto pues deja de aparecer. En el caso infinito es una clase que nunca

muere.

Recordamos que dados f : M →M ′ y g : N → N ′ la suma directa

f ⊕ g : M ⊕N →M ′ ⊕N ′

está definida por :

(f ⊕ g)(m,n) := (f(m), g(n)) .

Definición 2.41. Sea P un poset y sean M y N dos elementos de ModPR. Se define la

suma directa de M y N como el elemento de ModPR siguiente:

M⊕N := ((M⊕N )x, (M⊕N )x≤y)

donde (M⊕N )x :=Mx ⊕Nx y (M⊕N )x≤y :=Mx≤y ⊕Nx≤y.
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Esto se puede generalizar a sumas arbitrarias de módulos de persistencia.

Definición 2.42. Decimos que un módulo de persistencia es descomponible si existen

módulos de persistencia M1 y M2, distintos del módulo 0, tales que M ∼= M1 ⊕M2. Si

no existen tales módulos se dice que M es indescomponible.

En lo que sigue veremos que los módulos de intervalo son objetos indescomponibles

en la categoŕıa de módulos de persistencia y cómo se interpretan en términos de módulos

graduados.

Dado un módulo de persistencia M, el conjunto de todos sus endomorfismos (esto es,

los morfismos de functores τ : M → M) es un anillo con la suma y la composición, lo

denotamos por End(M). En el caso particular de los módulos de intervalo se tiene:

Lema 2.43. End(χI) = k, para todo k-módulo de intervalo χI .

Demostración. Sea τ un endomorfismo. Para todo ı́ndice x, τx es una multiplicación por

un elemento de k por ser un endomorfismo de k. Por ser τ un morfismo de functores, debe

cumplirse para todos x ≤ y ∈ P que 1 ◦ τx = τy ◦ 1. Por tanto tiene que ser el mismo

escalar para todos los ı́ndices, luego End(χI) = k.

Lema 2.44. Los módulos de intervalo son indescomponibles.

Demostración. Supongamos que existe una descomposición de un módulo de intervalo

χI = M1 ⊕M2. Tomamos la proyección natural en uno de ellos:

πM1 : M1 ⊕M2 → M1 ⊕M2

(m1 ⊕m2) → (m1 ⊕ 0)

que tiene que ser idempotente, es decir πM1 ◦ πM1 = πM1 . Pero como πM1 ∈ End(χI), el

endomorfismo πM1 debe ser un elemento idempotente de k, esto es 0 o 1. En el primer

caso χI ∼= M2 y en el segundo χI ∼= M1.

Para dos módulos graduados M,N su suma directa es el módulo graduado M ⊕ N

cuyas componentes homogéneas son (M ⊕N)n =Mn ⊕Nn.

Lema 2.45. Los functores α, β definidos en 2.8 y 2.9 son aditivos, es decir preservan las

sumas directas finitas.

Demostración. Es suficiente mostrarlo para dos módulos de persistencia M = {Mi,Mi≤j}
y N = {Ni, Ni≤j}. Definimos una aplicación α(M⊕N ) → α(M)⊕ α(N ) por:(

∞∑
i=0

(ni, n
′
i)

)
→

(
∞∑
i=0

ni,

∞∑
i=0

n′
i

)
.
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Esta aplicación es biyectiva, conserva la graduación y es un morfismo de grupos. Además,

es lineal con el producto por polinomios pues se tiene que:

x·

(
∞∑
i=0

(ni, n
′
i)

)
=

∞∑
i=0

(Mi≤i+1⊕Ni≤i+1)(ni, n
′
i) =

(
∞∑
i=0

xni,

∞∑
i=0

xn′
i

)
= x·

(
∞∑
i=0

ni,

∞∑
i=0

n′
i

)
Entonces, el functor α preserva las sumas directas y por tanto el functor β también lo

hace por ser su quasi-inversa.

Este lema nos da la relación entre los objetos indescomponibles de cada categoŕıa:

Lema 2.46. Existen los siguientes isomorfismos de k[x]-módulos graduados:

α(χ[i,j)) ∼= xi · k[x]⧸〈xj−i〉
α(χ[i,+∞)) ∼= xi · k[x].

Demostración. Consideremos el caso de los intervalos finitos. Por definición tenemos

α(χ[i,j)) =
∞⊕
n=0

(
χ[i,j)

)
n

luego su componente homogénea en grado n valdrá k si i ≤ n < j y 0 en cualquier otro

caso. Por otra parte, los elementos de xi · k[x]⧸⟨xj−i⟩ son de la forma

xj ·
j−i−1∑
l=0

al · xl =
j−i−1∑
l=0

ai · xl+i (2.15)

es decir, considerando la graduación usual en los polinomios, tendremos que

(
xi · k[x]⧸〈xj−i〉)

n

=


0 si n < i

k si i ≤ n < j

0 si j ≤ n

Para los intervalos de la forma [i,+∞) tenemos, por un razonamiento similar, que son

isomorfos a xm · k[x].

Teorema 2.47. Los módulos de N-persistencia sobre un cuerpo k de tipo finito generado

descomponen como suma directa de módulos de intervalo de modo único salvo el orden.

Demostración. Sea M un k-módulo de N-persistencia de tipo finito generado. Por el

teorema de representación tenemos que α(M) es finito generado luego, por el teorema de

la estructura de módulos graduados, tiene una descomposición única de la forma:

α(M) ∼=

(
n−m⊕
i=1

xai · k[x]

)
⊕

(
m⊕
i=j

xbi · k[x]⧸(xqj)

)
.
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Utilizando los Lemas 2.45 y 2.46:

α(M) ∼=

(
n−m⊕
i=1

α
(
χ[ai,+∞)

))
⊕

(
m⊕
i=1

α
(
χ[bj ,bj+qj)

))

∼= α

((
n−m⊕
i=1

χ[ai,+∞)

)
⊕

(
m⊕
i=1

χ[bj ,bj+qj)

))
.

Utilizando finalmente β en ambos lados de la igualdad se tiene:

M ∼=

(
n−m⊕
i=1

χ[ai,+∞)

)
⊕

(
m⊕
i=1

χ[bj ,bj+qj)

)
. (2.16)

Si hubiera dos descomposiciones de M como suma de módulos de intervalo D1 y D2

entonces α(M) = α(D1) = α(D2) y usando la unicidad del teorema de la estructura y β

tenemos D1 = D2.

Por este resultado tenemos que dos módulos de persistencia son isomorfos si y sólo si

tienen los mismo factores invariantes, es decir, descompone como la misma suma directa

de módulos de intervalo. Con el anterior teorema tenemos que la subcategoŕıa de V ecN

formada por los objetos de tipo finito generado, junto con sus morfismos de functores,

son una categoŕıa de Krull-Schmidt. El tercer axioma no hace falta verificarlo al tratarse

únicamente de descomposiciones finitas, para las cuales la suma y el producto directo son

isomorfos por ser una categoŕıa abeliana. La razón de que sea una categoŕıa abeliana es que

V eck lo es y podemos hacer la construcción punto a punto conservando las propiedades.

2.6. Clasificación de módulos de persistencia sobre

otros posets

La clasificación de módulos de persistencia como suma directa de módulos de inter-

valo puede extenderse a otros conjuntos totalmente ordenados bajo ciertas condiciones

de finitud. Sin embargo, en general no se conocen esultados de estabilidad, en el senti-

do que mostraremos en el próximo caṕıtulo. Una de las ĺıneas actuales de investigación

en el análisis topológico de datos es estudiar, a la vista de estos últimos resultados de

clasificación, qué resultados de estabilidad pueden ser generalizados.

Sea k un cuerpo y M un k-módulo de N-persistencia o Z-persistencia puntualmente

finito generado, aunque no necesariamente de tipo finito. Usando el functor α de 2.8

podemos pensarlo como un módulo graduado, donde cada una de sus componentes es un
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espacio vectorial finito generado. La parte de la existencia del siguiente teorema se debe

a Webb [35] y la unicidad puede encontrarse en la tesis de Lesnick [24, Lemma 2.2.3.]

Teorema 2.48. Sea M un Z-módulo graduado cuyas componentes homogéneas son finito

generadas. Entonces existe la descomposición única

M ∼=

(⊕
j∈J

xaj · k[x]

)
⊕

(⊕
i∈I

xbi · k[x]⧸(xqj)

)
.

donde I y J son subconjuntos (posiblemente infinitos) de Z.

Con planteamientos análogos a los de la Sección 2.5 podemos adaptar el Teorema 2.47

y dar una clasificación de los módulos de persistencia sobre Z.

El siguiente planteamiento da un marco general para la clasificación de un modulo

de persistencia indexado por los números reales con un número finito de morfismos de

transición que no sean isomorfismos. Esto permite, por ejemplo, dar un marco teórico

para la clasificación de los módulos de persistencia asociados a dos nubes de datos.

Definición 2.49. Sea M un elemento de V ecR y sea I ⊆ R un intervalo. Decimos que

M es constante en I si para todo x ≤ y ∈ I el morfismo de transición Mx≤y es un

isomorfismo. Diremos que x es un valor regular de M si existe un entorno Ix de x, tal

que M es constante en Ix. Si no existe tal entorno se dice que x es un valor cŕıtico.

Diremos que un módulo de R-persistencia, M, es moderado si sólo existe un número

finito de valores cŕıticos para M.

Observación 2.50. Un módulo de persistencia moderado es de tipo finito pues a partir de

un ı́ndice todos los módulos son isomorfos. △

Lema 2.51. Si M no contiene valores cŕıticos en I, M es constante en I.

Demostración. Sean x ≤ y ∈ I. Para todo z ∈ [x, y] existe un intervalo Iz tal que z ∈ Iz

y M es constante en Iz. Como [x, y] es compacto, existe un número finito de valores

z1, . . . , zk cuyos intervalos Izi recubren [x, y]. Sean {dj}m+1
j=1 con x = d1 y y = dm+1

cumpliendo que dj, dj+1 ∈ Izl para algún l. Entonces, Mdj≤dj+1
es un isomorfismo, para

todo j, y por tanto también lo es Mx≤y. Luego es constante en I.

Con esto podemos clasificar los módulos de R-persistencia moderadoss como suma

de módulos de intervalo de la siguiente forma. Sea M un módulo de R-persistencia
moderado y sen a1 < a2 < · · · < an sus valores cŕıticos. Sean {bi} de modo que
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b0 < a1 < b1 < · · · < an < bn. Definimos la aplicación i : [2n] → R por:

i(k) =

bk/2 si k es par

a(k+1)/2 si k es impar

Tenemos a su vez la aplicación r : R → [2n] definido por:

r(x) =

2k − 1 si x = ak para k ∈ 1, · · · , n

2k si ak < x < ak+1

Componiendo las dos tenemos ir : R → R:

ir(x) =

ak si x = ak para k ∈ 1, · · · , n

bk si ak < x < ak+1 para k ∈ 1, · · · , n

Con la aplicación i, pensada como un functor entre los conjuntos parcialmente ordena-

dos, podemos clasificar usando el teorema de clasificación (Teorema 2.47) el módulo de

persistencia i∗M, luego

M ∼= (TiTr)
∗M = T ∗

r (T
∗
i M) ∼=

(
n1⊕
i=1

T ∗
r χ

[wi,+∞)

)
⊕

(
n2⊕
i=1

T ∗
r χ

[zj ,zj+qj)

)
siendo

T ∗
r χ

[k,l) =



χ
[a k+1

2
,+a l+1

2
)

si k, l son impares

χ
[a k+1

2
,a l

2
]

si k impar l par

χ
(a k

2
,a l+1

2
)

si k par l impar

χ
(a k

2
,a l+1

2
]

si k, l pares,

y T ∗
r χ

[k,+∞) =

χ
[a k+1

2
,+∞)

si k es impar

χ
[a k

2
,+∞)

si k es par.

En 2012 Crawley-Boowey demostró desde un punto de vista puramente categorial que

la clasificación pod́ıa extenderse a casos más generales:

Teorema 2.52. [14, Teorema 1.1] Todo k-módulo de persistencia puntualmente finito ge-

nerado sobre un conjunto totalmente ordenado descompone como suma directa de módulos

de intervalo.

Proposición 2.53 ([2, Proposition 2.1.6]). Sea T ⊆ R y {Mj}j∈J una familia de módu-

los de persistencia T -indexados de forma que
∑
j∈J

Mj sea puntualmente finito generado.

Entonces: ⊕
j∈J

Mj
∼=
∏
j∈J

Mj .

Con esto se tiene entonces el corolario siguiente:

Corolario 2.54. Para T ⊆ R, la subcategoŕıa de V ecT formada por elementos puntual-

mente finito generados es una categoŕıa de Krull-Schmidt.
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2.7. Representaciones de los módulos de persistencia

En las secciones anteriores hemos visto la clasificación de algunos módulos de persis-

tencia. En esta sección daremos las dos formas más comunes de de representar módulos

de persistencia utilizando la teoŕıa de clasificación anterior: los códigos de barras y diagra-

mas de persistencia. Al igual que la clasificación antes mostrada, estas representaciones

no tienen porque existir para un módulo de persistencia en general.

Estas representaciones serán de utilidad para la computación y también para los teo-

remas de estabilidad que veremos en el siguiente caṕıtulo Además permiten (en el caso

finito) entender de forma gráfica propiedades de los módulos de persistencia que represen-

tan. En el caso de un módulo de persistencia construido sobre homoloǵıa simplicial como

en el Caṕıtulo 1, la aparición y desaparición de propiedades homológicas de la nube de

datos.

Definición 2.55. Un multiconjunto es una pareja (S, n), donde S es un conjunto en el

que se permite la repetición de sus elementos, llamado conjunto subyacente de elementos,

y n es una función n : S → Z+ ∪ {∞} que mide la multiplicidad de los elementos de S.

Normalmente nos referiremos a un multiconjunto (S, n) simplemente por S.

Definición 2.56. Sea P un conjunto totalmente ordenado. Un código de barras es un

multiconjunto {Ij}j∈J , donde los Ij son intervalos de P .

Definición 2.57. Para un módulo de persistencia M ∈ ModP, su códigos de barras

asociado, cuando exista, es el único código de barras BM tal que:

M ∼=
⊕
I∈BM

χI

Por la sección anterior tenemos que para cualquier subconjunto T ⊆ R, los elemen-

tos puntualmente finito generados de V ecT tienen un código de barras asociado. En la

siguiente definición se utiliza el convenio usual de la recta real extendida −∞ < a < ∞
para todo a ∈ R.

Definición 2.58. Un diagrama de persistencia es un multiconjunto de parejas (a, b)

de elementos de R∪ {±∞}, con a ≤ b. Para un módulo de persistencia M su diagrama

de persistencia asociado, cuando exista, es el único diagrama de persistencia formado

por los extremos de los intervalos de su códigos de barras. Su representación gráfica serán

los puntos en el plano de coordenadas (a, b), que estarán por encima de la diagonal o

contenidos en ella.
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Figura 2.1: A la izquierda código de barras asociado al módulo de persistencia dado por

una filtración de complejos simpliciales de Vietoris-Rips. A la derecha su diagrama de

persistencia equivalente. Esta imagen es de [34]

Se ve que ambas representaciones existen o no existen de forma simultánea.

La ventaja que tiene la representación por código de barras es que permite dar in-

formación sobre distintos módulos de persistencia (la homoloǵıa para distintos grado p)

de forma simultánea. Para realizar esto en el diagrama de persistencia se usan distintos

śımbolos para los distintos módulos, pudiendo quedar solapados al representarlos en el

plano. Además, al representar el diagrama de persistencia, se pierde información de la

multiplicidad en el multiconjunto de cada uno de los intervalos. Esto se debe a que los

mismos puntos ocupan las mismas coordenadas en el plano. Para solucionar este inconve-

niente puede acompañarse cada punto de un valor numérico que indica su multiplicidad.

En su aplicación al análisis topológico de datos estas representaciones permiten es-

tudiar las propiedades de una nube de datos. En el código de barras se considerará que

los intervalos más cortos son ruido y aquellos más largos son las verdaderas propiedades

de la nube de datos. En el diagrama de persistencia, los puntos cercanos a la diagonal

se consideran ruido mientras que aquellos lejos de ella indican propiedades de la nube de

datos.

Observación 2.59. No es el caso general que, aunque śı existan formalmente el código de

barras o el diagrama de persistencia, se puedan mostrar gráficamente, pues estos pueden

tener infinitos elementos. △
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Estabilidad de los módulos de persis-

tencia

Los conjuntos de datos en muestras del mundo real suelen ser más ruidosos de lo que

se deseaŕıa, por tanto, el uso de las técnicas de la homoloǵıa persistente para analizarlos

requiere que éstas sigan funcionando bien aún cuando se expongan a muestras ruidosas.

Se necesita entonces que pequeñas variaciones en los datos supongan también pequeñas

variaciones en los invariantes y las representaciones del módulo de persistencia construido

a partir de ellos. En este caṕıtulo expondremos algunos resultados sobre la estabilidad, en

el sentido que precisaremos más adelante, de las estructuras estudiadas en las anteriores

secciones. Para ello necesitamos introducir una noción de distancia en la categoŕıa de

módulos de persistencia. Esto se hará desde el enfoque de la teoŕıa de catagoŕıas y, en la

medida de lo posible, daremos las definiciones y resultados más generales conocidos. Un

ejemplo de esto es la noción de intercalado generalizado que presentaremos a continuación

siguiendo [25]. Después, nos centraremos en el caso de los módulos de R-persistencia sobre

el que demostrará un teorema de isometŕıa.

Figura 3.1: Puede esperarse que al estar en cierta manera cercanas la nube de datos

formada por los puntos rojos y negros, tambián lo estén sus códigos de barras. Imagen de

[28]

39
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3.1. Intercalados generalizados

Sean M y N ∈ModPR. Recordemos que M y N son isomorfos si existen morfismos de

functores ϕ ∈ HomModPR
(M,N ) y ψ ∈ HomModPR

(N ,M) tales que su composición por

la izquierda y por la derecha es la identidad. En caso de que exista una descomposición

en módulos de intervalo, serán isomorfos si descomponen como la misma suma de módu-

los de intervalo. Aunque es una noción que permite comparar módulos de persistencia,

resulta demasiado fuerte. Esto se debe a que solo admite dos posibilidades, isomorfos o

no isomorfos.

Ejemplo 3.1. Sea U el módulo definido por {Rx, (IdR)x≤y}x∈Z. Sean V = {C2
x, (Id

2
C)x≤y}x∈Z

y W con Wx = Ux ∀x ∈ Z \ {0}, W0 = 0. Ni V ni W son isomorfos a U . Haciendo un

único cambio en V0 podemos obtener U pero en el caso de W debemos cambiar el módulo

en todos los ı́ndices.

En el ejemplo anterior V parece más ”cerca” de ser isomorfo a U que W . En esta

sección buscaremos una noción de isomorfismo aproximado que formalice esto.

Usaremos la composición vertical y horizontal de morfismos de functores de la defi-

niciones 2.7 y 2.8. Además se usa el functor asociado a una aplicación monótona de la

Definición 2.17.

Definición 3.2. Sea P un poset. Diremos que una aplicación monótona σ : P → P es

una traslación si σ (x) ≥ x para todo x ∈ P .

Cualquier translación σ : P → P define un morfismo de functores:

ησ : IdP → Tσ

donde, para cada x ∈ P , (ησ)x es el único morfismo que hay x→ σ (x).

Observación 3.3. Nótese que para un objeto M ∈ CP , donde C es una categoŕıa arbitraria,

(IdM ∗ ησ)x es el morfismo de transición Mx≤σ(x) . △

Si τ es además de monótona biyectiva, su inversa τ−1 es también monótona.

Lema 3.4. Sea P un poset y M = (Mx,Mx≤y) un objeto P-persistente.

1. Para τ, σ : P → P aplicaciones monótonas. Entonces Tτ ◦ Tσ = Tτ◦σ. Además

T ∗
τ (T

∗
σ (M)) = T ∗

τ◦σ (M).

2. Sea τ : P → P monótona y biyectiva. Entonces IdP = Tτ ◦ T−1
τ y T ∗

τ

(
T ∗
τ−1 (M)

)
=

T ∗
τ◦τ−1 (M) = M.
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3. La composicón de las transformaciones naturales asociadas a aplicaciones monóto-

nas τ, σ verifica que: ητησ = ητ◦σ.

Este lema implica que cuando tenemos una transformación monótona y biyectiva, τ ,

el objeto M ∈ CP se puede recuperar a partir de T ∗
τ (M).

Definición 3.5. Sean τ, σ : P → P dos aplicaciones monótonas en un poset P . Decimos

que (τ, σ) es una pareja de traslación si x ≤ (τ ◦ σ) (x) y x ≤ (σ ◦ τ) (x) para todo

x ∈ P .

Proposición 3.6. Sea P un poset y σ, τ, ρ, π : P → P aplicaciones monótonas. Si (τ, σ)

y (ρ, π) son parejas de traslación, (ρ ◦ τ, σ ◦ π) es una pareja de traslación.

Demostración. Probamos que (ρ ◦ τ ◦ σ ◦ π) (x) ≥ x. La otra desigualdad se prueba de

forma análoga. Se verifica que (τ ◦ σ) (π (x)) ≥ π (x) por ser(τ, σ) una pareja de traslación,

y como ρ es monótona ρ ((τ ◦ σ) (π (x))) ≥ ρ (π (x)). Acabamos por ser (ρ, π) una pareja

de traslación.

Definición 3.7. Sea C una categoŕıa y M,N ∈ CP , para un poset P . Si (τ, σ) es una

pareja de translación, decimos que M y N están (τ, σ)-intercalados si existe una pareja

de morfismos de functores: φ : M → T ∗
τ (N ) y ψ : N → T ∗

σ (M):

P P P

C C C

Tτ Tσ

M

T ∗
τ (N)

N M

T ∗
σ (M)

φ ψ

verificando las siguientes igualdades, llamadas condiciones de conmutatividad:

(ψ ∗ IdTτ ) ◦ φ = IdM ∗ η(σ◦τ) y (φ ∗ IdTσ) ◦ ψ = IdN ∗ η(τ◦σ).

La pareja (ψ, φ) se llama un (τ, σ)-intercalado generalizado entre M y N .

El intercalado mide cómo de lejos están dos módulos de persistencia de ser isomorfos.

De forma intuitiva, un (σ, τ)-intercalado entre dos objetos de persistencia M y N da una

factorización de cada morfismo de transición de manera que los siguientes diagramas sean

conmutativos:

Mx M(σ◦τ)(x) Mσ(x)

Nτ(x) Nx N(τ◦σ)(x)

Mx≤(σ◦τ)(x)

φx ψτ(x)

Nx≤(τ◦σ)(x)

ψx ψσ(x)
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La siguiente proposición es una versión de la desigualdad triangular para intercalados

generalizados.

Proposición 3.8. Sea C una categoŕıa, P un poset y U ,V ,W ∈ CP . Sean las aplicacio-

nes monótonas τ, σ, ρ, π : P → P. Si U ,V están (τ, σ)-intercalados y V ,W están (ρ, π)-

intercalados, entonces U y W están (ρ ◦ τ, σ ◦ π)-intercalados.

Demostración. Por la Proposición 3.6 (ρ ◦ τ, σ ◦ π) forma una pareja de traslación, luego

tiene sentido definir un intercalado.

Como U y V están (τ, σ)-intercalados existe un intercalado (ψ1, φ1) con φ1 : U → T ∗
τ (V),

ψ1 : V → T ∗
σ (U), cumpliendo las condiciones de conmutatividad:

(ψ1 ∗ IdTτ ) ◦ φ1 = IdU ∗ ησ◦τ y (φ1 ∗ IdTσ) ◦ ψ1 = IdV ∗ ητ◦σ.

Análogamente para V y W tenemos que (ψ2, φ2) con φ2 : V → T ∗
ρ (W), ψ2 : W → T ∗

π (V),
verificando: (

ψ2 ∗ IdTρ
)
◦ φ2 = IdV ∗ ηπ◦ρ y (φ2 ∗ IdTπ) ◦ ψ2 = IdW ∗ ηρ◦π.

Definimos el siguiente morfismo de functores:

φ := (φ2 ∗ IdTτ ) ◦ φ1

ψ := (ψ1 ∗ IdTπ) ◦ ψ2

Hay que probar que (ψ, φ) es un (ρ ◦ τ, σ ◦ π)-intercalado entre U y W . Primero tenemos

vemos que ambas transformaciones naturales están bien definidas en el sentido de realizar

las transformaciones correctas. Con la composición vertical y horizontal tenemos para φ:

U φ1−→ VTτ
φ2∗IdTτ−−−−−→ WTρTτ = WT(ρ◦τ)

Análogamente para ψ:

W ψ2−→ VTπ
ψ2∗IdTπ−−−−−→ UTσTπ = UT(σ◦π)

Falta ver que ambas cumplen las condiciones de conmutatividad:(
ψ ∗ IdT(ρ◦τ)

)
◦ φ = IdU ∗ η(σ◦π◦ρ◦τ)(

φ ∗ IdT(σ◦π)

)
◦ ψ = IdW ∗ η(ρ◦τ◦σ◦π)

Se da la demostración de una de ellas ya que la otra se prueba de forma análoga. Pensando

la transformación natural como la familia de morfismos que la define, basta probar que

∀x ∈ P : ((
ψ ∗ IdT(ρ◦τ)

)
◦ ϕ
)
(x) =

(
IdU ∗ η(σ◦π◦ρ◦τ)

)
(x)
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Usando la observación 3.3 se tiene que
(
IdU ∗ η(σ◦π◦ρ◦τ)

)
(x) = Mx≤(σ◦π◦ρ◦τ)(x), aśı que

basta ver que el siguiente diagrama es conmutativo:

Ux U(σ◦τ)(x) U(σ◦π◦ρ◦τ)(x)

Vτ(x) V(π◦ρ◦τ)(x)

W(ρ◦τ)(x)

Ux≤(σ◦τ)(x) U(σ◦τ)(x)≤(σ◦π◦ρ◦τ)(x)

(φ1)x
(ψ1)τ(x)

Vτ(x)≤(π◦ρ◦τ)(x)
(ψ1)(π◦ρ◦τ)(x)

(φ2)τ(x) (ψ2)(ρ◦τ)(x)

Los dos triángulos son conmutativos por ser (ψ1, φ1) y (ψ2, φ2) intercalados y cumplir las

condiciones de conmutatividad. El paralelogramo también lo es por ser ψ1 una transfor-

mación natural.

Un caso de particular importancia y que ocupará el resto de la sección es que el

conjunto ordenado sea T ⊆ R con el orden usual. En este caso, usando la suma tenemos

que existe el tipo de pareja de traslación:

τ (x) = x+ ϵ = σ (x)

Es claro que por ser cada una de ellas una traslación, forman una pareja de traslación luego

está bien definida. Para esta pareja de traslación se dice que M y N están ϵ-intercalados

y se podrá definir un espacio métrico. La notación será Tϵ para Tσ y ηϵ para ησ, cuando

la aplicación monótona sea σ (x) = x+ ϵ.

Una distancia en un conjunto X es una función d : X ×X → R verificando:

1. d (x, y) = 0 ⇔ x = y ∀x, y ∈ X.

2. d (x, y) = d (y, x) ∀x, y ∈ X.

3. d (x, z) ≤ d (x, y) + d (y, z) ∀x, y, z ∈ X (.desigualdad triangular)

Será una distancia extendida si verifica los tres puntos anteriores pero valora en R ∪
{+∞}. Será una pseudodistancia extendida si valora en R∪{∞}, cumple los axiomas

2 y 3 de distancia y el primero se cambia por d (x, x) = 0 y d (x, y) ≥ 0 ∀x, y ∈ X.

Definición 3.9. Sean dos objetos N-persistentes M y N . Se define su distancia de

intercalado como:

dI (M,N ) := ı́nf{ϵ ≥ 0 tal que M y N están ϵ- intercalados}

Si no existe ningún valor ϵ finito para el cual exista un ϵ-intercalado, se fija que dI (M,N ) =

∞
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Proposición 3.10. Sea C una categoŕıa. La distancia de intercalado define una distancia

extendida en CN.

Demostración. Es claro que d (M,M) = 0. Si d (M,N ) = 0 tenemos (por estar consi-

derando módulos de persistencia sobre los números naturales) que el ı́nfimo se alcanza,

luego son isomorfos pues el 0-intercalado nos da la conmutatividad del diagrama:

Mx Mx Mx

Nx Nx Nx

Id Id

φ ψ φ

Id Id

Por tanto, φ ◦ ψ = Id y ψ ◦ φ = Id.

La simetŕıa es inmediata por la definición y la desigualdad triangular se obtiene de la

Proposición 3.8.

La razón por la cual la definimos como distancia extendida es que existen categoŕıas

con objetos de persistencia para los cuales no existe un ϵ-intercalado para ningún ϵ finito.

Un ejemplo de ello esModN. En efecto, dados los módulos de persistenciaM yN definidos

por:

· · · →R2 → R2 → R2 → · · ·

· · · →R3 → R3 → R3 → · · ·

se tiene que d (M,N ) = ∞. Si existiera un ϵ-intercalado (ψ, φ) entre esos módulos de

persistencia debeŕıa ocurrir, por las condiciones de conmutatividad, que φ ◦ ψ = IdR3 ,

pero esto es imposible porque ψ : R3 → R2 no es inyectivo y, por tanto, tampoco la

composición.

Por otra parte, en el caso de objetos M,N ∈ CR al tomar ı́nfimo no tenemos ga-

rantizado que si dI (M,N ) = 0 se cumpla que M ∼= N como se muestra en el siguiente

ejemplo:

Ejemplo 3.11. Sean los objetos M,N ∈ CR donde M = 0, es decir Mx = 0 ∀x ∈ R, y

N =

k si x = 0

0 en los demás casos

En ambos sus morfismos de transición son siempre el morfismo 0. Entonces para todo

ϵ > 0 podemos encontrar una pareja de ϵ-intercalado, luego el ı́nfimo de los valores para los

cuales existe un intercalado es 0. No obstante no son isomorfos pues en su descomposición

como módulos de intervalo, la cual es posible por tener un número finito de valores cŕıticos,

N descompone como [0, 0] y M como el conjunto vaćıo.
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Si es cierto, no obstante, que dI (M,N ) = 0 si M ∼= N , pues el propio isomorfismo

nos da un 0-intercalado. Esto nos permitirá definir una pseudodistancia extendida. Para

ello necesitamos el siguiente lema que muestra que los valores para los cuales los objetos

de CR están intercalados forman un rayo de la recta real.

Lema 3.12. Si dos objetos de CR están ϵ-intercalados, entonces están ϵ+ δ-intercalados

para todo δ > 0.

Demostración. Sean M y N dos objetos ϵ-intercalados y sea (ψ, φ) un ϵ-intercalado.

Fijamos un δ > 0. Entonces tenemos la transformación natural

ηδ ∗ IdTϵ : Tϵ → TδTϵ = Tϵ+δ

luego IdN ∗ (ηδ ∗ IdTϵ) : NTϵ → NTϵ+δ. Definimos φ̂ = (IdN ∗ (ηδ ∗ IdTϵ)) ◦ φ. Análoga-
mente definimos ψ̂ = (IdM ∗ (ηδ ∗ IdTϵ)) ◦ ψ. Aśı definidos se cumplen las condiciones de

conmutatividad
(
φ̂ ∗ IdTϵ+δ

)
◦ φ = IdM ∗ η2(ϵ+δ) y

(
ψ̂ ∗ IdTϵ+δ

)
◦ ψ = IdN ∗ η2(ϵ+δ).

Proposición 3.13. El operador dI define una pseudodistancia extendida en CR.

Demostración. La simetŕıa y su no negatividad son inmediatas de la definición.

Necesitamos demostrar la desigualdad triangular. Sean U ,V ,W ∈ CR de manera que

dI (U ,V) = ϵ y dI (V ,W) = ϵ′. Por el Lema 3.12 tenemos que para todo δ > 0 existe un

ϵ+ δ-intercalado de U y V , y un ϵ′+ δ-intercalado de V y W . Por la Proposición 3.8 existe

un ϵ+ ϵ′ +2δ-intercalado de U y W , como podemos hacer δ tan pequeño como queramos

se tiene que dI (U ,W) ≤ ϵ+ ϵ′.

Corolario 3.14. Sea la relación de equivalencia en Obj
(
CR
)

M ∼ N ⇔ dI (M,N) = 0.

En el conjunto cociente definido por esta relación la distancia de intercalado define una

distancia generalizada.

Demostración. Para dos clases de equivalencia [M] y [N ] se define

dI ([M] , [N ]) = dI (M,N )

Hay que ver que está bien definido. Si M′ ∈ [M] tenemos por la desigualdad triangular:

dI (M,N ) ≤ dI (M,M′) + dI (M′,N ) = dI (M′,N )

dI (M′,N ) ≤ dI (M′,M) + dI (M,N ) = dI (M,N )

Por simetŕıa se ve el mismo resultado para N . Los demás axiomas de distancia son inme-

diatos de la proposición anterior.
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La siguiente proposición nos muestra que al pasar por un functor dos objetos persis-

tentes, la distancia de intercalado entre sus imágenes queda acotada superiormente por la

distancia de intercalado entre los objetos. Esto será necesario para un resultado posterior,

consecuencia del teorema de estabilidad.

Proposición 3.15. Sean C y D dos categoŕıas y H : C → D un functor. Para dos objetos

M,N ∈ CR se verifica:

dI (HM, HN ) ≤ dI (M,N ) .

Luego, en particular, si M y N están ϵ-intercalados también lo estarán HM y HN .

Demostración. Si dI (M,N ) = ∞ es inmediato. Supongamos que dI (M,N ) <∞. Si M
y N están ϵ-intercalados existen morfismos de functores φ : M → NTϵ y ψ : N → MTϵ

que forman un de ϵ-intercalado con las correspondientes condiciones de conmutatividad:

(ψ ∗ IdTϵ) ◦ φ = IdM ∗ η2ϵ y (φ ∗ IdTϵ) ◦ ψ = IdN ∗ η2ϵ.

Componiendo con H se tiene IdH ∗ φ : HM → HNTϵ y IdH ∗ ψ : HN → HMTϵ que

deberán cumplir:

(IdH ∗ ψ ∗ Tϵ) ◦ (IdH ∗ φ) = Id(HM) ∗ η2ϵ y (IdH ∗ φ ∗ Tϵ) ◦ (IdHψ) = Id(HN )η2ϵ.

Demostramos la igualdad de la izquierda y la otra se prueba de forma análoga. Por la

observación 3.3 tenemos que para todo x ∈ R:(
Id(HM) ∗ η2ϵ

)
x
= (HM)x≤x+2 = H (Mx≤x+2)

Por otra parte, usando la definición de composición horizontal:

(IdH ∗ ψ ∗ IdTϵ)x ◦ (IdH ∗ φ)x = (IdH)(MTϵ)x ◦H((ψ ∗ IdTϵ)x) ◦ (IdH)(NTϵ)x ◦H(φx)

= (IdH)(Mx+ϵ) ◦H((ψ ∗ IdTϵ)x) ◦ (IdH)(Nx+ϵ) ◦H(φx)

= H((ψ ∗ IdTϵ)x) ◦H(φx)

= H(ψ ∗ IdTϵ)x) ◦ φx))

= H(Mx≤x+2)

donde la última igualdad se deduce de las condiciones de conmutatividad de (ψ, φ).

3.2. Distancia de cuello de botella

Una vez explicada la distancia de intercalado, que permite comparar los módulos de

persistencia (en general cualquier objeto persistente), buscamos una forma de comparar
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sus códigos de barras asociados, para lo que desarrollaremos la distancia de cuello de

botella. Además, se esperará que si dos módulos de persistencia están próximos, también

lo estén sus códigos de barras asociados.

Denotemos por ⟨a, b⟩ a cualquiera de los intervalos (a, b) , (a, b] , [a, b) , [a, b] de la recta

real extendida (R ∪ {±∞}), con a ≤ b. Si a ∈ R se fijan los convenios de R ∪ {±∞}:
∞ − a = ∞, −∞ + a = −∞, ∞ − ∞ = 0, −∞ − (−∞) = 0 y −∞ < a < ∞. En

esta sección trabajaremos con multiconjuntos de elementos de la forma ⟨a, b⟩, a los que

llamaremos multiconjuntos de intervalos de R∪{±∞}. Únicamente serán multiconjuntos

de cardinalidad finita, aunque la mayoŕıa de los detalles pueden adaptarse para el caso

de infinitos intervalos y, en general, a cualquier categoŕıa de Krull-Schmidt [2, Definition

2.1.16].

Definición 3.16. Sean B y B′ dos multiconjuntos de intervalos de R ∪ {±∞}. Una
coincidencia parcial entre B y B′ es un subconjunto (incluyendo el conjunto vaćıo ∅)
de B ×B′:

Ω = {(I, I ′) ∈ B ×B′}

donde cada elemento de B y B′ se encuentra como máximo en una pareja de Ω.

Para I ∈ B y I ′ ∈ B′ con (I, I ′) ∈ Ω decimos que I coincide con I ′. Si un intervalo

de B o B′ no está en Ω se dice que no coincide con ningúno. El subconjunto de B ⊔ B′

formado por intervalos que no coincidan con ninguno se denotará ΩC .

Ejemplo 3.17. Sean B = {I1, I2, I2, I3, I4} y B′ = {J1, J1, J2, J3} dos multiconjuntos de

intervalos de R ∪ {±∞}. El subconjunto Ω1 = {(I1, J1) , (I2, J2) , (I3, J3)} es una coinci-

dencia parcial pues cada elemento de B y B′ aparece máximo en una pareja. Por otro lado,

Ω2 = {(I1, J1) , (I1, J1) , (I3, J3)} no es una coincidencia parcial porque solo hay una copia

de I1 en B y aparece en dos parejas. Ω3 = {(I1, J1) , (I2, J1)} también es una coincidencia

parcial pues J1 aparece dos veces en B′. Este último ejemplo muestra que aunque for-

malmente, como intervalos en la recta real extendida, dos elementos de un multiconjunto

sean el mismo, se consideran dos elementos distintos del conjunto.

Si B y B′ son dos multiconjuntos de intervalos de R ∪ {±∞}, una forma equivalente

de entender una coincidencia parcial es como una biyección entre un subconjunto de B y

un subconjunto de B′.

Definición 3.18. Sea Ω una coincidencia parcial entre B y B′, se definen

dom (Ω) = {I ∈ B tales que existe I ′ ∈ B′ con (I, I ′) ∈ Ω}

Im (Ω) = {I ′ ∈ B′ tales que existe I ∈ B con (I, I ′) ∈ Ω}
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Equivalentemente, una coincidencia parcial entre dos multiconjuntos B y B′ es una bi-

yección Ω : dom (Ω)
∼−→ Im (Ω) donde si I ∈ dom (Ω), Ω (I) es el único I ′ ∈ Im (Ω) tal

que (I, I ′) ∈ Ω. Por simplicidad, esta biyección se denota Ω : B ⇋ B′.

Definición 3.19. Sean B y B′ dos multiconjuntos de intervalos de R ∪ {±∞} y Ω una

coincidencia parcial entre ellos. Sean ⟨a, b⟩ = I ∈ B y ⟨c, d⟩ = I ′ ∈ B′ con (I, I ′) ∈ Ω y

⟨e, f⟩ = I ′′ ∈ ΩC , definimos:

cΩ (I, I ′) = máx (|c− a|, |d− b|) (3.1)

cΩ (I ′′) = (f − e) /2 (3.2)

Para la coincidencia parcial Ω definimos su función de coste como:

c (Ω) = máx

(
sup

(I,I′)∈Ω
cΩ (I, I ′) , sup

I′′∈ΩC

cΩ (I ′′)

)
(3.3)

Para ϵ ∈ R ∪ {±∞} decimos que una coincidencia parcial Ω es una ϵ-coincidencia si

c (Ω) ≤ ϵ.

En el caso de que los multiconjuntos B y B′ sean códigos de barras, una ϵ-coincidencia

Ω puede interpretarse geométricamente. Si representamos el diagrama de persistencia

asociado a ese código de barras, conectamos los puntos que están en Ω y por tanto se

encuentran más próximos que ϵ. Los puntos restantes están a una distacia de la diagonal

menor que ϵ. En el caso de 3.2 los tres puntos no conectados a otros puntos se encuentran

a menos de ϵ de diagonal.

Figura 3.2: interpretación gráfica de la distancia de cuello de botella asociada a un código

de barras. Esta imagen está extráıda de [16]

Definición 3.20. Sean B,B′ y B′′ multiconjuntos de intervalos de R∪{±∞}. Sea Ω una

coincidencia parcial entre B y B′ y Ω′ una coincidencia parcial entre B′ y B′′. Podemos
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definir una coincidencia parcial entre B y B′′ llamada composición, denotada Ω ◦ Ω,

como el subconjunto de B ×B′′:

Ω′ ◦ Ω =

{(I, I ′′) ∈ B ×B′′ tales que Ω(I) = Ω′−1(I ′′)}

∅ si el anterior conjunto es vaćıo

Nótese que para I ∈ B y J ′′ ∈ B′′:

I ∈ dom (Ω′ ◦ Ω) ⇔ existe I ′′ ∈ B′′ con Ω (I) = Ω′−1 (I ′′)

J ′′ ∈ Im (Ω′ ◦ Ω) ⇔ existe J ∈ B con Ω (J) = Ω′−1 (J ′′)

En el primer caso (Ω′ ◦ Ω) (I) = I ′′ y en el segundo (Ω′ ◦ Ω)−1 (J ′′) = J .

Proposición 3.21. Sean B,B′ y B′′ multiconjuntos de intervalos de R. Si Ω es una ϵ-

coincidencia entre B y B′ y Ω′ es una ϵ-coincidencia entre B′ y B′′; su composición es

una ϵ+ ϵ′-coincidencia entre B y B′′.

Demostración. Sean I = ⟨a, b⟩ ∈ B,I ′ = ⟨a′, b′⟩ ∈ B′ y I ′′ = ⟨a′′, b′′⟩ ∈ B′′. Tenemos tres

posibilidades:

1. En primer lugar supongamos que I coincide con I ′ y que I ′ coincide con I ′′. En este

caso se tiene que

|a′′ − a| ≤ |a′′ − a′|+ |a′ − a| ≤ ϵ+ ϵ′

|b′′ − b| ≤ |b′′ − b′|+ |b′ − b| ≤ ϵ+ ϵ′.

2. En segundo lugar supongamos que I coincide con I ′ en Ω pero I ′ ∈ B′ \ dom (Ω′).

En este caso tenemos que b′ ≤ a′ + 2ϵ′ por la definición de cΩ′ (I ′) luego se verifi-

ca que a+ 2 (ϵ+ ϵ′) ≥ a+ ϵ+ 2ϵ′ ≥ b′ + ϵ ≥ b, lo que implica que cΩ′◦Ω (I) ≤ ϵ+ ϵ′.

Además si I ′′ no coincide con otro elemento de B′, como Ω′ era una ϵ′-coincidencia

se verifica que cΩ′◦Ω (I ′′) = cΩ′ (I ′′) ≤ ϵ ≤ ϵ+ ϵ′.

3. Por último si I ′ coincide con I ′′ en Ω′ pero I ′ ∈ B′ \ Im (Ω) puede usarse un

razonamiento análogo para ver que cΩ′◦Ω (I ′′) ≤ ϵ+ ϵ′.

Estamos ahora ya en condiciones de definir una distancia entre multiconjuntos de

intervalos de R ∪ {±∞}.
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Definición 3.22. Sean B y B′ dos multiconjuntos de intervalos de R ∪ {±∞}. La dis-

tancia de cuello de botella entre B y B′ es:

dB (B,B′) = ı́nf{c (Ω) para cada Ω coincidencia parcial entre B y B’}.

Sea B el conjunto de todos los posibles multiconjuntos de intervalos finitos.

Lema 3.23. La distancia de cuello de botella define una pseudodistancia extendida en B

Demostración. La definición y la no negatividad de la función de coste muestra la no

negatividad de la distancia. La simetŕıa se obtiene tomando la aplicación inversa de la

coincidencia parcial pensada como una biyección. Claramente dB(B,B) = 0 y la desigual-

dad triangular es la Proposición 3.21.

Nótese que los intervalos puntuales del tipo [a, a], es decir puntos en la diagonal

del plano, no contribuyen a las funciones de coste, luego no es cierto en general que

dB (B,B′) = 0 implique que B = B′.

Ejemplo 3.24. Sean B = {⟨5, 6⟩ , [4, 4]} y B′ = {⟨5, 6⟩} que son multiconjuntos distintos.

Tomando la coincidencia parcial Ω = {(⟨5, 6⟩ , ⟨5, 6⟩)} tenemos que cΩ(⟨5, 6⟩ , ⟨5, 6⟩) = 0

y cΩ([4, 4]) = (4− 4)/2 = 0 luego

dB(B,B
′) = c(Ω) = máx (cΩ(⟨5, 6⟩ , ⟨5, 6⟩), cΩ([4, 4])) = 0

Lema 3.25. Sean B,B′ ∈ B:

dB(B,B
′) = 0 ⇔ se diferencian en un número finito de intervalos del tipo [a, a].

Demostración. La implicación ⇐ es se deduce del ejemplo anterior. Probamos ⇒. Si

dB(B,B
′) = 0 existe una coincidencia parcial para la cual máx (|c− a|, |d− b|) = 0 para

todos los intervalos (⟨a, b⟩ , ⟨c, d⟩) ∈ Ω. Para todos los intervalos ⟨e, f⟩ ∈ ΩC debe cum-

plirse (f − e)/2 = 0 luego todos los intervalos que no sean un punto deben estar en una

pareja de Ω y por tanto B = B′ salvo por un número finito de intervalos puntuales.

Definimos en B la relación de equivalencia B ∼ B′ si y sólo si se diferencian en un

conjunto finito de intervalos puntuales.

Proposición 3.26. La distancia de cuello de botella define una distancia extendida en el

conjunto cociente de B por la anterior relación de equivalencia.
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Demostración. Definimos, para dos clases [B], [B′] cualesquiera, la distancia

dB([B], [B′]) = dB(B,B
′).

Su correcta definición se prueba de forma similar al Corolario 3.14 usando el Lema 3.25.

Las propiedades de distancia extendida se deducen de que dB es una pseudodistancia

extendida.

Observación 3.27. La distancia de cuello de botella es un caso particular de la distancia

de Wasserstein de parámetro q para multiconjuntos B y B′ de intervalos de R:

Wq (B,B
′) = ı́nf

Ω⇋B′

 ∑
I∈dom(f)

c (I, f (I))q +
∑

I∈dom(f)C

c (I)q

1/q

tomando q = ∞, es decir la norma del supremo. [6].

3.3. Teorema de estabilidad de las distancias

Comenzamos esta sección dando dos lemas que son necesarios para la demostración

de una de las implicaciones del teorema de estabilidad. Recordemos que χI denotaba al

módulo de intervalo de I (Definición 2.40) y BM denotaba al código de barras asociado a

un módulo de persistencia M. Para los módulos de intervalo tendremos entonces que su

código de barras asociado es: BχI = {I}.

Lema 3.28. [5, Lemma 4.14-4.15] Sean I, I ′ ⊂ R intervalos finitos y h y h′ la mitad de sus

longitudes respectivamente. Sea m el punto medio de I. Entonces dI
(
χI , χI

′) ≤ máx(h, h′)

y, si además m ̸∈ I ′, entonces dI(χ
I , χI

′
) ≥ h.

Lema 3.29. Sean I e I ′ intervalos en R ∪ {±∞}. Entonces se tienen las siguientes

igualdades:

dB ({I}, {I ′}) = dI

(
χI , χI

′
)

dB ({I}, ∅) = dI
(
χI , 0

)
Demostración. Damos la idea de la demostración para la primera de ellas en el caso de

intervalos finitos, pues los demás casos se pueden probar de forma similar.

Sean I = ⟨a, b⟩ e I ′ = ⟨c, d⟩ dos intervalos finitos de R. Sólo existen dos posibles

coincidencias parciales Ω1 = {(I, I ′)} y Ω2 = ∅ y dB ({I}, {I ′}) = mı́n (c(Ω1), c(Ω2)).

Estudiando la posición relativa de un intervalo a otro, el mı́nimo anterior vendrá dado

por Ω2 en los siguientes casos:
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1. a ≤ b ≤ c ≤ d

2. a ≤ c ≤ d ≤ (b+ a)/2 ≤ b

3. a ≤ c ≤ b ≤ (d+ c)/2 ≤ d

4. a ≤ (b+ a)/2 ≤ c ≤ (d+ c)/2 ≤ b ≤ d

donde usando el lema anterior llegamos a que dB ({I}, {I ′}) = c(Ω2) = dI
(
χI , χI

′)
.

En los casos a ≤ c ≤ (b + a)/2 ≤ d ≤ b y a ≤ c ≤ (b + a)/2 ≤ (d + c)/2 ≤ b ≤ d

tenemos que dB ({I}, {I ′}) = c(Ω1) = ϵ. En estos casos podemos suponer que d− b = ϵ y

construir un ϵ-intercalado (ψ, φ). Demostramos el caso a ≤ c ≤ (b + a)/2 ≤ d ≤ b. Sean

φ : χI → χI
′
Tϵ y ψ : χI

′ → χITϵ definidos como:

φx =

Idk si a ≤ x ≤ d− ϵ

0 en los demás casos
y ψx =

Idk si a ≤ x ≤ b

0 en los demás casos

Si existiera un ϵ′ < ϵ tal que existe un ϵ′ intercalado, podŕıamos factorizar la identidad

por 0, lo cual es imposible 3.1.

Lema 3.30. Sean {M}j∈J y {N}j∈J dos familias de módulos de persistencia indexadas

por el mismo conjunto finito J . Se verifica:

dI

(⊕
j∈J

Mj,
⊕
j∈J

Nj

)
≤ sup

j∈J
{dI (M,N )}.

Demostración. Si para algún j ∈ J los módulosMj,Nj no están ϵ-intercalados para algún

ϵ finito, entonces dI (Mj,Nj) = ∞ y la desigualdad se mantiene. Supongamos ahora que

para todo ı́ndice j ∈ J están ϵj-intercalados, con ϵj finito. El conjunto {ej}j∈J tendrá un

máximo ϵ. Por el Lema 3.12 sabemos que existe una familia de ϵ-intercalados {ϑj, ςj}j∈J .
La suma directa ϑ :=

⊕
j∈J

ϑj y ς :=
⊕
j∈J

ςj da un ϵ-intercalado de M y N . Por ello cualquier

cota superior de dI (Mj,Nj) es una cota superior de dI

(⊕
j∈J

Mj,
⊕
j∈J

Nj

)
, con lo que

acabamos.

Teorema 3.31. Sean M y N dos R-módulos de persistencia sobre un cuerpo, moderados

y puntualmente finito generados. Entonces se tiene que:

dB (BM, BN ) = dI (M,N )
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Demostración. La demostración consta de dos desigualdades.

Veamos dB (BM, BN ) ≥ dI (M,N ). Sea ΩBM ⇋ BN una coincidencia parcial con

coste c (Ω) = ϵ. Sea I un intervalo de BM que coincide con un intervalo I ′ de BN , es decir

I ∈ dom (Ω). Entonces se tiene:

dB ({I}, {I ′}) ≤ c (I, I ′) ≤ ϵ

Por el lema 3.29 tenemos que para todo δ > 0 existe un ϵ+ δ-intercalado entre χI y χI
′
.

Análogamente, si I ′′ ∈ (B \ dom (Ω)) ⊔ (B′ \ Im (Ω)), es decir, I ′′ no coincide con

ninguno, se tiene por 3.29 que χI
′′
está ϵ + δ-intercalado con el módulo 0 para todo δ

arbitrariamente pequeño. Tenemos las siguientes descomposiciones para M y N :

M ∼=

 ⊕
I∈dom(Ω)

χI

⊕

 ⊕
I∈B\dom(Ω)

χI

⊕
(⊕

0
)

N ∼=

 ⊕
I∈Im(Ω)

χI

⊕

 ⊕
I∈B′\Im(Ω)

χI

⊕
(⊕

0
)

donde el 0 aparece tantas veces como sea necesario para que ambas sumas tengan el

mismo número de elementos. Por el lema 3.30 tenemos que para todo δ > 0 los módulos

de persistencia M y N están ϵ + δ-intercalados. Luego dI (M,N ) ≤ ϵ. Como esto era

cierto para cualquier coincidencia parcial tenemos que dB (BM, BN ) ≥ dI (M,N ).

La desigualdad dB (BM, BM) ≤ dI (M,N ) está demostrada en [12, Theorem 4.4] y se

omite su demostración por motivos de extensión.

Este resultado es de un enorme significado en para el campo del análisis topológico de

datos y la homoloǵıa persistente. Bajo ciertas condiciones permite computar la proximidad

entre dos módulos de persistencia a través de las distancias entre sus códigos de barras,

lo cual evita la búsqueda de los morfismos de functores del intercalado. Además como

corolarios de este teorema mostramos que es posible aplicar la homoloǵıa persistente a

nubes de datos de forma estable bajo ligeras variaciones.

Sea S un conjunto finito de puntos, VR (S) el complejo de Vietoris-Rips explicado en

el Caṕıtulo 1 de la memoria y Hi la homoloǵıa simplicial en nivel i.

Corolario 3.32. Sean P y Q dos conjuntos finitos de puntos en Rn y sea π : P → Q

una biyección entre ellos de forma que ∥p− π (p) ∥ ≤ ϵ ∀p ∈ P . Entonces para cualquier

natural i:

dB
(
BHi(VR(P )), BHi(VR(Q))

)
≤ ϵ
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Demostración. Sean P = {p1, · · · , pm} y Q = {q1, · · · , qm} ordenados de manera que

∥pi − qi∥ ≤ ϵ para todo 1 ≤ i ≤ m (lo cual es posible tomando π (pi) = qi). Si tenemos

un śımplice σ = {pi1 , · · · , pil} de VRr (P ) tenemos que máx
x,y∈σ

∥x − y∥ es menor o igual a

r. La imagen de σ por π entonces cumple que la máxima distancia entre dos cualesquiera

de sus puntos es r + ϵ. Se tiene aśı la inclusión definida por σ: VRr (P ) ⊆ VRr+ϵ (Q).

Haciendo un proceso simétrico con la inversa de σ llegamos a que VRr (Q) ⊆ VRr+ϵ (P ).

Luego juntando ambos resultados aparecen las siguientes inclusiones:

VRr (P ) ⊆ VRr+ϵ (Q) ⊆ VRr+2ϵ (P )

VRr (Q) ⊆ VRr+ϵ (P ) ⊆ VRr+2ϵ (Q)

Tomando la homoloǵıa en grado i de la filtración dada por los valores de r, tenemos que

esas inclusiones descienden al pasarlas por el functor Hi a una pareja de ϵ-intercalado

(Hi (σ
−1) , Hi (σ)):

· · · Hi (VRr (P )) Hi (VRr+ϵ (P )) Hi (VRr+2ϵ (P )) · · ·

· · · Hi (VRr (Q)) Hi (VRr+ϵ (Q)) Hi (VRr+2ϵ (Q)) · · ·

donde hemos usado la Proposición 3.15 para que se preserven los intercalados.

Como Card (P ) = Card (Q) < ∞ tenemos que {Hi (VRr (P ))} y {Hi (VRr (Q))}
son moderados pues solo tienen un número finito de valores cŕıticos y por tanto tendrán

asociado un código de barras finito. Se tiene entonces:

dB
(
BHi(VR(P )), BHi(VR(Q))

)
= dI (Hi (VR (P )) , Hi (VR (Q))) ≤ ϵ

usando el Teorema 3.31.



Conclusiones

En esta memoria se ha tratado de realizar un estudio general de la estructura de

los módulos de persistencia, con especial atención a los detalles para los módulos de

persistencia uniparamétricos que surgen en el análisis topológico de datos, es decir, los

moderados puntualmente finito generados. El caṕıtulo 1 ha servido para justificar por qué

estos módulos de persistencia son una estructura relevante en el análisis topológico de

datos.

El caṕıtulo 2 se ha estudiado las propiedades de los módulos de persistencia unipa-

ramétrica como estructura algebraica. En particular, aportar un análisis detallado de to-

dos los elementos necesarios para clasificar espacios vectoriales de persistencia moderados

puntualmente finito generados como suma de módulos de intervalo. Tras un breve repaso

de la estructura de módulo graduado sobre un anillo graduado (Sección 2.3) se ha mos-

trado cómo un módulo de N-persistencia es esencialmente un módulo graduado. Para esto

se ha dado una equivalencia de categoŕıas en el Lema 2.34. Se ha mostrado además cómo

mantiene esta equivalencia de categoŕıas las condiciones de finitud. Por construcción es

claro que la presentación/generación finita se mantiene en cada componente homogénea.

Hemos utilizado los Lemas 2.35, 2.36 y 2.37 para ver cómo añadiendo la condición de

tipo finito se pod́ıa lograr que el módulo graduado obtenido fuera también finito generado

pudiendo usar el teorema de la estructura 2.31 para descomponerlo de modo único. En la

Sección 2.5 se da la clasificación de módulos de N-persistencia como módulos de intervalo.

Esta clasificación se extiende a otros conjuntos totalmente ordenados en la Sección 2.6,

incluyendo el caso de los módulos moderados. Se termina dado las representaciones por

códigos de barras o diagramas de persistencia.

Como futuras ĺıneas de trabajo surge la búsqueda de la generalización de los resultados

mostrados en este caṕıtulo, para persistencia uniparamétrica, a módulos multipersistentes,

es decir dependientes de varios parámetros. El caso más relevante es el poset Rn donde

(a1, . . . , an) ≤ (b1, . . . , bn) si ai ≤ bi para todo 1 ≤ i ≤ n. Una ĺınea de trabajo es

tratar de clasifcarlos como suma de módulos de bloque (producto de intervalos) que son

el análogo n-dimensional de los módulos de intervalo, aunque muestra grandes problemas

en su computación [9]. El resultado más fuerte en esta ĺınea se debe a Crawley y Botnan

en [3] y da la clasificación de módulos R2-persistentes. Este tipo de módulos aparecen en

el análisis topológico de datos de diversas formas como en el análisis de muestras de datos
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ruidosas [10]. Otras referencias sobre multipersistencia y sus invariantes son [27], [33] y

[22].

En caṕıtulo tres estudia la teoŕıa de las distancias entre módulos de persistencia y

sus códigos de barras centrándose en módulos de persistencia sobre R con el objetivo de

agrupar todos los resultados conocidos hasta la fecha y mostrar su relevancia en el análisis

topológico de datos. En la Sección 3.1 se ha desarrollado la distancia de intercalado y

mostrado cómo, en efecto, define una distancia en un cociente de CR. En la Sección

3.2 se estudia la distancia de cuello de botella y se demuestra que define una distancia.

Finalmente en la Sección 3.3 se da la equivalencia entre ambas y se utiliza para demostrar

la estabilidad de la homoloǵıa persistente de complejos de Vietoris-Rips.

Aunque los detalles se dan para el caso de un número finito de intervalos, el teorema

de estabilidad se cumple en general como muestra Lesnick [24]. La teoŕıa de distancia

de intercalado se puede generalizar a la multipersistencia [23] donde se buscan similares

resultados de estabilidad.
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[8] Gunnar Carlsson. ((Topology and data)). En: Bulletin of the American Mathematical

Society 46.2 (2009), págs. 255-308.
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Glosario de términos

ı́ndice de persistencia, 14

anillo

graduado, 22

Noetheriano, 23

anillo graduado

ideal graduado, 23

aplicación monótona, 20

código de barras, 37

cara, 4

propia, 4

categoŕıa, 15

Krull-Schmidt, 19

abeliana, 19

coproducto, 19

equivalencia de, 17

producto, 19

subcategoŕıa, 16

coincidencia parcial, 47

ϵ-coincidencia, 48

composición, 49

coste, 48

dominio, 47

imagen, 47

complejo de Čech, 11

complejo de cadenas, 7

c-cadena, 7

morfismo de, 8

n-borde, 7

n-ciclo, 7

operador de borde, 7

complejo de Vietoris-Rips, 11

complejo simplicial

abstracto, 5

cara, 5

dimensión, 5

filtrado, 12

geométrico, 4

orientado, 7

poliedro asociado, 4

subcomplejo, 4, 5

diagrama de persistencia, 37

dimensión, 3

distancia, 43

extendida, 43

pseodistancia, 43

distancia cuello de botella, 50

epimorfismo, 18

esqueleto, 4

esquema de vértices, 6

filtración, 12

functor covariante, 17

composición, 17

quasi-inversa, 17
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homoloǵıa persistente, 14

intercalado

ϵ-intercalado, 43

distancia, 43

generalizado, 41

intervalo, 31

módulo

finito generado, 21

finito presentado, 22

graduado, 23

Noetheriano, 23

módulo de homolǵıa simplicial, 9

módulo de homoloǵıa, 8

módulo de persistencia

descomponible, 32

indescomponible, 32

moderado, 35

módulo persistencia

intervalo, 31

módulo persistente

puntualmente finito generado, 22

puntualmente finito presentado, 22

tipo finito, 22

monomorfismo, 18

morfismo

de vértices, 4

isomorfismo, 6

simplicial, 4

simplicial abstracto, 6

morfismo de functores, 17

composición horizontal, 18

composición vertical, 18

morfismo de transición, 20

morfismo graduado, 23

multiconjunto, 37

número de Betti, 8, 14

nervio, 10

objeto, 15

cero, 18

inicial, 18

terminal, 18

objeto persistente, 20

orden

parcial, 11

total, 11

orientación, 7

pareja de translación, 41

poset, 11, 16

realización geométrica, 6

śımplice, 3, 5

transformación natural, 17

translación, 40

triangulable, 4

vértice, 3

valor

cŕıtico, 35

regular, 35
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