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Resumen

La teoria de la relatividad general se construye con la maquinaria matematica de la
geometria diferencial, lo que hace que cualquier problema dentro de este ambito de la fisica
se formule usando un sistema de coordenadas local como base. Esta formulacién dificulta
la resolucién de ecuaciones como las ecuaciones de campo de Einstein, que forman un
sistema de 10 ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden no lineales.

El problema que aqui nos concierne, es el provocado por G2, uno de los objetos cuya
6rbita pasa cerca de la fuente compacta, situada en el centro de nuestra galaxia, Sagitario
A*. Segiin las mediciones més recientes, el movimiento de G2 ha sido algo inusual, y no
explica la hipdtesis, ya confirmada, de que Sagitario A* sea un agujero negro, cosa que si
hace bastante bien la érbita de la estrella S2.

Abordaremos este problema mediante el formalismo 143, este es un formalismo de tétrada
que con el que se ha podido clasificar todas las geodésicas posibles alrededor de objetos
compactos axialmente simétricos en funcién de unos escalares de estructura, que estan re-
lacionados con las variables fisicas de la fuente, y se han obtenido de la derivada covariante
de los elementos de la tétrada.

Usando esa clasificacién de geodésicas y los datos observacionales de S2 y G2, obtendremos
las expresiones de sus érbitas, y tratarémos de obtener las propiedades del agujero negro
del centro de nuestra galaxia.

Palabras Clave— Geometria diferencial - Variedad diferenciable - Espacio tangente - Campo
de vectores - Campo de tensores - Derivada covariante - Conexién de Levi-Civita - Derivada de
Lie - Vectores de Killing - Tensor métrico - Variedad semi-Riemanniana - Variedad Lorentziana
- Espacio-tiempo - Tensor de Riemann - Tensor de Ricci - Curvatura escalar - Tensor de Weyl
- Tensor energia-impulso - Tensor de Einstein - Ecuacién de Einstein - Relatividad General -
Tétrada - Formalismo 143 - Escalares geométricos - Geodésicas - Soluciones de vacio - Orbita
- Solucién de Schwarzchild - Solucion de Kerr



Abstract

The general theory of relativity is built on the mathematical machinery of differential geometry,
which means that any problem within this field is formulated using a local coordinate system as
a basis. This formulation makes it difficult to solve equations such as the Einstein field equations,
which form a system of 10 nonlinear second-order partial derivative equations.

The problem that concerns us is caused by G2, one of the objects whose orbit passes close to
the compact source, located in the center of our galaxy, Sagittarius A*. According to the most
recent measurements, the movement of G2 has been somewhat unusual, and does not explain
the hypothesis, already confirmed, that Sagittarius A* is a black hole, which the orbit of the
star S2 does quite well.

We will address this problem using the 143 formalism, this is a tetrad formalism with which it
has been possible to classify all geodesics around axially symmetric compact objects based on
some structure scalars, which are related to the physical variables of the source, and have been
obtained from the covariant derivative of the elements of the tetrad.

Using that classification of geodesics and the observational data of S2 and G2, we will obtain
the expressions of their orbits, and we will try to obtain the properties of the black hole at the
center of our galaxy.

Keywords— Differential geometry - Differentiable manifold - Tangent space - Vector field -
Tensor field - Covariant derivative - Levi-Civita connection - Lie derivative - Killing vectors -
Metric tensor - Semi-Riemannian manifold - Lorentzian manifold - Space-time - Tensor Rie-
mannian - Ricci Tensor - Scalar Curvature - Weyl Tensor - Energy-Impulse Tensor - Einstein
Tensor - Einstein Equation - General Relativity - Tetrad - Formalism 143 - Geometric Scalars
- Geodesics - Vacuum Solutions - Orbit - Solution of Schwarzchild - Kerr’s solution



Introduccion

Poco méas de un siglo hace que Einstein postulé su teoria de la relatividad general, que declara
que un objeto masivo curva el espacio-tiempo, siendo la gravitaciéon la manifestacién de esa
curvatura o distorsién, y quedando esto reflejado matematicamente en las ecuaciénes de campo
de Einstein. A dia de hoy es la teoria més vigente que tenemos sobre la gravitacién, y a pesar
de su complejidad intelectual, ha sido validada observacionalmente. Ha sido capaz de explicar el
avance del perihelio de Mercurio, que hasta 1915, la conocida Ley de Gravitacién Universal de
Newton era incapaz de justificar. Ademaés, ha pronosticado fenémenos como la curvatura de la
luz al acercarse al campo gravitatorio de una fuente, la existencia de ondas gravitacionales y de
agujeros negros, asi como el movimiento de la estrella tipo S més cercana al centro de nuestra
galaxia, la estrella S2.

[20] La 6rbita de S2 explica perfectamente que que en el centro de la Via Lactea yace un objeto
compacto masivo, Sagitario A*, siendo confirmado recientemente como un agujero negro. Sin
embargo, en sus cercanias, se ha descubierto otro objeto, cuyo movimiento desafia a Einstein, y
a su teoria de la relatividad, G2. La velocidad radial de G2 es més baja que la de un movimiento
kepleriano en las inmediaciones de Sagitario A*, lo que pone en duda la su naturaleza.

Distintas alternativas que tratan de explicar el comportamiento de G2 surgieron, antes de veri-
ficarse que fuera un agujero negro, ante este problema, como la de introducir la accién de una
fuerza de arrastre ejercida por un flujo de acrecién. Otra propuesta, fue la de Ruffini- Argiielles-
Rueda [13], que radica en suponer que el objeto compacto es un nicleo de materia oscura hecho
de fermiones. Esta hipotesis explicaba bastante bien las 6rbitas de S2 y G2 , la de esta ultima
sin introducir la fuerza de arrastre.

Lo que proponemos en este trabajo para abordar el problema, es reescribir las ecuaciones de la
relatividad general, para los casos de campos gravitacionales generados por objetos estacionarios
y axialmente simétricos: mediante el formalismo 14-3. Bajo este marco construiremos una tétrada
a conveniencia, y escribiremos las ecuaciones en términos de esta tétrada y de los escalares de
estructura, que obtenemos de derivarla covariantemente. [20] Con estos escalares serd posible
clasificar todas las geodésicas que describan la clase de campos gravitacionales con los que vamos
a trabajar, y ayudandonos de esa clasificacién obtendremos las érbitas de S2 y G2, con las que
trataremos de caracterizar el agujero negro Sagitario A*.

Este trabajo constard de seis capitulos: En el primero veremos un resumen de la base de geo-
metria diferencial con la que se construye la teoria de la relatividad general. Empezaremos con
el concepto de variedad diferenciable, y asi, fijar la notacion a seguir, e iremos avanzando hasta
la formulacién de la ecuacién de Einstein. A continuacién, seguiremos con el capitulo 2, en él
se planteard el problema que ha motivado la realizaciéon de este trabajo, se explicard en qué
consiste el enfoque con el que vamos a trabajar y fijaremos los objetivos tras los que vamos a
ir. En el tercero, contruiremos la tétrada, obtendremos los escalares de estructura, se reescri-



bird la ecuacion de Einstein y clasificarémos las geodésicas. Seguiremos con el cuarto capitulo,
aplicaremos las geodésicas a las métricas de Schwarzchild y Kerr, y obtendremos las érbitas de
S2 y G2. Para finalizar, en el capitulo 5 se dard un resumen de las conclusiones a las que se ha
llegado tras este estudio, y en el capitulo 6 se dard una idea de los desarrollos futuros que se
podrian seguir a partir de lo visto aqui.



Capitulo 1

Geometria Diferencial y Reatividad
General

Este capitulo puede dividirse en dos parte bien diferenciadas. La primera, intentara ser un
resumen de conceptos bésicos de geometria diferencial. Empezaremos fijando notacién con la
nocion de variedad diferenciable, y a partir de ahi iremos introduciendo conceptos como el de
espacio tangente, campo de vectores, o el de campo tensorial. En la segunda parte, y con la
ayuda de lo visto anteriormente, iremos discutiendo todos los elementos mateméticos necesarios
para el desarrollo de este trabajo, y terminaremos con la construccién de la ecuacién de campo
de Einstein.

El fin de este capitulo no es realizar un estudio exhaustivo de geometria diferencial, sino definir
conceptos y edificar los cimientos sobre los que vamos a estudiar, de manera que este trabajo
sea lo mds autocompleto posible. Por ello, sélo se enunciaran los resultados més importantes
prescindiendo de demostraciones. Para profundizar en el tema se puede consultar en [1], [3] y
[5]

1.1. Nociones de geometria diferencial

Los objetos matematicos béasicos sobre los que se erige la teoria de la relatividad son las varie-
dades diferenciables, estructuras geométricas que localmente se asemejan al espacio euclideo, en
los que las nociones de integracion y diferenciacién tienen sentido, y que nos permite escribir sus
elemenos a través de coordenadas. Por consiguiente comenzamos este capitulo fijando la nocién
de variedad diferenciable.

Sea (M, A) una variedad diferenciable de dimensién m, donde M es un espacio topoldgico
de Hausdorff 2° numerable y A = {(U;, i) }ica un atlas de dimensién m sobre M. Para las
cartas locales que conforman el atlas, tenemos que los U; son abiertos de M y las aplicaciones
vi: Uq — ¢;(U;) homeomorfismos, tales que ¢;(U;) son abiertos de R™, para todo i € A,
siendo A un conjunto de indices. Ademas, si fijamos una de esas cartas (U, ), y tomamos un
punto p € U tenemos que ¢(p) = (z'(p),...,2™(p)), con z': U — R la i-ésima funcién
coordenada de ¢ que proyecta la coordenada i-ésima, y claramente es diferenciable.

Una vez definidos los espacios sobre los que vamos a trabajar podemos definir funciones en estas
estructuras, las que requeriremos que sean diferenciables.



Definicion 1.1.1. Sean M y N dos variedades diferenciables de dimensiones m y n respecti-
vamente. Diremos que una aplicacion continua F: M — N es diferenciable en p € M si para
toda carta (W,1)) de N con F(p) € W existe una carta (U, ) de M tal que p € U, y se tiene
que

F=voFopt:oUNF YW)) — (W) (1.1)

es diferenciable en o(p), aplicacion que obtenemos del siguiente diagrama conmutativo

F

U w
(N
e(U) —F”/J(W)

Ademds, F serd diferenciable si lo es para todo p € M.
Nota 1.1.1.
1. La definicion anterior no depende de las cartas elegidas para p y F(p).

2. Denotaremos por F(M,N) al conjunto de todas las funciones diferenciables que van de
una variedad diferenciable M a otra N. St N =R se denotard como F(M).

1.1.1. Espacio tangente

Las variedades diferenciables no tienen, en general, estructura de espacio vectorial. Esto im-
pide que los conceptos de derivada o diferenciabilidad puedan trasladarse directamente a una
variedad. El primer paso para arreglarlo es asociar a cada punto de la variadad diferenciable,
de dimension m, un espacio vectorial con la misma dimension, que contenga todos los vectores
tangentes a la variedad en ese punto.

Definicién 1.1.2. Sea M una variedad diferenciable, y p € M. Definimos un vector tangente
a M enp ala funcion v: F(M) — R tal que

1. v(af +bg) = av(f) + bv(g), para todo a,b e R y f, g € F(M),
2. v(fg) = v(f)g(p) + f(p)v(g), para todo f,g € F(M).

Definicion 1.1.3. Sean M una variedad diferenciable y p € M. El espacio tangente o M
en p, que denotaremos como T,M, es el conjunto de vectores tangentes a M en p. Ademds,
llamaremos fibrado tangente a

™ = | T,M. (1.2)
peEM

Nota 1.1.2.
» A todo v € T,M lo llamaremos vector contravariante.

» Fl fibrado tangente T M tiene estructura de variedad diferenciable.



Proposicién 1.1.1. Sean M una variedad diferenciable y (U, = (x',..., 2™)) una carta local
de M. Tomando p € U se puede definir una base ordenada {(%)p, cee (%im)p} de T,U con la
que todo vector tangente v € T,(U) puede expresarse como una combinacion de elementos de la
base

v:ivi (aii>p’ (1.3)

=1

donde las componentes de v son las funciones v* = v(z").

Definicion 1.1.4. Sean M una variedad diferenciable y f: M — R una funcion diferenciable.
Para cada p € M se define la diferencial de f en p como la aplicacion lineal

df,: T,M — R
v — dfp(v) = o(f).

De la definicién (1.1.4) se puede comprobar que df,, es una aplicacién lineal, y por tanto un
elemento de su espacio dual, el cual estudiaremos en la seccién (1.1.3). Ademés, cada aplicacién
diferenciable F': M — N entre variedades diferenciables induce aplicaciones lineales entre sus
correspondientes espacios tangentes.

(1.4)

Definicién 1.1.5. Sean F': M — N una aplicacion diferenciable, f € F(N) y p € M. Defini-
mos la diferencial de F' en p como la aplicacion lineal

dFy: T,M — TppN
v — dF,(v) =v(foF),
donde fo F € F(M) funcion diferenciable.

(1.5)

1.1.2. Campos vectoriales

En el apartado anterior vimos cémo asignarle a cada punto de la variedad diferenciable un
espacio tangente. Ahora, con ayuda de esos espacios, queremos asignarle a cada punto de la
variedad un vector tangente.

Definicion 1.1.6. Sea M una variedad diferenciable. Denominaremos campo vectorial sobre
la variedad M a toda aplicacion de la forma X : M — TM que asocia a cada p € M un vector
tangente X, € T, M.

Nota 1.1.3. El campo vectorial también lo podemos definir como una aplicacion entre el conjun-
to de todas las funciones diferenciables de M en R, en si mismo, es decir, X : F(M) — F(M),
de tal manera que (X(f))(p) = X,(f) para toda p € M, donde X, € T,M.

Dado que el fibrado tangente T'M tiene estructura de variedad diferenciable, como hemos men-
cionado en la nota (1.1.2), podemos interpretar un campo de vectores X como una aplicacién
de la variedad diferenciable M en su fibrado tangente T'M

M—X s TM

moX=Id

M

donde 7 es la proyeccion del fibrado en la variedad diferenciable M, y mo X es la identidad sobre
M. Sabiendo esto, parece razonable exigirle al campo de vectores que sea diferenciable.



Definicion 1.1.7. Sea M una variedad diferenciables. Diremos que el campo vectorial X sobre
M es diferenciable si X (f) es diferenciable para toda f € F(M). Al conjunto formado por todos
los campos vectoriales diferenciables sobre M se denotard como X(M).

En la proposicién (1.1.1) pudimos escribir los vectores del espacio tangente en funcién de una
base generada a partir del sistema de coordenadas locales que habiamos fijado. Con los campos
vectoriales pasa lo mismo.

Proposicién 1.1.2. Sean M una variedad diferenciable de dimension m, (U, = (z!,..., 2™))
una carta local en M y X un campo vectorial sobre M. Podemos definir una base {%, e (%im}
de X(U) de tal manera que X € X(U) puede expresarse como

X_gxi <aii>’ (1.6)

donde X' son funciones diferenciables definidas en U.

Por la nota (1.1.3) sabemos que si X e Y son dos campos de vectores diferenciables y f € F(M)
es una funcion diferenciable, entonces X (Y (f)) e Y(X(f)) son funciones diferenciables. Sin
embargo, no son nuevos campos de vectores diferenciables. Con la siguiente definicién podemos
estableces la diferencia de ambas iteraciones como un nuevo campo de vectores.

Definicion 1.1.8. Sean M wuna variedad diferenciable y X e Y dos campos de vectores dife-
renciables sobre M. Definimos como producto corchete, o corchete de Lie, a la aplicacion
bilineal

[]]: X(M)xX(M) — X(M)
—

(X,Y) (1.7)

verificando las sigientes propiedades:
» Antisimetria [X,Y] = —[Y, X],
» La identidad de Jacobi [X,[Y,Z])]+[Y,[Z, X+ [Z,[X,Y]] =0,
» La regla de Leibnitz [fX,gY] = fg[X, Y]+ fX(9)Y —gY(f)X.

para cualquier X, Y, Z € X(M) y f,g € F(M).

1.1.3. 1-formas

Como mencionamos en el apartado (1.1.1), a los espacios tangentes, y por ende, al fibrado
tangente les corresponden sus respectivos espacios duales.

Definicion 1.1.9. Sean M una variedad diferencial yp € M. Definimos el espacio cotangente
como el espacio dual del espacio tangente T,(M), esto es

TyM* ={w:T,M — R: w es lineal}. (1.8)

Se denomina fibrado cotangente a

T™* = | ) T,M". (1.9)
peEM



Nota 1.1.4. A todo w € T,M* lo vamos a denominar vector covariante o covector.

Y al igual que asignamos a cada punto de una variedad diferenciable un vector mediante un
campo de vectores, podemos asignar a cada punto un covector.

Definicion 1.1.10. Sean M wuna variedad diferenciable y p € M. Llamaremos 1-forma a

cualquier aplicacion w : M — TM* que a cada p € M le asocia un vector covariante wy, €
Tp(M)*.

Nota 1.1.5. Las 1-formas también se pueden definir de manera equivalente como las aplica-
ciones w: X(M) — F(M) que asocian X a w(X) para cada p € M, donde w(X) envia cada
pEM awy(Xy).

Definicion 1.1.11. Una 1-forma w sobre la variedad diferenciable M se dice diferenciable si
w(X) es diferenciable para todo X € X(M). Al conjunto de todas las 1-formas diferenciables
sobre M se denotard por X(M)*.

Definicion 1.1.12. Dado M una variedad diferenciable, llamamos diferencial a la aplicacion
d: F(M) — X(M)* que envia cada funcion diferenciable f a df, donde (df)(X) = X(f) para
todo X € X(M).

Proposicién 1.1.3. Fijada una carta (U, = (x,...,2™)) en una variedad diferenciable M,
el conjunto de 1-formas coordenadas {dxz',... dx™} es una base de X(U)* y por tanto, cada
w € X(U)* puede expresarse como

w= Zwidxi. (1.10)
i=1

donde las componentes de w son las funciones w; = w%.

1.1.4. Campos tensoriales

Con todos los conceptos que hemos ido enunciando, podemos darnos cuenta de que a un mismo
punto de una variedad diferenciable le estamos asignando varios objetos algebraicos. El concepto
de tensor trata de sintetizar todas esas asignaciones en una sola, a la vez que cumple el requisito
de que esa asignacién sea diferenciable.

Definicion 1.1.13. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K de dimenesion finita, y sean
r,s > 0 enteros que no se anulan simultineamente. Un tensor tipo (r,s) sobre V serd la forma
multilineal

T VT (V)8

— K
1.11
(V15 s Uy UL,y ug) > T(v1, ..o ut, o u®). ( )

Al conjunto de todos los tensores sobre V' de tipo (r,s) lo denotaremos por Ty (V).
Ahora, generalizando la definicién de tensor a variedades diferenciables, tenemos:

Definicién 1.1.14. Sea M una varidad diferenciable. Un campo tensorial de tipo (r,s) en
M es la forma multilineal

T:  (X(M))" x (X(M)")*
(X1,.., Xpwh o wf)

F (M)

T(X1,..., Xpwh, o wf). (1.12)

Il

Se denotard al conjunto de todos los campos tensoriales de tipo (r,s) sobre M como T4 (M).



Nota 1.1.6.

1. St r = 0 tenemos un campo temsorial covariante de orden s, por otro lado, si s = 0 el
campo tensorial serd contravariante.

2. Las 1-formas pueden interpretarse como tensores de tipo (0,1), y los campos de vectores
diferenciables como tensores de tipo (1,0).

El concepto de campo tensorial que hemos dado en la defnicién (1.1.14) es global, pero pueden
particularizarse a un punto.

Definicién 1.1.15. Sean T' € 3,(M) y p € M. La aplicacion
T,:  (T,M)" x (I,M*)* — R
(1,2, 010,05 — Ty(z1,...,2.,0% ..., 0%),
donde Tp(x1,...,xr, 0% ...,0°) = T(X1(p),..., X (p),w(p),...,w*(p)) es un tensor de tipo

(r,8) sobre T,M, siendo 0',...,0° € X(M)* y X1,...X, € X(M), tales que 0'(p) = W' y
Xi(p) = xj, para todo 1 <i<r yl<j<s.

(1.13)

A continuacién definimos las componentes tensoriales, que nos ayudaran a identificar univoca-
mente el campo tensorial del que proceden y nos permiten dar en coordenadas a los tensores.

Definicién 1.1.16. Fijada una carta (U, = (z',...,2™)) de la variedad diferenciable M, y
T € 35(U), llamamos componentes de T relativos a ¢ a las funciones

J1s--5]s axh ey axiT

donde ix, i € {1,...,m} para cada k=1,...,7r yl=1,...,s.

- :T( o 9 ,dle,...,d:cjs) e F(U), (1.14)

El producto tensorial de dos tensores, no necesariamente del mismo tipo, nos permite obtener
un nuevo tensor

Definicién 1.1.17. Dados Ty € T3} (M) y Ty € 32(M). El producto tensorial de Tt y T5 lo
definimos como

Ty @Ty: (X(M)72) x X((M)5752)* — F(M) (1.15)

y vendrd dado por:

(Ty @ To) (X1, -y Xpy gy Wy w1 T52) =
Tl(Xla s ,vawl, s 7(*}81) : TZ(XT1+1> s 7X7"1+T‘2aW81+1a s aw81+52) (116)
Nota 1.1.7. A raiz de empezar a trabajar con tensores, aprovecharemos para introducir el

convento de suma de Einstein. Este convenio consiste en omitir el simbolo sumatorio cuando
haya un subindice y un superindice repetidos.

Proposicién 1.1.4. Dados (U, = (z!,...,2™)) carta de M y T € J%(U), se tiene que

T — qiteir 9
J15-3]0s 8.’1)“

® - ® ®dr’' @ @ da’. (1.17)

Ox'r
Otra operacién que podemos hacer con tensores es la que nos permite contraer indices, trans-
forma un tensor de tipo (r, s) en un tensor de tipo (r —1,s — 1).



Definicién 1.1.18. Sean (U, ¢ = (x',...,2™)) una carta de M y T € J%(U). Llamamos con-
traccion (i,7) del tensor T al campo tensorial CJZ: (T) € 3°-1(U) tal que

C;(T)(Xl’ T ’erlvwl’ s 7WS_1) =

m
o ) .
ZT(Xl,. . .,Xl',l, W,Xi,. . .,XTfl,wl, ce ,wj_l,dxk,w], ce ,U.)S_l). (118)
k=1

Ademids, como la relacién entre 1-formas y campos vectoriales es univoca, podemos definir otra
operacion que nos permita bajar y subir indices a un tensor, esto no es otra cosa que un cambio
de tipo de tensor.

Definicion 1.1.19. Sean M una variedad, v, s, a y b enteros positivos con 1 < a < r y
1 < b < s. Definimos la operacion bajar indice como la aplicacion | : I, (M) — TJ;’I}(M) dada

por

T X1y Xogt, w0 Y) =T(X, o X1, Xty oo Xp,wh oo, X w0,

(1.19)
y la operacion subir indice 1¢: It (M) — 371 (M) viene dada por
AT (X1, Xeo,why w0 =T(X, w08 X w0t W W),
(1.20)

1.2. Meétrica

Una vez tenemos claro la estructura sobre la que vamos a trabajar, el siguiente paso sera dotar
a la variedad diferenciable de una métrica, una idea de medida como lo que tenemos en R™,
pero generalizada.

Definicion 1.2.1. Sea B: V x V — R una forma bilineal simétrica sobre un espacio vectorial
V. Definimos v como el indice de B en V), siendo este la dimension del mayor subespacio W C 'V
tal que la restriccion de B a W es definida negativa.

Recordemos el concepto de producto vectorial sobre un espacio vectorial.

Definicion 1.2.2. Sea V un espacio vectorial finito dimensional. Diremos que la aplicacion
(,) : YV xV — R es un producto escalar en V si es una forma bilineal simétrica y definida
positiva.

Definicion 1.2.3. Sea M una variedad diferenciable. Un tensor métrico, o métrica g sobre
M es un campo tensorial covariante g € I9(M) que a cada punto p € M le asocia un producto
escalar g, = (-, ')p en T,M tal que el indice v, de g, es el mismo para cada p. Si fijamos una
carta (U, = (z1,...,2™)) de M, el tensor métrico vendrd determinado de la siguiente forma

por las funciones coordenadas

g= gijdzvi ® da? (1.21)

donde los g;; = g(%, %) = <£i, %>, denominados coeficientes métricos, son las componentes

de la matriz asociada a g en el sistema de coordenadas elegido.



Hemos definido un tensor métrico como un producto escalar, generalmente al producto escalar
se le requiere ser definido positivo, en este caso no es necesario, solamente nos bastara con que
sea no degenerado. De ese modo, si g es una métrica definida positiva, dirémos que g es una
métrica Riemanniana, por el contrario, si ¢ solamente es no degenerada, dirémos que g es
una métrica semi-Riemanniana, o pseudo-Riemanniana.

Definicién 1.2.4. Sea M wuna variedad. Fijada una carta (U, = (x',...,2™)) de M, llama-
remos elemento de linea a la siguiente forma cuadrdtica asociada al producto escalar g, para
cada p e U

ds? = g;jdx'dz?. (1.22)

Definicién 1.2.5. Denominaremos variedad semi-Riemanniana al par (M, g), donde M es
una variedad diferenciable y g es una métrica semi-Riemanniana en M.

1.3. Conexion de Levi-Civita

En esta seccion trataremos de generalizar el concepto de derivada parcial a una variedad semi-
Riemanniana.

Definicion 1.3.1. Sea M una variedad diferenciable. Se denomina conexion lineal en M a
toda aplicacion D: X(M) x X(M) — X(M) tal que para todo X,Y,Z € X(M) y f € F(M)
verifica

1. Dx(Y + Z) = DxY + Dx Z,
2. DxyyvZ =DxZ+DyZ,

3. DixY = [DxY,

4. Dx(fY) = X(f)Y + fDxY

Para cualesquiera X,Y € X(M), llamaremos derivada covariante de Y con respecto de X
para la conexién lineal D a cada DxY € X(M). Ademas, si se verifica DxY = Dy X, diremos
que D es simétrica.

Teorema 1.3.1. Sea (M,g) una variedad semi-Riemanniana. Entonces existe una unica co-
nexion lineal V sobre M libre de torsion y compatible con la métrica g, es decir, para cada
X,Y,Z € X(M) se tiene que

1. [X,Y]=VxY — VyX,
2. Xg(Y,Z2) =g(VxY,Z) +g(Y,VxZ).

A la conexién dada por el teorema anterior se le denomina conexiéon de Levi-Civita de g y
estd determinada por la formula de Koszul:

29(VxY,2) = Xg(Y,2)+Yg(Z, X))~ Zg(X,Y) - g(Y,1Z, X]) +9(Y,[Z, X]) + 9(X, [X, (Y])- |
1.23



Definicién 1.3.2. Sea (U, = (2!,...,2™)) una carta local de M. Llamamos simbolos de

Christoffel a las funciones de la forma Ffj € F(U), que serdn las componentes de V%% con
respecto a la base {8%1’ e (%im}, esto es

0 g O
Sea (M, g) una variedad semi-Riemanniana y (U, = (z!,...,2™)) una carta local de M, si

g = gudx! ® dz” y sustituimos en la férmula de Koszul (1.23) X = a%w Y = % y Z = 620

tenemos que

1 (Ogva . OGap  Oguw
o T —
gool s =5 (&w T o T B0 (1.25)
y por lo tanto
1 va | O9au  Oguw
a _ T ao B K
P = 29 (81"“ * oz Oz~ ) (1.26)

Luego, la conexién de Levi-Civita viene determinada por el tensor métrico a través de los
simbolos de Christoffel. Si ademds, fijada la carta local (U, = (z!,...,2™)) en M, toma-
mos X,Y € X(M) como X = X* agu eY =YV 82'” De las propiedades de la conexién lineal,
llegamos a

oY’
oxH

B
o wy v
+I9, X1y ) Pt (1.27)

Podemos dar una definicién méas amplia de derivada covariante que permita actuar sobre campos

VxY = (X“

tensoriales en general

Definicién 1.3.3. Sean M una variedad diferenciable y V € X(M). La derivada covariante Vy
es la dnica derivada tesorial Vv : I5(M) — T (M) tal que

1. Vyf=V(f) para todo f € F(M),

2. Vy X es la derivada covariante de X respecto de V' para la conexion de Levi-Civita para

todo X € X(M).

1.4. Derivadas de Lie y vectores de Killing

Otro nocién de derivada que vamos a tratar es el de Derivada de Lie, esta derivada nos mide el
cambio de un campo vectorial a lo largo del flujo de otro campo. Este ultimo elemento, el flujo
de un campo, es un concepto muy ligado al de campo de vectores, y nos determina el grupo
local uniparamétrico de transformaciones asociado al campo de vectores.

1.4.1. Flujo local y grupo 1-paramétrico de transformaciones

Empezamos recordando brevemente que una curva sobre una variedad diferenciable M es
una aplicacion diferenciable «: I — M, con I un intervalo abierto de R.

Definicion 1.4.1. Diremos que una curva o: I —> M es una curva integral de un campo
X € X(M) si (t) = Xo@) para todo t € 1. Al conjunto de curvas integrales de un campo
vectorial lo llamaremos congruencia.



Definicion 1.4.2. Sea M una variedad diferenciable, y X un campo de vectores en M. Llama-
remos flujo local del campo de vectores X a la funcion

U: IXMCRxM — M

(t.p) s W(tp) (1.28)

tal que para cada p € M la curva W,(T): I C R — M es una curva integral de X wverificando
las condiciones V,(0) =p y ¥,(0) = X,.

Definicion 1.4.3. Diremos que un campo de vectores X es completo si todas sus curvas inte-
grales estdn definidas en todo R.

Definicion 1.4.4. Sea M una variedad diferenciable. Llamaremos grupo 1-paramétrico de
transformaciones de M a la aplicacion diferenciable

d: RxM — M

(t,p) +— Pi(p) (1.29)

de tal forma que:
1. para cada t,s € R yp e M, O 4(p) = Pt o Ps(p),
2. para cadat € R, ®&,: M — M es un difeomorfismo.

Definicion 1.4.5. Sea M una variedad diferenciable y X un campo de vectores. Fijado p € M,
denotaremos como ®; al grupo 1-paramétrico local de transformaciones que induce entre los
espacios vectoriales Ty M y Ty, ) M un isomorfismo a través de su diferencial

(@¢)s: TyM — Tip, () M. (1.30)

1.4.2. Derivada de Lie

Definicion 1.4.6. Sea M una variedad diferenciable, X e Y dos campos de vectores sobre M,
yp € M un punto. Llamaremos derivada de Lie de'Y respecto a X al campo de vectores

(LxY)p = lmuso (Y — (®)uY)y
i LY — (@0).(@_o(p) Ve )

donde ®; es el grupo 1-paramétrico de transformaciones locales de M determinado por X.

(1.31)

Esta derivada de campo de vectores la podemos caracterizar en funcién del corchete de Lie
(1.1.8).

Proposicion 1.4.1. Sea M una variedad diferenciable, y X e Y dos campos de vectores sobre
M. Tenemos que

LyY = [X,Y]. (1.32)



1.4.3. Vectores de Killing

Definicion 1.4.7. Sea M una variedad diferenciable, T un campo de tensores y X un campo
de vectores sobre M. Diremos que X es una transformacion infinitesimal sobre M para T
si el campo de tensores T es invariante por el grupo 1-paramétrico de transformaciones de X,
esto es

T =T. (1.33)
donde ®; es el automorfismo de J5(TM).
Una caracterizacién de este resultado seria el siguiente

Definicion 1.4.8. Sea M una variedad diferenciable y X un campo de vectores sobre M. Defi-
nimos la derivada de Lie para todo campo de tensores T con respecto a X como

(£xT), = lim (T, — (@T),). (1.34)

Teorema 1.4.1. Un campo de tensores T es invariante por un grupo 1-paramétrico de trans-
formaciones ®; si y solo si LxT =0, donde X es el campo de vectores asociado a Py.

Sea (M, g) una variedad dotada con una métrica, y Y, Z € X(M) cualesquiera dos campos de
vectores en M. Una transformacién infinitesimal del tensor métrio g es un campo de vectores X
verificando Lxg = 0, donde

(Lxg)(Y,Z) = Lxg(Y,Z)—9(LxY,Z) —g(Y,LxZ)

= Xg(Y.X) —g([X.Y],2) - g(Y.[X, Z)). (1.35)

A las transformaciones infinitesimales de g las denominarémos campos de vectores de Killing,
y representardn las direcciones en las que el tensor métrico es constante.

Nota 1.4.1. La ezpresion dada en el teorema (1.4.1) es equivalente a

V. X" +V,X, =0. (1.36)

1.5. Geodésicas

El vector velocidad de una curva sobre una variedad a: I — M es
, d
a(t) =da —| €T,M. (1.37)
dt »

dando lugar a un campo vectorial sobre «. Denotaremos por X(«) al conjunto de todos los
campos vectoriales sobre a. Ademaés, podemos cuantificar el cambio de un campo vectorial
sobre « a lo largo de la curva.

Proposicién 1.5.1. Sea a: I — M wuna curva en (M, g) una variedad semi-Riemanniana.
Entonces existe una unica aplicacion

%: X(a) — X(«)

z — Z'=52 (1.38)
odto

denominada derivada covariante inducida, tal que si Z,Y € X(«) verifica:



1. (aZ 4+bY) =aZ' +bY’ para todo a,b € R,

2. (f2) = %Z—i—fZ’ para todo f € F(I),

8. (Via)'(t) = V@ (V) para todo t € I, V € X(M),
4. L9(Z2,Y) =g(Z')Y) +g(Z,Y").

La derivada covariante inducida Z’ viene determinada por la conexion de Levi-Civita. Esto
quiere decir que podemos dar la expresién de Z’ en funcién de los simbolos de Christoffel. Por
tanto, fijada una carta (U, = (x!,...,2™)) de M

DZ dz* d(zioa) .\ 0
=== = k. J
Z dt < dt 1y dt “ ) ok’

donde a: I — U una curva sobre U y Z € X(«).

(1.39)

Definicién 1.5.1. Sean a: I — M wuna curva en M y Z € X(«). Se dice que Z es paralelo si
Z'=0.

Nota 1.5.1. Observamos que al ser los vectores {8 -+, linealmente independientes implica
que el paralelismo de Z es equivalente a un sistema de m ecuaciones diferenciales ordinarias.

Definicion 1.5.2. Una geodésica de una variedad M es una curva v: I — M cuyo campo de
velocidades v es paralelo.

Sea (U, = (z!,...,2™)) una carta local de M, una curva v es una geodésica si sus funciones
coordenadas x' o« verifica las siguientes ecuaciones diferenciales

:L' 07 Zrkdxo .%‘JO’y)

=0 1.40
o (1.40)

,j=1

paratodo k=1,...,m

Para finalizar, daremos un resultado importante que relaciona los vectores de Killing, estudiados
en la seccién anterior, y las geodésicas.

Proposiciéon 1.5.2. Sea M una variedad semi-Riemanniana, Z € Xy un vector tangente a vy
una curva geodésica de M y X € X(M). Diremos que X es constante a lo largo de Z, si X7 =k,
donde k es constate.

1.6. El espacio-tiempo

Desde 1905 el espacio y el tiempo dejaron de ser dos nociones independientes, con la formulacién
de la Teoria de la Relatividad Especial de Albert Einstein, y pasaron a formar parte como el
espacio-tiempo, el ‘tejido’ en el que tienen lugar todos los sucesos fisicos del Universo. En esta
seccion terminaremos de dar los elementos para la construccién del modelo matematico de ese
‘tejido’.

Definicién 1.6.1. Diremos que (M, g) es una variedad Lorentziana si M es una variedad
diferenciable de dimension 4, y g es una métrica semi-Riemanniana de indice v = 1. A esta
ultima la denominaremos métrica de Lorentz.



Definicién 1.6.2. Sea (M, g) una variedad Lorentziana y p un punto de M. Un vector v € T, M
puede ser:

» espacial si g(v,v), >0,
» temporal si g(v,v), <0,
= luminoso si g(v,v), = 0.
Ademds, decimos que v es causal si no es espacial.

Nota 1.6.1. Denominaremos € al conjunto de vectores causales y € al conjutno de vectores
tempotales.

Para una variedad de Lorentz (M, g), podemos definir en cada punto p € M el siguiente sub-
conjunto de T, M

Cp ={v € TyM : v es temporal}. (1.41)

conocido como cono de los vectores temporales. Ademds, este subconjunto posee dos com-
ponentes conexas: C’;r cono futuro, y C}; cono pasado.

Definicién 1.6.3. Diremos que una variedad Lorentziana (M, g) es orientable respecto del tiem-
po st para cada p € M podemos elegir una componente conexa C’;‘ de Cp de tal manera que en
toda carta (U, ) de M eziste un campo de vectores X € X(U) tal que X, € C’; para todo q € U.
Asimismo, denominaremos orientacién temporal en M a la eleccion de la componente conexa
C en cada T,M verificando lo enunciado anteriormente.

Definicién 1.6.4. Un espacio-tiempo es una variedad de Lorentz (M, g) con una orientacion
temporal.

Llamaremos espacio vectorial de Lorentz al par (V,g), donde V' es un espacio vectorial de di-
mensién 2 y ¢g un producto escalar con indice v = 1. Ademas, el cono causal de v € T serd
conjunto

Cv)={uecC:g(v,u) <0} (1.42)

De esta manera, fijado en un espacio vectorial de Lorentz (V,g) y un cono causal C(v) con
v € V, decimos que un vector u € V apunta al futuro si u € C(v).

Definicién 1.6.5. En una variedad Lorentziana (M, g) orientada temporalmente diremos que
una curva a: I — M apunta al futuro si o/(t) apunta al futuro en cada Ty )M para todo
tel.

Definicién 1.6.6. Sea (M,g) un espacio-tiempo. Definimos una particua como una curva

diferenciable a: I — M que apunta al futuro tal que g(a'(u),a’(u)) = —m?, con m > 0 para

todo u € I.

De esta manera, segun el valor de m tenemos que:
= Sim > 0, decimos que m es la masa en reposo de la particula material.
= Sim =0, decimos que es una particula sin masa.

= Si m = 1, decimos que la particula es un observador y en este caso el pardmetro u se
denomina tiempo propio.



1.7. Tensores de Riemman, Ricci y Weyl

Definicién 1.7.1. Sea (M, g) una variedad semi-riemanniana. Llamaremos tensor de curva-
tura de Riemann de g al tensor de tipo (3,1)

R xX(M)P — X(M)

(X,Y,Z) — R(X,Y)Z=VxVyZ-VyVxZ—VixyZ (1.43)
que verifica las siguientes propiedades de simetria:
1. R(X,Y)Z =-R(Y,X)Z,
Lema 1.7.1. Sea M una variedad diferenciable, (U, = (z!,...,2™)) una carta local, y R su
tensor de curvatura de Riemann. Entonces, si tomamos X,Y,7Z € X(M) tal como X = X“%,
Y =Y" 8‘2,, y 4 =2° 83, , podemos escribir:
0
— A
R(X,Y)Z = X“Y”ZURU”V@. (1.44)
donde Rff‘w =R (%, agy) %, que pueden expresarse en funcion de los simbolos de Christoffel
como sigue
R, = oLy, _ Mo | P I ) 1.45
cr,ul/_gmu_W—F vor uB T - poctvpt ( )

En variedades como en la que estamos trabajando, el tensor de Riemann puede llegar a des-
componerse, como vemos a continuacién, en tres componente irreducibles: el tensor de Ricci, la
curvatura escalar y el tensor de Weyl [8].

1
Ro’)\uy - Cg’Auy—i_m7_(g)\y,RO'V_g)\I/RO',u—i_gO'l/R)\M_gUMR)\V)+(

2 ) (g)\ugo,u_g)\ugcrz/),

(1.46)
donde Cy ), son las componentes del tensor de Weyl en su forma completamente covariante, Ry,
las componentes del tensor de Ricci y R el escalar de curvatura. En (1.46) se estdn expresando
las componentes del tensor de Riemann en su forma completamente covariante.

m—2)(m—1

Definicién 1.7.2. Sea (M, g) una variedad semi-Riemanniana y R el tensor de curvatura de
Riemann. Denominamos tensor de curvatura de Ricci, Ric, de M a la contraccion C(R) €

J9(M), cuyas componentes relativas a una carta (U, = (z,...,2™)) son
Ry = R (1.47)
o ouv* .

Definicién 1.7.3. Sea (M,g) una variedad semi-Riemanniana y Ric el tensor de Ricci de
M. Llamamos curvatura escalar R de M a la contraccion C(Ric) € 39, cuyas componentes
relativas a una carta local (U, = (x,...,2™)) de M son

R=g""R,,. (1.48)



Por 1ltimo el tensor de Weyl, que denotaremos por C al tensor de tipo (3,1) que expresa la
fuerza de marea que siente un cuerpo cuando se mueve a lo largo de una geodésica, siendo
la dnica parte de la curvatura que existe en el espacio libre y gobierna la propagacién de las
ondas gravitacionales. Ademads, puede descomponerse en dos partes, la parte eléctrica y parte
magnética. Para dimensiones 2 o 3, el tensor de curvatura de Weyl se desvanece. A partir de 4,
la curvatura de Weyl generalmente es distinta de cero. Como nuestro problema se define en una
variedad de 4 dimensiones, el tensor de Weyl nos quedaria de la siguiente manera

1 R
CJ)\/u/ = RJ)\;U/ + §(gAuR0V - g)\uRUu + gcrl/R)\u - ga,uR)\l/) + g(g)\ugou - g)\ugou)- (149)

1.8. Ecuacion de Einstein

Terminamos este capitulo con la formulaciéon de la ecuaciéon de campo de Einstein. La idea de
Einstein consistia en que, visto el espacio-tiempo como una variedad, la curvatura en el espacio-
tiempo deberia ser originada por un objeto con masa, y a su vez esa curvatura deberia indicar
como de mueve ese objeto con masa. Esta idea le llevo a tratar de relacionar la ecuacion de
Poisson !

Ad = 47Gp, (1.50)

cuya solucién es el campo gravitatorio causado por una determinada distribucién de densidad
de masa, con la métrica de la variedad. Esto nos lleva a buscar una expresion tensorial, y si
efectivamente la masa curva el espacio-tiempo, deberiamos tener un tensor que codifique la
distribucién de materia en la variedad. Pero toda esta teoria es una extension de la teoria
de la relatividad especial, donde la masa y la energia son esencialmente lo mismo. Por tanto,
podriamos pensar en la densidad de energia como la fuente del campo. Ademads, en la teoria
sobre medios continuos encontramos el tensor momento-energia, en cuyas componentes quedan
representadas las densidades de energia y momento, lo que nos lleva a generalizar este concepto
para nuestro propdsito.

Definicién 1.8.1. Sea (M, g) un espacio-tiempo. Denominamos tensor momento-energia, o
energia-impulso T al campo tensorial simétrico de tipo (0,2) en M que verifica las siguientes
propiedades:

1. T'(v,v) > 0 para todo vector causal de T,M, p € M,
2. divl = 0.

Ahora, solamente nos queda determinar un tensor construido a partir de la métrica que esté
relacionado con el tensor energia-impulso, es decir, que verifique

Gap = KTug. (1.51)

Gop serd un tensor que describa la curvatura del espacio, al que definiremos como tensor de
Einstein y T,,3 el tensor de energia-impulso, y k£ una constante de proporcionalidad.

Para obtener la expresién de G, en (1.51), se debe tener en cuenta que: G, debe ser un tensor
simétrico de tipo (0,2) por la definicién (1.8.1), debe venir dado en funcién de la métrica y

1G = 6.67 x 1011 Nm?/kg? es la constante de gravitacién universal



debemos poder recuperar la ecuacién de Poisson (1.50). Ademds, su divergencia debe ser cero,
al igual que el tensor energia-impulso, y debe ser lineal en el tensor de curvatura de Riemann
para obtener una ecuacion diferencial de segundo orden en los potenciales gravitatorios. La suma
de todas estas condiciones nos lleva a que la expresién para el tensor de Einstein sea

1
Gap = Rap — 5 Rgap. (1.52)

Finalmente, al comparar con la formulaciéon newtoniana, podemos obtener el valor de la constante
de proporcionalidad de (1.51) como k = 87G. Asi, llegamos a que la ecuacién de campo de
Finstein sea

1
Raop — iRgaﬁ = 81GT 3. (1.53)



Capitulo 2

Planteamiento del problema y
objetivos

Antes de meternos de lleno en este capitulo, remarcaremos que tanto el planteamiento del pro-
blema, como gran parte del estudio tedrico, se realizaron antes de ser mostrada al mundo la
primera imagen de Sagitario A* como agujero negro [19].

2.1. Planteamiento del problema

Por anos el objeto que habita en el centro de nuestra galaxia ha sido, y sigue siendo, de gran
interés de estudio. Dado que los primeros telescopios con los que se realizaron las observaciones
del centro galdctico no tenian la suficiente resolucién, y que el polvo interestelar bloqueaba
nuestra linea de visiéon hacia el centro de la galaxia, la naturaleza de Sgr A* ha sido todo un
misterio.

En los ultimos anos, para tratar de aclarar ese misterio, ha sido indispensable el monitoreo con-
tinuo del movimiento de las estrellas més cercanas al centro galdctico, llamadas estrellas S. Pues
si sabemos cémo se mueven podemos obtener informacién sobre la fuente que genera el campo
gravitacional. De entre todas las estrellas que conforman el grupo de estrellas S destaca una, S2.
Sus 30 afios de datos observacionales confirman una precision de Schwarzschild en su camino
alrededor de Sagitario A*. Esto verifica una de las predicciones de la teorfa de la relatividad
general, las drbitas no estan cerradas, como en la gravedad newtoniana, sino que avanzan hacia
adelante en el plano de movimiento. De esta manera, S2 nos evidencia que Sagitario A* debe
ser un agujero negro supermasivo de cuatro millones de veces la masa del Sol.

Sin embargo, en las cercanias de Sagitario A* fue descubierto hace una década un nuevo objeto
al que han llamado G2. Inicialmente se pensé que era una nube de gas, pero al acercarce al objeto
compacto, contra todo prondstico, no fue destruida. Ademas, su velocidad radial disminuye al
acercarse a esta fuente, poniendo en duda la naturaleza de Sagitario A* como agujero negro y a
la teoria de la relatividad general.



2.2. Alternativas al problema

2.2.1. Modelo con materia oscura

Si al desconocimiento sobre la naturaleza del objeto compacto del centro de la galaxia, y a
que la existencia de un agujero negro no explica la dindmica de G2, le sumamos que en 1932
J.H.Oort se percatd, estudiando la dindmica de las estrellas limitrofes de la Via Lactea, que la
cantidad de masa necesaria para que las estrellas permanezcan gravitacionalmente en sus 6rbitas
debe ser un 200 % maés que la materia luminosa, y que F.Zwicky y Vera Rubin, al estudiar las
velocidades radiales y la masa de las galaxias que componen el camulo de Coma, y darse cuenta
que para la dispersién de velocidad de este grupo, la densidad media debia ser mucho mayor
que la obtenida de la materia luminosa, sugirié la existencia de la materia oscura. Se tienen
argumentos suficientes para desarrollar una teoria alternativa donde la fuente central de la Via
Lactea no sea un agujero negro, sino un nucleo de materia oscura. [14]

Una de esas alternativas se ha visto a la par que se desarrollaba este trabajo, el modelo de Ruffini
- Argiielles-Rueda (RAR). En ¢l se identifica la naturaleza del objeto compacto supermasivo
con un nucleo altamente concentrado de materia oscura compuesto de fermiones, a los que
referiremos como darkinos. Este ntcleo denso fermidnico estd rodeado por una atmésfera de
materia oscura diluida que se extiende hacia el exterior de la galaxia, conocida esa parte exterior
que rodea a la Via Lactea como halo galactico. Este modelo no descarta la existencia de agujeros
negros, mas bien propone que las regiones de origen fermidnico colapsan cuando alcanzan masas
mayores a 100 millones de masas solares y son la semilla para la formacién de los agujeros negros
supermasivos.

Las ecuaciones de equilibrio del modelo RAR consisten en la Ecuaciones de Einstein en simetria
esférica para el tensor de energia-momento para un fluido perfecto, donde la presién y la densidad
estdn dados por la estadistica de Fermi-Dirac y teniendo en cuenta las condiciones de Klein y
Tolman de la termodinamica.

Con las soluciones obtenidas se lograron ajustar bastante bien los datos observacionales de S2
y G2, ademds de explicar otra serie de caracteristicas. Sin embargo, el 12 de mayo de este afio
2022 fue mostrada al mundo la primera imagen de Sagitario A* oficialmente como agujero negro,
quedando asi descartado cualquier teoria que no tenga como fuente a un agujero negro.

Figura 2.1: Primera imagen de Sagitario A*, agujero negro de la Via Lactea [19].



2.2.2. Formalismo 1+3

Como bien pudimos comprobar en el capitulo 1 la teoria de la relatividad general se basa en la
geometria diferencial, donde todo trata de escribirse en funcién de una base formada a partir
de un sistema de coordenadas locales dado. Al formular ecuaciones como la de Eintein de esta
manera, nos lleva a obtener un sistema de 10 ecuaciones diferenciales de segundo orden no lineales
de dificil resolucién. Una alternativa a esta base es una tétrada formada por cuatro elementos
linealmente independientes que logran simplificar las ecuaciones de la relatividad general, siendo
muy util a la hora de calcular soluciones analiticas a diferentes problemas en este area de la
fisica, de ahi nuestro interés en usarlo para nuestro cometido.

Esta tétrada la construiremos dentro del marco basado en el formalismo 1+3 [15]. Partimos de
una congruencia temporal de la variedad Lorentziana de nuestro espacio-tiempo, y tomamos un
vector temporal, denotaremos por V', tangente a esa congruencia, de tal manera que V,V* =1,
cuyo proyector a su espacio ortogonal es hog = gog + VoV, donde g es la métrica de nuestro
espacio-tiempo. Este vector temporal serd el primer elemento que conforma nuestra tétrada,
y a partir de ahi obtenemos el resto, que seran tres vectores espaciales ortogonales a V, y
denotarémos por K, L'y S.

Vamos a trabajar con las ecuaciones de campo en el vacio, pues sus soluciones son las que
sirven para estudiar el campo gravitatorio exterior de una fuente y las érbitas descritas por
cualquier objeto con y sin masa. Ademaés, por la naturaleza del problema, vamos a considerar
campos gravitatorios generados por fuentes estacionarias y axialmente simétricas. De esta forma
el elemento de linea més general con el que vamos a trabajar tendra la siguiente forma

ds? = —A2(r,0)dt*> + B (r,0)dr? + C?(r,0)d¢* + R2(r, 0)dp? + 2ws(r, 0)dtdy (2.1)

2.3. Objetivos

En lo que ha este trabajo respecta nos centraremos en obtener los siguientes resultados:

= Mediante la imposicién de una tétrada, reescribir tanto la ecuacién de Eintein, como para
la ecuacion de una geodésica, en términos de los escalares geométricos a;, €; y Jj;.

= Una vez encontrada esa formulacion, trataremos de clasificar los distintos tipos de geodési-
cas.

= De esa clasificacién nos centraremos en el caso que describa érbitas cooplanarias no cir-
culares, y utilizaremos las métricas de Kerr y Schwarzschild.

= Tras el paso anterior, ser capaces de encontrar la expresion explicita para el radio que
describe el tipo de érbitas con las que estamos trabajando.

= Obtenida la expresion del radio, lo ajustaremos a los datos observacionales de las estrellas
S2 y G2.

= Para finalizar, y si es posible, con los pardmetros obtenidos del ajuste tratar de obtener
las propiedades fisicas de Sagitario A*.



Capitulo 3

El nuevo enfoque

Como adelantabamos en la seccién (2.2.2) del capitulo anterior, ante el problema planteado, la
alternativa que aqui vamos a tratar es la de reescribir las ecuaciones que modelizan los problemas
de la relatividad general de una forma maés sencilla esto lo haremos bajo el marco tedrico del
formalismo 14-3. Comenzaremos este capitulo definiendo la tétrada y calculando sus derivadas
covariantes, con las que obtendremos unos escalares de estructura, claves para la resolucién de
las ecuaciones. Una vez tengamos estos elementos, empezaremos a reescribir las ecuaciones, no de
una forma general, sino bajo imposiciones de ciertas simetrias que tienen fuentes como Sagitario

A*. [16]

3.1. Tétrada y escalares de estructura

Dada una métrica descrita por el elemento de linea (2.1) comenzaremos a construir nuestra
tétrada con la eleccion del vector temporal, que denotaremos V. Esta elecciéon la haremos
convenientemente, tomando como su primera, y Unica, componente distinta de cero la inversa
del coeficiente métrico A

o_ (1
1% _<A,0,o,o). (3.1)

A partir de aqui tomamos el resto de vectores de la tétrada, los vectores espaciales K%, S* y
L%, teniendo en cuenta que deben satisfacer las siguientes propiedades para formar una base
ortonormal

VOV, = —K°Ky = —L%Lo = —5%S, = —1, (3-2)

VoK, = VOLy = VS, = K®Ly = LS, = 0. (3.3)

Asi, tenemos que

LY = — (Oa Oa A27 0) ) (35)

go - 1 (ﬂ 0,0,A)., (3.6)



donde

A = A’B2C?R? 4+ B*C%.3, (3.7)
Ay = ACPR?*4+C%W2 y (3.8)
Ay = A’R®+uj.

que al verificarse A; = C?Ay y A = B2C? Ay, podemos escribir la tétrada de la siguiente manera

. 1
ve = (A,o,o,()), (3.10)
K = (0,1,0,0), (3.11)
B
e = (0,0,1,0) y (3.12)
c
ge = J%(“E,O,O,A). (3.13)

3.1.1. Derivada Covariante de la Tétrada

En lo que sigue denotaremos a la derivada covariante por ; .Comenzamos con la del vector
temporal de la tétrada, que tendra la siguiente descomposicién irreducible en el formalismo 143

1
Vo = —aaVg + 0ap + Qap + gehaﬂv (3.14)

donde aparecen los siguientes campos cinematicos: a,, es el vector aceleracion, O representa la
razén de expansién escalar, 0,3 es el tensor de cizalladura con magnitud 0% = %Uaﬁdaﬁ
y Qa5 es el vector de vorticidad con magnitud 02 = Q.0 = %Qagﬁaﬂ . Estos campos
cinematicos quedan expresados de la siguiente manera

o = Vu VYV = a1Ky + asLa + azSa, ( )
oo = 01K Kg+02LoLg— (014 02)5453, ( )
Qag = M(Kalpg— KﬁLa) + QQ<KaS/J’ - KBSoz) + Q3(La5/3 - L,BSa) y (3.17)

Qo = 3Ky, —QLy +08,. (3.18)

En cuanto a las derivadas covariantes, en el formalismo 1+3, de cualquier otro vector no temporal

X, donde X, g = %i(g, vendrd dada por:

Xop = Xap — Tl X, (3.19)

Asi, para el resto de elementos de la tétrada tenemos que sus derivadas covariates son:

1

Kop = ~auK*VaVs + Va(ous +Qus + 50hu5) K oy + 1), (3.20)
1

Lop = —ul!VaVs + Va(ous + Qs + 50hus) LY — allVs + g4, (3.21)
1

Sa:p = —auSMVaV,B + VQ(O',,B + Q5 + §®hug)5” — a((f)V/B + Sﬁ), (3.22)



con las que han aparecido dos elementos nuevos

a® = WK,V (3.23)
k v
I = RERGEK.. (3.24)

Ademds, como hemos mencionado anteriormente el la seccién (2.2.2), estamos considerando una
solucidn en el vacio, por tanto los tensores fisicos que dependen de la materia se anulan, es decir
©=0yo.,=0.

3.1.2. Escalares de estructura

Podemos descomponer en fucion de los vectores de la tétrada tanto a las variables cinematicas,
como a las dos nuevas componentes que aparecieron al hacer la derivada covarianete en el
apartado anterior (3.1.1).

» La cuadriaceleracién

o = VgV’ = a1 Ko + a2 Lo + a3Sa, (3.25)
donde
ar = a K =V,gVK®, (3.26)
as = anLl®= a;BVﬂLa y (3.27)
ag = anS® = VaVP5e. (3.28)
= La vorticidad
Qaﬁ = Va;ﬂ — V,B;a + aan — CLgVa (3.29)

= Ql(KaLg — KgLa) + QQ(KQSB — Kgsa) + Qg(La55 - LBSQ),

donde

Q1 = (VapK°LP) = QusLlPK*, (3.30)
Q= (VapK®S%) = Qu3KP5% y (3.31)
Qs = (VapL®SP) = QupLP5°. (3.32)
= Los términos JO(Z)
JY = jiLaKs+ jaLaLs + j3LaSs + j1SaKs + jsSaLs + j6SaSs,  (3.33)
I = —jiKaKs — j2KaLs — j3KaSs + j15aKs + jsSals + joSaSs,  (3.34)
J¥) = —jiKaKp — jsKaLs — joKaSs — jrLaKp — jsLaLs — joLaSs. (3.35)



Por tanto los escalares j; se calculan de la siguiente manera:

1 = KaopKPL® jo = KapLPL®, — j3 = KupS°L,
ja = K5 KPSe, js = KogLPSe, jo = Ko.55°8%, (3.36)
J7 = La;ﬁKﬁLav J8 = La;BL'BSa y Jo = La;BSﬂSa-

Si posteriormente desarrollamos las expresiones de los escalares a;,{); y j, en términos de los
coeficientes métricos, conseguimos que se anulen la mayoria, excepto

_ A,'r _ A,9
ar = Ap> a2 = B>
. By . _ C,
J1 = BO» J2 = BO»
- WAL 4MRR,+Awsws, - —w2Ag+A3RR g+ Awsws (3.37)
J6 = AB(A?R2+w?) y J9 = AB(A?B2+w?) )
—2w3A’T+Aw3,T 2(.U3A’97Aw3’9
QZ = 2 p2 2 y Q3 = 2 R2 2"
2AB\/AZR?+w? 2AB\/A?R?+w?

Si a todo esto hacemos w3z = A%V, y lo sustituimos en (3.37), conseguimos expresar estos escalares
geométricos de una forma mas sencilla

_ Ar Ay

@ = 7B a2 = o

. _ —Boe . C.
Ju= Bco j2 = Bé

. . (ln(RerAQ\IIZ)),T . . (1n(R2+A2\112))79 (338)
Jo = T ap v 19T T o
Qy = — A% 0. — _ A%e

2 = 2BVR2+A202 y 3 — 2OVREL AT

3.2. Soluciones en el vacio

Las soluciones que se estudian en el campo gravitatorio externo de la fuente que crea ese campo,
seran solucién en vacio. En esta situacién el tensor de energia-impulso se hace cero T,,g3 = 0, lo
que lleva a que el tensor de Einstein sea cero, y al irnos a las ecuaciones de Einstein (1.53) el
tensor de Ricci se hace cero. Lo que nos lleva a que

Ra,@uy = LCapuvs (339)

siendo Cug,, €l tensor de Weyl, que puede descomponerse en dos partes, una parte eléctrica
E,p y otra magnética H,g como sigue

Eog = Copu V'V y (3.40)

Hop = #CopuVIVO. (3.41)

Estos campos los podemos reescribir como una combinacién de los elementos de la tétrada. Por
ende, la parte eléctrica nos quedaria

Eaﬂ = ElKaKB + EgLaLg — (El + EQ)SQSB + E3K(QL5) + E4K(QSB) + E5L(a55), (3.42)

y la parte magnética del tensor de Weyl seria

Ha,B = HlKaK,B + HgLaLﬁ — (H1 + Hg)SaSﬁ + HgK(aLB) + H4K(a55) + H5L(QSB). (343)



A los escalares E; y H;, que aparecen en (3.42) y (3.43) respectivamente, los denominamos
escalares de Weyl.

Aunque hemos conseguido reescribir las dos partes del tensor de Weyl en funcién de la tétrada,
siguen siendo expresiones complicadas. Esto nos lleva a imponer algunas restricciones, a parte
de trabajar en el vacio, exigiremos simetria temporal y axial. Estas dos simetrias en el espacio-
tiempo nos proveera de dos vectores de Killing, un vector temporal 7¢ = (1,0, 0,0), que podremos
descomponer como

T =1V =19 = A, (3.44)
y un vector axial £&¢ = (0,0,0,1), que nos quedaria

% =&V + €359, (3.45)
donde

A
§o = —% y &= \/; (3.46)

y verifican siguientes identidades, como hemos visto en la seccién (1.4.3)

To8 + TR = 0 7_“7—04;,8;;1 =0 (347)
ga;ﬁ + {ﬁ;a =0 5“{04;5;” =0 (3'48)
De esta manera, conseguimos que La parte eléctrica (3.42) y la parte magnética (3.43) del tensor

de Weyl nos queden en términos de los escalares de estructura, de los que solamente sobreviviran
seis

Bl = al —agj + a2+ Q2 H = —Qf — (a2 + j1) — a1,
By = —FEji—auje—asjo— Q3 —Q%, Hy = Qb+ (2a2+j1 —jo)Q + 603,  (3.49)
E3 = —a16 + aiag — a2j2 + QQQg y H3 = —Q3® - jQQQ — 2a293.

3.3. Geodésicas

Para reescribir las ecuaciones de las geodésicas en funcién de los elementos de la tétrada y de
los escalares de estructura, bastard con recordar de la seccién (1.5), que una geodésica estd
determinada por un vector tangente a ella. Si tomamos la contracciéon de ese vector tangente
como una combinacion lineal de los vectores V., K, L'y S.

Zo=20"Va+2z21-Koy+20- Lo+ 23+ Sg. (350)

Al desarrollar ambos lados de la igualdad, tenemos:

dt dr do do 1 1 | ws A
_— =, = = —,0,0,0 0,—,0,0 0,0,—,0 0,0
<dA7d)\7d)\7d)\) ZO(A7 s Uy )+Z1( 7Bv ; )+22( 3 707 )+Z3(A /;AQ’ s Uy /7A2)
( 1w 1 1 A )
= (20— +2 SR, 2o 2 )
Y4 TP AR BT A,



Lo que es equivalente a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

dat 1 w3
D = A0A T ABII
dr 1
e — 5L
dX B>
(3.51)
dg  __ 1
o = 2o Y
dop A
a = z3 ﬁAQ .

A continuacién, debemos tener en cuenta que el producto escalar de los dos vectores de Killing
con el vector Z, es una constante, por la proposicién (1.5.2), tenemos

Zo T =cte=e = ZupT" + ZoT.

(6%
9 (3.52)
Zo € =cte=1 = ZnypE® + Zat%

— 0, (3.53)
donde la constante de la ecuacién (3.52) es la energia e y la constante de la ecuacién (3.53) es
el momento angular [. Ademds, de (3.52) y (3.53) obtenemos respectivamente las siguientes
expresiones para zp y 23

e
_ e 54
20 17 (3.54)
2
2y = M' (3.55)

En consecuencia, para poder resolver las ecuaciones de las geodésicas nos basta con encontrar las
expresiones de 21 y zo. Para este propdsito nos apoyaremos en las dos condiciones que tenemos
sobre el vector tangente Z,: transporte paralelo y médulo constante.

» Transporte paralelo: Z° - Z3., =0

le]lL + Z22’1® = j1z120 — 22023820 — alzg +j22:§ +j6232), (3.56)

zlzg + 2028 = —jozizo — 2202303 — ag22 + j123 + joza. (3.57)

» Médulo constante: Z, - Z% = -1 = Z,3-Z% =0

ZIZI + Z2Z$ = jo23 — 220230 —a128 ¥y (3.58)

2129 + 2028 = joz2 — 22023003 — apzl. 3.59)

Restando (3.56) a (3.58), y (3.57) a (3.59) tenemos

ZQ(Z;L — Z? + 7121+ j222) = 0y (3.60)
Zl(zéL — Z? + 5121 +j222) = 0. (3.61)

Estas dos ecuaciones las deberan cumplir 21 y 22 para obtener las geodésicas. Entonces, podemos
clasificar las geodésicas segtn los valores que tomen z; y 2o



= Caso 1: Orbitas circulares y coplanarias

Siz; =0y 22 = 0, al sustituir en (3.51) tenemos que r y € son constantes, pues sus
derivadas son cero. De las ecuaciones (3.56)-(3.59) llegamos a que zy y z3 deben verificar:

jﬁz§ - 2202392 - alzg == O, (362)
jgzg — 22023803 — (122’8 = 0y (3.63)
etzi—22 = 0. (3.64)

= Caso 2: Orbitas coplanarias no circulares.

En este caso 2o = 0y 2P = j121, al sustituir en (3.51) la tnica derivada que se anula es la
de 6, por tanto # es constante. De las ecuaciones (3.56)-(3.59) llegamos a que zg, 21 y 23
deben verificar:

,jgz§ — 22’02’393 — agzg - j12% = 0, (365)
22—z = 0y (3.66)
e+ —22-2 = 0. (3.67)
» Caso 3: Orbitas circulares y no coplanarias.
Tenemos que z; =0y z; = —jazo. Al anularse z; vamos a tener érbitas de radio constante,

pero no pertenecen a un plano. De las ecuaciones (3.56)-(3.59) llegamos a que zg, 22 y 23
deben verificar:

G623 — 2202300 — a123 + joz3 0, (3.68)
Aoz = 0y (3.69)
etz —25—25 = 0. (3.70)

= Caso 4: Caso general

Con zg — z? + j121 + joze = 0 obtenemos un caso general que contiene a los tres vistos

anteriormente. Los escalares zg, z1, 22 v 23 deben verificar:

2120 + 225 — jozs + 220230 + agzg = 0, (3.71)
Z; — 20 +jiz1+ ez = Oy (3.72)
e+l -2 -2 = 0. (3.73)

Ahora bien, sea f una funcién escalar arbitraria, solucién de la ecuacién (3.73), que puede ser
escrita como:

a=f1 y z2=7s° (3.74)
De esta tltima ecuacién (3.72) obtenemos la siguiente expresion
(1?2 +(F9) = e+ 25 — =3 (3.75)

De esta forma hemos reducido el problema de encontrar las expresiones de 21 y z2, a simplemente
buscar un término f.



Capitulo 4

Aplicacion y Resultados

Una vez desarrollado todo el entramado tedrico de nuestro nuevo enfoque, volvemos a focalizar-
nos en el objetivo que nos concierne, la obtencién de las érbitas de las estrellas 52 y G2. Para
ello, de los cuatro tipo de soluciones que llegamos a clasificar en el capitulo anterior, nos centra-
remos en el segundo caso, érbitas en un plano de radio no constante. Ademds, nos apoyaremos
con dos de las soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein: La soluciéon de Schwarzchild y
la solucién de Kerr.

4.1. Meétrica de Schwarzchild

La primera solucién exacta de las ecuaciones de Einstein con la que vamos a trabajar es la solu-
cién de Schwarzchild. Esta métrica nos describe la geometria del espacio - tiempo distorcionada
por el campo gravitacional fuera de un cuerpo aislado, esfericamente simétrico, estatico y sin
carga. La expresién de esta solucion es:

ds? = —A%dt? + B2dr® + C?d? + R%d¢?, (4.1)

donde los coeficientes métricos son

-2
A= /" m’ B =,/ r , C=r, R=rsinf y w =ws=ws=0. (4.2)
r r—2m

Teniendo en cuenta que z = 0, y sustituyendo (4.2) y (3.54)-(3.55) en (3.51), nos queda el
siguiente sistema de ecuacions diferenciales

. _ __ _er

ax r—2m . _ er

dr it dx r—2m

i — B dr _ ft

0 _ g =< & = & (4.3)
ax L

R dx T RZ2

dx T R?

Como la derivada de 6 es cero, por tanto constante, fijaremos su valor como ¢ = 7. El tinico
término que nos queda por calcular es fT. Asi que, sustituyendo en (3.75) las expresiones (3.54)
y (3.55), y suponiendo € = —1, tenemos

(fH2=-1+ S (4.4)




A continuacién, despejamos fT de (4.4)

2 2,3 _[2
i [—r(r —2m) 4 e*r? — I2(r — 2m)
F= \/ (r —2m)r? ' (4.5)
A partir de las dos dltimas ecuaciones de (4.3) podemos calcular la 6rbita

a _ [ } dr  fiR? \/(e2 —1) 2m
o - B = 2 = = rd 4+ 3 — 2 4 o9y (4.6)
o _ 1 2 2
5= = d¢ Bl l l

En (4.6), podemos escribir el polinomio de grado cuatro que nos queda dentro de la raiz cuadrada
como Py(r) = aogr* + a1r® + agr? + asr + a4, de coeficientes

e —1 2m
ag = (ZQ)’ a1 = 5 as=-1, az3=2m y as=0. (4.7)
Asi, (4.6) nos queda de la suiguiente manera
dr
— =/ Py(r). 4.8
%= VR0 (1438)

Esta ultima expresién tenemos que integrarla, pero antes de eso, con el proposito de facilitar el
calculo integral, hacemos el cambio de variable r = x + b en Py(r)

Py(z) = ag(z 4+ b)* + a1 (z + b)3 + ag(x + b)? + az(z +b), (4.9)

que a su vez podemos reescribir como:

Py(z) = (Vaoz + b1)?(z + b3)(x + ba), (4.10)

donde los b;, i = 1, 2, 3, se determinan a partir de las siguientes relaciones entre los coeficientes

azb + azh?® + a1b® + agh* = bibabs, (4.11)
a3 + 2asb + 3a10% + 4agh® = b3 (by + b3) + 2\/agh1babs, (4.12)
as + 3a1b+ 6a0b2 = b% + 2\/67051(172 + b3) + agbobs y (4.13)
a1 + 4agh = 2\/%1)1 + (lo(bg + bg) (414)
Ahora si, con nuestro polinomio (4.10), y separando variables, tenemos
dep = d (4.15)

(Vaoz + bi)y/(z + b3)(z + ba)’

y al integrarla obtenemos

¢ — ¢ = ;arctan <\/E ba + JU) , (4.16)
1

bs +x
donde

\/aobg — b1
=4/b1 — b b3 — b =X 4.1
B \/ 1—+/ao 2\/\/(10 3—b1 y [o b — Jagbs (4.17)

Por tdltimo, sélo nos queda deshacer el cambio de variable, es decir x = r — b, y despejar r en
funcién de ¢, tenemos que



_ B2 — baffy — btan® (G (¢ — o)) + bs tan®(F (¢ — do))
B2 — tan?( (¢ — o))

Asimismo, para trabajar con una expresién més sencilla de (4.18), tomamos F = (b — b2)f2 y

G = (b3 — b). Conseguimos asi, la expresién explicita del radio de nuestra 6rbita

r(9)

. (4.18)

_ F+Gtan®(3 (6 + o))
B — tan®(5 (6 + o)) -

con ¢p una coordenada angular fija. De (4.19) deberiamos poder sacar una 6rbita eliptica, que
es el tipo de drbita que describe la mayoria de cuerpos que orbitan otro. Con esa motivacion
procedemos a estudiar (4.19) antes de tratar graficarla. Como (4.19) es el radio de la érbita,
necesariamente tiene que ser una funcion positiva para cualquier valor de su dominio, que vendra
marcado por las funciones tangentes de la expresién. Como las tangentes estan elevadas al
cuadrado, estos términos serdan positivos en todo el intervalo (0,27). Las tangentes no estan
acotadas, luego no hay forma de controlar el signo negativo de la tangente del denominador por
el pardmetro 2. Por este motivo, los parametros F' y G deben ser negativos.

r(¢) (4.19)

Figura 4.1: Solucién eliptica de la funcién (4.19).

Ahora si, teniendo en cuenta cémo deben ser los parametros de (4.19) tratamos de dibujarla en
el plano polar, consiguiendo que r(¢) positivo y formando una elipse, como podemos ver en la
figura 2.1, para los pardmetros F' = —1, G = —1, 2 = —10, 81 = 1, en el intervalo (0, 2m).
Otras propiedades que tienen los pardmetros, y que se ven al representar graficamente (4.19)
son: Para obtener una elipse, necesariamente 51 = 1; 32 estd relacionado con la excentricidad
de la elipse; F' y G estén relacionados con la escala y deformacion de (4.19), y para el caso de
una elipse necesariamente tienen que ser iguales. Debido a esto tultimo tomamos 83 = G = F

B3. (4.20)

Como consecuencia a haber encontrado una expresién en coordenadas polares para la elipse, la
escrbiremos en términos de la funcién coseno, que es lo méas habitual. Para ello tendremos en
cuenta las identidades trigonométricas

1 + tan®(¢) =

w052(3) y (4.21)

Asi que, al aplicar (4.21) en (4.20) nos queda



B3

r(¢p) = . 4.22
(¢) By cos?( ¢+2¢0 ) — Sin2(¢+2¢>o ) ( )
Ahora, usando las siguientes identidades trigonométricas del angulo doble
cos(2¢) = 2cos?(p) —1 y  cos(26) = 1 — 2sin?(¢), (4.23)
nos queda que
283
r(¢p) = . 4.24
D= =B~ @+ Deosta+ 60 424
Por tdltimo, definiendo
203 B2 +1
— € = , 4.25
P=a—gy Y 5,1 (4.25)
llegamos a la que seria la expresién estandar
r(¢) = P (4.26)

1+ ccos(d + do)

4.1.1. Ajuste a los datos observacionales de S2

Para poder realizar el ajuste, hacemos un cambio de coordenadas, pasando de polares a carte-
sianas de la siguiente manera

z=r(¢)-cos(p) y y=r(¢)-sin(e). (4.27)

Asi, tras realizar cambios de escala, rotacion y traslacién nos queda las siguientes coordenadas
ey

—1 — tan? ¢ 4 281
¥ = an (22¢ 9331 175.5cos(¢p) — 10.3 y (4.28)
—1 — tan?(g + 1)
! 2 96 ;
= 175.5sin(¢p) + 5.7. 4.29
Y —11.1 — tan?($ + 1) @) (429

Una vez realizado el ajuste de dorbitas a los datos observacionales, procedemos a obtener el valor
de la masa m del objeto a partir de los parametros del ajuste, deshaciendo el camino andado.
Empezamos sustituyendo 51 = 2 en 4.17

p
Vb1 = Vaoba/\/agbs — bi’
= (b = vaob) (Vaghs — b,
1 = (b1 — Vagb2)(v/aghs — by),

quedandonos la siguiente expresién en funcion de by, by y bs

Vaobsby — agbszby — b3 + \/agbaby = 1. (4.30)

Hacemos lo mismo con 2 = —11.1 en (4.17)
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Figura 4.2: Ajuste de la 6rbita r(¢) a los datos observacionales de la estrella S2 con la
métrica de Schwarzchild

Cq1q = Vb2 —h

b1 — \/aobs
y nos queda
—10.161 = /ap(bs — 11.1b3). (4.31)
Seguimos con los parametros F' = G = —175.5, con ellos obtendremos b3 y b2 en funcién de b
F = (b—b)p2 = by =b—15.8108 (4.32)
y
G=(bs—0b)=0b3=0b—175.5. (4.33)

Ahora, sustituyendo (4.32) y (4.33) en (4.31) obtenemos b; en funcién de b



—~10.1b; = +/ao((—175.5+b) — 11.1(b — 15.8108)) (4.34)
b = +Jaob (4.35)

Con todo esto nos vamos a (4.30), y nos sale que el coeficiente director de Py(r) es

ap = —3.6039 x 1074 (4.36)
Ahora, de (4.14) tenemos que
ay = 2\/%[)1 + ao(bg -+ bg) — 4apb
= —191.3108 - ag
Asi,
ap = 0.06895 (4.37)

El siguiente pardmetro que necestamos calcular es b, para ello nos ayudamos de (4.13)

—1+3a1b = —573.9324a0b + 2774.7954ay
2774.7954ap + 1

3a1 + 573.9327ag

y asi

b= —0.8107. (4.38)

Por dltimo, de (4.11) sacamos el coeficiente ag

as = aob(b—175.5)(b — 15.8108) 4+ b — a1b* — agh®
= (—191.3108 - ag — ay)b* + (2774.7954 — ag + 1)b

quedandonos

En (4.7) tenemos la siguiente relacién a3 = 2m, de ahi obtenemos finalmente

m=0 (4.40)

Al darnos una masa m = 0, aunque matemé&ticamente sea correcto, en el ambito de la fisica no
lo es, pues la masa para la fuente Sagitario A* nos deberia dar del orden de 10% en unidades
geométricas.



4.1.2. Ajuste a los datos observacionales de G2

Procedemos de la misma manera que en el apartado anterior 4.1.1, haciendo el cambio a coor-
denadas cartesianas

—1 —tan? [ + 61m

g = (5 + 58 600 cos(6) — 19, (4.41)
—26 — tanQ(% + 61%)
—1 — tan? [ + 61m

y = (5 + 56) 600 sin(6). (4.42)
—26 — tanQ(% + 61—6“)

Figura 4.3: Ajuste de la drbita r(¢) a los datos observacionales de la estrella G2 con la
métrica de Schwardzchild.

El proceso para calcular la masa m tras el ajuste de la funcién r(¢) a los datos observacionales
de G2 es andlogo al hecho con los datos de S2. Comenzamos poniendo los coeficientes bs y b3 en
funcién b con la ayuda de los parametros F'y G.

F = (b—by)By = by = b — 23.0769 (4.43)

G = (by — b) = by = b — 600. (4.44)
A continuacién, sustituimos Sy = —26, (4.43) y (4.44) en (4.17)



by — b
g, = Yaobs b
by — \/aob2

—95b; = \/ag(bs — 26bs),
—25b; = —\/ag25b,

y nos queda una expresion de b; en funcién de b

by = \/aob. (4.45)

Ahora, con 81 = 2 en 4.17 tenemos

2

Vb1 — aoba/\/aghs — by
1 = \Jaghibs — b7 — agbsba + \/aghabr

y al sustituir las expresiones de los b;, i = 1,2, 3 nos queda

1
- = 799222 %x107° 4.4
%= "1384614 ' x 10 (4.46)

Si nos vamos a (4.14) y sustituimos lo obtenido hasta el momento

a1 = 0.0450. (4.47)

El siguiente pardmetro a calcular es b, desarrollando (4.13)

~1+3a;b = 13846.14ag + 1869.2307aob
, _ 13846140 + 1

3a; — 1867.2307ag

nos queda directamente que b = 0. Asi que, para finalizar calculamos az de (4.11), y obtenemos
de nuevo que ag = 0. Por tanto, nos queda una masa m = 0, lo que fisicamente es imposible.

4.2. Meétrica de Kerr

En este apartado procederemos a calcular las dorbitas usando la métrica de Kerr, siendo esta
métrica la solucién exacta para un agujero negro axialmente simétrico, giratorio, y sin carga, y
viene dada por:

ds* = —A%dt* + Bdr® 4+ C?0* + R*d¢? + 2wsdodt. (4.48)

donde los coeficientes métricos vienen definidos como sigue

B= ~ C:p7

2mar sin? 0
2 b
p

29 2mra2sin? 0
A= p er y R:\/<r2+a2+mm:m >Sin2¢9.
\/ p p

w3 = — W1:LL)2:O,




siendo a = £, p> =r2 +a’cos?f y A =r? — 2mr + a2

m
El procedimiento a seguir es parecido al que vimos con la métrica de Schwarzchild, comenzamos
sustituyendo los coeficientes métricos de la métrica de Kerr y (3.74) en el sistema de ecuaciones

diferenciales (3.51), quedandonos

da @+ 23w3
X A AV Ag dt Z0 4 z3ws3
t dX A AV,
dr [T )
dx\ — B dr _ f
@ _ g =] 4 — L (4.49)
dx dp  _  z3A
@ — z3A dX\ VAo
( dA VA

De nuevo, debemos tener en cuenta que estamos en el caso en el que zo = 0, lo que nos lleva a
que la derivada de 6 es cero, por tanto podemos tomar sin perdida de generalidad 6 = 7/2. Tras

esto, necesitamos calcular fT, volviendo a suponer € = —1, y sustituyendo (3.75) tenemos
(f1)? = —(A%R? + w3) + R?%e? — A% — 2lews (4.50)
(A2R? + w3) ’ '
que al despejar f1 nos queda
t (€2 — 1)r3 + 2mr2 + (a2e? — a? — 12)r + (2ml? + 2ma2e? + 4male)
= . (4.51)
r(r?2 —2mr + a?)
A partir de las dos tdltimas ecuaciones podemos calcular la érbita
dr _ ff
do _ A o T (A2 )
L - \2/377 dp  z3AB (A%l + ew3)B

Separando variables y desarrollando los términos podemos llegar a la siguienteexpresion

l —2ml — 2
de = r+ (Z2ml - 2mae) dr. (4.53)
(7’2 — omr + az)\/(62—1)r3+2m'r2+(a2e2—a2—l2)r+(2ml2+2ma2e2+4male)

El polinomio de grado 3 dentro de la raiz del denominador de (4.53) podemos tomarlo como
P3(r) = cor® + c17? + car + ¢3, donde
co=(2=1), c1=2m, c3=(a%*—a>—-1%) y c3=(2mil*®+2ma’e* + 4male).  (4.54)

De nuevo, para que la integral sea mas sencilla de integrar hacemos el cambio de variable
r =z + b. El P3(r) nos queda

Py(x) = co(z 4+ 1) + ci(z + b)? + co(z + b) + ¢3, (4.55)

que podemos reescribir como

Psy(z) = (\/eor + b1)2(z + ba), (4.56)

y la relacion entre los coeficientes vendra dada por



Cob3 + 01b2 +cob+cy3 = b%bg, (4.57)

3cob? +2c1b+ca = b2+ 2\/cobibe, (4.58)
3cob+c1 = 2\/%51 + bacy, (4.59)

Al terminar de hacer el cambio de variable en (4.53), tenemos

kix + ko

do = dx (4.60)
b1)2 b
(22 + s1x + 82)\/(\/%96-&2())(06-4- 2)
donde el resto de coeficientes son:
ki =1, ky=(Ib—2ml—2mae), s1=(2b—2m) y sy = (b*+ a®> — 2mb) (4.61)
Luego, integrando (4.60), llegamos a la siguiente resultado
¢ = aqarctanh(y11'(z)) + agarctanh(y2I'(z)) + aszarctanh(~3I'(x)), (4.62)
que viene en funcién de
Vb
P(a) = Y2 (4.63)
Vb +x
multiplicado por los coegicientes
/bl—bg\/% \/—2b2+81—\/8%—482 \/—2b2+81+\/8%—482 (4 64)
Nn=——F— = y V3 = .

y V2 = -
Vb1 —by/eo \/12b+517\/5%7452 \/f2b+51+\/5%7452

Ademds, con p11 = /57 — 4s los coeficientes multiplicando a las arcotangentes hiperbélicas son:

o = ZW(blkl — Veoka) (4.65)
Vb = ba/ao(B% — buyas: + cosa)
S —V2b+ 51 — p1(b1(2ke + k1 (—s1 + p1)) + /co(—ka(s1 + p1) + 2k1s2)) (4.66)
V=2by + 51 — ppa (b3 — biy/cos1 + cos2)
0y — V=26 F 51+ pa(bi(=2k2 + ki (s1 + 1)) + V/eo(ka(s1 — 1) — 2ki152)) (4.67)
pa (b3 — biy/cos1 + cos2)v/—2ba + s1 + 1
Para poder despejar I'(z) necesitamos imponer que a; = ag = a3 = 1. De esa manera, y usando
la siguiente relacién trigonometrica

tanh(X7) + tanh(X>)
. . 4.
tanh(X; 4+ Y1) 1 + tanh(X;) tanh(X>) .

B tanh ¢ — 71
[(z) =4/ pr——"—y (4.69)

llegamos a que



con

TI=Y+%+7, T=77%7 Y T3=727+m72+717 (4.70)

Por tdltimo, deshaciendo el cambio x = r — b, y despejando la r en funcién de ¢, tenemos que
nuestra solucién tiene la siguiente forma

atanh¢ — 3
€ — dtanh ¢

Como podemos apreciar, el signo de nuestro radio r(¢) en (4.71) vendrd dado por el signo de
los pardmetros, pues la funcién tanh en el intervalo (0,27) es positiva. Asi pues, variando los

parametros somos capaces de conseguir dos tipos distintos de soluciones, como podemos ver en
las figuras (4.4) y (4.5).

r(¢) = (4.71)

(a) Intervalo (0, 27) (b) Intervalo (0, 2)

(c) Intervalo (0, 3m)

Figura 4.4: Orbita r(¢), para la métrica de Kerr de un objeto que viene del exterior y se
queda orbitando alrededor de la fuente.

Para dibujar las 6rbitas de la figura 4.4 hemos tomado los siguiente valores para los parametros:
a=10.6, 8 = —5.74, ¢ = 2y § = 8.8. En cuanto a las 6rbitas de la figura 4.5, los pardmetros son:
a =100, 8 = —5.63, e = 23.7 y § = —10.7. Estas érbitas parecen dibujar el caso del problema
de dos cuerpos.



(a) Intervalo (0, 2m) (b) Intervalo (0, 3F) (c) Intervalo (0, 37)

Figura 4.5: Orbita r(¢) para la métrica de Kerr de un objeto que sale de la fuente y se
queda orbitando alrededor de ella.



Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo hemos sido capaces de obtener una clasificacién de todas las geodésicas, para el
caso de campos gravitacionales axialmente simétricas y estacionarias, mediante un formalismo de
tétrada, que nos ha permitido reescribir las ecuaciones en término de unos escalares de estructura
que estan fisicamente ligados a la fuente.

De esa clasificaciéon nos hemos centrado en el caso en el que las 6rbitas sean coplanarias pero no
circulares. Al aplicar este resultado a las métricas de Schwarzchild y Kerr, hemos conseguido:

= En el caso de Schwarzchild, la expresién de una érbita eliptica.

= En el caso de Kerr, las expresiones de, las que parecen, las érbitas para el problema de
dos cuerpos.

La ecuacién obtenida con la métrica de Schwarzchild se ha ajustado a los datos observacionales
de S2 y G2, que son las d6rbitas que nos conciernen. Con los parametros del ajuste, hemos tratado
de calcular la masa de la fuente central de la galaxia, obteniendo, de momento, resultados que
en el ambito de la fisica no son correctos. Nos planteamos que esto pueda ser ocasionado por los
coeficientes que incluimos en (4.10).



Capitulo 6

Desarrollos futuros

En el capitulo (4) hemos calculado las expresiones de las érbitas para la métrica de Schwarzchild
y Kerr. Logrando, para el primer caso, ajustar con los datos observacionales de S2 y G2.

A partir de aqui, si logramos que la masa de la fuente nos de algo razonable, podriamos continuar
ajustando las érbitas para los datos observacionales del resto de estrellas S, usando la métrica
de Schwarzchild. También, se podria plantear el obtener las expresiones para las érbitas usando
cualquier otra métrica que sea axialmente simétrica y estacionaria.



Apéndice A

A continuacién se presentan los datos observacionales de S2 y G2 utilizados en este trabajo.
Las columnas de las tablas representan: Fecha de observacién en ano juliano (Epoch); Ascensién
Recta (R.A.); Incertidumbre de la Ascensién Recta (oR.A.); Declinacién (Dec.); Incertidumbre
de la declinacién (oDec.). Las medidas de posicién estdn en unidades de milisegundos de arco
(mas). Estos datos se han sacado de [14].

Datos observacionales de G2

Epoch R.A. | cR.A. | Dec. | oDec.
2002.600 | 277.1 2.0 | —=155.7| 2.0
2003.400 | 276.1 20 | —140.5 ] 2.0
2004.536 | 264.8 2.5 | —=1455| 2.7
2005.400 | 264.1 2.0 | —=123.7| 2.0
2006.204 | 243.0 49 | —1239 | 44
2007.300 | 225.4 2.0 | —102.1| 2.0
2008.262 | 204.6 3.5 —84.9 3.4

2009.381 | 212.2 3.4 —81.3 2.7
2010.354 | 160.9 3.5 -51.0 3.6
2011.317 | 146.3 2.7 —38.2 2.7
2011.500 | 134.4 2.0 —37.6 2.0

2011.567 | 147.1 7.8 —27.5 6.3
2012.213 | 132.2 29 —20.1 3.1
2012.492 | 122.1 1.6 —224 2.9
2016.293 | —336 | 49 | —-101.3| 6.3
2017.469 | —28.3 | 49 | —-1205| 6.3
2018429 | —22.8 | 49 | —-1493| 6.3

Cuadro 6.1: Medidas astrométricas de G2



Datos observacionales de S2

Epoch | R.A. |oR.A.| Dec. |oDec. Epoch | R.A. |oR.A.| Dec. |oDec.
1995.439|—43.54| 1.4 |169.01| 2.1 2009.340|—21.02| 0.2 [180.75| 0.2
1996.485|—53.31| 3.2 |155.18| 3.5 2009.561|—23.34| 0.2 |180.53| 0.2
1997.367|—58.81| 1.1 |140.64| 1.4 2009.689|—24.78| 0.2 [180.33| 0.2
1999.333| —68.26| 0.8 | 96.92 | 0.6 2010.342|—31.87| 0.1 |[177.88| 0.2
1999.559|—68.69| 0.6 | 91.42 | 0.7 2010.511|—-33.67| 0.2 [177.15| 0.2
2000.305|—70.57| 1.9 | 65.69 | 3.7 2010.620|—34.82| 0.2 [176.61| 0.2
2000.381|—68.12| 0.6 | 64.98 | 0.8 2011.401|—42.62| 0.2 |[170.75| 0.2
2000.548 | —65.75| 1.0 | 59.22 | 1.7 2011.543|—44.08| 0.2 [169.01| 0.2
2000.797|—64.65| 1.9 | 51.04 | 1.7 2011.642|—-44.93| 0.2 |167.80| 0.3
2001.351|—57.73| 1.0 |27.74| 0.7 2012.371|—51.21| 0.1 [159.94| 0.2
2001.572|—=52.75| 1.0 | 1748 | 0.8 2012.562|—53.02| 0.2 |157.13| 0.3
2003.303| 36.60 | 0.9 |71.97 | 0.9 2016.338|—67.14| 0.2 | 71.08 | 0.2
2003.554| 36.52 | 0.7 |84.14 | 0.5 2016.532|—66.21| 0.2 |64.49 | 0.2
2003.682| 37.66 | 1.4 |92.56 | 1.5 2017.343|—57.42| 0.2 |32.89| 0.2
2004.327| 32.99 | 0.4 |115.23| 0.5 2017.348 | —57.17| 0.3 | 33.10| 0.3
2004.564| 31.12 | 0.6 |123.00| 0.6 2017.616|—51.33| 0.3 | 20.61 | 0.3
2004.660| 30.37 | 0.9 [125.65| 0.7 2017.649|—50.22| 0.3 | 19.22| 0.3
2005.312| 23.13 | 0.5 [141.79| 0.5 2018.208 | —22.14| 0.3 |—8.20| 0.3
2005.495| 22.09 0.3 |146.84| 0.5 2018.2221—-20.64| 0.5 |—-827| 04
2005.566 | 21.23 1.2 |147.93| 1.3 2018.244|1—-18.20| 0.3 |—-9.18| 0.3
2005.580| 21.31 0.2 |148.36| 0.2 2018.380| 1.07 1.1 | —-6.73| 1.0
2008.371|—10.27| 0.2 [179.68| 0.2 2018.394| 4.38 0.8 |—6.41| 0.5
2008.562|—12.38| 0.2 |180.25| 0.2 2018.674| 27.66 | 0.4 |24.86| 0.5

Cuadro 6.2: Medidas astrométricas de S2
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