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Preliminares

Estos apuntes son una revision y extension de la publicacion del mismo autor y
titulo Andlisis Funcional y Aplicaciones (ISBN: 978-84-600-4235-8) de la colec-
cién Cuadernos de Andlisis Numérico e Informatica del antiguo Departamento de
Matematica Aplicada y Métodos Informaticos de la Escuela Técnica Superior de
Ingenieros de Minas de la Universidad Politécnica de Madrid.

En aquellos tiempos las matemadticas ocupaban un lugar importante en los estudios
de Ingenieria y las horas asignadas a esta disciplina en sus diferentes partes era mucho
mayor de las que se disponen en los actuales planes de estudios. Los contenidos de
aquel primer cuaderno se impartieron en cursos de doctorado, no solo en la Escuela
de Minas sino también en la Universidad Politécnica de Las Palmas de Gran Canaria.

También parte de estos contenidos los incorporamos, con gran atrevimiento, a
la asignatura Andlisis Numérico de 4° curso de los estudios de Ingeniero Superior
de Minas. Me parecia entonces y me sigue pareciendo ahora que la enseflanza
de las matematicas en Fisica e Ingenieria no deberia desvirtuarse renunciando al
rigor y métodos de la misma. Las matemdticas aportan comprension y los modelos
matemdticos que se utilizan en Fisica, Ingenierfa, Biologia, Economia, etc. no se
comprenden bien hasta que son analizados con las herramientas propias de las
matematicas.

En aquel entonces tratamos de cambiar la forma y los contenidos de la ensefianza
de las Matematicas en la Ingenieria. Por una parte incidiendo mds en los conceptos,
y por otra introduciendo las herramientas propias del momento en el que la infor-
madtica y los ordenadores irrumpian de forma imparable. Veamos un ejemplo: En
Ingenieria se ha visto siempre la integral de una funcién de una variable real como
una herramienta que permite calcular el drea asociada a la gréfica de la funcién. En
un marco mds abstracto la veriamos como una aplicacion lineal, en este caso que
asigna a una funcién un nimero real. Esto permite extender el concepto de integral
de una manera sencilla y 1itil y el ejemplo paradigmadtico es la distribucién § de
Dirac. Siempre me he preguntado que necesidad hay de introducir la distribucién de
Dirac como ‘‘una funcién extrafia que no es funcién que sin embargo al integrarla
vale la unidad” cuando tenemos a nuestra disposicién la definicién de la misma como
aplicacién lineal continua sobre un adecuado espacio de funciones. Si manejamos



A%t Preliminares

los conceptos con precision podremos desarrollar los cdlculos y demostraciones con
sencillez y claridad.

Otro ejemplo son las series de Fourier. En los estudios de Ingenieria se solian
introducir las series trigonométricas y estudiar sus propiedades directamente. Mien-
tras que en el marco del Espacio de Hilbert podemos estudiar el concepto de base
ortonormal de las que las series trigonométricas son solo un ejemplo entre otros
muchos ejemplos que luego aparecen en las aplicaciones. Sin duda el marco més
abstracto de los espacios de Hilbert aporta mayor claridad y comprensién ahorrando
en definitiva esfuerzos innecesarios. El espacio de Hilbert es por otra parte el marco
adecuado para introducir el Método de Elementos Finitos que era y sigue siendo el
método mds extendido para muchos cdlculos en la Ingenieria.

Algunos afos después cuando me trasladé a la Universidad de Salamanca, y
enseflaba Andlisis Numérico en la licenciatura de Matematicas, el reto fue un poco
el inverso. Se trataba de hacer ver que las matemadticas tenian sus aplicaciones.
Esto permitia a muchos alumnos encontrar la motivacién necesaria para estudiar
matematicas. Incluso los desarrollos y creaciones mds abstractas de las matematicas
adquirfan un sentido practico. Aqui habfa que convencer a los alumnos de que el
trabajo en matemadticas con un problema dado no terminaba con la demostracién
de que una determinada solucién existe y eventualmente que esta era Unica, sino
que habia que encontrarla y en definitiva traducir la solucién en algo tangible y
cuantificable, lo que justifica la conexién del Anélisis Numérico con el Andlisis
Matemitico y el Algebra.

Por aquel entonces habia una discusion acerca de la diferencia entre matematica
pura y aplicada y acerca de la cual conversibamos de vez en cuando con los compa-
fieros de las diferentes dreas de la matematicas. Algo en lo que estdbamos bastante
de acuerdo era en que las matemadticas que se conocian mds tarde o mds temprano
encontraban su aplicacién. Por mi parte pienso que esta discusion es un falso debate
y que la diferencia entre lo uno y lo otro radica no en los contenidos sino en la
forma de abordar los problemas. Por ejemplo, supongamos que queremos estudiar
un problema fisico. El matematico aplicado parte de este problema, construye un
modelo matemadtico y trata de resolver este modelo con las herramientas matema-
ticas. Incluso si no las tiene las crea contribuyendo a desarrollar la matematica. Es
el procedimiento habitual en mecénica de los medios continuos. Por otra parte un
matemdtico puro empezaria buscando las estructuras matemadticas mds adecuadas,
las clasifica y contrasta con la realidad para ver cudles elige la fisica del problema.
Es el procedimiento mds habitual de la mecanica cudntica y la fisica tedrica.

Toda actividad cientifica requiere un buen uso del razonamiento 16gico, que esta
en la base de las matematicas. Mi conclusién es que si uno quiere trabajar en Ciencia,
el conocimiento y métodos de las matemdticas, le ayudardn a ordenar las ideas, le
aportardn comprension a los problemas y en definitiva le ayudardn a resolverlos.
Todo ello ahorrando esfuerzos innecesarios. O mejor, como sefialaba el premio
nobel Jacques Monod en su libro “El azar y la necesidad”:

La naturaleza es objetiva. La verdad del conocimiento no puede tener otra fuente
que la confrontacion sistemdtica de la logica y de la experiencia.
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Los contenidos de estos apuntes pretenden cubrir la minima base tedrica sobre
ecuaciones en derivadas parciales, necesaria para poder luego abordar con rigor los
métodos de resolucién numérica de estas ecuaciones y que son en la practica, me
atrevo a decirlo esperando que nadie se ofenda, los inicos métodos para resolver
estas ecuaciones.

Mi mas sincero agradecimiento a quienes entonces fueron mis profesores, mis
directores, mis mentores, compafieros, alumnos, a los que fueron primero alumnos
y despues compaiieros. Con ellos comparti mi vida universitaria, muchos momentos
felices, también algunos momentos dificiles, en definitiva compartimos parte de
nuestras vidas.

En Cabrerizos (Salamanca) y Palma de Mallorca. Febrero de 2021 - Junio de 2023.

Luis Ferragut Canals
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Capitulo 1

Preliminares sobre espacios topologicos y
espacios métricos

Resumen

En este capitulo damos una breve introduccién de la nocién de espacio topoldgico,
espacio métrico y espacio vectorial recordando las definiciones y propiedades bdsicas
de estos espacios que serdn necesarias en los capitulos siguientes sobre espacios
vectoriales topolégicos, espacios Normados y espacios de Banach y sobre el espacio
de Hilbert que es el marco funcional bdsico en nuestras aplicaciones. Muchos de las
nociones presentadas se proponen a través de ejercicios para el lector. Para un mayor
comprension de estos conocimientos se pueden consultar [[6] en lo que respecta a los
espacios topoldgicos y [4] para los espacios topoldgicos y métricos.

1.1. Espacios topologicos

Conjuntos abiertos y conjuntos cerrados

Definicion 1.1. Una familia ‘A de subconjuntos de un conjunto X define una topo-
logia en X si verifica las propiedades siguientes:

= Al: A contiene al conjunto vacio y al conjunto X.
= A2: La union cualquiera de conjuntos de A pertenece a A.
= A3: La interseccion finita de conjuntos de A pertenece a A.

Los conjuntos de A se llaman abiertos del espacio topolégico (X, A).

Cuando no sea necesario, omitiremos A y nos referiremos referiremos tUnica-
mente mediante X para designar un espacio topolégico (X, A).
La siguiente nocién resulta 1til en los razonamientos.

Definicion 1.2. Base de abiertos: Una familia B = {B,;v € ©}, con © un conjunto
cualquiera de indices, de abiertos de un espacio topologico X, se dice que es un
base de abiertos cuando todo conjunto abierto de X es union de elementos de B.
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Damos aqui algunos de los conceptos topoldgicos basicos que utilizaremos habi-
tualmente.

Un conjunto B C X es cerrado si y solo si su complementario es abierto. A partir
partir de las definiciones anteriores obtenemos las tres propiedades siguientes de
los conjuntos cerrados, que son equivalentes a las propiedades A1, A2, A3 para los
conjuntos abiertos y se obtienen tomando conjuntos complementarios:

= CI: El conjunto vacio y el conjunto X es cerrado.
= C2: Toda reunion finita de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.
= (C3: La interseccion cualquiera de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

Podriamos definir una topologia en X definiendo la familia de subconjuntos
cerrados mediante las propiedades C1, C2, y C3. Después definiendo conjunto
abierto como los complementarios de los conjuntos cerrados.

Un subconjunto M de un espacio topoldgico X es a su vez un espacio topoldgico
tomando como abiertos los subconjuntos de M de la forma M N A donde A son los
abiertos de X (ejercicio[L.T)

Entornos

Un entorno de un punto x € X es cualquier conjunto que contiene a un conjunto
abierto que contiene a x. Un entorno de un conjunto B C X es un conjunto que es
entorno de todos los puntos de B.

Tenemos las siguiente caracterizacién de los conjuntos abiertos: Resulta inmedia-
tamente de las definiciones anteriores que un conjunto abierto es entorno de todos
sus puntos. Inversamente, si un conjunto A es entorno de todos sus puntos, es abierto.
En efecto, para todo x € A existe un abierto w, que contiene a x y que estd contenido
en A. Tenemos pues

A =Uyeawy

y esta unién de abiertos es un conjunto abierto.

En consecuencia los abiertos de un espacio topoldgico son conocidos una vez que
son conocidos para todo punto x € X todos los entornos de x. Con otras palabras, dos
topologias sobre un mismo conjunto X que tienen los mismos entornos son idénticas.
Esto lleva a poder caracterizar una topologia a partir de las siguientes propiedades
de los entornos:

= El: Todo entorno de x contiene a x y X es un entorno de x.

= E2: Todo conjunto que contenga un entorno de x es un entorno de x.

= E3: Lainterseccién de dos entornos de x es un entorno de x.

= E4: Si E es un entorno de x, existe un subconjunto U C E, tal que E es entorno
de todos los puntos de U.

Las dos primeras propiedades, E1 y E2, son inmediatas. E3 resulta de que la
interseccion de dos abiertos es un conjunto abierto. Veamos E4, sea E un entorno
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de x, por hipdtesis existe un abierto w tal que x € w y w C E. Como w es un entorno
de cada uno de sus puntos, E es entorno de cada punto x de w. Basta tomar U = w.

Definida una topologia a partir de las propiedes E1, E2, E3 y E4 podemos definir
los conjuntos abiertos como los conjuntos que son entorno de todos sus puntos.
Designaremos al conjunto de entornos de un punto x mediante la notacién &(x).
Andlogamente a la nocién de base de abiertos tenemos la siguiente nocién de base
de entornos.

Definicion 1.3. Base de entornos: Se dice que una parte B de E(x) es una base de
entornos de E(x) si todo E € E(x) contiene un elemento U € B.

Punto de adherencia, punto interior, punto exterior, punto frontera,
punto de acumulacién y punto aislado

Definicion 1.4. Sea B un subconjunto de un espacio topolégico X.

= Un punto x € X se dice que es un punto de adherencia de B si todo entorno de x
contiene al menos un punto de B. Se llama adherencia de B y la designaremos
mediante B al conjunto de puntos de adherencia de B.

= Un punto x € X se dice que es un punto interior de B cuando existe un entorno
E € E(x) que estd incluido en B. El conjunto de puntos interiores deB se llama
conjunto interior de B y lo designamos Int B.

= Un punto x € X se dice que es un punto exterior con relacion a B, cuando existe
un entorno E € E(x) que estd incluido enteramente en el complementario de
B. El conjunto de puntos exteriores a B se llama conjunto exterior de By lo
designamos Ext B.

= Sedice que un punto x € X es un punto frontera de un conjunto B cuando en cada
entorno de x existen puntos que pertenecen a By al complementario de B.

= Un punto x € X es un punto de acumulacion de un conjunto B si todo entorno de
x contiene al menos un punto p € B diferente de x.

= Un punto x € X es un punto aislado de un conjunto B si x pertenece a B pero no
es un punto de acumulacion de B.

De las definiciones anteriores se deduce que un punto x de adherencia de B es un
punto de acumulacién de B o es un punto aislado de B. La adherencia de un conjunto
B se obtiene afiadiendo a B sus puntos de acumulacién. Las siguientes propiedades
de la adherencia y del interior las dejamos como ejercicios:

» La adherencia B de un conjunto B C X es la interseccién de todos los conjuntos
cerrados que contienen a B (ejercicio [I.Z). Por lo tanto la adherencia de un
conjunto B es el cerrado mds pequefio que contiene a B.

= Elinterior Int B de un conjunto B C X es la unién de todos los conjuntos abiertos
contenidos en B (ejercicio [I.3). Por lo tanto el interior de un conjunto B es el
abierto mds grande contenido en B.

= (IntA)¢ = A° (ejercicio .
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(Z)C =Int (A°) (ejercicio ,

Un conjunto es cerrado si y solo si contiene todos sus puntos de acumulacién

(ejercicio[L.5).

Un conjunto B C X que no tiene puntos de acumulacion es cerrado (ejercicio[I.6)

En el siguiente teorema veremos como aplicar la adherencia o el interior a la
unién o interseccion de conjuntos:

Teorema 1.1. Sea © un conjunto de indices arbitrario y {A,; v € ®} una familia
arbitraria indexada mediante el indice v. Se verifica:

Uy A, DU A, (1.1)
nyA, CNyA, (1.2)
Int (U, A,) DU, (IntA,) (1.3)
Int (N, A,)cn,IntA, (1.4)

Demostracion:

Demostracion de : Seax € UVA_V, es decir x € A_,,0 para altin indice vy € ©.
Entonces todo entorno de x contiene algtin punto de A,, lo que implica que todo
entorno de x contiene algtin punto de U, A, lo que quiere decir que x € U, A,,.

Demostracién de : Sea x € N, A,. Todo entorno de x contiene algin punto
de Ny A, . Entonces todo entorno de x contiene algin punto de A, para todo v € ©,
es decir x € A, paratodo v € ©. Por lo tanto x € N, A,

Demostracion de li Sea x € UV(Int AV). Existe al menos un v( € O tal que
x €Int A, es decir existe un entorno de x contenido todo él en A,,. Por lo tanto
existe un entorno de x contenido en U, A,, es decir x € Int (U, A,).

Demostracion de : Sea x € Int (ﬁv A,,). Existe un entorno de x contenido
todo élen N, A,,. Por lo tanto, para todo v € 0, existe un entorno de x contenido todo
élen A, . Es decir x € Int A, para todo v € ©. Por lo tanto x € N, Int A,,.

[ ]
Comentario 1.1. La igualdad en general no es cierta.
Por ejemplo, para la propiedad (I.3) si elegimos
Ap={x; -1 <x<0} Ay={x;0<x<1}
tenemos

AjUAy ={x; -1 <x< 1}
Int (AJUAy) ={x; -1<x<1}

Mientras que
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IntA;={x;-1<x<0} y ImtA,={x;0<x<1}
IntA,UInt A, =0

y por tanto Int (A; UA3) # Int A UInt A,

[ ]
Sin embargo tenemos las siguientes igualdades:
Teorema 1.2.
AUB=AUB (1.5)
Int (ANB) =Int ANnInt B (1.6)

Demostracion:

Demostracién de (I.5)): Por la propiedad (1.3)) tenemos que
AUB> AUB

Por otra parte el conjunto AU B es el cerrado mds pequefio que contiene a AU B.
Puesto que AU B es cerrado y contiene también a A U B, se verificard que

AUBCAUB
Demostracién de (1.6): Por la propiedad (1.3)) tenemos que
Int (ANB) cInt AnInt B

Por otra parte el conjunto Int (A N B) es el mayor abierto contenido en A N B. Puesto
que Int ANInt B es un abierto también contenido en A N B, se verificard que

Int (ANB) >DInt ANnInt B

En relacién con las definiciones anteriores tenemos también la siguiente

Definicion 1.5. Un subconjunto A de un espacio topologico X se dice que es denso
en X si se verifica que .
A=X

Dela definicién anterior se deduce que A es denso en X, cuando todo entorno de un
punto de X contiene puntos de A. La siguiente propiedad nos da otra caracterizacién
de la densidad.

Propiedad 1.1. Un subconjunto A de un espacio topoléogico X es denso en X si 'y
solo si todo subconjunto abierto y no vacio de X contiene puntos de A.

Demostracion:
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Un abierto es entorno de todos su puntos por tanto si A es denso cualquier abierto
de X tendrd que tener puntos de A. Reciprocamente si cualquier abierto no vacio de
X contiene puntos de A, en particular cualquier entorno abierto de un punto de X
tendrd que tener puntos de A.

[ ]

Teorema 1.3. Si un espacio topologico X posee una base numerable, X tiene un
conjunto denso y numerable.

Demostracion:

Sea B ={B;;i=1,2,...} una base numerable de X. Elegimos en cada B; un punto
pi. El conjunto de los puntos p; es denso en X: En efecto, sea A un abierto, existe
un B; C Ay por tanto p; € A.

[

Definicion 1.6. Un espacio topologico en el que exista un conjunto numerable y
denso se dice que es separable.

Definicion 1.7. Un espacio topolégico X se dice que es un espacio de Hausdor{f
cuando se cumple uno de los dos axiomas siguientes equivalentes entre si:

a) Si py q son dos puntos distintos de X existen entornos E de py F de q con
ENF =0 (axioma de separacion de Hausdorff).
b) La interseccion de todos los entornos cerrados de un punto p contiene solo a p

Demostracion de la equivalencia de los axiomas:

= a) = b): Supongamos que se verificaa) y que p es un punto de X. Six # p recorre
todos los puntos de X, en virtud del axioma a) existirdn entornos E, de p y Fy
de x que supondremos abiertos, con E, N Fyx = 0. El conjunto F§ es un conjunto
cerrado que contiene a E, y es por tanto un entorno de p que no contiene a x. La
interseccion de todos los entornos F5 contiene solo a p.

= b) = a): Sean p # ¢ puntos de X. Gracias a b) tiene que existir algiin entorno
cerrado E de p que no contiene a g. Entonces E€ es abierto y como necesariamente
q € E€ es un entorno de g; como E N E€ = () queda demostrado a).

Tenemos también la siguiente propiedad en un espacio de Hausdorff:

Propiedad 1.2. En un espacio de Hausdorff todo conjunto constituido por un tinico
punto es cerrado.

Demostracion:

Sea X de Hausdorff y p € X. Consideremos la interseccién de todos los entornos
cerrados de p. Por el axioma b) esta interseccion es {p} que es un conjunto cerrado
pues es la interseccién de conjuntos cerrados.

||
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Aplicaciones continuas, limites

Definicion 1.8. Sea f : X — Y una aplicacion de un espacio topolégico X sobre
un espacio topolégico Y. Diremos que f es una aplicacion continua en un punto
X0 € X si para cada entorno U de f(xo) existe un entorno V de xg tal que f(V) C U.
La aplicacion f se dice que es continua si es continua en todos los puntos de su
dominio D(f) = X.

El siguiente resultado es de la mdxima importancia.

Teorema 1.4. Sean X e Y dos espacios topologicos 'y f : X — Y una aplicacion de
X enY. Entonces f es continua si y solo si la antimagen de todo abierto de Y es un
abierto de X.

Demostracion:

Si f es continua y U es un conjunto abierto de ¥, entonces V = f~!(U) es un
entorno de cualquier punto xg € X tal que f(xg) € U. En efecto, seaxg € V. Si f es
continua, dado xg tal que f(xg) € U existe un entorno E de xo tal que f(E) c U.
Por lo tanto V > E y V es un entorno de xo. Como xq es un punto cualquiera de V,
resulta que V es entorno de todos sus puntos y es por lo tanto un conjunto abierto de
X.

Reciprocamente, dado un entorno U de f(xgp), que podemos suponer abierto,
como para cada conjunto abierto U 3 f(xo) de Y, el conjunto V = f~'(U) es un
conjunto abierto, entonces existe un entorno de xg, el propio V, tal que (V) C U.

[

Teorema 1.5. Sea f: X — Y una aplicacion de un espacio topolégico X sobre
un espacio topolégico Y. Entonces f es continua si y solo si la antimagen de todo
cerrado de Y es un cerrado de X.

Demostracion:

Se deduce del teorema anterior aplicando la relacién
1B = (f7'(B))F

[ ]
Cuando tenemos una biyeccion entre espacios topoldgicos la siguiente definicién
es natural.

Definicion 1.9. Dos espacios topologicos X e Y se dice que son homeomorfos,
cuando existe una aplicacion f biyectiva de X en 'Y tal que para todo abierto A de
X, f(A) es un abierto de Y y para todo abierto B de Y, f~'(B) es un abierto de X.
La aplicacion f recibe entonces el nombre de homeomorfismo.
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Evidentemente el inverso de un homeomorfismo es también un homeomorfismo.
Vamos a definir ahora la nocién de limite de una sucesion. Los espacios de Hausdorff
aseguran la unicidad del limite.

Definicion 1.10. Un punto p de un espacio topologico se dice que es el limite de
una sucesion de puntos x1,x3, ... y escribiremos

p = lim x,

n—oo

cuando para todo entorno E € E(p) existe un ng = no(E) tal que x,, € E paran > ny.
Cuando una sucesion tiene limite diremos que la sucesion es convergente.

Esta definicidn se puede también expresar asi: Para todo entorno E de p , tenemos
que x, € E salvo eventualmente para un nimero finito de valores de n.

Teorema 1.6. En un espacio de Hausdorff una sucesion tiene a lo sumo un limite.

Demostracion:

Sea p el limite de la sucesioén x1,x,... y ¢ # p. Existirdn entornos E € E(p) y

F € E(g) con ENF = 1. Para todo n > ny tendremos x,, € E. Por tanto x, ¢ F y ¢
no puede ser limite de la sucesion.

[

Teorema 1.7. Sea f : X — Y una aplicacion continua en p € X, entre dos espacios
de Hausdorff X e Y. Se verifica

J@goxnzpzn@gof(xnhf(p)

Demostracion:

Sea p € X y F un entorno de f(p). Por la continuidad de f en p, E = f~'(F) es
un entorno de p. Existe un ny dependiente de E y en consecuencia también de F, tal
que x, € E cuando n > ng. En consecuencia para estos valores de n serd f(x,) € F,
lo que demuestra la igualdad del segundo limite.

[ ]

Otros espacios definidos mediante axiomas de separacion

Vamos a introducir espacios topolégicos con axiomas de separacién mas restric-
tivos que el axioma de Hausdorff.

Definicion 1.11. Un espacio topologico X se dice que es regular si es de Hausdor{f
y cumple una de la tres condiciones siguientes equivalentes entre si.
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a) Para cada conjunto cerrado C C X y cada punto p ¢ C existen entornos E de C
y F de p tales que ENF = 0.

b) Todo entorno de un punto p € X contiene un entorno cerrado de p. Dicho de otra
manera, los entornos cerrados de p forman una base de entornos de p.

¢) Todo entorno E de un punto p contiene un entorno abierto A de p con A C E.

Demostarcion de la equivalencia:

= a) = b): Basta demostrar b) para un entorno abierto A de p. Entonces A€ es un
conjunto cerrado que no contiene a p. Por a) existen entornos E de A° y F de p
con ENF =0; E y F pueden suponerse abiertos. Se verifica F' C E€; por tanto
F C E€ = (IntE)¢ = E€. Puesto que E D A resulta E C Ay F C A.

= b) = c): El entorno E de p contiene si se verifica b) un entorno cerrado de F de
p. Sabemos que todo entrono cerrado de p contiene un entorno abierto A de p.
Por tanto A ¢ F = F c E y en consecuencia A C E.

= ¢)=a):SiCescerradoy p ¢ C, entonces C¢ es abierto y por lo tanto entorno de
p. En virtud de c) existe un entorno abierto A de p tal que A ¢ C¢. El conjunto
A°€ es abierto y ademds A€ > C por lo que A€ es entorno de C. Tenemos pues que
E = A°y F = A son los dos entornos buscados.

Definicion 1.12. Un espacio topolégico X se dice que es normal si es de Hausdor{f
y cumple una de la tres condiciones siguientes equivalentes entre si.

a) Para cada par de conjuntos cerrados y disjuntos P,C C X existen entornos E de
PyFdeCcon ENF =0.

b) Todo entorno de un conjunto cerrado P contiene un entorno cerrado de P.

¢) Todo entorno E de un conjunto cerrado P contiene un entorno abierto F con
FcCE.

La equivalencia de estas tres condiciones se demuestra de un modo enteramente
andlogo a como se ha hecho con las condiciones de espacio regular de la defincién
anterior y se deja como ejercicio[I.7]

De las definiciones anteriores se deduce inmediatamente que todo espacio nor-
mal es regular. Otra manera de caracterizar los espacios normales es el siguiente
teorema de separacién de Urysohn que tiene un gran interés en las aplicaciones y
que utilizaremos mas adelante en estos apuntes.

Teorema 1.8. (De Uryshon) Un espacio de Hausdorff es normal si y solo si se
cumple en él el siguiente axioma de Urysohn: Sea X un espacio de Hausdorff, si A
y B son conjuntos cerrados y disjuntos de X existe una funcion continua a valores
reales sobre X con 0 < f(x) <1y f(x) =0sobre Ay f(x)=1 sobre B.

Demostracion:

Supongamos en primer lugar que se verifica el axioma de Urysohn. Consideremos
los conjuntos

E={x;f(x)<%} F={x;f(X)>%}
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El conjunto E es abierto. En efecto sea xo € E, por tanto f(xg) < 1/2 y por la
continuidad de f paratodo & > 0 existe un entorno W de xy tal que six € W se verifica
|f(x) = f(x0)| < &. Tomando & suficientemente pequefio tendremos f(x) < 1/2.
Andlogamente demostramos que F es abierto. Claramente ACEyBC FyENF=0
por lo que se verifica el axioma a) de la defincién [I.12]de espacio normal.

Reciprocamente, sea X un espacio normal y A y B dos subconjuntos cerrados
y disjuntos. Vamos a construir una sucesién de entornos {E,; r € D} donde D es
el conjunto de nimeros diddicos (esto es D = {ZL,I ;neN k=0,1,2,...,2"}). La
sucesion tendrd las propiedades siguientes:

l. ACE, yE,NB=0,paracadareD.
2. E.CE,.conr,r’eDconr<r’.

Procedermos por induccién: Sea E1 = B€. Como B es cerrado E es un abierto que
contiene a A y es por tanto un entorno de A. Por la normalidad de X (caracterizacién
¢) existe un entorno de A que llamaremos Ej tal que

ACEQCE()CEI

Prosigamos con este procedimiento en sus primeros pasos: Para n = 1, los nimeros
diddicos en [0, 1] son 0,1/2,1; aplicamos el procedimiento anterior cambiando el
papel de A por Ey. Como E( C E| existird un entorno abierto de E al que llamaremos
E|/ tal que

Eg C E1/2 C E1/2 C E;

Tenemos entonces la siguiente situacion
Ey CEO CE]/Z CE]/Z CE|

Pasemos a n = 2: Los nimeros diddicos son 0,1/4,1/ 2,2/4, 1. Los nuevos valores
son 1/4y 3/4. Existird por una parte un entorno E1,4 de Eo y un entorno de E3;4 de
El /2 de modo que

Ey CEO CE1/4 CE1/4 CE1/2 CE]/Z CE3/4 CE3/4 Cc E;

Pasemos al caso general: Supongamos que hemos construido la sucesién de entornos
abiertos E, para r de la forma 2,% de manera que la condicién E, C E,» cuando
r <r’ se satiface. Sea k > 0 un entero impar. Entonces (k—1)/2" y (k+1)/2" son
niimeros diddicos de la forma k’/2"! con 0 < k’ < 2""!, y tendremos

Eﬂ CEru
2n n

Por la normalidad de X existe un abierto G tal que E k1 C GyGCE kel Pondremos

Eyj»» = G y el procedimiento de induccién estd completo.
Definimos la funcién f(x) mediante:
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f(x)=1 si xeB
f(x)=inf{r;x€E,} si x¢B

Tenemos por lo lo tanto f(x) =0en Ay f(x) =1en B.
Veamos que la funcién f es continua: Tenemos que demostrar que dado xp € X
para todo & > 0 existe un entorno W de xg tal que | f (x) — f(xg)| < & paratodox € W.
Consideremos primero el caso en el que 0 < f(xp) < 1; sabemos que el conjunto
de nimeros diddicos en [0, 1] es denso en [0, 1]. En consecuencia para todo £ > 0
existen un ndmeros diddicos 7 y v’ en [0, 1] con r < r’ tales que

r’ < f(xg)+e
f(xo)—e<r
De modo que
fxo)—e<r<r < f(xg)+e

Consideramos entonces los entornos E, y E,+; como r < r’ se verifica E, cE,.
Tomemos W = E, —Er =E. N (Er)c es abierto y por lo tanto entorno de todos
sus puntos.
Ahora sea x € E,» — E,, tendremos f(x) >ry f(x) < r’. De modo que

fxo)—e<r<f(x)
fxo)-f(x) <&

y también

fx) <r' < f(xp)+e
f(x)=f(xo) <e
De donde para todox € W,
[f(x)=f(x0)l <&

En el caso en que f(xg) = 0: Basta tomar como entorno W = Ey, pues f(x) =0
paratodox € Eg y |f(x) — f(x0)| =0 < &.

En el caso f(xg) = 1: Para todo & > 0 existe un nimero diddico r < 1 tal que
f(x0) —& < r. De modo que tomando r’ = 1

fxo)—e<r<r'=1< f(xg)+e

Tomemos como entorno de x( el conjunto abierto W = X — Er, tendremos para todo
xeW

fxo)—e<r<f(x)
fxo)-f(x) <&

y también
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fx)<r'=1< f(xp)+e
f(x)=f(xo) <e

de donde también en este caso

lf(x) = f(xo) <&

r'=1/2
r=3/8
1/2
1/4 3/4
1/8 3/8 5/8 7/8
"ttt
0 - 1
-eps | +eps
f(xo)

Figura 1.1 Ilustracién de la demostracion del teorema de Urysohn

La siguiente generalizacion del teorema de Urysohn es inmediata

Corolario 1.1. Un espacio X es normal siy solo si dados Ay B conjuntos cerrados y
disjuntos de X existe una funcion continua a valores reales sobre X cona < f(x) <b
y f(x)=a sobre Ay f(x)=b sobre B.

Demostracion:

Basta considerar la funcién 4(x) = (b—a)x+a.

Sif(x)=0enAy f(x) =1en B, entonces la funcién ko f verifica (ho f)(x) =a
en Ay (ho f)(x) =b en B. Reciprocamente si f(x) =aen Ay f(x)=>b en B,
entonces h~! o f verifica (™' o f)(x) =0en Ay (ho f)(x) =1 en B.

[

Vamos a pasar ahora al teorema de extension de Tietze que nos asegurard que
podemos extender una funcién continua definida sobre un subconjunto cerrado a
todo el espacio. Para agilizar la demostracién consideremos primero el siguiente
lema:

Lema 1.1. Sea A un subconjunto cerrado de un espacio normal X 'y
f 1A —> [-M,M] una funcion continua, entonces existe una funcion real y con-
tinua g definida en X tal que
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gy c MM

3 3] y |f(x)—g(x)|<¥ paracadax € A (1.7)

Demostracion:

Consideremos los conjuntos

M)y C=fN (=M, —=])

3

B=r1% e

ambos subconjuntos son cerrados y disjuntos. Aplicando el lema anterior [I.T]existe
una funcién continua g : X — [-M /3, M /3] tal que g(x) = M /3 paratodo x € By
g(x) =—M /3 para todo x € C Tenemos pues

sixeB f(x)yg(x)e[M/3,M]
sixeC f(x)ygkx)e[-M,-M/3]
six¢ BUC f(x)yg(x)e[-M/3,M/3]

en cualquiera de los tres casos tenemos

) -gl < 2

Pasamos ahora al teorema de extension de Tietze:

Teorema 1.9. (De extension de Tietze) Si A es un conjunto cerrado no vacio de un
espacio X normal y f: A — [-1,1] es una funcion continua, existe una funcion
continua g - X — [—1,1] tal que la restriccion de g al conjunto A coincide con f.

Demostracion:

Aplicamos sucesivamente el lema anterior [I.I] Existe una funcién continua
g1:X — [-1/3,1/3] tal que

g1:X—[-1/3,1/3] con|f(x)—g(x)| <2/3 paratodox € A

Repitiendo el argumento con la funcién continua h; = f — g; es
hy: A — [-2/3,2/3] obenemos otra funcién continua g, definida en todo X tal
que

g X — [-2/3%,2/3%] |hi(x)—ga(x)| < (2/3)? paratodo x € A

hacemos hy = h| — g, y repetimos el procedimiento. Después de n pasos obtenemos
una sucesiones (g,)n ¥ (h,), tales que
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gn: X — [-277137 2m71 3" |h,| < (2/3)" paratodo x € A

con ey =hy—gne1y 1 = f—g1.
Tenemos |g,(x)| < 2"~!/3" para todo x € X y |h, (x)| < (2/3)" para todo x € A.
La serie ), g,(x) verifica

glgn(x)l < 2 (z"-1/3") - %i (%)" -1 VreX

n=1

y es por lo tanto absolutamente convergente. La sucesién de funciones s, = 21", g
converge uniformemente hacia una funcién g que serd por tanto continua.
Por otra parte como f —s, = h, y como lim,_, |4, (x)| =0 para todo x € A
concluimos que la restriccion g|4 = f
[ ]
De forma sencilla obtenemos las siguientes consecuencias:

Corolario 1.2. En el teorema anterior naturalmente se puede sustituir el intervalo
[—1,1] por cualguier intervalo cerrado y acotado [a,b].

Demostracion:

Si f: A — [a,b] es una funcién continua, tomemos por ejemplo la funcién
h:la,b] — [-1,1] donde para todo x € [a,b]

2x—a->b

hix) = b—a

Sea g: X — [—1,1] laextensién de ho f atodo X, entonces A~ ' og : X — [a,b] es
la funcién buscada.
[

Corolario 1.3. El teorema de Tietze es también cierto si se sustituye el intervalo
cerrado [—1,1] por el intervalo abierto (—1,1).

Demostracion:

Si f:A— (—1,1) también se puede considerar que f: A — [-1,1]. Sigesla
extensién de f atodo X, tendremos g : X — [—1,1].SeaB=g"'({~1,1}). Ay Bson
dos cerrados disjuntos y aplicando el teorema de Uryshon a estos dos cerrados, existe
una funcién /4 definida en X, tal que 0 < 2(x) < 1 paratodo x € X y tal que h(x) =1
para todo x € A 'y h(x) =0 para todo x € B. Finalmente la funcién 4.g cumple las
condiciones buscadas; estd definida en todo X, es continua y h(x)g(x) = f(x) si
x €A.

[

Finalmente obtenemos la siguiente forma del teorema de Tietze:
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Teorema 1.10. (De Tietze) Si A es un conjunto cerrado no vacio de un espacio X
normaly f : A — R es una funcioén continua, existe una funcion continua g : X — R
tal que la restriccion de g al conjunto A coincide con f.

Demostracion:

En efecto consideremos la aplicacién i : R — (-1, 1), definida por A(x) =x/(1+
|x]) que es continua. La aplicacién compuesta ho f : A — (—1,1) es continua y por
la propiedad anterior se prolonga a una aplicacién continua g definida en todo X. La
aplicacién buscada es entonces i~ o g. Ficilmente se comprueba que la aplicacién
h=':(=1,1) = R viene dada por 4~!(x) =x/(1 —|x|) que es continua en (—1,1).

]

Observacion 1.1. Sea g la prolongacion de f en cualquier de los casos anteriores.
Observemos también que a g se le puede imponer la condicion adicional de ser para
cadax e X

inf f(x) < g(x) < sup f(x) (1.8)
X€EA XEA

y también
lg(x)] < sup |f (ol (1.9)
X€E

Demostracion:

Si g no cumple esta condicién lo cumple la funcién ¢ o g donde ¢ es la aplicacion
¢ : R — R definida por

inf f(x) si < inf f(x)
o(f) = tosi ;régf(x)ﬁts)sclelgf(x)

sup f(x) si t>sup f(x)

XEA X€EA

Finalmente si se cumple (1.8) y si g(x) > O entonces estd claro que |g(x)| <
[sup,ca f(x)] < sup,cu|f(x)]. Por otra parte si g(x) < 0, entonces si se cumple
(1.8) a =infyca f(x) < g(x) <0, tenemos

lg()]=~g(x) < —a=~1nf f(x) =—sup—f(x) <|sup—f(x)| < sup|f(x)|
X€ xX€EA X€A xX€EA
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Espacios y conjuntos conexos

Empezamos con la definicién de espacio conexo.

Definicion 1.13. Se dice que un espacio topolégico es conexo cuando no admita
ninguna particion en dos subconjuntos abiertos, no vacios.

Con el término particién de un conjunto nos referimos nos referimos a la repre-
sentacién del conjunto como unién de subconjuntos disjuntos.

Teorema 1.11. Sea X un espacio topolégico. Las siguienes condiciones son equi-
valentes:

a) X es conexo

b) No existen subconjuntos abiertos U yV de X tales que: U0, V0, X=UUV,
unv=0.

c) Si los conjuntos U y V de X son abiertos no vacios y X = UUV, entonces
unv 0.

d) Cuando los conjuntos U 'y V de X son abiertosy X =UUV, UNV =0, entonces
U=XyV=00bienU=0yV=X.

e) En la definicion[I.13]y en las condiciones a), b), ¢) y d) se puede reemplazar la
condicion abierto por cerrado.

f) No existe ningiin subconjunto U de X que sea abierto-cerrado distinto de X y de

0.

Demostracion:

Se deja como ejercicio[L.8]
||

Definicién 1.14. Se dice que un subconjunto A de un espacio topologico X es
conexo cuando A considerado como subespacio es conexo. Un subconjunto abierto
y conexo se denomina dominio.

Teorema 1.12. Un subconjunto A de un espacio topologico X es conexo si se cumple
una de las cuatro condiciones siguientes:

a) No existen subconjuntos abiertos Uy V de X con las propiedades
UNA+#0,VNA#0, ACUUV yUNVNA=0
b) Si los subconjuntos U y 'V de X son abiertos y verifican
AcCcUUV,UNVNA=0

entonces necesariamente
AcU, VNA=0

o bien



1.1 Espacios topolégicos 17

UNA=0,AcCV

c) No existen subconjuntos cerrados U y 'V de X con las propiedades
UNA+£0,VNA#0, ACUUVUNVNA=0
d) Silos subconjuntos U y 'V de X son cerrados y verifican
AcUUV,UNVNA=0

entonces necesariamente
AcU, VNA=0

o bien
UNA=0,AcV

Demostracion:

Se deja como ejercicio[I.9]

Producto finito de espacios

Sea {X;; i = 1,...,n} una familia de espacios topoldgicos y sea X = X X X5 X
... X X,, el conjunto de sucesiones finitas x = (x,x7,...,x,) donde x; € X; al que
Ilamamos conjunto producto cartesiano. Entre todas las topologias posibles sobre X
elegiremos aquellas para las que las aplicaciones proyeccién ¢; : x — x; de X en X;
son continuas. Esta condicion quiere decir que para cada abierto w; C X; el conjunto
¢~ (w;) que no es otro que el conjunto

X1 X . XX Xwi X X1 X ... XX,

es abierto en X. En consecuencia la unién cualquiera de tales conjuntos debera ser
un conjunto abierto y también toda interseccion finita de estos conjuntos debera ser
un conjunto abierto. Estas consideraciones nos llevan a la siguiente definicién:

Definicion 1.15. Sea {X;; i = 1,...,n} una familia de espacios topologicos y sea
X =X1 XX X ... XX, el conjunto producto cartesiano de los X;. Sea la familia de
conjuntos

B={P=1II"" |w; = w| X...Xwy; con w; abierto de X;}

Diremos que un conjunto w C X es un abierto de X si es union de conjuntos de B.
Dicho de otra manera elegimos B como base de abiertos de la topologia de X.
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El siguiente teorema justifica la anterior definicién.

Teorema 1.13. La familia de abiertos construida en la definicion anterior [[.13]
define una topologia en X a la que llamamos topologia producto y a X le llamamos
espacio topologico producto.

Demostracion:

Tenemos que ver que la familia definida en [I.T5] verifica los axiomas A1, A2y
A3 de la definici6n [I.T] La familia de estos abiertos satisface claramente A1y A2.

Verifiquemos A3: Si
a=Jp, vy B=JP,
v u

donde v y u recorren un conjuno de indices cualesquiera y

P, =ML 0w/ y Py=I 0}
Tenemos
AﬂB:(UPV)ﬂ(UPﬂ):U(PVO(UPH))z (P,NP,)
v u v u v,u

donde P, N P, es un abierto de B ya que

_ Ho_ u
P,NP,=IT"_ w; NIT_ w; =III_ (0] Nw})

Espacios compactos

Los espacios compactos se definen mediante propiedades de recubrimiento. Por
recubrimiento de un espacio X entendemos una familia de conjuntos

D={D,;vel}

de partes D, C X, con indices en un conjunto arbitrario / paralos que | J, ¢; D, = X.
El recubrimiento O se dice finito o infinito, segin que los D, sean un nimero
finito o infinito. El recubrimiento 9 es abierto cuando todos los D, son abiertos.
Empezamos con la definicién de conjunto compacto.

Definicion 1.16. Se dice que un espacio topolégico X es compacto si es de Hassdorff
y si de todo recubrimiento abierto se puede extraer un subrecubrimiento finito.

Tenemos las siguientes caracterizaciones de los espacios compactos.
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Teorema 1.14. En un espacio de Hausdorff X las tres propiedades siguientes son
equivalentes

= K1: De todo recubrimiento abierto de X se puede extraer un subrecubrimiento
finito.

= K2: Toda familia C de conjuntos cerrados de X de interseccion vacia, posee una
subfamilia finita de interseccion vacia.

» K3: Toda familia C de subconjuntos cerrados de X, del cual toda subfamilia
finita tiene interseccion no vacia, tiene ella misma, interseccion no vacia.

Demostracion:

K2 esladual de K1, se obtienen una de otra tomando conjuntos complementarios.
En efecto, si D ={D,;v € I} es recubrimiento abierto de X, tomando complemen-
tarios, X = U, ¢y D, equivale a

0=n,eCy, donde C, =D

Por otra parte K3 es la formulacién reciproca de K2.
]
En general diremos que una familia ¥ de conjuntos de X tiene la propiedad de la
interseccion finita si toda subfamilia finita de ¥ tiene interseccién no vacia. Veamos
algunas de las propiedades mds importantes de los espacios compactos.

Propiedad 1.3. En un espacio X compacto, toda familia totalmente ordenada por
inclusion de conjuntos cerrados no vacios tiene una interseccion no vacia. Por
ejemplo toda sucesion decreciente de cerrados no vacios tiene interseccion no vacia.

Demostracion:

Toda subfamilia finita de una familia totalmente ordenada por inclusién de con-
juntos posee un conjunto que es el mas pequefio de todos y que es su interseccion,
que serd no vacio en el caso considerado.

[ ]

Tenemos la siguiente propiedad de las funciones continuas en un punto que es el
andlogo del teorema de Bolzano-Weierstrass en R:

Teorema 1.15. Toda subconjunto infinito A de un espacio compacto X tiene al
menos un punto de acumulacion.
Demostracion:

Demostraremos el siguiente enunciado equivalente: Todo subconjunto A de un
espacio compacto X que no tiene un punto de acumulacion en X es finito.
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En efecto, si ningiin punto x € X es un punto de acumulacién de A, todo x € X
tiene un entorno E, conteniendo a lo sumo un tnico punto de A, el propio x. Estos
entornos E constituyen un recubrimiento abierto de X. Existird un nimero finito
de estos E, a saber, V, parai=1,2,...n que recubren X. Asi pues A contiene a lo
sumo los n puntos x;, i = 1,...,n.

[ ]

Consideramos ahora el caso habitual de los subespacios compactos de un espacio
topoldgico.

Definicion 1.17. Un subconjunto A de un espacio topoldogico X se dice que es
compacto, cuando A como subespacio es compacto.

Tenemos la siguiente caracterizacion de la compacidad de A en los espacios de
Hausdorft:

Teorema 1.16. Sea A un subespacio de Hausdorff de un espacio topologico X.
A es compacto si y solo si toda familia de abiertos de X que recubre A tiene un
subrecubrimiento finito.

Demostracion:

Sea A compacto y sea (w;);c; una familia de abiertos de X que recubre A. Los
conjuntos A N w; constituyen una familia de abiertos de A recubriendo A. Como A
es compacto existe un subconjunto finito de indices J c I tal que (A Nw;);ey recubre
A. A fortiori los (w;);es recubren también A.

Reciprocamente, supongamos que toda familia de abiertos de X que recubre A
tiene un subrecubrimiento finito. Sea (w;”);c; una familia de abiertos de A que
recubre A. Todo w;’ es de la forma w;’ = A Nw; con w; un abierto de X. Los w;
recubren A, y existird una parte finita J de I tal que (w;);es recubran también A.
Como

Uies(ANw;) =AN(Vicyw;i) = A

la familia finita (w;”);cs recubre A.
Podemos pues afirmar que todo recubrimiento de A por abiertos (w;”) de A, se
puede extraer un subrecubrimiento finito. Es decir, A es compacto.
[ ]
El siguiente teorema, valido en todo espacio de Hausdorff caracteriza una pro-
piedad de los recubrimientos abiertos numerables.

Teorema 1.17. En un espacio de Hausdorff X son equivalentes las siguientes pro-
piedades:

a) Todo recubrimiento abierto y numerable de X posee un subrecubrimiento finito.

b) Todo subconjunto infinito A de X tiene al menos un punto de acumulacion.

c) Toda sucesion A1 D Ay D ... decreciente de subconjuntos cerrados y no vacios
de X, tiene interseccion no vacia.
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En particular los conjuntos compactos tienen las anteriores propiedades, pues los
espacios compactos verifican en particular a).

Demostracion:

= a) = b): Por reduccién al absurdo supongamos que el conjunto infinito A no
tuviera ningin punto de acumulacién. Sea Ag = {x;; i = 1,2,...} un subconjunto
numerable de A formado por puntos x; distintos. Ag no tiene puntos de acumu-
lacién y serd por tanto cerrado (ejercicio E]) El complementario Aj serd un
conjunto abierto de X. Para cada punto x; existe un entorno abierto E; de x;
que fuera de x; no contiene ningdn punto de Ay. El conjunto A y los entornos
E; constituyen un recubrimiento numerable de X que en virtud de a) posee un
subrecubrimiento finito. Este subrecubrimiento finito estard necesariamente for-
mado por A y por un nimero finito de los entornos E;. Pero puesto que esto es
claramente imposible pues Ag tiene un nimero infinito de puntos distintos y los
entornos E; solo contienen un punto de Ag.

= b) = c¢): Si en la sucesiéon dada A; D A, D ... decreciente de subconjuntos
cerrados y no vacios de X, a partir de un determinado indice todos los A; son
iguales, entonces NA; # 0. En caso contrario puede elegirse una sucesion parcial
en la que todos los A; sean distintos; podemos suponer que A; # A;4+1 y elegimos
un punto a; € A; — A;+1. Como el conjunto de las a; es infinito, en virtud de b)
tendrd un punto de acumulacion a y todas las a; con j > i estdn en A;. Por ser A;
cerrado, a € A; y por lo tanto a € NA; de donde NA; # 0.

= ¢) = a): En primer lugar observemos que si tenemos una sucesién A; D A D ...
decreciente de subconjuntos cerrados tales que su interseccion es vacia c) implica
que alguno de ellos, sea A,, tendrd que ser vacio, pues si todos ellos fuesen no
vacios por c) su interseccion seria no vacia. Sea ahora D = {D;;i =1,2,...} un
recubrimiento abierto y numerable de X. Los conjuntos A; = (D,- UD5;...U D,~)C
para i = 1,2,... constituyen una sucesién decreciente de conjuntos cerrados de
interseccién vacia; por consiguiente existe un A, = 0. Por tanto,

0=(D1UD,..UD,) X=D{UD,..UD,
y hemos obtenido un subrecubrimiento finito de X a partir del recubrimiento D.

[ ]
Se pueden encontrar ejemplos de espacios de Hausdorff que tengan las propieda-
des a), b) y ¢) y que no son compactos. Sin embargo tenemos el siguiente teorema:

Teorema 1.18. Un espacio de Hausdorff con base numerable que posee alguna de
las propiedades a), b) o c) del teorema anterior es compacto.

Demostracion:
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Sea B ={B;;i =1,2,...} una base numerable de abiertos de un espacio de Haus-
dorff X y © ={D,;v € O} un recubrimiento abierto de X siendo ® un conjunto
arbitrario de indices. Cada D, puede ponerse como la unién de ciertos B; € 8 de
la base. El sistema formado por todos estos B; forman un recubrimiento abierto y
numerable de X. En virtud de la propiedad (1) existe un subrecubrimiento finito

D' ={B,...B,}

que recubre X. Cada uno de los B;.; j =1,...,n estd contenido , al menos en un
conjunto D,. Estos D, constituyen un subrecubrimiento finito de X a partir del
recubrimiento D.
|
Veamos ahora la relacion entre conjuntos compactos y conjuntos cerrados. En
particular veremos que en un espacio compacto la nocién de compacto y de cerrado
coinciden. M4s precisamente tenemos los dos resultados siguientes:

Teorema 1.19. Todo conjunto cerrado perteneciente a un espacio compacto es
compacto.

Demostracion:

Sea X un espacio compacto, B € X y B cerrado. En la demostracién haremos uso
de la caracterizacion K2. Sea 8 = {B,;v € I} donde es I un conjunto arbitrario de
indices, una familia de subconjuntos de B cerrados y de interseccion vacia. Puesto
que B es cerrado, los B, son también conjuntos cerrados de X. La caracterizacion
K2 aplicada a X nos dice que B posee una subfamilia finita de interseccién vacia.
Pero esto también implica que K2 es cierto también para el espacio B, es decir, B es
compacto.

[ ]

Teorema 1.20. En un espacio de Hausdor{f todo conjunto compacto es cerrado.

Demostracion:

Sea B un conjunto compacto de un espacio de Hausdorff X. Demostraremos que
B¢ es abierto. Sea p ¢ B'y veamos que existe un entorno de p contenido en B€. Sea
X un punto cualquiera B. Al ser X un espacio de Hausdorff existen entornos abiertos
E, de x y Fy de p tales que Ex N Fy = 0. Cuando x recorre B, el conjunto de los
E, recubre B y existird un subrecubrimiento finito E,, E,, ..., Ex, de abiertos que
recubren B. Tendremos que los conjuntos

—yn PN/
E_Ui:]E.Xi F_milexl‘

son abiertos y por tanto entornos de B y de p respectivamente, verificando ENF = 0.
En particular F es un entorno de p que es disjunto de B.



1.1 Espacios topolégicos 23

Observacion 1.2. De la demostracion anterior se deduce también que By p tienen
entornos separados. Los dos teoremas anteriores nos dicen que en un espacio
compacto los conceptos cerrado 'y compacto son equivalentes.

Corolario 1.4. Sea X un espacio de Hausdorff, K C X un conjunto compacto y sea
un punto p ¢ K. Entonces existen conjuntos abiertos U y W tales que p e U, K C W
yunw=40.

Demostracion:

Si K es compacto es cerrado. La observacion[I.2)a continuaci6n del teorema([T.20]
nos dice que existen entornos separados de K y de p disjuntos.
]

Teorema 1.21. Todo espacio compacto es normal

Demostracion:

En primer lugar observemos que todo espacio compacto es regular. Sea X un
espacio compacto, B un subconjunto cerrado de X y p ¢ B. Por el teorema[I.19] B es
compacto y segtin la observacién del teorema anterior By p tienen entornos E de B
yFdepconENF=0.

Sean ahora A y B subconjuntos disjuntos y cerrados de X y por tanto compactos
en X. Sea y € B. Existirdn entornos abiertos £y, de Ay Fy de y con E, N Fy, =0.
Finalmente un nimero finito de de Fy, por ejemplo Fy,, ..., F, bastan para recubrir
B. En estas condiciones

- N —n
E=ni By, F=U_Fy,

son entornos abiertos de Ay Bcon ENF = 0. |

Definicion 1.18. Un espacio topolégico X se dice que es localmente compacto si
todo punto p de X tiene un entorno cuya adherencia es compacta.

El siguiente teorema serd de utilidad en el estudio de las propiedades del espacio
L*(Q) en el capitulo

Teorema 1.22. Sea X un espacio de Hausdor{flocalmente compacto y U un conjunto
abierto en X tal que K C U, con K compacto. Entonces existe un conjunto abierto
V de adherencia compacta tal que

KcVcVcU

Demostracion:
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Como todo punto de K tiene un entorno con adherencia compacta y K estd
recubierto por un nimero finito de tales entornos, K estd en la unién finita de estos
entornos abiertos G que serd de adherencia compacta. Si U = X tomaremos V = G.

En el caso que U # X sea p € C = U°. Por la observacion al teorema[I.20]existen
abiertos E, y W, que separap y K esdecirtalque K CW,yp € E,conW,NE, =0
por lo que p ¢ W, (en efecto si, p € W), todo entorno de p tendrd puntos de W),
y E, y W, no podrian ser disjuntos). Estd claro que p ¢ C OW,, cualquiera que
sea p € C = U*. Por lo tanto (¢ (C HWP) = (. Por otra parte C es cerrado, WI,
es cerrado y G es compacto, C QEOWP es cerrado y por lo tanto la interseccion
MNpec(C nGn Wp) también es cerrada y verifica

ﬂ (CNGNW,)=0
peC

Gracias al teoremal|l.14]existe un nimero finito de puntos p1, p2, ..., p, para los que
CNGNAW, NWp,N...OW,, =0
Entonces el conjunto
V=GnW, nWy,n..0W,,

tiene las propiedades requeridas pues: B
V tiene adherencia compacta (pues V es un cerrado en el compacto G) y gracias

a la propiedad (T.3)
VeGnWy NWy,n..0W,,
y como CNV =0, 0 lo que es lo mismo V C U tenemos
KcVcVcU

[ ]
Veamos que la imagen de un compacto por una aplicacidn continua es un conjunto
compacto.

Teorema 1.23. Para toda aplicacion continua f de un espacio compacto X en un
espacio de Hausdor[f Y, el subespacio f(X) deY es compacto.

Demostracion:

Primeramente observemos que f(X) es de Hausdorff pues Y lo es. Sea ahora
(wj)ier un recubrimiento abierto de f(X) mediante abiertos de f(X). Los f~!(w;)
constituyen un recubrimiento abierto de X. Podemos extraer un subrecubrimirnto
finito ! (w;);cs. Como f(f'(w;)) = w;, los (w;);cs recubren también f(X).

]
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El siguiente corolario proporciona un caso importante donde la continuidad y la
propiedad de ser biyectiva de una aplicacidon implican la bicontinuidad, es decir la
continuidad de fy de f~1.

Corolario 1.5. Toda biyeccion continua f de un espacio compacto X en un espacio
de HausdorffY es un homeomorfismo.

Demostracion:

Basta demostrar que f~! es continua, es decir basta demostrar que para todo
cerrado B de X, f(B) es un conjunto cerrado de Y.
Como B es cerrado en X compacto, B es compacto. Su imagen f(B) es entonces
compacto en el espacio Y de Hausdorff y por lo tanto es un conjunto cerrado de Y.
||

1.2. Espacios métricos

En esta seccién introducimos los espacios métricos y recordaremos sus principales
propiedades. Veremos que tienen una estructura topoldgica asociada. Las nociones
de convergencia y continuidad se trasladardn inmediatamente.

Definicion 1.19. Se llama espacio métrico a un conjunto M en el que se ha definido
una aplicacion
d:MxM —R
(x,y) = d(x,y)

con las propiedades siguientes

= MIl:d(x,y) >0 yd(x,y)=0Sx=y Vx,yeM
= M2:d(x,y)=d(y,x) Vx,yeM  (Simetria)
» M3:d(x,y) <d(x,z)+d(z,y) VYx,y,z€ M (Desigualdad triangular)

La aplicacion d se llama distancia y d(x,y) se dice que es la distancia entre los
puntos x e y.

A menudo, cuando sea conveniente, nos referiremos al espacio métrico mediante
el par (M, d).
En el ejercicio[I.10]se proponen varios ejemplos de espacios métricos.
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Bolas abiertas y Bolas cerradas

Definicion 1.20. En un espacio métrico (M,d), se llama bola abierta (resp. bola
cerrada) de centro a € M y radio p (p >0 o p = ) al conjunto B(a,p) de puntos
x de M tales que d(x,a) < p (resp. d(x,a) < p).

Por ejemplo en R" con la distancia d(x,y) = sup,_; ., |x; —y;| la bola B(a, p)
es un cubo de centro a, de lados paralelos a los ejes y de longitud 2p.

Entre todas las topologias que se pueden definir sobre un espacio métrico M
existe una que estd directamente ligada a la distancia y que se llama topologia del
espacio métrico.

Definicion 1.21. En un espacio métrico (M, d) diremos que un subconjunto A de M
es un abierto si es el conjunto vacio o bien si para todo x € A existe una bola abierta
de centro x y radio no nulo contenida en A. Es inmediato verificar que los abiertos
de (M,d) asi definidos satisfacen las propiedades Al, A2 y A3 que caracterizan
los abiertos de un espacio topoldgico. Esta topologia definida sobre M por estos
abiertos se llama topologia del espacio métrico (M, d).

Tenemos que toda reunién de bolas abiertas es un abierto. Inversamente, la
definicién de abierto implica que todo abierto es reunién de bolas abiertas. Tenemos
pues coincidencia entre las familias de abiertos y la familia de conjuntos que son la
unién de bolas abiertas. Y también una bola abierta B(a, p) es un entorno abierto de
a. En definitiva el conjunto de bolas abiertas es una base de abiertos de la topologia
del espacio métrico.

Propiedades de la topologia asociada a un espacio métrico

Veamos las propiedades mds importantes de la topologia asociada a un espacio
meétrico.

Propiedad 1.4. La topologia de un espacio métrico es de Hausdorff.

Demostracion:

Sea (M, d) un espacio métrico. Si x e y son dos puntos de M, las bolas abiertas
B(x,p) y B(y,p) donde 0 < p < %d(x,y) son dos entornos disjuntos.
||
Como consecuencia, en un espacio métrico una sucesion tiene a lo sumo un punto
limite (véase teoremal[l.6).

Teorema 1.24. Todo punto de un espacio métrico tiene una base numerable de
€entornos.
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Demostracion:

Mais precisamente, para toda sucesion (p;,),, n= 1,2, ... de nimeros p,, > 0y que
tienen por limite 0, las bolas B(a, p,) abiertas o cerradas, constituyen una base de
entornos de a. En efecto, todo abierto conteniendo a contiene una bola B(a, p) con
p >0,y contiene pues una bola B(a, p,,). Basta tomar n suficientemente grande. Por
otra parte B(a, p,) es un entorno de a.

[ ]

Teorema 1.25. Un espacio métrico M posee una base (de abiertos) numerable si'y
solo si existe un conjunto numerable denso en M.

Dicho de otra manera un espacio métrico M posee una base de abiertos numerable
si y solo si es separable.

Demostracion:

En el teorema [I.3]hemos visto que todo espacio topolégico con una base nume-
rable tiene un conjunto denso numerable. Falta pues demostrar que en un espacio
métrico con un conjunto denso numerable tiene una base numerable.

Sea D C M un conjunto numerable tal que D = M. Para cada punto p € D elegimos
una base de entornos numerable {B(p, po,); n=1,2,...} como en el teorema anterior.
Puesto que D es numerable el total de estas bolas cuando p recorre D también serd
numerable y constituyen una base de abiertos numerable en M. En efecto, hemos de
ver que todo conjunto abierto A # () de M es unién de bolas de centro p € D y radio
Pn, n=1,2,.... Sea A un conjunto abierto de M y x € A; existe una bola B(x,2p,)
de centro x y radio 2p,, que pertenece enteramente a A. En B(x, p,,) habrd un punto
p de D tal que verifica x € B(p,p,) C A. En estas condiciones A = UyxeaB(p, pn)-

[ ]

La propiedad de ser separable no es heredada en general por los subespacios de
un espacio topoldgico separable. Sin embargo en un espacio métrico separable todos
sus subespacios también lo son:

Propiedad 1.5. Sea E un espacio métrico separable y sea F un subconjunto de E.
Entonces F es separable.

Demostracion:

Si E es separable entonces por el teorema anterior[I.25|posee una base de abiertos
numerable. Los abiertos de F son los conjuntos A N F donde A es abierto de E. Por
tanto si (A,), es una base de abiertos numerable de E, la familia (A,, N F),, serd una
base de abiertos numerable de F.

[ ]

Hemos asociado a cada distancia una topologia. Veamos como se traducen algunas
propiedades topolégicas en términos de la distancia. El hecho de que para todo punto
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x de un espacio métrico M las bolas de centro x constituyen una base de entornos
de x implican las siguientes propiedades:

Propiedad 1.6. Para toda sucesion (x,,), de puntos de M,

limx, =a & limd(a,x,) =0

Demostracion:

limx,, = a quiere decir que dado un entorno de a, que podemos tomar de la forma
B(a, &) con g > 0, existe un ny tal que si n > ngy entonces x,, € B(a,¢).

Por otra parte, (d(a,x,)), es una sucesion de nimeros reales y limd(a,x,) =0
quiere decir que para todo entorno E de 0 € R existe un ng tal que d(a,x,) C E, para
n > ng. O lo que es lo mismo tomando como entornos de 0 los intervalos abiertos de
centro 0 y radio € > 0, limd(a,x,) = 0 quiere decir que para todo & > 0 existe un ng
tal que d(a,x,) < & para n > ng, que es lo mismo que x,, € B(a,¢).

[ ]

A diferencia de lo que ocurre en espacios topoldgicos generales, en los espacios
métricos la nocién de punto limite y punto de adherencia coinciden. Mds precisa-
mente tenemos el siguiente:

Teorema 1.26. La condicion necesaria y suficiente para que un punto p en un
espacio métrico sea un punto de adherencia de un conjunto A es que exista una
sucesion (x,), de puntos de A tal que limx,, = p.

Demostracion:

Sea p € A. Como todo entorno de p contiene puntos de A podemos elegir para
cadan=1,2,..., un punto x, € A tal que x,, € B(p, %). Tendremos necesariamente
que limx, = p.

Reciprocamente, supongamos que existe una sucesién (x,), de puntos de A tal
que limx,, = p. Todo entorno de p contiene todos los puntos de la sucesién (x,),
salvo eventualmente un nimero finito de ellos. En particular todo entorno de p
contiene puntos de A por lo tanto p es un punto de adherencia de A.

[ ]

Del mismo modo tenemos también la caracterizacion de la continuidad de una
funcién en un punto.

Propiedad 1.7. Para toda aplicacion f de un espacio métrico (M,dy;) en otro
espacio métrico (N,dy), la continuidad de f en un punto a € M equivale a la
condicion siguiente:

Ve>0,3dn>0talque dy(a,x) <n=dn(f(a),f(x)) <e
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Demostracion:

Podemos tomar como entornos de a en el espacio métrico (M, dy) los puntos x
tales que dps (a,x) <n conn >0y como entornos de f(a) en el espacio métrico
(N,dy) por los puntos y € N tales que d(f(a),y) <& cone>0.

[ ]

De forma mads precisa en los espacios métricos tenemos la siguiente caracteriza-
cién de la continuidad de una aplicacién en un punto:

Teorema 1.27. Sean M y N dos espacios métricos y sea f : M — N una aplicacion
de M en N. Las siguientes propiedades son equivalentes:

a) f es continua en un punto a
b) Ye > 0,36 >0talque d(a,x) <5 =d(f(a),f(x)) <e
¢) Para toda sucesion (xy),, C M tal que limx,, =a = lim f(x,) = f(a)

Demostracion:

= a) = b): Dado & > 0 sea B(f(a),&) un entorno de f(a), existird un entorno de
a que podemos tomar de la forma B(a,d) tal que f(B(a,d) C B(a,€), que es lo
mismo que b).

= b) = ¢): Dado & > 0, existe § > 0 verificando b). Sea (x,),, una sucesiéon con-
vergente en M, tal que limx, = a. Para ¢ > 0, existe ng tal que para n > ny,
d(a,x,) <6y portanto d(f(a), f(x,)) <&

= ¢) = a): Procedemos por reduccién al absurdo. Supongamos que no se verifica
a), construiremos una sucesion que no verifica c). Existe un entorno U de f(a) tal
que no existe ningtin entorno V de a con f(V) c U. Por tanto el conjunto f~!(U)
no es un entorno de a. Para todo n, f~!(U) no puede contener una bola abierta
de centro a y radio 1/n, asi que existe x,, € M verificando d(x,,a) < 1/n y tal
que f(x,) ¢ U. La sucesion (x,), verifica limx,, = a, pero lim f(x,,) no converge
hacia f(a).

[ ]
En los espacios métricos podemos dar una definicién de una continuidad mas
estricta y que se conoce como continuidad uniforme:

Definicion 1.22. Sean (M,d) y (N,d) dos espacios métricos. Dada una aplicacion
f: M — N diremos que es uniformemente continua, cuando para todo € > 0 existe
un 6 > 0 tal que

dx,x)<6=d(f(x),f(x") <e

La diferencia entre la continuidad y la continuidad uniforme radica en el hecho
segtn el cual en la continuidad uniforme el valor de § no depende de los puntos x y

x’.

Teorema 1.28. La distancia d(x,y) en un espacio métrico es una funcion unifor-
memente continua de las dos variables x,y.
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Demostracion:

La demostracién es una consecuencia de la desigualdad triangular M3 a partir de
la cual tenemos:
ld(x,y") =d(x,y)| <d(x",x)+d(y',y) (1.10)

En efecto, utilizando M3 podemos escribir
d(x',y") <d(x’,x)+d(x,y’) (1.11)

y también
d(x,y") <d(x,y)+d(y,y") (1.12)

reordenando esta ultima desigualdad
—d(x,y) < =d(x,y")+d(y,y") (1.13)
sumando (I.I1) y (T.1I3)
d(x',y')—d(x,y) <d(x’,x)+d(y,y’)
Andlogamente intercambiando x por x” e y por y’ obtenemos
d(x,y)—d(x'.y") <d(x’.x)+d(y.y’)

y de ahf la desigualdad (T.10).
[

Comentario 1.2. El enunciado y la demostracion del anterior teorema requiere un
aclaracion. Si (M, d) es el espacio métrico con la distancia d, estamos considerando
la funcion distancia como una aplicacion F del producto cartesiano M X M en R,
es decir

F=d:MxM—R

(x , y)—d(x,y)

El producto cartesiano M X M es a su vez un espacio métrico con la distancia

D((x,y),(x",y") =d(x,x")+d(y,y")

En el espacio de llegada la distancia es la habitual en R, es decir la distancia entre
dos niimeros es el valor absoluto de la diferencia.

La continuidad uniforme se expresara de la siguiente manera: Para todo € > 0
existe un 6 > 0 tal que

D((x’y)’(x/’y/)) <6= |F(x,y)—F(x',y')| <e&

es decir,
dx,xY+d(y,y)<6=|d(x,y)—-d(x’,y')| <&
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Basta tomar 6§ = &, mds precisamente d(x,x") <e/2y d(y,y’) < &/2.

Definicion 1.23. Sea (M, d) un espacio métrico. Sea A C M distinto del conjunto
vacio y sea p € M. Se define la distancia del punto p al conjunto A mediante

d(p,A) = inf d(p,x) (1.14)
xXe

Sea ahora otro conjunto B C M. Se define la distancia entre los dos subconjuntos A
y B mediante

d(A,B) = ;Egd(x’B) = yueljfgd(y,A) =XE}XI,1£EBd(x,y) (1.15)

Como consecuencia de esta definicién tenemos la siguiente caracterizacién de
los puntos de adherencia de un conjunto dado:

Teorema 1.29. Sea (M,d) un espacio métrico. A C M distinto del conjunto vacio y
sea p € M. La condicion necesaria y suficiente para que d(p,A) =0 es que p € A

Demostracion:

peEA quiere decir que en todo entorno de p existen puntos de A. Por tanto para
todo &€ > 0 en la bola B(p, ) existen puntos de A lo que implica que para todo € > 0
existe al menos un x € A tal que d(p,x) < €. Es decir d(p,A) =infyead(p,x) =0.
Reciprocamente, supongamos que d(p, A) =inf 4 d(p,x) =0. Sea U un entorno
de p cualquiera. Todo entorno de p contiene una bola de centro p. Sea € > 0 el radio.
Tendremos B(p,e) c U. Si d(p,A) =infycad(p,x) =0 existe un x € A tal que
d(p,x) < &. Lo que quiere decir que la bola B(p,&) y por lo tanto U contiene al
menos un punto de A.
[

Teorema 1.30. Sea (M, d) un espacio métrico. A C M distinto del conjunto vacio y
p € M. La fucion distancia d(x,A) es una funcion uniformemente continua de x.

Demostracion:

Sean x,x’ puntos arbitrarios de M. Para todo € > 0 existe un y = y(&) € A tal que

d(x’,y) <d(x’,A)+¢
d(x,y) <d(x,x")+d(x’,y) <d(x,x)+d(x',A) +¢&

Por ser d(x,A) < d(x,y) resulta
d(x,A) <d(x,x")+d(x",A) +¢

Puesto que la anterior desigualdad es vélida para todo € > 0 serd cierta para € =0
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d(x,A)—d(x',A) <d(x,x")

Intercambiando los papeles de x y x’ tendremos también
d(x’',A)—d(x,A) <d(x,x)

de donde finalmente
|d(x,A)—d(x",A)| < d(x,x")

de donde se deduce la continuidad uniforme de d(x, A).

Teorema 1.31. Un espacio métrico es normal.

Demostracion:

Daremos dos demostraciones:

Primera demostracién:

Demostraremos que si A 'y B son conjuntos cerrados y disjuntos de un espacio
métrico existen entornos abiertos U de Ay V de B con U NV = 0. Los conjuntos

U={x;dx,A) <d(x,B)}
V={x;d(x,A)>d((x,B)}

debido a la continuidad de las aplicaciones d(x,A) y d(x,B), son abiertos (pos-
ponemos la demostracion para el final). Para x € A tendremos d(x,A) =0y como
x ¢ B=Bporel teorema d(x,B) > 0, por consiguiente A C U. Analogamente
demostramos B C V, lo que termina de la demostracion.

Para completar la demostracién veamos que U es abierto (y por tanto también
V): Dado x¢ € U tenemos que encontrar un entorno de xo contenido en U, o bien,
encontrar una bola B(xp,8) C U.

d(x,A) <d(x,a) <d(x,x0)+d(xg,a) YaeA

tomando el valor inferior para todo a € A obtenemos

d(x,A) <d(x,x0)+d(x9,A) (1.16)
= Por otra parte para xg € U,
d(x0,A) < d(x9,B)
es decir existe € > 0 tal que
d(x9,A) < d(xp,B)—¢

o bien
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d(xp,A) <d(xo,b)—&e VbeB
= Utilizando de nuevo la desigualdad triangular
d(xp,A) <d(xg,x)+d(x,b)—e VbeB
y tomando el inferior para todo b € B
d(x9,A) <d(xg,x)+d(x,B)—¢
» Finalmente esta tltima desigualdad con la desigualdad (I.16) resulta
d(x,A) <2d(x,x9)+d(x,B) —¢
Tomando § = £/2, tendremos si x € B(xg,8) y por tanto d(x,xg) < &
d(x,A) <d(x,B)

es decir B(xg,0) c U

Segunda demostracion:

Utilizamos la caracterizacién de espacios normales dada por el teorema de Ury-
sohn[I.8] Basta dar una funci6n continua que tome el valor 0 en A y el valor 1 en B.
La funcién

d(x,A)

fx)= 16 A)+d0B) (1.17)

cumple las propiedades requeridas.
[ ]
Enun conjunto dado E podemos definir distintas distancias. Dos distancias pueden
tener asociadas la misma topologia y en este caso decimos que las dos métricas son
equivalentes. En este caso las propiedades topolégicas serdn las mismas, p.e., los dos
espacios métricos tendrdn las mismas sucesiones convergentes. Mds percisamente,
tenemos la siguiente propiedad,

Propiedad 1.8. Sean d| y d, dos distancias sobre un conjunto M. Si para todo & > 0
existe unn > 0 tales que d|(x,y) < n implica que d,(x,y) < € y reciprocamente, las
topologias asociadas a dy y dy son idénticas:

Demostracion:

Las aplicacio6n idéntica f : (M,d;) — (M,d,) que a todo x € M con la topologia
asociada a d; le asigna f(x) =x € M con la topologia asociada a d, es bicontinua,
es pues un homeomorfismo.

[ ]

Observemos también que dos distancias d; y d» sobre un conjunto M son equi-
valentes cuando para todo x,y € M existes dos constantes C; > 0 y C, > 0 tales
que
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Cidi(x,y) < da(x,y) < Cadi(x,y)

Espacios métricos compactos

En este apartado vamos a caracterizar los espacios métricos compactos de una
manera mas manejable. En particular veremos que en un espacio métrico compacto
toda sucesién de puntos contiene un subsucesién convergente. Esta propiedad carac-
teriza ademads los espacios métricos compactos. Y es ademds de gran importancia en
las aplicaciones pues es una de las herramientas utilizadas en andlisis para demos-
trar la existencia de soluciones en problemas asociados a ecuaciones en derivadas
parciales no lineales. Empezamos con el siguiente lema:

Teorema 1.32. Los espacios métricos compactos pueden definirse como los espacios
métricos M que cumplen una de las tres condiciones equivalentes entre si.

a) Todo recubrimiento abierto y numerable de M posee un subrecubrimiento finito.

b) Todo subconjunto infinito de M tiene, al menos, un punto de acumulacion.

¢) Toda sucesion decreciente A| D Ay D ... de subconjuntos de M cerrados y no
vacios , tiene una interseccion no vacia.

Demostracion:

Hemos visto que en todo espacio de Hausdorff estas tres propiedades son equi-
valentes (teorema[I.T7) y por la propia definicién de espacio compacto, deducimos
que los espacios compactos tienen estas propiedades. Reciprocamente, tenemos que
demostrar que cualquiera de las tres propiedades a), b) y c¢) implican que M es
compacto. Veamos que si M es un espacio métrico verificando b) tiene una base de
abiertos numerable. El teorema[I.18|nos dice entonces que M es compacto.

Resulta que si M verifica b) tiene una base numerable. Para ello veamos que para
todo n € N existe un nimero finito de puntos a; € M tales que

. ., 1
VxeM existealgina; d(x,a;)<— (1.18)

n
Demostraremos esto por reduccion al absurdo. Supongamos que existe un m € N
tal que para cualquier nimero finito de puntos a; € M siempre hay un x € M cuya

distancia a todos los a; es mayor o igual que 1/m. Entonces podemos construir
recursivamente (ejercicio|l.11)) una sucesion (ag )y tal que

1
Vk,k’ eN d(ak,ak/) > —
m

Esta sucesién no puede tener ninglin punto de acumulacién en contra de b).
Por lo tanto existe la sucesién (a;); verificando (I.18). El conjunto de puntos
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{a;; i =1,2,...} es numerable y segin la construccién es un conjunto denso en
M. Finalmente, gracias al teorema@ M tiene una base numerable.
[ ]
El siguiente teorema nos da una importante caracterizacion de los espacios mé-
tricos compactos.

Teorema 1.33. Un espacio métrico M es compacto si y solo si tiene la siguiente
propiedad: Toda sucesion de puntos de M tiene una subsucesion convergente.

Demostracion:

Sea M un espacio métrico compacto y (x;);=1,2,... una sucesion de puntos de M.
Se pueden presentar dos situaciones:

1. Que el nimero de puntos distintos de la sucesion (x;); sea finito. Entonces, al
menos uno de ellos aparece un nimero infinito de veces en la sucesién. Dicho
punto entonces representa una subsucesion convergente.

2. La sucesion tiene infinitos puntos distintos. Podemos pues extraer una subsuce-
sioén de términos distintos. Podemos pues suponer que todos los x; son distintos.
En este caso el nimero de términos de la sucesién es infinito y debido a la
compacidad de M tendrd un punto de acumulacién p. Para cada n=1,2,...
consideremos una bola B(p, 1/n) y elijamos en ella un punto x; de la sucesién.
Habremos construido una subsucesién convergente que tiene como limite p.

Reciprocamente, sea A un conjunto infinito; podemos obtener a partir de A una
sucesion (x;); de términos distintos que contenga una sucesion parcial convergente
hacia un punto p. Este punto p es punto de acumulacién de A. En virtud de la
condicién b) del teorema[I.32] M es compacto.
]
En relacion con la compacidad la definicion siguiente nos resultard de utilidad.

Definicion 1.24. Diremos que un subconjunto A de un espacio topolégico X es
relativamente compacto si su adherencia A es compacta.

Gracias al teorema anterior tenemos la siguiente caracterizacién de los
conjuntos relativamente compactos.

Corolario 1.6. Sea A un subconjunto de un espacio métrico M. Las dos propiedades
siguentes son equivalentes.

a) A es relativamente compacto.
b) Toda sucesion infinita de puntos de A contiene una subsucesion convergente en
M

Demostracion:
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= Supongamos que se verifica a), es decir Aes compacta. Toda sucesion infinita
de puntos de A es también una sucesion infinita de puntos de A que tendrd una
subsucesion convergente en A.

= Reciprocamente supongamos que se verifica b) y sea (x,), una sucesion de puntos
de A. Para todo n existe x; € Atal que d(xp,x;,) < 1/n;lasucesion (x;,), contiene
una subsucesion (x;, ), parcialmente convergente hacia un punto a de M. La
sucesion (x,, )n, serd también convergente hacia el punto a que serd un punto de
la adherencia de A. En efecto,

Ve >0, IN tal que Vng > N, d(x), ,a) < ¢

ng’ 2
d)Cn ,a _dxn,,xn’ +d Xn,»a +
* g k k ng 2

tomando -~ < L < £ tenemos
n N 2

1
Ve >0, AN tal queVng > N, d(xp,.a) < N+§ <e

Sucesiones de Cauchy y espacios completos

La nocién de sucesién de Cauchy no es una nocién topoldgica y no se puede
definir esta nocion en los espacios topoldgicos en general. Se puede definir la nocién
de sucesion de Cauchy en espacios uniformes aunque aqui no consideraremos este
tipo de espacios. Alternativamente se puede definir ficilmente la nocién de sucesion
de Cauchy en espacios métricos que es lo que haremos a continuacién.

Definicion 1.25. Sea (M, d) un espacio métrico y sea (x,,),, una sucesion de puntos
de M. Diremos que esta sucesion es de Cauchy si d(xp,x,) tiende a 0 cuando p 'y q
tienden a co. Mds precisamente, (x,), es de Cauchy si

Ve>0,3neN, talque Vp,q > nse tiene d(xp,x4) < &

De forma casi inmediata tenemos la siguiente propiedad

Propiedad 1.9. En un espacio métrico toda sucesion convergente es de Cauchy.

Demostracion:

En un espacio métrico una sucesion (x;), es convergente hacia un limite / si

Ve>03nyeNtalquen >ny= d(x,,l) <&
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Aplicando la desigualdad triangular tendremos
Ve >03ng e Ntalque ng,n, >no = d(xp,xq) <d(xp,1)+d(xg,1) <2e

[ ]
En general no toda sucesién de Cauchy es convergente. Veamos algunos ejemplos:

1. En el subespacio métrico M = (0, c0) de R la sucesién de puntos x,, = 1/n para
n=1,2,... es una sucesién de Cauchy que no es convergente.

2. Sea E un subespacio métrico de un espacio métrico F. Para todo x € E existe
una sucesion (x,), de puntos de E que converge hacia x. Esta sucesion es de
Cauchy en E y sin embargo solo es convergente en E six € E.

Tenemos sin embargo que en R toda sucesién de Cauchy es convergente (ejercicio
1.12).

Definicion 1.26. Se dice que un espacio métrico M es completo si toda sucesion de
Cauchy de puntos de M es convergente en M.

Damos a continuacién dos teoremas andlogos a los teoremas [T.19]y [1.20]

Teorema 1.34. Un subespacio completo de un espacio métrico es siempre cerrado.

Demostracion:

Sea A un subespacio completo de un espacio métrico E. Demostraremos que A
coincide con su adherencia A. Sea p un punto arbitrario de A. En virtud del teorema
[I.26]existe una sucesién (x,), de puntos de A que tiene por limite p. Dicha sucesién
es de Cauchy y por ser A completo tiene limite en A. Como el limite es tGnico este
limite tiene que ser p. Por tanto p € A.

[ ]

Teorema 1.35. Un subconjunto cerrado de un espacio completo es también com-
pleto.

Demostracion:

Sea M un espacio métrico completo y A un subconjunto cerrado de M. Si (x,,),
es una sucesion de Cauchy en A tendrd un limite p € M. Por tanto p es un punto de
la adherencia de A. Y como A es cerrado p € A pues A = A.

|

Observacion 1.3. De los dos teoremas anteriores se deduce que en un espacio
completo, los conjuntos completos y cerrados coinciden.
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Diametros, conjuntos acotados y totalmente acotados

Vamos a introducir en este apartado dos nociones de acotacién. Un conjunto estara
acotado si es subconjunto de alguna bola abierta. Empezamos con la definicién de
didmetro de un conjunto.

Definicion 1.27. Sea M un espacio métrico y A un subconjunto de M no vacio.
Llamamos didametro del conjunto A al niimero real

Didm(A) = sup{d(x,y); x,y € A}

Definicion 1.28. Sea M un espacio métrico y A un subconjunto de M no vacio.
Decimos que A es acotado si existe una bola abierta B(p,r) en E tal que A C B(p,r).

Comentario 1.3. Tendremos que A es acotado si 'y solo si el didmetro de A es menor
que +oo (ejercicio[I.13)).

Teorema 1.36. Para todo conjunto A # 0 de un espacio métrico se tiene

Didm(A) = Didm(A)

Demostracion:

Es claro que Didm(A) < Didm(A). Reciprocamente sean x,y € A, entonces para
cada & > 0 existen puntos x’,y’ € A con d(x,x") < ey d(y,y’) < &, de manera que

d(x,y) <d(x,x)+d(x’,y)+d(y',y) <d(x’,y") +2& < Diam(A) +2¢
Puesto que esto es cierto para todo & resulta
d(x,y) < Didm(A) Vx,yeA
y por lo tanto

Didm(A) = sup d(x,y) < Didm(A)
X,yEA

Vamos a dar ahora un concepto de acotacién mds estricto.

Definicion 1.29. Sea M un espacio métrico y A un subconjunto de M no vacio.
Diremos que A es totalmente acotado cuando para todo € > 0 el conjunto A estd
contenido en la unioén de un niimero finito de bolas abiertas de radio €.

Teorema 1.37. Todo conjunto totalmente acotado es acotado.

Demostracion:
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Sea M un espacio métrico y sea A C M un conjunto totalmente acotado. Para
todo & > 0 existe un nimero finito de puntos x; € A, i = 1,...,n tales que las bolas
abiertas B(x;, &) recubren A, es decir

AcC U B(x;,€)

i=1,...,n

Sean x,y € A dos puntos cualesquiera. Necesariamente x € B(x;,&) e y € B(x;,¢)
paraalgini =1,...,n y para algin j = 1, ...,n. Tendremos

d(x,y) <d(x,x;)+d(x;,x;)+d(xj,y) <2e+6
donde 6 = max{d(x;,x;); i,j =1,...,n} < co. Por lo tanto
Didm(A) =sup{d(x,y); x,y€E A} <2e+6 <0

de donde A es acotado (comentario [I.3).
[

Comentario 1.4. El reciproco del anterior teorema no es cierto, como se pondrd
de manifiesto mas adelante en el capl’tulo( véase teorema . AlIA veremos que
en los espacios de dimension infinita la bola unidad cerrada no es compacta. Por
tanto obviamente es acotada y sin embargo no puede ser totalmente acotada.

El siguiente teorema permite identificar los conjuntos totalmente acotados me-
diante una propiedad de las sucesiones.

Teorema 1.38. Una condicion necesaria y suficiente para que un conjunto A de
un espacio métrico sea totalmente acotado es que toda sucesion en A tenga una
subsucesion de Cauchy.

Demostracion:

Supongamos que A es totalmente acotado y sea una sucesion arbitraria xy,x3,x3, ...
de puntos de A. Consideremos sucesivamente el conjunto finito de bolas $B,, de
didmetro % (es decir de radio ﬁ) recubriendo A. Al menos alguna de las bolas de
B debera contener un nimero infinito de puntos de la sucesién xy,x2,x3, ... pues el
conjunto de bolas B; es finito. Dichos infinitos puntos de la sucesion constituirdn una
subsucesion xil) ,xél),xél) ,... que tendrd didmetro menor que 1. Del mismo modo
razonando con esta ultima sucesion, alguna de las bolas de B, contendrd infinitos
puntos de ella que constituirdn una subsucesion x§2) ,xéz) ,xgz), ... de didmetro menor
que 1/2. Prosiguiendo de este modo tendremos que para cada nimero natural n existe
una subsucesién S,, = }") ,xé") ,x§"), ... de didmetro 1/n de manera que sin > n’ la
sucesion parcial S,, es una subsucesion de la sucesion S,,. Consideremos ahora la

sucesion diagonal
(2

(3)
5 Xy

xil),x
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es una subsucesion de la sucesion de partida y ademds es de Cauchy. En efecto,
la sucesion parcial de la anterior que comience por x,(f) es una subsucesion cuyo
didmetro es menor que 1/k. Por lo tanto para todo £ > 0 tomando ny > 1/g, si
n,n’ > ng se deduce que d(x,(L"),xf;'/)) < nio < &. Es decir la subsucesién diagonal
antes construida es de Cauchy.

Reciprocamente supongamos que A no es totalmente acotado. Entonces existe
un € > 0 para el que no existe un niimero finito de bolas abiertas de didmetro &
recubriendo A. Sea un punto a; € A elegido arbitrariamente. La bola B; de centro
a yradio £/2, como &/2 < & no puede cubrir totalmente A. Sea a, no perteneciente
a esta bola. Llamemos B; a la bola de centro a, y radio £/2. La unién B; U B, no
puede recubrir totalmente A y podemos elegir a3 no contenido en esta unién. Asi
sucesivamente vamos construyendo una sucesion aj,as,as, ... en la que dos puntos
cualesquiera de ella distan entre si mds de &£/2. Una sucesién como ésta no puede
tener una subsucesion parcial de Cauchy.

[ ]

Corolario 1.7. En un espacio métrico completo los subconjuntos relativamente
compactos y los conjuntos totalmente acotados coinciden.

Demostracion:

Segiin el corolario [I.6]los conjuntos relativamente compactos son aquellos para
los que toda sucesidn infinita de puntos tiene una subsucesién convergente. En el
teorema anterior[T.38]hemos visto que los conjuntos totalmente acotados son aquellos
en los que toda sucesion infinita tiene una subsucesién de Cauchy. En un espacio
métrico completo las sucesiones de Cauchy y las sucesiones convergentes coinciden
lo que termina la demostracion.

[ ]

Corolario 1.8. En un espacio métrico completo los conjuntos compactos son los
conjuntos cerrados y totalmente acotados.

Demostracion:

Sea M un espacio métrico completo y A C M cerrado y totalmente acotado. En
un espacio métrico completo los conjuntos relativamente compactos y los conjuntos
totalmente acotados coinciden. Por tanto A es relativamente compacto. Los conjuntos
relativamente compactos son aquellos cuya adherencia es compacta. Si el conjunto
A es cerrado el conjunto coincide con su adherencia y por lo tanto es compacto.

Reciprocamente, sea M un espacio métrico completo y A ¢ M compacto. Como
A es compacto A es cerrado(véase teorema [1.20). Si A es compacto en particular
es relativamente compacto y como el espoacio métrico es completo es totalmente
acotado (véase corolario

[ ]
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Teorema de Baire

El siguiente teorema serd utilizado en el capitulo [3] para demostrar algunas pro-
piedades fundamentales de los espacios normados allf estudiados.

Teorema 1.39. (de Baire) : Sea M un espacio métrico completo. Sea (A,), una
sucesion conjuntos abiertos y densos en M. La interseccion (. A, es densa en M

Demostracion:

Sea p un punto arbitrario de M y By una bola abierta arbitraria de centro p.
Demostraremos que By contiene al menos un puntoa € (;” | A,. El conjunto BoN A
es abierto y por la densidad de A; es no vacio. Por consiguiente existe al menos
un a; tal que a; € BoN Aj. Tenemos que By N A; es un entorno de a; y como M
es en particular un espacio regular (ver la definicién se puede elegir una bola
abierta B entorno de a; de modo que la adherencia B esté contenida en BoNAj.
Podemos ademds elegir el radio de B} menor que 1. De nuevo B| N A; es abierto y
por la densidad de A, no vacio, de modo que podemos elegir a; y Bs, de radio menor
que 1/2 de manera andloga. Procediendo recursivamente tenemos una sucesion de
puntos (a,), y de bolas abiertas (B,,), con las propiedades :

an € Bp; B_nC B,-1NA,

siendo la bola B,, de radio menor que 1/n.
Finalmente, dado ng, para n,m > ny tendremos a,, a,, € By, y por tanto serd

d(an.an) <=
no
En consecuencia la sucesion (a,), es de Cauchy y por ser M completo tendrd un
limite a. Para cualquier n, la subsucesién a,,d,+1, ... tiene también como limite a
y todos los términos de esta subsucesién estdn contenidos en B, y como este es
cerrado el limite a verifica a € B, para todo n. Finalmente tendremos

a€B,CB,.1NA, CA,

en consecuencia también a € (). A, y puesto que claramente a € By también

a € Bo( (M1 An)
[

Observacion 1.4. Tomando complementarios podemos enunciar el teorema de Baire
de la siguiente manera:

Sea M un espacio métrico completo y sea (X,,), una sucesion de conjuntos
cerrados de M tales que Int X,, = 0 para todo n. Entonces

Int(U, X,) =0
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Demostracion:

En efecto basta poner X,, = A{,, entonces los conjuntos cerrados X,, verifican
IntX, =Int(A5) = (A,) =0

de donde los conjuntos A,, son abiertos y densos en M. En consecuencia la intersec-
:z [ee)
cién (., A, es densaen M.
Aplicando el teorema de Baire[I.39]a A,, tendremos,

Int(U;, X,) =Int(U | AS)
- Int((mj;;l A,l)c) - (m;"zlAn)c M =0
| |

Comentario 1.5. El teorema de Baire lo utilizaremos de la siguiente manera: Sea
M un espacio métrico completo no vacio. Sea (X,),, una sucesion de subconjuntos
cerrados tales que | J,,_; X, = M. Entonces existe un ng tal que IntX,,, # 0.

Ejercicios del Capitulo[]]

1.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y M un subconjunto de X, demostrar que la
familia de conjuntos {A N M; A € 7} constituyen una familia de abiertos de subcon-
juntos de M.

1.2. Demostrar que la adherencia B de un conjunto B C X es la interseccién de todos
los conjuntos cerrados que contienen a B.

1.3. Demostrar:

= Que la relacién B = B caracteriza a los conjuntos cerrados.
= Que el interior Int B es la unién de todos los conjuntos abiertos contenidos en B

1.4. Demostrar:

= (IntA)" = (A°)
= (A)° =Int(A°)

1.5. Sea X un espacio topolégico. Demostrar que un conjunto B C X es un conjunto
cerrado si y solo si contiene todos sus puntos de acumulacién.

1.6. Sea X un espacio topolégico. Demostrar que un conjunto B C X que no tiene
puntos de acumulacién es cerrado.

1.7. Demostrar que las condiciones de la defincién son equivalentes

1.8. Demostrar el teorema
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1.9. Demostrar el teorema[I.12]

1.10. Demostrar que las siguientes aplicaciones son una distancia:

(a) Sea E un conjunto cualquiera, con la aplicacion d(x,y) =0six=yyd(x,y) =1
six #y.

(b) En R, la aplicacion d(x,y) = |x —y|

(c) Sea G un grupo conmutativo y sea x — p(x) una aplicacién de G — R tal que
= p(x) 20y p(x)=0siysolosix=0
= p(=x)=p(x)
= p(x.y) < p(x)+p(y)

definimos entonces la distancia en G como d(x,y) = p(x—y)

1.11. Como en el teorema [I.32] supongamos que existe un m € N tal que para
cualquier nimero finito de puntos a; € M siempre hay un x € M cuya distancia a
todos los a; es mayor o igual que 1/m. Construir recursivamente una sucesion (ay )x
tal que

1
Vk,k' e N d(ap,ap) > —
m
1.12. Demostrar que en R toda sucesion de Cauchy es convergente

1.13. Sea M un espacio métrico y A un subconjunto de M no vacio. Demostrar que
A es acotado si y solo si el didmetro de A es menor que +oco






Capitulo 2
Espacios vectoriales topologicos

Resumen

En este capitulo damos una breve introdcuccién de espacio vectorial y se intro-
duce la nocién de espacio vectorial topoldgico, en particular los espacios vectoriales
topoldgicos localmente convexos y su caracterizacion mediante una familia de semi-
normas. Damos las definiciones y propiedades basicas de estos espacios que serdn
necesarias en los capitulos siguientes sobre espacios normados y espacios de Banach
y espacios prehilbertianos y de Hilbert, que es el marco funcional basico en nuestras
aplicaciones. Algunas de las nociones presentadas se proponen a través de ejerci-
cios para el lector. Para un mayor comprension de estos conocimientos se pueden
consultar [12], [8], [14] y [15].

La mayor parte de los espacios vectoriales topolégicos que seran utilizados en el
resto del curso serdn espacios normados y espacios de Hilbert, que seran tratados con
mds profundidad en el capitulo[3|de manera lo més autocontenida posible, por lo que
este capitulo, salvo en lo que concierne a la introduccién de los conceptos bdsicos
de espacio vectorial, podria ser omitido en primera lectura. Solo puntualmente
necesitaremos algunos espacios vectoriales topoldgicos que no son normados; en
particular necesitaremos el espacio de funciones infinitas veces diferenciables y de
soporte compacto para introducir el espacio de distribuciones como espacio dual del
mismo.

2.1. Espacios vectoriales

Consideremos un cuerpo K, que en general en nuestro caso serd K =R (cuerpo
de los nimeros reales) o K = C (cuerpo de los nimeros complejos).

Definicion 2.1. Un espacio vectorial X sobre K es un conjunto, cuyos elemento se
llaman vectores, sobre el que estan definidas dos operaciones, suma y multiplicacion
por escalares, con las propiedades algebraicas siguientes:

45
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1. A cada par de vectores x e y corresponde un vector x + Yy, verificando
X+y=y+x
y cualesquiera que sean los vectores x,y,z € X
x+(y+2)=(x+y)+z

X contiene un tnico vector O (llamado vector nulo u origen de X) tal que
Xx+0 =x para cada x € X. Para cada x € X existe un uinico vector —x tal que
X+ (—=x) = 0. Es decir X es un grupo abeliano para la suma +.

2. A cada par (a,x) con @ € Ky x € X corresponde un vector ax de modo que

Ix=x

Paraa,peXK xeX
a(Bx) = (af)x

y las dos propiedades distributivas
a(x+y)=ax+ay (a+pB)x=ax+pBx

El simbolo 0 designara el elemento neutro del cuerpo de escalares.

Definicion 2.2. n vectores x1,x2,...,x, de un espacio vectorial X se dice que son
linealmente independientes si la ecuacion

n
Z aixi =0 @2.1)
i=1
implica a1 =ap =... =, =0. Son linealmente dependientes si se verifica la anterior

ecuacion con al menos un a; distinto de Q. Si X contiene n vectores linealmente
independientes , pero cualquier sistema de n+ 1 vectores es linealmente dependiente
diremos que X es de dimension finita n. Si el niimero de vectores linealmente inde-
pendientes es no finito decimos que X es de dimension infinita. Cualquier conjunto
de n vectores linealmente independientes en un espacio vectorial de dimension n
constituye una base para X

Propiedad 2.1. Sea xi,x3,...x, una base de X. Cada vector x € X tiene una tinica
representacion de la forma x = 3_, a;X;

Demostracion:

Se deja como ejercicio [2.1]
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Definicion 2.3. Un subconjunto N de un espacio vectorial X sobre un cuerpo K se
dice que es un subespacio vectorial de X, si N es a su vez un espacio vectorial sobre
el mismo cuerpo K.

Propiedad 2.2. Una condicién necesaria y suficiente para que un subconjunto N
de un espacio vectorial X sea un subespacio vectorial es que para todo x,y € N y
para todo a, B € K se verifique ax+ By € N.

Demostracion:

Se deja como ejercicio[2.2] [

Definiciones, propiedades y conjuntos especiales en un espacio
vectorial

Veamos primero algunas definiciones elementales que conciernen a los conjuntos
de un espacio vectorial. A, B, ... subconjuntos de X. A un subconjunto del conjunto
de escalares K.

Definicion 2.4. Pondremos
A+B={xe€X;, x=a+b, con a€AybeB} (2.2)

AA={xeX; x=Ada con acAyldeA} (2.3)
Las siguientes propiedades son ficiles de demostrar y se dejan como ejercicio[2.3]

Propiedad 2.3. Sean A, B, A;, B; subconjuntos de un espacio vectorial X. Sea A € K.
Sea A subconjunto de K. Se verifican las siguientes propiedades

a)

A+B=B+A (2.4)

(A1+A2)+A3 =A1+(A2+A3) (2.5)

A(A+B)=1A+1B (2.6)

AANB)=1ANAB 2.7)

A(AUB)=1AUAB (2.8)

b)

(A+u)A C AA+uA 2.9)

A(A+B) C AA+AB (2.10)

c)
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A(ﬂAl) ﬂ(AA ) @2.11)
(N )+ (8) < e o
A(LLJAL) U(AA ) 2.13)
(Un)-Uan o

i
Los conjuntos convexos juegan un papel muy importante en el andlisis.

Definicion 2.5. Un conjunto C de un espacio vectorial se llama convexo si para
todo x,y € C se verifica

L+(1=-)y Vae[o,1] (2.15)

Propiedad 2.4. Un conjunto C de un espacio vectorial es convexo si 'y solo si para
todo x1,...,x, € C se verifica

anaixiec VaA; >0 anaiﬂ (2.16)
i=1 [

Demostracion:

Sea C convexo, es decir verificando (2.15). Veamos que se verifica (2.16)). Proce-
demos por induccién: Para n =2 es (Z.13). Sean x,...,x, y supongamos que(2.16)
es cierta paran— 1.

Sea 0 < A, > 1, entonces por (2.13)

n-1

z= /l,,(Z/lix,-)+(l —~A)xn €C
i=1

Veamos que z es de la forma

n n
z:Z,uixi con ;>0 vy Zyizl
i=1 i=1

Tenemos

n—1
= Z/l,,/l,-xi +(1=p)xn
i=1
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y poniendo y; =A,d; > 0parai=1,...,n—1y u,=1-21, >0, resulta

n n-1 n—1
Z,ui = Z/ln/li+1—/ln =/l,,((z/l,-) —1)+1=1
i=1 i=1 i=1

Reciprocamente, si en un conjunto C se verifica (2.16) entonces se verifica (2.15)
pues es el caso n = 2.
[

Definicion 2.6. Sea A un conjunto de un espacio vectorial X. Llamamos envolvente
convexa de A al conjunto convexo mds pequeiio que contiene a A.

Propiedad 2.5. Sea A un conjunto de un espacio vectorial X. La envolvente convexa
de A es el conjunto

n

B:{Z:Z/lixiEA x; €A, A4; >0, Z/llzl}
i=1

i=1

Demostracion:

Llamemos c(A) a la envolvente convexa de A y sea z € B, es decir z es de la
forma

n
=

Lxi€A x;€A, 1;20, Z/l,:l
i=1

i=1

como c(A) D A, x; € c(A) y como ¢(A) es convexo tendremos 7z € ¢(A). De modo
que B C c(A).

Reciprocamente veamos que c(A) C B. Para ello basta ver que B es convexo y
como c(A) es el convexo mds pequefio que contiene a A tendremos necesariamente
que c(A) C B pues claramente A C B. Demostremos pues que B es convexo: Sea
X,y € B, es decir

n n
X = Aix;€A x;€A, A;>0, Z/L‘:l
i=1 i=1
e
n n
y=) Liyi€eA yi€A, =0, Zm=1
i=1 i=1
para0 <A <1,

n n
Z=/lx+(1—/l)y:/lz/lix,-+(1—/l)2piyi
i=1 i=1

= iﬂﬁixi + Zn:(l =AM yi
i=1 i=1
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Para ver que z € B bastard ver que ), | A4; + X" | (1 = A)u; = 1. En efecto,

ifui +Zn:(1 — Wi
izl Py

n
= ) (A +pi = Ap;)
=

n
A — i) + Zﬂi
T i=1

i=
n
i=

n n n
S OWEDYWHEDYIES
i=1 i=1 i=1

Propiedad 2.6. Sea C un conjunto convexo y A, i > 0. Entonces

(A+p1)C =AC +uC 2.17)

Demostracion:

Si A = =0 el resultado es trivial. En caso contrario, x € AC + uC significa que
x=Aa+ub con a,b € C. Resulta de la convexidad de C

by = (At p)e

=(A+
x=( u)(“ﬂ Tip

para algin ¢ € C. Es decir x € (1+ u)C. Hemos demostrado que si x € AC + uC
entonces x € (14 u)C. El reciproco si x € (1+u)A entonces x € 1A+ uA se cumple
para todo conjunto A segtin la propiedad (2.9)

[ ]
Definicion 2.7. Un conjunto A de un espacio vectorial se llama equilibrado si
AACA VieKcon|a| <1 (2.18)
Propiedad 2.7. Si A es equilibrado en un espacio vectorial X y A € K entonces
AA=|1A
Demostracion:
Se deja como ejercicio u

Propiedad 2.8. Si A es equilibrado en un espacio vectorial X la envolvente convexa
de A es un conjunto equilibrado
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Demostracion:

Se deja como ejercicio[2.5] ]

Definicion 2.8. Un conjunto A de un espacio vectorial X se llama absorbente si
verifica

Para todo x € X existe @ > O tal que paratodod € Kcon || <@, Ix€ A (2.19)

Operadores lineales y formas lineales

Definicion 2.9. Sean X e Y dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K. Una
aplicacion T : x — y =T (x) definida en un subespacio D = D(T) de X y tomando
valores en Y se dice que es lineal si se verifica

T(ax+pBy) = aT(x)+BT(y)
D(T) se llama el dominio de T. Llamamos imagen de T al conjunto
R(T)={yeY;y=T(x)parax € D(T)}
y llamamos niicleo de T al conjunto
N(T)={x e D(T); T(x) =0}

En particular esta definicién implica 7(0O) =0 y T(—x) = =T (x)

Definiciéon 2.10. Una forma lineal es una aplicacion lineal para la que la imagen
R(T) es un subconjunto del cuerpo de escalares K.

Siun operador lineal T es una aplicacion biyectivade D (T') en R(T'), la aplicacion
inversa T~! es un operador lineal de R(T') sobre D(T) y tenemos T~! (T'(x)) = x para
todox € D(T) yT(T~'(y)) = y paratodo y € R(T). Diremos que 7~ es el operador
inverso de 7.

Propiedad 2.9. Un operador lineal admite un operador inverso T~ si y solo si
T(x) = O implica x = 0.

Demostracion:

La aplicacion T : D(T) — R(T) es biyectiva pues es obviamente suprayectiva y
es inyectiva ya que T'(x; —x3) =T (x1) = T(x2)
[

Definicion 2.11. Sean X e Y dos espacios vectoriales y sean T\ y T» operadores
lineales con dominios D(Ty),D(T) € X, e imdgenes R(T)),R(T;) € Y. Entonces
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T\ =T, siysolo si D(Ty) = D(Tz) y T\ (x) = Tr(x) para todo x € D(Ty) = D(T3). Si
D(Ty) € D(T») y T1(x) = T (x) para todo x € D(Ty), entonces diremos que T, es
una extension de Ty y que Ty es una restriccion de T,. Se escribe tambien Ty C T5.

Mientras no lo indiquemos especificamente en estos apuntes consideraremos
aplicaciones para las que D(7T) = X y escribiremos 7 : X — Y entendiendo que T
estd definidida para todos los elementos de X. Andlogamente para las formas lineales
pondremos 7 : X — K.

El conjunto £(X,Y) de aplicaciones lineales de X en Y es un espacio vectorial
con la suma y producto por un escalar habitual de funciones. En efecto, definiendo
para T,S € L(X,Y) la suma T + S mediante la aplicacién que para todo x € X se
tiene

(T+8)(x)=T(x)+S(x)

y el producto de T por un escalar A € K mediante la aplicacién que para todo x € X
se tiene
(AT)(x) = AT (x)

es inmediato comprobar que es un espacio vectorial.
Cuando Y =K, el espacio vectorial X* = L(X,K) recibe el nombre de dual
algebraico de X.

Producto cartesisano de espacios vectoriales

Sean {X;; i = 1,...,n} una familia de espacios vectoriales con el mismo conjun-
to de escalares K y sea X = X| X X, X ... X X, el conjunto de sucesiones finitas
x = (x1,X2,...,x,) donde x; € X; al que llamaremos espacio producto. Dotamos a
este espacio producto X de estructura de espacio vectorial definiendo la suma y el
producto escalar en X de la siguiente manera:

Sean x = (x1,...,X,), ¥y = (V1,...,¥n) € X = X1 X Xp X ... X X}, se define la suma

xX+y=(X1+yi,-csXn+yn)
Sea A € K se define el producto de x por el escalar A mediante:
Ax = (Axy, ..., Axy)

Se comprueba inmediatamente que con esta dos operaciones X es un espacio
vectorial.
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2.2. [Espacios vectoriales topolégicos

2.2.1. Definicion y caracterizacion de espacios vectoriales
topolégicos

Definicion 2.12. Sea un espacio vectorial X y una familia de subconjuntos A de
modo que (X,A) define una topologia sobre X. Diremos que X es un espacio
vectorial topologico si se verifica la condicion siguiente:

Las operaciones de espacio vectorial, suma y producto por un escalar, son con-
tinuas respecto a la topologia (X, A).

Decir que la suma es continua significa, por definicién que la aplicacién

(x,y) = x+y

del producto cartesiano X X X — X es continua, mds precisamente, si xj,x, € X y
E es un entorno de x; +x», existen entornos E; de x| y E, de x; tales que

E,+E,CFE

Andlogamente, decir que la aplicacion producto por un escalar es continua signi-
fica que la aplicacién
(a,x) > ax

de Kx X en X es continua, mds precisamente, six € X , « € Ky E es un entorno de
ax entonces para algtin > 0 y algin entorno V de x se verifica que 8V C E cuando
|B—a| <r.

Consideremos ahora un espacio vectorial topolégico X, el operador de traslacién
T, para a € X y el operador de multiplicaciéon R, para A € K definidos por

T,(x)=a+x VxeX

Riy(x)=Ax VxeX
respectivamente. La siguiente propiedad es muy importante

Propiedad 2.10. 7,, y R; con A # 0 son homeomorfismos de X en X.

Demostracion:

Los axiomas de espacio vectorial implican que 7, y R son aplicaciones biyectivas
de X en X y que sus inversas son T_, y Rj,,, respectivamente. En un espacio
vectorial topoldgico las operaciones suma y producto por un escalar son continuas
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por definicién y por tanto estas cuatro aplicaciones son continuas. Por tanto cada
una de ellas es un homeomorfismo (es decir ella y su inversa es continua).
[ ]

Una consecuencia de esta propiedad es que en todo espacio vectorial topolégico
la topologia es invariante por traslaciones: Un conjunto A es abierto si y solo si cada
uno de sus trasladados a + A es abierto. Del mismo modo si A es abierto AA con
A # 0 es también abierto. En consecuencia también, si E es un entorno del origen,
x+ E esun entorno de x, pues si E contiene un abierto que contiene al origen, x + £
contendra un abierto que contiene a x. También si E es un entorno del origen AE
para A # 0 serd un entorno del origen pues como E contiene un abierto que contiene
al origen también sucederd esto con AE. Una base local 8 de un espacio vectorial
topoldgico serd una coleccion de entornos del origen tal que cada entorno del origen
contenga un elemento de la base . Los conjuntos abiertos de X son entonces los
que se obtienen como uniones de trasladados de elementos de 8.

Veamos que en todo espacio vectorial topoldgico existe una base de entornos
equilibrados y absorbentes, mds precisamente tenemos las dos propiedades siguien-
tes:

Propiedad 2.11. Sea X un espacio vectorial topolégico, U una base de entornos
del origen de X. Entonces se verifica:

a) Para todo U € U existe un'V € U tal que
V+VcU
b) Para todo U € U existe un V € U tal que para todo a € K con |a| < 1
aVcU

c¢) Todo U € U es un conjunto absorbente.

Demostracion:

a) Resulta de la continuidad de la aplicacion suma en el origen de X X X, el punto
(0,0) siendo O el origen de X. En efecto, dado un entorno U un entorno del
origen existen entornos E; y E, del origen tales que E; + E, ¢ U. Tomando
V =E|NE,,V serd un entorno de O tal que V+V € U.

b) De la continuidad de la aplicacién producto por un escalar, en (0,0) € Kx X
tenemos que para todo entorno U € U, existe € > 0 y existe W € U tal que para
todo |a| < &

aWcU

Tomando V = W tenemos la propiedad buscada.
¢) Por reduccién al absurdo supongamos que U € U no es absorbente. Existird un

x € X tal que para todo n € N,

1
-x¢U
n
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Pero esto contradice la continuidad de la aplicacién (1,x) — Ax en el punto
(0,x). En efecto, sea U un entorno de Ox = O, la continuidad dice que existe un
entorno V de x y un entorno de 0 € R (sea éste {1 € R; |1] < £}) de modo que
V|| < € tenemos AV c U, y por lo tanto Ax € U. Tomando n > 1/& llegamos a
una contradiccion.

Corolario 2.1. De la propiedad c) anterior se deduce que todo entorno del origen
es un conjunto absorbente.

Demostracion:

Todo entorno del origen V contiene un entorno U de la base de entornos del
origen que es un conjunto absorbente. Por tanto dado x cualquiera existe un @ > 0
tal que para todo A con [1| < a resulta Ax € U y por tanto también Ax € V.

]

De la propiedad b) de[2.11]se deduce la siguiente:

Propiedad 2.12. Un espacio vectorial topologico X posee siempre una base de
entornos del origen formada por conjuntos equilibrados.

Demostracion:

Si U es una base de entornos del origen de X. Segtin la propiedad b) anterior
cada U € U contiene un conjunto V € U tal que oV c U para cualquier |a| < 1. Por
lo tanto también

| Jeveu

la|<1
Reciprocamente, todo conjunto de la forma

) ev

la|<1

donde U € U contiene al propio U (basta tomar « = 1) y es por lo tanto un entorno.
Por lo tanto los conjuntos de la forma

) av

|| <1

con U € U constituyen una base de entornos pues segliin acabamos de ver todo
elemento de la base de entornos U contiene un entorno de esta forma. Ademds son
conjuntos equilibrados pues para todo || < 1
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Al Jav=1]av=1]av

la|<1 |la|<1 la|<1

[ ]
Las propiedades [2.T1] y [2.12] caracterizan de hecho la topologia de los espacios
vectoriales topoldgicos. El teorema siguiente precisa esta caracterizacion:

Teorema 2.1. Sea X un espacio vectorial. Sea B una familia no vacia de partes de
X que tiene las siguientes propiedades:

a) SiV pertenece a B entonces V es equilibrado y absorbente.
b) Si Vi yV, pertenecen B, existe un elemento V3 € B que verifica V3 C Vi NV,.
c) SiV pertenece a B, existe W € B tal que W+W C V.

Sea ahora la familia A de subconjuntos de X definida mediante: A € A, siy solo
si, para cada x € A, existe un V € B que depende de x, de manera que

x+VCA

Entonces la familia ‘A define una topologia sobre X compatible con la estructura
de espacio vectorial.

Reciprocamente, si X es un espacio vectorial topologico existe una base de
entornos del origen B verificando las propiedades a), b) y c).

Demostracion:

Descomponemos la demostracién en varias partes

= Parte 1: En primer lugar veamos que las propiedades a) y b) implican que la
familia A verifica las propiedades Al, A2 y A3 de la definicién [I.1] que define
una topologia de abiertos.
Al: El conjunto X estd en A pues evidentemente cualquier conjunto de V € B,
verifica x +V € X. El conjunto vacio @) estd en A, pues se verifica que para todo
x € 0 y cualquiera que sea V € 8, que x+V C 0 ya que 0 no tiene elementos x.
A2: Sea ahora una subfamilia {A, € A; v € ®}, con ® una conjunto cualquiera
de indices. Sea

A

ved®

Seax € | J, g Ay. Existird un indice iy tal que x € A;,. Por tanto podemos hallar
un Vjy € 8 de manera que

x+VyC Ay C UA"
veod

UA,,Eﬂ

ve®

de donde se deduce que
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A3:Seaahora A; y A, elementos de Ay x € A; N Ay, hallamos V; y V, elementos
de B tales que
x+VicA y x+WV,CA

Por la definicién de B existe un elemento V3 € B tal que V3 € V| NV,, entonces
x+V3 CA1 y x+V; CA2

y por consiguiente
x+V3 CAINAy

de donde
AlNAeA

= Parte 2: La familia 8 constituyen una base de entornos del origen para esta
topologia: En efecto, dada una topologia definida por una familia de abiertos, los
entornos de un punto x son los conjuntos que contiene a un abierto que contiene
al punto. Si A € A, y x € A entonces existe V € B de manera que

x+VCA

de modo que A es un entorno de x.
También, para todo V € B, tenemos O € V pues V es equilibrado. De modo que

0+V=vVcV

de modo que V € A y V es abierto y por tanto es un entorno del origen. Por otra
parte si E es un entorno del origen O € X, existe un abierto A € A tal que

Oc€ACE

ycomo AeA
V=0+VCACX

Por tanto 8 es una base de entornos del origen.
= Parte 3: La aplicacién

XxX— X
(x,y) > x+y

es continua. En efecto, dado un punto (xg,yo) € X X X. Sea un entorno E de
X0+ Yo y sean dos conjuntos V'y W de B tales que

W+WeV, xp+yo+VcCX
Entonces (xo+ W, yo+ W) es un entorno de (xg,yo) en X X X. Si

(x,y) € (xo+W,yo+W)
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o lo que es lo mismo
xe€xo+W, yeyo+W

resulta que
x+y€xg+W+yo+WCxo+yo+V CE

Parte 4: La aplicacién

fKxX—>X
(4,x) > Ax

es continua. En efecto, sea (1g,xp) € Kx X.

Dado un entorno de f(g,x9) = Agxg, sea éste Agxg+U con U € B. Tenemos
que demostrar que existe un entorno E c (KX X) de (19,x9) € (K, X), es decir
un entorno B de 4g € K y un entorno xo+V de xg € X, de modo que para todo
(4,x) € E se verifica Ax € Agxo+U.

Sea B={1€K; |1-Ag| <a}yseaxg+V,conV € B el entorno de xy. Vamos a
elegir @ y V de modo que que se cumpla la condicién requerida.

Paracada 1 € Kyx € X, se tiene:

Ax —Aoxg = (/l - /10) (x —XQ) + (/l - /lo)xO + Ao (x — X()) (2.20)
Por una parte, para 1 € By x —xg € V eligiendo @ < 1 tenemos
(A=20)(x=x0) € (A=A)V CV

pues V es equilibrado.
Por otra parte, como V € B es absorbente, existe @ > 0 tal que si |1 —-Ag| <@ < 1

(/1 —/l())xO eV

Finalmente, para 1y € K existird un entero n tal que |19| < 2"; como V es equili-
brado, resulta %V c V olo que es lo mismo 1ypV C 2"V de modo que

Ag(x —x0) € A0V 2"V

Utilizando (2.20)
Ax—Aoxg € V+V 2"V

como 2"V c V +...(2"sumandos)... + V. Utilizando recursivamente la propiedad
¢) del enunciado podemos elegir V € 8 de modo que

V+...(2* +2"'sumandos en total)... +V c U
(ver al respecto ejercicio y obtenemos

Ax — Agxo € V+...(22 + 2" 'sumandos en total)... +V c U
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El reciproco se obtiene a partir de las propiedades [2.11]y 2.12] En efecto, si X
es un espacio vectorial topoldgico la propiedad [2.12] nos dice que existe una base
de entornos del origen formada por conjuntos equilibrados y las propiedades [2.T1]
nos dicen que los elementos de esta base son conjuntos absorbentes y verifican
c¢). Finalmente si V| y V, son elementos de esta base de entornos, su interseccién
E =V NV, es en particular un entorno del origen y E contendrd al menos un
elemento V3 de esta base. Por tanto V3 ¢ E =V NV, y se verifica b).

[ ]

Propiedad 2.13. Sea X un espacio vectorial topolégico y B una base de entornos
equilibrados del origen. Sea A € K, 1 £0. Si U € B, se tiene AU es un entorno del
origen.

Demostracion:

Dado un entero no negativo cualquiera n, veamos que existe un entorno V,, € 8
tal que
2"V, cU (2.21)

En efecto, procedemos por induccién. Para n = 0, tomamos Vy = U. Veamos ahora
que si la propiedad es cierta para un n también lo es para n+ 1. En efecto, sea V,, € B
con

2"V, cU

Hallamos V,,;; € B tal que
Vn+1 +Vn+l - Vn

Entonces,
2 1 =22Vt € 2" (Va1 #Vis1) € 2"V, U

y por tanto la propiedad [2.21]es cierta para todo n.
Sea ahora n el entero positivo tal que

"apt<t
Por ser V,, equilibrado se tiene que
2"V C Vi

de donde
Vp C2MA|V, c2MA127"U = |A|U = AU

donde en el dltimo paso hemos utilizado la propiedad de los conjuntos equili-
brados. Tenemos pues que AU es por tanto un entorno del origen.
[ ]
Tenemos inmediatamente el siguiente corolario:



60 2 Espacios vectoriales topoldgicos

Corolario 2.2. Sea X un espacio vectorial topolégico y V es un entorno del origen,
para A € K con A # 0 se tiene AV es un entorno del origen.

Demostracion:

Si V es un entorno del origen, existe un entorno U de una base de entornos
equilibrados tal que U c V. Como AU es un entorno del origen y AV O AU resulta
que AV es un entorno del origen.

|

A continuacién damos una condicién necesaria y suficiente para que un espacio

vectorial topoldgico sea de Hausdorff :

Proposicion 2.1. Para que un espacio vectorial topologico X sea de Hausdor{f es
necesario y suficiente que para todo x # O, exista un entorno U del origen O tal que
x¢U.

Demostracion:

La condicién es necesaria pues si X es de Hausdorff dado x # O existe un entorno
U de O y un entorno W de x tales que U NW = () de modo que necesariamente x ¢ U.

Reciprocamente, dado x # O, sea un entorno U del origen O tal que x ¢ U. por la
invarianza de la topologia por traslacion basta demostrar que para todo x # O existe
un entorno V del origen O y un entorno W de x tal que VNW = 0. Por la propiedad
a) en [2.T1] existe un entorno equilibrado del origen tal que V+V c U. Como V es
equilibrado V = -V, asi pues V-V c U. Pongamos x +V = W y demostremos que
V NW = 0. En efecto, razonando por reduccién al absurdo supongamos VW # 0,
existirdze VNW yasiz=x+x"conx’ € V (pues z € W =x+V) y en consecuencia,
x=z-x"€V -V (pues z € Vyx’€V)loque contradice la hipdtesis x ¢ U. [ ]

2.2.2. Conjuntos acotados

Definicion 2.13. En un espacio vectorial topologico X, un conjunto A se dice que es
acotado si dado un entorno cualquiera del origen V, existe un niimero real positivo
a de manera que

aAcCV

Obviamente un conjunto A C X es acotado si dado un entorno cualquiera del
origen V existe un nimero real positivo 5 de manera que A C SV. Basta tomar en la
definiciéon B =a~!.

Veremos ahora algunas propiedades de los conjuntos acotados. Algunas de ellas
las dejamos como ejercicios.
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Proposicion 2.2. Todo conjunto finito {x1,x3,...,x,} de un espacio vectorial topo-
logico X es acotado.

Demostracion:

Para cada entorno del origen U existen «; > 0; i = 1,...,n tal que Ax; € U con
1€Kyld| <a;;i=1,...,n Tomando @ = min{aj,...,a,} se tiene que Ax; € U para
todo1 € Ky || < a;i=1,...,n Por tanto tomando en particular A = «

ax; €Vi,i=1,...,n

[ ]
En los ejercicios[2.7}[2.8] 2.9]se dan varias propiedades de los conjuntos acotados.
Mas precisamente, el producto por un escalar de un conjunto acotado es acotado, la
unién de dos conjuntos acotados es un conjunto acotado y la suma de dos conjuntos
acotados también es un conjunto acotado.
El teorema siguiente caracteriza los conjuntos acotados en un espacio vectorial
topolégico.

Teorema 2.2. Un conjunto A en un espacio vectorial topolégico X es acotado si 'y
solo si, dada una sucesion cualquiera (x,), en A y una sucesion (), de niimeros
reales positivos que tienden a cero , la sucesion (a,x,), tiende al origen en X.

Demostracion:

Supongamos que A es acotado y que (x,), es una sucesion contenida en A.
Sea una sucesion (ay,), de nimeros reales positivos que tienden a cero. Si V es un
entorno del origen en X hemos de demostrar que existe un ng tal que para n > ng
resulta @, x, € V.

Sea pues V es un entorno del origen, consideremos un entorno equilibrado W
del origen en X tal que W esta contenido en V. Sea @ un niimero real positivo que
verifique

aACW

Utilizando la convergencia a cero de (a,),, existe un entero positivo ng tal que
a, <a para n=ng

entonces
apACana”'WeWwcVv

Por tanto
apx, €V para n>ng

de donde (a,x,) converge hacia el origen de X.
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Reciprocamente, razonemos por reduccion al absurdo y supongamos que A no es
acotado. Existe un entorno U en X tal que

BA¢U paratodo >0

Dado un entero positivo n tomamos 8 = 1/n y obtenemos el vector x,, en A tal que

1
—x,¢U
n

Entonces la sucesion (%)n converge a cero y la sucesién (%xn),, no converge al
origen en X.
[

Sucesiones convergentes

Las sucesiones convergentes en un espacio vectorial topoldgico son las que co-
rresponden a su topologia. Por lo tanto tendremos que una sucesién (x,), en un
espacio vectorial topoldgico X converge hacia x € X si verifica:

Para todo entorno V de x existe un n tal que sin > ng entonces x,, € V. Escribimos
entonces lim,, 0 X, = X.

En un espacio vectorial topolégico los entornos de x son de la forma x + W donde
W es un entorno del origen. Por lo tanto lim,,_,« x,, = x si y solo si para todo entorno
del origen W existe un ny tal que si n > ngy entonces x, € x+W.

Como x, € x+W si y solo si (x, —x) € W, deducimos inmediatamente que
1im,, 00 X, = siy solo si limy, e (x, —x) =0

Tenemos la siguiente propiedad para las sucesiones convergentes:

Propiedad 2.14. En un espacio vectorial topologico X toda sucesion convergente
estd acotada.

Demostracion:

Sea (x;), una sucesion convergente en X y sea x = lim;,_, x,,. Sea V un entorno
del origen y sea W un entorno equilibrado tal que W+ W cC V. Sea ahora ny tal que
paran > ng, x, —x € W.

El conjunto {x,x1,x2,...,X,,} es finito y por lo tanto acotado. Existird un a > 0
tal que

ax; €W, i=1,2,...,n9
axeW

Sea 8 =min{1, a}. Tendremos por una parte
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Bxp€Pa'WceWcV;, n=1,2,..,n
BxeBa'WcwcVv

por otra parte
Bxy—x)e BW CW; n>ng

de modo que
BxpnePx+WCW+WcCV;, n>ng

por consiguiente

BxpeBx+WcCcW+WcV;, n=1,2,..

2.2.3. Aplicaciones lineales continuas

Consideremos ahora aplicaciones lineales 7 : X — Y entre dos espacios vecto-
riales topoldgicos. Observemos que las aplicaciones multiplicacién por un escalar
R, definidas antes son lineales, sin embargo las aplicaciones traslacién 7, no lo son
(excepto cuando a = 0). La siguiente propiedad nos dice que en un espacio vectorial
topolégico basta estudiar la continuidad en el origen.

Teorema 2.3. Sea X eY dos espacios vectoriales topologicos. SiT : X — Y es lineal
y continua en O, entonces T es continua. De hecho es uniformemente continua en el
sentido siguiente: Para cada entorno W de O en Y, existe un entorno'V de O en X
tal que

y—-xeV = T -Tkx)eW

Demostracion:

Elegido W, entorno de O en Y, la continuidad de T en el O prueba que existe
un entorno V de O en X tal que T(V) € W. Para ver la continuidad en x € X,
consideremos 7T'(x) € Y. Un entorno de T(x) serd de la forma T(x) +W con W
entorno de 0 en Y. Sea y € x+V. Tenemos que x +V serd un entorno de x en X.
La linealidad de T implica que T(y—x) =T(y) —T(x) € W. Es decir T aplica el
entorno de x, x +V en el entorno prefijado 7T (x) + W de T'(x), lo que nos dice que T
es continua en x.

]

El conjunto L. (X,Y) de aplicaciones lineales continuas de X en Y es un subes-
pacio vectorial del espacio de aplicaciones lineales £(X,Y) con la suma y producto
habitual de funciones. En efecto, recordemos para 7,S € £(X,Y) la suma T+ S se
define mediante mediante la aplicacién que para todo x € X se tiene



64 2 Espacios vectoriales topoldgicos
(T+S)(x) =T(x)+S(x)

y el producto de T por un escalar A € K mediante la aplicacién que para todo x € X
se tiene
(AT) (x) = AT (x)

Si T y S son continuas las aplicaciones asi definidas son también continuas, pues
para todo A, u € K la aplicaciéon x — AT (x) + uS(x) de X en Y es continua pues Ty
S son continuas y la aplicacion (u,v) — Au+uv de Y XY en Y es también continua.

Las aplicaciones lineales continuas mds importantes son las formas lineales con-
tinuas, es decir aquellas cuya imagen es el cuerpo K de escalares. Denotamos al
espacio de aplicaciones lineales continuas de X en K, mediante X’ = £L(X,K), y
se llama el espacio dual topoldgico de X. Este espacio es un subespacio del dual
algebraico X*. En general X’ es un subespacio propio de X*. Veremos a continua-
cién una caracterizacion de las formas lineales continuas. Para ello necesitaremos la

propiedad y su corolario

Teorema 2.4. Sea f una forma lineal en un espacio vectorial topoldgico. f es
continua, si 'y solo si, existe un entorno del origen U y una constante k > 0 tales que

lf(x)| <k VxeU (2.22)

Demostracion:

Supongamos que la forma lineal f : X — K es continua. De la definicién de
continuidad se deduce que dado un entorno B de 0 € K, existe un entorno U del
origen O € X tal que f(x) € B para todo x € U. Tomando B = {r € K; |r| < k},
resulta que existe un entorno U del origen O € X tal que

lf ()] < k

paratodox € U.

Reciprocamente, sea un entorno del origen U y sea k > 0 verificando (2.22).
Tenemos que demostrar que la forma f es continua. Es decir que para todo & > 0,
existe un entorno del origen V. tal que

Ifl<e VyeV (2.23)
En efecto tendremos V. = £U es un entorno del origen gracias al corolario

Tendremos e
|f(%x)| <e VxeU

£

y por tanto poniedo y = £x € £U, podemos escribir

E
lf(y)l<e Vye ;U=V8
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Por lo tanto hemos demostrado que para todo € > 0 existe un entorno V. tal que se

verifica (2.23)

Comentario 2.1. Las formas lineales que verifican (2.22) en algiin entorno del
origen se dice que son acotadas. El teorema anterior nos dice pues, que en un
espacio vectorial topolégico una forma lineal es continua, siy solo si, es acotada.

De manera mds general tenemos el siguiente teorema de caracterizacién de formas
lineales continuas:

Teorema 2.5. Sea f una forma lineal en un espacio vectorial topologico X. Las
siguientes propiedades son equivalentes:

a) f es continua.
b) El niicleo de f, es decir el conjunto N(f) ={x € X; f(x) =0} es cerrado.
c) f es acotada en algiin entorno del origen.

Demostracion:

= a) = b) Si f es continua esta claro que N(f) es cerrado pues es la antimagen del
conjunto 0 € K que es cerrado.

= b)=c): Si f esidénticamente nula es obvio que f es acotada en cualquier entorno
del origen. Si existe un x € X tal que f(x) # 0 haciendo z = x/f(x) tenemos
z¢ N(f) y|f(z)|=1.Como N(f) es cerrado, el complementario es abierto y en
todo punto del complementario existird un entorno abierto contenido todo €l en
este complementario. Por tanto existe un entorno de z, de la forma z+ U con U
entorno equilibrado del origeny (z+U)NN(f)=0.Si f(U)={f(x) e K; x e U}
es acotado es la propiedad c). Si f(U) no fuera acotado, entonces existe un
u € U tal que |f(u)| > 1. Tendremos | — ﬁl < 1. Como U es equilibrado
w= —ﬁ € U, entonces

J(u)
fz+w)=f(@)+f(w)=f(z)- =1-1=0
f(w)
de donde z+w € N(f) lo que contradice (z+U) NN(f) = 0. Por tanto f(U) es
necesariamente acotado.
» Laimplicacion ¢) = a) se ha demostrado en el teorema[2.4]

Teorema de Hahn-Banach

Sea X un espacio vectorial sobre el cuerpo R de los nimeros reales. Este resultado
concierne a la prolongacion a todo el espacio X de una forma lineal definida sobre
un subespacio vectorial de X. Este importante resultado serd utilizado en el capitulo
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siguiente en el que se estudiardn los espacios normados y de Banach. Por otra parte
es de gran importancia en la parte del Andlisis Funcional dedicado al estudio de
las funciones convexas, aunque en estos apuntes no trataremos en profundidad estos
temas.

Teorema 2.6. Sea X un espacio vectorial sobre el cuerpo R de los niimeros reales
y p : X = Runa aplicacién verificando

p(Ax)=Ap(x) VxeX VaA>0 (2.24)
p(x+y) <px)+p(y) Vx,yeX (2.25)

Por otra parte sea S C X un subespacio vectorial y g : S — R una aplicacion lineal
tal que
gx)<plx) VvxeS

Entonces existe una forma lineal f definida sobre X que prolonga g, es decir,

gx)=f(x) Vxes§

y tal que
fx)<px) VxeX

Para demostrar el siguiente teorema de Hahn-Banach (forma analitica), necesi-
tamos recurrir al siguiente lema de Zorn (que es equivalente al axioma de eleccién
de Zermelo de la teorfa de conjuntos). Recordemos algunas nociones sobre las
relaciones de orden, conjuntos totalmente ordenados y conjunto inductivo.

Definicion 2.14. (Subconjuntos totalmente ordenados, elemento mayorante, ele-
mento maximal, conjunto inductivo)

1. Sea P un conjunto provisto de una relacion de orden parcial < . Diremos que un
subconjunto Q C P es totalmente ordenado si para todo par a,b de elementos
de Q se tiene al menos una de las dos relaciones a < b o b < a.

2. Sea Q C P un subconjunto de P. Se dice que ¢ € P es un elemento mayorante
de Q si para todo a € Q se tiene a < c.

3. Se dice que m € P es un elemento maximal de P si para todo x € P tal que m < x
se tiene necesariamente x = m.

4. Finalmente, se dice que P es inductivo si todo subconjunto totalmente ordenado
de P admite un mayorante.

El lema de Zorn que damos sin demostracion es el siguiente:

Lema 2.1. Todo conjunto ordenado, inductivo, no vacio, admite un elemento maxi-
mal.

Diremos solamente que la demostracién del lema de Zorn se puede obtener a
partir del axioma de eleccién de Zermelo y se puede encontrar en obras o tratados
de dmbito mas general.
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Demostracion del teorema 2.6}

Sea P el conjunto de aplicaciones lineales 4 definidas en un subespacio de X y
tales que & prolonga g, es decir

P={h:D(h) c X > R; D(h) subespaciode X, h lineal
ScD(h); hprolongag h(x)<p(x) VxeD(h)}

Podemos dotar a P con la relacion de orden
hy < hy © D(hy) € D(hy) y hy proplonga h

El conjunto P es no vacio pues g € P. Por otra parte P es inductivo. En efecto, sea
Q C P un subconjunto totalmente ordenado. Denotemos Q = (/;);¢;. Definimos

D(h) =UierD(hi) 'y h(x)=hi(x) si xeD(h)

Esta definicidn tiene sentido, 7 € P y h es un mayorante de Q. Resulta del lema de
Zorn que P admite un elemento maximal f. Vamos a ver que f es la proplongacién
buscada. Es decir basta ver que D(f) = X pues ya sabemos que como f € P, f
es lineal, f prolonga g, es decir, f(x) =g(x) Vx € Sy f(x) < g(x). Demostrare-
mos D( f) = X por reduccién al absurdo. Supongamos D( f) # X. Sea xo ¢ D(f),
pongamos D(h) = D(f)+Rxg y para todo x € D(f), h(x+1txg) = f(x)+tat €R
donde « serd una constante que serd determinada ulteriormente de manera que % € P.
Queremos por tanto que

h(x+ta) = f(x)+ta < p(x+txg) VxeD(f), VieR (2.26)
Veamos que para tener (2.26)) basta tener

f)+a < plx+xg) VYxeD(f) (2.27)
fxX)—a<plx—x9) VYxeD(f) (2.28)

En efecto si tenemos (2.27)) tomando en lugar de x, x/f con ¢ > 0 resulta
X X
FC)ra < p(ax)
utilizando la hipétesis (2.24)
1 1
;f(x)+01 < ;p(x+tx0)

multiplicando por ¢ obtenemos (2.26) para r > 0. Andlogamente tomando en (2.28)
en lugar de x, —x/t cont <0

(=)= < p(=7 ~x)
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utilizando de nuevo la hipétesis (2.24) con 1 = -1/t >0

@)= T pr+ing)

y multiplicando por — > 0 obtenemos (2.26)) para r < 0. Para r = 0 (2.26) se cumple
pues f € P
Dicho de otra forma queremos elegir @ de manera que

sup {f(y)—p(y—x0)} < inf {p(x+x)=-f(x)}
yeD(f) yeD(f)

lo cual es posible ya que

F)=p(y—x0) <@ < p(x+x)— f(x) YxeD(f) YyeD(f)

en efecto gracias a la hipétesis (2.25))

fE)+f() < plx+y) < plx+xp)+p(y—xo)

Concluimos que f estd mayorada por 7 y que f # h. Esto contradice que f sea
maximal.
[ ]
El teorema de Hahn-Banach se puede generalizar al caso de espacios sobre los
nimeros complejos (ejercicio[2.10)

2.3. Espacios localmente convexos y seminormas

2.3.1. Espacios localmente convexos

Entre las topologias de los espacios vectoriales, desempefian un papel especial
aquellas que poseen una base de entornos del origen formada por conjuntos convexos.
De ahf la siguiente definicion:

Definicion 2.15. Se dice que un espacio vectorial topologico X es un espacio
localmente convexo cuando posee una base de entornos del origen formada por
conjuntos convexos. También se dice que la topologia de X es localmente convexa.

Como todo entorno del origen de un espacio vectorial topoldgico X contiene un
entorno equilibrado, todo entorno convexo del origen contiene la envoltura convexa
de un entorno equilibrado del origen que es a su vez un conjunto equilibrado (ejercicio
[2.3)). Por lo tanto un espacio localmente convexo posee una base de entornos formada
por conjuntos convexos equilibrados.

Utilizando el teorema[2.1]se obtiene el siguiente

Teorema 2.7. Sea X un espacio vectorial. Sea B una familia no vacia de partes de
X que tiene las siguientes propiedades:
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a) Si'V pertenece a B entonces V es convexo, equilibrado y absorbente.
b) Si Vi y V, pertenecen B, existe un elemento V3 € B que verifica V3 C Vi N Va.
c) ParatodoV € B, y para todo p > 0 existe W € B tal que W C pV.

Entonces la familia B es una base de entornos del origen para una topologia
localmente convexa compatible con la estructura de espacio vectorial.

Reciprocamente, si X es un espacio vectorial localmente convexo existe una base
de entornos B verificando las propiedades a), b) y c).

Demostracion:

Sea B una familia no vacia de partes de X con las propiedades del enunciado.
Veamos que verifica todas las hipétesis del teorema [2.1] de caracterizacion de una
base de entornos del origen en un espacio vectorial topolégico. En efecto:

= Sea V € B, entonces V es equilibrado y absorbente que es la propiedad a) del
teorema2.1]

= la propiedad b) es la misma en los dos teoremas.

= Por la propiedad c) existe W € B tal que W C %V € 8. De modo que

1 1
W+WcC-V+-V
+ C2 +2

y por ser V convexo se verifica

1V+1V—V
20 2 T

Hemos encontradoun W € 8 tal que W+W C V que es la propiedad c) del teorema

21

Reciprocamente, sea X es un espacio vectorial localmente convexo y sea 8
una base de entornos del origen formada por conjuntos convexos y equilibrados.
Tenemos:

= Propiedad a): Los elementos de B son convexos, equilibrados y absorbentes

= Propiedad b): Se cumple en todos los espacios vectoriales topoldgicos (véase
teorema [2.1)

= Propiedad c): Si V € B, en particular es un entorno del origen y también pV serd
un entorno del origen para todo p > 0 (pues la multiplicacidon por un escalar es
un homeomorfismo). Como 8 es una base de entornos del origen pV D W para
algin W € B.
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2.3.2. Seminormas

Entre los espacios vectoriales topologicos mds habituales estdn los espacios vec-
toriales en los que se define una topologia a partir de una familia de seminormas y los
espacios normados que estudiaremos en el capitulo siguiente. Por una parte veremos
que la topologia generada por una familia de seminormas es una topologia local-
mente convexa y reciprocamente veremos que la topologia de un espacio vectorial
localmente convexos puede ser generada siempre por una familia de seminormas.

La seminorma de un vector en un espacio vectorial da una idea de la longitud
del vector. Veremos a continuacién como a partir de una familia de seminormas
se puede definir una topologia en un espacio vectorial y construir asi espacios
vectoriales topolégicos. Damos en primer lugar la nocién de seminorma y alguna
de sus principales propiedades y vemos como se puede introducir una topologia a
partir de una familia de seminormas.

Definicion 2.16. Sea X un espacio vectorial. Una funcion real definida sobre X,
p : X — R se dice que es una seminorma si verifica las dos propiedades siguientes:

1. p(x+y) <p(x)+p(y) Vx,y€ X (desigualdad triangular)
2. p(Ax)=|p(x) VxeX,VieK

Veamos algunas propiedades inmediatas de las seminormas.
Propiedad 2.15. Una seminorma p : X — R satisface

a) p(0)=0
b) px=y)=|px)=p(y)| Vx,y€X, enparticular p(x) >0 VxeX
c) Una seminorma p es una aplicacion convexa

Demostracion:

1. p(0) =p(0.x) =0.(p(x) =0

2. Primero observemos que para todo x, p(—x) = p(—=1.x) = |- 1|p(x) = p(x).
La desigualdad triangular la podemos escribir p(x) = p(x—y+y) < p(x—y) +
p(y), de donde p(x) — p(y) < p(x—y). Cambiando el papel de x e y, como
p(x—y) = p(y—x) resulta también p(y) — p(x) < p(y —x) = p(x—y). De ahi
el resultado buscado. Tomando en la desigualdad anterior y = 0, resulta en
particular p(x) > [p(x) - p(0)| = |p(x)[ = 0

3. Paratodo A € [0, 1] y para todo x,y € X, tenemos

p(Ax+(1=-2)y) < p(Ax)+p((1-A)y) =Ap(x) +(1 =) p(y)

[ ]
Veamos un primer ejemplo de seminorma: Si f es una forma lineal sobre un
espacio vectorial X, | f| es una seminorma sobre X. En efecto, tenemos

lf e+ =1f )+ fDI < [f@OI+]f ()]
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|f () =[4f ()] =1A].1f (x)]

Si una seminorma p verifica ademds que p(x) # 0 para todo x # 0 diremos que
p es una norma. Observemos que para que esta seminorma | f| sea una norma, es
necesario que f(x) solo se anule para x =0 y por tanto que X sea de dimension 1

(Ejercicio [2.TT].

Bolas asociadas a una seminorma y a una familia de seminormas

Consideraremos ahora un espacio vectorial X y sea P = (p;);<; una familia, finita
o infinita, de seminormas sobre X.

Definicion 2.17. Sea p una seminorma sobre un espacio vectorial X. Llamaremos
p-bola abierta (resp. cerrada) de centro a € X y radio p > 0 al conjunto B(a, p) de
puntos x € X tales que p(x—a) < p (resp. p(x—a) < p).

Definicion 2.18. Se llamard P-bola abierta de centro a toda interseccion finita de
n bolas abiertas de centro a, {p;, i=1,...,n}

Segtn la definicién anterior estd claro que la interseccién de dos $-bolas abiertas
es una $-bola. Por tanto la interseccidn finita de $-bolas es una $-bola. Una £-bola
abierta de centro a es pues un conjunto de laforma {x € X; p;(x—a) < p;,i=1,...,n}.

Claramente toda $-bola es un conjunto convexo (Ejercicio [2.12).

Topologia asociada a una familia de seminormas

Vamos ahora a introducir una topologia asociada a una familia de seminormas:
Sea X un espacio vectorial y  una familia de seminormas definidas en X. Diremos
que un subconjunto A de X es un conjunto abierto si A = @ o bien para todo x € A
existe una P-bola abierta de centro x contenida en A.

Es inmediato comprobar que familia de abiertos asi definidos cumplen con las
propiedades A1,A2yA3 de la definicén [I.1] en efecto,

= Al: El conjunto 0 es abierto. Y el conjunto X es abierto pues toda $-bola abierta
estd contenida en X.

» A2: Sea A =UA,;cs siendo J un conjunto cualquiera y siendo los A; conjuntos
para los que existe una $-bola abierta de centro x contenida en A;. Sea x € A,
tendremos x € A; paraalgin i € 7. Existe una $-bola abierta de centro x contenida
en A; y por tanto esta $-bola estard contenida en A.

= A3: Sea A=NAjcq siendo J un conjunto finito. Sea x € A, para todo j € J
existe una $-bola abierta B; de centro x contenida en A;. La interseccion finita
NBjc g es una P-bola contenida en A y por lo tanto A verifica A3.

Estamos pues en condiciones de dar la siguiente definicién:

Definicion 2.19. Sea X un espacio vectorial y sea P una familia cualquiera de
seminormas en X. Se llama P-topologia, o topologia asociada a la familia P, la
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topologia sobre X donde los abiertos son los conjuntos A para los cuales todo punto
x es centro de una P-bola abierta contenida en A.

En definitiva una bola abierta de centro el origen es un conjunto de la forma
U={ueX; pi(u) <eg;, i=1,..,n}. Y una bola abierta de centro V(a) es un
conjunto de la forma V(a) =a+U =a+{u € X; p;(u) <&, i=1,...,n} o bien

Vie)={veX; plv—a)<eg;;i=1,...,n}

Veamos que para esta topologia, toda p;-bola abierta es un conjunto abierto.
En efecto, sea x € B;(a,p); la bola abierta B;(x,&) donde € = p — p;(a — x) estd
contenida en B;(a, p) pues si y € B;(x,¢), es decir

pi(x—y) <e=p-pi(a—x)

implica

pila—y) <pila-x)+pi(x-y)<p
En consecuencia toda $-bola abierta es un abierto pues es interseccion finita de
pi-bolas por el axioma A3. De donde por el axioma A2 toda unién de P-bolas serd
un conjunto abierto.

Por otra parte todo abierto de la topologia antes definida es unién de $-bolas
abiertas. En definitiva los abiertos en X son las uniones de #-bolas abiertas.

La definicién de la P-topologia muestra que todo entorno de un punto a contiene
una P-bola abierta de centro a. Por lo tanto todo punto a € X tiene por base de
entornos las $-bolas abiertas de centro a, es decir, los conjuntos de la forma a + B,
donde B es una P-bola abierta de centro el origen de X. Como las £-bolas son
conjuntos convexos, las -bolas abiertas de centro el origen son una base de entornos
del origen formada por conjuntos convexos por lo que la topologia asi definida es
una topologia localmente convexa.

Finalmente veamos que toda P-topologia es compatible con la estructura de
espacio vectorial, es decir X con la P-topologia es un espacio vectorial topoldgico.

Propiedad 2.16. Sea X un espacio vectorial con la topologia definida por una
familia de seminormas P segiin la definicion|2.19} Entonces X es un espacio vectorial
topologico con esta topologia, es decir las operaciones suma y producto por un
escalar son aplicaciones continuas en esta topologia

Demostracion:

= Continuidad de la suma: x,y € X X X — x+y € X es continua. Sean a,b € X.
Hemos de ver que dado un entorno de a + b, que podemos tomar de la forma
(a+b)+ B con B una P-bola de centro el origen, tenemos que encontrar un
entorno V, de a y un entorno de Vj, de b tales que la suma V, + V), esté contenido
en (a+b)+B. Las bolas a + %B y b+ %B son entornos de a y de b. Teniendo en
cuenta que B es convexo
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( +1B)+(b+1B) ( +b)+lB+lB (a+b)+B
a+— —B)=(a —B+-B=(a
2 2 2 2

= Continuidad de la aplicacién producto por un escalar: 4,x e Kx X — Ax € X.
Veamos primero los casos mds sencillos siguientes:

) f:leK—>AdaeX VaeXescontinuaend=0:
Seaunentornode0.a=0€ X:U={u€eX; p;(u) <g;, i=1,...,n}. Queremos
encontrar un entorno de 0 € K, es decir encontrar 6 > 0 de modo que para todo
Ae{1e€K; |2 <6}, f(A) =Aa € U. Eligiendo 0 < 6 < g;/p;(a) tenemos
pi(da) =|A|p;i(a) < dp;(a) < &;. Es decir, da € U.

nm f:xeX—-AxeX VAaeRescontinuaenx=0:
Seaunentornode1.0=0e X:U={u€eX; p;(u) <eg;, i=1,...,n}. Queremos
encontrar un entorno V de O € X de modo que paratodox €V, f(x) =Ax e U.
SeaV={xe€X; pi(x) <6;,i=1,...,n}, eligiendo §; < &;/|1| tenemos para
x €V pi(Ax) = || pi(x) < |A|6; < &;. Es decir, Ax € U.

m) f:(A,x) e KxX — Ax € X es continua en (0,0):
Seaunentornode0.0=0€X:U={ucX; p;(u) <eg;, i=1,...,n}. Queremos
encontrar un entorno I/ XV de (0,0) € Kx X de modo que para todo (4,x) €
(IxV),resulte f(x) =AxeU.Seal={1€K; [ <6tyV={xeX; pi(x) <
6;, i=1,...,n}. Eligiendo § < 1y §; < &; para todo (1,x) € (I XxV) tenemos
pi(Ax) =|A|p;i(x) < 66; < g; paratodoi =1,...,n. Es decir, Ax € U.

Demostraremos ahora que la aplicacion f : (1,x) € KX X — Ax € X es continua
en un punto genérico (@, x) € (Rx X).
Pongamos

Ax=aa+(A-a)a+a(x—a)+(1—a)(x—a) (2.29)

Hemos de demostrar que dado un entorno W de aa, sea éste W = aa + U don-
de U={u€X; pi(u) <&, i =1,...,n}, existe un entorno I de «, sea éste
I={1ekK;, |[A—a|] <46} y un entorno V de a, sea éste V=a+ B con
B={veX; p;(u)<é;i=1,..,n} de modo que f(IxV) c W. Es decir hay
que encontrar § >0y §; >0, i =1,...,n de modo que si (4,x) € I XV tengamos
Ax € Wesdecir p;j(Ax—aa) <g;, i=1,...,n.

Eligiendo 6 = ml’n{ﬁ, 1}yé; = ml’n{ﬁ, 2L}, utilizando y las propie-
dades 1y 2 de la definicién de seminorma, tenemos que parai = 1,...,n

pi(Ax—aa) < |A-alpi(a)+|a|pi(x —a) +|1-a|pi(x—a)
< 5pi(a) + |a|6i +00;
E & &

<Lyl
_3+3+3 &

lo que prueba la continuidad de la aplicacién.
]

Propiedad 2.17. Sea X un espacio vectorial con la topologia definida por una
familia de seminormas P segiin la definicion[2.19) Toda seminorma p; € P es una
aplicacion continua.
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Demostracion:
Sea x( € X. Toda seminorma p € ¥ verifica (propiedad b de[2.15)

lp(x) = p(xo0)| < p(x—xo)

Dado un entorno I de p(xg) € R, sea éste I = (p(xp) —&, p(xg) +&) y sea el entorno
xo+ B de xo € X, donde B ={u € X; p(u) < 6}. Haciendo ¢ = ¢ resulta que para
X €xg+B,
Ip(x) = p(x0)| < p(x—xp) <d=¢
[

Proposicion 2.3. Criterio de separacion: Para que una topologia generada por una
familia de seminormas P sea de Hausdorff es necesario y suficiente que para todo
x # 0 exista una seminorma p € P tal que p(x) # 0.

Demostracion:

Si existe un x # 0 de X tal que p(x) =0 para toda p € P, toda P-bola abierta de
centro el origen O contiene a x, de modo que no podemos separar los puntos x y O.
Por otra parte supongamos que para todo x # 0 de X, existe p € P tal que p(x) #0.
Entonces las p-bolas abiertas B(O,p) y B(x,p) donde p = 1/2p(x) son disjuntas.
En efecto, si tuviesemos y € B(O, p) N B(x,p), tendriamos p(y) < p = p(x)/2y
también p(y—x) < p = p(x)/2, es decir p(y—x)+p(y) < p(x), pero esto contradice

la propiedad b) de p(y=x)2|p(y)=p)| = plx)-py)
[ ]

Aunque existen espacios vectoriales topolégicos cuya topologia no estd generada
por una familia de seminormas, estos hasta hoy no parecen jugar un papel esencial
en las aplicaciones del andlisis funcional.

Los espacios vectoriales cuya topologia estd generada por una familia de seminor-
mas son espacios vectoriales topoldgicos localmente convexos pues en tales espacios
el origen tiene una base de entornos convexos. Inversamente, se puede demostrar
que la topologia de un espacio vectorial topoldgico localmente convexo (es decir
que el origen tiene una base de entornos convexos) puede ser generada por una
familia de seminormas. Vamos a precisar esto. Empezamos definiendo la funcional
de Minkowski asociada a un conjunto.

Definicion 2.20. Funcional de Minkowski: Sea X un espacio vectorial. Sea M C X.
Para todo x € X definimos

py(x)=inf{a>0; x € aM} (2.30)

pum se llama la funcional de Minkowski de M.

Conel fin de asegurar que p s (x) es siempre un nimero real necesitaremos alguna
propiedad del conjunto M, por ejemplo que M es absorbente. Pues observemos que
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para un conjunto M cualquiera, el conjunto inf{a > 0; x € aM} puede ser vacio en
cuyo caso p s (x) seria co

Consideraremos ahora las propiedades de la funcién de Minkowski de conjuntos
convexos, equilibrados y absorbentes.

Lema 2.2. Sea X un espacio vectorial topologico. Sea M un conjunto de X que
contiene al origen. La funcional de Minkowski p s definida en ([2.30) verifica las
siguientes propiedades

a) Si M es un conjunto convexo y abierto, M ={x € X; pp (x) <1}
b) Si M es un conjunto absorbente p py (Ax) = App (x) para todo A > 0, (propiedad

. Ademds pp(0) =0.

¢) Si M es un conjunto convexoy absorbente pp;(x+y) < par(x)+ par (y) (propie-

dad[2.25)y propiedad 1 de la definicion[2.16).
d) Si M es un conjunto absorbente y equilibrado p p; (Ax) = |A|pa (x), propiedad 2

de la definicion[2.16]

Demostracion:

a) Supongamos x € M. Como M es abierto, para & > 0 suficientemente pequeio
(1+&)x € M (véase ejercicio . Entonces p(x) < —= < 1. Reciprocamente,

l+&
si p(x) < 1existe 0 <@ < 1 tal que x € M y claramente O € M, de modo que

a(a'x)+(1-a)0 e M.
b) pas verifica (2.24): En efecto para un conjunto M cualquiera, las condiciones
Ax € @M y x € M son equivalentes.
Tenemos
py(x)=inf{a; @ >0; xeaM}

y también para 4 > 0
py(Ax) =inf{a; @ > 0; Ax € aM}
=/11’nf{%;a >0; Ax € aM}
=/linf{g; d >0;x¢€ gM}
A A A
=Apm (x)
Por otra parte de O € 0.M resulta

pm(0.x)=pp(0)=inf{a; a >0, O caM}=0

py(x) =inf{a; @ >0; x e aM}

pum(y) =inf{B; B> 0; y € M}

es decir, para todo € > 0
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d)

2 Espacios vectoriales topoldgicos

xe(pux)+e)M 'y ye(pm(y)+e)M
de modo que

Y

— €
Y pm(y)+e

— €
pm(x)+e

Como M es convexo para todo ¢ € [0,1]

tx N (I-1)y
pu(x)+e pu(y)+e

En particular para

_ pm(x)+e
S pm(X)+pm () +2e
tenemos
l—f= pm(y)+e
pm(X)+pum(y)+2e
por lo que
X+y c
pm(x)+pum(y)+2e
de donde

Py (x+y) <py(x)+pp(y)+2e

donde hemos utilizado la propiedad b). Como € > 0 es arbitrario resulta
pu(x+y) < pp(X)+pm(y)
Observemos que si M es equilibrado, para todo y € K tal que |y| = 1 resulta
M=yM

En efecto, tenemos yM C M y también |1/y| = 1 por lo que %M cM=McyM.
La proiedad M =y M también podemos escribirla de la forma

xXeEMSyxeM
. De modo que
{o; a>0;xeaM}={a; a>0; yx e aM}

y en consecuencia p(x) = p(yx) para todo y € K con |y| = 1. Finalmente para
todo A € K utilizando la propiedad b),
pl
pm(Ax) = I/llpM(mx) =|lpm (x)

Hemos demostrado la siguiente:
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Propiedad 2.18. La funcional de Minkowski pp; de un conjunto M convexo, equi-
librado y absorbente de un espacio vectorial X es una seminorma en X.

En el siguiente teorema resumimos la relacién entre espacios vectoriales topo-
16gicos localmente convexos y espacios vectoriales topoldgicos cuya topologia estd
generada por una familia de seminormas.

Teorema 2.8. Un espacio vectorial X cuya topologia estd generada por un familia de
seminormas P = (p;)ieq esun espacio localmente convexo en el cual toda seminorma
pi es continua. Si la familia de seminormas satisface el criterio de separacion 2.3]
la topologia es de Hausdorff. Reciprocamente, la topologia de un espacio vectorial
localmente convexo, estd generada por la familia de seminormas obtenidas por la
funcionales de Minkowski de los conjuntos convexos, absorbentes y equilibrados
que constituyen la base de entornos del origen que definen la topologia de X.

Demostracion:

Es una consecuencia inmediata de la definicién de una topologia asociada a una
familia de seminormas y de las propiedades [2.2]de la funcional de Minkowski.
]
Vamos a dar una caracterizacion de la base de entornos del origen en un espacio
vectorial localmente convexo. Empezamos con la siguiente propiedad inmediata y
cuya demostracién dejamos como ejercicio:

Propiedad 2.19. Sea X un espacio vectorial topologico cuya topologia esta definida
por la familia de seminormas P = (p;);er. Para cada conjunto finito de seminormas
Diy» .- Di, € P se tiene que

Pir..in =sup{pi;; s=1,...,n}

es también una seminorma en X.

Demostracion:

Se deja como ejercicio[2.14]

[ ]

Esta propiedad nos permite dar una descripcion de la base de entornos del origen
de una forma m4s condensada.

Teorema 2.9. Sea la familia B de P-bolas abiertas, de centro el origen de X,
asociada a la familia de seminormas P = (p;i)icr ¥ que constituyen una base de
entornos del origen.

Sea ahora la familia de seminormas del tipo p;, i, = sup{pi; s=1,...,n}.
Entonces familia ‘V de conjuntos de la forma

{x e X; pi,.i,(x) <&}
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donde € > 0yiy,...,i, € I constituyen una base de entornos abiertos del origen.

Demostracion:

Tomando la familia finita de seminormas de un solo elemento (n = 1) vemos que
U ={xeX; p;(x) <&}

es elemento de la familia 8. Es decir B ¢ V.
Por otra parte veamos que todo entorno U € 8 contiene a un entorno del tipo
{x € X; pi,..i,(x) < &}. En efecto, un conjunto U € B es de la forma

n
U={xeX;pi(x)<eggs= 1,...,n}=ﬂUs
s=1

donde hemos llamado Uy = {x € X; p;, (x) < &4}

Tomando & = mine=, _,{&s} ¥ pi,..i, =sup{pi,; s =1,...,n} tenemos que si
yeV={xeX; p;. i (x) <&}, entonces se verifica p; (y) < pi,..i,(y) <€ < &
para todo s = 1,...,n. Por consiguiente y € ({_, Us = U.

Es decir para todo entorno U € U existeun V € V tal que V c U. [ ]

Corolario 2.3. Los entornos del origen {x € X; p;, i, (x) < &} definidos en el
teorema anterior, constituyen una base de entornos abiertos del origen.

Definicion 2.21. Dados dos seminormas cualesquiera p y q en un espacio vectorial
X pondremos p < q si p(x) < q(x) para todo x € X.

Se dice que una familia de seminormas {p;; i € I} es filtrante si dados dos indices
culesquiera iy e iy en I, existe un i3 € I tal que

Pi Splé’ Pi, Spi3
i
Observaciones 2.1. La familia de seminormas construida en el teorema anterior
2.9 es claramente una familia filtrante de seminormas.
Procediendo como en el teorema 2.9 sea X un espacio vectorial localmente
convexo cuya topologia estd generada por una familia filtrante de seminormas

P = (pi)ier- Para una familia finita p;,, pi,,..., pi, tendremos que existe una semi-
norma pj,i,..i, tal que p;. < pii,..i,. Entonces la familia de entornos del origen

{x €X; pijiy...in, (X) < &}

constituyen una base de entornos abiertos del origen.

Veamos ahora como podemos caracterizar los conjuntos acotados mediante se-
minormas:
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Teorema 2.10. Sea X un espacio vectorial topoldgico, cuya topologia estd definida
por una familia de seminormas P. Un conjunto A de X es acotado si'y solo si toda
seminorma p € P es acotada sobre A, es decir, existe k < oo tal que

px) <k, VxeA Vpe®P (2.31)

Demostracion:

Supongamos que A C X es acotado. Sea pe Py V(p,1)={x e X; p(x) < 1}
el entorno del origen asociado a p de radio 1 . Tendremos como A es acotado que
existe k < oo tal que

AcCkV(p,1)

porlotantosix € A, existeuny € V(p,1) talquex = ky y por tanto p(x) =kp(y) < k.
Reciprocamente, supongamos que A satisface la condicién (2.31) y sea U un
entorno del origen, tal que

UDV(p1,e1)NV(p2,e2)N...0V(ppn,&n)

donde V(p;,&;) = {x € X; p;(x) < &;}. Si todas las p; son acotadas en A, entonces
para todo x € A y para cada i, se tiene p;(x) < k; para algtin k; > 0. Tenemos que
demostrar que existe un nimero @ > 0 tal que A C U.
Seax €A,
pilax) =ap;(x) < ak;

eligiendo o de manera que ak; < g; paratodo i = 1,...,n, tendremos
pilax)<eg Vi=1,..,n

y finalmente,
axeV(p,e)N..,N\V(pu,en) cU

Basta pues elegir « = min;=; ., i—"
[ ]
Vamos a caracterizar ahora las sucesiones convergentes en espacios cuya topolo-
gia estd definida por una familia de seminormas.

Teorema 2.11. Sea (x,), una sucesion en un espacio vectorial X cuya topologia
estd definida mediante una familia de seminormas P. Decir que lim,_,c X, = a
equivale a decir que para todo p € P tenemos lim, o, p(x, —a) = 0.

Demostracion:
Las P-bolas abiertas B de centro a constituyen una base de entornos de a. Decir

que (x,), converge hacia a equivale a decir que para toda P-bola abierta B de
centro a, existe un ng tal que si n > ng, entonces x,, € B. Por otra parte decir que
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limy,—,co p(x,, —a) = 0 equivale a decir que para todo & > 0 existe un ng tal que si
n > ng entonces x, € {x; p(x, —a) < &}.

Entonces decir que lim,,—, p (x,, —a) =0 para todo p € P equivale a decir que que
para toda familia finita de bolas abiertas de la forma {x; p;(x,—a) <¢&;, i=1,...,1}
existe un ng tal que para n > ng entonces x, € {x; p;(x, —a) < &;} para cada valor de
iyporlotantox, € B={_; . ;{x; pi(xp—a) < &;}. Como toda P-bola abierta de
centro x es una interseccion finita como la anterior tenemos la equivalencia buscada.

[ ]

Aplicaciones lineales continuas en los espacios localmente convexos

Vamos a caracterizar las aplicaciones lineales continuas en los espacios vec-
toriales localmente convexos o lo que es equivalente en los espacios vectoriales
topolégicos cuya topologia estd definida por una familia de seminormas.

Teorema 2.12. Sea X y Y espacios vectoriales topologicos cuya topologia estd
definida por las familias filtrantes de seminormas P = (pi)ici en X y Q = (q;)jes
enY.

Una aplicacion lineal f : X — Y es continua, si y solo si, para toda seminorma
q; existe una constante C 'y una seminorma p; tal que

q;(f(x)) <Cpi(x); VxeX (2.32)

Demostracion:

Primero observemos que gracias al teorema[2.9]siempre podemos suponer que la
familia de seminormas es filtrante.

La condicién es suficiente: Supongamos que se verifica (2.32), veamos que f es
continua en el origen O € X. Dado un entorno V del origen de Y, que podemos elegir
delaformaV ={ye€Y; q;(y) <&}, ydadalaseminorma p; en X verificando

q;(f(x)) < Cpi(x); VxeX
tomamos el entorno del origen en X
U={xeX: pi(x) < 5)
Tendremos para todo x € U,
q;(f(x)) < Cp;(x) < C% s

es decir, f(x) € V y por lo tanto f es continua en el origen y al ser lineal es continua
en todo X.
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La condicién es necesaria: La continuidad de f en x = O implica que para toda
seminorma ¢; € Q y para cada & > 0, existe una seminorma p; € £ y un § > 0 tal
que

pilx) <d=q;(f(x))<e VxeX

Sea cualquier x € X y tomemos un niimero positivo A tal que Ap;(x) < §. Entonces
tendremos p;(Ax) < ¢ y por consiguiente g;(f(4x)) < &. De donde g;(f(x)) < %.
Si pi(x) =0, podemos tomar A arbitrariamente grande lo que demuesta que en este
caso tambien ¢ (f(x)) =0. Si p;(x) # 0, podemos tomar A = —5__ y por lo tanto,

; pi(x)
tendremos en cualquier caso

q;(f(x)) < Cpi(x)

tomando C = £.

[
Corolario 2.4. Sea X un espacio vectorial topolégico cuya topologia estd definida
por la familias filtrante de seminormas P = (p;)iey-
Una forma lineal f : X — K es continua, si y solo si, existe una constante C'y
una seminorma p; tal que

lf ()] <Cpi(x); VxeX (2.33)

Demostracion:

Tomamos en K el valor absoluto si K =R o el médulo en el caso K = C como
familia de seminormas (de un tnico elemento) definiendo la topologia en el cuerpo
de los nimeros reales o de los nimeros complejos respectivamente.

[

Corolario 2.5. Sea X un espacio vectorial topolégico cuya topologia estd definida
por la familias no necesariamente filtrante de seminormas P = (p;)ier

Una forma lineal f : X — K es continua, si y solo si, existe una constante C'y
una subfamilia finita (p;);cy tal que

[f(O)] < Csupicypi(x); VxeX (2.34)

Demostracion:

A partir de la familia de seminormas generamos una familia filtrante como en el
teorema[2.9]y tomamos esta familia filtrante como base de entornos.
]
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Topologia débil y convergencia débil

En un espacio vectorial X consideremos la familia de formas lineales {f;}; la
familia de seminormas {| f;|} definen sobre X una $-topologia que se llama topologia
débil asociada a la familia de formas lineales {f;}. Aplicando el teorema [2.11
deducimos que dada (x,), una sucesiéon en X decir que lim, X, = a en esta
topologia débil equivale a decir que para toda f;

lim |fi(x,—a)|=0 obien Ilim fi(x,—a)=0
n—oo n—oo

es decir

Im fi(xn) = f(a)

Metrizabilidad de espacios localmente convexos

En este apartado vamos a dar una condicién suficiente de metrizabilidad de
espacios localmente convexos. Ya hemos visto que todo espacio métrico es un
espacio topolégico. En general existen espacios topoldgicos cuya topologia no estd
generada por ninguna métrica. La metrizabilidad de un espacio topolégico, es decir
si dado un espacio topoldgico se puede encontrar una métrica que induzca esta
topologia, estd ligado al hecho de que exista una base de abiertos numerable. Por
ejemplo un espacio topoldgico normal que posea una base numerable es metrizable.
También un espacio topoldgico compacto es metrizable si y solo si posee una base
numerable (ver por ejemplo [6]]).

La metrizabilidad es importante desde el punto de vista practico pues permite
caracterizar las aplicaciones continuas mediante la continuidad secuencial (teorema
[L.27)

Aqui nos vamos a limitar, pues es suficiente para nuestros propdsitos, a dar una
condicion suficiente de metrizabilidad de espacios localmente convexos.

Teorema 2.13. Sea X un espacio localmente convexo y cuya topologia estd definida
por una familia numerable de seminormas separante, es decir, que cumplen el
criterio de separacion[2.3] Entonces existe una distancia invariante por traslaciones
que define su topologia.

Demostracion:

Sea (py), una sucesion separante de seminormas que genera la topologia de X.
Definimos la distancia entre dos puntos x,y € X mediante

Pn(x—Y)
d(x,y) = 22"1+p - (2.35)
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Tenemos que la distancia asi definida verifica las propiedades requeridas:

= Ml:d(x,y)>20 yd(x,y)=0ex=y VYx,yeM
s M2:d(x,y)=d(y,x) VYx,yeM (Simetria)
» M3:d(x,y) <d(x,z)+d(z,y) Vx,y,z€M (Desigualdad triangular)

En efecto, M1 se verifica pues p,(x,y) > 0 para todo n y la familia (p,), es
separante por lo que dado x # O, siempre existe al menos un # tal que p, (x) # 0, de
donde, si d(x,y) =0 implica p,,(x —y) = 0 para todo n, lo que solo puede ocurrir si
x=y.

M2 se verifica pues p,(x —y) = p,(y —x) para cualquier seminorma.

Finalmente verificamos M3: Sean x,y,z € X. Teniendo en cuenta

a+b a b a b
= + < +
l+a+b 1+a+b 1+4+a+b  1+a 1+b

que es cierto para a,b > 0 y también como la funcién x — 3= es creciente para

x 2 0, podemos escribir para cada seminorma pj,

pn(x—z+z=y) _ pn(x=2)+pa(z-y)

l+pn(x—z+z-y) = l+pu(x—2)+pu(z—y)
pn(x_Z) n pn(Z_y)

T l+pa(x=2) l+pu(z-y)

multiplicado por 27" y sumando para todo n
d(x,y) <d(x,2)+d(z.y)

Por otra parte es inmediato que d(.,.) es invariante por traslaciones.
Veamos ahora que la distancia (2.35)) genera la topologia de X. En primer lugar la
aplicacion (x,y) — d(x,y) es continua pues cada seminorma es continua y la serie

en (2.35) es uniformemente convergente (pues cada término dy, (x,y) = 3 %
de la serie verifica |d,(x,y)] <2y 327" =1). Si W es un entorno del origen

para la topologia generada por la distancia existe una bola de centro el origen y
radio r, B(O,r) = {x € X; d(0O,x) <r} tal que W > B(O,r). Como la aplicacién
x — d(0,x) es continua y B(O,r) es la antimagen del conjunto abierto (—oo0,r) € R
por esta aplicacién, B(O,r) es un abierto para la topologia (original) de X. Por tanto
W es también un entorno del origen para la topologia original de X.

Reciprocamente, sea V un entorno del origen para la topologia de X. Hemos de
hallar una bola B(O,r) tal que V > B(O,r). Un entorno del origen V contendrd un
conjunto de la forma (interseccidn finita de bolas asociadas a un nimero finito de
seminormas)

V(0,p1,pi) NV(0,p2,pi,) N...0V(O, pu, pi,)

con Py, ..., pn > 0. Elijamos
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Pj

r< min {———}
j=1,...,n 2U(1+pj)
. . . Pi;x)
Si x € B(O,r), quiere decir que d(O,x) < r y por tanto —2i1(1+pij =y < r para
. Pi-(X) Pj . ., y
j =1,...,n. De donde W TL,«' Finalmente la funcién y — f(y) = yE

es creciente y verifica f(y) < 1 para y > 0. Por otra parte la funcién inver-
-1 _ . Pi; (x) Pj

saz— [ (2)= es creciente para 0 < z < 1. Por lo tanto 1—5 L S Tagy

implica p;;(x) < p;. En consecuencia x € V(0,pj,p;;) para j = 1,...,n, es decir

B(O’r) - m;‘l:] V(O’pj3plj)

<
1-z

Comentario 2.2. El concepto de conjunto acotado ha sido definido para los espacios
métricos (definicion y para los espacios vectoriales topologicos (definicion
[2.13). Cuando un espacio topoldgico X es metrizable la nocion de conjunto acotado
con respecto a esa métrica dice que A es acotado si existe M < oo tal que d(x,y) <M
para cualesquiera x,y € A. Los conjuntos acotados segiin la definicion[2.13) no son
necesariamente los mismos que los conjuntos acotados respecto a la definicion[1.28)
dada para los espacios métricos. Por ejemplo si d(-,-) es la distancia[2.33|construida
en el teorema anterior2.13|tendremos que todo X es acotado con M = 1 sin embargo
X no es acotado segiin la definicion dada para los espacios vectoriales topologicos
a no ser que X = {0} (ejercicio 2.15)). Sin embargo si X es un espacio normado
(véase capitulo [3) y d(-,-) la distancia inducida por la norma los dos conceptos
coinciden.

2.3.3. Topologia limite inductiva

Definicion 2.22. Sea X un espacio vectorial. Sea (X ) o una familia de subespacios
vectoriales de X tales que X =J, Xqo. Supongamos que cada X, es un espacio
vectorial topoldgico localmente convexo de manera que si X,, C X,, entonces
la topologia de X, es idéntica a la topologia de X,, inducida por la de X,.
Consideramos X con la topologia localmente convexa mas fina para la que todas las
inyecciones I, : Xo — X son continuas. De este modo X con esta topologia recibe
el nombre de limite inductivo (estricto) de los X .

Tenemos la siguiente caracterizacion de la topologia limite inductiva de X:

Propiedad 2.20. Sea (X, ) una familia de espacios localmente convexos, como en
la definicion[2.22) para los que U, es una base de entornos del origen de X o. Una
base de entornos del origen para el limite inductivo X de los X, estd constituida
por todos los conjuntos convexos equilibrados V C X con la propiedad

VNX, €U, Va (2.36)
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Demostracion:

Demostraremos por una parte que si se verifica la condicién (2.36) entonces las
inyecciones [, : X, — X son continuas, es decir la topologia de X es la topologia
limite inductiva de la familia (X,),. Reciprocamente demostraremos que si la
topologia de X es la topologia limite inductiva de la familia (X, ), es decir si las
inyecciones /, : Xo — X son continuas entonces se verifica la condicién (2.36).

Condicion suficiente: Sea V € X un entorno del origen, convexo y equilibrado
verificando la propiedad . Tenemos I, (V) = {x € Xo; Io(x) €V}=VNX, €
Uy y como 1o (I, (V) =1,(VNX,) =V N X, CV,lafuncién I, es continua.

Veamos que la condicién (2.36) es necesaria. Sea V' una base de entornos del
origen de X, convexos y equilibrados. Sea V € V, si la aplicacién [, es continua,
existe un entorno U, del origen en X, tal que I,(Uy) CV y como 1,(Uy) =Ug,
tenemos U, C V . Obviamente U, C VN X, y por tanto V N X, es un entorno del
origen de X,,.

Tenemos ademds que V N X, es convexo y también es equilibrado pues para todo
a € K tel que |a| < 1 se verifica

a(VNXy)=aVnX,=VnX,
Asipues VNX, e U,.

La siguiente propiedad relaciona los entornos de X, y de X.

Propiedad 2.21. Sea (X4)q una familia de subespacios vectoriales y X el limite
inductivo. Sea V un convexo de X. Entonces las dos afirmaciones siguientes son
equivalentes:

a) V es un entorno del origen de X
b) Para todo a, VN X, es un entorno (convexo) del origen en X .

Demostracion:

Sea V un convexo entorno del origen en X; V contiene un convexo equilibrado
absorbente B tal que BN X, es un entorno del origen en X,,. Pero entonces VN X, D
BN X, esun entorno del origen en X,,.

Reciprocamente, sea V un convexo de X tal que V, =V N X, es un entorno del
origen en X,; V, es convexo y contiene un entorno equilibrado del origen E, en

X . Pongamos
E=|JEq
a

E es equilibrado (ejercicio[2.16). Entonces la envolvente convexa de c¢(FE) verifica:

= Es un conjunto convexo, pues es la envolvente convexa de E.

= Es un conjunto equilibrado, pues es la envolvente convexa de un conjunto equili-
brado (ejercicio2.5).
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= Es un conjunto absorbente, pues c(E) contiene a los E, que son todo ellos
absorbentes (recordemos que los entornos de una base de entornos del origen en
un espacio vectorial topolégico son conjuntos absorbentes).

Entonces ¢(E) es un entorno del origen para la topologia de X ya que es un
convexo, equilibrado, absorbente y c(E)N X, D E,.
Por otra parte tenemos E C V yaque EN X, = E, C VN X, para cualquier a. En
consecuencia tenemos que c(E) C V pues V es convexo.
Asfi pues V es un entorno del origen para X.
[ ]

Comentario 2.3. Como consecuencia de la propiedad resulta que la topologia
limite inductiva de X inducida por la familia de espacios localmente convexos
(Xa)a es la topologia localmente convexa en X mds fina que hace continuas todas
las inyecciones I, : Xqo — X.

Demostracion:

En efecto, si las inyecciones /, : X, — X son continuas se verifica la condicién
(2:36)) por tanto una base de entornos del origen para la topologia localmente convexa
en X estd formada por los conjuntos convexos y equilibrados cuyas anti-imagenes
por las aplicaciones I, son entornos del origen en X, .

[

La siguiente propiedad caracteriza las aplicaciones lineales continuas definidas
en un espacio limite inductivo.

Propiedad 2.22. Sea X el limite inductivo estricto de una familia de espacios
localmente convexos (X o) o como en la definicion[2.22] Sea Y un espacio localmente
convexo. f : X — Y una aplicacion lineal de X en'Y.

Entonces la aplicacion f es continua si y solo si las aplicaciones fo, = fol,, es
decir las restricciones de f a X, son continuas.

Demostracion:

Primero, si f es continua esta claro que todas las aplicaciones f, = f oI, son
continuas pues son compuestas de aplicaciones continuas.

Reciprocamente, supongamos que f, = f o[, es continua para todo a. Queremos
demostrar que f es continua. Sea V un entorno del origen en Y, basta demostrar que
f71(V) es un entorno del origen de X. Como Y es localmente convexo podemos
suponer que V es convexo. Entonces f~!(V) es convexo (pues f es lineal, ver

ejercicio[2.17). Para cada «
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I vnX,

={xeX; f(x) eV}InX,
={x € Xq; f(x) €V}

= {x € Xoi fa(x) €V}=f3'(V)

Como las f,, son continuas, f,;' (V) es un entorno de X, en consecuencia tenemos
f~1(V)n X, es un entorno de X,, para todo a. Esta es la condicién para que f~1(V)
sea un entorno de X segtn la propiedad 2.21] ]

Tenemos de forma inmediata el siguiente corolario:

Corolario 2.6. Sea X el limite inductivo estricto de una familia de espacios local-
mente convexos (Xq)a como en la definicion[2.22] Sea f : X — R una forma lineal
en X.

Entonces la forma lineal f es continua si y solo si las formas lineales fo = f ol,,
es decir las restricciones de [ a X, son continuas.

Demostracion:

Aplicamos la propiedad 2.22]con ¥ =R.
[ ]
En el capitulo [6] seccion veremos un ejemplo de esta construccion, aunque
solo haremos uso de esta topologia en lo que concierne a la caracterizacion de la
convergencia de sucesiones.

Ejercicios del Capitulo

2.1. Demostrar la propiedad 2.1]
2.2. Demostrar la propiedad [2.2]
2.3. Demostrar las propiedades[2.3]
2.4. Demostrar la propiedad [2.7]

2.5. Demostrar que si A es un conjunto equilibrado entonces la envolvente convexa
de A es un conjunto equilibrado.

2.6. Demostrar que si se verifica la propiedad c) del enunciado del teorema |2.1
entonces dado U € 8 existe un V € B tal que para todo n entero, se verifica V+V +
...(2"sumandos)...+V c U

2.7. Demostrar que si A es un conjunto acotado en un espacio vectorial topolégico
X y A €K, el conjunto 1A es acotado.
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2.8. Demostrar que si A y B son dos conjuntos acotados en un espacio vectorial
topoldgico X, AU B tambiés es acotado.

2.9. Demostrar que si A y B son dos conjuntos acotados en un espacio vectorial
topolégico X, A+ B tambiés es acotado.

2.10. Este ejercicio extiende el teorema de Hahn-Banach a espacios vectoriales
definidos sobre el cuerpo de los nimeros complejos.

Sea X un espacio vectorial sobre el cuerpo C de los nimeros complejos y
p : X — R una aplicacién verificando

p(Ax)=2|p(x) VxeX, VaeC (2.37)
plx+y) <px)+p(y) Vx,yeX (2.38)

Es decir, p es una seminorma sobre X. Por otra parte sea S C X un subespacio
vectorial y g : § — C una forma lineal tal que

lg()|<p(x) Vxes§
Entonces existe una forma lineal f definida sobre X que prolonga g, es decir,

gx)=f(x) VxeS§

y tal que
lf ) <plx) VxeX

2.11. Sea f una forma lineal. Demostrar que para la seminorma | f| sea una norma,
es necesario que f(x) solo se anule parax =0y por tanto que X sea de dimensién 1.
Reciprocamente si X es de dimension 1y si f # 0, demostrar que | f| es un norma.

2.12. Sea X un espacio vectorial.

a) Sea p una seminorma y B = {x € X; p(x—a) < p}. Demostrar que B convexo.
b) Demostrar que la interseccién de conjuntos convexos es convexo y concluir que
toda $-bola es un conjunto convexo.

2.13. Sea X un espacio vectorial topoldgico. Si M es abierto y x € M demostrar que
para & > 0 suficientemente pequefio (1+¢&)x € M.

2.14. Sea X un espacio vectorial topolégico cuya topologia estd definida por la
familia de seminormas P = (p;);c;. Demostrar que para cada conjunto finito de
indices iy, ...,i, € I se tiene que

Diy...i, =sup{pi; s=1,...,n}
es también una seminorma en X.

2.15. Sea X un espacio vectorial topoldgico. Demostrar que ningtin subespacio
distinto de {O} puede ser acotado.
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2.16. Demostrar que si E, son conjuntos equilibrados entonces
E=|JE,
a

es un conjunto equilibrado

2.17. Sean X e Y espacios vectoriales. Sea f : X — Y una aplicacién lineal. Sea
V C Y convexo. Demostrar que f~! (V) es convexo.






Capitulo 3
Espacios normados y de Banach

Resumen

La seminorma de un vector en un espacio vectorial da una idea de la longitud del
vector. En el capitulo anterior se ha visto que mediante una familia de seminormas
se puede definir una topologia en un espacio vectorial y construir asi espacios
vectoriales topolégicos. Una norma es una caso particular de seminorma. Si la
familia de seminormas para definir la topologia de un espacio vectorial se reduce a
una tnica norma tendremos un espacio normado y si el espacio es completo se llama
entonces espacio de Banach.

Introducimos la nocién de espacio Normado y de espacio de Banach, que es
el marco funcional bésico en nuestras aplicaciones. Damos los primeros ejemplos
y estudiamos sus principales propiedades, en particular las relacionadas con las
aplicaciones lineales continuas. Para un mayor comprensioén de los conocimientos
se pueden consultar [1] para una introduccion sencilla y también [4]. Para una vision
mads profunda y extensa,[3], [12] y [13]].

3.1. Espacios normados

Definicion 3.1. Un espacio normado E es un espacio vectorial sobre un cuerpo K,
donde K serd el cuerpo de los reales R o el cuerpo de los complejos C en que se ha
definido una aplicacion || - || : E — R tal que cumple las siguientes propiedades:

= Nl |x[| 20 Vx€E y |x]|=0=x=0
= N2 x4yl < lxll+llyll x,y€E
s N3:||Ax||=|A].||x]] VA€eK VxeE

La aplicacion || - || se llama norma y ||x|| se lee norma del vector x. Cuando sea
necesario especificar el espacio escribiremos || - || g y escribiremos simplemente || - ||
cuando se sobreentienda el espacio al que nos referimos.

91
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Un norma es pues una seminorma que tiene ademds la propiedad N 1. Tenemos
pues que un espacio normado es un espacio localmente convexo cuya topologia estd
generada por esta norma. Esta topologia es de Hausdorff pues claramente por la
propiedad N1 esta topologia cumple con el criterio de separacion [2.3]

Todo espacio normado es un espacio métrico con la distancia d(x,y) = ||[x —y||.
La demostracion se deja para el lector (ejercicio[3.1). Todos los conceptos métricos
y topoldgicos tendrdn aqui su significado. Hablaremos pues de conjuntos cerrados
y conjuntos abiertos, sucesiones convergentes, sucesiones de Cauchy, conjuntos
compactos, etc.

Un conjunto A de un espacio normado E es acotado, en virtud del teorema[2.10]de
caracterizacion de conjuntos acotados en los espacios cuya topologia estd generada
por una familia de seminormas, si y solo si existe M < oo tal que

x|l < M; VxeA 3.1)

Por lo tanto tenemos que A es acotado si y solo si existe una bola abierta B(p, M)
en E tal que A C B(p,M), en efecto eligiendo p = O tenemos A C B(O,M) siy
solo si se verifica (3.1). Resulta que en un espacio normado las dos definiciones de
conjunto acotado (definicién[T.28]y definicién [2.13)) son equivalentes.

Mientras no digamos lo contrario el cuerpo de escalares K serd el de los nimeros
reales R, aunque la mayor parte de las definiciones y resultados a continuacién son
aplicables en ambos casos.

En el ejercicio[3.3] se proponen diversos ejemplos de espacios normados.

Sean E y F dos espacios vectoriales. Recordemos que una aplicaciéon 7 : E — F
se dice que es lineal si verifica

s T(x+y)=T(x)+T(y) Vx,y€E
s T(Ax)=AT(x) VYA€E Vx€E

Vimos en el capitulo 1 que en los espacios métricos la continuidad en un punto de
una aplicacion se puede caracterizar por la continuidad secuencial. Retomamos estas
propiedades en los espacios normados. Como espacios métricos que son, tendremos
la siguiente caracterizacion de la continuidad en un punto de una aplicacién que la
podemos tomar como definicién.

Definicion 3.2. Sean E y F dos espacios normados. Una aplicacion T : E — F se
dice que es continua en un punto x € E si para toda sucesion (xy), C E se verifica

lim x, =x= lim =Tx
n—ooo n—ooo
Naturalmente al escribir 1im,_,o X, = x queremos decir ||x, —x|| — O cuando
n — oo.
Si T es una aplicaciéon continua en todo punto x € E diremos que 7 es una
aplicacion continua.
Utilizando las propiedades de la norma y esta caracterizacién de la continuidad
de las aplicaciones en espacios métricos obtenemos directamente que la suma y
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el producto por un escalar son aplicaciones continuas para la distancia asociada
(ejercicio[3.2).

En el capitulo anterior se vi6 (teorema[2.3)) que en general en los espacios vec-
toriales topolégicos la continuidad en el origen de una aplicacién lineal implica la
continuidad en todo punto. En los espacios normados tenemos la siguiente caracte-
rizacién.

Teorema 3.1. Sean E y F espacios normados y T : E — F una aplicacién lineal.
Entonces si T es continua en el punto O € E es continua en todo punto y existe una
constante M > 0 tal que

Tl < Mllx]| VxeE (3.2)
Cuando escribimos || - || (resp. ||7(x)]|) la norma es la definida en el espacio E
(resp. F)
Demostracion:

El reciproco de este teorema es trivial (ejercicio [3.4). Demostraremos pues que
si T es continua en O es continua en todo punto y se verifica (3.2).

Si T es continua en O € E, para toda sucesién (x,), C E tal que lim, o X, = O
se tiene limy,, o T (x,) =T(0) = O

Sea ahora un elemento cualquiera y € E y (y,), C E una sucesion tal que
lim, oy, =y € E. Evidentemente lim,_(y, —y) = O. Como T es continua
en O € E, resulta lim,,cT(y, —y) = O y por ser T una aplicacién lineal
limy e T(yn) =T(y).

Veamos ahora la segunda parte del teorema. Demostremos primero que si
llx|l <1 existe M > 0 tal que ||T(x)|| < M. En efecto, supongamos por el con-
trario que el conjunto {||7(x)||;||x|| < 1} no es acotado. Para cada n podemos ele-
gir un vector x, tal que ||x,|| <1y ||T(x,)| = n. Definamos y, = %xn. Resulta
1im,, o0 |[Vall = limy, S0 %llx,,” =0 pues ||x,|| < 1. Es decir lim,,_,o, y,, = O. Por otra
parte ||T(y,)|l = %||T(xn)|| > 1 en contradiccién con lim,, ., T(y,) =T(0) = 0.

Sea finalmente un elemento cualquiera x € E. El elemento ﬁ tiene norma 1 y
por lo tanto

X

1T <M

[l

es decir (3.2)

Definicion 3.3. Sean E y F dos espacios normados y T : E — F una aplicacion
lineal continua. El nitmero real no negativo

7|l = sup [IT(x)ll (3.3)

lIxll<t

se llama norma de T.
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El siguiente teorema proporciona la justificacién de esta definicion. En el ejercicio
se estudian diversas propiedades de ||T'||.

Recordemos que si E y F son espacios vectoriales el conjunto de aplicaciones
lineales de E en F es un espacio vectorial que denotamos L(E; F)

Teorema 3.2. Sean E y F dos espacios normados. El conjunto L.(E,F) de aplica-
ciones lineales continuas de E en F es un subespacio vectorial de L(E, F) y ademds
es un espacio normado con la norma

7]l = sup [IT(x)ll (3.4)

lIxli<t

Demostracion:

Veamos primero que L. (E, F) es un subespacio vectorial de L(E, F). En efecto,
seanT,S € L.(E,F), la suma y el producto por un escalar de aplicaciones lineales
es evidentemente lineal. Por otra parte,

T+ =Tx)+S)I < T+ NSON < ATI+ASID-lIxll (3.5)
1AT) ()l = [|AT ) [| = [ALNT Q)| < ALNT] - el (3.6)

Utilizando la caracterizacién dada por el teorema (3.1) resulta que la suma de
aplicaciones lineales continuas y el producto por un escalar son aplicaciones conti-
nuas.

Tenemos ademds que la aplicaciéon nula T = 0 pertenece evidentemente a
L.(E,F). Finalmente ||T|| definida por es una norma ya que se verifica

= NI:||IT|| =0y ||T||=0solosiT =0

= N2:||T+S|| < ||IT||+]||S|| se deduce de tomando el supremo en el conjunto
{xeE; [Ixl <1}

o N3: AT = sup| <y IATCO = A1 Sp <1 TGO = 1AL

Recordemos la definicién de nicleo de una aplicacién.

Definicion 3.4. Sea E y F dos espacios vectoriales y T una aplicacionT : E — F.
Al conjunto
N={x€E;T(x)=0}

se le llama niicleo de la aplicacion T.
Inmediatamente tenemos

Teorema 3.3. Sea E y F dos espacios normados y T una aplicacion T : E — F
lineal continua. Entonces el niicleo de T es un subespacio vectorial cerrado de E.

Demostracion:
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Es inmediato demostrar que si la aplicacion T es lineal el nicleo es un subespacio
vectorial. Por otra parte el nicleo de T es la antimagen de un punto de E (el origen O)
que es un conjunto cerrado y la antimagen de un conjunto cerrado por una aplicacién
continua es un conjunto cerrado.

[ ]

En el caso de las formas lineales tenemos la siguiente propiedad inmediata.

Propiedad 3.1. Sea un espacio normado E, y sea f : E — K una forma lineal,
entonces f es continua si'y solo si existe una constante C > 0 tal que

lf ) <Clix][ VxeE

Demostracion:

Aplicar el teorema
]
En el ejercicio (3.6) se proponen diversos ejemplos de formas lineales continuas.
Asimismo a lo largo del curso se tendrd ocasién de manejar muchas de ellas.

Aplicaciones bilineales y formas bilineales

Definicion 3.5. Sean E, F y G espacios normados, una aplicacién B(-,-) : EXF —
G se llama bilineal si se verifica

B(Ax+py,z) =AB(x,2) +uB(y,z) Vx,yeE,VzeF,VYAuekK 3.7
B(x,Ay+uz) =AB(x,y)+uB(x,z) Vx€E,Vy,ze F,VAuek (3.8)

El concepto de continuidad se aplica aqui sin dificultad y decimos que una forma
bilineal es continua en el origen (0,0) de E X F si para cada par de sucesiones (x,),
e (yn)n tales que limx, =0en E y limy, =0 en F se tiene lim B(x,,y,) =0en G.

Es inmediato demostrar que una aplicacién bilineal continua en el origen es
continua en todo punto (x,y) € E X E, es decir, para cada par de sucesiones (x,), €
(yn)n tales que limx, =xen E y limy, =y en F se tiene lim B(x,,y,) = B(x,y) en
G. Hablaremos pues siempre de aplicaciones bilineales continuas.

Definicion 3.6. Sean E y F espacios normados y una aplicaciéon B(-,-) : EXF — G
una aplicacion bilineal; diremos que B(-,-) estd acotada si existe una constante
C e R tal que

IB(x, )l < Clixlle-lIyllF (3.9)

Propiedad 3.2. Sean E, F y G espacios normados y B(-,-) : EXF — G una
aplicacion bilineal. La siguientes propiedades son equivalentes

a) B(-,-) es continua
b) B(-,-) es acotada



96 3 Espacios normados y de Banach

Demostracion:

Es andloga a la de la propiedad [3.1]y se deja como ejercicio[3.7]
]
A la més pequena de las constantes C verificando (3.9) la llamamos norma
de la aplicacién B(-,-) y la denotamos mediante ||B||. Andlogamente al caso de
aplicaciones lineales continuas tenemos

1BG.Y)lG
IBl= sup 1229 sup  [B(xy)lle (3.10)
xeE,yefF IXIEVIF  xje<t, ylle <1

El conjunto B, (E X F; G) de todas las aplicaciones bilineales continuas es un espacio
vectorial normado con la norma (3.10).

A una aplicacioén bilineal cuando el espacio imagen es el cuerpo K la llamaremos
forma bilineal.

El concepto de continuidad se aplica aqui sin dificultad y decimos que una
forma bilineal bilineal a(-,-) es continua en el origen (0,0) de E X E si para cada
par de sucesiones (x,), € (y,), en E tales que limx, =0 y limy, =0 se tiene
lima(x,,y,) =0.

Es inmediato demostrar que una forma bilineal continua en el origen es continua
en todo punto (x,y) € E X F, es decir para cada par de sucesiones (x,,), € (¥n)n
tales que limx, =x y limy, =y se tiene lima(x,,y,) = a(x,y). Hablaremos pues
siempre de formas lineales continuas.

Del mismo modo diremos que una forma bilineal a(-,-) es acotada si existe una
constante C € R tal que

la(x,y)| < Clix]l Iyl
En particular, tenemos la propiedad

Propiedad 3.3. Sea E y F espcios normados y a(-,-) : EXF — K una forma
bilineal. La siguientes propiedades son equivalentes

a) a(-,-) es continua
b) a(-,-) es acotada

Demostracion:

Es un caso particular de la propiedad[3.2]

Separacion de conjuntos convexos

Enlo que sigue E serd un espacio vectorial normado sobre el cuerpo de los reales
aunque algunas definiciones y resultados de esta subseccidon son generalizables a
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espacios mds generales. Veremos a continuacion algunas propiedades de separacion
entre convexos como consecuencia del teorema de Hahn-Banach. Empezamos con
la definicién de hiperplano.

Definicion 3.7. Un hiperplano es un conjunto de la forma
H={x€E; f(x)=a} (3.11)

donde f es una forma lineal sobre E no idénticamente nula.

Propiedad 3.4. Un hiperplano H de ecuacion f(x) = a es cerrado siy solo si f es
continua.

Demostracion:

Si f es continua, H es cerrado pues es la antimagen de un conjunto cerra-
do. Reciprocamente, supongamos que H es cerrado. El complementario H¢ es
abierto y no vacio (pues f % 0). Sea xo € H¢ tal que f(xg) < @ (el razonamien-
to es andlogo con f(xg) > a). Sea r > 0 tal que la bola de centro x( y radio r,
B(xg,r) ={x € E; ||x—x¢|| <r} c H®. Tendremos

f(x)<a VxeB(xg,r) (3.12)

En efecto, supongamos que f(x;) > « para algin x| € B(xo, 7). El segmento
{x;=(1=1t)xg+txy; t €[0,1]}

estd contenido en B(xg,r) de modo que f(x;) # « paratodo ¢ € [0, 1]. Por otra parte

fi) =aparat=1=(a—f(x0))/(f(x1) = f(xo), resulta

R fx1)—a a— f(xo)
Pl = F G - R
I ACSY Il _a—fx0) Lo
" T -1 Ot e - e U

lo que es absurdo. Asi pues (3.12) es cierto. Tenemos ademds a partir de (3.12)) que

fxo+rz) <a VzeB(0,1)

En consecuencia, f es acotada y por tanto continua. Ademads se tiene

111 s 72 = - sup ((Fxo+ra)—f o)

" izli<1

< 2 f(x0)
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Definicion 3.8. Sean A C E y B C E. Diremos que un hiperplano H de ecuacion
f(x) =a separa Ay B en sentido amplio si

f(x)<a VxeA y f(x)za VxeB

Diremos que un hiperplano H de ecuacion f(x) = a separa A 'y B en sentido estricto
si existe € > 0 tal que

fx)<a-& VxeA y f(x)>a+e VxeB

Antes de pasar a los teorema de separacién necesitamos algunos resultados pre-
vios.

Lema 3.1. Sea E un espacio normado. Sea C un conjunto convexo y abierto de E
que contiene al origen. La funcional de Minkowski p ¢ definida en (2.30) verifica las
siguientes propiedades

a) Existe M tal que 0 < pc(x) < M|x|| VxeE

b) C={x€E; pc(x) <1}

¢) pc(Ax) =Apc(x) para todo A > 0, propiedad
d) pc(x+y) < pc(x)+pc(y), propiedad

Demostracion:

Las propiedades b), ¢) y d) han sido demostradas para los espacios vectoriales
topoldgicos en general (Lema[2.2)). Solo resta demostrar la propiedad a). Sea r > 0,
como C es abierto y contiene a O existe r > 0 tal que B(O,r) c C. Sea x € E,
tendremos para todo € > 0, ”x”Jer € B(0,r) y por tanto

c Ixli+e
—C =pcl)=- (IIXII +&)

Como esto es cierto para todo & > 0 tendremos

1
pe) < x|

Veamos una primera propiedad de separacién.

Lema 3.2. Sea E un espacio normado. C C E un convexo abierto no vacio y
xo € E con xy ¢ C. Entonces existe f € E’ tal que f(x) < f(xg) para todo x € C.
En particular el hiperplano de ecuacion f(x) = f(xo) separa {xo} y C en sentido
amplio.

Demostracion:
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Por traslacién podemos suponer que O € C. Consideramos G = Rxg y la forma
lineal g definida sobre G por g(txp) =t para todo t € R. Veamos que

g(x) <pclx) VxeG
En efecto, para ¢ > 0, resulta

pc(txo) =tpc(xo) = t = g(txo)

ya que xo ¢ C y en consecuencia pc(xp) > 1. Si ¢t <0, estd claro que g(txg) =t <
pc(txp), pues pc es siempre un nimero mayor o igual que cero. Gracias al teorema
de Hahn-Banach [2.6]existe una forma lineal f que prolonga g y tal que

f(x)<pclx) VxeE

En particular tenemos f(xg) =1y f es continua gracias a la propiedad a) del lema
Por la misma propiedad b) del mismo lema obtenemos que f(x) < pc(x) <1
para todo x € C.

]

Teorema 3.4. (de Hahn-Banach, primera forma geométrica) Sea E un espacio
normadoy A C E'y B C E dos conjuntos convexos, no vacios y disjuntos. Supongamos
que A es abierto. Entonces existe un hiperplano cerrado que separa A'y B en sentido
amplio.

Demostracion:

Pongamos C = A — B de manera de manera que C es convexo (ejercicio[3.8). C es
abierto pues C =y eg(A—y). O ¢ C pues ANB =0. Porel lemaexiste feE’
tal que

f(z) < f(0O)=0 VzeC

es decir como
flx—=y)<0 VxeA VyeB

resulta
fx)<f(y) VxeA VyeB

Fijamos o € R con
sup f(x) < a < inf f(y)
y€EB

X€EA
de donde el hiperplano de ecuacion f(x) = a separa A y B en sentido amplio.
[ ]

Teorema 3.5. (de Hahn-Banach, segunda forma geométrica) Sea E un espacio nor-
mandoy A C E'y B C E dos conjuntos convexos, no vacios y disjuntos. Supongamos
que A es cerrado y que B es compacto. Entonces existe un hiperplano cerrado que
separa A 'y B en sentido estricto.
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Demostracion:

Para £ > 0 introducimos A, = A+ B(0,&) y B, = B+ B(0,&) de manera que A,
y B, son convexos, abiertos y no vacios.

Veamos primero que para € > 0 suficientemente pequefio A y B, son disjuntos.
En efecto, supongamos por reduccién al absurdo que dado &€ > O existe zo. € AN Bg;
existiri x € A e y € B tales que

=yl =llx—ze+ze =yl < llx—zell+lly—zell < 2¢

Consideremos ahora una sucesioén &, — 0y las correspondientes x,, € Ae y,, € Btales
que ||x, — y,|| < 2&,; Como B es compacto existe una subsucesion y, convergente.
Sea y, — z € By tendremos [|x, —z|| = [[x, =y +yy —zll < [lxy = yyll +lyy = zlls
de modo que también x,, — z. Como A es cerrado también z € A. Tendriamos pues
que A y B no serian disjuntos.

Segtn el teorema existe un hiperplano cerrado de escuacién f(x) = @ que
separa A, y B, en sentido amplio. Tenemos pues,

fx+ez) <a< f(y+ez) VxeA, VyeB, VYzeB(0,1)
o bien,
F@)+ef(z) <a< f(y)+ef(z) VxeA, VyeB, VzeB(0,1)
De la primera desigualdad, tomando el valor supremo en {z; ||z|| < 1},

f(x)+e sup f(z) <a esdecir f(x)+e|lfll<a VxeA

llzl<1

En la segunda desigualdad, tomando —z en el lugar de z, tenemos @ < f(y) —ef(z),
obien a+&f(z) < f(y) y tomando el valor supremo en {z;||z|| < 1} y reordenando

as f(y)-elfll VyeB

finalmente podemos escribir

J+ellfllsa<fy)-elfl VxeA, VyeB

y concluimos que el hiperplano f(x) = @ separa A y B en sentido estricto.
[ ]
El siguiente corolario es muy titil para demostrar que un subespacio vectorial es
denso.

Corolario 3.1. Sea F C E un subespacio de un espacio normado E tal que F # E.
Entonces existe f € E’, f #0 tal que

f(x)=0 VxeF (3.13)
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Demostracion:

Seaxoe E,xo¢ F. Aplicamos el teoremacon A=F y B = {x¢}. Existe pues
una forma lineal f € E’ y un nimero « tal que el hiperplano de ecuacién f(x) = @
separa en sentido estricto F' y {xo}, en particular tendremos

fx)<a< f(xg) VxeF

como F es un subespacio, en particular para todo A € R, tomando en lugar de x, Ax
Af(x) <a VYA€R,dedonde

f(x)=0 VxeF

Comentario 3.1. Para demostrar que un subespacio F de un espacio E es denso
aplicamos el corolario de la siguiente manera: Se considera una forma lineal
continua f € E’ tal que f(x) =0 para todo x € F y se demuestra que necesariamente
f es idénticamente nula sobre E. A modo de ejemplo ver el ejercicio H.10| en el
capitulo siguiente.

3.2. Cociente de espacios normados y criterio de completitud de
un espacio normado

En general dado un espacio vectorial £ y un subespacio N C X se define el
espacio vectorial cociente E /N como el conjunto de clases de vectores definidos por
la relacién de equivalencia x ~ y & x —y € N. Dotamos a este conjunto de clases
cociente de estructura de espacio vectorial definiendo la suma de clases i1+ 7 y
producto por un escalar de una clase Aii tomando elementos cualesquiera de la clase.
Ahora si E es un espacio normado y N es un subespacio cerrado, entonces se puede
dotar a E /N de una estructura de espacio normado definiendo la norma de ii € E/N
mediante

lall = in fucallul (3.14)

Observemos que para u € E la norma de su clase de equivalencia i es la distancia
de u a N, pues

lillg/n = inf |lu+v|| = inf [Ju—v|| =inf{|lu-v|;veN}=du,N)
vEN vEN
En el siguiente teorema verificamos que (3.14)) define una normaen E/N si N es
un subespacio cerrado.

Teorema 3.6. Sea E un espacio normado y N un subespacio de E. Si N es un
subespacio cerrado la aplicacion define una norma en E/N.
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Demostracion:

Vamos a verificar las condiciones N1, N2 y N3 de una norma.
= N1:Esticlaro que paraii € E/N, ||i||[g/n = 0. Si||d||g/n = 0 entonces para todo
uei,d(u,N)=0,esdeciru € N=N pues N es cerrado.
» N2:Seanuj,upe Eyu,veN
iy +i2]|gyn < llur+u+uz+v|| < llug +ull+[Juz +v||
como esto es valido para todo v € N resulta tomando el inf parav € N,
11+l gyv < lluy +ull + @2l g/ v
y como a su vez esta tltima desigualdad es vélida para todo u € N, tendremos
iy +ialle/n < ldille/n + @2l

» N3:Seade€KyueE.Paratodo v € N podemos escribir

i = inf = inf
Wil = inf (IlAu+vl} = it (ldu+dw])}

inf . =
inf {41 flu+wl} = 1A

inf + =|A].||&
inf {llutwll} = (ALl

Propiedad 3.5. La aplicacion

p:E—E/N

Vo7

es lineal y continua.

Demostracion:

p es evidentemente lineal. Y p es también continua pues por la definicién de
norma cociente
I9lle/n < lvll VveE

[ ]

Para terminar este apartado vamos a ver un criterio sencillo para ver cuando un

espacio normado es completo. Los espacios normados completos se llaman espacios
de Banach y los estudiamos en la seccion siguiente.

Teorema 3.7. Un espacio normado E es completo si y solo si se verifica que toda
serie absolutamente convergente de vectores de E es convergente.
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Demostracion:

Sea )}, -1 4, una serie en E. Que esta serie es convergente quiere decir que

ZuneE

n>1

y que esta serie es absolutamente convergente quiere decir

Dl < 00

nx1

Sea pues }., > Un una serie absolutamente convergente en E. Escribiremos para

las sumas parciales
n n
Su=>lur y An= llucl
k=1 k=1

Veamos primero que si E es completo implica que la serie es convergente.
Para m y n enteros positivos con m < n, y la desigualdad triangular

n

n
1w =Smll =11 D" will < > Nkl = Ap= A = |4 = Ap|

k=m+1 k=m+1

Si la serie es absolutamente convergente ello implica que la sucesién de nimeros
reales (A,), es de Cauchy y por tanto también serd de Cauchy la sucesion (S,), y
si E es completo serd convergente.

Reciprocamente, supongamos que E es un espacio normado en el que toda serie
absolutamente convergente es convergente. Y sea (u,), una sucesiéon de Cauchy en
E. Para cada k € N existe n € N tal que si n,m > ny, entonces ||u, —i,| < 27.
Definimos por induccién, r(1) = ny, r(k+1) = max{ng.1,r(k) + 1}. Para todo k
tendremos, r(k +1) > r(k) > ng, por lo tanto tendremos

Ny (k) —uroll <275 VkeN

Tomando vi = u, (1), Vk+1 = Ur(k+1) — Ur (k) Para todo k, resulta que la serie 3 ;5 vk
es absolutamente convergente, luego por hipétesis es convergente. Pero dicha serie
coincide con la sucesion u,. (), en efecto

n

n
Z Vi =Ur(1) +Z(“r(k) —Ur(k-1)) = Ur(n)

k=1 k=2

Asf pues la sucesioén (u,(n)),(n) € convergente. Por tanto toda la sucesion (uy), es
también convergente, puesto que toda sucesion de Cauchy que tiene una subsucesion
convergente es convergente.

|
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Como aplicacién de este tltimo resultado veamos que el cociente E/N de un
espacio normado E, con N subespacio cerrado de E, es completo si este es completo.

Teorema 3.8. Sea E un espacio normado y N un subespacio cerrado. Si E es
completo, entonces E|N es completo.

Demostracion:

Utilizaremos el teorema anterior [3.7] Sea Y4 » fix una serie absolutamente con-
vergente en E/N. Para cada k podemos elegir uy € iy tal que

gl < Nlagl|+27%

D lluill < 3 Nl + 5 27% < oo

k>1 k>1 k>1

De modo que

Luego la serie ), ux es absolutamente convergente y por lo tanto, aplicando el
teorema[3.7 como E es completo la serie es también es convergente.

Finalmente como la aplicacién v — 7 es lineal y continua (propiedad [3.3)) , si
una sucesion (v,), es convergente en E, entonces la correspondiente sucesion de
clases (¥,), es también convergente en E /N y también si la serie en E, )} 5 u es
convergente, también la serie correspondiente de las clases ), ifx €s convergente
en E/N.

Hemos demostrado que toda serie absolutamente convergente en E /N es también
convergente. Por lo tanto aplicando el teorema anterior resulta que E/N es
completo.

[ ]

3.3. Espacios de Banach

Definicion 3.9. Un espacio normado completo se llama espacio de Banach

Ver el ejercicio (3.9) sobre diversos ejemplos. Ver también el ejercicio (3.10)
sobre un ejemplo de un espacio normado que no es de Banach.

Sean ahora dos espacios normados E y F. En la seccién anterior[3.1|consideramos
el espacio de aplicaciones lineales continuas de E en F, que designamos mediante
L.(E,F) y vimos que podiamos dotar a este espacio de la estructura de espacio
normado definiendo para una aplicacién T € L. (E, F) la norma (3.3). El siguiente
teorema nos dice que este espacio normado es un espacio de Banach si F es de
Banach.

Teorema 3.9. Si E es un espacio normado y F un espacio de Banach, entonces
L (E,F) es un espacio de Banach.

Observemos que no es necesario que E sea de Banach.
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Demostracion:

Sea (T,),, una sucesién de Cauchy en L. (E, F), es decir
T, =T |l = 0 cuando n,m — oo
Se trata de construir una aplicacién T € L. (E, F) tal que
T, =T|| = 0 cuandon — oo
Para todo x € E tendremos
| T3 () =T GO < | T = Tl llx]l = O cuando n,m — oo

es decir (7, (x)), € F es una sucesién de Cauchy, siendo F completo, (7,,(x)),
tendrd un limite que llamaremos 7'(x). Demostraremos ahora que la aplicacion asi
definida es lineal y continua verificando ||7,, = T|| = 0 cuando n — oo. En efecto,

a) T es lineal:
T(Ax+py) =HmT, (Ax +py) = Um(AT, (x) + uTn (y)) = AT (x) + uT(y)

b) T es continua: Como toda sucesién de Cauchy es acotada, existe una constante
C > 0 tal que para todo n, ||T,,|| < C. Cualquiera que sea n tendremos

IT )l = lim [Tu()ll < Tim 1T, )] < Cllx

¢) IT-T,|| >0 cuandon — oo: Cualquiera que sea & > 0, existe ng tal que si
n,m > ng se tiene

17 (x) = T ()| < N Tom = Tl x| < £lx|
tomando ||x|| < 1y ||T,, — T, || < €. Fijando n y pasando al limite cuando m — oo
I7(x)-Ta(x)l[ <&
tomando el sup para ||x|| < 1

sup [[T(x) =T, () =T -Tall < &

llxll<1
|

Definicién 3.10. Sea E un espacio normado sobre un cuerpo K. El espacio
E’ = L.(E,K) de las formas lineales continuas definidas sobre E se llama espacio
dual de E.

Para f € E’ y x € E, habitualmente utilizaremos la notacién f(x) = (f,x).
Observacién: Distinguir el espacio E’ del dual algebraico E* = L(E,K)
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Teorema 3.10. El espacio dual E’ de un espacio normado es un espacio de Banach
para la norma

I£1l=sup [(f.x)] (3.15)

llxli<1

Demostracion:

Es un corolario inmediato del teorema (3.9)
[ ]
Al espacio dual E” = (E”’)’ del espacio dual de E se le denomina bidual. Veamos
que todo elemento de E define una forma lineal continua sobre E’, es decir, se puede
considerar en la practica un elemento del bidual E”’. En efecto, dado x € E definimos

la aplicaciéon
pxE' >R
f—={fx

Es inmediato demostrar que p, es una forma lineal continua sobre E’ (ver ejercicio

3.11] es decir es un elemento de E’’. Veamos que se puede identificar E como
subespacio de E”.

Teorema 3.11. La aplicacion

T:E—E"

X = Py

es lineal, continua e inyectiva. De hecho se verifica ||x||g = ||px||g». Tenemos pues
que la aplicacion E — T(E) C E" es una isometria.

Estas propiedades permiten identificar £ como un subespacio de E”’. Para la
demostracién necesitaremos varios corolarios del teorema de Hahn-Banach [2.6)).

Corolario 3.2. (del teorema de Hahn-Banach|[2.6)
Sea S un subespacio vectorial de un espacio normado E y sea g : S — R una
aplicacion lineal y continua de norma

liglls'="sup [g(x)|=sup g(x)

x€eS,||x]|<1 x€eS,||x]|<1
Existe f € E’ que prolonga g y tal que

I/11e = llglls

Demostracion:
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Aplicamos el teoremal2.6|con p(x) = ||g||s’||x]|. La funcién p verifica las hipétesis
(224) y (2:23). Tendremos pues que existe una aplicacién lineal continua f : E — R
tal que

(fox) <p) =lgllsllxll VxeE
(fixy=g(x) VxeS§

Resulta

Ifller = sup  [{f.0l < llglls

x€E;||x]|<1

Y por otra parte

lglls = sup [gx)|=" sup [Kf.0)|=Iflle

xeS,||x||<1 xeS,|lx||<1

de donde [ fllz = llglls

Corolario 3.3. Para todo x( € E existe fy € E’ tal que

Ifoll = kol ¥ (fo,x0) = llxoll?

Demostracion:
Aplicamos el corolariocon S =Rxg y g(Axg) = A||xo||>. Tendremos

lgll=  sup  gaxo)= sup Allxol* = [lxoll
AeR, || Ax ]| <1 a<t/[xo|

La proplongacién fy de g a todo E resuelve el problema, pues tenemos
I /oll = llgll = llxoll y como xg € S,

(fo,x0) = g(x0) = I|xoll?

]

Corolario 3.4. Para todo x € E tenemos

lxlf= sup [{(fox)]= mdx [(f,x)]
feELf <1 feELIfl<t
Demostracion:
Tenemos

sup  [{f,x) < [l (3.16)

feE;|If <1

Por otra parte el corolario anterior[3.2/dado x € E, existe un fy € E’ tal que || f]| = ||x|
y (f,x) = ||x]|>. Poniendo f; = f/||x|| resulta ||fi|| =1y < fi,x >= ||x||. De donde
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se deduce que en (3.16) se verifica la igualdad pues

lxll = (fix) < sup [(fo0)] < [lxl
FeE|IfIIs]

Corolario 3.5. Sea E un espacio normado y x € E tal que
(f,x)=0 VfeE'

entonces x = 0.

Demostracion:

Segtin el corolariodado x existe fy € E’ tal que (f,x) = ||x]|? por tanto ||x|| =0
yx=0.
[
Demostracion del teorema3.11}

Sea la aplicacién
T:E—E" (3.17)
X = px
donde {px, f) ={f,x) Vfe€E’ Laaplicacion T verifica:
1. Es lineal: Pongamos T'(Ax + ity) = pax+uy- Tendremos para todo f € E’
Paxepy, [) = (frAx+puy) = Af.x) +pu(f,y)
= /1<,0x’f>+,u<,0yaf> = </l,0x+:upy’f>

Por lo tanto
T(Ax+py) = AT (x) +puT (y)

2. Es inyectiva: Sean x1,x; dos vectores de E, con T'(x1) = T(x2), es decir, para
todo f € E’, (f,x1)={f,x2), 0 bien,

<f5~x1 _x2>:0’ VfEE/

Aplicando el corolario[3.3]resulta x| = x5.
3. La aplicaciéon E — T(E) C E” es una isometria (y por tanto continua): Apli-
cando el corolario 3.4 tenemos

loxll= sup [Kpx, I = sup [(f,x)| = [lx]l
If li<1 If i<t
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En general E # E”. En efecto, consideramos el caso en el que E es un espacio
normado pero no de Banach. Por el teorema [3.9) los espacios duales son siempre
de Banach de modo que E” es de Banach. Se puede ver con contraejemplos que
incluso en el caso en que E sea de Banach no siempre se tiene E = E"’. Los espacios
de Banach que verifican E = E’”’ se llaman reflexivos. Tenemos pues la siguiente
definicién:

Definicion 3.11. Sea E un espacio de Banach, se dice que E es reflexivo siT(E) =E"’
siendo T la aplicacion definida en el enunciado del teorema[3.11]

Independientemente se puede definir también los espacios de Banach uniforme-
mente convexos:

Definicion 3.12. Un espacio de Banach se dice que es uniformemente convexo si
verifica la siguiente propiedad: Para todo € > 0, existe § > 0 tal que

Yoy lxlf<Liyli<s1 y flx=yl>e

implica
’ 1Y) <1-6
2

En la prictica quiere decir que las bolas son “redondeadas”. Se puede demostrar
(ver por ejemplo [3]]) que todo espacio de Banach uniformemente convexo es reflexivo
(el reciproco no es cierto). En muchas ocasiones es mds facil verificar la convexidad
uniforme que la reflexividad.

Teoremas de Banach-Steinhaus, de la aplicacién abierta y del
grafo cerrado

En este apartado veremos tres teoremas fundamentales de los espacios de Banach
y algunas de sus consecuencias que por otra parte son de gran utilidad en las
aplicaciones

El siguiente teorema expresa la deduccién de una estimacién uniforme a partir de
estimaciones puntuales.

Teorema 3.12. (de Banach-Steinhaus) Sean E y F dos espacios de Banach. Sea
(T})ier una familia cualquiera de operadores lineales continuos de E en F. Supon-
gamos que

sup ||Tix|| < oo Vx€eE (3.18)
iel
entonces
sup |73 < oo (3.19)
iel

dicho de otra manera, existe una constante C tal que

ITix|| < Cllx|| VxeE Viel (3.20)
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Demostracion:

Primero veamos que (3:19) es equivalente a (3.20). En efecto, si se verifica (3.19),
tendremos llamando C = sup,; ||7;|| < o0

ITixll < T3] M1x]f < S_u?”Ti”-“x” = Cllx]|
1€

Reciprocamente, si se verifica @) tomando el sup | <; en @ tendremos para
todo i,
sup [|Tix|| =Til| < C

lIxll<t

Pasemos a la demostracion del teorema: Para cada entero n > 1 pongamos
X,={x€e E;Viel, ||Tix|| <n}
de modo que X,, es un conjunto cerrado y gracias a (3.18)
U X,=E
n=1

resulta del teorema de Baire [I.39)que Int X,,, # (0 para algtin ng > 1. Existen xo € E
y r > 0 tales que la bola B(xo,r) verifica B(xo,r) C X,,. Tendremos

|IT;(xg+rz)|| <ng Viel, VYzeB(0,1)
en consecuencia teniendo en cuenta la desigualdad triangular

HIT: (r2) | = 1 Tixoll 1< 11Ti (rz) = Tixoll = |73 (rz = x0)[| = [|T; (xo = r2) |
IT; (r2)1l < 1Ti (xo = r2) || + | Tixol
rl|ITezll < ITi (xo = r2) |1+ | Tixoll
rosup |[Tizll < sup ||T;(xo—rz)||+[|Tixoll
llzll<1 llzll<1
de donde finalmente para ¢ < co independiente de i, utilizando (3.18))

rlITill < no+ I Tixoll < no+c

o bien
no+c

73l < =C

donde C es una constante independiente de i.
[ ]
Vamos a ver algunas consecuencias inmediatas del teorema de Banach-Steinhaus.
Antes recordemos la definicién de limite inferior y limite superior de una sucesién
cualquiera de ndmeros reales: Sea (a,), una sucesién en R U {—o0,+0c0} poniendo
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bk = Sup{ak’ak+17ak+2,"‘} (k = 1’2’3"")

B=inf{by,bs,b3,...}

B recibe el nombre limite superior de (a,), y escribimos

B = lim supa,
n—oo

Tendremos las propiedades siguientes: primero b; > by > b3... de modo que (bg)x
es una sucesién decreciente que o bien no estd acotada inferiormente y entonces
B = —o0 0 bien estd acotada en cuyo caso tiene un limite en R. En ambos casos
B=1limg_c0 bg.

El limite inferior se define andlogamente: Sea (a,,), una sucesién en RU {—oo0, 00}
poniendo

bk = inf{ak,ak+1,ak+2, } (k = 1,2, 3, )

Y= Sup{bl,bz,b3,...}

v recibe el nombre limite inferior de (a,), y escribimos

v = lim infa,

n—oo

Eneste caso b| < by < bs... de modo que (by )y es una sucesion creciente que o bien
no estd acotada superiormente y entonces 3 = +o0o 0 bien estd acotada en cuyo caso
tiene un limite en R. En ambos casos 8 = 1limy_, by.

Naturalmente tendremos

liminfa, <limsupa,
y si (a,), es convergente
lima,, =liminfa, =limsupa,

Para una ampliacién de estos conceptos ver [4].

Corolario 3.6. Sean E y F dos espacios de Banach. Sea (T,), una sucesion de
operadores lineales y continuos de E en F tales que para cada x € E la sucesion
(T x) converge cuando n — oo hacia un limite que llamaremos Tx. Entonces

a) sup,, |||l < o
b) T € L.(E,F)
¢) |IT|| < liminf{|7,]|

Demostracion:



112 3 Espacios normados y de Banach

Si (T,,x), es convergente también es convergente (||7,,x||), y por tanto acotada,
es decir sup,, ||7,,x|| < oo para todo x, y aplicando el teorema de Banach-Steinhaus

[3:12] obtenemos a)

Ahora si se verifica a) existe pues una constante C tal que
ITox]l < Clix|l  VxeE
Claramente T es lineal. Por otra parte tomando el limite cuando n — oo se obtiene
ITx|| < Cllx|]] Vx€E

por lo que T es continua.
Para ver c) como
ITox]l < ITall-llxll VxeE

para [[x|| < 1
IToxll < ITnll ¥x€E con x|l <1

tomando el Iimite inferior obtenemos
|ITx|| =lim||T,,x|| < liminf||T,,|] Vx€E con |x| <1

tomando el sup | <; obtenemos c¢)
]

Corolario 3.7. Sea G un espacio de Banach y sea B un subconjunto de G. Si para
todo f € G’ el conjunto f(B) = ecp{f,x) estd acotado (en R si K =R) entonces
B es acotado.

Demostracion:

Aplicamos el teorema con E =G’, F =R y el conjunto de indices / = B.
Para cada indice b € B escribimos

To(f)=(f.b), feE=G’

de manera que

sup|T},(f)| = sup(f.b) <o VfeE=G’
beB beB

pues sup, g {f,b) estd acotado segun la hipétesis para todo f € E = G’. Aplicando
el teorema [3.12]existe una constante C tal que

Kf.DI<CIfIl YfEE=G" VbeB
por consiguiente (ver corolario [3.4)

Ibll=  sup  Kf.b)|<C VbeB
FeE|flI<1
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[ ]
En espacios de dimension finita para determinar si un conjunto estd acotado basta
examinar las funciones coordenadas (que son formas lineales continuas) de cada
punto y ver si el valor que toman las coordenadas si estd acotado. Aqui para un
espacio de Banach no necesariamente de dimensidn finita el conjunto de las formas
lineales continuas juega el papel de las coordendas en un espacio de dimension finita.
El corolario[3.7]expresa que un conjunto débilmente acotado es también fuertemente
acotado (es decir, acotado para la norma).
Para el espacio dual tenemos el corolario andlogo siguiente:

Corolario 3.8. Sea G un espacio de Banach y sea B’ un subconjunto del espacio
dual G'. Si para todo x € G el conjunto \Jy cp(f,x) estd acotado (en R si K=R)
entonces B’ es acotado.

Demostracion:

Aplicamos el teoremacon E=G,F=R,I=B’.Paracada b € B’ escribimos
Tp(x)=(b,x) x€E=G
Existird una constante c tal que
[{b,x)| <Clix|| YbeB VxeG
de donde por la definicién de la norma en el espacio dual

lbll=  sup [(b,x)|<C VbeB

x€E, |Ix||<1

[ ]
Pasamos ahora al estudiar el teorema de la aplicacién abierta debido a Banach.

Teorema 3.13. (De la aplicacion abierta) Sean E y F dos espacios de Banach y
T un operador lineal continuo y sobreyectivo de E sobre F. Entonces existe una
constante r > 0 tal que

T(Bg(0,1)) > Br(0,r) (3.21)

Antes de demostrar el teorema observemos que la propiedad (3.21)) nos dice que
la aplicacién T transforma los abiertos de E en abiertos de F. De ahi el nombre de
teorema de la aplicacién abierta. En efecto, sea U un abierto de E y veamos que
T(U) es un abierto de F. Sea yy € T(U) con yg =Txq para xg € U. Sea s > 0 tal que
BE(x9,5) C U, es decir xo+ Bg (0,s) c U. Entonces

yo+T(Bg(0,5)) cT(U)

Por (3:21)
T(Bg(0,s) > Br(0,sr)
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y por consiguiente
B (yo.sr) =yo+Br(0,s7) C yo+T(Be(0,5)) cT(U)

Hemos demostrado que para todo punto yo de 7 (U) existe una bola abierta de centro
yo contenida en T (U), por lo tanto T(U) es un abierto de F.

Demostracion:

Primero recordemos que en todo espacio vectorial topolégico la aplicacién x — Ax
con A # 0 es un homeomorfismo (ver propiedad[2.10) por lo tanto la aplicacién y su
inversa son continuas.

También recordemos (véase teorema[I.26) que en un espacio métrico la condicién
necesaria y suficiente para que un punto sea punto de adherencia de un conjunto A
es que sea punto limite de A.

Pasemos a la demostracién que se hace en dos etapas.

= Primera etapa: Sea T un operador lineal sobreyectivo de E sobre F. Entonces
existe r > 0 tal que
T(Bg(0,1)) > BF(0,2r) (3.22)

Demostracién: Tomemos X, =nT(BE(0,1)). Como T es sobreyectivo U | X, =
F. Gracias al teorema de Baire @] existe un ng tal que IntX,,, # 0. De donde
resulta

Int (noT(BE(O, 1))) £0

Sea p € Int (noT(BE (0, 1))). Existe un abierto A en F que contiene a p y tal que
p € AcCnyT(Bg(0,1)). Por tanto también

1 -
y=L e —AcT(BL(0,1)
no no

Como nLOA es un abierto podemos elegir una bola de centro y y radio 4r tal que
1 -
Br(y,4r) c —A CT(Bg(0,1))
no

En particular y € T(Bg(0,1)) de modo que y =limy, con (y,), una suce-
sién de puntos de T(B(0,1)); es decir y =1imT(z,,) con ||z, || < 1. Por lo tanto
—y=1imT(-z,)y como || —z,|| =||z,]| < 1 es también limite de una sucesién de
puntos de T'(B(0,1)). Tenemos pues

-y €T(Be(0,1)) (3.23)

Sumando (3:23) con
Br(y,4r) cT(Be(0,1)) (3.24)
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resulta

Bp(0,4r) cT(Bg(0,1))+T(Bg(0,1))
y como T(BEg (0, 1)) es convexo (ver propiedad i
Br(0,4r) c2T(B(0,1))

de donde dividiendo por 2
1 [
EBF(094r) = BF(O,ZT) c T(BE(Ov 1))

» Segunda etapa: Sea T un operador lineal continuo de E en F verificando (3:22)
entonces existe r > 0 tal que

T(Bg(0,1)) > Br(0,r) (3.25)
Demostracion: Sea y € F con ||y|| < r. Hemos de hallar un x € E tal que
x|l <1 'y Tx=y
La propiedad (3:22) se puede escribir
T(B£(0,1/2)) > Br(0,r)

y significa que

1
Ve>(0 existe z€FE con ||z||<§ y lly-Tzll<e

que es una manera de escribir que dado un elemento y € B (0,r), para todo
entorno de y existe un elemento z € T(Bg (0,1/2).
Elegimos & = 5 y obtenemos de esta manera un z; € E con

1 r
Z -T Z
lall <3 ¥ ly=Tal <3

Repetimos el mismo procedimiento tomando y —7z; en el lugar de y. La propiedad
(3:22) se puede escribir

T(B£(0.1/4)) > Br(0.3)

eligiendo & = 7 obtenemos z, € E tal que

Il <~y y-Tz-Tal <
22 2 y y 21 22 4

Construimos asf recursivamente una sucesion (z;,), tal que
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r

o Vn

1
||Zn|<2_n y lly-Ti+z+...+z)l <

La sucesion (x,)n, con x, = 7z +22+ ... +2, es de Cauchy, pues

[ = X0l < zn—lﬂ +...+% — 0 cuando n,m — co . Sea x = limx,. Tenemos

[[x]l < 1yUHimT(x,) =Tx =y, puesto que T es continua.

[ ]
Vamos a ver algunas consecuencias inmediatas del teorema de la aplicacién
abierta.

Corolario 3.9. Sean E y F dos espacios de Banach y T un operador lineal continuo
y biyectivo de E en F. Entonces T~ es continuo de F en E.

Demostracion:

La expresion (3.21) quiere decir que para todo x € E tal que ||Tx|| < r, resulta
|lx|| < 1. Dicho de otra manera, si ||x|| > 1 entonces ||Tx|| > r. En particularsi ||x|| = 1
entonces ||Tx|| > r. Entonces para todo x € E, tendremos || (x/||x|)|| = r. De modo
que finalmente

1
lxll < =[ITx|| VxeE
.

Lo que quiere decir que 7! es un operador continuo.
]

Corolario 3.10. Sea un espacio vectorial con dos normas ||+ ||1 y || - ||2. Siendo E un
espacio de Banach para cada una de las dos normas. Supongamos que existe una
constante C > 0 tal que

lxll2 < Cillxlli VxeE

Entonces existe una constante C, > 0 tal que
lxlli < Collxll2 Vx e E

O dicho de otra manera, las normas || - || y || - ||2 son equivalentes.

Demostracion:

Aplicamos el corolario anterior 3.9 tomando E = (E, || |1) y F = (E,||-|l2) y
como operador 7 la identidad, Tx = x. ]

Corolario 3.11. En un espacio vectorial E de dimension finita todas las normas
son equivalentes.

Demostracion:
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Sea E de dimension finita d y sea {e;; i = 1,...,d} una base de E. Consideremos
sobre E la norma

d d
belli =D bl Ve= ) xies
i=1 i=1
Para cualquier otra norma || - || definida sobre E tendremos

d d d
el =11 )" xiesll < > bril-lledll < €1 ) il = Culllly
i=1 1

i= i=1

donde C| = méax;=,.._q|le;||. El corolario anterior nos dice que existe C; > 0
tal que
ixlli < Calix|l VxekE

[ ]

El siguiente teorema es también una aplicacién inmediata del teorema de la

aplicacién abierta. Dado un operador 7 : E — F se define el grafo G(T') de T como
el subespacio de E X F,

G(T)={(x,y) e (EXF); y=Tx}

Teorema 3.14. (del grafo cerrado): Sean E y F dos espacios de Banach. Sea T un
operador lineal continuo de E en F. Supongamos que el grafo G(T) de T es cerrado,
entonces T es un operador continuo.

Demostracion:

Sobre E consideramos las normas
llxlls = llxlle + 1 Tx]| 7
llamada norma del grafo G(T') y
llxll2 = llxlle

Como G (T) es cerrado, E con lanorma || - ||; es un espacio de Banach. Por otra parte,
claramente ||x||» < ||x||;. En consecuencia (ver[3.10) las dos normas son equivalentes,
es decir existe una constante C > 0 tal que ||x||; < C||x||,. Finalmente

ITxllF < llxlle +ITx[lF = llxlly < Clix||

y T es continuo.
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Observacién 3.1. El reciproco de este teorema es también cierto para cualquier
operador (lineal o no): Si T es un operador continuo el grafo G(T) es un subespacio
cerrado de E X F (ejercicio[3.12)

3.4. Algebras de Banach

En esta seccién presentamos algunos conceptos basicos de la teoria de dlgebras
de Banach que serdn dtiles al estudiar la descomposicién espectral de operadores
que limitaremos a operadores autoadjuntos compactos en el espacio de Hilbert y que
desarrollaremos en el capitulo[d]

Definicion 3.13. Un dlgebra de Banach (real o compleja) es un espacio de Banach
A (resp. real o complejo) en el que estd definido un producto que satisface para todo
X,y,z € Ay para todo escalar a:

w Alix.(y.2) =(x.y).2

w A2: (x+y).z=x.z2+y.2 x.(y+z)=x.y+x.2

s A3 a(x.y) = (ax).y =x.(ay)

w Adsflxyll < lxll Iyl

» AS: Existe un elemento e tal que x.e =ex=x VYx€ Ay || =1 al que se le
llama elemento unidad.

Comentario 3.2. Si A es un espacio vectorial verificando Al, A2y A3 recibe el
nombre de dlgebra. Si A es un espacio normado verificando ademds A4 se le llama
adlgebra normada. A las dlgebras normadas completas se les llama muchas veces
algebras de Banach sin necesidad de exigir la existencia de un elemento unidad. El
elemento unidad si existe es uinico: En efecto, si e’ verifica AS, e’ = e’e =e. No se
exige que el producto sea conmutativo. Un dlgebra que verifica x.y =y.x para todo
X,y € A se dice que es un dlgebra conmutativa.

Comentario 3.3. Sea A es un espacio vectorial verificando A1, A2, A3, Ady AS con
la salvedad que ||e|| # 1. Siempre tendremos ||e|| = 1 y podemos siempre reemplazar
la norma de A por una equivalente || - ||oq para la cual ||e||.q = 1. Véase al respecto

el ejercicio[3.13]

Ejemplos de dlgebras de Banach :

1. El cuerpo de los niimeros reales R y el cuerpo de los nimeros complejos C
con la suma y el producto con ||x|| = |x|. Ambos son dlgebras conmutativas con
elemento unidad e = 1.

2. El espacio de funciones continuas C°[0,1]. Sabemos que es un espacio de
Banach con la norma del maximo || flco = méx;ejo,17 |/ (¢)| (ejercicio . Se
define el producto mediante el producto de funciones (f.g)(#) = f(#)g(t) para
todo ¢ € [0, 1]. Es obvio que es un algebra conmutativa con elemento unidad e,
funcién dada por e(¢) = 1 V¢ € [0, 1]. También para f,g € C°[0, 1] se tiene
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I17-glleo =£E§§] £ @).g@O] < [If1I-11gll

Entonces C°[0, 1] es un dlgebra de Banach.

3. Sea M(n) el conjunto de matrices nxn, A = (a;;)i j=1,..,, con la suma
A+ B = (a;; +b;j), con el producto por un escalar 1A = (da;;) y el producto
de matrices habitual (AB);; = 37_, = a;x by . Esto hace que M sea un dlgebra.
Con cualquier norma inducida por una norma vectorial

A
1A = sup 1AY0
v#£0 ||V||

es un dlgebra de Banach, por ejemplo con la norma
n
1Alleo = méix > layj]
L ]:1

El elemento unidad es la matriz identidad.

4. Sea B un espacio de Banach y L.(B) el espacio de aplicaciones lineales
continuas de B en si mismo, que es un espacio de Banach. Definimos el
producto como la composiciéon de funciones, es decir para A,A; € L.(B),
(AjoA)(x) =A1(Az(x)). Sabemos que Ajo Ay € L. (B) y

(Ao A2) ()l < (ALl 1A2 ()] < [|AL ][ A2l [lx]l

y por tanto
l[A10 Azl < [[A1]]-[| A2l

Ademads tiene elemento unidad e = I que es la aplicacion idéntica.

En lo que sigue cuando nos referimos a un algebra de Banach suponemos que es
un élgebra de Banach con elemento unidad.

Definicion 3.14. En un dlgebra de Banach (con e el elemento unidad) diremos que
z es el inverso de x si
zxX=x.z=e

Al inverso de x si existe le designaremos mediante la notacion x'.

Propiedades 3.1. (de las inversas)

a) Sea A un dlgebra de Banach y sean x,y € A. Si x e y tienen inversas entonces
x.y tiene inversay (x.y) ' =yl x7L.

b) Six.y tiene inversa y x tiene inversa entonces y tiene inversa que viene dada por
yl=@y'x

c) Six.y tiene inversa e y tiene inversa entonces x tiene inversa que viene dada por

T =yey)T!

Demostracion:
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-1 1

a) Tenemos y~!.x7!.x.y=y" ! .y=eytambiénx.y.y ! xT=xxl=e

b) Sea z = x.y que tiene inversa. Como x tiene inversa podemos escribir x ™' .z =y
Como x~! y z tienen inversa, y tiene inversae y™' =z7! .x = (x.y) "' .x

¢) Demostracién andloga al caso b)

Definicion 3.15. Un dlgebra de division es un dlgebra con elemento unidad en el
que todos los elementos distinto del elemento O tiene elemento inverso.

Vamos a ver a continuacién algunas propiedades importantes y que tienen una de-
mostracién sencilla en el contexto de las dlgebras de Banach. La siguiente propiedad
es bien conocidas para las dlgebras de matrices.

Teorema 3.15. Sea A un dlgebra de Banach, sea e € A el elemento unidad y sea
x € A tal que ||x|| < 1. Entonces

a) e—x es invertible y la inversa es 3., x".
_ -l 1

b) ll(e=x)""|l < =T .

o) lle=x)~" —e—x|| < 5!

1=]lx]l

Demostracion:

a) Como ||x|| < L'y [Ix"]| < [|x||" la serie 3., ,x™ verifica

(o] (o)
Dl < Y Il < oo
n=0 n=0

por lo tanto es absolutamente convergente y por tanto es convergente (véase
teorema [3.7), es decir, la sucesién (s,), donde s, = e +x+x2+x>+...+x" es
convergente. Sea s = lim,,_,« $,. Tendremos

sp.(e—x) = (e—x).5p = e —x"*!
por la propiedad del producto

llsn-(e =x) =s.(e=x)|| = |(sn —5).(e =) || < [[sn = s]|.lle —x[| —— O
n—oo
y también ||x"*!|| < ||x||"*' —— 0, pasando al limite cuando n — oo resulta
n—o0

s(e=x)=(e—x)s=e

de donde s = (e —x)"1 =3 jxm.
b)
1

1=l

(e8]
lsnll = lle+x+x?+..+x"] < > lx||" <
n=0



3.4 Algebras de Banach 121

y pasando al limite obtenemos b)
c)
|lx[1*
1= |lx]|

(e8]
llsn—e=xll =l +...+x" < D |lxl|" <
n=2

y de nuevo pasando al limite obtenemos c)

Corolario 3.12. Para todo 1 € K (con K=CoR)yx € A con ||x|| < |4, entonces
Ade —x es invertible.

Demostracion:

Tenemos 1
de—x||=11].]le—=x
[ 1= 121-lle == xI
entonces ||%x|| < 1y aplicamos el teorema
[

Corolario 3.13. Sea A un dlgebra de Banach, sea e € A el elemento unidady x € A
tal que ||e —x|| < 1. Entonces x es invertible y el inverso de x es e+, (e —x)"

Demostracion:

Tenemos x = e — (¢ —x). Aplicamos el teorema anterior a e —x en lugar de x.
]

Teorema 3.16. El conjunto U de todos los elementos invertibles de un dlgebra de
Banach A es abierto.
Demostracion:

Sea x € U. Veamos que existe un bola abierta de centro x contenido en U. En
efecto consideremos la bola

1
B()={yeA;ly—xll < ——}
[l
Sea y € B(x), poniendo ||e — y.x~!|| = [|(x = y).x7!| < lx = y|l.|Ix"!|| < 1, aplicando
el corolario deducimos que y.x~! € U. De donde y € U siendo la inversa
y'=x71.(y.x" )" (véanse las propiedades[3.1). n

Teorema 3.17.

La siguiente propiedad se deja como ejercicio:
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Propiedad 3.6. Sea A un dlgebra de Banach y sea x € A con ||x|| < 1. Entonces
existe un'y € A tal que
Xy=x+y (3.26)

Demostracion:

Se deja como ejercicio[3.14] ]

Espectro, conjunto resolvente

Definicion 3.16. Espectro y conjunto resolvente:

Sea A un dlgebra de Banach sobre K=R 0 C. Sea x € A, el espectro o (x) es el
conjunto de todos los escalares A € K tales que e —x no es invertible.

El complementario es el conjunto resolvente p(x) = {1 € K ; (1e —x) es invertible}.

Definicion 3.17. Radio espectral: El radio espectral de x es el niimero
Resp ()C) = SUP{|/1|§ de U-(X)} (3.27)

Veamos ahora una propiedad esencial del espectro:

Teorema 3.18. Sea A un dlgebra de Banach compleja y sea x € A. Entonces el
espectro o (x) es un conjunto compacto de C. Tenemos ademds que o (x) estd
contenido en la bola de centro el origen y radio ||x||.

Demostracion:

Probaremos que o (x) es cerrado y acotado. Si |[4| > ||x|| entonces ||/llx|| <ly
por el teorema e— %x es inversible y por lo tanto también de —x = A(e — %x)
es invertible. De modo que A ¢ o (x). Esto prueba que o (x) es un conjunto acotado
contenido en el disco del plano complejo de centro el origen y radio ||x||.

Para probar que es cerrado demostraremos que su complementario, el conjunto
resolvente p(x) es abierto. Sea Ay € p(x), por tanto x — Ape es invertible. Sea U
el conjunto de los elemento invertibles de A, que sabemos que es abierto segin
el teorema [3.16} y consideremos la funcién g : C — A definida por g(1) = x — de.
Como U es abierto existe un entorno S(g(1p)) C U de g(dg) = x — Ape. Como
g es continua existe un entorno B.(1g) = {1 ;|1 —Ap| < €} de Ay tal que g(1) €
S(g(1,)) cU VAeB,.

Hemos demostrado que dado un elemento A € p(x) existe un entorno B (1g) de
Ao tal que A € p(x) paratodo A € B,. Es decir p(x) es un conjunto abierto.

[
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Comentario 3.4. En la anterior demostracion hemos utilizado el hecho que g es
continua. En efecto g es continua pues es una aplicacion afin (traslacion + producto
por un escalar) de modo que si 1, — A cuando n — co tenemos

llg(4n) =g (DIl < [1n =2 =0

Se puede demostrar que en un dgebra de Banach compleja el espectro es siempre
un conjunto no vacio (ver por ejemplo [[12]). Sin embargo en el caso de dlgebras reales
el espectro puede ser vacio, como se pone de manifiesto en el siguiente ejemplo:

Ejemplo: Consideremos el dlgebra de Banach real con elemento identidad M (2)
de las matrices reales 2 X 2. Veamos cudl es el espectro de A € M(2),

0-1
= (1)
Entonces 0(A) ={1 € R ;A—AId no tiene inversa }. Sabemos del curso de &l-
gebra lineal que esto ocurre si y solo si el determinante det(A —Ald) = 0. Aqui
det(A—AI) = 22 +1 = 0 no tiene solucién real. Por lo tanto o (A) = 0.

En cambio si consideramos el dlgebra de Banach sobre C de las matrices M (2)
complejas tendremos o (A) = {i,—i}.

Valores propios de un operador

Definicion 3.18. Sea E un espacio normado y T € L.(E) una aplicacion lineal
continua de E en si mismo. Entonces un escalar A se dice que es un valor propio de
T siy solo si existe un x # O en E tal que Tx = Ax. Denotaremos V P(T) al conjunto
de valores propios de T.

Elespacio normado L. (E) es un dlgebra con elemento unidad con la composicién
de operadores como producto del dlgebra. El elemento unidad es claramente la
aplicacion idéntica I/d. Podemos hablar pues del espectro o-(T') de una aplicacién
de L.(E). Si E es un espacio de Banach también lo es L. (E) que es entonces un
dlgebra de Banach.

Teorema 3.19. El conjunto de valores propios VP(T) de T € L.(E) es un subcon-
Jjunto del espectro o (T).

Demostracion:

Sea A € VP(T) implica que existe un xg # O tal que Txp = Axg. Entonces
(T — AId)xo = O. Ahora bien, si la aplicacién (7 —A1d)~" existe entonces

(T —-A1d)y™ (T -Ald)xg=(T-AId)"'0 =0
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es decir xo = O lo que contradice la definicién de valor propio. Queda probado que
VP(T) c o(T).
[ ]

La inclusién anterior puede ser estricta como se pone de manifiesto en el siguiente
ejemplo:

Ejemplo

Sea el espacio de las sucesiones [2 = {x = (X1, X2, ..., X;,...); Do X7 <oo}conla
norma ||x|| = (Z;’il (xi)z) 12 que es un espacio de Banach (de hecho es un espacio de
Hilbert, véase el ejercicio 4.7|del capitulo . Consideremos el operador T : I — I?
definido por

Tx=(0,x1,x2,...)

donde x = (x1,x7, ...) € [2. Claramente T es lineal y acotado. Veamos que VP(T) = 0
y sin embargo 0 € o (T'). En efecto:

Si 0 € VP(T) entonces Tx = Ox para algtin x # 0, es decir (0,x1,x2,...) =0x =
(0,0,...) lo cual es imposible, por lo que 0 no puede ser valor propio. Por otra parte,
si A € VP(T) no nulo, entonces existe x # O tal que

T(x)=(0,x1,x2,...) = A(x1,x2,...) = (Ax1,Ax2,...)

Entonces 0 = x1, x; = Axp, xp = Ax3,... por lo que x = O, lo que contradice la
definicién de valor propio. De donde VP(T) = 0.

Por otra parte veamos que 0 € o-(T'). En efecto 0 € o-(T) significa que T no tiene
inversa. Veamos que efectivamente 7 no tiene inversa. Si 7~! existiese entonces
T(T'x) = x para todo x € [. Pero la imagen por T de cualquier vector tiene la
primera coordenada nula, por tanto 7(T~!(x) no puede ser igual a x si la primera
coordenada x; # 0. Concluimos que T no puede tener inversay 0 € o (T).

Observacion 3.2. La definicion de resolvente de un operador es
p(T) ={1 € K; T - Ald es invertible}

La definicion nos dice pues que si A € p(T) la aplicacion T — A1d es invertible y por
lo tanto sobreyectiva. Pero también necesariamente es inyectiva pues si Tx —Ax =0
con x # 0 resultaria que A es valor propio y por lo tanto no podria estar en el
conjunto resolvente. Tenemos pues que el conjunto resolvente es

p(T)={A€K; T - Ald es biyectiva}

Ejercicios del Capitulo[3]

3.1. Demostrar que todo espacio normado es un espacio métrico con la distancia
d(x,y) =[lx=yll.
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3.2. Demostrar utilizando las propiedades de la norma y la caracterizacién de la
continuidad de una aplicacién que en todo espacio normado la suma y el producto
por un escalar son aplicaciones continuas.

3.3. Verificar que los siguientes espacios son normados con la norma que se indica.
(a) ) C°[a,b] con la norma || flle = SUP,c[q.p) [f(X)]
(b) Todo subespacio vectorial S de un espacio normado con la norma inducida.
1/2
(c) R con la norma ||x||, = (Z;’zlxiz) x= (X1, Xpn)

(d) R? con la norma ||x||ee = mdx;=1___, x| x=(x1,....X5)

.....

3.4. Demostrar el reciproco del teorema Sean E y F espacios normados y
T : E — F una aplicacion lineal. Si T es acotada, es decir verifica

IT(x)|l <Mllx|| VxeE
entonces T es continua.

3.5. Sea E y F dos espacios normados y 7 una aplicaciéon T : E — F lineal continua.
Demostrar las siguientes propiedades de ||T||.

@) TNl = supy <1 IT )l

(b) Si E #0, |T]| = supyy_; 1Tl

© T < NTN-llxll

(d)SiM >0y |IT(x)|| <Ml|x|| VYxeE,entonces ||T|| <M

3.6. Verificar que las siguientes aplicaciones ¢ : E — R son formas lineales continuas
sobre E

@ E=R% || flo) y¥(x) =x1 x=(x1,....x2)
(b) E =(C%[a,b],]|lo) - Dada g € E definimos

b
w(f) = / £ ()£ (x) dx

© E=(R% [ o) y¥(x) =x1+x2 x = (x1,22)
3.7. Demostrar la propiedad 3.2]
3.8. Si A es convexo y B es convexo demostra que C = A — B es convexo.

3.9. Demostrar que los siguientes espacios normados son de Banach

LE=®R%| [lw)
2.E=R4- l,), donde
d

lellp = (D fxi|?) /7

i=1

parap > 1
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3. E=(C%[a,b], |- l|), donde

[1fllo = sup |f(x)]

x€la,b]

3.10. Demostrar que E = (C°[a,b], || - || »), donde

b
1l = / GNP dx)P

es un espacio normado pero no es de Banach.
3.11. Demostrar que la aplicacién
pxE' >R
f=(f.x)
es lineal y continua.

3.12. Sean E y F espacios normados y T un operador de E en F continuo. Demostrar
que el grafo G(T) = {(x,y) € E X F; y =Tx} es un subespacio cerrado de E X F

3.13. Sea A es un espacio vectorial verificando A1, A2, A3, A4y AS con la salvedad
que ||e|| # 1.

= Demostrar que ||e|| > 1.
= Demostrar que en A existe una norma || - |4 equivalente a la norma || - || en la

que ”e”eq =1

3.14. Demostrar la propiedad [3.6]



Capitulo 4
Espacios prehilbertianos y de Hilbert

Resumen

El espacio de Hilbert es la generalizaciéon a dimensién cualquiera del espacio
euclideo n-dimensional, es decir un espacio vectorial en el que se ha definido un
producto escalar. Al producto escalar se le asocia una norma de modo que un espacio
con producto escalar en particular es un espacio normado. Los espacios de Hilbert
son los espacios con producto escalar que son ademds completos. La bibliografia
recomendada es [[1]] para una introduccion sencilla y también [3]].

4.1. Espacios prehilbertianos

En lo que sigue consideraremos espacios prehilbertianos y de Hilbert definidos
a partir de un espacio vectorial sobre el cuerpo de los nimeros reales R, puesto
que son los que utilizaremos a lo largo de estos apuntes. No obstante indicaremos
brevemente la extensién de algunas definiciones y propiedades al caso de espacios
vectoriales definidos sobre el cuerpo de los nimeros complejos C.

Definicion 4.1. Un espacio prehilbertiano E es un espacio vectorial en el que se ha
definido una aplicacion

(-,):EXE >R
xXy—(x,)

llamado producto escalar y que cumple las siguientes propiedades

n Pl: Simetria

(x,y)=(y.x) Vx,yeE

= P2: Linealidad respecto al primer factor

127
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(x+y,2)=(x,y)+(y,2) Vxy,z€E
(Ax,y) =A(x,y) VYxeE VAeR

» P3: Cardcter definido positivo
(x,x) >0 Vx#0

De las propiedades P1 y P2 se deduce también que el producto escalar es lineal
respecto al segundo factor:

(x,y+2)=(y)+(y.2) Vxy.z€E
(x,Ay) =A(x,y) VxeE VAeR
es decir, el producto escalar (cuando E es un espacio vectorial real) es una aplicacion
bilineal.
Todo espacio prehilbertiano es un espacio normado con la norma ||x|| = (x,x)'/2.

En efecto, las propiedades N1y N2 de la definicién 3.1 son inmediatas y la demos-
tracion de N3 se basa en la siguiente desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Teorema 4.1. En todo espacio prehilbertiano E se cumple
[ ] < [lx[lllyll Vx,y€E (4.1)

donde ||x|| = (x,x)/?

Demostracion:

Para todo x,y € E y para todo A € R,
(x=Ay,x=2Ay) =20

de donde ||y||?A% =21 (x,y) +||x]|> = 0. El primer miembro de la desigualdad es un
polinomio de segundo grado en A; para que sea positivo o nulo, su discriminante
deber4 ser negativo o nulo

4(x, )2 =4lx I lIylI> <0

de donde se obtiene (@.1)
[ ]
Ver el ejercicio[d. 1] para el caso de espacios sobre los complejos C.
Utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz podemos demostrar sin dificultad
la propiedad N3 de los espacios normados. En efecto,
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e+ 3117 = 1017 42, ) + 1y 117 < el + 21l 1y L+ Dyl
llx+y11* < (el + 1yl

y sacando la raiz cuadrada positiva obtenemos N3.

En el ejercicio[d.2] se dan varios ejemplos de espacios prehilbertianos.

Una propiedad de las normas en un espacio prehilbertiano es la siguiente ley del
paraleogramo:

Teorema 4.2. (Ley del paralelogramo)
En un espacio prehilbertiano E, para todo x,y € E se verifica

llxc+ Y117 + [l = ylI* = 2[1x 1> + 211y I 4.2)
Demostracion:
Tenemos
llx+ 1% = l1x]1? +2x, ) + [y lIP 4.3)
llc = y11% = 1x]1> = 2(x, y) + [[y]1* 4.4)

y restando se obtiene (#.2).
[ ]
La igualdad @.2) permite expresar el producto escalar en funcién de la norma.
En efecto, restando (4.3) y (4.4) se obtiene

1
(e.3) = 7 (e3P = = yI) (4.5)

La igualdad ({@.2) permite caracterizar los espacios prehilbertianos, més precisa-
mente, un espacio normado cuya norma cumpla (#.2) es un espacio prehilbertiano
donde el producto escalar estard definido por (4.5). Véase al respecto el ejercicio[d.3|

Comentario 4.1. En el caso complejo la expresion del producto escalar en funcion
de la norma se conoce como identidad de polarizacion y es

(6,3) = 7 (e + 17 = lbe =yl +illx +iyll* = illx = iyl|?) (4.6)

B

Véase ejercicio

4.2. Ortogonalidad y Ortonormalidad

El producto escalar permite introducir la nocién de dngulo entre dos vectores, en
particular la ortogonalidad.
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Definicion 4.2. Sea x,y € E dos elementos de un espacio prehilbertiano. Se dice
que x es ortogonal a y si

(x,y)=0 4.7)
Si x e y tienen norma unidad se les llama ortonormales.

Teorema 4.3. (de Pitdgoras)
Sea E un espacio prehilertiano y sean x e 'y dos elementos ortogonales. Entonces
se verifica
e+ 317 = el + lly 112 (4.8)

Mas generalmente, si x1,X2,...,Xn Son ortogonales dos a dos, se verifica

n n
1 il = il (4.9)
i=1 i=1

Demostracion:

Aplicando la definicién de ortogonalidad 4.2
b+ 112 = 112 +20c,y) + Iy 117 = [l + 1yl

Para demostrar (4.9) procedemos por induccién. Para n =2 es el caso (4.8)). Supo-
niendo vélido li para n— 1y aplicando l) ax= Zf‘;ll X;yay=x,resulta

n n-1

2 2 2

1 il =1 12+ el
i=1 i=1

y aplicando la hipétesis de inducci6én obtenemos (4.9)
[
Naturalmente, de forma inmediata tenemos que si x e y verifican @ entonces
X e y son ortogonales.

Definicion 4.3. Una sucesion (x,,), C E (finita o infinita) de vectores de E se llama
sucesion ortogonal si (x;,x ;) = 0 para todo i # j. Una sucesion se llama ortonormal
cuando es ortogonal y ||x, || = 1 para todo n.

Ver el ejercicio[d.5| para varios ejemplos.
Como consecuencia del teorema de Pitdgoras [4.3] resulta el siguiente corolario
para las sucesiones de vectores ortogonales.

Corolario 4.1. Sea (x,), una sucesion de vectores ortogonales y no nulos de un
espacio prehilbertiano. Entonces el conjunto de vectores {x,; n=1,2,...} es un
conjunto de vectores linealmente independientes.

Demostracion:
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Supongamos que Z:’zlxlixi = 0. Los vectores A;x;, i = 1,2,3,... son también
ortogonales entre si. Aplicando (#.9),

n n
0=01P= > Il = " 1 Pllill?
i=1 i=1

Como ||x;|| > 0 para todo i, necesariamente A; = 0 para todo i. [ ]

Teorema 4.4. (Desigualdad de Bessel)
Sea (x,), una sucesion de vectores ortonormales en un espacio prehilbertiano
E. Para todo vector x € E se verifica

D x)? < I (4.10)
i=1

Demostracion:

Para todo n € N tenemos

n

0 < [lx= > (o)l

i=1

= el =208, Y Crxixi) + O (60, Y (6,x7)x,)
i=1 i=1 Jj=1

= [l =2 ) (o) + Y > (6i) (6,)) (x0,%))
i=1

i=1 j=1
n n
=[xl =2 (i) + ) (xox0)?
i=1 i=1
n
=[xl = > (x,x)?
i=1

de donde se obtiene

n
D exi)? < Il
i=1

Finalmente tomando el limite cuando n — oo obtenemos (@.10)
[ ]
En el ejercicio[d.6]se generaliza la desigualdad de Bessel para espacios prehilber-
tianos sobre el cuerpo de los complejos.
Veamos unas primeras relaciones entre conjuntos ortogonales. Empezamos pre-
cisando la definicién de vector ortogonal a un conjunto dado y de conjuntos ortogo-
nales.
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Definicion 4.4. Sea S un subconjunto de un espacio prehilbertiano E. Diremos que
x € E es ortogonal a S si (x,s) =0 para todo s € S y designaremos mediante S*
(ortogonal de S) al conjunto de estos puntos x, es decir

St={xecE; (x,5)=0 VseS}

Asimismo, si S e I son subconjuntos de un espacio prehilbertiano E, diremos que S

es ortogonal a I si
(x,y)=0 VxeSVyel

A continuacién vemos algunas propiedades de los conjuntos ortogonales.

Teorema 4.5. Si S es un subconjunto cualquiera de un espacio prehilbertiano E,
St es un subespacio vectorial cerrado de E

Demostracion:

Primero veamos que S* es un subespacio vectorial de E. En efecto, 0 € St y
ademds, si x,y € S+ y A, u € R se tiene para todo s € S

(Ax+uy,s) =A(x,s)+u(x,s) =0
Demostremos ahora que S* es cerrado: Sea (x,,),, una sucesién de S* tal que

Iim x,, =x
tendremos (x,,s) =0 para todo s € S* y para todo n. De donde pasando al limite
0 =limy o0 (Xn,5) = (x, ) ya que |(xp, s) = (x,9)] = |(xn —x,9)] < [ —x[[.[[5]].
[ ]

Teorema 4.6. Si S e [ son subconjuntos de un espacio prehilbertiano E, se verifican
las siguientes propiedades:

a) Scstt
b) ScI=I+tcst
C) SJ‘J'J':SL

Hemos utilizado la notacién (S+)+ = St+

Demostracion:

a) Seax € §; para todo y € S se tiene (x,y) =0 lo que implica que x € S+

b) Supongamos S C I; si x € I* se tiene (x,y) =0 para todo y € I, en particular para
todo s € S tendremos (x,s) =0, es decir x € S*.

¢) Por la propiedad a) S c S**, aplicando b) St++ c S*. Por otra parte por a)
Si C (SJ_)J_J_ — SJ_J_J_
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[ ]
En las lineas que siguen nos ocuparemos de la descomposicion de un espacio en
suma de otros dos.

Teorema 4.7. Si M y N son subespacios vectoriales de un espacio prehilbertiano
E. Si ademdas M y N son ortogonales, entonces todo vector x € M + N tiene una
representacion unica

x=y+z yeM zeN

Demostracion:

Supongamos que existen dos descomposiciones de x € M + N,
x=yi+z1=y2+22 yi,y2€M z1,22€N

poniendo w = y; —y, = 7o —z1. Resulta que w € M y también w € N. Como M y N
son ortogonales
(w,w)=0 = w=0

[ ]
Cuando tengamos una descomposicién tnica como la que se presenta en el
anterior teorema, pondremos
E=M®N

y diremos que E es suma directade M y N.

4.3. Espacios de Hilbert

4.3.1. Definiciones y propiedades. Proyeccién sobre un convexo
cerrado. Teorema de Riesz-Fréchet

Definicion 4.5. Un espacio prehilbertiano completo se llama espacio de Hilbert.

En el ejercicio[d.7]se dan varios ejemplos de espacios de Hilbert.

Las lineas que siguen tiene por finalidad el siguiente objetivo: Dado un espacio
de Hilbert H y un subespacio N cerrado del mismo queremos descomponer H de la
forma H = N @ M; veremos que M es precisamente el ortogonal de N, N*. Veremos
ademads que la completitud de H juega un papel esencial.

El siguiente teorema nos asegura la existencia de la proyeccion de un vector sobre
un conjunto convexo cerrado en un espacio de Hilbert.

Teorema 4.8. Sea K un conjunto convexo y cerrado en un espacio de Hilbert H.
Dado x € H existe un elemento y( € K uinico tal que

llx=yoll < lx=yll ¥yekK (4.11)
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Dicho de otra manera, dado x € H existe un elemento y( de K Unico cuya distancia
a x es minima, es decir

Il = yoll = min |x -yl
yeK

A este teorema se le conoce como el de la existencia de la mejor aproximacién de
un elemento x en un convexo. A esta mejor aproximacién yq se le llama también
proyeccién de x sobre K.

Demostracion:

Llamemos § = infyex |[x — y|| y elijamos una sucesién (y,), € K tal que
lim;, e ||Xx — ¥, || = 6. Vamos a demostrar que (y,), es una sucesién de Cauchy.

2
[

”ym_yn :||(ym_x)+(x_yn||2

Aplicando la ley del paralelégramo (4.2))

1 =) + =y 1P+ (7 = %) = (e =y II?

= 21y — x> +2lx = yull?

de donde

Ym+ty
2 2= 42—

V= Yull? = 20 m = x> +2[lx =y

Como K es convexo 1/2(y,, +y,) € K y por lo tanto
1ym = ynll® < 20lym = x| +2]lx =y ||* - 46
y pasando al limite cuando n,m — oo
Hm  |[ym—yall* =262 +26%-45> =0
nm—c0

Lasucesion es de Cauchy y siendo H un espacio de Hilbert la sucesion es convergente.
Sea yop =1limy,, como K es cerrado yp € K y

lim [y, —x[| =6 = [lyo — x|
n—oo
Finalmente veamos que y( es Gnico: Supongamos que z( verifica también
lx—zoll < llx—yll VyeK zo€K

entonces 1/2(yo+z0) € K y podemos poner, utilizando de nuevo la ley del paralels-
gramo,
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2 2 2 2
lyo=zoll” = 2[lyo = xII” +2lx = zoll" = [lyo +20 — 2x]|

+
- 252+252—4||¥ —x|? <262 426%— 462 =0

de donde zg = yo ]
El siguiente teorema caracteriza la proyeccién sobre un convexo.

Teorema 4.9. Sea K un conjunto convexo y cerrado en un espacio de Hilbert H.
Sea yo la mejor aproximacion de x € H en K. yq estd caracterizado por

yo €K (4.12)
(x=y0,y—=y0) <0 VyeKk (4.13)

Denotaremos yg = Pxx y llamamos a yo proyeccion de x sobre K.

Demostracion:

Sea y un elemento cualquiera de K. Para todo A € (0,1) pongamos
v=(1-2)yp+Ay € K, resulta

llx = yoll* < [lx = (1 =) yo = Ay[I* = [ (x = yo) + A(yo — ) |I?
=[lx = yoll* +24(x = yo, yo — y) + *[lyo = yII?

reordenando y dividiendo por A
2(x=yo,y=yo) =Allyo-yII> <0
pasando al limite cuando 4 — 0
(x=y0,y=y0) <0 Vyek
Reciprocamente, supongamos que yq verifica (.12)- (#.13) Tenemos,

llx = y11% = 11 (x = yo) + (yo — ) II*
= |lx = yoll* +Ilyo = ¥II* +2(x = y0,y0 = ¥)

reordenando los términos,
e =y1I* = llx = yoll* = llyo = ylI* +2(x = 0, 50 - ¥)
Los dos términos en el segundo miembro son mayores o iguales que 0, de donde
Ix=yoll* < llk=yl> Vyek

]
Veamos ahora que la proyeccién sobre un convexo no aumenta las distancias:
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Corolario 4.2. Con las hipétesis del teoremad.8 se tiene

IPkx1 —Pgx2|l < [lx1 —x2ll Vxi,x2€H 4.14)

Demostracion:

Aplicando la caracterizacién (#12)-(A-13) a P x| y a Pk x, tendremos para todo
yeK

(x1 = Pgx1,y—Pgx1) <0
(xz—Psz,y—Psz) <0

Eligiendo en la primera en y = Pgx; y en la segunda y = Pgx;, sumando las
desigualdades
(X1 =x2+Pgxa = Pxx1,Pgx2 — Px1) <0

reordenando
|Pkx2 = Pgxi||* = (Pkxa— Prxy, Pgxa — Pxy) < (x1 —x2, Pxxy — Pix2)
y aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz
P2 = Prxi||* < (x1 —x2, Pxxy — Pxx2) < [lx1 —x2||.||Pkxy — Pxa||
Dividiendo por ||Pxx; — Pk x1|| obtenemos
[

En el caso en que el conjunto convexo sea un subespacio cerrado tenemos la
siguiente caracterizacion:

Corolario 4.3. Sea N un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H. Sea x € N.
Entonces la proyeccion yy = Py x estd caracterizada por

yoEN (4.15)
(x=y0,y)=0 VyeN (4.16)

Ademds Pg es un operador lineal.

Demostracion:
A partir de la caracterizacién @.12)- @-13) tenemos que yo € N verifica
(x=y0,y—y0) <0 VyeN
tomando en lugar de y, y+yo € N, resulta

(x=y0,y) <0 VyeN
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En esta dltima tomando en el lugar de y, -y € N
(x—y0,¥y) >0 VyeN

y de las dos dltimas resulta[d.16|
Finalmente la linealidad se obtiene de {@.13)- (4.16)), en efecto: Sea y; = Py x1 y
y2 = Pnx;, tendremos

(x1-y1,y)=0 VyeN
(x2-y2,y)=0 VyeN

sumando
((x1+x2) = (y1+y2),y) =0 VyenN

es decir yi+y2= Py ()Cl +)C2).
Andlogamente sea yg = Pyx y 1 € R, tendremos

(x-y0,y)=0 VyeN
multiplicando por 1 € R
(Ax=2Ay0,y)=0 VyeN

de donde 1yy = Py (Ax)
[ ]
En un espacio prehilbertiano vimos que se cumple S € $*+ para todo subconjunto
del espacio. En general la igualdad no serd cierta incluso en el caso en el que S sea
un subespacio cerrado. Para tener la igualdad debemos suponer que estamos en un
espacio de Hilbert.

Teorema 4.10. Sea N un subespacio vectorial cerrado de un espacio de Hilbert H,
entonces
H=NeN* y N**=N

Demostracion:

Sea un elemento x € H. Vamos a demostrar que existe una descomposicion de la
forma
X=yo+z con yoEN y zeN*

Esta descomposicion serd necesariamente Unica segin lo visto en el teorema (4.7)
Como N es cerrado y convexo, podemos elegir yg = Pyx € N. Hagamos z =x —yg
y demostremos que z € N*. Aplicamos el corolario (4.3), tenemos por (4.16)

(x=y0,y)=0 VyeN

esdecirz=x—yp € N*.
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Veamos ahora que N** = N. Sabemos ya que N C N*+*. Sea ahora x € N*+, por
la primera parte de este teorema podemos descomponer x de la forma

X=y+z conyeN zeN*

entonces y € N C N**+ y como x € N** resulta z =x —y € N**. Por lo tanto z es
ortogonal a si mismo, es decir z =0, lo que implicax =y € N.
[ ]
El teorema anterior se puede demostrar en el marco de un espacio prehilbertiano
a condicion de exigir que N sea un subespacio completo (ejercicio4.8)

Corolario 4.4. Si S es un subespacio cualquiera de un espacio de Hilbert, S = S*+

Demostracion:

Por una parte S € § L1 (véase teorema . Por otra parte S C S, tomando orto-
gonales, (S)* c S*. Tomando de nuevo ortogonales, S+ C (§)** = S pues S es un
subespacio cerrado (véase teorema[4.10). Tenemos pues

sttcs
y como § es el subespacio cerrado minimo que contiene a S,
Scst

De donde S = S+
[ ]
Consideremos ahora el espacio dual H' = L. (H,R) de un espacio de Hilbert H,
es decir el espacio vectorial de las aplicaciones lineales continuas de H en R. En
un espacio de Banach tenemos en general E C E”' y a los espacios que cumplen la
igualdad los llamamos reflexivos. Todo ello es aplicable a un espacio de Hilbert , es
mds podemos demostrar que todo espacio prehilbertiano es reflexivo demostrando
que es uniformemente convexo (ejercicio [4.9). En un espacio de Hilbert podemos
demostrar un resultado mucho mads fuerte pues veremos que H = H’ en un sentido
que tendremos que precisar. Veamos primeramente que H C H’. Para ello, a todo
elemento y € H le asociamos una forma lineal continua f, € H’ del modo siguiente,

fy:H—-R

x—(x,y)

La aplicacién continua asi definida es evidentemente lineal, ademads es continua ya
que para todo x € H

1fy =1 )] < [xIllyll = Clixll (4.17)

Podemos identificar f, e y ( es decir H C H’) en el siguiente sentido,
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T:H—H (4.18)
y = fy

Tenemos que T es lineal. T es inyectiva pues si fy = f; = (x,y) = (x,z) para todo
x € H lo que implica que y = z. T es ademds una isometria de H en T(H) ya que

@.17) implica que

sup fy(x) < |yl

llxl<1

tomando

Y
Iyl
obtenemos y y
H(E=) = (=) =yl
iyl Iyl
de donde

/3l = sup fy(x) =1lyll
llxli<t

En el siguiente teorema demostraremos que la aplicacién T definida por @.18) es
suprayectiva, y por tanto biyectiva, lo que permite identificar H y H’. La identifi-
cacién anterior de un espacio de Hilbert con su dual se hara siempre que interese,
pero no obligatoriamente. En algunos casos en los que intervengan varios espacios
de Hilbert relacionados entre si, no serd posible la identificacién de todos ellos con
su dual (véase al respecto el ejercicio[d.10).

Teorema 4.11. (de Riesz-Frechet)
Si f es una forma lineal continua definida sobre un espacio de Hilbert, existe un
tinico elemento y € H tal que

(fxy=(x,y) VxeH

Demostracion:

Para mayor claridad en la escritura utilizaremos aqui la notacion clésica f(x) para
designar (f,x). Sea N el niicleo de la forma lineal f que es un subespacio vectorial
cerrado de H. Si N = H, entonces f =0 y basta tomar y = 0. Supongamos pues que
N # H. Por el teorema sabemos H = N @ N+ y por lo tanto N* # 0; podemos
elegir 7 # 0 tal que 7 € N*. Tomando z = Z/ f (%) resulta

z#0
z€N*
f@)=1
Vamos a construir ahora el elemento y buscado. Dado un elemento cualquierax € H,

se tiene

x—f(x)zeN
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pues f(x— f(x)z) = f(x) — f(x) =0y como z € N+, resulta

(x=f(x)z,2) =0

de donde

f(x)=(x,——) VxeH
(z,2)

El elemento buscado es entonces y = z/(z,z) que no depende de x.
Verifiquemos finalmente que y es tnico. En efecto, sean y; e y, en H verificando

(x,y1)=(x,y2)=f(x) VxeH

resulta (x,y; —y2) =0 para todo x € H, de donde y| = y».

Otras aplicaciones del teorema de proyeccion

Veamos algunas consecuencias que se pueden obtener de forma sencilla a partir
del teorema de proyeccién. Obtendremos en particular que en un espacio de Hilbert
H en el que la bola unidad By = {v € H; ||v|| < 1} sea compacta el espacio es de
dimension finita.

Empezamos con una propiedad de los espacios cociente. Sea H un espacio de
Hilbert y N un subespacio cerrado de H. Consideramos el espacio cociente H/N
con la norma cociente: Para ii € H/N

il v = inf lu] (4.19)
ueu

Sabemos gracias al teorema [3.8] que si H es completo y N un subespacio cerrado
entonces H/N es completo. Veremos que si H es de Hilbert entonces H/N es
isométrico al espacio de Hilbert N+ y en consecuencia es un espacio de Hilbert con

la norma (@.19).

Teorema 4.12. Sea H un espacio de Hilbert y N un subespacio cerrado de H, la
aplicacion

H/N — N* (4.20)
i— Pyni(u) Vuei 4.21)

es una isometria biyectiva.

Demostracion:

» La aplicacién @.20)-(@.21) estd bien definida:
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No depende del representante elegido u € ii, en efecto sean u,u, € i. Conside-
ramos la suma directa H = N @ N* y la representacion de u; y u,

up=x1+z71 xi€Nyz €Nt

ur=x3+2p x€Nyz€ Nt
Como u; y up pertenecen a la misma clase i, u; —upy € N y por lo tanto las
proyecciones z; = Py1(u1) y 2o = P+ (up) verifican por una parte z; —z € N*

y por otra
Z1l—Z2=Ul—X|—Up+Xp=U]—Up+X2—X] EN

por lo que necesariamente z; —z» = 0, es decir cualquiera que sea el elemento u
de la clase i elegido, su proyeccién sobre N* es la misma.
= La aplicacion es una isometria: Sea u € ii, y Py+(u) la imagen de i por la

aplicacion (#.20)-(@.21)), tenemos

il /v = inf [Ju+v]l = inf lu=v]=llu-Pn @)= Py ()l
veN veN

Al ser una isometria la aplicacion es necesariamente inyectiva y como obviamente
es suprayectiva (pues todo u € N* es imagen de la clase que lo contiene) es
biyectiva.

De forma inmediata obtenemos el siguiente

Corolario 4.5. H/N es un espacio de Hilbert.

Demostracion:

Como H es de Hilbert y Nt es un subespacio cerrado, N+ es un espacio de
Hilbert. Para todo i € H/N la norma cociente (4.19) verifica ||ii||g/n = [|Pn+ (1) ]|
para todo u € @i y por tanto es una norma hilbertiana.

||

Lema 4.1. Sea H un espacio de Hilberty sea N C H un subespacio cerrado tal que
N # H. Entonces

Existe ueH talque |u||=1 y dist(u,N)>1 (4.22)

Demostracion:

Seav e Hconv¢N.Como N es cerrado d = dist(v,N) > 0. Elegimos mg € N
la proyeccion sobre N de v. Tendremos

d=|lv=moll
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y tomemos
vV —nl

U= ——
[lv —mol|
u verifica las condiciones requeridas, en efecto si m € N tenemos

— Mo

%
v —moll

ya que mg + ||[v —mg|lm € N.

llu—m]|| =] —m|| = lv=(mo+|v=—mollm)|| z = =1

Ul

1
v —moll

[ ]
Ver el ejercicio [d.11] para una generalizacién del lema anterior en espacios vec-
toriales normados.
El teorema de Heine-Borel (véase [[10] o el ejercicio F.12) en R y su extension
a R? 0 C4 nos dice que un subconjunto de R (0 C?) es compacto si y solo si es
cerrado y acotado. Un espacio normado E (o mds generalmente un espacio vectorial
topoldgico) sobre K =R ( resp. K =C) es homeomorfo a R (resp. C4). De modo
que en un espacio normado de dimension finita los conjuntos compactos son los
conjuntos cerrados y acotados. El siguiente teorema nos dice que esta propiedad es
caracteristica de los espacios de dimensién finita. Demostramos el teorema para un
espacio de Hilbert y dejamos como ejercicio [d.13]la demostracion en espacios nor-
mados. De manera general todo espacio vectorial topoldgico localmente compacto,
es decir en el que el origen tiene un entorno cuya adherencia es compacta, tiene
dimension finita (la demostracién se puede encontrar en [[12]).

Teorema 4.13. (de Riesz)
Sea H un espacio de Hilbert en el que la bola unidad By ={v € H; ||v|| < 1} es
compacta, entonces H es de dimension finita.

Demostracion:

Razonamos por reduccién al absurdo. Si H es de dimension infinita, existe una
sucesion (Hy,), de subespacios de dimension finita tales que H,—; ¢ H,,. Gracias al
lema anterior [4.1] se puede construir una sucesion (u,), con u, € Hy, |lun|l =1,y
dist(up,H,_1) > 1. En particular tendremos ||u,, — u,,|| > 1 para m < n. Asi pues la
sucesion no admite ninguna subsucesion convergente y By no puede ser un conjunto
compacto.

[

4.3.2. Teoremas de Stampacchia y Lax-Milgram

Teorema 4.14. (de Stampacchia)
Sea H un espacio de Hilbert y a(-,-) : Hx H — R una forma bilineal con las
siguientes propiedades
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a) Es continua: Existe una constante C tal que
la(u,v)| < Cllull.|Ivll Yu,veH (4.23)
b) Es eliptica: Existe una constante a > 0 tal que
alv,v) > a|lv||> VveH (4.24)

Sea K un conjunto convexo, cerrado y no vacio de H. Dada ¢ : H — R una forma
lineal continua, existe un tinico elemento u € K tal que

a(u,v—u) = {(p,v—u)y VYvek (4.25)

Para demostrar el teorema de Stampacchia haremos uso del siguiente teorema de
punto fijo de Banach.
Teorema 4.15. (de punto fijo de Banach)

Sea (M,d) un espacio métrico completoy F : M — M una aplicacion tal que

d(F(x1),F(x2)) < Ld(x1,x3) Vx;,xo€eM conL<1 (4.26)

Entonces F admite un punto fijo tinico, x = F (x)

Demostracion:

Sea xo un elemento cualquiera del espacio métrico M. Sea (x,),, C M la sucesién
generada de la siguiente forma x,,.1 = F(x,) paran=0,1,2,... Vamos a ver que esta
sucesion es de Cauchy, en efecto tenemos

d(Xp+1,Xn) = d(F(xn)7F(xn—l)) < Ld(xp,Xn-1)
< L"d(x1,x0)

Seam > n,

d(xm,xn) < d(xrmxm—l)"'d(xm—l,xm—Z)+--~+d(xn+l’xn)
< (LM VL2 L+ LMYd(xg,x0) = LU A L4+ 1) d(x,x0)

n

<
1-L

d(x1,x0)

Por tanto cuando n,m — oo resulta d(x,,,x,) — 0y la sucesion es de Cauchy. Como
M es completo la sucesidn es convergente. Sea limx, = x*. Pasando al limite en
Xn+1 = F(x,) como F es continua, x* = F(x*). Resulta que x* es un punto fijo de F.
Ademads es tnico pues si x** es otro punto fijo tendremos

d(x*,x™*) =d(F(x"),F(x*)) < Ld(x",x™)
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y como L < 1 necesariamente x* = x**.

Demostracion del teorema .14
Por el teorema de representacion de Riesz-Fréchet[d.1T]existe f € H tal que

{p,v)=(f,v) VveH

Por otra parte, para todo u € H fijado de antemano, la aplicacién v — a(u,v) es
una forma lineal continua sobre H, y gracias al teorema de representacion de
Riesz-Fréchet existe un elemento de H, que denotaremos mediante Au, tal que
a(u,v) = (Au,v) para todo v € H. Claramente A es un operador lineal de H en H
verificando

lAv|| < Cllv] VveH
(Av,v) > a|lv||> VveH
El problema [#.25| consiste ahora en hallar u € K tal que
(Au,v—u) = (f,v—u) Vvek 4.27)

Sea p > 0 una constante que elegiremos adecuadamente mads tarde. La desigualdad

M.27 equivale a
(p(f—Au)+u—-u,v—u)<0 Vvek (4.28)

utilizando la caracterizacién del teorema 4.9 podemos escribir
u=Pg(p(f-Au)+u)

Para todo v € K, definimos la aplicacién Tv = Pk (o(f — Av) +v). La solucién u
buscada es un punto fijo de 7. Veamos que para p > 0 convenientemente elegido T’
es una contraccion estricta, es decir existe L < 1

ITv) =Tl < Lllvi—vall VYvi,v2 €K
En efecto, gracias a (#.14) tenemos

I7(vi) =Tw2)ll < llvi—v2—p(Avi—Av)]|
de donde

IT(v1) =T ) |* < [Ivi =vall* =2p(Avi — Ava,vi —v2) + p*[|Avi — Ava|?
< v =vall*(1-2pa +p>C?)

Eligiendo p > 0 tal que L?> = 1 —2pa+p>C? < 1 (tomando 0 < p < ZC—‘§ ) resulta que
T tiene un tnico punto fijo que es la solucién buscada.

Finalmente veamos que la solucién ded.25]es tinica (y por tanto no depende del
valor de p). En efecto sean u; € K y u € K dos soluciones de@]
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a(uy,v—uy) =2 {p,v—u;) VYvek
a(up,v—up) > {(p,v—uz) Vvek

Eligiendo v = u, en la primera 'y v = u; en la segunda y sumando
a(uy —uz,up—uy) >0
de donde
2
allur —us||” < a(uz —ur,up—uy) <0

de donde u; = us.
| ]

Observacién 4.1. El valor dptimo de p es pop: = % que es donde la parabola
L%*(p) = 1 =2pa+p*C? alcanza su valor minimo Lz(pop,) =1- g—i

Cuando la aplicacién a(-,-) del teorema [4.14| es ademds simétrica el proble-
ma (4.23)) equivale a un problema de optimizacién. Mds precisamente tenemos el
siguiente

Teorema 4.16. Sea H un espacio de Hilbertya(.,.) : HX H — R una forma bilineal
verificando las propiedades del teoremad.14]y que ademds es simétrica, es decir

a(u,v)=a(v,u) Yu,veH (4.29)

entonces ([{#.23)) es equivalente a

J(u) =minJ(v) (4.30)
veK
uek
donde |
J(v) = §a(v,v)—(<,o,v) VveH 4.31)
Demostracion:

Supongamos que u € K es solucién de (#.30). Para todo v € K podemos escribir
para0 <A <1

1 1
Ea(u,u) —{p,u) < 5a(u+/l(v —u),u+A(v—u)) —{p,u+A(v—u))
1 1
=§a(u,u) +Aa(u,v—u)+ leza(v —u,v—u)—{p,u) —A{p,v—u)
simplificando y dividiendo por A4

A
0Sa(u,v—u)+§a(v—u,v—u)—(tp,v—u)
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pasando al limite cuando A — 0* obtenemos (4.25).
Reciprocamente, supongamos que u € K verifica (#.23)), tenemos

a(u,v—u) =2 {p,v—u)y Vvek (4.32)
aviv—u)=a(v—u,v—u)+a(u,v—u) >a(u,v—-u) Vvek (4.33)

de donde
a(v,v—u) = {p,v—u)y Vvek (4.34)

sumando (@.32) e (#.34) resulta

a(u+v,v—u) >2{p,v—u)
a(v,v)—a(u,u) = 2{p,v) —2{p,u)

reordenando obtenemos

%a(u,u)— (p,u) < %a(v,v) —{p,v) Vvek

que es (#.30)
[

Observemos que para la demostracién de la equivalencia entre (#.25]y {@.30) solo
se necesita la propiedad
a(v,v) 20 Vvek

que es menos estricta que la elipticidad.
En el caso en el que el conjunto convexo K es todo el espacio obtenemos como
corolario del teorema[d.T4]el siguiente teorema

Teorema 4.17. (de Lax-Milgram)
Sea H un espacio de Hilbert y a(-,-) : Hx H — R una forma bilineal con las
siguientes propiedades:

a) Es continua, es decir verifica (#.23))
b) Es eliptica, es decir verifica ({#.24)

Dada ¢ : H — R una forma lineal continua, existe un tinico elemento u € H tal que

a(u,v) ={p,v) VveH (4.35)

Demostracion:

Vamos a dar dos demostraciones. La primera es un corolario del teorema de
Stampacchia. La segunda es una demostracién directa.

Demostracién 1:

En (#27) podemos tomar en lugar de v € H, 2v € H resultando

a(u,v) =2 {p,v) VveH
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Tomando en la anterior en el lugar de v, —v
a(u,v) <{p,v) VveH

de las dos anteriores deducimos finalmente (#.33])

Demostracién 2:

Sea A definido por a(u,v) = (Au,v) Vv € H como en teorema Con las
mismas notaciones que en el teorema[d.14]la ecuacion (@.33) se puede escribir como:
Dada f € H hallar u € H tal que Au = f. Veremos que A es biyectiva con inversa
continua. Tenemos ||Av|| > a||v||, en efecto

A A
||Av||=sup( v, w) _ (Av,v)

> > allv||
wzo wll vl

por lo que claramente A es inyectiva. Veamos que la imagen de A,
R(A) ={v e H; v=Az} es cerrada. Sea w € R(A). Sea (Av,), una sucesién en
R(A) convergente en H tal que w = lim,_,o, Av,,. Tenemos

AV, = Avpll = ||V, = vmll

de modo que (v,), es una sucesion de Cauchy en H. Sea v su limite. Por la conti-
nuidad de A tendremos
w= lim Av, = Av

n—oo

por lo que w € R(A), lo que prueba que R(A) es cerrado en H.
Veamos ahora que R(A)* = {0}. Sea v € R(A)*, tendremos por la definicion de
A
alvl? < a(v,v) = (Av,v) =0

de donde v =0.
Esto demuestra que A es también sobreyectivo y por lo tanto biyectivo. La relacion

Av]l = a|lv]]

determina finalmente |
-1
A7 v]| < —|Iv]]
a

de donde A~! es continuo.
=

Comentario4.2. En el caso en que a(-,-) sea simétrica el problema de minimizacion
equivalente es

J(u) = ml’g J(v) (4.36)
ueH

con J(+) dada por {.31).
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El teorema de Lax-Milgram es una herramienta titil para resolver ecuaciones en
derivadas parciales elipticas, como veremos en el capitulo

4.3.3. Bases Hilbertianas

Consideraremos ahora sucesiones ortonormales en un espacio de Hilbert. Obser-
vemos primeramente el siguiente

Lema 4.2. Sea (x,), una sucesion ortonormal de vectores en un espacio prehilber-
tiano y (d,), una sucesion de escalares tales que

00

Dl <o

i=1

Definimos y, = Y.I", Aix;. Entonces la sucesion (y,), es una sucesion de Cauchy.

Demostracion:

Parap >0

n+p
Iyuep =yall* =11 7 il
i=n+1
n+p
2, Ml
i=n+1
n+p

Z |2:]> - 0 cuandon — oo

i=n+l

[ ]
En un espacio de Hilbert, teniendo en cuenta que es un espacio completo tendre-
mos el siguiente corolario:

Corolario 4.6. Sea (x,), una sucesion ortonormal de vectores en un espacio Hil-
bert 'y (A,)n una sucesion de escalares tales 3:° | |;]? < oo entonces la sucesion
Vn = Z?:l Aix; es convergente a un limite x € H. Escribiremos x = Z?il Aixi

De manera general escribiremos para series convergentes

n
x = lim X; = in
n—oo

i=1 i=1

Las propiedades basicas de las sumas infinitas en el espacio de Hilbert estdn recogidas
en el siguiente teorema:
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Teorema 4.18. Sea (x,,),, una sucesion ortonormal de vectores en un espacio Hil-
bert. Supongamos que x = 3,52, Aixj e y = 3.2 i yi. Entonces

a)
(6,0) = > Aigti (4.37)
i=1
b)
(x,x;) = A; (4.38)
c)
el = > 17 = > 10ex) P (4.39)
i=1 i=1
Demostracion:

a) Consideremos las sumas parciales s, = >,/ 4;x; ¥ t, = 2./ | p;y;. Tenemos s,, —
Xyt —y.

n n
(Sn,tn) = (Z/lixi,zlujyj)
im1 =

= z": Zn:/li/lj(xi’xj)

=1 j=1
n

= Z/li/li
i1

Como

Do < (D07 (D) = () Y () < w0
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

podemos pasar al limite y obtenemos (x,y) = 372, Ai ;.
b) (@.38) se obtiene tomando en ui=1yu;=0paratodo j #1i.
¢) (4.39) se obtiene haciendo en (.37) x = y.

Definicion 4.6. (Base Hilbertiana)
Se llama base Hilbertiana a toda sucesion (e,), de elementos de un espacio de
Hilbert H tales que

a) (en)n es una sucesion de vectores ortonormales.
b) El espacio engendrado por (e,), es denso en H.

Como consecuencia de esta definicién y del teorema [.18] tenemos el siguiente
teorema:
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Teorema 4.19. Sea H un espacio de Hilberty (ey,), una base Hilbertiana. Entonces
para todo vector x € H

x= Z(x,en)en (4.40)
n=1

el = > 1) ? (4.41)
n=1

Demostracion:

Como el espacio engendrado por (e,), es denso en H, cualquier x € H se puede
expresar como limite de elementos que son combinacién lineal finita de elementos
de (en)n, es decir,

Aplicando el teorema de la propiedad (4.38) obtenemos 4, = (x,e,). De la
propiedad (4.39) se obtiene (4.41).
]
El siguiente teorema nos asegura la existencia de bases Hilbertianas para espacios
separables.

Teorema 4.20. Todo espacio de Hilbert separable admite una Base Hilbertiana.

Demostracion:

Sea (v;); un subconjunto numerable denso en un espacio de Hilbert H separable.
Sea Fj el subespacio engendrado por {v{,vs,...,vr}. Los espacios Fj constituyen
una sucesion de subespacios de dimensién finita tal que U | Fy es un conjunto denso
en H. Construimos una sucesion ortonormal de la siguiente manera: e; = vi/||vy],
es una base ortonormal de F;. Completamos esta base con un elemento e, de F; de
manera que {e},e;} sea una base ortonormal de F; y asi sucesivamente (utilizando
por ejemplo el procedimiento de Gram-Schmidt, ejercicio.14). Obtenemos asi una
Base Hilbertiana de H.

[ ]

4.4. Operadores acotados en el espacio de Hilbert

En este apartado E y F designaran espacios de Hilbert reales. Los resultados se
extienden sin dificulad al caso de espacios sobre el cuerpo de los complejos.
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Dada una aplicacién T : E — F lineal continua vamos a empezar introduciendo
la nocién de aplicacion adjunta.

Teorema 4.21. Sean E y F espacios de Hilbert y T : E — F una aplicacion lineal
y continua de E en F. Entonces existe una iinica aplicacion T* : F — E lineal y
continua tal que

(Tx,y)F = (x,T"y)g Vx€E,Vy€eF (4.42)

Demostracion:

Veamos que T estd bien definida: Sea y € F fijo. Consideremos la forma lineal
y continua ¢, € E’ definida por
¢y E—>R
x = (py,x) = (Tx,y)F
Aplicando el teorema de Riesz-Frechetd.TT|sabemos que existe un z € E que depende

de y tal que
(py,x)=(z,X)g=(x,2)E VX€EE

Llamamos z =Ty, por lo que finalmente tenemos
(Tx,y)F = (x,T*y)g Vx€E,VyeF
T* asi definida es evidentemente lineal y también continua con ||| = ||T|| ya que

(T"y,x)E (3, Tx)F
sup sup =supsup ——————

y x Illrlixlle x5 Iyllelxlle

Dejamos la demostracién de las siguientes propiedades como ejercicio.

Propiedad 4.1. Sean E y F espacios de Hilbert. T : E — FyS: F — G aplicaciones
lineales continuas, A € R. Se verifican las siguientes propiedades:

1. (T)*=T

2.1 T = ITT*|| = IT|I> = I T*I?
3. T"T=0siysolosiT=0

4. (ST)*=T*S*

5. Si T es biyectivo, (T*)™' = (T™1)*

Demostracion:

Se deja como ejercicio[d.13)]
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Queremos ahora ver las relaciones entre el niicleo de una aplicacién y la imagen
de la aplicacion adjunta (andlogamente a las que tenemos en dimension finita). Estas
relaciones son de gran utilidad en las demostraciones de existencia de solucién de
ecuaciones en espacios de Hilbert. Empezamos con dos lemas previos.

Lema 4.3. Sean E y F espacios de Hilbert. Sea T : E — F un aplicacion lineal
continua. S C E y R C F verificando

T(S)C R

entonces
T*(RY) c s+

Demostracion:

Dado z € F con z L R, tenemos que demostrar que 7%z L S. En efecto tendremos
si x € S entonces Tx € R de donde 0 = (T'x,z) = (x,T%7).
|

Lema 4.4. Sean E y F espacios de Hilbert. Sea T : E — F un aplicacion lineal
continua. M un subespacio cerrado de E y N un subespacio cerrado de F. Entonces

T(M)cN e T*(NY) cM* (4.43)

Demostracion:

Sea T(M) c N aplicando el lema anterior [4.3]
T*(N*) ¢ M+

Reciprocamente si 7*(N+) ¢ M* aplicamos de nuevo el lema[4.3|tomando T* en el
lugarde 7,
(T*)*(MLL) C NLL

Como (T*)* =T y M+ =M y N**+ = N resulta
T(M)C N

Teorema 4.22. Sean E y F espacios de Hilbert. SeaT : E — F un aplicacion lineal
continua. Sea N(T) ={x € E; Tx =0} el niiclecode T y R(T) ={y € F; y=Tx} el
conjunto imagen de T. Se verifican las siguientes propiedades:

a) N(T) = R(T")*

b) N(T*)=R(I)*

¢) N(T)* = R(T*)
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d) N(T*)* =R(T)

Demostracion:

a) Tenemos las siguientes equivalencias

VxeN(T) Tx=0
&(Tx,y)F=0 VxeN(T) VyeF
ox,Ty)E=0 VYxeN(T) VyeF
SVxeN(T) xLT'y VyeF
SR(TY = N(T) VxeN(T)

b) Se demuestra como el caso a) intercambiando los roles de Ty 7.
¢) Tomando ortogonales en la propiedad a)

N(T)* =R(T*)** = R(T¥)

donde hemos aplicado el corolario 4.4
d) resulta de c) sustituyendo T por T*.

[
Del teorema anterior se deducen de forma inmediata las siguientes propiedades:

Corolario 4.7. Sean E y F espacios de Hilbert. SeaT : E — F un aplicacion lineal
continuay sea T* : F — E la aplicacion adjunta. Se verifica

a) T inyectiva = T* sobreyectiva.

b) T* inyectiva = T sobreyectiva.

¢) Si R(T*) es denso en E, entonces T es inyectiva. En particular si T* es sobreyec-
tiva T es inyectiva.

d) Si R(T) denso en F, entonces T* es inyectiva. En particular si T es sobreyectiva
T* es inyectiva.

e) T es biyectiva si 'y solo si T* es biyectiva.

Demostracion:

Es inmediato a partir del[4.27]
[ ]
El siguiente es un caso particular del teorema de la imagen cerrada de Banach
cuando se aplica a operadores acotados en espacios de Hilbert y cuya demostracion
se deduce a partir del teorema[4.22]y del teorema de la aplicaci6n abierta[3.13]

Teorema 4.23. Sean E y F espacios de Hilbert. SeaT : E — F un aplicacion lineal
continua y sea T* : F — E la aplicacién adjunta. La siguientes afirmaciones son
equivalentes:
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a) R(T) es cerrada en F
b) R(T*) es cerrada en E
c¢) R(T)=N(T*)*

d) R(T*)=N(T)*

Demostracion:

Aplicando el teorema .22}

a) implica ¢): Si R(T) es cerrada en F, aplicando N(T*)* = R(T) =R(T)

¢) implica a): Si N(T*)* = R(T), tenemos que R(T) es cerrada pues el nicleo de
una aplicacion y su ortogonal son siempre cerrados.

Del mismo modo demostramos b) es equivalente a d)

Falta por demostrar que a) y b) son equivalentes:

Supongamos que se verifica a), es decir R(T') es cerrada. Entonces se verifica c)
R(T) = N(T*)*. Representamos E mediante la suma directa E = N(T)® N(T)* y
consideremos la restriccién de T a N(T)*

T\ =TIy : N(T)" > R(T)=N(T*)* CF

con Tjx = Tx para todo x € N(T)*. T; es biyectiva (véase ejercicio y como
es continua la inversa es también continua (véase el corolario[3.9]del teorema de la
aplicacion abierta[3.13). Entonces para y = Tx con x € N(T)* tendremos que existe
B> 0tal que

Iylle = ITxllF = ITixllF = Blixlle  Vx e N(T)*

Sea ahora,

* * 1 *
Y117 = 0 )F = (Tx,9)F = (6 T*y)E < lxlle 1T ylle < IEIIyIIF-IIT ylle

de donde finalmente |
IyllF < E”T*YHE (4.44)

Consideremos ahora la aplicacién adjunta 7° : F — E y su restricciéon a
N(T*)t = R(T) (pues (R(T) es cerrada)

TF =T* |y : R(T) = N(T*)* = R(T*) CE

Para todo y € R(T), tenemos T}y = T*y. También R(T) = R(T") pues para todo
y=yW+y@ eEcony® e N(T*)* ey e N(T*), tenemos T*y =T*yD) =77y (V).

Vamos a demostrar que R(T*) = R(T}) es cerrada. En efecto, sea una sucesién
(T*y,n)n en R(T*) convergente en E con y, € N(T*)* = R(T) y sea x = imT*y,,.
Queremos demostrar que x = T*y para algin y € F. La sucesién (7*y,), es en
particular de Cauchy, utilizando (4.44)
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1 * *
”yn _ym”F < ,E”T yn—T ym”E

vemos que la sucesién (y,,), es de Cauchy en F. Sea y =1limy,,. Como T* es continua
x=limT"y,=T"y

lo que prueba que R(7*) es cerrada.
Del mismo modo demostramos que b) implica a) intercambiando 7' y T* en la
demostracién.
[

Comentario 4.3. El teorema anterior generaliza el resultado bien conocido en es-
pacios de dimension finita. En dimension finita las imdgenes de una aplicacion lineal
continua son siempre cerradas por lo que el teorema anterior es una consecuencia
inmediata del teorema La condicion de imagen cerrada es lo que necesita-
mos para que en el caso de espacios de Hilbert de dimension infinita tengamos las
mismas propiedades que en el caso de dimension finta.

Comentario 4.4. Con los resultados del teorema podemos dar una demostra-
cion directa sencilla del teorema de Lax Milgram[{d.17}

Con las mismas hipétesis y notaciones del teorema se trata de resolver el
problema: Dado f € H hallaru € H tal que Au = f. Donde A : H — H es el operador
lineal continuo definido por las relaciones

(Au,v)=a(u,v) VYu,veH
El operador adjunto A* : H — H estara definido por
(u,A™v) = (Au,v) =a(u,v) Yu,veH
y tenemos inmediatamente las propiedades, para todo v € H:

A A
vl = sup V) S (Av.) _atv.v)
wer MWl =TIV v

> a|v| (4.45)

y andlogamente tendremos
Al > elv]| (4.46)

Resulta inmediatamente de que A es injectiva 'y de (4.46) que A* es inyectiva,
es decir N(A*) = {0}. Por la propiedad b) del teorema[4.22| R(A)* = {0}, por lo que
R(A) = H. Es decir A es también suprayectiva y por lo tanto biyectiva. Finalmente
la continuidad de A y el teorema de la aplicacién abierta nos dice que A~! es
continua.
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4.4.1. Teorema generalizado de Lax-Milgram y problemas
cuadridticos con restricciones lineales

En este apartado vamos a considerar dos generalizaciones de teorema de Lax-
Milgram utilizando fundamentalmente los resultados de los teoremas [4.22] y [4.23]
Empezamos considerando el marco abstracto siguiente: Sean H; y H» espacios de
Hilbert con producto escalar (-,-); y (+,-)2 y sus correspondientes normas || - || y

[[-1l2y sea
a(-,"):Hy x Hy >R
u, v—oa(u,v)
una forma bilineal y continua sobre H; X Hy y
¢:Hy—>R
v = (@,v)

una forma lineal continua sobre H>.
Consideramos el siguiente problema:

Hallar u € H; tal que
a(u,v)={(p,v) VYveH; (4.47)

Este problema se puede reformular de la siguiente manera utilizando el teorema de
representacion de Riesz-Frechet Definimos el operador A : £(H|, H,) mediante

(Au,v), =a(u,v) YueH; VYveH

y f € H; definido por
(f.v)2={(p,v) VYveH,
Entonces el problema (.47]se escribe de la siguiente forma

Hallar u € H; tal que
Au=f en Hj

Teorema generalizado de Lax-Milgram
Teorema 4.24. Sea el problema y supongamos que la aplicacion bilineal
continua a(-,-) verifica ademds las propiedades siguientes:

a) Existe a > 0 tal que

sup au,v) >allulli YueH, (4.48)
veH,; v#0 ”V||2
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b)
sup a(u,v) >0 VveH, v#0 (4.49)
ueH,

Entonces dada ¢ € H) existe un tinico u € Hy verificando y ademds

1
luall < ~llgllzg (4.50)
a
Demostracion:
Por la propiedad a) tenemos
Au,v a(u,v
lulo = sp B2 Y g vuen

veH,; v£0 Vil veH,; v#0 Vil

Razonando como en la segunda demostracion del teorema[d.17] obtenemos que A es
inyectiva y de imagen R(A) cerrada. Tendremos {0} = N(A) = R(A*)* (propiedad
a del teoremaf4.22)), es decir A* es sobreyectiva.

Por otra parte de la propiedad b) resulta

sup (u,A*v); = sup (Au,v), = sup a(u,v) >0 VYVveH,v#0
ueH, ueH,; u€H,

por lo tanto esto implica que si v # 0, A*v # 0, es decir A* es inyectiva. De modo
que A* es biyectiva y también A es biyectiva (propiedad b del corolario[d.7).

Finalmente como A es continua y biyectiva la inversa de A es continua (corolario
del teorema de la aplicacién abierta[3.9). Deducimos ademds de [|Aul|, > «||ull; que
la inversa A~! (poniendo Au = f y u = A~ f) verifica

_ 1 1
IA £l < =N1fll2 = =llellag
a lo4 2

donde hemos tenido en cuenta la isometria entre un espacio de Hilbert y su dual

(véase teoremad.11).

La unicidad de la solucién se sigue de la inyectividad de A.

Problemas con restricciones lineales

En este apartado consideraremos dos espacios de Hilbert H y Q con producto
escalar (-,-)g y (-,-)o y normas asociadas |- ||z y || |lo respectivamente. Sea
a(-,-) : Hx H — R una forma bilineal y continua definida en H X H de modo que

la(uv)| < llallNlullg-Avlle - Yu,veH
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A esta forma bilineal le asociamos de la forma habitual un operador lineal continuo
A : H — H definido mediante:

(Au,v)y=a(u,v) YueH VveH

de modo que que ||A|| = ||a||, para las normas respectivas en L.(H,H) y
B.(HxH,R).

Por otra parte sea b(-,-) : HX Q — R una forma bilineal continua definida en
HXxQ con

b, @)l < Ibll-IVIia-liglle YveH VqeQ

Igualmente a esta forma bilineal le asociamos el operador lineal y continuo B : H — Q
definido por
(Bv,q)o=b(v,q) YveH VqeQ

El operador adjunto de B es el operador lineal continuo B* : Q — H definido por
(v.B"q)y = (Bv,q)o=b(v.q) VveH VqeQ

y tenemos ||B|| = ||B*|| = ||b|| para la normas respectivas £.(H,Q), L.(Q,H) y
B(HXQ,R).

El problema planteado es ahora el siguiente: Sean ¢ € H dualde Hy y € Q'
dual de Q. Queremos hallar u € Hy p € Q tales que

a(u,v)+b(v,p)={p,v) VYveH 4.51)
b(u,q) ={x.q) VYq€eQ (4.52)

Gracias al teorema de Riesz-Frechet {.T1] sabemos que existen isometrias
Ry :H—>H' yRq:0 — Q. Llamemos f = R;Ilgo yg= Rél/\/. Las ecuaciones
#.51)-(@.52) se pueden escribir de la forma

a(u,v)+b(v,p)=(f,v)u VYveH (4.53)
b(u.q)=(g.9)0 VqeQ (4.54)

o bien utilizando los operadores asociados

Au+B'p=f en H (4.55)
Bu=g en Q (4.56)

La forma anterior generaliza a dimensién infinita el problema asociado a un sistema
algebraico de ecuaciones con restricciones lineales.

Veremos ahora bajo que condiciones tenemos existencia y unicidad de soluciéon
del anterior problem (4.51)-({@.52). Naturalmente una condicién inmediata para que
exista solucion es que g € R(B). Primero vamos a considerar un problema reducido
asociado: Sea V = N(B) = {v € H; Bv =0} el nicleo de B. Tenemos la siguiente:

Proposicion 4.1. Supongamos que a(-,-) es V-eliptica es decir, existe un a > 0 tal
que
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alv,v) > allv|]*> VveV 4.57)

y que g € R(B). Entonces existe un tinico u € V solucion de

a(u,v)=(f,v)g VYveV (4.58)
Bu=¢g (4.59)

Demostracion:

La condicién g € R(B) es obviamente necesaria. Sea u, € H tal que Bug =gy
procedemos por traslacién poniendo ug = u — ug. Tenemos Buy = Bu— Bg =0, por
lo que ug € V = N(B). Sustituyendo en el problema es ahora encontrar u tal
que

a(ug,v)=(f,v)u —a(ug,v) VveV

El teorema de Lax—Milgram@lnos da la solucién tinica ug. Finalmente u = ug +ugq
es solucion de (#.58)-(@.59) y solo falta verificar la unicidad, es decir que esta solucién
no depende de la eleccion de ug. Supongamos que u; y up son dos soluciones de

(4.58)-(4.59). Tenemos B(u; —uy) = 0 por lo que u; —uy € V. Escribiendo (4.58)
parau =u; y u = up y restando

a(u;—uy,v)=0 VveV
tomado v = uy —up,
alluy —uall3y < auy —uz,ur —uz) =0
de ahi que u; = us.
|

Queda ahora por resolver el problema de obtener p € Q en @.351)-@52). Para
ello necesitaremos una condicion sobre la forma bilineal b(-,-).

Condicién Inf — Sup

Sea b(-,-) : HX Q — R bilineal continua. Diremos que b(-,-) satisface la condi-
cion Inf — Sup si existe 8 > 0 tal que

b(v,q)

ver IVlla

>pllgllo YqeQ (4.60)

Observar que la anterior condicién se puede escribir como

; b(v.q)
inf sup

—_— > 4.61)
q€QvecH ||V||H~||Q||Q
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de ahi su nombre. Esta condicion se conoce como la condicién de Babuska-Brezzi
(BB). Observemos que utilizando el operador B* tenemos

b(v,q) (v,B*q)

sup = =1Bqllu
ver Ve ven IVla
por lo que la condicién[d.60|se puede escribir
IB*qllu = Bllgllo YqeQ (4.62)

El siguiente lema nos da distintas formas equivalentes para esta condicién.
Lema 4.5. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) Existe 8> 0 tal que

b(v,q)
sup 209 5 glall, vaeo (4.63)
ver IVIlH

b) B* es un isomorfismo (biyeccién continua) de Q en N(B)* verificando: Existe
B> 0 tal que
I1B*qlle = Bllglle YqeQ (4.64)

¢) B es un isomorfismo (biyeccion continua) de N(B)* sobre Q verificando: Existe
B > 0 tal que
I1Bvlla = Blvila VveN(B)?* (4.65)

Demostracion:

Demostraremos a) < b) y que b) & ¢)

» a) = b): Supongamos que existe S > 0 verificando {@.63). Esta condicion es
equivalente a . Falta demostrar que B* es un isomorfismo de Q en N(B)=.
La condicién implica que B* es inyectiva (pues B*g = O implica que g = O)
y R(B*) es cerrado, en efecto: Sea (B*¢,), una sucesién en R(B*) convergente
hacia un elemento v € H. En particular es de Cauchy y tendremos

1 * *
lgn —gmll < EIIB gn—B"qm|| — 0 para n,m— oo

De modo que la sucesion (g, ), es de Cauchy en Q y por tanto convergente hacia
un elemento g € Q. Por la continuidad del operador B*, v =1lim B*q, = B*q de
modo que v € R(B"). Es decir, R(B*) es cerrada. Por el teorema de la imagen
cerrada de Banach resulta R(B*) = N(B)*. Entonces B* es una biyeccién
bicontinua de Q en N(B)*.

= b) = a): Tenemos que existe 8 > 0 tal que

b(v,q) _ (v,B*q)
= su
verr WWlle  ven IVIE

=1B"qll 2 Bllalle VYqeQ



4.4 Operadores acotados en el espacio de Hilbert 161

que es (4.63)

= b) = ¢) Si B* es un isomorfismo de Q en N(B)*, tendremos
N(B*) ={0} y R(B*) = N(B)* es cerrada, entonces (véase teorema B
verifica R(B) = N(B*)* = Q, es decir B es suprayectiva. Concluimos que B es un
isomorfismo de N(B)* en Q. Ahora la propiedad implica poniendo para
todov € N(B)*,v =B*g

IVlle = BI(BY) Wilo

de donde .
= I(B)" vl 1
(B =  sup —t— <
veN(B)L,vz0  IVIlE B

IA

y finalmente
— —1\* *\ — l
1B~ =B~ 1= 1I(B") 1IISE

de a]lf que
ﬁ Q

es decir, renombrando v = B‘lq,
1Bvilg = Bllvila  ¥veN(B)*

= ) = b): Basta intercambiar los papeles de B y B* en la demostracién del paso
anterior. Si B es un isomorfismo de N(B)* en Q, tenemos que B* es un isomor-
fismo Q en N(B)*. Ahora la propiedad implica para todo g € Q poniendo
q=Bv
lgllo = BIB ' qllm

de donde |
”B—l” = sup “B_ q”H < l
qz0 llgllo B

y finalmente

1B = 1B = 187 <

=

de ahi que
1
(B vllo < ZIvila
°"p

es decir, renombrando ¢ = (B*) v,

1B qlle > Bllalle Yqe€Q

[ ]
Estamos en disposicién de demostrar la existencia y unicidad de solucién del

problema (4.51)-(.52).
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Teorema 4.25. Supongamos que la forma bilineal a(-,-) verifica la propiedad de
V-elipticidad (#.37) y la forma bilineal b(-,-) verifica la condicién Inf — Sup ([#.60).
Entonces el problema ([#.31)-[{.32)) tiene solucion inica.

Demostracion:

Utilizando el teorema[d.TT]podemos escribir el problema de la forma: Dada f € H
ygeQhallaru € Hy p € Q tales que

a(u,v)+b(v,p)=(f,v)y VYveH (4.66)
b(u,q)=(8.9)0 YqeQ (4.67)

Por la condicién Inf —Sup (#.60) y el lema[4.5|existe un ug € N(B)* tal que

1
Bug=g 'y ”uO”HSE”g”Q

Poniendo w = u—ug € V = N(B) la ecuacién (.66) se escribe como
a(w,v) =(f,v)—a(ug,v) VvevV (4.68)

Procediendo como en la proposicién , por la V-elipticidad de a(-, ) aplicando
el teorema de Lax-Milgram .17} existe un tnico w € V solucién de (4.68). Entonces
u=w+ug es solucion de (#.66) que ademds es tnica (no depende de la eleccién de
uo, véase proposicion @.T)).

Falta obtener p: Observemos que f — Au € N(B)*. En efecto, paratodov € N(B)

(f—AM,V) = (f,V) —a(u,v) = b(v’p) = (Bv’p) =0
La ecuaci6n (@.66) se puede escribir
B'p=f-Aue N(B)*

Utilizando la condicién Inf — Sup y el lema [4.3] sabemos que B* es un iso-

morfismo de Q en N(B)* por tanto tiene solucién tnica p y verifica ademds que
Ipllg < gIlf = Aull.

[ ]

En la siguiente proposicién se establece la continuidad de la solucién respecto a
los datos del problema.

Proposicién 4.2. La solucion (u, p) del problema [#.51)-(#.52) verifica

1 1
full < 3l + 5 (1410 el (4.69)

1 llall llall llal
llplly < E(l+7)||¢||H'+F(1+7)||X||Q' (4.70)
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Demostracion:

La demostraci6n se deja como ejercicio .17]
[ ]
En el caso en que la forma bilineal sea ademds simétrica, el problema @#.51)-
(#32) equivale a un problema de optimizacién, mds precisamente a un problema
de bisqueda de un punto silla. Introducimos la siguientes funcionales J : H - Ry
L : HxQ — R definidas por

J(v) = %a(v,v)—(go,v) 4.71)

L(v,q)=J(v)+b(v.q) = (x.4) (4.72)
tenemos el siguiente teorema:

Teorema 4.26. (Equivalencia con un problema de punto silla)
Si la forma bilineal a(-,-) es simétrica y semidefinida positiva en H, es decir

a(v,v) 20 VYveH

entonces el problema de hallar (u,p) € H X Q verificando {#.51)-([#.52)) es equiva-
lente al siguiente problema de biisqueda de un punto silla: Hallar (u,p) € HX Q
tales que

L(u,q) < L(u,p) < L(v,p) VYveEHVYgeQ 4.73)

Demostracion:

Primero veamos que si (u, p) verifica (4.73) entonces verifica (4.51)-(4.52): La
primera desigualdad de (.73) se puede escribir como

b(u,q—p) <{x.q—p) VYqeQ

tomando g + p en el lugar de g, resulta

b(u,q) <{x.q) Yqe€Q

tomando —gq en el lugar de ¢

b(u,q) 2 {x.q) VYqeQ

y de ahi
b(u,q) ={x.q) VYqeQ

que es ([#.52)). Reciprocamente, si se verifica (4.52)) obviamente se verifica la primera

desigualdad de (@.73).
Veamos ahora que la segunda desigualdad de (.73) equivale a .51). En efecto

esta desigualdad es
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J(u)+b(u,p) ={p,u) < J(v)+b(v,p) =(p,v) VveH

es decir se trata de obtener el minimo de la funcién
1
veH — Ea(v,v) —{(p,v)+b(v,p) ER

que es una funcién suma de una parte cuadratica v — %a(v,v) y una parte lineal
v — —(¢,v)+b(v, p). Procediendo como en el teorema y teniendo en cuenta
que en este caso estamos minimizando en todo el espacio H obtenemos que este
problema de minimizaci6n es equivalente a (4.51).

]

4.5. Teoria espectral de operadores autoadjuntos compactos

En muchas aplicaciones del andlisis funcional la nocién de operador compacto
y operador autoadjunto juegan un papel esencial. En particular en los problemas de
valores propios asociados a ecuaciones diferenciales (problema de Sturm-Liouville)
y ecuaciones en derivadas parciales son de gran importancia en fisica e ingenieria, por
ejemplo en mecdnica, los problemas de vibraciones de una estructura. En el capitulo
[3] se han estudiado en el marco abstracto de un édlgebra de Banach las nociones
de espectro, conjunto resolvente y la nocién de valor propio de un operador. En
particular se ha visto que el espectro es un conjunto compacto y que el conjunto
de valores propios de un operador estd contenido en el espectro. Sin embargo hay
operadores que no tienen valores propios como se pone de manifiesto en el ejemplo
a continuacién del teorema [3.19] Los operadores autoadjuntos compactos serdn
suficientes para nuestros prop6sitos en este libro.

En lo que sigue trabajaremos con espacios de Hilbert aunque las definiciones y
buena parte de los resultados son vélidos en espacios mds generales, en particular
en espacios de Banach.

Definicion 4.7. Sean E y F espacios de Banach. Sea Bg = {x € E; ||x|| < 1}. Diremos
que un operadorT € L.(E,F) es compacto si T(BEg) es relativamente compacto en
F, es decir la adherencia de T(BE) es un conjunto compacto en F.

Observacion 4.2. La definicion anterior es equivalente a decir que T € L (E,F)
es compacto si 'y solamente si toda sucesion acotada (xy,), en E la sucesion (Tx,),
en F contiene una subsucesion (Txy, )n, convergente hacia un punto de F.

Demostracion:

Aplicamos el corolario[I.6]a T'(Bg).
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Comentario 4.5. Los operadores compactos se llaman también operadores com-
pletamente continuos.

Observaciones 4.1. Tenemos:

s El operador cero es compacto, en efecto seaT : E — F tal que T(x) =0Vx € E
y tenemos que el conjunto {0} es compacto en F.

= Si E es de dimension infinita el operador identidad I no es compacto. En efecto,
I(Bg) = B no es compacto (teoremad.13|si E es de Hilbert o el ejerciciod.13]
si E es de Banach)

Teorema 4.27. El conjunto de operadores compactos es un subespacio cerrado de
TeL.(E,F)

Demostracion:

Tenemos que el operador cero es compacto.

SiT es compacto AT es compacto para todo escalar A pues si T'x,, — y, tendremos
(AT)xy, = AT (xp, ) — Ay.

SiT y S son compactos T+ S es compacto: En efecto sea (x,),, tal que ||x,|| < 1,
el problema consiste en hallar una subsucesion parcial convergente de (7x,, +Sx,,) ;-
Pasando a una subsucesion (x,, ),, podemos suponer que Tu,, — u y pasando una
subsucesion de la anterior (que llamaremos también (x,,, ),, ) podemos suponer que
Suyn, — v, de modo que (T +8)x,, — u+v.

Veamos finalmente que es un subespacio cerrado: Sea (7},),, una sucesién de
operadores compactos tales que ||7;, —T'|| — O para algiin T € L. (E, F). Queremos
demostrar que 7 es compacto. Sea Bg la bola unidad de centro el origen de E.
Basta demostrar que T(Bg) es relativamente compacto y como estamos en un
espacio métrico completo basta demostrar que 7 (BEg) es totalmente acotado (véase
corolario es decir basta ver que T(BEg) se puede recubrir con un nimero finito
de bolas abiertas Bp(y;,€); i = 1,...,n. Tenemos por una parte que para todo &£ > 0
existe ng tal que si n > ng entonces ||T,, —T|| < &/2. Fijemos n > ng, como T, es un
operador compacto, T, (Bg) es relativamente compacto y por estar en un espacio
métrico completo es totalmente acotado, por lo tanto se puede recubrir con un
ndmero finito de bolas abiertas Br(y;,&/2); i = 1,...,n. Dado ahora un elemento
cualquiera x € Bg,

17 (x) = yill = 1T (x) = T (x) = yi + To ()| < (I (x) =T )|+ |70 (x) =yl

E to
ST =TI+ 1Tn(x) = yill < 3ty =€

por lo tanto T(Bg) estd recubierto por un nuimero finito de bolas, a saber
Br(yi,e);i=1,...,n
]

Teorema 4.28. Un operador con imagen de dimension finita es compacto.
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Demostracion:

SeaT € L.(E,F). La adherencia de T (Bg) es cerrada y acotada y si el espacio
imagen de T es de dimension finita, T(Bg) es relativamente compacta pues en un
espacio de dimension finita los conjuntos cerrados y acotados son compactos(véase
ejerciciod.12).

Corolario 4.8. Sea (T,,),, una sucesion de operadores con imagen de dimension
finitay seaT € L.(E,F) tales que ||T,, —=T|| — 0, entonces T es compacto.

Demostracion:

Demostracién inmediata a partir del teorema[d.27]y el teorema [#.28]
[

Teorema 4.29. SiT € L .(E,F) es un operador compactoy S € L.(F,G) entonces
SoT es compactos. (Respectivamente siT € L.(E,F)yS € L.(F,G) esun operador
compacto, SoT es compacto)

Demostracion:

Supongamos 7 compacto y S no necesariamente compacto. Sea (x,), una suce-
sién en Bg y (xn, )n, una subsucesién tal que Tx,, — y € F (esta sucesion existe
pues T es compacto). Como S es continua, S(Tx,,) — Sy, por tanto So7 es una
aplicacién compacta de E en G.

Respectivamente sea (x,), una sucesion en Bg de modo que (Tx,), es una
sucesién acotada en F. Como S es compacto existe una subsucesion (Tx,, ),, tal
que S(Tx,, ) es convergente en G.

[ ]

En el contexto mds general de las dlgebras de Banach ya vimos que el espectro
o (T) de un operador es compacto y verifica que o (T) esta contenido en la disco del
plano complejo de centro el origen y radio ||T'|| (véase el teorema[3.18). En el caso
en el que cuerpo de escalares es R entonces o (T) € [—||T|[,+||T||].

Terminamos con un teorema relativo a los operadores compactos y que generaliza
a estos espacios las propiedades de los operadores lineales en dimension finita. Las
siguientes propiedades conocidas como alternativa de Fredholm las demostraremos
para el caso de espacios de Hilbert, aunque es también vélida en espacios de Banach

Teorema 4.30. (Alternativa de Fredholm)
Sea H de Hilbert y T € L.(H) un operador compacto de H en H. Entonces

a) N(I-T) es de dimension finita.
b) R(I-T) es cerrada y en consecuencia R(I-T) = N(I -T*)*
¢) NU-T)=0 & R(I-T)=E
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Demostracion:

a)

b)

Sea Hy = N(I-T) entonces By, C T(Bg ). Enefecto six € By, , tenemos ||x|| < 1
yx =Tx por lo que x € T(Bp). Por lo que By, es compactay H; = N(I-T) es
de dimension finita gracias al teorema de Riesz[4.13]

Si R(I-T) es cerrada, R(I-T) = N(I - T*)* gracias al teorema
Veamos que R(I —T) es cerrada: Sea (u,), una sucesién tal que
fn =un—Tu, — f. Queremos demostrar que f € R(I —T). Pongamos d,, =
dist(u,,N(I-T)). Como N(I—-T) es de dimensién finita (en particular es
un subespacio cerrado de H) existe v, € N(I-T) tal que d,, = |lu,, — vl =
dist(u,,N(I-T)). Tenemos, ya que v,, = Ty,

Jn=(n =) =T (up—vy) 4.74)
Veamos que ||u, — v, || permanece acotada. Razonando por reduccion al absurdo
supongamos que existe una subsucesién tal que ||u,, — vy, || — co. Poniendo

Uy —Vy
w, = —
" ety — vl

tendremos utilizando 4.74)
Ung =V — T(unk - Vnk)
”"‘nk ~ Vg I

S

”unk - Vnk ”

W =Twy, =
— 0 cuando ng — o

ya que f, es una sucesion convergente y por lo tanto acotada.

Extrayendo de nuevo una subsucesién que llamaremos también (wy, )n,, po-
demos suponer que Twy, — z (pues ||w,, || =1y T es compacto). De modo
que

lim(wy, —Twy, ) =0=limw,, =limTw,, =z

de modo que limTw,, =Tz de modo que z =Tz es decir,ze N(I-T).
Por otra parte por la caracterizacién de la proyeccion en un subespacio, v, estd
caracterizado por

(Up—vn,s)=0 VseNU-T)

de donde

(2 ) = (wns) =0 Vse N(I-T)

”Mn_Vn”

pasando al limite resulta

(z,5) =0 VseN({-T)
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es decirz € N(I-T)* y como z € N(I —T) necesariamente z = 0 lo que esté en
contradiccién con limw,, =z, pues ||wy, || =1.

Por tanto ||u,, — v, || permanece acotado y como T es compacto se puede extraer
una subsucesion tal que 7 (up,, — vy, ) — . Deducimos de Ung =V, — [+
Poniendo g = f+1 y resumiendo tenemos

Um(up, —vp,) = f+UMT (uy, — vy, ) =f+l=g
[=UmT (up, —vy,)=TUm(up, —vpn, ) =Tg

asique [ =Tgy finalmente g— [ =g—-Tg = f,esdecir f € R(I-T).
¢) Demostremos primeramente N(I -T)={0} = R(I-T) =H:
Razonamos por reduccién al absurdo y supongamos que

H =R(I-T)#+H

Hj es un subespacio de Hilbert (pues por la propiedad b, R(I —T) es cerrada).
Veamos que T'(H) C Hy, en efecto

sixeT(H)=x=Ty conye€H,
y € H; quiere decir y = z—T'z de donde
x=T(z-Tz)=Tz-T(Tz)=(I-T)(Tz) € H

La restriccién de T a H; es también un operador compacto (la restriccién de
un operador compacto a un subespacio es obviamente compacta). Pongamos
H, =(I-T)(H) esun subespacio cerrado de H;. Ademas H, # H{, en efecto si
H, = H, tendriamos

Hy=(I-T)(H))
Hy=(I-T)(H)

es decir, como (I —T) es inyectiva, pues el nicleo es cero, I — T es biyectiva de H|
en H;. Entonces si elegimos x € H tal que x ¢ H y ponemos y = (I -T)x € Hy,
tomando la inversa de esta imagen x = (I —T)"'y € H; pues I —T es biyectiva
sobre Hj, lo que contradice la eleccién de x. Asi pues tendremos H, G Hj.
Reiteramos el procedimiento, construyendo H,, = (I —T)"(H) y obtenemos una
sucesion estrictamente decreciente de subespacios cerrados. Gracias al lema§4. 1
existe una sucesion (u,), tal que u, € H,, ||uy|| =1y dist(u,,Hy1) = 1/2.
Tenemos
Tup —Tup =—(up —Tup) + (U = Tit) + (tn — Um)

paran >m, H,.1 C H, C Hyu41 C Hpy y por lo tanto
z2=—(up—Tuy) + (ty, — Tty +tty, € Hppyy

de manera que
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|Tup —Tumll = |z —umll = dist(up, Hp1) =

| —

lo cual es absurdo pues T es compacto. Asi pues R(I-T) = H.
Reciprocamente, demostremos R(/-T)=H = N(I-T) = {0}:

Si R(I-T) = H entonces N(I-T*) = R(I-T)* = {0} (teorema[4.22]). Admita-
mos provisionalmente que 7" es compacto (véase la observacién 4.3|a continua-
cién). Aplicando el razonamiento anterior a 7* concluimos que R(I-T*)=H y
aplicando el teorema concluimos N(I-T) = R(I -T*)* = {0}.

Observacion 4.3. En general si T : E — F es un operador compacto T* : F — E
es también compacto. La demostracion general para operadores compactos entre
espacios de Banach se puede encontrar en [3]. En el ejercicio H.18| se propone
la demostracion para operadores T € L.(H) normales y compactos. Un operador
TeL.(H)esnormal siTT* =T"T.

Espectro y valores propios de los operadores compactos

En este apartado H serd un espacio de Hilbert sobre el cuerpo de los nimeros
reales y T € L. (H) un operador lineal continuo de H en H.

Recordemos que si T € L.(H) es un operador y A es un escalar tal que existe
x # 0 tal que Tx = Ax, A se dice que es un valor propio de 7'y x un vector propio. El
nicleo N7 (1) del operador T — Al es un subespacio cerrado de H.

El siguiente corolario es una consecuencia inmediata de la propiedad a) vista en
el teorema[4.30).

Corolario 4.9. Sea T € L.(H) un operador compacto y A1 # 0 un escalar tal que
Tx = Ax entonces Ny (1) = {x € H ;Tx = Ax} es de dimension finita.

Demostracion:

Si T es compacto, %T es compacto de donde el nicleo de 7 — %T que es el mismo
que el nicleo Ny (1) = {x € H ;Tx = Ax} es de dimension finita (teorema [4.30)
[ ]
En el ejercicio se propone una demostracion directa del anterior corolario
utilizando la caracterizacién mediante subsucesiones de un conjunto compacto.
Tenemos también que vectores propios asociados a valores propios diferentes son
linealmente independientes, mds precisamente:

Propiedad 4.2. Sean e;, i =1,...,n, n vectores propios asociados respectivamente a
los valores propios A;, i =1, ...,n todos ellos diferentes entre si, entonces e, e, ...,e,
son linealmente independientes.
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Demostracion:

Procedemos por induccién sobre n:

= Sean e y e, tales que Tey =A1e; y Tey = Azep, con A; # A,. Supongamos por
reduccién al absurdo que e, = ae;. Tendremos

Tey=Ae, =T(aey) =aTe; =adje;

de donde Ayey = @dye; = adie; y entonces a(d, —41) =0, lo que implica @ =0
si A # Ay y entonces e, = 0, no seria un vector propio.

= Supongamos que la propiedad es cierta para n. Vamos a demostrar que entonces
es cierta para n+ 1: Sean ey, e,...,e, como en el enunciado y supongamos que
hemos demostrado que son independientes. Sea ahora e,.; y A,+1 tales que
Tens1 = Apt1€n+1 con Adyyq # A; parai = 1,...,n. Supongamos por reduccién al

absurdo que
n
Cn+l = Z ae;
i=1

tendremos,
n n
Tens1 = Apr1€n+1 = Ansl Z aje; = Z/lml(liei
i=1 i=1
y también
n n n
Tent1 = T(Z aie;) = Z%‘Tei = Zaiﬁiei
i=1 i=1 i=1
de donde

n
Z(/lml -A)aie; =0
i=1
Como los ey, ..., e, son linealmente independientes, se tiene necesariamente que
(/ln+] —/l,-)a'; =0 Vi= 1,...,1’1

de ahf que @; =0 parai =1,...,n. Entonces e, = 0y no puede ser vector propio.

[
En el caso de un espacio sobre el cuerpo de los reales tendremos que el conjunto
resolvente es (observaci6n [3.2))

p(T)={A€R; (T -AI)es biyectivo de H sobre H}
El espectro o (T) es el complementario del conjunto resolvente
o(T) = (p(T))*

Decimos que A es un valor propio de T si
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N(T-a)={1eR; Tx=Ax} # {0}

Por la propias definiciones VP(T) c o (T), aunque en general la inclusion es estricta
(véase el ejemplo a continuacion del teorema[3.19).

En el teorema hemos demostrado que en toda dlgebra compleja se verifica
que el espectro o (x) estd contenido en el disco del plano complejo de centro el
origen y radio ||x||. En el caso en que H es un espacio sobre R tendremos igualmente
que o (T) es un conjunto compacto y

o (T) c [T, +IT1I]

Ver al respecto en el ejercicio[d.20luna demostracion directa en el caso de un dlgebra
de operadores.

Pasamos ahora a estudiar las propiedades del espectro y de los valores propios de
un operador compacto. Empezamos con un lema.

Lema 4.6. Sea H un espacio de Hilbert real de dimension infinita. SeaT € L.(H)
un operador compacto de H en H. Sea una sucesion (1), de valores propios
todos distintos 'y A,, # 0 para todo n tales que

Ap — A cuando n— oo

Entonces A =0.

Demostracion:

Sea e, un vector propio asociado al valor propio 4,,, y sea H,, el espacio vectorial
engendrado por [e},ez,...,e,]. Tenemos que H, G H,,) para todo n. En efecto,
sabemos por la propiedad [.2] que los vectores e, e,...e, son linealmente inde-
pendientes. Por otra parte (T —A,/)H, C H,_; yaque parax € H,, x = /', a;je; y
tendremos

n n n n-1
Tx—Apx = T(Z a;e;) —/lnzaiei = Zai(/li —An)e; = Zai(/li —An)e; € Hy g
i=1 i=1 i=1 i=1

Aplicando el lemal4.1|construimos una sucesion (x,),>| tal que x, € H, y ||x,|| =1
y la distancia d(x,,, H,—1) > % paran > 2. Sean 2 < m < n de manera que

H,,cH,CcH,CcH,

Tenemos,

Tx, Tx;, =] Tx,—Anxn Txpm—Amxm

1 —
- - Xp—X
e Am An e

|| =

N =

> dist(x,,H,_1 >
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pues
Txp—Anxy  Txp—Amx
n nn_ m mm—meHn_l
An Am
Por una parte como T es compacto y ||x,|| = 1 para todo n, existe una subsuce-
sién convergente (7x,),. Tendremos Tx, — y para algin y € H. Por otra parte si

A, = A # 0, tendriamos también 1,, — A # 0 y en consecuencia la sucesion

Txy |y
1,

T L
=), es de Cauchy en contradiccién con
v

En particular (

Tx, B Tx,, > l
An Am 2

De modo que necesariamente A = 0.
[

Teorema 4.31. Sea H un espacio de Hilbert real de dimension infinita. Sea
T € L.(H) un operador compacto de H en H. Tenemos las siguientes propiedades

a) 0eo(T)
b) o(T)\{0} =VP(T)\{0}

c) Tenemos una de las situaciones siguientes

= Bien o(T) ={0}
» 0 bien o(T)\ {0} =VP(T)\ {0} es finito
= 0 bien 0 (T)\ {0} =VP(T)\ {0} es una sucesion que tiende a 0.

Demostracion:

a) Supongamos que 0 ¢ o (T), es decir 0 € p(T'), que quiere decirque T —0I =T es
biyectiva. Por tanto =T o T~! es compacto segiin el teorema Entonces la
bola unidad By = {x € H; ||x|| < 1} serd compacta en contradiccién con que H
sea de dimensién infinita.

b) Si A es un valor propio sabemos que A € o (T). Sea A € o(T) tal que A # 0.
Veamos que A es un valor propio. Procedemos por reduccion al absurdo, es decir,
supongamos que N (T — A1d) = {O}. Entonces por el teorema tendremos
R(T —Ald) = H es decir T — Al es biyectivay A € p(T') lo que es absurdo.

¢) Por la propiedad b) si A € o-(T') \ {0}, entonces A es valor propio. Podemos pues
aplicar el lema[4.6] Para todo entero n > 1 consideremos el conjunto

oc(T)N{1eR; 4] > %}
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Este conjunto es o bien vacio o finito, pues si contuviese una infinidad de puntos
distintos, al ser o (T) compacto, tendria un punto de acumulacién en contradic-
cién con el lema[d.6

Si o(T) = {0} entonces o (T) \ {0} = 0. En caso contrario, consideremos el
conjunto A, = {1, € o(T) \ {0}; |1,,] = %}. Si a partir de un n determinado A,
es vacio estamos en la situacion en el que o-(7') \ {0} es finito. Si ninguno de los
conjuntos A, es vacio, podemos ordenar estos conjuntos, A; C Ay C .... Cada
uno de estos conjuntos es finito. Entonces ordenamos el conjunto de valores de
o (T) \ {0}, poniendo, ordenados de mayor a menor, primero los valores de Ay,
a continuacién los de A, que no estdn en Aj, a continuacién los de A3 que no
estdn en Ay, y asi sucesivamente. Construimos asi una sucesion de los elementos
de o (T) \ {0} ordenados de mayor a menor que tiende a 0.

Observaciéon 4.4. En la demostracion de la parte b) y con referencia al teore-
ma hemos utilizado que si T es compacto también %T es compacto. Ademds
N(T-Ald)=N(3T-1d) y R(T -A1d) = R(3T - Id).

Espectro y valores propios de los operadores autoadjuntos

Definicion 4.8. Sea H un espacio de Hilbert. Decimos que un operador T € L.(H)
es autoadjunto si T =T~ es decir,

(Tx,y)=(x,Ty) Vx,yeH

Veamos algunas propiedades del espectro y de los valores propios de un operador
autoadjunto:

Teorema 4.32. Sea H un espacio de Hilbert real o complejo. Si T es un operador
autoadjunto entonces
Tl = sup |(Tx,x)|

llxll<1

Demostracion:

Lo demostraremos en el caso de un espacio H de Hilbert real. Llamemos
M =sup <1 |(Tx,x)|. Para todo x € H con |[x]| < 1,

|(Tx,0)| < IT1-NIx ) < |17

tomando el supremo para todo x € H con ||x|| < 1 obtenemos M < ||T].
Demostremos ahora que ||7|| < M: Como T es autoadjunto (7x,y) = (x,Ty), de
donde
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(T(x+y),x+y) =(Tx,x)+2(Tx,y) +(Ty,y)
(T(x=y),x—y) =(Tx,x) =2(Tx,y) +(Ty,y)

restando obtenemos la igualdad (del tipo igualdad de polarizacién)

1
(Tx,y) = 7 (Tx+y)x+y) = (T(x =y)x =)
de donde .
(T )] < (T 43,249+ (T (6= 3),2=0)]) (4.75)
Por definicién de M, para cualquier x,

X
[l

|(T(—)s ) = M

x
"Il
de donde |(Tx,x)| < M||x||*> de modo que para x+y y para x —y

[(TCe+y)x+0) < Mlx+yIP y  [(T(x=y),x=y)| < M|x -yl
sustituyendo estas dltimas desigualdades en

|(Tx,y)| < %(M||x+yI|2+M|Ix—yII2)
y aplicando la igualdad del paralel6gramo
(T3] < 5 (belP + 1y IP)
yparaxeycon|x|| <1yl <1,
|(Tx,y)| <M

Finalmente tomando el supremo para todos los vectores y con ||y|| < 1

ITx|l = sup |(T(x,y)| <M
Iyli<1

y tomando el supremo para todos los vectores x con ||x|| < 1

IT|l= sup [[Tx|| <M

llxll<1

Observacion 4.5.
sup [(Tx,x)| = sup |(Tx,x)|

llxlI<1 llxll=1



4.5 Teorfa espectral de operadores autoadjuntos compactos 175

Demostracion:

Se deja como ejerciciod.21]
[ ]
En lo que sigue H serd un espacio de Hilbert sobre el cuerpo de los reales.
Empezamos con una sencilla propiedad de los nicleos de 7 — Al:

Propiedad 4.3. Sean A un escalar y sea N(A) = {x € H; Tx = Ax}. Para cada par
de escalares A y u distintos N(A) LN (u), es decir, (x,y) =0 para todo x € N(1) y
para todo y € N (u)

Demostracion:

Dado x € N(1) e y € N(u), con A # u se trata de demostrar que (x,y) = 0:
Tenemos por ser T autoadjunto (7x,y) = (x,Ty). En consecuencia (Ax,y) = (x, uy)
y finalmente (A — u)(x,y) =0 de donde (x,y) =0.

[

Teorema 4.33. Sea H un espacio de Hilberty T € L.(H) autoadjunto. Designamos

m= inf (Tx,x) y M= sup (Tx,x)
xeH ;lx[I=1 X€H ;||lx||=1

entonces o-(T) C [m,M] conm € o(T) y M € o (T).

Demostracion:

Sea A > M, demostremos que A € p(T). Tenemos
(Tx,x) <M|x||> VxeH
en consecuencia,
(Ax=Tx,x) > (A-M)||x|>=|x|> VxeH con a>0

Aplicando el teorema de Lax-Milgram [.17]deducimos que el operador A7 —T tiene
inverso, es decir A € p(T). De modo que todo elemento A € o(T) necesariamente
verifica A < M. La demostracion se completa si M € o(T). Veamos, la forma bilineal
a(x,y) = (Mx—Tx,y) es bilineal, simétrica y semidefinida positiva ya que

a(x,x) = (Mx—-Tx,x)=M|x||>-— (Tx,x) >0 VxeH

aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz a la forma a(-, -) resulta (repasando la
demostracién de la desigualdad de Cauchy-Schwarz . 1] observamos que es cierta
también para formas bilineales, simétricas y semidefinidas positivas)



176 4 Espacios prehilbertianos y de Hilbert
|[(Mx—Tx,y)| < (Mx - Tx,x)l/z(My -Ty, y)l/2 Vx,ye H (4.76)
por otra parte para ||y|| = 1 tenemos aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz

(My-Ty,y) <|(My-Ty,y)| < [|My-Ty|.|lyl
=My -Tyl < M|lyl[+IT|l.llyll = (M +||TI|)

y sustituyendo en (#.76)) obtenemos
|(Mx—Tx,y)| < C(Mx—Tx,x)'/?
para una constante C = (M +||T]|)'/2. Tomando el supremo para ||y|| = 1 obtenemos

||Mx—-Tx||= sup |(Mx—-Tx,y)| < C(Mx—Tx,x)l/2 VxeH 4.77)
llyli=1

Como |(Tx,x)| < |IT||.llx]|?, el conjunto {(Tx,x) € R; ||x|| = 1} estd acotado su-
periormente por ||T|| e inferiormente por —||T||, por tanto podemos construir una
sucesion (x,), tal que |lx,|| =1y (Tx,,x,) — M cuando n — oo (ejercicio 4.22).
Utilizando Vemos que

M, = Tx, || < C(M = (Txp,x)) /> — 0

n—o0

de donde M € o (T) ya que si no fuera asi, es decir si M € p(T) tendriamos que
MId—T es invertible y x,, = (M Id —T)"'(Mx,, — Tx,) — 0 cuando n — co, que
contradice el hecho ||x,|| = 1.

Para obtener m = infcq .|« =1 (Tx,x), consideremos el operador —T que es ob-
viamente autoadjunto y pongamos aplicando la primera parte de la demostracién
—m = sup| =1 (—=Tx,x) tendremos que —m € o-(~T) y obviamente m € o(T) ( pues
si AId — T no tiene inverso tampoco lo tiene —(A/d —T) = (-A)Id — (-T)). Como

—-m= sup (-Tx,x)= sup —(Tx,x)=— |\ﬁﬁf1(Tx’x)
lIxl=1 llx =1 xi=

resulta m = inf ) =1 (Tx, x).
[

Corolario 4.10. Si T es autoadjunto y semidefinido positivo entonces ||T|| € o (T).

Demostracion:

Si T es semidefinido positivo (Tx,x) > 0y por lo tanto

M= sup (Tx,x)= sup |(Tx,x)|=|T|
X€H ;||x||=1 xeH ;||x||=1

(Véase teoremald.32]y observacién4.5)
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Corolario 4.11. SiT es autoadjunto y definido positivo, es decir (Tx,x) >0 Vx#0
entonces todos los valores propios son positivos.

Demostracion:

Sea A un valor propio y sea x un vector propio asociado correspondiene a 4, es
decir x # 0 y Tx = Ax. De donde

A(x,x)=(Tx,x) >0

lo que implica 4 > 0. |

Corolario 4.12. Sea H un espacio de Hilbert y T € L.(H) autoadjunto tal que
o (T) =0. Entonces T =0.

Demostracion:
Por el teorema[4£.33]
(Tx,x)=0 VxeH
de donde
(T(x+y),x+y) = (Tx,x)+2(Tx,y)+(Ty,y)
reordenando

2(T(x,y)=(T(x+y),x+y)—(Tx,x) = (Ty,y) =0 Vx,yeH

de ahi que T =0.
[ ]
En el ejercicio [.23] se estudian algunas propiedades de los operadores autoad-
juntos en espacios de Hilbert complejos.

Descomposicion espectral de operadores autoadjuntos compactos

Consideraremos ahora la descomposicion espectral de operadores autoadjuntos
compactos que generaliza la diagonalizacién de operadores en dimesion finita.

Resumiendo resultados anteriores tenemos que si 7' es compacto entonces
0 € o (T) y el conjunto de valores propios distintos de O coincide con el conjun-
to de valores del espectro distintos de 0. Ademas los valores propios distintos de 0 se
pueden ordenar de mayor a menor formando una sucesién que necesariamente tiene
como limite 0. También hemos visto que en el caso de operadores autoadjuntos, los
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valores M = sup = (Tx,x) y m = inf )= (Tx,x) pertenecen a o (T). En el caso
de operadores autoadjuntos compactos podemos precisar este resultado:

Teorema 4.34. Sea T un operador autoadjunto compacto tal que ||T|| > 0. Existe
un valor propio A de T tal que |A| = ||T|| y existe el correspondiente vector propio x
con ||x|| =1, de modo que Tx = Ax y |(Tx,x)| =||T||.

Demostracion:

Sabemos que ||T|| = sup =1 [(Tx,x)| (véase teorema y observacién .

Por la definicién de supremo existird una sucesion (x,), con [[x,|| = 1 tal que
[(Txp,x,)| = |IT|| cuando n — oo

La sucesion de nimeros reales ((Tx,,x,)), es entonces una sucesion acotada que
contiene por lo tanto una subsucesién convergente ((7x,,x,)),. Tendremos que
existe A € R tal que

(Tx,,x,) > A cuando v — oo

Esto implica que |(Tx,,x,)| — |1| cuando v — oo, de modo que necesariamente
Al =Tl
Consideremos ahora las dos posibilidades, A = ||T|| o bien A = —||T||:

= Si A=||T||, entonces por una parte

M = sup (Tx,x) < sup |(Tx,x)|=||T||=2
lIxl=1 llx =1

y por otra parte como (Txy,xy) < supj, =1 (7x,x) = M pasando al limite resulta
[IT||=2< M.Dedonde |T||=M € o(T). Como ||T|| # 0, entonces ||T|| es valor
propio.

= Si A= —||T||, entonces por una parte

m= H1’r|1|f1(Tx,x) < (Txy,xy)
x||=

y pasando al limite cuando v — oo, resulta m < A. Por otra parte

—-m=— inf (Tx,x)= sup —(Tx,x) < sup [(Tx,x)|=||T| =] =-2

llxli=1 llxll=1 llxll=1

de donde A < m. De modo que finalmente —||T'|| =A=m € o-(T). Como ||T|| #0,

—||T| es un valor propio en este caso.

Para terminar, si A con || = ||T|| # 0, existe y # 0 tal que Ty = Ay. Dividiendo por
lIvll, x = ﬁ serd también vector propio asociado a A, es decir Tx = Ax. De donde
(Tx,x) = A(x,x) = A. Tomando valor absoluto |(Tx,x)| = ||T||.

[
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Teorema 4.35. Sea H un espacio de Hilbert separable y T un operador autoadjunto
compacto. Entonces H admite una base hilbertiana formada por vectores propios
deT.

Demostracion:

Sea (An)n, n = 1 la sucesion de valores propios de T distintos exceptuando
eventualmente el 0. Denotamos g = 0 y pongamos Hy = N(T) y H, = N(T —1,,1d).
Recordemos que

0< dimHy<oo y que 0< dimH, <o

Demostraremos que el espacio vectorial generado por (Hy,), >0 es denso en H: Te-
nemos por una parte que los espacios (H,,), >0 son dos a dos ortogonales (propiedad
|.3). Sea F = {x € H; x € H,, para algtin n > 0} el espacio generado por (Hp),>0.
Veamos que F es denso en H. Tenemos que T(F) C F (pues si Tx = A,x también
T(Tx) = 2,,Tx). De donde T(F*) C F*, en efecto, si x € F* ¢ y € F entonces
(Tx,y) = (x,Ty) =0. El operador Ty = T'|r+ es autoadjunto compacto, en efecto
para x,y € F*, (Tox,y) = (Tx,y) = (x,Ty) = (x,Tpy) por lo que Ty es autoadjunto
y también si (x,), C F* es una sucesion acotada en F*, también lo serd en H por
lo que como Tyx,, = Tx,, la sucesion (Tx,), tendrd una subsucesién convergente;
sea y = limTx,, como Tyx, = Tx, € F* para todo v, resulta que y € F* pues F*
es un subespacio cerrado, de modo que la sucesién (Tpx,), tiene una subsucesion
convergente en F*.
Por otra parte tenemos que o (7p) = {0}. En efecto si

Aea(Th)\ {0} 1€ VP(T)

y existe x € F* con x # 0 tal que Tox = Ax. En consecuencia A es uno de los valores
propios A,, de T porlo que x € F- N H,,, por lo que x = O lo que es una contradiccién.
Resulta pues como consecuencia del corolariod.12]que Ty = O. De donde deducimos
parax € F+, Tx =Tox =0, es decir

FtcN(T)CcF

pues N(T) = Hy € F. De modo que F* = {0} y como F = F* = H resulta que F

esdensoen H.
Finalmente elegimos una base hilbertiana en cada H,, (que serd finita para n > 0).
La reunidn de estas bases forma una base hilbertiana en H de vectores propios de T'.
[ ]

Corolario 4.13. Con las mismas notaciones del teorema anterior cualquier x € H
se puede expresar de la forma

[ee)
X = E X, con Xx,€H,

n=0
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con los x,, ortogonales entre si, de manera que

Tx = i AnXn
n=0

donde A, son los valores propios de T y x,, son vectores propios correspondientes,
es decir, Tx,, = A, x,.
Ademads definiendo

k
Tix = Z/lnxn
n=0

tenemos que Ty es un operador de imagen de dimension finita y

|T=Tk|| 0 cuando k — oo

Demostracion:

Utilizando la base hilbertiana construida en el teorema anterior [.33] dado x € H
se puede expresar como
(o]
=,
n=0

donde x,, € N(T —A,1d), con 1y =0y x, es la proyeccién ortogonal de x sobre el
espacio H,,, es decir el elemento de Hy caracterizado por

(x—x,,2)=0¥z€H,

(véase comentario [4.1]
Entonces utilizando la continuidad de 7'y que Txo =0

oo k
Tx= T(an) = T(kh’m an)
n=0 - n=0

k k
= Jin Q) = lim ) T
n=1 n=1
k )
= lim AnXn Z AnXxn
n=1

k—o0 p— -

Vamos a demostrar ahora que ||Ty —7T|| = 0 cuando k — oo, es decir para
todo £ > 0 existe ng tal que si k > ng entonces ||T —T|| < &:

La sucesion de valores propios (4,), verifica |1,| — 0, es decir para todo € > 0
existe ng tal que si n > ng entonces |1, | < €. Entonces
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ITx = Tixl? = 11 )" Apxall? = D Aual?

n>k n>k

(e8]
= > Pl

n>k

Para n > k > ng tendremos

[Se]
2 2 2 2 2
ITx = Tix||* < & D llxall” < 2]

n>k

por lo tanto

Tx-T.
T =Tkl = SUPM
20 llxll

Comentarios 4.1. -

» Dado x € H hemos puesto x = 3., , X, donde x,, € H, es la proyeccion ortogonal
de x sobre H,. A su vez esta proyeccion se expresa de forma tinica en funcion
de la base hilbertiana en cada H,, sea ésta (e, ; k =1,...,d,) donde d, es la
dimension de H,, (que puede ser oo para n =0). Asi tendremos en cada H,

(x—xp,en,)=0para k=1,...,d,

de modo que cada proyeccion x,, viene dada por
Xp = § (X, eny )en, = g (x,en;)en,

siendo (xp,en, ) = (X,en,) la ng-componente de x en la base hilbertiana de H.

= Elteorema anterior generaliza el resultado bien conocido del dlgebra lineal sobre
diagonalizacion de matrices simétricas.

= El teorema de descomposicion espectral para operadores autoadjuntos com-
pactos se generaliza a operadores normales compactos en espacios de Hilbert
complejos. Véase al respecto [1|]

Ejercicios del Capitulo{d]

4.1. Un espacio prehilbertiano complejo es un espacio vectorial sobre el cuerpo
de los ntimeros complejos C donde a cada par de vectores x e y se le asigna
un nimero complejo llamado producto escalar, designado (x,y) verificando las
siguientes propiedades

= Pl:(x,y)=(y,x) donde la barra designa el complejo conjugado.
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(x+y,2) =(x,y)+(y,2) Vx,y,z€E
(Ax,y) =A(x,y) VxeE VAeC

= P3:(x,x)>0cuandox#0

Demostrar la desigualdad de Cauchy-Schwarz en un espacio prehilbertiano com-
plejo.

4.2, Verificar que los siguiente espacios son prehilbertianos.

a) RY con (x,y) = Yoy aXiVi

b) C%[a,b] con (u,v) = /abu(x)v(x) dx

¢) C'[a,b] con (u,v) = /ab (u(x)v(x) +u’(x)v'(x)) dx

d) Cé [a,b] = {u e C'[a,b]; u(a) =u(b) =0} con (u,v) = /ab u’(x)v’(x) dx

4.3. Demostrar que un espacio normado es prehilbertiano si su norma verifica la
igualdad del paralelégramo (@.2) y donde el producto escalar viene dado por (#.5)

4.4. En un espacio prehilbertiano complejo demostrar
1 . . . .
(x.y) =7 (Il + 317 = 1l =yl +ille+iyl? = illx = iyl?) (4.78)

4.5. Verificar la ortogonalidad de las sucesiones:

a) En el espacio prehilbertiano de las sucesiones finitamente no nulas la sucesion
definida por

x1 = (11,0,0,...)
X2 = (0,/12,0,...)
x3 = (0’0’/13$0,"‘)

b) En el espacio de funciones continuas en [—z, 7] con el producto escalar

/” u(x)v(x) dx

Vs

la suseci6n de funciones (uy),; n=1,2,... definidas por la expresion
Uy (x) = sin(nx)
¢) En el espacio anterior para la sucesién (v,),; n=0,1,2,...
v (x) = cos(nx)

d) Demostrar ademads que u,, es ortogonal a v, para todo n'y m.
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4.6. Sea (x,), una sucesion de vectores ortonormales en un espacio prehilbertiano
E complejo. Probar que para todo vector x € E se verifica

(e8]

2 2
D) P < llxll
i=1

4.7. Verificar que los siguientes espacios son de Hilbert:

a) Ejemplo a) del ejercicio 3.2
b) 17 = {x = (X1,X2, ..., %1,...); Do X2 < oo} con el producto escalar

[o0]

(x,y) = > xivi

i=1
¢) (Son de Hilbert los ejemplos b), ¢) y d) del ejercicio [d.2]?

4.8. Demostrar el teorema [4.10] para espacios prehilbertianos suponiendo que N es
un subespacio completo.

4.9. Demostrar que todo espacio prehilbertiano es uniformemente convexo.

4.10. Sean V y H dos espacios de Hilbert de producto escalar ((-,)) y (-, -) respec-
tivamente, tales que V C H en el sentido siguiente: Existe una aplicacién inyectiva y
continua de V en H. Suponemos ademds que V es denso en H. Identificamos H con
su dual H’ en el sentido de la aplicacién (4.18). Demostrar que entonces H = H’ se
identifica con un subespacio de V’ y ademés H es denso en V'.

4.11. Sea E un espacio vectorial normado y sea N C E un subespacio cerrado tal
que N # E. Entonces

Ve>0 JuekE talque Jul|=1 y dist(u,N)>1-¢

4.12. -

a) Demostrar que un intervalo acotado en R es totalmente acotado.

b) Sea I c R un intervalo cerrado y acotado, demostrar que / es compacto (teorema
de Heine-Borel).

¢) Sea I c R una d-celda cerrada, es decir un conjunto de la forma

I={x=(x1,x2,....,xq) € R?; a; <x; <b;,i=1,...,d}

demostrar que es un conjunto compacto.

d) Demostrar que en R? los conjuntos compactos son los conjuntos cerrados y
acotados.

e) Demostrar que en un espacio normado de dimension finita los conjuntos compac-
tos son los conjuntos cerrados y acotados.

4.13. Sea E wun espacio de vectorial normado tal que la bola unidad
Bg ={v € E ||v|]| £ 1} es compacta, entonces E es de dimension finita.
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4.14. Sean (yy,y2,y3,...) una sucesioén de vectores linealmente independientes de
un espacio prehilbertiano. Demostrar mediante construccién que existe una su-
cesion ortonormal (x1,x3,x3,...) de vectores tales que el espacio generado por
{¥1,¥2,¥3, ..., yn} €s el mismo que el generado por {x;,x7,x3,...x, } cualquiera que
sean €N

4.15. Demostrar las propiedades [4.1]

4.16. Sean E y F espacios de Hilbert. Sea T : E — F un aplicacion lineal continua
con R(T) cerrada y sea T* : F — E la aplicaci6n adjunta, como en el teorema [4.23]
Demostrar que la aplicacion

Ty =T|na)yr : N(T)* > R(T)=N(T")* CF
es biyectiva.
4.17. Demostrar la proposicién
4.18. Sea H un espaciode Hilberty T € L. (H).SeaT* € L.(H) el operador adjunto,
es decir el operador definido por

(Tx,y)=(x,T*y) Vx,yeH

Demostrar

a)Si T es un operador normal, es decir que verifica 7T = TT*, entonces
IT°x|| =ITx|| VxeH
b) Demostrar que si 7' es un operador normal y compacto entonces 7" es compacto.

4.19. Sea H un espacio de Hilberty sea T € L. (H).

Demostrar el corolario f£.9] razonando por reduccién al absurdo: Suponer que
N7 () es de dimension infinita y construir una sucesion acotada que no es conver-
gente.

4.20. Sea H un espacio de Hilbert (0 mas generalmente un espacio de Banach) sobre
RyseaT € L.(H). Demostrar que el espectro o-(T') es un conjunto compacto y

o (T) < [=IT],+IT][]

Indicacion:

1. Para A > ||T||, utilizar el teorema de punto fijo de Banach para demostrar que la
ecuacion
Tx—-Ax=f

tiene solucién tUnica.
2. Dado A préximo a A¢ demostrar aplicando de nuevo el teorema del punto fijo de
Banach que
Tx— /1())6 = f+ (/1 - /1()))6

tiene solucidn unica.
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4.21. Sea H un espacio de Hilbert y T € L. (H). Demostrar

sup [(Tx,x)[ = sup |(Tx,x)]

llxll<1 llxll=t
4.22. Sea H un espacio de Hilbert y T € L. (H) autoadjunto. Designamos

M= sup (Tx,x)
x€H ;||x||=1

como en el teorema Construir una sucesién (x,), tal que |x,||=1y
(Txy,x,) = M cuando n — oo.

4.23. Sea H un espacio de Hilbert complejo. Demostrar:

a)Si § y T son dos operadores lineales continuos en H tales que
(Sx,x) = (Tx,x) para todo x € H entonces S=T

b) T es autoadjunto si y solo si (T'x,x) es real para todo x € H.

¢) Los valores propios de un operador autoadjunto son siempre reales.






Capitulo 5
Integral de Lebesgue y el espacio L2(Q)

Resumen

En este capitulo sintetizamos las nociones de la teorfa de la medida para a conti-
nuacion introducir la integral de Lebesgue y algunos de los teoremas relacionados
mds importantes que nos serdn ttiles en los capitulos siguientes. Lo importante es
retener los teoremas de paso al limite bajo al signo integral y saber aplicarlos. La
parte correspondiente al espacio L?(Q) es de especial importancia pues es el punto
de partida para la construccién de los espacios funcionales que utilizaremos en las
aplicaciones.

La bibliografia recomendada es [10] y [[L1] para la teoria de la medida y para la
teorfa de Lebesgue y [3] para las propiedades del espacio L?(Q)

5.1. Nociones sobre teoria de la medida

En esta seccién veremos los conceptos fundamentales de la teoria de la medida
y la integracién de Lebesgue. Empezaremos introduciendo los conceptos generales
de anillo y o-anillo de conjuntos. En muchos ocasiones se parte del concepto
ligeramente mads restrictivo de o--dlgebra.

Definicion 5.1. Se dice que una familia & de conjuntos es un anillo si para A€ &y
B € & se tiene

AUBE€& 5.1
A-Beé& (5.2)

Un anillo & se llama o-anillo si se verifica ademdas

UA,,ES VA,eE&conn=1,2,... (5.3)

n=1

187
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Hemos utilizado la notacién A — B = {x; x € A, x ¢ B}. En un o-anillo &, como
Mooy An = A1 — U, (A1 — A,), tendremos también

ﬁAnec‘:}
n=1

Si aun o-anillo & le afiadimos la propiedad de que el conjunto total X pertenezca
a la familia & tenemos una o-dlgebra. Concretamente, tenemos la siguiente

Definicion 5.2. Sea M una coleccion de subconjuntos de un conjunto X. Designa-
mos al complementario de un conjunto A mediante A = {x € X; x & A}. Diremos
que M es una o-dlgebra si tiene las siguientes propiedades:

a) XeM
b) SiIAeM=AeM
c) SiA=U, Ay conA,e M =AeM

Propiedad 5.1. En una o-dlgebra M se verifica

A:ﬂAn conA,e M =AeM
n=1

Demostracion:

Basta tener en cuenta la ley de Morgan de conjuntos: Si A, € M paran=1,2,...
tendremos que AS, € M paran =1,2,... de donde

AC = (ﬁAn)c =OA;

n=1 n=1

por tanto A€ € M lo que implica que A € M.
[ ]
Dejamos como ejercicio [5.1] elemental demostrar que una o-dlgebra es un
o-anillo al que se le ha afiadido la condiciéon X € M de la definicién.
Si M es una o-dlgebra en X, éste recibe el nombre de espacio medible y los
elementos de M son conjuntos medibles de X.

Funciones medibles

Definicién 5.3. Si X es un espacio medible, Y un espacio topoldgico y [ una
aplicacién de X enY, se dice que f es medible si f~' (V) es un conjunto medible en
X para todo conjunto abierto'V deY.
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Tendremos también que la antiimagen de una funcién medible de un conjunto
cerrado es medible, ver al respecto el ejercicio[5.2}

Supongamos ahora que X es también un espacio topoldgico. Serd interesante
asegurar que toda funcién f : X — Y continua es medible para ello buscaremos la
menor o -dlgebra que contengan los conjuntos abiertos de X (no es dificil demostrar
que dicha dlgebra existe (ejercicio[5.3)

Para esta o--4lgebra naturalmente, todos los conjuntos cerrados (A€, con A abierto)
de X pertenecen a la o--dlgebra, asi como la unién numerable de conjuntos cerrados
y la interseccién numerable de conjuntos abiertos. A esta o-dlgebra minima la
designaremos mediante la letra gética B y a sus conjuntos le llamaremos conjuntos
de Borel de X.

A continuacién veremos algunas propiedades elementales de las funciones me-
dibles.

Sea ahora una funcién f definida sobre un espacio medible X y con valores en el
sistema ampliado de nimeros reales R =RU{-00,+0c0}. Queremos dar una caracte-
rizacion sencilla de cuando f es medible. Recordemos que el sistema ampliado de
los niimeros reales estd constituido por el conjunto de los nimeros reales al que se la
han afiadido los puntos +oco y —co con las propiedades siguientes: Si a es un niimero
real,

a) x+00=+00, x—co=-oco, X =2X=0
b) Six>0

X.(+00) =+00, x.(—00) =—00
c) Six<0

X.(+00) = —00, x.(—00) =+00

Si E c R es un conjunto no acotado superiormente, es decir para cada nimero
real y existe un x € E tal que y < x, decimos que +oo es el extremo superior de
E. Del mismo modo decimos que el extremo inferior de un conjunto E no acotado
inferiormente es —co. De este modo en el sistema ampliado de nimeros reales R
todo conjunto tiene extremo superior y extremo inferior.

Por otra parte un conjunto U es un entorno de +co si y solo si contiene un conjunto
{x; x > a} para alglin nimero real a (respectivamente un conjunto U es un entorno
de —oo si y solo si contiene un conjunto {x; x < a} para algin nimero real a). R es
un espacio de Hausdorff compacto homeomorfo al intervalo unidad [0, 1].

Empezamos con el siguiente lema:

Lema 5.1. Sea X un espacio medible y f : X — R. Cada una de las siguientes
condiciones son equivalentes:

a) {x € X; f(x) > a} es medible para todo a real.
b) {x € X; f(x) > a} es medible para todo a real.
c) {x € X; f(x) < a} es medible para todo a real.
d) {x € X; f(x) < a} es medible para todo a real.

Demostracion:
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= a) = Db):
(e X; [ za)=( e X; f)>a-1)
n=1 n
= b)=0):
{xeX; fx)<a}t={x€eX; f(x)=a}
= ¢)=d):
{xeX; f(x)Sa}=ﬂ{x€X; f(x)<a+l}
n=1 n
» d)=a):

{xeX; fx)>a}t={xeX; f(x) <a}
n

Corolario 5.1. Sise cumple alguna de las condiciones equivalentes del lema anterior

1) los conjuntos .
{xeX;a<f(x)<b} Va,beR

{xeX;a< f(x)<b} VYabeR
{xeX;a<f(x)<b} VabeR

{xeX;a< f(x)<b} VabeR

son medibles.

Demostracion:

Sia=—-coyb=ootenemos X ={x € X; a < f(x) < b} que es medible. Sia = —c0
0 b = co estamos en alguno de los casos del lema[5.1} Si a,b € R entonces,

{xeX; a<f(x)<b}={xeX;, f(x)zaln{xeX; f(x)<b}
que es por lo tanto un conjunto medible. Andlogamente tendremos también,
{xeX;a<f(x)<b}={xeX; f(x) >a}n{xeX; f(x)<b}

{xeX;a<sfx)<by={xeX; f(x) 2a}Nn{xeX; f(x) <b}
xeX;a<f(x)<b}={xeX; f(x)>a}n{xeX; f(x) < b}

que serdn entonces medibles.

Corolario 5.2. Si f es medible, | f| es medible.
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Demostracion:

(s [l <a} ={x; f(x) <a}n{x; f(x) > —a}
]

Teorema 5.1. Sea f : X — R, una funcién definida en un espacio medible X y con
valores en el sistema ampliado de nitmeros reales. Entonces f es medible si 'y solo
si {x € X; f(x) > a} es medible para todo a € R.

Demostracion:

Pongamos B = {x € X; f(x) > a}. Si f es medible B es la antiimagen de un
conjunto abierto por tanto B es medible.

Reciprocamente, supongamos que B es medible. Sea A un conjunto abierto de R
(los conjuntos abiertos de R son los mismos que los de RU {—oc0,+0c0}). Existen dos
sucesiones (a,), y (b,), tales que

a,<b,, n=12,.. A= U(an,bn)
n=1

Gracias al corolario[3.1]
N an,bp) = {x € X; an < f(x) <bn}
es medible por lo que N
@y = @an,ba)
n=1
es medible y concluimos que f es medible.

Comentario 5.1. En la demostracion hemos aplicado la propiedad siguiente de
la topologia en R: Todo conjunto abierto A C R es union numerable de intervalos
abiertos disjuntos (ejercicio

Comentario 5.2. Obviamente en el teorema anterior gracias al lema 5. I| podemos
sustituir el conjunto B = {x € X; f(x) > a} por cualquiera de los conjuntos

{xeX; f(x) 2a}

{xeX; f(x) <a}
{xeX; f(x) <a}

Teorema 5.2. Si f, : X — R es una sucesion de funciones medibles paran=1,2,3, ...
se tiene:
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a) g=sup,s; fn y g=inf,>f, sonmedibles
b) h=1lim,_,supf, h=1im,_1inf f, son medibles
¢) Sif(x)=1im f,(x) Vxe€ X fesmedible

Antes de demostrar el teorema aclaremos que para una sucesién de funciones
(fu)n definidas sobre un conjunto X y a valores sobre R U {—c0,+c0} nos referimos
mediante sup f,, y lim,_,. sup f,, a las funciones definidas sobre X de la siguiente
manera

(sup f) (x) = sup(fn(x))

(Jim sup £,)(x) = lim sup(f,(x))

Andlogamente,
(inf ) (x) = f( ()
(lim inf f;,)(x) = lim inf(f,(x))
Si

£ () = lim £, (x)

donde el limite se supone que existe en todo x € X, llamaremos a f limite puntual
de la sucesion (f,),.

Demostracion del teoremal3.2t

Demostracion de a): Sea g = sup,, | f, tenemos

{xeX; g(x) >a}:O{xeX; fu(x) >a}
n=1

de donde g es medible.
Sea g =inf,,> f,, tenemos

{xeX; g <a}=| JireX; fu(x) <a}
n=1

de donde g es medible.
Demostracion de b):

h = lim sup f,, = inf sup f;

i2ni>p
es medible.
h = 1lim inf f,, = supinf f;
n—oo i>niz
es medible.
Finalmente c¢) se deduce de b). [ ]

Corolario 5.3. Si f y g son medibles, entonces max(f,g) ymin(f,g) son medibles.
En particular si
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fr=mix(f,0) f =-min(f,0)

son medibles.

Demostracion:

Es inmediato aplicando el teorema5.2]

Corolario 5.4. Si f y g son medibles y c una constante, entonces

fre cf, f+g 2 % fg

son medibles.

Demostracion:

= f+ces medible: {x; f(x)+c>a}={x; f(x) >a—-c} es medible para todo a
real.

= ¢f es medible: {x; cf(x) >a}={x; f(x) >a/c} paratodo ¢ # 0. Para ¢ =0, la
funcién c f es la funcién nula que es medible.

= f+g es medible:

{x; f(D)+8(x) > a} =Ureg({x; f(x) > a}n{x; g(x) > a—1})

de modo que es unién numerable de conjuntos medibles.
» f2 es medible: Sia >0,

{x; £2(x) > a} = {x; f(x)>a'yu{x; f(x) > -a'l?}

Sia <0, entonces {x; f%(x) > a} = X que es medible.
= f1/2 es medible: Sia >0,

{x; f12(x) > a} = {x; f(x) > a’}
» fges medible: Se sigue de la identidad fg = ((f+g)*> - f*>—g%)/2.

[ ]

Vamos a introducir ahora la nocién de medida. La teoria de la medida es una

forma precisa de dar significado al tamafio de un conjunto. Se busca pues entre

otras propiedades que la medida de un conjunto no sea menor que la medida de un

subconjunto y que la medida de la unién de dos conjuntos disjuntos sea la suma de
las medidas de cada conjunto.
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Funciones de conjuntos y medidas

Definicion 5.4. Se dice que ¢ es una funcion de conjuntos definida en una familia
de conjuntos & si ¢ asigna a cada A € & un niimero ¢(A) del sistema ampliado de
ntimeros reales.

0: & >R

Diremos que ¢ es aditiva si para todo par de conjuntos A, B € & tales que ANB =10
se tiene

¢(AUB) = ¢(A)+¢(B)

Diremos que ¢ es aditiva en forma numerable si para todo familia (A,,),, numerable
de conjuntos de & tales que A;NA; =0 para todo i # j se tiene

(@

e((JAn) =D e(an)
n=1

n=1
Tenemos las siguientes propiedades elementales

Teorema 5.3. Sea ¢ una funcion de conjuntos aditiva. Se verifica:

a) ¢(0)=0

b) 9(A1U...UA,) = (A1) +..,+p(A,), siAiNAj =0 parai# j.
¢) p(A1UA2) +9(A1NA2) = ¢(A1) +9(A2)

d) Sip(A) >20paratodo Ay Ay C Ay implica (A}) < p(Az)

¢) p(A-B)=¢(A)—¢(B) siBC Ay |p(B)| < +co.

Demostracion:
a) Tenemos ANO =0, de donde

0(A)=p(AUD) = p(A)+¢(0)

de donde ¢(0) =0.
b) Procedemos por induccién: Primero tenemos ¢(A; U Az) = ¢(A}) +¢(A3) si
A1 N Ay =0. Supongamos que la propiedad es cierta para n — 1. Podemos escribir

©(A1U...UA,) =¢((A1U...UA, 1) UA,)
SiA;NA;=0parai# jtenemos (A;U...UA,_1)NA, =0 de donde
©((AJU...UA,_)UA,) = (A1 U...UA,_1)+¢(An)

y por la hipétesis de induccién obtenemos el resultado.
¢) Expresando A; U A, como unién de conjuntos disjuntos podemos escribir
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P(A1UA2) = p(A1NA2)+@(A1 = Az) + (A2 — Ay)
@(A1UA2) = p(A)) +@(Ar—Ay)
P(A1UA2) = p(A2) +@(A1—A3)

Reordenando y sumando las dos tltimas

©(Ar— A1) +@(A1 —Az) =20(A1 UA2) — (A1) — p(A2)
sustituyendo en la primera

@(A1UA2) = (A1 NA2) +2¢(A1 UA2) — (A1) — p(A2)

de donde
P(ATUA) +(A1NAY) =¢(A1)+¢(A2)

d) ¢(A2) =p(A2— A1) +9(A1) = p(A1).
e) Si Bc Atenemos A=(A—-B)UBYy (A—B)NB =0. Entonces

¢(A)=¢(A-B)+¢(B)

de donde obtenemos la conclusion buscada si |¢(B)| < +co.

Teorema 5.4. Si ¢ es aditiva en forma numerable en un anillo & y (A,), es una
sucesion de conjuntos de & tales que Ay C Ay CA3C ...y

o0
A= Ja,ee
n=1
algo que ocurre si & es un o-anillo, entonces

1im ¢(4,) = p(A)

Demostracion:
Hagamos,
By=A,-A;
By=A,—Au

entonces B;NBj =0 cuandoi # jy A, =B U...UB,,y también A =], | B,. Por
tanto
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¢(An) = Zn: ¢(Bi)
i=1
y también N
e(A) = ¢ (B:)
i=1
pues ¢ es aditiva en forma numerable, por tanto
¢(A) = lim ¢(An)

Teorema 5.5. Si ¢ es aditiva en forma numerable en un anillo & y (A,), es una
sucesion de conjuntos de & tales que A1 D Ay D A3 D ....con (A1) <coy

A:ﬁAnES
n=1

algo que ocurre si & es un o-anillo, entonces

1im ¢(Ay) = ¢(A)

Demostracion:

Pongamos B, =A;—A, n=1,2,.... Lasucesion (B,), es mondtona creciente,
esdecir, BjC B, CB3C....y

[ij "[in) =Aj _'ff]/an
n=1 n=1

por consiguiente podemos aplicar el teorema anterior. Obtenemos

Cg

1l
—_

n

= (| JBn) = lim ¢(B,) = lim p(A; - 4,)

n=1

p(Ar-

)
S

Finalmente , puesto que ¢(A;) < oo utilizando la propiedad e) del teorema[5.3|
(A = ([ ]An) = 1im (¢(A1) - @(An)) = ¢(A1) - lim ¢(4,)
n=1

de donde .
¢(()An) = lim (A,)

n—oo
n=1
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En la siguiente definicién se introduce la nocién de medida definida en una
o -dlgebra.

Definicién 5.5. Sea M una o-dlgebra. Una medida positiva sobre M es una apli-
cacion p : M — RU{co} tal que

a)
u(A)>0 VAeM (5.4)

b)
n(lJai) = ) uan (5.5)
i=1 i=1

para toda coleccion numerable {A;; i = 1,2,3, ...} de conjuntos disjuntos de M

Un espacio de medida es una o-dlgebra en la que se ha definido una medida
positiva sobre sus conjuntos medibles. Con frecuencia nos referimos a un espacio
de medida como una terna (X, M, u) donde X es un conjunto, M una o-dlgebra en
X y u una medida positiva sobre M.

En el siguiente teorema recogemos algunas propiedades elementales de las me-
didas.

Teorema 5.6. Sea una medida positiva sobre una o -dlgebra M. Se tiene

a) u(0)=0
b) Si Ay,..., Ay, son conjuntos disjuntos dos a dos en M, entonces

u(A U UA)) =u(AD+...+u(Ay)

c) Sean A,B € M con A C B, entonces u(A) < u(B)
d) SiA=U,_ A con A| C A; C ... entonces

1im 1(Ay) = u(A)
e) SiA=,A,conA; DAy D ...y u(Ay) < co entonces

Jim pi(An) = p(A)

Demostracion:

Demostracion de a): Tomamos A =A;y 0 = A» = A3z = ... entonces

pu(A) = i/l(An) = #(A)+iﬂ(®)

n=1 n=2

de donde u(0) = 0.
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Demostracion de b): Sea Ay, ..., A, son conjuntos disjuntos dos a dos. Hacemos
A; =0 parai > ny aplicamos (5.5) de la definicion de medida y la parte a) de este
teorema.

Demostracién de c): Si A € B, se tiene B=AU(B—A)y AN(B—A) =0 de
donde aplicando la parte b)

u(B) = u(A)+u(B-A) 2 u(A)

La parte d) se ha demostrado en el teorema|[5.4]
La parte e) se ha demostrado en el teorema|5.3| ]

5.2. Integracion de Lebesgue

A continuacién, exponemos la teoria de la integracién en un espacio medible X
en el que M es una o--dlgebra y u es una medida positiva. En la practica aplicaremos
estos resultados a la medida de Lebesgue que construiremos en la seccion siguiente.

En esta seccion M serd una o-dlgebra de conjuntos en X y p una medida sobre
M en el sentido de la definicién[5.3] Dado A € M llamamos funcién caracteristica
xa de A ala funcién

xa:A—R
tal que
) IsixeA
XA = 0sixg A

Asimismo diremos que una funcién s : X — R es simple si es una combinacion lineal
de funciones caracteristicas, es decir,

n
S = Z @i X A;
i=1

donde a1, ...,a, € R son los distintos valores de s en cada A;

Definicion 5.6. Sea (X, M, u) un espacio de medida. Sea E € M, definimos la
integral de una funcion en E en distintos casos como sigue:

a) Si s es una funcion simple

du=> aiu(AiNE 5.6
/Esu ;w( ) (5.6)

b) Sea f : X — RU {+co} una funcion medible no negativa

/fdu: sup /sdu 5.7
E O<s<f JE
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c) Sea f: X — RU{—o0,+00} una funcion medible

/Efdﬂ=/Ef+dﬂ—/Ef‘d# (5.8)

Al primer miembro de (5.8) se le llama integral de Lebesgue respecto de la
medida y. Observemos que una integral puede tomar el valor co. A una funcién
medible f, para la que las dos integrales en son finitas, entonces fE fdu<ocoy
decimos que f es integrable segiin Lebesgue respecto de la medida y y escribiremos
f€L(u,E) obiensi E = X simplemente pondremos f € L(u).

Observacion 5.1. Sea (X, M, u) un espacio de medida. Podemos considerar para
cualquier subconjunto E C X el espacio de medida (E, M’,u), tomando como
conjuntos medibles de M’ los conjuntos de la forma E N M donde M € M. Diremos
que (E, M, ) es un subespacio de (X, M, u).

Las definiciones de medida e integral se trasladan sin dificultad a cualquier
subespacio de medida.

En el siguiente teorema recogemos las propiedades elementales de la integral.

Teorema 5.7. Tenemos las siguientes propiedades de la integral:

a) Si0< f<g
/f@sfgw
E E

Af@séf@

c) Si f>0yc esuna constante tal que 0 < ¢ <

/chd,uzc/Efdu

d) Si f(x) =0 para todo x € E,
/fdsz
E

b) SIACBy f>0,

e) Siu(E)=0,
/f du=0
E
f) Sif>0,
[ran=[ xeran
E X
Demostracion:

Se deducen inmediatamente a partir de la definicién 5.6
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[ ]
El siguiente teorema permite definir una funcién de conjuntos a partir de la
integral de una funcién dada.

Teorema 5.8. Supongamos que f es medible y no negativa en X. Sea A € M

definimos
= d
¢(A) /Af u

Entonces ¢ es aditiva en forma numerable.

Demostracion:

Hay que demostrar que

p(A) = iSD(An)

n=1

parad, e M, n=12,..,conA;NA;j=0parai#jy A=, An
Si f es una funcién caracteristica de un conjunto E, la aditividad numerable de
¢ es la aditividad numerable de u pues

[ xe du=ntane)
A
Si f=X",aixg es una funciéon simple con @; > 0 se reduce también a la

aditividad numerable de u.
En el caso general, tenemos para cada funcién simple medible s tal que 0 < s < f:

[san=y [ saus) [ sau= ean
A n=1Y4n n=1"4n n=1
por tanto tomando el extremo superior paratoda 0 < s < f
p(A) = extrsup/ sdu < Z w(Ay)
A n=1

Por otra parte si ¢(A,) = +co para alglin n entonces ¢(A) > ¢(A,) pues AD A,y
la conclusion es trivial. Supongamos pues que ¢(A;) < +oco para todo n: Dado &€ >0
existe una funcién medible s tal que 0 < s < f tal que

/sdﬂZ/fd,u—s
Al Al

/ sdy > fdu—e
A, A;

de donde



5.2 Integracién de Lebesgue 201

@(A]UAQ)Z/ sdpz/ sd,u+/ s du
AjUVA, Al Az
> @(A1) +¢(Ar) -2¢

como & es arbitrario
P(A1UA2 2 (A1) +¢(A2)

Del mismo modo para cualquier n,

PAIU..UA) 2 (A +..+¢(A1) = D p(A)

i=1

ycomo A D AjU...UA, para todo n, pasando al limite cuando n — oo

P(A) > p(A)
i=1
de donde finalmente concluimos

¢(A) = i‘ﬂ(Ai)

i=1

||

Corolario 5.5. Si f es medible no negativay A € M es

A=|JAnconAicarc..ca,c..
n=1
entonces
/ fdu=lim fdu
A n—eo [,
Demostracion:
Aplicamos el teorema a la funcién de conjuntos p(A) = f WS du

||

Corolario 5.6. Si A€ My B C A tal que u(A — B) =0, entonces
[rau= [ 7au
A B

Demostracion:

A=BU(A-B).Como AN (A - B) =0, aplicando el teorema|5.§
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/Afdﬂ=/3fdﬂ+/A_deu=/deu
| |

El corolario anterior demuestra que los conjuntos de medida nula son desprecia-
bles en la integracion. Sea (X, M, i) un espacio de medida. f y g dos funciones
integrables, diremos que f -« g si el conjunto {x € X; f(x) # g(x)} tiene medi-
da nula. La relacién - es claramente una relacién de equivalencia. Si f -~ g en X

tendremos
/f@=/g@
A A

para todo conjunto A € M. Si una propiedad P se cumple para todo x € X — A con
u(A) =0 diremos que P se cumple en casi todas partes (c.t.p.) de X. Una funcién
f € L(p) tiene que ser finita en casi todas partes de X.

Teorema 5.9. Sea (X, M, u) un espacio de mediday f € L(u) entonces |f| € L(u)

|/deu|s/X|f|dﬂ

Demostracion:

Escribamos X =AUB donde A={xe X; f(x) >0} y B={xe X; f(x) <0}.
Por el teorema[5.§]

L= [irtaus [1ndu= [ s [ 5 du<oo

Esto prueba que |f]| € L(u). Como f < |f|y —f <|f|, vemos que

LﬁM{Lm@ y—LfWSLUMJ

lo que termina la demostracion.
[
Hemos visto pues que la integrabilidad de f implica la integrabilidad de | f|. Por
esto se dice que la integral de Lebesgue es absolutamente convergente.
En los teoremas que siguen teniendo en cuenta la observacion [5.1] se puede
sustituir el espacio medible X por un subconjunto medible del mismo E € M.

Teorema 5.10. Sea (X, M, u). Supongamos que f es medible en X y |f| < g con
g € L(u). Entonces f € L(u).

Demostracion:

Tenemos f*<gy f~<g.
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[ ]

Hemos visto que las funciones simples intervienen directamente en la definicién

de la integral de una funcién. El siguiente teorema serd necesario para demostrar
algunas propiedades fundamentales de la Teoria de la Integracién de Lebesgue.

Teorema 5.11. Sea f : X — [0, 0] una funcion medible. Existen funciones simples
medibles s, definidas sobre X tales que

a) 0<s1<s<...<f
b) sp(x) = f(x) cuando n — oo para todo x € X
¢) Sila funcion f es acotada entonces la convergencia es uniforme.

Demostracion:

Paran=1,2,3,... y para 1 <i < n2" definimos

i1 i _
Eni= (I Gm30) v Fa=s (i)

Las funciones simples buscadas son

&i-1

Sy = o XE,; T XF, 5.9

i=1

Los conjuntos E, ; y Fn
i1 i i—-1 i
Eni=f 1([ o 2_")) ={xeX; ETH < flx) < 2—,,}

Fo=f"([n,]) = {x € X; f(x) > n}

son medibles como consecuencia del lema[5.1] del corolario[5.1]y del teorema[5.1]
Se ve facilmente que las funciones s, satisfacen a): Basta observar la definicién
de los conjuntos E,,i que se corresponden con particiones cada vez mds finas y el
valor constante de la correspondiente funcidn sobre estos conjuntos es menor o igual
que el valor de f.
Las funciones s, satisfacen b): Si x es tal que f(x) < oo, tendremos que para n
suficientemente grande

() =001 = ()= $0(x) < 3 =0 cuandon — oo

Si f(x) = o0, entonces s,(x) =n — co  cuando n — oo.

Demostracion de c): Si la funcién f es acotada entonces la convergencia es
uniforme ya que para todo & > 0 existe ng (independiente de x) tal que si n > ng
tendremos | f(x) — s, (x)| = f(x) —s,(x) < zl,, Basta tomar ng tal que 2,,%) <eg



204 5 Integral de Lebesgue y el espacio L?(Q)

En la ﬁgura@representamos para n =3 los conjuntos E; >, E> 3y F>. En linea
gruesa los valores de las correspondientes funciones simples.

84 - — — — — — — — — — — — — — — — — — — — _L

24 = — — — — - — - — —

1/4

Figura 5.1 Ejemploconn=3

Comentario 5.3. Para la aproximacion mediante funciones simples de una funcion
cualquiera aplicamos la construccion del teorema anterior a f = f*— f~.

A continuacién demostraremos tres teoremas fundamentales de la Teoria de la
Integracion de Lebesgue y cuyas conclusiones serdn de gran utilidad en la construc-
cién de los espacios funcionales que aparecen en las aplicaciones. Estos teoremas
nos dicen en que condiciones podemos pasar al limite bajo el signo integral.

Teorema 5.12. (de la convergencia mondtona de Lebesgue): Sea (X, M,u) un
espacio de medida. Sea (f,), una sucesion de funciones medibles e integrables
sobre X tales que

a) 0< fi(x) < fo(x),....,<0 VxeX
b) limy e fu(x) = f(x) VxeX

Entonces
h’m/f,, d,u:/fd,u (5.10)
Demostracion:
Pongamos

Iim [ f,du=«

n—oo Jv
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/and,uS/deu

para todo n, pasando al limite tenemos
a < / fdu
X

tim fndu=/fdu
X X

n—oo

para algtin . Como

Si @ = oo estd claro que

Sea pues @ < oo. Elijamos 0 < ¢ < 1 y sea s una funcién simple medible tal que
0 < s < f. Pongamos

E,={x; fu(x) 2 cs(x)} paran=1,2,3,...

Cada E,, es medible pues si s(x) = Zl’;l ixa;, yaque

p
En=| JUxeX; fulx) = cai}nA))
i=1

es decir E,, es la interseccion finita de conjuntos medibles.

Ademds Ey CE; CEzc...c Xy X =J, | E,. En efecto, si f(x)=0 como
0 <s(x) < f(x) =0, resulta s(x) =0 y x € E;. Suponamos f(x) > 0, tendremos
¢s(x) < f(x) pues ¢ < 1 lo que implica que existe un n tal que f,(x) > cs(x), de

donde x € E,,.
Paran=1,2,3,...
/andpzf fnd,uZC/ s du
Pasando al limite cuando n — oo
a/Zc/Xsdu paratodoc < 1

donde hemos utilizado el corolario Pasando al limite cuando ¢ — 1

az/sd,u paratodo stalque 0 <s < f
X

ozZ/fd,u
X

lo que completa el teorema. [ ]

y obtenemos finalmente
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Corolario 5.7. Supongamos que f = fi+ f» donde f; € L(u) parai=1,2. Entonces

feL(u)y
/deu=/xf1 du+/Xf2dﬂ (5.11)

Demostracion:

Si f1 y f> son funciones simples

P
fi= ZaiXAi
p

= zq: aixa;

i=p+1

f=h+/f

tendremos
q P q
/ fdu= Zaiﬂ(Ai) = Zai#(Ai)+ Z a;p(A;)
X i=1 i=1 i=p+1
=/f1d,u+/f2d,u
X X

Supongamos f; > 0y f> > 0, elijamos sucesiones mondtonas crecientes (s),), y
(s))n de funciones simples no negativas que converjan hacia f; y f> (véase al
respecto teorema [5.11). Pongamos s, = s;, +s;,. Tendremos

/sndpzfs;ldp+/s;l'd,u
X X X

Aplicando el teorema de la convergencia mondétona [5.12] obtenemos el resultado en
este caso.

Supongamos ahora el caso en que f; >0 y f, < 0. Pongamos
A={x; f(x) >0} y B={x; f(x) <0} entonces f, fi y —f> son no negativas
en A lo que implica

[riau=[raws [ g [ ra-[pa e

De igual modo —f, fi y —f> son no negativas en B. Entonces,
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LE@W=Lﬁ#HAFﬁW=LﬁW—Lf@
Lﬁ@=£f@—£ﬁ@ (5.13)

sumando (5.12) y (5.13) y reordenando

/deu=/xf1du+/xfzdu

En el caso general descomponemos X en cuatro subconjuntos en los que f1 v f>
tienen signo constante, por ejemplo,

A={xeX; fi(x) 20; fo(x) >0}
B={xeX; fi(x) <0; f2(x) 2 0}
C={xeX; filx) 20; fa(x) <0}
D={xeX; fi(x) <0; fo(x) <0}

Af@=Af@+Lf@+Lf@+Lf@

y en cada uno de estos casos aplicamos el caso anterior que corresponda.

Tendremos

Corolario 5.8. Sea (X, M,u) un espacio de medida. Si (f,), es una sucesion de
funciones medibles no negativas y

OEDINAC)
n=1

entonces
[rau=Y [ fua (5.14)
X oJx
Demostracion:
Las sumas parciales
g1 =h
&=fith

8n = Zfl
i=1
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verifican
0<gi(x) <gx) <.
y
1im g, (x) = £ (x)
de donde

/Xgndu=/xgﬁduzgfxﬁdu

y por el teorema de la convergencia monétona (5.12) pasando al limite obtenemos

G.19.

Teorema 5.13. (de Fatou): Sea (X, M, 1) un espacio de medida. Si ( f,), es una
sucesion de funciones medibles no negativas y

f(x) = lim inf f, (x)

/fdus liminf/fndy
X n—oo X

entonces

Demostracion:
Hagamos g, (x) = extinf f;(x) (i > n), entonces g, es medible y

0<gi(x) <go(x) <...
gn(x) £ fulx)

gn(x) = f(x) cuandon — oo

Por el teorema de la convergencia monétona de Lebesgue[5.17]

n—oo

/&stﬂw
X X

lim g“MSMMM/ﬂ@J
X

tim [ gudu= [ 1 du
X X

y también tenemos

de donde finalmente,

n—oo

fd,u< hm 1nf/ fn du
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Teorema 5.14. (de la convergencia dominada de Lebesgue) : Sea (X, M,u) un
espacio de medida. Sea ( f,,),, una sucesion de funciones medibles tales que

Im_ f,(x) = (%)

Si existe g € L(u) tal que

|fu(x)| <g(x) paran=1,2,... (5.15)
entonces,
tin [ = [ 1 d
n—oo X X
Demostracion:

La condicién (5.15)) y el teorema implican que f,, € L(u) y que f € L(u).
De nuevo la condicion (5.15) implica —g < f,, < g, en particular f, +g > 0y gracias

al teorema de Fatou resulta
[r+graus it [ (1) d
X n—oo X

de donde
/fd/JS limfnf/fnd/,t
X n—oo X

Por otraparte g— f,, >0y
[(e=pdus tim i [ (1) ao
X n—oo X

de donde
—/fdus h’ml’nf—/fnd,u
X n—00 X

multiplicando por —1 y teniendo en cuenta las relaciones entre el liminf y el limsup

/fduz Iim sup/fnd,u
X n—o00 X

juntando los dos resultados

lfmfnf/fnduZ/fdﬂZ h’msup/fndu
n—oo X x n—oo X

y puesto que el siempre tenemos liminf < lim sup obtenemos

fim [ f,= / £ du
n—00 X X
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[ ]
Aplicando el teorema anterior obtenemos inmediatamente el siguiente corolario:

Corolario 5.9. Si E € M, u(E) < oo, (fy)n es uniformemente acotada en E, y
lim,, 00 [ (x) = f(x) en todo punto de E se verifica

Ifm fn:/deﬂ

—00
n E

Demostracion:

Si | fu(x)| < C paratodo x y para todo n, basta tomar g(x) = C y aplicar el teorema
anterior[3.14]
[ ]
Terminamos con el siguiente teorema acerca de las funciones mayores o igual
que O con integral nula:

Teorema 5.15. Sea f > 0 medible en X. La condicién necesaria y suficiente para

que se tenga
/ fdu=0
X

es que f se anule en casi todas partes de X.

Demostracion:

Si f se anula en todos los puntos de X salvo eventualmente en un conjunto de
medida nula, llamemos A = {x € X; f(x) >0} y B={x € X; f(x) =0}. Como
ANB=0yAUB=X, setiene

/deu=/Afd#+/deﬂ

El primer sumando es nulo pues u(A) = 0 (propiedad e de[5.7) y el segundo es nulo
pues f =0en B.
Reciprocamente, supongamos que /X fdu =0.Llamemos paran=1,2,...

A= {reX f(0)2 1)

Entonces,

O=/de,uzn‘/xfdpz'/};nfdﬂzfnnfduZ/Anldyz,u(An)

es decir A, es de medida nula cualquiera que sea n. Tenemos por una parte
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A] CAQCA3 cC...

también .
A:UAn:{xeX; f(x) >0}
n=1
y ademds (teorema[5.5))
u(A) = lm p(An) =0

de modo que como A es el conjunto de puntos de X en los que f es distinto de O,
hemos demostrado que el conjunto de puntos en los que f es distinto de O es de
medida nula.

[ ]

5.3. Construccion de la medida de Lebesgue

Definicion 5.7. Una d-celda en el espacio euclideo d dimensional R? es cualquiera
de los conjuntos siguientes

{x=(x1,..0,xq) € Rd; a; <x; <bj;i=1,...,d}

{x:(xl,...,xd)eRd; a; <x;<bj;i=1,..,d}
{x=(x1,...,xd)eRd; a; <x; <bj;i=1,...,d}
{x=(x1,...,xd)€Rd; a; <x;i<b;;i=1,..,d}

Si A es la unién de un nimero finito de d-celdas diremos que es un conjunto
elemental en R9. Una 1-celda es un intervalo, una 2-celda es un rectangulo, etc.
Si I es una d-celda definimos la medida de esta celda mediante

m(l) =1L, (b; —a;) (5.16)

sin que importe si en cualquiera de las desigualdades estd incluida o excluida la

igualdad. Para d = 1,2,3 la medida corresponde a la longitud, 4rea y volumen del

intervalo, rectdngulo y paralelepipedo rectangulo respectivamente.
SiA=11U...Ul, conI;NI; =0 pondremos

m(A)=m(L)+...+m(I,)

Sea & la familia de todos los subconjuntos elementales de R¢. Tenemos las
siguientes propiedades:

a) & es un anillo pero no un o-anillo. En efecto,
SiA,BeE=>AUBe&.
SeanA=1U...Ul, y B=JU...UJ, tendremos
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A-B=(LU..Ul,)-(J1U...UJ,)
= (v vty -0) -

pero (LU..UL)-Ji=({;-J)V..U(,—-J;) =K, U...UK, donde en los
desarrollos anteriores I;,J; representan d-celdas y los conjuntos K; son unién
finita de d-celdas (ejercicio[5.5). Asi pues resulta A—B € &

No es un o-anillo pues, por ejemplo en R, tomemos I,, = [—n,n] , entonces

Oln=R¢8
n=1

b) Si A € &, entonces A es la unién de un nimero finito de intervalos disjuntos:
SeaA=I1U...Ul, con

Li={xi=(x1:); ai;<x1;<byii=1,..,d}

Inz{xnz(xn,i); Aan,i an,i Sbn,i; i=1,~--’d}

Tomemos para simplificar el caso d = 1. Tendremos n intervalos I1,1s,...,1I,
definidos por sus extremos [ay,b1], [a2,b2,], ... [an,b,]. Podemos ordenar el
conjunto de nimeros a; y b; para i = 1,2,...,n y formar intervalos de forma
que sean disjuntos. En la figura (5.2) los nuevos intervalos disjuntos serian

4
\/

Figura 5.2 Disposicion de intervalos

lar,a4),[as,b1), [b1.a3], [a3,b3),[b3,b2), [D2, ba).

c) Si A € &, la medida de A esta bien definida, es decir m(A) no depende de la
descomposicién de A en celdas disjuntas. Por ejemplo en R consideremos el
ejemplo de la figura con dos descomposiciones, una constituida por un solo
intervalo, el A = Jy y otra en dos intervalos A = I} U I,. Tendremos

m(A) =b2—a1 =b2—a2+b1 —aj

pues by =as
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a1 b1=az bz
I

A
\

Jo

Figura 5.3 Independencia de la descomposicion

d) mesaditivaen & es decirsi ANB =0, m(AUB) =m(a)+m(B): En efecto sean,

A=LUDL..UI,
B=J1UJ...UJ,,

dos descomposiciones de A y B en intervalos disjuntos.
AUB=1LUL..Ul,UJUJ,..UJ,

todos estos intervalos son disjuntos dos a dos, de modo que

m(AUB)=m(L))+m(L)+...+m(L;)+m(J1))+m(Jr)+...4+m(J,) =m(A)+m(B)

Definicion 5.8. Se dice que una funcion de conjuntos ¢ aditiva y no negativa definida
sobre el anillo & es regular si verifica: Para cada A € & y para todo € > 0 existe un
conjunto F € & cerrado y un conjunto G € & abiertocon FC AC Gy

0(G)—e<p(A) <p(F)+e

Propiedad 5.2. La funcién de conjuntos m definida en[5.7)es regular

Demostracion:

Si A es una d-celda, por ejemplo
A:{XZ()C[); aini<bi;i=1,...,d}

basta tomar
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G:{XZ()C,'); ai—6/2<xi<bi+6/2;i=1,...,d}

F={x=(x;); ai+06/2<x;<b;-6/2;i=1,...,d}

El caso general se deduce de la descomposicion de A en d-celdas disjuntas, en este
caso

m(F) =12, (b; —a; - 6)
m(G) =12, (b; —a; +6)

[ ]

El siguiente objetivo es demostrar que toda funcién de conjuntos regular en un

anillo & puede ser extendida a una funcién de conjuntos aditiva en forma numerable
en un o-anillo que contiene a &.

Definicion 5.9. Sea u una funcion de conjuntos aditiva, regular, no negativa y finita
en un anillo de conjuntos &. Consideremos recubrimientos numerables de cualquier
conjunto E C R? por conjuntos abiertos elementales Ay,:

Definimos
w*(E) =extr fan,u(An) (5.17)
n=1

tomando el extremo inferior sobre todos los recubrimientos numerables de E por
conjuntos elementales abiertos. u* recibe el nombre de medida exterior de E co-
rrespondiente a (.

Es evidente que u*(E) > 0 para todo E de & y que p*(E1) < u*(Ez) si E| C Es.
Recordemos que (5.17) quiere decir que si u*(E) es la medida exterior de E,
entonces para todo & > 0 existe un recubrimiento numerable (A,), de E tal que

D (A < i’ (E)+e
n=1

Teorema 5.16. u* verifica:

a) Paratodo A € &, tenemos u*(A) = u(A).
b) SiE=U,_En

W(E) < ) u(Ey) (5.18)
n=1

La propiedad a) nos dice que ¢* es una proplongacion de p. La propiedad (5.18)
se llama subaditividad.
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Demostracion:

Demostracién de a): Elijamos A € & y & > 0. La regularidad de u nos dice que A
estd contenido en un conjunto elemental abierto G tal que u(G) < u(A) +&. Como
W (A) < u(G) resulta u*(A) < u(A)+¢ para todo € > 0. De ahi que

1 (A) < u(A) (5.19)

Por otra parte la definicién de ¢* nos dice que para todo € > 0 existe una sucesién
de conjuntos abiertos elementales (A,), cuya unién contiene a A tal que

D H(A) S (A) +e
n=1

La regularidad de u demuestra que existe un conjunto elemental cerrado F' C A tal
que u(F) > u(A) —&. Como el conjunto de los A, recubre A, recubre también F y
como F es compacto (al ser un conjunto elemental es la unidn finita de d-celdas y
por tanto acotado y como es cerrado es compacto) existe un subrecubrimiento finito
es decir, F C A{UA» U...,UAp, para algiin N. Tendremos pues,

N
p(A) < p(F)+e < p(A1 U UAN)+8 < Y u(Ay)+e

n=1
<u'(A)+2e
de donde u(A) < u*(A) que con (5.19) implica u*(A) = u(A)

Demostracién de b): Sea E = {J,_, E,. Supongamos u*(E,) < co para todo n.
Dado & > 0 existen recubrimientos (A,x).x &k =1,2,3... de E tales que

D (Ane) < ' (En)+ e

k=1
de donde
PHE) S TN u(Am) < ) i (En) 48
n=1 k=1 n=1
para todo € > 0 resultando
W(E) < ) (En)
n=1

Si para algun n, tenemos u*(E,) = oo, b) es evidente.
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Prolongacion de una funcion de conjuntos a una medida

Empezamos con una defincién. & serd un anillo de conjuntos en R? y u* la
medida exterior definida para cualquier conjunto en R segiin la definicén (5.17).
Si A 'y B son dos conjuntos designamos mediante A — B al conjunto de elementos
x € A tales que x ¢ B. Observemos que

A-B=ANB° (5.20)

Definicion 5.10. Para cada A c R% y B ¢ R? definiremos la diferencia simétrica de
Ay B como el conjunto

S(A,B)=(A-B)U(B-A) (5.21)

d(A,B) = i* (S(A, B)) (5.22)

S(A, B) se llama diferencia simétrica de A y B. Veremos que d(A, B) definida
por (5.22) es esencialmente una funcién distancia.
Escribiremos A,, — A si
1im d(A, Ay) =0

Veremos ahora alguna de las propiedades de S(A,B) y de d(A, B). Podemos
también escribir la diferencia simétrica como

S(A,B) = (ANB°)U (BN A°) (5.23)

En efecto, ambas expresiones de la diferencia simétrica, ([5.21) y (5.23)), dicen que
la diferencia simétrica de dos conjuntos A y B es el conjunto de elementos de A y
de B que no son comunes a los dos conjuntos.

Propiedad 5.3. Se verifican las siguientes propiedades:
a) S(A,B)=S(B,A), S(A,A)=0
b) S(A,B)=S(A°,B°)
¢) S(A,B) c S(A,C)US(C,B)
d) = S(AlUAz,BlUBQ)CS(A[,Bl)US(AQUBz)
= S(AINA,BiNBy) C S(A1,B1)US(A2UB3)
L] S(Al—Az,Bl—Bz)CS(A],Bl)US(AzUBz)

Demostracion:

a) Es evidente.
b) Utilizando la férmula[5.23|para la diferencia simétrica aplicadaa A¢ y B¢ tenemos

S(A°,B°) = (A°NB)U(B°NA)

que es igual a la expresion para S(A, B).
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c) Basta observar las dos inclusiones siguientes

A-Bc(A-C)U(C-B)
B-Ac(C-A)U(B-C)

ya que el primer término de la primera inclusién quiere decir que x € A pero
x ¢ (AN B). El segundo término diceque x e Ayx ¢ C ox € C perox ¢ B . El
mismo razonamiento se aplica a la segunda inclusién.

d) Veamos la primera inclusién de esta apartado: Tenemos

S(A|UA2,BiUBy) = ((AjUA2) - (B1UB,)) U((B1UBy) — (A1 UAY))
Ahora bien
(A1UA2) = (B1UBy) C (A1 —B1)U (A2 - B))

En efecto, el primer término inclusién nos dice que x € A| U A, pero no pertenece
a By ni a B,. Mientras que el segundo término de la inclusién dice que x € A
pero x ¢ By o bien, x € A, pero x ¢ B>. Del mismo modo tenemos

(B1UB2)—(A1UAy) C (B —A)U(By—A))

Para la segunda inclusién de este apartado podemos escribir, tomando comple-
mentarios y utilizando la propiedad anterior

S(A1NA,BiNBy) =S(Ai UAS,BTUBE)
C S(A{,B])US(A5,B3) =S(A1,B1) US(A2,By)

Para la tercera, utilizando (5.20), aplicando las propiedades b) y la segunda de
d).

S(A;— Ay, B —Bz) = S(A] NAS, By ﬂBg)
C S(A1,B1)US(A3,B3) = S(A1,B1)US(Az, By)

Como consecuencia de las anteriores tenemos:

Propiedad 5.4. La distancia entre conjuntos verifica:
a) d(A,B)=d(B,A)yd(A,A)=0
b) d(A,B) <d(A,C)+d(B,C)
c)wm d(AjUA,BiUB) <d(Ay,B1)+d(AyUB5)

= d(AiNAy,Bi1NBy) <d(A1,B1)+d(A,UB5)

= d(A|—Ay,B1—B;) <d(A,B))+d(A,UB>)

Demostracion:
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La demostracién es inmediata a partir de las propiedades [5.3] para la diferencia
simétrica y de la propiedad (5.18)) de la medida exterior u*.
[ ]
Las propiedades a) y b) anteriores nos dicen que d(A, B) satisfacen las propieda-
des de una distancia salvo que d(A, B) =0 no implica que A = B (ver al respecto el
ejercicio[5.6). Esto nos lleva a la siguiente definicion:

Definicion 5.11. Diremos que dos conjuntos A 'y B son equivalentes si
d(A,B)=0

Antes de pasar al siguiente paso necesitamos otra propiedad mas de d(A, B).

Propiedad 5.5. La medida exterior u* verifica
|u*(A) - u*(B)| < d(A,B) (5.24)

si al menos alguna de los valores u*(A) o u*(B) es finito.

Demostracion:

Supongamos sin perder generalidad que 0 < u*(B) < u*(A), teniendo en cuenta
la propiedad [5.4]b)
d(A,0) <d(A,B)+d(B,0)

es decir,
u(A) <d(A,B)+u"(B)

como u*(B) es finita, se deduce que

|1 (A) =" (B)| = u"(A) — " (B) < d(A, B)

]

Vamos ahora a construir un medida aditiva en forma numerable sobre un o-
anillo: Si existe una sucesién de conjuntos elementales (es decir de conjuntos de
&) (Ay), tal que A, — A con n — oo diremos que A es u-medible finitamente
y pondremos A € Mg (u). Si A es la unién numerable de conjuntos u-medibles
finitamente, diremos que A es u-medible y escribiremos A € M(u).

Si consideramos los conjuntos de R? agrupados en clases de equivalencia segiin
la deﬁnici(’)ny extendemos y escribimos d(A, B) =d(A,B) donde Ac AyBe B
tenemos una distancia en el conjunto de clases. Mg es entonces el cerramiento de
&.

El siguiente teorema completa la construccién.

Teorema 5.17. M(u) es un o--anillo y u* es aditiva en forma numerable en M(u)

Demostracion:
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Primero veamos que My (u) es un anillo:

Sean A € Mg (u)y B € Mg (u). Hay que verificarque AUBe MpyA—Be Mp.
Tendremos que existen sucesiones (A,), C &y (B,), C & tales que A, > Ay
B,, — B. Deducimos gracias a las propiedades [5.4]

A,UB, — AUB (5.25)
A,NB, — ANB (5.26)
A,-B, — A-B (5.27)

en efecto, por ejemplo para ver (5.25)

d(AyUB,,AUB) < d(An,A)+d(Bn,B) — 0

y andlogamente en los casos (5.26) y (5.27).
Por (5.25) y (5.27) Mg () es un anillo
Por otra parte también gracias a (5.24)

I (An) —u*(A)| <d(A,,A) — 0

por tanto se verifica
w(A) < oo (5.28)

y 1 (Ay) — w*(A).
Veamos que p* es aditiva en Mg (1) (recordemos que en &, u 'y u* coinciden):

1(Ap) +p(Bp) = n(ApUB,) + (AN By)
Si n — oo resulta
K (A)+u*(B) = (AUB)+u"(ANB)

SiANB=0,u*(ANB) =0y eneste caso u* (AUB) = u*(A) +u*(B).

Sea ahora A € M(u), entonces A puede representarse como la unién numerable
de conjuntos disjuntos de Mp(u); en efecto, si A =, A, con A, € Mg (u),
pongamos

A=A
Ar=(A[UA,) - A

Ap=(A]U..UA)—(A|U..UA )

tendremos A = J;,_, A, donde A,, son disjuntos entre ellos. Sabemos por la propiedad
de subaditividad (5.18)

() < ) (An) (5.29)

n=1
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Por otra parte A D A| U...UA,, por la aditividad de u* en Mg obtenemos
wW(A) =2 u* (AU UA,)) = (A +...+u"(A,) (5.30)

de (5.29) y de (5.30), haciendo en esta dltima n — co obtenemos
WA= ) i (An) (5.31)
n=1

Observemos ahora que si u*(A) < oo, entonces necesariamente A € Mpg: En
efecto, supongamos u*(A) < oo y pongamos B, = A U...UA,, tendremos aplicando

63D . N
d(AB) =i ([ ] A=) w'(A) =0

i=n+1 i=n+1
cuando n — co. Por tanto B,, — A 'y como B,, € Mg (u) deducimos sin gran dificultad
A € Mp(p) (ver al respecto el ejercicio[5.7).

Hasta aqui hemos demostrado que se verifica (5.31)) cuando A es la unién nu-
merable de conjuntos disjuntos de M. Para demostrar que . es aditiva en forma
numerable en M(u), hemos de demostrar que es cierto también cuando
A es la unién numerable de conjuntos disjuntos de M. Supongamos primero que
A=J;_, A, donde A, es una sucesion de conjuntos disjuntos de M(u), tales que
1*(A,) < co para todo n. Por la observacion anterior A,, € Mp (u) para todo n 'y po-
demos aplicar (5.31)). En caso de que para algiin n tengamos x*(A,,) = oo la igualdad
(5:30) es evidente.

Para concluir la demostracion del teorema solo resta probar que M(u) es un
o-anillo. Tenemos

= Sea (A,), con A, € M(u), estd claro que (J;,_; A, € M(u) pues la unién nume-
rable de conjuntos numerables es numerable.
= Sea A e M(u)y Be M(u)de modo que

a=(lan 5=U)n,

n=1 n=1
donde A,, € Mg (1) y B, € Mg (u) para todo n. Tendremos,

A,,mB:A,,m(UB,-) =| |(A,nB)
=1

i=1 i

lo que implica
A,NBe M(u)

Como u*(A,NB) < u*(A,) < oo, tendremos A, N B € Mg (u). Por tanto,

An_B:An_(Ant) e/V[F(/'l)
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a)

b)

Finalmente

A-B=|_J(A,-B) e M(n)
n=1
[ ]
Las siguientes observaciones completan esta seccion :

Si A es un conjunto abierto de R¢ entonces A € M () pues cada conjunto abierto
de R? es la unién numerable de d-celdas abiertas.

En particular tenemos, como R< es abierto, R4 € M(u) y por lo tanto M(u) es
una o -algebra.

En consecuencia si C es un conjunto cerrado, es el complementario de un abierto
y por tanto C € M(u).

Sea A € M(u). Paratodo € > 0, existe F y G tales que F € A C G con F cerrado
y G abierto verificando

W(G-A)<e p(A-F)<e (5.32)

Consideremos primero el caso u*(A) < co. La definiciéon de u* quiere decir
que para todo & > 0 existe un recubrimiento numerable (A;), de A mediante
conjuntos elementales abiertos tales que

D H(A) < (A)ve
n=1

donde A c U;,_, A,. Hagamos G = |;,_; A, D A. Tenemos

W(G) S ) p(An) S (A)+e
n=1

Por la propiedad e) del teorema[5.3] vélida para toda funcién de conjuntos aditiva,
si |u*(A)| < oo, tenemos u*(G —A) = u*(G) — u*(A) de ese modo G es un
conjunto abierto verificando

W(G-A)=p"(G)-u"(A)<e

Sea ahora el caso u*(A) = co. Si A € M(u) se puede poner como la unién
numerable de conjuntos disjuntos de My y por tanto de medida finita, es decir
A=Us Apy i (A) =X 1*(Ay). Como ahora u*(A,) < oo, para cada A,
existe un abierto G, tal que u* (G, — A,) < 5. Pongamos G = J;_, G ,. Tenemos
como A, C A,

G—A:OGn—A=O(Gn—A) c O(Gn—An)
n=1 n=1 n=1

y finalmente
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u(G-A) =u*(UGn—A) S#*(U(Gn—An))
n=1

n=1
Sg;,u*(Gn—An) <22%=5

La otra desigualdad se obtiene tomando complementos: Sea A € M(u), el com-
plementario A€ € M(u). Para todo & existe un abierto G tal que A C G y
W (G—-A°) <e.Como G-A°=A-G*

P (A=-G)=p" (G-A)<e

F =G¢ C A es el cerrado buscado.
c¢) Consecuencia del apartado anterior tendremos también: Sea A € M (). Para todo
e> 0, existe F'yG talesque F C A C G con F cerrado y G abierto verificando

u(G-F)<e (5.33)

Enefecto, observandoque G- F = (G—-A)U(A-F)yque (G-A)N(A-F) =0,
pues F C A c G, aplicando el resultado anterior con £/2 en el lugar de &

u(G-F)=p (G-A)+pu" (A-F) <e

d) Si E es un conjunto de Borel, entonces E € M(u). En efecto recordemos que los
conjuntos de Borel son los conjuntos de la menor o-dlgebra que contiene todos
los conjuntos abiertos.

e) Si A € M(u), existen conjuntos de Borel Fy G talesque FCACGy

w(G-A) = (A-F)=0 (5.34)

Ademds A € M(u) es launion de un conjunto de Borel y un conjunto de medida
nula.

En efecto, por la observacién b) para todo entero n > 0 existen F;, cerradoy G,
abierto con F,, C A C G, tales que

. 1 R 1

,u(A_Fn)<_ y /J(Gn_A)<_

n n
poniendo F = ;. F,,y G=(,_, G, tenemos G y F son de Borel pues son unién
numerable de cerrados e interseccion numerable de abiertos respectivamente.

Para todo n tenemos que G-A C G, — Ay A—F, C A—F. Finalmente

1
W(G=A)<p'(Gu=A) <~ Vn

1
WA-F)<u"(A-F,)<— Vn
n
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f)

g)

de donde tomando limites cuando n — oo
W(A-F)=p"(G-A)=0

Como A=FU(A-F), vemos que A € M(u) es la unién de un conjunto de
Borel y un conjunto de medida nula.
Si E cR% esun conjunto medible, se tiene:

W (E)=inf{u*(G); G abiertoy G D E} (5.35)

En efecto, si G D E con G abierto, al ser medible es u*(G) > u*(E) y por lo
tanto
inf{u*(G); G, abierto, G D E} > u*(E)

Por otra parte, dado & > 0, por la propiedad (5.32)) existe un abierto G con G > E
de forma que u*(G — E) < &, por lo que

P (G)=p (G-E)+u"(E) S u'(E) +e
de donde se sigue que para cada & > 0 tenemos
inf {u"(G); G, abiertoy G D E} < u*(E) +¢

por lo que
inf {u*(G); G, abiertoy G D E} < u*(E)

que con la anterior desigualdad, prueba el resultado buscado.
Si u*(E) < o0, dado & > 0 existe un compacto K con K C E y

(E-K) <& (5.36)
En efecto, utilizando la (5.32) sea F cerrado con F C E'y
uW(E-F)<¢g/2

Para cada natural m el conjunto Fy, = ([-m,m] X...X[—m,m]) N F es un subcon-
junto compacto. Como lim,,,—,c 1t (Fyy) = u(F) < 00, existe myg tal que si m > my
resulta

* * * &
W(F) = (Fp) = " (F = F) < 3
tomando K = F},
HW(E-K)=p (E=Fpn)=p (E-F)+u" (F-Fn)<e

como queriamos demostrar.

Sustituiremos en lo que sigue u*(A) por u(A) si A € M(u). Asi definido, u que

inicialmente estaba tnicamente definido para los conjuntos elementales &, se ha
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prolongado a una funcién de conjuntos aditiva en forma numerable en la o--dlgebra
M (). En el caso particular en el que u = m se llama medida de Lebesgue en RY.

Para completar la construccién de la integral de Lebesgue en el ejercicio [5.8] se
compara la integral de Lebesgue con la integral de Riemann.

Funciones medibles, funciones continuas y convergencia

En este apartado estudiaremos ciertas relaciones entre funciones medibles y
funciones continuas asi como algunos resultados sobre la convergencia de sucesiones
de funciones medibles. (X, M, ) serd un espacio de medida.

El siguiente teorema nos dice que una sucesién de funciones medibles que sea
convergente puntualmente es, en cierto sentido que se precisa en el enunciado, casi
uniformemente convergente.

Teorema 5.18. (de Egoroff)

Sea u(X) < ooy (fu)n es una sucesion de funciones medibles que converge
puntualmente en X a una funcion f. Dado & > 0 existe un conjunto E C X con y
u(X —E) < ¢ tal que (f,)n converge uniformemente a f en E.

Demostracion:
Sean n 'y m nimeros naturales. El conjunto

Aun = (3 € X: 1)~ F] < 1)

es medible: En efecto si f;,, es medible, f es medible y f,,, — f es medible (véase
corolario ??). Entonces A, es medible (véase el corolario[5.2).

Pongamos
Bnp = ﬂ Anm

m=p

La sucesion (B, p);":l para cada n es mondtona creciente, es decir
By CBpCBy3C...CByp C ..

Por otra parte, si x € X, existe un entero positivo my de manera que

)= < = mg

por lo que x € By, para m = mg, mo+1, ... de ahi que x € B,,,, por consiguiente
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OB,,P =X
p=1

La sucesion (X — B, p);":l es mondtona decreciente, es decir
X-By2>2X-Bp>X-B;3D..D0X-B,,D..

y verifica
(\(X=Bup) =0
p=1

Ahora puesto que u(X — B,1) < u(X) < oo resulta que, gracias a la propiedad e) en
el teorema[5.6]
lim p(X —B,p)=u(0)=0 (5.37)
p*)OO

Gracias a tenemos que para cada entero positivo n, existe un entero positivo
pn tal que
£
:U(X - Bnpn) < 2_n
llamamos B = J;, | (X — Byp,,) y veamos que por una parte u(B) < &y que (fu)n
converge a f uniformemente en X — B. En efecto,

(o]

u(B) = (| J(X=Bup,)) < inf—Bnp,.) < f]zi =¢
n=1 n=1

n=1

Por otra parte dado un niimero positivo v, existe un entero positivo r tal que } <.
Sea x un punto cualquiera de X — B. Como

(o8]

I
D)
=
3
S

X-B=B¢= (U(X_Bnpn))c = (U(B"Pn)c)c
n=1 n=1

Por lo tanto

(o]
X € ﬂ Bup,
n=1

en particular x € B, de donde se deduce x € A,,, param > p, y en consecuencia

| fm(x) = f(X)| < % <vy para m>p,

y esto cualquiera que sea x € X — B de ahi que la convergencia es uniforme en X — B.
El conjunto buscado es pues E = X — B.

[ ]

En los siguientes teoremas veremos que una funciéon medible en cierto sentido se

aproxima a una funcién continua. Nos referiremos a ellos como teoremas de Lusin.
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Teorema 5.19. (de Lusin) Sea (X, M, ut) un espacio de medida, siendo X un espacio
topolégico en el que los conjuntos medibles de X verifican la propiedad . Sea
E e Mconu(E) <ooysea f : E — Runafuncion medible. Para todo & > 0 existe un
conjunto cerrado F contenido en E con u(E — F) < € y de forma que la restriccion
de f a F es continua.

Observemos que la propiedad (5.32)) se verifica por ejemplo si X =R? y p es la
medida de Lebesgue.

Demostracion:

Supongamos primero que f es una funcién simple medible es decir que admite

la representacion
n
f= Z @i XYA;
i=1

con A;, i=1,...,nmediblesy A;NA; =0sii#j,con E=U" A;yap,a,...a
los distintos valores que toma f. Por ser los A; medibles, existen conjuntos cerrados
Fi,F,...,F,de XconF; CA;y

u(A; - F) < =
n

paracadai=1,...,n. Entonces si

es un conjunto cerrado por ser la unién finita de cerrados, estd contenido en E por
estarlo cada uno de los F;. La funcién f es continua en F por ser continua en cada
F; (ya que f es constante en cada F;) y los conjuntos Fj, i = 1,...,n son disjuntos
dos a dos. La restriccion de f a F es por tanto continua. Ademas

H(E-F) =H(U(Ai -F)) = Zﬂ(Ai -F)<e
i=1 i=1

Supongamos ahora que f es medible no negativa. Sea (s, ), una sucesion creciente
de funciones simples medibles con limite puntual f (teorema[5.TT). Para cada niimero
natural n existe un conjunto cerrado F,, contenido en E con

&

H(E=Fy) < on+l

de forma que s, es continua en F,,. Sea ahora
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o-An

n=1

es cerrado pues es interseccion de conjuntos cerrados. Ademads

E &
)

H(E -G) :ﬂ(O(E_Fn)) < iﬂ(E_Fn) < i o
n=1 n=1

n=1

Por el teorema de Egoroff [5.18] dado el conjunto medible G (y como u(G) < o)
existe un conjunto medible B contenido en G con

€
u(G-B) < 1

de forma que la sucesion de funciones (s,), converge uniformemente a f en B.
Como cada funcion s, es continua sobre B la propia funcién f serd continua sobre
B. Como B c G C E tendremos también

3¢

HE-B)=p(E-G)+u(G-B) < Z+> ==

Para terminar sea F' un cerradocon F C By
P>
B-F)< -
HB-F) <7
Tendremos F cerrado F c Bc G C E,
ME-F)=p(E-G)+u(G-B)+u(B-F) <e

y la restriccién de f a F es continua.
Finalmente si f es una funcién medible arbitraria, basta descomponerla en la
forma f = f*— f~ y aplicar a cada sumando el proceso anterior.
[ ]

Teorema 5.20. (de Lusin): Sea f : R — R medible. Sea A un subconjunto medible
de R con u(A) < oo, verificando f(x) =0 para todo x € R¢ — A. Entonces dado
€ > 0 existe una funcién ¢ : R? — R, continua y de soporte compacto tal que

p({x eR%Gp(x) # f(X)}) <&

y ademds
sup [¢(x)| < sup [f(x)] (5.38)

xeRd xeRd

Recordemos qué es lo que entendemos por soporte de una funcién continua.
Llamamos abierto de anulacién Ay de una funcién f continua al mayor abierto
sobre el cual f se anula; el complementario de Ay recibe el nombre de soporte de
f (o lo que es lo mismo, el soporte de una funcién continua es la adherencia del
conjunto {x; f(x) #0}).
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Demostracion:

Aplicamos el teorema [5.19|de forma existe un cerrado F tal que la restriccién de
f a F sea continua y u(A — F) < g/4. Por otra parte sea K un conjunto compacto
contenido en F verificando u(F — K) < &/4 (propiedad [5.36). Por tanto tendremos
que K C A es un compacto tal que la restriccion de f a K es continua y

UA-K)=pu(A-F)+u(F—-K)=¢/4+e/4=¢/2

Ahora utilizando teorema de Tietze[I.10|existe una funcién continua g prolongacién
de f atodo R¢ verificando la propiedad (1.9)

sup [g(x)[ < Sulglf(x)l < sup [f(x)]

xeR4 x€R4

Sea ahora un abierto acotado G que contenga a K tal que
HG-K) <3

(ver al respecto el ejercicio [5.9). Consideremos ahora la funcién ¢ : RY — R dada
por

d(x,R¢-G)
d(x,R?-G)+d(x,K)

p(x) =g(x)

verifica ¢(x) = g(x) = f(x) para todo x € K. También ¢(x) = 0 paratodo x e R -G
(y también para todo x € R¢ — A por hipétesis).
El soporte de ¢ estd contenido en G que es compacto y por tanto el soporte de ¢
que es la adherencia del conjunto {x; ¢(x) # 0} C G es un conjunto compacto.
Claramente tenemos

{xeR% () # ()} € (A-K)U(G-K)
por lo que

H({x eRY p(0) # f(0)) < p(A-K)+p(G-K) < S +>=s

Finalmente la propiedad (5.38) se verifica pues obviamente |¢(x)| < |g(x)].
||

5.4. Elespacio L*(Q)

En esta seccién introducimos el espacio de funciones de cuadrado integrable segtin
Lebesgue y que serd el punto de partida para construir los espacios de Sobolev que
necesitaremos para construir los espacios de Hilbert adecuados en los que resolver
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los problemas asociados a las ecuaciones en derivadas parciales. A continuaciéon Q
designard un conjunto abierto de R?. En lo que sigue, se entenderd que estamos
utilizando la medida de Lebesgue en R¢. Para designar la medida de Lebesgue de
un conjunto Q escribiremos u(€2).

Definicion 5.12. Liamamos L*(Q) al espacio vectorial de funciones de cuadrado
integrable segiin Lebesgue, es decir

{f:Q—>R;/|f|2dx<oo} (5.39)
Q

con el producto escalar

(f.8)0.0 = /Q fod (5.40)

donde x = (x1, ...,xq) € R, y dx designa la medida de Lebesgue.

En la definicién anterior se sobreentiende que estamos hablando de clases de
funciones, mds precisamente, dos funciones pertenecen a la misma clase si difieren
eventualmente en un conjunto de medida nula. Abusando del lenguaje, hablaremos
de funciones en lugar de clases de funciones y a las funciones de una misma clase,
las consideramos como iguales. De aqui en adelante y cuando no sea necesario
o conveniente utilizaremos a la hora de expresar la integral de una funcién f la
notacién / f dx enlugar de f f(x) dx que es de hecho més correcta, pues se trata de
clases de funciones.

Con el producto , L*(Q) es un espacio prehilbertiano (Ejercicio .
Demostraremos a continuaciéon que es ademds un espacio completo y por lo tanto
un espacio de Hilbert. A la norma correspondiente al producto escalar (5.40) la
designaremos mediante || f|lo.o = (f, f )(1)’/52. El subindice (0, Q) para la norma es una
forma abreviada de la notacién mds general (0, p,Q) para p = 2. Las razén de esta
notacién se verd mds adelante cuando estudiemos los espacios de Sobolev.

Teorema 5.21. El espacio L*>(Q) es completo y por lo tanto un espacio de Hilbert.

Demostracion:

Sea (f,), una sucesién de Cauchy en L?(Q), es decir, para todo & > 0 existe 7
tal que si n,m > np entonces

1fn = fmlloe <&

Se trata de demostrar que la sucesion es convergente.
Sea ( fy;)n; una subsucesion que verifica

1 .
”fnm _fni” < E Vi>1
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Esta sucesion la podemos construir del modo siguiente: Existe n; tal que
| firn = full < %param,n > np; acontinuacién tomamos n; > nj tal que || f, — fnll < %
1
>3
mente. Vamos a demostrar que ( fy,, )n, converge en L?(). Definimos

para m,n > ny; luego n3 > ny tal que || fi, — full < 55 para m,n > n3 y asf sucesiva-

k
2 (X) = D" | fu (X) = firy (0)]
i=1

() = D U (0) = fr, (0]
i=1

En principio g(x) podria tomar el valor co. Tendremos

k
lgxlloe < (D ey () = s ) o0

pr)
k

lo,@ < Z

iz

Aplicando a la sucesion (g )x el teorema de Fatou

/|g|2 deh’ml’nf‘/|gk|2 dx <1
Q Q

es decir, ||g|lo,o < 1 y en particular g(x) < oo en casi todas partes de Q.
Tenemos pues que la serie Zle (fnso () = f1; (x)) es absolutamente convergente
c.t.p. en 'y como

[ =

l.<1

k
< D Wt 0 = i ()
i=1

\®]

k-1
Fuie = i+ D i () = frg (0))
i=1

resulta que
S (x) = f(x) cuandong — oo c.t.p.enQ

para alguna funcién f. Demostraremos a continuacién que f es el limite de f;, en
L*(Q).
En efecto, tenemos para cualquier £ > 0 existe ng tal que si n,m > ng, entonces

U fullg = /Q o fonP i < &2

Tomando n = n; > ng y aplicando el teorema de Fatou para n; — oo
2 . P 2 2
/|f_fm| dx < lim lnf/ | fn; = fnl"dx < &
Q n;—oo Q

De aqui que
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f=(f=fu)+fn € LX(Q)

Ilf = fmllo.o = 0 cuandom — oo

[
En el curso de la demostracion anterior también hemos demostrado el siguiente

Corolario 5.10. Si (f,), es una sucesion convergente en L*(Q) se puede extraer
una subsucesion convergente en c.t.p. de Q

Demostracion:

La subsucesion (f;,, ),, construida en la demostracién del teorema anterior es
convergente c.t.p.
[ ]
Utilizaremos a continuacién la siguiente notacién para referirnos a funciones
clasicas:

= C(Q)=C"Q): El espacio de funciones continuas definidas sobre Q.

s C.(Q) = C%(Q): El espacio de funciones continuas definidas sobre Q de soporte
compacto.

» Ck(Q)parak=1,2,...: Elespacio de funciones definidas sobre Q que son k-veces
diferenciables con continuidad.

» CK(Q): El espacio de funciones definidas sobre Q de soporte compacto y que son
k-veces diferenciables con continuidad.

 C¥(Q)=Nry C*(€): Funciones infinitas veces diferenciables con continuidad.

= D(Q)=C*(Q)( C-(): Funciones infinitas veces diferenciables con continui-
dad y soporte compacto.

A continuacién nuestro objetivo serd demostrar que el espacio vectorial D(Q)
es denso en L?(Q). Empezaremos estudiando la aproximacién mediante funciones
continuas en el caso mds sencillo del espacio L?[a,b]:

Teorema 5.22. Las funciones continuas en [a,b] son un subconjunto denso en
L?*[a,b). Mas explicitamente, dada f € L*[a,b] para todo & > 0 existe una funcion
g continua en |a,b] tal que

b 1/2
17 =glotan = ( [ (/=010 <

Demostracion:

a) Veamos primero que la funcién caracteristica de un conjunto cerrado puede ser
aproximada en L?[a, b] por una funcién continua. Sea A un conjunto cerrado en
[a,b] y xa su funcién caracteristica. En efecto, pongamos
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t(x) = extr inf |x —y|
yeA

1
n = = 1,2,3,...
gn(x) 1 +nt(x) "

gn(x) es continua en [a,b], g,(x) =1en Ay g,(x) = 0 cuando n — oo en
B = [a,b] — A. Por lo tanto utilizando el teorema de la convergencia dominada

G149

b
1/2 12
||XA—gn||0,[a,b]=(/ (xa—gn)? dx) / =(/gﬁ dx) >0 cuandon — oo
a B

Figura 5.4 Funcion 7 (x)
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Figura 5.5 Funcién g, (x)

b) Sea ahora f = y4 la funcién caracteristica de un conjunto medible A C [a, b].
Por la propiedad (5.32) para todo & > 0 existe un conjuntos cerrado ¥ C A con
u(A—-F) < g/2. Tenemos

b
1= [ Camxrde= [ vz pa-F) <oz

Aplicando la parte a) a la funcién yr existe una funcién g continua tal que

llxr —gllo,[a,b) < &/2

y tendremos finalmente que existe una funcién g continua tal que

Il =gllo.ta.61 £ Wf = xFllo,1a,p1+ lXF —&llo,[a,p] < &

¢) Sea ahora f es una funcién simple medible, es decir de la forma

f= Zn:ai)(m
in1

con A;, i=1,..,n medibles y A;NA; =0 para i # j, siendo a,as,...,a, los
distintos valores que toma f. Aplicando el paso b) existen una funciones g;
continuas tales que

xa; —gillo,ja,p] <

de donde finalmente
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n
IF=> g
i=1

d) Sea f € L?[a,b] y f >0 c.t.p. en [a,b]. Sabemos que existe una sucesién de
funciones simples no negativas (s,), tales que

.....

n
lo,[a,p] = | Z a;(xa;—8i)
i=1

m 0<s1<smp<...<f
= s5,(x) > f(x) cuando n — co para todo x € X

Como |f —sp|*> < f? del teorema de la convergencia dominada deducimos

b

Iim |f —snl?dx =0

n—oo a

e) Sea f € L?[a,b] para aproximar f mediante funciones simples, ponemos
f=f"—f ybasta aplicar la parte d) anterior a f*y f~.

[ ]

En el caso general del espacio L?(Q) queremos demostrar que el espacio de
funciones de clase C* y soporte compacto D(Q) es denso. Realizaremos la de-
mostracién en varias etapas: Sobre el espacio D(€) y su topologia volveremos
posteriormente. De momento nos bastan algunas precisiones:

Ya hemos introducido anteriormente el soporte de una funcién continua. El
soporte de una funcién continua es el complementario del mayor abierto sobre
el cual la funcién se anula o lo que es lo mismo es la adherencia del conjunto
{x; f(x) #0}. En el caso de funciones medibles definidas en casi todas partes es
necesario precisar la definicién de soporte.

Definicion 5.13. Soportes de funciones definidas casi por todas partes: Sea Q c R¢
un abierto y f una funcion definida en casi todas partes de Q a valores en R.
Consideramos la familia de todos los abiertos (w;)ie; w; C Q tales que para cada
iel, f=0enc.tp. dew;. Pongamos w=\J;c; wi. Definimos el soporte de f, como
sop(f) =Q-w=QNw°

De la definicién anterior se deduce que el soporte de una funcién definida c.t.p.
en un conjunto abierto Q es siempre un conjunto cerrado. De modo que si la funcién
es continua esta definicidon de soporte coincide con la definicién dada anteriormente
(adherencia del conjunto de puntos donde f # 0). En [3] se define el soporte de
una funcién f definida c.t.p. como sop(f) = Q — w. En el caso que Q = R¢ ambas
definiciones coinciden. En la préctica cuando la frontera del abierto Q c R es de
medida nula no hay diferencia entre las funciones L? (Q) y L” (Q).

Para que la anterior definicion de soporte tenga sentido necesitamos verificar que
la funcién f es nula c.t.p. en w puesto que la familia / no es numerable.

Propiedad 5.6. Sea Q ¢ R? un abiertoy f una funcién definida en casi todas partes
de Q avalores en R. Consideramos la familia de todos los abiertos (w;)ie; w; CQ
tales que para cadai € I, f =0 c.t.p. de w;. Pongamos w = J;¢; w;. Tenemos f =0
c.tp.enw
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Demostracion:

Nos vamos a trasladar al caso numerable. Sea (K,),, una sucesion de conjuntos
compactos tales que w = | J,, K. Tomando por ejemplo

K, ={x € w; dist(x,w°) = —, |x| < n}

Sy

Tenemos que K, es compacto pues es un subconjunto cerrado del conjunto compacto
{x e R%; |x| < n}. Ademds para todo x € w, por ser w abierto, la distancia d (x, w®) >
& > O por lo que para n suficientemente grande, € > % Es decir para n suficientemente
grande x € K,,. De ahi que w = J,, K,, (figura[5.6))

Ahora bien para cada n el conjunto de los w; i € I recubre K,,. Como K, es
compacto cada K, estd recubierto por un nimero finito de los w;. Tendremos K, C
User, wi donde I, C I es un subconjunto de indices finito. Entonces el conjunto
de indices J = |J,, I, es numerable y tenemos w = |J,, K, = ;¢ w;. Es decir w se
puede poner como unién numerable los conjuntos w;; i € J.

Finalmente como f =0 c.t.p. de w; para todo i € J, concluimos que f =0 c.t.p.
de w.

Aclaracién: Hemos utilizado el hecho de que 1a unién numerable de conjuntos de
medida nula es de medida nula: Para cada i € I eventualmente f es distinta de cero
en un subconjunto A; C w; de medida nula. Por tanto f serd eventualmente distinta
de cero en la unién | J;<; A; que es de medida nula.

------------------------------- _\omega

Figura 5.6 Aproximacién por compactos
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[
Pasemos ahora a la demostracién de la densidad de D(Q) en L*(Q). Las etapas
a seguir son las siguientes:

a) Aproximacién de una funcién medible mediante funciones simples.

b) El conjunto de funciones simples integrables es denso en L?(Q)

¢) Aproximacién de una funcién simple mediante funciones continuas de soporte
compacto.

d) D(Q) es denso en L*(Q)

La etapa a) es el teorema (5.11)). Para la etapa b) utilizaremos el teorema (5.11)
y el teorema de la convergencia dominada [5.14]

Teorema 5.23. Sea Q un abierto de R? y sea f € L*>(Q), entonces existe una funcion

51 Q — R simple y medible tal que pu{x € Q; s(x) #0} < ooy

If=slloa<e

Demostracion:

Supongamos en primer lugar que f es no negativa. Prolongando la funcién
mediante el valor 0 a todo R¢ podemos suponer que f : R¢ — R. Gracias al teorema
[5.11]existe una sucesién de funciones simples (s,), con

0<si(x) <s(x) <. <s(x) <. < f ()
y tal que
Iim 5, (x) = f(x)

Puesto que O < s, < f tendremos s, € L?>(RY) y necesariamente
u{x € Q; 5,(x) # 0} < co. Como ademds |f —s,|*> < f? el teorema de la conver-
gencia dominada [5.14] demuestra que

h’m/ |f—sn|2dx=/ lim | f —s,|?dx =0
n—oo RrRd Rdn—)oo

es decir para todo € > 0 existe ng tal que sin > ng

If=snlloe<e

y basta tomar s = 5,; 1 > ng para obtener el resultado buscado.
Finalmente si f toma valores positivos y negativos basta descomponer f en la
parte positiva y negativa, f = f+— f~.
[ ]
Para la parte c) utilizamos el teorema de Lusin[5.20]y tendremos el siguiente

Teorema 5.24. Sea Q un abierto de R? y sea f € L>(Q). Para todo & > 0 existe una
funcion g : Q — R continua y de soporte compacto tal que
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lf—glloa<e

Demostracion:

Sin perder generalidad podemos considerar mediante extensién por 0 que Q = R¢.
Sea s una funcién simple, medible con soporte de medida finita tal que

£
ILf =sllora < 5

funcién que existe en virtud del teorema anterior[5.23] Por el teorema de Lusin[5.20]
existe g : R — R con g continua y de soporte compacto y coincidente con s salvo
eventualmente en un conjunto medible B de medida menor que

= )’

£
4sup|s|

y con |g(x)| < sup|s(x)][, por lo tanto

||g—s||o,Rd=(/ |g—s|2dx)”2=(/|g—s|2dx)”2

/ (suplsl)? ) " = 25up sl a8 < 2suplsl =Eoe = 2
Se tiene de esta manera
1 = glloge <11 =slloza+lls—gllore < 5+5 =&
y finalmente tomando la restriccién a 2 obtenemos el resultado deseado.
|

Parala parte d) utilizaremos la regularizacién mediante convolucién. En la seccion
[5.6| mds adelante se explica la nocién de producto de convolucién y sus principales
propiedades. En el siguiente teorema utilizamos estas propiedades y nos referiremos
a la mencionada seccién cuando sea necesario.

Teorema 5.25. D(Q) es denso en L*(Q)

Demostracion:

Como ya hemos demostrado que C..(Q) es denso en L?(Q) basta verificar que
para todo v € C.(Q) y para todo & > 0 existe v, € D(Q) tal que

ve=vloa<e

Utilizaremos el producto de convolucién de funciones: Seav € C.(Q) y prolongamos
v mediante 0 a todo R¢
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V=

v six €Q
0 sixgQ

Evidentemente 7 € C.(R?). Sea ahora una funcién p € D(R?) tal que

p=0
p(x)=0 silx|>1

‘/de(x)dx:l

Por ejemplo
1
p(_x) =ke T2

donde la constante k se ajusta para que

‘/de(x)dle

Para & > 0 definimos p, € D(R?) de la forma

1 X
ps(x>=8—dp<g>—>/dea(x>dx=1

donde el soporte de p. es |x| < &.
Consideramos ahora

b =pesi= [ pulr=yn()dy

El producto p * ¥ se llama producto de convolucién.
Como p, es de clase D (R?), entonces gracias al teoremay al corolario
la funcién p, 7 es de clase D(RY).
Demostraremos que
lim v, =7

para la noma de L>(R9).
Empezamos demostrando que 1im._,op 7. = ¥ uniformemente en todo compacto
de RY.

=300l =1 [ e300 dy=3(0)
=1 [ et dy=i) [ per)a
< [ pelit—y) =3()ldy
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Si nos limitamos a un conjunto compacto K, como p tiene soporte |y| < &, para

todo x € K resulta

[ (x) = P(x)] </ PP (x—y)—¥(x)[ dy

xeK; |y|l<e
< sp -y - W) / pe(y) dy
x€K; |y|l<e R4

= sup |¥(x—y)—7(x)] > 0cuandoe — 0
xeK;|y|l<e

Finalmente como 7 y p. tiene soporte compacto, ¥, tiene soporte compacto y el
soporte de v, es el soporte de v + |g| (ver al respecto la seccién [5.6), llamando

también K a este soporte compacto,

T -~ -2
17 =5l = /R L

=/|17—178|2dxS/J(K)suplﬁ—f/glz—)O cuando & — 0
K

Pasemos ahora a Q; el soporte de v es el soporte de v + || de modo que para &
suficientemente pequefio el soporte de 7. estd incluido en Q y tendremos llamando

Ve = GSIQ
Iv=vello,e =" =T¢llgge — 0 cuandoe — 0

\Omega ———

Veps - —-

\% _

Figura 5.7 Disposicion de soportes

Observacion 5.2. En la demostracion del teorema anterior hemos demostrado
también que si v € C.(Q) entonces para la correspondiente funcion ampliada v a
todo R4, tenemos en particular que p ¢ v — v uniformemente cuando € — 0. Para
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e > 0 suficientemente pequeriio el soporte de Vo estd incluido en Q y tendremos
llamando v =V ¢|o

lv=vello,0.0 =17 =V¢llg.coge — 0 cuandoe — 0

Es decir el espacio D(Q) es denso en C. () para la norma de la convergencia
uniforme.

5.5. Los espacios L? (Q2)

De manera mds general introducimos en esta seccion los espacios de funciones
de potencia p integrable seglin Lebesgue. Estos espacios y sus propiedades serdn
utilizados puntualmente en el resto de los apuntes. Como en la seccién anterior €
designaré un conjunto abierto de R?. La demostracién de alguna de las propiedades
de estos espacios son analogas a la del espacio L?(Q) o a las propiedades vistas
en los ejemplos de espacios normados de funciones continuas en la seccion [3.1] del
capitulo [3] por lo que se dejardn como ejercicio.

Definicion y propiedades elementales de los espacios L? (Q)

Definicion 5.14. Sea p € R con 1 < p < oo. Definimos
LP(Q)={f:Q—>R; f medible y / | f|Pdx < oo}
Q

Denotamos

7 ora=( [ 117 )" (5.41)
Definicién 5.15.
L®(Q)={f:Q—>R; f medible y existe C tal que | f(x)| < C c.t.p. sobre Q}
Denotamos
[ fllo,00,@ =If{C; |f(x)] < C c.t.p. sobreQ} (5.42)

Es inmediato verificar que L?(€2) con 1 < p < oo son espacios vectoriales con
las habituales suma y producto por un escalar. Veremos enseguida que || o, .0 con
1 < p < oo es una norma en el respectivo espacio. Veremos ademads que son espacios
completos y por lo tanto espacios de Banach.

Teorema 5.26. (Desigualdad de Holder): Sea f € L (Q)yge L9(Q)conl1 <p <o
donde p y g son niimeros conjugados, es decir,
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Entonces f.g € L'(Q) y

/Q Feldr < [ Flopaligllogo (5.43)

Demostracion:
Para p =1y g = oo el resultado es inmediato. Supongamos pues 1 < p < co.

Utilizamos la desigualdad de Young como en el ejercicio [3.9t Para
a >0y b >0 tenemos

1 1
ab < —aP +-b4
P

Tomando ahora a = |f(x)|y b =|g(x)|
£ g < ~1F@1P + g ol
p q

de donde fge L'(Q)y

1 1
|feldx < =[£Iy , o+ =gllg
,/g; p 0,p,Q q 0,q,Q

Como en el ejercicio[3.9)reemplazando f por Af con A > 0 resulta

dx < A ! a
Q|fg| X = T”f”o’p’g"'ﬂng”o’q’g

Elegimos 1 = ||f||51p Q||g||g/qpQ obtenemos (5.43))
|

Teorema 5.27. La aplicacion es una norma 'y LP (Q) es un espacio normado
con esta norma.

Demostracion:

Recordemos que consideramos clases de funciones, es decir, identificamos las
funciones que solo difieren en un conjunto de medida nula.

Las propiedades N1 y N3 de una norma se verifican sin dificultad. Para la
propiedad N2 en el caso p =1y p = oo es inmediato. Para el caso 1 < p < oo sean
f,g € LP(Q). Tenemos

If () +g)]” < (If () +1g ()P < (2max{[f(X)].|g()IHP <27 (|f ()| +|g(x)]7)
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por consiguiente f+g € LP(Q). Por otra parte
17 +8lE 0= [ Vr+eass [ 17 tipldve [ 17+ lelas

Como |f+g|P~! € L9(Q) (observar que (p —1)g = p). Aplicando la desigualdad de
Holder (5.43) se obtiene

If+8ll5 0 < ||f+g||0p ol lo.p. sz+||f+g||0p allgllo.p.e

es decir,

ILf +2llo,p.e < I fllo.p.a+lgllo,p.Q

Teorema 5.28. LP(Q) es un espacio de Banach para todo 1 < p < oo

Demostracion:

= Caso p = oo: Sea ( f;,),, una sucesién de Cauchy en L (). Dado un entero k > 1
existe ny tal que

1
”fm fn”() 00,Q < %

para m,n > ng. Es decir, existe E; de medida nula tal que
1

| fin (X) = fr ()] SZ VxeQ-Er, VYm,n>ng (5.44)
Poniendo E = | J; E, que es de medida nula, resulta que para todo x € Q- F
la sucesion (f,(x)), es de Cauchy en R. Siendo R completo, llamemos f(x)
al limite de f,(x) para x € Q — E. Pasando al limite en (5.44) cuando m — oo
obtenemos

1
[f(x) = fax)| < T Vx e Q—Ey, VYn=ng
Asipues f e L*(Q) y
1
IlLf = fullo,co.2 < z Vn > ng

En consecuencia,

Ilf = fullo.co.o = 0 cuandon — oo
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» Caso | < p < oo: La demostracion es andloga que en el caso p =2 (teorema5.2T])
de la seccién anterior, cambiando la norma L? por la norma L? y se deja como

ejercicio[5.11]
|

Andlogamente al caso p =2 en el curso de la demostracion anterior también
hemos demostrado el siguiente

Corolario 5.11. Si (fy,), es una sucesion convergente en LP(Q) se puede extraer
una subsucesion convergente en c.t.p. de Q

Demostracion:

En el caso L™ es evidente. En el caso 1 < p < oo se razona igual que en el caso
p=2.
]

Teorema 5.29. Sea f € LP(Q) para 1 < p < co. Para todo € > 0 existe una funcion
g : Q — R continua y de soporte compacto tal que

lf—gllo,pa<e

Es decir, C-(Q) es denso en LP (Q).

Demostracion:

Se deja como ejercicio[5.12]
]
Otras propiedades de aproximacién andlogas a las vistas en el caso L*(Q) las
veremos en la secci6n siguiente [5.6]

Teorema 5.30. L”(Q) es separable para 1 < p < co.

Demostracion:

Sabemos que C.(Q) es denso en LP(Q). Demostraremos que dada f € C.(Q)
puede ser aproximada por funciones que son combinaciones lineales finitas del espa-
cio vectorial E definido por combinaciones lineales finitas de coeficientes racionales
a € Q de las funciones caracteristicas de d-celdas abiertas R = Hle(ak,bk) con
ar,bi GQyRCQ.

Para toda f € LP(Q) y todo & > 0 existe una funcién f; € C.(Q2) tal que
£ = fillo,p.@ < & (teorema[5.29). Sea Q' un abierto acotado tal que sop( fi) € Q' C Q.
Sea ahora una funcién f, € E construida de la siguiente manera:

Recubrimos sop( f1) mediante un nimero finito de celdas abiertas R;; i = 1,...N,
(algo que siempre podemos conseguir pues sop(fi) es compacto, ejercicio[5.13) y
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tal que la oscilacién de f; en cada celda sea
£
p o <&
|xm£éfl (x) = min £ (x)] < COLL

Construimos una funcién f, € E como la funcién que en cada celda R; toma un valor
racional constante comprendido entre maxycg; fi(x) y minycg, fi(x). Claramente
tenemos, sop(f2) C Q' y |f2(x) — fi(x)]| < W De donde || f> - fillo,p.o <€y
finalmente

ILf = £llo,p.e < f = fillo,p.a+ 2= fillo,p.@ < 2&

f2

/Z fi f2

R1 Ri

Figura 5.8 Ejemplo de funciones fi y cond =1

Reflexividad

Daremos ahora una propiedad de los espacios LP(Q) que no demostraremos
puesto que no seran utilizadas en el resto de los apuntes. La demostracién se puede
encontrar en [3]].

Teorema 5.31. Para 1 < p < oo el espacio LP (Q) es reflexivo.

El siguiente teorema generaliza el teorema de Riesz-Frechet de los espacios de
Hilbert. Recordemos que este teorema permite identificar un espacio de Hilbert con
su dual haciendo uso del producto escalar. Los espacios L? para p # 2 no son de
Hilbert por lo que no tenemos producto escalar pero tenemos el producto de una
funcién de L? por una funcién de L9 donde p y g son conjugados. Disponemos
ademds de la desigualdad de Holder en sustitucién de la desigualdad de Cauchy-
Schwarz. Tenemos el siguiente:

Teorema 5.32. (de representacion de Riesz): Sea 1 < p < coy sea ¢ € (L (w))’
con 1/p+1/q = 1. Entonces existe una tinica funcién u € L4 tal que

<o f >:/ufdx VfeLP(Q) (5.45)
Q
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Ademas se tiene
lullo.g.e = llell(Lr @)y

En la practica identificamos (L? (Q2))" = L9(Q)

Demostracion:

Definimos el operador 7 : L () — (LP (L))’ definido como sigue:
Para u € L9(Q) fijado de antemano, la aplicacion

Tu:feLp(Q)—>/ufdx
Q

es una forma lineal continua sobre LP (Q) (es decir Tu € (LP (L2))’) de manera que

(Tu,f)z/ufdx VfelLP(Q)
Q
Utilizando la desigualdad de Holder (5.43)

| <Tu, f>] < llullo.g.ellflo.p.o (5.46)

y en consecuencia

17wl < llullo.q.2
(

Lr ()

Por otra parte eligiendo

Jotx) = w17 %ux),  (fox) =0siu(x) =0)

se comprueba facilmente fy € LP (Q) pues

”fO”O,p,Q:(‘/QIfOIPdX)I/P:(‘/g;(|u|q_2|u|)pdx)1/17z([z|u|qu)1/p:”u”g,_ql,g

(Tu, fo) :/Qufodx=/g|u|q dx = ||M||g’q,g

resulta

wp L0F) | (T o)

> = llullo.q.2
rerr@ Ifllo.p.a — llfollo.p.e K

”TM” (LP(Q))/ =

y por tanto junto con (5.46) obtenemos

(1T ul] = llullo.g.0
(

Lr (@)
Resulta que T es una isometria. Falta probar que T es sobreyectiva. Ponga-
mos E =T(L9(Q)). Como E es un subespacio cerrado, basta demostrar que
E es denso en (LP(Q))’. Para ello utilizamos el corolario del teorema de
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Hahn-Banach. Sea & € ((L”(Q))’)" = LP(Q) (pues LP(Q) es reflexivo) tal que
(Tu,h) =0 para todo u € L9(Q); verifiquemos que & = 0. Tenemos

/uhdx =<Tu,h>=0 VYuelLi(Q)
Q
Eligiendo u = |h|P~2h concluimos

/|h|”dx=0=>h:0
Q

5.6. Convolucién y regularizaciéon

En esta seccién Q = R,

A continuacién damos sin demostracién algunos resultados de la teoria de la
integracion que serdn utilizados en el estudio de las propiedades del producto de
convolucion y cuya demostracion se puede encontrar en los libros sobre teoria de la
integracion. Aunque se pueden formular en un marco mas general de un producto de
espacios de medida aquf lo haremos en e R%** puesto que este es el uso que haremos
de ellos.

Teoremas de Tonelli y Fubini

Teorema 5.33. (de Tonelli) Sea Q; c R¢ y Q, c R®. Supongamos que

/ If(x,y)|dy <o c.tp.x€Q
Q

yque
/g dx [ 17 Cey)ldy < oo
1

Q
Entonces f € Ll(Ql X Q).

Teorema 5.34. (de Fubini) Supongamos f € L' (Q x ). Entonces para casi todo
punto x €

fry) e Lh@) /g Flry)dy € LL(Q)

Del mismo modo para para casi todo punto y € )

seneth@) y [ feydrerh@)

Q)
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Ademas tenemos

/Qldx‘/ng(x,y)dy=[22dy[21f(x,y)dx=/lemf(x,y)dxdy

Teorema 5.35. Sea f e L'(R?) y g € LP(R?) con 1 < p < oo. La funcién
y — f(x—y)g(y) es integrable c.t.p. en R? y definimos

(Fe9)w = [ fa-netdy (547)

Entonces f+g € LP(R%) y

Ilf =8gllo,p.ra < I fllo,1,re &0, p R (5.48)

Demostracion:

El teorema es evidente para p = co. Supongamos primeramente que p = 1 y sea

F(x,y)=f(x=y)g(y)

para casi todo punto y € R4 tenemos

/ F(x.y) dx = ()] / £ o=l dx = 1 fllo.1 relg ()] < o0
R4 R4

/ dy / F Gyl dx = [ fllo1 g f 8Oy = 1 £llo.1 sl st < 0
Rd Rd ]Rd

Aplicando el teorema de Tonelli tenemos F € L' (R4 x R¥). Gracias al teorema
de Fubini[5.34]se obtiene

/ \F(x.y)|dy = / FG=3)g()ldy <oo c.tp.xeR?
Rd Rd

Podemos ahora evaluar || f+gll¢ 1 ga
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|(f * ) (x)|dx

d

ILf=gllo,1 ra =

T T

(1], £=nstasl)as

d

il / (=gl dy) v = / dx / F((x=y)g()ldy

IA
T

/ dy / £ Ge= g0l dx = 1 f1lo 1 merllgllo 1 me
Rd d

Hemos obtenido (5.48) para p = 1.

Pasamos ahora a estudiar el caso 1 < p < oo: Despues de la parte anterior, sabemos
que para casi todo x € R fijado, la funcién y — |f(x —y)|.|g(¥)|? es integrable en
R4, es decir la funcién y — | f(x —y)|'/?|g(y)| verifica

|fr=9)1"P1g(y)] € LY (RY)

Como |f(x—y)|"/4 e Lz (R?) se deduce de la desigualdad de Holder que

1F @=L = £ =P lg0ILf =] € L} (RY)

/
[ re=stigmay < ( [ 1re=ntigmras) e,

es decir, elevando a la potencia p ambos miembros de la desigualdad
(£ )OI < (11 12lP) AL
Aplicando el resultado obtenido para p = 1 a |f| € L'(RY) y |g|? € L' (R?) vemos

fraelP®Y) y Nfegll o< Ufloazallgl? JNFIPN

es decir
Ilf = 8llo,p.ra < I fllo, 1R &0, p R
n

La siguiente propiedad nos ensefia conmo se comportan los soportes en el pro-
ducto de convolucién.

Propiedad 5.7. Sea f € L'(R?) y g € LP(R?). Entonces los soportes guardan la
siguiente relacion

sop(f *g) C sop(f)+sop(g)

Demostracion:
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Sea x € R?. La funcién y — f(x —y)g(y) es integrable segiin el teorema
Tenemos

(oo = [ fa-vsmay= [ Fr=)g(y) dy

x=sop(f))Nsop(g)

Si x ¢ sop(f) +sop(g) quiere decir que x # z+y donde z € sop(f) e y € sop(g).
Dicho de otro modo x —z # y con z € sop(f) e y € sop(g). Es decir el conjunto de
puntos x —sop( f) no tiene ningln punto comun con el conjunto de puntos sop(g).
En resumen, si x ¢ sop( f)+sop(g) entonces (x —sop(f)) Nsop(g) = 0. Por tanto si
x ¢ sop(f)+sop(g) tendremos (f *g)(x) =0. De modo que

(f+g)(x) =0 c.t.p.de ((sop(f)+sop(g))*

y a fortiori
(f+g)(x)=0 c.t.p.de Int(((sop(f) +sop(g))c)

La definicién de soporte (complementario del mayor abierto en el que la funcién se
anula c.t.p.) dice que si x € w = (sop(f *g))¢ tenemos (f = g)(x) =0 c.t.p. de w.
Hemos visto que si x € (sop(f) +sop(g))c, entonces (f *g)(x) =0 c.t.p. y por tanto

Int(((sop(f) + sop(g))c) C w = (sop(f*g))°. Tomando complementarios,

sop(f#g) C sop(f)+sop(g)
[ ]

Corolario 5.12. Si f y g son funciones de soporte compacto entonces f * g tiene
soporte compacto.

Demostracion:

Primero observemos que en R la suma de compactos es compacto (en efecto,
basta utilizar la caracterizacion de la compacidad mediante subsucesiones conver-
gentes). Si f y g tienen soporte compacto entonces la suma de soportes es compacta
(y por tanto también cerrada) de modo que

sop(f *g) C sop(f)+sop(g)

implica que el conjunto cerrado sop(f *g) al ser subconjunto de un compacto es
compacto.
[ ]
En general si solo una de las funciones f o g del producto tiene soporte compacto,
el soporte de f * g no es compacto.
Vamos a ver ahora las propiedades de regularizacién del producto de convolucién.
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Teorema 5.36. Sea p € C.(R?) (funcién continua de soporte compacto) y sea
feLP(RY) con 1< p < oo, entonces

pxfeCRY)

Demostracion:

Consideremos una sucesién (x,), tal que limx,, =x,

(e = [ plea=3)s()dy

tenemos
limp(xy =) f(y) =p(x=y)f(y)

Siendo p de soporte compacto, sea K un compacto tal que x,, —sop(p) C K. Siy ¢ K
tendremos f(x,, —y) =0 pues y ¢ x,, —sop(p) C K. Entonces

loCen =) < Nlollo,corex i 1f (V)]

La funcién ||p[lo.c.ze Xx | f(¥)] €s una mayorante integrable pues

[dsonar< ([ 1o ([ L'

utilizando el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue

tim (o= ) = fim [ o0 f1dy= [ plx=3)7 01y = (o))

Teorema 5.37. Sea p € C, f (RY) ( funcion k veces diferenciable con continuidad de
soporte compacto) y sea f € LP (R?) con 1 < p < oo, entonces

p*feCHRY)

Demostracion:

Utilizando el principio de induccién bastard demostrar el caso k = 1. Sea p
diferenciable y de soporte compacto. Vamos a demostrar que la diferencial de p * f
en un punto x es

D(p f)(x) = (Dp* f)(x)

Recordemos que la diferencial en un punto de una funcién g : R — R es una
aplicacién lineal de R4 en R y por tanto es un elemento del espacio dual, de
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R? que se puede identificar con el propio espacio R%. En coordenadas cartesia-
nas la diferencial de una funcién g : R — R se expresa mediante la matriz fila
Dg(x) = (55 (x),.... 25 (x)) y el valor de D g(x) en h = (hy,.... hg)" € R es

0 0
Dg(x)(h) = a—fl(x)hl, %(x)hd

Aqui p diferenciable (en el punto x — y) quiere decir que el valor Dp(x —y)(h)
de la diferencial en el punto x — y aplicada a &, verifica para & € R? (con h destinado
a tender a 0, por lo que podemos tomar|i| < 1)

lo(x+h-y)—p(x—y)=Dp(x—-y)(h)| < |hle(h)

con £(h) — 0 cuando h — O para todo y € R%. Sea K un compacto tal que
x+B(0,1) —sopp C K. Razonando con los soportes como en el teorema anterior
tendremos

p(x+h—-y)—p(x—y)—Dp(x—-y)(h)=0 Vy¢K VheB(0,1)
en consecuencia para todo y € R y para todo & € B(0, 1) tendremos

lo(x+h—y)—p(x=y)=Dp(x=y)(h)| < |hle(h)x, (y) (5.49)

y finalmente
[(px f)(x+h) = (p* flx—(Dp=f)(x)(h)]
= |/Rd (P(x"‘h—}’)f(Y)—P(X—)’)f()’)—(Dp(x—y)(h)f(y))dy|
=|/Rd (P(Hh—y)—p(x—y)—Dp(x—y)(h))f(y)dyl
hle(|h d
< Ihle I)/Klf(y)l v

Resulta que p * f es diferenciable y su diferencial en x es (Dp * f)(x).
Finalmente supongamos que el teorema es cierto para k — 1, tendremos

D*(px f)(x) =DD*V(px f)(x) = D(D*Vpx f)(x) = (DX p = f) (x)

vemos que es cierto para k.

Teorema 5.38. D(Q) es denso en LP (Q) para 1 < p < co.

Demostracion:

Se deja como ejercicio
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[ ]
Tenemos también la siguiente propiedad de aproximacion del producto de con-
volucién por una funcién regularizante:

Teorema 5.39. Sea p. como en el teorema Si f € LP(RY) entonces

perf—>f en LP(RY)
E—

paral < p <oo.

Demostracion:

Como D(RY) es denso en L”(RY) (teorema [5.38) se puede considerar una
sucesién f, € D(RY) tal que f, —— f en L (R?) y escribir,
n—0o0

pexf—f=pexf—pexfutpe*fu—fotfo—f
Tomando la norma || - ||y , g’
loexf=Fllopra <llpe*f—pe+fullo,pra +1pe* fr=fullo,pra + 1 fun=fllo,p,ra
Por un lado, obviamente
/o= Fllo.p.pt =0

Por otro lado, por las propiedades del producto de convolucién (teorema[5.35) y por
ser ||pgllg,1.re = 1, tenemos,
”ps*f_ps*fn“O,p,Rd =||pe* (f_fn)”O,p,Rd < ”pSHO,l,]Rd”f_fn”O,p,Rd ;j: 0

Por tdltimo, multiplicando por fRd pe(x—y)dy=1

(pe* fn—fn)(x) = ‘Al‘gd pPe(x=y) fu(y)dy = fu(x) =
Jea Pex=Y) fa(3)dy = [ pe(x—y)dyfu(x) =

Lo pe(e= ) (fal)  fux) dy =

S o Pe =) (n(3) = ) dy

tomando valor absoluto,

[(pe* frn—fu) ()] < f|x_y|sg|Ps(X—J’)|-|fn()’)—fn(x)|dy <
SUP sy n ) = Sa )] o, e (r =)l dy =
Sup{y;|x—y|§£} |fn(y) _fn(x)l
Tenemos que supy.| <z |(fn(¥) = fu(X)] — 0 uniformemente, por tanto
E—

[(pg * frn— fn) ()] - 0 uniformemente. Ademds p. y f, tienen soporte com-
€
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pacto, luego su producto de convolucién también tiene soporte compacto. Sea
K =soppsUsop f,, entonces,

/R] lpexfu=falP dxs  sup ng*fn(X)—fn(X)|p/K Ly —50,

{yilx=yl<e}

es decir, también tiende a O el término que faltaba para completar la demostracion.

lpe* fn _fn“O,p,Rd — 0.
£—0

Ejercicios del Capitulo

5.1. Demostrar que una o-dlgebra es un o--anillo al que se le ha afiadido la condicién
X € M de la definicién.

5.2. Demostrar que la antiimagen de una funcién medible de un conjunto cerrado es
medible.

5.3. Construir la menor o-algebra que hace que todas las funciones continuas sean
medibles.

5.4. Demostrar que todo conjunto abierto A C R es unién numerable de intervalos
abiertos disjuntos

5.5. Demostrar que si / y J son dos d-celdas J — I es la unién finita de d-celdas

5.6. Sea A un conjunto numerable, B =0y u = m. Demostrar que
d(A,B)=m"(S(A,B))=m"(A)=0

5.7. Demostrar que si B,, — A con B,, € Mg (u) entonces A € Mg (u).

5.8. Sea f integrable segiin Riemann en un intervalo [a,b] de la recta real R y
llamemos R fa b f dx ala integral. Demostrar que entonces f es integrable segin

Lebesgue y
b b
/ fdm= R/ fdx

5.9. Dado un conjunto compacto K € R? demostrar que dado & > 0 existe un conjunto
abierto acotado G talque G D K y

u(G-K)<e

5.10. Demostrar que L?(€) con el producto (5.40) es un espacio prehilbertiano.
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5.11. Demostrar que L” (L) es un espacio de Banach paratodo 1 < p < o
5.12. Demostrar el teorema[5.29]

5.13. Construir el recubrimiento finito mediante celdas abiertas del soporte de la
funcién f; en la demostracién del teorema[5.30]

5.14. Demostrar el teorema|5.38



Capitulo 6
Espacios de Sobolev

Resumen

En este capitulo primeramente se realiza una breve introducién de la teoria de
distribuciones, viendo las nociones bdsicas que luego utilizaremos como es la nocién
de derivada de una distribucién. Veremos que determinados espacios de funciones
medibles integrables, particularmente los espacios L?, se pueden considerar como
distribuciones por lo que podremos hablar de derivadas de estas funciones en el
sentido de distribuciones. Estos conceptos son la base para la construccién de los
espacios de Sobolev. En particular consideraremos los espacios de Sobolev hilber-
tianos (espacios de Sobolev que son espacios de Hilbert) de orden 1 y més en general
de orden m. Veremos algunas de sus propiedades mds importantes y que seran utili-
zadas en el capitulo siguiente donde consideraremos la aplicacién de todo lo anterior
al estudio de las ecuaciones en derivadas parciales.

La bibliografia recomendada para este capitulo es [3]] y [9l.

6.1. Nociones sobre teoria de distribuciones

Notaciones

Sea Qun abierto no vacio de R?. Un punto genérico de Q sera designado mediante
x =(x1,...,Xq); la norma euclidiana de x serd designada mediante |x|, es decir

2_ .2 2
x| =x7]+...+x}

Denotaremos la medida de Lebesgue en R? mediante dx.
Utilizaremos la siguiente notacién para las derivadas parciales de una funcién ¢:
Sia=(ay,...,aq) € N eg un multientero, con || = a; +...+ay, denotamos

255
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o dlelg
0% = Faa—
x| ...axz

Espacios Dk () y espacio D (Q)

Definicion 6.1. Dg (Q) es el espacio de funciones de clase C* () a valores en R,
con soporte compacto K subconjunto de €.

Consideraremos en Dk (L2) la topologia localmente convexa generada por la
familia de seminormas

PK.m(@) = sup sup|Dp(x)]| (6.1)

la|<mxeK

donde K es el soporte de ¢ y m es un nimero entero positivo o nulo.

Observacién 6.1. En la anterior definicion, como m recorre los niimeros enteros,
obtenemos una familia numerable de seminormas en Dk las cuales definen una
topologia localmente convexa metrizable en D (segiin el teorema2.13).

Definicion 6.2. La union de todos los espacios Dk () cuando K recorre todos los
compactos K € Q es el espacio D(Q). Explicitamente ¢ € D(Q) si ¢ € C*(Q) y
tiene soporte compacto en Q. Se dota a D(Q) con la topologia limite inductiva de
las topologias Dk ().

De esta topologia nos interesa fundamentalmente la caracterizacién de las suce-
siones convergentes. Tenemos el siguiente teorema:

Teorema 6.1. Una sucesion (¢,,), es una sucesion convergente en D () si y solo
Si:

a) El soporte de ¢, permanece en un compacto fijo K de Q para todo n.
b) Para todo a € N¢ se tiene convergencia uniforme siguiente

sup 0% (x) =9%p(x)[ ——0 (6.2)

x€Q, aeNd

Observacion 6.2. Puesto que en la practica la anterior caracterizacion es lo que
utilizaremos, podriamos haber definido simplemente la convergencia de funciones en
D(Q) mediante las condiciones del teorema sin hacer referencia a la topologia
limite inductiva de D(L2).

Para demostrar el teorema [6.T] utilizaremos el lema siguiente:

Lema 6.1. Si A es un subconjunto acotado de D (L), entonces existe un conjunto
compacto K en Q para el que A C Dk (Q).
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Demostracion:

Razonamos por reduccion al absurdo. Supongamos que A ¢ Dk (£2) para ninglin
compacto K c Q. Veremos que A no puede ser acotado, es decir (segtin la definicién
demostraremos que podemos construir un entorno W del origen en D (Q) de
manera que A £ nW para cualquier n.

Sea una sucesion de conjuntos compactos (K, ), talesque K, G K11 yQ=,, K-
Existird una sucesion (¢,), € A y una sucesién (x,), C Q tal que ¢, (x,) # 0 con
X €Ky yxn € Kpyy.

Sea

W ={p e D(Q); sup|p(x)| < M; n=1,2,3,...}

xeQ n
W es un entorno del origen en D (Q) pues WN Dk (Q) es un entorno del origen de
Dk (2): En efecto, utilizando la propiedad (2.20)), como cada K,, contiene un niimero
finito de puntos, a saber, xy,x7,...,X,—1 de puntos entre los x,,,;m = 1,2,...,n,...
tendremos

WDk, (@) = g € Dk, (@) sup lo(v)] < 20y 2y

xekK,

Por otra parte tenemos ¢,, € nW, pues si ¢ € nW, es ¢ =nep con ¢ € W, es decir
SUP,eq [9(X)| =nsup,cqle(x)| < |@n(x,)|. Ahora bien ¢, ¢ nW pues si asi fuera
tendriamos

lon(xn)| < suplen(x)] < l@n(xn)l

xeQ

que es una contradiccién. Lo que demuestra que A ¢ nW para cualquier n y por lo
tanto A no estd acotado.

[ ]

Demostracion del teoremal6.1t

Sea (¢,,), una sucesion convergente en D (L), y sea ¢ el limite. Por la propiedad
la sucesion (¢,), es acotada y también el conjunto formado por todos los
términos de la sucesion con su limite {¢,; n=1,2,...} U{p}. Gracias al lema
existe un conjunto compacto K en Q para el que {¢,; n=1,2,...} U{¢} C Dk (Q),
por tanto el soporte de todas las funciones ¢,, y el del limite ¢ estdn en K. Por otra
parte si si lim, e ¢, = ¢, por el teorema [2.11] tenemos que para todo &£ > 0 y para
todo entero m, existe ng tal que si n > ng entonces

PE.m(@n—¢) <&

o lo que es lo mismo para todo & > 0 y todo multientero & € N, existe n tal que si
n > ng se tiene
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sup  [09pu(x) -0 p(x)|
xeK aeNd
= sup 0% (x)—0%(x)[ <&

xeQ aeNd

que es otra manera de escribir (6.2)). Es decir se tiene la convergencia uniforme de
la funcién y todas sus derivadas parciales.

Reciprocamente si se cumplen las propiedades a) y b) del enunciado del teorema
se deduce que la sucesién (¢y,), es convergente en D pues se verifica

Prk.m(pn—¢) <&

y segun el teorema [2.11] esto es equivalente a la convergencia en Dk (2) y por lo
tanto en D ya que todos los soportes estdn en K y todas las funciones estdn en Dg .
[

Definicion 6.3. Se denomina espacio de distribuciones D’(Q), sobre Q, al dual

topolégico de D(Q), es decir, el espacio de las formas lineales continuas sobre
D(Q).

Segiin el corolario[2.6|una forma lineal continua 7' : © — R es una distribucion si
y solo si la restriccién 7| o, : Dx — R es continua para cada K conjunto compacto
de Q.

Utilizaremos la siguiente notacién usual para espacios duales: El valor de una
distribucién T cuando se aplica a la funcién ¢, lo escribiremos < 7', ¢ >.

Tenemos la siguiente caracterizacion la continuidad de la formas lineales en D:

Teorema 6.2. Una forma lineal de T : D — K es continua, y por lo tanto T € D’,
si y solo si, para toda sucesion (¢,), en D tal que

lim ¢, = ¢
n—oo
resulta
Demostracion:

Sabemos que una aplicacion lineal T : D — R es continua, si y solo si, la restric-
cion T : Dk — R es continua para todo compacto K C Q.

Sea (¢,)n C D tal que lim, o ¢, = ¢ en D. El soporte de las ¢, permanece en
un compacto fijo K y lim, e ¢, = ¢ en Dk

Ahora bien Dk es metrizable, en consecuencia la restriccion de T a Dk es una
forma lineal que es continua, si y solo si, para toda sucesion (¢,), en D tal que
lim,, 00 o = @ resulta lim,, oo (T, ) = (T, )

[ ]

Dotaremos a D’(Q) con la topologia débil (véase la nocién de topologia débil en

la subseccién en el capitulo[2) generada por la familia {{.,¢); ¢ € D(Q)} de
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formas lineales siguientes:

(.9):D'(Q) —-R
T —(T,¢p)

La familia de seminormas {|{., ¢)|; ¢ € D ()} genera una topologia localmente
convexa sobre 9’ (€2). Para esta topologia tendremos que una sucesion de distribu-
ciones (7,,),, tiene como limite la distribucién T si se verifica

Jim (T, ) =(T,¢) Vo €D(Q)
Ejemplos:

1. Delta de Dirac:
Sea a € Q. La delta de Dirac en a, 6, se define mediante

(0a, ) =p(a) Vo € D(Q)

En efecto, la aplicacion es lineal y la continuidad se comprueba facilmente. Sea
(pn)n € D(Q) tal que lim,—c0 @, = ¢ en D(LQ). Tenemos

(6,¢n) = ¢n(a) = ¢(a) = (6, ¢)

pues el soporte de las ¢, estd en un conjunto compacto K y la convergencia de
la sucesién (¢,), es uniforme y por lo tanto también converge en cada punto,
en particular en el punto a.

2. Espacio de funciones de cuadrado integrable L?(Q):
Recordemos que L?(Q) = {f : Q — R medibles; fg f2dx < oo} es un espacio de

Hilbert con el producto escalar ( f,g)o.o = fQ f(x)g(x)dx y la correspondiente

norma asociada || f1o.o = (/Qf(x)zdx)l/z. Ademis D(Q) es denso en L*(Q).
A cada f € L*(Q) le asociamos la distribucién Tr definida por:

1.0 = [ Fedr VeeD(@) (64)
Q
Verifiquemos que Ty es efectivamente una distribucién. Primero la Ty estd bien

definida pues al ser las funciones ¢ € D(€2) de soporte compacto y de clase
C*(Q) son funciones de L?(L) y tenemos

/fmwmw=/ F o) dr < o0
Q sop ()

Por otra parte es inmediato ver que es una aplicacion lineal. También es continua.
En efecto, sea (¢,,), € D(Q) tal que lim,, . ¢, = ¢ en D(Q).

KTy on—@)| = |/Qf(x)(‘10n(x)_¢(x))dx| < IfMlo.allen = ¢llo.o — 0
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pues, sea K un conjunto compacto conteniendo los soportes de ¢, y ¢,
llen =l o= / (pn(x) = (X)) dx < Su]lz(Son(x) — ()’ u(K) =0
K X€

pues la convergencia en D (€2) implica en particular la convergencia uniforme
de funciones.

Veamos c6mo se puede identificar L?(Q) con un subespacio de D’(Q), es decir,
consideraremos las funciones de L?(Q) como distribuciones.

Teorema 6.3. La aplicacion lineal

T:L*(Q) - D'(Q)
f—oTy

que asigna a cada funcion f la correspondiente distribucion asociada Ty definida
mediante ({6.4)) es inyectiva y continua.

Demostracion:

Es inmediato verificar que T es lineal. Por otra parte,

» T es inyectiva: Sean fi, > € L>(Q) tales que Ts =Ty. Entonces (Tj,¢) =
(Tj,¢) Ve D(Q)esdecr, (fi,9)oa=(frpa YeeD®).ComoD(Q)
es denso en L*(Q) resulta (fi,v) = (f,v) Vv e L?(Q), de donde f; = f>.

= T es continua: Utilizando el teorema [2.12] 7 es continua si y solo si para toda
seminorma de D’(Q), |{. , )| donde ¢ € D(Q) tenemos

KT () o) =Ty, )| < Cllfllo.

En efecto, sea f € L?(Q) tenemos para toda ¢ € D(Q),

KTr, o) =1(f,¢)o.el < llelloallfllo.e=Cllfllo.e

donde C = |[|¢l|o.@.

Corolario 6.1. Sea f =lim,_,, f, en L*>(Q) entonces

h’mTfn = Tf en D’(Q)

Demostracion:

Si f =1im, e f, en L?>(Q) tendremos en particular

r}glgo(fna ©oa=(f.0oa YeeD(Q)
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es decir,
dm (T, ¢) =Ty ¢)

que es lo mismo que decir
limTg, =T enD’(Q)

]
Estas propiedades permiten identificar las funciones de L*(Q) con un subespacio

de las distribuciones.
Otros espacios de funciones se pueden identificar con un subespacio del espa-
cio de las distribuciones. Por ejemplo el espacio de funciones localmente integrables:

Llloc (Q) ={f : Q — R medibles; / | f(x)| dx < oo para todo K compacto de Q}
K

Acada f € Llloc () le asociamos la distribucién

(Ty.0) = /Q FEpdx Yoe D)

El espacio L lloc () es un espacio localmente convexo cuya topologia estd definida
por la familia de seminormas

pr(f) = /Q £ (0l d 6.5)

Dejamos como ejercicio@ el demostrar que la aplicacién Ty estd bien definida y
es una distribucioén.

En particular las funciones continuas definidas en un abierto C°() son funciones
L}OC(Q) pues las funciones continuas estdn acotadas en los compactos. Por lo tanto
a cada funcién continua le podemos asociar una distribucién de la manera antes
indicada.

Derivacion en el sentido de las distribuciones

Definicion 6.4. Sea T € D’ (Q) una distribucion, se define la derivada de T respecto

a x; en el sentido de las distribuciones, %, como la siguiente distribucion:
1

oT 0
()=~ 22y Voe D)
6x,- 6xi

De manera general, sea T € D'(Q) una distribucion y a € N¢ un multientero, se
define:
(0°T,0) = (-D*NT.07¢) VYo e D@
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Observemos que esta definicién generaliza el concepto cldsico de derivada: Sea

f € C'(Q), podemos calcular % en el sentido cldsico o bien en el sentido de

e . 0Ty . e . .,
distribuciones, es decir, a—)f_ siendo Ty la distribucién asociada a f por la aplicacién
1

C'(Q) - D'(Q)
f— Tf

donde
(Ty.¢) = /Q F)e() dx

y tendremos también

Q) - D'(Q)
af

— —Tor
X; x5

Veamos que los dos conceptos coinciden:

Propiedad 6.1. Si f € C'(Q), su derivada clésica coincide con su derivada en el
sentido de las distribuciones, es decir

T
Tor = —3
% ox;

Demostracion:
En efecto, para toda funcion ¢ € D(Q)

BTf (9<p
a—xi,@ =—(f, B_x,

0 0
- /Q P05 () d = /Q a—i(x)w(x)dxzw%,@

donde hemos aplicado la férmula de Green para funciones cldsicas y hemos tenido
en cuenta que ¢ se anula en la frontera de
[ ]
Una propiedad importante de la derivacion de distribuciones es que la aplicacién
derivada es una aplicacion continua.

Propiedad 6.2. La aplicacion

0
—:D'(Q) - D'(Q)
ax,-

oT

T— —

ax,-
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es continua.

Demostracion:

Utilizando el teorema % es continua, pues para toda seminorma
;

[(. ,@)|; conp € D(Q) en D’ (L), existe una seminorma [{. , g—f)l en el espacio

de partida D’ (Q) tal que
oT 0y
. o) = (T, ==
(G @ =K. 50)]
Se verifica la hipétesis del teorema [2.12]con la constante C = 1.
[
De la propiedad anterior se deduce la continuidad secuencial, que también po-
demos comprobar directamente. Si (7,),, es una sucesion en D’(Q) que converge
hacia la distribucién 7, es decir, para toda funcién ¢ € D(Q) tenemos
<Tna ‘P) -_— (T’ 90>

n—oo

Para la sucesion de derivadas resulta

oT, (") fJ") or
a_ 2_7;’_ _Ty_ =\
(o) = =T 35 o (T 2 0) = (70
pues g_)i e D(Q).
De la definicién se deduce inmediatamente que una distribucién es infinitamente
derivable en el sentido de las distribuciones. Y de la propiedad[6.2]se deduce también
inmediatamente la propiedad

Propiedad 6.3. La aplicacion
07 :D'(Q) - D'(Q)
T—90°T
es continua para todo « € N¢,

Por ejemplo para calcular la derivada de la distribucién ¢ de Dirac procedemos
del siguiente modo: Para toda ¢ € D(R),

(6',0) =—(6,¢") =—¢(0)

de modo que ¢’ es la distribucién que a toda funcién ¢ € D(R) le hace correponder

el nimero —¢’(0). En los ejercicios[6.2] [6.3] [6.4]y [6.5]se proponen algunos ejercicios
sobre derivacion de distribuciones.
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6.2. El espacio de Sobolev H'!(Q)

Sea f € L*(Q) que puede ser o no derivable en el sentido cldsico, pero entendida

como distribucién, Ty € D’(Q), podemos derivarla en el sentido de las distribuciones
Ty
Bx;

una funcién g € L*(Q) tal que T, = ai entonces ecribiremos g = 52 € L*(Q) en
el sentido de las distribuciones, cumphendose

€ D’(Q), 1 <i <d.En general, esta distribucién no estd en LZ(Q) pero si existe

oT 0 0
[eeas=@u)= G0 =-17. 55 =- [ 1524 vee D@
Q (9xl~ Bxi Q (9xl~
Definicion 6.5. Se llama espacio de Sobolev de orden 1 sobre Q al espacio,
H' (Q) ={veL*Q); a e’ (Q)1<i<d}
Xi

donde las derivadas son en el sentido de las distribuciones.

Con las notaciones anteriores observemos que para las funciones de H'(Q) lo
que estamos diciendo es

Se dota a este espacio del siguiente producto escalar,

(w)r0= /(uv+2 ) ds

y la correspondiente norma asociada,

d
o= G2 =( [ 4 (G2 ar)

i=1

Teorema 6.4. H'(Q) es un espacio de Hilbert con la norma || - ||1 q.

Demostracion:

Recordemos que un espacio de Hilbert es un espacio vectorial dotado de un
producto escalar que es completo para la norma asociada, es decir en el que toda su-
cesion de Cauchy es convergente. Basta pues demostrar que en H' (Q) toda sucesién
de Cauchy es convergente para la norma || - |1 o.

Sea (v;),7, una sucesién de Cauchy en H'(Q), por lo tanto,

d
v ov
||vn—vm||%,g=/Q(<vn—vm>2+;<ax:’- "2 g0

0x; n,m—0co
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lo cual implica,
fg(vn —V)2dx —— 0
n,m—00

Jo S (G - Gmy2gy — s 0,

6)6[ 6)(1‘ n,m—co

Por lo tanto, las sucesiones (v,,);’l"_l y (%);"_l para i = 1,...,d, entendidas co-
- I n=

mo sucesiones de L?>(Q) son de Cauchy. Como L*(Q) es un espacio comple-
to, estas sucesiones son convergentes en este espacio, es decir existen funciones
vyvi, 1 <i<d, enL*(Q), tales que,

Basta demostrar que v; = %, 1 <i <d, en el sentido de las distribuciones. Puesto

que la inclusién canénica de L?(Q) en D’(Q) es continua, la convergencia de las
sucesiones en L>(Q) implica la convergencia en D’ (L), es decir,

Tv,, — Tv’
n—oo
Toww — Ty, 1<i<d.

x; N—0oo

Por otro lado, la continuidad de la derivada en el sentido de las distribuciones implica,

oT,, oT, .
- — ,1<i<d.
6)Ci n—oo ﬁx,-

. 9Ty, . P .
Como ademds 5 =Tov,, | <i<dporserv, € H 1(Q), pasando al limite y siendo
Ix;

Xi
el limite Unico tendremos gﬁv_ =T,,,1<i<desdecir v; = %, 1<i<d,enel
1 1

sentido de las distribuciones.

Teorema 6.5. H'(Q) es separable, es decir, tiene una parte densa numerable.

Demostracion:

La demostracion de este resultado se basa en las siguientes propiedades de los
espacios separables:

1. El producto cartesiano de espacios separables es separable.
2. Un subespacio de un espacio métrico separable es separable (Propiedad|[L.5).

L*(Q) es un espacio de Hilbert separable, entonces el espacio producto (L?(€Q))4+!
con la estructura hilbertiana producto es separable. Por otro lado, la aplicacién,
av ov

J:VH(V,a—xl,...,%)
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de H'(Q) en (L*(Q))%*! es una isometria, puesto que,

d
ov
vl @nan = (g o+ D 5 =1G0) 2 = IV
i=1 L

Identificando H'(Q) con J(H'(LQ)), al ser este un subespacio del espacio separable
(L?*(Q))%*!, es separable y por tanto H' (Q) es separable.
[

6.3. El espacio H(l) (Q)

Sabemos que D(Q) es denso en L2(Q) y H'(Q) es un cierto subespacio de
L*(Q). Nos preguntamos si D (L) es denso en H' (Q). En general esto no es cierto,
pero si Q = R? entonces sf es cierto. Naturalmente cuando decimos que D(Q) es
denso en L?(Q) nos referimos a D (L) con la norma inducida por L?(€) y cuando
nos preguntamos si D (L) es denso en H'!(Q) nos referimos a D (L) con la norma
inducida por H'(Q).

Definicion 6.6. Se define Hé (Q) como la adherencia de D(Q) en H'(Q). Lo
escribiremos de la siguiente manera

H\@ ="

Teorema 6.6. D(RY) es denso en H' (R?), es decir, Hé (RY) = H'(RY).

Demostracion:

La demostracion de este resultado se divide en dos partes: Truncamiento y regu-
larizacién. Con la regularizacién demostramos que el espacio D(R¢) es denso en
el espacio de las funciones de H'(R¢) con soporte compacto y con el truncamiento
demostramos que este espacio es denso en H'! (R4).

1- Truncamiento
Queremos aproximar las funciones de H' (R?) por funciones de H' (R¢) con soporte
compacto. Para ello introducimos una funcién M € D(R9) tal que:

M(x)=1 para |x| < 1
O<M(x)<lparal<|x|<2
M(x)=0 para |x| > 2

Ahora, para todo nimero real a > 0, definimos la funcién M, € Z)(Rd) dada por:

M, (x) =M(§) donde ;—C = (ﬂ,...,ﬁ).

a a
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Entonces, si v € H'(R?), la funcién M, -v € H' (R9) es de soporte compacto pues
su soporte es el de M,. Veamos ahora que M, - v oo ven H'(R?) y habremos

concluido. Para ello tenemos que demostrar dos cosas:

1.M,-v——v enL*R9)
a—oo

2. O(Mg-v) s g_)‘c}, en Lz(Rd) parai: 1,...,d

Ox; a—oo

1. Tenemos que ver que [|[M - v —v|lo gd gy 0, en efecto,
IMa v =V o = fra (M v =v)?dx

(M, -v- v)de+fx|>a(Ma v—v)2dx

(Mg -v-— v)zdx<f 2V 2dx —— 0

[x]> a—oo

ﬂm

|x|>a

2. Calculemos 0(1(\;1_;\;) en el sentido de las distribuciones.
oM, -v) M, ov
- F 7 = v+M, —
3)(?,' 6)6,' Y “ ﬁx,-
Veamos el primer término. Tenemos que 6M“ (x) = éa—x]"f( ) por tanto para todo
i=1,...,d, se tiene que
sup | —(x)] —— 0
xeR4 ) [

Asf podemos concluir

M,
/ (6 ) dr < sup | Ma (x)|2/ V2dx —— 0
R4 (9 a— oo

Ox; xeR4

Finalmente el segundo término, utilizando el mismo razonamiento que en la parte
1, tomando - en el lugar de v, resulta

v ov
M,— —— —  enL*(R%)
Ox, a—c  Jx;
2- Regularizacién
Queremos demostrar que toda funcién v € H' (R4) con soporte compacto se puede
escribir como limite en H' (R9) de funciones v, € D(R?). Elegimos p, como en el
teorema[5.25] Consideramos la funcién v definida por

v = 0rp )0 = [ vOIpelx=y)dy
Sabemos, utilizando el teorema[5.39 con p =2

ve — v en L2(RY)
e—0
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Por las propiedades del producto de convolucién (véase teorema [5.37) y por ser
pe € D(R?) tenemos que v, es C*. También aplicando el corolario|5.12, como v y

pe son de soporte compacto, v es de soporte compacto. Por lo tanto v, € D(R).
Aplicando el mismo razonamiento a %
i
Ove _ dv. Oy 2(Rd
Ox; — ox; "Pe es0 Oxi en L*(RY)
Y asf tenemos que v —ven H'(RY).
&
||

Hemos utilizado la siguiente propiedad para la derivacién de un producto de
convolucién en el sentido de las distribuciones:

Propiedad 6.4. Sea v € H'(R?) y u € L'(R?), demostrar que para las derivadas
en el sentido de distribuciones se verifica v+u € H' (R?) y

0(v+u) _ﬂ

6x,- 6x,» u (66)

Demostracion:

Se deja como ejercicio[6.6] ]

Teorema 6.7. (de prolongacion)
Seav e Hé (Q) la funcion

vsix € Q

V= ] u
0six e R\Q
pertenece a H' (R?). Es decir la funcion ¥, prolongacién de v por 0 de una funcién
de H)(Q), es una funcion de H'(RY).

Para la demostracidn utilizaremos el siguiente teorema de prolongacién de apli-
caciones lineales continuas entre espacios normados.

Teorema 6.8. Sea E un subespacio de un espacio normado E, con E denso en
E y sea B un espacio de Banach. Consideremos una aplicacion lineal y continua
T : E — B. Existe una y solo una aplicacién lineal continua T : E — B verificando
T(x) =T (x) para todo x € E. Se tiene ademds que ||T|| = ||T||.

Demostracion:

Seax € E, existird una sucesion (xp)nen E talquex, — xen E. Siendo T continua
la sucesién (T'(x,)), C B es de Cauchy en B. Siendo B completo llamaremos 7'(x)
al limite de (T'(x,)), en B. La aplicacion asi definida es lineal y continua y prolonga
a T de forma unica (En el ejercicio[6.7]se completa la demostracién).
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Demostracion del teorema

Para esta demostracion utilizaremos el teorema de prolongacién de aplicaciones
lineales continuas

Sea ¢ € D(Q), la funcién @ prolongacién por 0 a RY —Q de ¢

psixeQ
| 0six eRN\Q

es una funcién de D (R?) pues ¢ en la frontera de Q es 0. Por tanto ¢ es de soporte
compacto y C* diferenciable en todo R?. Ademis ||@|| 1.rd = |l@ll1,@. Por tanto la
siguiente aplicacion
T:D(Q) — H'(RY)
pr—0

es lineal y continua y es de hecho es una isometria. Por otro lado D (L) es denso
en Hé (Q) y aplicando el teorema esta aplicacion se extiende por continuidad de
forma tnica a todo el espacio Hé (Q):

T:H)(Q) — H'(RY)

ViE— P

Vamos a comprobar finalmente que

{v c.t.p.de Q )

v d
0 c.t.p.deR\Q
En efecto, sea v € Hé(Q); existe una sucesion (¢,), de funciones de D (L) que
convergeaven H(l) (), y también en particular converge en L (). Por la continuidad
de la aplicacién T, (4,), converge a v en H'(R?) y en particular en L>(R9). En

consecuencia de la sucesién (4,), podemos extraer una subsucesién (g,;), que
converge a ¥ casi por todas partes en R%. Por tanto, ¢, — ¥ c.t.p. en R? y de ahi

obtenemos (6.7).

Propiedad 6.5. Formula de Green para funciones de H(l) (Q):

Vu,vEHOI(Q)setiene/u—dx— /O_de Vi=1,...,d
Xi

Demostracion:

La demostracion de basa en la férmula de Green para funciones de D (L) (inte-
gracion por partes) y la densidad de D (€2) en HO1 ().
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Por la densidad de D(Q) en Hé(Q), existen sucesiones {un}, , y {va},_, de

D(R) que convergen respectivamente a # y v en la norma de H! (), por tanto
Vi=1,...,d

Oun 6_ul en LZ(Q),

0Xi oo OX

O, 0v  on [2(Q).

6x,- n—oo axl

Aplicando la féormula de Green clésica a las funciones de D ()

0 0
/unﬁdx:—/ﬂvndx+/unvnmds
o Ox; Q 0x; r

donde 7; la i-ésima componente del vector normal unitario exterior de Q. Como son

funciones de soporte compacto, la integral sobre la frontera es nula y pasando al
limite obtenemos el resultado buscado.

|

Podemos ver que en general Hj(Q) # H'(Q). En efecto, sea Q = (a,b) CRy

consideremos la funcién
v:(a,b) —R

x—1

(6.8)

Evidentemente para a # co y b # oo resulta v € H'!(a,b). Derivando la funcién
7 ¢ H'(R) obtenemos ¥ = 6, — 65, lo que implica que v ¢ H) (a,b).
Definicion: Se define la siguiente seminorma sobre H' (Q):

d
6v2 1/2
— = —)“dx 6.9
v (;:1/9(6)@) ) (6.9)

Esta aplicacién es una seminorma pero no es una norma en H'!(Q) porque hay
funciones de H' () que no son nulas pero sus derivadas si lo son, como por ejemplo
la funcién (6.8). Sin embargo veremos a continuacién que si Q es un conjunto
acotado, la seminorma €s una norma en H(l) (Q) equivalente a la norma inducida
por H'(Q).

Teorema 6.9. (Desigualdad de Poincaré)
Si Q es un abierto acotado de R?, existe una constante C = C(Q) > 0 tal que,

d
ov
Vv e HY(Q)  IVoa < C@Q lIo=1o)'" (6.10)
4

i=1

Demostracion:

Por ladensidad de D (L) en H(‘) (Q), basta demostrar este resultado para funciones
v € D(Q), luego tomando sucesiones convergentes quedard demostrado para toda
Ve Hé (Q).

Como Q estd acotado, podemos suponer que estd contenido en una banda
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{x=0"xq), x" =(x1,...,xq-1),a < xq < b}

Sea v € D(Q) y v su prolongacién por 0 en RY \ Q. Obviamente v € D(RY) y se
tiene por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

-, _ X gy, X gy, 2\ 1/2 *a 1/2
s = [ e wades ([ G waae) ([ )
Tomando el cuadrado del valor absoluto
— Xd 9y
Pl < Ga-a) [ ool de< oo [T ofde
a Xd

integrando respecto a la variable x’

/Rd- [V(x,xq)|Pdx’ < (xq— a)/ ’ (x)| dx

finalmente integrando respecto a la variable x4

b —_~
/ v (x)[>dx = / / V(x’,xq)|?dx"dx g < l(b—a)2 / |ﬂ(x)|2dx
R a Jrd-1 2 rRd 0Xg

obteniendo

1(b-a) ful (X)| dx=3(b-a’ll 21 o
3(b~ a)zZldlllax,llog 3(b=a)’vli

VI ¢ = 712

I/\ I/\

Tomando raiz cuadrada, concluimos

|b—al
Ivllo.e <

V2

Ve

[ ]
Observar que en la demostracién anterior basta exigir que Q sea acotado en una
direccién.
Supongamos que Q es acotado y definimos v tal que v(x) = 1 para todo x € Q.
Esta funcion es de H'(Q) pero no verifica la desigualdad de Poincaré. Por tanto,
podemos concluir lo siguiente:

Corolario 6.2. Si Q es un abierto acotado de R, entonces Hé (Q) es un subespacio
propio de H'(Q), es decir Hé (Q) ¢ H(Q).

Tenemos también

Corolario 6.3. Si Q es un abierto acotado de R?, entonces la seminorma |- | o
es una norma sobre Hé () equivalente a la norma inducida por || - ||1,q, es decir
existen constantes C1 y Cy mayores que 0 tales que

Cilvle < Plie<Glvie YveHy(Q)
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Demostracion:

1. Es evidente que C; = 1, en efecto,

d

d
ov\2 ou
2 2 2) 7 uli2
|V|1,g—l§_]/g(—axi) de/Q(u + E (_6)0) ) dx VIt o

i=1 t

2. Como Qes acotadoy v € Hé (Q), utilizando la desigualdad de Poincaré obtene-

mos C1 = 1/4/C2(Q) +1 despejando de:

2 2 KA 2 KA 2 2
IWRa=Ra+ Y |55l < €@+ ) |22 = C@+niitg
i=1 ! i=1

2 2
“0,9 X; “0,9
donde C(Q) es la constante de desigualdad de Poincaré.

[ ]
Hemos visto en la propiedadque las funciones de H(; (€2) se comportan como
funciones que en la frontera de €2 son nulas. Por otra parte sabemos que las funciones
de L*(Q) (o més en general las funciones de LP(Q), 1 < p < o) estdn definidas
c.t.p. de Q es decir que no podemos asignarles un valor preciso en conjuntos que
sean de medida nula. Por tanto no tiene sentido hablar del valor de una funcién de
LP(Q) en la frontera I' de un abierto Q c R?, pues I es un conjunto de medida de
Lebesgue nula en R¥. Sin embargo vamos a ver, que si la frontera I' de Q verifica
unas minimas propiedades de regularidad, podemos dar un sentido preciso al valor
sobre I' de una funcién de H'(Q). Este es el objetivo de la siguiente seccién.

6.4. Teorema de la traza

En esta seccion seguimos esencialmente la exposicién de [9].

SeaT" = 9Q la frontera de Q. Dada una funcién v € H'(Q), queremos definir su
valor en la frontera I'. La idea fundamental es utilizar la prolongacién por continuidad
de funciones clésicas.

Para d = 1, se tiene H'(I) c C°(I), mas precisamente, toda funcién v € H' (1)
tiene un representante continuo en I (ver [3]]) basta tomar el valor de este representante
en los extremos del intervalo / para definir v|r. Sin embargo para d > 2 las funciones
de H' () no son en general continuas y hacen falta argumentos mds sofisticados para
definir su valor en la frontera. La idea sigue siendo la prolongacién por continuidad,
pero para ello necesitamos un subespacio de funciones (cldsicas) continuas que sea
denso en H'!(Q). Sabemos, por definicién de Hé (Q), que D(L) es denso en Hé (Q)
aunque hemos visto que en general H'(Q) # H} (Q).

Definicién 6.7. Espacio D(Q) : B
_Al conjunto de funciones reales ¢ definidas sobre € tales que son la restriccion
a Q de funciones de D(RY) le llamamos D (Q)
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Es fécil ver que las funciones de D(Q)son funciones de clase C*(Q) de soporte
compacto en Q

Nuestro objetivo es estudiar si D (Q) es denso en H' (Q) para asi poder prolongar
por continuidad la aplicacién

¥0: D(Q) — CU(I)
vV yov =V|r

mediante la aplicacién
Yo H'(Q) — LA(ID)
v Jov=vr

y as dar sentido al valor de las funciones v € H'(Q) enT". Esta aplicacién prolongada
se llama aplicacién traza, y el valor de ¥, de una funcién v € H'(Q) se llama traza
de v sobre I'. Abusando de la notacién a la aplicacién extendida ¥y la denotaremos
también yq

D(Q) serd denso en H'(Q) para Q un abierto acotado de R con frontera
I' suficientemente regular. Veamos cudles son estas condiciones de regularidad
suficientes.

6.4.1. Caso en que S es un semiespacio

Consideremos el caso Q = R¢ donde
RY = {x = (x",xq) €RY, x4 > 0}.
Entonces, la frontera de Q es el hiperplano I' = {x = (x’,0) € R¢,x” e R4"1}.

Teorema 6.10. Teorema: D(RY) es denso en H' (RY).

Demostracion:

De nuevo, esta demostracion se divide en fase de truncamiento y fase de regula-
rizacién.

1- Truncamiento
Queremos aproximar las funciones de H! (R?) por funciones de H' (R¢) con soporte
compacto en R?. La demostracién es igual que en el teorema utilizando la
restriccion a Rf de la funcién M € D(R4) introducida en la demostracién de dicho
teorema.

2- Regularizacién
Queremos demostrar que toda funcién de H'(RY) con soporte compacto se puede

escribir como limite en H'(R?) de funciones v, € D(RY). Se procede de nuevo
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mediante regularizacién por convolucidn, pero en este caso se plantean algunas
dificultades.

Sea v € H'(R?) con soporte compacto en R¢. Para aplicar convolucién necesi-
tamos que sea una funcién ampliada de todo R¢ y luego volver a restringir a R¢
el producto de convolucién. Sin embargo, si prolongamos v € H!(RY) por 0 a to-
do R4, la funci6n prolongada no pertenece a H' (R?). Para resolver esta dificultad
trasladamos la funcion.

Sea wy, la siguiente funcién wy, (x",x4) = 7—pv = v(x’,x4 + h), definida para x4 >
—h, y consideremos vy, = wy, IRf' Veamos que vy, oy ven H'(R%), para ello basta

Ver que vy, m v en Lz(Rﬁf) y observar que T,hg—;i = Bixi(‘r,hv). Para demostrar

que vy ——> v en L*(RY), basta demostrarlo para funciones v € D(RY) y despues

utilizar un razonamiento de densidad para las funciones de L? (Rf ).

Xd

Soporte de v

+-h/2

Figura 6.1 Funcion trasladada

Consideremos pues v € D(R?), que por tanto tiene soporte compacto dentro
de R¢. Podemos ampliarla por 0 en R¢ \ R?. Designemos mediante v € D(R?) la
funcién ampliada. Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz resulta,

(TorV =) (x) =V(x",xqg + h) =V (x, xd) —/0 hg- '9" (x ,Xqg+th)dt
< (/01 h2dt)1/2(f01 6xd v (x! xd+th) ) _h(/o (x xd‘Hh)) ) 1/2

integrando el cuadrado en todo R¢,

/Rd (T_hV V)z(x)dx < hz/Rdfo Foron (! xd+th)) dtdx

=12 f) dt [l (5 0) dx =12 [y (£ () dx < I Ly o= 0

y finalmente, siendo vj, = T_hﬂRd, tenemos,
+
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n=vI2 pa= [ n=v)de= | (15,7-9)dx< | (17 -V)*dx —>0
0,R$ Rf Rﬂj R4 h—0

Una vez que hemos demostrado que vy 5" en H'(R?), podemos limitar
—

nuestro estudio a funciones v que son restricciones a R¢ de funciones w € H' (R? )
y de soporte compacto.
Seay € Z)(Rilh) tal que y =l enel sop(v) y ¢ =0 cuando x4 < —h/2.

Wh

/ Xd

Figura 6.2 Disposicion de soportes de las funciones v, wy, y ¢y wy,

Naturalmente yw), € H' (R4 »)» s€ anula en un entorno de la frontera de R4 <, (ver
en la figura[6.2]1a disposicién de e soportes donde el trazo punteado corresponde ala
funcién ywy,. La prolongacién ywy, por 0 a todo R de yw), pertenece a H' (R9).
Ahora ya estamos en condiciones de aplicar la regularizacién por convolucién.

Sea p una sucesion regularizante como en el teorema@ Existe una sucesion
de funciones p . *ww n tales que p g *Yywy, —> ywy, en H' (RY). Por las propiedades

del producto de convolucion, a partir de un £ suﬁ01entemente pequeiio, se tiene,

sop(pe*ywy) C sop(ps)Usop(y wy) cRY,

por tanto tomando restricciones a R4 h
(pe*ywp)|ge — ywy en H' (R‘_lh)
-h £—0

y tomando restricciones a R4

(Ps * ll’wh) |Rg ::0—> l,[/Wh|RiJ en H' (Rf)

donde naturalmente (o * Y wp) |ra € D(@)
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Lema 6.2. Para toda funcién v de D(R?) se tiene la desigualdad

v 0o ra-1 < (VI pa

Demostracion:

Seav e Z)(@), por el teorema fundamental del célculo integral,

’ Oo 6 ’ « ’ av ’
V(L 0) = - / o 2a) P g = -2 / V() 2 () dg
0o Oxq4 0 Oxq

utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwartz,

) © 20 % ay 1/2
0P <2( [ veaaPasa) ([5G P dv)
0 0

(9xd

y la desigualdad 2ab < a”+b?,
’ 2 oo ’ 2 dv ’ 2
(', 0)] s/ (M x) P+ 5= (& x) ) dxa
0 Xd

de modo que concluimos integrando en x’,

VO s = foars V02 d”

< fa (W) P+ 185 (0 xa) P dx < IVIE

]
Como conclusién de lo anterior y aplicando el teorema de prolongacion de apli-
caciones lineales continuas [6.8] obtenemos el siguiente

Teorema 6.11. Teorema de la Traza en RY:
La aplicacion lineal continua

DRY) — D(RI) ¢ [A(RI)
v — v(-,0)

se prolonga por continuidad a una aplicacion lineal continua

H'(RY) — L2(RY)
v — v(-,0)

verificdndose ademds para toda v € H' (RY)

v, 0o ra-1 < VIl ga-
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Como hemos avanzado al principio de esta seccion la aplicacién asi definida se
llama aplicacién traza y su valor g se llama valor de v sobre I" que denotaremos
también v|r.

Vamos a generalizar los resultados anteriores al caso de un abierto Q ¢ R? de
frontera “suficientemente regular”.

6.4.2. Caso en el que Q C R? es un abierto de frontera
“suficientemente regular”

En primer lugar, dado un abierto Q ¢ R¢ vamos a precisar la nocién de frontera
“suficientemente regular” de este abierto o mds sencillamente la nocién de abierto
regular.

Definicion 6.8. Un abierto Q de R se dice que es C'-regular si

a) Q es acotado
b) La fronteraT es una variedad de clase C' de dimension d — 1.

Recordemos suscintamente el significado de b): Decimos que I" es una variedad de
clase C! de dimensién d — 1 si existe un ndmero finito de abiertos acotados 6; de R4,
0 <i <1, tales que 6 estd incluido en ©, {6;} {:O es un recubrimiento abierto de Q y
paratodoi=1,...,I existe una aplicacién invertible de clase C L x> y=®;(x)
de 6; en B, bola abierta de R¢ de radio 1, cuya aplicacién inversa le.‘l también es de
clase C! y tal que

®;(6;NQ)=BNR = {y=(y,ya) eR% |yl < 1,y > O},

@;(6; 1) ={y = (', ya) €R%|y’| < 1,y4 = 0}.

Diremos que {6,~,<1>,~}f=1 es un sistema de cartas locales que definen I".

Figura 6.3 Recubrimiento abierto

Vamos a demostrar el teorema de la traza para Q € R? abierto C'-regular. El
resultado se puede generalizar a abiertos acotados con frontera de clase C' a trozos.
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La demostracion se hace en varias etapas, a través de los siguientes lemas:

Lema 6.3. Si Q es C'-regular, existe un operador P lineal continuo llamado de
1-prolongacién P : H' (Q) — H'(RY), tal que

VveH' (Q) Pv=v ctp. enQ.

Demostracion:

Veamos primero el caso de Q = R? y luego por cartas locales y particién de la
unidad lo extenderemos al caso de Q un abierto C'-regular.
Caso: Q =R¢

Siv e D(RY), sea Pv su prolongacién por reflexién,

, _fv(xxq) sixg =0
Pv(x',xa) = {v(x',—xd) sixg <0

Pv es continua, estd en H' (R%) y se tiene,

9Py g—;(x’,xd) sixg >0
—(x',xg) = g—;i(x’,—xd) sixg<0yl<i<d-1

6xi o
N .
~oxg (x’,—xg) sixg <0

de donde se deduce que [|Pv||| ga = ‘/EHVHLRf que nos da la continuidad de la
aplicacién P : D(@) — D(RY) c H'(RY).

Como D(M) es denso en H'(R?), esta aplicacién se prolonga por continuidad
atodo H'(R%), verificando que Pv(x) = v(x) c.t.p. en R

Caso: Q abierto C!-regular:

Sea {a; {:0 una particién de la unidad subordinada al recubrimiento {6;} z(:O’ es
decir, a; € D(0;), paratodoi=0,...,1y Z{:o a; =1.Siv e H(Q), escribimos,

I
V= Z a;v,
i=0

yparacadai=0,1,...,I definimos P(a;v) de modo que,
I
Pv = Z P(a;v).
i=0

Por un lado, P(av) = aqv, prolongacién de agv por 0 en R \ Q. Por otro lado, para
i=1,...,1, consideramos la funcién w; = (a;v) o (CI)l._1 |3,), donde B, = BNRY. Se
tiene que w; € H'(B,) que es nula en un entorno de {y € dB,;yy > 0}. Podemos
prolongar w; por 0 en RY\ B, y obtener una funcién w; € H'(R?), y ésta a su
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vez prolongarla por reflexién a una funcién Pw; € H'(R¢) de soporte compacto en
B. Finalmente, Pw; o ®; definida en 6; se prolonga por 0 en R? \ §; de modo que
Pw; o®; es una funcién de H'(R%). De este modo definimos P(a;v) = Pw; o ®;
parai=1,...,1I.

Ahora es ficil verificar que la aplicaciéon P : v — Z,{:o P(a;v) verifica las pro-
piedades de un operador de prolongacion.

\Omega Soporte(\alpha_i v)

Soporte w_i

an

—

Figura 6.4 Disposicion de Soportes en Q y en RY

Estamos en disposicién de generalizar el teorema[6.6]

Teorema 6.12. Si Q es C'-regular, D(Q) es denso en H' (Q).

Demostracion:

Seav e H'(Q)y Pv e H' (R?) su prolongacién a todo R¢. Como D (R?) es denso
en H'(RY) existe una sucesién {w,}> , € D(R?) tal que w, —— Pv en H'(R9).
n—00
Sea v, = wylq; la sucesion {v, }” | es una sucesion de Z)(ﬁ) tal que v, —— v en
n—oo

H'(Q).
|
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A continuacioén utilizaremos la siguiente notacién: do- denota la medida superfi-
cial sobre I', inducida por la medida Lebesgue dx. Asi definimos L?(I") el conjunto de
las funciones definidas sobre I medibles para la medida do- y de cuadrado integrable,
con la norma ||v|o,r = (/szdrr)l/z.

De manera equivalente, utilizando la particién de la unidad, podemos definir,

LX) ={v:T>R; (v)o®'(-,0)e LX(R*""), 1<i<T}

con la norma

1

_ 1/2

[lor= (D @) o @2 )
i=1

que es equivalente a la anterior, es decir, existen constantes C; y C, mayores que
cero, tales que Ci[v]or < |[vllo.r < C2[v]o.r-

Lema 6.4. Si Q es C'-regular, existe una constante C > 0 tal que

VveDQ) llyovllor < Clvllia.

Demostracion:

Sea v € D(Q), utilizando la particién de la unidad {ai}le definimos en B, las
funciones w; = (a;v) o CDi‘l, para 1 <i < 1. Sea w; su prolongada por 0 a todo R¢.
Segin el teorema de la traza en RY, se tiene que Wi (-,0)[lg,pa-1 < ||w~,~||1,Rf, y
por las propiedades de a; y ®;, se deduce ||W||1,Rf < Ci||v|1 . Finalmente, por la

equivalencia anterior de normas, se concluye,

TS 1/2

lyovllo.r < Calyovlor = Co( BLy Iwi G5O 1) 2 <
1/2

<Co(2E, )l

Le=Clvlia

El teorema de la traza es consecuencia directa de estos tres resultados.

Teorema 6.13. Teorema de la traza en Q:

Sea Q un abierto C'-regular de RY. Entonces Z)Lﬁ) es denso en H'(Q) y la
aplicacién lineal continua yo : v — yov = v|r de D(Q) en L*(T) se prolonga por
continuidad a una aplicacion lineal continua de H' (Q) en L*(T'), que denotamos
también vy, llamada aplicacion traza.

Demostracion:

El lema 6.4 demuestra que la aplicaci6n lineal

yo: D(Q) — €O c L(T)
v — yov=V|r
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es continua de D (Q) con la norma de H'(Q) en C°(I') con la norma de L%(I)).
Como D(Q) es denso en H'(Q), segin el teorema aplicando el teorema de
prolongacién de aplicaciones lineales continuas[6.8] yo se extiende con continuidad
a una aplicacién que llamaremos igualmente y

Yo H'(Q) — L)
v Yy =vr
|
La aplicacién traza yq : H' (Q) — L?(I") antes definida no es suprayectiva. Dada
una funcién g € L?(I") no siempre podemos encontrar una funcién de u € H' (Q) tal
que you = g. Esto motiva la siguiente definicion.

Definicién 6.9. Al espacio imagen por yy de H' (Q) le llamamos H'/*(T). Dotamos
al espacio H'*(T) con la norma

llglli2.r = inf llullt,0 (6.11)
ueH!(Q); you=g
Con esta norma el espacio H'/?(I") es un espacio de Hilbert. Mds precisamente
tenemos el siguiente

Teorema 6.14. El espacio H'/*(T') es isomorfo a H'(Q)/HL(Q) y a H}(Q)*. De
hecho existe una isometria biyectiva entre los 3 espacios.

Demostracion:

HOI(Q) es un subespacio cerrado. Segin el teorema existe una isometria
biyectiva entre H' (Q)/H} (Q) y H} ()*. Veamos que existe también una isometria
biyectiva entre H}(Q)* y H'/*(T"). Sea ii € H'(Q)/H}(Q) y sea u un elemento
cualquiera de la clase . Llamemos u* a la proyeccion ortogonal de u sobre Hé Q)+
(todos los elementos de i tienen la misma proyeccién ortogonal sobre Hé Q)+,
véase teorema [4.12)), entonces la aplicacion

Hy (@)t — H'2(D)

ut = you

donde u es un representante cualquiera de i es una isometria biyectiva. En efecto,
la aplicacién estd bien definida pues si u; y up son dos elementos de la clase i,
Uy —uy € H(g (Q) y por lo tanto ygu;| = yous. La aplicacion es obviamente suprayecti-
va, pues dado g € H'/2(I") existe algtin elemento u € H'(Q) tal que you = g y como
you = you tendremos ut es la antiimagen de g.

La aplicaci6n es inyectiva, pues sean u| € iiy y uy € iz tales que youj = youy;
entonces youi — youz = youi —youy = 0. Por ello uj —u € Hy(Q) y por tanto
uy =uy.
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Finalmente veamos que es una isometria: Dada g € H'/?(I"), todos los elementos
del conjunto V8 = {u € H'(Q); you = g} se pueden poner de la forma u +v donde u
es una funcién fija de V& y v recorre los elementos de Hé (Q). En efecto siu; € V8
se puede poner siempre u; =u+u; —u 'y tenemos que v =u| —u € Hé (). De modo
que

lglhpr= inf  Jullog= inf J[u+v|ie
ueH! (Q); you=g veH; (Q)
— |47 — L
= ”u”Hl(Q)/HO] (Q)” = lu”ll,0

donde en la tltima igualdad hemos aplicado el teorema @.12}
En consecuencia la norma (6.11)) es una norma hilbertiana.

Puntualmente utilizaremos la siguiente propiedad del espacio H'/?(I'):

Propiedad 6.6. El espacio H'/*(T') es denso en L*(T")

Aplicaciones del teorema de la traza

En esta subseccion denotamos mediante 7; la i-ésima componente del vector
normal unitario exterior a la frontera I de Q.

Teorema 6.15. Férmula de Green para funciones de H' (Q):
Sea Q un abierto C'-regular en R%. Entonces cualesquiera que sean las funciones
u,veH! (Q) se tiene,

/uﬂdxz— a—”vdx+/uvn,-da Vi=1,...,d (6.12)
Q Ox; Q 0x; r

Demostracion:

Siu,v € H'(Q), entonces existen sendas sucesiones {un}y y{val,, en D(Q)

tales que convergen respectivamente a u 'y v en H Q).
Para u,,v, € D(Q) es valida la formula de Green,

0 0
/unﬁdxz—‘/ﬂvndx+/unvnmd0', Vi=1,...,d.
o Ox Q 0x; r

Se concluye pasando al limite, puesto que por la continuidad de la aplicacién traza
Un|r y va|r convergen respectivamente a u|r y v|r en L(T).
[ ]
El teorema de la traza también nos permite caracterizar de forma mds sencilla el
subespacio Hé (Q) de H'(Q).

Teorema 6.16. Caracterizacion del espacio Hé (Q):
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Sea Q un abierto C'-regular de R%. Entonces Hé (Q) es el niicleo de la aplicacion
traza yo : H'(Q) — L*(T'), esto es

Hy(Q)={ve H'(Q): v[r=0}

Demostracion:

Seav e H(l) (€2), entonces existe una sucesion {¢, } >, de D (LQ) tal que ¢, —V

en H'(Q). Por la continuidad de la aplicacién traza, | yo@, —yovllo.r < Cllgn—v|l1.0.
de donde @, —— yov en L>(I"). Como las funciones ¢, son de soporte compacto
n—oo

en Q, entonces yg¢, =0 para todo n, y por tanto yov =0enT.

La demostracion del reciproco es mds delicada. Por cartas locales y particion de
la unidad nos trasladamos al caso Q = RY.

Sea v e {v e H'(RY); yov = v(-,0) = 0}; observemos que v, prolongacién por 0
de v a todo R¥ pertenece a H' (R?). En efecto, obviamente v € L?(R?) y también

66_;,- el? (Rd), oara todo i =1,...,d. Hay que verificar que

— e L7 (Q
o ()
Basta demostrar que ‘9V = g—;{, paratodoi=1,...,d. Sea ¢ € D(RY), aplicando

la formula de Green y teniendo en cuenta que v(-,0) =0, tenemos que para todo
i=1,...,d

~0 7]
<g ,‘P>__ ’Bx /]Rd ‘pdx__/RdV ‘pdx /R" dx;i <pdx—
S0 xrema1y VO dcr=fRf Fpde= [, S pdy= (45 ¢)

Finalmente hay que ver que v € H I (R%), se puede aproximar por funciones ¢,, €
D(RY). Para ello buscamos una sucesién {¢n},., de funciones de D(R?) tal que
on —— ven H' (RY).Seav e H'(RY) la prolonga01on por 0 de v a todo R¢. Como

en los casos anteriores, utilizaremos la regularizacién por convolucién introduciendo
una sucesién regularizante, p . € D (R?). La dificultad estd en que el soporte de p . v
puede estar fuera de RY. Para solucionar este inconveniente nos trasladamos una mag-
nitud % definiendo 7, v(x”,x4) =Vv(x’, x4 — h). Ya demostramos anteriormente (ver la
demostracion del teorema que T,V — vy que ademds sop 7,V € RZ, por tan-

to
ThVIRd —> V|Rd en H'(R%). Por otro lado, para & > 0 suficientemente pequefio

sop (pe *T;f) c R y como ya vimos p, *ThV——O—> 7,v en H'(R?). Combi-
E—

nando estas dos propiedades, ¢ * 7, V|pa —7 V|ge =v en H'(RY), siendo
+ &£—50,h— +

Pe* TthRiz € D(RY) la sucesién buscada.
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En el el ejercicio se indica como se pueden construir funciones de H'(Q)
mediante funciones a “trozos”. Esta técnica es de suma importancia a la hora de
construir subespacios de H'(Q) de dimensi6n finita, mas concretamente espacios
de elementos finitos que se utilizan para la resoluciéon numérica de ecuaciones en
derivadas parciales.

6.5. Los espacios de Sobolev H™ (Q2)

Introducimos a continuacidn los espacios de Sobolev de orden superior a 1.

Definicion 6.10. Para todo entero m > 1 llamamos espacio de Sobolev de orden m
sobre Q al espacio

H™(Q) ={v e L*(Q), 8% € L*(Q), || < m}

dotado del producto escalar

(u,v)m,g:/Q( Z A" udv)dx

|a|<m

la norma asociada

”u”m’gz(u’u)rln/,zﬂz (/Q Z (aald)zdx)l/2

|a|<m

y la seminorma
1/2
o= [ Y (07u)’ax
Q |(t|2:m )

Teorema 6.17. H" (Q) es un espacio de Hilbert separable para la norma

- llm.

Demostracion:

La demostracién es idéntica al caso m = 1.
[
Vamos a considerar ahora el caso H*(Q). En particular estudiemos el problema
de las trazas de una funcién y de su derivada.
SiQes C'-regular, se puede definir la traza de una funcién v € H*(Q), yov = v|r.
Por otro lado, si v € H*(Q) entonces g—; € H'(Q), para 1 <i < d y por tanto

también se pueden definir las trazas de estas funciones yo% = % Ir, 1 <i<d,que
L 1
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pertenecen a L?(I"). La funcién mg—;Ir es entonces una funcién de L?(I") por ser
producto de una funcién de L®(I") y otra de L>(I") y podemos definir la derivada

normal
6\/
a. |F Z ni—

como una funcién de L?(I"). Podemos pues definir el operador y; siguiente:

y1: H3(Q) — L*(T)

d
vi— S =

i=1 ('3x V‘|r
2 . . . ., .
Sea Au = Zf’zl % el operador Laplaciano de una distribucién u. Entonces si
i
u € H*(Q), tenemos la siguiente férmula de Green:

Teorema 6.18. (Formula de Green en H*(Q))
Para toda funcién u de H*(Q) y toda funcién v € H'(Q) se tiene

ou dv ou
Au)vdx = d. —dx— | —vn;d 6.13
/( M)V Z«/S‘l x 2V = e ( axl axt ‘/l"‘axi i O-) ( )

Demostracion:

Se deja como ejercicio[6.9]
]
La anterior formula de Green la escribiremos también con notacion vectorial

como:
—/(Au)vdx:/Vu Vvdx — /—vdo‘ (6.14)
Q

Resultados de compacidad

En ese apartado daremos un resultado de compacidad que serd de utilidad en el
estudio de algunos problemas de contorno asociados a las ecuaciones en derivadas
parciales.

Recordemos la definicién de operador compacto [.7]y la observacion .2} Sean
X e Y dos espacios de Banach y T : X — Y una aplicacion lineal continua de X en
Y. Diremos que T es un operador compacto si para cualquier sucesién (v,), C X
acotada la sucesién imagen (7'v,,), C Y tiene una subsucesion convergente.

Teorema 6.19. Si Q es un conjunto acotado C'-regular y m > 1 la aplicacion
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T:H"™(Q) - H"(Q)

vV—v

es compacta.

Demostracion:

Se puede encontrar una demostracion para m = 1 en [9]
[ ]
El caso m =1 se conoce con el nombre de teorema de Rellich, del cual se deduce
que de toda sucesién acotada en H' (Q) se puede extraer una subsucesién convergente
en L2(Q).

Propiedades de continuidad de los espacios de Soboley

En esta subseccion daremos sin demostracion alguna propiedades de continuidad
de los espacios de Sobolev.

Ya hemos mencionado que para u € H' (a, b) se puede encontrar un representante
continuo, es decir abusando del lenguaje, las funciones de H'(a,b) son continuas.

La continuidad de las funciones de los espacios de Sobolev depende de la dimen-
sion. Tenemos en particular:

Para m > d/2 las funciones de H" () son continuas, en particular si Q es un
abierto de R o R3, entonces H2(Q) c C°(Q).

Para una demostracién de estas propiedades ver por ejemplo [3].

Ejercicios del Capitulo [6]

6.1. Sea el espacio de funciones localmente integrables:

Llloc (Q) ={f : Q — R medibles; / | f (x)| dx < oo para todo K compacto de Q}
K

con la topologia topologia definida por la familia de seminormas
pe(h)= [ I las (6.15)

Acada f € Ll‘()c () le asociamos la distribucion

Ty .0) = /Q Fe@dr VoeD(Q 6.16)
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Demostrar que la aplicacién Ty estd bien definida y es realmente un distribucion.
Demostrar ademds que la aplicacion lineal

T:L!

loc

(Q) - D'(Q)
f—oTy

que asigna a cada funcién f € Llloc (Q) la correspondiente distribucién asociada 7'y
definida mediante (6.16)) es inyectiva y continua.

6.2. Demostrar que la derivada en el sentido de distribuciones de la funcién de
Heaviside
0 si xe€]—-o00,0[
H(x) = .
1 si xe[0,00]
es la distribucién ¢ de Dirac.
6.3. Considerar la funcién
1 si x€]—oco0,—1]
J)=qlkl si xe[-11]
0 si xe[l,o0f

a) Calcular la derivada primera de f en el sentido de las distribuciones.
b) Calcular la derivada segunda de f en el sentido de las distribuciones.

6.4. Considerar la funcién

0 si xe€]—00,0[
f(x)=9x si xe[0,1]
0 si xe[l,oof

a) Calcular la derivada primera de f en el sentido de las distribuciones.
b) Calcular la derivada segunda de f en el sentido de las distribuciones.

6.5. Considerar la funcién
0 si x€]—oo0,—1]
fx)=91-x si xe[-1,1]
1 si xe[l,oof

a) Calcular la derivada primera de f en el sentido de las distribuciones.
b) Calcular la derivada segunda de f en el sentido de las distribuciones.

6.6. -

a)Sea fe L'(RY), ge LP(RY) y he L4(RY) con 1 <p<ocoy 1/p+1/g=1.
Demostrar
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Ad(f*g)hdx=4dg(f*h)dx

donde se utiliza la notacién f(x) = f(—x).
b) Seav € H'(R?) y u € L' (R?), demostrar que para las derivadas en el sentido de
distribuciones se verifica v+u € H'(R?) y

O(vxu) ﬂ*
Bxi B (9)61'

6.7. Completar la demostracién del teoremal[6.§]
6.8.Sea Q= Uf’: 1§r una descomposicién de € tal que:

= Q, es un abierto de R4 contenido en Q con frontera I', de clase C', para todo
r=1,...,N
m Q. NQ;=0parar #s.

Seav € C°(Q) tal que la restriccién v|g, € H'(Q,) paratodor=1,...,N, enton-
cesveH (Q).

En definitiva si juntamos los “trozos” (funciones de H 1 (Q,); r=1,...,N de
manera que haya continuidad al pasar de Q, a Qg la funcién que obtenemos estard
en H (Q).

6.9. Demostrar el teorema[6.18]



Capitulo 7
Formulacion débil de problemas elipticos

Resumen

En este capitulo estudiamos la formulacién débil o variacional de algunos pro-
blemas elipticos lineales analizando la existencia y la unicidad de las soluciones.
Esta formulacion es esencial para la aproximacién numérica de estos problemas,
notablemente son la base de el Método de Elementos Finitos que se estudia en los
cursos sobre Andlisis Numérico de las Ecuaciones en Derivadas Parciales. Este tipo
de problemas tienen muchas aplicaciones en fisica y en ingenieria, en concreto es-
tudiaremos con detalle problemas de potencial, la ecuacién de calor estacionaria, el
problema de la deformacion eldstica de un sélido, el problema de Stokes para fluidos
viscosos, etc. Terminamos el capitulo con el estudio de algunos problemas espectra-
les asociados a operadores elipticos cuya principal motivacién es su aplicacién a la
resolucién de problemas de evolucién en el tiempo.

La bibliografia recomendada para este capitulo es [3]] y [9l.

7.1. Formulacion débil de problemas unidimensionales

A modo se introduccién y para ilustrar el método de estudio de los problemas de
contorno asociados a Ecuaciones en Derivadas Parciales empezamos resolviendo el
caso de problemas unidimensionales (por lo tanto ecuaciones diferenciales ordina-
rias). Esto nos ayudard a comprender de una manera mas sencilla los pasos a seguir
y que esencialmente son: 1. Formulacién cldsica del problema. 2. Formulacién dé-
bil. 3. Resolucién del problema débil (existencia y unicidad) de solucién débil. 4.
Regularidad y retorno a la formulacién clésica.

289
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7.1.1. Problema de Dirichlet homogéneo asociado al operador
—d? | dx*

Sea I = (a,b) € R un intervalo de la recta real, f € L*(I), consideremos el
problema:
Hallar u : I — R tal que

—u'(x)=f(x) en I (7.1)
u(a) =0 (7.2)
u(b) =0 (7.3)

En principio supondremos que u € H*(I) N Hjy(I) para que la ecuacion anterior
tenga sentido y de modo que se verifiquen las condiciones de contorno (7.2) y
(7.3). Vamos a formular el problema anterior de otra manera. Elegimos una funcién
ve Hé (I) cualquiera, multiplicamos los dos miembros de la ecuacién 1i porve
integramos por partes,

b b
/ u'v’dx—(u’(b)v(b)—u’(a)v(a))=/ fvdx (7.4)

como v(a) =v(b) =0 el problema se reformula de la siguiente modo: Hallar u €
H} (1) tal que

b b
/ u’v’dx:/ fvdx ‘v’veHé(I) (7.5)
a a

Nos referiremos a (7.5)) como la formulacién débil o formulacién variacional del

problema de partida [7.3). Observemos que para que (7.3) tenga sentido no
es necesario que u € H*(I). Tenemos ahora que justificar la formulacién anterior, es

decir demostrar que el problema (7.5)) tiene solucién y verificar si ésta es unica. Para
ello utilizaremos el teorema de Lax Milgram[4.17]
Antes repasemos algunas propiedades del espacio HO1 (I).

Teorema 7.1. Sobre H(])(I) la seminorma |v|1 1 = (/ab(v’)2 dx)'? y la norma de
L2(D), vllos = (fab v2dx)'/? verifican la siguiente desigualdad

b—a

V2

[vllo,r < Viiz

Demostracion:

Es un caso particular del teorema de Poincaré del capitulo anterior. Basta demos-
trar el teorema para funciones v € D (1), pues D(I) es denso en Hé (I).
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X
v(x) =/ v/ (x)dx
a

tomando valores absolutos y aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en L2(I)
obtenemos para x € (a,b)

lv(x)| < (/x 12dx)1/2(/x(v/)2dx)1/2

mayorando la segunda integral tomando x = b como limite superior de la integral

b
v ()] < (x—a)‘/z(/ 2 d)"? = (- a) Pl

a

Elevando al cuadrado e integrando de nuevo en 1

(b-a)?

2 2
v <—
MG, < ——W,

Finalmente tomando la raiz cuadrada positiva obtenemos el resultado buscado.
|

Corolario 7.1. Sobre Hé(l ) la seminorma |v|i,; es una norma equivalente a la
norma de H' ().

Demostracion:

Puesto que
b
2 2 2 2 2
VIR, = ( / P+ (")) dx = IZ, + 2,
a

Tenemos de forma inmediata
Vi < lvilg

Por otra parte, utilizando la desigualdad demostrada en el teorema anterior

2
2 2 2 (b—a) 2
iy =1vllg + vty < (—2 +D)vly

de donde finalmente

3+ (h—a? vl < Whr < (vl
v v
240 B L1 11 1.1

Teorema 7.2. El problema formulado en la pregunta anterior tiene solucion tinica.



292 7 Formulacién débil de problemas elipticos
Demostracion:
Aplicamos el teorema de Lax-Milgram[4.17] La forma bilineal es
a(-,) : Hy(H)x Hy(I) > R
u,vea(u,v):/bu'v'dx (7.6)
a
La forma lineal es
L(): Hy(I) - R
v—>L(v):/bfvdx (7.7)
a

= La forma (7.6) es evidentemente bilineal.
= La forma (7.6) es continua, pues para todo u,v € Hé(l)

b
()] = |/ W'y dx] <l v < el vl
a

= La forma (7.6) es eliptica, pues para todo v € Hé (I

b 2
a(v.v) = / (2 ds= b, 2 s IR,
donde hemos aplicado la equivalencia entre de la norma ||.||;,; y la seminorma
|.|1,; demostrada anteriormente.
= La forma (7.7) es evidentemente lineal.
= La forma |i es continua, pues para todo v € Hé (I) resulta aplicando la des-
igualdad de Cauchy-Schwarz

b
IL(v)| = I/ Jvax| < | fllo.rlvlior < [ fllo.zlvili.s
a

Teorema 7.3. El problema débil ([7.3) es equivalente al problema de optimizacion
siguiente:
Hallar u € Hé (1) tal que
J(u) = inf J(v)
veH

J(v) = % /ab(v’)zdx-/abfvdx

donde

Demostracion:
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La forma bilineal (7.6) continua y eliptica es también simétrica (comentario[d.2).
[

Teorema 7.4. La solucién del problema débil verifica la ecuacion en el
sentido de las distribuciones y en consecuencia u € H>(I). Ademds la solucion u de

(73] verifica las condiciones de contorno (7.2) y (7-3).

Demostracion:

Seau e H(l)(l ) la solucién del problema débil 1| Tomando en (7.5) en lugar
de v cualquier funcién ¢ € D(I) C Hé(l), funciones de clase C*(I) y de soporte
compacto en /, tenemos

b b
/ u'(,o'dx=/ feodx Yepe D)
a a

Podemos interpretar las integrales de la expresion anterior como el valor de las
distribuciones u’ y f en ¢’ y ¢ respectivamente, es decir,

W',y =(f.¢) YoeD()

o bien
", ) =(f.¢) YoeD()

de donde
—-u"=f enD'(I)

finalmente, como f € L*(I)
—u"=f enL*() y ueH* )
ademds la igualdad en L?(I) implica

—u"”(x)=f(x) enc.tp.del

que es la ecuacién (7.1).
Finalmente como u € H(l) (1) verifica las condiciones de contorno || y 1}

7.1.2. Problema de Dirichlet no homogéneo asociado al operador
—d? | dx*

Sea I = (a,b) € R un intervalo de la recta real, f € L*(I), consideremos el
problema:
Hallar u : I — R tal que
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—u (x) = f(x) en I (7.8)
u(a) = ug (7.9
u(b) = up (7.10)

Procedemos como en el problema anterior y elegimos una funcién v € Hé €))
cualquiera, multiplicamos los dos miembros de la ecuacién por v e integramos
por partes,

b b
/ u'v'dx—(u'(b)v(b)—u'(a)v(a))=/ fvdx (7.11)

como v(a) =v(b) =0 el problema se reformula de la siguiente manera: Hallar
u € V¥ats = {HY(I); v(a) = ug, v(b) = up} tal que

b b
/u'v'dxz/ fvdx VveHyI) (7.12)
a a

Observemos que a diferencia del caso anterior la funcién incégnita u no estd
en H(l) (a,b). Por ello no podemos aplicar directamente el teorema de Lax-Milgram
@.T7] En el siguiente teorema utilizamos la traslacion para demostrar la existencia
de solucién. La unicidad se ha de demostrar directamente.

Teorema 7.5. Existe unu € V*"» = {H'; v(a) = uq, v(b) = up,} inico verificando
. Ademds u € H*(I) y verifica en el sentido de las distribuciones y las
condiciones de contorno (7.9) y (710).

Demostracion:

Para demostrar la existencia de solucién procedemos por traslacién al caso ho-
mogéneo:

Sea it € V¥«-“> 'y buscaremos una funciéon w =u —u € HOI(I ). Sustituyendo en
, vemos que la funcién w € Hé (a,b) debera verificar

b b b
/ w'v'dx:/ fvdx—/ i'v' dx VveHé(I)
a a a

Podemos aplicar de nuevo el teorema de Lax-Milgram En efecto, la forma
bilineal es la misma que en el caso homogéneo; la forma lineal del segundo miembro
es suma de la forma lineal que aparece en el caso homogéneo més la forma

Ly() s Hy(I) > R
b
v— Ly(v) = —/ i'v’ dx

que:

= Es evidentemente lineal.
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= Es continua, pues para todo v € Hé(l), resulta aplicando la desigualdad de
Cauchy-Schwarz

b
ILa(v)] = |/ v’ dx| < \alsvis <l vl
a

Esto demuestra la existencia de w. De donde poniendo u = w +i1 € V*«-“> tenemos
que u verifica (7.12)) y es la solucién buscada.

Falta por demostrar la unicidad, pues hemos construido u a partir de una eleccion
arbitraria de iz. Vamos a ver que en realidad u no depende de la eleccién que hayamos
hecho de ii: Supongamos que existen u; € V"> y y, € V#a-"» verificando (7.12). Y
seaw=u;—uy€ Hé (I), veamos que w = 0. En efecto, sustituyendo sucesivamente
up y up en el lugar de u en y restando miembro a miembro tenemos que
w € H} (1) verifica

b
/ wv'dx=0 VYveH)

tomando v = w resulta |w|; ; =0 y por tanto w = 0 pues la seminorma |.[; ; es una
norma en H(l) (D).

Finalmente recuperamos la formulacién de partida procediendo como en el caso
homogéneo y obtenemos

—u"=f enL*() y ueH* )
y en consecuencia también
—u"”(x)=f(x) enc.tp.del
Por otra parte como u € V4a-*» obtenemos u(a) = u, y u(b) = up.

Tenemos aqui también la equivalencia con un problema de optimizacién:

Teorema 7.6. El problema débil es equivalente al problema de optimizacion
siguiente:
Hallar u € V*«-"v tal que

Jw)= if JO) (7.13)

V Ua-up

b b
J(v)=%/ (v’)zdx—/ fvdx

donde

Demostracion:
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La forma bilineal en este problema (que es la misma que en el caso homogéneo)
es simétrica. Sin embargo aqui la solucién no estd en el espacio Hé (I) sino que
estd en la variedad afin V*«-*»_ En particular la variedad afin se puede considerar
como un subconjunto convexo cerrado de H' (1) y la formulacién débil del problema
homogéneo se puede escribir de forma equivalente también como:

Hallar u € V*«-"> tal que

b b
/u'(v—u)'de/ f(v—u)dx VveVi'ats (7.14)

pues por una parte si u € V*«-“> y v recorre los elementos de V*«-*» entonces v —u
recorre los elementos de H(l) (I) y obtenemos tituyendo en V—uen
lugar de v. Reciprocamente si u € V*«-*> verifica (7.14) sustituyendo en el lugar de
v —u una funcién cualquiera de H(l) (I) obtenemos

b b
/u’v'de/ fvdx VveHy) (7.15)
a a

y como Hé([) es un espacio vectorial podemos sustituir v por —v en y

obtenemos la desigualdad opuesta con lo que obtenemos la igualdad (7.12).
Finalmente esta formulacién entra dentro del marco abstracto del teore-

ma de Stampacchia [#.14] y al ser la forma simétrica resulta del teorema [{.16] la

equivalencia con (7.13)
]

7.1.3. Problema mixto Dirichlet-Neumann asociado al operador
—d?/dx?

Para simplificar tomaremos el intervalo 7 = (0, 1) lo que no quita generalidad al
problema y al desarrollo siguiente.

Seal=(0,1) CR, f € L*(I), g € R. Consideraremos el problema mixto Dirichlet-
Neumann siguiente: Hallar u : I — R tal que

—u""(x) = f(x)enl (7.16)
1(0) = 0 (7.17)
w(l)=g (7.18)

Empezamos introduciendo el espacio de Sobolev adecuado para la formulacién
débil del problema.
Consideramos el espacio de Sobolev

H'(I)={veL*(I);v e L*(I)}

con el producto escalar
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1
(u,v)1.1 =/ (uv+u'v')dx
0

y la norma correspondiente

1
”VHI,I = (L (v2+(v/)2) dx)l/2

y el subespacio H = {v € H'(I); v(0) = 0}.

Lema 7.1. Sobre H = {v € H'(I); v(0) =0} la seminorma |v|; ; = (/0] (v’)zdx)l/2

y la norma de L*(1), ||v|lo.; = (/01 v2 d)c)l/2 verifican la siguiente desigualdad
vl < <= (7.19)
vilo,r £ —= Vi1 .
V2

Ademds en H la seminorma |v| ; es una norma equivalente a la norma de H'(I).

Demostracion:

Las clases de funciones v de H'(I) tienen un representante continuo. Llamando
también v al representante continuo podemos escribir

v(x) = ‘/Oxv’(x) dx

tomando valores absolutos y aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en L?(1)
obtenemos para x € (0, 1)

|v(x)| < (/XIde)l/Z( ()X(V/)de)l/Q

0

mayorando la segunda integral tomando x = 1 como limite superior de la integral

1
()] <212 / ()2 ax) " =x'Ppvy (7.20)
0
Elevando al cuadrado e integrando de nuevo en

1
2 2
”V”OJ < §|V|1,1

y tomando la raiz cuadrada positiva obtenemos el resultado buscado.
Finalmente puesto que

1
2 2 2 2 2
||v||1,,=/0 (P4 (")) dr = [VIZ + V2,
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tenemos de forma inmediata
i < lvllg

Por otra parte, utilizando la desigualdad (7.19)
1
2 2 2 2
”V”l,] = ||V”0,1 + |V|1,1 < (E + 1)|V|1,1

de donde
N2/3 il < Pl < vl

[ ]
Introducimos ahora la formulacién débil del problema anterior:
Supongamos u € HN H?*(I). Sea v € H, multiplicando la ecuacién (7.16) por v e
integrando por partes en /

1 1
/ u'v' dx — [u’v](l) =/ fvdx
0 0

teniendo en cuenta que v € H y por tanto v(0) =0 y la condicién (7.18), u’(1) = g
resulta sustituyendo y reordenando

1 1
/ u'v'dxz/ fvdx+gv(l) (7.21)
0 0

La expresion (7.21) tiene sentido para u,v € H. La formulacién débil es entonces:
Hallar u € H tal que verifica (7.21)) para todo v € H.

Teorema 7.7. El problema: Hallar u € H tal que verifica para todov € H
tiene solucion unica.
Demostracion:

Aplicamos el teorema de Lax-Milgram @17} La forma bilineal es

a(-,) : HxH —» R

1
u,v— a(u,v)= / u'v' dx (7.22)
0
La forma lineal es
L():H—->R
1
v— L(v)= / fvdx+gv(l) (7.23)
0

= La forma (7.22) es evidentemente bilineal.
» La forma (7.22) es continua, pues para todo u,v € H
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1
ja(u,v)| = |/ w'v dl < lulslvls <l vl
0

» La forma (7.22) es eliptica, pues para todo v € H

1
atv)= [ @ Par=, 2 IR,

donde hemos aplicado la equivalencia entre de la norma ||.||;; y la seminorma

|17 del lema[7.1]

» La forma (7.23) es evidentemente lineal.
= La forma (7.23) es continua, pues denotando L(v) = L{(v)+ Lp(v) donde

Li(v) = /01 fvdxy Ly(v) = gv(1), resulta aplicando la desigualdad de Cauchy-
Schwarz

1
|[Li(v)| = |/0 Svdx| < | fllozlvllo.r < 1 f Mo,z lIvI,z
y por otra parte

IL2(v)] = [gv(D)] < [g] sup ) vl = lglIvllo.co.r < lglvlir < IglIvIz

x€(0,

donde la desigualdad sup, (g 1) [v(x)] = [[Vlo,co,r < [v[1,1 se puede deducir ra-
zonando como en lema tomado el valor sup,.¢ (g 1) [v(x)| en la desigualdad

Vllo.cor = sup ()| < sup x2vli;=v]is
x€(0,1) x€(0,1)

Comentario 7.1. La constante de continuidad de la forma L, (-) se puede mejorar
utilizando la desigualdad (7.19)

1
[Li(v)|= |/ fvdx| <l flloglvlio,r £ —=fllo,z1vI,e < —=fllo,zlIvl,z
0 \/_ \/_

Teorema 7.8. El problema anterior es equivalente a:
Hallar u € H tal que
J(u) = inf J(v)
veH

donde X 1 1
J(v)=§‘/0 (v')zdx—‘/0 fvdx—gv(l)

Demostracion:

La forma bilineal (7.22) continua y eliptica es también simétrica.
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Teorema 7.9.
La solucion débil del problema [7.7) verifica la ecuacion [7.16] en el sentido de las
distribuciones y en consecuencia u € H*(I).

Ademds la solucion débil del problema[7.7] verifica las condiciones de contorno

717y[7.18

Demostracion:

Sea u € H la soluci6n del problema débil (7.2T). Tomando en (7.2T)) en lugar de v
cualquier funcién ¢ € D(I) c H, funciones de clase C* (1) y de soporte compacto
en /, tenemos

1 1
/ u'(p'dx:/ fodx YoeD()
0 0

puesto que ¢(1) = 0. Podemos interpretar las integrales de la expresion anterior
como el valor de las distribuciones u#” y f en ¢’ y ¢ respectivamente, es decir,

(u',¢") =(f.0) Vo e D)

o bien
—u", @) =(f,p) Vo € D(I)

de donde
—-u"=f enD'(I)

finalmente, como f € L2(I)
—u"=f enl*() y ueH* )
ademds la igualdad en L2(I) implica
—u""(x)=f(x) enc.tp.del
que es la ecuacién (7.16).
Por una parte la condicién de contorno (7.17) u(0) = 0 se verifica pues u € H.

Por otra parte hemos deducido que u € H*(I) y podemos aplicar la férmula de
integracion por partes en (7.21). Tendremos

1 1
—/ u"vdx+ [u'v](l) = / fvdx+gv(l) YveH
0 0
Segun hemos visto en el apartado anterior —u”’ = f de donde

w'(Hv(l)=gv(l) VveH
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tomando en particular una funcién v € H tal que v(1) = 1 resultau’(1) = g que es la
condicién (7.18).
[ ]
Veamos un ejemplo (tomado de [2]) en el que la forma bilineal asociada no es
simétrica y por lo tanto no se puede formular como un problema de optimizacion.

7.1.4. Problema con forma bilineal no simétrica

Sea I=(0,1) CR, fe€ LZEI). Consideraremos el problema mixto Dirichlet-
Neumann siguiente: Hallar u : I — R tal que

—u"” (x)+u’ (x)+u(x) = f(x)enl (7.24)
W'(0) =0 (7.25)
W' (1) =0 (7.26)

Siguiendo el procedimiento de los casos anteriores mediante integracién por
partes la formulacién débil resulta en este caso

ueHY(I) (7.27)

1 1 1 1
/ u'v'dx+/ u'vdx+/ uvdx:/ fvdx YveH'(I) (7.28)
0 0 0 0

Teorema 7.10. El problema (7.27)- tiene solucion tinica.

Demostracion:

Demostraremos que la forma bilineal

1 1 1
a(u,v)z/ u'v'dx+/ u’vdx+/ uv dx
0 0 0

es continua y eliptica en H'(I).

= a(-,-) es continua:

1
latun) = |+ [ uva
0
y aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz

la(u, )| < llullyr v+ 1 o,z lvilo,r
<2lulli, g v,z
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= a(-,-)eseliptica

1
a(v,v) = /(v)zdx+/ vvdx+/ v2 dx
0
/(v)zdx+ /vzdx
v
+—/ (v')zdx+/ v'vdx+—/ v2dx
2 Jo 0 2 Jo
1! 1! 1!
=—/ (v’)2dx+—/ v2dx+—/ (v+v")dx
2Jo 2 Jo

1
> IR,

[ ]

En los ejercicios se proponen diversos ejemplos que son variantes

de los problemas anteriores. En particular los ejercicios corresponden a

ejemplos en los que la forma bilineal no es simétrica. El ejercicio[7.4]se refiere a una

variante del problema (7.27)-(7.28) y es un ejemplo en el que la forma bilineal deja
de ser eliptica segin los valores que tome un pardmetro.

7.2. Problemas de contorno elipticos de segundo orden en
dimension mayor que 1

En esta seccion estudiaremos problemas de contorno asociados a ecuaciones en
derivadas parciales de segundo orden que aparecen en numerosos ejemplos en fisica
e ingenierfa. El primer ejemplo es un modelo sencillo para los pequefios despla-
zamientos u# de una membrana eldstica relativos a su posicién de equilibrio, como
consecuencia de estar sometida a una fuerza por unidad de 4rea f. Este modelo
aparece también en electrostatica donde la incégnita u es el potencial electrostético
y f es la densidad de carga eléctrica. En otro contexto u representa la distribucién
de temperatura de un cuerpo cuya temperatura en el contorno es nula y el segundo
miembro f representa una fuente de calor distribuida. Resolveremos este problema
con ayuda del marco funcional introducido en los capitulos anteriores. Los siguientes
ejemplos serdn variantes de este primer ejemplo en los que consideramos distintas
condiciones de contorno y distintas modificaciones del operador en derivadas par-
ciales. El método que seguiremos es esencialmente el mismo que hemos utilizado
en los ejemplos de la seccién anterior dedicada a problemas en dimensién 1: In-
troduccién de una formulacién débil, resolucién del problema débil (existencia y
unicidad), retorno a la formulacion clasica.
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7.2.1. Problema de Dirichlet homogéneo asociado al operador —A

Sea Q un abierto acotado de R con frontera I" de clase C' a trozos. El problema
a resolver es:
Dada f € L*(Q), hallar u definida en Q y solucién de,

-Au=f enQ (7.29)
u=0 sobrel (7.30)

Si buscdsemos una solucién u cldsica, por ejemplo que fuese de clase C2, obser-
vemos que este problema no tiene solucidn, pues se requerird al menos que f sea
continua. Para dar un significado preciso a la expresién (7.29) supondremos que u
es suficientemente regular, por ejemplo u € H*>(Q), entendiendo las derivadas en
el sentido de las distribuciones. Multiplicando la ecuacién por una funcién
vE Hé (Q) e integrando en €,

/—Auvdx:/fvdx
Q Q

Utilizando la férmula de Green (teorema [6.18)), teniendo en cuenta que v|r =0

tenemos,
/—Auvdx:/Vu'Vvdx
Q Q

de modo que la ecuacién anterior queda,

/Vu-Vvdx:/fvdx Vv € H)(Q)
Q Q

Esta ecuacion tiene sentido aunque u no esté en H>(Q), basta con que u € H'(Q).
Por otro lado, al ser u = 0 sobre I' y por las propiedades de I" tenemos que u € Hé (Q).
Asi podemos reemplazar el problema anterior por la siguiente formulacién débil:
Dada f € L*(Q) hallar
ueH)(Q) tal que (7.31)
/Vu -Vvdx = / fvdx VveH)(Q) (7.32)
Q Q

Teorema 7.11. El problema - tiene solucion unica.

Demostracion:

Basta demostrar que se verifican las condiciones del teorema de Lax-Milgram

E.17]siendo,
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H=H)(Q),
a(u,v) =fQVu-Vvdx
L(v)= [, fvdx

Evidentemente a(-,-) es bilineal. La continuidad se obtiene gracias a la desigual-
dad de Cauchy-Schwartz, en efecto,

la(u,v)| = |/QV14-Vvdx| = |Z?:1f96—”6—vdx|

Xi 6x,-

d d
< T | o b 2z x| < 2L 125 ool S oo
ou |2 172 v (12 172
< (2L ) (L 12212 )

=luli,elviie < llulliellviie.

La elipticidad se obtiene por la equivalencia de normas en H(]) (Q), por ser Q acotado,
ya que en este caso se verifica la desigualdad de Poincaré (teorema[6.9), en efecto

d
ov 2
a(v,v)zz'/g(—ax.) dx =} o > alvl g
i=1 !

donde « es la constante C; del corolario de la desigualdad de Poincaré.
Finalmente L : Hé (Q) = Rcon L(v) = |, fvdx,esevidentemente lineal y ademds

L(v)= ‘/Qdex < fllo.allvilo.e < I fllo,@llvilie

es por tanto continua.
[
Observar que evidentemente una solucién del problema de partida (7.29)-(7.30) es

solucién del problema débil || - l) Reciprocamente, siu € Hé (Q) es solucién
(7.32]

del problema débil (7.3T)- ) en un sentido apropiado. Mds precisamente tenemos
el siguiente:

Teorema 7.12. La solucién u de (7.31)-(7-32)verifica la ecuacion (7.29) en el sentido
de las distribuciones y la condicién de contorno ([7.30).

Demostracion:
SeaVp € D(Q) C Hé (€), podemos escribir
/ Vu-Vodx = / fodx YeoeD(Q)
Q Q

que interpretdndolo como productos de dualidad entre D (Q) y D’ (£2), equivale a,

(Vu,Vo) ={(f,¢) YoeD(Q)
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y aplicando la definicién de derivada en el sentido de las distribuciones,

(mAu, ) =(f,p) VeeD(Q)

De este modo recuperamos la primera ecuacién (7.29) en el sentido de las distribu-
ciones.
En particular, como f € L?(Q), se tiene

—Au=f en L*(Q),
y por las propiedades de las funciones de L*(Q)
—Au=f, en c.tp. de Q.

Por altimo, al ser u € Hé (Q),siQes C 1 regular o suficientemente regular de modo
que sea aplicable el teorema de la traza entonces u|r = 0.
|
Dada que la forma bilineal en (7.32)) es simétrica tenemos el siguiente

Teorema 7.13. El problema ({7.31)-(7.32)) es equivalente al siguiente problema de
optimizacion,
Dada f € L*(Q), hallar u € H(]) (Q) tal que

J(u) = Hlef‘lllf(v) (7.33)

donde J(v) = %fg 4 (g—;)zdx—/gfvdx.

Demostracion:

La forma bilineal asociada al problema (7.31)-(7.32)) es simétrica.

Comentarios

= A diferencia de los problemas unidimensionales la regularidad de la solucién u
de la formulacién débil no es inmediata. En este caso obtenemos Au € L?(Q)
lo que nos asegura Unicamente que esta combinacién lineal de las derivadas
segundas es de cuadrado integrable, pero no necesariamente que cada una de la
derivadas parciales segundas lo es. Sin embargo bajo determinadas condiciones
de regularidad de Q, por ejemplo siI" es de clase C!, (0 Q convexo y de clase C'
a trozos) entonces se puede demostrar que si f es una funcién de L*(Q) entonces
u € H*(Q). Aqui no trataremos el problema de la regularidad, remitiendo para ello
a libros mads especializados. Por ejemplo para un tratamiento no excesivamente
técnico se puede consultar [3].

= Es sencillo obtener (ejercicio la dependencia continua de la solucién con
respecto a los datos del problema, mas precisamente: La solucién u del problema

(7.31)-(7.32) verifica
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1
lellio < =1l (34)

donde « es la constante de elipticidad.

= En mecdnica, por ejemplo si estamos considerando la deformacién de una mem-
brana, la formulacién cldsica (7.29)-(7.30) expresa el equilibrio de las fuerzas
internas con las fuerzas externas y es consecuencia inmediata de la ley de New-
ton del equilibrio de fuerzas. Por otra parte la formulacién débil (7.31)-(7.32)
se conoce en mecanica como el principio de trabajos virtuales. Por ejemplo, si
estamos considerando la deformacién de una membrana, las funciones v repre-
sentan un desplazamiento virtual compatible con las restricciones, el término del
primer miembro representa el trabajo virtual (producto de una fuerza por un des-
plazamiento) realizado por el total de fuerzas internas mientras que el segundo
miembro representa el trabajo de las fuerzas externas. Asi el principio de trabajos
virtuales dice que el desplazamiento de equilibrio de la membrana ante la accién
de un fuerza externa se obtiene cuando el trabajo de las fuerzas internas es igual
al trabajo de las fuerzas externas cualquiera que sea el desplazamiento virtual
compatible con las restricciones del sistema. Finalmente la formulacién como
problema de optimizacién responde al principio de minima energia, es
decir, la funcional J representa la energia total de la membrana para un despla-
zamiento v compatible con las restricciones. El principio de minima energia nos
dice entonces que la situacién de equilibrio se obtiene para un desplazamiento u
que minimiza la energia J.

7.2.2. Problema de Neumann homogéneo asociado al operador
—-A+1d

Sea Q un abierto acotado de R con frontera I" de clase C' a trozos. El problema
aresolver es:
Dada f € L*>(Q), hallar u definida en Q solucién de,

—Au+u =f en Q (7.35)
8_u =0 sobrel’ (7.36)
on

Supongamos que u es suficientemente regular, por ejemplo u € H?(€2). Multipli-
camos la ecuacién (7.35)) por una funcién v € H'(Q) e integramos en Q

/—Auvdx+/uvdx=/fvdx
Q Q Q

Utilizando la férmula de Green (teorema , teniendo en cuenta que g—; Ir =0,
tenemos
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/—Auvdxz/Vu-Vvdx
Q Q

de modo que la ecuacién anterior queda

/Vu~Vvdx+/uvdx=/fvdx VveH(Q)
Q Q Q

Podemos reemplazar el problema anterior por la correspondiente formulacién
débil siguiente: Dada f € L?(Q) hallar

ue H'(Q) tal que (7.37)

/Vu~Vvdx+/uvdx=/fvdx Vve H(Q) (7.38)
Q Q Q

Teorema 7.14. El problema (7.37)-(7.38) tiene solucion vinica.

Demostracion:

Se demuestra aplicando el teorema de Riesz-Frechet[d.T1]eligiendo

H=H'(Q),

d
a(u,v)=x7, Qg—;g—;dx+/guvdx= (u,v)1.0

L(v)= fov dx.
pues:

» Laaplicacién L : H'(Q) — R donde L(v) = fgfvdx, es lineal y verifica
Lw)= [ frae<iflnalbloa < I loalvii
es por tanto continua.

= La aplicacién bilineal a(-,-) es el producto escalar en H' (Q).

Comentarios

1. Es evidente que una solucién del problema (7.33))-(7.36)) es soluci6n del proble-
ma débil (7.37)-(7.38). Veamos en que medida una solucién del problema débil

(7.37)-(7-38) es también solucién del problema (7.33)-(7.36). Si u es solucién
de (7.37)-(7.38), como D(Q) c H'(Q), se verifica,
/ Vu-V(,odx+/ updx = /fgodx Yo e D(Q)
Q Q Q

Interpretando las integrales como productos de dualidad entre D’(Q) y D(Q),
podemos escribir,
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(Vu,Vo)+{u, @) ={f,p), VYoeD(Q)

y como por definicién de derivada en el sentido de las distribuciones
<VM’ VQD) = —<AM, §0>

podemos recuperar la ecuacién de la formulacién fuerte en el sentido de las
distribuciones,
—Au+u=f enD'(Q)

De hecho, como f € LQ(Q), se tiene,
—Au+u=f enL*(Q)

Para recuperar la condicién de contorno se necesita cierta regularidad en la
solucién. En efecto, si suponemos que u € H(Q) (por ejemplo si I' es de clase
C' 0 Q convexo y de clase C! a trozos, se puede demostrar que si f es una
funcién de L?(Q) entonces u € H>(Q)) y tiene sentido integrar por partes en la
ecuacion de la formulacion débil,

/(—Au+u)vdx+/6—uvd0':/f(pdx
Q ron Q

pero como ya hemos recuperado —Au+u = f en L>(Q), entonces

P
M ydor=0 VveHI)
ron

Como u € H*(Q) entonces 3_1:7|r € L*(I'), y al ser H'/>(T") denso en L*(I), se
tiene que g—; I[r=0en L*(I).

Observar que para recuperar la condicién de contorno es imprescindible la
hipétesis de regularidad u € H*(Q).

Al ser a(-,-) el producto escalar en H'!(Q), es simétrico, y tenemos la equiva-
lencia del problema (7.37)-(7.38) con el problema de optimizacion:

Dada f € L*>(Q), hallar u € H'(Q) tal que,

J(u) = 51"151/‘1/1.](\/)

donde J(v) = %(/Q 4 (,59—,2)2dX+/g uvdx) —fovdx.

En el problema de Neumann las condiciones de contorno estdn recogidas im-
plicitamente en la formulacién débil, mientras que en el problema de Dirichlet
aparecen impuestas por el espacio funcional elegido para resolver el problema.
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7.2.3. Problema de Dirichlet no homogéneo asociado al operador
—-A

Sea Q un abierto acotado de R con frontera I" de clase C' a trozos. El problema
aresolver es:

Dada f € L>(Q) y g € H/>(I') (véase definicién , hallar u definida en Q
solucion de,

-Au=f en Q (7.39)

u=g sobre I (7.40)

Supongamos que u € H>(Q), multiplicamos la ecuacién (7.39) por una funcién

v E H(])(Q) e integramos en . Aplicando la férmula de Green (teorema D
obtenemos que la funcién u verifica,

Hallar we{veH';ulr=g} tal que (7.41)

/Vu-Vvdxz/fvdx, VveHé(Q) (7.42)
Q Q

Esta formulacién no encaja en el marco abstracto del teorema de Lax-Milgram
puesto queu € H'(Q) conulr =g yv € H} (Q). Pararesolver este inconveniente
procederemos mediante una traslacién al caso homogéneo. Como g € H'/2(I), existe
una funcién uy € H' (Q) tal que ug|r = g. Sea w = u —ug, entonces wlr =0, y si u es

solucién de (7.41)-(7.42)), entonces w lo es de

Hallar w e H)(Q) tal que (7.43)
/ Vw - Vvdx = / fvdx — / Vug-Vvdx, VveH)(Q). (7.44)
Q Q Q

donde ug € H'(Q) con up|r = g.

Teorema 7.15. El problema (7.41)-(7.-42)tiene solucion vinica.

Demostracion:

Primero veamos que (7.43)- tiene solucion tnica. La forma bilineal en
(7.44) es la del problema homogéneo, por tanto continua y eliptica en Hé (Q). La
forma lineal es suma de la forma lineal del problema homogéneo y de la aplicacién
lineal

HY(Q) —R

Vi —/ Vug-Vvdx
Q
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que es también continua, en efecto

d 2]
I/QVMO-Vvdx| =125 Jo a—;’i_)g—;dﬂ

d dug O d ou o
<SG a—ga—fidfjgﬁ izt ”6_x(3”0~9‘1U267V,~”0’9
d dug 112 d o 2
< (ZL9220) (T 12213 )

=luol1,elvlia < luoliallvil,e-

El teorema de Lax-Milgram [4.17] nos da la existencia y unicidad del problema
trasladado.

Una vez resuelto (7.43)- la solucién de (7.41)-(7.42) que buscamos es
u =w+ug. Esto nos da la solucién u. Sin embargo hay que verificar que esta
solucién u asi obtenida es unica, ya que en principio podria parecer que u depende

del valor de ug elegido. La solucién de (7.41)-(7.42) es tnica:
Sean u; y u> dos soluciones del problema(7.41)-(7.42). Se verifica

JoVur-Vvdx = [, fvdx VveH)(Q)

uilr=g
JoVuz-Vvdx = [, fvdx VveH)(Q)
urlr=g

restando las dos expresiones

/QV(ul —uy)-Vvdx=0 Vv EH(])(Q)
(41 —u2)|r=0

tomando v =u; —up € H(‘) (L), resulta con @ > 0 la constante de elipticidad
i =10l g < i sl o = [ 900 =10) -V =) =0
Q

por tanto |[uy —uz||? , =0 en H'(Q), luego u; =us en H'(Q).
[
En el ejercicio [7.6] se estudia la formulacion de (7.41)-(7.42) como problema de
optimizacion.

7.2.4. Problema de Neumann no homogéneo asociado al
operador —A +1d

Sea Q un abierto acotado de R? con frontera I de clase C' a trozos. El problema
aresolver es:

Dadas f € L>(Q) y g € L>(T') (o bien g € H"/>(T"), donde H~'/?(I") designa el
espacio dual de H'/?(T") ), hallar u definida en Q y solucién de
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—Au+u=f en Q (7.45)
Ou _ g sobre I’ (7.46)
an

Supongamos que u € H*(Q), multiplicamos la ecuacién (7.45) por una funcién
v e H(Q) e integramos en Q. Aplicando la férmula de Green (teorema [6.18)
obtenemos

/Vu'Vvdx+/uvdx —vda’ /fvdx VVEH (Q).
Q Q ron

Utilizando la condicién el correspondiente problema variacional o formu-
lacién débil serd
Dadas f € L?>(Q) y g € L*(T'), hallar u tal que

ueHY(Q) (7.47)

/Vu-Vvdx+/uvdx:/fvdx+/gvd0' Vve H(Q) (7.48)
Q Q Q r

Observacion: Si g € H~'/2(I') hay que sustituir el término /ngdo' por (g,v)1/2.r
donde (., .)1 /2. es el producto de dualidad entre H~'/2(I") y H'/?(T")

Teorema 7.16. El problema (7.47)-(7.48) tiene solucion inica.

Demostracion:

La demostracion es como en el caso homogéneo, aplicando el teorema de Riesz-
Frechet donde,
H=H'(Q),

a(u,v)= Z:i 1f9 6; g; dx+/guvdx— (u,v)1.0,
L(v)= fgfvdx+f gvdo.

Basta demostrar que la siguiente aplicacién es lineal y continua,

H'(Q) —R
Vi fl_gvda'.

Evidentemente es lineal, veamos la continuidad que se obtiene gracias a la desigual-
dad de Cauchy-Schwarz y al teorema de la traza

1/2 1/2
/ngdO' < (/ngda) (/szdO') =
= llgllo.rllvilo.r < Cligllo.rlviiie
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Por tanto, estamos en condiciones de aplicar el teorema de Riesz-Frechet d.11] que
nos asegura la existencia y unicidad de la solucién.
[

Observacion: Si g € H~'/?(I), tenemos que para todo v € H'(Q),

(& vov)iar < lgll-12.rllvovilier < llgll-i2rlvilne

1.0 paratodo v € H' por la definicién de la normaen H'/2(T").

pues [lyovili2r < v

Al ser la forma bilineal simétrica de nuevo la formulacién débil es equivalente a
un problema de optimizacién (ejercicio[7.7).

7.2.5. Problema de contorno asociado a un operador eliptico de
segundo orden

En este apartado consideramos un problema de contorno asociado a un opera-
dor general eliptico de segundo orden. Siguiendo a [9] procederemos formulando
inicialmente el problema débil para recuperar posteriormente la formulacién clésica.

Sea Q un abierto acotado de R? con frontera I" de clase C' a trozos. Sea H un
subespacio cerrado de H'(Q) tal que,

HY{(Q)CHCH (Q).

Sean a; j, 1 <1i,j < dy ao funciones medibles y acotadas en £, es decir funciones
de L*(Q) y la forma bilineal a(-,-) : HXxH — R

d
ou Ov
,V—> y = [ — d 749
u,v a(u,v) /Q(i’j;aw o, ox; +aouv) dx (7.49)

que es una forma bilineal y continua en H' () x H'(Q). En efecto, la bilinealidad
es inmediata. Verifiquemos la continuidad:
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d ou Ov
> e d d
| /g“”ax,- oxi x'*'/g“"“v "

ij=1

IA

lau,v)|

IA

, d u av
mix llaijlosma ), (I3 loall s loa) + laollomallulioallvioa
ij il )Cj Xi

d d
. ou ov
méx ai;lo.c0( Y 1o lloa) ( D15 lo.e) +llaollo.s.ollullo.elvlo.
ij = ij pay (9xl~

d 12, u 12, & 12, E oy 1/2
mx laisloea( 20 12) (DI 13a)  (D01) (DN l3)
vixlaisllo..o ,Zl i, oa) (21°) (215, e

= i=1

IA

+laollo,c0,ellulli,ellvl,o
(dfr}iix llai;llo,c0. + llaollo,c.0) lluell1,0llv

IA

l1,0

Supongamos que a; j, 1 <i,j < d'y ao verifican las hipétesis de elipticidad siguien-
tes:

1. Existe un nimero real @ > 0 tal que,
d
VE e RY, Z ai j(x)&é; > alé)? ctp. en Q.
i,j=1
2. Existe un ntimero real ay tal que,
Vx € Q, ap(x) = ap c.t.p. en Q.

De estas hipétesis se deduce que a(-,-) es eliptica si g > 0. En efecto

a(v,v) =

v I
Q S~
M
M
o <
?|3’ §>|§o
— <
> Z®
2 &
< +
.'o\a :o\a
<
&8
= <
&

2 2
= (1|V|1,Q+QOHVHQ,Q

Cuando H = H'(Q) la condicién ag > 0 es necesaria y suficiente para que la
forma bilineal a(-,-) sea H-eliptica pues

a(v,v) = min{a,ao}||v|1.0

Por otra parte, cuando H = Hé (Q), para que la forma bilineal a(-, -) sea eliptica basta
que ap > 0, o incluso es suficiente que g > _ch(g)’ donde C (L) es la constante de la
desigualdad de Poincaré (6.10). En efecto si ag > 0 la equivalencia de la seminorma

|-|i.0ylanorma | -|;.q en Hé (L) nos da la elipticidad. Si 0 > g > —#Q), de la
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desigualdad de Poincaré (6.10) deducimos
a0lvlIg o = 20C*(Q)Iv]; o

de donde

2 2 2 2 2
a(v,v) z av[] g +aollvlig o = (@+@CH(Q))Iv]] o = @ IV]] o

siendo @’ = @ +aC?(Q) > 0. De nuevo la equivalencia de la seminorma |- |1 o y la
norma || - ||1.q en Hé () nos da la elipticidad.
Finalmente, sea f € L*>(Q) y definamos,

L():H—R (7.50)

v — L(v) =‘/vadx

que es lineal y continua en H.
Definimos ahora el siguiente problema: Dadas a(-,-) y L(-) definidas sobre H
hallar « tal que

ueH (7.51)
a(u,v)=L(v) VveH (7.52)

Si la forma bilineal a(-,-) es eliptica el teorema de Lax-Milgram nos da la
existencia y unicidad de la solucién de (7.51)-(7.52).

Veamos como recuperar el problema fuerte a partir de esta formulacién variacio-
nal. Si elegimos una funcién ¢ € D(Q) en lugar de v € H, utilizando las reglas de
derivacion en el sentido de las distribuciones, obtenemos,

a(u,p) = (Au, ¢),

donde A es el operador diferencial eliptico de segundo orden con coeficientes varia-
bles definido por

=3 e, 2
7 ij=16xi al’jaxj o

Por otra parte L(¢) = (f, ¢). Por tanto, se verifica la ecuacién en derivadas parciales

de segundo orden
Au=f

en el sentido de las distribuciones sobre Q. Pero como f € L?(Q), entonces la
distribucién Au € L*>(Q) y la igualdad anterior es cierta en L?(), en consecuencia,

Au(x) = f(x) c.t.p.enQ.

Teniendo en cuenta que Au = f € L*(Q) deducimos también
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a(u,v)= /Auvdx VveH
Q

relacién que tenemos que traducir en términos de condiciones de contorno. Para
esto es para lo que necesitamos suponer que la frontera I' de Q es de clase C' a
trozos, es decir que estamos en condiciones de poder aplicar el teorema de la traza.
Supongamos ademds que las funciones a; ;, 1 > i, j > d son funciones de C Q) y
que u € H*(Q), por tanto las funciones Z?:] ai,ng”j, 1 <i < d pertenecen a H'(Q).
Entonces aplicando la férmula de Green (teorema [6.15) tenemos que para toda
u e H*(Q) yparatodav € H (Q),

/ Auvdx = — /taj | o (auax )vdx+fga0uvdx
_./Q i,j=1 ’fg;[ g)‘c) dx+‘£2a0qux fl’zld] lallﬁx TI’VdO—

=a(u,v)- fram\vda

9_ _yd S0 i i i
donde el operador 77~ =37 ai ax; i S€ denomina derivada conormal asociada
al operador A. Por lo tanto, despejando

0
a(u,v) = / Auvde+ | 2Lyvdo
Q r ona
por lo que podemos deducir que,
/—vda' 0 VveH (7.53)
ona

donde esta tltima relacién tiene sentido si se dan las condiciones de regularidad
supuestas.
Veamos que problema fuerte estamos resolviendo segtin la eleccién de H.

1. SiH= Hé () estamos resolviendo un problema de Dirichlet homogéneo.
El problema resuelto es,

Au=f enQ
u=0 sobrel’
En este caso @9 > 00 a0 > 57 ( o ©s suficiente para que el problema variacional

tenga solucion tnica.
2. Si H = H'(Q) estamos resolviendo un problema de Neumann homogéneo.
El problema resuelto es,

Au=f enQ
0

“ =0 sobre I
na

En efecto con las condiciones de regularidad supuestas veamos que (7.53)
implica -2 ﬁn = 0. Con estas condiciones de regularidad la derivada conormal
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ou
ana

ve H'(Q) estd en H'/>(I") y como este espacio de trazas es denso en L*(I')
obtenemos que

de la solucién pertenece a H'/>(I") ¢ L?(I). Las traza de cualquier funcién

0
%0 sobre I
ana
es cierto para todo v € L*(T") y por lo tanto aa:A = 0 puesto que la integral en la

expresion 1} es el producto escalar en L*(T") de % y v|r.
En este caso es necesario suponer @g > 0 para que el problema débil tenga
solucién tnica. Estudiaremos la situacion ag = 0 con més detalle para el caso

A =—Aen el apartado

SiI'yp y I'1 son dos partes complementarias de la frontera I' de manera que
'=Tyul'y y IgnI'1=0

Si H={veH"(Q);v=0sobre I'y} estamos resolviendo un problema mixto de
Dirichlet-Neumann. Formalmente el problema resuelto es,

Au=f enQ
u=0 sobrel
0
g 0 sobre I’y
ona

y donde la condicién de contorno de tipo Neumann sobre I'; se puede justificar
con suficientes condiciones de regularidad.

La aplicacién composicién de la aplicacion traza H' (Q) — L?(I") y de la apli-
cacién restriccién de L2(T") sobre L?(I'y) es evidentemente continua de H'(Q)
en L?(I'y). Es sencillo comprobar que H es un subespacio cerrado de H'(Q)
(ejercicio y por lo tanto espacio de Hilbert con la norma inducida por la
de H'(Q). Si suponemos que @ > 0 entonces la aplicacién bilineal a(-,-) es
eliptica y el correspondiente problema variacional tiene solucién unica.

En el caso ap > 0 si suponemos que Q es conexo y la parte de la frontera
con condiciones de tipo Dirichlet 'y, tiene medida d — 1 dimensional no nula,
entonces como H es un subespacio cerrado de H'(Q), la elipticidad de la
aplicacion bilineal a(-, -) es consecuencia del siguiente teorema:

Teorema 7.17. Si Q es un abierto acotado conexo de R? con frontera T' de
clase C' a trozos y Ty una parte de la frontera de medida d —1 dimensio-
nal no nula, entonces la seminorma |- |1 o es una norma sobre el espacio
H={veH(Q);v|r, =0} equivalente a la norma || - ||1 o

Demostracion:

Veamos que la siguiente aplicacion es una norma sobre H,
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H—R
d
v ha= (1203 )

Basta demostrar que si v € H es tal que |v|;,o = 0 entonces v = 0. En efecto, si
[v]1.@ = 0 entonces 6 =0en Q,paratodoi=1,...,d, por tanto v es constante
en  en virtud de su conex1dad, pero como ademas v|r, =0, entonces v =0 en
Q.

Veamos ahora la equivalencia de las normas, es decir existen dos constantes Cj
y C, positivas tales que para toda v € H,

Cilvilie £ vl £ Glvile (7.54)

Evidentemente, la segunda desigualdad es cierta con C; = 1. La primera des-
igualdad se deduce por reduccién al absurdo. Supongamos que esta desigualdad
no es cierta, entonces para todo entero positivo n existe una funcién w, € H
tal que ||wy|l1.0 > nlwnli.q. Sea v, =wy/||wall1,0, asi obtenemos una sucesion
(vi)nen H talque [[v,ll1,o =1y [v4]1,0 < 1/n. Por el teorema de Rellich[6.19] 1a
inyeccién canénica de H' (Q) en L*(Q) es compacta, por tanto podemos extraer
una subsucesién {v,} convergente en L*(Q),

vy——Vv en L*(Q).
/J—)OO

Pero tenemos que |v |10 < 1/u —> 0, por tanto para i =1,...,d, se tiene

I 6V“ llo.o < 1/u —>0 es decir 2% Firs Y. —(). Luego v € H'(Q), como H es cerrado

v € H. Ademas v es constante en Q y como v|r, = 0, entonces v =0 en Q, pero
esto no es posible porque ||v||1,0 = limy e [[Vull1,0=1.
|

7.2.6. Problema mixto asociado a la ecuacion de transmision de
calor

Consideremos el problema de la determinacién de la distribucién de la tempera-
tura u de un cuerpo que ocupa una regién Q del espacio R?, siendo d =2 6 3. La
frontera I' de Q estd constituida por dos partes complementarias I'g y I'; de manera
que '=ToyUT; yI'yNI'; = 0. En fisica e ingenieria se conoce con frecuencia la
temperatura de una parte Iy de la frontera de Q y en el resto de la frontera I'; se
conoce, sino el flujo de calor, una relacién que liga éste con la temperatura en 'y,
que suele ser una condicion de transmisién de calor por conveccion en la frontera y
que depende de un coeficiente & de conveccion.

Las ecuaciones que rigen este ejemplo son
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d

4] ou
-y (k=) = Q 7.55
; 6)(?1‘ ( ’6xl~) f - ( )

4 du
_Z ki—n;i=h(u—us) sobre I'y (7.56)

e 6xl-
u =g sobre I'p (7.57)

donde k; € L= (Q) es la conductividad térmica en la direccién x;. Si k; = k para
i=1,...,d, se dice que el medio es isétropo, es decir las propiedades de transmisién
de calor del medio son las mismas en todas las direcciones. Supondremos que existe
una constante o > 0 tal que k; > @ para i = 1,...,d. También suponemos que el
coeficiente de conveccion i € L= (I'}) con h > 0. Finalmente u., es la temperatura
del ambiente que rodea I'; y supondremos Ao, € L®(I'}). Finalmente f € L?(Q) es
la fuente de calor y g € H'/>(I'y) es la temperatura en I'.
La formulacién débil del problema (7.55)-(7.56)-(7.57) es: Hallar u tal que

ueH={veH (Q); v|r, =0} (7.58)

d

ou 0
Z/ki—u—vdx+/ huvd(rz/fvdx+/ husvdoVve H (7.59)
o 0x; 0x; T Q T

Dejamos como ejercicio [7.9) deducir la formulacién débil (7.58)-(7:39) del pro-
blema (7.53)-(7.36)-(7.57).

Teorema 7.18. El problema (7.58)-(7.39) tiene solucion tinica

Demostracion:

Procediendo como en el problema de Dirichlet no homogéneo [7.2.3] nos trasla-
damos al caso en el que g = 0. Sea una funcién uy € H'(Q) tal que ug = g sobre I'y.
Resolvemos entonces el problema: Hallar w € H tal que

alw,v)=L{(v)+Ly(v) VveH (7.60)
donde
d ow Ov
= E ki——dx hwv d 7.61
a(w,v) 2o D O +‘/1"] wvdo (7.61)

Ll(v)szvdx+/ huevdo
Q I

d
dug Ov
Ly(v) = - k=222 g — | hugvd
2(v) ;/ﬂ On; O by -/F1 ugvdo
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La forma bilineal (7.61) es continua y eliptica. En efecto

= Continua: Para todo u,v € H tenemos

.....

donde hemos utilizado el teorema de la traza para la mayoracion de los términos
en la frontera I';.
= Eliptica: Para todo v € H tenemos

d
av
a(v,v) Zz;/gzki(a_xi)zd)H-/rl ?do

2 2
zalvl] g 2 Clvll] o

siendo aqui C = aC; donde C; es la constante en de equivalencia de la
seminorma y la norma en el espacio H.

= De forma anéloga a los casos anteriores se demuestra que las formas lineales L
y L, son continuas.

Obtenida la solucién w, tendremos que u = w +u es solucion del problema (7.58))-
(7.59). La unicidad se demuestra andlogamente a lo realizado en el teorema[7.15]y
observando que en H la seminorma |.|; o y lanorma ||.||; o son normas equivalentes

(véase teoremal[7.17).

7.2.7. Un ejemplo sin unicidad

Consideramos aqui el problema de Neumann asociado al operador de Laplace:
Dadas f € L?>(Q) y g € L?*(I') hallar u definida en Q y solucién de

—Au=f en Q (7.62)
ﬁ_u =g sobre T’ (7.63)
on

En caso de que tenga solucidn, ésta no seria inica pues cualquier solucién mas
una constante seria también solucién. En ese caso podemos caracterizar el conjunto
de soluciones.

Razonemos desde el punto de vista fisico de la ecuacién del calor; u representa
la temperatura de un cuerpo, f € L?(Q) son las fuentes volumétricas de calor
y g € L>(T") las fuentes superficiales de calor. Estamos buscando una solucién
estacionaria, es decir independiente del tiempo. Si el aporte global de calor al cuerpo
es positivo (resp. negativo), la temperatura del mismo aumentard (resp. disminuird)
con el tiempo y por tanto la solucién no seria estacionaria. Luego parece un requisito
indispensable para que nuestro problema tenga al menos una solucién, que el aporte
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global de calor sea nulo, lo que matemdticamente se expresa como

/fdx+/gd0'=0
Q r

Veremos que esta es una condicién necesaria y suficiente para que el problema tenga
solucién. Empezamos introducuiendo una formulacién débil. Procediendo como
habitualmente

Dadas f € L?(Q) y g € L*(I'), hallar u tal que

ueH (Q) (7.64)

/Vu-Vvdxz/fvdx+/gvd0' VveH(Q) (7.65)
Q Q r

Primero observemos que tomando v = 1 obtenemos que la condicién

/fdx+/gdo'=0 (7.66)
Q r

es necesaria para la existencia de soluciéon. Desde el punto de vista fisico refleja
el equilibrio de las fuentes externas (como hemos sefialado, en un problema de
transmision de calor significa que el aporte total de las fuentes externas de calor al
cuerpo que estamos estudiando debe ser nulo para tener una solucién estacionaria).
Veamos que también es condicion suficiente. Inicialmente nuestro espacio de trabajo
serfa H'(Q). Sin embargo la forma bilineal a(u,v) = fQ Vu - Vvdx no es eliptica
sobre H'(Q), pues por ejemplo para la funcién no nula v = 1 en todo Q tendremos
a(v,v) = 0. Por lo tanto el teorema de Lax-Milgram4.17)no es aplicable.

Sin embargo, el hecho de que una solucién venga determinada salvo constantes,
nos lleva a introducir un nuevo espacio de clases de funciones, el espacio cociente

H=H"(Q)/R

cuyos elementos son clases de equivalencia , donde dos funciones u;,u; € H'(Q)
pertenecen a la misma clase de equivalencia si u; —up € R.

Siendo R un subespacio cerrado de H'(Q), el espacio cociente H es un espacio
vectorial normado con la suma, producto por escalares y norma habituales (teorema

U+V=u+v, con UEUYVEV
Ai=Au, con ueciu
lull =infueallulli o
Ademds H es un espacio completo con la norma || - || por ser H' (€) completo

y R un subespacio cerrado (teorema [3.8).
Por otro lado, podemos definir un producto escalar en H,
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(w,v)g = / Vu-Vvdx
Q

conu €uyv ev,y sucorrespondiente norma asociada,

Iﬁle(ﬁ’u')‘/zz(Zd]/(‘9_”)2dx)1/2
o = Ja 0xi '

Claramente este producto escalar y la norma asociada estdn bien definidos pues su
valor no depende del representante de la clase elegido. Ademds el producto escalar
es definido positivo, es decir (v,v)g =0siy solosiv = 0, pues la clase O es la clase
que contiene a las constantes, es decir 0 = R.

Teorema 7.19. La norma |u|lg = (u,u ‘1,/2 es equivalente a la norma cociente en
H=H"(Q)/R.
Demostracion:

En concreto, vamos a demostrar que existe una constante C > 0 tal que
Cllulle < ulm < [lulla

Primero observemos que para toda u € u se tiene,

d d

_ ou du

a3, = Z/Q(%)zdx < Z/Q(%)zd“/g“zdx =lelie
i=1 ! i=1 '

tomando el valor inferior para todo u € u,

~12 . 2 ~112
lulpy < infueallully g = llully

Para la otra desigualdad razonamos por reduccién al absurdo. Supongamos que
no es cierta de modo que para todo entero positivo n, existe una clase w, tal que
Wulg < lWnllg/n. Denotemos u,, = w,/||[Wal|lg, formando una sucesién
(un)n € H tal que ||upl|g =1y [up|g < 1/n. Como |[up || g =infy, ez, llunll1 o existi-
rd, cualquiera que sea n, un & > 0 y un representante u,, € u, tales que ||u, || < 1+e.
Entonces la sucesién (u,,), es una sucesién acotada en H'(Q), por tanto existe una
subsucesién (u,), convergente en L*(Q), sea u su limite. Por otra parte, como

|uyle < 1/u — 0, tenemos que g—';’: — 0en L?(Q) y por la continuidad de las de-

rivadas en el sentido de las distribuciones % =0 paratodoi=1,...,d. Por tanto
u, — uen H'(Q) y ademds u es constante de modo que

@l = f uylle < lluy—ulliog—0
u;,Eu”
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pero esto no es posible porque ||u, ||y = 1. Por lo tanto es cierta la desigualdad
|u]lg = C||lul|g paratodau € H.
[
Resumiendo H = H'(Q)/R es un espacio de Hilbert en el que || - ||z y | - | son
normas equivalentes.
Por otra parte, definamos la siguiente forma lineal,

L:H—R
V— L(T/')zfgfvdx+/l_gvda' Vvey

Es facil comprobar que estd bien definida, en efecto sean vy,v, € v, entonces
vi—vo=CE€RYy

Lf(vl—vz)dx+'/rg(v1—vz)d0'=C(/Qfdx+/rgd0')=O.

La linealidad es trivial y la continuidad se obtiene por la desigualdad de Cauchy-
Schwarz y el teorema de la traza, en efecto

L@ <] /Q Frax] 4] /F gvdor| < [ floalvllo.a+lgllo.rivlor
< (Ifloe+Cligloiviie Vved

donde C es la constante de continuidad en el teorema de la traza. Tomando el valor
inferior para v € v, tenemos

ILOG)] < (1 llo.a+C(Q)lIgllo.0) VIl

Por tanto, simplemente aplicando el teorema de Riesz-Frechetd.TT|en H, tenemos
la existencia y unicidad del problema siguiente,

Hallar 7€ H=H'(Q)/R tal que (7.67)
(uv)u=L(), VveH (7.68)

En definitiva hemos demostrado el siguiente:

Teorema 7.20. Si se cumple la condicion (7.66) el problema (7.64)-(7.63) tiene
infinitas soluciones y todas ellas difieren en una constante. Si la condicion ([7.66) no
se cumple entonces el problema ([7.64)-(7-63)) no tiene ninguna solucion.
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7.2.8. Un problema de Conveccion-Difusion

» Sea Qe R4 (con d =2 o 3) abierto conexo y acotado de frontera I' re-
gular constituida por dos partes complementarias 'y y I'y de manera que
I'=Tyul'yyI'yNT'| =0y con medidas d — 1 dimensionales [[g| > 0y || > 0.

n fel?(Q).

« be(CH(Q))? verifica

. ob;
v.b_izlzda—xi_o en Q

b.ii = Z bin; >0 sobrel’
i=1,...d

donde 7 denota el campo vectorial unitario normal dirigido hacia el exterior en
la frontera I".

Considerar el problema de contorno siguiente:

—Au+bNVNu=f en Q (7.69)
u=0 sobre I (7.70)
—Vu.ji=hb.iiu sobre I (7.71)

donde b.Vu = Yi=l...d big_)':i’ Vu.ii = Yizl...d g—)‘éni.

Considerar el espacio H = {v € H'(Q); v|r, }. Sea v € H, multiplicamos la ecua-
cion (7.69) por v e integramos en Q. Aplicando la formula de Green (teorema [6.18))
al primer sumando obtenemos

/%u.%vdx—/%u.fivd7+/l;ﬁuvdx=/fvdx
Q r Q Q

teniendo en cuenta que v = 0 sobre [y y la condicién (7. 71)) resulta

/§u.§vdx+/g.§uvdx+/ E.ﬁuvdy:/fvdx (7.72)
Q Q I Q

La formulacién débil de (7.69)-(7.70)-(7.71)) es entonces: Hallar u € H tal que verifica
(7.72) para todo v € H.

Teorema 7.21. El problema: Hallar u € H tal que verifica para todo v € H
tiene solucion tinica.

Demostracion:

Se deja como ejercicio
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Observemos que en este caso la formulacion débil no es equivalente a un problema
de optimizacion pues la forma bilineal asociada no es simétrica.

7.3. Deformacion elastica de un sélido

Un ejemplo de problema eliptico fundamental en la Mecénica de sélidos es el
sistema de ecuaciones de la elasticidad. Consideremos un cuerpo sélido que se
deforma eldsticamente bajo la accién de fuerzas exteriores. El cuerpo ocupa una
regién Q del espacio R? con (d =2,3). Supongamos que una parte de la frontera Iy,
de medida no nula en R4!, se mantiene fija. En el resto de la frontera I'; = "\ Ty,
supongamos que se ejercen unas fuerzas superficiales g = (g1,...,g4) € (LZ(FI))d.
En Q se ejercen unas fuerzas volumétricas f = (fi, ..., f4) € (Lz(Q))d. Debido a

la accion de estas fuerzas exteriores f y g, el cuerpo se deforma y cada punto sufre
un desplazamiento # = (u1,...,uq). Al deformarse se generan en el cuerpo unas
tensiones eldsticas, caracterizadas por el tensor de tensiones oy ;(if), hasta que se
logra un equilibrio con las fuerzas exteriores. De manera general se puede demostrar,
como consecuencia de la ley general de conservaciéon de momento angular que el
tensor de tensiones o = (07 ;) es simétrico.

Las ecuaciones que rigen este problema se estudian en la teorfa de la elasticidad
y son

d
0 .
—Z—a,-,,-(u)zf,-ensz i=1,....d (7.73)
- ij

Jj=1
u;=0sobre I'y i=1,...,d (7.74)

d
Zai,j(ﬁ)njzgi sobre Ty i=1,....d (7.75)

J=1

Las ecuaciones (7.73) y (7.75) representan el equilibrio entre las fuerzas exteriores
y las fuerzas eldsticas y es una consecuencia de la ley de conservacién del momento
cinético. Las ecuaciones significan que en la parte de la frontera I'g no hay
desplazamiento. Introduciendo el tensor de deformaciones

gi,j(il) = %(

%+%) ij=1,...d (7.76)
ox j 0x i

el tensor de tensiones viene dado por la ley del comportamiento del material que
expresa la relacion entre el tensor de tensiones y el de deformaciones. En el caso
mas sencillo suponiendo que el material es is6tropo y para una aproximacion lineal
tenemos la ley de Hooke,
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d

a1, (i) = A ) ek (@) 0. +2ue ;i) (7.77)
k=1

Los coeficientes 1 > 0 y u > 0 se llaman coeficientes de Lamé, dependen del ma-
terial y estdn directamente relacionados con el médulo de Young E = u% y el

coeficiente de Poisson v = ﬁ del material. El tensor de deformaciones &; ; (i)
es obviamente simétrico.

La ley de Hooke (7.77) se puede invertir, y podemos expresar el tensor de defor-
maciones en funcién del tensor de tensiones:

d
1+v v
&ij = To'ij—g(; o1)dij (7.78)

Veamos la correspondiente formulacién variacional. Consideramos el espacio
(H'(Q)? = H'(Q) x 4 x H'(Q), que es un espacio de Hilbert con el producto

d
(il,V)1,0= Z(ui,vi)l,g-
i1

El espacio donde buscamos la solucién, llamado espacio de desplazamientos admi-
sibles es
H={3e (H(Q)% vi=0sobreTy, i =1,....d}.

Sea V = (v;)i=1....a € H. Multiplicando las ecuaciones (7.73) por v; i =1,...,d y
sumando para todo i = 1,...,d, integrando en Q y aplicando la férmula de Green
(teorema[6.15) obtenemos,

d
L 0v; /
oi i(u)—dx -
-/QZ 4 )(9Xj Iy

ij=1

d
Z U[,j(ﬁ)njV[dO'Z/

i,j=1 Q

d
Zfiv;dx.
i=1

Teniendo en cuenta que oy (i) es simétrico, y utilizando las condiciones (7.75)

resulta,
d d d
Z/a‘i,j(ﬁ)ei,j(ﬁ)dx=Z/ﬁvidx+2/ givido.
Q i=1 78 i=1 /T

i,j=1

Por tanto, el correspondiente problema variacional a resolver es: Dadas f € (LZ(Q))d
yge (LZ(FI))d, hallar i € H tal que

d d d
Z/o-i,j(ﬁ)si,j(\_})dxzz‘/fividx+Z/ givido YveH  (1.79)
ij=17% i=1 Y€ i=1 Y11

Esto significa que la posicién de equilibrio se obtiene para il € H verificando esta
ecuacion para cualquiera que sea v € H. Es lo que se conoce en fisica como principio
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de trabajos virtuales: El primer miembro representa el trabajo de las fuerzas eldsticas
y el segundo miembro el trabajo de las fuerzas exteriores.

Para poder demostrar la existencia y unicidad de la solucién de este problema
necesitaremos los siguientes resultados:

Teorema 7.22. (Desigualdad de Korn):
Sea Q un abierto acotado de R? de frontera T de clase C' a trozos. Entonces

E={Fe (LX) &%) e LX(Q), i,j=1,....d} = (H (Q))*,

y existe una constante C = C(Q) > 0 tal que para todo v € (H' (Q))d verifica

d
>\ 112 =112 =02
D e (DIE o+ IF13 o = CUIFIE g
i,j=1

Se utilizan los espacios (L2(Q))" y (H'(€))? con las normas hilbertianas

. d , 12 . d , \12
IFllo.e= (D vildg) > I7lhe= (D Ivilq) -
i=1 i=1

La desigualdad de Korn no es en absoluto trivial pues el primer miembro s6lo
hace intervenir ciertas combinaciones lineales de las primeras derivadas, mientras
que en el segundo miembro intervienen todas las derivadas.

Demostracion:

Daremos los pasos esenciales de la demostracion. La demostracion se realiza en
tres etapas:

1. Sea Hé (Q) y H'(Q) su dual. Entonces si

weL*(Q) = g_w ceH Q)
X

En efecto: Sea ¢ € D(Q) resulta

ow B dp . dy
<6x,~"p>_ <W,6Xi B ,/S;Waxidx

de donde p
w
|<a—,¢>| < lwllo,ellell.o
X;

por tanto la aplicacién
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ow

dx;

DEQ) - R

se extiende por continuidad (véase teorema a todo el espacio H(‘) (Q) defi-
niendo una forma lineal continua sobre Hé (Q).

2. Siwe H(Q) es tal que % e H'(Q)i=1,...,d entonces w € L*>(Q). De-
mostracion en [5]]. '

3. Pongamos E = {V € (L*(Q))%; &;;(¥) € L*(Q)}. Estd claro que E > (H' (Q))4.
Veamos que E c (H'(Q))4. E es un espacio de Hilbert con la norma

- >12 ) 1/2
V= (”V”o,g+ E ||3ij(V)||o,Q)
ij

Para todo ¥ € E tenemos por una parte

Bzvi _ asik + 68ij _ 581-](

= H'(Q
Ox;joxi  Oxj Oxx  Ox; € («)

por lo demostrado en la etapa 1. Por otra parte como ¥ € (L*(Q))? implica

gTvZ € H'(Q) resultando gTvi € L?(Q) por lo visto en el paso 2, de modo que

v e (H'(Q))?. En definitiva E = (H' (Q))?.
Finalmente, la aplicacién idéntica
(H'(Q)! > E
VoV

es biyectiva y continua pues (véase ejercicio[7.11)

- >\ 2 -2 \1/2 =
Flle = (3 le MG o +1F15.0) " < ¥l
ij

Por el corolario[3.9]del teorema de la aplicaci6n abierta[3.13] la inversa existe y
es continua, es decir

N N - - 1/2
il < CllFle = C( ) lei(3)IE o+ 1715 o)
ij
que es la desigualdad de Korn.

[ ]

Como consecuencia de la desigualdad de Korn, tenemos el siguiente resultado

que nos va a permitir demostrar la existencia y unicidad de la solucién del problema
de la elasticidad.
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Corolario 7.2. Supongamos que Q es un abierto acotado conexo de R4 (d=2,3)de
pong q
rontera T de clase C' a trozos. Entonces existe una constante Cy > 0 tal que para
que p
todov € H,

d
=>\112 =112
||<9i,j(V)||0,Q > C()”V”l,gy

i,j=1

Demostracion:

Demostraremos primeramente que
= =2 172
P O e (B oIl
ij

es una norma sobre H. En efecto, pongamos
R ={Ve H'(Q)?; &,(¥)=0paral <i,j < d}
El conjunto R se llama conjunto de desplazamientos rigidos.

s Casod=2,V=(v,v2),

ov
e = a—l =0=vi(x1,x2) = g(x2)
xi
ov
£ = 6_2 =0=va(x1,x2) = fx1)
X2
1 dvy 0Ov , ,
En=5(5—+5—2)=0=g'(x)+f'(x1)=0
2 8x2 6)61

que implica
g'(x) =1 gl)=+a

ff(x1)==-14 f(x))=-Ax1+a

de donde
vi(x1,x2) = a;+Ax;

va(x1,x2) = az — Ax;
es decir

R ={V¥ e H'(Q)%; vi(x1,x2) =ai +Axz, va(x1,x2) = ar —Ax1}

Si ¥ € R se anula en 2 puntos distintos de R? entonces ¥ = 0. Como suponemos
que la medida 1-dimensional de I'y es mayor que cero, tenemos

HNR = {0}
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s Casod=3.Sig;;=0paral <i,j <3 tenemos

0%v; ek N deij  Ogjr

= 0
Ox;0xx  Ox;  Oxi ox;

para 1 <i,j,k <3, de modo que v; es un polinomio de grado menor o igual que
1, es decir

3
vi(x1,x2,x3) = ai+2bikxk 1<i<3
k=1

) oy v | dv _ _ ¢
ademids g;;(v) =0 & o T ox, =0 b;j+bj; =0. Asi pues,

b;;=0, 1<i<3

bijZ—bji, 1<i,j<3 i#j

denotando
bia=-by =-b3
by3 =—bz =-b;
b31 =-b13=-by
resulta

vi(x1,X2,x3) = ap — baxa +byx3
va(x1,%2,X3) = az —bi1x3+b3x,
v3(x1,x2,X3) = a3z —bax1 +b1x2

o bien, con notacién evidente
\_;(.X],xz,x:),) =d+bAX

Entonces si ¥ € R se anula en 3 puntos no alineados de R> resulta ¥ = 0. Como
suponemos que la medida 2-dimensional de I'y es mayor que cero, tenemos

HNR = {0}
y esto prueba que

P O e (MR )
ij

es una norma sobre H.

Demostramos ahora la equivalencia de las dos normas, es decir existen dos
constantes C; > 0y C, > 0 tales que

d
CilFla < (Y. ey (DB < CllFlhe (7.80)

ij=1
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La segunda se obtiene con C, =1 (gjercicio [7.11). Demostremos la otra por
reduccién al absurdo. Supongamos que no existe ninguna constante C; verificando
la primera desigualdad de la expresion anterior, es decir, supongamos que para todo
entero n > 1 existe un w,, € H tal que

d
L S 2 N1/2
~allie > (3 lleii(allg )"
i,j=1
o - "T’n
y tomemos v, = Tonla? resulta

Wallo=1 (7.81)

d
N 1
() lleijGa)llg o) < (7.82)

i,j=1

Como la inclusién

I:(H' (@) - (L*(Q)*

- -
V=V

es compacta, y la sucesion (V,), es acotada, existe una subsucesion (V,,), de (v,),
convergente en (L?(Q))¢. Sea

v=1im v, en(L*(Q)?
I,l—)DO
Tenemos por la continuidad de la derivacién en el sentido de las distribuciones

lim Eij (\7/,) = 8,']'(\_}) en D,(Q.)
I_[A)DO

Por otra parte por resulta

lim &;;(¥,) =&;;(¥) =0 en L*(Q) c D'(Q)
I[—)OO
de donde el limite ¥ € E = (H'(Q))?. Utilizando la desigualdad de Korn

- - - >\ 112 - -2 \1/2
5= Plla < C(D ) llewj G =PI o+ 174 =711 o) "> —— 0

— H—
L

por lo que lim, eV, =V en (H'(Q))?. Ademas como H es un subespacio cerrado
de (H'(Q))?y (¥,)u € H, V € H. Finalmente como &;;(¥) = 0 resulta ¥ = 0 lo que
contradice (/.81).
[ ]
Como consecuencia de estos dos resultados tenemos la existencia y unicidad de
la solucién del problema de la elasticidad.
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Teorema 7.23. El problema: Hallar i € H verificando tiene solucion unica.

Demostracion:

Denotemos,
a(i,v) = Zf{jzl fQO'i,j(ﬁ)Si,j(T’) dx
L(v)= Z;’zl fgf,-vi dx+2?=1 fl‘l givido.
y sustitutendo la ley de comportamiento (7.77) podemos escribir

d d d

at@9) = [ (Y on@) (Y oue®)der2u Y, [ erj(iey s
Q = k=1 i,j=17€
Por tanto el problema de la elasticidad se escribe ahora con su formulacién débil,

Hallar u € V tal que a(u,v) = L(v), Vv e€H.

Es facil ver que L(-) es lineal y continua: L(-) = L{(-)+Ly(-) con

d
Ll(V)=ZLﬁvidx
i=1

d
142(\7)221/F givido
i=1 YT

La linealidad es inmediata y la continuidad basta observar por una parte que L;(-)
es el producto escalar en (L2 (Q))d de f por v de modo que

L1 < I fllo.ellVllo,e < I fllo.ellVllo

y por otra parte que L, (-) es el producto escara en (L2 r 1))d de g por v de modo
que

IL2(V)| < [1llo,r, I¥llo,r, < ClIglo,r, IV]l1,0
donde hemos aplicado la continuidad de la aplicacién traza en I';.

a(-,-) es bilineal y continua (ejercicio [7.12). La elipticidad es consecuencia del
corolario de la desigualdad de Korn[7.2} en efecto

N 2 2
a(v,v) =/lfQ (Zl‘.{j:] ek (V) dx+2,uZl‘.‘Ej:1 fg (i,;(¥)) dx >
>2u Zij:] ||6i,j(‘7)||(2),g z ZIJCO”G”%,Q‘

Con estas propiedades, el teorema es consecuencia del teorema de Lax-Milgram
417
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Observaciéon 7.1. La forma bilineal a(-,-) en el problema de la elasticidad es
simétrica. En consecuencia la formulacion débil es equivalente a hallar
il € H ral que
J (i) = min J (¥),
vev

donde,
| @ d d
J¥) == /o-i,-(fz')si,(\_})dx— /fividx— /givida'.

La formulacién del problema de elasticidad de esta forma se conoce en fisica como
el principio de minima energia e indica que el estado de equilibrio de un cuerpo
elastico se corresponde con el estado de minima energia. La aplicacién bilineal a(-,-)
representa el trabajo de deformacion eldstica, la aplicacién lineal L(-) el trabajo de
las fuerzas exteriores y el funcional J (V) la energia total del sistema correspondiente
al estado V.

7.3.1. Elasticidad plana

Campo de deformaciones planas
Si en un cuerpo eldstico el campo de desplazamientos es de la forma
uy =uy(x1,%2), uz = uz(x1,x2), u3 =0

el campo de deformaciones estd dado por

6u1 (91/[2
en=—-——, &n=—", &3=0
ox; Oxo
1 6u1 auz
g2 == ( +—), en=e3=0

T2 0x  ox

decimos que tenemos un campo de deformaciones planas. Se observa que las tnicas
componentes no nulas de este tensor de deformaciones son las componentes &;;, i, j =
1,2. Ademads las componentes solo dependen de x; y de x,, pero no de x3.

El tensor de tensiones asociado es de la forma

oo 0
g=]|012 022 0
0 0 J33

donde las componentes o5}, i, j = 1,2 solo dependen de x; y de x; y vienen dadas
por
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2

Oij :A(Zgll)éij +2ue;j para i,j=1,2
=1

Por otra parte como £33 = 0, resulta de la relacién (7.78)
(I+v)ozz—v(o +022+033) =0
es decir,
o33 = V(011 +0722)

El campo de tensiones es pues, como el campo de desplazamientos y de defor-
maciones, independiente de x3.

Campo de tensiones planas

Un campo de tensiones planas es por definicién un campo de tensiones o;; que
solo depende de x; y de x; y tal que las componentes o073, i = 1,2,3 son nulas. Si el
cuerpo eldstico es isétropo, el campo de deformaciones asociado ;; estd relacionado
con el tensor de tensiones por la ley de Hooke (7.77), es decir

oij = Alen +822+833)(5,‘j +2ueg;j para 1,j=1,2 (7.83)
0= E13 =& = 0 (7.84)
0= /1(811 +822+833) +2,uS33 (7.85)

resulta de la dltima de estas relaciones que £33 se expresa explicitamente en funcién
de €11 y de &y, por

A
£33 = ey (e11+&2) (7.86)

Se puede escribir la relacién como funcién tnicamente de las componentes
gij, i,j =1,2 obteniendo

o (i) = 2°( Z e1)0ij+2uei(i) i,j=1,2 (7.87)
=12

donde
_ 2Au

CA+2u

Resulta ademds que &;;, i,j = 1,2 solo dependen de x; y de x> y lo mismo ocurre
con &33 como consecuencia de (7.86).

Un problema de tensiones planas conduce pues a las mismas ecuaciones de
equilibrio que un problema de deformaciones planas sin mds que sustituir A por 4*
en (7.87).

*

Formulacion débil de problemas de elasticidad plana

Con las notaciones para las coordenadas cartesianas mediante x =x; e y =x2, y
para los desplazamientos i = (u1,u3), v = (v1,v2) en elasticidad plana, teniendo en
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cuenta las observaciones de los apartados anteriores la expresion correspondiente a
(7.79) se escribe para deformaciones planas:

2 2 2
Z/o-ij(ﬁ)s,-j(ﬁ)dx:Z/ﬁvidx+2/ givido (7.88)
i =17 =1 /@ i=1 /T
y desarrollando tendremos

2 2
/l'/Q(ZSkk(\_;))zdx+2ﬂ Z

k=1 i,j=1

2 2
-2
gi,;(V)) dx = E /f,-vidx+ E /givid(r
/9( o) i=1 /¢ i=1 /T

debiendo sustituir el valor de A por el de A* = /12;12‘:1 en el caso de tensiones planas.

7.4. Las ecuaciones de Stokes

Otro ejemplo de problema eliptico, en este caso en la Mecéanica de Fluidos, es
el sistema de Stokes que procede de la linealizacién de las ecuaciones de Navier-
Stokes, vdlida para niimeros de Reynolds pequefios. El niimero de Reynolds expresa
la relacién entre las fuerzas de inercia y las fuerzas viscosas. El niimero de Reynolds
Re viene dado por
_ Il
oy

Re

donde |iZ| es la velocidad del fluido, L una longitud caracteristica del dominio en el
que estudiamos el movimiento del fluido y v es la viscosidad cinemadtica.

Sea Q € R un abierto acotado, conexo y con frontera de clase C' a trozos. Quere-
mos describir el movimiento lento de un fluido incompresible viscoso confinado en
Q y sometido a unas fuerzas exteriores f =(fi,.... f1) € (L*(Q))?. Las ecuaciones
son

—vAu+ 3 =fi enQ i=1,...d
Zle g—;‘cj =0 enQ

u; =0 sobrel’ i=1,...,d

donde i = (uy,...,uq). Con notacién vectorial
—VAi+Vp=f en Q (7.89)
div(i) =0 en Q (7.90)
i=0 sobre T’ (7.91)

donde escribirmos div(V) = Zle % para la divergencia de v. Las incGgnitas del

problema son por una parte i que es la velocidad del fluido y por otra parte p que
es la presidn, siendo el pardmetro v > 0 la viscosidad. Un fluido incompresible es
aquel cuya densidad permanece constante a lo largo de todo el flujo. Por lo tanto, el
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volumen de todas las porciones del fluido permanece inalterado en su movimiento.
En términos matematicos esta condicién se escribe div (i) = 0.
El espacio en el que se escribe la formulacién débil es

V = {V e (H)(Q);div(ii) = 0}

que es un subespacio cerrado de (H(]) (©))?. Por la desigualdad de Poincaré, V es un
espacio de Hilbert con la norma

d 2
I ov;
Vi Vo= Z F
e illo.a

Multiplicando la primera ecuacién por v;, componente i-€sima de v € V, integrando
en Q y sumando parai=1,...,d tenemos

Z/ —vAuv; + dx Z/f,vdx

Aplicando la férmula de Green (teorema D y teniendo en cuenta que v; € Hé (Q)
y que div (i) = 0 tenemos

2

d
Ml
—vAu;v; dx -V vi | dx
5, (o) [ (5 Gt )
d d d
Ou; 0v; 0v; / Ou;
= V) ——-p dx - (v —n;vi—pvini|do
;‘/S;( ;ax‘]‘ an axl) = Jr jZ:; Xj I ! l)
ou; 6\/ d ov; d ou; 0v;
l l 1 1 12
= - p—dx=vy / ——dx
121/ 6x] 6x] lz:;,/g; axi i;l Q Ox]- Ox]-
Por tanto la formulacién débil (PS1) es: Dada f € (L2(R))9, hallar ii € V tal que,
d ou; Ov; d
v — —Ldx= / fividx VYveV (7.92)
i,]Z=1 Q (9)61' (9)61' ; Q t

La forma bilineal a(-,-) sobre V xV dada por
ou; dv;
a(u V)—VZ/EEd
i,j=1

como v > 0 es un producto escalar en V cuya norma asociada es equivalente a la
norma || - ||1.q inducida por (H'(€))<. Por otra parte la forma lineal



336 7 Formulacién débil de problemas elipticos

d
L(v) =Z‘/invidx
i=1

es continua sobre V. Por tanto, aplicando el teorema de Riesz-Frechet f.11] el pro-
blema débil (PSI) que consiste en hallar i € V verificando (7.92) tiene solucién
Unica.

Formulacion velocidad-presion de las ecuaciones de Stokes

El inconveniente de la formulacidon débil anterior es que en ella no aparece la
presioén p y por lo tanto no es inmediato recuperar la formulacién clésica a partir
de (7.92). Por ello es conveniente buscar una formulacién en la que aparezca dicha
variable. La formulacion siguiente que entra en el marco de las formulaciones con
restricciones lineales que se ha estudiado en el capitulo [ resuelve esta dificultad.

Poniendo P
i Ovi
a(it,v) —sz = 1fgaxj axj
b(it,q) = fqulv(u) dx
(fs¥) = 2L, Jy fividx

La formulacién débil en velocidad-presién (PS2) es : Dada f € (L2(Q))¢, hallar
ii € (H)(Q)?y p € L3(Q) tales que

a(ii,?) +b(¥,p) = (f,¥) VVe (H)(Q)? (7.93)
b(ii,q) =0 VYqeLi(Q) (7.94)

donde Lé(Q) ={q e L*(Q); fg g dx = 0}. La presion p estd determinada salvo una
constante. Para asegurar la unicidad de p entre todas las posibles presiones buscamos
la de media nula, de ahf la eleccidn del espacio L%(Q) en lugar de L?(Q).

La primera ecuacién (7.93) se obtiene mediante el procedimiento habitual, que
consiste en multiplicar por una func10n v e (H, 1(Q)) 1a ecuacion ( i e integrar
por partes. La segunda ecuacion se obtiene multiplicando por una funcién
qE€ Lz(Q) la ecuacion ( e mtegrando

Para el estudio de la existencia y unicidad de la solucién del problema (PS2)
utilizaremos el teorema En este caso los espacios apropiados son H = H(') (Q),
el espacio Q = L%(Q) y el espacio

V={Ve(Hy(Q))% b(F,q)=0Vqe L)} =1{V € (Hy(Q)*; div(¥) =0}

Los operadores correspondientes son A = —vA, B=—-divy B* = %(-). El problema
reducido asociado a (PS2) es (PS1) . La forma bilineal a(-,-) es eliptica en Hé (Q)y
en particular V-eliptica. Falta verificar la condicién Inf — Sup. Para ello necesitamos
algunos resultados previos.
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Lema 7.2. Sea g una funcion de (H''*>(I"))? que satisface

/g.ﬁda =0
r

donde 1j es el vector normal unitario a la frontera T. Entonces existe una funcion
ie (H (Q)? tal que

div(ii) =0 y ii=gsobrel’

Demostracion:

La demostracién se puede encontrar en [[13]]. Para una demostracién en el caso
d =2y frontera I suficientemente regular véase [7]].
|

Lema 7.3. El operador divergencia es un isomormismo de V* sobre L%(Q).

Demostracion:

Sea v € (Hy(€))?. Por la férmula de Green

/div(ﬁ)dxz/?.ﬁdozo
Q r

Entonces el operador div(-) es claramente un operador lineal continuo de(H(l)(Q))d
en L%(Q). Veamos que div(-) es biyectiva de V* en L%(Q). Como V es el nicleo de
div(-) basta demostrar que div(-) es sobreyectiva de (Hé (Q))? sobre L%(Q). Para
elloseaqg € Lg(Q); buscamos v € (Hé (Q)) tal que div(¥) = g. Como Q es acotado
(y supondremos de frontera suficientemente regular) existe una funcién u € H>(Q)
tal que

Au=q en Q

Sea¥;=Vue (H'(Q)?. Entonces
div(v))=Au=gq

Ademas utilizando la féormula de Green

/ﬁ.ﬁdc’=/div(\71)dx=/qu=0
r Q Q

Pero para la traza de la funcién v; se tendrd en general yov; # 0. Para solventar esta
dificultad observamos que la traza sobre la frontera yov; de ¥, estd en (H'/2(I'))4.
Podemos aplicar el lema anterior Existe una funcién w € (H'(Q))? tal que
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yow =yov1 ¥y div(w) = 0. Ademds la funcién v = v; —w es la funcién buscada ya
quev e (Hé Q) y div(¥) =gq.

Finalmente utilizando el teorema de 1a aplicacion abierta[3.13]la aplicaci6én inversa
de div(-) de L%(Q) en V+ es también continua y se tiene para g = div(¥) que existe
B> 0tal que [[¥]l1,0 < é||61||0,g, es decir,

ldiv(@)lloe > Blvline VieV?: (7.95)

[ ]
Consecuencia inmediata del lema anterior es la condiciéon Inf-Sup para las ecua-
ciones de Stokes:

Lema 7.4. Existe B > 0 tal que

f qdiv(V)dx
sup e > Bllglloe  Yqe€Li(Q) (7.96)
Qe(HOl(Q))d ||V||I,Q

Demostracion:

Aplicamos el lema4.5|con
= V={Ve (H) Q) div(¥) =0}

- 0=L3(Q)
= B=div:V* — Q es un isomorfismo.
= b(V,q) =qudiv(T5) dx

que nos dice que la condicién es equivalente a la condicion

Finalmente podemos enunciar el siguiente:

Teorema 7.24. El problema de Stokes (PS2): Hallar (ii,p) € (H}(Q))? x L3(Q)
verificando ([7.93)-(7.94) tiene solucion iinica.

Demostracion:

Aplicamos el teorema general abstracto .25}

Problema de Stokes con condiciones de Dirichlet no homogéneas

Consideramos aqui el problema con condiciones de Dirichlet no homogéneas.



7.4 Las ecuaciones de Stokes 339

—VAii+Vp=f en Q (7.97)
div(ii)=0 en Q (7.98)
i=g sobre T (7.99)

donde fe (L2 (Q)?y g € (H'*(I")4 tal que

/ Gido =0
I

La correspondiente formulacién débil es: Hallar ii € {V € (H'(Q))4 |, =g}y
pE L%(Q) tales que

a(ii,?) +b(¥,p) = (f,%) VVe (H)(Q)? (7.100)
b(ii,q) =0 VYqeL}(Q) (7.101)

Teorema 7.25. El problema de Stokes de Dirichlet no homogéneo (PSNH): Hallar
ie{ve(H (Q)4 V|, =gtype L%(Q) verificando (|7.100)-(|7.101) tiene solucién

unica.

Demostracion:

Para resolver este problema nos trasladamos al caso homogéneo. En virtud del
lemaexiste una funcién ug € (H'(Q))4 tal que

div(ip) =0, iolr=§

-

Ponemos entonces W = ii — iy y buscamos w € (Hy(Q))¢ y p € L3(Q) verificando

a(#,%)+b(%,p) = (f.9) —alio,7) V¥ e (Hy(Q))* (7.102)

b(W,q) =0 VqeLi(Q) (7.103)

La forma lineal en el segundo miembro de es claramente continua. Aplicando

el procedimiento del problema homogéneo resulta que el problema anterior tiene

solucién tnica. La solucién de ([7.100)-(|{7.101)) es entonces it = w +11y. La unicidad

se demuestra directamente suponiendo que hay dos soluciones (i1, p1) y (it2, p2)

que verifican ([7.100)-( [7.I0T). Restando se deduce que la diferencia de soluciones
(t6) — 2, p1 — p2) verifica

a(iiy —ii2,%) +b(¥,p1—p2) =0 V¥ e (Hy(Q))? (7.104)

b(iiy —ii1,q) =0 VYqeLj(Q) (7.105)

tomando vV = iy —up en (7.104) y g = p; — p2 en (7.105) resulta %lﬁl —Ijt)zl% 0=
a(iy —lp,it] —il) = 0 de donde i1 — iy = 0. Por otra parte sustituyendo en (7.104)
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queda b (v, py — p2) =0 para todo v € (Hé (©))? y utilizando la condicién Inf-Sup
resulta
b(‘_})a 1= 2)
Blipr-palloa < sup —oPLTPY
VE(HOI(Q))‘{ HVHI,Q
de donde p; — p>» =0 pues 8 > 0.
[

En el ejercicio se formula el problema (PSNH) como un problema de bus-
queda de punto silla.

7.5. Descomposicion espectral y valores propios

7.5.1. Motivacion

Ecuacion del calor

Consideremos el siguiente problema de transmisién de calor con evolucién tem-
poral: Sea Q un abierto acotado de R4 en la practica d = 1,2,3 con frontera I
suficientemente regular por ejemplo de clase C! a trozos. Y sea T > 0. Dadas las fun-
cionesup: Q- Ry f:Qx%x(0,T) — R se trata de hallar la funcién u : QX [0,7) - R
solucién de

0
a—b;—Au —f en Qx(0,7) (7.106)
u=0 sobre I'x(0,7) condicién de contorno (7.107)
u(-,0)=ug en Q condicién inicial (7.108)

Para resolver el problema anterior se puede utilizar el método de separacion de
variables. Supongamos primeramente que f = 0. En el espacio de Hilbert adecuado
introduciremos el problema de valores y funciones propias asociadas al operador
—A, siendo(e,,),>1 la base hilbertiana asociada correspondiente:

—Ae,, =A,e, en Q

e, =0 sobre T’

y buscamos una solucién de la forma

00

u(x,t) = Zan(t)en(x)

n=1

sustituyendo en ([7.106) tendremos necesariamente utilizando la ortonormalidad de
la base hilbertiana
a, (1) +Anan(t) =0
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de donde
an(t) = a,(0)e™*"

Las constantes a,,(0) estdn determinadas por la condicién inicial

uo(x) = " an(0)en(x)
n=1

es decir a,, (0) = (ug, e,)
Finalmente la solucién buscada se podra expresar de la forma

(9]

u(x,t) = Z an(0)e™ e, (x)

n>1

En el caso f # 0, expresamos f mediane su desarrollo en serie en la base hilber-
tiana (ej)n, es decir f(z,x) = X7, fu(t)e,(x), entonces a, (1) es solucién de

a, (£) + Auan (1) = fo(1)

Ecuacion de ondas

Consideremos el caso de la ecuacién de ondas

0% =0 en Qx(0,7) (7.109)
— — AU = N .
or?
u=0 sobre I'x(0,7) condicién de contorno (7.110)
u(-,0)=ug en Q condicién inicial 1 (7.111)
0
6—”:(-,0)=v0 en Q condicién inicial 2 (7.112)

Procediendo como en la ecuacion de calor, introducimos una base hilbertiana
constituida por funciones propias del operador —A y buscamos soluciones de la
forma

[e9]

u(x,t) = Zan(t)en(x)

n=1

Sustituyendo en (7.109) vemos que necesariamente
(1) + At (1) =0

de donde
an(t) = Ay cos(\Aut) + By sin(y/Au1)

Las constantes A, y B,, quedan determinadas por las condiciones iniciales (7.1T1) y
(7.112). En efecto tenemos a,, (0) = A, y derivando con respecto at, a, (0) = B, VA,
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tendremos por una parte
u(x,0) = up(x) = Z Anen(x)
n=1

y An = (ug,e,). Por otra parte

(o)

o (0 = vo() = Y O)en() = 3Bt

n=1

y B,V,, = (vo,e,), de modo que B,, = ﬁ(vo,en).

7.5.2. Aplicacion de la descomposicion espectral a problemas
elipticos

Teoria espectral abstracta de problemas elipticos

La resolucion de la ecuacién del calor de evolucién y la ecuacion de ondas me-
diante el método de separacion de variables, segiin hemos visto en los dos apartados
anteriores, nos conduce a la resolucién de un problema de valores y funciones
propias asociadas al operador —A. Mds generalmente podemos considerar la teoria
espectral asociada a operadores elipticos. En el siguiente teorema se resuelve el
correspondiente problema espectral abstracto:

Teorema 7.26. SeanV y H dos espacios de Hilbert separables de dimension infinita,
siendo (+,-) y || el producto escalar y la norma respectiva en H y ||.|| la norma en
V, verificando:

V C H conV denso en H y la inyeccion de V en H continua (existe una constante
¢ <0 tal que para todov €V, |v| < c||v|]) y compacta.

Sea a(-,-) : VXV — R una forma bilineal verificando:

n FEs continua:
la(u,v)| < Cllull.|[v]l Yu,veH

= Eseliptica:
Ja>0 a(v,v)=ea|v|> VveH

= Es simétrica:
a(u,v)=a(v,u) Yu,veV

Consideramos el problema espectral siguiente: Hallar el par de valores (u,d) € VXR
tales que
a(u,v)=Au,v) VYveV (7.113)

Entonces existe una sucesion numerable (1,,uy), de pares de valores propios y
funciones propias solucion de (7.113)) tal que la sucesion de valores propios (1,,)n
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forman una sucesion positiva y creciente que tiende a infinito

O<A <A <.,
y existe una base hilbertiana de H formada por vectores propios (ey), y tales

a(en,v) =A,(en,v) YvevV

verificando ademds que (w,), donde w, = \%en es una base hilbertiana en 'V
n

Demostracion:

Recordemos el resultado visto en el capitulol]teoremad.33]y sus corolarios sobre
la descomposicion espectral de un operador autoadjunto compacto definido positivo
en un espacio de Hilbert H: SiT € L (H) es un operador autoadjunto compacto sus
valores propios son positivos y forman una sucesién decreciente que tiende a cero
existiendo una base hilbertiana en H de vectores propios tales que

Tey = pnen
Dado f € H consideremos el problema: Hallar 7 f € V solucién de
a(Tf,v)=(f,v) VYvevV

Este problema tiene solucién tnica gracias al teorema de Lax-Milgram [4.17]
puesto que a(+,-) es bilineal, continua y elipticay laforma ¢ :veV — (f,v) eRes
lineal y continua. Veamos las propiedades del operador T asi definido:

Consideremos el operador 7 : H — V ¢ H como operador de H en H: Es clara-
mente lineal y es también es continuo como operador de H en H pues

oAl TfIP <a(TF,TH) = (fTF) <IfIITFI < clfLITA

de donde B
ITfll < =If]
a

teniendo en cuenta de nuevo que la inyeccién de V en H es continua
o2
ITfI<elTAll < —If]
T es un operador compacto: En efecto, sea (f,), una sucesion acotada en H.

Tenemos que ver que la sucesién (T f;,), tiene un subsucesién convergente en H.
Veamos, la sucesion (7' f,,), es acotada en V pues

c
1T full < =1 fal
a
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Ahora, como la inyeccién de V en H es compacta, esto quiere decir que podemos
extraer una subsucesion (7 f, ), convergente en H. Esto prueba que 7 como operador
de H en H es compacto.

El operador T € L. (H) es autoadjunto: Para f,g € H tenemos

(Tf.g)=(8.Tf)=a(Tg.Tf)=a(Tf,Tg)=(f.Tg)

El operador T € L.(H) es definido positivo: Tenemos que ver que (T f, f) >0
paratodo f # 0, f € H. Por una parte estd claro que para cualquier f € H

Tf,.N)=(fTf)=aTf,Tf)20 VfeH

Por otra parte veamos que si (Tf,f) = 0 necesariamente f = 0. En efecto si
a||ITfI> <a(Tf,Tf)=(Tf,f) =0 necesariamente Tf =0y si Tf =0, esto im-
plicaque 0=a(Tf,v) =(f,v) =0paratodov € VycomoV es denso en H, resulta
f=0.

Recopilando, el operador T : H — H es lineal continuo, definido positivo, au-
toadjunto y compacto, en consecuencia existe una base hilbertiana (e, ), en H de
vectores propios tale que

Tey = pnen

donde los valores propios u, forman una sucesion decreciente de nlimeros positivos
tendiendo a cero. Al ser (e,), una base hilbertiana en H se verifica (e,,em) = 6, m.
Ademas las funciones propias e, de la base hilbertiana estdn en el espacio V pues
en = HinTen € V. Poniendo 4,, = Hin, como

a(Te,,v)=(e,,v) VveV

resulta

1
a(/l_enav) = a(TeYI?V) = (en,V)

de donde
a(en,v) =A,(e,,v) YvevV

de modo que (4, ¢e,) resuelve el problema espectral planteado (7.113))
Los valores propios correspondientes al problema ([7.113]) son entonces

Ap=—
Hn
y (en)n es la base hilbertiana en H buscada.
Finalmente veamos que (w;,), con w, = \/%en es un base hilbertiana en V con
respecto al producto escalar a(-,-): Primero veamos la ortonormalidad con respecto
al producto escalar a(-,-)

1 1 [A
a(wm Wm) = ma(em em) = mﬂn(em em) = ﬁ(en, em) = 6n,m
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Falta verificar que el espacio engendrado por (w,), es denso en V:
Sea v € V tal que a(v,w,) =0 para todo n. Veamos que v = 0.
Como a(v,w,) =a(w,,v) = Lﬁa(en,v) =V, (e,,v) resulta que (e,,v) =0 pa-
ra todo n y como (e,), es una base hilbertiana en H implica que v = 0.

[ ]

Comentario 7.2. Véase el ejercicio para una demostracion considerando la
restriccion a V del operador T.

Comentario 7.3. Podemos considerar una hipotesis menos exigente que la eliptici-
dad de a(-,-). Es suficiente suponer que la forma bilineal a(-,-) verifica la condicion

a(v,v)+Av)* = a|v]* VveV (7.114)

Demostracion:

Aplicamos el teorema |7.26| con la forma bilineal @(u,v) = a(u,v)+A(u,v). El
correspondiente problema de valores y funciones propias es

a(en,v) =A,(en,v) VYveV

Los correspondientes valores propios verifican 0 < 1y < 1> < ...y (e,), es una base
hilbertiana en H. Tenemos pues

a(en,v)+A(en,v) =A,(en,v) VYvevV

de donde poniendo A,, = A,, — A tendremos que el problema de hallar (1,u) e RxV
verificando
a(u,v)=A(u,v) VveV

tiene por solucién
a(en,v) =A,(en,v) Yvev

donde (e,), es una base hilbertiana de H y los valores propios (4;), verifican

A< S <.

Aplicacion a un problema eliptico en dimensién 1

Sea I =(0,1) c R. Consideraremos el problema de Dirichlet de valores y funcio-
nes propias siguiente: Hallar e,, : [ — Ry 1,, € R tales que

—e, = Azepenl (7.115)

en(0) =e,(1)=0 (7.116)
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Desde un punto de vista fisico esta ecuacién modeliza los distintos modos de
vibracién de una cuerda tensa. Utilizando la técnica elemental de integracion de
ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes obtenemos inmediatamente que

las soluciones de (7.115)-(7.116) son
en(x) = \/Esin(mrx) y  Ap=n’n?

Procediendo como en el problema , multiplicamos [7.115 por v € Hé(l )e
integramos en / por partes y obtenemos que e,, es solucién de

en € Hy(I) (7.117)
1 1
/e;v’dx=/1,,/ envdx VveHy(I) (7.118)
0 0

La aplicacién de la teorfa espectral del apartado anterior nos asegura que las funcio-
nes (e,), son una base hilbertiana en L*(I). Mds precisamente tenemos el siguiente

Teorema 7.27. Existe una sucesion (1,), de niimeros reales positivos que tiende
a infinito y una base hilbertiana (e,), de L*(I) tales que e, € H(l)(l) verifican-

do - . Ademas las funciones (wy), donde w, = #en son una base

hilbertiana de H)(I) con respecto al producto escalar

1
(u,v) g :/ u'v'dx
=

Demostracion:

Aplicamos el teorema conV =H(I), H=L*(I) y la forma bilineal

1
a(u,v) = (M,V)HOI(I) :./0 u'v' dx

Problema espectral asociado al operador —A con condiciones de Dirichlet

Consideramos aqui el problema de valores y funciones propias que aparece a la
hora de resolver la ecuacién del calor y la ecuacién de ondas mediante el método de
separacion de variables segtin hemos indicado en los dos primeros apartados de esta
seccion. Este problema se interpreta en mecdnica como un modelo para los modos
de vibracion de una membrana delgada.

Sea Q € R? un abierto acotado de frontera I'. Consideramos
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—Ae, = e, enQ (7.119)
e, =0 sobre T (7.120)

Procediendo como habitualmente, integrando en Q y aplicando la férmula de
Green correspondiente obtenemos que e,, tiene que ser solucién de

en € H)(Q) (7.121)

/Veandxz/ln/envdx Vv e Hy(Q) (7.122)
Q Q

Teorema 7.28. Existe una sucesion (A,), de niimeros reales positivos que tiende
a infinito y una base hilbertiana (e,), de L*(Q) tales que e, € Hl (Q) verifican-

do (|7. ]2] 7. ]22 Ademdas las funciones (w,), donde w, = We" son una base

hllbertmna de H (I) con respecto al producto escalar

(M,V)HOI(Q):‘/QVMVde

Demostracion:

Aplicamos el teorema con V =H}(Q), H=L*Q) y la forma bilineal

a(u,v) = (u,v)H(}(Q) :/QVqudx
[

Problema general eliptico

Sea Q € R un abierto acotado de frontera I" constituida por dos partes comple-
mentarias [g y I'y de maneraque '=ToUT"1 yI'yNI'1 =0. Sean a;; € L*(Q) i, j =
1,...,d verificando la condicion de elipticidad: Existe un ndimero real o > 0 tal que

d
VéeR? Z a;j(x)&E; > alé)?  ctp.enQ.
i,j=1
ysea ag € L*(Q)
Consideramos el problema de valores y funciones propias

d

0 en
lzla_)ﬁ(a”a )+aoe,,—/l en en Q (7.123)

‘Z”’Ja n =0 sobre I (7.124)
i,j=1

=0 sobre I (7.125)
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Si I'gp =T tenemos un problema con condiciones de Dirichlet. En este caso el
marco funcioneal es V = Hé (Q)y H=L*Q).

Si I'y =T tenemos un problema con condiciones de Neumann. En este caso el
marco funcioneales V = H'(Q) y H = L*(Q).

En el caso general en el que las medidas d — 1 dimensional de Iy y I'; sean
mayores que cero tenemos un problema con condiciones mixtas Dirichlet-Neumann.
En este caso el marco funcioneal es V = {v € H'(Q); v|r, =0} y H = L*(Q).

En los tres casos puesto que V ¢ H'(Q) la inyeccién de V en H es compacta
(consecuencia inmeditata del teorema de Rellich[6.19).

Integrando y aplicando la correspondiente férmula de Green obtenemos la forma
débil del problema de valores y funciones propias: Hallar (1,,e,) € RXV tales que

a(en,v) =A,(en,v) YvevV (7.126)

donde
d

ou dv
= E P dx
a(u,v) /( ajj ’ i+a0uv)

i,j=1

Teorema 7.29. Existe una sucesion (1), de niimeros reales y una sucesion (e,),
de funciones en 'V verificando y tales que la sucesion (A,), tiende a infinito
y la sucesion (ey), es una base hilbertiana de L*(Q).

Tendremos —A <A1 <Ay <...5id = a+|aollo.c0.0- A suvez (Wy)n conw, = Lﬁen
n

es una base hilbertiana en V. Ademas

s SiV= Hé (Q)yag=0c.tp. en Q entonces A, >0 para todo n.
» SiV=H'(Q)yay>0ctp. enQ entonces A, > 0 para todo n.
= Silas medidas d — 1 dimensional de I'y y I'y son mayores que cero 'y

V={veH (Q); Vi, =0} ¥y ap=0ctp. enQ

entonces A, > 0 para todo n.

Demostracion:

Utilizamos el teorema general con el comentario Tenemos

d d
ov dv 2 / v 2 / )
a(v,v) = E a; j—— ——+apv)dx >« g —)*dx — |laolo.co, V2 dix
( ) ‘/Q(i,jzl J axj ox; 0 ) o (axi) ” 0”0 Q o

de modo que si elegimos A > @+ ||ap|o,.0 tendremos
av,v)=a,v)+A(v,v) = a/||v||iQ

Aplicamos entonces el comentario
En el caso en el que ag > O c.t.p. en Q tendremos:
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d ov dv d ov o
= P — 2 > _
a(v,v) '/Q(i’;ﬂaw o, ox; +agv’)dx > @ E (a)q) dx
entonces

» SiV=H)(Q),a(,) eselipticaen V = H} (Q) pues utilizando el corolario de la
desigualdad de Poincaré[6.3] existe C > 0 tal que

d
ov o 2
a(v,v) 2 a; ((9_x,) dx > aClvll{ o
y aplicamos directamente el teorema[7.26]
= SiV=H'"(Q) elegimos 1 = & > 0, tendremos que
a(u,v)+e(u,v) > e|v|?

en consecuencia existe una base hilbertiana en L?(€2) de funciones propias (e,,),
y una sucesion de valores propios (4,), que tiende a co con 0 < A; < 4; < ...,
verificando, e, € V'y

a(en,v)+e(en,v)=A,(en,v) VYvevV
Poniendo A, = A,, — &, tenemos que (e,,), ¥ (A)n
alen,v) =,(en,v) Yvev

y —e < A1 £ 4p < ... Como esto es cierto cualquiera que sea € > 0, haciendo
tender € hacia cero resulta
04 <<

= Silas medidas d — 1 dimensional de 'y y I'; son mayores que cero y
V={veH (Q): v, =0} 'y ap=0ctp. enQ

entonces a(-,-) es eliptica en V, pues utilizando el teorema|7.17] existe C > 0 tal
que

d
v 2
a(v,v) = az (67) dx > CYCHV“%,Q
i=1 !

y aplicamos directamente el teorema [7.26]

Vibraciones en un sélido elastico

Consideramos en este apartado la aplicacién de la teoria espectral al sistema
de ecuaciones de la elasticidad. Sea Q € R? un abierto acotado de frontera de



350 7 Formulacién débil de problemas elipticos

frontera I' constituida por dos partes complementarias Iy y I'j de manera que
F=Tyul'y yI'yNI'} =0 con medida d — 1 dimendional de ' estrictamente positiva.
El marco funcional sera

V={ve (HI(Q))‘[; vi=0sobrely, i=1,...,d}
H=(L*(Q)*

Lainyecciéon de V en H es compacta (consecuencia inmeditata del teorema de Rellich
[6.19). Con la mismas notaciones que en la seccién [7.3] pondremos

d
a(ii,v) = Z Lai,j(ﬁ)gi,j(V)dx

ij=1

donde Lo P
3y Lo, 0
81,1(1,{) - 2(8xj * ox; )
d
O'i,j(ljt))=/l(zskk(ﬁ))éi,j+2,Ll€i’j(lz), /120/1>0
k=1

Teorema 7.30. Existe una sucesion creciente de valores propios (1,,), estrictamente

positivos y tendiendo a infinito y una base hilbertiana en (L2 (Q)) de elementos en
V formada por funciones propias e, = (en1,€n2, ..., €na) verificando

4 9
—Z—O',-,j(eﬂn)z/l,,em- en Q i=1,...,d
jzlaxj

eni=0 sobre I'y i=1,...,d

d
Zo-,-,j(ﬁ)njzo sobrel’; i=1,...,d
=

1

T 6n €s una base hilbertiana en'V.

A suvez (Wy), con w, =

Demostracion:

Se deja como ejercicio
[ ]
En mecénica la interpretacion es la siguiente: Las funciones €, representan los
modos propios de vibracién del cuerpo eldstico y las w, = VA, representan las
frecuencias angulares propias (radian s~') de vibracién del sistema, que estdn rela-
cionadas con las frecuencias ordinarias f,, en Hz (herzios) mediante w,, =2r f,
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Ejercicios del Capitulo

7.1.Sea I =(0,1) €R, dada f € L>(I) y g € R considerar el problema siguiente:
Hallar u : I — R tal que

—u"(x)+u(x) = f(x) en I (7.127)
u(0) = 0 (7.128)
W(l) =g (7.129)

a) Hallar una formulacion débil del problema anterior.

b) Demostrar la existencia y unicidad de solucién del problema débil.
¢) Formular el problema de optimizacién equivalente.

d) Demostrar que la solucién u del problema anterior verifica:

llulli.r < CIfllo.r +1gD)

para una constante C > 0.
e) Demostrar que la solucién débil u del apartado a) verifica (7.127) en el sentido de
las distribuciones, que u € H>(I) y verifica también las condiciones de contorno

T128) y (7.129).

7.2.Sea I = (0,1) € R, dada f € L*(I), considerar el problema siguiente: Hallar
u:I— Rtal que

—u” (x)+u' (x)+u(x) = f(x) en I (7.130)
u(0) = 0 (7.131)
u(1) =0 (7.132)

a) Hallar una formulacién débil del problema anterior.

b) Demostrar la existencia y unicidad de solucién del problema débil.
c¢) (Es equivalente a un problema de optimizacién ?

d) Demostrar que la solucién u del problema anterior verifica:

lulli,r < Cllfllo.r

para una constante C > 0.
e) Demostrar que la solucién débil u del apartado a) verifica (7.130) en el sentido de
las distribuciones, que u € H>(I) y verifica también las condiciones de contorno

(7131) y (7133).

7.3.Sea I =(0,1) Cc R, g € R. Considerar el problema mixto Dirichlet-Neumann
siguiente: Hallar u : I — R tal que

—u""(x)+u’(x) =0enl (7.133)

u(0) = 0 (7.134)
u' (1) = —u(l)+g (7.135)
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a) En el espacio de Sobolev H' (1) = {v € L*>(I); v’ € L*>(I)} con el producto escalar

1
(u,v)u:/ (uwv+u'v')dx
0

y la norma correspondiente

1
”v”l,l = (A (V2+(V’)2)dx)l/2

considerar el subespacio H = {v € H'(I); tales que v(0) = 0}.
Demostrar que el representante continuo de cualquier v € H verifica

[v(x)| Sx1/2|V|],I Vxel

y en particular
DI < vl

b) Demostrar que sobre H la seminorma |v|;; = ( fol(v’)zabc)‘/2 es una norma
equivalente a la norma de H' (I). Es decir, hallar dos constantes C; >0y C; > 0
tales que

Cilvllue £ vl < Glivily YveH

¢) Deducir la formulacién débil del problema anterior (7.133)-(7.134)-(7.133).

d) Demostrar que el problema formulado en el apartado anterior c¢) tiene solucién
unica.

e) Demostrar que la solucién débil del problema formulado en la apartado c) verifica
laecuacion enel sentido de las distribuciones y en consecuenciau € H*(I).

f) Demostrar que la solucién débil del problema formulado en la apartado c) verifica

las condiciones de contorno (7.134)-(7.133).

7.4. Considerar el problema siguiente:
Seal=(0,1)CR, feL*(I),geRyk>0.Hallar u: [ — R tal que

—u" (x)+ku'(x)+u(x) = fenl (7.136)
W' (0) =0 (7.137)
W (1) =0 (7.138)

y su correspondiente formulacién débil

ueH\(I) (7.139)

1 1 1 1
/ u'v'dx+k/ u'vdx+/ uvdx:/ fvdx VYveH'(I) (7.140)
0 0 0 0

Demostrar que para valores de k suficientemente grandes la forma bilineal (7.140)
no es eliptica.
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7.5. Demostrar que la solucién u del problema (7.31)-(7.32)) verifica

llulli.e < Cli fllo.c

7.6. Demostrar que (7.41)-(7.42) es equivalente al siguiente problema de optimiza-
cién: Dada f € L*(Q), hallar u € V& = {v € H(Q); v|r = g} tal que

J(u) = min J(v)

donde J(v) = 3( f, 2L, () dx) - [, fvax.

7.7. Demostrar que (7.47)-(7-48) es equivalente al siguiente problema de optimiza-
cién: Dada f € L*(Q), hallar u € H'(Q) tal que,

J(u) = mln J(v)
veH!(Q)

donde J(v) = (_/Q ax, dx+fguvdx) fgfvdx—frgvda.

7.8. Verificar que
H={veH (Q);vIr,}

es un subespacio cerrado de H'(Q)

7.9. Deducir la formulacién débil (7:58)-(7.59) del problema (7.53)-(7.56)-(7.57).

7.10. Demostrar el teorema[7.21]

7.11. Evaluar la constante C, en la desigualdad (7.80)

7.12. Demostrar que la forma bilineal

d d

a(ﬁ,\_})=/l/Q(Zskk(ﬁ))(Zekk(v) dx+2;12/81](u)s,](v)dx

k=1 k=1 i,j=1
asociada al problema de la elasticidad es continua.

7.13. Demostrar que la solucién de es solucién del problema de
punto silla siguiente: Hallar i € K = {V € (Hl (Q))d Vr=g}y p € L}(Q), tales que

L(ii,q) < L(ii,p) < L(F,p) VieK VqelL}(Q)

donde
L(V,q) =J(V)-b(q,V)

J(V) = —a(v V) — /fvdx
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7.14. Con las notaciones del teorema [7.26]demostrar que el operador definido por
T:H-V
f=Tf
definido mediante: Dado f € H, Tf € V es la solucién de
a(Tf,v)=(f,v) VYveV
Demostrar:

= larestricciéon de T a V, es un operador lineal continuo, definido positivo, autoad-
junto con respecto al producto escalar a(-,-) y compacto.

= Concluir que existe una base hilbertiana de V y una sucesién de valores propios
(An)n tal que 0 < 2] < A5 < ... tendiendo a infinito, de modo que

a(u,,v) =A,(u,,v) YveV

= Poniendo

en=Vuy,

demostrar que (e, ), es un base hilbertiana en H.

7.15. Demostrar el teorema[7.30]
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Ejercicios del Capitulo ]|

Sea M C X. Llamemos M a la familia de conjuntos de la forma M N A donde
AcA.

» MeMpuesM=MnX
De MpuesO=MnNO
Sea I un subconjunto cualquiera de elementos de A:

Uaesr(MNA)=MN(UaerA)

Sea I un subconjunto finito de elementos de A
Naer (MNA)=MN(NaerA)

[I.2] Caracterizacién de la adherencia: Primero observemos que la interseccion de
todos los conjuntos cerrados que contienen a B es un conjunto cerrado y por tanto
es el mas pequefio cerrado que contiene a B. Llamemos a este conjunto B y veamos
que B = B. Supongamos que x ¢ B. Entonces x pertenece al complementario (B)*
que es abierto. Por tanto x no puede ser un punto de adherencia de B, es decir x ¢ B.
Reciprocamente, supongamos que x ¢ B, es decir x no es un punto de adherencia de
B. Entonces existe un entorno de x que no contiene puntos de B es decir, existe un
abierto, que contiene a x y que no tiene puntos comunes con B. Su complementario
es un cerrado que contiene a B, por tanto x no puede pertenecer al mas pequefio
cerrado que contiene a B, es decir x ¢ B.

» Larelacién B = B caracteriza a los conjuntos cerrados: Estd claro que si B = B, B
es cerrado pues B es el mds pequefio cerrado que contiene a B. Reciprocamente
si B es cerrado entonces B es el mds pequefio cerrado que contiene a B y por
tanto B = B.

355
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= El interior IntB es la unién de todos los conjuntos abiertos contenidos en B:
Primero observemos que la unién de abiertos contenidos en B es el mds grande
abierto contenido en B, llamémosle B. Si x € Int B entonces existe un entorno
de x, que podemos tomar abierto, contenido todo él en B y por tanto x € B.
Reciprocamente si x € B, B es un abierto que contiene a x y estd contenido en B,
por tanto x € Int B.

L4

» (IntA)° = (A°): En efecto, si x € (IntA)¢, x ¢ Int A, entonces x no pertenece a
ningin abierto contenido en A, de donde todo entorno de x tiene puntos de A€, es
decir x € m Reciprocamente, si x € m, todo entorno de x contiene puntos
de A€, por lo tanto x ¢ Int A, es decir, x € (IntA)°.

. (Z)C =Int(A°): Se puede demostrar a partir de la anterior propiedad poniendo
A€ en el lugar de A y tomando complementarios.

Hemos visto en el ejercicio que B es cerrado si y solo si B=B. Sea B el
conjunto de puntos de acumulacién de B. De la definicién de adherencia se deduce
que B = BU B. Decir que B = B equivale a decir que B=BU B y por tanto B C B.

[1.6] Si un conjunto de puntos de X no tiene puntos de acumulacién entonces su
adherencia coincide con el propio conjunto, pues la adherencia de un conjunto se
obtiene afiadiendo al conjunto sus puntos de acumulacién. Finalmente si un conjunto
coincide con su adherencia entonces es cerrado.

L7

La demostracién es igual que en la demostracion de la equivalencia de las con-
diciones de la definicién [I.T1| que caracterizan a un espacio regular sustituyendo el
punto p por el conjunto cerrado P.

1.8

= b) es una forma detallada de formular a).

= b) & c): Siexisten conjuntos U y V de X abiertos no vacios y X = U UV entonces
b) obliga aque UNV # 0. Es decir b) implica c). Reciprocamente, si los conjuntos
Uy V de X son abiertos no vacios y X = U UV entonces si se verifica c) tenemos
UNV #0, lo que quiere decir que no existen conjuntos U y V abiertos no vacios
con X =U UV tales que UNV =0, es decir se cumple b).

= b) & d): Si existen conjuntos U y V de X abiertos talesque X =UUVyUNV =0,
entonces b) obligaaque U=XyV=0obien U=0yV =X.Es decir b) implica
d). Reciprocamente si los conjuntos U y V de X son abiertos y X =UUV y
UNV =0, entonces si se verificad) tenemos U=XyV =0o0bienU=0yV =X,
es decir se cumple b).

= ¢) Se deduce de la siguiente observacion: Sean U y V como en la caracterizacién
b). Como U =V¢y V =U¢, los conjuntos U y V son abierto-cerrados.

= La equivalencia con f) se deduce de la misma observacion segin la cual U y V
en la caracterizacion b) son abierto-cerrados.

1.9
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Sea X un espacio topoldgico y sean U y V subconjuntos abiertos de X. Pongamos

Us=UNAyVs=VNA

Tenemos
UsaUVa=(UNAU(VNA)=UUV)NA
Entonces
AcCcUUV S U,uV,=A
y

UNVNA=0UsNV4=0

De modo que podemos escribir la condicion a) del teorema[T.12]en términos de U, y
V4 de la siguiente manera: No existen conjuntos abiertos, con respecto al subespacio
topoldgico A, Up # 0y V4 # 0 tales que

UaUVa=AyUsNVy=0

El teorema|[I.T1] aplicado al espacio topolégico A, nos dice que esto es equivalente:
Si los conjuntos U, y V4 son abiertos, con respecto al subespacio topoldgico A,
yUAUVA4=AyUsnNVa=0entoncesUp=AyVa=00bienUs=0yVy=A.
Lo que se traduce como: si Uy V abiertosde X y AcUUV, UNVNA=0
entonces necesariamente ACUyVNA=0obien UNA=0y AcV queesla
condicién b) del teorema[l.12]
Las condiciones ¢) y d) del teorema [I.12] se obtienen cambiando abiertos por
cerrados en A.

.10}

a) Ml:d(x,y) >0yd(x,y)=0siysolosix=y
M2: d(x,y) =d(y,x)
M3: Si x =y, d(x,y) =0 y para todo z, d(x,y) < d(x,z)+d(z,y). Si x £y,
d(x,y) =1 entonces para todo z: Six =z, d(x,z) =0, entonces z # yy d(z,y) =1;
siy=z,d(z,y)=0entoncesx #zyd(x,z)=1;six#zey # z,entonces d(x,z) = 1
y d(z,y) = 1. En todos los casos se verifica M3.

b) Ml:d(x—y)=|x—y|>0yd(x,y)=|x—y|=0siysolosix=y
M2:d(x,y) =|x—y|=ly—x|=d(y,x)
M3:d(x,y) =lx—y|=lx—z+z-y| < |x—z[+]z—-y| =d(x,2) +d(z,y)

c) Ml:d(x,y)=p(x-y)>20yd(x,y)=p(x—y)=0siysolosix=y
M2: d(x,y) =p(x—y) =p(y—x) =d(y,x)
M3:d(x,y) =p(x-y)=p(x—z+z-y) < p(x,2)+p(z,y) =d(x,2) +d(z,y)

[L.11] Construccién recursiva de una sucesién Como en el enunciado del ejercicio
supongamos que existe un m € N tal que para cualquier nimero finito de puntos
a; € M siempre hay un x € M cuya distancia a todos los a; es mayor o igual que 1/m.
Sea a; un punto tal que existe un x € M tal que d(x,a;) = 1/m. Hagamos a; = x.
Tenemos dos puntos ay,a; tales que d(aj,az) = 1/m. Procedemos recursivamente,
supongamos que hemos construido un sucesion finita de puntos ay,as,...a,_ tales
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que d(ay,ap) = 1/m Vk,k’=1,...n—1. Existird un x € M verificando d(x,ay) >
1/mVay k=1,...,n—1. Hacemos a,, = x. Hemos construido asi una sucesién (a,),
tal que

k,k"eN d(ak,a;)>1/m

[L.12] R es un espacio métrico completo

Sea (x), una sucesion de Cauchy en R. Sea A, el conjunto de puntos x; de la
sucesion verificando i > n. Si ponemos 6(A,) = sup, yca, [Xx —y| tendremos 6(A,)
tiene por limite 0 cuando 7 tiende a co.

Sean a, y Ba, (@, < Bn) los extremos inferior y superior de A,. Necesariamente
la sucesién «,, es creciente y la sucesion 3, es decreciente. La sucesion creciente
a;, estd mayorada por 81 y en consecuencia tendrd un limite @. Andlogamente 3,
tendrd un limite 8. Como a, < x,, < B,V |8n — anl| < 6(A,) — 0, necesariamente
limx, =lima, =limB, =a =

Sea M un espacio métrico y A un subconjunto de M no vacio. Supongamos
que A es acotado segtin al definicién y sea A C B(a,r). Sean x,y dos puntos
cualesquiera de A, tendremos

d(x,y) <d(a,x)+d(a,y) <r+r=2r

por lo tanto el didmetro de A es menor o igual que 2r < co.
Reciprocamente, supongamos que el didmetro de A es Didm(A) = D < co. Como
A # ( existe un punto a € A. Tendremos para todo x € A, eligiendo € > 0 por ejemplo
g =1, resulta
d(x,a) < Didm(A) <D < D+¢

por tanto A C B(a,D +¢).

Ejercicios del Capitulo 2]

Sea x1,X2,...x, una base de X. Supongamos que un vector x € X tiene dos
representaciones
n n
x = Za'ixi = Zﬁixi
i=1 i=1

n

Z(a’i -Bi)xi=0

i=1

Entonces

de donde a; = B; paratodoi=1,...,n

.2] Las condiciones son claramente necesarias pues se tienen que cumplir en
cualquier espacio vectorial y por tanto también en N.
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Ademds son suficientes pues tomando en ax+ By € N los valores =0y =0
tenemos 0 € N. También tomando en ax+ Sy € N los valores @ = -1y 8 =0 tenemos
-x €N

Demostraremos la propiedad (2.7). Las otras son de comprobacién inmediata.
Demostracion de A(A N B) = AA N AB: Por una parte,

AANB) cAANAB

en efecto six e A(ANB), x=Aycony € Ay también y € B, por lo que x € 1A y
x € AB. Por otra parte,
AANAB C A(ANB)

en efecto si A =0 la inclusién es trivial y si A # 0, sea x € AA N AB entonces x = da
cona € Ay también x = Ab con b € B. Por lo que x = da = Ab implicaque a=b y
por tanto a,b € ANBy asix € 1(ANB).

2.4] Sea A es equilibrado en un espacio vectorial X y A € K queremos demostrar que
AA=|2A

SiA=0laigualdad 1A = |2|A es trivial. Si A # 0, supongamos primero que x € AA.
Entonces

1
—xX€A
A

puesto que A es equilibrado y |ﬁ| =1, se tiene

Por lo tanto x € |1]A.
Supongamos ahora que x € |1|A. Entonces

puesto que A es equilibrado y |%| =1, resulta

1
m—xeA:,zfeA
A 1] A

Por consiguiente x € 1A.

Sea A un conjunto equilibrado y sea c¢(A) la envolvente convexa. Si z € c(A),
existen nimeros reales positivos a1, @, ..., @, tales que 3,;; ,@; =1y n vectores
en A: xy,...,x, de manera que

.....

Z=ax1taxxy+....+apxy,
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Side K con || <1 setiene
Az=a1(Ax)) +ar(Ax) +.... + @, (Axy)
de donde, teniendo en cuenta que
Ax; €A, i=1,...n

pues A es equilibrado, resulta que Az € c(A), por lo que c(A) es un conjunto
equilibrado.

2.0

Demostrar que si se verifica la propiedad c) del enunciado del teorema [2.1]
entonces dado U € B existe un V € B tal que para todo n entero, se verifica
V+...(2"sumandos)...+V c U

Utilizamos el principio de induccién. Para n =0 tenemos Vo =U Cc U.

Veamos que si la propiedad es cierta para n también lo es para n+ 1. Supongamos
que hemos demostrado que existe V,, € B tal que

V, +...(2"sumandos)...+V,, c U

Aplicando la hipétesis c) del enunciado del teorema @] existe V11 € B tal que
Vi1 +Vue1 €V, de modo que

Vel +...(2"  sumandos)... + Vypy U

7] Si =0, entonces 1A = O estd contenido en cualquier entorno del origen O y
por lo tanto es acotado.

Si A # 0, dado un entorno V del origen en X, tenemos que tambien A7V es un
entorno del origen. Como A es acotado, existe un nimero real positivo & de manera
que

aAca'v

y por lo tanto
alAcCV

en consecuencia AA es acotado.

[2.8] Si A'y B son conjuntos acotados, en un espacio vectorial topolégico X, entonces
A U B también es acotado. En efecto,

Sea V un entorno del origen en X, hallamos un entorno equilibrado W del origen
de manera que W c V. Si @ y @, son dos nimeros positivos tales que

atAcW, amBcW

se tiene que
Aca;'W, Bcoy'W
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si @ es el minimo de a; y a;, como W es equilibrado y |a/a| < 1y |a/ap] <1
tendremos
a a
—WcW y —WcW
(231 @3
y por tanto
AC CKI_IW ca'w
y también
Bcao;'Wca'w
de modo que
AUBcCa™'Ww

de donde se deduce que
a(AUB)cWcV

2.9 Si Ay B son conjuntos acotados, en un espacio vectorial topolégico X, entonces
A+ B también es acotado. En efecto,

Sea V un entorno del origen en X, hallamos un entorno equilibrado del origen W
talque W+W c V.

Si a1 y @y son dos nimeros positivos tales que

alAcW, aBcW

se tiene que
Acae]'W, Bcaoy'w

si @ es el minimo de @ y @,, razonando como en el ejercicio anterior, resulta que
Aca™'W, Bca'w
y por tanto
a(A+B)=aA+aBCcW+WcCV

2.10)

Damos una indicacion de la demostracién: Descomponer g en parte real e ima-
ginaria, poniendo g;(x) = Reg(x) y g2(x) = Img(x). Tendremos g = g; +ig, de
manera que necesariamente

82(x) = Im(g(x)) = —Re(ig(x)) = —Re(g(ix)) = —g1(ix)

g1y &2 son formas lineales sobre S considerado como espacio vectorial sobre R.
También g;(x) < |g(x)| < p(x). Extender g; a una funcién fi con fi(x) < p(x)
sobre X. Finalmente poner

f(x) = fi(x) —ifi(ix)

de modo que para f(ix) tendremos, f(ix) = fi(ix) —ifi(—x) = fi(ix) +ifi(x) =
if(x).
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2111
En efecto pues si x e y son dos vectores cualesquiera no nulos de E, tenemos
f ()
Ja==—=y)=f(x)-f(x)=0

)

lo que implica que
RGN
)

y por tanto son linealmente dependientes, es decir E es de dimensién 1.

Reciprocamente si E es de dimensién 1y si f # 0, vamos a demostrar demostrar
que |f] es un norma. En efecto, solo falta ver que f(x) # 0 para todo x # 0. Como
f # 0, existe un xo tal que f(xp) # 0. Entonces para cualquier x € E, no nulo
tendremos x = Axg con A # 0, y por lo tanto f(x) = Af(xg) # 0.

[2.12] Sea X un espacio vectorial.

a) Sea B={x € X; p(x—a) < p}. Veamos que es convexo. Sea x,y € B, por tanto
plx—a)<pyp(y—a)<p.Sead e (0,1), utilizando la convexidad de p resulta,

p(Ax+(1-)y-a)=pA(x—a)+(1-2)(y-a))
<Ap(x-a)+(1-Dp(y-a) <p

b) Sea (A,), una familia de conjuntos convexos y A = N, A, su interseccion. Si
A = ( es convexo. En caso contrario, si x,y € A # () tenemos x,y € A, para todo
a de modo que Ax+(1—-2)y € A, para todo « y en consecuencia

Ax+(1-D)yenyA,
Finalmente toda #-bola es interseccion finita de conjuntos de la forma
B={xeX; p(x—a) < p}
que son convexos y por lo tanto toda P-bola es convexa.
[2.13] Sea X un espacio vectorial topolégico. Dado x € M la aplicacién

[ K-oX
A— Ax

es continua. En particular es continua en A = 1. M al ser abierto es un entorno
abierto de x = 1x. Como f es continua en A = 1 existe un entorno de A =1, I =
{1€K; |A-1]| <6} tal que f(I) € M. En particular tomando & < §, tendremos
(I+e)xe M.

Basta demostrarlo para n = 2. Sean p| y p, dos seminormas y p =sup{p1,p2}.
Para la subaditividad, supongamos que p(x+y) = pi(x+y)
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px+y)=pi(x+y) < p1(x)+pi1(y) < px)+p(y)

Elel caso p(x+y) = pa(x+y)

px+y) =pa(x+y) < pa(x)+pa2(y) < p(x)+p(y)

Para la propiedad 2 de la definicién [2.16]tendremos

p(Ax) = sup{p1(Ax), p2(Ax)}
=sup{[A[p1(x),||p2(x)} = |4 sup{p1(x), p2(x)} = [A| p(x)
Sea X un espacio vectorial topoldgico. Elegimos x # O y un entorno V del
origen O que no contiene a x (siempre es posible esto a menos que el tinico entorno
del origen sea todo X). El conjunto B = {nx; n=1,2,3,...} no es acotado ya que si
x ¢V entonces nx ¢ nV. De donde nV no contiene a B.

Finalmente si S es un subespaciode X y x € S es distinto de O, entonces el conjunto
B={nx;n=1,2,3,...} ¢Sy como B no es acotado S no puede ser acotado.

Sea (E, ) una familia cualquiera de conjuntos equilibrados y E =, E 4.
Para A € K con |1] < 1 tenemos

/lEz/lUE(,:U/lEO c UEQ:E
(e (e a

Tenemos f~' (V) ={x € X; f(x) € V}.Seanx,y e f~1(V).Esdecir f(x), f(y) eV
Como V es convexo para todo A € (0, 1) tenemos como f es lineal f(Ax+(1-2)y) =
Af(x)+(1=2)f(y) € V pues V es convexo. De ahi que Ax+ (1 —-2)y € f~1(V)

Ejercicios del Capitulo 3]

3.1) Hay que verificar que la aplicacion d(x,y) = ||x — y|| verifica M1, M2y M3:
y q q p y

= Nl=>MI1
= N3 = M?2: Paratodo x tenemos || —x|| = | = 1]||x|| = ||x|| de donde

d(x,y) =llx=yll =lly—xl =d(y,x)
= N2=M3:d(x,y) = lx=yll =lx—z+z=yll < llx =zl +[lz=yll = d(x,2) +d(z,y)
B.2] La aplicacién suma es

T:EXE—-E

X,y —=>x+y
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Entendemos que 7 es una aplicaciéon definida en el espacio producto cartesiano
EXE. A suvez E XE es un espacio normado con la norma ||(x,y)|| = ||x|| + |||l
Entonces lim(x,,y,) = (x,y) quiere decir lim(||x,, —x|| + ||y, — y||) =0, o lo que es
lo mismo lim ||x,, —x|| =0y lim ||y, — y|| = 0.

Sean limx, =x y limy, =y, es decir lim||x, —x|| =0y lim||y, — y|| =0

lim [, +yn = (x+y) || < lim [lx,, — x| +1im ||y, - y[[ =0

es decir lim(x,, +y,) =x+y
La aplicacion producto por un escalar es

P:KXE—E

A,x > Ax

Entendemos que P es una aplicacién definida en el espacio producto cartesiano
KX E. A su vez KX E es un espacio normado con la norma ||(1,x)|| = [2] + ||x]||.
Entonces lim(4,,x,) = (4,x) quiere decir lim(|2,, — || + ||x, —x]||) =0, o lo que es
lo mismo lim |1, = A]| =0 y lim||x, —x|| =0, o lo que es lo mismo limA, =1y
limx, =x.

Sean limx,, =x y lim4,, = 4, tendremos teniendo en cuenta que la sucesién (4,,),
al ser convergente estd acotada (|4, | < C Vn)

lim ||A,,x, — Ax|| = lim || A, X, — Apx + Apx — Ax||

< lim |4, (o =) || +Hm | (A4, = A)x]| = Hm | Ay [ [l xn — x| +1im |2, — A || x]]

< Clim||x, —x|| +||x||lim|4,, — 1] =0
Daremos la solucién del ejemplo a). Para ello verificamos las propiedades N1,
N2y N3 de la definicién de norma.

= N1:supyepqpy | f(x)] 2 0y si || f]| =0 entonces

SUPyefq.p) [f (D)= f(x) =0 Vx€[a,b],
es decir f =0.

" N2:Supyeiap) | (F+8)(X)| < supycap) IS ()| +5UPyeiq ) 18(X)]
» N3:supyerapy [(Af) ()] = 1A supyepq py [f(X)]

En el ejemplo c) para demostrar la desigualdad triangular N2 utilizar la desigualdad
de Cauchy-Schwarz [4.1] del capitulo 4}

d d d
| D vl < QP D?
i=1 i=1 i=1
Sea (x,), tal que limx,, = x, entonces
Hm (|7 (x,) =T (x)|| = im ||T (x,, —x)|| < M lim ||x,, —x[| =0
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a) Llamemos K = sup),|<; |7 (x)l], evidentemente K < ||T|. Sea [|x|][ <1y &> 0.

Definamos y = W Tenemos ||y|| < 1, 1o que implica ||T(y)|| < K. Como

1Tl < K(llx[| +¢)

haciendo & — O resulta, [|T(x)|| < K||x|| < K y tomando el sup <, obtenemos
ITll <K.

b) Si E #0, existe x € E con ||x|| = 1. Llamemos K = sup = [|I7(x)||. Tenemos
K <|TI.
Seaxtalque ||x]| <1.Six=0—|T(x)||=0<K
Si x # 0 tomamos y = ﬁ lo que implica ||T(y)|| < K. De donde
IT(x)|| < K||x|| < K. Finalmente, en cualquiera de los dos casos tomando el
sup <1 resulta ||7]] < K.

¢) Six=0,es trivial.
Si x # 0 tomamos y = %” con lo que ||y|| = 1. Aplicando el apartado anterior
I < [IT]| de donde [T (x) || < |- [lx]]

d) Sea x con |[x]| < 1, tendremos ||7'(x)|| < M||x|| < M y tomando el sup <,
implica ||T|| < M

3.6/

a) [y (x)]=lxi] <supy g lxil

b) (Al =1[, g@)f(x)dx < [ [8(x).If ()] dx < (b=a)llglloll Il

) ()] = lx1+xz] < x| +[xa| < 2flxlloo

B.7

Demostraremos pues que si B es continua en (0, 0) € E X E es continua en todo
punto y se verifica que existe una constante C > 0 tal que

1B, )l < Clix]l-[lyll

Tomamos en E X E la norma ||(x,y)|| = ||x]| +||y|| o cualquier otra norma equiva-
lente. Si B es continua en (O, 0) € E X E, para toda sucesion (x,,,y,), C E X E tal
que lim,, 00 (X, y5) = (0, 0) se tiene lim,, o B(x,,,y,) = B(0,0)=0 € F

Sea ahora un elemento cualquiera (x,y) € EXE'y (X, yn), unasucesionen E X E
tal que lim,— o0 (Xn,y,) = (x,y) € E X E. Evidentemente 1im,, o (x,, —x,y, —¥) =
(0,0).Como Bes continuaen (0, 0) € E XE, resulta lim,, e B((xn, yn) = (x,y)) =
B(0,0) =0 € F y por ser B una aplicacion bilineal

1im By =%, =) = im (B, ) = B(xa) =BG ya) +B(x,7)) = O
Abhora bien las aplicaciones
paray € E fijoxe E — B(x,y) € F
parax € E fijoye E — B(x,y) € F
son lineales continuas de E — F por lo que, aplicando el teorema [3.1]
lim,, e B(xpn,y) = B(x,y)
im0 B(x,y) = B(x,y)
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de donde lim,, o B(x,,,y,) = B(x,y)

Veamos ahora la segunda parte del teorema. Demostremos primero que si
lx|l <1 y |lyll £1 existe M >0 tal que |[B(x,y)|| < M. En efecto, supon-
gamos por el contrario que el conjunto {||B(x,y)|;|lx|]| < 1,|ly]l £ 1} no es
acotado. Para cada n podemos elegir vectores x, e y, tales que ||x,|l < 1,
llynll <1 tales que ||B(xp,y,)|| = n®. Definamos u,, = %xn y V= %yn . Resulta
1imy,—co [[un || = h/mn—wo%”xn” =0 y limy—eollvall = h/mn—wo%”yn” =0 pues
lxzll < 1y |lyall £ 1. Es decir lim,—eu; = lim,ev, = 0. Por otra parte
[|B(up,vn)l|l = n—lzllB(xn,y,,)ll > 1 en contradiccion con

lim B(u,,v,) =B(0,0)=0
n—o0

Sea finalmente un elemento cualquiera (x,y) € E X E y apliquemos el resultado
anterior a ﬁ y ﬁ que tienen norma 1y por lo tanto

IB(—, -

il =M
ll ™ 1yl

es decir
1BG, I < Mix|l.Ilyll Vx,y€E

Reciprocamente si se verifica que B es acotada es inmediato que B es continua
en el origen y por lo tanto es continua en todo punto.

B.8] Sean A y B conjuntos convexosy C =A—B.Seanci =a;—-b1y ¢ =a— b,
conap,ay € Ay by,by € B. Tendremos para todo A € [0, 1]

(I=Dcr+Aca=(1-A)(a; —by) +A(ax - b2)
= ((1 —/l)a1+/la2) - ((1 —/l)b1+/lb2) €eA-B

3.9

(a) Sea (x,), una sucesién de Cauchy en E = R?. Tendremos ||x, — x|l — O
cuando n,m — co. Es decir, sup;_; 4 |xn; —Xm,;| = 0. De modo que para cada
i=1,...,d la sucesién de numeros reales (x,,) es de Cauchy y por lo tanto
convergente. Para cadai =1, ...,d existe x; € R tal que x,,; — x; cuando n — oo
y finalmente x,, — x cuando n — oo y donde x = (x,...,xg).

(b) = Veamos primero que (R4, || || p) €s un espacio normado, verificando la pro-
piedad N2 (N1 y N3 son inmediatas). El caso p = 1 es trivial. Consideremos
pues el caso p > 1. Procedemos en varias etapas,
¢ Desigualdad de Young: Para todo a > 0y b > 0 tenemos

1 1
ab < —aP +—b4 (7.141)
P q

donde p y g son conjugados, es decir,
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1 1
—+-—=1
P q

En efecto la funcién logaritmo es concava sobre (0, o), de donde

1 1 1 1
log(—a? + —b?) > —loga® + —logb? =log(ab)
p q p q

* Desigualdad de Holder:

d
D kvl < el lixllg (7.142)

i=1

Demostracion: Aplicamos la desigualdad de Young (7.141) con a = |x;| y
= lyil-
Lo Ly
Peiyil = xillyil < —lxil” + =il
p q

de donde sumando para todoi=1,...,d

d
Z eyil < —||x||" —||y||‘z,

reemplazamos x por Ax con A > 0y dividimos por A

S eyl = 2 et g
Xiyil < —|lxllp + =1y
= R

lyll4'»

Finalmente tomando A = WXI‘II obtenemos (7.142)).
p

= Desigualdad triangular:

x+yllp < llxllp + 11yl (7.143)

Demostracion:

d p d
eyl =" b+ yil? < > b+l il + > i+ il P~ il
i=1 i=1 i=1
Llamando |z;| = |x; +y;|P~" y aplicando la desigualdad (7.142)
e+ y15 < lxllplizllg +1yllplizllg
pero

d
1 - 1 -1
lzllg = Z|z )= (3 iyl @) = ey

i=1
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donde hemos tenidoen cuentaque g(p—1)=py 1/qg=(p—1)/p.Finalmente
dividiendo ambos miembros de la desigualdad por ||x + y||‘!,§_1 obtenemos
(7.143).

Veamos ahora que (R4, || - || p) €s un espacio de Banach: Sea (x,), C R una
sucesién de Cauchy, es decir, ||x, — x|, — 0 cuando n,m — co. Tendremos
Zf’zl [x; —Xm,; [P — 0 = la sucesién de niimeros reales (x,),, es de Cauchy
y por lo tanto convergente. Para cadai = 1,...,d existe x; € R tal que x,,, — x;
cuando n — oo y finalmente x,, — x cuando n — co y donde x = (x,...,Xxg)
para la norma || - || ,

(c) En (C%[a,b],]| - ||e) consideremos una sucesiéon de Cauchy ( f,,),, es decir para

todo & > 0 existe ng tal que si n,m > ng

[fn = finllo = sup [fu(x)=fu(x)| <&

x€la,b]

Tendremos que para todo x € [a,b] la sucesion (f,,(x)), es de Cauchy y por
lo tanto convergente. Llamemos f(x) al 1im,,_, f; (x). Tenemos que demostrar
que f es continua y que la convergencia es uniforme, es decir en la norma || - || -

» El Ilimite f es una funcién continua: Tenemos que demostrar que

lim;—x f(t) = f(x), es decir
Ve>0 36>0 talquesi |t—x|<sd=|f(t)-f(x)|<e

Elegimos ny de modo que para n > ng tengamos |f(¢) — f,,(¢)| < &/3 y
|fn(x) = f(x)] < &/3. Elegimos § > 0 de modo que para |t —x| < § tenga-
mos | f,(¢) — fu(x)| < &/3. De modo que para |t — x| < é tendremos

E & &

@O =FOI IO = fa O+ fn () = O+ () - fX) < 34547 =8

Hemos de demostrar la convergencia de f;, a la funcién f en la norma || - ||,
es decir tenemos que demostrar que para todo & > 0 existe ng tal que sin > ngy

Ifn=fllo="sup |fu(x)=f(x)| <&

xela,b]
Tenemos que para todo & > 0 existe g tal que si n,m > ng
[fn(x) = fm(x)| <& Vxe€la,b]
de donde para todo x € [a,b]
|fn(X) = O] <1 fu (%) = fin )+ fin(x) = f(X)] < £+ fin(x) = f(x)]

y pasando al limite cuando m — oo se tiene | f,, (x) — f (x)| — 0 de donde

lfn(x) = f(¥)| <& Vxe[a,b]
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de modo que

sup [ fu(x) - f(x)| <&

x€la,b]

que es lo mismo que

lfn=fllw <&
E = (C%a,b], | |l), donde

b
1l = ( / GNP dx)P

es un espacio normado pero no es de Banach. Se verifica que es un espacio normado
siguiendo pasos andlogos a los del ejercicio[3.9] Veamos que sin embargo no es un
espacio de Banach. Lo haremos en el caso p =2y [a,b] = [-1,1]. Consideremos la
sucesion de funciones f;, de término general definido por

0 —-1<x<0
1
fulx) = nx OSXS;

1
1 —<x<1
n

Param >n

(m—n)*

— 0 cuandon,m — oo
3m2n

1
[ )= fu) P =

por lo tanto la sucesién (f;), es de Cauchy. Supongamos que existe una funcién
limite f y veamos que esta funcién no puede ser continua. En efecto,

1
[ 1m0-reorax—0
y por tanto
0 0
[ 1ae-r@pPa= [ Ir@ac—o
-1 -1
por lo que
0
/ [f(x)dx=0= f(x)=0 Vxe[-1,0]
-1
Seaahora0<e <0 1
[ 150 fwPax -0
para n > 1/& tendremos

1
/ I1-f(x)|*dx=0
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lo que implica f(x) =1 para x € [¢,1]. Como & > 0 se puede tomar arbitrariamente
pequefio, necesariamente

0 —-1<x<0
f(X)={

1 0<x<1

B.11l

a) Es lineal:

(P> A1+ f2) = A f1 +pfo,x) = A(f1,x) + p{ f2,xX) = Apx, f1) + 1{px, [2)

b) Es continua:

Ko 1 = 1CL01 < 1Nl = ClLAI

donde C = ||x||. Esto demuestra ademds que ||ox|| < ||lx||. De hecho se tiene
llox|l = |lx]| como corolario del teorema de Hanh-Banach. Ver el corolario (3.2))

B.12] Sean E y F espacios normados y 7 un operador de E en F continuo. Demostrar
que el grafo G(T) = {(x,y) € E X F; y =Tx} es un subespacio cerrado de E X F

Sea una sucesién (x,,y,), en G(T) convergente en E X F. Sea x = limx,, y
y =limy,. Como (x,,y,)n € G(T), tenemos y,, = Tx,. Si T es continuo,

y=limy, =limTx, =Tx

por lo tanto (x,y) € G(T).

B.13] Sea A es un espacio vectorial verificando A1, A2, A3, A4y AS con la salvedad
que |le|| # 1:

= Como e = e.e tenemos ||e|| = ||e.e|| < ||e]|?, de donde [|e|| > 1
= Basta tomar ||x[[¢q = ﬁllxll. Tenemos para todo x € A

Ixlleq < lxll = llell-llxlleq

Sea A un dlgebra de Banach y sea x € A con ||x|| < 1. Entonces ||x"]|| < ||x||", la
serie —x — x> — x> — ... es absolutamente convergente. Siendo A un espacio de Banach

la serie es convergente. Llamemos y a la suma de la serie, tendremos

x.y:—xz—xS—x4—... =x+y

Ejercicios del Capitulo 4]

[M.1] Desigualdad de Cauchy Schwarz en espacios prehilbertianos complejos

Se trata de demostrar que |(x,y)| < ||x||.||y]| para todo x,y. Six=00y=0la
desigualdad es evidente. Supongamos pues que y # 0 y z = y/||y||, de modo que
llz|]| = 1. La desigualdad se escribe entonces |(x,z)| < ||x]|.
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Para todo A € C tendremos
llx = Azl1* = [lxl|* = A(x, 2) = Az, ) + A2 |
= [Ix[1? = (x,2)A = A(x,2) + A1
=[xl = (x,2) (x,2) + (x,2) (x,2) = (x,2) A= A(x,2) + A1
= P =1 DR+ (x,2)=2) () =2
= [Ix 1> = (. )P +1(x, 2) =
Tomando ahora A = (x, 7) resulta
0< [lx = (x,2)zl1 = lIxl* = | (x,2)

es decir
|G, ) < x|l =[xl llzl

Finalmente sustituyendo el valor de z en funcién de y y multiplicando ambos miem-
bros de la desigualdad por ||y|| obtenemos la desigualdad buscada.

[M.2] Demostraremos la propiedad P3 en el ejemplo b) y d). Las demds propiedades
son inmediatas debido a las propiedades de la integral.

b
(u,u) :/ u*(x)dx >0

Si fa b u*(x)dx =0, como u es una funcién continua en [a,b] necesariamente
u(x) =0 para todo x € [a,b]
Para la propiedad P3, en el caso del ejemplo d), tenemos

b
(u,u) =/ (' (x))*dx >0

. b o .
Por otra parte si /a (u’(x))*dx = 0, ello implica que u’ = 0 es decir u es constante
en [a,b] y como u(a) = 0 esta constante tiene que ser nula.

[M.3] Hay que demostrar que en un espacio normado cuya norma cumpla la ley del
paralelogramo (4.2)), el producto

1
(x,y) = Z(IIX+y||2— llx=yl1%)

verifica las propiedades P1, P2 y P3 del producto escalar.
Las propiedades P1 y P3 son inmediatas. Veamos que se verifica P2:

1
(x.2)+(7.2) = Z(||x+z||2— e =2+ ly+ 22 = 1Ly - 2I°)
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De la ley del paralelogramo se deduce
2 21 2 1 2
e +2l”+lly +2l° = S lle+y +22)17+ 5 fle - vl

1 1
o= zl-+ lly =2l = S+ y =220+ 5 = 12

restando
llx+ 217+ ly+ 2l = b —zl1> = Iy —zI?
x+y ) x+y )
:2 e o _2 _
|52+l -2 5> -zl
de donde T4y
(x,2)+(y,2) =2(T,z) (7.144)
Tomando y =0

X
(x,2) =2(§,Z) Vx,z

por lo que utilizando (7.144) resulta
x+
(6.2)+(,2) =2(52.9) = (r+.2) (7.145)

Falta demostrar que (Ax,y) = A(x,y) para todo 2 € R. Como el conjunto de los
ndmeros racionales Q es denso en R bastard demostrar que la propiedad es cierta
para todo A € Q ya que la aplicacion (-, -) definida por la expresién (@.3)) es continua.
Tomando en x =y, tenemos (x+x,z) = (2x,z) = 2(x,z) y también apli-
cando recursivamente el mismo argumento (nx, z) = n(x,z) para todo n € N.
También 0 = (x —x,z) = (x,2) + (—x,z) de donde (—x,z) = —(x,z). Por tanto
(nx,z) =n(x,z) paratodo n € Z.
Ademds 1 (x,z) = 1(2X 7) = (£,7). De ahi

Alx,2) = (Ax,z) Ya1€Q
y por continuidad para todo 1 € R
4.4 En un espacio prehilbertiano complejo demostrar
1 e . .
(e.y) =7 (Il + Y117 =l = 1> +ille +iyll* = illx = iyl|*) (7.146)
Tenemos

[+ Y11 = el + 1111+ e, ) + (%)
e = 1% = 112+ 1117 = (e, ) = (3,0)
[lx+iyll? = el +1yI1% =i Ce, ) +i(y,x)
[l =iyl = bell® + Iy 11 +i e, y) = i(y,%)
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La primera identidad se deduce facilmente de las propiedades del producto escalar.
La otras tres se deducen de la primera sustituyendo sucesivamente y por —y, iy €
—iy. Reordenando y sumando se obtiene 4(x,y) y la identidad buscada.

Resolveremos el caso b). Es simplemente un ejercicio de integracion. Para
resover la integral transformar el producto de funciones trigonométricas en una
suma y la integracion es inmediata. En efecto en el caso b) tenemos para n > m

/: sin(nx) sin(mx) dx = %‘/: cos((n—m)x)dx—%/;r cos ((n+m)x) dx
11 o
:En—m[sm((n_m)x)]_”_in+m

[sin((n+m)x)]%, =0

Los caso ¢) y d) son andlogos.

Seguimos un procedimiento andlogo al del ejercicio Sean 4,42, ..., A,
nimeros complejos cualesquiera. Para una sucesion (xy )y de vectores ortonormales,

n n n

2 2 2

1 Akl = >~ kP = ) ]
i=1 i=1 i=1

gracias al teorema de Pitagoras.

n
0< =) dwxill’
i=1
=[xl = O Ak ) = (6, ki) + 1l
i=1 i=1 i=1
n n _ n _
= lell” = > A Cexi) = L (xxi) e+ ) i
i=1 i=1 i=1
=[xl = " 1060 P+ D 1) = Al
i=1 i=1

Tomando Ay = (x,xx) obtenemos el resultado para todo n. Haciendo n — oo obtene-
mos el resultado buscado.

El espacio del ejemplo a) es el espacio euclideo d-dimensional que es completo
y por lo tanto de Hilbert.
Estudiemos el espacio del ejemplo b)

(o)

> = {x=(x1,%2, .00, X5 ...); Zx? < oo}

i=1

con el producto escalar (x,y) = 2,72, x;yi
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Sea (x),, una sucesién de Cauchy en /2, con x(") = (xi"),xén), ...,x}"), ). Si
es de Cauchy quiere decir que ||x™ —x|| — 0 cuando n,m — co. Tendremos para
cada componente x;

b =< 3 ™ = = e =P 0
i=1

cuando n,m — oco. Las sucesiones de nimeros reales (xi("))n son de Cauchy y por
lo tanto convergentes. Sea x; = ll'mn_>oox§"). Entonces x = (x1,x2,...,X;,...) es el

limite buscado de la sucesién (x(),. En efecto verifiquemos que x € I> y que
X = h’mnﬂmx("): Para todo € > 0 existe ng tal que si n,m > ng entonces

k
Z le.(m) —xl.<n)|2 <|x™™ x| <&
i=1

haciendo m — oo resulta para n > ng

k

Z |x; —)cl.(")|2 <eg

i=1
Como k puede ser arbitrariamente grande, tendremos que para n > ng

Z|xi—x§">|2 <e (7.147)
i=1

En particular para n = ng

(o]

Z |x; —xl.("O) P<e

i=1

por lo tanto x —x(") es un elemento de [ y si a este elemento le sumamos x (")
obtenemos x que serd también un elemento de /2. Finalmente la relacién (7.147)
valida para todo n > ng quiere decir que 1im,,_, x™ =x en (2.

Los ejemplos de c) no son de Hilbert. Basta encontrar una sucesién de Cauchy
cuyo limite no sea continuo andlogamente a lo hecho en el ejercicio[3.10}

Es una simple adaptacién del caso hilbertiano. Solo se utiliza que N es completo.

Sean x,y con normas ||x|| <1y ||y|]| <1y tales que ||x—y| > & > 0. De la
igualdad del paralelogramo se deduce

2

1 1 £
eI+ S = 7l =3I < 1- 2

X+y o
1521 :

_1|
2 2

haciendo 6 =1 —4/1 - %2 > ( tenemos
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xX+y
—|<1-0
1521

Observacion: Necesariamente & < 2, en efecto si fuese ||x —y|| > 2 y por ejemplo
[l¥|l <1 tendriamos 2 < ||x —y|| < ||x||+]|y||, de donde ||x|| > 2—||y|| >2—-1=1 que
contradice la eleccién de x.

4.10| Tenemos
VcH=H cV’

Veamos que todo elemento x € H = H’ define un elemento ¢, € V’. Definimos
Wx,v)=(x,v) VveV
Ahora la aplicacién lineal

W :H—>V

X =Yy

€S

= Inyectiva: En efecto sean x1,x, € H tales que 5, =y, , es decir
(x1,v) = (x2,v) VveV
Como V es denso en H
(x1,x) = (x2,x) VxeH

y por tanto x| = x
= Continua: Como ||v||g < C||v|lv

Wx,v) < Csup Wx,v)

lx|lv: = sup <
vev Ivilv vev IVIlH
X,V
SCsup( ) <Clx|lg
ver IVIla

Falta demostrar que H es denso en V’. Para esto se haremos uso del corolario[3.1]
del teorema de Hanh-Banach. Aplicamos el corolariocon E=V’'y F=H =H’.
Sea f € V" tal que v~ {f,x)y =0 para todo x € H c V’. Como V es reflexivo,
pues es un espacio de Hilbert, sea y el elemento de V definido por 7'(y) = f donde
T es la aplicaci6n definida en ([3.17). Es decir v/ (x,y)y =y~ (f,x)y- para todo
x € V'. En particular para x € H podemos escribir (x,y) =0 para todo x € H. Es
decir y =0y por lo tanto f =0.

M.11] Seav € E conv ¢ N. Como N es cerrado d = dist(v,N) > 0. Elegimos mg € N
tal que

d
d<|lv-—mo|l <
1-¢
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y tomemos
vV —nl
u= ——
llv —moll

u verifica las condiciones requeridas, en efecto si m € N tenemos

Vv —my

llv —mol|
ya que mg + ||[v —mg|lm € N.
4.12

= Demostracién de a): Sea un intervalo acotado de extremos a, b € R. Tenemos que
demostrar que para todo € > 0 se puede recubrir el intervalo mediante un niimero
finito de intervalos abiertos de radio menor que €. Dado € > 0, elegimos n de
manera que h%“ < g. Dividimos el intervalo dado en n subintervalos mediante la
particién

1-¢
lu—m| =l -m| = IW—(meW—mMMﬂHZ—Erd=1—8

1
v —moll

x;=a+i i=0,1,...,n

n

Los subintervalos de centro x;,1 /2 = x’%”’ parai=0,1,...,nyradio l% recubren

el intervalo dado.

= Demostraciéon de b): En un espacio métrico completo los conjuntos totalmente
acotados son los mismos que los conjuntos relativamente compactos (véase coro-
lario[I.7). Un intervalo acotado por la parte a) del ejercicio es totalmente acotado,
y si es cerrado coincide con su adherencia que es compacta por la definicién de
conjunto relativamente compacto.

= Demostracién de c): Consideraremos R? con la distancia asociada a la norma
euclidea. Debido a la equivalencia de normas en espacios de dimensién finita
el resultado serd valido para cualquier distancia asociada a otra norma. Basta
demostrar que

I={x=(x1,x2,...,xq) € RY: a; <x; <b;,i=1,...,d}

es un conjunto totalmente acotado: Consideramos primero el caso en el que
b;—a; =06 paratodoi=1,...,d. Dado &£ > 0 hemos de recubrir / mediante un

ndmero finito de bolas abiertas de radio menor igual a €. Procedemos como en

el apartado a). Elegimos n de manera que @ < &. Consideramos la particién

de la celda I en n4 d-subceldas dividiendo cada intervalo [a;,b;],i=1,...,d en

n subintervalos de lado é/n. Sea cy; s =1, ondel punto central de cada uno
Yds g

de estas n? subceldas. El didmetro de cada una de estas ¢, d-celdas es 0

conjunto finito de bolas abiertas B(cy, @); s=1,...,.n% de centro cs y radio

@ recubre /.

Si las dimensiones de la d-celda I son distintas, es decir b; —a; =6;;i=1,...,d
entonces consideramos § = max{d;; i = 1,...,d} y cubrimos la celda / mediante
una d-celda
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J={x=(x1,x2,...,xq) ER‘]'; ci<x;<d;,i=1,..,d}

cuyo centro es el mismo que el de la celda I y para la que d; —c¢; = ¢ para
i=1,...,d. Procedemos entonces como en el caso anterior.

= Demostracién de d): Sea A un conjunto cerrado y acotado en R¥. Si A es acotado
existird una d- celda 7, que podemos suponer cerrada que lo contiene. Por la parte
c) de este ejercicio I es compacto por lo que A si es cerrado serd compacto pues
todo subconjunto cerrado de un compacto es compacto (véase teorema[I.19).

= Demostracién de e): Sea E un espacio normado real de dimension finita d. Como
E es isomorfo a R? podemos aplicar la parte d). Si E es un espacio normado
complejo de dimensién finita d, E es isomorfo a R*? y podemos aplicar de nuevo
d).
Nota: El isomorfismo obvio de C y R? est4 definido asociando el niimero complejo
a+ bi con el par ordenado (a,b).

4.13

Razonamos por reduccién al absurdo. Si E es de dimensién infinita, existe una
sucesion (E,), de espacios de dimensién finita tales que E,,—; ¢ E,. Gracias al
resultado del ejercicio 4.11] se puede construir una sucesién (u,), con u, € E,,
llunll =1, y dist(u,, E,—1) = 1/2. En particular tendremos ||u;,, — u,|| = 1/2 para
m < n. Asf pues la sucesién no admite ninguna subsucesién convergente y Bg no
puede ser un conjunto compacto.

Sean (y1,Y2,Y3,...) una sucesion de vectores linealmente independientes de un
espacio prehilbertiano. Vamos a construir una sucesién ortonormal (x1,x7,x3,...) de
vectores tales que el espacio generado por {y1{,y2,V3,...,¥»} €s el mismo que el ge-
nerado por {x{,x7,X3,...X, } cualquiera que sea n € N. Utilizaremos el procedimiento
de Gram-Schmidt:

X1

ST
| |
722 =y2— (y2,x1)x
¥ 22
2= T
[lz2 ]
| |
| |
n-1
0= Yn= ) (Vi)
i=1
Xp = Zn
" zall
4.15
1.

((T*)'x,y) = (x,T"y) = (Tx,y) Vx,Vy
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de modo que (T*)* =T.
2. Observemos que T*T:E - EyTT":F — F.Si||x|| <1

ITx|* = (Tx,Tx) = (T*Tx,x) < |T*Tx]||.|lx|| < |IT*T||
y tomando el supremo para ||x|| < 1 resulta
IT|I> < IT*T|
Por otra parte como ||T7|| = ||T||
177N < IT*IIT1 = IT1?

de donde
IT* 7| = 1T

Intercambiando los papeles de Ty T*,
ITT*)| = |IT*|1* = IT

3. De la anterior propiedad se deduce inmediatamente que 7*7 =0 si y solo si
T=0
((ST)*y,x) = (y,8Tx) = (S*y,Tx) =(T*S"y,x) Vx,Vy
5. Tenemos TT~!' =T-'T =1.
I = [* — (TT—I)* — (T—l)*T*
y también
[=0"=(T"'T)" =7"(T"")"
de donde (T71)* = (T*)~ L.
T; es sobreyectiva pues para todo Tx € R(T), descomponiento x = y+z con

y€N(T)yze N(T)* tendremos Tx = Ty z. Por otra parte T} es inyectiva pues para
x € N(T)* y Tyx =0, entonces x € N(T)- N N(T) = {0}.

Como || flla =ll¢lla’ y llgllo = lLx|la utilizaremos la equivalencia de (@.51)-
(4.52) con el problema (4.53)-(4.54) y demostraremos que la solucién (u, p) de este
dltimo verifica

1 L llall
< - +—=(1+—
luller < 11l + 5 (14 =) lgllo

B
llall llall

llall
T)Hf”H + ?

i+

1
lipllo < ,E(H )iglo

De Bug = g deducimos ||ug|lg < é||g||Q. Por otra parte tomando v = w en

a(w,v) =(f,v)—a(ug,v) VYvevV
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y aplicando la V-elipticidad,

2
alwlly <1 la-lwlla +llall-lluolla-lwlla

de donde | lal
a
wllg < — +—
Il < 21l + sl
Abhora teniendo encuenta que u = w + u, resulta
1 1 llall
ullg = Iwllg +lu <= +—=(1+—
lullg < lIwlla +lluoll a”f”H ’8( > )igllo

lo que demuestra la estimacion de ||u||g .
Pasemos a la estimacion de ||p||o. Tenemos B*p = f — Au, de donde

Iplle < %”f_A””H < é(||f||+IIaII~IIMIIH)

y utilizando la estimacién de ||u||y anterior y agrupando términos

Irllo < 51+ LoDy + It 1+ e
que es la estimacién buscada.
4.18
a)

ITx||? = (Tx,Tx) = (x,T*Tx) = (x,TT*x) = (TT*)*x,x) = (TT"x,x) = (T*x,T*x) = || T*x||?

b) Demostraremos que si 7 es normal y compacto entonces 7™ es normal y compacto.
Evidentemente si 7 es normal también lo es T*. Veamos ahora que si T es
compacto T* también lo es. Sea (x,), una sucesién con ||x,|| < 1. Entonces
existe una subsucesion (Tx,, ),, convergente y por tanto de Cauchy. Entonces
como

”T*xnk - T*xnl = 1Txn, = Txnl

tenemos que (77x,, )n, es de Cauchy y por lo tanto convergente.

Supongamos que Ny (1) es de dimension infinta. N7 (1) tendrd una sucesion de
vectores linealmente independientes (x,), y podemos suponer que es una sucesion
de vectores ortonormales. Si m # n,

1T =TI = 1A% = A% 1> = (AP |10 = xal1* = 1A (1Pt [1” + [xal?) = 21217 > 0

por lo que (Tx,), no puede tener una subsucesién parcial convergente. Como
lx ]| = 1 esto contradice la compacidad de T.
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1. Sea A > ||T||. Demostremos que la aplicacion T — A1d es inversible. Esto demos-
trard que o (T) C [-||T||,+||T||]. Dada f € H, la ecuacién Tx — Ax = f, se puede
escribir de la forma x = %(Tx — f). Es decir, x es punto fijo de la aplicacién

H—H
1
—(Tv -
y—=~Ty-f)
Como
IS(Ty1= )=~ (Ty2= )l < STy -T2l
2 Y1 1 y2 =2 yi—1Y2
1
< ITH-yr=y2ll < Cliyr =yl
con C = @ < 1. Por lo tanto existe un tnico punto fijo x que es la solucién
buscada.

2. Veamos que el conjunto resolvente es abierto: Sea Ay € p(T'). Veremos que existe
un entorno de A tal que para todo A de este entorno A € p(T). Sea A € R en un
entorno de Ay cuyo radio determinaremos mas adelante. Queremos resolver la
ecuacion

Tx-Ax=f

que podemos escribir de la forma
Tx—Aox=f+(1-29)x
o en forma de ecuacién de punto fijo
x=(T-2Ald)™" (f+(1-29)x)
Tendremos

(T = AoId) ™" (f + (A= A0)y1) = (T = ApId) ™" (f + (1= 20)y2)
<I(T = 201d) ™ |.]A= o] ly1 = y2 I

La ecuacién tendrd un punto fijo si
(T = AoId)™"|l.IA =20l = C < 1

Basta pues elegir A en un entorno de A tal que

C 1
<
(T =a0Id)"| (T = AoId)~"||

[A= 20| =

para que A € p(7T).
Llamemos M = sup <1 |(Tx,x)| y S = supj, = [(Tx,x)]
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Tenemos por una parte S < M. Por otra parte para cualquier x # 0 con ||x|| < 1
tendremos N N
(T (=) 7=

N=S
el 11|

De modo que
|(Tx,x)| < S|x||* < S
y tomando el supremo para todo x con |[|x|| <1

M= sup |(Tx,x)| < S

lIxii<t

M =sup,cp v =1 (Tx,x) quiere decir que para todo & > 0 existe un elemento
x de norma ||x|| =1 tal que M — & < (Tx,x). Basta elegir sucesivamente € = 1/n de
modo que para n suficientemente grande sea M — 1/n > —M, resultando que para
este n existird x,, con ||x,|| = 1 verificando

1
M <M—-— < (Txp,xp) <M
n

4.23

= Demostracion de a): Consideramos las formas ¢,y : H X H — C definidas por

ox,y)=(Sx,y) 'y ¥(x,y)=(Tx,y) Vx,yeH

Tenemos ¢ (x,x) =y (x,x) para todo x € H. Bastard demostrar que ¢ = . Tenemos
que ¢ y ¥ son sesquilineales:
Una forma ¢ : Hx H — C es sesquilineal si verifica

e(x1+x2,y) =@(x1,y) +@(x2,y) Vx1,x0,y €H
e(Ax,y) =Ap(x,y) VYx,yeH VYaeC
e, y1+y2) =@(x,y1)+@(x,y2) Vx,y,y2€H
p(x,dy) =Ap(x,y) VYx,yeH VYi1eC

NS

Aplicamos la identidad de polarizacién

1 . . ) ) ) )
p(x,y) = Z(¢(x+y,x+y) —p(x=y,x=y) +ip(x+iy,x+iy) —ip(x —iy,x —ly))

y lo mismo para . La identidad de polarizacién para formas sesquilineales se
demuestra de la misma forma que en el ejercicio [4.3] para el producto escalar en
el caso de espacios complejos.

= Demostracién de b):
Si T es autoadjunto, 7 =Ty

(Tx,x) = (x,T"x) = (x,Tx) = (Tx,x) Vxe€eH

por lo tanto (T'x,x) es real.
Reciprocamente supongampos que (7x,x) es real para todo x € H entonces
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(Tx,x)=(Tx,x)=(x,Tx) = (T*x,x) Vxe€H

Resulta que 7 =T aplicando la parte a)
= Demostracion de ¢): Sea A y x tales que Tx = Ax con ||x|| = 1. Entonces,

A=A(x,x) = (Ax,x) = (Tx,x) = (x,Tx) = (x,Ax) = A(x,x) = 1

Ejercicios del Capitulo

Veamos primero que si M es una o--dlgebra es un o--anillo. En efecto se verifican

(5.1) y (5.3). También se verifica (5.2) pues si A, B € M entonces
A-B=(ANB)eM

Por otra parte si a un o-anillo & le afiadimos la propiedad de que el conjunto total
X € M entonces para todo A € & tenemos A° € & pues A° = X — A y es entonces
una o-dlgebra.

Sea B C X un conjunto cerrado y f una funcién medible. Pongamos A = B¢,
que es abierto. Entonces el conjunto f~'(A) = {x € X; f(x) € A} es medible. El
complemetario de f~!(A) es también medible. Pero el complemetario de f~!(A) es

{xeX; f(x)gA}={xeX; f(x)eB}=f"'(B)

Veamos que si ¥ es una coleccién cualquiera de subconjuntos de X, existe una
o-dlgebra minima M* en X tal que ¥ c M*.

En efecto, sea = la familia de todas las o-dlgebras M de X que contienen a ¥ .
Como la familia de todos los subconjuntos de X es una o-dlgebra, = es no vacia.
Sea M* la interseccion de todas las M € E. Tenemos que ¥ € M* y que M* estd
en toda o-dlgebra de X que contiene a ¥ . Falta probar que M* es una o-dlgebra.
Comprobémoslo,

1. X € M* pues X € M paratoda M e &

2. Si A € M*, entonces A € M para toda M € E y por tanto A° € M para toda
M € E; concluimos que A€ € M*

3.81 Ay, € M* para n=1,2,3,... y si M € E, entonces A, € M y por tanto
UA,, € M porque M es una o-dlgebra. Como UA,, € M para toda M € E
concluimos UA,, € M*.

Sea A un abierto de R. Para x € A existe un intervalo abierto (a,,by) tal que
x € (ay,by) C A. Seaay =inf{ay; (ax,bx) C A}y Bx =sup{by; (ax,by) C A}, es
decir (ay,Bx) es el mayor de los intervalos que contiene a x y estd contenido en A.
Sea I = (ay,Bx) C A. Si I, = A ya hemos terminado. En caso contrario existird un
y € A tal que y ¢ I,. Construimos para este y el correspondiente /. Naturalmente
I, N1, =0 pues en caso contrario no serfa /, el maximo intervalo conteniendo a x
e I, el mdximo intervalo conteniendo a y respectivamente.
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Consideremos en A la relacién de equivalencia siguiente: x ~ y si y solo si
x,y € I. Claramente ~ es un relacién de equivalencia y clasifica los puntos de A
en clases de equivalencia que llamaremos %. Renombramos I, = I de modo que si
X,y € ¥ tenemos x,y € Iy =1, = I = I, y podemos escribir

A= Jis
X

Finalmente como Q es denso en R para cada intervalo I; existe un g € Q tal que
q € Iz = 1; = 1. Por lo tanto podemos asociar a cada intervalo /5 un nimero racional
g. Como Q es numerable el conjunto de intervalos /5 también lo es.

5.5 Lo demostraremos en el caso d = 2. En el caso general seria andlogo. Sean
I={x=(x1,x2) €R* a; <x; < by, ay <xy < by}

J={x=(x1,x2) €R? ¢; <x1 <dy, c2 <x2 < d}
dos 2-celdas. Si son disjuntas I —J = () y se termina la demostracién. Si no son
disjuntas supongamos por ejemplo
ar<c1<b1<d;
a<cr<by<dy

Entonces J — I es unidén de las 2-celdas

{x=(x1,x2) €R? ¢; <x; <dy, by <x3 < da}

{x=(x1,x2) €R?* by <x1 < dy, c2 Sx2 < by}

Cubrimos el n-ésimo punto de A mediante una d-celda I, tal que m(1I,) <27 "¢.
Tendremos que

1 1 1
m*(A) < 5€+ §.9+ 2—38+... <eg

Sea B, € Mg (u) y B, — A cuando n — oo. Queremos ver que A € Mg (u),
es decir queremos ver que existe una sucesion de conjuntos elementales que tiene

como limite A. Para cada n tendremos una sucesién de conjuntos C,(n") € & tales que
d(Cfnn),Bn) — 0 cuando m — oo. Es decir

Ve > 0 existe mg tal que sim > my d(C,(,?),Bn) <&

Ve > 0Qexiste ng talque sin > ng, d(B,,A) <e&
tomemos n; = max{ng, mo}; tendremos para todo & > 0 existe n; tal que sin > n;

d(C\,A) <d(C\"™,B,)+d(Bn,A) <2
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Recordemos la construccién de la integral de Riemann de una funcién acotada
en un intervalo [a, b] de la recta real R.

Una particién P en [a,b] es un conjunto finito de puntos ordenados de [a, b]
siendo el primero a y el Gltimo b:

P={x;}iy={a=xo<x1 <..<x,=b}
El conjunto de particiones de un intevalo lo designamos #([a, b]). Una particién
P; € P(|a,b]) diremos que es més fina que otra Py € P([a,b]) si P; C P;.
Sea f : [a,b] — R una funcién acotada. Para cada particién P € P([a,b])
M; =extrsup{ f(x); x;—1 <x <x;} m;=extrinf{f(x); xi-1 <x <x;}
llamaremos suma superior U (P, f) y suma inferior L(P, f) a
U(P,f) = ) Mi(xi=xi-1)
L(P,f)= Zmi(xi —Xi-1)
respectivamente. Tendremos
a) L(P,f)<U(P,f)paratoda P € P([a,b])
b) Si Py Q son particiones de [a, b] tales que P C Q

L(P,f) < L(Q./)

U(Q.f) <U(P.f)

¢) Para todo par de particiones Py Q

L(P,f) <U(Q.f)

Se llama integral inferior de Riemann de f a

b
/fdxzextr sup  L(P,f)

PeP([a,b])

e integral superior de Riemann de f a

b
dx = ext inf U(P,
[ ras=exe |t vipg)

Cuando la integral superior y la inferior coinciden decimos que f es integrable
seglin Riemann y a este valor se le llama integral de Riemann de f. Escribiremos
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/abfdx=ffdx=7</abfdx

Para compararla con la integral de Lebesgue, consideremos una sucesién de par-
ticiones Py € P([a,b]) tales que Pr_y C Pg. Si f es integrable segiin Riemann
tendremos cuando k — oo

b b
Uk(Pk,f)—>R/ fdx Lk(Pk,f)—>R/ fdx (7.148)

pues las sucesiones Uy (Px, f) y Lk (Pk, f) son monétonas acotadas, tiene limite y
este limite tiene que coincidir con el extremo superior e inferior respectivamente.

Ahora para cada Py definimos las funciones U : [a,b] > Ry L: [a,b] - R
constantes a trozos siguientes Uy (a) = Li(a) = f(a) y

Ur(x)=M; Li(x)=m; (xi-1<x<x;,i=1,...,n)

Tenemos que la integral de Lebesgue de estas funciones coincide con la suma
superior y suma inferior respectivamente, es decir

b b
U(Pk,f)=/ Uk dm L(Pk,f):/ Ly dm (7.149)

como Py, es una particiéon més fina que Py, tenemos
Ux)2Ux(x) 2.2 f(x) 2...2 Lr(x) 2 Li(x) (a<x<Db)
por lo que existen los limites
U(x) = lim Up(x) L(x) = lim Ly (x)

Aplicando el teorema de la convergencia monéntona

b b b b
/dem—>/ Udm /Lkdm—>/ L dm (7.150)

Aclaracién: Supongamos primero que f > 0, entonces L (x) > 0 para todo k y
podemos aplicar el teorema. Para las Uy aplicamos el teorema con —Uy en lugar de
Uy. Parauna f general descomponemos primero la funcién en parte positiva y parte
negativa, f = f*— f~.

Juntando los resultados (7.148)), (7.149) y (7.150) obtenemos

b b b
/Udmz/ Ldm:R/ fdx (7.151)

Como L(x) < f(x) <U(x) en [a,b], la primera igualdad de (7.151]) demuestra que
L(x) = f(x) =U(x) encasi todas partes de [a, b]. Como Ly U son medibles tenemos
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que f es medible y por tanto f es integrable segin Lebesgue y tenemos la igualdad
de las integrales.

Sea un conjunto compacto K € R¢. Dado & > 0 sabemos que existe un abierto
V 5 K tal que
uV-K)<e

Si K es un compacto de R es cerrado y acotado. Por tanto existe una bola abierta B
que contiene a K. Por tanto u(K) < u(B). Tomemos G =V N B. Tenemos que G es
un abierto acotado pues VN B C B. Ademds G D K. Y también u(G — K) < € pues
w(G-K)y<u(V-K)<eyaqueG-KcCcV-K

[5.10] Razonamos como en el ejercicio 2] parte b), teniendo en cuenta para la
propiedad P3 que trabajamos con clases de funciones, donde las funciones de una
misma clase difieren en conjuntos de medida nula. Es decir, si

/szdxzo

implica f =0 c.t.p. de Q segiin el teorema[5.13)
[5.11] Seguir los mismos pasos que en el caso p =2

[5.12] Seguir los pasos de la demostraci6n de los teoremas[5.23] [5.24] sustituyendo la
norma L? por la norma L?.

[5.13] Como f; es continua y soporte compacto es uniformemente continua y para
todo x € sop( f1) y para todo & > 0 existe una bola B(x,¢") de centro x y radio 6’ > 0,
tal que para todo y € (B(x,8’) se tiene

[fi(x) =iy < (7.152)

e
u(Q)e
Sea ahora la d-celda R, de centro x y didmetro § = min{d’,d(x,p(Q"))} (aqui
©(Q’) designa la frontera de Q’) tendremos a fortiori que se cumple para
todo y € R, y también evidentemente R, C Q’

Ahora el conjunto de celdas abiertas [ yesop( ;) Rx r€cubre sop(f1) y por tanto se
puede extraer un recubrimiento finito R;; i = 1, ..., N que verifica para todo R;

&
) o £
|fcrglléfl (x) )rcrégtfl ()| < (Q)r

con las propiedades requeridas.

[5.14] Seguir los pasos de la demostraci6n de los teoremas[5.23] [5.24} [5.23]
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Ejercicios del Capitulo [6]

6.1l
a)

b)
c)

d)

La aplicacién Ty estd bien definida pues para toda ¢ € D(Q) se tiene

| / F)p() dx| = / F)00) dx] < sup lo()] [ 1f(x)dx < oo
Q K xeK K

donde K es el soporte de ¢.

Por otra parte es inmediato ver que 77 es una aplicacién lineal.

Laaplicacién Ty es continua: En efecto, sea (¢,), C D (L) tal que limy,—co @n = ¢
en D(Q). Sea K un conjunto compacto conteniendo los soportes de ¢, y ¢,

Ty on - = /Q F0 e (6) =) ] < 56 ()= 00| /K 1fldx —0

cuando n — oo.
La aplicacion lineal

T:L,,.(Q) — D'(Q)
f—Ty

que asigna a cada funcién f € L Iloc (L) la correspondiente distribucién asociada
T; definida mediante || es inyectiva: Demostraremos que si f € Llloc (Q) tal

que
/f(x)go(x)dsz VoeD(Q) (7.153)
Q

entonces f =0 c.t.p. en Q

Segtin la observacién[5.2]basta demostrar que (7.153)) se verifica para toda funcién
¢ € Cc(€). En efecto, segiin la observacién [5.2] para toda ¢ € C.(€2) existe una
sucesion (¢,), € D(Q) tal que ¢,;, — ¢ cuando n — oo uniformemente. De hecho
existe un compacto K C Q para el que el soporte de las ¢, y de la funcién ¢ estd
contenido en este compacto. De modo que para todo € > 0 existe un ng tal que si
n > np entonces

| /Q P (l06) = ()] < sup ) = (1) /K F)ldx <& /K £ ()] dx

de modo que si se verifica (7.153)) para todo € > 0 existe un ng tal que si n > ng
entonces

| /Q Fo() dx| = | /Q FO (@) = pn () dx] < /K £ ()] dx

Como & > 0 es cualquiera y el procedimiento es vélido para toda ¢ € C.(£2)
resulta
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/f(x)go(x)dxzo VoeC.(Q) (7.154)
Q

Demostraremos que si se verifica entonces f =0 c.t.p. en Q siguiendo la
demostracién dada en [3]]. Procedemos en dos etapas:

1. Supongamos primero que f verifica f € L'(Q) y que la medida de Q es finita.
Aplicando el teorema sabemos que, dado & > 0 existe f] € C.(Q) tal que
Ilf = fillo.1.o < &. De donde utilizando (7.153) tenemos

| /Q Fie) dr] = | /Q (i) = F () (x) ]
< / 1) = fF) e ldr < sup oo / 11 () = £ ()]
Q Q

xesop(¢p)
< &llello,co. (7.155)

para toda ¢ € C.(€2).
Sean ahora,

Ki={xeQ; fi(x) > ¢}
K> ={xeQ; fi(x) < -¢}

Como K y K3 son compactos disjuntos se puede construir gracias al corolario
del teorema de Urysohn [I.1T]una funci6n continua

) +1six €K,
uoplx) =
0 —lsixek

con |up(x)| < 1 para todo x € Q. Podemos elegir 1 de forma que sea de soporte
compacto, por ejemplo multiplicando por una funcién continua con valores
en [0, 1] que sea nula fuera de un compacto que contenga a K; UK; y que
valga 1 en K; UK. Poniendo K = K7 U K; tendremos,

/f]btodx=/ f]uodx+/f]u0dx

Q Q-K K
/|f1|dx=/f1uodx=/f1u0dx—/ Jiuogdx
K K Q Q-K

gracias a (7.155)) y teniendo en cuenta que |ug(x)| < 1,

/K|f1| < I/Qfluodxl+|/Q_Kf1uodx|

< elluolloma + / ol dx < £+ / |fildx
Q-K

Q-K

y también
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/glflldx=/Q_Klf1Idx+/K|f1|dx

SS+2/ |fildx =e+2eu(Q)
Q-K

y finalmente

pues | f1| < € en Q — K. Finalmente

Ifllo,1,0 < f = fillo,,e+ 1 fillo,1,0 < 26 +2eu(Q)

y como esto es cierto para todo & > 0 concluimos que f =0 c.t.p. en Q.
2. Consideremos ahora el caso general f € LIIOC(Q). Podemos considerar

Q =J,, €, como unién numerable de conjuntos abiertos €2, con Q, compacto
y Q,, C Q. Por ejemplo

1
Q, ={x € Q; dist(x,Q°) > —y |x| <n}
n

(Véase figura[5.6) Aplicando el paso anterior a f|q, tenemos que f =0 c.t.p.
en Q,, y podemos concluir que f =0 c.t.p. en Q.

e) Laaplicacién T es continua: Utilizando el teorema[2.12] T es continua si y solo si
para toda seminorma |{. ,¢)|; ¢ € D(Q) en D’(Q) existe una seminorma pg (.)
enL; .(Q) tal que

KT ()0 = KTy, ) < Cpx (f)

En efecto, sea f € Llloc (Q) tenemos para toda ¢ € D(Q),

|<Tf,so>|=|/gfsodx| < suple()| [ Iflde=Cpi(f)

donde K es el soporte de ¢ y C = sup,.cx l¢(x)]-.
1

En particular tendremos: Sea f = lim, .« f, en L, (£2) entonces

oc

lfmTﬁl = Tf en D’(Q)

En efecto, si f =1im,_ f, en Llloc (Q) quiere decir que para todo compacto
KcQ

PK(fn—f)=/Q|fn—f|dx—>O cuando n — oo

De donde para toda ¢ € D’ (Q)

|<Tﬁ1_Tf»‘P>|:|‘/(fn_f)¢dx|SSuPl‘P(x)| |fa—fldx—0 cuando n— oo
Q xekK K

que es lo mismo que decir
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Iim Ty, =Ty enD'(Q)

n—oo

ﬂ H es una funcién de Llloc (R). Llamemos Ty a la distribucién asociada a la
funcion de Heaviside, es decir

Tno) = [ Hwedr= [ oar veeD®
La derivada de la distribucién Ty es la distribucion que para todo ¢ € D(R) verifica
(T ¢y = (T ¢")
= —/Om ¢’ (x) dx = ~(p(c0) —¢(0))
=¢(0)=(d.¢)

T}, es por lo tanto la distribucién ¢ de Dirac.

Sea T la distribuci6n asociada a f.
a)

Ty =1y ¢) == [ fog

:—[:4,0’(x)dx+‘/_10xg0’(x)dx—‘/lesﬂl(x)dx

Calculamos cada uno de los términos,

-1
- / ¢ (¥) dr = —p(~1)

0 0 0
[ xewar=xel - [ ewax=e-n- [ ot

1 1 1
—‘/0 x¢'(x)dx = —x¢ |é+‘/0 tp(x)dx=—90(1)+‘/0 p(x)dx

De donde finalmente,

0 1
(T0) ==p(=D+e(-D= [ ewds—p()+ [ ploas
0

1
=‘L ¢(X)dx—¢(1)+/0 o () d

Introduciendo la funcién
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0 si x€]—oo,—1]

-1 si xe[-1,0]
g(x) = .

1 si xe[0,1]

0 si xe[l,o0]
y su distribucion asociada T,, podemos escribir para toda ¢ € D(R)

(Tp.p) =T, 0) = (61, 9)
donde ¢ es la distribucién de Dirac en el punto 1. Por lo tanto

T/

p; =Tg—51

b) Para calcular la derivada segunda de f en el sentido de las distribuciones, deri-
vamos T;. calculada en el apartado anterior. Tendremos T }’ =T; — 0. Para toda
¢ € D(R) escribimos,

<TJ,C,9 ‘10> = (Tg,’ ()0> - <61»‘P>
=—(Tg.¢") +(d1,¢")

- / () () dr +¢'(1)

(o)

0 1
- [ewas- [ emaree)
=0 % =g+’ (1)
=9(0) (=) = (1) +¢(0) +¢'(1)
=(0,0) = (0-1,0) = (01, 0) +(5,9) = (], ¢)
de modo que finalmente,
T}, = —(5_1 +26—51 —(5;

6.4/

a) Damos el resultado que se obtiene procediendo como en el ejercicio anterior: Se
obtiene
[
T; =T, -6,

donde g es la derivada clésica en los puntos en los que es derivable cldsicamente,

es decir
0 si x€]—00,0[

gx)=491 si xe€[0,1]
0 si xe[l,o00]

b) La derivada segunda de f en el sentido de las distribuciones es
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1" _ ’
T =T} -6

dondeTézéo—(Sl.
Considerar la funcién
0 si xe€]—oo,—1]
fx)=31-x si xe[-1,1]

1 si xe[l,o0]

El resultado es:

a)
T, =Tg+25_1+61
donde
0 si x€]—oco0,—1]
gx)=4-1 si xe[-1,1]
0 si xe[l,o
b)
Tf”zTg’+26’_l+6i
=—6_1+61 428" +6]
6.6

1. Primero observemos que

[t somiar= [ @i [ 7=l dr <o

pues f g € LP(R?) y podemos aplicar la desigualdad de Holder. Ahora,

[ reoma=[ [ fa=ngmeodyas
= [Le0 [ re=yhedas= [ e [ Fo-oneoar)ay

= [ s0Femmas

2. Seav e H'(RY) yu e L' (R9), queremos demostrar que para las derivadas en el
sentido de distribuciones se verifica
o(v*u) dv
(9x,~ - 6)6,‘

Tenemos v € L>(RY) y % € L*(R4). Aplicaremos con v y su derivada la
propiedad de la primera parte con p = 2. Supongamos primero que ademas u
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tiene soporte compacto. Vamos a calcular a(av “) en el sentido de distribuciones.

Mis precisamente vamos a ver que

o(v=u)

< Bxi

av
)= (s xup) VpeDRY)
Xi
En efecto, para toda ¢ € D(R?) tendremos,

o(v*u) (")
o ) =—(vru, 8_>

/ (v*u)—dx——/ v(ﬁ*a—"p)dx
R4 6)([
oixy)
B Ad ax,-
Si u tiene soporte compacto y ¢ tiene soporte compacto ii * ¢ € D (R) y como
v € H'(RY) tenemos

(

G0 [ dling)
< 6x,- ’()0)_ ‘/]Rjdv (9x,~ d
0
- [ gtisprde= [ (G rupds= (3 sue)

donde hemos aplicado en el pendltimo paso de nuevo la primera parte del
ejercicio.

Hemos utilizado que u sea de soporte compacto pues en el desarrollo anterior
necesitamos que i * ¢ sea de soporte compacto.

En el caso general procedemos por densidad. Sea (uy,),, una sucesion de funcio-
nes de D(RY) tal que u,, —uen L' (R4) (como en el teorema . Segtin

lo visto anteriormente,

viu, € H'(RY) %:%*un (7.156)

Tenemos v+, —— vu en Lz(Rd)' En efecto, por una parte u,,,u € L' (RY)
n—

por lo que v *u, € LZ(Rd) y xu, € L*(R?) y ademds gracias al teorema

[5.33]y la propiedad (5.48)
lvsun—vulloz,e < |Ivilo2.e-lun—ullo,1,0
de modo que

VU, — VEU
n—oo

en L?(R?) y con el mismo razonamiento
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av %
— kU, —— — kU
ox; n—eo  Jx;

en L?(RY) pasando al limite en (7.156) obtenemos

o(vxu) v
= —3%U
6x,~ 6)([

en el caso general.

Si x € E, est4 claro que 7'(x) = T(x), pues podemos siempre elegir la sucesién
(x5)n donde x,, = x para todo n.

La aplicacién T estd bien definida: En efecto, supongamos dos sucesiones (x,,), y
(¥n)n en E que convergen al mismo limite x € E. Tenemos que (7'(x,))n ¥ (T(yn))n
son convergentes. Veamos que el limite es el mismo.

T () =T ) | < WTNI-Mben =yl < IT N Clloen = 2N+ [1yn = x11)

y pasando al limite cuando n — oo obtenemos lim 7 (x,,) = lim7 (yn).
Para la linealidad de T: Dados x,y € E, sean (x,), € (y,), dos sucesiones en E
tales que x, — x e y, — y. Dados 4, u € K, basta pasar al limite en

T(/bcn +/~1yn) = /lT(xn) +ﬂT(yn)

para obtener la linealidad de T.

Para verificar la continuidad de 7 resulta que como 7 es lineal la continuidad es
equivalente a estar acotada: Como || (x,,)|| < ||T]|-||xx||, haciendo n — co, resulta
IT(x)|| < |IT]l.||lx]|. Por lo tanto T es acotada y en consecuencia continua. Ademds
deducimos de lo anterior que ||T|| < ||T||. Si ademés tenemos en cuenta 7'(x) = T (x)
paratodox € E,

Irel 1T

7]l = =71l

xeBsx20 X7 yepiano Xl

tenemos ||T|| < ||IT||, y por lo tanto ||T|| = ||T|l.

Falta demostrar que T es tnica: En efecto, sean T: E — By S : E — B dos
aplicaciones continuas tales que 7'(x) = S(x) paratodo x € E. Seaahorax € E y (x,),
una sucesion de elementos de E tal que limx, = x. Tenemos T'(x,,) = S(x;,) para todo
n'y pasando al limite cuando n — oo por la continuidad de T y S, resulta 7' (x) = S(x)
para todo x € E. Observemos que solo hemos utilizado aqui la continuidad de T y
S. No es necesaria la linealidad.

6.8]

Sea v € C%(Q) con vlg, € H'(Q,), para todo r = 1,...,N. Evidentemente

v € L?(Q). Veamos que también las derivadas en el sentido de las distribuciones g"

son también funcmnes de L*(Q), para todo i = 1,...,d. Definimos v; € L*(Q) tal

que vilg, = ax “|q,, paratodo r =1,...,N, veamos que v; = gv en el sentido de las

distribuciones. En efecto, para toda funcmn © € D(Q), se tiene:
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9 ) 9
<g—;’¢)> = _<V$ a_;”[) = _‘/éva_;édx = _Zi\;l */ér Vc’)_;i.dx
=5, e o vemider) = S, [, g
=Z£V=1f9r vicpdxzfgvicpdxz Vi, ).

Entonces g—)‘; € L*(Q) y por tanto v € H'(Q).

6.9
Utilizamos la férmula de Green tomando en el lugar de u su derivada %,
tendremos

ou 0 ik 0
—u—vdx:—/—b;vdx+/v—umd0' Vi=1,....d (7.157)
o 0x; O0x; Q 0x3 r Ox;
sumando en todos los términos parai = 1,...,d y reordenando obtenemos el resul-

tado.

Ejercicios del Capitulo

Z1

a) Seal=(0,1)y H={veH'(I); v(0) =0} con el producto escalar inducido por
H'(I). La formulacién débil es: Hallar u € H tal que

1 1 1
/ u’v'dx+/ uvdx:/ fvdx+gv(l) VveH (7.158)
0 0 0

b) La forma bilineal es el producto escalar en H'(I). La forma lineal del segundo
miembro es lineal y continua (ver el teorema [7.7). El teorema de Riesz-Frechet
[M.TT|nos da la existencia y unicidad de solucion.

¢) Como la forma bilineal es también simétrica (es un producto escalar) el problema
es equivalente a hallar el minimo en H de la funcional

1 1
J(v)=%/0 ((v')2+v2)dx—/0 fvdx—gv(1)

d) Tomando v =uen y aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz resulta

2
Nuelly ;< 11 llo.z lleello,r +1g1-lu(D)]

Como [u(x)| < xl/zlulu (ver la demostracion en el lema i para x = 1 tene-
mos |u(1)| < |ul1,; < |lu|l1,r- Lo que completa la demostracién pues tenemos
llllo.r < ||ull1,r y dividiendo por ||u||;,; obtenemos

lullir < NlfNlo.r +18]
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que es el resultado buscado con C = 1.
e) Seguir los pasos del teorema[7.9]

7.2

a) Sea I=(0,1)y Hy(I) ={v e H'(I); v(0) = v(1) = 0} con el producto escalar
inducido por H'([). La formulacién débil es: Hallar u € H) (I) tal que

1 1 1 1
/ u'v'dx+/ u'vdx+/ uvdxz/ fvdx VveHyI) (7.159)
0 0 0 0
b) La forma bilineal en (7.159) es

1 1 1
a(u,v)z/ u'v'dx+/ u'vdx+/ uv dx
0 0 0

que es continua pues

1
a(u,v)=(u,v)l,,+/ w'vee < lulls v+l vilos
0
< ullirlvlie +lell v =20ulliriviig

y es eliptica pues

1
2 2
a(v,v) = ll7, +/0 vivde =|vlli,
pues

2

La forma lineal en el segundo miembro de (7.159) es continua (véase problema

[7.1.2)

¢) No es equivalente a un problema de optimizacién pues la forma bilineal no es
simétrica.

d) Tomando v = u en (7.159)

1 1
||u||%’1+‘/ u’udxz/ fudx
0 0
1
/u’udx:O
0

y aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos

1 1 2
/v'vdlef D = L2y =02 0)) =0
0 2 0 dx

teniendo en cuenta que

2
Neelly ;< 1Mo lleello,r < W f o,z Mlaellv.z

dividiendo por ||u||;,; obtenemos el resultado buscado con C = 1.
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e) La demostraci6n es andloga a la realizada en el teorema|[7.4]
[7.3

a) Verellema[7.1]
b) Ver el lema[71]

¢) En el subespacio de H' (1) consideramos el subespacio
H={veH"(I); v(0)=0}

La formulacién débil es entonces: Hallar u € H tal que

1 1
/ u'v'dx+/ u'vdx+u(l)v(l)=gv(l) VYveH (7.160)
0 0

d) La forma bilineal asociada al problema es

a(u,v) = / u'v dx+/ w'vdx+u(l)v(l)

= Es continua: Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la desigualdad

[7:20]en el lema[7.1| para x = 1
la(u,v)| < luly vl +lulervlor +luli vl < 3llulli vl

= Es eliptica:
1
a(v,v)zlvl%,1+/ Vv'vdx+v3(1)

|v|11+ /—(vz)dx+v2(1)
=i, +5 v2(1>+v2(1>>|v| > Cvllig

e) La demostraci6n es andloga a la realizada en el teorema 7.9
f) La demostracion es andloga a la realizada en el teorema [7.9]

74

La forma bilineal es:

1 1 1
a(u,v)=/ u'v'dx+k/ u'vdx+/ uv dx
0 0 0

a(-,-) serd eliptica si existe @ > 0 tal que
a(v,v)=alvlli, YveH'()

Vamos a ver que existe v € H' (1) tal que para valores de k > 8/3, a(v,v) <0.En
efecto, tomemos v = (1 —x). Tenemos
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1
a(v,v) = ||v||% 7 +k/ v'vdx
’ 0

sustituyendo el valor de v,

1 1
||v||%’,=‘/ v2dx+/ (v")? dx
0 0
1 1
=/ (1—x)2dx+/ (-1)%dx
0 0

3

X7 1 4
=(x—x +?) |0+1=§+1=§

Por otra parte

1 1 2 1
v/OVIdezfo (—1)(1—x)dx=—(x—%) |(1J=—§

De donde finalmente para esta v

4 k 8-3k
a(V,V)Zg—EZT

por lo que para k > 8/3 tenemos a(v,v) < 0. La forma bilineal no es eliptica para
estos valores de k.

Z.3
Tomando v = u en (7.32) y aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos

2
lulf o < I fllo.ellullo.e < [1fllo.ellullie

Utilizando ahora la equivalencia de la norma ||.||; o y la seminorma |.|; o en Hé (Q)
y simplificando

1
lullie < —1fllo.q
a

donde « es la constante de elipticidad.
Proceder como en el teoremal[7.6]
La forma bilineal es simétrica y aplicamos el comentario 4.2

Hay que verificar que H = {v € H'(Q); v|r,} es un subespacio cerrado de

H'(Q). Para ello, sea (v,,),, una sucesion de elementos de H convergente hacia una

funcién v € H'(Q), de modo que tenemos v,, —— v en H'(Q) y tal que v,|r, =0.
n—oo

Por el teorema de la traza, tenemos

IvIr, llo,ro = IValr, = virsllo,ry < Cllve —vll1,g ——0
n—oo
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resulta v|r, =0y v e H.

[7.9] Sea v € V, multiplicamos (7.55)por v y aplicamos la férmula de Green [6.12]
tomando en el lugar de u la funcién k; % . Tenemos en cuenta (7.56) y sustituimos
los valores sobre I'j, reordenado obtenemos la formulacién débil (7.58)-(7.39).

7.10)

En primer lugar observemos que el subespacio H = {v € H'(Q); v|r,} es un
subespacio cerrado de H' (Q) (ejercicio y que si Q es un abierto acotado conexo
de R? con frontera I' de clase C! a trozos y I'y una parte de la frontera de medida
superficial no nula, entonces la seminorma | - |; o induce una norma sobre el espacio
H={veH (Q); v|r, } equivalente a la norma || - ||1 o (teorema .

Aplicamos el teorema de Lax-Milgram. La forma bilineal es

a(-,):VxV - R

u,v—>a(u,v):/§u.§vdx+‘/l_;.§uvdx+/ Z.ﬁuvdy
Q Q T

y la forma lineal es
[():V—>R
v = I(v) =/fvdx
Q

= Laformalineal /(-) es continua pues aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz
en L?(Q) tenemos

lL(v)] = I/vadXI <lflloelviioe < floelviie

= La forma bilineal a(-,-) es continua, en efecto,

|a(u,v)|§|/§u.§vdx|+|/l_;.§uvdx|+|/ l_;.?zuvdyl
Q Q r

Mayoremos cada uno de los términos. Aplicando la desigualdad de Cauchy-
Schwarz:

|/Vu.wdx|s|u|1,g|v|],gs lullolvllio
Q

Para mayorar el segundo término denotemos B =sup;_; _ ,|b;(x)|, entonces

.....

> o ou ou
| [puvarisn 31 [ Sva=Blvioa 3 15 s

i=1,..., d i=1,..., d
ou » 12 21 1/2
<Blvloal Y, lI-lie) (3, 1) =VdBlulialviee
i=1,....d t i=1,....d
<VdBlulialvlie
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Y finalmente para el tercer término:

[ Bawvavi< [ (€3 i nblulvidy
1

Dv21a

<8 [ O3 mbldblay<s [ (30 HEC Y ) lulvldy

L,....d vyl a i=1,...,d

<VdB / lul[v|dy < VdBllullor, IVllor, < VdBC?|ullialvlie
I

pues (Y1 qln:/*)"/? =1y donde C es la constante de continuidad del teorema
de la traza. Recopilando las mayoraciones anteriores tenemos:

la(u,v)| < (1+Vd B+ VdBCY) ||ulli.alIvi.0

= La forma bilineal a(-,-) es eliptica, en efecto

a(v,v)=/|§v|2dx+/l;.§vvdx+/ b.iiv:dy
Q Q r

Por una parte,
12 2 2 2
/Q|Vv| dx = |v|1,g > C; ”V”LQ

donde C es la constante de equivalencia de la seminorma y de la norma. Por otra
parte, aplicando la férmula de Green (6.12), teniendo en cuenta que V.b =0 (por
tanto V.(bv) = b.Vv y que v =0 sobre 'y

/Zﬁvvdxz—/l;ﬁvvdx+/ b.iivdy
Q Q Iy

. 1 [ -
/b.Vvvdx:—/ b.ivdy
Q 2 Jr,

. - 30 -
/b.Vvvdx+/ b.nvzdyz—/ b.ividy >0
Q r 2 Jr,

pues b.7ii > 0 sobre I'1, por tanto

de donde

y finalmente

a(v,v) > C12 ||v||%’Q
y la elipticidad queda probada.

Vamos a mayorar los términos del primer miembro de la desigualdad
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d

1/2 -
(D) lley3.0)"* < CallFllie
i,j=1

Tenemos para todo i, j =1,...,d
1 dv; Ov; v 31/ 6v v
(V2 = _t IV gy < i / zH J
I = [ (GGt e a5 (G Gyl o
0v; 2 avj 2 1 AR 1/ 6vj 2
< 2 2(— == —L Z —J
‘4/( (Bx]) 255 Jax 2/Q(axj) a3 ) G &
Sumando para todo i, j = 1, ..., d tenemos

i oo (9130 < i( / Zx, det s / (‘Z;j) &)

ij—l

6v d 9vi2 2
l i - N
‘Z [(Geracs 3 [(GPac=Pla< 19k,

i,j=1;i#j

De modo que la constante C, = 1.
La forma bilineal es

d d

a(ﬁ,ﬁ)=/l‘/g(kzz;8kk(ﬁ))(kz;skk(v) dx+2ul;1/s”(u)8,1(v)dx
Tenemos por una parte
d d
af (e @) (Y en@)ax
d d
S/l(/g(;Ekk(ﬁ))de)l/z(‘/g(;skk(ﬁ))zdx)lﬂ

S/ld(ki;/g(skk(ﬁ))de)l/z(gjg(gkk(?;))de)l/z
d 12, 4 12
<ad( Y ey @IRa) (D e )3 q)

i,j=1 i,j=1
< Adlillallvllhe

Por otra parte
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oS [ esst@ens (st <20 S ey @loales ®loa

i,j=1 i,j=1

< 2;1( Z ||Sij(17)||(2),g) (Zd: ||8’1(V)“0 9) "

i,j=1 i,j=1

<2ullill el

donde hemos aplicado el resultado del ejercicio anterior [7.11]

En el caso del problema homogéneo, es decir cuando g = 6, aplicamos el teorema
4.26)

En el caso general para la primera desigualdad la demostracion es la misma que
en el caso homogéneo: Tenemos,

L(ii,q) < L(ii,p) VqeLi(Q)

es
/dlv(u)(q p)dx <0 quL (Q)

tomando g + p en el lugar de g,
/dlv(u)qu <0 Vgel? 0(Q)

tomando —gq en el lugar de ¢

/dlv(u)qu>0 VqEL (Q)

que junto con la anterior da
/dlv(u)qu 0 VgelL 0(Q)

es decir b(u,q) = 0 para todo g € L%(Q) o lo que es lo mismo div(i) = 0. Tenemos
pues (7.101). Reciprocamente si se verifica (7.101)) obviamente se verifica también

/dlv(u)(q p)dx <0 VYgelL? 0(Q)
La segunda desigualdad es
J(i,p)+b(p,u) <J(V,p)+b(p,V) V¥vekK

donde K = {V € (H'(Q))? ;¥ = g}. Se trata de buscar el minimo de una funcional
que es suma de una funcional cuadrética v — %a(ﬁ, V) y de una funcional lineal
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v—b(V,p)— fQ f.¥dx en el conjunto convexo K. Por tanto es equivalente a hallar
i € K tal que

a(ﬁ,c—ﬁ)z—b(v—ﬁ,p)+/f.(v—ﬁ)dx Viek
Q

En este caso el convexo K es un espacio afin, entonces poniendo w = v — it resulta
w|r =0y tenemos

a(ii,w)+b(w,p) > /Qf.fvdx Ve HY(Q)?
tomando —w en lugar de w en la anterior obtenemos la desigualdad opuesta de donde
a(ii,w)+b(w,p) = /Qf.wx Ve Hy(Q)¢
que es (7.100). Reciprocamente si se verifica (7.100), obviamente se verifica
a(il, 5 —ii) +b(F —ii, p) = /Qf.(v—ﬁ)dx Viek
y a “fortiori”
a(il,F—ii) +b(F il p) > /Qf.(v—ﬁ)dx Viek

que es equivalente a la segunda desigualdad
L(i,p)<LB,p) VVekK

Z.14
Como T € L.(H;V) larestriccién a V es obviamente lineal y es continua ya que
gracias a que la inyeccién de V en H es continua tenemos

2
c c

ITv]| < =v| < —|lvll VveV
a a

La restriccion T € L. (V) es autoadjunta con respecto al producto escalar a(-,-) en
V:
a(Tu,v) = (u,v) = (v,u) =a(Tv,u) =a(u,Tv)

La restriccion T € L. (V) es definida positiva:
a(Tv,v)=(v,v) >0 Vv#0

La restriccién a V del operador T es un operador compacto: Sea (u,),, una sucesion
acotada en V, como la inyeccion de V en H es compacta existe una subsucesion
convergente en (u,,), en H. Sealimu, =u € H,comoT es continualim7Tu, =Tu eV.
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Por tanto dada la sucesion (u,,), acotada en V hemos encontrado una subsucesién
convergente de (Tu, ), en V. Esto prueba que 7 como operador de V en V es
compacto.

Recopilando, el operador T : V — V es lineal continuo autoadjunto compacto, en
consecuencia existe una base hilbertiana en V de vectores propios tales que

Tuy = pnun

donde los valores propios u, forman una sucesién decreciente de nlimeros positivos
tendiendo a 0y (u,), es una base hilbertiana en V, con respecto al producto escalar
a(-,-), es decir a(uy, Um) = Onm.

Poniendo 4, = #Ln y como a(Tuy,,v) = (u,,v) paratoda v € V, resulta

1
a(_un’ V) = a(Tun,v) = (M’V)
An
de donde
a(un,v) =, (uy,v) VYvev

de modo que (4,,u,) resuelve el problema espectral planteado (7.113])
Los valores propios correspondientes al problema (7.113) son entonces

son pues una sucesion creciente positiva y (u,), es una base hilbertiana en V con
respecto al producto escalar a(-, -).
Por otra parte poniendo

€n = \/Zun

resulta que (e,), es un base hilbertiana en H. En efecto, tenemos que (e,), es una
sucesion ortonormal en H:

_ VA
(ensem) = NAuA A (i, ttn) = ma( T R

Ademas el espacio engendrado por (e;,), esdensoen H: Sea f € H talque (f,e,) =0
para todo n, tendremos V2A,,(f,e,,) = 0 para todo n, es decir ( f,u,) = 0 para todo n,
en consecuencia ( f,v) =0 para todo v € V pues (u,), es una base hilbertiana en V;
como V es denso en H esto implica que f =0.

Se aplica directamente el teoremal[7.26
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