Trabajo de Fin de Grado:

Geodésicas Luminosas y Sombras de
Agujeros Negros

Lightlike Geodesics and Shadows of Black
Holes

Autor: Alvaro Castilla Gonzalez
Tutor: Marc Mars Lloret
Curso Académico 2022-2023

Grado en Fisica
Facultad de Ciencias
Universidad de Salamanca

%
.

53855 VNIVERSiDAD

& ° P SALAMANCA

CAMPUS DE EXCELENCIA INTERNACIONAL




Geodésicas Luminosas y Sombras de
Agujeros Negros

Lightlike Geodesics and Shadows of Black
Holes

Autor: Alvaro Castilla Gonzalez
Tutor: Marc Mars Lloret
Curso Académico 2022-2023

Firmado: Alvaro Castilla Gonzélez



Facvltad P Ciencias

VN IVE RSiDAD VN iVERSiDAD
P Sr\Lr\/"{r\I\i(}\ D SALAMANCA

CAMPUS DE EXCELENCIA INTERNACIONAL

Certificado del tutor TFG Grado en Fisicas

D. Marc Mars Lloret, profesor del Departamento de Fisica Fundamental de la
Universidad de Salamanca,

HACE CONSTAR:

Que el trabajo titulado “Geodésicas Luminosas y Sombras de Agujeros Negros”, que se
presenta, ha sido realizado por D. Alvaro Castilla Gonzalez, con DNI 71300102X y
constituye la memoria del trabajo realizado para la superacion de la asignatura Trabajo de
Fin de Grado en Fisicas en esta Universidad.

Salamanca, a fecha de firma electronica.

Fi rmado por MARS LLORET MARC -
***8571** el dia 05/07/2023
con un certificado emtido por
AC FNMT Usuari os

Fdo.: Marc Mars Lloret



Resumen:

En este trabajo se estudian las propiedades de la geometria de Kerr y las trayecto-
rias de geodésicas luminosas en la cercania del agujero negro. Mediante el analisis de las
geodésicas luminosas, describimos la region de fotones atrapados, sus propiedades y ha-
llamos unas expresiones para representar la sombra de un agujero negro analiticamente.
Sirviéndonos de esta representacion, analizamos como varia la forma de la sombra en fun-
cion de diversos parametros.

En la segunda parte del trabajo, se describen los detalles de un cédigo desarrollado
en Python con el que se representan las imagenes de distintos agujeros negros. Mediante
dichas imagenes, se analizan los resultados numéricos para las sombras de agujeros ne-
gros de Kerr con distintos parametros. Ademas, describimos el comportamiento cadtico
de las geodésicas luminosas cerca del borde de la sombra y representaremos iméagenes para
métricas diferentes a la de Kerr.

Palabras Clave: Relatividad general, métrica de Kerr, Frame Dragging, agujero ne-
gro, sombra de Kerr, geodésicas luminosas, region de fotones atrapados, Backwards Ray-
Tracing.



Abstract:

In this work we study the properties of the Kerr geometry and the trajectories of
lightlike geodesics in the vicinity of the black hole. By analyzing the lightlike geodesics,
we describe the trapped photon region, its properties and find expressions to represent
the shadow of a black hole analytically. Using this representation, we analyze how the
shape of the shadow varies as a function of various parameters.

In the second part of the work, we describe the details of a code we have written in
Python to represent the images of different black holes. Using these images, numerical
results for Kerr black hole shadows with different parameters are analyzed. In addition,
we will describe the chaotic behavior of lightlike geodesics near the edge of the shadow
and represent images for metrics other than Kerr.

Keywords: General relativity, Kerr metric, Frame Dragging, black hole, Kerr shadow,
ligtlike geodesics, trapped photon region, Backwards Ray-Tracing.
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Capitulo 1

Introduccion

Segun la relatividad general, la luz sigue las geodésicas nulas del espacio-tiempo, por
lo que bajo campos gravitatorios se desplazan por trayectorias curvas. Este fenémeno se
observa especialmente en campos gravitatorios intensos, por ejemplo los creados por un
agujero negro y se explica en detalle en [14]. Una de las consecuencias més interesantes
es la imagen de un agujero negro que se corresponde con una zona denominada sombra y
que viene definida por aquellos rayos de luz que no pueden escapar de su gravedad.

Uno de los teoremas clave en relatividad general es el teorema de Birkhoff, que nos dice
que cualquier solucion esféricamente simétrica de las ecuaciones de Einstein en el vacio
debe ser estatica y asintéticamente plana. Sin embargo, no existe ningtin teorema analogo
al teorema de Birkhoff para espacio-tiempo que describen objetos en rotacién. En parti-
cular hay infinidad de soluciones de las ecuaciones de Einstein que potencialmente pueden
describir el campo gravitatorio exterior a un objeto autogravitante en equilibrio. No obs-
tante, la situacién es muy distinta en el caso de agujeros negros. En términos intuitivos, un
agujero negro se corresponde con un espacio-tiempo que contiene una region limitada por
una superficie de area finita y que esta casualmente desconectada del exterior, por lo que
ninguna particula puede escapar de su interior. Un resultado fundamental en relatividad
general establece que los agujeros negros cuyo exterior es vacio y que se encuentran en
equilibrio viene descritos por unos pocos parametros, que fisicamente corresponden con
su masa total y su momento angular total. Este resultado se conoce como “Teorema de
unicidad de agujeros negros” y es una de las predicciones claves de la relatividad general.
La métrica que describe un agujero negro de vacio en equilibrio fue obtenida por Roy
Kerr en 1963 [10]. La métrica correspondiente se conoce como métrica de Kerr.

La métrica de Kerr es sin lugar a dudas una de las mas importantes de la relatividad
general. Esta métrica tiene diversas propiedades muy interesantes que merece la pena es-
tudiar en detalle. La métrica de Kerr no describe un objeto esféricamente simétrico, ya que
tiene un eje de rotacion favorecido. Sin embargo, esta métrica si es axialmente simétrica
y estacionaria. Una de las propiedades esenciales de la métrica de Kerr es la existencia de
una ergoesfera. Se define la ergoesfera como la superficie a partir de la cual un fotén con
momento angular contrario al agujero negro no puede moverse en la direcciéon opuesta a
la rotacién. Observaremos en el trabajo porque estas propiedades son el motivo por el que
la sombra del agujero negro de Kerr no tenga forma esférica.

Recientemente, la colaboracion Event Horizon Telescope ha conseguido fotografiar la
imagen de dos agujeros negros (M87* en 2019 [5] y, posteriormente Sagitario A* en 2022)
[2]. La colaboracién Fvent Horizon Telescope es un conjunto de telescopios ubicados en

9



10 CAPITULO 1. INTRODUCCION

diversas partes de la Tierra que miden en la frecuencia de las ondas de radio. Esta co-
laboracion combina los datos procedentes de dichos telescopios de forma que, de manera
efectiva, es como si dispusiéramos de un interferémetro del tamano de la Tierra. Vinculan-
do dichos telescopios, la colaboracién EHT ha conseguido medir con detalle el tamano de
la zona de emision de dos agujeros negros supermasivos, M87* y Sagitario A*. Podemos
observar su respectiva sombra en las figuras 1.1a y 1.1b.

-

(a) Imagen de M87* tomada por la colabora- (b) Imagen de SgrA* tomada por la colabora-
ciéon EHT cion EHT

Los hallazgos de la colaboracion Event Horizon Telescope constituyen la motivacion
principal de este trabajo, en el que analizaremos la forma de la sombra de un agujero
negro de manera tanto analitica como numeérica.

En este trabajo, analizaremos de manera tedrica las propiedades principales del espacio-
tiempo de Kerr, el cual se caracteriza por ser la solucion analitica de un agujero negro con
masa M y momento angular a. Por lo tanto, a priori es el espacio-tiempo que podemos
esperar que explique el comportamiento de los agujeros negros realistas. Tras un anélisis
de las propiedades de la solucién de Kerr, obtendremos y analizaremos la solucién analiti-
ca para las trayectorias que sigue la luz en este espacio-tiempo.

Ademas del analisis general de las geodésicas luminosas, nos centraremos en la region
de fotones atrapados, donde los fotones siguen trayectorias que no pueden escapar al in-
finito. Gracias al analisis de estas trayectorias podremos obtener también una expresion
analitica para representar la sombra de los agujeros negros de Kerr.

La segunda parte del trabajo consiste en escribir un cédigo en Python que resuelve de
manera numeérica las geodésicas que sigue la luz en el espacio-tiempo. Este cédigo nos per-
mitird comparar estos resultados con los obtenidos tedricamente. Ademas, utilizaremos el
programa para analizar de una manera visual la deformacién de las geodésicas en funcion
de distintos parametros en diversos espacio-tiempos. Utilizaremos también el codigo para
observar el comportamiento cadtico cerca del limite de la sombra del agujero negro y sus
consecuencias. Finalmente, el programa nos permitird obtener imagenes para las sombras
de agujeros negros con diversos parametros o espacio-tiempos diferentes a Kerr.



Capitulo 2

Geometria Diferencial y Relatividad

Segun el principio de equivalencia podemos entender localmente la gravedad como un
sistema de referencia no inercial en un entorno pequeno de un punto. Sin embargo, la rela-
tividad especial es insuficiente para explicar sistemas de referencia no inerciales. Para ello,
la relatividad general explica estos sistemas de referencia introduciendo las matematicas
desarrolladas en geometria diferencial. Debido a esto es completamente necesario tener
ciertos conocimientos de geometria diferencial. En esta seccion, estos conocimientos se
introduciran junto a ciertas ecuaciones importantes de la relatividad general, las cuales
seran necesarias mas adelante.

Durante todo el trabajo, se toma el convenio de suma de Einstein, por el cual, si en
una ecuacion aparecen un superindice y un subindice iguales, se presupone el sumatorio
para todos los elementos de dicho indice. Es decir, ) a*e, = at'e,,.

M

Para esta introduccién sobre geometria diferencial nos hemos servido de [3], [16] y [12],
en los cuales estan explicados los principios de la geometria diferencial y la relatividad
general en mucho mas detalle.

2.1. Introduccion a la Geometria Diferencial

Primero, es necesario entender el concepto de variedad (o variedad diferenciable). Una
variedad se define de manera intuitiva como un espacio de puntos, el cual puede tener
una topologia complicada pero que visto de manera local se comporta como R"™. Gracias
a esto podemos utilizar nociones como diferenciacién e integracién en un espacio curvo
como si fuera R™.

Cada sistema de coordenadas que se puede usar en el entorno de un punto se denomi-
na carta local. Matematicamente se describe una carta local como un par (U,, ¢,), donde
cada U, es un abierto de la variedad M y ¢, es una aplicaciéon continua e invertible tal
que ¢, : U, — V, C R". Al conjunto de todas las cartas locales lo llamaremos atlas. En
general, una variedad no se puede describir con una sola carta local, sino que se necesitan
varias. Por ejemplo, para coordenar un circulo se requieren al menos dos cartas locales
con una interseccion no nula. Esto se debe a que si se quiere utilizar una unica carta local
que incluya a uno de los dos puntos, # = 0 o 6 = 27, la imagen de la carta local seria
un intervalo cerrado. Mientras que si se quisieran excluir ambos puntos, la variedad no
estaria definida al completo, por lo que es necesario definir dos cartas locales diferentes
como minimo.

11



12 CAPITULO 2. GEOMETRIA DIFERENCIAL Y RELATIVIDAD

A continuacién, se introduciran las curvas diferenciales. Estas se definen como aplica-
ciones v : (a,b) C R — M, donde (a,b) es un intervalo. Cuando expresamos estas curvas
en las coordenadas locales daran lugar a una funcion diferenciable. Matematicamente esto
lo expresamos como: o, 0 : v 1(U,) C (a,b) — R™, donde ¢, o7 es la funcién que debe
ser diferenciable.

Antes de definir formalmente qué es un vector, se necesita del concepto de campo
escalar. Un campo escalar f, serd una aplicacion diferenciable f : M — R. Cada curva
que pasa por un punto p, definird un operador conocido como derivada direccional, df /dA,
siendo A el pardmetro representativo de la curva 7. El espacio tangente T,M serd el es-
pacio de las derivadas direccionales a lo largo de las curvas que pasan por p.

2.1.1. Vectores

Finalmente se pueden definir los vectores. Para ello, consideraremos una curva -,
parametrizada por el parametro A que pasa por un punto p de la variedad, definimos el
vector tangente a la curva gracias a la derivada direccional como

F(A) = w (2.1)

Ademas de la definicién de vector tangente a una curva, también se puede definir un
vector arbitrario V}, en el punto p, como un objeto al que se puede aplicar un campo
escalar f y devuelve un nimero, es decir V,, : f — R. Aplicandolo a f debera cumplir la
regla de Leibniz (V,(fg) = f(p)Vp(9) + g(p)Vu(f)) y ser lineal. Por otro lado, dando un
vector V), siempre existe una curva () que pasa por el punto p y que tiene V,, como su
vector tangente en dicho punto. El conjunto de todos los vectores definidos sobre el punto
p forman un espacio vectorial que denotamos por 7, M y denominamos espacio tangente
a la variedad M en el punto p.

Para facilitar el uso de todo este formalismo requeriremos de sistemas de coordenadas
{z#}. Dado un punto p con coordenadas z(p), estos sistemas de coordenadas definirén n
vectores 52 = 9, como 0,(f) := 9,.f(2"). Los n vectores 9, son linealmente independien-
tes y cualquier otro vector V' se puede escribir como una combinacién lineal de ellos con

componentes V#,

V =VHa,. (2.2)

Por lo tanto, estos vectores forman una base, que denominaremos base coordenada o
base natural. Imaginémonos que queremos hacer un cambio de unas coordenadas {z"} a
otras {z*'}. Como hemos comentado, los vectores pertenecen a T,M y cumplen la regla
de la cadena, por lo que podemos hacer el cambio de la base sin primar a la base primada
o viceversa como 0, f = %@/ f. Todo esto en un entorno del punto p comun a ambos
sistemas de coordenadas. Como esta igualdad se cumple para todo campo escalar f, se
llega a la siguiente relacién entre los elementos de la base de vectores:

n
0 (2.3)

O M

Oy
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2.1.2. Espacio Dual y Tensores

Como en cualquier espacio vectorial, se puede definir el espacio vectorial dual, Ty M;
formado por uno-formas. Ahora buscamos definir un conjunto de uno-formas que formen
base en Ty M. Para ello determinamos antes la diferencial de f definiendo como se com-
porta sobre vectores del espacio tangente 7,//. En un entorno de un punto p definimos
la forma de actuar de una diferencial sobre un vector V' como: df (V) = V (f).

Dado el sistema de coordenadas {x*}, las componentes del conjunto de uno-formas da-
dos por la diferencial {dz*}, son la base dual de la base coordenada {0, }. Especificamente
podemos escribirlo como

dz"(9,) = D (a) = 1. (2.4)

Al igual que antes, dado que {z*} forman base, cualquier uno-forma w se puede des-
componer con sus respectivas componentes {w, }:

w = w,dz". (2.5)

En las ecuaciones que escribiremos se podra distinguir facilmente qué elementos son
uno-formas y cuales vectores por la posicion del indice de sus componentes. Si las compo-
nentes tienen un superindice seran componentes de un vector, mientras que si tienen un
subindice seran uno-formas.

Finalmente, podemos generalizar los vectores y uno-formas a tensores. Un tensor de
orden (s,7) se puede entender como la multiplicacién tensorial de s vectores y r uno-
formas. Por lo tanto, cuando apliquemos este tensor a r vectores y s uno-formas nos dara
simplemente un valor numérico. Ademds, como era de esperar, la base de un tensor de
orden (s, ) estard dada por la multiplicacién tensorial de las bases respectivas de vectores
y uno-formas. d,, ® ... ® 0, ® dz"* ® ... ® dz*". Donde hemos denotado el producto entre
dos tensores arbitrarios con el simbolo: ®.

Un tensor arbitrario ademas cumplira las leyes de transformacion para cada uno de
sus indices. Se puede utilizar esta ley de transformacion como la definicion de un tensor.
Un objeto matemético serd un tensor si y solo si sigue la siguiente ley de transformacion:

©y s Hptt 78
O 0 0ah 0T e (2.6)
YieVr Qg Qxts Qg Oz VLot
Definimos la simetria respecto a los indices 7, 7 de un tensor T' r-covariante de la si-
guiente manera: Ty, v; . v;.., =101 .0;..05..0,- Mientras que se define la antisimetria respecto

Tﬂll A

at,jcomo: Ty v win="To ..t .vi.vn- Dado un tensor arbitrario se puede definir su parte
simétrica y su parte antisimétrica. Damos el ejemplo de un tensor 2-covariante, para el
cual toman las siguientes formas:

» Parte Simétrica: T(ag) = +(Tus + Tsa)

» Parte Antisimétrica: Tiag = %(TQB — T54)

2.2. Meétrica

La métrica g, dada por sus componentes g, es sin duda el objeto matematico mas
importante para entender un espacio-tiempo, ya que podemos obtener de ella una enorme
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cantidad de informacién sobre la geometria que estemos tratando (Tensor de Riemann,
Simbolos de Christoffel, mediciones de tiempo y distancia, Hamiltoniano, etc).

Este tensor (0,2) debe cumplir ciertas propiedades. Para empezar, g,, es un tensor
simétrico (g, = guyu), Por lo que no todas sus componentes seran independientes. Si se
diagonaliza un tensor simétrico 2-covariante en su forma canodnica, se puede escribir sim-
plemente como g, = diag{—1,—1,...,+1,+1,...}. La signatura de la métrica se define
como el nimero de —1 y +1 y se denota como (p, q).

Para que g,, sea una métrica ninguno de los valores de la forma candnica puede ser
nulo porque el determinante también seria nulo y no existiria inversa (también se pue-
de denominar métrica no degenerada). Como la métrica es continua y no degenerada la
signatura de la forma canonica serd igual para cada punto, por lo que en nuestro caso
siempre habra un elemento de dicha diagonal negativo y otros tres positivos.

En relatividad general las variedades son pseudoriemannianas, g,, no tiene por qué
ser definida positiva [signatura (0,4)] y de hecho no lo serd. En especifico, trataremos va-
riedades de Lorentz que se definen como variedades 4-dimensionales con signatura (1,3).
Ademads sabemos que g, es un tensor simétrico, esto significa que tendra tinicamente diez
valores independientes.

Otra de las utilidades clave de la métrica serd para ’subir’ o ’bajar’ indices. Esta
operacién es esencialmente el cambio de un tensor de orden (n,m) a otro tensor de orden
(n+1,m—1) o (n—1,m+ 1), dependiendo de si se quiere subir o bajar un indice. Dado
un tensor arbitrario de orden (n,m), bajamos el indice n-ésimo contravariante segin la
siguiente féormula:

TH -l TH - Hn—10 (2.7)

U282 Un guna Vi...Up"

Si nos interesara subir un indice en vez de bajarlo simplemente habria que utilizar
los elementos de la métrica inversa g"”. Notemos que este procedimiento de subir y bajar
indices puede hacerse con cualquiera de los indices covariantes o contravariantes. El tensor
resultante serd distinto dependiendo de que indice se este bajando o subiendo. Debido a
esto, para evitar confusién hemos tomado la siguiente notacién al expresar las componen-
tes de un tensor: se colocan los indices de manera que no haya ningin superindice encima
de un subindice. Aunque existe una excepcién en el caso de tensores con ciertos indices
simétricos, por ejemplo, para la delta de Kronecker es comun escribir 6§, porque 6%g = d5“.

La métrica también nos define un invariante relativista en el producto escalar. Para
mostrarlo, se explicara con dos vectores cualesquiera pero se puede generalizar a tensores
arbitrarios del mismo tipo. Dados dos vectores con componentes z*, y*, definimos el
producto escalar de la siguiente manera,

-y =2y, = gua'y”. (2.8)

El producto escalar asi definido es un invariante y se conservara en todos los sistemas
de coordenadas, g,,z"y" = g’aﬁx’ay’ﬁ . Por ejemplo, una forma de escribir una métrica es
mediante el elemento de linea el cual es invariante y se define como:

ds® = g, datdx”. (2.9)
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2.3. Derivada Covariante y Tensor de Curvatura

Ahora es necesario introducir la derivada covariante. Una derivada covariante es una
forma de derivar a lo largo de un vector en la variedad. La propiedad fundamental de la
derivada covariante es que su resultado es tensorial, transformandose segin la ecuacion
(2.6). Una derivada covariante de un vector ¥ = Y"e, a lo largo de un campo vectorial
X = X*e, se denotard como VxY. Para expresar una derivada covariante también usa-
remos la notacién VY, donde p corresponderd al vector 9, con respecto al cual estamos
derivando.

Puesto que el vector X ya define una derivada direccional al actuar sobre una funcién
f, imponemos que la derivada covariante cumpla: Vxf = X(f). Ademds buscamos que
cumpla las propiedades usuales de una derivada:

1. Linealidad respecto al argumento: V x(aTy 4+ b13) = aVx(T1) + bV x(T3).
2. Linealidad respecto a la direccion: V ;xigvy(T) = fVx(T) + gVy(T).

3. Regla de Leibniz: Vx (T} @ Ty) = Vx(T1) @ To + T1 ® Vx(T5).

4. Aplicacién sobre uno-formas: (Vxw)(Y) = X(w(Y)) — w(Vxw).

Con estas condiciones se demuestra que la derivada covariante satisface:

VxY = X*9,(Y")e, + X*Y"V e, = [X*0,(Y?) + XFYVT) es.

La tultima igualdad define otra serie de objetos matematicos fundamentales para en-
tender la geometria del espacio tiempo. Tales objetos son los simbolos de la conexidn,
denotados por Fﬁy y definidos mediante la expresién: Ve, = Ffueg. Los simbolos de
la conexién no son un objeto tensorial puesto que no cumplen (2.6). Introduciendo la
notacién V,Y? = (V,Y)? se puede escribir la derivada covariante de un vector como

V. V=0,V +VIY,. (2.10)

La derivada covariante también se podra aplicar a uno-formas, dando como resultado:
V, wo = Oywa — w,\Fgu.

También se puede generalizar facilmente el concepto de derivada covariante a tenso-
res. Para ello simplemente se sigue la siguiente formula, con un signo positivo para los
sumandos que afecten a la parte contravariante del tensor (superindices) y con un signo
negativo para los que afecten a la parte covariante (subindice). Damos como ejemplo el
caso de un tensor (1,2):

VT s = 01" ap — T"\gTa, — TV arl3, + T0pT% .- (2.11)

Una de las utilidades de la derivada covariante es el transporte paralelo. Dada una
curva arbitraria () se puede transportar paralelamente un vector cualquiera A definido
en T,M, siendo p un punto de la curva. La idea del transporte paralelo se basa en “trans-
portar un vector a lo largo de una curva manteniéndolo constante”. Para ello el transporte
paralelo se define matematicamente como la solucién a la ecuacién: Vs A = 42V, AP = 0.

La informacién esencial de una conexién viene dada por dos tensores, la torsion y el
tensor de Riemann. Comenzaremos hablando sobre la torsion. Se puede obtener la segunda
derivada covariante de una funcién escalar como: V,Vgf = 0,05f — I';,0,f. Como las
derivadas parciales conmutan llegamos a la conclusion de que
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(VaVs = VaVa)f = (Tag = T3)00f = —Tap0rf. (2.12)

La torsién explica la parte antisimétrica de la conexién y se define como T?,5 =
r3, — Fé}ﬁ- El tensor de torsién si que cumple la transformacién (2.6) y por tanto es un
tensor a pesar que de los simbolos de la conexién no lo sean. En R™ las derivadas parcia-
les segundas conmutan, por lo que es usual imponer que 7,5 = 0. Con esta condicién
los simbolos de la conexion son simétricos en sus subindices y las derivadas covariantes
segundas también conmutan cuando actuan sobre funciones escalares.

También nos interesarda imponer que el producto escalar de dos vectores X e Y trans-
portados paralelamente a lo largo de una curva cualquiera se mantenga. Esto se cumplira
si y solo si Va9, = 0. Dado un tensor métrico g, las conexiones que satisfacen Vg = 0
se denominan conexiones compatibles con la métrica. Existe un teorema fundamental de
geometria diferencial que establece que existe una tnica conexién que es a la vez compa-
tible con la métrica y con torsién nula. Esta conexién se llama conexién de Levi-Civita y
sus simbolos son los simbolos de Christoffel que satisfacen:

a 1 a
Fw/ = 59 )\(augl//\ + 8Vg)\u - a/\g;w)' (213)

Los simbolos de Christoffel también son clave en la ecuacion de las geodésicas. Una
geodésica es un curva que extremiza la longitud entre dos puntos dados en una variedad
arbitraria. Una curva parametrizada z*()\), con pardmetro A es una geodésica si cumple
la siguiente ecuacion:

02+ L ox® OxP
+ —_—
ON2 B AN ON

Estas son las ecuaciones de movimiento de las particulas libres en relatividad gene-
ral. Alternativamente también se pueden obtener las trayectorias utilizando mecénica
lagrangiana o hamiltoniana. De hecho, para obtener la sombra del agujero negro de Kerr
analiticamente utilizaremos mecanica hamiltoniana. No obstante, utilizaremos la ecuacion
de las geodésicas (2.14) para obtener computacionalmente las sombras de un agujero ne-
gro arbitrario.

(2.14)

Escribiremos las componentes del vector tangente a la curva z#(\) como #. El pardme-
tro A serd un parametro que parametrice a la curva. En el caso de curvas definidas por
particulas con masa no nula se suele elegir el tiempo propio 7 como dicho parametro.
No obstante, en el trabajo tendremos en cuenta curvas luminicas. Para ellas no se podra
definir un tiempo propio porque no existe ningin sistema de referencia en el cual la luz
esté en reposo. Nos limitaremos a pardmetros A a lo largo de la geodésica que satisfagan
la ecuacion (2.14). Estos pardametros se denominan “afines”, porque si A es uno de ellos se
puede demostrar facilmente que cualquier otro parametro que cumpla (2.14) se relaciona
con este mediante: A’ = aX + §, donde a y 3 son constantes arbitrarias con la condicién

a # 0.

Finalmente, es necesario introducir el tensor de curvatura y con él, el tensor de Ricci
y el tensor de Einstein. El tensor de curvatura o tensor de Riemann es un tensor (}) que
describe completamente la curvatura. Al igual que el tensor de torsién, se define gracias a
la derivada covariante segunda. Dado tres campos vectoriales X, Y, Z, se define el tensor
de curvatura como el siguiente operador:
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R(X,Y)Z = VxVyZ — VyVxZ - VixyZ

Utilizando esta definicién se obtiene una férmula para calcular las componentes del
tensor de Riemann en la base coordenada en funcién de los simbolos de Christoffel o de
las componentes de la métrica:

R, =00, —0,I", + FZAFﬁg — rgkrfw. (2.15)

A continuacién se descomponen las derivadas parciales de los simbolos de Christoffel
siguiendo la ecuacién (2.13). Haciendo uso de que la métrica es compatible con la derivada
covariante (Vog,, = 0 y por tanto V,¢g" = 0) se escribe la parcial del tensor métrico
como: O,g"" = —I* o0 g™ —T" 42 g™. Utilizando estas dos identidades se llega a la siguiente
conclusién:

1
R,DUMV = égp)\ [aaaug)\l/ - aaayg)\u + 8)\81/90/1 - a/\augau + gaﬁrau)\rﬁg + gaﬂraukrgg]

Bajando el primer indice del tensor de Riemann como R, = ¢y, 5 se puede
escribir la ecuacién anterior como:

1 o o
R'ycr,u,u = 5[808%971/ - 808V97}L + a’)’al’gd,u - 678#9011 + gaﬁr V“/Fﬁa + gaﬁr li’YFgU]

Con esta féormula se demuestra trivialmente que el tensor de Riemann es un tensor
antisimétrico en los dos primeros indices y en los dos ultimos entre ellos. También se puede
comprobar que satisface la primera identidad de Bianchi:

Ry + R o + R,y = .

ouv

Ademas podemos demostrar que es simétrico bajo el intercambio de dichos pares de
indices. Para ello nos servimos de la identidad de Bianchi para la componente R,g,, del
tensor de Riemann. Ragu = —Rapuwp — Ravpu- Sirviendonos de la identidad de Bianchi de
nuevo, esta igualdad se puede expresar como:

Ropur = —(—Rupva — Ruvep) — (—Ruppa — Rupop) = 2Ruwap — Rouwa — Rpvop

En la segunda igualdad hemos utilizado simplemente la antisimetria de los indices.
Finalmente, los dos ultimos sumandos se pueden identificar como otra identidad de Bianchi
méas. Por lo que llegamos a la conclusion de que el tensor de Riemann cumple la siguiente
simetria:

Raﬁuu = Rp,z/aﬂ (216)

El tensor de Riemann codifica toda la informacion necesaria sobre la curvatura. De
hecho, se anulara si y solo si la métrica es completamente plana. A pesar de tener 256
componentes (en dimensién cuatro), solo 20 de ellas serdn independientes. Es posible
contraer ciertos indices del tensor de Riemann y asi obtener otros objetos necesarios para
entender la relatividad general. Primero, se obtiene el tensor de Ricci contrayendo el
primer y el tercer indice del tensor de Riemann,

Rop = R'au5. (2.17)
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Debido a las simetrias del tensor de Riemann su tnica contraccion independiente
posible es el tensor de Ricci. Se demuestra que el tensor de Ricci es un objeto simétrico
de la siguiente manera: Rog = ¢"" Ruaps = 9" Rupva = Rpa. Ademds, con la métrica y el
tensor de Ricci podemos definir el escalar de Ricci o de curvatura:

R=g¢"R,, = g“”go‘ﬁRwﬁy. (2.18)

2.4. Ecuaciones de Einstein

Con todos los objetos definidos anteriormente, es posible definir otro tensor simétrico
que juega un papel esencial en Relatividad General. Se trata del tensor de Einstein, G,
definido mediante:

! 9*°R. (2.19)
2

Este tensor sera clave en las ecuaciones de Einstein, las cuales son necesarias para
obtener la métrica del espacio-tiempo. Para describir estas ecuaciones también es nece-
sario introducir el tensor energfa-momento 7,,,. Serd un tensor simétrico que describe la
densidad y el flujo de energia y de momento en el espacio-tiempo. Este tensor es una de
las fuentes de la curvatura del espacio-tiempo en relatividad general, la otra fuente es el
propio campo gravitatorio, a través de la no-linealidad de las ecuaciones. Utilizando estos

dos tensores se pueden escribir las ecuaciones de Einstein:

G = R —

G + AN = KT, (2.20)

Estas ecuaciones tienen dos constantes, la constante cosmolégica A y la constante
gravitacional de Einstein k. Se puede obtener x en funcion de constantes ya conocidas
analizando el limite Newtoniano en las ecuaciones de Einstein (considerando una pequena
perturbacién en una métrica plana, de forma que todas las magnitudes fisicas involucren
velocidades pequenas con respecto a la velocidad de la luz). Comparando los resultados se
llega a la conclusién k = 871G /c* = 87, donde la ltima igualdad est4 descrita en unidades
naturales (c=G=1).

Los tres tensores que aparecen en las ecuaciones de Einstein (2.20) son tensores (0, 2)
completamente simétricos, por lo tanto tendremos que resolver diez ecuaciones diferentes.
También observamos que G, estd descrito por el tensor de Ricci y el escalar de Ricci, los
que a su vez se calculan con derivadas parciales segundas del tensor métrico con términos
lineales y con derivadas primeras con términos no lineales. Por lo tanto, podemos descri-
bir las ecuaciones de Einstein como diez ecuaciones diferenciales en derivadas parciales no
lineales de segundo orden para la métrica.

Las ecuaciones de Einstein son dificiles de resolver analiticamente, pero se pueden
simplificar en nuestro caso de interés por dos razones. En primer lugar, nuestro objetivo
es entender las trayectorias externas a un agujero negro, por lo que nos interesa restrin-
girnos a soluciones de las ecuaciones de Einstein en el vacio. Al estar fuera de las fuentes

del campo gravitatorio todas las componentes del tensor energia-momento seran nulas,
T, =0.

En segundo lugar, el término proporcional a A serd despreciable. Para comprobarlo
podemos hacer una estimacién numérica. Se ha medido experimentalmente que la cons-
tante cosmolégica en unidades del sistema internacional tiene como valor A ~ 10~°?m—2
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[1]. Sin embargo, el mayor agujero negro que consideraremos, M87* (1.1a); tiene una masa
de M =~ 6,5 - 10°M. Para realizar una estimacién consideramos que su tamaro carac-
teristico serd del orden de su radio de Schwarzschild. Este valor en unidades del sistema
internacional es r = 2Cc’2M ~ 1,9-10"" m. La constante cosmolégica tiene unidades de [L] 72,
entonces comparamos el valor de A con el de r=2 ~ 2,72 - 10723m~2. Al comparar ambos
valores se observa que la constante cosmoldgica es méas pequena por casi treinta ordenes
de magnitud. El término proporcional a A sera siempre despreciable en el caso que nos
atane e incluso en agujeros negros mucho mayores. Esta constante solo sera significativa
en cosmologia ya que se estudia el universo en conjunto. Finalmente simplificamos las
ecuaciones (2.20) utilizando T, = 0y A < 772, asf que las ecuaciones que se resolveran

para hallar la métrica de Kerr seran:

G =0.

Sin embargo, aunque las ecuaciones parezcan simples a primera vista, siguen siendo
complejas de resolver analiticamente incluso en casos con muchas simetrias.

2.5. Vectores y Tensores de Killing

A continuacién, vamos a introducir los campos vectoriales de Killing que, como vere-
mos tienen propiedades que seran importantes en la obtencién de las geodésicas analiticas
en el espacio-tiempo. Se define un campo vectorial de Killing K, como aquellos vectores
que cumplen la siguiente propiedad: si desplazamos cada punto de la variedad en la di-
reccion y sentido que indica el campo vectorial en dicho punto, ocurre que se mantiene
la métrica de la variedad y por lo tanto no se distorsionan las mediciones de distancia
o tiempo. Los vectores de Killing son los generadores infinitesimales de la isometria co-
rrespondiente, es decir, la transformacién en la que la geometria es invariante. Se expresa
como un movimiento en la direccién de K. Se puede comprobar que un vector es de
Killing si cumple la siguiente igualdad:

1
V(#K,,) = §(VMKV + VI,KM) = 0. (2.21)

Equivalentemente a dicha definicién, también se puede definir un campo vectorial de
Killing gracias a la derivada de Lie Lx. Esta ecuacién se reescribe como: Lxg = 0, donde
g es el tensor métrico y K es el campo de Killing. En esta ecuacién se puede desarrollar
la derivada de Lie por componentes como:

(Lk9)as = K"0ugap + GauOs K" + gu50a K" = 0. (2.22)

Usando estas definiciones se puede comprobar que los vectores de Killing nos propor-
cionan cantidades conservadas a lo largo de las geodésicas. Para demostrarlo, consideramos
que 7y es un vector tangente a la geodésica, y K es un campo vectorial de Killing. Entonces,
el producto escalar de v y K es una constante a lo largo de las geodésicas:

1
1°Va(17Kp) = (1°Var") K + 779 Vo K? = 599 (VoK + Vaks) = 0.

Por lo tanto, independientemente de la elecciéon de coordenadas que tomemos la can-
tidad v K3 es constante a lo largo de esta geodésica. Esta es una de las principales
propiedades de los campos de Killing, ya que con ello podremos calcular constantes del
movimiento y simplificar las ecuaciones pertinentes.
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Los campos vectoriales de Killing se pueden generalizar a campos tensoriales de Killing.
Esta generalizacién tiene propiedades parecidas a los vectores de Killing. En nuestro caso,
los utilizaremos principalmente para obtener ciertas simetrias y constantes, que no son
descritas por los vectores de Killing. Un campo tensorial de Killing K, ,, debe satisfacer
una ecuacién que generalice (2.21). Esta férmula se puede encontrar en la bibliografia y
toma la siguiente forma:

v(uKyl...z/n) =0. (223)

Un tensor de Killing K, ,, es un tensor simétrico de rango n. Por ejemplo, la propia
métrica es un tensor de Killing de rango (0, 2). En nuestro caso en particular, aplicaremos
este formalismo a tensores de rango (0, 2). Utilizando que el tensor de Killing es simétrico
(K,, = K,,.,), se obtiene facilmente que la ecuacién (2.23) en caso de un tensor de
rango (0,2) toma la forma:

V.’-’“‘[(1’11’2 + vVlK,UJ/Q + VVQK,u,Vl - 0 (224)



Capitulo 3

Métrica de Kerr

3.1. Introduccion

Para empezar, recalcamos que durante todo el trabajo se utilizaran las unidades na-
turales dadas por ¢ = G = 1 para simplificar la notacién. Durante las cuatro primeras
subsecciones la bibliografia mas 1til sera el libro [12], tanto para encontrar las métricas
a usar como otra serie de detalles, ademds también se ha utilizado [13]. Comenzamos
mostrando como es el espacio-tiempo dado por un agujero negro de masa M sin momento
angular y sin carga. Esta geometria estd dada por la métrica de Schwarzschild, que se
describe en coordenadas esféricas con el siguiente elemento de linea (2.9):

2M oM\
ds* = — (1 — —> dt* + (1 - —) dr® 4+ 1r2d6* + r? sin® 0d¢*. (3.1)
r r

Esta es la métrica de un agujero negro con masa M y simetria esférica. Aunque se
dard una definicién mas precisa mas adelante, un espacio-tiempo es un agujero negro si
contiene una region acotada de la cual ninguna particula puede escapar. El borde de dicha
regién representa un umbral en el que las particulas pueden entrar pero no volver a salir.

Dicho umbral se denomina horizonte de eventos.

En estas coordenadas, la métrica de Schwarzschild es una métrica diagonal indepen-
diente de t y ¢. Ademas es estatica, es decir, es independiente de la transformacion ¢t — —t.
Nos sirve para explicar un espacio-tiempo simple con simetria esférica. Sin embargo, nues-
tro caso de interés estard dado por un agujero negro axialmente simétrico y rotando con
un momento angular J en su eje axial. Esta caracterizado por dos parametros, la masa
M y el momento angular J. No obstante, en la métrica utilizaremos el parametro de Kerr
a = ﬁ Escribimos el tensor métrico del espacio-tiempo de Kerr en las coordenadas de
Boyer-Lindquist como:

2M AMrasin® 0 2
ds? — — (1 - 27”) d? — 0 Zdrdg + %dﬁ + p2d6?
p o (3.2)

2Mra?sin® 0
+sin? 4 (7“2 +a®+ LSHI) do?,

2
donde hemos definido: p? = r* + a?cos? 6, A = r? + a*> — 2Mr.

Conociendo ya la métrica podemos ver detalles relevantes de la misma. Una simple
vista a la métrica nos indica detalles esenciales de este espacio tiempo. En primer lugar,

21
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existen dos simetrias puesto que las coordenadas ¢ y ¢ no aparecen explicitamente en
(3.2). La métrica es estacionaria y tiene simetria axial. Es decir, dada una transforma-
cién tal que t — t + At y manteniendo el resto de coordenadas iguales, la métrica no
varia. También vemos que ocurre lo mismo con la coordenada ¢, dada una transforma-
cién ¢ — ¢+ Ag, la métrica queda invariante. Mas adelante explicaremos en detalle estas
simetrias haciendo uso de los vectores de Killing.

Dichas simetrias también aparecen en la métrica de Schwarzschild, pero a diferencia
de ésta, la métrica de Kerr no es estatica puesto que no es idéntica bajo el cambio t — —t.
Esto podia predecirse, ya que al revertir el tiempo deberiamos observar al agujero negro
girar en sentido contrario. Esta justificacién es mas evidente si se toma la transformacion
simultanea t — —t y ¢ — —¢. Realizando ambas transformaciones la métrica si queda
invariante.

Por otro lado, observamos que la métrica es asintoticamente plana, es decir, la métrica
se aproxima a la métrica de Minkowski cuando nos alejamos infinitamente. En estas
coordenadas ocurre al tomar r — oo. Es inmediato comprobar que el término dominante
en este limite es:

ds® = —dt? + dr® + r*(df? + sin® 0dg?). (3-3)

Esta métrica no es mas que la métrica plana de Minkowski en coordenadas esféricas.
Ademas, de la métrica de Kerr (3.2) se puede ver facilmente con una simple sustitucién
que tomando el valor a = 0, la métrica se convierte automaticamente en la métrica de
Schwarzschild.

3.1.1. Coordenadas Esferoidales Oblatas

En esta subseccién estudiaremos qué ocurre con la métrica si tomamos M = 0. Logi-
camente se intuye que se simplifique a la métrica plana de Minkowski, sin embargo no es
tan trivial como en el caso r — oco. Al tomar M = 0 resulta:

2
ds? = —dt* + 'i —dr® 4 6% + (r* + o) sin’ 0o (3.4)

La parte espacial de esta métrica estd escrita en unas coordenadas llamadas coorde-
nadas esferoidales oblatas. Estas coordenadas se pueden relacionar con las coordenadas
tipicas cartesianas mediante el siguiente cambio:

x =Vr?+ a?sinf cos ¢
y=Vr?+asinfsing g - (3.5)
z=rcost

Vamos a comprobar que en efecto, el elemento de linea (3.4) es equivalente a Minkows-
ki. Para ello utilizamos este cambio de coordenadas para calcular las diferenciales dx, dy
y dz y elevarlas al cuadrado posteriormente.

(rsin 0)?
r2 + a?
dz* = cos® Odr® + r? sin® 0df* — r sin(20)drdo

da’® + dy? = dr® + (r* + a?) cos® 0d0* + (r* + a?) sin® Odp* + rsin(20)drde

Por lo tanto vemos que efectivamente se cumple:
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2

do® + dy* + d2* = - i = dr® 4 p*df? + (r* + a*) sin® 0dp*.

Por lo tanto se sigue que la métrica (3.2) con M = 0 se corresponde con la métrica de
Minkowski, aunque escrita en coordenadas distintas a las esféricas.

3.1.2. Completar Cuadrados en la Métrica

Una forma muy util de escribir la métrica (3.2) es completando cuadrados hasta poder
escribirlo de la siguiente manera: ds? = —(Audt + Ajpdg)? + Apedd? + Aprdr® + Agpdf?,
ya que sera util para acortar ciertos calculos que realizaremos posteriormente. Como
la métrica en las coordenadas r y 6 es diagonal simplemente tenemos que tratar las
coordenadas t y ¢. Para ello denominaremos el elemento de linea reducido: ds? = g dt? +
9o6dD* +2g14dtdg. Para completar cuadrados se comienza escribiendo el elemento de linea
reducido y se saca factor comiin a los sumandos dt? y dtde:

2 _oN AMrasin® 6 2Mra? sin? 6
45 = — <%) {dﬁ v lﬂia—;j\l/l[rdtm} +sin?0 (r2 Yy %fm) d¢>.

2Mrasin® @
p2—2Mr

y dejar dnicamente un sumando proporcional a d¢?:

2
Sumamos y restamos un nuevo término ( ) d¢?, para asi completar cuadrados

2 _ oM 9Mrasing 1°
ds? = — (u) [dﬁ v ﬂdgﬁ} + Ayyde?,

p? p? —2Mr
.92 2
sin” 0 (2Mra)
App = 2+ a*)p* 4+ 2Mra®sin® 0 + ————sin0 | .
b0 7 ((r +a”)p” + 2Mra®sin® 0 + T omr sin

Ya se puede observar la forma de la métrica que buscabamos hallar. Sin embargo,
antes de continuar simplificamos el sumando proporcional a d¢?. Simplemente, sacando
factor comun 1/(p? — 2Mr) se puede reescribir facilmente como:

sin® 4

[ Ap? sin’
p*(p* —2Mr)

App = .
o p? —2mr

(r* + a®)p* — 2Mr?p* — 2Mra’p* cos® ] =

Finalmente podemos reescribir completamente el elemento de linea completo de la
siguiente forma:

2M 2Mrasin?0 1> Ap?sin?f 2
d52——<1— pf) [d %d +ﬁd(b2+%dr2+p2d62 (3.6)

3.2. Singularidades

En esta seccién, veremos que la métrica de Kerr (3.2) presenta diversas singularida-
des. En relatividad general se define una singularidad como un punto (o un conjunto de
puntos) del espacio-tiempo en el que la métrica, o la curvatura, no estan definidas, siendo
un problema intrinseco a la geometria y no causado por ninguin sistema de coordenadas.
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También nos encontraremos con “singularidades aparentes”, en dichos puntos ni la métrica
ni la curvatura tienen ningin problema, pero debido a la eleccién de coordenadas apa-
rentan no estar definidas. Las singularidades aparentes solo aparecen en ciertos sistemas
de coordenadas y se pueden evitar cambiando las coordenadas utilizadas. A continuacion
mostraremos un pequeno resumen de todas ellas.

1. Singularidad del anillo, p? = r% + a2 cos? § = 0.

Vemos en primer lugar que la métrica tiene un problema en estos valores puesto que
si p? =0 = g — 00, g1y — 00, gy — 00. Esta condicién se satisface si y solo si se
cumplen ambas condiciones: r = 0, y cosf = 0. Esta singularidad se conoce como
la singularidad del anillo, ya que esta situada en el plano ecuatorial en » = 0. Un
calculo explicito permite demostrar que la curvatura del espacio-tiempo diverge al
acercarnos a estos valores, por lo que se trata de una singularidad del espacio-tiempo
y no simplemente un problema de las coordenadas.

El hecho de que esta singularidad es un anillo y no un punto no se ve a simple vista.
Para ello requerimos de utilizar coordenadas diferentes a las de Boyer-Lindquist.
Con el cambio de coordenadas oblatas esféricas definido en (3.5), se ve que las
condiciones r = 0, cosf# = 0 hacen referencia al anillo en el plano ecuatorial dado
por la ecuacién: 2% 4 y? = a?. Esto, ademds, nos explica por qué no es redundante
dar dos condiciones, ya que si r = 0 fuera un punto seria innecesario especificar
también su angulo 6. Mientras que en coordenadas oblatas r = 0 hace referencia a
un disco de radio a y al especificar § = 7/2 se obtiene el borde de dicho disco, es
decir, el anillo.

2. Singularidad de Coordenadas Esféricas, sinf = 0.

Cuando situamos la métrica en el eje sin § = 0 observamos que las componentes g,
Jes se anulan. Por lo tanto, nos encontramos con otra singularidad. Esta es la méas
esperable y se debe unicamente a la eleccién de las coordenadas. Al igual que las
coordenadas esféricas, las coordenadas de Boyer-Lindquist dejan de estar definidas
en el eje z (sin@ = 0). No es posible definir un dngulo ¢ tinico en el eje sinf = 0, es
arbitrario.

3. Horizontes, A = r? +a? — 2Mr = 0.

Finalmente, la ultima singularidad que observamos en la métrica de Kerr (3.2)
ocurre cuando A = 0, puesto que g, — 00. Si resolvemos la ecuacion A = 0 para
la variable r, obtenemos dos valores que se corresponden con los dos horizontes de
la métrica de Kerr:

7"+:M

L4 4/1— (%)1 . (3.7)

Estas dos superficies dadas por r = r+ se denominan horizonte de eventos (cuando
r = ry) y horizonte de Cauchy (cuando r = r_). Con esta ecuacién podemos ob-
servar gran parte de la fisica de un agujero negro de Kerr. Primero, vemos que si
a < M tenemos dos horizontes diferentes, mientras que si a = M, estos degeneran a
uno solo. Sin embargo, si a > M no existe ninguno de los dos horizontes, porque la
coordenada radial solo toma valores reales. Gracias a esto podemos definir el limite
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de Kerr, a/M = 1.

Por lo tanto, durante el resto del trabajo tomaremos tinicamente valores a < M. De
hecho, se puede demostrar que si a > M el espacio-tiempo tiene una singularidad
desnuda o “Naked Singularity”. La singularidad desnuda hace que el espacio-tiempo
sea muy distinto si a es mayor o menor que M. Para interpretar su significado, po-
demos entender que se puede alcanzar la singularidad del anillo sin problema. Eso
significa que el anillo puede emitir particulas o rayos de luz que alcancen el infi-
nito. En otras palabras, dicho anillo es visible desde el infinito y por lo tanto el
espacio-tiempo no describe ningun agujero negro. Para poder demostrar este hecho
debemos analizar el comportamiento radial de las trayectorias de las geodésicas para
el espacio-tiempo de Kerr con a > M. Por lo tanto se explicara en més detalle en el
capitulo 4.

Estas singularidades son solo obra de las coordenadas, y es posible definir otro
conjunto de sistema de coordenadas en el cual los elementos de g,, no diverjan
cuando A = 0, como demostraremos a continuacion.

3.3. Extension del Espacio-Tiempo

De entrada el espacio-tiempo de Kerr dado por la métrica (3.2) estd definido en el
exterior del horizonte de eventos, r,. Sin embargo, para definir también las superficies
dadas por radios r < ry debemos extender el dominio de definicién de la métrica. Para
un agujero negro con a > M, podemos definir tres bloques de Boyer-Lindquist que en
principio no estan conectados:

Iir>nry,
IMer_ <r<ry,
Mi:r <r_.

El bloque I se interpreta como el exterior de Kerr. Si r es suficientemente grande el
campo gravitacional se puede comparar con un campo Newtoniano y las coordenadas ¢,
r, 0 y ¢ siguen su interpretacion usual. Puesto que 0, es temporal para r grandes, orienta-
mos casualmente la variedad de forma que el futuro se corresponda con valores crecientes
de t (o equivalentemente que 0, esté dirigido hacia el futuro). En el bloque II, se pierde
el significado intuitivo de las coordenadas. Ahora r es temporal mientras que t es espa-
cial. Como no hay una singularidad en r = 0 (excepto en el anillo del plano equatorial
0 = m/2), podemos extender el dominio de r a todos los reales, por lo que el bloque III
también incluye el dominio » < 0. Cuando r < 0, el bloque III se comporta como el
bloque I, con la tnica diferencia que —r es la distancia al centro. Ademas, el bloque III
es especialmente extrano cerca de la singularidad del anillo.

Para extender la métrica de Kerr mas alld del bloque I, podemos utilizar las coor-
denadas de Kerr. La métrica de Kerr se derivo utilizando estas coordenadas. Para ello,
se definen dos familias de geodésicas nulas, llamadas geodésicas nulas principales. Estas
geodésicas representan rayos de luz; una familia sigue una trayectoria radial hacia el inte-
rior del agujero negro mientras que la otra se dirige hacia el exterior del mismo. Podemos
imaginarnos la geodésica que se dirige hacia el interior del agujero negro como un rayo de
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luz que apunta directamente al centro del agujero negro desde un observador lejano. En
términos de las coordenadas de Boyer-Lindquist toman la siguiente forma:

I — %((ﬁ + a®)0; + A, + ad). (3.8)

El signo positivo se corresponde con los rayos de luz dirigidos hacia el exterior mientras
que el negativo se corresponde con los rayos dirigidos al interior. Podemos observar que
cuando A — 0, es decir, cuando nos aproximamos al horizonte de eventos, las direccio-
nes principales muestran el fallo de las coordenadas de Boyer-Lindquist: se ralentizan y
giran infinitamente alrededor del agujero negro. Para expandir el dominio de la métrica
utilizaremos las geodésicas nulas principales entrantes como curvas geométricas, puesto
que apuntan directamente al centro del agujero negro. Para ello introduciremos nuevas
coordenadas t* y ¢* que se comporten mejor cerca del horizonte de eventos. Se las llama
funciones coordenadas de Kerr y su definicién es la siguiente:

. . dl r*+ad*> dA «a
t*=t+T(r), ¢* =¢+ A(r), donde S TA T T A (3.9)

Las condiciones que definen T'(r) y A(r) se pueden inferir de las direcciones principales
(3.8). Podemos intuirlo puesto que utilizamos las geodésicas principales nulas como las
curvas geométricas que definen el cambio de coordenadas. Por lo tanto, tomando dichas
definiciones de T'(r) y A(r) se cumple que podemos escribir las geodésicas principales in-
teriores nulas como: [_ = —3J;. Nuestro objetivo ahora sera encontrar la métrica en estas
nuevas coordenadas para expandir su dominio.

Las nuevas coordenadas solo varian de las anteriores mediante sumandos tnicamente
dependientes de r. Para calcular la relacién entre campo de vectores =2- v el campo -2-
Ozt OzH

utilizamos las relaciones (3.9) manteniendo las coordenadas distintas de x** constantes.
Con ello se sigue que 0, 9y y 0, no se modifican en estas coordenadas ( a% = 3;%, donde
pu=t,0¢,0). Por lo tanto las variaciones en la métrica se deberan unicamente al cambio

0 — 0.

Por construccion las geodésicas nulas principales entrantes son curvas de —07, y este
vector es nulo por lo que ¢gf = 0. Ademéas podemos ver facilmente que 95 y 0y siguen
siendo ortogonales por lo que g7, = 0. A continuacién utilizamos la ecuacién de cambio
de base (2.6):

L _ostor ot 09 dT - dA
G = Ot &cr*g’w o Gt o Jtp = dr Gt dar Gt
. Oxt Ox” 0p ot dA dT

Jor = P gpreIm = G900 T G dot dr 990 7 gy 9%

En la segunda igualdad de ambas ecuaciones hemos podido tomar p = ¢, ¢ respectiva-
mente, puesto que de las coordenadas x* solamente ¢ tiene dependencia en t*, y equivalen-
temente solo ¢ tiene dependencia en ¢*. Gracias a esto podemos determinar los términos

9ir Y Y COMO:

. 1_2M7° r2+a2+2MmsinQ€a P+ a?) = 2Mr(r? + a® — a®sin® 0) _
Gtr = pQ A P2 A — pQA -
g = _(r* 4+ a®)p® + 2Mra®sin” Gin? 0% o 2Mrasin® 0 r? + a? Casin?h

p? A p? A



3.4. CONSTANTES Y SIMETRIAS 27

Para poder simplificar ambas ecuaciones hemos operado el numerador hasta obtener
un término proporcional a p?A para que cancele con el denominador. Después de estos
calculos, la métrica de Kerr en estas coordenadas tomara la siguiente forma:

2M 2Mrasin®0 1> Ap*sin®6
ds* = — (1= =0 ) drr + S22 2 agr | + 222204 26>+ 2dt dr—2a sin® 0de dr.
p p? —2Mr p? —2mr
(3.10)

Cuando la métrica estaba en las coordenadas de Boyer-Lindquist existia una singu-
laridad en los horizontes (es decir en A = 0) debido a que g,, < A™!. No obstante, en
estas coordenadas la métrica esta bien definida cuando A = 0. Esto nos muestra que los
horizontes 7 y r_ son singularidades de la eleccién de las coordenadas como queriamos
demostrar y que ademas se pueden unir los bloques LII y I1I, aumentando asi el dominio
de la métrica.

3.4. Constantes y Simetrias

Como en todo problema fisico, las simetrias nos ayudan a resolverlo mas facilmente.
Segun el teorema de Noether, cada simetria tiene una constante del movimiento asocia-
da, lo cual sera esencial para poder hallar una solucion explicita para la ecuacién de las
geodésicas. En este caso, al trabajar en un espacio-tiempo, necesitaremos cuatro constan-
tes para poder obtener un sistema integrable. Para empezar, existe una constante general
para todas las geodésicas:

—m? = g, 7"i" (3.11)

Para obtener la sombra del agujero negro de Kerr se trabajara con geodésicas lumi-
nosas. Estas trayectorias por definicién cumpliran que m? = 0.

Como hemos dicho anteriormente, se observa que la métrica g, no tiene ninguna de-
pendencia en t o en ¢, por lo que podremos esperar dos constantes del movimiento mas.

Estas nos seran muy ttiles, y para obtenerlas podemos hacer uso de la ecuacién de Killing
(2.21).

La independencia de la métrica respecto a t y ¢ indica la existencia de dos campos
vectoriales de Killing, (K;)" = (0;)" = 67 y (Ky)" = (0s)" = 0y (dénde 0y, es la delta
de Kronecker), y se puede comprobar que ambos cumplen la ecuacién de Killing (2.22).
Como la comprobacion es idéntica para ambos, simplemente se escribird para el caso (K;)":

(‘Cth>aﬁ = (558#9&5 + gauaﬂét# + g,uﬂ@a52u~

Puesto que g,3 no depende de ¢, el primer sumando de la ecuacién es nulo. Ademds,
9,0t = 0, por lo que se demuestra facilmente que:

(Lx.9)as = 0. (3.12)

Y por lo tanto (K;)” es un vector de Killing. Utilizando el mismo procedimiento lle-
gamos a la conclusion de que (K)” también lo es. Gracias a este formalismo, podremos
definir las constantes asociadas a ambos vectores de Killing: estas serdn la energia (in-
dependencia del tiempo) y el momento angular (independencia del dngulo azimutal), las
cuales se definen como:
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E=—(0,)" = —5tyguu7ﬂ = —gut — gmﬁi5 = —Dt-

L, . . (3.13)

Para obtener la segunda igualdad, se ha tomado una geodésica arbitraria dada por el
vector tangente con componentes: 7¥ = i#. Mientras que para la tltima igualdad hemos
definido el cuatrimomento y asi relacionarlo directamente con las constantes E'y L,. Se
define el cuatrimomento como una uno-forma que se relaciona con el vector tangente a la
trayectoria de la siguiente manera:

Pu = "Yp = QMWA- (3.14)

La definicion de la energia tiene un signo menos debido a que la energia de una

particula con respecto a un observador U viene determinada por la relatividad espacial y

es: B = —g,U"¥”. Aunque J; no sea un observador, si lo es en el infinito, por lo que el
signo queda fijado.

3.5. Ergoesfera y Frame Dragging

Para poder entender la fisica detras de la forma de la sombra de un agujero negro de
Kerr, es necesario conocer los conceptos de Ergoesfera y Arrastre del Marco de Referen-
cia o “Frame Dragging”. El efecto del “Frame Dragging” se debe a la presencia de un
elemento no diagonal en la métrica, g;» 7# 0, que introduce nuevos efectos cualitativos en
la trayectoria de las particulas.

Para entender y explicar la ergoesfera y “Frame Dragging” se ha utilizado [16] y [11]
que lo trata desde un punto de vista mas fisico y [12] desde un punto de vista mas riguroso
matematicamente.

Para poder entenderlos, consideraremos las componentes temporal y axial del vector
tangente a la trayectoria de una particula, 4¢, 4?. Con ayuda de la métrica podremos
escribirlas en funcién de las constantes del movimiento F y L.:

dt .
ﬁ =t= —gttE -+ gt(bLz.
do .
Ol ¢ =g*L. — g"E.

Dividiendo estas dos ecuaciones se puede encontrar la relaciéon entre la variacién del
angulo con respecto al tiempo, lo que define la velocidad angular w de la trayectoria, cuya
expresion toma la forma:

dp  ¢*°L.— g"FE
Ww=-—="—""

dt gL, — gtE
Vamos a analizar cualitativamente esta cantidad. Para ello, supondremos una geodési-

ca radial hacia el agujero negro, es decir, que el foton en cuestion tenga momento angular
nulo L, = pg = 0. Esto nos define la siguiente velocidad angular:

(3.15)

b 2M
w g g— = i ) . (316)
L.=0 g%  (r2+a?)p?+ 2Mra®sin®0
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Observamos que a pesar de que la trayectoria no posee momento angular, el fotén ad-
quiere una velocidad angular debida tnicamente a la influencia de la gravedad. Ademas,
se puede apreciar de la ecuacién (3.16) que la velocidad angular w tiene el mismo signo
que el pardmetro a, por lo que la trayectoria rotara en el mismo sentido de giro que el
agujero negro. Este efecto es lo que se conoce como “Frame Dragging”, v es el motivo por
el que como veremos mas adelante, la sombra del agujero negro de Kerr toma una forma
no circular.

Conociendo ya los efectos del “Frame Dragging” podemos intuir que existan dos tipos
de orbitas distintas. Por un lado, particulas cuyo momento angular tenga el mismo signo
que el momento angular del agujero negro o co-rotantes; y por otro lado, trayectorias
con momento angular con signo contrario o contra-rotantes. En principio, no esperamos
ningiin cambio cualitativo de una trayectoria co-rotante, ya que el “Frame Dragging”
simplemente lo impulsaria con mayor velocidad angular en la misma direccion.

Sin embargo, podemos preguntarnos si seré siempre posible que la luz rote con mo-
mento angular contrario al del agujero negro; o si al contrario, existe un radio al partir del
cual no existird ninguna trayectoria con momento angular contrario al del agujero negro.

Para entender este fenémeno, realizamos los calculos para trayectorias luminosas, es
. . s N M
decir, que el elemento de linea sea ds? = 0. Ademds, tenemos en cuenta que ¢ = ddi)\.
Finalmente, asumimos trayectorias que van en la direccién +¢, es decir, que mantienen

las coordenadas r y 6 constantes. Obtenemos la siguiente ecuacion:

0 = g1t (dt)* + 2g14dtdd + gge(do)>. (3.17)

Esta es una ecuacién cuadratica para el término d¢/dt, por lo que se pueden encontrar
facilmente sus soluciones:

_ [2 _
g _ 9to T 1/ Gis gttgqﬁzzﬁ:_@i\/(gﬁ)Q_&

dt 9o 9o 9o Jos

Podemos ver que en la superficie g; = 0 ocurre un fenémeno interesante. Se observa
que en dicha superficie las dos posibles soluciones de la ecuacion son:

do do Gto gt 2Mra
dt dt 9oo gt (r2+a?)p?+2Mra?sin” 6 L.=0

Al sustituir los elementos de la métrica en la segunda solucién, aparece un resultado
idéntico a la velocidad angular de una particula con momento angular nulo. Como ya
hemos visto, tiene el mismo signo que el pardmetro de Kerr a. Por lo tanto, esta segunda
solucion se interpreta como los fotones co-rotantes.

En cambio, la primera ecuacion es mas interesante, ya que nos dice que en la super-
ficie g, = 0, un fotén contra-rotante no se mueve, es decir, las fuerzas de arrastre son
tan fuertes que no le permiten moverse en la direccion opuesta a la rotacion. Se puede
obtener la coordenada radial de la superficie que cumpla g;; = 0 simplemente igualando
la componente de la métrica:

re, =M+ VM2 —a2cos20 > r,. (3.18)
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Este radio es mayor que el radio del horizonte de eventos de la ecuacién (3.7), puesto
que cos? @ < 1. Este limite se conoce como ergoesfera o limite estético. Este limite cumple
que para radios menores que rg, = gy > 0 todas las particulas, tengan masa o no,
giraran en la misma direccién que el agujero negro. La rotaciéon del propio espacio tiempo
producida por el agujero negro es capaz de modificar completamente la direccion de las
orbitas. Ademas de esto, ninguna particula podrd permanecer a r, 6 y ¢ constante.

Por otro lado, como la ecuaciéon g; = 0 es cuadratica en r, existe otra solucién, que
denominaremos rg_ y toma la forma:

re. =M — /M2 —a2cos?f < r_. (3.19)

Esta solucién cumple todo lo que hemos comentado del primer resultado , rg,, pero
serd siempre menor que el horizonte de Cauchy, por lo que esta en el interior del agujero
negro. A pesar de que no podamos observar como es el espacio-tiempo mas alld del hori-
zonte de eventos 7, esta solucién sigue siendo interesante. Observamos que si cos? 6 = 0,
rs_ se reduce a rg_ = 0 y coincide con la singularidad del anillo.

Se pueden distinguir todas las superficies importantes de un agujero negro de Kerr en
una imagen, para la cual se ha utilizado el cambio a coordenadas cartesianas definido en
(3.5). Con este cambio, se ve mejor qué ocurre en r = 0, ya que utilizando Boyer-Lindquist
la singularidad del anillo se visualizaria como un punto:
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Figura 3.1: Gréfica de las distintas superficies importantes para un agujero negro de
Kerr. En negro hemos representado tanto el horizonte de eventos r, como el horizonte
de Cauchy r_, en verde estan las superficies que definen la ergoesfera externa e interna
rs.; y finalmente, en un linea roja discontinua esta simbolizada la singularidad del anillo
r=0, cosf = 0.

3.6. Inversa de la Métrica

El célculo de la métrica inversa se puede realizar escribiendo los términos g, en forma
matricial e invirtiéndola para obtener los términos ¢g"”. No obstante, a veces invertir una
matriz no diagonal directamente puede ser una operacién computacionalmente costosa.
Para ello vamos a obtener las componentes de la métrica inversa g"” mediante otro méto-
do mucho mas efectivo.
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Primero definiremos un cambio de la base coordenada {J,} a una base ortonormal
{es} y su respectivo cambio de la base coordenada dual {dz®} a la base {w®}. Dicho
cambio estd definido mediante la matriz de cambio de base e}, mientras que el cambio
dual estd dado mediante w:

€q = €50, , W' =widx”. (3.20)

Con este cambio de base llegamos a las siguientes tres ecuaciones:

Gap = nabwawga
g*? = n“beaef, (3.21)

_ ga
waeb =0;.

Las dos primeras ecuaciones en (3.21) se obtienen mediante el cambio de base descri-
to en (3.20). Mientras que la tercera de estas ecuaciones simplemente nos indica que la

matriz w¢ es la inversa de la matriz ef .

Dado que la métrica de Kerr es diagonal por bloques es suficiente con aplicar éste
método a los términos temporales y axiales (t y ¢), ya que ¢ = g1, g% = g@l y gy

¢%* no contienen ningin término cruzado.

Utilizaremos el elemento de linea de la ecuacién (3.6), porque escrito asi se puede
comparar con la primera ecuacién (3.21) y hallar los elementos w? de la matriz. El signo
negativo delante de (widt + wf d¢)? es debido a la métrica de Minkowski, por ello no apa-
recerd dentro de los elementos de la matriz.

La tercera férmula (3.21) nos muestra que w? es la matriz inversa de €2 y viceversa.
Por lo tanto invertimos la matriz w obtenida y hallamos la matriz e.

p2—2Mr 2Mrasin® @ sm 20
2 \/ =55 —2Mra
p 2 72M Ap2(p?2—2M
\/p —2Mr) P T P ( 7”) (322)

0 Ap?sin® 6 p? 2M7’
p2—2Mr Ap sin? 6"

Finalmente, utilizando la segunda ecuacién (3.21) hallar la métrica inversa es tan
trivial como sustituir los valores de e obtenidos:

in? 2—2Mr 2Mra
16 _ pabgt b _ 4 bt _ o sin” P _
R m\/APQ(/ﬂ —2Mr) \| Ap?sin® g Ap?

2 2 i
o6 _ T]ab€f€f _ (eﬁ)2 - 2Mr A —a®sin“6 (3.23)

Ap?sin? 0 - Ap?sin? 0
2 .2

t_ abt t _ £\2 £\2 _ P 2.2 2 sin” 0

9" =n"esep = —(€)” + (ey) = VA SRy

9

La ultima componente es considerablemente més larga que las otras dos, por lo que
trataremos de simplificarla. Para ello, sumamos ambos términos y tratamos el numerador

hasta poder simplificarlo. Sustituyendo —2Mr = A — r? — a?, obtenemos:

"_ —p*A — 2MrAa®sin® 6 + 2Mra®(r? + a?) sin® 6
J p?A(p? —2Mr)
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A continuacién, sustituyendo p* = p?(r? + a® cos? 6), y aprovechando la identidad tri-
gonométrica cos? @ = 1 —sin? # podemos separar el numerador en dos sumandos distintos:

_ —(r*+a?)(p* — 2Mra® sin® 0) + Aa?sin® 0(p* — 2Mr)

p*A(p* — 2Mr)

Si se vuelve a hacer la sustituciéon —2Mr = A — r? — a2, se puede operar el primer

sumando hasta hallar un factor comin a ambos, finalmente, se sigue tratando un poco
més la ecuacién y se llega a una forma més simplificada (3.24):

tt

"_ Aa?sin? §(p? — 2Mr1) — (r? + a®)(r* + a®)(p? — 2MTr) _ Aa?sin® 0 — (r? + a?)?
g p*A(p* —2Mr) p2A ’

w (P +ad*)p* +2Mra®sin®6 (3.24)
g = A ) .
Con esto ya hemos obtenido los cinco términos independientes no nulos de g**, ya que
como se ha comentado al principio de la seccién, ¢ y ¢%? toman la forma:



Capitulo 4

Geodésicas Luminosas

Antes de obtener una ecuacién que nos muestre la forma de la sombra de un agujero
negro de Kerr serd esencial obtener las ecuaciones del movimiento de los fotones, es decir,
las geodésicas luminosas. Para ello, obtenemos el hamiltoniano mediante transformacion
de Legendre del lagrangiano:

- | . 1 o I
H =pui” = £ = 90i"d" = 59u9"¢" = 59uw0"4" = 59" Pups- (4.1)
Para obtener la dltima igualdad se ha utilizado la definicién del cuatrimomento (3.14)
y la definicién de la métrica inversa (g,,g"* = 05). Sustituyendo los valores de g" y
escribiendo la suma explicitamente nos queda el siguiente hamiltoniano:

(r? + a®)p? + 2Mra®sin®*0 , 2Mra N A 2, 1 2+A—azsin29 9
202 A br PPA biPe 2p2pT 2p2p9 2p2 A sin’ 0 Ps-

H=-— (4.2)

4.1. Constante de Carter

En la métrica de Kerr existen cuatro constantes del movimiento, por lo que es un sis-
tema completamente integrable. Como ya hemos visto, las tres primeras constantes son:
la energia E, el momento angular axial L., y la tercera constante, general para todas
las métricas es m? = —g,,@"%”. Nuestro caso de interés son trayectorias luminosas que
cumplirdn m? = 0, o equivalentemente trayectorias que anulen el hamiltoniano (4.1).

La cuarta y ultima constante del movimiento es la constante de Carter, C', la cual
no se deriva de una manera tan directa y trivial como las otras tres. Esta constante fue
obtenida por primera vez por Carter [1] mediante el método de Hamilton-Jacobi. En este
apartado se explicard cémo obtenerla, su interpretacion y las simetrias del espacio-tiempo
que conlleva.

4.1.1. Formalismo de Hamilton-Jacobi

Primero, se puede obtener la constante de Carter analizando las ecuaciones de Hamilton-
Jacobi de manera muy directa. Antes de comenzar, para simplificar los calculos posteriores,
reescribiremos el hamiltoniano (4.2), en concreto los términos proporcionales a p? y a pipy.

33



34 CAPITULO 4. GEODESICAS LUMINOSAS

1. Término proporcional a p?:

2. Término proporcional a p;pe:

2Mra a [(r?+a?
RN

Para ello, simplemente se ha utilizado la definicién de A: 2Mr = (r?+a?)—A. Una vez
separados los sumandos de estos dos términos, se puede completar cuadrados facilmente
y llegar al siguiente hamiltoniano:

A 1 ((r* + a®)p + apy)* | (py + apysin® 0)?
H=_—"—p*+—p;— =0. 4.3
2p2pr + 2p2p9 2Ap? + 2p2 sin’ (4:3)

Se escribe la ecuacion general de Hamilton-Jacobi como:

8qi o\ -
Como en nuestro caso particular el hamiltoniano no depende explicitamente del parame-
tro de la trayectoria de las geodésicas A, podemos tomar la funcién S como: S = —a; A +

W (g, ), donde «; seran las constantes del movimiento. La funcién W(g;, ;) se denomi-
na funcion caracteristica de Hamilton. Por lo tanto, la ecuacién de Hamilton-Jacobi fija
el valor del hamiltoniano como: H = —aq, lo cual es consistente con el hecho de que el
hamiltoniano es una constante del movimiento.

Sabemos que el hamiltoniano est4 relacionado con la constante del movimiento m?, po-
demos reescribir: o = —m;. Reescribimos la accién como: S(q;, i, A) = W (g, ;) + %2)\.
A continuacion buscaremos una funcion generatriz que sea separable en cada variable, por
lo que cumplird: W(q;, a;) = Wi(q1, o) + Wa(ge, ;) + .... Puesto que conocemos que las
constantes relacionadas con las coordenadas radial y temporal son p, = —E y py = L.,
podemos escribir la accién como:

2
5 = %A — Bt + L.¢+ W, (r,a;) + Wy (0, ;). (44)

A continuacion, nuestro objetivo se resume en encontrar las funciones caracteristicas

de Hamilton W, (r,a,) y Wy(0, o), lo cual podremos hacer si y solo si la ecuacién de

Hamilton-Jacobi es separable (en estas coordenadas). Para ello, sustituimos p, = @ y

dr
Do = %, y reescribimos la ecuacion de Hamilton-Jacobi de la siguiente manera:

2p?

m? A <dWT>2 1 <dW9)2 _(=(r*+d*)E+aL.)*  (L.—aEsin®§)’
2 2p?

- dr do 2Ap? 2p2 sin?

dr A
AWy \? L (L:—ab sin® )2
o '

22 A <dWr)2 N (aL, — (r* + a®)E)?

—m?2a® cos? 0 + —
sin“ 6



4.1. CONSTANTE DE CARTER 35

Para alcanzar esta ultima ecuacién, hemos tenido en cuenta que p? = r% + a?cos? 0 y
hemos despejado a un lado de la igualdad todas las dependencias con r, y al otro lado las
dependencias con 6. Por lo tanto, para que se cumpla esta igualdad, cada lado no puede
depender del valor que tomen r o #, ambos lados de la igualdad deben ser constantes.
Esta constante la denominamos K y es la conocida constante de Carter.

A continuacién, puesto que en este trabajo inicamente trataremos geodésicas lumino-
sas tomaremos m? = 0. Ademads, separamos (4.5) en dos ecuaciones diferentes para poder
ver més claramente la forma de la constante de Carter:

(L, — aEsin®6)?
sin? 0
(aL, — (r* + a®)E)?
A :

También es usual escribirla en términos de otra constante, C. Esta redefinicion servira
para simplificar ciertos calculos posteriormente:

K =p;+

Y

(4.6)
K =—Ap?+

Q=K—(L.—aE)*. (4.7)

Es interesante discutir la interpretacion fisica de la constante de Carter. Para ello
comenzamos observando que valor toma la constante K en el plano § = 7 /2. Sustituyendo
este valor en la primera ecuacién (4.6) nos queda:

K=pi+ (L, —aE)? = Q =}

Por lo tanto en el plano ecuatorial la constante de Carter es simplemente la componente
0 del cuatrimomento. Para continuar entendiendo la contante de Carter, utilizaremos el
limite de Schwarzschild, es decir, a = 0. En este limite, la primera de las dos ecuaciones,
nos queda como:

), L2
K=ps+ sin® 6’
Con esto, vemos que la constante de Carter es algo parecido a un momento angular
al cuadrado, de hecho para un agujero negro de Schwarzschild es posible elegir el angulo
0 arbitrariamente, debido a la simetria del espacio-tiempo. Si tomamos 6 ~ 7/2 entonces

po = 0y la constante de Carter se escribe como K = L2.

También es posible definir una cantidad L? = L?+ K y interpretarla como el momento
angular total de la particula. En este caso, podemos entender () como la componente
perpendicular al eje de giro del agujero negro del momento angular. Sin embargo, es
importante no tomar estas interpretaciones de forma estricta puesto que el espacio-tiempo
de Kerr no tiene un momento angular total que se conserve.

4.1.2. Simetria y Tensor de Killing

Del mismo modo que las constantes E y L, se pueden entender en términos de vecto-
res de Killing, también se pueden explicar las otras dos constantes C' y m? mediante un
objeto geométrico similar, aunque mas general y que ya hemos introducido: los tensores
de Killing. La férmula (2.23) se cumple para vectores de Killing, mientras que la constante
de Carter necesita de la generalizacién de dicha condicién para tensores (2.24).
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Primero, podemos explicar la constante m?. Como nuestra métrica es compatible con
la derivada covariante, cumple: V,,g,,,, = 0. Entonces sabemos que la métrica es un tensor
de Killing y se puede definir la constante introducimos en el apartado anterior, m? como:

—m? = g, A"y (4.8)

Donde * es una geodésica arbitraria dada por el vector tangente, cuyas componentes
seran: y* = g".

Finalmente, conociendo ya las definiciones necesarias se puede tratar el caso de la
métrica de Kerr en especifico. En dicha métrica en coordenadas de Boyer-Lindquist defi-
nimos un tensor simétrico de rango (0, 2) de la siguiente manera:

O = 2p21(#n1,) + 7“29“1,, (4.9)

donde se definen los vectores [ y n como:

- %((# + )0, + AD, + ady).

1
n = 2—p2((r2 +a*)9; — AD, + ady).

La definicién de este tensor como generador de la constante de Carter se puede en-

contrar por ejemplo en [3]. Se observa facilmente que ambos vectores son luminicos y
satisfacen que:

1, =0, nn, =0, I"n, = —1.

Ademas podemos ver que el vector [ es idéntico a la direccion principal [, definida en
la ecuacién (3.8) y el vector n es proporcional a la direccién principal [_: n = %l,. Por
lo tanto podemos reescribir el tensor de Killing con las direcciones [ definidas en (3.8) y
eliminarnos la dependencia en 6 debida a p*. Se reescribe con los indices arriba como:

o = A1+ 171") + rPgh.

La demostracién de que o, define un tensor de Killing para la métrica de Kerr se
obtuvo en [18] utilizando el formalismo de espinores de Newman-Penrose. Sin embargo,
comprobar que o*” es un tensor de Killing en las coordenadas de Boyer-Lindquist utili-
zando directamente la ecuacién (2.24) es una operacién computacionalmente costosa, asi
que para comprobarlo se pueden utilizar programas como Python o Mathematica.

Puesto que o" es un tensor de Killing podemos definir la constante del movimiento
asociada a dicho tensor. Esta sera la constante de Carter, K, que hemos obtenido con el
método de Hamilton-Jacobi:

L ..
K = 50‘“’%%. (4.10)

Podemos sustituir el tensor de Killing, para comprobar que es la misma constante
que hemos hallado con el método de Hamilton-Jacobi. Dado que estamos analizando
geodésicas luminosas se tomara la constante —m? = 0 y con la definicién (4.8) podemos
ver que el segundo sumando del tensor se anularéd, quedando simplemente:

2K = A(HY + 11)pupy,
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donde hemos utilizado la definicién de cuatrimomento dada en (3.14). A continuacién
observamos a partir de la definicién (3.8) que I = 1" si p # r y que I, = —I". Por lo
tanto, los sumandos que no se anulan son los siguientes:

2K = A5 + U00)p} + (1910 + 12003 + 2(180° + 191 )paps + (117 + 1517 )p?),
= 2A((1% )P} + (1995 + 2041 )peps — (13)°07) = 2A((Lpe + 14p6)* — (13)%P)).

Si ahora sustituimos las componentes de [, definidas en (3.8) y tenemos en cuenta que
pr = —E y py = L, llegamos rdpidamente al siguiente resultado:

2, 2 2 o e
2K = —2Ap? + 2A <_T Za E+aiz) =2<—Apf—|— (aL, (TA+a VE) >7

que coincide exactamente con la definicion de la constante de Carter dada en la segunda
igualdad de (4.6). Podemos ver entonces que la definicién de la constante de Carter con
el tensor de Killing es idéntica a la obtenida con el método de Hamilton-Jacobi.

4.2. Ecuaciones de Hamilton

A continuacion, tras explicar con detalle las constantes del movimiento, obtenemos
las ecuaciones de Hamilton que rigen las trayectorias luminosas. Estas ecuaciones seran
esenciales para el calculo de la sombra de un agujero negro. Para esta secciéon se puede
seguir en mas detalle en [12] o [7].

Para empezar, se utilizan las constantes E y L, para calcular ¢ y ¢. Simplemente
invertimos en general las ecuaciones (3.13) para posteriormente sustituir los valores de la
métrica (3.2):

i 9o B + gro L
gfd) — Gtt9pe 7
gz.5 _ _9t¢E + gul.

gf(z, — GuGos

P EA,O2 +2Mr(r* +a*) LZZMm,
Ap? Ap?
QB_EZM'ra p? — 2Mr

T Ap? * “Ap?sin? 6’

(4.11)

Con esto, ya se han obtenido las dos primeras ecuaciones de Hamilton, donde ademas
hemos utilizado implicitamente otras dos ecuaciones (p; = 0y py = 0) en las definiciones
de las constantes F y L,.

Con estas dos ecuaciones ya obtenidas se puede pasar ahora a calcular las correspon-
dientes a 7 y 0, para ello, comenzaremos con la doble definicién de la constante de Carter
dada por (4.6), ademads, utilizamos (4.7) para reescribir dicha constante. Empezamos des-
pejando p3 y cambiando K por Q:
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) sin® (L, — aE)? + (L, — aE'sin*0)?
=@ sin” § '

Desarrollando los cuadrados se cancelan los términos cruzados proporcionales a L, FE
y se puede escribir como una suma, donde cada sumando hace referencia a una constante

diferente:

s =Q + a*E*cos’ 0 — L? cot® 6.

De momento mantenemos esta ecuacién asi escrita, y ahora despejamos A?p? de la
segunda ecuacién de (4.6), donde simplemente volvemos a realizar el cambio de K por @,
puesto que ya esta bastante simplificada obteniendo:

A*p? = (aL, — (r* +a*)E)* — A(Q + (L. — aE)?).

Todavia necesitamos escribir estas ecuaciones en términos de 7 y 0 en lugar de p, y
pe. Para ello aplicamos otra de las ecuaciones de Hamilton al hamiltoniano (4.3) para
obtener una relacién entre las componentes del vector tangente a la geodésica en funcion
del pardmetro \ y su momento asociado:

” oH
g = —.
Opy

Con esto podemos escribir las dos ecuaciones restantes:

pi0% = p2 = Q + a®F?cos® 0 — L% cot? § = O(6), (412)

pt? = A%p? = (aL, — (r* + a®)E)* — A(Q + (L. — aE)*) = R(r), '
donde hemos introducido las funciones R(r) y O(6) a partir de las dltimas igualdades
de cada linea. Por completitud, podemos obtener también las dos ultimas ecuaciones de
Hamilton (py, p,). Estas toman la siguiente forma, donde ya hemos anulado un término
proporcional al hamiltoniano dado que estamos considerando tinicamente geodésicas lu-
minosas:

. 0H 1 o  2ErAlaL, — (r*+a*)E] +2(r — M)[aL, — (r* + a*)E}?
p’r'__ﬁ__ﬁ |:<T_M)pr+ A2 )
. OH  sin(20) [aE(L. — aEsin’6) N (aBE(L, — aEsin® §)?
=00 T p sin” 6 sin’ ¢

(4.13)

4.2.1. Signo de la Constante de Carter

Se puede encontrar una explicacién mas detallada sobre los valores de la constante de
Carter en [13] o [12]. Se observa inmediatamente de la primera ecuacién (4.6) que todos
los sumandos son reales y estan elevados al cuadrado por lo que la constante K es siempre
positiva (o mejor, no-negativa). Sin embargo, la constante () no tiene porque ser siempre
positiva.

Podemos determinar el valor minimo que puede tener () para que la geodésica lu-
minosa exista. Para ello utilizamos la ecuacién angular (4.12) y usamos que la funcién
©(#) debe ser no negativa para que la ecuacién tenga sentido. Obtenemos las siguientes
desigualdades:
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Q+ a*E?cos® 0 — L2 cot® 0 > Q + a®E* cos* 0 > 0. (4.14)

Por lo tanto, inferimos que para que una geodésica exista, se debe cumplir la siguiente
condicion para los valores de Q:

Q > —a’E* cos® 6. (4.15)

4.3. Ecuacion Radial y Pseudo Potenciales Radiales

Los pseudo potenciales y el andlisis de la ecuacion radial se ha estudiado exhaustiva-

mente en la bibliografia, desde un tratamiento mas simple en [10] y [3], pasando por un
andlisis mds detallado por ejemplo en [13] hasta llegar a una interpretacién minuciosa en
el libro [12].

Para entender las propiedades del movimiento radial de una trayectoria luminosa, in-
troduciremos los pseudo potenciales V... Los pseudo potenciales se definen como el valor
que debe tomar la energia F para que el radio r sea un punto de retorno. Para tener esta
condicién simplemente se requiere que se cumpla la igualdad 7 = 0, o equivalentemente
R(r) =0, la cual es una ecuacién cuadratica en FE.

Desplazando todos los términos de la ecuaciéon R(r) = 0 al mismo lado, desarrollando
los cuadrados y reordenandoles segin potencias de E, se obtiene la siguiente ecuacion
cuadratica:

E?[(r* + a*)? — Ad®] + E(2aL.A — 2aL.(r* 4 a®)) + a*L? — AL?> — AQ = 0.

Se puede simplificar el término proporcional a E para obtener las dos soluciones E y
E_ rapidamente. Estas soluciones se denotan como V4 y son los pseudo potenciales que
buscamos. Ademds, hemos definido la funcién B(r) = [(r? + a?)?> — Aa?] y obtenemos la
siguiente ecuacién cuadrética:

E’B(r) + E(—4aMrL,) +a’L? — A(L?+ Q) = 0. (4.16)

Resolviendo esta ecuacién obtenemos los pseudo-potenciales V... Ademas para analizar
las soluciones facilmente separamos un término proporcional a () y sacamos L. como factor
comun. Tras estas operaciones obtenemos:

~ 2aMr £ \/4a?M?r? — B(r)r(2M —r) — B(T)AQLL

+ (4.17)

donde hemos introducido el parametro 7, = % Por lo tanto, en términos de V., podemos
reescribir la funcién R(r) de la siguiente manera:

R(r) = [(r* + a®)* — Ad®|(E - V) (E - V). (4.18)

Observamos que, para que la ecuacién (4.18) sea positiva, por lo tanto 7 € R y sea
una geodésica fisicamente posible, se debe cumplir que £ > V, o E < V_. Entonces
consideraremos prohibida a la banda de energias V_ < E < V.
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4.3.1. Analisis de la desigualdad ¢(l,,U) <0

Antes de graficar los pseudo potenciales podemos analizar una condicién adicional que
deben cumplir las geodésicas y que limitan atin més el rango que puede tomar la energia.
Para comenzar observamos que el vector tangente a la geodésica U* = v# debe ser futuro,
por lo que su producto escalar con cualquier vector causal futuro debe ser negativo o cero.
Como la direccién principal I}, definida en (3.8), tiene esta propiedad se debe cumplir:
g(l+,U) < 0. Desarrollamos esta desigualdad de la siguiente manera:

g1, U) =11U"g,, = WU, = (r* + a®)p: + Ap, + aps < 0, (4.19)

donde hemos utilizado que U, = p,. Sustituimos a continuacién las componentes del
cuatrimomento en funcién de las constantes del movimiento, p, = —F, p, = L., p, =

/R(r)/A2?, y obtenemos:
al, — E(r* +a*) + /R(r) < 0. (4.20)

A continuacién, pasamos aL, — E(r? 4+ a?) al otro lado de la desigualdad. Como ambos
lados de la desigualdad deben ser mayor que 0 puesto que R(r) > 0 podemos elevar ambos
lados al cuadrado y obtener una nueva desigualdad, consecuencia de la anterior, pero que
en principio no tiene por qué ser equivalente a ella. Sustituyendo R(r) por su definicién
dada en (4.12) nos queda:

R(r) = (aLy — BE(r* +a*)* — A(Q + (L. — aF)?) < (E(r* + a*) — aL.)*. (4.21)

Simplificamos esta condicién utilizando la relacién entre @) y K definida en (4.7) y el
hecho de que nos encontramos fuera del horizonte de eventos (para que las coordenadas
de Boyer-Lindquist estén definidas), lo que implica que A > 0. Con todo ello simplemente
obtenemos:

K >0,

que sabemos que se cumple para todas las geodésicas. Solo queda determinar bajo qué ca-
sos esta condicién es equivalente a la desigualdad (4.20). Para ello simplemente utilizamos
que

a? < b < |a| < |b).

Aplicandolo a la desigualdad (4.21) alcanzamos la siguiente conclusion:

VR(r) < |E(r* +a*) —alL,|.

Para que esta condicién, que hemos derivado desde K > 0, sea equivalente a la des-
igualdad (4.20) se debe cumplir que: FE(r? + a*) — aL, > 0, por lo tanto la condicién de
que el vector U sea futuro resulta ser equivalente a la desigualdad:

L,
B> 20 (4.22)

—r24q?’

y todas las trayectorias que no cumplan esta condicion deben pues ser excluidas.
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4.3.2. Graficos de los Pseudo Potenciales V.

Para observar mejor la forma que tienen los pseudo potenciales Vi (r), representamos
sus graficas para ciertos valores fijos de las constantes a, L., (). Los valores que se han
tomado en las dos graficas siguientes son L, = +1, M =1,a=09y Q = 0.

06|

04| ‘ =2 —
| i i V.
0.2f | E, E
: ‘ min 04l ‘ : min

(a) Pseudo Potenciales Vi de una trayectoria (b) Pseudo Potenciales Vi de una trayectoria
con L, > 0. La regién grisdcea representa la con L, < 0. La region grisdcea representa la
region prohibida enérgicamente y la linea dis- regién prohibida enérgicamente y la linea dis-
continua es r = ry. continua es r = ry.

<

Hemos representado con una linea discontinua la superficie r = r, ya que al estar en
coordenadas de Boyer-Lindquist esta grafica no es valida para r < r,. Podemos ver que
la forma de los pseudo-potenciales con L, > 0 es idéntica a los potenciales con L, < 0
excepto el signo. Ademdas marcamos con un tono grisaceo la regién de energias prohibida.
Esta region esta definida por las desigualdades R(r) > 0y (4.22). Simbolizamos esta
segunda desigualdad con una linea verde, por debajo de la cual las geodésicas no pueden
tomar esos valores para la energia.

Observamos que cuando 7 — oo los potenciales tienden asintéticamente a 0 (de hecho,
si tomamos este limite en la formula de V. vemos rapidamente que decaen de manera
proporcional a 1/7), ya que en este régimen la rotacién del agujero negro apenas tiene
relevancia. También inferimos que el pseudo-potencial V_ atraviesa el cero exactamente
en r = 2M (el limite de la ergoesfera en § = 7/2) y toma un valor igual a V, en el
horizonte de eventos.

Los casos que no cumplen £ > V. (o £ > V_ si L, < 0) estdn prohibidos en estas
figuras. Por lo tanto, entendemos las geodésicas permitidas como fotones que llegan desde
r — oo y alcanzan un valor minimo para r o bien caen dentro del horizonte de eventos del
agujero negro, dependiendo de si alcanza un punto de retorno en V, (o V_si L, < 0) o no.

También podemos ver qué ocurre con los pseudo-potenciales si se toma a > M, para
ello representamos los potenciales enel caso L, =1, Q =0, M =1y a = 2.
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=
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Figura 4.2: Pseudo Potenciales V. para una trayectoria con L, > 0, en un agujero negro
que cumple a > M.

Como podemos observar en este caso, a diferencia de la grafica 4.1a, la grafica esta
definida para todo r y ambos pseudo-potenciales alcanzan un valor comun en 7 = 0 no en
el horizonte de eventos. Esto se debe a que, como comentamos en el capitulo anterior, si
a > M no hay un horizonte de eventos y nos encontramos con una singularidad desnuda.
Esta grafica nos explica que para valores a > M no ocurre ningiin fenémeno inesperado
antes de alcanzar la singularidad del anillo ya que no existen ni el horizonte de eventos ni
el de Cauchy.

En todas estas graficas hemos tomado el valor () = 0, por lo tanto estas geodésicas
solo se pueden desplazar en el plano ecuatorial (lo veremos posteriormente al analizar la
grafica 4.3), donde no existe una ergoregion. Esto se debe a que si observamos la ecuacién
de la superficie de la ergoesfera (3.18) y tomamos los valores a > M y 6 = w/2 no existe
ningtin radio rg, . Inferimos que si £ > V4 la trayectoria puede alcanzar la singularidad
desnuda o salir de ella sin problema. Mientras que si una trayectoria no tiene la energia
suficiente simplemente alcanzara un punto de retorno y volvera al infinito.

4.3.3. Trayectorias con () < 0

A continuacién, nos podemos preguntar que le ocurre a una trayectoria con ) < 0.
Para comenzar, desarrollaremos la definicién de la funcién R(r) (4.12). Elevamos los cua-
drados de dicha definicion y la escribimos como un polinomio de r. Tras estas operaciones
obtenemos:

R(r) = E*r* + (*FE* — L? — Q)r* + 2M Kr — a*Q. (4.23)

Observamos que si Q < 0 el inico término que a priori no es positivo es el término 2. El
resto de sumandos serdn siempre positivos. Si podemos demostrar que (a?E? — L*—Q) > 0
si @ < 0, entonces R(r) es definido positivo y por lo tanto, la trayectoria no tiene puntos
de retorno. En otras palabras, las geodésicas entrantes alcanzan necesariamente el hori-
zonte de sucesos y caen al agujero negro, y las geodésicas salientes escapan al infinito. Esto
tendra consecuencias a la hora de discutir la “regién atrapada”, en el siguiente capitulo.

Para demostrarlo, asumiremos lo contrario: a?E? — Q — L? < 0. Multiplicamos la
desigualdad por cot? #, sumamos ambos lados por la cantidad positiva @ 4+ a?E? cos? y la
reescribimos de la siguiente manera:

20
< (Q — aQEQ)% +Q + a®E* cos 0.
sin“ 6

2
,cos” 0

Q -+ CL2E2 COS2 —Lz—2
sin® 0
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A continuacion, operamos el lado derecho de la desigualdad utilizando relaciones tri-
gonométricas para obtener:
) _Lgc.oi@ _ 622 B a2E2C9S§9
sin“fd  sin“f sin” ¢
donde la ultima desigualdad se debe a que estamos suponiendo ) < 0. Vemos que esta
desigualdad entra en contradiccién con la desigualdad (4.14). Por lo tanto, nuestra primera
suposicién debe ser errénea y entonces se cumple que (a*E? —L*—Q) > 0si Q < 0. Hemos
demostrado que la trayectoria de una geodésica no tiene puntos de retorno si ¢ < 0.

Q + a®>E? cos

<0, (4.24)

4.4. Ecuacion Angular

Al igual que la ecuacién radial, el movimiento de las geodésicas en la coordenada 6 se
trata con detalle en [13] y especialmente [12].

A continuacién, analizaremos la ecuacion del movimiento 0o equivalentemente la fun-
cién O(f) definida en (4.12). Como consecuencia de la simetria esférica, una geodésica
cualquiera en la métrica de Schwarzschild siempre esta contenida en un plano. Con una
eleccién adecuada de coordenadas angulares, siempre podemos tomar dicho plano como
el ecuatorial (notemos que cuando hay dos o més geodésicas involucradas, esta eleccién se
puede hacer para una de ellas, pero, en general, no para las dos de manera simultdnea).
Sin embargo, en el espacio-tiempo de Kerr tenemos una direccién definida por el eje de
rotacion del agujero negro que rompe dicha simetria. Por lo tanto, las geodésicas no es-
taran limitadas a un plano.

No obstante, podemos hallar el rango méximo y minimo que tomara la coordenada 6
en funcién de las constantes E, L, y (). Este rango estd dado por la desigualdad: ©(6) > 0.
Podemos multiplicar ambos lados de la desigualdad por sin®# para obtener la siguiente
condicion:
Q(1 — cos*0) + a*E* cos* §(1 — cos® ) — L2 cos® 6 > 0.

Observamos que es una desigualdad cuadrética en cos? §. Resolver el caso de la igualdad
(O(0urn) = 0) nos define los angulos limite 6;,,.,,. Se calcula directamente como:

a’E? — Q — Lz + \/(aQE2 —Q — L?)?+4a’E?Q

4.2
2a2 2 (4.25)

COS2 Qturn =

Si tenemos una geodésica con () > 0, debemos escoger el signo “+” para poder cum-

plir la condicién de que cos?O,n > 0. Asi pues, en el caso Q > 0, la geodésica estara

siempre limitada a un sector O, < 0y < Oma, simétrico alrededor de 6., = 7/2. Ademés

observamos que el tamanio del sector decrece al aumentar |L,|. De hecho en el caso limite
L, =0, >0 se cumple:

a’E? — Q + \/a'FE* + Q? — 2A2E2Q + 4a?2E*Q  &’E* - Q+d’E*+Q
202 E? - 202 F2 -

cos? Orirn =

Por lo tanto inferimos que cuando L, = 0 el sector sera maximo (0 < 6., < 7). Sin
embargo si () < 0 ambas soluciones son posibles y el dngulo de la geodésica respecto al
ecuador estd limitado por: Ocy < Onin < Oz 0 Oeq > Ominy > Omaq. Podemos resumir todas
las posibilidades para los valores que puede tomar ©(f) en la gréfica 4.3. En ella hemos
representado ©/L? para cuatro geodésicas con distintos valores tipicos de los pardmetros

E/L.y Q/L%
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Figura 4.3: Funcién ©(6)/L? representada para cuatro valores distintos de los pardmetros
E/L,y Q/L% Todas las graficas toman el siguiente pardmetro de Kerr: a = 0,99.

Esta grafica nos muestra cuatro formas posibles que puede tomar la funcién ©(6) pa-
ra distintas geodésicas. Podemos ver que excepto en el caso ) = 0, donde solo hay un
méaximo alrededor de 7/2, la funcién ©(0) se caracteriza por tener un minimo en 6 = 7/2
y dos maximos y ser simétrica a ambos lados del eje 0 = 7/2.

Con esta grafica podemos confirmar el andlisis de la ecuacién (4.25) explicado en
los parrafos anteriores. Como hemos comentado, ©(#) > 0, por lo tanto vemos que una
geodésica con ) = 0 solo se puede mover en el plano # = 7/2. Sin embargo, si ) > 0
vemos que la geodésica puede variar su angulo ¢ entre un maximo y un minimo alrededor
de 0., = m/2. Mientras que si < 0 hay dos sectores independientes en los que se puede
desplazar la geodésica sin alcanzar nunca # = 7/2. Finalmente, hemos graficado unos
valores especificos de 2y E/L, para los cuales se cumple que la geodésica estd atrapada

en los planos deﬁnldos por 0=m/6y6=>5r/6.



Capitulo 5

Region de Fotones Atrapados

La regién de fotones atrapados es una zona en el exterior de un agujero negro que nos
ayuda a determinar la trayectoria de ciertas geodésicas especiales. Esta zona se caracteriza
por contener geodésicas que estan confinadas en la coordenada radial. Podrian existir dos
posibilidades: la primera de ellas seria que se tratara de geodésicas luminosas esféricas, es
decir, que se mantengan con coordenada radial r constante, o lo que es lo mismo r =0y
7 = 0. La segunda posibilidad seria que su movimiento radial fuera entre dos puntos de
retorno. Vemos en las graficas 4.1a y 4.1b de los pseudo potenciales V.. que esta posibilidad
no puede darse. Por lo tanto, las geodésicas luminosas esféricas atrapadas cumpliran las
dos siguientes ecuaciones:

R(r) = (aL. = (r* +a*)E)* = A(Q + (L. — aE)*) = 0,

R'(r)=—4Er(aL, — (r* + a®)E) — 2(r — M)(Q + (L, — aE)*) = 0. (5:1)

5.1. Calculo de los parametros atrapados: 4y ¥ Q7L trap

Para entender la regién de fotones atrapados, obtenemos expresiones para los parame-
tros 'y (). Se puede leer una discusion detallada sobre las geodésicas atrapadas usando
estos parametros en [13]. Para obtener dichas expresiones, pasamos los segundos suman-
dos al otro lado de las ecuaciones y dividimos la primera entre la segunda. Tras estas
operaciones, obtenemos la siguiente igualdad:

al, — (r*+a*)E A

4Er C2(r— M)’

A continuacién, definimos los pardmetros ¢ = E/L, y Q; = Q/L? y obtenemos unas
ecuaciones para el valor que toman estos parametros en las geodésicas esféricas. Para
empezar, escribimos el lado izquierdo de la ecuacién con el pardmetro € gracias a la
energia F del denominador. Después despejamos € y obtenemos el siguiente resultado:

a(r — M) a(r — M)
Strap = B 302 +a?(r+ M) T A(r) 7’ (5:2)

donde se ha definido A(r) mediante la segunda igualdad. La segunda ecuacién (5.1)
R'(r) = 0, se puede reescribir en términos de los pardmetros @ y ¢, de la siguiente
manera:

—Aregap(a — (r* + az)etmp) =2(r — M)(Qrtrap + (1 — astmp)z).
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Para proseguir, despejamos (), de dicha ecuacion, separamos los sumandos propor-
cionales a €44, y posteriormente sustituimos el valor encontrado de €44, en la ecuacién
(5.2). Obtenemos el siguiente resultado:

2a%r(r? + a?)(r — M) — a*(r — M) + 2a>M A(r) — A%(r)
QL,trap == A2 (7’) .

Finalmente, operando el numerador de la fraccién y desarrollando el polinomio A(r)
definido en la ecuacién (5.2), se puede escribir este numerador como otro polinomio dis-
tinto en funcién de la coordenada r, de la siguiente manera:

3 +9MPr — 6Mr? —4Ma*)  rB(r) -

QL,trap - - A2(T’> - A2(T) 3 ( . )

donde hemos definido el polinomio B(r) mediante la segunda igualdad. Observamos que

los pardmetros ¢4y ¥ Q1 trap quedan completamente caracterizados por los dos polinomios

A(r) y B(r), los cuales son funciones de hasta orden tres en r. Por lo tanto, para analizar

estos parametros y su relevancia buscaremos una factorizacién de ambos polinomios, de
manera que cumplan lo siguiente:

B(r) = r*(r® + 9M?r — 6M1r* — 4Ma*) = (r — r1)(r — 72)r* Py (1),

A(r) r® — 3Mr? + a2(r + M) = (r —r3)Ps(r), (5.4)

donde Py(r) hacen referencia a dos polinomios de orden s. Estos polinomios no nos seran
de importancia porque seran siempre positivos para r > r,. Por lo tanto, nos centrare-
mos en calcular los radios rq, ro y 73 para poder asi interpretar su repercusion para las
trayectorias de distintas geodésicas.

5.1.1. Calculo de los Radios en la Region Atrapada

El calculo de estos radios se basa en los resultados obtenidos en [13], pero el propio
desarrollo para su obtencién no aparece en dicho articulo. En primer lugar, obtenemos
y 72, por lo que calcularemos las raices de B(r). Para obtener esta solucién recurrimos al
siguiente “Ansatz” (que nos simplificard el célculo gracias a igualdades trigonométricas):

r=c+dcosy. (5.5)

Sustituimos este “Ansatz” directamente en el polinomio B(r) (5.4) y lo escribimos en
potencias de cosy, de la siguiente manera:

B(r) = d® cos® y+(3c—6M)d? cos® y+(9M?—12cM+3c*)d cos y+9cM? —6¢* M —4a> M+-c>.

Puesto que podemos elegir las constantes del “Ansatz”, vemos que esta ecuacién se
simplifica notablemente si tomamos el valor de la constante ¢ como ¢ = 2M, puesto que
se elimina el término proporcional a cos?y. Tras realizar esta simplificacién, obtenemos:

B(r) = d(d® cos®y — 3M? cos y) + 2M (M? — 2a?).

A continuacién, podemos tomar un valor también para la constante d, en este caso
d = 2M. Por lo tanto, sacamos 2M como factor comun y utilizamos la siguiente relacién
trigonométrica:
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cos3y = 4cos®y — 3cosy, (5.6)

de forma que el polinomio B(r) toma la siguiente forma:

B(r) = 2M° <cos 3y +1-2 (%)Q) . (5.7)

Puesto que nos interesa obtener las distintas raices del polinomio, igualamos B(r) = 0
y despejamos la variable y. Debemos tener en cuenta todas las posibles soluciones para
cosy, por lo que en general las raices del polinomio seran:

L 2(“)2 1)+ 2 (5.8)
, = — arc cos —) - —n. .
=3 M 3

Notemos que estas soluciones son reales si y solo si el término entre paréntesis toma
valores entre —1 y 1, o lo que es lo mismo, cuando |a/M| < 1. Este es el caso que corres-
ponde a un agujero negro, que es en el que estamos interesados. Asi pues, nos restringimos
a partir de ahora al caso |a| < M.

Finalmente, introducimos esta solucién de nuevo en el “Ansatz” de la ecuacién (5.5) y
obtenemos lo que estdbamos buscando, las raices para la variable r. Al ser un polinomio
de orden tres existen tres soluciones independientes. Como y es el argumento de una
funcién trigonométrica sabemos que cumple: y3 = yo + 27. Por lo tanto, y3 e yo hacen
referencia a la misma solucion. Las soluciones 71 y 75 son las que hacen referencia a g, e
y_1. La otra solucién independiente (y; ), que aparecera en el polinomio P;(r), da lugar a
un radio » < r, por lo que esta dentro del horizonte de eventos y fuera del dominio de
las coordenadas de Boyer-Lindquist. Las soluciones 1 y 7 toman la siguiente forma:

1 a \2
1 =2M (1 + cosyy) = 2M [1—1—008 (garccos (2 <M) —1))},

1 2 2
rg =2M (1 + cosy_y) =2M [1 + cos (5 arc cos (2 (%) - 1) - §7r>] :

Podemos simplificar estas expresiones mediante la siguiente identidad trigonométrica:

1
arccosz = o arc cos(22? — 1). (5.9)

Aplicéandolo en el caso anterior, donde tomamos x = a/M podemos simplificar ambas
soluciones de la siguiente manera:

2 a

ry =2M [1—1—008 (garccos <M)>] ,
2 a

ro = 2M |:1+COS <§arccos <_M>)] )

Ademas, para simplificar r, también se ha utilizado que arc cos(—x) = 7 — arc cos(x)
y cos(z) = cos(—x). Observamos que estas soluciones solo se diferencian en el signo que
acompana al parametro a dentro del arcocoseno.

(5.10)

A continuacién, buscamos el valor de r3, para ello necesitamos encontrar la raiz del
polinomio A(r) definido en (5.2) que cumpla r3 > r,. Al igual que antes, suponemos un
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“Ansatz” que tome la forma r = ¢ + dcosy, y tras introducirlo en la definiciéon de A(r)
(5.4) obtenemos:

A(r) = d*cos® y + (3¢ — 3M)d® cos® y + (3¢ — 6Mc+ a*)dcosy + ¢ — 3Mc* + a*c + a* M.

En este caso conviene tomar el valor de la constante ¢ = M para asi eliminar el término
proporcional a cos?y. Tras esta simplificacién, reescribimos el polinomio como:

A(r) = d(d* cos® y + (a* — 3M?) cosy) — 2M (a* — M?).

Encontramos a continuacién una relacion para la constante d, de manera que se pueda
volver a utilizar la relacién trigonométrica (5.6) para el angulo triple. Para poder utilizar
dicha relacion de nuevo, se debe cumplir:

2
d2:§(3M2—a2):>d:2\/M2—%. (5.11)

Notemos que en el caso |a| < M la raiz cuadrada es real y positiva. Con este valor
para d y aplicando la relacién trigonométrica, reescribimos A(r) de la siguiente forma:

A(r) = w cos(3y) — 2M (a® — M?).

Volviendo a repetir el mismo procedimiento que antes, igualamos A(r) = 0 para en-
contrar las raices posibles para la variable y:

1 <M(a2 - M2)> 2
Yp = zarccos | ———5—— | +-mn.

3 (M2 _ %)3/2 3

En este caso solo nos interesara la solucién gy, puesto que tanto y; como y_; dan lugar
a radios menores o iguales que el horizonte de eventos. Reescribimos el “Ansatz” inicial
(5.5) para la solucién yo como:

/ 2 1 M (a* — M?
rg =M + 24/ M? — %cos <§ arc cos <W>) : (5.12)

3

De este modo, hemos obtenido las tres soluciones que buscabamos: rq, 7o y r3. Vemos
en el grafico (5.1) que se cumplen las siguientes desigualdades en el caso a < M:

M<ry<ri<ry<ry<4M.
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Figura 5.1: Representacion de ry, r1, 7o y 73 en funcién del parametro de Kerr a.

A continuacién, interpretamos el sentido fisico de los radios r1, 75 y 3 obtenidos en el
apartado anterior. Comenzamos observando que las érbitas que mantienen la coordenada
radial constante son solo posibles en el intervalo [rq,7s], porque fuera de este intervalo
Q) < 0, como vemos en la ecuacién (5.3). Se demostr6 en el capitulo anterior que las
geodésicas con () < 0 caen al agujero negro y por tanto, los fotones no pueden quedarse
atrapados. Los limites de este intervalo corresponden a geodésicas circulares en el plano
ecuatorial con ) = 0, como podemos ver directamente en (5.3) y (5.4). Ademds, obser-
vamos en las mismas ecuaciones que el radio r3 corresponde a geodésicas atrapadas con
L. = 0, por lo que las funciones €44y ¥ Q1 trap tienden a infinito. Inferimos también que la
funcién €44, cambia de signo en r3. Como M < 11,79, 73, la funcién €44, tomard valores
positivos en el intervalo [ry,r3) y negativos en el intervalo (73, 7).

5.2. Calculo de los parametros atrapados, Kgiq, ¥
LE,trap

Hemos obtenido la regiéon de fotones atrapados para los parametros () y €, que nos
han servido para analizar los radios 71, 7o y 73 y su relevancia. Sin embargo, para calcular
las ecuaciones de la sombra de un agujero negro, nos seran mas utiles unas relaciones
en funcién de los siguientes pardmetros: Kp = K/E?* y Lp = L/E = ¢~'. Para una
descripcion detallada sobre la region atrapada utilizando estos parametros se puede leer
[7].Podemos obtener estos pardmetros directamente desde las relaciones (5.3) y (5.2), no
obstante para conseguir una ecuacién para los parametros Kg y Lg mas rdpidamente
volvemos a las ecuaciones (5.1). Utilizamos la relacién (4.7) y las dividimos entre E? para
dejarlas en funcién de Kg y Lg:

(aLg — (r* +a*))? = AKg,

—2T(CLLE _ (T2 4 CL2>> _ (T - M)KE (513)

Dividimos ahora la primera ecuacion entre la segunda para despejar Lg, de tal manera
que obtenemos:
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2rA
aLE,tTap = 7“2 + CL2 - r— M

Sustituimos esta igualdad para Lg en la segunda de las ecuaciones (5.13) y despejamos
el parametro Kg. Esta relacion se escribe como:

(5.14)

4r2 A
KE,trap == ( (515)

r— M)?
Podemos volver a utilizar la desigualdad ©(#) > 0 para hallar la regién de fotones
atrapados en funcion de estos parametros. Para ello, utilizamos la primera de las ecuacio-
nes (4.6), como sabemos que p3 = O(#) > 0, con lo que tras dividir por E? llegamos a la
siguiente desigualdad:

Lg

Kg + (asinf — g

) > 0. (5.16)
Ademds, si sustituimos los valores Kgirqp ¥ LEtrap S¢ puede obtener una expresion

para la region de fotones atrapados. Tras una substitucion directa obtenemos:

> 0.

(rar)? asin 6  (ry)? a?sin? 6

Finalmente, eliminamos los denominadores y pasamos el segundo sumando al otro lado
de la desigualdad para obtener:

s ( ] +—M) =Py

(2rA — p*(r — M))?* < 4r*Aa®sin? 6. (5.17)

Esta desigualdad es la que nos determina el tamano de la region de fotones atrapados
en funcion del angulo 6.
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Sombra del Agujero Negro

Después del andlisis de las geodésicas luminosas, podemos obtener finalmente la forma
que toma la sombra de un agujero negro de Kerr. Al observar un agujero negro (por
ejemplo mediante el Fvent Horizon Telescope no observamos su horizonte de eventos ni
su esfera de fotones sino que distinguimos su sombra, la cual depende de la posicion
de nuestro observador. Nos podemos imaginar fisicamente la sombra como el limite que
separa los fotones que pasan cerca del agujero negro y llegan a nuestro observador de los
fotones que caen al horizonte de eventos.

6.1. Calculo de la Sombra

Para este cdlculo hemos seguido el procedimiento de [7] y de [3], que se pueden encon-
trar en conjunto en [15]. Sin embargo, entraremos en mayor detalle de cara a los célculos.

Dado un observador situado en las coordenadas (79, 6p) en el sistema de Boyer-Lindquist
(las coordenadas tg y ¢g son irrelevantes por las simetrias), podemos calcular la sombra del
agujero negro que observa. Consideramos rayos de luz que sean emitidos desde la posicion
del observador hacia el pasado. Existen dos tipos de oérbitas, las que caen al horizonte
de eventos del agujero negro y las que no. El limite entre ambas érbitas esta dado por
geodésicas que se acercan asintéticamente a una de las érbitas esféricas inestables.

Para calcular este limite se considera una tétrada ortonomal situada en el observador
de la siguiente manera:

(r? + a?)0; + ady

€y = 5 y
VP A (r0,60)
1
e1 = ——=0 :
/2
(r0,00) 6 1)
—(0y + asin® 00;) (6.
€y = ;
5
v/ p?sind (r0.60)

A2
5= —/= 0, ,
p

(r0,00)

representamos graficamente esta tétrada en la siguiente figura 6.1.

51
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Figura 6.1: Representacion grafica de los vectores que conforman la tétrada ortonormal
para un observador en el punto (rg,6y) definida en (6.1).

Interpretamos el vector temporal e, como la cuatrivelocidad de nuestro observador.
Ademas, observamos que los vectores ey + e3 son tangentes a las direcciones principales
definidas en (3.8):

e+ ez = ((r* + a*)0; F AD, + ady) o l+.

1
VPPA

Por lo tanto, para un observador con cuatrivelocidad ey, el vector es da la direccion
espacial hacia el centro del agujero negro, tal y como se representa en la figura 6.1. A
continuacion, consideramos que para cada geodésica luminosa que llega al observador
podemos descomponer el vector tangente a la trayectoria en ese punto como:

¥ = a(—ep + sin 5 cos ey + sin [ sin ey + cos Pes). (6.2)

La geodésica radial al centro del agujero negro corresponde a tomar 5 = 0, puesto que

entonces ¥ = a(—ep + e3). Ademds, como sabemos, también podemos escribir el vector

tangente en general en las coordenadas de Boyer-Lindquist como: 4 = £0; +70, + 0, +00y,
por lo tanto, podemos determinar el factor global a de la siguiente manera:

(4 €0) = el —(r*+a*)E +alL,
o =g(7,e0) = Yu€y = N .
pra (r0,60)

A continuacién, podemos sustituir directamente los valores de la tétrada (6.1) en el
vector tangente (6.2) para compararlos con el vector tangente general en Boyer-Lindquist
y obtener ecuaciones para los angulos ¢ y 3. Centrandonos en el valor proporcional a 7,
podemos despejar cos 3 de la siguiente manera:

VP P (6.4)
VAa  (r2+a®)E —al, '

Siguiendo el mismo procedimiento pero comparando el valor proporcional a ng para
despejar sin 1, se obtiene:

(6.3)

cosff = —

sin 0 VAN, a
= — <E( ) . (6.5)

r2+a?) —al. /A
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A continuacién, podemos substituir los valores para 7 y ¢, (4.12) y (4.11), en las ecua-
ciones (6.4) y (6.5) respectivamente. Comenzamos con (6.4), tras sustituir 7 obtenemos:

~ AK
O\ (P T @)E —aL.

Esta expresion toma una forma mas sencilla si usamos sin 5 en lugar de cos 3. Note-
mos que por definicién, 5 € [0, 7], por lo que sin 3 es necesariamente positivo (o cero).
Utilizando la relacién trigonométrica sin?z = 1 — cos? x llegamos a:

VAK AKpg

sin f = r2+a?)E —al, T2 +a? —alLg

(6.6)

(r0,60)

Para obtener una relacion parecida para sin ¢ sacamos 1 /VA factor comin y al igual
que antes sustituimos directamente ¢, con lo que nos queda:

. sin 0 <2MmE Ny )
siny = = —a

VAsin 24+ a?)E —al,

Desarrollando el paréntesis de la ecuacion se puede simplificar utilizando la definicién
de A y nos queda:

L, —asin?#
siny = VA - .
¥ sin Bsin((r2 + a?)E — al,)
Finalmente, sustituimos el valor obtenido para sin 5 en (6.6) en esta ecuacién y obte-
nemos el resultado:

L —asin®6
vV KE Siﬂ@ (7"0,90) ’

Nos interesa conocer la curva limite que forma la sombra del agujero negro. Este
limite corresponde a las trayectorias luminosas que se aproximan asintéticamente a las
geodésicas esféricas luminosas. Por lo tanto, las constantes del movimiento de este rayo
de luz seran las calculadas para las geodésicas esféricas, (5.14) y (5.15), evaluadas para
una coordenada radial 7,. Dicho radio es el limite de las geodésicas luminosas esféricas.
Por lo que para calcular la sombra debemos sustituir por las constantes L E]rp vK E|Tp, con
lo que se obtienen las siguientes expresiones:

siny) = (6.7)

27”p1 / A()Ap

sin 3 = ,
(rg - r%)(rp - M) + QTPAP (6 8)
_ (rp — M) (7”12, + a?cos® bp) — 21,4, ’
siny =

21,/ Apasin O ’

donde hemos denotado como Ay y A, a los valores que toma la funciéon A en 7y y 7, res-
pectivamente. Primero, observamos que el punto (¢, 3) tienen las mismas constantes Lg
y Kg que el punto (7 — %, 3), por lo tanto, inferimos que la sombra es simétrica respecto
al eje horizontal.

Podemos continuar el analisis de estas expresiones observando que [ toma su valor
maximo en el limite ¢ = —7/2 y su valor minimo cuando ¢ = 7/2 (si a > 0). Esto se ve
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rapidamente de la ecuacién (6.5), ya que podemos despejar 3 en funcién de ¢ y después
calcular su derivada de la siguiente manera:

_ : f(r,&)) B _ f(r,0)cos
[ = arcsin ( sin v - 20 sin /SN2 0 — F2(r, )

Vemos que [ es un maximo o minimo cuando costy = 0, o lo que es equivalente,
sin1 = £1. Obtenemos los valores que toma r, en estos puntos, a los que denominaremos
Tmaz Y Tmin, @l sustituir siny) = £1 en la primera de las ecuaciones (6.8). Los valores
T'maz/min quedan determinados por la siguiente ecuacion:

(rp — M) p*(rp, 0) — 2r, A\, = 21,1/ Ayasin by,

Recordando la desigualdad (5.17) vemos que Tyaz Y Tmin son los radios en los que el
limite exterior de la region de fotones atrapados intersecciona con el cono definido por
6 - 00.

Hemos obtenido expresiones para la sombra de un agujero negro, pero para graficarla
utilizaremos la proyeccién estereogréfica de la esfera celeste (parametrizada mediante las
coordenadas (¢, #)) a un plano cartesiano (parametrizada mediante coordenadas carte-
sianas, (z,y)). Se puede ver una representacién de la proyeccion estereogréfica en la figura
6.2. Las coordenadas cartesianas se pueden obtener de la siguiente manera:

x(r,) = —2tan (g) sin,

y(r,) = —2tan <§) cos 1,

Plano xy

P|

N
/

(1,00)

\4

Figura 6.2: Representacién grafica de la proyeccién estereogréfica utilizada para repre-
sentar la sombra de un agujero negro en un plano cartesiano. Esta imagen nos define las
relaciones (6.9).
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6.2. Forma de la Sombra en Funcion del Parametro
de Kerr a

Finalmente, podemos utilizar las expresiones obtenidas al sustituir las férmulas (6.8)
en la proyeccién estereogrifica definida en (6.9) para observar qué forma toma la sombra
de un agujero negro de Kerr. Para representar las graficas, hemos creado un pequeno cédi-
go en Wolfram Mathematica, el cual dibuja una gréfica para la mitad superior de la curva
de la sombra (7/2 < 1)(r,) < 37/2) y otra para la mitad inferior (—m/2 < (r,) < 7/2),
ademads, observamos que una es el espejo de la otra. Representamos las graficas variando
el parametro r, desde 7, i, hasta 7 paz-

Mostraremos primero unos ejemplos en los que observamos en la figura 6.3 como varia
la forma de la sombra al modificar el valor del parametro de Kerr a.

— a=0

a=0,5

a=0,9

— a=0,99

Figura 6.3: Sombra de un agujero negro para cuarto valores diferentes del parametro a
(a=~0,a=0,5M,a=0,9M, a =0,99M). Hemos colocado al observador en roy = 5M y
0 = 7/2 y hemos tomado unidades M = 1.

En esta imagen, podemos ver que la sombra de un agujero negro de Schwarzschild es
completamente simétrica, mientras que en el caso de Kerr pierde la simetria y se deforma,
tomando una forma de “D” invertida. Esto es una consecuencia directa del “Frame Drag-
ging” explicado en el capitulo 3.5. Lo que ocurre es que los fotones co-rotantes L, > 0 (si
a > 0) se acercan al agujero negro por el lateral izquierdo mientras que los contra-rotantes
lo hacen por el derecho. Como sabemos, los fotones contra-rotantes deben estar mas cerca
del agujero negro para poder quedarse atrapados que los fotones co-rotantes (como pode-
mos observar en el andlisis de los pseudo-potenciales en las graficas 4.1a y 4.1b).

Por lo tanto, los fotones co-rotantes que observamos tienen mas trayectorias que que-
dan atrapadas que los fotones contra-rotantes y por ello observamos que al sombra en
la izquierda tiene una separacién angular menor que en la derecha. Ademads, observamos
que esta perdida de simetria se hace més relevante cuando a ~ M. Finalmente, podemos
observar que el mismo fenémeno pero en el sentido contrario ocurre cuando a < 0, tal y
como se obtiene en la figura 6.4.
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Y

Figura 6.4: Sombra de un agujero negro para cuarto valores diferentes del parametro a
(a = 0,a =-0,bM, a=—-0,9M, a = —0,99M). Hemos colocado al observador en
ro =5M y 0 = /2 y hemos tomado unidades M = 1.

6.3. Forma de la Sombra en Funcion de la Coorde-
nada Angular 6,

A continuacion, observamos como cambia la forma de la sombra de un agujero negro
de Kerr al modificar el dngulo del observador 6.

— 6p=11/2

Bo=11/3

90=7T/4

— 6p=11/100

Figura 6.5: Sombra de un agujero negro para cuarto valores diferentes del angulo del
observador 6y (0y = /100, 6y = w/4, 6y = /3, 6y = 7/2). Hemos colocado al observador
en ro = HM para un agujero negro con parametro a = 0,99 y hemos tomado unidades
M =1.

En estas imagenes, notamos que la forma caracteristica de la sombra de Kerr se ob-
serva en el plano 6y = 7/2 (donde la deformacién de la sombra es méxima), mientras que
al acercarnos al eje de rotaciéon del agujero negro, 6y = 0, la sombra se vuelve mas y mas
esférica. Esto era de esperar ya que si observamos el agujero negro desde su eje de rotacion
no se diferenciaria de un agujero negro de Schwarzschild al no poder apreciarse la rotacion.
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Remarcamos que en la figura 6.5 para el caso 6y =~ 0 hemos utilizado 6y = 7/100 y no
0y = 0 puesto que este eje es una singularidad de las coordenadas de Boyer-Lindquist.
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Capitulo 7

Calculo Numérico de Sombras.
Backwards Ray-Tracing

Para finalizar, hemos creado un programa en Python que resuelve de manera general
las ecuaciones de las geodésicas (2.14) en las cercanfas de un agujero negro. Este c6digo
resuelve las trayectorias para fotones y nos sirve para visualizar la forma de la sombra
de un agujero negro arbitrario. Utiliza un método conocido como Backwards Ray-Tracing.

Cuando observamos la sombra de un agujero negro vemos los fotones que fueron emiti-
dos y que al seguir una trayectoria geodésica terminan impactando en nuestro observador.
Sin embargo, esto requeriria resolver una gran cantidad de trayectorias que al no termi-
nar en el observador no aportan datos. Para resolver este problema computacional se
utiliza el método Backwards Ray-Tracing. Se basa en calcular las trayectorias de los fo-
tones en sentido contrario, es decir, empezando en el observador y calculando como se
desplazan por el espacio-tiempo. Esto se puede calcular mediante el cambio A — —A\ del
pardmetro de la curva en la ecuacién (2.14). Utilizando este método se reduce el tiem-
po de computacién y por lo tanto se obtienen resultados mas detallados méas rdapidamente.

Se han creado otros muchos programas que simulan agujeros negros para poder obtener
una imagen de su sombra. Se puede leer mas sobre uno de ellos, que nos ha servido de
esquema basico, GYOTO [17]. También, mencionar el cédigo utilizando en la pelicula
Interestelar, que crea imégenes con gran detalle y velocidad [9]. En contrapartida a estos,
nuestro codigo no aprovecha las soluciones analiticas de Kerr, para asi poder aplicarlo a
otras muchas métricas. Ademads, ha sido escrito en Python, ya que a pesar de ser més
lento que C', nos permite hacer un cédigo mas simple y nos aprovechamos de distintos

modulos para compensar esta velocidad. Se puede acceder al programa en Github en
github.com/AlvaroC307/Black-Hole-Shadows.

7.1. Explicaciéon Detallada del Programa en Python

Para comenzar, lo primero que hacemos en el programa es darle la métrica analitica
que queramos observar. Tras esto, el propio programa se encarga de obtener la métrica
inversa mediante la técnica LU, ademas, utilizando Sympy (un modulo de célculo analiti-
co de Python) se pueden hacer derivadas analiticas y obtener las expresiones para los
simbolos de Christoffel. Posteriormente, se pueden introducir los datos necesarios para
calcular la trayectoria de las geodésicas: las coordenadas del observador (to, 79, ¢o, 6p), los
pardametros del agujero negro (M, a, Q., ...), el nimero de pixeles (Nyiz) y dos parametros
que explicaremos posteriormente: Fiereen Y Tiimit-

29
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Con todos estos datos podemos calcular el tamano de la pantalla que observaremos.
En primer lugar, obtenemos el tamano de la sombra del agujero negro equivalente de
Schwarzschild (misma masa M) y para ello utilizamos la siguiente férmula:

27(po — 1)

, 7.1
403 (7-1)

L =F, nrotana, «o = arcsin
donde « es el dngulo que tiene la sombra de un agujero negro de Schwarzschild y que
transformamos a una longitud para nuestro observador con simple trigonometria. Ademas,
hemos definido el pardmetro dimensional py = 57;. Finalmente, se multiplica el radio de la
sombra de Schwarzschild por un parametro Fi. ..., que simplemente nos indica el tamano
de la pantalla en relacién al radio de la sombra calculado. Con el tamano de la imagen ob-
tenido, podemos dividir la pantalla en NPQM pixeles y asignar a cada uno un cuatrimomento.

Conociendo el cuatrimomento para cada pixel y la posicién del observador se pueden
resolver numéricamente las ecuaciones de las geodésicas. Para ello, como ya hemos co-
mentado, se realiza el cambio A — —\ al pardmetro de la curva en las ecuaciones (2.14).
Las ecuaciones las resolvemos numéricamente mediante el método Runge Kutta de orden
cuatro para ocho ecuaciones diferenciales de primer orden. Ademas, puesto que se nece-
sitaran resolver gran cantidad de geodésicas el programa dispone de un paso adaptativo.
Esta funcion disminuye el paso h cuando la coordenada radial disminuye, es decir, se
resuelven las ecuaciones con mas detalle cerca del agujero negro donde la curvatura es
mayor. Lejos del mismo las condiciones son aproximadamente las de la métrica de Min-
kowski y se pueden resolver las ecuaciones con un paso h mayor. Se resuelven también
las ecuaciones con mas detalle cuando se esta cerca del eje sinf = 0, puesto que es una
singularidad en las coordenadas utilizadas usualmente (Boyer-Lindquist).

A continuacién, necesitamos determinar cuando una geodésica cae al agujero negro o
se dirige al infinito. Para ello consideramos que un fotén ha atravesado el horizonte de
eventos de un agujero negro (y por tanto, ese pixel se representard con un color negro en
la imagen) cuando una de sus coordenadas varie en gran medida, ya que esa alta varia-
cién se debe a atravesar una “singularidad aparente” de las coordenadas. Ademéas, hemos
considerado que un fotén ha escapado del agujero negro y se dirige al infinito cuando la
coordenada radial cumple r > ry,; (y sigue aumentando), donde 745, es un parametro
que delimita la superficie a partir de la cual se considera que el foton ha escapado del
agujero negro.

Destacamos también que el programa admite el calculo de una inica geodésica, escri-
biendo sus coordenadas y momentos en un fichero para poder analizar el movimiento de
geodésicas en particular.

Finalmente comentar que podemos observar como se modifica una imagen situada en
la esfera r = ry;,;. Esta deformacion se debe a la modificaciéon de la geometria espacio-
temporal causada por el agujero negro y nos permite por lo tanto visualizar graficamente
la propia deformacion del espacio-tiempo. Para poder observarlo, el programa calcula la
posicion donde los fotones que han escapado del agujero negro impactan en la superficie
r = rimie. Podemos “colocar” una imagen en una esfera con este radio y calcular la posi-
cién en la que impacta el foton en dicha esfera para determinar de donde procederia. En
la figura A.1b mostramos un ejemplo donde vemos cémo se deforma la imagen de fondo
por un agujero negro de Schwarzschild respecto a la imagen original en un espacio-tiempo
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de Minkowski A.la.

Observamos que la deformacién de la imagen cerca del limite de la sombra del agujero
negro de Schwarzschild es mucho mayor, mientras que lejos de ella, los fotones siguen tra-
yectorias practicamente rectas. Podemos ver las geodésicas que pasan cerca del agujero
negro y llegan al observador han sido extremadamente curvadas por el espacio-tiempo.
Estas proceden de puntos completamente distintos de la esfera r = ry;,,;, incluso ciertas
geodésicas podrian proceder de la misma direccién en la que esté el observador.

En la imagen que utilizamos de fondo podemos ver que hemos anadido unas lineas
de color marrén para diferenciar los cuatro cuadrantes de la esfera y para observar mas
facilmente como se deforma la imagen. Hemos incluido también un circulo blanco justo
enfrente del observador. Estos detalles han sido anadidos para poder visualizar mejor la
deformacion de la imagen de fondo y ademds, para evitar un cambio brusco entre los
colores. Cabe destacar que si no anadiéramos el circulo o las lineas de color marrén ob-
servariamos cambios repentinos de color debidos a la precision finita del programa a la
hora de determinar el punto exacto en el que impacta un foton.

Debido a que el programa debe realizar una gran cantidad de calculos, tarda bastante
en poder resolver todas las geodésicas necesarias para obtener una imagen suficientemen-
te nitida. Para minimizar todo lo posible estos problemas se ha utilizado un médulo de
Python para realizar varios procesos simultaneos (“concurrent.futures”). El programa di-
vide la imagen en funcién de los nicleos disponibles del ordenador y asigna un ntmero
de geodésicas a resolver a cada nucleo.

7.2. Sombra de Kerr y Comparacién con la Teoria

Una vez hemos descrito las propiedades generales del programa nos centramos en des-
cribir sus resultados cuando se aplica a la métrica de Kerr. Asi pues, una vez anadida la
métrica de Kerr en el programa, el cédigo calcula analiticamente sus simbolos de Christof-
fel y resuelve numéricamente las geodésicas necesarias para poder observar nitidamente la
sombra del agujero negro. Todas las imagenes que mostraremos a continuacion han sido
obtenidas tomando la masa del agujero negro como M = 1.

En las figuras A.2a, A.2b, A.2c y A.2d podemos ver la sombra de un agujero negro
de Kerr para cuatro parametros a diferentes (con los mismos valores que en la figura
6.3) y a un angulo 6y = 7/2. Ademés, hemos utilizado de fondo la imagen A.la para ver
mas claramente la deformacion del espacio-tiempo a su alrededor. Podemos comparar las
figuras obtenidas en el programa con las calculadas analiticamente para ver que la forma
de la sombra para los distintos valores de a coincide claramente.

Ademas en estas imagenes observamos como se deforma el espacio-tiempo con un agu-
jero negro de Kerr. Vemos como las geodésicas que enviamos por la izquierda del agujero
negro parecen provenir desde la derecha del mismo. Esto se debe a que impactan con la
esfera r = 1y, en la misma direccion de la que provienen tras hacer media érbita alre-
dedor del agujero negro. Observamos que conforme m&s aumenta el pardmetro a mas se
deforma el espacio-tiempo y ademas, mas fotones orbitan mas veces alrededor del agujero
negro. Esto se ve claramente en la figura A.2d, ya que en el limite izquierdo de la sombra
hay mas cantidad de colores que parecen practicamente aleatorios. Esta es se debe a que
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estas geodésicas exhiben un comportamiento cadtico, como explicaremos en detalle en la
siguiente seccién.

Para proseguir, calcularemos la forma de la sombra de un agujero negro con parametro
de Kerr a = 0,99 para distintos valores del dngulo . Obtendremos la sombra para los
valores 6y = 7/3,7/4,7/10 y asi poder comparar el resultado del programa con la teoria
representada en 6.5. Estos resultados se pueden ver en las figuras A.3a, A.3b, A.3c y A.3d.
La imagen en la esfera r = ry;,,;; esta colocada de las manera que el centro del circulo
blanco se situé en § = 7/2, por lo tanto en estos casos no estd enfrente del observador.
Debido a esto, la deformacion de la imagen situada en r = ry;,,;; no es representativa y
solo nos centraremos en la forma de la sombra para poder compararla con la teoria. Ob-
servamos rapidamente que el resultado del cédigo coincide perfectamente con las graficas
obtenidas por métodos analiticos.

Las imagenes anteriores han sido obtenidas considerando que las geodésicas que no
caen a la sombra son las que llegan a ry;,,,;; = 10M, pero también podemos comparar como
varia la imagen de la sombra modificando este pardametro. Para ello, utilizamos el caso en
el que observamos la forma de sombra més claramente, a = 0,99, 6y = w/2. Podemos ver
las figuras para dos valores diferentes del parametro 7,,;; en A.4a y A.4b.

Observamos que, si consideramos un caso 7y, > 10M como en la figura A.4b, existen
mas trayectorias que provienen de la misma direcciéon que en la que se encuentra nuestro
observador (zona entre la circunferencia blanca y la sombra). Ademds, el grosor de la
circunferencia blanca es mayor, por lo que inferimos que un mayor nimero de geodésicas
acaban en el centro de la imagen A.la cuando llegan a la esfera r = ry,,;;. Esto se debe a
que las geodésicas, exceptuando las que pasan lejos del agujero negro, tienden al centro
de la imagen después de ser desviadas. Por lo tanto, cuando r;,;; > 10M tienen mas
tiempo para llegar al circulo blanco que en el caso 1y, = 10M.

Puesto que los tnicos datos que requiere el codigo son los valores de los pardmetros
y la métrica, en principio podemos comprobar qué ocurre si tomamos un valor a > M.
Puede parecer poco intuitivo que una singularidad desnuda tenga una sombra, puesto que
no hay ningin horizonte de eventos, ni nada que en principio limite a las geodésicas. Sin
embargo, a pesar de que no haya horizonte de eventos, esto no significa que no pueda exis-
tir una regién de fotones atrapados (que es la que define la sombra). De hecho, notemos
que cuando hemos obtenido los parametros atrapados para calcular la sombra Kg trqp ¥
LEg trap, (5.14) y (5.15), no hemos impuesto a < M. Por lo tanto, en principio es posible
que una singularidad desnuda tenga una sombra debido a las geodésicas atrapadas, or-
bitando alrededor de ella y no tenemos por qué descartar esta posibilidad. No obstante,
la implementacion que hemos hecho en el programa no seria adecuada para estudiar este
problema. Esto se debe a que la forma en la que el programa detecta las geodésicas que
caen dentro de la sombra es a través de la condicion de que crucen el horizonte de eventos
(cuando varia mucho una de las coordenadas, ya que esta superficie es una singularidad
aparente en Boyer-Lindquist). Asi pues un estudio de la sombra en el caso a > M, aunque
factible, requeriria de una implementacién que tuviera en cuenta las particularidades de
este caso.
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7.3. Comportamiento Cadtico cerca del limite de la
Sombra

Tras ver como se representa la sombra de un agujero negro mediante este codigo en
Python, podemos analizar también el comportamiento de las geodésicas que pasan cerca
de dicho limite. Para ello, primero introduciremos brevemente qué es un sistema caotico.
Asi podremos entender qué les ocurre a las geodésicas que pasan cerca del limite de la
sombra.

Un sistema es determinista si las trayectorias estan completamente determinadas por
sus condiciones inicial. En particular, esto requiere que el sistema no esté sometido a ruido
o contenga parametros aleatorios. Un sistema determinista muestra un comportamiento
cadtico cuando sus trayectorias son aperiédicas y muestran una fuerte dependencia de las
condiciones iniciales. Una trayectoria es aperidédica si al aumentar el tiempo no tiende a
ningtn punto fijo u 6rbita periédica. Finalmente, una trayectoria depende fuertemente de
las condiciones iniciales si trayectorias infinitesimalmente cercanas se separan exponen-
cialmente rapido y dan lugar a trayectorias completamente diferentes.

A priori podemos esperar que las geodésicas que pasan cerca del limite de la sombra de
un agujero negro tengan una fuerte dependencia de las condiciones iniciales. Esto se debe
a que, a pesar de tener un cuatrimomento inicial parecido, una geodésica que esta cerca
de alcanzar asintéticamente la esfera de fotones atrapados da muchas vueltas alrededor de
un agujero negro. En consecuencia, esta trayectoria puede terminar en cualquiera de los
cuatro cuadrantes de la esfera r = 7y, debido Unicamente a diferencias infinitesimales
de la posicién y/o el cuatrimomento iniciales.

Podemos observar mejor este comportamiento si hacemos zoom a la zona mas afec-
tada en las figuras de la sombra. Para ello, generaremos una imagen centrandonos en la
zona central izquierda de la sombra con pardmetros a = 0,99 y 6, = 7/2. Esta figura la
podemos ver en A.5.

Fijandonos en el limite en la sombra del agujero negro, podemos ver claramente que
las geodésicas que nos llegan desde alli pueden parecer aleatorias. Esto se debe a que estas
trayectorias orbitan varias veces alrededor del agujero negro, por lo que con una pequena
variacién en el cuatrimomento inicial pueden terminar en cualquiera de los 4 cuadrantes
de la esfera r = rym: 0 en el centro blanco de la misma.

Si tuviésemos una mayor capacidad computacional, ya sea con varios ordenadores o un
programa en C (nuestro programa esté escrito en Python que es algo més lento) se podrian
analizar mejor estas zonas. De hecho, en el articulo [19] se estudia c6mo la representacién
de estas zonas da lugar a figuras con forma de fractales, lo que claramente indica un
comportamiento cadtico.

7.4. Imagenes en la esfera r = r,,;

Este cddigo tiene una funcion implementada para poder cambiar la imagen de fondo
de la esfera r = 7. Hemos utilizado esta funcién para crear dos iméagenes para un
agujero negro de Kerr con pardmetro a = 0,99 y dngulo de inclinacién 6, = /2. Para
estas imdgenes hemos utilizado una foto de las Pleiades A.6a y otra de Cassiopeia A A.6c.
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Podemos ver el resultado tras aplicar el cédigo en las imagenes A.6b y A.6d. Aunque
no sean tan instructivas para analizar las trayectorias de distintas geodésicas como las
imégenes anteriores, podemos llegar a ciertas conclusiones.

Para comenzar, estas imagenes nos muestran las dificultades que ocasionan objetos tan
masivos como agujero negros en caso de que quisiéramos recuperar la imagen original.
Ademas, estas imagenes se pueden utilizar en otros contextos que no requieran de un
analisis preciso de las trayectorias de las geodésicas. Por ejemplo, se pueden utilizar con
fines pedagogicos sobre agujeros negros y ciertas propiedades de los mismos o con fines
artisticos, al igual que el programa creado para la pelicula de Interstellar [9].

7.5. Espacios-Tiempos mas Generales

Para finalizar, podemos escribir en el cédigo métricas distintas a la métrica de Sch-
warzschild o Kerr. Un caso particularmente interesante es la métrica de Kerr-Newman.
Este espacio-tiempo representa a un agujero negro con masa M, momento angular a y
carga eléctrica Q.. La métrica de Kerr-Newman tiene la forma siguiente [16]:

IMr — Q> 2(2M7r — Q%)asin? 0
d82:— (1_ r Qe)dt2— ( r ?e)aSIH

2
= ; dtde + %dﬁ + p2de?

(7.2)

2Mr — Q%)a’sin? 6
+sin29 (7“2 + CL2 + ( Q;) ) d¢2,
p
donde hemos definido: p? = r? + a?cos? 6, A = r? + a®> + Q? — 2Mr. Antes de ejecutar
el programa calculamos analiticamente la localizacion del horizonte de eventos. Mediante
calculos analogos a los realizados para la métrica de Kerr en 3.7 obtenemos:

ay?: (Q
ry=M |1+ 1—(—)— )1 7.3
: \/ Y (T (73)
A partir de esta expresion para el horizonte de eventos, observamos que la métrica

corresponde a un agujero negro y no a una singularidad desnuda siempre y cuando se
satisfaga

M? > a* + Q2. (7.4)

Hemos obtenido la forma de la sombra para la métrica de Kerr-Newman utilizando
el programa y hemos incluido una seleccién de los resultados en las figuras A.7a, A.7b
y A.7c. En este caso todas las figuras estan representadas con 100x100 pixeles en vez de
200x200. En la imagen A.7a observamos un agujero de Kerr-Newman donde el parametro
de Kerr tiene el mismo valor que la carga eléctrica (en unidades naturales). En contrapar-
tida, la figura A.7b representa un agujero negro de Reissner-Nordstrom, en el que a = 0
y observamos como unicamente la carga eléctrica modifica la sombra. Finalmente, A.7c
representa un agujero negro de Kerr-Newman, en la que la carga es poco relevante, esta
imagen la podemos comparar directamente con la figura A.2c.

Observamos en las figuras que la carga eléctrica no juega un papel determinante en la
forma de la sombra, que queda fundamentalmente determinada por el pardmetro a. Por
lo tanto, el unico efecto relevante que tiene (), en la métrica de Reissner-Nordstrom o
Kerr-Newman para la sombra del agujero negro es en su tamano. Fijandonos en detalle
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en la figura A.7b y en la sombra de un agujero negro de Schwarzschild A.2a, podemos ver
que la sombra del agujero negro de Reissner-Nordstrom es ligeramente mas pequena que
la sombra de Schwarzschild. En el caso general de Kerr-Newman ocurre exactamente lo
mismo, las sombras con carga eléctrica son ligeramente més pequenas que las sombras sin
carga. Estas conclusiones se pueden obtener [(] mediante un calculo analitico equivalente
al que hemos realizado en los capitulos anteriores.
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Capitulo 8

Conclusion

8.1. Conclusiones

En este trabajo hemos estudiado diversas propiedades de la métrica de Kerr. En primer
lugar, hemos considerado aquellas propiedades que comparte con la métrica de Schwarzs-
child y otros agujeros negros estacionarios, como son el horizonte de eventos y de Cauchy,
la posibilidad de extender la definicién de la métrica mas alla de estos horizontes y las
contantes del movimiento F y L,. Por otro lado, también hemos estudiado propiedades
distintivas de la métrica de Kerr, como la singularidad del anillo y, en especial, la ergoes-
fera y el “Frame Dragging”.

Para continuar, hemos obtenido las ecuaciones de las geodésicas luminosas para esta
métrica mediante el método de Hamilton-Jacobi. Una propiedad fundamental de la geo-
metria de Kerr es que esta ecuacién de Hamilton-Jacobi es separable. Esto implica que
las ecuaciones de las geodésicas admiten una cuarta constante del movimiento, conocida
como constante de Carter. Por lo tanto, el sistema es integrable lo cual permite analizar
las trayectorias luminosas con mucho detalle.

Para terminar el trabajo tedrico, hemos utilizado las ecuaciones del movimiento de las
geodésicas luminosas para determinar la regién en la que los fotones no pueden escapar.
Hemos analizado distintas propiedades de esta region y las geodésicas especiales que la
definen. Hemos determinado el borde de la sombra de un agujero negro gracias a la re-
gién de fotones atrapados y hemos obtenido las expresiones para representar la sombra.
A continuacién hemos usado la proyeccién estereografica para visualizar como veria un
observador situado en el punto (g, 8p) un agujero negro de Kerr. Finalmente, hemos uti-
lizado esta representacién para analizar como varia la forma de la sombra al modificar el
parametro a o el angulo de inclinacién del observador 6.

En la segunda parte del trabajo hemos desarrollado un cédigo en Python para generar
numéricamente una imagen de la sombra. Con ello hemos podido comparar las expresiones
obtenidas tedricamente con los resultados numéricos. Nos hemos servido de este programa
para comprobar las expresiones analiticas, para analizar visualmente el comportamiento
de geodésicas en el espacio-tiempo de Kerr y para comprobar la imagen que genera en
funcion de distintos parametros. Ademas, hemos utilizado este cédigo para analizar el
comportamiento cadtico de geodésicas que pasan cerca del agujero negro. Finalmente,
hemos generado imagenes para métricas distintas de la métrica de Schwarzschild o Kerr
y hemos analizado su forma y consecuencias.
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En conclusién, con este trabajo hemos visto como se desplazan los fotones alrededor
de un agujero negro con momento angular y cudl es la imagen que se ve de un agujero
negro desde la lejania, por ejemplo desde la Tierra. Finalmente, mediante el programa
podemos analizar rapidamente métricas diferentes a la métrica de Kerr para asi hacernos
una idea mas visual del comportamiento de las mismas en funcién de distintos parametros.
Incluso hemos podido comprobar el resultado para métricas mas complejas, en las que
hemos podido observar de qué forma se deformarian las trayectorias de los rayos luminosos
propagandose bajo la influencia del campo gravitatorio que describen.

8.2. Conclusions

In this work we have studied several properties of the Kerr metric. First, we have
considered those properties that it shares with the Schwarzschild metric and other statio-
nary black holes, such as the event and Cauchy horizons, the possibility of extending the
definition of the metric beyond these horizons, and the constants of motion £ and L..
On the other hand, we have also studied distinctive properties of the Kerr metric, such
as the ring singularity and, in particular, the ergosphere and “Frame Dragging”.

To continue, we have obtained the equations of the lightlike geodesics for this metric
by the Hamilton-Jacobi method. A fundamental property of Kerr geometry is that this
Hamilton-Jacobi equation is separable. This implies that the equations of the geodesics
admit a fourth constant of motion, known as Carter’s constant. Therefore, the system is
integrable which allows us to analyze the light trajectories in great detail.

To finish the theoretical work, we have used the equations of motion of lightlike geo-
desics to determine the region in which photons cannot escape. We have analyzed various
properties of this region and the special geodesics that define it. We have determined the
edge of the shadow of a black hole thanks to the region of trapped photons and we have
obtained the expressions to represent the shadow. We have then used the stereographic
projection to visualize how an observer at the point (g, 6y) would see a Kerr black hole.
Finally, we have used this representation to analyze how the shape of the shadow varies
by changing the parameter a or the angle of inclination of the observer 6.

In the second part of the work we have developed a Python code to numerically ge-
nerate an image of the shadow. With it we have been able to compare the expressions
obtained theoretically with the numerical results. We have used this program to check the
analytical expressions, to visually analyze the behavior of geodesics in Kerr space-time
and to check the image generated as a function of different parameters. In addition, we
have used this code to analyze the chaotic behavior of geodesics passing close to the black
hole. Finally, we have generated images for metrics other than the Schwarzschild or Kerr
metric and analyzed their shape and consequences.

In conclusion, with this work we have seen how photons move around a black hole with
angular momentum and what the image of a black hole looks like from a distance, for
example from the Earth. Finally, using the program we can quickly analyze metrics other
than the Kerr metric to get a more visual idea of their behavior as a function of different
parameters. We have even been able to check the result for more complex metrics, in
which we have been able to observe how the trajectories of the propagating light rays
would be deformed under the influence of the gravitational field they describe.
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Apéndice A

Imagenes Generadas por el Cdédigo
de Python

(a) Imagen de fondo colocada en la esfera de (b) Agujero negro de Schwarzschild con la
radio r = Tyjmt, asi se observaria dicha imagen imagen A.la de fondo. Imagen generada con
en el espacio-tiempo de Minkowski. 200x200 pixeles para los siguientes parametros:

M =1,1r9g =100M, rjimis = 10M, Fsereen = 4.
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72 APENDICE A. IMAGENES GENERADAS POR EL CODIGO DE PYTHON

(a) Agujero negro de Schwarzschild. Imagen ge- (b) Agujero negro de Kerr con pardmetro a =
nerada con 200x200 pixeles para los siguientes 0,5. Imagen generada con 200x200 pixeles para
pardmetros: M = 1, ro = 100M, 6y = 7/2, los siguientes pardmetros: M = 1, ro = 100M,
Tiimit = 10M, Fsereen = 4. o = 77/27 Tiimit = 10M, Fsereen = 4.

(¢) Agujero negro de Kerr con pardmetro a = (d) Agujero negro de Kerr con pardmetro a =
0,9. Imagen generada con 200x200 pixeles para 0,99. Imagen generada con 200x200 pixeles pa-
los siguientes pardmetros: M = 1, rg = 100M, ra los siguientes pardametros: M = 1, rop =

00 = 77/27 Tlimit = 1OM7 Fscreen =4. 1OOM7 90 = 7T/27 Tlimit = IOM, Fscreen =4.
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DO

) Agujero negro de Kerr para un observa- (b) Agujero negro de Kerr para un observador
dor con inclinacién 6y = 7/10. Imagen gene- con inclinacién 6y = 7/4. Imagen generada con
rada con 100x100 pixeles para los siguientes 100x100 pixeles para los siguientes parametros:
parametros: M = 1, a = 0,99, ro = 100M, M =1, a = 0,99, ro = 100M, 7jimir = 10M,

rlzmzt - ]‘OM FSCT‘EETL - 4 screen - 4
¢) Agujero negro de Kerr para un observador (d) Agujero negro de Kerr para un observador

con inclinacién 0y = 7/3. Imagen generada con con inclinacién 6y = 7/2. Imagen generada con
100x100 pixeles para los siguientes parametros: 100x100 pixeles para los siguientes parametros:
M =1,a =099, ro = 100M, it = 10M, M =1, a = 0,99, ro = 100M, rym;: = 10M,
Fsereen = 4. Fiscreen = 4.
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(a) Agujero negro de Kerr considerando el (b) Agujero negro de Kerr considerando el
parametro 1y, = 10M. Imagen generada con pardametro ry.,; = 20M. Imagen generada con
200x200 pixeles para los siguientes parametros: 200x200 pixeles para los siguientes parametros:
M =1, a =099, 1o = 100M, 6y = 7/2, M = 1, a = 0,99, ro = 200M, 6y = 7/2,
Fscreen =4. Fscreen =4.

Figura A.5: Agujero negro de Kerr con parametro a = 0,99 y angulo de inclinacién
0y = 7/2. Imagen generada con 200x200 pixeles para los siguientes parametros: M = 1,
ro = 100M, rjmi = 10M, Fiereen = 2. En esta imagen nos hemos centrado en representar
la parte central izquierda de la sombra.
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(a) Imagen de fondo de las Pleiades colocada en (b) Agujero negro de Kerr con pardmetro a =
la esfera de radio r = rym, asi se observaria 0,99. Imagen generada con 200x200 pixeles pa-
dicha imagen en el espacio-tiempo de Minkows- ra los siguientes parametros: M = 1, ryp =
100M, 6y = /2, Tiimit = 10M, Foscreen = 4.

(c) Imagen de fondo de Cassiopeia A colocada (d) Agujero negro de Kerr con pardmetro a =
en la esfera de radio r = 1,4, asi se observaria 0,99. Imagen generada con 200x200 pixeles pa-
dicha imagen en el espacio-tiempo de Minkows- ra los siguientes pardmetros: M = 1, rp =
ki. 100M, 0y = 7/2, riimit = 10M, Fyereen = 4.
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(a) Agujero mnegro de Kerr-Newman con (b) Agujero negro de Reissner-Nordstrém con
pardmetros a = 0,5, Q. = 0,5. Imagen gene- parametro Q. = 0,99. Imagen generada con
rada con 100x100 pixeles para los siguientes 100x100 pixeles para los siguientes parametros:
pardmetros: M = 1, 1o = 100M, 6y = ©/2, M =1, ro = 100M, Oy = 7/2, Tiimit = 10M,
Tlimit = 10M7 Fiscreen = 4. Foscreen = 4.

(¢) Agujero negro de Kerr-Newman con
parametros a = 0,9, Q. = 0,1. Imagen gene-
rada con 100x100 pixeles para los siguientes
pardmetros: M = 1, 1o = 100M, 6y = /2,
Tlimit = 10M7 Fscreen =4.
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