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Resumen

Aunque en la literatura existen modelos que intentar reproducir el proceso de difu-
sion del marketing viral, la mayoria de estos son deterministas y de naturaleza global.
El presente trabajo de Fin de Grado tiene como fin disenar un modelo estocéstico
de naturaleza individual para simular la propagacién del marketing viral en una red
social. Para lograr este objetivo, hemos realizado una revisién bibliografica de los mo-
delos compartimentales deterministas clésicos (SIS y SIR) y de los modelos estocasticos
propuestos en la literatura sobre la propagacion viral. A partir de esta revision, hemos
creado el modelo basandonos en los modelos deterministas pero aplicando cadenas de
Markov en tiempo discreto en vez de ecuaciones diferenciales y a su vez, haciendo uso
de los modelos de propagacién viral propuestos, hemos diseniado el comportamiento de
los compartimentos y la dinamica del modelo.

Palabras clave: marketing viral, epidemiologia matematica, modelos comparti-

mentales, cadenas de Markov, mensaje, redes sociales.
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Abstract

Although there are models in the literature that attempt to reproduce the viral
marketing diffusion process, most of them are deterministic and global. The aim of
the present work is to design a stochastic model of individual nature to simulate the
spread of viral marketing in a social network. To achieve this goal, we have conducted
a literature review of classical deterministic compartmental models (SIS and SIR) and
proposed stochastic models of viral propagation. From this review, we have created the
model based on the deterministic models but applying discrete-time Markov chains
instead of differential equations and using the proposed viral propagation models we
have designed the behavior of the compartments and the dynamics of the model.

Keywords: viral marketing, mathematical epidemiology, compartmental models,

Markov chains, message, social networks.
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Introduccion

En la era digital actual, las redes sociales se han convertido en una parte funda-
mental de la sociedad, transformando la manera en que las personas interactian, se
comunican, comparten informacién y consumen contenido en linea. El uso de smartpho-
nes y otros dispositivos méviles se ha vuelto indispensable, por ello las redes sociales se
han convertido en una herramienta omnipresente y accesible para millones de personas
en todo el mundo.

Las redes sociales ofrecen a los usuarios la posibilidad de conectarse con amigos, fa-
miliares y conocidos, asi como de conocer a nuevas personas con intereses y opiniones
similares. Ademas, han cambiado la forma en que las personas consumen informacion,
permitiendo a los usuarios seguir noticias, eventos y tendencias en tiempo real.
Aparte de sus efectos en la comunicacion, las redes sociales también han tenido un
impacto en la salud mental y emocional de los usuarios. Las redes sociales pueden ser
adictivas y consumir mucho tiempo, y la comparacién constante con los demés puede
afectar negativamente la autoestima y la percepcion de la vida de uno.

A pesar de estas preocupaciones, las redes sociales contintian evolucionando y su in-
fluencia en la sociedad y cultura sigue creciendo. Como tal, el estudio de estas se ha
convertido en un area importante de investigaciéon en campos como la sociologia, la
psicologia y el marketing digital, entre otros. Es por ello por lo que el marketing digital
ha emergido como una forma altamente efectiva de llegar a los clientes. Las empresas
ahora pueden aprovechar las redes sociales para promocionar sus productos y servicios,
interactuar con los clientes, y obtener informacion valiosa sobre los intereses y las ne-
cesidades de los consumidores.

Dentro de este ambito existe un fenémeno denominado ‘Marketing viral’, que ha des-
pertado gran interés en el area de la investigacion. Su estrategia se basa en la creacion
de contenidos que sean atractivos y que se propaguen rapidamente por los usuarios a

través de las redes sociales, con el propésito de aumentar la visibilidad de una marca

15
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o producto de manera econémica y efectiva.

El objetivo del marketing viral es lograr una amplia difusion del mensaje con un minimo
de inversion publicitaria. Para ello, se crea contenido que resulte atractivo, innovador y
divertido, con el fin de que los usuarios sientan la necesidad de compartirlo con sus con-
tactos. Dado que varios estudios senalan claramente que la herramienta del boca-boca
en internet es la clave del marketing en el mundo actual, la importancia del analisis
cualitativo para comprender la dindmica del marketing viral cada vez es mas innegable.
Asi pues, la simulacién de la propagaciéon del marketing viral se ha convertido en una
herramienta valiosa para los investigadores y profesionales del sector, ya que permite
entender mejor los procesos de difusion del contenido en linea y desarrollar estrategias
efectivas para maximizar su impacto.

Es aqui donde entra la epidemiologia matematica, disciplina que combina los prin-

cipios de la epidemiologia, la estadistica y las matematicas para comprender y predecir
la propagacién de los agentes bioldgicos (virus, bacterias, etc.) que causan enfermeda-
des en las poblaciones. Utilizando modelos matematicos, la epidemiologia matematica
busca analizar y cuantificar la dinamica de las enfermedades infecciosas, asi como eva-
luar la efectividad de estrategias de control y prevencion.
La dindmica de propagacion de las campanas de marketing viral es muy similar a la de
las enfermedades infecciosas, ya que tienen una cualidad contagiosa y se propagan a
través de la interaccion social. Es por ello que nuestro trabajo estd basado en modelos
de la epidemiologia matematica pero aplicandolos al marketing viral.

El trabajo a realizar consiste en disenar un modelo matematico de naturaleza es-
tocéstica para simular la propagacion del marketing viral. Para poder realizar dicho
estudio se utilizan modelos matematicos basados en diferentes herramientas matemati-
cas: ecuaciones diferenciales ordinarias, modelos basados en agentes y autématas celu-
lares, cadenas de Markov, etc. Siendo este 1ltimo el implementado en este trabajo de
Fin de Grado.

Para el diseno de dichos modelos se suele considerar que el tamano de la poblacion
es constante y que hay diferentes tipos de compartimentos en los que se dividen los
individuos, de forma analoga a como se hace en los estudios epidemiolégicos de en-
fermedades infecciosas. Algunos tipos de compartimentos que se han considerado son:
ignorantes ([), difusores (D), inertes (), etc. A partir de los compartimentos se pue-
den considerar diferentes modelos segiin sus dinamicas: SIR; susceptible, infectado y

recuperado (ignorantes, difusores e inertes), SIS; susceptible e infectado (ignorantes y
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difusores), etc.
Atendiendo a distintas caracteristicas matematicas que tiene el modelo podemos

clasificarlo de diferentes maneras entre las que destacan las descritas en [13]:

= Modelos estocésticos o deterministicos: Los modelos estocasticos son aquellos que
tienen en cuenta los factores aleatorios que influyen en la dindmica del fenémeno.
Por otro lado estan los deterministas, que no tienen en cuenta dichos factores
debido a que no son muy relevantes en el problema o se conoce la evolucién de

todas las propiedades caracteristicas del fenémeno.

= Modelos globales o individuales: Los modelos globales son aquellos que se cons-
truyen a partir de caracteristicas globales de fenémeno (obtenemos soluciones
globales de un problema). Opuestamente estan los modelos individuales los cuales
consideran las caracteristicas individuales de cada uno de los actores del fenémeno

(obtenemos soluciones individuales y globales del problema).

En este trabajo nos centraremos fundamentalmente en disenar un modelo de di-
fusién de naturaleza individual y basado en autématas celulares estocasticos usando
cadenas de Markov. Para ello, haremos una revision bibliografica de los modelos ya
propuestos dentro de la literatura cientifica con el inconveniente de que existen muy
pocos modelos ya desarrollados y la gran mayoria de ellos de naturaleza global. Es,
por tanto, necesario el desarrollo e implementacién computacional de un modelo de
naturaleza individual para simular la propagacién del marketing viral.

Ahora una vez definidos los términos principales de este trabajo, veremos su estruc-
tura:

En el primer capitulo explicaremos en que consiste el marketing viral, sus fundamen-
tos basicos y analizaremos los actos y caracteristicas que intervienen en un proceso de
difusion.

Posteriormente, en el segundo capitulo realizaremos una revision de la teoria nece-
saria para entender los modelos creados, describiremos el modelo SIR de Kermack-
McKendrick y el modelo SIS, modelos basados en ecuaciones diferenciales ordinarias y
en los que nos basaremos para realizar el modelo posteriormente y finalmente, haremos
una revision de los modelos estocasticos referidos a la propagacion del marketing viral.
El tercer capitulo estara enfocado en el diseno de los modelos estocédsticos para la pro-
pagacion del marketing viral, especificamente los modelos SIR y SIS. Previo a esto, se

realizara una introduccion a las cadenas de Markov en tiempo discreto, que sirven de
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base para nuestros modelos. El capitulo concluird con la presentaciéon de un ejemplo
numeérico que ilustrard los dos modelos propuestos.

En nuestro capitulo final explicaremos las conclusiones extraidas acerca del tema tra-
tado.

Por ultimo, se ofrecera la bibliografia utilizada para la realizacién de este trabajo, en

la que encontraremos diversos libros, articulos, y paginas web.

Objetivos

El objetivo principal de este trabajo es disenar un modelo estocastico de natura-
leza individual y basado en cadenas de Markov en tiempo discreto para simular la

propagaciéon del marketing viral en una red social.

Objetivos secundarios

» Realizar una revisién bibliografica acerca del marketing viral y los factores que

influyen en la propagacion.

= Realizar una revision bibliogréafica de la epidemiologia matematica y los modelos

compartimentales deterministas.

= Realizar una revisién bibliografica de los modelos estocasticos propuestos para

simular la diseminacién del marketing viral a través de una red social.

» Indicar las ventajas y desventajas de los modelos estocasticos frente a los deter-

ministas.



Capitulo 1

Marketing Viral

En esta primera seccion, abordaremos el concepto de marketing viral y analizaremos
cémo se propaga, asi como los elementos y caracteristicas que intervienen en este

proceso de difusién.

Los consumidores se resisten cada vez mas a las formas tradicionales de publicidad,
como los anuncios en la television o en la prensa, por lo que los profesionales han
recurrido a estrategias alternativas, como el marketing viral. El marketing viral es una
estrategia de difusion de informacién de un producto, servicio o empresa que se basa en
la propagacién de contenido de manera rapida y masiva a través de diferentes medios
como las redes sociales, el correo electrénico, blogs u otros medios digitales.

El objetivo del marketing viral es generar una gran cantidad de interacciones con el
contenido (compartir, comentar, dar me gusta) y asi lograr una amplia difusién del
mensaje con un minimo de inversién publicitaria. Para ello, se crea contenido que
resulte atractivo, innovador y divertido para el publico objetivo, con el fin de que los

usuarios sientan la necesidad de compartirlo con sus contactos.

El marketing viral se propaga a través de una red de contactos existentes. Predo-
minan las redes sociales, que son el medio mas apto para la difusiéon réapida y sencilla
de contenidos. Estas, proporcionan una audiencia masiva, facilidad para compartir, in-
teraccion con la audiencia y medicion de los datos en tiempo real. Dentro de las redes
sociales, segiin Grace Parazzoli [19], existen cuatro tipo de estrategias de viralidad:
Estrategia de atraccion, de contenido, ‘boca-boca’ y de recomendacion.

La primera de estas consiste en atraer a los usuarios a utilizar un producto o servicio
mediante la mejora de su experiencia y el incremento de los beneficios asociados. Un

ejemplo claro de esta estrategia son las redes sociales, como Facebook, Instagram o

19



20 CAPITULO 1. MARKETING VIRAL

Twitter, que ofrecen una plataforma para conectar con amigos, compartir contenido
y obtener entretenimiento. A medida que se incrementa el nimero de personas que
utilizan estas redes sociales, aumentan los beneficios del uso de la plataforma. Otro
ejemplo de esta estrategia son los programas de comunicacion y colaboracién, como
Zoom, Dropbox o Spotify. Al utilizar estos servicios, los usuarios experimentan una
mejora en su productividad, eficacia o entretenimiento, lo que aumenta su motivacion
para seguir utilizando el producto y, potencialmente, compartirlo con otros.

La estrategia de contenido es el tipo de viralidad mas reconocible. Esto es cuando
el contenido, en particular, publicado en las redes sociales se hace viral. En el contexto
de internet y de las redes sociales, los clientes o las empresas pueden compartir sus
experiencias y opiniones con todo el mundo o con toda sus red de contactos o seguidores.
En estos casos, la valoracion de los productos y comerciantes influye en la probabilidad
de que se compre un articulo [17]. Hoy en dia, los sistemas de recomendacion permiten a
los usuarios puntuar las opiniones de otros o puntuar directamente a otros criticos para
formar implicitamente una red de criticos de criticos de confianza que puede coincidir
muy poco con el circulo social real de una persona.

La estrategia boca-boca, se basa en el principio de que las personas confian mas en
las recomendaciones de amigos y familiares que en la publicidad tradicional. Es por esto,
que el contenido generado por los usuarios (UGC) a menudo tiene un impacto mucho
mayor que el contenido promocional creado por las empresas, ya que es percibido como
mas auténtico y confiable. La naturaleza humana estda mas interesada en lo que compra
un amigo que en lo que compra una persona anénima y es mas probable que confié en
su opinion y se deje influir mas por sus acciones. Como es de suponer, nuestro amigos
también conocen nuestras necesidades y gustos y pueden hacernos recomendaciones
adecuadas. Segun una encuesta de Lucid Marketing, el 68 % de los encuestados consulté
a sus amigos y familiares antes de comprar un producto, més de la mitad de los que
utilizaron motores de busqueda para encontrar informacién sobre este [5]. Frenzen y
Nakamoto [8] estudiaron a un grupo de personas y descubrieron que cuanto mas fuerte
es el riesgo moral que presenta la informacién, mas fuertes deben ser los vinculos para
fomentar la propagacién de la informacion.

Por tultimo, estaria el marketing de recomendacion, el cual es el unico tipo no
organico ya que incentiva la transmision del mensaje o de la informacion a través de
recompensas como descuentos en tiendas o diversas promociones.

Ademas las caracteristicas de las redes de comunicacién influyen en las pautas de



21

compra de sus miembros. Por ejemplo, la probabilidad de que un individuo compre
un producto aumenta inicialmente a medida que recibe mas recomendaciones sobre
él, pero llega un punto en el que se alcanza un punto de saturacién. Curiosamente a
medida que se envian mas recomendaciones entre las dos mismas personas, disminuye
la probabilidad de que sean tenidas en cuenta [17]. Por consiguiente, el marketing viral
se centra mucho en la psicologia de compartir, esto es, las razones que llevan a las
personas compartir contenido. Entre ellas destacan, la identidad social, las emociones,
el entretenimiento y la utilidad [19].

Aunque crear una campana publicitaria viral es una forma rentable y rapida de
hacer correr la voz, en la redes sociales de hoy en dia, tan activas, existe una enorme
posibilidad de que una campana publicitaria sea increiblemente efimera. Es por ello
importante tener en cuenta que no todos los intentos de marketing viral tienen éxito,
no existe una formula que haga que los usuarios empiecen a compartir algo de forma
masiva, y a menudo se desconoce cudl es la causa exacta hasta que interviene la virali-
dad. Sin embargo, en todas las campanas existen una serie de caracteristicas esenciales
para incentivar la viralizacién y asi tener mejores posibilidades de éxito.

A continuacion se describen algunos de los actos y caracteristicas que intervienen

en el proceso de difusién (véase [3] y [21]):

= Identificacion del publico objetivo: Para que el marketing viral tenga éxito es fun-
damental identificar y entender al ptiblico objetivo, para asi adaptar el contenido

y la estrategia a sus intereses y necesidades.

= Creacion de contenido atractivo: El contenido que se comparte debe ser atractivo
y llamativo, para que asi las personas se sientan motivadas a compartirlo con
sus contactos. Este contenido suele requerir de una estrategia visual, que guie a
los clientes potenciales a que entiendan su marca mediante el uso de iméagenes
y videos. Una campana debe contar una historia y esa historia se cuenta mejor

utilizando elementos visuales que resuenen con su audiencia.

» Estrategia de incentivos: Ofrecer incentivos o recompensas a las personas que
comparten el contenido es una estrategia comuin en el marketing viral. Estos

incentivos pueden ser descuentos, promociones, participacion en un sorteo, etc.

= Eleccion de la plataforma: Es importante elegir el medio a través el cual vas a

difundir el contenido, ya que no todas las plataformas son igualmente efectivas
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para todas las audiencias. En cuanto a las redes sociales, el contenido visual como
imagenes y videos tiende a ser mas efectivo en plataformas como Instagram y
TikTok, mientras que los articulos y publicaciones largas son mas efectivos en

plataformas como Facebook y LinkedIn.

= Compartir en el momento adecuado: Tener en cuenta la fecha y la hora en la que
se comparte el contenido es esencial para maximizar el alcance. Aprovechar las
grandes fiestas, como la navidad, y los grandes acontecimientos, como la Super

Bowl o Eurovision, puede aumentar la visibilidad y propiciar la propagacion.

= Influencers: Los influencers son personas con una gran cantidad de seguidores en
las redes sociales y suelen ser una herramienta efectiva para propagar el marketing
viral. Estos comparten el contenido con su audiencia y aumentan el alcance del

mensaje.

Una vez descritos los fundamentos basicos del marketing viral e identificados los
principales factores y caracteristicas que intervienen en el proceso de difusién. Pro-
cedemos a explicar como vamos a abordar el problema, para ello haremos uso de la
modelizacién y epidemiologia matematica.

La mayor parte de la investigacién previa sobre el flujo de informacién e influencia
a través de las redes se ha realizado en el contexto de la epidemiologia y la propagacion
de enfermedades. Los modelos clasicos de propagacién de enfermedades se basan en
las etapas de una enfermedad de un huésped: una persona es primero susceptible a
una enfermedad, luego, si se expone a un contacto infeccioso, puede infectarse y, por
tanto, ser infecciosa. Tras el cese de la enfermedad, la persona se recupera o se elimina.
La persona es inmune durante algiin tiempo. La inmunidad puede desaparecer y la
persona vuelve a ser susceptible. Asi, el modelo SIR (susceptible/infectado/recuperado)
modela enfermedades en las que una persona recuperada nunca vuelve a ser susceptible,
mientras que el modelo SIS, (susceptible/infectado/susceptible) modela una poblacién
en la que el huésped recuperado puede volver a ser susceptible. Estos son los modelos en
los que nos basaremos para realizar el modelo estocastico, y los profundizaremos en el
siguiente capitulo. En nuestro contexto, los individuos susceptibles seran aquellos que
desconozcan el mensaje o la informacion objeto de estudio. Los individuos infecciosos
seran los difusores, individuos que son conocedores del mensaje o de la informacién y

son capaces de propagarlo y compartirlo a otros individuos. Por ultimo, los individuos
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recuperados seran individuos inertes, individuos conocedores del mensaje pero que no
forman parte de la propagacién por diversas razones como el olvido o el aburrimiento.

En el siguiente capitulo, llevaremos a cabo una revision del estado del arte de los
modelos previamente desarrollados y realizaremos una breve introduccién a la epi-
demiologia matematica, el campo en el que se fundamentan estos modelos. Ademas,
presentaremos el modelo de Kermack-McKendrick, un pilar fundamental de la epide-

miologia matematica moderna.
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Capitulo 2

Estado del arte

En este capitulo se hara un resumen de la teoria necesaria para entender los modelos

creados en este trabajo de fin de grado asi como sus antecedentes.

2.1. Epidemiologia Matematica

La Epidemiologia Matematica es la disciplina cientifica que se encarga del diseno
y analisis de modelos matematicos que simulan la propagaciéon de agentes biolégicos
(virus, bacterias, etc). Esta rama de las matemaéticas y la estadistica es esencial para
comprender la dindmica de las enfermedades infecciosas y la eficacia de las medidas de
control y prevencion.

La modelizacion matematica de la propagacién de agentes biologicos combina di-

ferentes herramientas y técnicas de las matematicas, la estadistica y la informatica,
que permiten desarrollar e implementar computacionalmente modelos para simular la
propagaciéon de enfermedades infecciosas y su posterior control.
La epidemiologia matematica se ha utilizado para abordar una amplia variedad de en-
fermedades, desde la peste o la viruela hasta enfermedades emergentes como el Covid-
19. Esta tltima, ha provocado un gran crecimiento en esta disciplina en los ltimos
anos, debido a la necesidad de intentar entender como se comportaba la pandemia
ocasionada por dicha enfermedad. Sin embargo, en la actualidad la epidemiologia ma-
tematica ya no tiene como tnico objeto de estudio los agentes de naturaleza bioldgica
sino que también tiene en cuenta otros como: El cédigo malicioso (malware), las no-
ticias falsas (fake news) o el marketing viral. Es por ello, que el modelo a realizar en
este trabajo esta basado en la Epidemiologia Matematica.

El primer ejemplo de utilizacién de la modelizacion epidémica apareciéo en 1760

25
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cuando D. Bernoulli [6] propuso un modelo para el estudio de la propagacion de la
viruela basado en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. No obstante, el
estudio y desarrollo de estos modelos no se inici6 hasta principios del siglo XX. En 1906,
W.H Hamer [12] propuso un modelo matematico discreto para estudiar la propagacién
del sarampién. Este modelo fue el primero que sugiri6 el principio de accién de masas,
que establece que la incidencia de una epidemia es proporcional al producto de la
densidad de individuos susceptibles por la densidad de individuos infecciosos. Por otro
lado, destacar el modelo matematico de R.Ross [20] en 1911, el cual intenta predecir
el comportamiento de una epidemia de malaria.

Se puede afirmar que la Epidemiologia Matematica moderna nace en 1927 con el
trabajo de W.O. Kermack y A.G. McKendrick [16], puesto que a partir del paradigma
establecido se han basado la gran mayoria de modelos propuestos desde entonces.

El trabajo clasico de Kermack y McKendrick sento las bases de la modelizacién
compartimental para comprender la propagacién de enfermedades. Estos comparti-
mentos varian en funciéon del tipo de infecciéon que se quiera modelizar. Cada individuo
es clasificado en compartimentos segin su estado de salud en relacién con el desarro-
llo de la enfermedad. En los casos generales, un miembro de la poblacién cae en uno
de estos tres compartimentos: Susceptible, infeccioso o recuperado. Dependiendo de la
enfermedad, pueden ser necesarios distintos compartimentos. En el caso de la varicela,
después de recuperarse de la infeccién, es poco probable que una persona vuelva a
infectarse y, por lo tanto, el compartimento de recuperado es necesario. Sin embargo,
en infecciones como la gripe se puede volver a entrar en contacto y no hay inmunidad
permanente. Asi que la gripe puede modelarse sin compartimento recuperado.

A continuacién, explicaremos el funcionamiento y formulacién de los modelos SIR
de Kermack-McKendrick y el modelo SIS, ya que son los dos modelos en los que nos
vamos a basar para desarrollar los modelos estocéasticos basados en cadenas de Markov.
Posteriormente dichos modelos se explicaran particularizandolos al caso de propagacion

del marketing viral en una red social.

2.2. Modelo SIR de Kermack-McKendrick

El modelo Kermack-Mckendrick (véase [16]) es un modelo matematico basado en
ecuaciones diferenciales ordinarias que se utilizé para la simulacion de la propagacion

de la peste bubdnica acaecida en Londres desde 1665 a 1666 y que se saldé con un 20 %
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de la poblacién.
Su caracteristica fundamental es que se trata del primer modelo compartimental
en el que la poblacion es dividida en tres clases diferentes: individuos susceptibles,

individuos infecciosos e individuos recuperados o muertos [9].

= Susceptibles: Aquellos individuos que se encuentran sanos y pueden ser infectados

por el agente bioldgico.

= Infecciosos: Aquellos individuos que han sido infectados por el agente biolégico y

son capaces de transmitirlo.

= Recuperados o muertos: Aquellos individuos infectados que se han recuperado de

la infeccién o que han muerto como consecuencia de la misma.

El modelo de Kermack-Mckendrick es un modelo SIR, el cual describe la transmision
de enfermedades infecciosas en la que los individuos recuperados ya no pueden volver a
infectarse. Una persona susceptible se infecta con la enfermedad y mas tarde se recupera
de ella. En este modelo existe inmunidad permanente y los individuos recuperados
permanecen permanentemente en el compartimento recuperado. La Figura 2.1 ilustra

la relacion entre las tres compartimentos.

3 v
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Y

—
y

R

Figura 2.1: Diagrama de flujo del modelo SIR.

La dinamica del modelo de Kermack-McKendrick viene regida por el siguiente sis-

tema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

S'(t) = —B-S(t)- 1), (2.1)
I'(t)y = B-S@) -1(t)—~-1(t), (2.2)
R(t) = v-1(t), (2.3)

5(0) > 0, 1(0) > 0, R(0) >0,

donde S(t), I(t) y R(t) representan el nimero de individuos susceptibles, infecciosos
y recuperados en el instante de tiempo ¢, respectivamente. Las constantes S y 7 son
positivas, siendo  la tasa de transmisién, que podemos definir grosso modo como la

tasa, por unidad de tiempo, de que un individuo susceptible se contagie al estar en
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contacto con un individuo infectado y +, la tasa de recuperacién, (tasa, por unidad de
tiempo, de que un individuo infectado se recupere).

La ecuacién (2.1) indica que la variacién del nimero de susceptibles depende del
nimero de contactos entre los individuos susceptibles y los individuos infectados y de la
tasa de transmisién. La ecuacién (2.2) indica que la variacién del nimero de infectados
es la diferencia entre los nuevos infectados y los que se han recuperado. La ecuaciéon
(2.3) indica que la variacién del nimero de recuperados es proporcional al nimero de
infectados.

El tamano total de la poblacién satisface que S(t) + I(t) + R(t) = N y conse-
cuentemente es constante % = 0, suponemos que no hay ni nacimientos ni muertes
naturales. Asimismo, la infeccién solo puede transmitirse horizontalmente, es decir, la
transmision es de persona a persona y no de padres a hijos.

La dindmica del modelo viene determinada por el nimero reproductivo basico, que
esta definido como:

B-N

Ry="—. (2.4)

Ry es el numero esperado de contagios causados por un unico individuo infeccioso
durante su periodo infeccioso en una poblacion enteramente susceptible. De manera
que si R, es mayor que 1, es decir, si la tasa de transmisiéon S es mayor que la tasa
de recuperacién v habra epidemia, mientras que si R, es menor que 1 (5 < 7), no
se producira epidemia, en el sentido de que el numero de individuos infecciosos no
aumentara.

Una de las principales aportaciones del modelo de Kermack-McKendrick fue el
enunciado del Teorema Umbral, el cual permite determinar cuando una enfermedad
se convierte en epidémica: esto sucede cuando el ntimero de individuos inicialmente
susceptibles es mayor que un determinado valor umbral. Grosso modo dicho teorema

dice lo siguiente [9]:

» Si S(0) < % entonces el nimero de individuos infectados decrecerd progresiva-

mente y el brote desaparecerd (no se producird epidemia).

= SiS(0) > 5 entonces el nimero de individuos infectados crecerd (produciéndose

una epidemia).

Para analizar mejor el comportamiento de las soluciones de las ecuaciones

(2.1) - (2.3), realizamos un estudio cualitativo del modelo, con la ayuda de [18].
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Empezando por los susceptibles, sabemos que S(t) es mondtona decreciente, puesto
que 3 es positivo, podemos deducir que S'(t) < 0 (véase la ecuacién (2.1)). Si un
individuo se infecta, este adquiere inmunidad, por lo que no regresa al compartimento
de los susceptibles y ademds estd acotada inferiormente S(¢) > 0, debido a que el
nimero de individuos susceptibles no puede ser negativo. Ahora, si tomamos la primera

(2.1) y la tercera ecuacién (2.3) de nuestro sistema SIR podemos obtener la ecuacién

S't) _ BS@)

Rty v

entonces S(t) satisface lo siguiente:

S(t) = S(0) - e 5 O, (2.5)

BN

Ahora, como R < N podemos observar que S(t) > S(0) - e~ » y por tanto S(t)
convergera hacia un valor constante positivo (S(co) > 0):

S(o0) = lim S(t) = S(0) - e 7 ),

t—o00

Esto quiere decir que algunos individuos nunca sufren la enfermedad, ya que todavia

hay susceptibles disponibles cuando la enfermedad se detiene. También esto implica

que la enfermedad desaparece por falta de infecciosos y no por falta de susceptibles.
Pasando al andlisis de los infecciosos. De la ecuacién (2.2) se deduce lo siguiente:

I'(t) > 0si y solo si BS(t) — v > 0y esto se cumple si y solo si % > 1.

De manera similar se concluye que I'(t) > 0 si y solo si %(t) > 1.

Como hemos visto que S decrece para todo ¢ concluimos que si en un principio ﬁv—s > 1

(I crece), luego de un tiempo % < 1y por tanto I decreceria. Por tanto, como Ry > %,

ya que N > S entonces
» Si Ry <1, entonces I(t) es monétona decreciente (I'(t) < 0) y:

I(c0) = lim I(t) =0

t—o0

» Si Ry > 1, entonces [(t) crece hasta alcanzar su valor maximo. Dicho valor serfa:

este valor maximo viene determinado por el valor umbral (%) Como hemos ex-

plicado anteriormente, en el momento en el que el nimero de susceptibles se
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reduzca hasta ser inferior que el valor umbral, el nimero de individuos infectados
decrecera hasta desaparecer.

I(o0) = lim I(t) = 0.

t—o00

Por tanto, si Ry > 1, el nimero de infecciosos aumenta hasta I,,,, vy luego empieza

a disminuir hasta desaparecer.

Por ltimo, los recuperados R(?) tienen una funcién creciente (véase la ecuacién
(2.3)), ya que a medida que los individuos se van recuperando, estos adquieren la in-
munidad a la enfermedad. Ademas estd acotada superiormente, debido a que el niimero
de recuperados no puede superar al nimero de la poblacién total. Por tanto, R (%) con-
vergera hacia un valor constante positivo:

R(0c0) = lim R(t).

t—o00

Una vez analizado cualitativamente las tres ecuaciones de nuestro modelo SIR,
podemos concluir que el modelo SIR posee un unico punto de equilibrio, denominado
punto de equilibrio libre de infeccion Ey = (S(00),0, R(c0)). El modelo solo alcanza
el equilibrio en el momento que el nimero de individuos infectados desaparece por

completo.

100

Recuperados ¥

100,

= Susceptibles
80,
HI: }
60
-KI: t
40
I Susceptibles | Recuperados
Infectados e Infectados B
W‘ﬂill

EY 40 © %0 100 120 140 20 40 0 80 100 120 140
(a) (b)

Figura 2.2: Evolucién del modelo SIR con N = 100 y condiciones iniciales

S(0) =99, 1(0) = 1.

En la Figura 2.2 observamos un ejemplo de la evolucion de las diferentes clases de
individuos. En el primer apartado consideramos g = 0,25, v = 0,1 con lo que § > v
(Ry > 1), se producira epidemia. En el siguiente apartado tenemos f = 0,15y v =0, 15

por lo que no aumentara los individuos infectados ya que R, = 1.
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2.3. Modelo SIS

El modelo epidemiolégico SIS (véase [7]) divide la poblacién en dos categorias:
Susceptibles (S) e infectados (I). A diferencia del modelo SIR, en este modelo no se
considera la recuperacién permanente de los individuos infectados, ya que si un indi-
viduo susceptible, tras un contacto exitoso con un individuo infeccioso, se infecta y se
vuelve infeccioso, este no desarrolla inmunidad a la enfermedad y tras la recuperacién
vuelve a la clase susceptible pudiendo ser reinfectado. La Figura 2.3 indica la relacién

entre los dos compartimentos.

Y

Figura 2.3: Diagrama de flujo del modelo SIS.

Al igual que en el modelo SIR, suponemos que el tamano de la poblacién es cons-

tante % = 0, no consideramos ni nacimientos ni muertes durante ese tiempo. A su
vez, las infecciones no pueden transmitirse verticalmente (la infeccién no puede pasar
de la madre al feto).

El modelo SIS puede ser formulado como un sistema de dos ecuaciones diferenciales.

S'(t) = —B-S(t)-1(t) +~-1(1), (2.6)
I'(t) = B-S(t)-1(t) —~-I(t). (2.7)
S(0) >0, 1(0) > 0.

S(t) y I(t) representan el nimero de individuos susceptibles e infecciosos en el
instante de tiempo t. Del mismo modo que en el modelo SIR, estas ecuaciones vienen
definidas por la tasa de contagio, 5 > 0 y por la tasa de recuperacion, v > 0.

Puesto que el tamano de la poblaciéon N es fijo, podemos reducir el sistema a
una dimensién con la sustitucién S(t) = N — I(t), resultando la ecuacién diferencial

ordinaria siguiente:
I(t)

)
_
N=3

El niimero reproductivo basico R, del modelo SIS estd definido con la misma ecua-

I(t)=(8-N =) I(t) - (1 - (2.8)

cién (2.4) que en el modelo SIR. Sin embargo, el comportamiento en este caso es dife-
rente. Al igual que en el modelo SIR, si Ry < 1 la enfermedad se extingue, en cambio,

si Ry > 1 la enfermedad permanece en la poblaciéon como enfermedad endémica.
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A partir del nimero reproductivo bésico y haciendo uso de [10] y [18], analizamos

el comportamiento cualitativo del modelo SIS

» Si Ry <1, entonces BN —y <0y N —% < 0, por tanto I'(t) < 0 (véase ecuacién
(3.6)). Esto indica que I(t) es decreciente y S(t) creciente hasta que la poblacién
sea enteramente susceptible, teniendo el punto de equilibrio libre de enfermedad

lfm (S(t), I(£)) = (N, 0).

t—00

= Si Ry > 1, entonces fN —y >0y N — 4 > 0, por tanto I'(t) > 0 (véase ecuacion

(3.6)). I(t) es creciente y S(t) decreciente hasta alcanzar el punto de equilibrio

lim (S(1), 1(t)) = (Rﬁo N- (1 - Ri0>) (2.9)

denominado punto de equilibrio endémico.

A diferencia del modelo SIR que solo posee el punto de equilibrio libre de enferme-
dad, el modelo SIS también posee el punto de equilibrio endémico. Esto significa que
en el modelo SIR cuando t — oo, la enfermedad acaba desapareciendo (I(co0) = 0),
en cambio en el modelo SIS, cuando t — oo, puede que desaparezca la enfermedad

(I(c0) = 0) o puede que esta permanezca endémica (véase (2.9)).

2.4. Revision de modelos de propagacion del Mar-
keting viral

En este subapartado haremos una revision de los modelos estocésticos de propaga-
cion del marketing viral presentes en la literatura cientifica.
Primero usaremos el articulo [9] para definir lo que son los modelos estocdsticos de
caracter individual basados en autématas celulares (cadenas de Markov) y posterior-
mente procederemos a la revision de los modelos ya desarrollados en la literatura
cientifica. En este caso, nos hemos centrado en los trabajos realizados por Valerie
Isham et al.,[15] y Saumik Bhattacharya et al., [4].

Ademas de los modelos basados en ecuaciones diferenciales descritos en los anterio-
res dos apartados, existen otros enfoques que buscan superar algunas de sus limitacio-
nes. Entre ellos, destacan los modelos de caracter individual y naturaleza estocéstica,

como los basados en automatas celulares.
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Los automatas celulares son modelos de computacion simples pero efectivos para
simular sistemas complejos de manera eficiente. Estan formados por un nidmero finito
de unidades de memoria denominadas células que se encuentran conectadas entre si
siguiendo un determinado patrén, de tal manera que en cada instante de tiempo cada
célula esta en un estado entre un ntimero finito de ellos. Este estado va cambiando con
el paso discreto del tiempo de acuerdo a una regla de transicién local cuyas variables
son los estados en el instante anterior de la propia célula y sus vecinas. En nuestro
caso, haremos uso de las cadenas de Markov finitas que son el método mas habitual en
este tipo de modelos. Antes de pasar a la formulacién de nuestro modelo, procedemos
a realizar una revision sobre los articulos ya mencionados, para asi obtener una idea
previa sobre este tipo de modelos enfocados en el ambito del marketing viral y los
rumores.

Primero de todo recalcar que los modelos de propagacion de marketing viral, a
diferencia de los modelos de propagacion de enfermedades que intentan comprender
los mecanismos por los que se propaga una infeccion y asi intentar tomar medidas para
su control y para evitar su aparicion o propagacion, tienen como objetivo encontrar la
forma mas eficaz de difundir rapidamente una informacién o rumor a través de una red
informatica.

Isham et al., [15] divide la poblacién, en el contexto de rumor o marketing viral,
en ignorantes, propagadores y sofocadores, con notacién X, Y, Z respectivamente, que
corresponden a los susceptibles, infecciosos y recuperados del caso epidémico, también
supone que la poblacion es cerrada y de tamano N. La tasa de infeccion (3, tiene el mismo
comportamiento que en los modelos deterministas, consistiendo en ignorantes que se
convierten en difusores con un tasa SY(t)/N. Sin embargo, la tasa de recuperacion,
en este caso denominada tasa de sofocamiento, tiene un comportamiento diferente ya
que propone dos formas diferentes de pasar del compartimento de los difusores al de
los sofocados (el individuo decide de dejar de propagar el rumor). La primera de ellas
es si un difusor entra en contacto con otro propagador o sofocador, es decir si entra en
contacto con una persona que ya sabe el mensaje o la informacién. Para esto Isham
et al., asume una forma de mezcla homogénea para el contacto, y supone que en tal
contacto el difusor es sofocado con una probabilidad p, independiente entre contactos.
La segunda forma consiste en que los propagadores se convierten espontaneamente
(sin ninguna forma de contacto) en sofocadores a un ritmo constante, d; denominado

‘olvido’. Asi, suponemos que la tasa total a la que un propagador se convierte en un
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sofocador es pB{Y(t) + Z(t)}/N + 6. Con respecto a las formas de sofocamiento se
puntualiza que el olvido es un efecto de primer orden, mientras que el contacto es
de segundo. Esto se debe a que al principio de un rumor, casi todos los contactos se
producen entre ignorantes y propagadores, de modo que el contacto no puede actuar
por si mismo como freno a la propagacién del rumor, mientras que el olvido puede
dominar la propagacion si ¢ es suficientemente grande.

Al igual que con los modelos epidémicos, las propiedades de interés se centran en las
condiciones en las que se propagara un rumor y, si lo hace, el nimero de los que
finalmente lo oiran.

Lo comentado hasta ahora estd bajo el supuesto de que la poblacion esta ho-
mogéneamente mezclada, en la que los contactos entre todos los pares son igualmente
probables, para asi poder comparar el modelo pertinente con los modelos determinis-
tas anteriores. Sin embargo, la estructura de contactos que propone Isham et al., viene
dada por una red aleatoria. La estructura de esta red es fija y no evoluciona con el
tiempo. Las diferencias con el caso de una poblacién homogéneamente mezclada son
que un nodo propagador solo puede transmitir el rumor o ser sofocado por un nodo
vecino, segin especifique la red, y que ahora los propagadores contactan con cada ve-
cino a una velocidad A, de modo que la velocidad total a la que los nodos contactan
con sus vecinos varia de un nodo a otro. Si todos los nodos tienen el mismo grado (k),
entonces la correspondencia con la poblacién de mezcla homogénea es que = X - k.

Isham et al., supone que hay n, nodos de grado k£ y que de ellos X}, Y, Z; son
respectivamente ignorantes, propagadores y sofocadores (omitiendo la dependencia del

tiempo) y denota la funcién de correlacién grado - grado de la red por
p;r = P( nodo vecino tiene grado k | nodo indice tiene grado j ).

Siendo AkX}, la tasa total a la que los ignorantes de grado k son contactados por sus

vecinos, la tasa total de transiciones de (X}, Y}) a (X, —1,Y, + 1) se define como
NeX Y Y/,
J

Realizando una aproximacion similar con la tasa de sofocamiento, tenemos que la tasa

total de transiciones de (X}, Y},) a (X}, Y, — 1) es

Y,.{0 + Apk Zpkj[nj — X;]/n;}.

J
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Pasamos ahora a la revisién del trabajo de Saumik Bhattacharya et al., [4], en el

que se plantea una division de la poblacién por compartimentos mutuamente excluyen-
tes muy similar a la del trabajo de Isham et al., en la que tan solo cambia el nombre
de estos, denominandolos: inconscientes, difusores e inertes. La tasa de contacto, en
este caso, entre los inconscientes y difusores, tiene el mismo comportamiento, con una
probabilidad p. En cambio, la tasa de sofocamiento tiene ciertas diferencias, ya que
Bhattacharya et al., no considera el contacto entre un difusor y otro difusor una razén
para entrar en la clase inerte. En este caso, solo considera efectos como el olvido, la
perdida de interés o el aburrimiento, razones de peso que llevan a los difusores pasar
al compartimento inerte. Estos efectos se combinan en el parametro ¢ del modelo.
La principal novedad de este trabajo, es que consideraron posibilidades de que el in-
dividuo inerte recuperase su interés en volver a difundir el mensaje o la informacion.
Segun ellos, estos es debido a que muchos de los difusores llega un momento en el que
se olvidan del mensaje o de la informacién, por lo que ciertos recordatorios estratégicos
pueden influir en ellos para que recuperen de inmediato su estado activo y empiecen a
contribuir de nuevo en la propagacion de la campana. Todas estas posibles transicio-
nes del estado inerte al estado difusor fueron incluidas en el modelo permitiendo una
retroalimentacién de la clase difusora con una tasa de a. En cuanto a la poblacion,
es un modelo que considera dinamica poblacional, es decir que introduce nacimientos
y fallecimientos. Tanto la tasa de natalidad como la tasa de mortalidad se mantienen
iguales a u, para poder mantener asi un tamano de poblacién fijo. Para un dinamica
de marketing viral concreta, el nacimiento y la muerte pueden verse como eventos en
los que los individuos se unen o abandonan una plataforma social concreta en la que
se desarrolla la campana.

El esquema del modelo se ilustra en la Figura (2.4), la clase inconsciente denotada

por U, la clase difusora por B y la clase inerte por L

uTl %" obB
— U > B . I
n
| | - !
uu uB T ul

Figura 2.4: Diagrama del modelo que muestra todas las transiciones posibles de un

estado a otro.
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Capitulo 3

Modelos estocasticos de

propagacion del marketing viral

En este capitulo, utilizaremos cadenas de Markov de tiempo de discreto para formu-
lar los modelos estocasticos SIR y SIS, enfocandolos en la propagacion del marketing

viral.

3.1. Cadenas de Markov en tiempo discreto.

En este subapartado hablaremos de los fundamentos basicos de las cadenas de
Markov en tiempo discreto basdndonos en [11] y [1].
Los modelos epidemiolégicos deterministas SIR y SIS pueden interpretarse median-

te procesos estocasticos.

Definicién 1. Un proceso estocdstico es una sucesion de observaciones x,xs, ...
que no se pueden predecir exactamente pero se pueden especificar las probabilidades

para los distintos valores posibles en cualquier instante de tiempo.

A diferencia de los modelos deterministas explicados en el capitulo anterior, los mo-
delos estocasticos pueden manejar la aleatoriedad y, por tanto, dar resultados diferentes
por cada entrada especifica.

Denotamos por F al conjunto de estados en los que puede estar el sistema S en

cada instante.
E={0,1,2,3,..., N} siendo N > 2.

En la modelizacién de la propagacion del marketing viral, el conjunto de estados

esta formado por el niimero de individuos en cada uno de los compartimentos. En el

37
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caso del modelo SIS, el conjunto de estados es el nimero de individuos en cada una
de las dos clases: ignorante y difusora. Para los modelos SIR, el espacio de estados
es el numero de individuos para cada una de las tres clases (ignorantes, difusores y
sofocados).

El conjunto T es el conjunto de tiempos en los que se puede observar el sistema. Un
proceso estocastico modela cémo cambia una variable aleatoria con el tiempo. Cuando
T es numerable y uniformemente espaciado, el proceso estocastico es un proceso de
tiempo discreto.

Los procesos estocasticos en la propagacion del marketing o en la transmision de

enfermedades se modelan mejor utilizando cadenas de Markov.

Definicién 2. Una cadena de Markov es un modelo matemdtico dindamico y es-
tocastico que permite describir la evolucion de un sistema a lo largo del tiempo utili-
zando la probabilidad, siendo un tipo de proceso estocdstico en que la probabilidad de

que ocurra un suceso depende solamente del suceso inmediatamente anterior.

Es decir, s6lo necesitamos informacion sobre el estado actual para poder predecir
el futuro, y cualquier informacion adicional sobre el estado pasado no importa. Este
hecho se denomina propiedad de Markov, también nombrada a veces como la propiedad
de ‘falta de memoria’.

Entonces {X(t) : ¢ € T} son un conjunto de variables aleatorias discretas que
denotan el estado E de un sistema S en el tiempo t € T' = 0, At, 2At, ....

Un proceso estocastico es una cadena de Markov en tiempo discreto (CMTD) si

satisface la siguiente ecuacion:
PIX(t+ At) = jIX(t) = i] = pjs(AL),

que 1ndica la probabilidad de que el proceso transite del estado ¢ en el tiempo t al estado
j en el tiempo t + At. Satisfaciendo asi la propiedad de Markov ya que el proceso en
cualquier momento ¢t + At depende sélo del estado del pasado inmediato en el tiempo
t.

Estas probabilidades se denominan probabilidades de transicion y suponemos que
no cambian con el tiempo, es decir, el proceso es homogéneo en el tiempo y por tanto
independiente de t.

Por ende, una cadena de Markov es un proceso aleatorio homogéneo en el tiempo
(las probabilidades de transicién no dependen de t), de pardmetro discreto y es finito

por ser el conjunto de estados de la cadena FE, un conjunto finito.
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Definicién 3. Se llama matriz de transicion, a la matriz estocdstica M, cuyas
columnas representan las probabilidades de transicion del proceso de un estado dado a

cualquiera de los estados de la cadena en una etapa.

Asi, el elemento de la columna ¢ de la fila j representa la probabilidad de transito
del estado ¢ al estado j en cualquier etapa. Dado que los estados pueden tomar valores

de 0 a N, M es una matriz (N + 1) x (N + 1).

Poco Poe1 0 PoenN
M — pl.eo pl'el T pl'eN ' (3'1)
_pN<—O PNe1 o pN<—N_

Al ser una matriz estocéstica, las columnas de M forman una distribucién de pro-

babilidad y suman 1, denominandose asi matriz estocastica izquierda.

3.1.1. Clasificacion de estados

Los estados de una cadena de Markov se clasifican en funcién de sus propiedades.
En general, una cadena de Markov puede tener dos tipos de estados: transitorios y

recurrentes, aun asi existen otros muchos términos a definir como los mencionados en

22].

Definicién 4. En una cadena de Markov, un estado j se dice alcanzable desde un
estado i si p;; > 0 para algin n > 0. Esto significa que empezando desde el estado
i, es posible (con probabilidad positiva) entrar en el estado j en un nimero finito de

transiciones. Se denota i — j.

Definicién 5. Se dice que los estados i y 7 se comunican si cada estado es alcanzable

desde el otro. Es decir, i — j y 7 — 1. Se denota por i <> j.

Definicién 6. A dos estados que se comunican se dice que estdn en la misma clase.
Una cadena de Markov es irreducible si todos los estados pertenecen a la misma clase,

esto es, todos se comunican entre Si.

Definicién 7. Una clase de comunicacion C se dice cerrada si para cualquier par de
estados i € C,j ¢ C, se tiene que p;; = 0. Es decir, desde cualquier estado dentro de

C' no se puede alcanzar ningun estado de fuera de C.
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Definicién 8. Para cualquier estado i en una cadena de Markov, sea f; la probabilidad
de que empezando en el estado i, el proceso vualva a pasar alguna vez por el estado 1.

El estado i se dice recurrente si f; =1 y transitorio st f; < 1.

Definicién 9. Un estado i recurrente se dice absorbente si p;; = 1, por tanto es impo-

sible abandonarlo.

Una cadena de Markov queda determinada si se conocen los siguiente datos:

1. Su espacio de estados, el conjunto finito £ = 0,1,2,.., N (siendo N > 2)

2. La matriz estocastica M = [p;,;]1<; j<n, matriz de probabilidades de transicién

en una etapa.

3. El vector de probabilidad inicial P(0) = [p;(0),p5(0), ..., px(0)]" siendo p;(0) =
p(zy = i) probabilidad de que el proceso se encuentre en el estado i, para i =

1,2,..., N, en el instante inicial.

Definicién 10. Definimos pj.; como la probabilidad de que un proceso en el estado i

se encuentre en el estado j después de n pasos.

n veces

o o » . .7 Nyl n /_J\‘
Proposicion 1. La matriz de probabilidades de transicion den pasos M" es P - P---P.

Con estos datos se puede deducir la ley de probabilidad para cualquier etapa n.
La ley de probabilidad de la etapa n-ésima es el producto de la potencia n-ésima de
M por el vector de probabilidades iniciales. Esto significa que conocido el vector de
probabilidades iniciales, P(0), la evolucién de la cadena sélo depende de la matriz de
transicion M.

Llamamos P(n) al vector de probabilidad en la etapa n-ésima. Si n = 1, entonces:

P(1) = M - P(0). Por tanto, la ley de probabilidad de la etapa n-ésima es:

P(n) = M™ - P(0).

3.1.2. Comportamiento asintético

Nuestro objetivo es disenar un modelo estocastico para simular la propagacion del
marketing viral haciendo uso de cadenas de Markov, es decir, queremos ver como evo-
luciona la propagacién de un mensaje a lo largo del tiempo. Por ello, es importante

estudiar el comportamiento de la cadena a medida que el tiempo tiende a infinito,
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es decir, analizar lo que sucede con la cadena a largo plazo. Esto se denomina, com-
portamiento asintético de una cadena de Markov. Para analizar el comportamiento
asintético, tenemos que estudiar los valores propios de la matriz de transicion de una
cadena de Markov, es decir, los valores propios de una matriz estocastica, siendo esta,
una matriz cuadrada cuyos elementos son no negativos y tal que la suma de los ele-
mentos de cada columna es igual a 1.

Las matrices estocésticas presentan algunas particularidades con respecto a los valores

propios como [1]:
= Toda matriz estocastica tiene el valor propio A = 1.

» Si ); es un valor propio de una matriz estocéstica, el médulo de \; es | ;| < 1.

Sabemos que la forma candnica de Jordan asociada a una matriz M, ., es la matriz

J diagonal: i i
AN O o 0
. 0 N -+ 0
J=P"-M-P=| = e (3.2)
0 0 - A\

siendo P una matriz regular que tiene por columnas r autovectores linealmente inde-
pendientes asociados respectivamente a los autovalores A.

Si no es posible encontrar r autovectores linealmente independientes para una ma-
triz dada M,.,., entonces el teorema de Jordan asegura que siempre se podra encontrar

una matriz regular P tal que

Jp 0 0
. 0 Jy, - 0
J=P -M-P=| =~ ‘ (3.3)
0 0 J,
siendo las cajas
Ao 000 0 0
1 A 0 0 0
0 1 N 0 0 ‘
J; = 1 <i<r, (3.4)
0 0 O Ao O
0 0 O 1\
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de orden s o inferior (s es el orden de multiplicidad del autovalor );), teniendo en la
diagonal principal todos los elementos iguales a \;, y la paralela inferior a la diagonal
principal formada por unos. En este caso, la forma canénica de Jordan, J, es diagonal
por cajas.

Para analizar el comportamiento asintético de la ley de probabilidad de la etapa
n-ésima P(n), es necesario realizar el estudio del lim,,_, ., P(n) = lim,,_,.o M™ - P(0).

Como J = P~'- M - P, serd el lim,,_,., P(n) = lim,,_,.o M"- P(0) = lim,,_, (P - J" -
P~ - P(0).

El analisis y los resultados de este limite dependen del tipo de matriz de transicion

de una cadena de Markov que estemos analizando.

Cadenas completamente ergddicas

Cuando la matriz de transicion, M, es irreducible y primitiva, entonces A = 1 es el
unico autovalor de médulo maximo. Si los autovalores de M son A, A, ..., A, solo hay

uno de médulo maximo: A\; =1 > |Ay| > ... > |A,|. Como consecuencia:

™ 0 - 0 10 --- 0
0 A --- 0 00 ---0
lim J" = lim =
n—00 n—00 : : .. : : : .
0 0 Ay 0 0 0
y _ ;
10 0
00 --- 0 .
lim M" =P - - P
n—oo N N
0 0 0
10 0 1 1 1
0 0 -0 F,
11 1
00 ---0
:[pl P> ... pr]. o | =Pt P ... pl]
00 --- 0

. . 1
es una matriz con todas las columnas iguales al vector P .
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Por tanto, el 1im,,_,., P(n) es un vector de probabilidad P' con todas las compo-
nentes estrictamente positivas, que ademas es autovector asociado al autovalor 1, es
decir, el lim,_, ., P(n) es un vector P! de probabilidades estacionario, siendo ademds
un vector de estado permanente. El vector P! representa las probabilidades de que el
sistema esté en cada unos de los estados a la larga. La probabilidad de encontrarse en
un estado después de un nimero n suficientemente grande de etapas es independiente

de su estado inicial P(0), ya que:

p1(0)
0
lim P(n) = lim M"™ - P(0) = [pl pt ... pt p2(0) — pt
n—oo n—oo
P(0) ]

esto significa que la cadena consta de una sola clase final ergddica y no posee estados

transitorios.

Cadenas simplemente ergddicas

Si la matriz M de transicién de la cadena es reducible pero tiene un solo autovalor
de moédulo maximo, A = 1, el autovector Pl, asociado a este autovalor, tiene algu-
na componente nula. Esto indica que la cadena consta de una clase final de estados
ergédicos y de t clases de estados transitorios, siendo 1 <t < m componentes nulas de
P

Por tanto, al igual que en el caso anterior existe un vector de estado permanente que
coincide con la dnica distribucién estacionaria P' de la cadena, que a su vez cuando
el nimero de etapas tiende a infinito no depende del vector de estado inicial P(0). Sin
embargo, este vector de estado permanente contiene componentes iguales a cero, las
correspondientes a los estados transitorios porque en el momento en que se deja un

estado transitorio ya no se puede volver a él.

Cadenas periddicas

Si M., es una matriz irreducible pero no primitiva, tiene m > 1 autovalores de
modulo 1, estos son las m raices enteras de la unidad, siendo m divisor del niimero de
autovalores distintos de cero de la matriz M.

Si M, es una matriz de una cadena de Markov que es no singular e irreducible de

orden r primo, sélo puede tener uno o r autovalores de moédulo 1, porque r tiene que
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ser divisor del nimero de autovalores distintos de cero de la matriz M que, por ser no
singular, es 7.

En estos dos casos, la matriz de transicion de la cadena tiene el autovalor 1 simple
pero posee otros m autovalores de médulo 1. Por tanto, la cadena es peridédica de
periodo m, es decir, la cadena tiene una distribucion estacionaria que viene dada por el
autovector P! asociado al autovalor dominante, pero no es una distribucién de estado
permanente debido a que no existe el lim,,_,., P(n) = lim,,_,., M" - P(0) por no existir

el lim,,_,., M". La evolucién a la larga depende de las condiciones iniciales.

Cadenas multiples

Si la matriz de transicion M de una cadena de Markov es una matriz reducible con
k > 1 autovalores de modulo méaximo, entonces contiene el autovalor dominante A = 1
multiple de orden de multiplicidad £, la cadena es multiple y consta de k clases finales, y
puede tener o no alguna clase de estados transitorios, pero a la larga quedara atrapada
en una de las clases finales. La evolucion en el interior de una de estas clases finales
se puede hacer utilizando la submatriz de la matriz de transiciéon correspondiente a
los estados de esa clase final. A esta submatriz le corresponde el autovalor dominante
A =1 simple.

Una clase final sera ergddica si A = 1 es el tnico autovalor de médulo 1 de la
submatriz correspondiente y serd periddica de periodo m si existen m > 1 autovalores
de moédulo 1. Si una de las clases finales consta de un solo elemento, esa clase es
absorbente.

La evolucion a la larga de la cadena depende de la distribucién de probabilidad
inicial. Una vez que la cadena entra en una de las clases finales ya es imposible que

salga de ella.

3.2. Modelos de propagacién del marketing viral

Para el desarrollo de nuestro modelo hemos decidido compartimentar la poblacién
en tres compartimentos al igual que los modelos mencionados durante el trabajo. En
este caso, hemos asociado a cada individuo a uno de los tres estados mutuamente
excluyentes: Ignorante (I), Difusor (D) e Inerte (S). A diferencia de los modelos de
propagacién de enfermedades, en estos modelos tenemos que tener en cuenta diferentes

factores para comprender la dinamica de la poblaciéon y entender la psicologia del
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consumidor hacia las campanas de marketing viral. Entre estos factores destacan la
cuantia de las recompensas, las tendencias recientes y la asociacién con una marca,
razones que motivan a la gente a participar activamente en una campana viral. Aunque
hay otros factores, como la seguridad, el olvido o experiencias pasadas adversas, que
provocan que la gente no participe en la campana, después de haber conocido la oferta.

El esquema del modelo consta de la clase ignorante, denotada por I, formada por
aquellos individuos que todavia no han recibido el mensaje. Estos serian el equivalente
a la clase susceptible, ya que, pueden recibir el mensaje publicitario con ofertas de
marketing y decidir participar en la campana. La clase difusora D esta formada por
individuos que conocen el mensaje y tienen el potencial de enviarlo a la poblacion,
pudiendo participar en la campana, difundiendo y transmitiendo el mensaje a toda la
poblacion recomendandolo a través de sus contactos sociales. Por ultimo, estd la clase
inerte S, formada por aquellos individuos que pertenecian a la clase de difusores, pero
que no comparte el mensaje en la actualidad. Hemos considerado dos formas principales
de entrar en la clase inerte: Primero aquella en que las personas que solian difundir
el mensaje viral, pierden interés en seguir participando en la propagaciéon y por tanto,
pasan a la clase inerte. Esta situacion puede ser debida a la baja relacién beneficio-
esfuerzo, al aburrimiento o el sentirse dudosos con la seguridad. Por otro lado, estan los
individuos que conociendo el mensaje tenian la opcién de compartir el mensaje pero
que por diversas razones como el olvido, la distraccién o el desinteresamiento, deciden
no compartir el mensaje ni una sola vez.

Suponemos que 3 es la tasa a la que un difusor entra en contacto con un individuo
de la clase inconsciente, y comparte el mensaje viral, creando un nuevo propagador
potencial y la tasa v es la combinacién de los efectos que provocan el paso de la clase
difusora a la clase sofocada. Para nuestro modelo solo hemos considerado los factores
mencionados para el paso de difusor a inerte, y no hemos tenido en cuenta el contacto
entre dos personas conocedoras del mensaje, ya que como mencioné Isham et al. en su
trabajo [15], esta cuestién se considera de segundo orden. También mencionar que una
vez el individuo pertenece a la clase inerte, este no puede volver a propagar el mensaje.
Asi pues, no hemos considerado la posibilidad de que los individuos inertes vuelvan
a difundir el mensaje o la informacion volviendo al compartimento de los difusores,
cuestién mencionada por Bhattacharya et al., en [4].

Una vez definido el modelo estocastico de propagacion del marketing viral que

vamos a llevar a cabo, procedemos a desarrollar los modelos SIR y SIS del mismo.
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3.3. Modelos estocasticos SIS

Para formular los modelos epidémicos SIS estocasticos utilizando cadenas de Mar-
kov de tiempo discreto, seguimos el enfoque de Allen [2] y de Ige [14], pero particula-
rizandolo a la propagacién del marketing viral.

Sean I(t) y D(t) variables aleatorias discretas que cuentan el nimero de personas
ignorantes y difusoras en cada momento t € T = {0, At,2At,...} con I(t), D(t) €
{0,1,2,..., N,

Suponemos que la poblacién es constante durante todo el tiempo observado, es

decir, en cualquier momento ¢, N = I(¢) + D(t), por tanto

AN dI(t) dD(t)
- a a0

Como ya vimos en el modelo determinista, podemos reducir el modelo SIS a una
sola ecuacion ya que al s6lo haber dos compartimentos bastaria con utilizar el valor de
la clase difusora para estimar el valor de la clase inconsciente. Por lo que nos quedaria el
proceso estocdstico { D(t) };2, con tan solo la variable aleatoria del nimero de difusores

y con la funcién de probabilidad asociada,
pa(t) = Prob{D(t) = d}

donde
N
Zpd(t) =1
d=0

Para reducir el numero de transiciones en el tiempo At, suponemos que el paso
del tiempo se elige lo suficientemente pequeno como para que el nimero de individuos
propagadores cambie como maximo en uno durante el intervalo de tiempo At. Es decir,
para D(t) = d y un paso de tiempo de At, sélo puede ocurrir una de las siguientes
situaciones:

d—d+1, d—d—-1, d—d.

Por cada cambio de tiempo, una persona puede pasar a ser difusora del mensaje, puede
sofocarse y decidir dejar de participar en la propagacion y pasar a ser ignorante o puede
que no se produzca ningin cambio en el nimero de personas difusoras en la poblacién.

Para un modelo de propagacion de marketing viral SIS simple, consideramos sélo la
estructura de contacto entre las poblaciones ignorantes y difusoras para la transmision
del mensaje. Definimos f > 0 y 7 > 0 como las tasas de compartir el mensaje y

sofocamiento, respectivamente. Suponemos que existe una mezcla homogénea de las
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dos poblaciones y que la estructura de contactos depende de la frecuencia. El hecho de
que la estructura de contactos depende de la frecuencia implica que la tasa de compartir
el mensaje § no cambia con el tamano de la poblacién. Esto significa que § permanece
constante incluso cuando el nimero de personas difusoras aumenta. Por lo tanto, el

cambio de la clase ignorante en el paso temporal ¢ viene dado por:

dIt) _ B-1(t)- D(t)

= — D(t).
7 N +7D(t)
La probabilidad de pasar de d a d + 1 es
BdA(N — d)
Pas1ca(Dl) = ———=AL,

N

donde ¢ = N — d, debido al tamafo fijo de la poblacién. El nimero de individuos que
se sofocan en cualquier momento ¢ viene dado por yD(t). La probabilidad de pasar de

dad—1es

Pa—1+-a(At) = ydAt.

La suma de las probabilidades de todas las transiciones posibles tiene que dar 1. Por
lo tanto, la probabilidad de que el nimero de difusores permanezca invariable después

de un paso de tiempo es

Pd(N — d)
— N At.

Paca(At) =1 — [ +d

Las probabilidades de transicién del modelo de propagacién de marketing viral

CMTD SIS vienen dadas por

BAN=D N, sij=d+1

ydAt, sij=d-—1
pj(—d(At) -

1 [MND L ndat,  sij=d

0, en otro caso.

\
Para simplificar el modelo denotamos las probabilidades de transicién del nacimiento de

un nuevo difusor y el sofocamiento de un difusor como b(d) At y g(d)At, respectivamen-

te. Por lo tanto, el modelo SIS de propagacion de marketing viral puede representarse
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CcOo1mo

b(d) At sij=d+1

g(d)At, sij=d—1
pjei(At) =
1—[b(d) +g(d)]At, sij=d

\ 0, en otro caso.

Para garantizar que estas probabilidades de transicion de encuentran en el intervalo
[0, 1], el paso del tiempo At debe elegirse lo suficientemente pequeno como para que

sepnix D)+ g(d)] Aty < 1.

Formamos la matriz de transicion M, con los estados ordenados de 0 a N. Por
ejemplo, el elemento (1,2) de la matriz de transicién es la probabilidad de transicién
del estado 2 al estado 1, es decir, seria la probabilidad de que uno de los dos difusores
presentes en la poblacién se sofoque y pase a ser ignorante, quedando tan solo un
difusor en la poblacion.

Utilizando las probabilidades de transicion, la matriz M, viene dada como sigue:

1 g(1)At 0 0 0
01— [b(1) + g(1)]At g(2) At 0 0

0 b(1) At 1— [b(2) + g(2)] At 0 0

0 0 b(2) At 0 0

0 0 0 g(N = 1)At 0

0 0 0 o 1= (N — 1)+ g(N — 1AL g(N)AL

0 0 0 e b(N — 1)At 1— g(N)At|

(3.5)
El proceso de propagacién de marketing viral CMTD SIS {D(T)};2, estaria com-
pletamente formulado, por lo que dado un vector de probabilidades iniciales p(0),

podriamos obtener la ley de probabilidad para cualquier etapa ya que
p(t+ At) = M- p(0), (3.6)

donde t = n - At.
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3.3.1. Comportamiento asintético

Para estudiar como evoluciona el modelo con el tiempo, analizamos la matriz de
transicion M (3.5) de la cadena de Markov SIS. Los estados de la matriz se clasifican
segun su conectividad en un gréafico dirigido. El grafico correspondiente a la cadena de

Markov SIS se ilustra en la Figura 3.1, donde d = 0,1, .., N son los estados difusores.

—> —> —>
<+ <+ 4+— <4
Figura 3.1: Diagrama del modelo de propagacion SIS estocastico

Los estados 0,1,..., N pueden dividirse en dos conjuntos formados por el estado
recurrente, {0}, y los estados transitorios {1,..,N}. El estado d = 0 es un estado
absorbente, ya que es imposible la transicién de d = 0 a otro estado d > 0, debido a que
no es posible que se propague el mensaje en una poblacién sin ningtn difusor, por tanto
el conjunto 0 esta cerrado. En la clase con estados d > 0, la probabilidad de transicién
entre dos estados cualesquiera es positiva, por lo tanto, son estados transitorios, ya
que es posible que vuelvan al cabo de un tiempo, pero no esta garantizado. Aun asi, el
estado conjunto no es cerrado porque pg 1 (At) > 0.

Para los estados transitorios se puede demostrar que los elementos de la matriz de

)

transicion tienen la siguiente propiedad: Sea M" = pgz) , donde pf? es el elemento (7, 7)

de la enésima potencia de la matriz de transiciéon, M", entonces

.3

lim p

n—oo

para cualquier estado j y cualquier estado transitorio 4. Por tanto, el lim,,_,., M", nos

resultard en una matriz estocastica formada tan solo por el estado absorbente.

11 - 1
0 0 - 0
lim M" =
n—oo

De la ecuacién 3.6 y de la teoria de las cadenas de Markov se deduce que

lim p(t) = (1,0, ...,0)",

t—o00

donde t = n/A\t.
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Este resultado implica que la poblacién en el modelo de propagacién de marketing
viral CMTD SIS se aproxima a un punto de equilibrio sin difusores (la probabilidad
de absorcién es uno) independientemente de la magnitud del niimero bdsico. A medida
que el tiempo avance, el mensaje que se esta propagando perdera fuerza y los individuos
iran dejando de participar en la propagacion y por tanto, pasaran de ser difusores a ser
ignorantes hasta el punto en que la poblacién no tenga ningin difusor, lo que implica
que el mensaje no se propague mas. Dado que este resultado es asintético, la tasa de
convergencia al equilibrio libre de difusores puede ser muy lenta. El tiempo medio hasta
que se alcanza este punto de equilibrio (absorcién) depende de las condiciones iniciales

y de los valores de los parametros, pero puede ser extremadamente largo.

3.4. Modelos estocasticos SIR

Para la formulacion de los modelos SIR de propagaciéon viral, seguimos usando el
enfoque de Allen [2] y de O.Ige [14].

Para los modelos SIR, hay tres compartimentos y se requiere de las variables aleato-
rias I(t), D(t) y S(t). Como en el modelo SIS anterior, I(t), D(t) cuentan el nimero de
individuos ignorantes y difusores, en el tiempo t € T' = {0, At,2A¢t, ...} con I(t), P(t) €
{0,1,2,..., N}. La variable aleatoria adicional S(?) cuenta el nimero de individuos iner-
tes en la poblacién en el momento ¢ € T', también con S(t) € {0, 1,2, ..., N}. Los inertes
son aquellos individuos que anteriormente eran difusores, pero que por diversos factores
deciden dejan de difundir el mensaje. Al igual que en el modelo SIS, seguimos con la

hipétesis de que la poblacion permanece constante en cualquier momento t.

dN _di(t)  dD(t) | dS()

dt dt dt a 0

Para reducir el sistema y asi facilitar la interpretacién. Utilizamos las clases igno-
rante y difusora para calcular la clase inerte, S(t) = N — I(t) — D(t). Por tanto, nos

queda el proceso bivariante {I(t), D(t)};=,, con la funcién de probabilidad conjunta
Piia)(t) = Prob{I(t) =i, D(t) = d}.

Posteriormente, elegimos un paso de tiempo lo suficientemente pequeno, para poder
suponer que en cada paso de tiempo ocurre como maximo un transicion. Para un paso

de tiempo At, solo puede ocurrir:

(i,d) « (i — 1,d+ 1), (i,d) < (i,d — 1), (i, d) < (i, d).
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Es posible que un individuo de la poblacién pase a ser difusor (se reduce en uno
el nimero de ignorantes y aumenta en uno el nimero de difusores), que un difusor no
quiera propagar mas el mensaje y pase a ser inerte (se reduce en uno el nimero de
difusores) o que no se produzca ningin cambio.

Como ya vimos en el modelo SIR determinista, el nimero de ignorantes (suscepti-
bles) ira disminuyendo con el tiempo. Por lo que la probabilidad de que aparezca un
nuevo difusor es

G-i-d
p(ifl,dJrl)e(i,d)(At) = N At.

Los individuos del compartimento difusor también transitan constantemente al com-

partimento inerte. La probabilidad de pasar a ser inerte es

p(i,dfl)e(i,d)(At) = - dAL.

Dado que la poblacién es constante, la probabilidad de que el nimero de difusores

permanezca sin cambio es

Bid
Plid)e(i,a) (AL) = 1 — N +vd| At.

Por tanto, las probabilidades de transiciéon del modelo SIR de propagacién viral son

;

Pith,dti)(id) (D) =
1— (54 4 yd]At,  si (k) = (0,0)

\ 0, en otro caso.

Para simplificar el modelo, usamos el mismo método de simplificacién que en el

modelo SIS.

b(d)At, si (k, j) = (—1,1)

g(d)\t, si (k,7) =(0,-1)
Dith,dtg) (i) (AL) =
1 —[b(d) + g(d)|At, si (k,j) = (0,0)

0, en otro caso.
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Como ahora los estados son pares ordenados, la matriz de transicion es mas compleja

y su forma depende de cémo estén ordenados los estados (i, d).

3.4.1. Comportamiento asintético

Al igual que en el modelo SIS, analizamos la matriz de transicion de la cadena de
Markov SIR para ver como evoluciona el modelo a medida que pasa el tiempo. En este
caso el grafico dirigido asociado a la cadena se encuentra en una red bidimensional. Es
facil demostrar que el estado (IV,0) es absorbente (p(n o) (v (At) = 1) vy que todos
los demas estados son transitorios. Asi, asintoticamente, todas las trayectorias de la
muestra acaban siendo absorbidas por el estado libre de difusores (N, 0), es decir que
a medida que avanza el tiempo, los difusores dejan de compartir el mensaje hasta el
punto en el que no queda ningin difusor y por tanto el mensaje deja de propagarse,

tal y como pasaba con el modelo SIS.

3.5. Pseudocddigo y ejemplo numérico

En esta seccion, procedemos a explicar el pseudocodigo que vamos a utilizar pa-
ra posteriormente realizar un ejemplo numérico de los dos modelos estocasticos de

propagacion del marketing viral utilizando el enfoque de O.Ige [14].

3.5.1. Modelos CMTD SIS

Siempre que se cumplan todos los parametros y condiciones iniciales propuestas, po-
demos realizar un grafico del modelo de propagacién viral SIS comparando los cambios
en el numero de individuos difusores frente al tiempo.

El algoritmo del cédigo utilizado es el siguiente:

1. Inicializar los valores de (3,7, el tamano de la poblacién N, el paso del tiempo

At y la duracién del brote t,,,4.

2. Crear las matrices I(t) y D(t). Establezca t = 0. Sea D(0) el nimero inicial de
individuos difusores y 1(0) = N — D(0).

3. Para t desde 0 a t,,4 en un incremento de At, mientras ¢t sea menor que t,,,

a) Calculé la probabilidad de aparicién de un nuevo difusor (p;) utilizando

(BHODO) Ay
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b) Calculé la probabilidad de retorno al compartimente ignorante (p,) utilizan-
do yD(t)At.

c¢) Calculé la probabilidad de que no cambie el nimero de difusores utilizando
1 — (p1 +p2)-

d) Seleccione un numero aleatorio v de una distribucién uniforme de (0,1).

e) Compare u con p;,py vy 1 — (p1 + pa).

f) Si0 < u < py, disminuye el niimero de individuos ignorantes en 1 y aumenta
el nimero de difusores en 1. Por tanto, I(t + At) = I(t) — 1y D(t + At) =
D(t) + 1.

g) Sip; < u < p; + py, aumenta en 1 el numero de individuos ignorantes y
disminuye en 1 el nimero de difusores. Por tanto, I(t + At) = I(t) + 1y
D(t + At) = D(t) — 1.

h) En caso contrario, p; + p, < u < 1. En este caso, el niimero de ignorantes y
difusores sigue siendo el mismo. Por tanto, I(t + At) = I(t) y D(t + At) =
D(t).

4. Traza la gréfica de los tiempos t frente al nimero de difusores en cada tiempo,

D(t).

En el algoritmo, simulamos una variable aleatoria discreta u para determinar cual de
los sucesos se ha producido. En general, para n sucesos, dividimos el intervalo (0,1) en
n partes, segun la probabilidad de cada uno de los sucesos individuales p;, py, ..., Py
La variable aleatoria u tiene la misma distribucion que p;.

Procedemos a la simulacién de un ejemplo de modelo CMTD SIS de propagacion

viral. Supongamos que se intentamos propagar una campana publicitaria en una co-
munidad formada por 100 personas, de las cuales 5 son personas difusoras, es decir,
personas conocedoras del mensaje o informacién capaces de propagarlo.
La tasa de contacto entre un individuo ignorante y difusor [ es 1, la tasa de paso de
difusor a ignorante es de 0,5, y la fraccién de tiempo entre eventos consecutivos es de
0,05. Para tres simulaciones, la grafica del tiempo frente al nimero de difusores esta
representada en la Figura 3.2, siguiendo el pseudocédigo presentado en esta seccion.

En este ejemplo, el nimero de reproduccién bésico Ry es 2. En dos de las tres
simulaciones de propagacion viral (trayectorias verde y roja), la poblacién alcanza un

equilibrio endémico con alrededor de unas 50 personas conocedoras del mensaje. Es
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Figura 3.2: Simulaciones de un modelo de propagaciéon CMTD SIS con tres trayectorias

estocésticas usando los parametros N = 100, 1(0) =5, =1,7= 0.5y At = 0.01.

decir, que en estas dos simulaciones, alrededor de la mitad de la poblacion le llegé el
mensaje y formé parte de la propagacion. Por tanto, estas dos campanas publicitarias
tuvieron éxito. Sin embargo, la trayectoria azul muestra que la propagacion se extin-
gue muy rapidamente, fracasando asi la campana publicitaria. Ain teniendo R, > 1,
el nimero de difusores decrecié muy rapidamente. Esto es debido a la naturaleza es-

tocastica del modelo.

3.5.2. Modelos CMTD SIR

El algoritmo de un cédigo de modelo CMTD SIR es el siguiente:

1. Inicializar los valores de [3,~, el tamano de poblacion N, el paso de tiempo Aty

la duracion del brote t,,,4.

2. Crear las matrices I(t), D(t) y S(t). Establezca t = 0y S(0) = 0. Sea I(0) el
nimero inicial de individuos difusores y I(0) = N — D(0).

3. Para t desde 0 a t,,4 en un incremento de At, mientras ¢t sea menor que t., :

a) Calculé la probabilidad de aparicién de un nuevo difusor (p,) utilizando

(BI(tJ)VD(t) )At.
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b)

Calculé la probabilidad de retorno al compartimente ignorante (p,) utilizan-
do yD(t)At.
Calculé la probabilidad de que no cambie el nimero de difusores utilizando
L — (p1 + pa)-

Seleccione un nimero aleatorio u de una distribucién uniforme de (0,1).

Compare u con py,py y 1 — (p; + po)-

Si0 < u < py, disminuye el nimero de individuos ignorantes en 1 y aumenta

el nimero de difusores en 1. Por tanto, tenemos
It+A)=1(t)—1, DE+At)=D({t)+1 y S+ At) =S5(1).

Sip; < u < pp + py, disminuye en 1 el nimero de individuos difusores y

aumenta en 1 el niumero de inertes. Por tanto tenemos
It+At)=1I(t), Dt+At)=D(t)—1 y St+ALt)=S(t)+1.

En caso contrario, p; + py, < u < 1. En este caso, el nimero de ignorantes,

difusores e inertes sigue siendo el mismo. Por tanto,

I(t+ At =1(t), D(t+At)=D(t) v S(t+At)=S(t).

4. Represente graficamente los tiempos ¢ frente al nimero de difusores en cada

tiempo, D(t).

Procedemos a simular un ejemplo de modelo de propagacion CMTD SIR utilizando el

algoritmo que acabamos de describir.

Vamos a suponer los mismos parametros que en el ejemplo del modelo SIS ante-

rior. Una poblacion de 100 personas, de las cuales 5 de ellas son individuos difusores

inicialmente. La tasa de contacto entre ignorantes y difusores 5 es de 1, la tasa de

sofocamiento v es de 0.5 y el tiempo entre eventos consecutivos es 0.01. Para tres si-

mulaciones, el grafico del tiempo frente al niimero de difusores se muestra en la Figura

3.3.
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Figura 3.3: Simulaciones de un modelo de propagacion CMTD SIR con tres trayectorias

estocasticas usando los parametros N = 100,7(0) =5,5 = 1,7 = 0.5y At = 0.01.

Observamos que la trayectoria de las tres simulaciones muestra que, tras alcanzar
un nimero maximo de difusores, los individuos se van convirtiendo en inertes gradual-
mente, hasta el punto de no quedar difusores. El pico de difusores en la simulacion
mas alta (verde), super6 el valor 30, pero se quedo por debajo del nimero de difusores

obtenido por el modelo SIS.
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Conclusiones

El trabajo de Fin de Grado desarrollado ha consistido en el diseno de un modelo
estocéastico de naturaleza individual y basado en cadenas de Markov en tiempo de dis-
creto, para simular la propagacion del marketing viral en una red social. Para alcanzar
este objetivo hemos realizado una revision bibliografica, primero de los modelos com-
partimentales deterministas SIS y SIR de Kermack-McKendrick y posteriormente sobre
los modelos estocasticos de propagacion del marketing viral propuestos en la literatura
cientifica.

Finalmente, hemos presentado el disenio de dos modelos distintos basados en cadenas de
Markov de tiempo discreto. El primer modelo sigue un comportamiento tipo SIS, mien-
tras que el segundo modelo sigue un comportamiento tipo SIR. Al realizar un ejemplo
numérico con ambos modelos, hemos observado diferentes patrones en la propagacion
del marketing viral en la poblacién. En el modelo tipo SIS, de las tres simulaciones
obtenidas, en dos ellas el mensaje permanecia endémico en la poblacién. Esto indica
que, un vez el mensaje se hace viral, este permanece en la poblacién durante mucho
tiempo. Como hemos observado en el comportamiento asintotico de este tipo de mo-
delos, la poblacion tiende a converger hacia un punto de equilibrio libre de difusores.
Sin embargo, en algunos casos, este proceso puede ser extremadamente largo, como
sucede en nuestro caso. Esto contrasta con lo obtenido en el modelo tipo SIR, en el que
introducimos el compartimento formado por individuos inertes. En este modelo, una
vez que el mensaje se vuelve viral, experimenta un rapido crecimiento hasta alcanzar
un punto maximo. A partir de ese punto, el nimero de difusores comienza a disminuir
rapidamente hasta que desaparecen por completo, llegando al punto de equilibrio sin

difusores.

o7
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Por tanto, hemos disenado dos modelos que muestran dos tipos de comportamientos
diferentes en cuanto al proceso de difusién del marketing viral. Un primer modelo en el
que el una vez se hace viral el mensaje, este se mantiene presente en la poblacién duran-
te bastante tiempo y un segundo modelo en el que el mensaje se hace viral rapidamente
pero este llega un punto en el que se satura y desaparece de la poblaciéon. En compa-
racion con los modelos deterministas, podemos observar que los modelos estocasticos
presentados siempre tienden hacia una poblacién libre de difusores. En cambio, el mo-
delo determinista SIS, contiene un punto de equilibrio en el que el mensaje puede
permanecer endémico. En el &mbito de la difusién de mensajes y el marketing viral, los
modelos estocasticos se asemejan mas a la realidad que los modelos deterministas. Si
se ejecuta una campana publicitaria exitosa o si un mensaje se recibe favorablemente
por la poblacién, es probable que permanezca en esa poblacién por un tiempo prolon-
gado. Sin embargo, en la era de las redes sociales y la sobreabundancia de informacion
a la que estamos expuestos, es comin que dicho mensaje termine siendo olvidado o
saturado.

Para finalizar, cabe destacar que los modelos epidemiolégicos referidos a la pro-
pagacién del marketing viral carecen de una definicién clara acerca de su dinamica y
comportamiento, ya que no existe un consenso en la literatura con respecto a su defini-
cion. Esto contrasta con los modelos clasicos referidos a las enfermedades infecciosas,
en los que dependiendo de la enfermedad a tratar se considera un tipo de modelo

compartimental u otro.
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