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1 — INTRODUCCION

La Estadistica esta muy presente en diversos aspectos de la vida diaria, ya que para
obtener informacién se hace uso de diferentes analisis estadisticos. De ahi, que Cabria
(1994) defina la Estadistica como el conjunto de métodos, procedimientos y
férmulas que permiten obtener informacion para poder analizarla y lograr conclusiones
relevantes. Se trata de la Ciencia de los datos, cuyo principal fin es mejorar la
compresion de una serie de hechos a partir de la informacion recopilada.

Por tanto, este documento se centra en el Analisis de supervivencia, ya que se trata
de una disciplina estadistica antigua con raices en la demografia y la ciencia del siglo
XVII.

En la actualidad, en muchos campos de estudio es importante conocer el momento en
el que ocurre un evento que se pueda considerar de interés, es decir, el tiempo que
tarda en suceder ese evento. Por ejemplo, desde un punto de vista médico, puede ser
justamente el momento del fallecimiento, pero esta situacién no se limita inicamente a
la vida o la muerte, ya que los eventos o situaciones estudiadas se clasifican en:
beneficiosas (tolerancia a un medicamento, alta hospitalaria, etc); perjudiciales (muerte,
recaida, etc); comparativas (cambio de tratamiento); etc.

Y el tiempo que transcurre hasta que ocurre un evento se denomina de diferentes formas
dependiendo del area estudiada, tiempo de fallo para el area industrial o tiempo de
supervivencia o tiempo de muerte para el area de Ciencias de la salud.

Este analisis necesita conocer las variables, “tiempo hasta el evento de interés” y otra
variable que “indique si ha ocurrido o no ese evento de interés”, por lo que esta situacion,
tiene que estar muy bien definida por el investigador.

El Anadlisis de supervivencia es por tanto una forma de estudiar el tiempo de fallo
utilizando informacion sobre hechos que han sucedido con anterioridad en aspectos
similares (Chiang, 2001); y ,para poder llevar a cabo este proceso, se necesitan ciertas
habilidades estadisticas.

Se trabaja con una variable aleatoria positiva, es decir, que no sigue una distribucion
normal. De ahi, que sea mas conveniente trabajar con distribuciones que tengan en
cuenta esta caracteristica de positividad. Ademas, con el objetivo de incorporar la
informacion que proporcionan a los individuos con tiempos censurados, hay que utilizar
meétodos desarrollados para este fin.

Pero al igual que ocurre en otras areas de la Estadistica, los métodos utilizados para
poder llevar a cabo el analisis de supervivencia son tanto paramétricos como no
paramétricos, es decir, no suponen de manera sistematica una distribucion sobre los
datos observados. De ahi, que se lleve a cabo la construccion matematica de
estimadores no paramétricos de la funcién de supervivencia a través del Método de
Kaplan-Meier (K-M), que utiliza los tiempos de observacion, tanto censurados como no
censurados, introducido por Edward L. Kaplan y Paul Meier en 1958. Dichos autores,
formalizaron la influencia de entradas y abandonos en distintos momentos del estudio,
a través del ajuste del conjunto de individuos en riesgo, e individuos bajo observacion
en un determinado tiempo. También, se demuestra matematicamente que el estimador
Kaplan-Meier es el estimador maximo verosimil que es el principal objetivo de este
trabajo.



De esta manera, se puede estimar la curva de supervivencia (probabilidad de que un
evento ocurra después de un tiempo dado), ya que representa la probabilidad de
supervivencia acumulada frente al tiempo. Se trata de una forma correcta de resumir los
datos de manera visual y que ademas permite estimar la mediana del tiempo de
supervivencia.

En la practica, también se utiliza el estimador de Nelson Aalen (NA), introducido por
Nelson (1972) y Aalen (1978), porque es mas eficaz con muestras de pequefo tamano.
Y puede demostrarse que los estimadores K-M y NA son asintéticamente equivalentes,
es decir, se logra el mismo resultado al sustituir en el limite una funcién por otra.

Los paquetes estadisticos que ayudan a elaborar estas curvas de supervivencia
necesitan diferentes datos: el tiempo hasta un evento; el numero de individuos que
siguen expuestos al suceso tras finalizar el estudio; el numero de eventos; y la cantidad
de individuos. Y a partir de ellos, devuelven: la funcion de supervivencia; la funcién de
riesgo; e incluso una representacién grafica de las curvas.

En este proceso es importante considerar contrastes de hipétesis que comparan unas
curvas con otras.

Por tanto, para poder llevar a cabo el manejo de toda informacion asociada a un estudio
de supervivencia y realizar su analisis, es necesario utilizar un paquete estadistico
fiable, en este caso, se utiliza RStudio.

Finalmente, y con el objetivo de avanzar en el conocimiento de este analisis y conocer
su potencial, se presenta un documento organizado en ocho capitulos, donde se
detalla el estudio de supervivencia de un individuo, dependiendo de sus diferentes
funciones y estimadores. De esta manera, se comienza con una “Introduccién” donde
se aclaran los conceptos mas importantes sobre los que gira el estudio, y se explican
las directrices de actuacion para llevarlo a cabo, asi como las referencias tedricas sobre
las que se apoya. Posteriormente, en un segundo capitulo, “Analisis de supervivencia”,
se enmarcan los conceptos y las bases principales para realizar este analisis de
supervivencia, en referencia a las censuras y las funciones principales. Se continda en
el capitulo tres, “Modelos paramétricos y no paramétricos”, donde se detallan los
meétodos estadisticos que mas se utilizan en los modelos no paramétricos (La funcion
de supervivencia empirica, la tabla actuarial de supervivencia, el estimador de Kaplan-
Meier y Nelson Aalen), asi como los modelos paramétricos (El modelo Exponencial,
Weibull y Log-normal). Seguidamente, en el capitulo cuatro, “Estimadores de la funcién
de supervivencia”, se explica detalladamente la forma en que se puede estimar la
funcién de supervivencia, mediante el estimador Kaplan-Meier, estimador principal para
este analisis, y el estimador de Nelson Aalen. También se demuestra que el estimador
K-M es el estimador maximo verosimil. En quinto lugar, “Comparacion de la
supervivencia”, se comparan las funciones de supervivencia relacionadas con el analisis
de supervivencia, donde se detallan las dos pruebas estadisticas principales para
comparar la supervivencia de dos o mas grupos. En el sexto capitulo, “Aplicacion del
analisis de supervivencia”, se muestra el analisis practico del estimador Kaplan-Meier
que se compara con el estimador de Nelson Aalen para ver cual de los dos estimadores
es mas efectivo, aunque se sabe que ambos resultados son equivalentes. En el capitulo
siete, “Conclusiones”, se indican los diferentes aspectos finales que se obtienen tras la
realizacion de este trabajo. Por ultimo y como octavo capitulo, “Referencias
bibliograficas”, se indican las diferentes y multiples fuentes bibliograficas y webgraficas
empleadas para la realizacién, apoyo y comprobacion de este trabajo.



2 - ANALISIS DE SUPERVIVENCIA

El Analisis de supervivencia es una de las técnicas que mas han evolucionado con el
tiempo y sobre todo durante estos ultimos afos dentro del campo de la Estadistica. Su
objetivo es estudiar el tiempo hasta que ocurre un evento, y a ese tiempo se le denomina
tiempo de supervivencia o tiempo de fallo. El evento tiene que estar muy bien
definido, para poder determinar exactamente la fecha de ocurrencia. Este evento, en el
ambito sanitario puede estar asociado a la muerte de un paciente, a su alta hospitalaria,
a la remision de la enfermedad, etc.

El tiempo de supervivencia o de fallo es el tiempo que pasa desde que se inicia un
estudio hasta la ocurrencia de un evento. Y para poder determinar el tiempo de fallo, se
deben cumplir tres exigencias, un tiempo de origen bien definido, una escala temporal
y un evento bien determinado. Cabe destacar que para los tiempos de fallo deben ser
No negativos.

2.1 - CENSURA

En el Analisis de supervivencia se pueden encontrar una serie de censuras, es decir,
tiempos en los que el evento de interés no es observado en algunos de los individuos;
bien porque los estudios que se terminaron antes de que ocurriera el evento, o porque
el individuo decide abandonar el estudio, o por otras causas que no estan relacionadas
con la investigacion.

Dentro del Analisis de supervivencia se pueden encontrar censuras de diferentes tipos,
censura por la derecha, censura por la izquierda y censura por intervalos.

e Censura por la derecha: Este tipo de censura es el mas comun, ya que el tiempo
hasta el evento, T, se produce cuando es mayor que el tiempo de censura
observado, C, es decir, el evento no se observa hasta que finalice el estudio. Esta
censura tiene una caracteristica principal, ya que el tiempo de censura observado
tiene que ser menor al tiempo de supervivencia o fallo, lo que se da principalmente
en los estudios biomédicos. Por tanto, estos datos se representan por dos
variables aleatorias (X, §):

. _ 1siT < C - ocurre el evento
X =min(T,¢), &= { 0si T > C - observacion de la censura

La censura por la derecha se divide en los siguientes tipos:

o Censura tipo I. En la mayoria de los estudios los investigadores
predeterminan el tiempo maximo de duracion de la investigacion. Por ello,
los pacientes que no experimenten el evento tienen un tiempo de analisis
desconocido y por tanto censurado.

Es importante destacar que los tiempos de censura pueden variar entre
pacientes segun se vaya desarrollando el estudio. Por ejemplo, este tipo
de censuras es muy comun en los ensayos clinicos, ya que se realiza con
humanos o animales y se comienza con un numero fijo de pacientes a los
que se les administra el tratamiento. Pero debido al tiempo de duracién,
los investigadores suelen terminar el estudio en un tiempo determinado
en el que no todos los pacientes experimentan el evento de interés.



o Censura tipo II. En este tipo de censura, a diferencia del anterior, los
investigadores deciden prolongar ese tiempo de observacién en los
pacientes, hasta que ocurran k fallos de n posibles (siendo n el numero
de pacientes, (k <n)). Los pacientes que no experimentan el evento
antes de experimentar los primeros k fallos, son los que representan las
observaciones censuradas. Y en esta situacion, la censura esta
controlada por el investigador. Por ejemplo, para comprobar la duraciéon
que puede llegar a tener un equipo electrénico, es necesario hacer
funcionar todos los aparatos al mismo tiempo. La prueba finaliza cuando
los primeros k de los n aparatos fallan.

o Censura aleatoria: Se trata de la tipologia de censura mas diferente, ya
que ocurre sin ningun control por parte de los investigadores. Las
censuras en este apartado se presentan por abandono del estudio del
paciente, lo que significa la pérdida exacta de la fecha en la que ocurre
el evento o por la muerte del paciente que se pueda dar por alguna causa
que no esté relacionada con el evento final de interés. Por ejemplo, en
un ensayo clinico, los pacientes entran en estudio en distintos momentos
y cada uno puede llegar a tomar tratamientos distintos, por eso, la
censura puede tomar distintas causas, ya sea la muerte accidental o por
otra causa distinta al evento.

e Censura por la izquierda: Dentro de este tipo, las censuras ocurren antes de que
los pacientes entren al estudio, es decir, los investigadores saben que los
pacientes ya han presentado el evento, pero no en el momento exacto de su
aparicion.

Por ejemplo, un paciente que haya padecido un infarto, el investigador no sabe
cuando fue el momento exacto en el que se origind, pero con las diferentes
pruebas a las que somete al paciente lo acaban concluyendo.

e Censura por intervalo: En este tipo, el investigador no conoce el tiempo exacto del
evento de interés, pero si sabe que se produce en un intervalo determinado.
Por ejemplo, un paciente que sufra de migrana, el investigador no sabe el
momento exacto de su desaparicion, pero lo que conoce, es que dura entre unas
horas o dias.

Y de esta manera, en el siguiente esquema, se puede comprobar el desarrollo de un
estudio de analisis de supervivencia.

Figura 1: Esquema del estudio de un Analisis de supervivencia (Fernandez, 1995)

INICIO DEL SUCESO FINAL DEL SUCESO
ULTIMA
OBSERVACION
FECHA ENTRADA J

‘ EVENTO  SINEVENTO

‘ TIEMPO DE SUPERVIVENCIA l
TIEMPO INCOMPLETO (Perdido)

TIEMPO INCOMPLETO (Retirado vivo)

DURACION DEL ESTUDIO




2.2 - FUNCIONES RELACIONADAS PARA EL ANALISIS DE SUPERVIVENCIA

Para poder establecer el modelo de supervivencia es necesario saber como describir
de manera efectiva la variable aleatoria, tiempo hasta un evento.

Y para ello, en este apartado, se detalla exhaustivamente todas las funciones que estan
relacionadas con el analisis de supervivencia, donde la funcion de densidad y
supervivencia son las mas comunes.

2.2.1 — FUNCION DE SUPERVIVENCIA ———

La funciéon de supervivencia a tiempo t, se define como la probabilidad de que un
individuo no experimente el evento de interés antes de un tiempo determinado t. Aunque
una definicibn mas matematica es la siguiente.

Definicion 1. Sea T una variable aleatoria positiva (no negativa) con funcién de
distribucion F(t) y funciéon de densidad f(t). La funcion de supervivencia S(t) es:

S@)=1-F@)=P(T>t)= f f (u) du.— Caso en el que T sea Continua.
t

SW)=1-F@t)=P(T>t) = f(tj).— Caso en el que T sea Discreta
tji>t
(con soporteent;, ..., tn)

Se verifica que, S(t) es una funcion no creciente, tal que:

S0)=1 y S({t)=0 cuandot — oo.

Lo que se deduce de que la probabilidad de sobrevivir al inicio del estudio es uno y la
probabilidad de sobrevivir a un tiempo infinito es nula.

2.2.2 — FUNCION DE RIESGO (HAZARD FUNCTION) e——

La funcién de riesgo Hazard Function, h(t), es la funcién mas adecuada para describir
la dinamica de un proceso de supervivencia.

h(t) =P(T=tIT=1)

Para el caso continuo, esta funcion determina la probabilidad de que a un paciente le
ocurra un evento de interés en un incremento de tiempo At, dado a que ha sobrevivido
hasta el tiempo t. Esta funcion se define como:

Pt<T<t+At|IT =2t)
At—0 At

Aplicando la definicion de probabilidad condicionada a la igualdad de la funcion de
riesgo se tiene que:



Py iy PUSTSEHADNT 2 0)/PT 20 | P(E<TSt+AD)
© = fim, At T AS0 P(T = At

En este caso:
t+At

Pt<T<t+At) = fuw)du=F(t+At) — F(t)
t

Al sustituir lo anterior en la aplicacion de la probabilidad condicionada h(t) y aplicando

la definicion de derivada, F'(x) = }lm(l)w se obtiene:
. F({t+At)—F(t) 1 F'(t) f(@)
h(t) = lim = =
At—0 At P(T=t) Si) S

Para el caso discreto, donde la variable T esta soportada en ciertos tiempos t;, t5, ..., t,
la funcién de riesgo es la determina la probabilidad condicional de que el evento ocurra
a tiempo t;, condicionada a que el sujeto permanece vivo antes de dicho tiempo,

h(t) = )

B S(tj-1)

2.2.3 — FUNCION DE RIESGO ACUMULADO ee———

La funcion de riesgo acumulado H(t), se define como:

e (Caso continuo: sera la integral

t
H(t) = f h(u) du
0

e Caso discreto: Si T es discreta con valores t; < t; < -+ < t,,:

H@®) = z h(t;)

tjst

Estas tres funciones tienen relaciones entre si que, dependiendo de si estan en caso
continuo o discreto, se desarrollan a continuacion.

e Caso continuo:

La relacion de la funcion de supervivencia, S(t), con la funcién de densidad viene
dada por:

ds(t)

S@) = f fwdu- f(t) = -
t



La relacién que S(t) tiene con la funcion de riesgo, h(t), es:

N = i PE<T<t+AT>t) = PE<T<t+AD)
) = LSO At = A0 At- P(T > t)

. Fit+A)—F@®) 1 = 1-Ft+A)—-(1-F@®) 1
= At30 At S atso At S(t)
__ SEHAD-S® 1 S@ _ dinS()
=T a0 At s@® s  dt

Partiendo de lo anterior, la funcion de riesgo, h(t), en funciéon de la funcion de
supervivencia es:

dlogS(t)

t
SO = e~ Jo hw du

h(t) = —

Entonces, se obtienen las relaciones entre la funcion de riesgo y la funcién de
densidad, f(t):

h(t) = % - f(0) = h(t) - S(t) = f(t) = h(t) - o Iy h(w) du

Finalmente, para la funcion de riesgo acumulado, H(t), se tiene que:

@ (=S
—= d
|

td
0 Sw) S(uw) u=—JO a(ln(s(u))z—lng(t)

t
H(t) = J h(u) du =
0

Por tanto, la funcion de supervivencia puede expresarse como:
S(t) = exp[-H()] = e7#®

Y, por definicidn, la relacion existente entre la funcién de riesgo y la funcion de
riesgo acumulado es:

dH(t)
dt

h(t) = —

e (Caso discreto: La relacion de la funcién de supervivencia, S(t) ,con el resto de
las funciones, viene dada por:

S© = P2 0) = ) £(t) = £(t) = S — )

tjxt

Veamos ahora la relacién que tiene la funcion de supervivencia, S(t), con la
funcidn de riesgo, h(t):

N J@) _S(to) - s@) _ 5@
M) =56 0™ s T SE0




Se verifica, por tanto que:
S(t) = [1— h(t)1S(tj-1)
Desarrollando los términos:
S(t) = [1—h()IS(t1-1) = [1 — h(t)]S(to) = 1 — h(t1)
S(t2) = [1 = h(t)]S(tz-1) = [1 = h(t2)]S(&1) = [1 — h(t)][1 — h(t:)]

S(t3) = [1 = h(t3)]S(t3-1) = [1 = h(£3)15(t2) = [1 — h(tz)][1 — h(t2)][1 — h(t1)]

Y se obtiene que para todo tiempo t:

s© = [ [i1- e
tjst

Por otra parte, para la funcién de probabilidad, f(t), se tiene:

)
h(y) = S(tjil) = () = () - S(-1)

j-1

L £() = h(t) ]_[ 1 h(t)] =

k=1

h(ty)]

En tercer lugar, se obtiene una relaciéon entre la funciéon de supervivencia y la
funcién de riesgo acumulado, H(t):

H(t)—Zh(t) ZS—( 1) =5

tjst



3 - MODELOS PARAMETRICOS Y NO PARAMETRICOS

Para estudiar la supervivencia, se necesitan modelos especificos, ya que la variable
no sigue una distribucion normal y tienen censura, por lo que en el desarrollo del estudio
se separa de los modelos de regresion clasicos.

Por ello, el analisis de datos de supervivencia se realiza utilizando modelos
paramétricos, como la Distribucion Exponencial, Distribucién Weibull y la Distribucion
Log-normal que se ven de una forma mas globalizada en el siguiente apartado (3.1), y
también utilizando modelos no paramétricos, como el método de Kaplan-Meier, entre
otros.

Para realizar el analisis de supervivencia, los métodos estadisticos que mas se utilizan
son los modelos no paramétricos.

De esta manera, las curvas de supervivencia se obtienen usando dos métodos, el
analisis actuarial, que divide el tiempo en intervalos y calcula la supervivencia en cada
intervalo. Y el método de Kaplan-Meier, que tiene en cuenta los posibles abandonos del
estudio. La diferencia de ambos métodos es que el método de Kaplan-Meier proporciona
probabilidades, mientras que el analisis actuarial facilita aproximaciones.

Dada la importancia que tiene la funcidon de supervivencia dentro de los modelos
paramétricos, se proponen las siguientes estimaciones.

e Funcion de supervivencia empirica: Si tenemos n individuos en estudio, se define
como:

#{T = t;)
n

Sn (tj) = ,siendo # el cardinal.

Se considera como un buen estimador, en el caso de no tener censura, para la
funcién de distribucion, puesto que:

sup |S,(t) —S(t)| = 0,cuandon — o
teR
La funcion de supervivencia empirica es una funcion escalonada decreciente con

. . 1 . .
saltos cuya longitud es igual a = solamente después de cada tiempo de
supervivencia.

En el caso de tenerd tiempos de evento iguales a cierto tiempo, la funcién de
. . . . . d
supervivencia empirica decrece a ese tiempo con salto igual a —

Si t; es la observacion mas pequefa y t, la observacién mas grande, se verifica
que:

Spn(t)=1parat <ty
Sp(t) =0 para t > t,

Y aunque, se considera como un buen estimador, se desperdicia mucha
informacion ya que no tiene en cuenta si el tiempo, ¢;, es una censura o un tiempo

de fallo.



n;

Tabla actuarial de vida o “tabla actuarial de supervivencia”: Se trata de una

extension de la tabla de frecuencias relativas.

Para poder obtener la funcién de supervivencia asociada a esta tabla se siguen
los siguientes apartados:

1. El tiempo de observacion se divide en k intervalos:

O=qgy<ay1<a; < <aqp=

2. Se busca que la probabilidad de sobrevivir o fallar en el periodo [a;_,, a;),

y a partir de la regla del producto:
S(aj) = PIT = ao] - P[T = a;|T = a,] - P[T = a,|T = ay] - ..
ot P[T = j|T = a;_4]

Por ejemplo, en el caso de hacerlo para a,, a partir de la definicion
anterior quedaria:

S(a)=P(T=a,NT=a;NT =a,) =

= IP(T > ao) ' P(T = a1|T = ao) ' ]P)(T = ale > al)

. Se busca que la probabilidad de sobrevivir o fallar en el periodo [a;_,, a;),

son sucesos complementarios, por tanto:

P[T = qj|T = a;_1] = 1- P[T <qj|T =a;_4]

Probabilidad de Probabilidad de fallo en
sobrevivir a [aj_l, a]) [aj_l, a])

. Para calcular ambas probabilidades se debe tener en cuenta si existe o

Nno censuras:

= Sin censura

Todos los individuos en riesgo podrian experimentar el evento en el intervalo
[aj-1,a;).

d; - es el numero de individuos que mueren en el intervalo.

— son los individuos en riesgo (es decir, susceptibles de experimentar el fallo) al
inicio del intervalo.

Entonces, se tiene la probabilidad de fallo en el intervalo,

d;
[F)[T < a]|T = Clj_l] = n_]
]
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Por el contrario, se obtiene la probabilidad de sobrevivir en ese intervalo, que se
calcula de la misma manera que en el caso anterior, tomando el complementario de

la probabilidad de fallo:
d;

_1-9
P[T < a|T = a;_,] =1 n

Por tanto, la funcion de supervivencia se define como la probabilidad de sobrevivir

a un conjunto de intervalos consecutivos:

w-[]6-4

= Concensura

Se supone que la censura se distribuye de manera uniforme en el intervalo, por lo
que se supone que los individuos se censuran a la mitad del intervalo, [a;_4, a;],

dj,n;j > como en el caso anterior

¢j = son los individuos censurados en ese intervalo.

De esta manera, la probabilidad de fallo en el intervalo, [aj_l,aj), en el caso de
tener censuras es:
d;

]P[T < a]|T > a]-_l] = Cj
le —7

Donde se considera que el nimero real de individuos en riesgo es

Por el contrario, se tiene la probabilidad de sobrevivir en ese intervalo, que es

unos menos la probabilidad de fallo, es decir:

P[T <a|T =a;_4] =1-

j
S(a;) = S
i=1

Si consideramos un valor cualquiera de tiempo t, la funcién de supervivencia sera:

S@®) =S(aj—1),  sit €[aj_1,q)



La tabla de vida se utiliza para calcular la probabilidad de supervivencia de un
individuo hasta un momento determinado por el investigador. Para crear la tabla de
vida, se debe saber el numero y el tamafio de los intervalos estudiados, ya que siguen
presentes las mismas dificultades que aparecen para crear un histograma.

A modo de resumen, se presentan todos los datos de manera clara y ordenada en la
siguiente tabla:

Tabla 1: Resumen de la tabla actuarial de vida.

TABLA DE VIDA

Inter. o G g mj
n;" — J
J
[aj_1, 7] Mueren Censurados En riesgo 2
TABLA DE VIDA
$(aj-1) & g
j-1
d, 4 _ Y
1 _— ’
1- Ci n’; n;j

i=1

o El estimado Kaplan-Meier: Es el estimado por el método de maxima verosimilitud,
lo cual se aprecia de una forma mas clara y desarrollada en el apartado 4.1.

e El estimador de Nelson Aalen: Se usa principalmente para analizar datos
censurados, donde se desconoce el tiempo exacto de ocurrencia de un evento
para ciertas observaciones. En el apartado 4.2 aparece desarrollado.

3.1 — MODELOS PARAMETRICOS MAS UTILIZADOS EN SUPERVIVENCIA

Se consideran los tres modelos paramétricos mas utilizados: Modelo Exponencial,
Modelo Weibull y Modelo Log-normal. Vamos a hallar todas las funciones relacionadas
con estas tres distribuciones de probabilidad.

3.1.1 — MODELQO EXP ON E N C | /A | s

Este es el modelo mas importante para poder analizar los datos del tiempo de fallo o
supervivencia. Una variable exponencial se utiliza para modelar el tiempo que pasa
entre dos sucesos aleatorios no muy frecuentes, es decir, de Poisson, con tasa A

12



constante, por lo que el riesgo de que suceda ese evento no se modifica con el paso del
tiempo.

Y asi, se define la funcién de riesgo como:  h(t) =1

A partir de esta funcion, h(t) = A, se obtiene el resto de las funciones para el andlisis
de supervivencia:

e Funcion de riesgo acumulado:

H(t) =f0

e Funcién de supervivencia: Es facil de demostrar al conocer el valor de H(t):

t t
h(t) dt = J/‘Ldt= At
0

S() = e H® = g~ loh®dt _ o-2¢

De forma gréfica, el log(t), describe una linea recta con pendiente positiva que
pasa por el origen (0,0).

e Funcion de densidad de una variable exponencial: Su féormula es sencilla de ver,
ya que es la multiplicacion de h(t) por S(t), valores obtenidos en los puntos
anteriores:

@) = h(®)S(t) = 2e7

e Funcién de distribucion: Se obtiene a partir de la funcién de supervivencia, S(t):

FO)=1-St)=1—e"*

Por tanto, la esperanza y varianza de una variable de esta distribucién se calculan como:
it 1
E[T]=| tleMdt=-
0 A

2 1 1
Var[T] = E[T?] - E[T]? = R
3.1.2 — MO D E L O VWV E | BU L L. 0000
Este modelo, es una extensién del modelo anterior (Modelo Exponencial), con mismo
parametro de escala, A, pero con la diferencia, que se afiade un nuevo parametro de
forma, y. Por lo que este modelo tiene por dos parametros positivos, 1y y.

El Modelo Weibull, es el mas utilizado para calcular los tiempos de supervivencia en el
caso de que el riesgo no sea una funcidn constante, sino que es creciente o decreciente.

De esta manera, se define la funcién de riesgo como: h(t) = Ay(At)Y~!

e Para y>0,A>0yt>0, si se observa que esta funcion es creciente o
decreciente, se puede obtener este modelo. Es decir:

13



Si y > 1 - h(t) es una funcién creciente.
Siy <1 - h(t) es una funcién decreciente.

Cuando y = 1, coincide con el modelo exponencial y, por tanto, la funciéon de
riesgo sera constante.

A partir de esta funcion de riesgo, se obtiene el resto de las funciones utiles para el
analisis de supervivencia:

e Funcion de riesgo acumulado:

t t
H(t) = J h(w) du = f Ay(uw)tdu =
0 0

t
=y f ()’ 'du = Ay f W ludu = Ayt f W ldu= 1ty [7] L= @y
0 0 0

e Funcion de supervivencia: Es facil encontrar esta funcién al conocer el valor
obtenido en el punto anterior, H(t):

S(t) = e H®) — e—f(fl)/(/lt) = e~ ()Y
De forma gréfica, el log(t) describe una curva que pasa por el origen.

e Funcién de distribucion: Se obtiene gracias a saber el valor de la funcion de
supervivencia, S(t):

F(t) = 1 _S(t) = 1 - e_H(t) = 1 —_ e_(ﬂt)y

e Funcion de densidad de una variable Weibull: Se obtiene al realizar la derivada de
la funcién de distribucion, F'(t):

f)=F'(t) = —e~ A" (= y(At)r™1) = Ay(At)Y 1 - =AD"

Si T~ Weibull (y,A). Su esperanza y varianza son:

var(t] = 1 (2+1) - <%r(§+ 1))2 =5|rG+1)- <F G+ 1))2],

Donde I'(t) es la funcién gamma de Euler para t > 0,

ro=[ ytevay
0

14



3.1.3 = MODELQO LOG-NO R M /A | _ "

Este modelo se relaciona con la distribucion normal, ya que el tiempo de supervivencia
T sigue una distribucion Log-normal cuando:

Ln(T) - se distribuye como N(u,c?)

El Modelo Log-normal parte de la funcién de densidad, definida como:

(=)

1
f(t)=\/2_

mot
Donde, u y g son parametros de escala.

A partir de esta funcion de densidad se obtienen el resto de funciones para el analisis
de supervivencia:

e Funcién de supervivencia: estaria definida a partir de la funcién de densidad,
f(t), como:

1 _%(M)Z
g
V2ot ¢

Utilizando la notacién de la funciéon de distribucion de una normal estandar, @(),
se obtiene la funcién de supervivencia:

S =1 —¢<MT_”>

Graficamente, se puede observar de forma aproximada una linea recta con
pendiente negativa que pasa por el punto de origen.

dt

S(t) = ftoof(t)dt=1—f0tf(t)dt=1— fot

e Funcién de riesgo: Se obtiene al conocer el valor de la funcion de densidad, f(t)
y la funcion de supervivencia, S(t):

T (LOST ?

f(©) _ 27wte 2( )

s~ q)<ln(t)—,u)
o

h(t) =

Si se representa, toma el valor cero cuando, t = 0, crece hasta su maximo valor y
decrece de forma que tiende a cero sit —» .

Si T~Log — normal (u, 0?) su esperanza y varianza son:
0.2
E[T] = exp <u + 7)

Var[T] = exp(2u + 26%) — exp (2u + 0?)

15



4 — ESTIMADORES DE LA FUNCION DE SUPERVIVENCIA

El estimador principal de la funcién de supervivencia es el estimador Kaplan-Meier,
el cual se compara con el estimador de Nelson Aalen, para comprobar su eficiencia,
dependiendo del tamafio de la muestra.

4.1- ESTIMADOR KAPLAN-MEIER (K-M)

Este método fue desarrollado por Kaplan-Meier (1958) y denominado “product-limit
estimator” (estimador producto limite); calcula la probabilidad de sobrevivir a un tiempo
t; determinado.

Es un método no paramétrico utilizado en el analisis de supervivencia para estimar la
funcion de supervivencia de una poblacion en la que los individuos estan sujetos a un
evento que puede ocurrir en cualquier momento. Se utiliza principalmente en estudios
médicos como ensayos clinicos y estudios epidemioldgicos.

Existen numerosas formas de estimar el método de Kaplan-Meier, ya que no trabaja con
periodos de tiempo, sino que los mismos tiempos de observacion van cooperando en la
estimacion de la funcion de supervivencia.

Para calcular este estimador, se sigue el siguiente procedimiento:

Tabla 2: Pasos para realizar el estimador Kaplan-Meier (K-M).

1 Se ordenan los datos de tiempo de evento t; en orden creciente.

2 Se identifica el numero de individuos en riesgo en cada momento t;.

3 Se calcula la proporcién de individuos que sobreviven en cada momento t;.
4 Se calcula la probabilidad acumulada de supervivencia en cada t;

multiplicando la proporcion de individuos que sobreviven en ese momento t;
por la probabilidad acumulada de supervivencia en el momento anterior t;_;.

5 Finalmente, se repite el segundo y cuarto paso para cada t; hasta que finalice
el periodo de seguimiento.

Este estimador de Kaplan-Meier la supervivencia se estima de dos maneras distintas,
dependiendo de que los casos presenten o no censuras:

16



Estimador de supervivencia para casos No censurados:

N n; — di
SO = ni

t;i<t

Donde:

n; — Es el numero de individuos que estan en riesgo en un determinado tiempo t;,
o el numero de individuos activos y no censurados justo antes del tiempo t;.

d; » Es el numero de individuos que experimentan el evento en un instante
preciso de tiempo t;.

El producto representa la probabilidad acumulada de probabilidades
condicionadas, es decir, la probabilidad de que ocurra un evento como
consecuencia de que haya ocurrido otro evento relacionado.

De este modo, si la muestra de n individuos no presenta casos censurados, en el
estimador se tiene:

St) =1y S(ty) =0

La varianza del estimador Kaplan-Meier para casos no censurado, se halla,
utilizando el método delta y la formula de Greenwood:

1. Método delta

Parat, <t < t,_;, se obtiene:

log (3(t)) = zk:IOg(l - %) =zk:10g(1 - q0) =zk:10g(pi)
i=1 i i=1

De esta manera:

k k
Var [log (f(t))] = Var Z log(py) | = 2 Var(log(p;))
i=1 i=1

Donde, los p;, son independientes, por lo que:

1\Vp(l—p) 1-p;
var(og(po) = () Z P2 = 22F

n; nip;

Entonces, de la misma manera se obtiene para $(t):

k

Var (log (S(t))) = Z 1n:pz:i

i=1
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Pero, lo que en realidad se necesita, es la varianza de S$(t), sin el logaritmo.

Para ello, se vuelve a aplicar el método delta para log (§(t)):

2
Var [log(ﬁ(t))] = <§(1t)> -Var (S(t))

Despejando la varianza de $(t) en la ecuacion anterior, se tiene:

Kk
Var (f(t)) = $(t)?- Var [log (f(t))] = §(t)zzln_,_p?i

i=1

2. Férmula de Greenwood

Esta formula se obtiene, al devolverle el valor original a p;:
k

Var (§(t)) = S()* zn(nd—L_d)
=1

Para cualquier tiempo t, se tiene:

k

Finalmente, al haber aplicado el método delta y la formula de Greenwood,
se obtiene la varianza del estimado K-M para casos No censurados:

2

) i — di di
Var[S(®)] = l_[n ni Z n(n; — dy)

t;<t
ti<t

Estimador de supervivencia para casos Si censurados: En el caso de tener datos
que presentan censura, la informacién del tiempo de supervivencia es incompleto
ya que algunos individuos han abandonado o se ha perdido informacion durante
el estudio. Se utiliza la misma formula que para el caso anterior (casos No

censurados):
A ‘ ‘ n; —d;
SO = lni l

ti<t

Con la diferencia, de que, sit es un valor censurado, la supervivencia se mantiene
constante, por tanto, los tiempos en los que se halla el producto anterior son sélo
los tiempos de evento. Y en la curva de supervivencia, se sefiala justo el momento
en que el individuo sale del estudio.

En el caso de tener muestras grandes, el estimador de Kaplan-Meier sigue una
distribucion normal, por el teorema central del limite (modificacién de Kaplan-
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Meier, (1958): normal con poca censura. Por lo que el intervalo de confianza al
(100(1— )% de S (¢), viene dado por:

Skm () £ Zl_% SE (ng(t))

Donde:

z,_x — Indica el percentil de una distribucién normal estandar de dos colas al
2

. . . .y X .
nivel de significacion 1 — 1 €8s decir:

P (Z < Zl_g> =1- % , con Z~N(0,1)

2

SE (§KM (t)) — Es el error estandar de la estimacion de Kaplan-Meier.

Por ejemplo: Si en el estudio se utilizan intervalos de confianza del 95%, se
tendra un o«c= 0,05 y la confianza del estimador Kaplan-Meier es:

Skm() £ zgg75 SE (§KM(t)) = Skm () + 1,96 - ,’V(§KM(t))

Si se tienen datos que presenten un porcentaje alto de observaciones
censuradas, se debe emplear el estimador de Kaplan-Meier ponderado,
KMp, propuesto por (Bahrawar 2005), quien modifico el método original,
ponderando asi las observaciones con censura, con un factor o con tasa de no
censura. KMp, considera la censura como una parte fundamental del analisis.

Tl]—C]
w; = —donde 0 <W; <1
n;

Donde:
W; — Es la tasa de no censura para el tiempo t;.
¢; — Es el numero de censuras para el tiempo ¢;.
W; =1 - No hay censura en t;

En el caso de:
W; <1 - Hayunacensuraent;

De esta forma, este estimador de Kaplan-Meier ponderado, KMp, se

concreta como:
A n; — d;
S = ‘ ‘ w; <—f ’)
n;

jit(st

Una vez realizado estos calculos, tanto para los casos censurados o no censurados, el
estudio produce una curva de supervivencia que muestra la probabilidad acumulada
de supervivencia a lo largo del tiempo.
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Esta curva, se emplea para comparar las tasas de supervivencia entre diferentes
conjuntos de individuos y también para identificar los factores que estan asociados con
una mayor 0 menor supervivencia.

Se representan en graficas escalonadas que comienzan con una supervivencia de uno
que se mantiene constante hasta producirse el primer evento y que da un salto
decreciente cada vez que da un nuevo evento, es decir, este estimador de
supervivencia, no se modifica en el caso de encontrar alguna observacién con censura.
Peor los tiempos de censura provocan una bajada mayor de la curva de supervivencia
afectando asi al descenso que experimentan en el siguiente escalén.

Una vez realizada la curva de supervivencia, se encuentran diferentes ventajas y
desventajas para este analisis:

Tabla 3: Ventajas y desventajas sobre la curva de supervivencia K-M.

VENTAJAS

El tiempo de observacion del individuo
puede ser corto.

Se consideran las observaciones con o
sin censuras.

Se tiene el tiempo exacto de cada
individuo estudiado.

Ya que se apunta el momento en que el
individuo entra al estudio.

Se tienen resultados buenos si se tienen
muestras pequenas. (En el caso de tener
un evento).

Se puede comparar las curvas de
supervivencia entre diferentes grupos.

DESVENTAJAS

La parte derecha de la curva, que es en la
qgue se tiene menos individuos, es menos
fiable.

Si las curvas se cruzan al principio
significan que los individuos con peor
pronéstico fallan antes.

Las curvan dan la impresion de que el
evento ocurre al principio (dependiendo
de la base de datos estudiada), esto es
porque a algunos individuos no les da
tiempo comenzar con el estudio.

Se espera que las curvas se crucen si el
tratamiento no es efectivo.

Solo controla una covariable, es decir,
solo controla un factor que influye en la
supervivencia, lo que afecta a |la
interpretacion del resultado.

A modo de sintesis, el método de Kaplan-Meier es un analisis util para estimar la
supervivencia de un conjunto de individuos que estan expuestos a un evento
determinado.

Y proporciona una forma de visualizar la probabilidad de supervivencia a lo largo del
tiempo y de comparar las curvas de supervivencia entre diferentes grupos.
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4.1.1 — DEMOSTRACION DE SU MAXIMA VEROSIMILITUD se——

Es importante destacar que el estimador Kaplan-Meier es el estimador maximo
verosimil de la funcidon de supervivencia. La técnica de maxima verosimilitud es
utilizada para estimar los parametros de un modelo probabilistico a partir de un conjunto
de datos observados.

Se verifica que $(t) es un estimador consistente de S(t), es decir, que a medida que
aumenta el tamafio de la muestra, S(t) se acerca al verdadero valor de S(t). Por tanto,
el error en la estimacién se aproxima a cero a medida que el tamafo de la muestra
aumenta.

Para demostrar que este estimador K-M es maximo verosimil, primero se debe definir la
funcién de verosimilitud y después maximizarla.

Sea una muestra t, ty,t,, ..., t,, de tiempos observados. La informacion que aportan a
la verosimilitud los diferentes tiempos sera: la densidad a tiempo t;, f(t;) = A; para
cada tiempo de fallo; es decir, la probabilidad de que ocurra un evento en ese
determinado momento, y la supervivencia a tiempo t;, S(t;) para cada tiempo de
censura; es decir, la probabilidad de que el evento ocurra mas alla de este tiempo
censurado.

Puede verse que los parametros de los que depende la funcion de verosimilitud son
precisamente las probabilidades 4; de que se produzca un evento a tiempo t;, y
veremos que solo depende de dichas probabilidades en los tiempos de fallo y no de
censura. Por tanto, la funcion de verosimilitud sera de la forma:

L(Ag) Ay, ooy Ag)

La funcion de verosimilitud ve cémo de probable es la muestra de tiempos que nos ha
salido en el estudio y vamos a ver qué vector de parametros (1, 44, ..., 1) la maximiza

Para hallar el estimador maximo verosimil de la supervivencia, se siguen los
siguientes pasos:

1. Dividimos en intervalos y contamos las censuras en los mismos:

Suponemos que tenemos t,ty,ty,...,t;, tiempos de fallo entre los tiempos
observados. Los intervalos de tiempo que vamos a considerar para este estimador
de Kaplan-Meier contienen un unico tiempo de fallo, aunque pueden darse varios
fallos (empates) a dicho tiempo.
I = [tj, tj+1), dondej=0,..,k—1 I, = [ty, )
Ademas, se tiene:

dj empates ent; - numero de fallos ocurridos en ti,j=01,.., k.

¢ - Es el numero de censuras entre dos tiempos de fallo consecutivos, es decir
en el intervalo [;donde j = 0,1, ...,k — 1.

¢, — Son las censuras a tiempo de t.

Es decir, un intervalo, I;, presenta c; censuras para tjy, tj, ..., tjc;-
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2. Se construye la funcion de verosimilitud:

e Si se tiene informacion de un individuo que muere en t;:

No ha muerto en t4

> (1-4y)

No ha muerto t, > (1-4y)

No ha muerto en t;_4 - (1-2j-1)
Si muere en t; > A

Por tanto, se obtiene la verosimilitud para ese tiempo de fallo como:

j—1 j—-1
L= 1_[(1 )L =4 1_[(1 — 1)
i=1 i=1

Si d; individuos recogen esta misma informacion en t;, entonces:
j—1
()Y = ﬂ;ij 1_[(1 — )Y
i=1
« Si se tiene informacion del individuo que sobrevive al; = [t} tj4;)

J j-1
L = L_l[(l —2)=(1- A,-)L_l[(l — 2

Si se tiene ¢; individuos con censuras en [, la informacion es:

j-1
(L;)7 = (1-4)7 l_[(1 —2)%
i=1

Si se une toda la informacién de t, ..., ty, ..., t5, ..., Se tiene:

L(AO,Al, ...,Ak) = (L])d] ' (le')Cj =

k
j—1
- 29 (1-2)" l_[(1 _ 2Lt
j j i
i=0
j=0
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Para ver como queda la funcidon de verosimilitud de una forma mas sencilla,
primero se desarrolla el producto:

L(/l(), /11, ""llk) = Ago(l _ AO)CO A?l(l _ Al)cl (1 _ Ao)d1+cl .
. /1?2 (1-2,)21 - /10)‘12*'02 (1- /‘Ll)d2+c2 .

. Ags (1= 2A5)3 (1 — Ag)%+¢3 (1 — A,)%+63 (1 — A,)4a+6s -

© K (L = 2i) (1 = Do) k(L — Ay ) Btk - eee (1 = Aoy ) BHFek
Segundo, se agrupan los factores y se obtiene:
Lo, Ay, oo, Ag) = lg"lfllgz '“lcklk(l _ Ao)co+d1+c1+d2+cz+d3+c3+---+dk+ck )
. (1 _ Al)c1+dz+C2+d3+C3+"'+dk+Ck e (1 _ ﬂ.k_l)ck—1+ck+dk(1 _ lk)ck

Puede verse que el numero de personas en riesgo al comienzo del intervalo /;
coincide con:

n; = (C] + dj+1 + Ci+1 + dj+2 + Cit2 + -+ Ck)
Por tanto:

LA Ay v, Ag) = /130,1?1,1;‘2 )fklk (1= Ag)™0 %0 (1 — A)M~d oo (1 — A, )k

Finalmente, volviendo a agrupar los indices, la funcién de verosimilitud es:

k
L(AO'AL ---;/‘lk) = HA?L(l - Ai)ni_di
i=0

3. Se maximiza la funciéon de verosimilitud:

Para maximizar la funcion de verosimilitud, se maximiza su logaritmo; que es la
llamada funcion de log-verosimilitud

Z(AO'Al' ""Ak) = logL(Ao,Al, ""Ak)7
Los pasos para maximizar la funcion de verosimilitud son los siguientes:

e Se calcula la funcién de log-verosimilitud:

K
l(Ag, A1, ooy A) = log L(Ag, Ay, ooy Ag) = Z[di log(4;) + (ni —d;)log(1 —2;)]

i=0

e Se calculan sus derivadas respecto de cada una de las A; y se igualan a
cero:
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ol(Ao, A1, X)) _dy my—d di n;—d;

92 T 1—A A 1—A

n;

Después se calculan las derivadas segundas y se construye su Matriz
Hessiana, H(4y, A4, ..., 4 ), que es una matriz cuadrada (k + 1) x(k + 1), cuyos
elementos son dichas derivadas, y se mira si la matriz H(4g, Ay, ..., 4x) es
definida positiva o negativa, para determinar si (4o, 4y, ..., 4 ) €s un maximo o

un minimo.
21 021 921
043 020014 0Ag0A
0? 021 921
H(AO,AI, "Ak) = aﬂ'()(?2/11 a%% a/ll.alk
c’).zl a'zz 021
02, 0%, 0A,0A aai
Como
047 2 (0-1)? 92;0;
Se tiene que:
_o_ Mo~ do 0 0
0 G m—dy 0
: A dy .nk —dy
0 0 e e e
A (0= )2

Si al sustituir 4; = % i = 0,1, ..., k, la H es definida negativa, entonces (o) Ay, s Ai) €5

ni

un maximo de la funciéon de verosimilitud, y por tanto los estimadores maximos
;o o z P d;
verosimiles de las probabilidades de fallo seran las 4; = n—‘

i

Para un indicador i cualquiera:

0%1(Ao A1, Ak) _ —d; ni-d; _ -nf nz _ -n}
077 a; (ni_di>2 di  ni=d; di(nj—dy)
n% ni
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Por lo que la matriz hessiana valorada en (¢, 14, ..., 4 ) queda:

3

__ "M 0 0
do(ng — do)
0 —n O
H(/:{(),il, ""ik) = dl(nl - dl)
3
—n3
0 0 dy (ny — dy)

Como para todo i se verifica que n; — d; > 0, se tiene que cada uno de los elementos
de la diagonal de la matriz es negativo, y, por tanto, esa matriz es definida negativa, por
tanto, (4o, Ay, ..., 4 ) €s un maximo.

4. Calculo del estimador maximo verosimil de la funcion de supervivencia:

Veamos qué forma tiene la funcién de supervivencia para un tiempo cualquiera t.

Tll‘—di
S(t)_Dm ) = 1_[1—— —1_[ o

t;i<t

Podemos comprobar que el estimador maximo verosimil de S(t) que se obtiene
coincide con el estimador Kaplan-Meier visto en el apartado anterior (4.0).

Como en su construccion solo se ha tenido en cuenta los tiempos de fallo, y las censuras
para hacer disminuir el tamano del grupo de riesgo, se verifican estos tres requisitos de
la funcién de supervivencia S(t).

Tabla 4: Requisitos de la funcion de supervivencia.

Tiene que ser continua para los tiempos que presenten censuras.

Tiene que ser discontinua para los tiempos de fallo, es decir, cada vez que se
produzca un fallo, “salta”, es por ello su discontinuidad.

Tiene que ser constante entre dos tiempos de fallo que estén seguidos.

El estimador de Nelson Aalen es un estimador no paramétrico de la funcion de riesgo
acumulado en el analisis de supervivencia. Se usa principalmente para analizar datos
censurados, donde se desconoce el tiempo exacto de ocurrencia de un evento para
ciertas observaciones.

Este estimador (NA) fue propuesto en 1969 y quien le dio forma fue Altschuler (1970),
tras utilizarlo con técnicas de conteo. Muchas veces se compara con el estimador de
Kaplan-Meier para el analisis de supervivencia.
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De esta forma, el estimador de Nelson Aalen se define con ayuda de la funcion de
riesgo acumulada (2.2.3).

En el caso de tener una variable aleatoria discreta, se crea para poder estimarla, la
funcion empirica de riesgo acumulado, H(t), dependiendo del tipo de censura:

e Censura por la derecha: Nelson estima la funcion de riesgo acumulado, H(t), y la
define como:

PN 0 tist,6;=0 d;

j=0 O{fiSfj} = 1Y

Donde:
dj - Esel numero de fallos ocurridos en un instante t;.

n; — Es el numero de individuos que se encuentran en riesgo en t;.

Asi, el estimador de Nelson Aalen para la funcién de supervivencia se expresa:

4
8(t) = e~A® = ™=

Es importante destacar, que, en el afio 1984, Flemyn y Harrington recomiendan
este estimador como una forma alternativa al estimador no paramétrico de maxima
verosimilitud.

e Censura por la izquierda: Una extension de esta estimacion de la funcién de riesgo
acumulado, propuesta en 1998 por Pan y Chapel. Se denomina estimador de
Nelson Aalen extendido, H,(t), y es buena para solucionar los problemas de
subestimacion que se dan en el estimador no paramétrico de maxima verosimilitud
en el caso de haber truncamiento. En este caso, para estimar el riesgo acumulado,
se define igual que en el punto anterior (censura por la derecha), con la diferencia:

le pasa a ser — T]
Donde 7; es el numero de individuos en riesgo antes de t;.
Asi, el estimador de Nelson Aalen extendido se expresa como:
tist,6;=0 d
o Y a5 4
Z {x]<tl<t]} =t Ti

y el estimador de Nelson Aalen para la funcién de supervivencia es:
- _y. _di
St)=eHO =¢ Rejstr,

En el caso de tener una variable aleatoria continua, la utilizacion de este
estimador generd muchas dudas por parte de Nelson (1972), Breslow y Crowley
(1974), Efron (1977) y Altschuler (1979). Aunque se llegdé a la conclusion de que
la H(t) estimada por Nelson y la S(t) estimada por Kaplan-Meier, son
equivalentes, salvo para los valores altos de t, ya que las estimaciones a dicho
tiempo son menos estables.
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5 — COMPARACION DE FUNCIONES DE SUPERVIVENCIA

La comparacion de funciones relacionadas con el analisis de supervivencia se
utiliza para encontrar diferencias entre el tiempo de supervivencia hasta el evento de
dos o0 mas grupos. Para ello, se necesitan pruebas estadisticas apropiadas con el fin
de determinar si todos los grupos presentan la misma supervivencia y, en caso de no
ser asi, cuales son diferentes.

La representacion de las curvas de supervivencia avisa si se encuentran diferencias
entre ellas, pero con las pruebas estadisticas adecuadas puede determinarse qué
diferencias entre las curvas son significativas. Ademas, sirven para indicar si un factor
considerado en el estudio influye de forma importante en el tiempo de supervivencia que
se esté estudiando.

Existen varias pruebas estadisticas para poder comparar la supervivencia de dos o mas
grupos. Se detallan a continuacion las mas utilizadas.

5.0 —- PRUEBAS LOG-RANK
La prueba Log-Rank, se utiliza para comparar dos funciones de supervivencia.

Su objetivo es determinar si existen diferencias significativas entre las curvas de
supervivencia de dos grupos en estudio.

Para realizar la prueba Log-Rank, se tienen que seguir los siguientes pasos:
1. Se definen los dos grupos de interés, como grupo |y grupo Il
2. Se ordenan los tiempos de fallo de los dos grupos de interés:
to <tp < <ty
Donde:

dy; y dy; — Son los individuos del grupo | (dy;) y grupo Il (d5;), que fallan en un
determinado tiempo t;, para j = 0,2, ..., k. De esta manera, se puede obtener el
total de los individuos que fallan en un determinado tiempo, es decir:

nyj ¥ npj — Son individuos que estan en riesgo del grupo | (ny;) y grupo Il (n,;),
antes del tiempo ¢;. De este modo, se puede obtener el total de los individuos
que estan en riesgo, es decir:
Tl] = an + lej
2. Se contrasta la hipétesis de igualdad de supervivencia entre los dos grupos:

Hy : 5o(t) = Sy(t)

Hy: So(t) # S,(b)
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3. Se coloca la informacion en una tabla de contingencia para cada ¢;, donde los
grupos se ponen en las filas, en las columnas se encuentra el nimero de veces
que el evento ocurre o no a tiempo ¢t; y el numero de individuos en riesgo a t;.

Tabla 5: Tabla de contingencia para el contraste de hipotesis.

TABLA DE CONTINGENCIA

GRUPO OCURRE NO OCURRE EN RIESGO
doj noj — doj Noj
Il dyj nyj — dyj nyj
TOTAL d; n; —d; n;

4. Una vez hecha la tabla de contingencia, se compara el numero de fallos
observados dentro de cada grupo y el numero de fallos esperados bajo la hipétesis
nula.

Vamos a trabajar bajo la hipotesis nula; es decir, considerando que la hipétesis nula es
cierta, y que la supervivencia para ambos grupos es semejante, por lo que no hay
diferencias entre ellos.
Los marginales totales: dj, n; — d; se consideran fijos y, de esta manera:
Do; y D,; — Son variables aleatorias con distribucion hipergeométrica:

Dyj ~ hipergeométrica (n;, d;, ng;)

D,; ~ hipergeométrica (nj, dj,nzj)

Como los grupos son independientes, estas variables hipergeométricas también lo son
y por tanto se obtiene:

P(Doj = dOj'DZj = dz;‘) =indep= P(Doj = dOj) 'P(DZJ' = dZJ') =

d; n; —d; d; n; —d;
dOj an_dOj dZ] an_de

) W)

()

Bajo la hipétesis nula, las funciones de supervivencia y riesgo son iguales para ambos
grupos a cada tiempo t;, lo que provoca que el numero de fallos esperados y varianza
en t; se exprese para el grupo | como:
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d;
eoj = E(Do;) = ny; n—] =g - by

_ _n]—d] nO]' nO]' _n]—dj nO]' nj—noj _
Voj = \V(Doj)—m'dj '—_'<°——>- oo b T )T

n; ny n;
an
f_k_\
_ (y—dy)-(nj—noj) - dj-mo; _ moj e - (ny — dj)
n? - (n; —0) n? - (n; - 0)

Donde:
eo; — Es el numero medio de eventos en el grupo | a tiempo ¢;.

Esta varianza, Vy;, tiene en cuenta tanto los tamarios de los grupos como el numero de
eventos y el numero total de individuos que se encuentran en riesgo para t;.

Asi el estadistico Log-Rank es:

k

U= Z(do,' — €oj)

j=0
Bajo la hipdtesis nula tenemos que E[U] = 0 y Var[U] es la suma de las V,; . Por tanto:

U—E[U] _ X-o(doj — €o))

= /VaT'[U] B Zk VO]

- N(0,1)

Elevando al cuadrado, se obtiene el estadistico de la prueba Log-Rank (LR), para
nuestra coleccion de tiempos t, dondej =0,2,..,k:

k
_ (Zj O(dOJ 901)) 2
LR = - - Xi

25 Voj
Es decir, se comparan los fallos observados (que son los eventos en cada situacién) con
los fallos esperados si las distribuciones fueran iguales.

Asi, si el estadistico observado esta en la region de aceptacion del contraste aceptamos
la hipdtesis nula de igualdad de funciones de supervivencia, y en caso contrario
debemos considerar que las funciones de supervivencia en ambos grupos son
diferentes.

Esto quiere decir que, por ejemplo, si separamos los grupos por la variable sexo y resulta
que las funciones de supervivencia son significativamente distintas, el factor sexo esta
afectando a la supervivencia.

Aunque este test nos indica la posible influencia de factores o covariables en la

supervivencia lo que no nos indica es cuanto influyen en la misma. Para ello deberiamos
hacer uso de regresion de Cox.
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5.2 - PRUEBA DE WILCOXON

La prueba de Wilcoxon o prueba de rangos se utiliza para comparar dos muestras
que estan relacionadas.

En analisis de supervivencia, esta prueba se usa para comparar la supervivencia de dos
grupos, siendo esto muy similar a la prueba vista anteriormente (prueba Log-Rank) con

la diferencia de que la prueba de Wilcoxon pondera las diferencias de la Log-Rank a
través del numero de individuos en riesgo para cada ¢;.

Para realizar la prueba de Wilcoxon, se tiene que seguir los siguientes pasos:

Tabla 6: Pasos para realizar la prueba de Wilcoxon.

1 Se definen los grupos de interés: Grupo | y Grupo |l

Se calculan los tiempos de supervivencia de cada individuo tanto para el
2 grupo | como el grupo Il.

Si un individuo no experimenta el evento final, se considera una
3 observacién censurada.

Una vez organizados los tres pasos anteriores, se utiliza la prueba de
Wilcoxon para comparar las distribuciones de supervivencia de los dos
grupos, de la que se tiene la Log-Rank ponderada:

k k d
Uy = Z n;(doj — eo;) = 2 n; <d01 —-n n—]>
j=0 j=0 J

Bajo la hipétesis nula de igualdad de funciones de supervivencia se tiene que
la esperanza E(Uy) = 0, varianza V;, = V(U,,) = ] —o VOJ (siendo las Vy;
las de la prueba Log-Rank). Asi se tendra que:

4 _ Uw —E[Uw] _ Y¥_on;(doj — eo))

JVar[Uy] B f n Vo

Y elevando al cuadrado se obtiene el estadistico de la prueba Wilcoxon:

- N(0,1)

2
Ly _ (Zf-omy (doj —e0))” 2
Vi, T n2vy; !

W, =

Esta prueba, principalmente se usa para valorar la importancia de los
individuos que se encuentran al inicio del estudio, ya que hay un mayor
numero de ellos que estan en riesgo al compararse con el final del estudio.
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El estadistico Wilcoxon es menos sensible que el anterior (Log-Rank) y se usa
principalmente para detectar diferencias entre las curvas de supervivencia cuando estas
se cortan.

Este estadistico da un pero mas elevado a las diferencias observadas en los primeros
momentos del estudio, pues considera que son mas informativas pues al inicio es donde
hay numero de unidades en riesgo.

Hay diferentes maneras de ponderar el estadistico Log-rank de forma que puede

definirse una familia de pruebas ponderadas Log-Rank cuyo estadistico de contraste
es:

k
z Wj(doj - eoj)
j=0

donde:

w = (wg,wy, ..., W) = Es un vector que pondera las diferencias entre los fallos
observados con los esperados a lo largo del tiempo de observacion.

Si se consideran varios vectores, se obtienen diferentes pruebas, que se ven reflejados
en la siguiente tabla:

Tabla 7: Pruebas segun la ponderacion w considerada.

Siw; =1 — se obtiene la prueba Log-Rank.

Si wj = nj - Se obtiene la prueba de Breslow o Wilcoxon generalizado.

Siwj = \/n; > Se obtiene la prueba de Tarone Ware.

. T n—di+1 , -
Siw= 1_[ % — Se obtiene la prueba de Prentice.
1 i
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6 — APLICACION PRACTICA DEL ANALISIS DE SUPERVIVENCIA

En este punto se refleja principalmente la aplicacion practica del analisis de
supervivencia mediante el método de Kaplan-Meier junto con el de Nelson Aalen,
comparando cual de los dos métodos es mas exacto a la hora de realizar la curva de
supervivencia.

La base de datos utilizada es ‘psych’,1997, que esta dentro del paquete ‘KMsurv’, del
programa estadistico Rstudio, utilizado para realizar este analisis de supervivencia. Esta
base de datos esta formada por los tiempos hasta el alta de un tratamiento psicoldgico
para pacientes mayores de edad que han acudido a terapia psicolégica. Se tienen datos
de 26 pacientes, tanto hombres como mujeres con una edad entre los 19 y 58 afios. La
variable respuesta viene dada por la duracién del tratamiento psicolégico en semanas,
es decir, cuanto tiempo tarda en que el paciente finalice la terapia, o el abandono de la
misma antes de tiempo.

En la Tabla 8, se muestran todas las variables, como las explicativas (Sexo y Edad) o
de respuesta (Tiempo y Estado).

Tabla 8: Variables de la base de datos ‘psych’

Nombre original Nombre en R Definicion Valores
Sexo del paciente 1= Masculino
Sex Sexo ;
en estudio 2 = Femenino

Edad en afios del Valor numérico
Age Edad (desde los 19

paciente en estudio hasta los 58 afios).

Tiempo hasta el

Time Tiempo alta (o abandono) Valor numérico
en semanas
Indica como 0 = abandono
Death Estado termina el paciente
el estudio. 1= alta

La salida que nos proporciona R de estos datos da una idea general mas clara:

Sexo Edad Tiempo Estado

M:11 Min. :19.00 Min. : 1.00 Min. :0.0000

P25 1st Qu.:28.25 st Qu. :22.50 1st Qu. :0.0000
Median :32.50 Median :30.50 Median :1.0000
Mean *35.45 Mean :26.42 Mean :0.5385
3rd Qu. :42.50 3rd Qu. :34.75 3rd Qu. :1.0000
Max. :58.00 Max. :40.00 Max. :1.0000
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Tras conocer como es la base de datos se comienza con el analisis, para ello, se realiza
un histograma de la variable tiempo para comprobar si los datos siguen una
distribucion normal o no.

Grafico 1: Histograma de la variable tiempo (‘psych’)
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Al observar este grafico se puede observar que el tiempo del tratamiento no se distribuye
de forma normal, ya que la linea naranja representa la distribucion normal y la linea
negra es la funcion de densidad de la variable tiempo.

Para confirmar que estos datos no siguen una distribucion normal, se utiliza el test de
Shapiro-Wilk, obteniendo de R un p-valor = 0.001166.

Como este p-valor < 0.05, se rechaza la hipotesis nula, es decir, se acepta la hipétesis
de que los datos no se distribuyen de manera normal, cosa que se veia reflejada en el
grafico 1.

Una vez que se ha visto que la distribucion de los datos no es normal, y que por tanto
la distribucion de los datos no permitiria hacer un estudio de regresiéon habitual, se
comienza con el analisis no paramétrico.

En primer lugar, se realiza la estimacion de Kaplan-Meier, y para ello se muestran los
tiempos en los que se dan los eventos y las censuras:

[1] 1 1 2 22 30+ 28 32 11 14 36+ 31+ 33+
[13] 33+ 37+ 35+ 25 31+ 22 26 24 35+ 34+ 30+ 35
[25] 40 39+

Donde los tiempos censurados son los que se representan con el signo ‘+'.

Con esta estimacion de K-M, se obtienen las probabilidades de supervivencia para cada
tiempo de evento.
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En ella se muestran los 12 tiempos para saber como es la estimacioén de la funcién de
supervivencia, que seguidamente se refleja en el grafico 2.

time n.risk n.event survival std.err lower 95% CI upper 95% CI
gl 26 2 0.923 0.0523 0.826 1.000
2 24 1 0.885 0.0627 0.770 1.000
11 23 1 0.846 0.0708 0.718 0.997
14 22 1 0.808 0.0773 0.670 0.974
272 20 2 0.731 0.0870 0.579 0.923
24 19 1 0.692 0.0905 0.536 0.895
25 18 il 0.654 0.0933 0.494 0.865
26 17 i 0.615 0.0954 0.454 0.834
28 16 1 0.577 0.0969 0.415 0.802
32 11 1 0.524 0.1013 0.359 0.766
35 7 1 0.450 0.1111 0.277 0.730
40 1| 1 0.000 NaN NA NA

Mirando la columna survival (que refleja la funcion de supervivencia), se observa como
se obtiene una mediana que esta situada en la semana 35 del estudio, con 7 pacientes
que siguen en riesgo y 1 evento ocurrido al finalizar ese intervalo de tiempo.

Con esta estimacion de la funcién de supervivencia se representa la curva de
supervivencia:

Grafico 2: Curva de supervivencia por K-M (‘psych’).
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En esta curva de supervivencia, se observa que la probabilidad de que los pacientes
sigan en terapia disminuye a medida que el tiempo va pasando, ya que los pacientes
estan superando los tratamientos psicolégicos. Las censuras se encuentran reflejadas
con una cruz en los tiempos correspondientes.

La curva comienza con un decrecimiento que no es muy destacable, hasta la semana
22 en que comienza un descenso mas pronunciado, provocado por la velocidad con la
que se producen los eventos (altas del tratamiento). Por ultimo, esta curva finaliza en la
semana 40 sin ningun paciente en tratamiento, lo que implica tener una supervivencia
nula y por tanto en la semana 40 todos los pacientes han sido dados de alta o han
abandonado el estudio.
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El riesgo acumulado se ve reflejado en la siguiente grafica:

Griéfico 3: Curva de riesgo acumulado por K-M (‘psych’).
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En esta representacion grafica se observa un aumento a lo largo del tiempo, destacando
que crece a partir de la semana 22, ya que en las semanas siguientes se produce un
mayor numero de eventos entre los pacientes.

De la misma forma, se ha realiza la estimacion de Kaplan-Meier con la influencia de
covariables, con la que se obtiene resultados para esas categorias.

Para ello, se calcula la estimacion de la funcién de supervivencia para los dos valores
de la covariable ‘Sexo’. Los resultados son los siguientes:

call: survfit(formula = Surv(Tiempo, Estado) ~ Sexo, data = psych)

n events median 0.95LCL 0.95UCL
Sexo=M 11 4 35 35 NA
Sexo=F 15 10 26 14 NA

La mediana de los tiempos de alta en ambos grupos es muy diferente en ambos sexos,
pues para el sexo masculino se encuentra en la semana 35 y para el sexo femenino, se
da en la semana 26. Esto podria inducirnos a pensar que el sexo influye en el tiempo de
alta del tratamiento, siendo el tratamiento mas largo en los hombres.

Las tablas con la estimacién de la supervivencia separadas por sexo se muestran a
continuacion:

Call: survfit(formula = Surv(Tiempo, Estado) ~ Sexo, data = psych)
Sexo=M
time n.risk n.event survival std.err Tower 95% CI upper 95% CI
22 n s il 0.909 0.0867 0.7541 al
25 10 i 0.818 0.1163 0.6192 ]!
28 9 1 0.727 0.1343 0.5064 q!
35 2 1] 0.364 0.2658 0.0868 1l
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Sexo=F

time n.risk n.event survival std.err Tower 95% CI upper 95% CI
1 LS 2 0.867 0.0878 0.711 1.000
2 13 i 0.800 0.1033 0.621 1.000
11 12 1 0.733 0.1142 0.540 0.995
14 A i 0.667 0.1217 0.466 0.953
22 10 1 0.600 0.1265 0.397 0.907
24 9 il 0.533 0.1288 0.332 0.856
26 8 4! 0.467 0.1288 0.272 0.802
32 6 1 0.389 0.1287 0.203 0.744
40 1 i i 0.000 NaN NA NA

Puede verse que el total de varones que comienzan el tratamiento es de 11, de los
cuales solo 4 son dados de alta, los demas son abandonos; por tanto, el porcentaje de
censura en los hombres es un 63.6%.

Por otra parte, hay 15 mujeres que comienzan el tratamiento y 10 de ellas experimentan
el evento y por tanto reciben el alta médica, asi el porcentaje de abandono en mujeres
es solamente del 33.33%, la mitad del porcentaje de abandono de tratamiento que el
experimentado por los hombres.

Grafico 4: Curva de supervivencia para el grupo Sexo por K-M (‘psych’).
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La curva de supervivencia para el sexo masculino, en color anaranjado, se mantiene
constante hasta la semana 22, que es la semana en la que se produce el primer informe
de alta de un paciente varon. A partir de esta empieza a decrecer hasta la semana 35.
Como no hay altas a partir de la semana 35, la curva se mantiene constante a partir de
este momento, aunque no llega al 0 puesto que no todos los hombres finalizan el estudio
con un alta a esa semana ya que existe un dato censurado en la semana 39.

La curva de supervivencia para el sexo femenino muestra una tendencia descendente
mas sostenida que en el caso del sexo masculino, con eventos (altas) repartidas mas
homogéneamente en el periodo de estudio, y sin ninguna supervivencia tras 40
semanas; es decir todas las mujeres han sido dadas de alta en esas 40 semanas o bien
han abandonado el estudio.
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Para ver si la diferencia que se observa en las curvas de supervivencia separadas la
covariable ‘Sexo’ es significativa, se realiza el test de Log-Rank, del que se obtiene:

calil:
survival::survdiff(formula = Surv(Tiempo, Estado) ~ Sexo, data = psych,
rho = 0)

N Observed Expected (0-E)A2/E (O-E)A2/V
Sexo=M 11 4 6.24 0.807 1..561.
Sexo=F 15 10 7.76 0.650 1.61

Chisg= 1.6 on 1 degrees of freedom, p= 0.2

Como el p-valor = 0.2 > 0.05, se acepta la hipotesis nula de igualdad entre los grupos,
es decir, aunque aparentemente parece que la covariable ‘Sexo’ influye en la
supervivencia, no hay diferencia significativa entre la supervivencia en ambos grupos
los grupos. Por tanto, la diferencia que veiamos en el grafico puede estar distorsionada
por la gran cantidad de abandonos que presenta el grupo de los hombres. Este es un
buen ejemplo para mostrar que las representaciones graficas pueden ser orientativas
de diferencias entre grupos sin que esas diferencias deban ser consideradas.

Veamos el riesgo acumulado separado por la covariable sexo:

Grafico 5: Curva de riesgo acumulado de la covariable Sexo por K-M (‘psych’).
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En esta grafica se observa un aumento a lo largo del tiempo para ambos sexos, pues la
funcion de riesgo acumulado ha de ser creciente.

Cabe destacar que dicho riesgo para el sexo masculino se mantiene constante hasta la
semana 22, en el que se produce el primer evento, y en la semana 35 tiene un aumento
muy pronunciado, lo que podria parecer un mayor numero de eventos entre los
pacientes masculinos, pero que en el fondo se debe a la gran disminucién del grupo de
pacientes en riesgo, pues aunque las semanas 28 y 35 son consecutivas en la tabla de
estimacion, entre ellas se producen 6 censuras, lo cual supone casi un 50% de los
hombres que comenzaron el estudio.
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En segundo lugar, se realiza la estimacion de Nelson Aalen, de la funcion de riesgo
acumulado, que se hace de forma similar a la realizada mediante el método de Kaplan-
Meier. Usando asi el comando ‘gplot’ en R se obtiene el siguiente gréfico:

Grafico 6: Curva de riesgo acumulado por Nelson Aalen (‘psych’).
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En esta grafica, se observa la misma forma de la funcién de riesgo acumulado que se
obtuvo con el estimador Kaplan-Meier (grafica 3); aunque en este caso el programa no
nos muestra bandas de confianza. Una diferencia importante entre ambos graficos es
que este ultimo es menos informativo en el sentido de que no estan reflejados los
abandonos de ninguna forma.

Separando los riesgos acumulados por Nelson Aalen, por la covariable ‘Sexo’, tenemos

Grafico 7: Curvas de riesgo acumulado por Nelson Aalen por covariable
‘Sexo’ (‘psych’).
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El estimador de la funcién de riesgo acumulado propuesto por Nelson Aalen es mas
exacto en el caso de trabajar con muestras pequefias; por eso en nuestro caso este
estimador debiera ser el de eleccion.

La diferencia entre ambos estimadores se hace mas patente cuando hay una reduccion
grande del tamafio muestral, por ello vamos a segmentar el archivo de nuevo por la
covariable ‘Sexo’, de modo que los tamanos muestrales son muy pequefios (11 en el
caso de los hombres y 15 en el caso de las mujeres) para ver si se aprecian diferencias
entre las curvas de riesgo acumulado estimadas mediante Kaplan-Meier y mediante
Nelson-Aalen.

En primer lugar, destacar que mediante la estimacién de Nelson Aalen el paquete R
comienza el grafico del riesgo acumulado una vez que comienzan a experimentarse
eventos, y por tanto, para el caso de los hombres, la grafica no comienza hasta la
semana 22, aunque ha de entenderse como que dicha funciéon se mantiene constante
en el cero hasta dicha semana.

Destacar que en este caso las graficas de las funciones de riesgo acumulado las
presenta de forma separade de modo que la grafica solamente refleja la forma de las
funciones, porque no las empieza ambas en el cero, sino que las separa por grupos
para hacer las diferencias mas visuales.

Aunque, recordemos que el test log-rank determind que las diferencias observadas en
las funciones de supervivencia no eran significativas, y por tanto, tampoco son
significativas las diferencias que podamos observar entre las funciones de riesgo
acumulado.

En el Anexo |, se encuentra la programacién para realizar los diferentes graficos de este
apartado.
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7 — CONCLUSIONES

Este proyecto de Fin de Grado ha consistido en el desarrollo de la construccion
matematica de los estimadores de la funcién de supervivencia, ya que es uno de los
principales objetivos en el analisis de supervivencia.

Estos estimadores son empleados para estudiar la variable, “tiempo hasta un evento”,
aunque muchas veces viene determinada mediante el nombre de “tiempo de
supervivencia o de fallo”. Dichos estimadores se utilizan para predecir la probabilidad
de sobrevivir cierto tiempo hasta la ocurrencia de un evento, y tienen la caracteristica
de recoger la informacion recogida en observaciones incompletas, llamadas censuras.

Las censuras son una pieza fundamental para este analisis, pues, aunque no
proporcionan informacion sobre el momento exacto en el que ocurre un evento, indican
que el evento no se ha producido hasta dicho momento.

Se han presentado diferentes funciones que describen la variable tiempo de
supervivencia, y que no son las mas usuales en los demas estudios de variables
aleatorias, pues, por ejemplo, normalmente se trabaja con la funcion de distribuciéon de
una variable aleatoria, pero en el caso que nos ocupa se utiliza la complementaria que
es la funcion de supervivencia. Ademas, se introduce el concepto de funcion de riesgo,
que es la mas adecuada para describir la dinamica de un proceso de supervivencia, en
el sentido de que nos indica la probabilidad instantanea de ocurrencia del evento, pero
s6lo de entre los pacientes que siguen en riesgo, de modo que se ajusta a la
desaparicion de individuos del estudio, ya sea porque al experimentar el evento ya no
siguen en el estudio, o porque han abandonado por causas ajenas al estudio.

Ademas, se han mostrado diferentes distribuciones de probabilidad que se utilizan para
llevar a cabo un analisis de supervivencia, desde un punto de vista paramétrico, como
los modelos Exponenciales, Weibull y Log- normal. Estas distribuciones son las mas
utilizadas si se quiere trabajar desde un punto de vista paramétrico, de forma que se
elige la distribucion que mejor se ajusta a los datos observados, de modo que las
diferentes funciones asociadas a dicha distribuciébn nos proporcionan los datos de
supervivencia.

Estas técnicas pueden resultar muy utiles cuando se trabaja con un gran volumen de
observaciones, aunque hay polémica sobre si la distribucion de los fallos y de las
censuras, que pueden ser totalmente diferentes, son o no independientes, pues muchas
veces los abandonos son debidos a causas no ajenas al estudio, como puede ser el
caso de tener efectos secundarios severos al probar un nuevo tratamiento.

Cuando no nos queremos limitar a una forma especifica de la funcién de supervivencia,
dicha funcién puede estimarse de manera menos rigida mediante métodos no
paramétricos. Asi. Aparecen diferentes estimaciones de la funcion de supervivencia
subyacente a los datos como son la Funcidn de supervivencia empirica, la Tabla
actuarial de vida, el estimador de Kaplan-Meier y o el de Nelson Aalen.

Para el desarrollo de este trabajo se destaca principalmente el método producto limite
de Kaplan-Meier, ya que es el estimador mas utilizado a la hora de calcular
probabilidades de supervivencia, aunque sélo tenemos estimacion de la supervivencia
para cada instante de tiempo en el que se produce el evento.
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Se ha probado que este estimador es el estimador maximo verosimil, pues hemos
hallado la funcién de verosimilitud de una muestra cualquiera de tiempos, censurados o
no, y después se ha maximizado, obteniendo que el estimador maximo verosimil de la
funcién de supervivencia coincide con el estimador propuesto por Kaplan-Meier.

Este estimador, produce una curva de supervivencia con forma escalonada, en la que
los saltos se producen en los momentos en los que ocurre al menos un fallo. Las
censuras so6lo se utilizan en el calculo del conjunto de individuos en riesgo, y en las
graficas se marcan con un signo “+”.

Dentro del analisis de supervivencia también se pretende comparar las tasas de
supervivencia de cierto evento marcado entre diferentes grupos, para identificar los
factores asociados con una mayor 0 menor supervivencia.

Aungue muchas veces basta con comparar las graficas de supervivencia obtenidas para
los grupos, hemos visto que existen pruebas estadisticas concretas para la comparacion
de curvas de supervivencia entre dos grupos como los tests Log-Rank o Wilcoxon. De
hecho, se ha presentado un ejemplo en el cual, aparentemente las curvas de
supervivencia parecen distintas, pero la prueba nos indica que dicha diferencia no es
significativa. Cuando esto ocurre suele ser por la influencia de las censuras, pues la
estimacion de la funcién de supervivencia cuando hay un porcentaje de censuras muy
alto es una estimacion bastante pobre.

Otro estimador no paramétrico utilizado en este trabajo, en este caso de la funcién de
riesgo acumulado, es el de Nelson Aalen. Hay que recordar que la funcién de riesgo
acumulado puede verse como el menos logaritmo de la funcion de supervivencia, por
tanto, la relacion entre ambas es clara. Asi, en el ejemplo practico presentado, se han
podido comparar las estimaciones de la funcién de riesgo acumulado estimadas con los
métodos de Kaplan-Meier y de Nelson Aalen. Tras realizar las curvas de supervivencia
se ve claramente que ambos estimadores son equivalentes, aunque el de Nelson Aalen
€s mas preciso para muestras de pequefio tamafo. Comentar que el paquete R trabaja
mucho mejor el primero de los estimadores que el segundo, seguramente porque es el
mas utilizado y por eso el que mas opciones graficas presenta.

Finalmente, con relacion a los resultados obtenidos de la parte practica sobre la base
de datos psych, en la que se presentan datos temporales de permanencia en un
tratamiento psicoldgico hasta el alta o el abandono, se confirma que los datos no siguen
una distribucion normal, ya que el p-valor obtenido del test de Shapiro-Wilk es menor a
0.05. Ademas, se confirma que, aunque aparentemente la variable sexo influye en la
supervivencia el test log-rank descarta que dicha diferencia sea significativa.
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