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ADVERTENCIA

DEL AUTOR.

:%:ﬂa utilidad de las Matematicas, cono-
cida por los progresos que han hecho en
nuestra Peninsula varios” ramos de las
Ciencias naturales ; hace desear Elemen-
tos de dichas Ciencias, por donde pue-
dan instruirse los Jovenes , y los demas
que por aficion se'dediquen 4 este Es-

. . e .
tudio. Para suplir en parte ®sta falta,

* publiqué en 1782 unos Elementos dé

Aritmética , Geometria y Algebra: y
ahora que es necesario repetir su impre-
sion , he juzgado de mi obligacion pu-
blicarlos mejorados en ¢l lenguage y or-,
den de las materias, y afiadirlos de alguna
otra que faltaba 4 los primeros. Con ¢l ob-

geto de que sea menos costosa, he creido




conveniente omitir la historia compen-
| diada de las tres partes de Matemiticas
| puras y las Tablas de los Logaritmos, que
e se encuentran en obras de mayor exten- ¥
| son: y seguramente no son necesarias 4
los Jovenes, 4 quienes principalmente se

destina.

NOTA. Un niimero puesto dentro de un
paréntesis denota que la demostracion ¢
esplicacion de lo:que allt se dice, estd en el

pdrrafo que tiene aguel nimero.
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I Todo lo que puede concebirse com-

uesto de partes que se midan 6 se nume-
xen, se llama Cantidad ; y es objeto de Jas
Matemdticas. De ellas se'da €l nombre de
Mistas a las que consideran en la cantidad
alguna propiecc{lad sensible : como el movi-
miento, la'vision, objetos de la Dindmica y
Optica; y de Puras a'la Aritmética ; Alge-
bra y Geometria, de que wamos 4 tratar:
Jas quales calenlan y miden la cantidad des-
nuda de toda propiedad sensible. La Aritmé-
tica por egempla, no atiende 4 si los niime-
ros de que trata, representan el peso de los
cuerpos , sus grados de movimiento... la
Geometria mide lineas, CUEIpoS... : pero pres-
cinde de que sean duros 6 ‘blandos, de que
$ean 6 mo partes de alguna m,é:quipa.

A
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DE LA ARITMETICA.

2 Si una cosa qualquiera se considera di-
vidida en partes iguales; por egemplo, si un
real se divide en treinta y quatro maravedises;
se da ¢l nombre de unidad a cada una de estas
partes, y de niimero a qualquiera porcion de
ellas , como siete, treinta. Quando el niime-
ro contiene unidades cabales, se-llama entero;
y quebrado quando solo contiene partes de
unidad , como un medio, dos quintos. A un
entero junto con un quebrado - llamarémos
nfimero misto , como ires y dos tercios. La
Aritmética da reglas para calcular y combi-
nar todos estos n{imeros.

3 Entre los diferentes signos 6 notas con
que varias Naciones han representado los
nimeros , se han adoptado unanimemente las
siguientes que HOS comunicaron los Arabes:
(o) cero, (1) une, 2) dos , (3) tres, (4)
quatro, (§) éinco, (6) seis , (7) stete, (8)
ocho, (9) nueve : 1os quales representan los
primeros niimeros que llamamos tambien ¢z-
fras 6 guarismos. Para espresar los demas
sin aumentar el nimero de signos que hu-
bieran servide de embarazo, se form6 de
diez de estos primeros niimeros, que vienen
4 ser sus wnidades, una decena ; y con los
mismos signos I, 2, 3 &c. puestos al lado




: DE ARITMETICA.
izquierdo de las unidades escribieron una de-
cena 6 diez, dos decenas 6 weinte, tres &
treinta, quarenta, cincuenta , sesenta sresioe
tenta, ochenta y noventa. En 46 por egemplo
el 4 significa quat.o decenas 6 quarenta, y
€l 6, scis unidades : y se lee guarenta 7y seis.
En 85, el 8 vale ocho decenas, que con las
cinco unidades componen ockenta y cinco. En
70, que se lee setenta, el signo (o) mani-
fiesta que no hay unidades : de manera . que
este signo ¢ero sirve solo para ocupar los si-
tios vacios de cantidad, :
4 Con diez decenas formaron una-cen-
tena 6 un ciento, y espresaron una, dos,
tres, quatro, cinco, seis, siete, ocho y nue-
ve centenas, 6 ciento, doscientos , trescientos,
“quatrocientos , quinientos y seiscientos , sete-
cientos , ochocientos y movecigntos con los mis-
mos niymeros, 1, 2, 3, &c. puestos. en el
tercer lugar. De suerte que en 569, el 3
vale cinco centenas 6 quinientos, que con las
6 decenas y g unidades compone guinientos
sesenta y nueve. De diez centenas hicieron
~un millar 6 mil, y con dichos signos 1, 2,
3, &c. puestos en el quarto lugar escribie-
‘ron uno, dos ,-tres, quatro, cinco, seis, siete,
ocho~, y nueve miles 6 millares: como en el
" mimero 7680, ‘donde el 7 vale siete millares,
¥y todo €l sicte .mil y ochenta. En el quinto
dugar pusieron las decenas de millar, que
A 2
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son disz mil, weinte mil , treinta mil, &,
hasta noventa mil: y en el sesto lugar los
cien miles, ¢ centenas de millar , cien wil,
doscientos mil, &c. hasta novectentos mils de
suerte que en el niimero 835007 , el 8 vale
ocho centenas de millar @i ochocientos mil,
el 3 tres decenas de millar 6 treinta mil, el
primer cero ninguna centend, el segundo
ninguna decena , y el 7 siete unidades ; todo
lo qual compone ochocientos mil , treinta
mil, cinco mil y siete, 6 mas breve, ocho-
cientos treinta y cinco mil y siete.

Con este mismo orden de hacer de cada
diez uno, se graduaron los nGmeros de los
seis sitios siguientes, y se les dieron los mis-
mos nombres que 4 los seis de que acaba-
mos de hablar, con sola la afiadidura de la pa-
labra cuento 6 millon ; €s decir , que las ci-
fras del séptimo sitio son unidades de cuento,
las del octavo decenas de cuento, las del no-
veno centenas de Cuento, las del décimo mi-
llar de cuento, las del undécimo decenas de
millar de cuento, y las del duodécimo cen-
tenas de millar de cuento. 30456320029 pot
egemplo , son treinta mil quatrocientos , Cin-

cuenta y Seis CUENTOS trescientos weinte mil

cpetnte y NUETE.

6 Las cifras que se escriben en log seis
sitios siguientes, el 13.° 14.° 15.° 16.%, 1%
18.°, tienen €l misino aumento de valor, y
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1os mismos nombres con la diferencia de ser
bicuentos. Las de los seis siguientes son #ri-
cuentos , las de los otros seis quadricuentos, y
asi hasta el infinito.

7 Luego para leer un nimero de muchas
cifras convendra dividirle de seis en seis co-
menzando por la derecha, y de este modo se-
¢4 facil dar 4 cada una su propio nombre y
valor. Si se diese el nfimero 2998383,525
088%,555848%, 592312 que son las libras
que pesa el globo de la: tierra bajo de ciertas
suposiciones ; despues de dividirlo conforme
e ve, se leera asi: doscientos noventa y nuc-
we mil ochocientos treinta y ocho tricuentos,
quinientos wveinte y cinco mil ochenta y ocho bi-
suentos , quinientos cincuenta y cinco mil ocho-
cientos quarenta y ocho cuentos , guinientos no-
wenta y dos mil trescientos y doce. Con igual

facilidad se podran escribir qualesquiera nfi-

meros que se pidan.
8 Se ve pues, que un nimero se hace

‘diez véces mayor por cada lugar que se le

adelanta acia la izquierda; es decir , que cada
vnidad de una cifra qualquiera vale diez uni-
dades de la que se le sigue 4cia la derecha;
pues una decena vale diez unidades, una cen-
tena diez decenas, un millar diez centenas,
y asi de los demds.
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CALCULO DE LOS NUMEROS ENTEROS.

Adicion.

9  El sumar los niimeros enteros que se
reduce @ juntar en uno solo todos los que se
i _dan para sumar, es muy facil quando no pa-
1 p ’c
- san de g ¢ pues sin reglas se sabs que 4y S
son 12, 7y-9 son I0.
. Par: los nfimeros d if 2
; ara sumar los nimeros de mas cifras, I.

- ,,s¢ escriben de manera que las unidades de .
'»‘; ,, los unos caigan bajo de las de los otros , las f
i | ,,decenas bajo de:las decenas ,:las centenas,

| ,, ntillares y demas partes bajo de sus corres-

| » pondientes. '

i 2.°,, Despues se suman todas las unida-
| ,,des, y seescribe la suma bajo de una raya
' ,, que se tira’ para evitar confusion : se suman
,» Igualmente las decenas , y se pone su Sumg /
| ,,junto 4 la de las unidades ; y lo mismo. se
f ,, practicacon las centenas, millares &¢.ad- i
‘ . virtiendo que si alguna de dichas sumas.cof-
,, tiene decenas y unidades , se escriben estas
,,bajo de la‘columna que se suma,, O cero sl
., coutiene solo decenasy y las decenas se juf-
,,tan con las notas’de la columna inmediata. ¢
De este modo resultard la suma que Se:bus-
ca, 6 un namero que contendra todas. las
unidades , decenas, centenas &c, de los qde
se¢ han dado para sumar. ey

\ *
&

&
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Si se nos preguntase el namero de

que han pasado desde la Cieacion del
hasta nuestros dias diviamos

Egemplo I.

Desdela Creacion al Diluvio pasaron. 1656
Desde este @ la Vocacion dz Abrahan. 427
Desde esta al paso del mar Bernicjo. 430
Ala cd_/'ccman del Templo de Jerusalen. 581
Deeste al principio del Imperio de Gyro. 479
Desde Cyrohastala Era de Seiencides. 224,
Desde esta hastala Eva christiana. .. 312
Desde Jesu-Christo hasta nuestros dias. 1792

Suma. ... ..

wn
\O
(@]
=

Escritos los nfimeros con el orden que se ve,
sumo las unidades, y para escribirlo en cifra
usaré del signo + que quiere decir mas , y
del = que significa igual 4 : En lugar pues,
de decir 6y 7 suman 13, y I son 14 &c.
diré mas breve 6 +7=—13, +I1=—=14,+

,\_,?__23, 4=27, +2__29,¢-2_3I.

por quanto 31 contiene tres decenas y una
unidad ; pongo I ba]o de las unidades, y
junto las 3 con las decenas asi: 3+5 =138,
H2=—J0,+3—13, V8 =—2I,+7=

}38 +2==30,~+1=—=31, +9==40, que

1 quatro decenas sin unidades; con que es-
"ibue cero bajo de la columna que sumo,

o
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0 4 4 lasiguiente: 4+6 =106, + 4
4y +4==18, g =13, +4==127,
- 22==29, +3==33, +7==39: es “tibo ¢
ylevo3: gur=—4, +1=7¢:escriboel
5,y tendré que han pasado hasta ahora g90x
afios desde el principio del mundo.
1o Los efros N

egemplos se ponen 1.
para egercitarse en . '
esta operacion. Y S¢ han de § 805 104
se ha de advertir  Sumar. 3492L
que quando en ellos 4 395210
O en otros quaIes- Suma. .. 3 235235

uiera se quicra gt
éxantinar st ha ha-
bido alguna equi-

Vocacion, $e podrin iiL

volver 4 sumar log _
niimeros comenzan- ' { 908991
do por abdjo ; pues g 59876
8i sale la misma su- 3 ocog4007
ma es suﬁc1ente 93780¢
prueba de que estd Suma. . . 4 9lobrg®

bien sacada.

Substraccion,
" 1t Restar uin nimerd de otro a8 avéris
guar la diferencia qué hay entre los dos: :gs-ﬁ
tar por egemplo 7 d¢ § s ehitontrat €l nfimerg"
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2 en que el g excede 4 7. Esto se espresa thas
brevem-nte asi; g —7—12; y se lee nueve

imenos sicie és ignal 4 dos: 10— 6==4 quie- -

re decir diez. menos séis es fgual d quatro.

. 12 Los nfimeros de una cifra s¢ restan
facilisimamente. Para restir los que tienen
mas, 1.° ,se escribe el menor que se llama
s3 subtrahendo | bajo del riayor 6 Hirm'mie;m’o,
s con la corresporidencia dé unidades , dece-
#»Nas, centenas &c. 2.° Se resta la cifra infe-
sstior de las unidades ; deé la supetior , y se
s escribé debajo la diferencia. 3.° Quando las

s»dos cifras son iguales se escribe cero, y sila .
»» inferiot es mayor que la superior se anaden @

»éd esta 10 tomando para ello una unidad
s»de la nota antérior que quedari .con una
, unidad menos, y se egedigta despues la resta. <
in ¢l caso de sér cero la nota 6 notas ante-
Cedentes, $¢ toma la unidad de la primera
gue no lo sea, y éntonces en cada cero que-
4 un 9 ; tomo se verd en el egemplo r.°
_ 4.° Lo mismo que con las unidades se
egecuta con las decenas ; centenas &c. y en
Babiendo sacado la diferencia de todas las par-
tes de los dos nfimeros se tendrd forzosamen-

% la de dichos nlimeros que se busca.

@
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Un Egéreito de Egemplo 1.
438552 Soldados
logro de los despo- De.... ... 98004639

jos de una batalla
98004639 doblo-
nes; s¢ dio a cada
Soldado un doblon,

Seha de restar. 438532

Diferencia.

. 97566087

1L

yse prégunta quan- De. ... ... §6003120
tos qt(li-sd;irgn- Des-. Restando. . . . 1968502
ues de haber escri- ;
fo los nlimeros co- ielland Sl aN
mo muestra el pri- 11
mer egemplo , co- ;
menzaré diciendo, Iggoooog
restando 2 de g que- dect ' e
dan7,69—2=—=7 6799024

que escribo bajo deg

la raya: y porquede 3 no se pueden restar
§» tomaré 1 del 6; y juntando con 3, 10 que
vale, tendré 13, de donde quitando § que-
dan 8, que pongo debajo junto 47 : § —
§ —=#qife escribiré seguido al 8. De 4 tam-
poco. puedo restar 8, con que tomo 1o de
una unidad de 8 que vale 1000 de las del 4
(8), y restando de 14, 8 pondré debajo 6
que quedan. Los ggo que con Io componian
la unidad del 8, ocupan el lugar de los dos
ceros, y asi diré 9—3=—6, 9g—4=—35:
cscribo estas restas y despues 7 y 9 de donde:

nada hay que restar, y teadré 97566087

o

e 7




DE ARITMETICA. 1t
por el niimero de doblones que quedan. En
los demas egemplos no habra .en que trope-
zar bien entendido este:

13 Como el residuo 6 diferencia es el
exceso que el nlmero mayor lleva al menor,
es claro que en afadiéndoszlo al menor ha
de resultar el mayor. Si 8 excede 4 6 en 2,
2y 6 han de componer 8: luego siempre
que sumando la diferencia con el subtrahen-
do resulte el minuendo ; estara bien hecha la
Testa, o- [y oo

Multiplicacion.

14 Multiplicar un nimero 8 -por 2 es
duplicar 6 tomar dos veces al §: el.-16 que
resulta se llama producto, el 8 multiplicando,
el2 multiplicador , y e} 8:y 2 factores de 16.
Mulriplicar 8 por 3 es.tripliear 6 tomar tres
veces;a-8 : multiplicar, 7:por 6. es tomar seis
veces)d<7 3 oy en general muliiplicar un, nii-
mero por otro es tomar-al -multiplicando tan-
tas veces-como unidades-tiene e} multiplica-
dor,, 6 es:sumar un nimero con ¢l mismo
cierto niimero de: veces.-De consigniente si
el multiplicador es 1 saldrd de producto el
mismo - multiplicando : ¥ si el multiplicador
©s cero, sera tambien cero el producto. ;

15 | Pues que el multiplicador sirve solo
de indicar las veces ‘que se ha de tomar al
multiplicando , debera ser el producto de la
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misma especie que el multiplicando. Y quian.
do el multiplicader sea un niimero que ex-
prese cierta especie de cosas; como si se hu-
biese de averiguar ¢l importe de 6 varas 4 g
reales cada varas para multiplicar g por 6 ha-

bra que desnudar al 6 del concepto de varas, |

y considerarle finicamente como representan-

do 6 unidades 6 como numero abstracto.
16  Para la practica de multiplicar se ne-

cesita tener bien sabidos los productos de los

nueve primeros niimeros ; de los quales pon- |

dremos aqui los mas dificiles, usando del sig-
no x que significa multiplicado por: 4x6 —
24 quiere decir 4 multiplicado por 6 esigual
d 24 &e

B30, 3x4=13, 3x§=1¢, 3x6=18, 3xr=21
3x8=24, 3%9=27,4x4=16,4x5=20, 4x6=24
4x7 =28, 4x8=32,4x9=36, §x5=2%
§x6=30, §x7=3§, §x8=40, §x9=4%
6x6=36, 6x7=42, 6x8=48, 6x9=54
7%x7=49, 7x8=56, 7x9 =63
8x8=1064, 8xg=72
9x9=81.

17 ,,Quando el multiplicador tiene una
»sola cifra, se multiplican por ella todas las
» del multiplicando comenzando por las uni-
»dades , y se escribe debajo cada producto,

551 es de una sola cifra, y si es de dos, s¢ _

R—

KBt S o ki

v



SRR
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pjunta la de las decenas con el producto si-
» guiente. ¢

Para saber las
arrobas de agua que

en 6 dias arroja el Multiplicande qo78g
cato de un pilar  Afylsiplicador

que cada dia echa R
90785 arrobas; co- P roducto ,_,.S.iiZ.I_O_.

locaré 6 bajo de

90785 , v diré 6 veces § son 30, 6 mas bre-
ve 6xg5=30, escribo por bajo cero y guar~
do las 3 decenas para juntarlas con el pro-
ducto signiente ;: 6 x85=48 y las 3 son §1;
escribo I yllevo §: 6x7==42,+§=—47,
pongo 7 y guardo 4 : 6x0—=o0, en cuyo lu-
gar pondré 4 que llevaba : 6><9_,_ §4, pon~
g0 4y despues 5 : y tendré que en 6 diag
arroja el cafio §44710 arrobas de agua.

I8 /.45 Quando el multiplicador tiene mas
s»T01as , se practica con cada una lo que con
»»1a primera, cuidando de empezar 4 escri-
»bir cada producto bajo de la cifra que
pmultiplica; y de sumar despues todos log

Egempln .

» productos que resnlten. <
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IT.

Multiplicando 80340091

Multiplicador 708

Producto por 5. ' 401700455
Producto por 0. -~ 00000000
Producto por 7. 562380637
Producto total §6639764155

Si se pidiese el valor de So340091 arro-
bas 4 razon de 7og mrs, cada una; escritos
los dos nimeros como se ve, multlphcare
como en el egemplo anterior todas las cifras
BL'0; 3,400z 00 s porlap imera § : mul-
tlplxcare despues las mismas cifras por cero
escribiendo el primer producto Ixo0=—=o0 ba-
jodél cero que mulmphca, esto es, en el
segundo sitio : pasaré lucgo 4 multiplicar las
dichas cifras por 7 poniendo el primer pro-
ducto 1x7=—7 en'el tercer lugar; y'su-
mando despues los’ tres productos , resultara

el total §6639764155 maravedises que im-

“portan 80340091 arrobas. III.
E] nimerq de minutos que 3700
componen Io afios, 4 meses y 1440

20 dias, se averigua reducien- —"7

do primero 10 afios 4 3650 | ;;5;)0

dias, producto de re multipli- | f b

cado por 365 dias que tiene 5 &

el aflo; y 4 meses a 120 dias _379”’____
FES TR

T

e s ikt | SR



DE
producto de 4 30 dias de un
mes : sumando despues 3650
r 120 dias con 20., y multi-
plicando por Gliimo la suma
3790 por 1440, de que re-
sulta £457600 , nlimero de
minutos que s¢ pide.

19 Enel 4.° egemplo se
omite la multiplicacion por los
tres ceros , cuidando solo de
escribir el producto por 3 ba-
jo del 3. Quando los ceros’
estan al fin de los niimeros
como en el §.° egemplo, se
multiplican las demas cifras
83 por 35, y al producto
2974 se aiiade el niimero de
ceros que hay, que al presen-
te son seis.

ARITMETICA, I

oy

IV,
§7498
30002

517432

172404 ..
1725457482

%
85000
34000

425
255

2075000000

20 Ultimamente, para multiplicar un nii-
mero qualquiera 78 por 10, se le aflade un
cero asi, 780 : para multiplicarle por 100, se -
le afiaden dos eeros y producen 78005 su pro-
ducto por 1000 es 78000 poniéndele tres

ceros &¢.
21

Para ver si esta bien hecha la multi-

plicacion se repite tomando al multiplicador
por multiplicando y 4 este por multiplicador;
pues el producto debe ser el mismo. En efec-
to, lo mismo es tomar 4 3790 (Eg. 3.%)

s,
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1440 veces quUe 4 1440, 3790 Veces; por-
que en ambos casos se toman las cifras del un
plimero tantas veces como unidades hay en
cada una de las cifras del otro: y en esto es-
triba tambien lg demostracion de esta opera-
gion,

Drvisiop,

22 Para averiguar las veces que un afi-
mero qualquiera 2 se puede restar de otro 8,
0 las yeces que se contiene en 8, hapria que
hacer quatro restas, y muchas mas si los nii-
meros fueran mayores. Para egecutar esto con
mas facilidad se 1;1vento la Division , opera~
cion por la que se averigna las veces que un
nGimero que se llamg divisor, se contiene en
otro que es el dividendo. Lo que resulta ¢
llama cociente , niimero abstracto en el qual
solo se consideran tantas unidades como veces
el divisor cebe en el diyidendo; de suerte,
que st se multiplica el divisor por el cocien-

ol pxoducto debe ser el d1v1dendo, ]
dec1r , si 4 cabe en 8, 2 yeges, 2 veces el 4
ha de componer 8. De cons1gu1ente qual-
quiera cantidad 7 dividida por si dard 1 de
cociepte , y dividida por 1 dard el mismo 7.

23 ,,Para practicar la lelSlOIl, escritQ
»el divisor al lado del dividendo 1.° 'se 1o+
»man de la izquierda de este lus cifras que
» basten 4 contener al diyisor ¥ weugu;mde
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»»qué nfimero de veces le contienen , se es-
» Cribe ‘aparte por’ cociente.

2.° ,, Se multiplica este cociente por el di-

»Visor ; y restande el producto de las cifras
s»separadas’, se juntard’d la restala nota que
»s€ les'sigue para tenér un nuevo dividendo.

3%y Vuelvase @ ver las veces que con-
» tiene ‘gl “divisor | y escribase en el cociente
s»junto 4 la otra la nota que salga, la qual

»» 8¢ multiplica por el divisor y su ‘producto -

» se resta del dividendo.

4.°,yA lo que sobrase ‘afiade la pota si-
»s guiente , -y despues todas las demas, prac-’

» ticando lo que llevamos dicho siempre que
»Se baje-alguna: 4 no ser-que ‘el divisor no
»'quepa en el dividendo ,‘en cuyo caso nada

» Mas se hace que ponér tero en el cociente.«:

JI Ege}?zplp p :
Dividendo 24,528 ¢ l,7 Divisor. .
21 ‘3504 Cociente.
aodin
35
0028
2

7

28

Para averiguar el nimero de varas que |
wr pertade 24528 pesos d ra -

Y
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yara , 6 las veces que 7 cabe en 246285 es-
ctibo 4 su lado el 7, y ¢omo no cabe en la
primera cifra 2, diré 7 en 24 cabe 3 “veces,
escribo 3 en el cociente 3 multiplico despues
3 porel divisor 7, 'y restando el producto 2.1
de 24 me quedan 3 Junto a 3 €l §.que sigue
4 24,y digo 7 en 3§ cabe § veces justas que
escribiré juntod 3 en el cociente. Bajo la ci-
fra siguiente 2, y como no conticne 4 7 5 pon-
go cero en el cociente , y bajo el 8: 28 con-
tiene 4 7 , 4 veces justas que escribo junto al
cero : y tendré que 7 cabe en 24528, 3504
veces , niimero de varas que sc bus¢a. Y ¢o-
mo digimos (22)) que el divisor multiplicado
por el cociente , debe dar el dividendo ; serd
la prueba de estar bien hecha esta division
que 3504 x7 == 24428. i
Si se pidiese ¢l nume-
ro de reales que compo- II.
pen 20672 maravedises, 206,72 } 34
6 las.veces que 34 mis. ., 57
que hacen un real, caben W
en 20672 ; por no caber 272
34 en 2 ni en 20, diré 2*
34 en 206 cabe 6 veces, o
ue escribo en el eociente, T
multiplicé 34 por 6 y restando su producto
204 de 206 quedan 2, al que juntaré la
Rota siguiente 7 : y Como 34 No cabe en 27
pongo. cere en el codiente : bajo el 2, y divi-
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DE ' ARITMETICA. 19
diendo 272 entre 34 encontraré 8 sin resta:
de consiguiente 20672 mrs. equivalen 4 608.
reales. fectivamente, 608x 34==20672.

24 - Quando el divisor tiene muchas ci-
fras; en cuyo casoes dificil conocer las veces
que cabe en cada parte del dividendo, nos
Contentamos con averiguar las veces que la 1.2
cifra ‘del uno cabe en la 1.4 del otro, y para
mayor seguridad se hace la misma diligencia
con la 2.4 y 3.2 Sin embargo, conoceremos
que el cociente es mayor que el verdadero , si
resulta mayor qie el dividendo el producto
del divisor por el cociente, y entonces se de-
be corregir disminuyéndole. Porel contrario,
Serd pequefio el cociente y se deberd aumen-
tar, siresulta de resta una cantidad mayor 6
igual al divisor. 2h '
~""Habiendo de re- JII.

partir 9639476 rs. g oo
entre 2789 perso- 9639,475 li78_9

: T ox
nas’s en lugar de 8367 345655

averiguar las veces 12724

‘que 2789 caben en 11156
9639, veré quin- IT"(,g;"

tas veces la 1.2 ¢i- 13945
fra 2 cabe enla 1.2 e
ra 2 cabe e; t740%

y sobra ; ‘como la -ﬂ?ﬁ_

‘24 7°n0 cabe 4 ve- 091

e enla 246 que
Ba
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con el ;sobrante I compone i, pondré solo
3 en el cociente. Multiplico y resto y me re-
sultan con el 4 que bajoy 12724 Examino
ahora quantas veces el 2 cabe en 12 (en es-
te caso, esto es, siempre que el dividendo
tenga und cifra mas que el divisor , se toman
las dos primeras cifras por 1.*) Aunque 2 ca-

be en 12,6 veces, no sele puede poner mas
que 4.4, porque la 2.3 cifra 7 solo cabe una
vez en la2.:2 del dividendo : hecha la miulti-
plicacion y-la resta afiado-al. residuo 1563 el
7,y parto 1§ entre 2, y como la 2.2 aifra 7
‘1o cabe niraun 6 veces en la otra 2.2 escribo
g de cociente, multiplico y resto y pongo al
residuo la filtima cifra § @ y porque el 7. no
cabe ni 77 veces:en la 2. del dividendo.pongor
le 6 y tendré de {ltimo residuo 691I. :

2¢ Estay qualquiera otra resta de la di-
vision que no €s cabal , se escribe al lado del
cociente sobre una raya con el divisor, por
bajo asi, 34 5625 1o qual significa.que el
691 estd partido por 2789 ; porque una rays
puesta entre dos nfimeros indica que-el de ag-
riba esta dividido por el de abajo : 22 quigre
decir 6o partido por 20 : 555 g5 lo mismo que
365 partidopor 15 &c. :

26 Notese que nunca puede pasar.de 9
1a nota del codiente 3 pués si @ la mayor zesta
que es uno menos que el divisor , se lejuaga
9 que es la mayor cifra que puede bajasss
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falta 1 todavia para que el divisor quepa 10

veces en el dividendo que resulta: 19 entre 2

por egemplo, 199 entre 20, 239 entre 24
&c. 'nunca les cabe 4 10.

-27 Para sacar la mitad de un niimero, se

le divide por 2, para sacar el tercio por 3;

“para sacar el quarto se parte por 4 &c. El ter-

ciode 1§ es=:=¢: el séptimo de 42 es4>=6:
el octavo de 96 es 2= 12 &e.
28 Siendo —__8 22—6o.... esto es, sien-

-do todo-namero dividido por 1 el mismo ni-

mero ; es claro que quando el divisor sca al-
guno de los nimeros 10, 100, 1000 &c. se

‘hara la division ‘separando de la- derechia. del

dividendo tantas cifras como ceros tenga el di-
visor : las que queden a la izquierda compo-
men el cociente, y las separadas el residuo que
se pondra sobre una raya con el divisor por
bajo. Para dividir 16578 por 10, separado el
8, sera el cociente 1657 2 16578 partide
por 100 es, separando 78, 16575 : 35 e,
separando §78, 16 £ &c. De consiguiente
quando al fin de un divisor hubiese ceros, se
separan de la derecha del dividendo otras tan-
tas ciftas, que se afiadirdn 4 lo que quede des-
pues de practicar la division. En 675469 que
se ha de dividir por §400, separo 69 y divi-

diendo 6754 entre §4, tendré 124 de cocien-

te con 4 de sobra: es decir; que les toca a

469
12 5 s400’
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29 Si qualesquiera dividende y divisor se
multiplican 6 parten ambos por un nimero sea
el que fuere ; daran el mismo caciente que an-
tes de haberlos multiplicado ¢ partido : por-
que repitiéndose amibos un miismo niimero de
veces por la multiplicacion , y disminuyéndo-
se igualmente por la division no debe alterar-
se su caciente. En efecto, 20 partido por 4,
20x6 pirtido por 4% 6 ; y 2 partido por % dan
todos tin ntismo cociente 10. De lo que se in-
fiere queé si al fin de dividendo y divisor hu-
biese algurtos ceros ; se puede abreviar la di-
vision quitando de ambas partes igual niumere
de ellos: Sise tuviese que dividir 6400 por
400 s¢ dividird 64 por 4,y el cociente 16 se-
r4 el de 6400 por 400 5 pues habetles quita-
do los dos ceros es haberlos partida ambos
por 100. . ]
" 4o La demostracion del método de divi-
dir consta de las mismas reglas ; pues por ellas
se averigua las veces que el divisor cabe en
cadd una de las partes del dividendo, La prue-
ba se hace como digimos ya (22), cuidando
de afiadir al producto del divisor por el co-
ciente qualquier sobrante que resulte quando
la division no es cabal. Si en los nfimeros del
3.1 egemplo se multiplica el divisor 2789 por
el cociente 3456, y al producto 9638784 se
afiade 691 que sobid; saldrd . el dividende
9639475 Lokl
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Divisores de los Niimeros.

31 Entendemos aqui por divisor de un
ntimero el que le divide sin resta : como 4 que
divide a 12, y § 4 15. Para encontrar todos

los divisares de un niimero, 2 310 por egemplo,

se le divide por 2 y ¢l cociente 1155 que ya
no puede volverse a partir justamente por 2,
se divide por 3 : el resultado 385 partolo por
5, y dividiendo el cociente 77 por 7 , tendré
11 que le partiré por el mismo IT para sacar
el Giltimo cociente I.

Multiplico ahora de dos en dos, de tres
en tres, de quatro en quatro y de cinco en cin-
co los divisores simples 2, 3, §, 7, IT que
me han servido, asi: 2x3=6, 2x§=10,
AXFESSLY y AXTISEAD 5/ FGr=TiE  Sreotra B
IXLI=33, §x7==3§, §¥I1=§§5 7>L1=77:
2%x3x§==30, 2x3x7=42, 2x3x11=06, 2x§x7
=70, 2x§x1 1110, 2X7xII=<1§4, 3X§x7
=—=I0§, 3x4xIT==16§, 3x7=xI1=x231, §x7
x11=38§: 2x3xgx7=210, 2x3x§x11=330,
%3731 [=402, 2x§x7%1 I=770; §x§x7XI T
==I1§§ ¥ 2x3x§xyx11=2310. Junto ahora
los divisores que han resultado con 1 y con los
que habia’, y tendré todos los del nfimero,
que son I,2,3, §,6,7, 10, 11, 14, IX;
21,22, 39, 33, 35, 42, §35, 66, 70,77, 1035,
110, 154, 165,210, 231, 330, 385, 462,
770, 115§, 2310,
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32 Para encontrar la comun medida , 6 el
mayor divisor comun de dos nimeros, esto es,
el mayor niimero que los divida sin resta ; se
ndivide el mayor por el menor ; y si sobra algo
jise divide el menor por el sobrante s si vuelve
.14 sobrar, se parte el primer residuo por el se-
wgundo ; y si aun sobra se continia dividiendo
usiempre por el @ltimo residuo el anterior: y si
nse llega 4 una division cabal, el nimero que
yen ella haya hecho de divisor , sera el que se
ubusca 3 pero:si sobra 't enla Gltima division,
smo tienen divisor comun los dos niimeros y se
wlaman winieros primeros.

Si se pidiese el divisor comun de, 341y
go2, partiré este por 341, y después 341 por
161 que sobran:: el residuo es 19 que ha de
ser divisor de 161, y porque aun sobran g;
parto 19 por.g, y como me sobra I, conclu-
yo que 341y §02 no tienen divisor comun.
Si se pidiese el de 438 y 102, dividirfa el 1.°
por el 2.° y este por 30 que sobran, partiria
30 primer residuo por el 2.° 12, y Gltima-
mente el 12 por la resta 65 y como la-divi=
sion es cabal , sera 6 divisor comun de 438y
102. : .

33 Uldmamente el divisor de 1729 y
1234 se encontrara dividiendo uno ;per otro,
y despues-1234 por la resta 494; de esta
division sobran: 247 que ha de ser divisor de
494,y saliendo cabal la particion serd, 247
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€omun divisor de 1729 y 1234. Eféctivimen-
te,, por dividir 247'4. 494 , divide tambien 4
494> 2 + 247 ==1235 nlimero menor; y de
consiguiente al-mayor 1729 que se compone
de 1235-+404; luego es el divisor comun;
por otra parte es el mayor, porque si hubie-
ra otro mayor que 247 que los dividiese, di-
vidirfa tambien 4 247 menor que €l; lo qual
no puede ser: .

34 Quando hay que buscar el divisot
tomun de tres nlimeros, se busca el de dos,
y despues el de este y del tercer nfimero. Se
halla por égemplo , el divisor de 140; 70 y
50, buscando primero el de 140 que es 14, y
despues el de 14 y 56 que es el 7, ¢l quallo
serd de 140, 70 y §6. Lo mismo.se practica
quando los niimeros son quatro, cinco 6 mas.

35 A veces se distinguen sin trabajo los
divisores de un niimero. Por egemplo , sera
divisible por 2 siempre que su altimo guaris-
mo es par. Quando su nota {iltima es §, es
divisible por 5, y por § y 10 quando se acaba
en cero. Ultimamente, si sumando como uni-
dades simples las cifras de un niimero ; resulta
cantidad divisible por 3 6 por g, dicho nii-
mero es divisible por 3 6 por 9. Asi sucede
en 2I cuyas cifras 2-+~1 suman 3, y por tanto
es divisible por 3: 80211 lo es tambien, por-
que sus cifras 8, 2, 1, y I suman 12 que es
partible por 3. Finalmente, 60345 se puede
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dividir cabalmente por 3 6 por g, porque 6
#-3--4-+5 suman 18, cantidad divisible por 3
y por g.

DE 10S QUEBRADOS.

36 Como unreal se compone de 34 ma-
ravedises , un pie de 12 pulgadas, una arroba
de 2§ libras &c. las pulgadas, las libras y los
maravedises sern partes 6 quebrados del piey
dela arfoba ydelreal. Pero como la unidad
puede dividirse en: infinidad de partes que ni
tienen ‘nombre ni uso en la vidd civil; ha side
preciso inventar un método general para re-
presentar lgs quebrados , nfimeros que expre-
san una 6:muchas de las partes en que se pue-
de concebir dividida.la unidad. Si esta por
egemplo 3/ 5€ hace tres partes, y se toman dos,
tendré el quebrado dos tercios que se escribe
ast, % Sobre la raya se pone el niimero de
partes del quebrado que se llama numerador,
y por bajo el niimero de partes en que se di-
vide la unidad, y se llama denominador : el
qual viene 4 ser la unidad hecha partes, 6 el
que determina la especie 6 tamafio de las par-
tes del quebrado ; pues scrén tanto mayores é
menores, quanto en menos 0 mas partes se
divida la unidad. Segun esta doctrina el que-
brado £ de real, que se lee quatro quintos,
significard quatro partes de un real dividide
en cinco partes: 5.6 seis octavos de vara, ex-

.
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presard seis partes de una vara hecha oche
partes. ‘ ,

37 Los quebrados %, £, £, 2, = &, s@
leen ; un medio , tres quartos , cinca séptimos,
siote tiqvenos , dos détmos i pero en los que-
brados cuyo denominador pasa de 10 se fora
man sus nonibres con la terminacion avos: &
$On qudtro quinzavos : =2, diez y seis veinta-
B0S: Y S5, ochenta y seis cienta sesénta y sies
tavos. Al numerador y denominador llamas
rénios tambien #érminos del quebrado;

38 De dds quebrados de un mismo deno=
minador, 6 de una misma especi¢ de partes
comio §y £, es mayor £ que tiene mas partes,
6 mayor numerador: y al contrario ; de dos
quebrados 2, 2 de un mismo numerador 6 de
igual nfimero de partes es mayor %, cuyas par:
tes son mayores , esto es; el de menor denomi
hador. Si los quebrados tienen numeradores
y denominadores diférentes, se reducen 4 un
mismo denominador para averiguar qual es
mayor. , , ;
39 Todo quebrado puede considerarse
cothio el cociente del numerador partido por

el denominador ; porque lo mismo es en 2 de

- real; considerar un real dividido en 34 partes

y tomar 8, que considerar 8 rs, divididos ens
tre 34. Luego si no se altera un coclente por
multiplicar 6 partir dividendo y «divisor por
un mismo niimerc (29) i tampoca se mudard
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elvalor de un quebrado.,. aunque se mulsipli-
quen 6 partan su numerador y denominador
por-un mismo nipmero. Si'se multiplican el 2 y
el g de 2 por1o, el producto22 sera del mismo
valor que2: y si s¢ dividen 20 y g0 de 22 por

s0
o

. 4 ’ S 2
5 el cociente £ valdra lo mismo que 2y que
T+ Por esta regla se tendra multiplicando su-
: F AN T V| |
cesivamente por 2, J=%=2=1% &c. pues lo
mismo es una parte del real dividido en dos;
que dos partes del real hecho quatro, que
quatro partes del real dividido en ocho partes:
6

multiplicando: por 3, 2==1%=5¢ &c. mul-

tiplicando por 4, f=22=d0 =222 &e,

<40 De consiguiente st dado un quebrado, se
pide otro de igual valor y mas sencillos se bus-
eard el divisor comun de su numerador y de-
nominador (32), y dividiéndolos ambos ‘por
€l, sera el cociente ¢l quebrado reducido.
Hayase de reducir 4 expresion mas sencilla el

quebrado 2222 : busco primero el divisor co-
p

1729 *
mun de 17299 y 1235 que es 247 (33),y di-
vidiendo por €l ambos términos tendré de co-
clente $ =225, ;

41 Pero sin acudir 4 esta operacion pesa-
da debuscar el divisor comun, se pueden re-
ducir muchos quebrados, dividiendo sus dos
términos por 2, todas las veces que se pucda
hacersin resta; quando ya no se puede, se di-
viden por 3, por §, por 77, por 9 &c. Para
reducir por. este método- 4 menores términos
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el quebrado 2%, dividiré por 2 'su numera-
dor y-denominador. y tendré £32 : repetiré aun -
dos veces la division-por 2 y me resultara £
cuyos dos términos partiré por g por no; pa-
derse ya por 2 : el cociente es 2, que me da
porfiltimo £, dividiendo por 3¢l gy u%L,

42 Quando sea:menester poner un ente-
ro 8 en forma de quebrado, se le escribe por
denominador 1 asi, 5. Pero sitiay /quie redu-
cirle a-algiina especie de quebrados cemo. pos
egemplo , a quintos; come cada unidad tiene -
cinco quintos, se!multiplicara 8 por g, y se1a
lo mismo 8 que 2. Para reducir 11,4 sépti-
mos multiplicaré 1x per 7 y tendréZ=11:en
general , se ha de multiplicar el eutero por ¢l
denominador de la especie que se pide yy po-
ner despues bajo del. produste dicho denomi-
nador. _ :

Si al entero acompafia algun ‘ quebrado,
eomo si se ha de reducir 4 un solo quebrade
10 3, reduciré primero 1o 4 £, y diiadiende
despues los tres octavos; tendré 22=102: 28
7= es lo mismo que 2%, . 10} '

43, Los quebrados 2, 3;1 &c. que son ma-
yores que I, y lomismo £, Z, 22, 252 &c. que
vale cada uno 1; se llaman quebrados impros
pios , 4 diferencia de los propios £, & cuyo nu-
merador es ;menor que el denominador, y de
consiguiente son menores que 1. De dichos

quéebrados impropios se'sacan las unidades que
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Eontienen, dividiendo su numer ador por-el de-
nominador 5y asi partiendo 7% por 7 resultan
11 a que equivale 2% : dividiendo 83 por 8 sa-
len 10 £, que son &%

Sumar , restar , multiplicar y partir
' Quebrados,

44 En algunas de estas operaciones se
fiecesita reducir Jos quebrados de distintos de-
nominadores 4 otros de igual valor y de un
mismo denominador ; 1o qual se egecuta quan-
do los quebrados sondos , multiplicando ny-
merador y denominador de cada uno por el
denominador del otro. Para reduciy 2yide
distintos denominadores @ uno mismo ; multi-
plicaré-el 3 y el 4 ded por g de este modo,

%%3:-:—;; y.despues.el 2y el g de 2 por 4 asi,
3—:—:—::}6 ;. y tendré los dos nuevos quebrados

27 .8 = LA I T e s
7% iguales 42,2 (30) y de un misnio de-

nominador, 6 de una misma especie de paites,

Quando son tres 6 mas los quebrados que
se han de reducir, se muitiplican los dos tér-
minos de cada quebrado por ¢l producte de los
denominadores de los otros quebrados: ,%y
£, se reduciran multiplicando el 1 yelades

por 35, producto de §x7 asi, ;—x-3§-»;f—§ ; des-
22 o 3
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pues se multiplica el 3y 5 de 2 por 14, pro-

ducto de 2x7, de que resulta i;:: =25y
altimamente multiplicando el 4y 7 d¢ # por
4X19. . 40, 2
e et luege
los quebrados 3, 2, £ se reducen 4 sus iguales
25 £, 2 de un mismo denominador.
- 45 Hsto supuesto, para sumar los quebra-
dos se hacen de una misma especie 6 de un
mismo denominador st le tienen diversoy se su-
man los numeradores, y se pone d la suma el
denominador comun. La suma dey 2 es su-
mando 3y 2, ;=1: la de 2'y £ que reducidos
#1n mismo denominader son 3 b 2,655 ]a
dei,d, 2 estoes s, 52,4, eside i1 20,
flimamente 133y 2% 6 132y 2 £ suman
15 2=152 (41
46  Para restar los quebrados ; kechos de
una misma especie é de un mismo denominador
si mo lo son , se restan los wumeradores y se
pone al residyo el denominador comun. La di-
ferencia de 7y 5 es £, restando de 7, 3, y po-
niendo al residuo 4 el denominador g: la de <
¥ que reducidos som ¢y -+, es £==:la de
5 %'Iyq._% , esto es, de § 3y 455, ¢ 12
=1 3. Para restar >-de 4 sc tomades, 1,y
reducido 4 £ (42), se resta de 435 =y que-
dan 4 7. Sise ha derestar de 7 2, <, por sox

10 producto de 225 , sale
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% mayor que <, se toma 1 de7, y juntando 2
gue vale con, habra que restar = de 6 =2, que
dan de diferencia 63:=6 Z- Del mismo mo-
dose hallara que restando de 1o £, 42, esto |
¢s, de 9 3, 4 % quedan § 2.

47 Un quebrado qualquiera —E se hard tres
veces mayor ¢ se multiplicara por 3 , hacien~
do 3 veces mayor el nfimero 2 de sus partes,
é multiplicando por 3 su numerador 2 de
que resulta 2—3:—3:-? ;  para hacerle 8 yeces

mayor 6 multiplicarle por 8, multiplicaré 2

2X8 Lif

por 8 asi’ —5—:—55,: luego un quebrado se mul-

tiplica por un nismero entero 6 un entero por
un quebrado, multiplicando por el entero el nu-»
merador sin tocar al>denominador ; de snerte
.que $xq4=""0 Fox 11 =24 &) 2o
48 * Por el contrario, para dividir un que-
brado $ por nn entero 3/, se-debe partir'por &k
el numerador;.y sera el cociente 2: y para
que se pueda,-quando el cociente no es exacto,
como en la division de £ por -4, multiplicaré.
numerador y denominador por 4, y' conver-

tido £ en ;:{ partiré despues el numerador
r %3 . ,,_.5._. “ LYk -
por 4y tendr€ el cociente s D¢ loquese

inficre gue para dividir un quebrado. poy um
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entero se multiplica por el denominador dejan-
do intacto al- nimerador : % partidos por 6
son ;—:23:;.;’;: ;‘5_ partidos por'8 sén = .

49 Luego si hubiendo de multiplicar un
quebrado £ por otro 2, multiplico 2 por 4 que

€s 7 veces ‘mayor que £, el producto ?3;-4
habrd que diyidirle por 7 para sacar el ver-
5X4.
O
dpdere v
plicaran dos quebrados entre si, multiplican-
do sus numeradores ¥ desjjme; sus. denoming-
dores para tener el nunierador ¥ denomina-

dor del producto. £ por egemplo, »multiivli,ca7

}f: y de cpnsiguienge se multi-

TR 1eirhi % amary lol g us g
dos por 7, producirén Porr e (R
A 2 PR IS LT e e i |
260 * 6;)(35‘03 ¥ =3 TAlg=21s,

59 - Si se hubiesen, de partir 2 por £ los
reduciré 4 22 y £ de upn.mismo deromina-
dor, y sera su cociente el de sus numerado-
res 32 (29) ¢ y: como- estos. resultan en dicha
reduccion de multiplicar en cruz los términos
de los quebrados, esto es, el 2 porels,y
cl 3'por el 4, tendremos gue dos quebrados
s¢ parten mult{plz'can;io Sus términos en cruz;
es decir el numerador del dividendo por el
denominador del divisor » ¥ el denominador
del dividendo por el numerador del divisor,
cuidando de péner el 1.5 producto por nu-
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merador y €l 2.% por denominador del co-
ciente. Bl de 2 dividido por; es multiplican-

do 1 por 7 y 2Por 3,5" el de- partidos por

Zes %E%:-‘;; . {ltimamente €l de 63 dividi-
dos por 4 = 6 de - por 27, es $oe- Para divi-
dir un entero por un quebrado , se ponc al
entero 1 por denominador , y s€ divide ‘des-
pues: 6 6% divididos por %, dan F=9.

g1 Sise pidiese reducir un quebrado £ 4
otro igual que fenga un denominador dado
1o, multiplicaré el numerador 3 por 1o,y
al producto 30 dividido' por el denominador

que da 6, pondré 10 por denominador, ¥
resultard el quebrado £ con'el denominador
10, y del mismo yalor que £; pues se ha
multiplicado si numerador y denominador por
sn mismo nimero 10 (39)- Quando el pro-
ducto del numerador por el nlimero dado no
sc puede dividir ‘exactamente;, €S impracti-
cable la operacion. Sise hubiese de reducir el
quebrado 2 § otro con uo denominador 7, re-

14 g

sultarfa :i_"'

¢2 DPor esta operacion s€ averigua el va-
for de un quebrado qualquiera; por egem-
plo, 4 de hora en minutos : pues muleipli-
tando el numerador -3 por 60, niimero de
minutos que hacen und hora; y dividiendo el

producto 180 por ¢l denominador 4, tendré
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4§ minutos : lo qual viene 4 ser reducir el
quebrado £ '4 otro igual £ ‘con el denomina-
dor 60. Para averiguar los reales 4 que equi-
valen £ de peso, multiplicaré' 3’ por 15, nfi-
mero de reales de un peso, y su producto 43
dividido por g dara g reales’, valor de 2de
peso.

"'§3  Si seconsidera 4 un quebrado dividi-
do en qualquiera nfimero de partes iguales,
una 6 muchas de estas partes seran un guebra-
do de quebrado : como % de £, que’son dos
partes de £ dividido en tres partes. Y como
para dividir £ por 3 se multiplica 4 por-3 (48),
y para tomar el cociente < dos veces hay' que
mLxli_tlphcar § por 2/ (47), seran % de £, 2%
1 ¢ es decir, gue un quebrado de quebrado
se reduce 'd quebrado ‘sencillo, multiplicands
entre si los quebrados ‘de que se compone. Y
asi z de 2, serd T=<2=1; 2 de 2de 2, quequie-
re decir, seis quintas partes de los dos ter-
clos de un fercio, seratxix:=%'" De esta
misma naturaleza es el quebrado = de 2 de 7,

33 Ba
14

y equivale 4 3x2x7 =2 Quando en los cal-
culos ocurre algun quebrado de quebrado, se

le reduce a sencillo.

QUEBRADOS DECIMALES.

54 Abrevia notablr,emente el calculo de
les quelrade; el egecutarlo cen los que se lla-
2
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man decimales , que son aquellos que tienen
por denominador 10,100, 1000 &c. La fa-
cilidad de calcular estos quebrados nace de
que cada una de sus cifras es 10 veces ma-
yor que la siguiente. como en los n{imeros
entercs; y por eso s¢ escriben como ellos sin
denominador , el qual se colige del sitio que
ocupan las cifras de su numerador , cuyo or-
den es el siguiente.,

Despues de una coma que separa las
decimales de los enteros, 6 de' un cero sino
los hay, tienen su lugar las décimas , partes
diez veces menores que las unidades, y cuyo

denominador es 10. En el 2° lugar se ponen.

las centésimas , que son diez veces menores

que las décimas, y cuyo denominador s 100. -

En el 3.5 lugar las milésimas, diez veces me-
nores que las centésimas , y con €l denomina-
dor 1000. En el 4.° las diez milésimas: en el
5.° las sien milésimas: en el 6.° las millonési-
mas : en el 7.0 las dicz millonésimas &c. con-
tinuando asi cada clase de partes diez veces
menor que la anterior. .

§6 Enla cantidad decimal 54,065, €l 9
que la coma separa del entero 54, son g dé-
cimas 6 el 6, seis centésimas 0 —=, y €l §,
ey como, s0n 255 (39), ¥.555900 ze5e
2o erd dicho niimero §4 unidades y novecien-
tas sesenta y cinco milésimass y si los enteros

se reducen tambien 4 milésimas , se tendrd

3l
|
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54,965 =542 =522. En 1,08, que son

un entero y ocho centésimas . mamﬁesta el cero
que no hay décimas : 0,0307 expresan #res-
cientas y stete diez milésimas.

57 De lo dicho se infiere lo 1.° que los
decimales se leen conio si fueran enteros, afia-
diendo al fin el nombre de la especie de la 4l-
tima cifra, que se puede encontrar recorrién--
dolas todas desde la coma diciendo, décimas,
centésimas , milésimas &¢. Pero para leerlas y
escribirlas es mas facil valerse de esta impor-.
tante advertencia, que se colige de lo que
llevamos dicho , que todo quebrado decimal
tiene por denomingdor & I con tantos ceros,
como notas decimales hay en su numerador. Y
asi o 0340087 que debe tener por denomi-
nador 4 I con siete ceros, se leera #rescientas
quarenta mil ochenta y stete diez millonésimas:
y para escribir trescientas mil novecientas y
dos cien millonésimas , cuyo denominador ha
de tener ocho ceros , deberé poner dos ceros
antes de las seis cifras 300902 del numerador
para que resulte 0,00300902, que es el que-
brado pedldo. J

58 Lo 2.° que los decimales no mudan
de valor ‘aunque se anadan 6 quiten ceros 4
su derecha ; POrgue eoio; = por egemplo, es
lo mismo que 73 que I‘o°°°° &e. (39), sera po-
niéndolos sin denommador, o, §, lo mismo que

0,50y que 0, 500 &¢.
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50  El reducir un quebrado comun 4 de-
cimal viene 4 ser averiguar el valor de un
quebrado en décimas , centésimas &c. confor-
me digimos (§2): y como cada unidad tiene
diez décimas, cada décima diez' centésimas,

asi de las demas ; se efectuara la reduccion
multiplicando el numerador y todas las demas
restas por 10, y dividiendo el producto por
¢l denominador.

Para reducir Za queﬁrado decimal, multi-
plicaré 1 por 10, y dividiendo por 4, tendré
el coclente 2 que serdn décimas ; volveré &
multiplicar por 10, 2 que sobraron, y 4 par-
tir 20 por 4, y juntando el cociente cabal §

I

centésimas al 2, tendré o,25=3. Como las
restas de las divisiones son quebrados , se re-.
ducen de este modo a decimales, como se pue-
de ver (64) enel eg. 1.°

60 Los quebrados cuya fltima cifra del
denominador sea I, 3,7, 9 no se pueden re-
ducir exdctamente & decimales : como. ¢ que es
0,44444 &c. donde dividiendo 40 por g, les
cabe 4 4 y sobran siempre 4 y £.que equi-
vale 4 0,428¢7 142857142 &c. cuyas seis pri-
meras cifras vuelven 2 salir como se continie
la reduccion. En estos casos y en los demas
en que se usa de decimales, basta tomar las
tres primeras cifras del quebrado ; y las qua= |
tro 6 cinco primeras si el calculo pide mucha
exactitud ; despréciando las demas por de po-
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ca entidad. En el quebrado 0,39574 se pue-
den despreciar en un cilculo regular sin error
sensible el 7'y 4, usando solo del quebrado
0,394. Pero conviene advertir que quando
la primera de las cifras que s¢ desprecian pa-
sa de ¢ se aflade 1 4 la Giltima de las que que-
dan; y asi en el quebrado propuesto en lugar
de 0,394 se ha de tomar 0,396 , que se acer-
ca mas 4 0,39574 que 0;,395. En el quebra-
do.0,70654 podremos tomar 0,706 6 0,707.:

Sumar , vestar , multiplicar y partir Quebra-
: dos decimales.

61 Estos que- S¢hande sumar 308,0078

brados se suman 2,9
por lag mismas re- 34,009
glas que los nii- 0,0018

meros enteros, Co- Sumg. . ., . .. 342,083
mo se ve en el S T

egemplo.

62 - Tambien I
se ‘restan como De....... 8,4600
los enteros, pe- Restando. . 3,0543

———

ro. conviene ha- Quedan. . . §,40%7
cer igual el .ni1- —_—
mero de decima- 198

les en minuendo De. .. . 683,0000
y subtrahendo, Restando. 16,6402

afiadiendo ceros Quedan. . 666,3598
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al que tenga menos (§8): En el primer egem-
plo se han afadido dos ceros al mmm.ndo y
en el segundo quatto al entéro 683.

63 Las decimales se mulsiplican ¢omo si
fuesen enteros , y despues se separan de la de-
recha del producto con la coma para decima-
les tantas cifras como notas desimales hay
en multiplicando y mulsiplicador: y si en di-
cho producto no hay tantas, se afladen 4 su
izquierda en ceros las que faltan.

Si se pidiese el importe de 4,8 waras; &
razon de 33,67 reales, cada vara : despues dc
haber muluplicado 3567 por 48 consideran-
dolos sin coma, se separan de la derecha del
producto 171216 las tres cifras 216 para de-
cimales, por tener dos el mulnphcmdo y una
el multiplicador. La
razon es porque 35, ]
674,8 eslo mismo I

3567 48 I71216

que Too Xio— 1o00a Multl' Tll.(/'d:néio .,6 7
=247 ;216110 qual Multi?limdor 35},87
demostracion es facil 0
aplicar a otro qual- 28530
quier egemp o. Co- 14268

mo enel 2.° hay que . Produoto 171,216°"
separeu seis cifras; y e e

714 tiene solo tres, s
anaden 2 su lzquler-
da tres ceros. En‘el
3.7 eg. se averigua el
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valor de 0,554 de
peso en reales, mul-
tiplicando 0,554 por
15, nimero de rea-

43
II.

Multiplicando . 0,034
Multiplicador . 0,021

les de un peso: de 34
que resultan 8§ rs. .y +op A8y
6,31 de real. Si se mul- Producto. . 0,000714
tiplica 0,31 por 34, o
Eqndré_ Io mrs. y me- 111
lo poco mas. v
62 Para dividit 0’55‘;
estos quebrados ;, se R
hacen dividendo y di- AR
wisor de una misma §54 °.c
especte , esto es; de 8,310

ud . hilsmo n{imero :
de notas decimales; poniendo ceros al que
tenga menos (§8), y quedard reducida la
operacion & dividirlos como enteros. Porque
hechos ‘dé una misma especie debe caber el
divisor en el dividendo las mismas veces que
si fueran énteros. Sila division no es exic-

TR

e

i

ta se reduce 4 decimal el

sulte.

quebrado que re-
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En ¢l 1.f egemplo se
dividen 171,216 reales im-
porte de 4,8 varas, afiadien-
do 4 este divisor dos ceros
para que tenga como el di-
videndo tres cifras decima-
les: y resulta de cociente
fio haciendo cuenta con la

coma, 3§y £:%, quebra-

4800 ?
do comun que reducido a
decimal (§9), es 0, 67 que
con 3§ compone el valor
de la wara 35, 67. Por el
2.° eg. se averigua la parte
decimal que son de peso 8,
3 r reales, dividiéndolos por
15, nimero de reales de
un peso: para lo qual se
afaden dos ceros a 155 y
como entonces no cabe el
divisor en el dividendo, se

tiene de cociente 2X=; que

teducido 4 dﬁcir:aolo es o,
554, parte de peso que se

busca.

:
171,216 lq,Soo
14400 34,67

27216
24000
32160
28800
33600

33600

(e

II.
8,310 lISOO
7599 8:§64

8100

7500
6ooo
6000

pla o

e

Si s¢ hubiera preguntado qué parte deci-
mal son de peso 6rs. y 20 mus.; se reduci-

rian primero 4 230 mrs. que son

230

=4 de peso,

<]
por componerse este de §10 mrs. 3 y hecho

N
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decimal este quebrado , resultaria 2iZ=—=o,

4509 , parte pedida con poca diferencia.

NUMEROS COMPLEJOS.

65  Se llaman asi los que contienen dife-
rentes especies: como varas, pies y pulgadas;
pesos, reales y maravedises. Vease una tabla
de los mas comunes con las sefiales que los
representan 4 la derecha, y 4 la izquierda las
especies inferiores de que cada una delas su-
periores se compone.

ol oty (il

MONEDAS.

Maravedises.: ..o oo oovines. . (mrs)

PR P NN BRS¢

| 340 | 10 |Escudo. ... ... ... (ese)

370 | 11 [ 1% |Ducado. . .. . .. (duc.)
§rol 15113 xf';IPeso.......(peQ)
2040 | 60 | 6 |4%| 4 |Doblon(dobl)
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| PESOS
Grame. . yxos 3 comiys 2.0 a0+ o (gr)
24 \Escriipnlo. « i o oo i o3 (estr.)
i 3_ bl AR R (ad.), |
76 144 | 8 |10nkd. s Vs . )
| 4428 192| 64| 8 Marco. . . . . ()
9216 | 384| 128| 16 { 2’ Libra. . (lib.) B
' MEDIDAS. (
s T R A R RN O R (2.°)
i ol 7 7 AR R TV S (L)
SRR S T e R Cp)
1728144} 12 IPz'e. IR (P.)
Y9484 432/ 36 | 3 jVara ..... (D)



——

- jo de la columna

~ do.por la inferior,
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TIEMPO.
.Tercero.....,.... ...... o G000
6o Segundo. . . Tue Sahi .(”) i
360 . 6o |Minuto. .. . s )

60 |Hora.....(k)
1440, 24 iDz’a. - 6d: )

21600 | 3600

5184000864 00

Sumar , restar , multiplicar y partir los
Nimeros complcja.r.

66 Para sumar- Se han de sumar.
}95 e escribeg'en o~ go327d.iis Jhuggl
umnas sus diferen- 376,18, 15

tes especies, se su- 100§kl 284,100
man todas empezan- 45 Deerrinis20Q

sacando de la suma ¢398.d..... 5h..;.. 8! .
de cada una Jas uni- ——— :
dades que componga de la especie superior
inmediata, con la ~?ue se juntan, poniendo ba-

lo que sobre, O cero si na-

da sobra.
. La suma de la primera columna del eg.
contiene 2 4.y 8, popgo estos por bajo, y junto
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2 s con las de la segunda columna que su-
man §3 k. de las que escribo § que sobran,
sacando 4§ que componen 2 4., los quales
juntaré por Gltimo con los de la @iltima co-
lumna.

67 En la L
restase escri-- De 648’ pe12 r5...19 mrs.
ben los dos RestF" 78857 1441018

n{imeros con
la correspon- Quedan 62 pe...13 rs... 4 mrs.
dencia en las T e -

especies , y 11
comenzando D¢ 104'v...,.0 P.... §5p.
por las me- Rest 4 84........ it 10
nores, se res-

tael niimero _Quedan IQ..cuvnns Oresiadsn 7

inferfor del =

superior juntando 4 este, quando’ es mepor,
una unidad: de la‘especie inmediara. Sacada
envel 1.7 eg. la diferencia 4'de los mrs., se
afiade 4 los 12 rs. de donde no se pueden
restar 14 enla 2. columna, 1 pe. hecho 7s.

y restando de 27 75, que resultanios 14, ten-

;.ére’ 13, y despues se pasa 4 restar 585 de
8. S e :

4'68 La multiplicacion de los nfimeros com-
plejos puede hacerse reduciendo multip}ic_a'x}r
do y multiplicador 4 quebrados de la especie
superior, y multiplicandolos{tespues segun
acjumos cicho (49 J: 81 s¢ piagiese por eg. el

)

+
H

BT SN T

R ———

R RS S Rl e | LR amd R ed ol FRsd Amap Nl wgedn

o My e N8, AR
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importe de 4.y 2 P. arazon de 8 7s.y 4
mrs. la vara; reduciré 4v. 2 P. 4 14 P. que
sontde vara; y 8rs. gmrs. a 276 mrs. que
son 222 de real : multiplicaré despues 22 por
2%, y el producto 222+ que equivale 4 37 rs.
y 30 mrs. sera el importe que se pide. El
qual se saca tambien reduciendo los dos na-

"meros 4-8,1177s. y 4,666 var.; pues su

producto 37,873922, es el mismo que €l an-
terjor con poca diferencia. '

69  Busquemos ahora por otro método
mas breve y conmodo el nlimero de wvaras
que tiené un cireulo maximo de nuestro glo-
bo, esto es, una linea que le rodee todo,
en la suposicion de que cada grado de los
360 en que se divide, tiene §7295 v, 8 p. 4/,
Comienzo 4 multiplicar 360 por 4, y €l pro-
ducto 1440 /. reducido 4 pulgadas dard 120.
Multiplico despues 360 por 8 p. y' tendré
2880 2. que con las 126 son 3000,:6 83 7.
y 1 P. multiplico filtimamente 57294 por
360, v afladiendo al producte 20626200,
83 y 1 P. tendré que ‘el cir¢ulo maximo de

de la tierra tiene 2062628883 v. y 1 P,

»» Luego un nfimero complejo se multiplica por
»»otro incomplejo 6 de 1na sola especie, multi-
»s plicando sucesivamente por este todas las es-
;» pecies del primere eomenzando por la menor,
»y reduciendo su preducte & la superior. '

70 Quando ambes son complejos , como
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si se pidiese el importe de 16 v, 2 P.y 6 p.
a razon de 3 Pey 8rs.y 14 mrs. la vara; re-

\jluado este valor )8 17 mrs. y dividido por 36
1imero de pulgadas que tiene una vara, sera
el cociente 2232 el valor de una pulgada: il
tipliquese este valor por el niimero de pulga-
das que tienen 16, 2 P. y 6 p. que son 606,
yel pxoducto 30486 % mrs. que hacen §9 pe,
1475 Y 20 —mrs, sera el que se busca,

,» Luego para multiplicar dos nimeros
,comple]os se ha de dividir el mulmphcando
»reducido a sus menores partes , por el nt-
,,mero de especies ;nfenorcs del multplica-
»dor que hacen una superior , y multiplicar
,»despues el cociente por dicho multiplicador
,,reducxdo a su menor espeqe El producto

,»resulta en especies inferiores del multiplican-
»do que habra que: “reducir 4 superiores co-
s»;mo-en el egemplo anterior.

71 . Perose previene lo primere , que eu
estos casos en que. los.dos nimeros se suponen
de especies. ‘diferentes , se toma por mulgipli-
cando.al que sea de la misma especie con el
producto : como se practico en ¢l egemplo,
romando 4 los pesos, reales y maravedises
por multiplicando. Lo_segund_o , que quando
se- han de multiplicar nlimeros que expresen
ambos medidas de longitud , como 3 2. 1 P.
y 2p. por 2v. 2 P.y 6p. se reducen unoy

otre 4 120[ Y IOIF Jue €5 Sl nicnor Cs-

g

s e

e
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pecie, y myltiplicando despues 120 por 102,
su producto 12240 p. es el que se busca, y
exXpresd una superficic como veremos en la
Geometria, E it :
: L1275, 28 mps.

. 307, L P.§8.p.

3oV %12 75...36075..00 mrs.
- 30F.%x28 TS, 2 4ennn 24
—— TN T .
I Pl.+8p.xu.rs.+zk5 MY S$sr.7 2

1 3917528 Zmps,

.1 En el antecedente egemplo en que es cre-
cido el nfimero 36w, de las especies superio-
res del multiplicador, se absevia la operacion
multiplicande por €l solo . todo ‘el ‘multipli-
cando : de que, resulta 308 12/76.=5.360 £,
30% 28 wrs. =840 mrs. =24 15, y 24 mrs.
Ipulpiplicando despues. por_la. regla anterior
1275y, 28 mrs. por 1 P,y 8p. lo que da
7,75 ¥ 4% wrs. y sacando la suma de las tres
partidas que da el producto total 391 7s. y
LTI R & oo f

A 5 g 2z

.72, s Para dividic un’ nfimero complejo.
»» POr un incomplejo se dividen, por €l sucesi-
» vamente todas las especies del ‘complejo : y

»quando hay. alguna resta se reduce 4 laes-

» pecie inferior inmediata.¢ Para averiguar el
valor de una.arroba, en el supucsio de que
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68 arrobas han costado 864 pe. 1275. y 13 mr's.
partiré primero 804 pot 68, y tendré de co-
éiente 12 pe. cott 48 de resta; que reducidos
4 reales y juntos con 12 componen 732 7.
partolos por 68 y salén 10 rs: con §2 de re-
siddo ¢ redfizcolos 4 mrs. ; jantolos con 13,
dividiendo la sumia 1781 por 68, tendré
26 22 mirs.: luego 12 pe. 1075y 26 < mrs.
es el valor de la arroba. ‘
»3  Supongamos ahofd que 12 . IP.y
. han costado 223§ Z pe. y que se pide el
Yalor de 14 vara. Averiguo primero el nume-
fo de varas que hay en el divisor 12 2. I
Py p. reduciéndolo 4 441 p. y partiéndo-
lo por 36, ntutiero de pulgadas de una vara;
pareo despues por s nfimero de varas que
resultan , el dividéndo 224 3y tendré de co-
ciente 18; valor de cada vara. :
. Asimispio si 16 v: 2 P: y 6 p. han Cos-
tado §9 pe. 147s. ¥ 26 2 mrs. 'y se pide el
valor de la vara § averiguaré ptiniero el nb-
ficio de varas dél divisor 169.2 P.6p G
de 666 p. dividiéndole por 36 ¢ partiré des-
pues §g pe. 14 7s. 265 mrs. 6 it demitl
pot €22 nfimiero de varas, y tendré de co-
cieiite 1817 mr's: 6 3 pe. 8rs.y 1§ mrs. vas
for de la vara. - ‘ a5
Sacaréitios pues la regla genéral siguien-

f¢ para dividir un nirmero icomplejo por

ottd somipleo , & nn complejo por OLIo com:

N\

PR

——
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plejo : ,, Partase el divisor reducido 4 su me-
»» 10T especie; por el namero de estas que ha-
s»cen una superior ; y dividiendo despues por
» 10 que resulte, al dividendo reducido tam-

"5,blen a sus menores partes ; saldri el cocien-

ste deseads, SR
74 Tambien se pueden dividir los com=
plejos reduciendo divisor y dividendo 4 que-
brados ; como se dijo eni fa multiplicacion ; y
dividiendo despiies (68): El cociente de 37 et
¥ 30 mrs; partidos por 4 . c{y 2 P. que vie-
nen 4 S(exﬁ"%fii2 =3 es diViiie‘ndo estos dos
quebrados; 2224 que equivale 4 87s. y 4nrs,
el qual se pudo tambien sacar reduciéndo di-
chas dos cantidades 4 decimales y dividiéndo-
las despues. . : el )
75 Los complejos de tina misnia especie,
como 16 pe. 275, 2mps: y 3 pe. 37s. 14mrs.
se dividen reduciéndo ambos 4 < menof es-
pecie ,; y dividiends despires 8336 mrs. y
1646 mrs. que resultan : ¢l cociente § indica
las veces que el uno cabe en el otro, que es
alo que se reduce este género de division,
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76 ueriendo los Matematicos demostrar

de un modo general las verdades que la Ant-

mética demuestra solo en casos pa:ticulares,
para elevarse 4 superiores conocimientos ; subs-
tituyeron 4 los nimeros, cuyo valor es siem-
pre determinado , cantidades generales repre-
sentadas cop las letras a, b, ¢, d & d:l alfa-
beto. De esta manera formaron una Aritmé-
tica universal que se llama Algebra, que por
medio de cantidades generales ¢ indetermina-
das no solo demuestra gencralmente sus pro-
posiciones , sino que expresando con singular
sencillez y laconismo Jas ideas que maneja,
conduce a resultados que la Aritmética no lo-
gra sin mucho rodeo, tanfeos y trabajos, ade-
mas de resolver infinitos problemas a que no
alcanzan sus reglas, y de subministrarla mé-
todos para facilitar sus operaciones compli-
cadas. :

77 Cada una de las cantidades 2, e,
dun, se Nlama incomplexd , término y m0nomio:
la que ziene dos términos omo @b, di—,

el

S

IE.
i
i
|
|
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binomio : trinomia la que tienc tres, y en ge-
neral complexd y polinemio la que consta de
muchos. '

78  Los signos +, — puestos 4 las cantida-
des significan el sentido en que se han de to-
mar : las que tienen el — que s¢ llaman #ne-
gativas , se toman en sentido contrario a las
positivas que tienen el + 6 estan al principio-
sin signo : de manera que si +20 con el signo
+ representa el caudal de una persona, —20
representara igual cantidad de deuda: si &
es el camino que se ha corrido 4cia el Orien-
te, —b sera el corrido 4cia el Ocidente: si
a es el valor de una fuerza que obra de dere-
cha a izquierda, —a serd la misma fuerza
obrando de la izquierda 4cia la derecha.

79 En lugar de aa se escribe para abre-
viar 4*, en lugar de bbb se pone b*, en lugar
de ¢cec, c*: ahorrando con los nlimeros 2, 3, 4,
que se llaman exponentes, la repeticion de las
letras : en a, be, dtm, es el exponente 1. a3¢®
equivale & agace ; y b*cd* & bbedddd. Tam-
bien se escribe en lugar de ab~+ab, 2ab; en
vez de 2ab+ab, 3ab; en lugar de 2ab+3ab,
§ab. A los nlimeros 2, 3, 5, llamamos coefi-
ciinles , y expresan las veces que se hade to-
mar. la cantidad #b 4 quien preceden; es de-
cir que la multiplican. El coeficiente de 45,
m,cde, es 1,

8o Asimismo, en lugar de —b—> se es-
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cribe mas breve —26; en vez de —3bc—4b¢
se pone —717: el general los términos que
tienen unas mismas letras y exponentes, que
se llaman semejantes, se reducen a uno solo
.mmdndo SUSs cogﬁamtt: , ST tienen un mzsmo
signo ¢ y quandy los signos son diferentes co-
mo 3ab—ab, se Pestan los cogﬁcl:ntrs LW
g d la diferencia 2ab se le porte el signo + del
térming mayor 3ab. Los términos b’c—-—4b’t se
reducen 4 —3b%, restando 1 de 4 ; y ponien-
do & la diferencia el signo — de la" cantidad
mayor —4b*c. Tambien 3czj+§ab3+2c’d—-
ab’ cquivale 2 §c*d+-44b% ; sumando 3 y 2
y restando 1 d= § : Glimam:nte ab’—grd—
’b—zcd+7u d=cd=3b*d, se teduce suman-

do los coeficientes ——g—-z—l y restando 3 de
7, aab’ —Scd—-_f-zzb+4.b a4 ab’ y a*h no son

seme]antes Los términos d—-ﬂ, seote Jh zm”
3b3—3b% y demas semejantes iguales ¥ de
51gnos contrarios se reducen a cero.

Sumar y restar cantidades algébricas.

81 Estas cantidades se spman pomendo-
las unas de:pues de otras com sus _Z)rOszo:
signos , y reduciendo las que haya semejantes.
Lasumade zy besa+b; ladectd, aby —

3¢°d es c’d—v—ab—-gc”d_ ) ab—zc’d redumen-:

do, ’dy —3c%d.

82 Para restarlas s¢ eseribe ¢l minuendo y




¥
l
I

DE ALGEBRA.
Junto & ¢l el subtrahendo mudando los signos
de sus términos el +en— y el—en +. La
cantidad 7 se resta de # escribiendo a—b: para
restar de ab, c—d pondré ab—c~+d ; asimismo
la diferencia entre 6cd—a’b’d y 3ed—4a’b*d
—ax es 6cd—a’h’d—3¢cd+4a’b’dvax, que
se reduce a 3¢cd-+3a°b*d+ax.

83 Se mudan en sus contrarios los signos
del subtrahendo, porque asi como la diferen-
cia entre 10 y-8 es 10 disminnido de 8 o
10—$, asi tambien. la diferencia entre la can-
tidad 2 y b serd g disminunido de b 6 a—5,
Pero como entre nno que tiene 10 deblones
y otro gque debe'8, cuyo haber es —8 (78),
hay de diferencia 10+8, tambien entre z y 4
habra de diferencia a-+b. : -

84 De lo qual y de lo dicho en la suma
se infiere que las cantidades negativas dis-
minuyen las positivas quando se suman con
ellas, y las aumentan quando se restan. Con
efecto, afiadir deudas es disminnir caudal, y
quitarlas es aumentarle : asi, no se debe equi:
vocar el sumar con afiadir y el restar con dis=
minuir. e

- Multiplicacion.
.85 Para practicar esta operacion con. las
cantidades monomias , se multiplican sus coefi-
cientes , se juntan despues todas las letras , y
st las hay semejantes , se escribe una sola con
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la suma de sus exponentes (70\ iiltimamens
te, se pone al produ(to el wg,m —+ s7 los acto-
resitivnen ambos un mismo Sigrio, y el — st
Ve tignen diverso,
E] producto de —+ax+b es +ab; el de +

a*bxacdd es a’bac3d , 6 a’bc3d, escribiendo
una vez la a y sobre 611'1 la surha 3 de sus ex-
ponentss : para multiplicar +24b por ~3a4¢,
diré -+x— da— (usamos de + v — en lugar de
cantidad positiva y neggtiva): 3x3 es6, y
;untando las letras tendré de pioducto —-641744‘
0 —OG6a”bc : tambien sacaré el producto de
—3a°b3:x—6brx multiplicando — por ~— que
da—+; despues 3 por 6 que es 18, y juritando
las letras, de que resulta 182> b"c X3 ultxma-
mente —g§m*gx4amg® produce —20am3g°.

86 Esta regla que se percibe facilmente
por lo que toca 4 los coeficientes , ha sido et
quanto 4 juntar las letras una mera conven-
cion de los matematicos. En quanto 4 los sig-
nos es evidente que multiplicir una cantidad
positiva +a 6 negmva b por otra positiva 3
€s‘tomar +a 6 b tres veces : luego en el pri-
mer caso serd el producto +34 y en el segun-
do —34, y “x==, ~x+=—. Asimismo,
multiplicar +2 cantidad positiva 6 <=h negati-
va por —3 s tomar ~+a 6 —b tres veces , pero
al contrario de como se tomarian ‘si el multi-
plicador fuiera'+3'5 luego si en este caso serfan
los productos +-34; —=3b, deben ser eii el pre-

%
!



DE ALGEBRA. 57
sente —3a2 § +3b: y Ax———, —x——r
conforme lo digimos en la regla. Si en lugar
_de 3 de que hemos usado pata mayor clari-
dad, ponemos ¢, quedara la demostracion mas
ghirik
87 Un polmomzo Se multiplica por un mo-
nomio multzplzmnda por-este todos los térmi-
nos del primero. En'el 1.7 eg. se multiplica
por —44°be¢ 1os tres términos de 3b¢° -—543b
—b7.
I

8be*—ga3b—Db’c Multiplicando
—44’1): ................ Zl{ultzplzmdor

- Il

»——I2a’bzv3q—2oa5bzc—1—4a’b°c Produo‘to

Rt

-

PR i S SRS WS Sy

88 . Quando ambos son polinomios , s¢ mul-
izplzmn como en los nitmeros todos los términos
- del multiplicando por cada término del multi-
Phicador y aunque es indiferente comenzar
por la izquierda 6 por la derecha, esto Glti-
mo es lo -mas comun.

1L
gm—rth+4a’ Multzplzmhdo
 3d*—m  Multiplicador
15d*m—3ba*1+12a°4
—gemn-+bont—o4a® it

T —

‘ Igdzm 3bd2t+x242d2——50mn+bmt——-4a cn Prod.
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II1.
3bc”—54’b—[z*d.,.,,Mylt@:limn}
2b0*—3a%b4-4b%d..... Multiplicad

1.5 Prod.t 6b%¢t~—10a’b>c*——2b3c*d :
SOLANIL . o e Rn »—9a’b*c*+18a*b*+3a*b3d
3. %/ LR e Aa PRGOS T 12b3¢%d—2042b3d—4b*

Total 65°¢i—1 9(‘1217—262;1 ob_ic’dﬁ s-lai‘v*,bvz——x7a2.b‘3;f;4b4d

En el 2.° eg. se multiplica como enel 1.°
todo el multiplicando por 34°, y luego se
multiplica del mismo modo por —¢#, suman-
do_despues los dos productos que resultan. Y
esto mismo se egecuta en el 3.7 eg. con sola |
la diferencia de que se reducen en la suma al-
gunos términos semejantes, :

89 Suele no ser necesario efectuar la mul.
tiplicacion , y entonces s indica incluyendo
en un paréntesis 6 bajo de una raya los facto-

res polinomios. a-+bxe 6 (a-+b)¢ expresan el
producto de a+b multiplicado por ¢: ¥ (a-+5)

(e=bd+3) 6 a+bxi—ba+3 el de a+by (—
bd+3. '

Division.

g0 Como 443bc multiplicado por 34%b
da de producto 1245b%¢, si se divide 1245b%¢
por 3a2°bh ha de ser su cociente 4a3b¢. Para
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€sto se saca =4, y se quitan #°b que hay
comunes en dividendo y divisor , asi como en
la multiplicacion se ;uqtaron a3be con a’b,
resulta 4a°bc: asimismo para partir 6425 por
4ad, se reduce 24 2, y quitando ¢ comun,
: ‘ 34%b
S 2
mente, el cociente de g¢4 dividido por 1543034

: Giltima-

queda de cociente el quebfado

{ . ‘
debe ser ——, reduciendo £ 4 X, quitando de
- ‘34259" ot AR T i e o

ambas partes ¢4 comun, y poniendo 1 en el
numerador que queda sin nameros y letras.
Luego generalmente ,, las cantidades mo-
s> nomias se dividen 1.° haciendo de dividen-
ndo y diyisor un quebrado que se reduce %
»enteros 6 4 términos mas sencillos quando
»se puede, 2.° quitando las letras comunes 4
»» denominador y numerador, poniendo en es-
»te I si queda sin letras y nimeros. 3.° Co-
s»mo el ¢ociente multiplicado por el divisor
»»ha de dar el dividendo; si este y el divisor
» tienen un mismo signo , s¢ pone al cociente
nel +, y —= quando le tienen diverso.*

El cociente de 2 partido por & es —Z’ que
no admite reduccion; el de 84°h4 partido

Sa*hd -
i =44°d
partido pot — es —; 8 partido por 4 es 23
quito "4 comun 4 los dos términos y resulta

Por =—4a*d es » que se reduce asi : -+
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pot filtimo —2b. El coclente de 3m*® partido
2

por 15a°m* es — , que reduciendo ;4

2

15a"m
. ¥
Z y quitando m* comun, queda en Py el
am
de —243b°z dividido por —6ab>m que es
—-’.asi»“x

6ab’m

se reduce haciendo2=%, uitan-
’ 6 3

e 3 2
do ab* comun, a

; 4 este y al ante-

tior se ha puesto el signo - por tener un mis-
mo signo dividendo y divisor. Ultimamente
=2n%x r
se reduce a —n.

21X
91 Las cantidades que se quitan por co-
munes 4 dividendo y divisor , forman siempre
un quebrado igual a1 (43), queé multiplica 4
Io restante del cociente, cuya omision no varia

2,2

a
a’b

» S ¢
su valor antes le simplifica: por egem-

: . a*b :
plo, ¢s lo mismo que ;—,7><bt , que se reduce

4 Ixbec 6 4 bc, por set —-=1. 2

92  Quando dichas letras comunes son se-

4
. a .
mejantes como sucede en —, el quitar 4°
a

que hay comun, es lo mismo que restar del
exponente 4 del dividendo el 3 exponente del
divisor, para que resulte el cociente a* *=a.

S 45T S
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Asbz
g a2
a-2b*"*=ab &c. Sacando de esta manera el

am

. am A M
cociente de.—'— resulta a m:ﬂpi y <£omoQ ——
am am

es I (43); serd a°==1 esto es, serd I toda
cantidad cuyo exponente es cero s de suerte
qué bP==1 ; d%’=ar} (acd—b*)i=t.

Tambien se saca el de que es ab, asi,

e Raae R 3 P
93 -Asimismo, si se resta en — 4 de x
(92), sale de cociente ' *=a""; y como

a 1 . . 5
~— es — quitando 2 comun, sera lo mismo
a4 a ;

m

et I ; 4
a4’ que — Haciendo la resta en — se
a4 42m

am am

tiene a™—2™=a—", quitese en — que es
2m

a amam

8¢), a4” comun, y quedard ~: luego =™
5 un, y q o g

- 1 B .
es lo mismo que — : €s decir , una cantidad
i 1 2 :

" con-exponente negarivo equivale d 1 dividido
por dicha cantidad con el-mismo exponente po-
sitivo. De lo qual se deduce-el modo de tras-
ladar una cantidad del uno al otro término de -
un quebrado quedando el mismo ; pues bas-

by : bd - .
ta mudar el signo asu exponente : e por
2 TR e *d

‘ : Frsn el o il
egemplo, es lo mismo que bda™ %" : prE

,eg-uivgle T L el o
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94 Para dividir el polinomio 15m*n*—z |
gmn—+3n por el ionomio —34; se dividen por
€l sucesivamente los tres términos det divi-
dendo como se Yeenel 1.7 egemplo.
Egemplb‘ 1.
Dividendo X ¢m*n*—sgmn31 | =34 Divisor
s 3 3t L
—1gm’n® ~gm*n-+3m- 1 Cos; l
e eee— sy = il
o —Qmn-+31 '
“+Qmn

Q+’37z
;.'-3;1'
o ]

- Egemplo IT.

A.2a%:134%b43 ra!b::584b3+24b+l}3 2u2;3ab+4b2‘nm ’
C—24%+3a%b—422b% — —-—5412-:—60* Co.
D —Ioa3b+27a’b=-—-384b%+24b‘

E..#10a%b—=1§a2h2+20abh3

F...+124%0"—18ab3+24b* 4
G...—1247b*18ab3=24b* :
R o | 2
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Egemplo I

Divideiids z4—=z24 Ix-—z'_.Dz'm'sar

e Y XD t 3=l gy zi—zd
z3z—z*
—xdzp222

2222 —z*"
L s
P ——
o i
pe
E;gemplb‘ IV,
- Divideiido.;.s | $—=z Divisor ;
_=—T1+a| 1~+a+a*+ad+ &,
lt "
h——_ﬂ; .
—g?igd :
- atbe..

.95 En Il division de los polirioniios s&
| observa el mismo orden que en a d¢ los n@-
| iéros. Para dividir por B la cantidad A del
' 2.° egemplo; diré; 24% partido por 242 ¢
 reduciendo, 42 que pohdré en el cocientes
mltiplico por €l el divisor , y thudando los
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signos al producto C para restarle del divi-
dendo, tendré reduciendo’los términos seme-
jantes , el residuo D 5 que prosigo partiendo
asi: —Io0a’b partido por 242 es reduciendo
—gab', que pongo tambien en el cociente;
multiplico por él el divisor , resto el produc-
to E de D, y reduciendo D y E tendré de
diferencia F : que djvidiré Giltimamente, di-
ciendo, 124252 partido per 242 es 65* , por
quien multiplicaré el divisor, y restando su
producto G de¢ F resulta cero y a2—5ab-+-652
de cociente. 3

En el 3.5 egemplo se parte 2* por x, se
multiplica el cociente x> por el divisor y res-
tando su producto del dividendo, resulta x*—
zt—rtaxiz que se reduce 4 x3z+~2*, que
se_continfia partiendo del mismo modo. Las
cantidades del 4.° egemplo no tienen cociente
exicto y se puede continuar su division hasta
¢l infinito. ' .

96 Para facilitar la division de los poli-
nomios se ordenan dividendo y divisor con re-
lacion 4 qualquiera letra que se halle en to-
dos 6 los mas de sus términmos, escribiende
primero en ambos aguel que contenga el ma-
yor exponente de dicha letra, despues el que
contenga el mayor exponente de los que que-
den, y asi de los demas. En las cantidades Ay
B del 2.° egempld,’ ordenadas . respecto de la
lera a, se hallna® en el L. ternuag del di-
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videndo; en el 2.° 43, enel 3.° a* &c. el
primero del divisor tiene 2 y el segundo 4.
Los términos en donde se halle la letra con un
mismo exponente se ordenan con respecto 4
otra letra.

Quebrados literales.

97 Los quebrados literales se calculan
por las mismas reglas que los numéricos. Una
cantidad qualquiera 2 por egemplo, se redu-

' 24 il .
ce 4 —— multiplicindola por el denominador

2 (42): si se multiplica por m se reduce 4

am 4 abc  ab-—+ad
T be  i—+d

y por b+d. Luego si 4 todos estos quebrades
se quitan las letras comunes 4 su numerador

x i TRt am
y denominador se reducirdn 4 2: — &5 a

m
ab—+ad _a(lsd)

: busdh 202 btk
quitando de ambos términos b+d.

multiplicando por &¢

quitando m comun, y =—4,

a
. 98 Un entero con un quebrado b+~ se

2+

2

2

reduce multiplicando b por 2 (42),4

e

4

P 3 4

i Fies multiplicando — 1 por m,

R w

3ar—3ac—+cd e
r 2it1-

i~ )

cd 3
Y 34— equivale 4
K
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ac—h

plicando 34 por #—. Al contrario,

L
s reduce dividiendo por ¢ el numerador , 4 7

a : Bl S e artiendo por
L. ¢ ———————— €5, P 0
(3 —d » P P
a—+b
c—d, 2d— ———
4 —d .
4 c ¢
Los quebrados —» —, —5= S€ redu-
99 q /) 2 ) bz

cen 4 un mismo denominador multiplicando
ay b por el producto 25* de los otros deno-
minadores: ¢y 2 pot b*: dty b por 2b: y

1drd 24b” bic 2hde a—b 3—i*d
s 202, 1. 2b° ey y a—+bh
< reducen multiplicando por a-+b los térmi-
nos del primer quebrado, y por 1+ los del se-

a*—b = P !——Lgd-—-uad!
gundo, b —— i e it W
a—+h—+at—+be a—+h—rat=+s¢
. Rpalil :
quebrados iz'-" — que tienen un factor co-
n n

mun 7 en sus denominadores , se reducen a

ac b : ; :
34 Z_ de un mismo denominador , solo
cne . nt :
. con multiplicar los dos términos del 1.7 que-
brado por ¢ y los del 2.% por 7.
ab  ab T
1oo La suma de 15— e es, reducién- |

, 16ab ab b ;
dolos a S —51—0- de un mismo denomina- |
2

dor , sumando, sus numeradores y poniendo
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214b

4 la suma el denominador comun ,

ab . )
ab+T- Del mismo modo se encuentra la
(0]

;ax 402 3ax”+16¢ m* L
4m 4 ’q Fas 4m*x% - do
b b
=2 y I que es ok
Y ’
44b

“101 Sise restan los numeradores de
ab : : :

y — despues de hacerlos de un mismo de-

nominador , -y se pone a la diferencia el de-

la diferencia;

nominador comun, sera

i 109 O T bt
la deg—;—yji—ode-;—y;%—, es
6bcd—20b* gcd—lob
= T ylde——ers
A&—z

z

3
102 El producto de -——- % L es, mul-
[

tiplicando numeradores y denominadores,
12642 1242 3a°—by , 6a _zb
: tel.de ( - )

M= €S

Ty
~multiplicando 354

b*¢ b*
y el de 3b><;€:—;;es

=1
3 bed

por el numerador,

103  Ultimamente, multiplicando en cruz
L2
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N ab od
los términos de los quebrados — 'y —
; 73 3

4

: : 340 1 —a 1

saldra su cociente o sl el de N partido
cain

3 2—2h—ac—+1b 7xE—t
=2 es — . el de ——
i 3t a—b
Jiliha: TRI—f a3

did 6. es ——— —, multiplicando
Giyi0ido, por g Sab—6bh P s

a—b por 6h: y el de 4m* partido por 3 serd
16m° , w
={m 4+
3 3
a. . . . Dividendo }b—l—d Divisor

s ad a ad+ad.’ ad®
PR R TR

104 Para mayor egercicio de estas reglas
conviene dividir cantidades cuyo cociente s
infinito , y se compone de quebrados, como
la del presente egemplo en el que despues
de haber sacado el primer término del co-

: a e 5 =
clente Tk multiplicado por €l el divisor , se

A : d
resta cel dividendo # st producto 4+—4»{—. El
2
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fesiduo es2L, que divididido por b, da

ab vl ity 3 X
= 7> 2.° término del cociente , con el que
se practica lo que con el antecedente , conti-
nuando- la operacion hasta conocer el orden
que guardan dichos térimines : en el presente
caso cada uno se forma del anterior multi-

plicado por -f;i—.

Formacion de las Potencias ¥ extraccion
' de las Raices.

Io5 Si una cantidad qualquiera 2 se
multiplica por si, el producto axa=a*, se
llama cuadrado, 6 potencia segunda de a:
(podremos llamar potencia primera al pro-
ducto de ax 1 que es la misma a). Si el cua-
drado @* se multiplica por a, su producto
a’xa==a’ se llama cubo 6 potencia tercera
de a. Si se vuelve 4 multiplicar por a el cu-
bo a3, resulta a’xa==a*, potencia quarta
de 2: a* multiplicado por z'da su potencia
quinta 45 : y axa da af, su potencia sesta:
a’ es la séptima de ... a™ su potencia m, y
a* su potencia 2¢. Los nfimeros 1, 2, 3ids gy
6, 7. m, 2t expresan el grado de la poten-
cia, y se llaman sus esponentes : 2 del cua-
drado, 3 del cubo, m de Ia potencia #z....
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Asimismo 7x7 da 49 cuadrado de 7: 49x7
prodice su cubo 343: 343%7==240I essu
guarta potencia. Ultimamente, multiplicando
3b%¢ por 3b% se tendra su cuadrado gb*c*;
este’ multiplicado por 3b*¢ produce su cubo
gb*e*x3b*c=27b%3 3y 27b%¢3x3b*=81b%c*
€s su potencia quarta. 3

106 La cantidad 2 que sirvié de multi-
plicador, se llama raiz, cuadrada de a, cii-
bica de a3, quarta de 2*.... ¥ raiz m de a™:
y los nlimeros 2, 3, 4....m €xXpresan el grado
ds la raiz. Tambien 7' es raiz cuadrada de
49, clibica de 343, quarta de 2401: 36°¢
es 1aiz cuadrada de gb*e*, clibica de 27 &°
¢¥ &g. ‘
1oy , Tendremos pues, que una cantidad
¢é' siuba ‘4l "cuadrado ‘multiplicandola por s
una vez; se sube al cubo multiplicando dos
veces por la cantidad ; 4 la quarta potencia
multiplicando tres veces... y €n general se
sube, qualquier cantidad 4 qualquier poten-
cia ,, multiplicando por la cantidad tantas ve-
,,CCS mienos una ‘como unidades tiene- ¢l es-
,, ponente de la potencia.

108 Como enel cuadrado de un mono-
mio qualquiera b* es b-dos veces factor , en
el cubo b3 tres veces, ensu potencia quarta
b* quatro, y ensu potencia m que es a™ , m
de veces; se podran elevar mas facilmente
4'sus potencias las cantidades monomias mul-

TR

Ll Y

e
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tiplicando sus exponentes por los de las po-
tengias elevando los coeficientes por la re-
gla_general (107).

‘109 Quando lés monomios son positivos
lo son tambien-todas sus potencias , y se les.
pone el signo ~+; ‘pero. si son/negativos serdn
positivas sus potencias pares 2. 4.4 G4 8.a....
2% ; y pegativas las impares 3.25 27.39.4....
3™%: y asi se les ha de dar el signo —: como
se colige de la regla de la multiplicacion.

El" cuadrado de ab® es a=<2paxi—g2p4.
el cubo de —30°d es —3x—3x—3x2X3d"X3
=—27¢%43 , la quinta potencia de 2b3dt* es
32UPSAIRs AR5 —3 2535454 ° 5 y generalmen-
te la. potencia m de #6? es #1Xm; X —ympam,

k10 Los quebrados se elevan 4 sus po-
tencias, stbiendo 4 ellas por las reglas dadas
su numerador y denominador, El quadrado
de FesZxZ=22: la quarta potencia de £ es
& : 20b® 8:50°
el cubo de ——— es ——

C 1570 27
: s e il aadd® an han -

y la potencia " de 3 o S

111 - Luego para‘sacar la raiz de una po-
tencia qualquiera monomia se dividird el es-
ponente de la cantidad, por el de la raiz; es-
to es, por el nimero que expresa su grado.

112 En'los quebrados se saca' la raiz de
sus dos términos ; y sila cantidad tiene coefi-
ciente , se saca de €l la raiz por las reglas que
daremos despues.

$: HEDGE AT %
sxs.xsxs"‘ﬂ
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De a*b* por egemplo, se extraera la raiz
cuadrada dividiendo los esponentes 2 y 4 por
2 4

el del cuadrado que es 2 , y se tendra a* b®
Q .36
)

< . a
—4b? : la raiz clibica de —— es, sacando la
(4

de 8que es2, y dividiendo los esponentes

3 6
, 33 b
3y 6 por el de la potencia 3, 143 — z‘: ;
3

g bt o iyt )
la raiz quarta de e &b ol la raiz m de

am ham ab®

3

13m L ‘

113 Se pone el signo + 4 laraiz de la
potencia positiva si es impar ; pero si es par
se le dan a la raiz los'dos signos =*; pues una
potencia par positiva 2* 6 vendra de axa, 6
de — ax—a que ambos producen #°."Si es
impar y negativa la potencia se pone 4 la
raiz el signo —. La raiz par de una potencia
negativa es imposible ; pues toda’ potencia
par es positiva. Todo_ esto se colige de las
reglas de la multiplicacion de los signos.

114 Quando dividiendo el esponente’de
la cantidad por el de la'raiz no resulta co-
ciente exicto, como' sucede sacando la' raiz

s ~ 3\ y
cibica de b5 que es b%; se deja en fraccion el

esponente, y represent: muna raiz que estd
por sacar : b5 se llama cubo imperfeeto ; por-

|
?
3

|

Liga

| |
| |
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que no hay raiz que multplicada por si dos
veces produzca b’ : 3 es cuadrado imperfec-
to, porque no hay cantidad que multiplica-
da por si produzca 3. Estas raices que se
llaman #rracionales, se suelen expresar po-
niendo las potencias bajo del signo v/, que se
llama radical,y entre sus palos el nimero que
2

indique el grado de la raiz. 13 6 1/3 repre-
3
senta la raiz cuadrada de 33V b5, la raiz

o Hiat :
¢iibica de bS; V'—; expresa la raiz quarta
a
2

d ed’; b l"‘ 4”1 i 4l
€ T y en genera V—L;— araiz m de i

11§ . Tendremos pues, quelaraizn de

a™ podrd expresarse de una de estas dos ma-

m .
n

-_— n -
neras:'a” 61/ 2 :y diremos en general, gue
una cansidad con un esponente fraccionario,
equivale d un radical cuyo esponente es el
denominador del quebrado , y el numerado:

esponente de la cantidad. De suerte que a®
i { [

3 55 4 b e
. serd lo mismo que V'a, b*=V'b3, a*b*=

4 2 : G I I 3 7 gt
1/43175.1 Al contrario, Ved® =¢*d*: o

bw .

116 . Los ‘polinomios se elevan & sus pe- -
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tencias ‘por la regla general (107). Por
egemplo, sise multlphn a=b por a+b , re-
sultara 'su cuadrado a’+2ab-+b° : este mul-
tiplicado por a-+b dara su cubo a’+-3a%b~-
3ab®+b? : este vuelto a multiplicar por a5
da su quarta potencia at+4a’h+06ab"+
4ab’-+b* &c. Si se multiplica 20d® —5+am’

6.d?

por si, dard su cuadrado 4¢’d*— >

Gam?
+a*m*. Muchas veces

“+4acd’m* —

que no son necesarios los términos de las
potencias , nos, contentamos con indicarlas:

a+b)? representa el cuadrado de a+b:
P

a-+b)? su cubo: (d’—b)* la quarta poten-
cia de d*=b.... (a”——b)m su potencia m.
117 Las potencias de a+b que acabamos
de sacar por la regla general nos pueden ser-
vir para facilitar esta practica, que es bastan-
te molesta especialmente en las cantidades de

muchos términos, - Con efecta, el cuadrado.

de qualqulera cantidad algebrxca 0 numerxca,
monomia 0 polinomiia, con quebrados 6 sin
ellos , debe constar de los mismos términos
que el de la cantidad general a+b , que pue-
de representarlas todas. Consideremos pues,
este binomio dividido en dos partes, @ prime-
ra y bsegunda, y veremos que su cuadrado
a’~+2ab+b* se compone de a® cuadrado de
la priméra parte, 2ab duplo de la primera

Y

b = i

TR
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a multiplicado por la segundab, y de b* cua-
drado de la segunda b. Luego si dividimos
qualquier cantidad 3b¢-+n¢ en dos partes, 3b¢
primera y n¢ segunda, tendremos su cuadra-
do gb*¢*+0hent+nt* , sin multiplicarla por
si, 'sacando el cuadrado de la 1.2 3b¢ que es
9b*c*; despues el duplo de la 1.% 34¢ por la
2.3 0t que es 2x3bexnt==06bcnt ; y por tltimo
el cuadrado 7°#> de la 2.2 n¢. Quando el sig-
no de una de las partes es +y el otro —,
sale negativo el 2.° término del cuadrado:
54 a®
como se ve en el de e L QYR 8 TR
beifui AL
Para sacar el cuadrado del trinomio ¢d—+
m—Z scle divide en las dos partes cd~+m 1.2
y —22.a, y serd su 1.5 término (cd-+m)’, es-
to es ¢*d*+acdm—+m?® : el 2.° 2x(ed+m)<—
I, que se reduce &4 —cd—m: y el 3.°(=3)%
que es X : luego todo el cuadrado serd ¢*d”~+
2cdm+m*—sd—m—+=. Con igual facilidad se
saca ‘el cuadrado de una cantidad que tenga
quatro , cinco 6 mas términos, dividiéndola
en dos partes, de las que convendra sea el Gl-
timo la 2.2 parte , y todos los demas I.? pro-
cediendo despues como se ha visto en el an-
tecedente cgemplo.
118 - Luego si se nos pidiese la raiz cua-
drada de @*~+2ab+b* cuadrado general , de-
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biendo ser su 1.f término 4°, cuadrado de
la 1.2 parte de la raiz , serd esta 2, raiz cua-
drada de @°. Enel 2.° término 2ab que se
presenta quitado el 1.° 2%, debe encontrarse
la 2.2 parte multiplicada por el duplo de la
1.2: luego si dicho 2.° término 2ab se parte
por 24, dup o de la 1.2 parte 2, el cociente
b sera la 2 % parte de la raiz, con tal que
haya ademas en la cantidad propuesta el cua-
d ado 5 de esta 2.2 parte, como con efecto

lwy luego a—+b es la raiz que se pide.

St se ,}\dw's* pedido la raiz de 14 caditi-
dad 2 +24bad w2 ai+20b42% 5 sacada la riiz
a-+y de a’+2ab-+b* que considerarémos co-
mo primnr término del cuadrado, se dividi-
riel 2.° 2ac+2b¢ por el duplo 24425 de la
raiz hallada, y el cociente ¢ es la 2.2 parte;
pues se encuentra ademas el 3.7 términd ¢*
cuadrado ds o

119 Luego en g(,n ral - para extraer la
Saizcuadeadat de q.m.\lum untldad polino-
mia ordenada: 1.° se saca la raiz cuadra-
da de; su p;-j:n»z- término , se pone a’parte _y
s¢ . resid lsi enddrade de la.cantidad. 2.
divide el yesiduo [zo ¢l duplo de la raiz /m-

Hada | gue o5 la 1.2 parte, y el cociente serd

la. 2.2y se contluye yestando de la cantidad ¢l
producto del diviser per el cociente y ¢l oua-
diady de dicho corlente. 3.° st sobra algo se
wolteid a _p,;zrtz'r pOF &l duplo de las dos pai-
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" tes halladas | que se towan por 1.2, restando
| del dividendo ¢l producto de ol coite fzte que re-
| sulte por el divisor; junto con ¢l cuadrado de
dicho cociente : y asi se continiia si vuckve as
| sobrar. :
Veanse practicadas estas reglas en el si--
gulentb egemplo en donde para sacar la raiz

x‘-—sz3+b’x’—2a’x’+2a’bx+a‘* x*—br—a® Raiz

O il (528 0 YTl

—2bxibir’—2a’x*+2a’bx+at  —bx Cociente
+2bx3—by?

—2a%x*+2abx+at 2x®*—a2bx 2.° Diw.

“+2a°2’—2a"bx—a* —a” Cociente.

® g
cuadrada de la cantidad A, se saca de su
4

p’rimer término 2%, y 2*==a? que resulta,

sera su 1.* parte, que se pone a un lado

su cuadrado a* se resta de la cantidad. El
- residuo B se parte por 22* duplo de la 1.2

parte hallada, y —bx que sale de cociente, es

la 2.2 parte de la raiz. Multipliquese este co-

ciente por el divisor, y el producto —25z3

junto con el cuadrado 4”x* de dicho cociente = :
réstese de la cantidad. D T

De la resta resulta el residuo C que se .

divide por 2a°—2bx, duple de &*—bx que se
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toma ahora por 1.2 parte: despues se multi-
plica el cociente —a* por el divisor , y se res-
ta el producto 24°v*—24°bx , afiadido del
cuadrado 2* del mismo cociente, de la canti-
dad C; y pues que nada sobra, concluyo que
x*—bx—a® es la raiz cuadrada de la canti-
dad A. Si quiero certificarme de que es asi,
subo esta raiz al cuadrado y me resultara di-
cha cantidad A. :

120 Por estas mismas reglas se extrae la
raiz en los niimeros; pero se necesita tener
bien sabidos los siguientes cuadrados de los
nameros primeros.

Raices... |1 121314 516 17.18 19 [10.] 5t |12 [&e |
 Cuad.® [1.14.79.116.25. | 36.149- | 64.| 81.|1c0.| 121. |144.| &'

En ellos se ve 1.° que ningun niimero cuya
{iltima cifra sea 2, 3, 7, 8 podra ser cuadra-
do perfecto: lo 2.° que el cuadrado de los
niimeros de una cifra 6 que anteceden & EQ;,
no puede llegar 4 100, es decir, no puede
pasar de dos cifras : los cuadrados de los nii-
meros de dos cifras, que son los que antece-
den 4 100, no pueden llegar 4 su cuadrado
10000, ¢ no pueden tener mas que quatro
cifraszica En general, ningun cuadrado pue-
de tener mas cifras que el duplo de las que
conste su raiz, aunque podra tener menos
Cuino se Ve en 4, 10y, 10201, cuadrados de
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2, 13, 101." De consiguiente si comenzan-
do por la derecha se divide un cuadrado de
dos en dos cifras, el nimero de divisiones
serd el de las cifras que ha de tener la raiz:
la 1.2 division tiene una cifra quando es im-
par el namero de las que hay en el cuadrado.

121 Todo constara de los egemplos: en
los que se. baja una: division cada vez que se
ha de partir, no contando en la particion con
la Gltima de las dos cifras, que se reserva pa-
ra restar de ella el cuadrado de la 2.2 parte
de la raiz : advirtiendo ademas que quando
el divisor no cabe en el dividendo, se pone
cero en la raiz y se bajan las dos cifras que
se siguen.

Para sacar la Egemplo 1.

ra/lz c:ladrada del 33,64 ISS ik
nim.° 3364 que ,
dividiré dedosen 2§ ]
dos notas, comen-
zando por la de-

864 , 10 Divisor

recha , saco de la 8o 8 Cociente
1.2 division 33 la

raiz cuadradaque 64

es §, contentan- 64

dome con la pro-
xima menor por-
que no la tiene exicta; péngola a parte, y
restando su cuadrado 2§ de 33 , me quedan
8 de residuo. A 8 se juntd la civision inme-

r"“\

o




8o . ELEMENTOS

diata 64, se toma de 864 que componen, el
86 por dividendo, y debiendo ser 10/, du-
plo de la 1.2 parte hallada el divisor , saldra
de cociente 8. Multiplice por él el divisor, y
resto el producto 8o del dividendo., y res-
tando por fltimo de 64 que quedan, el cua-
drado 64 del cociente 8., me resultara cero,
y serd §8 la raiz cuadradasde 3364. En prue-
ba de lo qual 58 subido al cuadrado produce
§8x58—=3364.

r22° Hemos restado 33,64 l 58
primero el producto 8o del 25 b
divisor por el cociente, y
despues su cuadrado 64,  8ey I 108
porque no se confundiese gE L TR
su valor juntandolos, que 4
por.-el diverso lugar que
deben ocupar , no compo-
ne la suma 8o+64=—144 sino 864. Por tan-
to para abreviar la operaaon , convendra
siempre juntar el cociente al divisor y sacar
de una vez los dos productos’; pues. multi-
plicando 8 por 8 saldrd su cuadrado y 8 por
10 dara el producto del cociente por el di-
visor.

Enel 2.° egemplo, sacada de 8 la raiz
restado su cuadrado 4 de 8, y bajada la &
vision 45, ‘se partird 44 entre 4 duplo de 2;
se juntara al divisor el g que sale de cocien-
ic, y multiplicando por €l 49 que compoenen,

o}

T T—




| DE ALGEBRA. 81

f PRI Egemplo I1.
8,45,64,64 | 2908 Raiz
4 b i
44,8 ; 49 1.1 Divisor
441 9

1 ©046,46,4 , 5808 2° .Diwisor
46 46 4 8
¥ L B0eanL T |

se restard” el producto 441 de 445. Puesto
el g en la raiz, se junta la segunda division
64 al residuo 4, y como en el dividendo 46
no cabe el divisor 58, duplo de 29 raiz ha-
Hada, se pondra cero en la raiz, y se bajaré
Ja Gltima division 64. Dividase 4646 entre
5§80, duplo de 290 que se roma por I.2 par-
te; jantese el cociente 8 al divisor 580, y
multiplicando §508 ‘por 8, y restando su
producto de 46464 , se tendrd cero de resi-
duo, y serd 2908 raiz cuadrada de 8456464.
En efecto, 2908 x 2908 =8456464.

123  Si concluida la operacion con los
dos “Gltimos guarismos , resulta algun resi-
duo, es prueba de que el ntimero propuesto
es cuadrado imperfecto , 'y de consi guiente no
tiene raiz exicta. Para sacarla tay proxima
como s¢ quiera , se¢ afiaden dos ceros 4 la
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resta y 4 lis demas.que vayan resultando,
y serdn decimales las cifras que salgan dela
operacion , que &s 1a misma en cada dos ce-
ros que en cada dos de los nlimeros ante-
riores. :

Egemplo ILE

29,41,99,84 }ﬂ,mg
25
_—4;_1' l 104 1.r Divisor
410 4
—_9_,-5;; ' I 1082  2.%
9.19_4_.__ Tt 2
43584 l10844 3.°
43370 4 ‘
2080,00,0 ‘ 1084801 4.°y §.°
1084 801 I ;
0951990,0 |10848029  6.°
97632261 . : 9

1887639 &c.

Despues de haber encontrado en el 3.
egemplo 5424 raiz E?ﬂma del nfimero pro-
puesto , afadiré dos-ceros 4 208 que sobran,
y. duplicando 4 5424 tendré 10848 por 4.°
divisor: el dividendo correspondiente es 2050,
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el cociente cero que debe ser la primera de
las notas decimales. Afiado 4'26800 otros dos
cerosy, y tendré que dividir 208000 ‘entre
1084802 pongo en la raiz el cociente 1, 2.2
nota decimal ; jlintolo al divisor,, y hecha la
multiplicacion y resta , afiadiré al residuo
995199 otros dos ceros : divido despues
5951990 por el duplo de la raiz hallada, y
poniendo en el 3.7 lugar de decimales el co-
ciente g, continuaré si es menester, la ope-
racion que. es infinita,

124 Quando el numerador y denomina-
dor de un quebrado son cuadrados perfectos,
se saca de dichos términos la raiz, y se tie-
ne la del quebrado. Sacando la raiz cuadrada
4 de 16, y la de 49 que es 7, se tendra la

2
deZZque es2: ladeZes2:lade % esi;:
4 o2 254%b° ab® .
la de:ﬁ e —iy la demes——sﬂ;—.

125 En los n{imeros, si solo el deno-
minador es cuadrado perfecto, como sucede
en$, se saca en decimales la raiz préxima
1,732 del numerador 3 por las reglas pre-
cedentes, y dividiéndola por 3 raiz exicta del
denominador, se tendra 222 —0,8777 ‘Taiz
proéxima del quebrado. Para hacer que el de-
nominador  sea cuadrado perfecto sino lo es,
se multiplican los dos términos del quebrado
por dicho denominador. Si se pide la raiz

/ Fa ‘
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préxima de £, le reduciré antes 4 e srt A
Ce 66 o8

sacaré despues la raiz proxima de 30 que es

§,4775 la dividiré por 6, raiz exacta de 36,

y tendré 0,913 raiz préxima de ;.

126 Si se pidiese la raiz cuadrada de ua
entero y un quebrado , §% por egemplo, se
convertira en %>, y se sacard despues dicha
raiz como acabamos de decir. Pero sera me-
jor reducir g% a la cantidad decimal 5,250000,
4 la que se han afadido quatro ceros para
sacar por las reglas dadas su raiz préxima
2,291 con tres cifras decimales.

127 Vengamos ya 4 la potencia ciibica,
cuya formacion se ha de facilitar ‘por medio
del cubo de a+b; ad+3a’b+3ab*+b% , que
se compone del cubo 43 de la 1.2 parte 4,
de 3a°b triplo del cuadrado dela 1.2 parte
multiplicado por la 2.2, de 345> triplo de la
1.2 parte multiplicado por el cuadrado de la
2.7y de b3 cubo de la 2.2 Con efecto, si
dado el binomio 3be-+nt para elevatle al cu-
bo, considero 4 3b¢ como 1.% parte, y a
nt como 2.3; deberd ser el primer término
27b3c3 , cubo de 3bc; el 2.° 27h* ¢*<nt=—

27b*c*nt , triplo del cuadrado de 3b¢ que es
27b*¢*, multiplicado por la 2.2 parte’ nf: el
3.° ghen’s* , triplo de la 1.% gbe multiplica-
do por #*#* cuadrado dela 2.2: y el 4.° n¥3
cubo de la 2.7: y la potencia ciibica de 3b¢
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Para sacar el cubo del trinomio cd--m—
I Se toma d cd-+m por 1. parte, ya—=
por 2.7y procediendo como en el egemplo
anterior se’ tendra (ul+m—§)3:(td+m)3+
3x( oA+ 2edm—+m? Yx—Z 4 3x(ed-+m)x=
-+(—13)? que viene 4 ser, efectuando las ope-
raciones indicadas, ¢3d3-+302d% m+- 3edm’ -+
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Quando la cantidad tiene mas términos, se
toma siempre el fltimo por 2.3 parte y los
demas por 1.2, y se procede del mismo
modo. .

128  Luego si se pidiese la raiz clibica
del cubo general a3-+34°b+3ab*+b3 , saca-
rfa de su primer término 43 cubo de la 1.
parte, la raiz ctibica @, y esta serfa la 1.2
parte de la raiz pedida. La 2.2 que es b, de-
bo encontrarla en el 2.° término 3a’b, divi-
diéndole por 32° triplo del cuadrado de la

| 1.2 gencontrada. Y como ademas de estos

dos términos se encuentran 344 triplo de la
1.2 por el cuadrado de la 2.7, y 3 cubo de,
esta 2.%, que son todos los que debe tener
un cubo completo; concluyo que el dado lo
es, y su raiz clibica a-+b.

Si se hubiese dado el cubo a3-+34%+
3ab’+b3-+3 (a’+2ab+b*)xc+3 (a—+b)xc*~+
¢? para extraer su raiz; sacada como acaba-




86 ELEMENTOS
mos de decir la de a3+3a°b+3ab*+b* que
es a+b , tomaré este binomio por I.? parte,
y dividiendo por 3 (a*-+2ab+b") triplo de
su cuadrado , los términos siguientes tendré
¢ de cociente y 2. parte de la raiz; pues se
encuentran despues de los términos divididos,
3(a+b)e* triplo de la 1.2 multiplicado por
fa 2.3 y ¢3 cubo de la 2.2

129 Por consiguiente, para extraer la raiz
clibica de qualquier cantidad polinomia or-
denada: 1.° se saca la raiz cibica de su
1.7 término que serd la 1.2 parte, se eseribe
d parte y se resta su cubo de dicho 1.7 tér-
mino.

0.0 Se divide el vesiduo por el triplo del
cuadrado de la 1.% parte hallada , y ¢l oo-
ciente serd la segunda. =

5.° Se mulsiplica el cociente por el divi-
sor y el producto sumado con ¢l triplo de la
1.% parte multiplicado por ¢l cuadrado de la
2.2, y con el cubo de esta 2.% se restan de la
cantidad. :
© 8i sobra algo se vuelve d& partir por
el triplo el cuadrado de lo que haya en la
raiz, que es ahora 1% parte, j el cociente es
la nueva 2.% parte s réstense de la cantidad
los tres productos que digimos en la regla 5.
y continuese del mismo modo si aun wolviese &
sobrar, y se tendrd la raiz que s busca.
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F Egemplo. B it
t+645d+2 Ia4d’+44d3d3+6342d4+544d5+27d6la +2adi3d®

w625 dva ra‘*d’+44a3d9+6342d4+54ad5+27d6|3a" Diis.
.-0a’d-124a*d"—84°d’ 2ad Coctente

|32*+124%d+124°d"
D........9a*d*+36a%d%+63a*d*+§ 4ad’+27d5
-9atd®-3643d%-63ad*-s4ad’-274%  3d* Cociente

o}

Para ‘sacar la raiz clibica de la cantidad
A, sacaré la-de su 1.F término 2% queé es a?,
pongola a parte , y resto su'cubo de la can-
tidad. Divido el residuo B por 32+, trlplo
del cuadrado ' de la 1.2 parte hallada 2°, y
tendré de cociente 2ad : multiplicole por el
divisor /'y afiadiendo -al producto 6434, el
“triplo de‘la 1.2 4* multiplicado por el cua-
drado de'la 2:4, que es 3xa’xqa’d’=124d",
y 8434 cubo 'de la 2.2 244, lo restaré de
B, y tendré de residuo D: este se ha de
d1v1d1r por 3a*~+12a3d=+124°d* triplo de

a*+4a’d+4a°d® cuadrado de a’+244d que
se toma por I.? parte: el cociente es 34°;
con que tendré que restar por filtimo , de D
los tres productos ga’d”+3643d5+3a’d‘*
divisor por el cociente, 27a’d*~+g54ad’ tri-
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plo de la 1.2 2°+2ad multiplicado por 9d*
cuadrado de la 2.2 34°, y 274° cubo de la 2.%;
y como nada sobra , serd #’+2ad+3d" raiz
clibica de la cantidad A. Para cuya prueba
subiré dicha raiz al cubo y me saldra A.
130 Para la extraccion de esta raiz en
los nameros , observense los cubos de los
n{imeros primeros que SOM. . . ... .ve...-

‘.R(Ziz.lx.|z-|3.|4.| § | 6 | 7« [ & | 9. | 10| 11 | 12, | &,
C’ubo;h.{8.127.;64.l125.12x6.|343.|512.|729.|Icoo.|1331.|1728.|&c.

y se verd que los cubos de los niimeros de
una cifra , que son los que anteceden 4 1o,
no pueden llegar 4 su cubo 1000, es decir,
que no pueden llegar 4 quatro cifras : asi-
mismo los cubos de los de dos cifras, 6 de
los que anteceden 4 1007, no pueden llegar
4 su cubo 1000000 ; esto es, no pueden

llegar a siete cifras; y en general , que nin-

gun nimero puede tener en su cubo mas que e,
el triplo del ntimero de cifras de que conste rip
su raiz; y por consiguiente, si comenzando [,

por la derecha de un cubo, se-le divide de '
tres en tres cifras, el nitmero de divisiones
serd el de las cifras que debe haber'en su.
raiz: bien que la primer division de la iz-
quierda podrd tener una 6 dos; porque no.
‘odos los niimeros tienen por cubo el triplo
de las cifras de que constan, como s¢ Ve €n
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8 cubo de 2, y en27 y 64 cubosde 3y 4.
131 En lo demas, las reglas de la extrac-
| cion de la raiz cﬁbica son unas mismas para
| los numeros y para las letras, en observando
lo 1.° que para cada division se baja una cla-
se de tres -niimeros, de los que se reservan
dos para restar de ellos los dos productos que
se anaden al del divisor por el cociente : ad-
virtiendo que este se escribe bajo del divi-
dendo, el 2. termlna enla 2.2 c1fra de la di-
vision, y el 3.° en la tercera 2.° que en la di-
vision no se cuenta con las dos filtimas cifras.
3.° que quando el divisor no cabe en el di-
videndo se pone cero en la raiz y se baja otra

clase.
Egemplo I
32,768 i32 Raiz
27 &
: 57,68 l27 Dio.
roducto del divisor por el cociente §4° 2 Coc.
tiplodela 1.%p.% por elcuad.® dela 2.# 36
ubo de la " 8
5768
o

Dividase el nimero 32768 como se ve,
para extraer de €l la raiz ciibica : se saca la de
32 que por no tenerla exicta se toma su pré-
xima menor 3, y restado su cubo 27 de 32,
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quedan § que ‘con 768 que se le juntan, son

§768. De aqui se toma por dividendo a 57,
y como el divisor debe ser 27, triplode g
cuadrado de la 1.2 parte, sera 2 el cociente,
y 2.2 parte de la raiz. Sumo ahora los pro-
ductos 2x27==¢4 del divisor por el cocien-
te, 3x3x4 triplo de la 1.2 3 por el cuadrado
de la 2.2 2; y 8 cubo de la 2.2 dispuestos
como se dijo (131) y se"ve en el egemplo,
y restando su suma de §768, tendré. cero,
y de consiguiente serd 32 la raiz clibica de

32768.
Egemplo KL

68,067,239,787 {4083 Raiz
64 F: P Y
40,672,39 I 4800 1.°y 2.° Divisor
38400 8 Cociente
7680
512
3917313

149927787 | 499392 4.* Divisor

1498176 3 Cociente
I1016
27
149927787

o

PETN L
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En el 2.° egemplo sacada la raiz clibica
4 de 68, y restado su cubo 64 de 68, se
juntan al residuo 4 los tres niimeros 067 : y
porque en el dividendo 40 no cabe el divi-
sor 48, triplo del cuadrado de la 1.2 parte 4,
se pone- cero en la raiz, y bajada la division
siguiente 239, s¢ parte 40672 por 4800,
triplo del cuadrado de 40. Sacado el cocien-
te 8, se resta de 4067239 s 3917312 suma
de los tres productos 38400 del divisor por
el cociente, 7680 triplo de la 1.2 por el cua-
drado de la 2.2 y §12 cubo de la 2.* Afia-
diendo al residuo 149927 la @ltima division
787 y partiendo T499277 por 499392 tri-
plo del cuadrade de 408, se tendra el Glti-
mo cociente 3, y cero de-residuo, restando
la suma de Jos tres productos acostumbrados
que muestia el egemplo. Luego la raiz que
se busca es 4083 ¢ como se puede compro-
bar subiéndola al cubo.

132 En los cubos imperfectos en los qua-
les sobra algo , despues de haber bajado la
filtima clase, ya que no se pueda lograr exéc-
ta la raiz, se aproxima en decimales afladien-
do 4 ¢ada residuo tres ceros y continuando
la extraccion por las mismas reglas.
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Egemplo I11I.
21,790 l 27,93 Raiz

8
137'90 } 12 1.f Divisor
84 7 Cociente
294
343
11683
21070,00 | 2187 2.° Divisor
19683 9 Cociente
6561
729
2034639 g
72361000 | 233423 3.° Div. |
700569 3 Cociente g
7533 j
.
70132287

2228743 &c.

Asi se egecuta en el 3.t egemplo en el
que despues de haber encontrado la raiz 277,
afiadiré tres ceros 4 la resta 2107, y divi-
diendo 21070 por 2187 triplo del cuadrado
de 27, tendré 9 por cociente y I.2 cifra de
decimales : resto de 2107000 los tres pro-
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ductos 19683, 6561, 729 del divisor por el
cociente , del triplo de la 1.2 por el cuadra-
do de¢ la 2.4, y del cubo dela 2.2 y afhadien-
do al residuo 72361 otros tres ceros, vol-
veré a partir 72361e por el 3.7 divisor. El
cociente 3 es la 2.2 cifra de decimales, con la
que se practica lo que con las'demas, y se
continfia si se quiere la operacion.

133 La raiz chbica se saca de los que-
brados cuyos dos términos son cubos per-
fectos, extrayéndola de los dos. La de % es
sporser2 lade 8y 3ladeay: lade 2t

- 84%0°  2ab? , y
es2; lade T haa Quando en los nfi-
meros solo el denominador tiene raiz exicta
se saca la proxima del numerador (132), y
dividiéndola por la exicta del denominador
resulta la del quebrado. En £ por egemplo,
se saca la raiz cQibica proxima del numerador
3 que es 1,443, y dividiéndola por 3 raiz
exicta de 27, serd la préxima de £, -’—’}‘2 =
0,481. Para hacer al denominador cubo per-
fecto quando ne lo'es, se multiplican los dos
términos del quebrado por el cuadrado del
denominador : 3 por egemplo, se reduce 4

2X9_ 138 >
x5 Cuyo denominador 27 es cubo per-
fecto.

134 Sise pidiese la raiz ctibica de un en-
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tero y qtuebrado , 6 por ggemglg , se redu-
cird 4 £°, y sacando la raiz proxima de 51,
y la exicta de 8, sera lade 6 £, -?-EE: 1,857
Pero es mas facil reducir 6% 4 la cantidad de-
cimal 6,375000000, y sacar por las reglas da-
das dicha raiz préxima 1,857 : cuidando de
que la cantidad tenga siempre un nimero
de cifras decimales triplo de las que se quie-
ran en su raiz.

138 Muchas veces nos contentamos con

indicar las raices imperfectas sean cuadradas,
3

. 2 B a
sean clbicas, con el signo /. V/ =174 ow e
(A
presentan la raiz cuadrada de Z, y la chbica
a ; ors
de cien la cuadrada se suele omitir el 2.

136 Del mismo modo que en el cubo y
el cuadrado se facilita la formacion de la po-
tencia 4.2 con la de a+b que es a*+4a’b+
6a°b*-4ab3+b* , y que se compone de la
4.2 potencia de la 1.2 parte &, del quadru-
plo del cubo de la 1. multiplicado por la
2.2 b, del sestuplo del cuadrado de la 1.2
multiplicado por el cuadrado de la 2.2, del
quadruplo de la 1.2 multiplicado por el cu-
bo dela 2.2y de la 4.2 potencia de la 2.% di-
vidiendo en dos partes la cantidad que se dé
para elevarla 4 su 4. potencia y poniendo
sucesivamente los términos que acabamos de
decir.

ra—————

T ——
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137! Igualmente sacarémos de dicha po-
tencia general el modo de extraer la raiz 4.3;

pues sus términos manifiestan que la 1.2 par-
te de la raiz debe ser la raiz 4.2.del 1.° a4;
como tambien que la 2.2 parte £, quese en-

-cuentra en el 2.° término 4a%h multiplicada
por el quadruplo del cubo de la 1.2 par-

te hallada 2, se -debera buscar, dividiendo

-por. dicha cantxdad 44’ el residuo que que-
-de de restar la 4.2 potencia de la 1.2 parte

hallada.- Y que deberan encontrarse en la
cantidad para ser potencia 4.* de a-+b, 6a2°b*
sestuplo del cuadrado de la 1.? multiplicado
por el cunadrado de la 2.2, 44b% quadruplo
de la 1.2 multiplicado por el cubo dela 2.2

‘y b* 42 potencia dé la 2.2 b. Ultimamente,

se prevendria en los niimeros dividirles de
quatro en quatro notds, usar de una de es-
tas divisiones en cada operacion no contando
con las tres Gltimas cifras para dividendo,
poner cero quando este no contuviese al di-
visor, y todo lo demas que dejamos adverti-
do en la extraccion de la raiz cuadrada y
ciibica.

138 . Si se observan los términos de. las
potencias anteriores, se¢ vera que €l esponen-
te de # en el 1.7 término es el que indica el
grado de la potencia, y en los demas va dis-
minuy endo de 1. El esponente de 4 es <iem-
fre I en <l 2.° término, y en los siguientes
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va creciendo de una unidad hasta llegar en
el {iltimo al grado de la potencia; de suerte
que los términos de la potencia 6.3 no contan-
do con los coeficientes son @®+ a5 b+a*b*+
a3b3+a’bt~+abs+b°.

En quanto 4 los coeficientes, el del 1.°es
siempre I , el del 2.° es el 1.7 esponente de &
dividido por €l 1.° de b: €l del 3.° el pro-
-ducto de los dos primeros esponentes de 4 di-
~vidido por el producto de los dos primeros ‘es-
ponentes de b : el del 4.° el producto’de los
tres primeros esponentes de 2 dividido por el
‘producto de los tres primeros ‘de b; ‘yasi de
Jos demas. Los de dicha potencia sesta por eg.
g abiite 6X s 6X5X4 0>§5X4x3 , Oxsxaxaxe

210 xxa )’ IX2X3 DX2XIKe  1X2X3X4XKS
MsxXPERT_— 1 : y toda la potencia con le-
- IX2X XX K0
tras y coeficientes serd a®~~6a’b+15atb’+
20a°b3+18a°b*+6abs+b°. '

139 Finalmente, si ‘se nos pidiese una
potencia general , v. gr. la potencia m de a+b,
serfan sus términos sin coeficientes a™--a" —*bh
™2 b* 4™ 3 b3 +am-4b* &c. hasta el

infini los coefici los 2, 2222
infinito, y los coeficientes solos —, —2-
mXm—1Xm—2  mXIm—IXm—2Xm—3 o y toda la

X3 1X2X3X4 m
potencia m d¢ a-+& 6 (a+b)r=a"+ —

R AU
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m><m——1a'm_2 b2 m X m—1 X m-2 am-3p3
1Xz2 1X2X3

am 1 b+

am am
Y como g™ '——, am—z—.—_;_; B,
4 -

. mam
se podra mudar en esta a™-+ & i
IXa
mxin—1 amb*  mem—sem—2am b
<t + &e.

13 X Ix2x3x®

140 Por esta formula que invent6 el in-
mortal Newton, es muy facil elevar una can-
tidad 4 qualqulem potencm dividiéndola en
dos partes que se igualan a 2.y b, suponien-
do m la potencn que se pide;, y poniendo en
lugar de los términos de la formula los valo-
rés que les corresponden.

141 Pero su principal utilidad estd en
12 facilidad con que se sacan por ella las rai-
ces proximas de las potencias imperfectas de
que pondrémos algun otro egemplo en ense-
fando a manejar las cantidades radicales, que
suclen intervenir en dichos calculos.

Calenlo de las cantidades Radicales.

142 Quando una cantidad se ha trans-
formado segun de)amos dicho (114) en otra
igual que no tiene el signo v, se puede su-
mar, restar, multiplicar, partir, subir 4 sus
potencias y ‘extraer. de ella qualquier' raiz
por las mismas reglas que hemos dado pa-
1a las cantidades algébricas.
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8 x

2 1 2 L G b
. Y ast ley 1/:1 transformados en a’y
4°, suman 4°+4°: se diferencian en a3 —

e O 2 X

7
— 4% sumando sus
2 p

esponentes (83) : su cociente es % * =

= e
a*®: su producto es a® *

a° restando 105 esponentes (90)- su cuadra-
4

Ix2 = =
den P oar=—=1a" d-“ *=— 4%; y su raiz
&3 Y
_1_ x 2
ctibica #?X3=4a° )Y 43><3 == a0 La-sumi.de
f« 1‘ t t
b y b"' €s b” Y 1 , su diferencia b
t y tm—nyr
— s S5 -
b™ , su producto " "=b "" , suco-
tm—nr th m

ciente b ™ : su potencia %, b* y b y
t r

su raiz g , b" .y b™2.

: X 3 4

" Tambien &' +5 * esla sumade a* 'y

wln

R L ATt ] T A

b4t 45 = b st diferenciay ath fee=—7

i = s b=
as 5 g4 :

su producto : y——2a b* su cociente : su

. 2 by | &

potencia pya’ , b % ;5 ysu Wz g5,

Tl
b,
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143 Como los términes que forman el
esponente quebrado de estas cantidades son
los esponentes del radical 'y de"las cantida-
des ; siempre que estos puedan dividirse-por
un mismo niumero , quedard mias (eu*‘llﬁ la

C'mt‘dad radical. 1/b por eg. que ¢s ])H“*

b‘ » equivale 4 \/b dividiendo 4 y 2-por 2:
g

ars

s ke oo , dividiendo por'2
Y por.lo mismo la raiz g8 de 4% se fod.';'

sacar extlayc ndo dos veces la cuadrada ;' por

A7 Pm UV Wi 67 de b sa
cmao la' el :bxha y d»spucs la cuadrada; pws

ﬂ/b” —~1/lz*——b2 En general, la ex ctraccion

de qudlqwer raiz se podra dividir n'Tas ope-
raciones de raices inferiores;que indignen los
factores de sus esponentes. La 8.2 por eg.
sacando tres veces la cuadrada} 6 primeio
la 4.2y despues la cuadrada ; por ser 8=—
2X2X2—4x2.,

144  Asimismo, siempre que de algvno
de los factores de la cantidad radical pueda
extracrse la raiz, sela pondrd antes del sig-
no 3/ 4 manera de coeficiente , y-como tal
multiplicara toda la cantidad sin haber varia-
do. su valor, y haciéndola mas sencilla. Con

3 F
efecto, la cantidad V4205 —=V/exa®}®, sa

G2
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cando del factor @36° la raiz clbica ab®l; s

¥ 3
reducird @ ab’V'e; porque Valb’c—a*

_-E 3
e3=—ab*Vie.

wlo @

Si en 1/ (m3n+8m*n’+16mn?) descom-’

pongo la cantidad en los ‘dos - factores (m’—+

8:;:71+16n2)'><h4n y saco la raiz cuadrada del

I_.° que ¢s 47,y ,1;1- pongo. por coadi-
ciente al radical , quedard reducido 4 (m=41)
ymn: (por coeficiente de un radical enten-

demos aqui toda cantidad que le multiplica)..

274%b°x"=454" % :
2,3 ( . )que se descompoie en

4
i 9a%h* 3 » ‘
21/ (3b2°—5¢) , equivale sacando de
4 ¥
a*b* e S
2 la raiz 32, y multiplicandola por el

2
coa‘f}iciente 2, 4 3ab>v/(3bx*—gt).

148 ' De consiguiente quando’se ‘quiera
meter bajo del signo'y/alguna cantidad "que
le antecedaconto coeficiente’, se debera su-
bir antes 4 la potencia que indique elradi=
eal, y multiplicar por e'la despues las cant-
dades que haya bajo de dicho signo, 6 par-
tirlas si estaba dividiendo. L 22

Para meter bajo del signo radical 34 cn
3av'bc, le subiré a su cnadrado’ ga®; y mul:
tiplicindole por be, tendi¢ 3avbe=vga’b,,

2 o 8 »
-—’-—13/((——"—) es lo mismo que V(ﬁzlm‘”),

¢ d-FS : tgx.'—i“)’tg
- "1’

‘!1’,1'
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Hia c—n A o Loy
multiplicando T POE =g B Gltimamente, ..

—+3 b
z i A 44—8d
;El/(a—zd) equivale a 1/( —)_

¢ —rid+d®
: VD s
146 Luego un radical ap/ c—podra mul-

tiplicarse 6 partirse por una cantidad qual-
”n
quiera m asi, ztml/-c-';;- sin variar de valor;
- W e B TS
pues al/—ﬂ-:—-m—l/c—_zzml/—m—p—;-. y nos po-
dremos valer de este medio para. reducir 4
entero qualquier quebrado que esté antes 6
dentro. de un radical : Zz;fc——_—b& I
TR e el A USERELY TR
" ¢ ¢
147 Si se transforman las cantidades ge-
m n
nerales y/a y /b de diferentes esponentes
I I

7 m

s

en' sus iguales 4™ Yo", 6 ena™ y b

reduciendo los quebrados 4 un mismo deno-

minador ; se tendrd, volviéndolas al radical,
mn . mn
”

V@ ., Vb que tienen ya un mismo espo-
nente mn. ., Luego para reducir dos radicales
5»4 Un mismo esponente , se han de mulpli-
»car los esponentes entre s, y subir despues
»sla cantidad de cada radical al esponente que
»indique el otro.«
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; 2 38+
Para reducir 178 y71/5 4* un mismo es-
ponente 3 se multiplican 2 por 3, se sube el

8 al cubo, y el 5 al cuadrado y resultan
1253 6 6 4 5.4

1/ 83, ?}352, esto es, 512y V25. V -

vy 1}2—:7:- se reducen {14;{/4 (6—?—)< y ;;((—b—t) 4,

34
, 2077761°h° 20 16p*.* :
- Yeib s Ultimamente
't Ld
»(S5) y 7(525) hechos de un mi
ik ———) hechos de un mismo
vie)yvis) b
23 ot by 301 (RS dnedns,
esponente , son V’(-——‘r) YV (—;;—) g
6 r3—3¢*derged®—d® 6 4~+4d—+d*
e e e
(),} A — Al

Quando haya tres 6 mas radicales que
reducir , se multiplican entre'si todos los es-
ponentes , y se eleva la cantidad de cada ra-
dical 4 la potencia indicada por el producto

: 3 be
de los esponentes de los otros: Vab, 3/—
2

S ; 2x8 B\ 8
y 14/%"-'L sz reducen 4 ”;/2 (ab)??, 21};(—b-l—)
R

46y x2 9 24 x"blz 9422 24 126
—) .quesony/a’’ — —
1(km),q Vv ; z-5GYVm6
148  Esto 'supuesto ;, las cantidades radi-
~cales se suman. j, escribiéndolas con sus'pro-

53 Pios signos 5 y se restan’ mudando en'sus
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» contrarios los signos del Subtr'lhendo, re-
,,ducxendo las que haya semejantes, es de-
,,c1r las de un mismo esponente , y de una
»misma cantidad bajo del sxgno Vaks

La suma de v(¢c—4) y 1/ , es vV (c_d)
—|—1if_s y su diferencia \/(c-—d)—]/
suma de 5b1/ (z+a) y —41/ b i) ess Sb
Vv (:r+a)-—41/bc , ¥ su dlfelencn SZ)V(x—i—a)
+41/bc la suma de gbe* Vb y Gbe* 1/8 es
reduciendo, 1Ibo21/8 h de 2 1/4 AL V4 €s
reduciendo tambien , -2 ]/ 4+ haciendo la mis-

s

m1 reduccion se hallara que Ia dlfcrenCJa de

——1/ (a+b)y —1/ (a-+b) es 1/ (a+b).

Ultimamente, la suma de 7n/ a'y vV3bar’=

6:va (144), es 13¢Va: y la diferencia de
f/(a‘f-l-za‘b) y ;(Sab3+l6b4) que se re-
ducen 4 aV(a+2b) y 2b V(a+2b) es restan-

do sus coeficientes, (a—2b) 1/(4+2b)

1497 y,Para multiplicar los radicales sg
»hacen de un mismo esporente sino 6 son,
»y se multiplican las cantidades que estan




To4 ELEMENTOS
»antes y ba]o del signo V. \/3 se multrph—

ca por —1/— reduciéndolos a 2 ]/ 27 Y5 l/——

de un mismo esponente, y mulnphcando

2

despues 2 por £y 27 por £ ; de que resul-
6

ta 2y (¥4 —21/3a*. El producto de.
9

§V(e+d) por 6av(c+d) es 3or1/(c+d)

goa(s+d) : y generalmente, el de # 1/ Lok o

¢ ™t m ™ g 30d®

TVze v H producto de

35 1b
cantidad racional , por 1/ (5——513) T

el izenb
I; V(_S— )

150 ,, Tambien se parten haciéndolos de
»un mismo esponente y dividiendo despues
s,Jas cantidades que estan antes y bajo del
spsigno v.“  De suerte que el cociente de

8

4 8 2

2v'b partido por 7:11/4i 6deiybty 741/;;?
&g J ] 3

es, dividiendo 2 por 72, y b* por —;;-, Py

8 b2 402d , 3 )
V—-—,——:-_-il/ — sv'3(e+d) partido

-
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PLN T R B 13 (qc—r-gd
W . el U
Eo 4]'/ 3 y da 342 z—c)
radical 2[1/(t——2) se divide por una cantidad
2V (t—2)

racional 7b°—n escribiéndolas ast X :
7b*—n

y si el denominador se quiere meter bajo del
radical se egecura segun lo dejamos ensefa-
do (148): V(c*2*—"b*) partido por a—b
V(c”.r’—c’b’) o/ (2*—b*)
b et} [ Ty

(z°—5*) (w+b)(x-b) a+b
Cl/( f“‘;)—CV(‘-—f 3 )Zfl/(—“‘:).

(x—b) (a—b) x—b

151 ,,Los radicales se suben a las po-
s tencias, sublendo primero sus coeficientes y
,,dividiendo despues sus esponentes por los
,»de las potencias quando dan cociente exic-
» 10 5 pues sino, es mejor subir 4 dichas po-
s,tencias las cantidades que estan bajo del

4

f 4 -
»signo vV.“ El cuadrado de 124 es V'2a=

V2a: el cubo de 2;(513_)::81}@?—); pe-

2

€s

3 :
ro la potencia # de ¢1/:5*, en lugar de escri-
32

~ .
birla asi, ¢*/ab® se representa mejor asl,

3
"y ar ban,
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152 ,,Para extraer las raices de dichas
» cantidades se multiplican sus espouentes por
»los de las raices, despues de haberlas sacado
»de los coeficientes que las tengan exictas,
» y haber metido bajo del radical los que no.

2x2

"La raiz cuadrada de gvbs es 31/bc__31/bc.

la clibica des—l/(t——zz) que se reduce
4’ t—a)

s : ok
por no tener ‘5— raiz CUblCSl, cs

2x34(r—a) O 4(t—a)

= 7 e X o8 general la raiz

27 4

n de 1/—' €S ]/—

153 El que quiera razon de las reglas
que acabamos de dar, transforme las canti-
dades radicales en sus iguales con esponentes
quebradm y la encontrara al instante. Y ad-
viértase que observando dichas reglas y el
método que se ha seguido con las cantida-
des pohnonnas sera facil calcular qualesqme-
ra expresiones que consten de dos 6 mas tér-
minos radicales

154 Volviendo ya a la formula de New-

o X hi— 1§
ton o™ -+ mat = p 8 —aw—2p*+ &c. Su-
pongamos su I. * término a"’_A serd el 2.°

mar mAb
ma’”“é— l:i' — 5 sl este se ama
4
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mY = a202 MY m=1amh2

*B, serd'el 3.° 2
1X2 1X 242

(m—)Bh

24
X =1 Xm—2am—243 MY = Xim—1aMm b3

X %3 e i X2 X3 Xa®
m—2Ch

: llamando 4 este C, sera el 4.°

. X—: y continuando de esta manera
1X o X3 X4

quedara la férmula reducida 4 esta , mucho
; miah  (m=)Bb  (m=-2)Ch
<L -+
24 34

mas sencilla, a”-+

(m=3)Db  (m—4)Eb
-+ -+

44 a %
mino s¢ forma del anterior multiplicado por
mi—1

&c. en la que cada tér-

b ;
— y por uno de los coeficientes # ,
a

M=%

5Considcremos ahora que extraer la raiz
cuadrada de una cantidad , es subirla a-la
potencia £ extraer la raiz clibica, subirla a
la potencia 23 y extraer la raiz # subirla ala

. 1 - . .
potencia —: de consiguiente si para sacar el
n T
} L SR R S P ¢ 2\g Z ey

valor v/(b i ) 6 de (b7-¢*)* supongo bieh,
¢*==b y ¥=im; y substituyo estos valores

: I 2

. s — X
en la formula, tendré am=—(b*)*=0br=b:

i Ab 5, <RIl Flgas Ahis - O ipm—YBE G 0 ¢ £t g2
— XIS XX
b2 20 24 AR
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2 Ty

7= —-gb-s- : y haciendo igual substitucion en

los demas termmos , resultard v/ (1)’+:‘) ==
4

¢ (. §L
(b 1 ) b+ 2b °/)3+ 166° 12867
2965°

i &c. Del mismo modo se hallard
¢

l/(bz——.’fz):(bz—tzy‘;__b——-;z—-—%—ﬁ &e.
Con igual fquhdad se encontmn el valor

1/(1)2-*-: L V(b’+c3) &c. y se aplicard 4 la

extraccion de la raiz clibica, quarta &c. pré-

-xima de qualquier c‘mtldqd del modo que

vamos 4 aplicar el valor de V(6°+*) 4 sa-
ccar la raiz cuadrada préxima de 6.

Dividase en dos partes 4 y 2, de las qua-

les la 1.2 ha de ser cuadrado perfecto, pon-
4

(2
gase en la expresion b—;——nb— il &e. 4
¢k 1

en lugar de 5, y 2 en lugar de ¢* y se ten-
dra 1/(17 +o* )= V(4+2)= ]/6——2+———
Teh o — 1024"‘&“ Lc)s dos primeros terml'
nos 2y % componen i cuyo cuadrado 2% ex-
cede a 6 en— luego si sz supone —4—._17’
yoi——z s¢ tendra mbsatuy endo estos va-
Jores en la | formula, y/(b*—c*)= 1/( —)=
Vo=2——=22 valor muy préximo de 176

IO

¥-que se puede aproximar, aun mas.

PO o B i S

PN A e @Y AR ™\ e e 1

T R e T G S R |

-~
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Cantidades imaginarias.

CIss Di..gix‘llos (I 13).que’ era imposible
O tmaginaria la raiz par de una cantidad ne-
gativa vVi—a®; v'—ab*.... porque toda raiz po-
sitiva 6 negativa produce positivas todas sus
potencids pares : axa==a®,—4*¥ig==4%
bxbxbskb=b* y —bx—bx—bxp=1p*.
Estas“qite 'son’ verdaderas cantidadés ; pues
—a* nace de ax—a , —b* de b*x<—b*; ocur-
ren con frecuencia en los calculos para ma-
nifestarqundo es-imposible una cosa ;- y s¢
calculan por las mismas reglas que acabamos
de dar! Pero por quanto pueden ‘oéurrir al-
gunas dudas quando se multiplican 6 parten,
afladirémos ‘aqui algunos egemplos. V2iax
Vg es W illax g =vi(L ) v gh ER i g
que: es 'dequien aqui se formé 2% Y notese
que (—<4)* cuadrade ‘de' a4, ‘es diferente de
—a'm=aXi—g. V—bRvV—=—V; 1 por-
que Vb &s'lo mismo que VixvV—1y
V—c¢ lo mismo que viesv'—1': luego v—bx
V—0 st VhxVexVel IxvV L1 6 vVihrx
V(—1)* que s —=vbe. Por la ‘misma razon
Vi partido por V-ise 61 VhxV 1 parti-
s :1/[)—. Pl
—iXe c
Asi'como la raiZ cuadrada ‘de’ 2 puede
ser Va 6 —Va i paes Vaxva—via® =g,
y —Vax—vVa—=va®==a; asi tambien vy

do por VexvV—1, es.V.
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y —V—a son raices cuadradas de —a; pues
V—axyV—a—V(=a)’=——a, y —V—ax
V—a=+V(=a) =+—a==+a (78).
Como V—ax—V—a—=—V(—a)'=——
—-+a, serd el producto de las cantidades
imaginarias una cantidad. real si se multipli-
can en nimero par y tienen bajo del signo v
una. misma cantidad. Fsto sucede tambien
quando se multiplican dos binomios gue ten-
gan una misma cantidad imaginaria cen sig-
nos contrarios , como (a—vV—b)x(a+vV—b)
que es aa—+av’ —b—aV—b+b=—a’+b.

Razones , Proporciones y Progresiones.

156 La comparacion de una, cantidad
qualquiera 8 con otra de la misma especie 12
para ver lo que la una excede 4 la_otra , se
llama razon aritmética s la diferencia 12—
8=4, esponente de la, razon; el. 8 gue ss com-
para, aiutecedente s y el 12 a quien sg compara
consecuente. La razen aritmética de 1§ a7,
que se escribe asi; 18,7, €5 I§—7==8, Yy
lade b 4.do6b.d,esbrd6d—b(;

187+ Como la diferencia sumada con cl
término menor debe compener el mayor, y
restada del mayor ha’de dar €l menor; se
tendra en la razon 8.2, S=12—4, y en
15.7, 15=—=7-+8 ; luego en la razon general
a.b,si el esponente es d, serd a==b-+d, sl 4

R T e R Ul Ty

-~
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es mayor que b, y a=—b—d si es mienor.
Sera pues a=—=b=d , es decir, que ¢l antece-
dente de qualguier razon aritmética | es tgual
al consecuente mas 6 menos la diferencia.

158 Las razones sern mayores , meno-
res O iguales segun que sean mayores , me-
nores 6 iguales sus esponentes : y como no
se muda la diferencia de dos cantidades por-
que se afada 6 quite 4 ambas una misma
cantidad ; tampoco variara el valor de las ra-
zones aritméticas el que se afada 6 quite al
antecedente y consecuente una misma canti-
dad. La razon de 5-9 es la misma que la de
§+3.9+3 i §—3.9—3, porque todas tie-
nen el mismo esponense 4: y en general a.b
tiene la misma razon que asm.bsgm |, cuyo
esponente es en ambos casos a—b.

159 Quando comparamos dos razones
aritméticas iguales 3.7 , 5.9 diciendo de 34
7 hay la misma diferencia que de g 4 9,03
es aritméticamente d 7 como 5 & g , forma-
mOos Una proporcion aritmética, que se escri-
be asi, 3.7: 5.9 a.b: ¢.d quiere decir a es 4
b aritméticamente como ¢ & d. El 1.° ¥ 47
términos de la proporcion se llaman extremos,
y el 2.° y 3.° medios. Las proporciones en
las que los medios son iguales como 3-§55.7,
a.d:d.c se llaman continuas y se escriben asi,
+3.5.7, +a.b.c 5 el término repetido se ll:ma
medio aritmético proporcional.,
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160 En toda proporcion aritmética Ja
suma de los términos exiremos es siempre
dgual d la di los medios : 'y annque es tacil
verificarlo en qualquiera proporcion como en
3.7:¢.9 , donde 3+9=7~+§=12, lo demos-
trarémos generalmente en la proporcion ge-
neral a.bic.d. Suponiendo que el esponente
de'sus dos razones sea m, serd (187) a=b==m,
y c=d==rm ; pongimos ahora en la propor-
cionen lugar de a y ¢sus iguales bz, d==m,
y'se convertira en esta bomibid=zm.d , en la
que la suma de los extremos.y la de los me-
dics es bem—+d.

161 Luego I.° en la proporcion conti-
sus sera la suma‘de los extremos igual al
duplo del término ‘medio, €sto es, en +3.5.7,
g-+7==2x§ : y en “abic, ave=2b:y eltér-
mino medio de una proporcion aritmética con-
tinina serd la mitad de la suma delos exire-
kj y b:i——ll. De consiguicn-
to si dadas dos cantidades 6, 14 se me pidie-
6 un medio aritmético para formar de las
tres una proporcion coniinua, sumaria 6y
14, vy 10 mitad de la suma 20, sera e} me-
dio, y la proporcion’+6:10.14.

162 2.°,,Si dados tres términos de una
,,proporcion aritmética, se pide el otro, si
,,es uno de los extremos, se restard de la
,,suma de los medios el otto extremo, y si

mos , 6 §=
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»»es uno de los medios, restando el otro de
wla-suma de los extremos saldra el término
s»yque se busca. Si dados 3.7:8.... se.nos pi-
diese el 4.° restarémos de 7+8=—=15 ¢l 3, y
la diferencia 12 completara la propercion que
serd 3.7:8.12, el 2.° 7 se hubiera sacado res-
tando de 3+12=—=1¢, el 3.° 8.

163 Una serie de razones aritméticas cou-
tinuas + 3.5:4.7:7.9:9.11:11.13 &c. , 6 abre-
viando =3.5.7.9.11.13. &c. forma una pro-
greston aritmética , que es una seiie de tér-
minos: que restados cada uno del inmediato
dan una misma diferencia. Los que median
entre el 1.° y el fltimo se llaman medios
proporcionales aritméticos. Quando se afiade
sucesivamente la diferencia 4 cada término
para formar el siguiente, van aumentande,
y la progresion se llama ¢rescente , como +
3+2.5-+2.7-+2. &c. Si la diferencia se resta
d2 cada término para formar el siguiente
menguan y se llama decrescente , como en =
20.20—3.17—3:14—3 &c.. Como con so-
lo invertir. los rérminos se puede la. decres-
cente hacer crescente , hablarémos de esta
solamente. : ) 849

164 < Tendremos pues, que llamando 2
el L.* término de una progresion aritmética
y 4 la diferencia , serd el 2.° término 24,
el 3.° 4+2d,, el 4.° a+3d...; yel {Gltimo
siendo # el inmero de ellos , a-+(n—1)d:

g
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y serd +a, a+d, a-+2d, a+3d, a+4d.... g+
(n—1)d, una progresion aritmética general.
En ella se ve que el 2.° término es el 1.°y
la diferencia, el 3.° el 1.° y dos diferencias,
el 4.° el 1.° y tres diferencias, y qualquier
término serd el 1.° y tantas diferencias como
términos le anteceden. Luego de una progre-
sion cuyo I1.F término es 3y la diferencia 2,
se podra sacar el término 10.m° tomando ‘el
primero 3 y nueve diferencias, esto es, 3+
2xg=21I. el término 20.™° serd 3-+19x2=4I.

165 Si del Gltimo término de una pro-
gresion quitamos el 1.° y el residuo que ton
las diferencias, lo dividimos por el niimero
de las que hay, es decir, por el niimero de
términos de la progresion menos uno, saldra
de cociente la diferencia de los términos , co-
mo se ve en a+(n—1)d Gltimo término de
la progresion general, donde restando @ y
dividiendo (n—1)d por n—1 resulta la di-
ferencia d. :

166 Luego si dadas dos cantidades 2 y
32 se me pidiesen cinco medios aritméticos
para formar con ellas una progresion aritmé -
tica de siete términos : restaria del Gltimo tér-
mino 32 el primero 2, y dividiendo el rési-
duo 30 por 6, niimero de/términos de la pro-
gresion menos uno, é nimero de medios que
se piden-mas uno, me saidria la diferencia §,
que afadida al 1.7 término 2 5 al 2,%y 4 los

T
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demas ,* me dara los cinco medios 248, 7+,
I2--5, 175, 225 ; que juntos 4 2 y 32
componen la progresion +2.7:12.17.22.27.
32. ,,En general, para hallar un nimero
» qualquiera’ de medios aritméticos entre dos
s cantidades dadas, se resta la menor de la
symayor, y se divide el residuo por el ni-
5y mero de medios mas uno : el cociente es la
s, diferencia de los términos, que afiadida al
»1.° dael 2.° afiadida 4 este da el 3.° y asi
»»de los'demas.« Para interpolar entre 3 y 7
seis medios aritméticos, divido la diferencia
4 entre '3y 7, por 7, nimero de medios
mas uno, y afladiendo el cociente Zquees la
diferencia de la progresion, 4 3, y sucesivamen-
te a los demas, tendré los seis medios 34,45,
455125 ;(,’ é;, 6%, yla progresion +3.3§.4§.

757:57-97:7- L1

167 Sl tomamos una progresion aritmé-
tica de 'qualquier niimero de términos v. gr.
de sicte , el 1.% y el 7.° componen des pri-
meros y seis diferencias , y lo mismo suce-
de al 2.y 6.°, al 3.°y 5.° y al duplo del
4.° como se ve en la progresion general +a.
a-+d.a+24d.a4+3d.a+-4d.a+§d.a+6d , donde
cada dos términos de los dichos suman 24+64.
» Luego en toda progresion aritmética la su-
»ma de los términos extremos es igual a la
s de cada dos términos igualmente distantes
»de los extremos, 6 ‘al duplo del término

Ha
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,,medio si el nimero de términos es impar.<
Con efecto, en la progresion +3.5.7.9.IL.
13.18.17.... cada dos de dichos términos su-
man 20.

168 De aqui se infiere que todos los tér-
minos de esta progresion sumardn quatro ve-
ces 20 que son 8o : y generalmente que la
suma de todos los términos de una progre-
sion aritmética serd la suma de los extremos
multiplicada por la mitad del niimero de tér-
minos. Para sumar los g9 términos de la pro-
gresion +1.2.3.4.5..- hasta g9 de los niime-
ros naturales, sumaré Iy 99, Y mulapli-
cando 100 por 22, mitad del niimero de tér-
minos , tendré 2222=—=4950 , suma que se
busca.

El nfimero de campanadas que da el re-
lox en 12 horas, 6 la suma de. la progresion
+1.2.5....12. €8 1-+12x22=78. Elnamero
de pasos que darfa el que coglese cien naran-
jas colocadas la 1.2 4 un paso de un cesto y
las otras un paso cada una de las demas, ha-
bi¢ndolas de hechar una 4 una en el cesto;
esto es, la suma de la progresion +2.4 hasta
200, serfa (200+2)x*;>=10100 PAsos.

169 Hablemos ya de la razon geométrica
‘en la que se compara una cantidad qualquie-
ra 3 que ©s el antecedente , con un consecuen-
te 12 para ver las veces que la una cabe en
‘Ja otra: el ceciente P—yg, 68 el esponente
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\ de la razon de 3 4 12 que se escribe asi,
| 3:12.4:b representa la razon geométrica de

Y b g
a b, cuyo esponente es —. En qualquiera de
a

ellas el esponente 6 el cociente multiplicado
por el antecedente que es el divisor , debe
producir el consecuente que es el dividendo;
en larazon 3:12, 3x4==12; y si supone-

b
mos que el esponente o de la razon a:b es ¢,

serd ag=—b, y a:b sera lo misma que 4:2q.
170 'Las razones se valtan por sus espo-
nentes, de suerte que siendo estos igunales lo
Seidin 1adraeies’ y no variando de valor un
cociente porque ‘se multipliquen 6 partan el
dividendo y d1v1sor por una misma cantidad,
tampoco variard el valor de una razon geomé-
trica el que se multiplique 6 parta su ante-
cedente y consecuente por una misma canti-
dad. Y asi sera una misma-la razon de 6:18
qus la de 6x2:18x2, y que la de £:3%, que
tienen todas por esponente a 3. Generalmen-

a ;
te , a:b, axm:bxm , —:— son tres razones igua-
’ m m

b
les que tienen un mismo esponente —

171 La razon se llama dupla quando ol
antecedente cabe dos veces en el consecuen-
te, como la de 2:4.34:6a: tripla, quando
cabe tres veces, como la de @.3a: cuddrupla,
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quando cabe quatro veces: y-entonces las
razones de 4:2 , 6a:3a se llaman subduplas,
la de 34:4 subtripla, 4 la de 2:3 llaman sex-
quidliera, Razou irrasional es aquella, cuyo
valor no puede ser expresado en n{imeros
enteros 6 queb ados, como la de v'2:v/3: qual-
quier otra es racfonal, aun muchas que con-
tienen inconmensurables, como la de 2v/6:3v'6

16

2170

172 - El producto de dos 6 mas razones
multiplicando entre si los antecedentes y con-
secuentes , se llama razon compuesta: 2x§:
3x7, G 10:21 es compuesta de las dos 2:3,
7. amt:bed se compone de las tres a:b, mic,
#:d. Si las razones componentes son iguales y
son dos, la compuesta que resulta, se llama
duplicada como 4:9, producto de las dos
iguales 2:3, 2:33 3:12 que se compone de
las dos iguales 1:2, 3:6. La compuesta de
tres razones iguales se llama #riplicada co-
mo 48:162, compuesta de las tres iguales
2:3, 4:6, 6:9 &c. Al contrario, las razones
componentes estin en razon subduplicada,
subtriplicada.... de sus productos. Como la
razén de los cuadrados a”:b* se compone de
las dos a:b a:b de sus raices, la de los cubos
a%:b3 de las tres a:h, a:b, a:b s estaran los
cuadrados en razon duplicada, los cubos tri-

cuyo esponente es o
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plicada.... de sus raices; y estas en razon sub-
duplicada, subtriplicada de sus cuadrados y
cubos.

173 La comperacion de dos razones igua-
les geométricas 2:3, 6:9 v. gr. forma una
proporcion geométrica , que se escribe asi,
2:3:6:9 , y quiere decir , la misma razon
geométrica hay de 2 4 3 quede 649,06 2
es ci_ggeométrimmmte como 6 & 9 ; abue:d
se lee asi, a es d b geométricamente como c &
d. Tambien se llama continua la propercion
geomét-ica que tiene los medios iguales, co-
mo 2:6::6:18; a:bub:d que se escriben asi +2;
6;18,...xa:b:d; y el término repetido 6 y b se
Wama medio proporcional geométrico.

174 En toda proporcion geométrica es el

roducto de los términos extremos igual al
preducto de los medios. Esta utilisima propie-
dad que se puede probar en qualquiera pro-
porcion numérica 2:3:6:9, donde 2xg9=—
3x6=—18 ; se demuestra gcnera'mente enla
proporcion a:b:c:d , suponiendo que sea g el
esponente de las dos razones a:b, ¢:d, en cu-
yo caso sera b—=aq, y d=—cq; ponganse 49
y ¢q en la proporcion en lugar decy d, y
se convertira en esta a:ag:c:cq , donde el pro-
ducto de extremos y medios es acq.

175 En la proporcion continua es el pro-
ducto de los extremos igual al cuadrado del
término medio. En +2.4.8 se tiene 2x8=
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(,.ﬂ2 16; yensabi, axe==b*; de con-
sxgmente , sl se saca la raiz de estas dos can-
tn lades xguales resultars y/axc=—»~, es de-
cir : el termino medio de uma proporcion geo-
métrica es igual d la raiz cuadrada del pro-
ducto de los extremos.

176 Como cada proporcion geométrica
da dos productos ignales, tambien de dos pro-
ductos iguales se podra forinar una propor-
cion geométrica. Si de la proporcion a:b:e:d
sacamos ad=— tambien de ad=—b¢ sa-
carémos a:buc:d s pero se deben disponer los
factores de suerte que los del un producto
formen los extremos y los del otro los medios
de la proporcion. Si se tuviese por eg 3ab=
am®, sera 3aazm®:b O 3bimzam:a.... donde
el producto de extremos y medios es 3ab__
am®. De mn—an—=bd—d ¢ (m——a)n-—

b—I)d, se saca m—a:b—1=dm. De 1—a°=
b’d 6 (1—a) (1+a)=bd sale 1—a:b>dx
I:I1-+4: y Gltimamente, 2*—b*=—1 da la
proporcion sa-b.1.a—b.

177 Aqui se ve que pueden variar de
sitio los términos de una proporcion , sin de-
jar de ser proporcionales. “Si a:b:e:d , tam-
bien serd a:c:b:d, lo que se llama comparar
alternando : 6 invirtiendo, b:a:d:c; 6 compo-
wiendo , a-b:buc+d:d , aza+bicic+d; 6 di-
widiendo , a:a—b:cio—d, a—b:bie—d:dy 6
componiendo y dividiendo ; a-+bia— bui+d:
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¢—d &c. En todas estas y otras proporciones
que se pueden formar, el producto de extre-
mos y medios se reduce a ad—bc.

178  Si se multiplican 6 parten los tér-
minos correspondientes de dos 6 mas propor-
ciones los productos 6 cocientes serdn tambien
proporcionales.  Si aibuc:d y minutir , serd

a4 b cd ;
am:bizct:dr , y ——z—:—: porque siendo en
mn r 7
las dos proporciones el producto de extremos
y medios igual, serd ad=—bc y mr—nt: lue-

! ad mr
go seran tambien admr=bcnt , y o
mr /]

y como estos son los productos de extremos

y medios de am:bn::ct:dr d—:—b—::ﬁzd— , . seran
mn t r

proporcionales sus términcs (176).

179 Dos proporciones iguales 4 a:b:c:d,
hubicran dado de producto sus cuadrados
a®:b*:=¢%:d” 5 tres, sus cubos a3:b3:05:d5 &c.
luego si quatro cantidades son proporcionales
lo serdn tambien sus cuadrados, cubos y de-
mas potencias, y lo mismo sus raices; de suer-

te que'si asbzeid serd generalmente a™: b™::
I ) § I 1§

T e b — m m m m
idm iy g™ b " d™ bV ay by eV d.

130 ,, En qualquiera nfimere de razones
»iguales geométricas a:b, o:d, (3 et Nt
»son siempre proporcionales la suma de to-
» dos los antecedentes 4 la de los consecuen-
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»tes como un antecedente 4 su consecuente,
» 0 como qualquier nimero de antecedentes
»a igual niimero de consecuentes.« Siende
las razones iguales , deberdn tener un mismo
esponente: llamemosle ¢, y sera (169), b=aq,
d=cq, f=¢tq, h=gq, y las razones se mudaran
en estas a:aq, ¢:cq, €64, g:¢4- En las que se
tiene a-—+i-He+gragq--rg--eq-+gq i a:aq i a-+ci:
ag-+cq : a-rc+eiag-+cq-eq - pues todas estas
razones tienen un mismo esponente 4.

181 Si se comparan los oficiales de una
obra con los jornales que ganan, diciendo , si
3 oficiales ganan 4o rs. 6 oficiales ganaran
8c 1s. la proporcion 3 Of.:6 Of.: 4015 :80rs.
en la que el 1.7 término es al 2.° como el 3.°
al 4.° se llama direcia ; pues al paso que sea
mayor 6 menor el nfimero de oficiales sera
mayor 6 menor el de los reales; lo qual se
llama 7r de mas & mas & de menos & menos.

182 Pero si se compara el nlmero de
oficiales con el de los dias que emplean en
hacer una obra, asi, si 3 oficiales gastan So
dias en hacer una obra, 6 oficiales tardaran
enella 4o dias; la proporcion 3 Of :6 Of =
8od:40d, se llama indirecta, inversa o re-
¢ciproca ; porque mientsas mas oficiales hay
menos dias tardaran; es decir, que va de mas
@ menos 6 de menos & mas; y hay que mu-
dar de sitio a uno de los términos para que
la proporcion 3:6:40:80 quede directa. Di-
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cese pues que los jornales estan en razon di-
recta de los obreros , 'y estos en razon inver-
sa de los dias.

183 Si se multiplican 6 parten los tér-
minos de una proporcion geométrica por
quqlqmel cantidad 2,3,4.... m, resultan pro-
ductos, 6 cocientes proporcmnales, pues ni la
multiplicacion ni la division mudan el valor
de las razones (170) : si fuese pues , 2:b::c:d,
sera 2a:2bu20:2d , 3a:3b:3¢:3d.... maimb:

a.b .c.d a b, _c. d a b, c. d
memds ==, ;:3::?:;, st
y qualesquiera cantidades estaran en la mis-
ma razon que sus duplos, triplos, quadru-
plos &c. y en la misma que sus mitades, ter-
clos , quartos &c.

184 De esta Gltima proposicion se infie-

a b .
re que dos quebrados —,— de un mismo deno-
mrm

minador estan en la misma razon que sus nu-
meradores ; pues dividiendo por m los térmi-

nos de la razon a:b, resulta a: b~-— —, Pero si

los quebrados tuviesen un mismo numerador
estardn en razon invérsa de los denomina-
dores; es decir, que el 1.7 quebrado es al
2.° como el 2.° denominador esal T.2%6
4

'; &, Porque la razon 15 es la misma
N @

i~ e+ S

e e
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an  am
QUE E=in

—:— reduciéndola 4 un mismo deno-
minador ; esta es como la de sus numerado-
res an:am , y esta como #im , dividiendo por
& ambos términos. '
185 Si dados los tres términos de una
proporcion geométrica 2:g::4t.... se me pidie-
se el 4.° consideraré el producto de los me-
dios gx4 6 36 como si fuese el de los extre-
mos{174), y dividiéndole por 2 que es uno
de ellos, tendré el otro £°=18 que completa la
proporcion 2:9:4:18. Para encontrar el 2.°
dados los demas 2....:4:18 se toma el produc-
to 2x18 de los extremos, como si fuese el de
los medios , y dividiéndolo por el un medio
4, dard el otro =g que se busca. En ge-
‘neral ,,el producto de los extremos de una
,,» proporcion dividido por el un medio debe
,,dar de cociente el otro medio , y el pro-
,, ducto de los medios dividido por uno de
,,Jos extremos debe dar el otro extremo.‘

4 Regla de Tres, de Trueque, de Descuenta
' y Conjunta.

186 La prictica de esta proposicion es
lo que se llama Regla de tres que vamos a
aclarar con algunos egemplos; y para que
sea mas sencilla su solucion , los reduciremos
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todos 4 encontrar siempre el 4.° término de
la proporcion ; dividiendo el producto del 2.°
y 3 g% al &%

° Un navio que ha ¢aminads con 7(g,zal
'viemo 874 legnas en 6 dias ;quantas cami-
ward en 4 dias con las wmismds circunstan-
¢tas? Como en menos dias se caminan me-
nos leguas, ira la proporcion de menos a me-
nos, .y sera directa : luego sus términos co-
noc1dos se colocaran asi, 6d:4d:=875leg:...
y el 4.° se encontrara multiplicando los me-
dios 4x875 , y dividiendo el producto 3500

4%875 .
por el 1.° 6, de que resulta —7;-'—:5‘0 =

583, nlimero de leguas que se busca.

2.° 81536 V. de muro 2 P.y 3. p. cues-
tan 60 dob. 2 rs. y g mrs. ;qudnio costaran
48V. 1 P. y 4p.2 Comoa propercicn -de
las: varas aumenta su importe ; sera la-pro-
porcion directa, y los términos reducierido
los dos primeros, @ .su menor. especie , seran
1323 p: 1744 ps60dob. 2rss 4mrs..... don-
de multiplicando el 2:%porel 3.° y partien-
do el producto. 104701 dob. 33:rs. 6 mrs.
por el 1.° serd el 4.° término 79 dob. 8 rs.

756 ) -

y Ji0 —z;g mrs.

3.2 ¢En quantes dias-abrirdn 20 hom-
bres un foso, que. 1.6 hombres abrieromen 8
dias? Mas hombres han de tardar meuos dias;

‘con ‘que la proporcion sera indirecta, y asi
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en lugar de poner 16 hom: 20k 8 dias......
pondremos(182) 204 16 /::8 4.... multiplico
16 por 8, y parto el producto 128 por 20,
y tendré 6 dias , g hor.y 36/

4.° Presta Ad B 100 dob. por 6 me-
ses con condicion de hacer otro tanto B con A;
pero llsgando el ¢aso, B no puede darle mas
que 74 dob. se pregunta qudnto mas tiempo
podra retenerlos para compensar con la tar-
danza el exceso de la cantidad. Mientras me-
nos doblones le di6 mas tiempo debe tardar
en volverselos 5 con que la proporcion es in-
directa, y debe colocarse asi, 7§:100:6....
donde multiplicando 100 por 6, y dividien-
do el producto por 75 , resultan 8 meses.

§.° Enuna plazacercada que espera so-
corro & los 50 dias, hay solo viveres para
20 dias ; y se pregunia d qué se debe reductr
la racion de cada dia. Si tepresentamos por
I la racion que se da 4 cada -uno al dia, sera
la proporcion 20 4: 304 1..... y como la ra=
cion debe ser tanto menor ‘quantos mas dias
haya que esperar, serd indirecta, y se tro-
card en esta 30d: 20d:: I.... donde resultan

’-g?_—_-%, 4 que se debe reducir la racion.
187 6.° 87 una wara de pano vale en
dinero Sors. y trocado por terciopelo 88 rs.,
el terciopelo que vale & 96 rs., d quanto de-
be subir en ¢l trueque? Para resolver esta
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pregunta de la regla que llaman de Bara:a
0 1rueque, haré la proporcion 8o:88: 96:
9688
e

rciopelo trocado.

7.5 La libra de chocolate vale en dinero
8 rs. yen trueque 87 ;d qudnto ha de subir
el caf¢ que vale al contado 16 rs., pagdndose
la 4. parte en dinero? Rebajada ld 4.2 par-
te de los dos precios 82y 8, quedan 6 rs.
12 mrs.y 6 rs. despues de lo qual diré si
6 rs. montan a Grs. 12 wirs., 16 rs. a quan-
to subiran? saco el 4.° término, y teadré’
I7 rs.y casi 4 mrs.

8.° Uno wendid en 53615 pe. un género
que le costd 2500 pe. ;jqudnto gand por 100?
Resto 2§00 de 3615, 'y pues quedan 11155
diré , 2500 di6 111§, roo quc dara? ysa-
caré por 4.° 1érmino 44 rs.'y 20 mrs.

9.° Ut génera que vale d 8'rs. la libra
éd como se ha de vender para ganar 10 por
1007 Sumo Io con Too), y digo despucs,
1oodan’1r0, 8 qué dard? y tendré § rs. y
27 mrs. :

188 ‘10.° A campra d B en géneros, im-
porte de 1000 7s. Jiados por un atio’, y Ble
ofrece descontar un xo por 100, si s¢ los
paga de contado, se pregunta “qudnto debe
darle. :

En esta pregunta que incluye la regla

y tendré 10§ rs. y 20 mrs. valor del
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que llaman de Descuento , hay que buscar
una cantidad que puesta. a ganancias 4 10 por
100 produ/.ca en un aflo 1ooo. Digo pues,
si Ioo+Io 6 110 vienen de 100, Iooo de
quién vendra? esto es II0: 100: 1000:...
I000XT00

-———==909+;, niimero de reales que de-

be dar 44 B. Si se hubiera dicho 100 que-
dan en go, 1000 en quantos quedaran? hu-
bieran salido goo; pero como QOO Ppuestos a
ganancias 4 10 por 100, solo produce ggo
post la proporcion 100: 10:900: 990, NO €8
esto lo quc se pide.

11.° Un mercader que pagando de con-
tado se le relm]a 5 por-100de 1000 7s. pa-
gaderos dentro de un aito pqudnto debera dar
pagando a los 4 meses? Rebajandose § por
100 por adelantar la paga I ano, se rebajara
3+ por adelantarla 8 meses haciendo, 12 meses:
8241350 con que si‘rogi vienen de Ico,
1000 vendri s. que debe dar.

189 Quando en la pregunta inicrvienen

mas términos que los, quatro, se llama.-Corm-
puesta laregla detres, y se reduce 4 simple
formando una razon compuesta de la multi-
phcacmn de todas las razones (J§2) menos la
del término incognito , despues de haber com-

parado con esta cada una de las demas para

hacer directas las que sean indirectas.
Eg. 1.° 8§i 20 homb. hacen 160 . de obra

T S
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en 145 dias ;50 homb. en 12 dias quantas
haran?. Comparo la 1.2 razon, diciendo : si
20 /omb. hacen 160 v. 30 k. harin mas, y
la'proporcion sera directa : digo despues pu-
ra comparar la razon de los dias, si en 15 4.
se hacen 160 . en 12 4. se harin menos, y
tambien sera la proporcion directa : formo
pues de las dos razones 20 A: 30h, 15d:124.
la compuesta 20x15§:30x12 6 300:360, con-
siderando que el trabajo de 20 4. en 15 d. es
el mismo que el de/14. en 360d. y tendré la
proporcion sencilla 300:360:1607v. 4 192 v,
que resultan de multiplicar360 por 16oy
dividir el producto por 300. Siempre que el
I.°0y 2.° términos de la proporcion pueda
dividirse por un mismo nimero como en esta
300:360 que 'son divisibles por 60, se debe
hacer la division para que quede §:6 mucho
mas sencilla y del mismo valor (170).

2. Un jornalero trabajando 7 horas al
dia gana en 40 dias 100 pesos jquantos dias
necesita_ para gamar 150, trabajando ro
horas cada dia? Comparo . las razones asi:
trabajando 7 horas al dia se necesitan 40 dia
Ppara clerta ganancia ; trabajando 1o horas al

"dia se necesitaran menos dias : luego la pro-
percion es indirecta, y en Jugar de 7 for:
10 for. se debera poner 10:7. La otra propor-
cion es directa ; pues si se ganan {00 pes. en
404. 150 pe. se ganaran en mas 4. Formo pues,
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la razon 100x10:150x7 compuesta de: 10:7
y 100:150, y. despues la proporcion 100x10:
150X 7::40..00 €3 decir., 1000:10§0::40.... 6
reduciendo la 1.5 razomy 20:21::40....-6 filti-
mamente 2:21::4:42 ;,namero de dias, que sa-
len multiplicando 4 por 21 y dividiendo 84
por 2.

190 A esta regla pertenece la que se lla-
ma Conjuntd , porJa que dados diferentes gé-
neros con sus precios ; 0 diferentes medidas,
monedas , pesos con sust valores, se averi-
gua el de cierta "pox;c'?on ‘de qualquiera de

“%ellos. [ ODENR ,

3.5 Seis libras de azucar valen 7 lib. de
de micl , 5 lib. de micl 4 v. de cintay 10 v
de cinta 40 nueces de especia, y 7 nueces 1O TS.
cquantos reales valdran 5lib. de azucar ? En
lugar de las quatro reglas de tres siguientes

6 lib. Az: 7lib.de miel = 31. Az: 33 micl

g 1 micl: 4 v Cint: 35 miel: 2 5. Cint.

10 w. Cint: 40 Nuecs: 22 v.Cins: 115 Nuee.
7 Nuec: 10 rs.:: 11 ¢ Nuec: 16 75

por las que se averigua lo que se pide; for-
mo de las quatro 6:7 , §:4, 10:40,y 7:10 la
razon compuesta 6xgx10x7:7x4x40%10, ¥
despues la proporcion 6xgx10x7:7x4>x40x10%

7 _7X4X40XI0X3

g lipEAEZ 223 donde de uma vez se en-

OX§x10X7.

Py e
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cuentran 16ss. valor de 3 lib. de Azucar, qui-
tando en el 4.° término para abreviare]l cdl-
culo ,  los factores comuines 7y 10. _

4.° - Si5 lib. tornesas-de Francia valen
32 dineros esterlines de Inglaterra, 240 de
estos dineros 408 dineros gros de Holanda,
50 de estos 190 mrs. ;quantos mrs. valdran
60 libras tornesas?’ Formo la proporcion

‘ K~ 32X 408x190% 60

3%240%50: 32x408x190:.6o.§mc%_, v
tendré 4134 7 mrs. 4 que equivalen las 6o lib.
tornesas. ‘

Regla de Compariias.

191  Por la-regla de tres se divide tam-
bien una cantidad en partes que tengan entre
si- qualquier razon : y porque esta operacion
se suele aplicar 4 repartir entre los que com-
ponen alguna Junta de Comercio las pérdidas
0 ganancias 4 proporcion de lo que cada utio
ha puesto en el fondo 6 principal ; s ilama
Regla de Compariias. Explicaremosla ‘en los
egemplos siguientes. 82
© L.° Deé tres que se juntan & comerciar,
el 1.° pone 250 pes. el 3.°2.500y ¢k 5.%550:
ganaron 200.00.rs. y se quierée saber quanto
toca d cada uno. . ;

Cada asociado debe percibir 4 correspon-
dencia’ de lo que puso: con que habri que
dividir el nlimere 20000 en tres partes, que

Ia
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tengan la misma razon que los nfimeros 250,
300, 330. Para esto, sumados estos nfime-
ros diré , 880 suma de lo que pusieron, es a
209 que ganaron; como lo que cada uno
puso 4 lo que gan6, que viene 4 ser la pro-
porcion demostrada ya (3gg)- Hago pues,
las reglas de SN2
tres que apa- 2 501—7"‘—‘568 1>
Teceh=pryme I1:250::300:'3——°°xz5°:6818i
resultaran las Py i
tres ganman- 33085 590
cias , advir-
tiendo que en
la operacion se reduce la razon 880:20000 a
I1:250, que es su igual y mas sencilla. *

2.°  Dos hicieron compasia por 6 aios:
el 1.° puso 150 dob. por todo el dicho térmi-
no, el 2.° puso 510, y al fin del ano 5.° qui-
16 1.40 3 pero al comenzar el 6.° aiadié 100.
Perdieron 5000 , y se pregunta lo que toca &
¢ada uno de pérdida.

En estos casos en donde hay diferencia
de tiempo , se multiplica lo que cada uno
pone por el nfimero de afios que lo tiene pues-
to, y asi queda reducido el caso ‘al anterior.
Con efecto, los 150 dob. que el 1.° tuvo ga-
nando todos los 6 afios, equivalena 1§0x6=
9oo dob. que se empleasen un afio: y como
el 2.° tuvo empleados 310 los tres primeros
afios , 170 los dos siguientes, y 270 ‘el flti-

SN e e UD O OO
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mo afio, sumaré 310x3, 170x2 y 270 y
tendré 1540 por la puesta del 2.° Digo des-
pues , Qoo+
1540sumade
de lo que pu- 61:1 25:900: 2 =184 1¢
sieron, @ §000
que perdie-
ron; como la SEMAL R AL S GO0
puesta de ca- -
da uno 4 lo que le toca de pérdida, que se
saca por las dos reglas de tres que anteceden.

3.° 8¢ pide dividir un batallon de 600
hombres en tres partes tales | que la 1.4 sea
dla 2.9c0mo2:3, yla14dla 5% c0mo 4:5.
Este caso tiene de particular que se piden tres
partes y se dan quatro niimeros, porque la
L2 esta expresada con los dos 2 y 4. Para re-
ducirlos 4 uno , coloco las dos razones asi, £,
%5 y reduciéndolas 4 un mismo denominador
seran 32, 22 6 8:12 y 8:1o de un mismo va-
lor y con solos -

2440:5000 6 reduciendo

G i . 1§40x 7128 45
61.125..1540._3__315567

I

tres nameros 8, QA% r G
I0 ;12 en cuya foaad

razon se han de  1:20:IC: —200
dividir los  6oo 12:22%2 e
Soldados. Sumo . :

pues 8, 10 y 12, 600

y formando las reglas de tres que se ven, y
usando de la razon 1:20 enlugar de su igual
30:600, saldrdn las tres partes que se-piden. .
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: Regla de Aligacion.

192 Aqui pertenece tambien la regla de
aligacion que enscfia el modo de hallar el
precio medio de qualesquiera cosas que se
mezclan , 6 la porcion que se ha de tomar de
cada uno de los ingredientes que componen
cierta mezcla. Viease su practica en los egem-
plos siguientes.

1.% 57 se mezclasen 50 cantares: de wino
de 4 19 rs. con L0 cdntaros de & 237s. ys¢
quisiese saber qué precio debe tener cada uno
de los 4.0 cdntaros mezclados 3 sacaré 1.% lo
que valen los 304 1grs. y los 1o d 235 y
sumando 30xIg=§70, con I0x23=230, Se-
ra el valor .de todos los: cintaros mezclados
Soors. : dividolos entrecel num.® 40 decan-
taros , -y saldra cada uno con 20 7s: de va-
lor ; queres el precio medio ;' luego este debe
ser siempre el cociente del importe .6 valor
de la mezcla dividido por el nlimero de espe-
cies mezcladas. 20 OIS

2.°  Un Labrador tiene'trigo de & 50 rs.
la fanega , y trigo de d 553 y'quiere saber
qudnto ha de mezclar de cada especie para
que le-resulte de d 52 rs. eODE

Para que el trigo de 4 307s. suba en ca-
lidad hasta 32, hay’ que mejorarle en dos
grados, que se le "deberan subir echandole
trigo de a 35 al contrario , los tres grados
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en que el trigo de 435 excede al de 32, se
le deberan rebajar con-el trigo inferior de 4
30 : luego las diferencias que hay entre el
precio medio y los extremos seran los niime-
ros que'expresen larazon en'que se han de
mezclar los ingredientes que han de compo-
ner laimezcla. Tomo pues, la diferencia de
30432y péngola fren-

o
te de3g, y frentedel 30 o o g 22 3
la-diferencia entre 32 y -
35. y tendré que a ca- 3552-

da 3 fanegas de a4 30 #s. s¢ deben mezclar
2 de 4'35 para componer trigo de a 32.
Quando hay ‘mas de «dos especies como
si con trigo de 4285 30 y 35 rs.:se pidiese
hacer ‘trigo' de ‘a'32; despues-de haber to-
mado las diferencias'de 34 y 30:a 32, se to-
maran Jasde 28'y 353 32,
poniendo la 1.2 frente de
35y la 2.# frente del 28, 32 ,32_3
como se ve en el egem- R
plo 'y diremos que 4 cada 6 fanegas: de @
35 se mezclan 3ded 28 y 3 de 4:30 para
que resulte trigo de 32. Lo mismo s¢ prac-
ticaria con quatro’; cinco 6 mas especies : €s
decir; que de cada vez se deben tomar dos
especics una mayor y-otra menor que la me-
dia , y restarlas de ella, colocando la diferen-
cia de cada especie frente de la otra. ‘
Es preciso advertir que el namero de fa-

.3 5—2—1—4:6




136 FLEMENTOS
negas que ha de componer la mezcla no se
limita 4 los solos niimeros que salen de dife-
rencia , sino que se pueden mezclar todos los
que tengan la misma razon que ellos. En el
1 egemplo se puede hacer trigo de @ 32
mezclando no solo 3 fanegas de a 30 y 2. de
43¢, sino qualesquiera otros que esten en la
razon de 3:2. Si se tuviese por eg. 68 fane-
gas de trigo de 4 34 y se pidiese, quintas se
Ie han de mezclar de 4 30: haria la siguien-
te regla de tres; & cada 2 fanegas de d 55
s¢ mezclan 5 de & 50 ;@ 68 quantas se han
de mezclar ? esto es, 2:3:68:222=102, que
son las fanegas que se buscan. 3
Ultimamente , si queriendo hacer una
mezcla de 120 fanegas ded 32 7s. con trigo
de 4 30y 34 quisiese:saber quantas habia de
" mezclar de cada especie;;; tendria que dividir -
120 en razon de s4d !

3:2, y me resul- i piBR ol v
tarian 72 fane- 3-+2:120% V508 T
gasde 30,y 48 RéoTs ;:4&
de 35 rs. %

Regla de falsa posicion.

193" Por la regla de falsa posicion se en-
cuentra un niimero incognito por:medio de
otro supuesto, conforme se ve en los siguien-
tes egemplos. '

1.° Se pide wn niimero ciiyo tercio, guar-
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to y quinto sume 376, Si supongo que sea 6o,
cuyo tercio 20, quarto I§y quinto I2 su-
man 47, haré con esta suma con 60 y 376

esta regla de tres, 47:376:60:225% —y80:
g 7:376:60:4

es decir, 47 tercio; quarto y quinto de 6o,
¢s d 576 tercio , quarto y quinto del nimero
que busco s como 60 es d 48 ntimero cuyo
tercio 160, quarto 120y quinto 96 com-
pone 376. 4 '

2.°  El libro que un Impresor imprime en
50 dias, otro en 24y otro em 20, se pre-
gumta en qudntos lo imprimirdn todos juntos.
Sea en 1 dia; y puesel 1.° imprinte en este
tiemipo £ del libro, €l 2.° 7%, yel'3.° 555 tor
dos juntos imprimirdn en 1 dia la suma de
S B AL JME I850. — 37 v THeo
s+, quees £E 2 ==:7%. Ligo pues,
st £ del libro se imprime en un dia, 322 que
es tcdo el libro, en quantos se smprimird?s
Estoesid £2:522 6:37i300u 1:5°=8 2 dias.

194 Quando no alcanza a satisfacer la
pregunta una suposicion, se hacen dos, y se
llama la regla de falsa posicion doble ; como
se vera en los casos siguientes.

1.° 8¢ quieren dividir 500 dob. entre tres,
de manera que al 2.° togue el duplo del1.° y
10 mas, y al 5.° tanto como d los dos menos 4.
Si supongo que se denal 1.° 20, tocard al
2.° 2x20-+10=40 , ¥ al 3.° 20+§0—4=66:
y ceme las tres partes 20-+50-+00 suman so-,
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lo 136 en lugar de 300, salen de equivoca-
cion 164, que sefialo con el signo
~—: sl la suma hubiera pasado de _
300, hubiera notado el exceso 4°7 44
con el signo +. Supongo ahora que la parte
del 1.%sean 40; seran 8o+r10=go la del 2.°,
y 40+90—4=126 la del 3.°, la suma de las
tres 40+9c+126 es 256, y el error —44.

Multiplico ahora-cada nlimero supuesto
por el error del otro, y restando el un pro-
ducto20x44:=880 del otro 40x164=6560,
dividiré la-diferencia §680 por la diferencia
de los errores y tendré de cociente 47%, par-
te del 1. De consiguiente , la del 2.° es
945-+10=I04%, y la del 3.° 473+1045—
4=148. Con efecto, 4754+104>~+148 com-
ponen 300. Quando los errores tienen dife-
rente signo, despues de multiplicar cada nfi-
mero por.el: error del otro, se suman los
productos y se divide la suma por lade los
errores.. § om

195 Para demostrar generalmente el mé-
todo de ‘practicar esta regla llamarémos 2’y b
los nlimeros supuestos; <y d sus errores y
m el niimero-que se busca; y como los erro-
res son tanto menores ¢ .mayores quanto es
menor ¢ mayor la diferencia entre el ntimero
supuesto y el verdadero ; seran proporciona-
les los errores ¢, 4 a las diferencias m—a, m—b,
entre los niimeros supuestos y el verdadero:

20—164
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esto s, serd cidum—a:m—b , y dividiendo
(W”) , o—d:dim—a—m--bim—b ; 6 ¢—d:d:

~ad ToTy!
; , multiplicando el 2.° tér-

(=
mino por el 3.° y partiendo por el 1.° Si 4
este valor de m—b se afiade b, se'tendra el de
. , bd=ad bd=ad—be=bd  bo—ad
m que sera +b= = 3
-4 i—d =i
que es la diferencia entre los productos de
cada niimero supuesto por el error del otro
dividida por la diferencia de los errores. Es-
tos s¢ han supuesto del mismo signo, pero
si-se lo mudamos' @ uno, y ponemos —d en

b—a:m—b=

Iugar de +d en la expresion

‘-—

Y. —+cd :
yertira en esta ——-, que s la suma de di-

44
chos productos partida por la de los errores;
conforme lo dejamos dicho.

2.° a4 varas de lienzo. y 55 de tela han
sostado 752 rs. cada vara de tela ha costa-
do doble de cada vara de lienzo : & ¢émo han
sostado? !

Si supongo 6 #s. por el precio de cada va-
ra de lienzo , serd 12 el de cada vara de tela;
las 24 varas de- lienzo importardn 144 y las
3¢ de tela 420, que componen 564 : luego
el 1.r error es —188. Sisupongo ¢ rs. por
la vara de lienzo , serda 18 la de tela, 216 7s.
el importe de las primeras, 630 el de las otras,

, S€ con-
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y la suma de todas 846; luego el segunde
error serd -+94. Sumo pues, (por tenertdis-
tintos signos los errores) los productos 6x g4
y 9=188 de cada nlimero supuesto por el
error del otro, y partiendo la suma 22 56
por 282 suma de los errores, tendré de co-
ciente 8, que es el precio de cada vara de
lienzo ; luego el de cada vara de tela es
2x8=16. Kn efecto, las 24 varas de lienzo
a8 rs. 6 192 junto con §60 importe de las
35de telaa 16 rs., componen 752 rs.
« 3.°  De dos jugadores el mas diestro ha
puesto 12 vs. contra 8 cada juego ; despues
de 10 jucgos el otro le paga 20 rs. ;quantos,
Jjuegos gand ¢l 1.°2

Si hubiera ganado §, serfan otros § los
que gan6 el otro, 4 quien le hubiera tenido
que dar 20 5. luego el error es —40 : si hu-
biera ganado 6, ganando el otro 4 hubieran
quedado en paz, y es el error —20. Resto
ahora los dos productos §x20 y 6x40 de
cada niimero supuesto por el error del otro
(por tener los errores un mismo signo), y
partiendo la diferencia 140 por 20, diferen-
cia de los errores, tendré de cociente 7 ; que
son los juegos que gand €l 1.°
: Progresiones geombtricas.
196. Una série de razones geométricas con-
tinuas 2:4::4:8:8:16:16:32 &c. forman. una
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progresion geométrica , que se escribe asi
2:4:8:16:32 , y es una série de términos que
divididos cada umo por el anterior dan una
misma cantidad de cociente. Los que median
entre el 1.° y Gltimo se llaman medios pro-
pornonales geométricos. Tambien se llama
crescente O decrescente segun que sus térmi-
nos aumentan 6 van menguando = 2:4:8:16:
32 &c. es crescente, y #32:16:8:4:2 &c. de-
crescente. Hablarémos en lo sucesivo de la
1.2 puesto que 4 ella se reduce la otra con
solo invertir los términos , y de consiguicnte
debe tener unas mismas propiedades.

.~197 Si suponemos que sea el 1.7 tér-
mino de una progresion geométrica y 4 el co-
ciente 6 esponente de la plogresmn , sera el
4.0 #q==ay, el 3.° agx<qg=aq* el 4.° ag xg-—
ag®, el g 2ragtiliies dec1r, que cada térmi-
‘no se con1pond1a del 1.° multiplicado por el
cociente elevado 4 una potencia del mismo
grado que el ntmero de términos que le an-
teceden. El 8.% por egemplo , serd en la pro-

cgresion propuesta @xg’=aq’.... el término

al ‘que anteceden n—1 de términos , serd
axg™1: y todala progresion =a:ag: agh:

“ag®:ag*... ag™*. Luego el término 10.m° dg

la prog1e510n +3:6:12:24.... cuyo esponente
es'2., serd gx2'= 3x512—1536 St supone-
mos que sea I el 1.7 término 2 de la progre-
sion’ general , se reducird-a esta s 1:4: ¢%: 4%
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g*:¢5....q""". que representa las potencias
sucesivas de g, y nos convence 1.° que di-
chas potencias en qualquier cantidad forman
una progresion geométrica. 2.° que toda sé-
rie de términos cuyos esponentes forman una
progresion aritmética , estin en progresion
geométrica.

198 Si el Gltimo término a4”* de la
progresion general + a: agiag®....ag”™* se di-
vide por el 1.° 2, se tendra de cociente "7,
esponente elevado 4 la potencia »—1, nil-
mero de términos de la progresion menos

uno , de donde sacando la raiz #—1 resulta
f1—1I

19" '=q , esponente de la progresion. De

consiguiente , si dadas dos cantidades 2, ag®
se pidicse buscar entre ellas un nfimero qual-
quiera siete de medios geométricos, dividiré,
considerandolas como el 1.° y Gltimo térmi-
nos de una progresion de nueve términos, la
mayor 27° por la menor @, y sacando de su
cociente ¢° la raiz 82, indicada por el nii-
mero de términos menos uno 6 de medios
mas uno, tendré ¢, que sera el cociente O
esponente de la progresion. Multiplico por
élel a y tendré ag 1.f medio, vuelvo 4 mul-
tiplicar por ¢ este y los que vayan saliendo,
y tendré los demas ‘ag®. ag®. ag*. ag*. ag®.
aq’ , y sera toda la progresion <« a: aq: ag”:
ag’: agt:ag’: aq® aq’: ag®.
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Si se pidiesen entre 4 y 972 quatro me-
dios geométricos , se dividira el Gltimo térmi-
no 972 por el 1.° 4y sacando de su cocien-
te 243 la raiz §.% se tendrd 3 esponente de la
progresion 5 multipliquese por ¢l el 4 y los
que: vayan saliendo , y seran 12.36.108.324
los quatro medios geométricos y toda la pro-
gresion 4 &c.

199 Segun lo. que dejamos demostrado
(1%9), en laprogresion general + a: ag: ay*:
ag’....entre @’y a’q* cuadrados del 1.° y
2.° términos , hay el mismo cociente ¢*, que
entre 2 y ag* I1.°y 3.° términos : luego en
qualquier -progresion geométrica el 1.7 tér-
mino es-al 3.° como el'cuadrado del 1.° al
del 2.° 6 a:ag*za”:a%4”. Por la misma razon
es el 1.f término al 4.° como el cubo del 1.°
al cubo del 2.° pues en a:2g3:a3:43¢3 ticnen
las razones un mismo esponente ¢3. Esto quie-
re decir, que en qualquier progresion geo-
métrica la razon del 1.* término al 3.° es du-
plicada de la que tiene al 2.° la que ticne al
4.° es triplicada deladel 1.°al 2.°: la que
tiene al §.° quadruplicada &c. ;

200+ Si tomamos qualquier nfimero de
términos por egemplo siete, de una progre-
sion geométrica, el producto del 1.° y el 7.°,
el del 2.y 6.°, el del 3.°5.° y el cuadra-
do del 4.° ba de ser uno mismo ; pues en to-
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dos ser4 el quadrado del 1.° multiplicado por
la 6.* potencia del cociente. Veamoslo en la
progresion general +a:aq:aq’: ag’: ag*:
ags: aq®, donde axaq®, ag=aq’ , aq®xagt,
y ag®=aq® componen un mismo producto
a*g%. Si tomamos la progresion = 3:0:12:24:
48:96, hallarémos tambien que 3x96, 648,
y 12x24 producen 288. Luego en qualquier
progresion: geométrica ¢l produsto de los tér-
minos extremos es igual al de dos qualesquie-
ra términos igualmente distantes de los extre-
mos, 6 al cuadrado del término medio si el
niimero de 1érminos es smpar.

201 Siendo una progresion geométrica
qualquiera +2:4:8: 16: 32 &c. una série de
razones continuas 2:4::4:8:8:16:16:32 &e.
serin antecedentes todos sus términos menos
el Gltimo, y consecuentes todos menos el 1.%
de suerte que si llamamos s la suma de to-
dos los términos de una progresion geomé-
trica, a el 1.°, agel 2.° y b el Gltimo ; serd
s—»b la suma de todos los antecedentes, y
s—a la-de todos los consecuentes : y siendo
(18p) 1a suma de todos los antecedentes de
una série de razones, 4 la de los consecuen-
tes, como un antecedente 4 su consecuente;
esto es , s—his—aza:aq 6 ag:ans—ais—b; se-
va dividiendo ((Jp), ag—arazs—a—s+bis—b
que se reduce 4 ag—a:auh—ais—b. Si mul-
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tiplico el 2.° por el 3.° y parto por el 1. tér-
mino de esta proporcion, sera el filtimo

2
o L ATl suma de todos los tér-
aq-a g-1
minos de una progresion geométrica menos
el filtimo 4 : afadoselo , y tendré por Gltimo
b1 bg-x
= +h—=—
g-1 g-1
producto de su Gltimo término por el cocien-
te menos el 1.°, partido por el cociente dis-
minuido de 1. Si se pidiese la suma de todos
los términos de la progresion general + #: 24:
aq’: ag’.... ag™*, multiplicaria 247 por 4,
restaria de su producto a4”, a4, y dividiendo
aqh—g

: luego dicha suma es el

la

la diferencia ag"—a por g—1, seria

~1

suma pedida.

La expresion s= se muda supo-

=T
niendo g=2, en s=2b—a=b-+b—a; hacien-
b= b= {
b g=3ki= : za :b+—-;; haciendo g=
4l—z

A5 en.s= e o » que la

suma de los términos de una progresion geo-
métrica dupla 6 cuyo esponente es 2, es
el Gltimo término mas la diferencia entre
el 1.° y Giltimo: en la tripla es el Gltimo tér-
mino con la mitad de la diferencia entre el
1.° y Gltimo : en la quadrupla es el Giltimo
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término y la tercera parte de la diferencia
entre el 1.° y ulumo &c.

Si se pidiese el precio de un caballo ajus-
tado de modo que por el 1.f clavo delos 32
de sus quatro herraduras, se pague un ma-
ravedi, por el 2.° 2 mrs., porel 3.° 4,y asi
de los demas duplicando siempre: habra que
averiguar la suma de la progresion geomé-
trica +1:2:4 &c. de 32 términos; para lo
qual sacaré su Gltimo término que es (197)
1x23* T=237=2147483648 , y poniéndo-
le cn lugar de b, y por a y g sus valores I

. é ) L‘t]—d v > ;

y 2 en la expresion s= ; tendré s=
. gat

4830 =1 ; :

2147 i__:"grﬁ._’_:4294967295 , suma de los

32 términos y nmero de mrs. los quales
componen 126322367 rs. y medio, precio del
caballo. : ‘

202 La progresion decrescente se hace
crescente para sumar sus términos por este
mismo método : y como quando decrece al
infinito podemos considerar el Gltimo térmi-
10 como cefo , serd quando s¢ convierta en
crescente, el I.t término a=0; y la expre-
sion s:»bq-a se mudara en esta s= i -

- —1

b ; s
n Luego quando ¢=2, sera s=25: s

il §
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iy I .r:"—%_i:b—!—-i—: sig—4, .s:'i?—:b—;-—b-

3
&ec.

La suma de la progresion +2:5:2: X o
0 0....7533i 515, €8 poniendo por a cero, X
I
’ : Bty
ot by y 2 €n lugar de g, s==2 s g
Pot:#rs Y 8 75 LT
: p L e T
Tambien suma 1 la progresion +2:2:% &e. y

en general todas las que tienen esta forma
n:‘n,:_: ng&c.

=+t (241 (H—+1)

Si se pidiesen las, leguas que ha de anday
un navio para alcanzar a otro la mitad me-
nos veloz, que le lleva de ventaja 40 leguas;
sumaria los términos de la progresion infini-
ta #.40: 20: 10: §: 230 IS &cC. y-serlan s ==
40X 2—0
.

Para saber quando se vuelven 4 juntar el
minutero. y la mano de un relox puestos 4
andar desde las 12, se suman los términos de
la progresion # 1:5%: -I- &c. y hallarémos
que s¢ juntan 4 la 1 y . Despues se vuel -
ven 4 juntar 4 las 2 =, 3 £ &c. que resultan
sumando las correspondientes progresiones.

=80, las leguas que se piden.

xI1)

Permutaciones.

203 Se entiende por permutacion el nf-
mero de disposiciones diferentes que se pue-

f {
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den dar 4 qualquier nimero de cosas. Si con-
sideramos por egemplo, las letras del alfabe-
to, una letra 4 no puede tener mas disposi-
cion que I : otra letra mas, b, puedo ponerla
antes y despues de 2, lo que me da las dos
permutaciones ab, ba, 6 1x2 : una 3.2 letra
¢ puede ocupar tres lugares en cada una de
las dos permutaciones; al principio, en me-
dio y al fin: lo que da estas seis disposicio-
nes s caby ach, abe, cha, bea, bac, 2x3=06
6 1x2x3. Una 4.2 letra d podra ocupar qua-
tro sitios diferentes en cada una de estas seis
disposiciones ; es decir, que quatro letras dan
24 permutaciones 0 Gx4=1x2x3x4. Por es-
ta misma cuenta cinco letras daran 120 per-
mutaciones 6 24x§=Ix2x3x4x§ : y en ge-
neral , 7 de letras daran Ix2x3x4....<# per-
mutaciones. Por la qual regla se averiguard
que 12 personas podran sentarse 4 la mesa de
Ix2%3%4....x12=479201600 situaciones di-
ferentes : y necesitarfan 1§ afios y 69 dias
para recorrerlas todas, tardando un segundo
de tiempo en cada disposicion.

204 Quando hay cosas semejantes entre
las que se permutan; 4,4 por €g. No tienen

. . ]xz
i 1=-2. Quando en
mas disposicion que I=——. Quando en tres

cosas hay dos iguales como en 4, b, b, no hay
mas permutaciones que estas abb , bba, bab

Traix)

que son 3=

I

T St de quatre hay dos 1gua-
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IX2X 3% .
3-—-4—::I2;S].
XI

les, las permutaciones son

IX2X3X4

hay tres, son —— =3

6 tres, 6 quatro iguales, se tendrd enel 1.7

. Si de cinco hay dos,

1X2X3X4X§

1x2 x
o i e i s L 5 i R L2 & G e
2x1

3X2XK 4

IX2X3X4X§

enel 3.° . De lo qual es facil

4X3X2X1
sacar el nlimero de permutaciones para qual-
quier caso : como si hubiese seis cosas y tres
fueren iguales entre si y otras dos entre si,

xxzfg_:-(_‘;xgx() Ria:

3X2XIX2XI

En general , siendo , b, ¢ &c. el niimero de

cosas semejantes entre si, sera la expresion

1X2.X4X IX2..XbXIX 2..X¢
IX 2X Zeesens Xd—+b—C S

seran sus permutaciones

de sus permutaciones

Combinaciones.

204 Hablemos ahora de las Combinacio-
nes 6 del niimero de veces que se pueden
tomar muchas cosas de una en una, de dos
en dos, de tres en tres &c. y valiéndonos de
las 2 letras, veamos quantas palabras de una
letra, de dos , de tres hasta de 24 se podran
formar con ellas. Bien se ve desde Iuego que
con 2§ letras solo se pueden formar 25 pala-
bras de una letra. Si se junta despues cada
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letra con'todas las 2, se f011n1ra11 256x25==
625 palabras de dos letras. Si 4 cada una de
estas se juntan sucesivamente cada una de las
25, resultaran ‘5~<25><25__15623 palabras
de tres letras 5 y continuando 'de esta mane-
ra se verd que el nimero de-todas las pala-
bras posibles que pueden formarse con las
235 letras de una, de dos, de tres &c, letras,
es la suma de los [(,1'111111’)5 de esta progre-
sion geonigrica 15, 247,243, 24* hasta 2525

v 1o ‘milstne so dira de qualqauur otro naime-
o de letras-odde cosas:

206« Bu este: nimero. de cornbinaciones
s¢ repite algunas veces una misma letra. Pa-
ra encontrar el nlimero" de las palabras: que
se pueden formar con las 2 letras), sin que
en ellas se'repita-alguna ; supuesto _que de
una letra se forman solo 25 ; 'se ha de notar
que ]anmnao cada letra con las demas exclu-
yéndola 4 ella, resultan 25x24 palabras de
dos letras en las que ninguna se repite. Asi-
mismo , cada una de estas combinaciones de
dos letras no se puede juntar sin 1epct1cxon
con mas que 23 que quedan ; ‘con’'que serd
el nfimero de palabras con 3 letras sin repe-
ticion 24x24x23. El nlimero de las de qua-
tro letras sin repeticion debe ser por .igual
razon 2§x24>23x22; y tltimamente el de
todas las palabras que se buscan , sera la su-
ma de la serie 25, 2§x24, 2§5%x24x23,

PR
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2¢x24x23x22 hasta el Gltimo producto de
2 5 factores desde 24 hasta I diciéndose ofro
tanto de qualquier otro nfimeéro que se pi-
diese. <1 ~

207 Pera aun estas palabras incluyen
unas mismas letras bien que diferentemente
combinadas como ab, ba ; y pueden pedirse
palabras enteramente diferentes , excluyendo
las letras repetidas aunque con diferente co-
locacion. En este caso tambien son 2§ las pa-
labras de una letra ; en las de dos, cada letra
se repite dos veces como ab, ba quando 4 se
combina conbylabconla 2,y ast el ni-
mero de combinaciones diferentes serd la mi-
tad del qué se encontrd; esto es, serd L’:f—
Cada una de estas combinaciones se ha de
juntar con las demas letras que seran 23 pa-

. . 2{X 24X 2
ra que ninguna se repita, y formar -—5-——2——-3—
palabras de tres letras; pero en ellas de cada
tres letras , b, ¢ por eg. hay tres combina-
ciones abc, ach, bac que salen juntando ab
con¢, acconb y bc com a4, que deben re-
ducirse 4 una desechando las permutaciones;
luego el nlimero antecedente se debe partir

20X24X23
por 3 para sacar el que se busca — —
Siguiendo el mismo método hallarémos....
25X 24%X23X22
-

por el niimero de las combina-
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ciones de quatro en quatro, y asi de los de-

mas. De suerte que el nfimero de ternos

diferentes que se pueden formar con go nii-
9ox89x88 704980

TEros son — ———=—=r117480.

Log aritmos.

208 Como en una progresion geométri-
ca qualquiera +4°: 4%: 4%: g%: g*. &c. la suma
de los esponentes 3 y 4 de dos qualesquiera
términos g%, ¢* equivale a su producto ¢3x
g9*=4" ; la diferencia 7—4=3 corresponde &
g° cociente de 47 partido por ¢4; el produc-
to 12 del esponente 3 .por 4, 4 ¢** 4.2 po-
tencia de 4% ; y ¢° ruiz 4.2 de ¢** tiene por
esponente 3, cociente de 12 dividido por 45
pensaron los Matematicos calculando los nfi-
meros por medio de sus esponentes, reducir
el multiplicar 4 sumar, el partir 4 restar, el
subir 4 las ‘potencias 4 multiplicar, y 4 una
mera division la estraccion de las raices.

209 Para esto eran necesarias dos cosas;
la una hacer que todos los niimeros fuesen
términos de la progresion geométrica, y la
otra buscar a cada uno su esponente. Con
efecto, se han hecho listas 6 tablas en que 4
los ntimeros 1,2, 3 &c. hasta 10000 se les
ha puesto enfrente sus esponentes: y por ellos
se encuentran facilmente los de nlimeros ma-
yores. A estos esponentes que son los térmi-
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nos de una progresion aritmética que corres-
ponden 4 otros que estan en progresion geo-
métrica, se ha dado el nombre de Logarit-
mos , y 4 la lista de estos niimeros Tabla de
logaritmos.

210 Para que formemos alguna idea del
modo con que s¢ han construido estas tablas,
es de saber que entre las diferentes progre-
siones aritméticas y geométricas que se pu-
dieron escoger para este efecto, adoptaron
los Matematicos las dos siguientes.........

“aroHrot: ToPr 1o 104 &c.
— # I: I0: 100: 1000: 10000
Aritmética % R o WY iR AR T o

de manera que cero es el esponente 6 logarit-
mo de 1, I eslogaritmo de 10, 2 de 100 &c.
Los logaritmos de los nimeros 2, 3, 4 &c.
que hay entre I y 10, los que median en-
tre 10 y 100, entre 100 y 1000 &c. se en-
contraron de la manera con que vamos a sa-
car el de.g.

211 Blsquese para esto un medio geo-
métrico proporcional entre I y Io, y otro
aritmético entre oy 1 (166 y 198) afadien-
do antes ceros de decimales a estos niumeros
para sacarlos con mas exictitud y escusar los
quebrados comunes. El medio arirmético es
0, §oooco que sera logaritmo del gecomé-
trico que es 3,162277. Blisquese otro me-

Geométrica {

e = e -

-

TSR e
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dio geométrico entre este y 10, 000000, y
otro aritmético entre 0,§000000 y I,000000,
y se tendran los dos §,623413 y 0, 750000
este tambien es logaritmo de aquel que to-
davia esta distante de 9. Con efecto, hasta
el medio geométrico veinte y seis no sale el
9,000000, cuyo logaritmo es el 26.t° medio
aritmético 0, 954242. Sacados con igual tra-
bajo los 1ogar1tmos de 2,3,5,7, 11,13 ¥
demas intermedios que no tienen factmes se
sacaron por ellos los otros con mas f1c111dad
el de 4 por eg. por ser 2x2 , sumando con-
sigo el logautmo de 2 ; ¢l de 6:z><3 suman-
doelde 2 yel de 3; el de g, cuadrado de 3,
multiplicando por 2 el logaritmo de 3; el de
15=3xg sumando los logaritmos de 3 y §; el
de 64 cubo de 8 multiplicando por 3 el lo-
gatitmo de 8 &c. pero se han inventado des-
pues métodos mas expeditos de hallar los lo-
garitmos.

212 La cifra que precede a las decima-
les de un logaritmo se llama su caracteris-
tica : en o,000000, logaritmo de 1 es cero
la caracteristica : ‘en I1,000000, logaritmo de
10, €5 I :ien 2, 000000 , logaritmo de 100
es 2 &c. y de consiguiente consta siempre de
tantas unidades meros una como notas tiene
el nlimero 4 quien corresponds. 3, 423901 s
logaritmo de 2654 namero de 4 cifras, una
mas que su caracteristica 3.
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213 -En vista de lo que dejamos dicho
(208), si en lugar de multiplicar dos niime-
ros sumamos sus logaritmos , debera esta su-
ma corresponder en las tablas al producto
de dichos nfimeros. Y al contrario, la dife-
rencia de dos logaritmos estard frente del co-
ciente de sus nfimeros correspondientes. Asi-
mismo, la potencia de un nimero debe cor-
responder al producto de su logaritmo por
el esponente de la potencia: y qualquiera
raiz ‘al cociente de dicho logaritmo por el
esponente correspondiente.

214 Veamos ahora como se encuentran
los logaritmos de los niimeros que no estan
en las tablas, y como dados los logaritmos,
se ‘buscan sus nlumeros , ‘en advirtiendo que
comot los logaritmoes de 1o, 100, 1000 &c.
son I,000000, 2,000000, 3,000000 &¢. se
sumardn 6 restaran de qualquier logaritmo
con solo afiadir 6 restar de su caracteristica,
I,2,3 &c. unidades; y como esta suma o
resta equivale @ multplicar 6 partir los nii-
meros de dichos logaritmos, sera lo mismo
afiadir 1, 2, 5%&c¢. unidades d la caracteris-
tica'de un logaritmo que wultiplicar por Io0,
100, 1000 &c. el niimero que corresponde al
Iogaritmo; y al contrario, restar 1,2, 5 &e.
unidades de la caracteristica de un logaritmo
serd partir su miimero correspondiente por
10,100, 1000 &0
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215  Esto supuesto, para encontrar el lo-
garitmo de un entero con un quebrado 6 £
por eg. se le reducira 4 £, se restard de 1,
518514 logaritmo de 33, o,698970 loga-
ritmo de 5, y el residuo o, 819544 sera el
logaritmo de £2 6 de 6 2. Porque siendo 2%
cociente de 33 partido por g, debera ser su
logaritmo la diferencia entre los logaritmos
del dividendo 33 y el divisor § (213). En un
quebrado propio 2 en donde es mayor el lo-
garitmo del denominador, se resta de €l el
logaritmo del numerador, y la diferencia —
0,819544 con el signo — es el logaritmo de
<. Efectivamente, siendo cero el logaritmo
de 1, deben ser negativos los logaritmos de
los quebrados propios que son menores que
1, de lo qual nos convencerémos mas, con-
tinuando 4cia la izquierda las progresiones
aritmética y geométrica ya citadas como aquf
s¢ ve..... Geométrica + &c. 1073:10 *:10 %:
10°:10":10%:10%: T0* &c. 6 + &e. oot o
75 1: 10: 100: 1000: 10000 &C.
Aritmética + —3.—2.—1.0.1.2.3. 4. &¢.

216  Si dado el nlimero 964357 mayor
que los de las tablas, se pidiese su loga-
ritmo ; le separaré de la derecha dos notas,
reduciéndole 4 9643,87 nfimero 100 veces
menor que el propuesto (28), y que estd
entre los de la tabla. Busco en ella los loga-

ritmos 3, 984212 y 3,984257 de 9643 y
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9644, y tomando su diferencia 48 diré : s¢
por I de diferencia entre 9643y 9044 salen
45 de diferencia entre sus logaritmos; por &,
57 de diferencia entre 9643 y 9643, 57
squal debe ser la de sus logaritmos? saco de
la proporcion 1:4§::0,§7..... el 4.° término
25,65 6 26 solamente despreciando las deci-
males, parte de logaritmo que corresponde
al quebrado 0,57 ; y juntandola con el loga-
ritmo de 9643, tendré 3,984238 logaritmo
de 9643,57: afiado 2 4 su caracteristica (214),
y 5,984238 que resulta por {iltimo , sera el
logaritmo de 964357

Si se diese el nimero 8706000 para bus-
carle logaritmo ; se tomaria en la tabla el de
8706 que es 3,039819, y con 3 umdades
mas en su caracteristica por los tres ceros sepa-
rados , serd 6,939819 logaritmo de 8706000.
Quando el nlimero tiene cifras decimales, se
busca su logaritmo como si fuera entero, y
despues se quitan de su caracteristica tantas
unidades como notas decimales tiene el na-
mero.

217 Si dado un logaritmo qualquiera 8,
986772 se pide el niimero que le correspon-
de ; se le quitardn 4 su caracteristica 8 cinco
unidades para poderle hallar en la tabla: y
pues que 3,086772 que queda, se encuen-
‘tra en ella frente del nimero g7o0; este afa-
dido de cinco ceros por las § que se quitaron
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4 la caracteristica , es decir, 970000000 ses
ra el nmero que corresponde al logaritmo
propuesto 8,986772. :

Dado el logaritmo 6,722348 para bus-
car su nimero ; despues de quitar 3 unida-
des 4 la caracteristica 6 , no se éncuentran en
la tabla mas que los primeros guarismos, y
viene 4 caer entre los logaritmos 3,722387
de 5277 y 3,722304 de 5276 es decir, que
el logaritmo 3,722348 corresponde 4 §276
y un quebrado. Para hallarle , se toma la di-
ferencia 82 entre los logaritmos de §276 y
52774 y despues la 43 que hay entre el lo-
garitmo 3,722348 y el de §276 3 y se dice,
si 82 diferencia entre los logaritmos de 5276
Y5277, da 1 de diferencia entre los niimeros
¢qué diferencia dard entre los nivmeros, 43
diferencia entre el logaritmo 5,722548 y el
de 5276 ¢ esto es, 82:1:43:2. Junto este
quebrado 4 5276, y 5276 22 serd con corta
diferencia el niimero que corresponde 4 3,
722348 5 luego 4 6,722348 corresponderd
527000022 —=¢976524,37, nlimero mil
veces mayor que el anterior. Las diferencias
que hemos supuesto proporcionales lo son
solo préximamente y sin error sensible.

218 Para encontrar ¢l quebrado que
corresponde 4 un logaritmo negativo como
—0,953430 , le sumaré con uno de los lo-
garitmos de Io, 100, 1000 &¢. segun el ni-
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mero de decimales que quiera~en el que-
brado: sea con 3,000000 logaritmo de 1000;
y tendré 3,000000+0,0§3430=2,046570
que buscado en la tabla corresponde a 111:
partole por 1000 por el 3 que afiadi 4 la
caracterfstica de su logaritmo, y el cociente
0,111 sera el quebrado que se busca.

219 Veamos en algunos cgemplos las
ventajas de los logaritmos, y sea el 1.° ha-
llar el cociente de 6738 partido por 30134
con diferencia de menos de una milésima. Sa-
co de las tablas de logaritmos los de 6783 y
3014 que son 3,820818 y 3,479287, y res-
tando este del 1.° tendré 0,380431. Esta di-
ferencia que esta entre los logaritmos de 2 y
3, buscada en las tablas con tres unidades
mas en su caracteristica, cortesponde proxima-
mente al nimero 2241, mil veces mayor que
el verdadero (214) : luego si separo de su
derecha tres notas (28), tendré el cociente
que busco 2,241 tan proximo que no le falta
una milésima.

2.° Para extraer la raiz 6.2 de 20, pro-
xima hasta las milésimas ; dividiré por 6 su
logaritmo 1,301030, y buscando &l cociente
0,216838 en las tablas con tres unidades mas
en su caracteristica, se verd que correspon-
de, proximamente a 1647 , y de consiguien-
te serd 1,647 la raiz 6.% proxima de 20.

3.° Si se pidiese la raiz 8.* del cuadra-
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do de 3796 ; se multiplicard su logaritmo
3,579326 por 2, y dividiendo por 8 el pro-
ducto 7,158652 que es el logaritmo del
cuadrado de 3796, se tendra de cociente
o 894831 , que con tres unidades en su ca-
racteristica corresponde préximamente 47849:
luego la raiz 8.2 que se busca, es 7,849.
4.° Encontremos ahora quatro medios

geométricos entre 22y §£. En lugar de sa-
car el esponente de la progresion partiendo
§2 por 22y extrayendo del cociente la raiz
quinta (198), se restara de 0,759668 loga-
ritmo de §%, o 1428969 logarltmo de2z;y
dividiendo por 4 la diferencia o 333699, sal-
dra de cociente 0,066739, logaritmo del
esponente de la progresion. Blsquese el nii-
mero que le corresponde en las tablas con
una caracteristica de 4 unidades, y separdn-
dole quatro cifras de su derecha, se tendra
1,166, esponente préximo de la progre-
ston. Multlphquese por él 22 y los demas
que vayan resultando, y saldrén los quatro
medios , 3,109; 3,626 4,228 y 4,931I.
Tambien pudieron encontrarse afadiendo su-
cesivamente al logaritmo 0,4245969 de 22 el
del esponente, el de su duplo, triplo y
quadruplo ; pues asi resultan o0,492708; ...
0,559447 5 0,626186; 0,692925 logaritmos

e Jos quatro medios , que se buscarin e
las tablas.

TR
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Del Complemento Aritmético.

220  Los Matematicos han logrado con-
vertir en suma la operacion de restar un nii-
mero de otro ; por eg. 6 de 8, afiadiendo al
8, 4 diferencia entre 6 y 10, y quitando de
la suma 12, 10 que resultan demas por el 6
que no se rest6 y 4 que se anadié. Si para
restar por este método 36 de 68, se suma 68
con 64, diferencia entre 36 y 100, y de la
suma 132 se quitan 100 que componen 306
que no se resté y 64 que se afadieron, que-
dara la resta verdadera 32.

221 Esta diferencia que va de un nfime-
r0 a I con tantos ceros como cifras tiene el
ntmero, se llama Complemento aritmético, y
se encuentra facilisimamente por ser ceros los
guarismos del minuendo. El complemento
aritmérico de 870372 por eg. que es 129628,
se saca restando este niimero de 1000000, 6
cada una de las cifras §,7,0,3,7deg, y
la Gltima 2 de 10.

Log.675....2,829304

' Log.9§2....2,078637

Complemento aritm.©.... Log.§27....7,278189
Complemento aritm.°....Log.377....7,423659

20,509789
222 Si para aplicar esta abreviacion 4
los logaritmos, queremos sacar el producto
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proximo de los quebrados {3£, 3375 en lugar
de restar la suma de los logaritmos de los de-
nominadores 527,377 de la de los numera-
dores 675, 932 (49 y 213), afiadiremos &
los logaritmos de 675 y 952 el complemen-
to aritmético de'los logaritmos de 527 y 377,
y quitando de la suma, 20,000000 que hay
demas por los logaritmos de §27 y 377 que
no se restaron y sus complementos que se
afadieron, sera o, 509739 que queda, el
logaritmo del producto de los quebrados;
que buscado en las tablas corresponde pro-
ximamente 4 3,234. Tambien se sacard el 4.°
término de una regla de tres, sumando con
los logaritmos del 2.° y 3.F términos el com-
plemento aritmético del 1.° y buscando en
las tablas el nimero que corresponde 4 la su-
ma disminuida de 10, c00000.

223 Sisesaca el logaritmo de un que-
brado £ afiadiendo 4 o, 698970 logaritmo de
g el complemento g,096910 de 8, se tendra
9,795880 logaritmo de §, que queda nega-
tivo si se le quita Io,0000c0 que tiene de-
mas. Pero se facilitara mucho el calculo de
logaritmos de los quebrados no quitandoles
el complemento 6 complementos que inclu-
yan , hasta haber concluido todas las opera-
ciones que pida dicho calculo; extendiendo
esta observacion 4 los decimales ‘que’ se de-
ben considerar con su denéminador como i
fueran quebrados comunes.

T A
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324 Si dado un'logaritmo con algunos
complementos demas , se pidiese ¢l nimero
que le corresponde ; se rebajaran primero los
complementos si se puede, y se hard despues
lo que dejamos dicho (21 7). Pero si el loga-
ritmo es menor que los complementos que
hay que restar , como si se pidiese el nfime-
ro.a que corresponde el logaritmo 8,73223¢
que tiene 10,000000 demas; se rebajaian
§s000000, y buscando el residuo 3732235
en las tablas, se separardn de la derccha del
niimero §398 4 que corresponde , cinco no-
tas para decimales por las § unidades que
quedaron demas en su caracteristica , yiserd
0,05398 el nfimero que se busca. ;

225 Quando se multiplican estos loga-
ritmos se'ha de cuidar de rebajar del pro-
ducto los complementos que se aumentan.
Si se multiplica por 2 un logaritmo con un
complemento, resultard un producto con dos
complementos 6 con 20 unidades demas en
la caracteristica. Si'se multiplica por 37y se-
tan tres Jos complementos del producto &e.

226 En la division ‘de estos logaritmos
se hace que el dividendo tenga demas tantos
complementos como unidades tiene el divi-
$Or'; pues de esa suerte resultard el cociente
con un solo complemento. Para sacar la raiz
cibica de 222, cuyo logaritmo con un com-
plemento es g,702922, le iﬁadiré antes dos

2




164 ELEMENTOS

complementos; y dividiendo por 3¢l logarit-
Mo 29,70202% que resulta, tendré 9,900¢74,
logaritmo de la raiz , que si se busca con 10
umdades de exceso en su caracteristica , cor-

responde por lo que llevamos dicho (214)

4 0,7961.

De las Equaciones y de la resolucion de los
Problemas.

227 Se da propiamente el nombre de
Analisis 4 esta parte del Algebra que ensefia
4 resolver los Problemas; esto es, 4 encon-
trar una 6 mas cantidades desconocidas con
ciertas condiciones por medio de otras cono-
cidas que se llaman los datos del problema,
y son unas seflas por donde se viene €n Co-
nocimiento de lo que se busca.

Para resolver un Problema 1.° hay que
hacerse cargo de lo que en €l se pide, y de
las sefias que se dan para encontrarlo. 2.° Se
supone que la cantidad que se va 4 buscar
que llamarémos la fncognita , sea una de las
filtimas letras s 7 %y Z.oe del abecedario; y
mirandola como conocida, se expresa con sig-
nos algébricos, la conexion 6. relaciones que
con ella tienen las demas cantidades que n-
tervienen en el problema: haciendo ,  pa-
ca verificar las condiciones que incluye,;los
mismos razenamicntos y combinaciones que
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se harfan con la incognita, si se conociese.

228 3.° De estas operaciones resultarn
diferentes expresiones de suma, resta, divi-
sion , multiplicacion, potencias 6 raices de
1as cantidades conocidas mezcladas con la in-
cognita , entre las ‘que se han ‘de buscar dos
iguales para formar con ellas’y el signo =
lo que llamamos Equacion , por cuyo medio
se averigua el valor de la incognita , prac-
ticando las reglas que daremos en esplicando
mejor lo que es equacion.

229 ' Si suponemos que la cantidad x val-
26, 2+8 seran 143 y la expresion z+8=14
serd una equacion. Suponiendo iguales a
ar—c* 'y m-c, Serd ar—e*=m-¢ otra equa-
cion. Cada una se compone de dos partes 6
miembros: al 1.° le forman las cantidades
=+6 y ar—c* que estan 4 la izquierda del
signo =: y 14, m--¢ componen el 2.° Quan-
‘do’el ‘mayor esponente de la' incognita es T,
se 1lama la equacion de 1 * grado, quando es
5,°de 2.°, si es'3de 3.°, yasi de las de-
mas. b’—x+c3xr=3+a’x es equacion de I.F
grado: a’—y*=c—by de 2.° Zi—m=t—02"
g P

230 Como la incognita en una equacion
6 estd sumada 6 restada ‘con las cantidades
conocidas, 6 multiplicada 6 partida por ellas;
no se llega 4 averiguar su valor hasta ha-
berla dejado sola en uno de los nfiembros de
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la equacion, quedando en el otro solo canti-
dades conocidas. Entonces se dice que la in-
cognita estd despejada.

231 ,,Para separarla de las cantidades
»sumadas y restadas, se pasan estas del miem-
»bro donde estan al otro con. el signo -con-
»trario. Si en la equacion ab-+x—¢=8§ se
pasa al 2.° miembro @b y —¢ mudandoles los
signos , se tendrd g=8—ab-+c; donde ya &
estd despejada , sin perjuicio de la ignaldad;
pues haber pasado 4b—¢ mudados sus sig-
nos , es haber afadido .4.los. dos miembros
iguales de la equacion la,cantidad —ab-+¢
asi, aé—:—x———rmab-i—c__s ab~+c, que se
raduce. 3. Rl ot /'b+c. lo qual no puede
alterar su igualdad.

220 e operacion que se llama
z‘rasposzczonz se hacen positivos qmlesqmexa
términos negativos, y al contrario; y asi con
mudar, al, 2.2 mlembxo el término —x de la
equacion a’—x —2=d’—m, se reduce 4 esta
a’—2=d’—m~+x , donde pasando @°’—m al
1.* miembro con signos contrarios, resulta
a’—2—d’+m=zx en donde estd x despe-
]ad1. De c01151gu1ente, si se mudan los sxg-
nos a todos los términos de una equacion,
se conserva siempre la igualdad de sus dos
miembros,

233 ., Para separar la incognita de qml—
»quier cantidad que la multiplique , se par:




DE ALGEBRA. 167
,,ten ambos miembros de la -equacion por
,,ella si consta de un solo término, y si tiene
,, muchos, por la suma de todos ellos.« Sien
la equacion a—b?z=t, se dividen todos los
términos por —b°, multiplicador de z, re-

sultara Sl 8 iadues to €5 $hog
u ard _——__——_‘_—-———‘——-’-’ es o —
02 bz b.. b L«

t a t a
——— 6 z=5—— pasando —; al 2.°
b b b*

o

~ac

miembro. Para quitar los multiplicadores

ay—b* de zen la equacion aa-+-2—5" =0,
dividiré sus dos miembros_por su suma a—2a7,
dré ax—b*% 2 ¢

y tenare 5 ——d?b—,-_.- i 1 que se re-
d 7 2 ¢ d "

uce 4 esta ¥+——= - ¢ consi-

a=b* abt o Y
: Gt

guiente g5

3Ty

224 ,, Quando alguna 6 mas cantidades
,,dividen la incognita , se multiplican los tér-
,,minos_de la equacibn por cada divisor , ¥
» quedara desembarazada de ellos dicha in-
»»cognita sin perjuicio de la ,igualdad.“ Seanm

X . ol
= —a—¢* ) si se multiplica toda la equa-

: 4 ., bx
cion por b que parte & x, se tendra el
ob—ab—be®, 6 x—2b=ab—b*c, conx li-

. z b4
bre de b. En la equacion ¢+—=a"——, que-
2 ¢

e et e e e
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dara z sin divisores, multiplicando todos sus
términos primero por 2, lo que da 2f+z=

. 1z
24°——=; y despues por ¢, de que sale
(7

2ct+cz=2a’c—2z. Para quitar los diviso-
res de una vez se multiplica toda la equa-
cion por el producto de todos ellos. Multi-

plicando en la equacion anterior por 2x¢ 6

(%3 iz
205, 8¢ -tiene 2ct+——-—_2zz (i s pquerise
2 c

reduce & 2ct~+cz=2ac—2z. Ultimamente,
si en la equacion 3 gL
¢ aA—2
plican sus dos miembros por ac—2¢ produc-
to de los divisores ¢ y a—2, se tendrd des-
pues de hacer las reducciones regulares, 34—
ay—6-+2y-+arn—2ne=20y+a’bc—2abs.

235  Supuestas estas reglas, si se nos
mandase despejar una 1ncogmta en una equa-
cion de 1.* grado; lo 1.° se quita qualquiera
cantidad que haya comun en todos los térmi-
nos de la equacion dividiéndolos por ella. Lo
2.° se quitan por la multiplicacion todos los
quebrados donde se halle la incognita. 3.° Va-
liéndose de la trasposicion , se ponen én uno
de los miembros de la equacion todos los tér-
minos en que se halle la incognita, y en el
otro los que no. 4.° Se dividen ambos miem-
bros de la equacion por las cantidades que
multiplican la-incognita, y seguramente se

~+ab se multi-

S
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habra despejado, 4 no ser que quede bajo
de algun signo radical.

236 En este caso se deja sola en un miem-
bro la cantidad radical, despues se suben am-
bos 4 la potencia stk por el radical, y
quedard la incognita desembarazada de este
vinculo. Enab+vr=m, 6 Vr=m—ab, se
suben ambos miembros al cuadmdo y resul-

ta a=(m—ab)’. Si se diese 1/ ( e )——%:b
3 ( ax=x

v
3

dos miembros , y se tendra

):b+§ se subiran al cubo los

= =(b+%)3:
multipliquese por 3 y partase despues por
3(b+i)_3.

a—1I

a—1 y saldra por tltimo z=

Hayase de despejar x en la equacion

2

a’x a ax
———54x+———a:am3—~—‘-i— , que parto
2

desde luego por 2 comun 4 todos sus térmi-

; ax d Y

nos. En — —gx+——I :m3—3- que resul-
] j

ta , multiplico por el producto 44 de los di-
visores de x, y saldra reduciendo, ads—
20d7+2d*—4d=4dm3—4x. Pongo ahora en
el 1.rf miembro los términos que tienen v, y
en el 2.° los que no, y tendré adx —204x+
4a=4dm3—2d’+4d: parto Giltimamente am-

——————

e
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bos miembros por ad—20d-+-4 multiplicador
s 2
de z, y serd reduciendo, x:-.ﬂ—-—z—dﬂ
4d-20d—+4 ?
donde x esta ya despejada.

237 Vamos 4 poner en practica estas re-
glas y las que dimos para resolver los pro-
blemas , resolviendo algunos que deben ser-
vir de modelo para quantos se pueden pro-
poner ; en la inteligencia de que llegar dere-
chamente 4 formar la equacion por la que se
resuelve un problema propuesto, es mas obra
del talento y tino de cada uno que fruto de
las reglas; las quales como son vagas y ge-
nerales no es tan facil acomodar 2 los casos
particulares.
~ Problema 1.* ,,Manda uno en su testa-
s»mento dividir goooo pesos que tiene de
» hacienda, entre tres sobrigos , de modo que
s»al mayor toquen 300 mas que al mediano
» Y 4 este 200 mas que al Gltimo: y se desca
s»saber quanto deben dar 4 cada uno.

En este problema se pide dividir el nfi-
mero §000o en tres partes tales que la ma-
yor exceda en 300 4 la mediana, y esta en
200 a la Gltima : es decir, que la menor con
200 componga la del medio, y esta con 300
la mayor. Luego si dando por conocida la
mas pequefia, la llamo 2 5 sera la mediana »
conn 200 6 #4200, y la mayor a-+200+300.
Para que esto sca derto, ha de componer
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50000 la suma de dichas tres partes ; sumo,
PUES 5 24200, 2-+200-+300, y igualando
la suma 32700 4 §oooo, tendré la equa-
cion 34-+700=40000; en la que mudando al
2.° miembro 700 y partiendo 3r=§0000—
700 por 3 que multiplica a &, saldra x=—=
§0CO0—708 __ 493C0
——=
de la parte menor x. Serd pues, la mediana
+-200,16433 3+200=16633 3, y la mayor
X+200+300,16433%+200-+300=1693373.
Con efecto, dichas tres partes suman §0000,
y sus diferencias son 200 y 300 como lo pi-
de el problema.
2.° ,, Sale Pedro de Madrid caminando 8
»leguas cada dia, y @ los 6 dias sale Juan
»en su alcance caminando 11 leguas ;en
»»quantos dias le alcanzard?¢
St suponemos que le alcance en z dias,
habra andado en este tiempo tantas It le-
guas como dias, 6 z veces II que son IIz;
en estos misnios dias andarda Pedro 2z veces 8
68z, que con las 48 leguas de 6 dias & 8
leguas que sacé de ventaja al otro, compo-
nen 48-+8z. Para que le alcanzase Juan de-
ben ambos haber andado igual nlimero de le-
guas; luego seran iguales 112y 82-+48, y
se tendra Ja equacion 112=8z-+48, donde
48

I12—82=48, 6 32=48, y 2=%=16, na-

mero de dias en que Juan anduvo 16x11=

=16433% que es el valor
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176 leguas , las mismas que 48-+16x8=176
que anduvo Pedro.

3-° ,, Entre dos amigos que juntan bol-
»»54s , componen 100 doblones , y el uno tie-
»>1ie.36 mas que el otro ;qudntos tiene cada
»» 110 2. Aqui se nos piden dos niimeros, da-
da su suma 100 y su diferencia 36. Sea pues,
el nimero menor x, serd el otro x+36, y
los dos #+2-+36 : y como han de componer
T00, se tendrd 22+36=100, 224=100—36, y

2s » 196 —36.0 "~

¥ =%t=32, parte menor: la ma-

2
yor 2+36 es 32+-36=68 , que con 32 efec-
tivamente compone 100, y le excede en 36.

238 Sien lugar de 100 y 36 se hubie-
ra dado por suma la cantidad 2, y por dife-
rencia b, suponiendo x ¢l nimero menor;
serfa 25 el mayor, y hubiera sido la equa-
clon a~+x+b=a, 2x=a—b, y x:-f-zi, nii-

a=b
mero menor. El mayor a-+5 es —z—-+b que

s bzl :
se reduce 4 ——: y como 2y b son canti-
2

dades generales, podemos inferir que el nii-
mero mayor de dos cuya suma y diferencia

g b, i
ayb se da conocida, es —— & laz mitad
2
de la suma y la mitad dz la diferencia, y el

a-b,, % ’
menor — 0 la mitad de la suma menos la wi-
2

=




DE ALGEBRA. 173
tad de la diferencia. De suerte que si dos
nfumeros suman 6o y se diferencian en I2;
Go—+12

2

sera el mayor =36,y el Simenor

6o —12
-—2—-—___‘ 24

239 Quando en lugar de nfimeros se po-
nen letras en el calculo de los problemas , su
resolucion es general como esta, y abraza to-
dos los casos posibles en aquella materia. Con
este motivo advertiremos que es facil y con-
veniente conseguir una resolucion general co-
mo la anterior en qualquier problema, si en lu-
gar de los nfimeros que en €l se den, usamos
de letras; cuidando de expresar las cantidades
generales con las que le sean mas analogas, re-
presentando , por egemplo, el tiempo con la
letra ¢, la velocidad con v, uno de sus grados
con I, dos con 2.... el duplo de una canti-
dad que se haya supueste 4, con 24, sus dos

F 24 . .
tercios con — , su diferencia con otra b, con
3

a—b, su proaucto con ab &c.

4.°  ,,Quiere Pedro traer a su taller cier-
»to niimero de Obreros, y exdminando su
sscaudal , halla que si da a cada uno 12 do-
»blones al mes , le faltan 6 para pagarlos, y
»dandoles 1o doblones le sobran 4 ;quantos
» eran los Obreros, y quantos doblones tenia?*¢

Sea y el nfimero de Cbreros : pagados a
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12 doblones importan 12xy 6 12y, cantidad
que excede en 6 el caudal de Pedro, el qual
por lo tanto serd 12y—6. Pagados 4 10 im-
portan 10y que con 4 componen dicho cau-
dal, que tambien serd 10y-+4. Iguilense
ahora estas dos expresiones, y se tendrd r2y—
6=10y+4,06 12y—I10y=6-+4,esto e, 2y=Io,
6 =4 , nlimero de Obreros. Serin pues los
doblones 12y—6=12x5—6=54, 6 10)+4=
IOxX5+4=—¢84,

Si se hubiera supuesto x el nfimero de
doblones , con x-+6 s¢ hubieran pagado 4 12
doblones los Obreros , cuyo nimero seria....
x—+6

. Con 2+4 se pagaban 4 10, y por lo

< xX— ; 3
mismo L es tambien el nimero de Obre-
10

-4 x—+6 i
=————: donde quitan-
o) TY g2

ros. Sera pues,

do los quebrados, resulta 122—48=r10x+60,
127—10x=60+48, 60 22=108, Vo5 4
Sea ahora en general x el nfimero de
Obreros, a el mayor precio, b el menor, ¢
lo que falta para pagar al precio subido, y
d lo que sobra pagando al precio inferior,
Segun lo que digimos en la 1.2 resolucion
ax—: 'y by+d expresan el niimero de doblo-
nes, y por eso ar—=bax+d , ax—bx—c+d,

—+d ARSI,
y ¥=——=; y sera el niimero de Obreros la
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falta y la sobra c+d partida por'la dife-
rencia a—b de los precios : el nimero de do-
blones se saca poniendo en ax—¢, 6 en ba—+d
el valor de x : poniéndole en axr—c, es

-+ ac—+ ad—ac—+be  ad—he
ﬂ><( )—c— =

4= a=b a=b

§.° ,,Un Galgo a 100 varas de una lie-
s»brc ;quando la alcanzara, en la suposicion
»»de que el perro anda 3 varas, mientras la
,,liebre anda 272¢

Supongamos que la liebre anda x v. antes
de ser cogida, andara el perro 100+zx: y
como estas dos distancias estan en razon de
2 a3, serd 2:3ux:100~+x: luego (174),
3r=—200~+2z 0 x=—200. Si hubiera sido
m:n la razon de las distancias , hubiera re-
sultado : suponiendo 100=—a, mun:r:a-+ux,
Y #x=am--mx, nx—mr=am, y r= o

=

6.° ,,Uno dej6 en su testamento 4 su hi-
3> jo mayor roo doblones y el décimo de lo
s restante de su hacienda: al hijo 2.° 200 do-
»,blones y el décimo de lo que quedase: al
»3-° 300 con el décimo de lo restante: al 4.°
»»400 con el décimo....: continuando de esta
»suerte hasta el Gltimo, 4 quien deja el so-
» brante de las partes de sus hermanos: ege-
»cutado el testamento salieron todos con par-
s tes ignales ;quantos eran los hijos , quén-
»to cupe 4 cada uno, y qudnta era la ha-
»cienda? ¢
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¢ Llas@®mos:-Tos 100 doblones 2, y supon-
gamos x la hacienda. Quitando 100 doblones
0 a de la hacienda & para el 1.7 hijo, queda

£ xX—a .
x—a, cuyo décimo ——— junto con 2 com-
; io

Vs x—.t r
pondra su parte a-+——, que se reduce 4

a-+X . S
2 . Quitando de la hacienda x esta can-

10§
tidad y 200 doblones 6 24 para el 2.° hijo,

i B O = xX=294
queda reducida 4 JAPEE g e ® sel
10 10
i o 3 9X—=294
décimo de esta cantidad es —9——, y suma-
100
’
X=294a v
do con 24 compone 244222
100

171a—49x sk
AL EO%, parte del 2.° hijo. Como todas las

100

partes deben ser iguales, formaré de las dos
halladas la equacion s P bl , don-
10 100 ;
de multiplicando por Ioo, resulta Qoa-+I0x=
171a+9x, 0 10x—Qr=1714—Q04 , y Por
altimo 2=814=81x100=8100 que esla ha-
cienda : que dividida por una de las partes

94+x  9C0~+8100 31on
= =goo, da

/.
= =qgJinG:
10 10 9

mero de los hijos.
7.°  ,, Tres comerciantes emplean 1500
,» doblones en un negocio ¢qual debe ser su

900
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y» ganancia para que al fin del afio toquen 4
»»Cuda uno 398 doblones ? ¢

St s¢ supone la garancia z, resultardn

1500+ al fin del afo: y pues que debe

tocar de esto 4 cada uno de los tres 398, se-

+ 1§00—+%

ra ——=398, 1500+2r=1194, y de con-

siguiente 2= I1194—I§00=—306. Este va-
lor negativo significa que hubo pérdida y no
ganancia en el empleo, y de consiguiente
que el problema esta mal propuesto. Efecti-
vamente, si de 1500 se quita la pérdida 306,
y se divide entre los tres, el residuo 1194,
tocara 398 doblones 4 cada uno.

8.° ,,Se pide un método que abrevie la
»> practica de la regla de falsa posicion do-
»ble (193).¢ Supongamos y lo que se ha de
afladir 0-quitar al ngmero supuesto para que
salga el verdadero x ; sea 4 la menor equivo-
cacton y b el niimero del qual resulta, de-
jando las demas suposiciones (194 ) invaria-
bles. Si b es menor que x, serd y+b=zx=

bi—ad Yo be~ad 3L db-ad _(/J-—zz,\ll
t~d ? y L5 c—d F % —d s ) ;
Suponiendo @ b mayor que x, hubiera sali-

horhed g

dob—y—r— T donde y== g

Esto quiere decir que si se multiplica por
el menor error la diferencia de los niimeros
supuestos , y el producto se parte por la dife-
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rencia de los errores quando tienen un mis-
mo signo, 6 por su suma si le tienen diver-
s0, saL.m de cociente lo que se ha de afadir
al nGimero supuesto, si es menor que el ver-
dadero, o0 lo que su le ha de quitar si es ma-
yor, para que resul Ite el verdadero.

Sienel 1.° de los egemplos que alli pu-
simos se multiplica 3, diferencia entre los
niimeros supuestos 6 y 9, por el menor error
04, y se parte el producto 282 por la suma
de los errores 282, se tendra 1 de cociente,
que restado de g da el niimero verdadero 8.
En ¢l 2.° egemplo multiplicando por el me-
nor error 20, I diferencia entre § y 6,y
partiendo el producto por- 20 diferencia de
los errores, sale tambien 1, que afiadido @ 6
da el nimero verdadero 7.

Los problemas siguientes serviran de eger-
cicio' a los punupnntcs : y aunque se deja 4
su habilidad el modo de resolverlos, afadi-
mos la solucion para que les sirva de guid.

s ,,A y B, se pusieron a jugar con
»igual nimero dp pesos. A perdio 12y B
» 57 ;-quedaron a4 A quatro veces mas pesos
»queda B iquintos teman? Resp. 72 pes.

10.° ,,Pacté un Jornalero perezoso re-
,»Cibir 12 15,y de comer el dia que trabaja-
3»8€, y pagar el dia que no 6 rs. al Amo por
sola comld1 Echaron cuentas 4 los 30 dias
» ¥ quedaron en; paz ;quantos dias trabajo?
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,,Resp trabajé 10 dias y holgé 20. .

11.° ,,Hurtaron dos 6o dob. y habien-
»do refiido al repartirlos , arrebato cada uno
5 10 que pudo : puestos en paz dio el % 4';
»2.% = de lo que cogié, yel2.°al 1.° 2y
B qundaron con partes 1gua1c,s ¢ quanto arre-
,»baté cadauno? Resp. el 1.° 24 y el 2.° 36.

12.° ,,Uno dej6 en su testaniento la mi-
,,t'ad de su haclenda 4 su hijo mayor, al 2.°
»+5 de dicha hacienda, $ = a una hija y 1200
»pes. por su alma. Que hacienda tenia?
s Resp. 54000 pes. ;

13.° ,:Qual es el nimero que partido
»Ppor 3, es excedido de 20 en lo que 30 ex-
,ycede al dicho nfimero? Resp. 15.

Problemas con mas de una incognita.

240 Quando hay que averiguar en un
problema, dos, tres 6 mas incagnitas ; debe
haber en el otros tantos datos, 6 condicio-
nes : ‘entonces se-formara con ellas igual na-
mero de eqls 1aciones , y se sacara el valor de
las incognitas por las reglas 51gu1entes.

241 Si hubiese dos equaciones. con dos
mcognms , se despeja una de ellas en ambas
equaciones , 'y con los dos valores que resul-
tan, se forma una equacion, que solo ten-
dra una incognita : despejese esta, y substi-

tuyendo su-valor en qualquiera de las dos
M2




s
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equaciones en que se despejo la 1.2, se habra
averiguado tambien lo que vale.

Probl. 14.° ,,Dos Amanuenses han tras-
»ladado 280 pliegos entre ambos , el uno A
,traba]‘mdo 5 dias, y el otro B trabajando 8.
5, Los mismos han copiado 288 pliegos tra-

»bajundo A 7 dias y B 6 ;quantos pliegos.

,»escribe cada uno al dia?«

Si supongo z los phegos que copia A, y
z los que copia B; seran gxx 0 §x los plie-
gos que de los 280 copié A en g dias, y 8z

los que copié B en 8 dias: y de consiguiente.

sera §x+8z=—280. Por lo mismo seran 7x

los pliegos que de los 288 habra escrito A, y

6z los de B, y sera 7a+62z=—288. Despejo.

x en ambas equaciones, y tendré en la 1.2
200—8z 288—6z

5
ahora estos dos valores de x, .y resultara la

. 280—8z 288—06z
equqcmn =%
5

W=

. Igualo

e R A e

, conuma sola incog-

nita z: despe]andoh sale z=20/, cuye.yalor
substituido por zen una de las dos equécio-
nes en que se despejo x , v. gr. enla 1.2 x=

280--82 280—8x 20

la reduce 4 =22

. eSfoT €5

v=24. Dire, pues, que de los 280 copié A
24x5=120, y B 20x8=160: y de los
288 A traslacé 168, y B 120.

Si hubiciamos su uesto 280=a, §=b,

S

g—
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8=p: 288=dyr7—¢, 6= : serian’las equa-
ciones br-+cz=a , ex—+fz=d. Despejando x,

aA-iz d—fz

sale v—= peir al ety igualando es-
a—( d bd—ne

tos valores , E f %, donde z X
b e b—ie

a—(z

' i‘
Péngase este valor en la equacion »= ,

4-(( bd—ae )
y saldra por Gltimo 2= ft—ce ! , que se
b Seaferdh

reduce 4 a=————.

bf—ce )

15.° , En una mezcla de oro y plata que
»tiene 8 pulgadas cabicas de volumen, y
5»Pesa § libras 6 8o onzas, se quiere saber
» (uantas pulgadas hay de oro, y quantas
»de plata, en la inteligencia dc que cada
» pulgada clibica de oro pesa 12 onzasy =,
»y lade plam 6 onzas y 2./

. Sea x el niimero de pulg’ldas de oro de
la mezcla, y 2z el de las de plata, y serd
r+2z==8, 1.2 equacion. El peso del oro a
razon de 123 cada pulgada, es 123xx 6
ng’ y el de Ia pluta 4 6% cada pulgada,
62xz6 Y B i como toda la mezcla pesa So

38x., 622
onz. se tendra la 2.2 equacion ——+—9—_ So.

Despejese.  en las dos, -y sera en la 1.2
\ i :
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106 3
fiten —u'—. Sera
114

r=8—z, yenla 2.* z=

20~62z
pues , —
?

—=8—2z, de donde se saca

2=3=: luego #—=8-=2=8~32— 42, Fstos
dos valores adem"ts de sumar S , 31 se multi-
plican 32 por 22, y 475 por £, produci-
ran 8o onzas.
Si se supone # el volumen de la mezcla,
b el peso ; ¢ el peso de"cada pulgada del un
metal , y d el.del otro; serdn x+z2=a, y
cr-+ds=b las dos equaciones ; en las que
Ch—dz

¢

bz - 4c—b ¢
Kbt 2= — : y sustituyendo
—d

ﬂs.te valor el x=—a-—z, serd x=—a-—....

T b o Epe— . Hagase ahora a—z=

L
a —h b—ind
= :_valores generales para toda

i=g M c—d
especie de mezcla.

242 Si ocurriesen tres equaciones con
tres incognitas x, z, §, por eg. s despejara
qualquiera de ellas, 'z, en las tres equacio-
nes, € igualando el valor mas sencillo de x
a los otros dos , resultaran dos equaciones con
las dos incognitas z, y, que se despejan co-
mo acabamos de decir. Conocidas z, ¥, se
conocerda x substituyendo en una de las tres
equaciones en que se despclo los valores de

z,y. Quando hay quatro 6 mas equaciones ¢
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incognitas, se despeja una en todas, se igua-
lan sus valores para tener una equacion y
una incognita menos, y se continfia as1 hasta
llegar 4 una sola equacion con una sola in-
cognita , haciendo despues las sustituciones
correspondientes.

Prob. 16.° ,,Un General divide su tropa
,,en tres trozos , les ofrece de agasajo, si to-
,,man una plaza que va a sitiar, 2703 dob.
,,de los que han de percibir 3 dob. cada uno
,,de los Soldados del trozo que entre prime-
,,ro en ella, y los que queden se han de re-
»» partir igualmente entre los Seldados de los
,,demas trozos. Hallase pues, que siel 1.
,, trozo entra primero toca & cada uno de los
,,Soldados de los demas & doblon y medio:
,,si entra primero el 2.° caben los demas 4
,»doblon, y si entra el 3.° tocan 4 4§ 15. 6
» 2 de doblon 4 los otros: y se pregunta el
,,mumero de Soldados de cada trozo.

Supongamos x el niimero de Soldados del
1.7 trozo, z por los del 2.° y por los del 3.°
y llamemos 2703,4. Sientra el 1.7 trozo pri-
mero, son 3z los doblones que perciben sus
Soldados, y como toca doblon y medio 4

.3 s% P I N\ 7/ 32""]
los demas, consumirdn 13 (2-+y) 6 =~——
que con 3x compondran 3703 64,y serd

g 4 1z —+1Y 7 .
la 1.2 equacion 32+~ —a: sl entra pri:
2
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mero el 2.° consumen sus Soldados: 3z, y-

los demas que tocan 4 ‘doblon , - x4y, y la
2. equacion es 3z—+24y=a. Enaando el gud
primero son 3y los doblones que. se reparten

a sus Soldados, y s

2 los demas : luego la

. 3X—+3%
3.2 equacion es 3y+————=z,

Despejando ahora x en las tres resulta
ra—iz—iy

N = 5 x:a—gz——], ==

41=1'j—1z

. Igualese el 2.° valor 4 cada

uno de los otros, y se tendra despf‘j'{ndo z

: J a-—3z—
en las dos equaciones 2— 3z—}f—— ST ;y,
A—T12V—2 %
. e - que resultih , z—

a—3z —y—
a—3 ‘9r—24 AT
o hEa 96 . Formese por Gltimo, de
15

estos dos valores la equacion

43y Qe
15 «OSt6 3
194,20 39003,
53 {ROZ's QLY
689, Soldados del 3.7 trozo. Pongo este va-

de donde se saca y—

Sy
lor en la equacion z== y y saldra z—

9X;—G82,—_27'O‘—3 -=483, Soldados del 2.° trozo.

Sustituyo Giltimamente los dos valores de Zi P
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en la equacion ¥ =a—3z—y ,; y serd x=
2703—3x483—689=2635 , Soldados del 1.*
trozo. En efecto, si'se hace. la prueba,: se
verd que 3x265-+2(689+583)=2703;
3§83 +265+689=2703", y-finalmente
3%689+2(265+583)=2703.

Los siguientes problemas serviran de eger-
cicio @ los jovenes. '

17.° ,,Si al valor de una de dos alha-
»Jas que uno tiene, se afiaden 150, resulta;
,»un valor triplo de la otra, ysi al precio
,de esta se afiaden los 150, iguala ala 1.8
»:Quénto vale cada una? Resp. La 1.2 300
» ¥ la otra 150.

18.° ,,:Qué nfimeros suman §70; de los
syquales Z+I+2 del 1.° iguale a J=+5+5
ssdel 222 Resp..264, y:300. .

19.°  ,,Quarenta personas comen una.
s»merienda que importa 40 rs. Cada hombre.
»paga 4 rs. cada muger 3 y cada niflorg,
»» ¢quintos hombres, mugeres y nifios hay,
,»en el supuesto que este Giltimo ‘nimero es,
,»quadruplo del de los otros dos afiadidos.
s, de 12¢ Resp. § homb. 4 mug.y §o nifios.

20. ,,Tres se ponen 4 jugar:-a la z.2
s partida perdi6 el 1.° igual cantidad que
,,]os otros tenian: 4 la 2.2 perdié el 2.° otro
» tanto quanto tenian al 1.5y 3ok laigsd
,» partida perdi6 el 3.° tambien cantidad igual
5»a lade los otros dos : y al salir del juego
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»salieron los tres con igual dinero: ;con
»quinto se puso a jugar cada uno? < Resp.
el 1.° con 39, el 2.° con 21 y el 3.° con 12
pesos.

Problemas indeterminados.

243  Los problemas resueltos hasta aqui
se llaman determinados , porque tienen tan-
tas condiciones como incognitas. Quando es-
tas son mas que las condiciones , se llama el
problema mas gue determinado , y sucede fre-
cuentemente que las que hay demas, 6 son
inaitiles i oponiéndose unas 4 otras hacen el
problema imposible.

Pidense por egemplo, dos niimeros z, z
cuya suma sea 8, su diferencia 2, y su pro-
ducto 12. De las tres equaciones r-+z=3§,
¥—2z=2, xz=I12, que resultan, la 2.2 da
r=z+2, y sustituyendo este valor en la 1.2,
se tiene z-+2-+2=8, 6 x=3 : puesto este va-
lor en la 2.2, resulta r=5. Péngase ahora
el producto 3x5 en lugar de vy en la 3.2
equacion, 'y la reducira 4 I§=12, conse-
cuencia falsa que muestra que el problema
es imposible.

244 Sila tercera condicion del problema
hubiera pedido que: el producto fuese ok,
hubiera sido la 3.2 equacion my=r1 §: y sacan-
do de las dos primeras equaciones grig. o0,
sustituyendo el producto de estos dos niime-
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ros en lugar de zy en la 3.* equacion, hu-
biera resultado 1§=15: equacion que se
llama idéntiea, por tener unas mismas can-
tidades en ambos miembros, y que confirma
la inutilidad de la 3.* condicion para €l pro-

blema.
En general, quando despues de haber

llenado las condiciones de un problema, re-
sulta una equacion idénticas es prueba de

ue 4 todas las cantidades de la clase de que
habla el problema, conviene la propiedad que
en ¢l se propone. Si se pidiese un namero x
de cuyo duplo restando I, y del duplo de
la resta quitando 2 , partiendo despues el re-
siduo ‘por 4, resultase el nimero x—1I; se

. : x—
hubiera tenido L1, dondex—1=
4

x—1I: equacion idéntica que muestra, que
conviene 4 qualquier nlimero la propiedad
expresada en el problema.

245 Llamamos 4 un problema éndeter-
minado quando hay en €l -mas incognitas que
condiciones 6 que equaciones: si se piden dos
nimeros z, z, tales que restando el 2.° del

1.° sea la diferencia el duplo del 1.° menos

6 ; se tendria una sola equacion r—2=22—06
con dos incognitas. En este casose despeja
una de ellas 1=6—z, y dando & arbitrio
difetentes valores 4 z, se tienen otros tantos
valores de x. ‘Si'se hace'z==0,, sL1&- 3= 6:
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Shd==i] 2==6—1=—=4 ; si 2=—=20, serd g—
6—20=—=14 &c. hasta el infinito.

246  Quando en estos problemas se exi-
ge que los valores de », z sean nfimeros en-
teros y positivos, se cifie 4 pocas el infinito
niimero de soluciones y queda el problema
medio determinado, 6 semideterminado ; el

anterior por eg. no admite mas que las siete
soluciones siguientes:

2=0,2=1I, 2=2, 23, 2—4,, Z—G 020,
r=05 = T=3 8 =—00 =1  5=0,
Y por, quanto-na es.de ‘nuestso- iristituto, es-
tendernos en los métodos generales, inventa-
dos hasta aqui para averiguar el nimero de
soluciones de los problemas scmidetermina-
dos , nos contentarémos con una muestra de
ellos , resolviendo los problemas siguientes.

1.2 ., Clerto nfimero de varas de paflo
»d 21 1s. y de tela 4 31 importan 1770 rs,
»»équdntas hdy de cada cosa i<

Siendo & el ntumero de varas de pano -y
z el de las.de tela, tendrémos 21x-+312=
1770, y despejando la incognita x que tiene

menor coeficiente, F= SERTMAR B o ]
e 21

6—102 P Ee %
= d1V1dlendo_p‘or 21." Como esta canti-

dad ha de ser nfimero entero, lo serd tam-

- 6—102- , - 1o2—6
bien —= ¢

] -
5 o Llamemos pues, E,
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ol ) 102—6 i
E', E" un entero, y tendrémos —— —F, y
21E—+6 E=6 » E5.6
gr— == DR (Tambien

—E' niimero entero, y de consiguiente

E—10L"—6. Este valor que ya no tiene que-

21 E—+6
1@ I

brado, substituido en la equacion z=—

la reduce 4 z=—21E'—12: 'y éste puesto en

1770—21%

s » da a=—102—3LE’.

21
Aunque de las dos equaciones z—=2 1 E'—
12, x=—=102—31E' me dice la 1.2 que sal-
dra nimero entero y positivo sustituyendo
por E qualquier cantidad que no sea cero;
pero por la 2.2 ha de ser tal el valor de E!
que 31.E’ sea menor que 102, 0 E' menor

Io2

que 222=3 2 : luego el problema tiene solo
tres soluctones, la 1.2 haciendo E’=—1, en
cuyo caso ¥==y1, 2=9 , el importe de las
varas de paflo 1491,y 279 el de las de te-
la. La 2.2 haciendo E‘==2, y entonces x==
40, 2==30, el valor del pafio 840, yel de
la tela g30.°Y la 3.2 haciendo E'=—3, en
cuyo caso z==9, 2==41I , el pafio 189, y
la tela 1581.

2.° ,,Se pide componer 741 1s. con 4t
»plezas de tres especies , a saber de 24, de
Ry desgorys.f¢

Sison x, z,y, respectivamente 1¢s.nfme-
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ros de monedas de cada especie, serd a-+z-
Y=41, y 24x+19z+TI0y=741. En estas dos
equaciones se tiene  #=—=4I1—2—y, r——...

20 Ly 3 .
AT ;5 y de consiguiente 41—z—y—

24
.Z‘”_—_?:;mi, y z:w:48_2},+~3;512.
Hagase ahora 3’:” —FE, serd y— _3_—4_55_ o
—E+ 3:E : y suponiendo 3—4E —E', sera

2d /3 b
=3—4E". Puesto este valor en y=="—

resulta y:sE'—g: y en g 2437149 o5ti-
5

tuyendo el de y, sale 2=—=¢7—14E: y pues-
tos los de z, y, en a==41—2—y, se tiene por
tltimo a=—gE&'—13.

Concluyo pues, de:las tres equaciones
¥==QE =13, 2==§7=14E', y=—gE'~3 que
para tener soluciones en n{imeros enteros y
positivos,, E' ha de ser tal 1.° que gE’ sca
mayor que I3, 6 E' mayor que =3 2.° que
14E' ha de ser menor que §7 6 E' menor que
T2==4774 3-° que §E"sea mayor que 3; 6
£’ mayor que £. Luego solo puedo dar 4 E'
los tres valores 2, 3, 4, que dan las tres solu-
ciones siguientes del problema , 2=3, z=29,
y=7: x=14, 2=I1§, y=I12: x==23, 2=,
ye=ig. ,
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3.° ,, Entre dos tienen 100 dob. la p'lrte
;,del 1.° contada siete 4 siete, y la del 2.°
,,ocho 4 ocho dan de resta 7, ;qudnto tiene
sscadai unedss
Sea 7z+7 la parte del 1.°y 8z+7 la
del 2.° serd 7z+8r—+14=1I00, y 2=

$6-8 C2=Xx

S ot Hago bt ’—c—-ﬁ._E
% 7

y tendré s—yE+2, y de consiguiente z—

86-3x

:Io—-SE ; equacion donde solo se

puede ponel por E cero y 1: y asi de solos
dos modos se puede desatar el problema. Si
sale =10, ¥ B la parte del
7z.+7___77 y la del 2.° 8x+7=—23. Si
E:I ST B Iy PR 2 Ty 8.r+
sty
4.° ,,Hallar dos nlimeros cuadrados cu-
» ya suma sea 4, nimero enteroy positivo.
Si se suponen dichos nimeros 2%, 2°, s ten-
drd 2*+z’=—a,y r_._l/(a——z“') es decir,
que el ploblema no serd posxble 1.%512% es
mayor que 4 y lo mismo x*; pues si a=17,
y 2=5, 1/(4——2, ) se reduce a 1/——8 , can-
tidad imaginaria 6 imposible: lo 2.° si a—2z?
no es un cuadrado perfecto ; pues si a=17,
z=3, 1(@a—2*)=1/8 no desata la cuestion
por no ser 8 cuadrado perfecto ; con que si
a=17 ,solo es posible haciendo z=1, en cu-
yo caso 1/ (a—=z*)=1/16=4, y suponiendo
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Z=4, pues entonces i/ (=2 ) =P/ U=,
5.2, Hallar dos cuadrados que se dife-
»rencien en a cantdad entera y posiciva ¢
Si llamamos x la suma de Lisrraices -de
los dos niimeros y z la diferencia , seran los
niimeros (238), —xL:-?: . :-f la diferencia de

DR P e
sus cuadrados es , que se

reduce 4 2z : luego vz =a; y la diferencia
dada es siempre el producto de la suma de
las raices de los n{imeros multiplicados por
la diferencia.

Sea a=60, y como sus factores son 1x6o,
2x30, 3x20, 4xI§, §xI2, 6x10; rendrd el
problema seis soluciones, bien que solo con
2y 30, 6y Io nameros pares rcsultan nfi-
Xz

meros enteros. Si =30, z=2, =16,..

X—z
——=1I4 sus cuadrados son 256 y 196 que
2
se diferencian en 6o. Si x=r10, 2=6,.....
¥+ X—=z
o S e e DX : d
5 a1 >~ =2 ¥ sus cuadrados 64 y 4

tambien se diferencian en 6o.
Equaciones y Problemas de segundo grado.

247 Quando estas equaciones son com-
pletas O no tienen mas términos con la in-
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eognfta que el de su cuadrado, se resuelven
dejando en un miembro este término solo,
sin coeficiente, 'y con signo positivo, y sa-
cando despues la raiz de ambos mieniores.
En la equacion a==¢*—dx*, se paa al 1.*

miembro —dz®, y los demas al 2°, se le
! =z
ot S
quita el coeficiente 4, y queda » ey

despues se saca de ambos miembros la raiz
2
(—a

). Con

los signos == del radical , se significan las dos
raices positiva y negativa que tiene el cua-

cuadrada, y tresulta x=—===1/ (

drado —cd;a- (113), el qual es producto de
2=z : ’=ay Pz ]
V( N )xV( > ) 6 de ~—V( 5 )x—-...
v (6 ;4). Si la equacion hubiera sido 2z°—
3b==c+b2*, 6 az*—bz*==¢+3b; dividi-
dos ambos miembros por a—b , y sacando la

e ~+2b
raiz del resultado z?—
a

, ‘hubiera sa-

fido ===t/ “*“f ¥
o

248 Quando hay uno, dos 6 mas tér-
minos con la incognita ademas de su cuadra-
do, como en x*+2ax=—=5; puestos todos
en un miembro se ve que 4 z’+2ax cuadra-
do de la 1.? parte 2, y duplo dz la 1.2 por

N
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la 2.2, falta el cuadrado de la 2.2 parte para
ser cuadrado completo: luego habrd que
anadirle para que lo sea, a® cuadrado de 4
mitad de 22 que multiplica a z, el qual se
afiadira tambien al 2.° miembro de la equa-
cion para que se conserve la igualdad. Re-
sulta pues , la equacion x*+241+a*=b-+a"
de cuyos dos miembros sacando la raiz cua-
drada, se tiene x+a=—=1/(b+a*), 6
x_—aiy(b—i-a“). :

249 Estas equaciones se llaman #ncom-
pletas; y se resuelven generalmente »ponien-
,,do primero en un miembro los términos don-
,,de se halle la incognita, dejando positivo al
,,del cuadrado, y con 1 de coeficiente: se afa-
,,de despues 4 ambos miembros el cuadrado
,,de la mitad de la cantidad 6 cantidades que
,,multiplican la incognita, y se saca por Glti-
,,mo la raiz de dichos miembros.*¢

Sirva de egemplo la equacion cx—bd—
dr—ax® que dispuesta asi ax®+-cx —da=bd,
y dividiéndola por @, s reduce 4 esta x*+
tx—dx___éri‘ Afado ahora a sus dos miem-

a a
B j o

bros( : ) cuadrado de la mitad de o
24

cx—dx

que multiplica 4 x , y tendré »°+ —— +
c—d\* bd —d \* P

(_——) :—-+(——-—) , cuyo I.' miem-
‘4 a 24

Fro es cuadrado completo : saco la raiz de
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02 1
ambos , y como resulta x+—z-;—=:*_— ......
bd ( id

) ), sera por Gltimo v—
c—d bd  pe—dy?®
e ST SO <
Wl
Si se hubiese dado la equacion 42°—8,—

4z—f——-b, que ordenada y dividida por 4,
a
€5 2*+———z—a;-bs sehubiera comple-
4a
2
tado anadiendo ({-——%) cuadrado. de la
a

1070p b1,
mitad ——1 que multiplica 4 z; el resul-
44

2

¢ rc
tado es z’———z—-z+\§——§) =20—b+..
4a a

¢ i > 2
(-8—; —%) 5 de donde sacando la raiz, se tie-
¢ o el ¢ i3 &
ng Zt———-—ty/l o}t ——-—;) ), y
44 8a
sty gkl G EANE
tiltimamente z=2%- ——i]/( 20—-b+(—~- ;) )
4a 8a
Prob.1.° ,,Un Agente de comercio recibe
g .
sspara el gyro, de cada Comerciante tantas
»» VECes 1§ dob. como. asociados hay. Su ga-
»»NaNcia que es tantas veces 2 dob. por 100
» como Mercaderes hay, multiplicada por =
»»da de producto el nlimero justo de los Mer-
» caderes : ;quantos son?
N2
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Suponiendo x el namero de Mercaderes,
serd 14z lo que cada uno pone, y la suma
de todos 1gxxx 6 154*: la ganancia debe ser

2% Foxt iRy Sl
—x1¢r*—2-_ 6 2—; v multiplicindo-
100 S 100 io 'y P

2

la por = dard el nimero z ; esto s,

5 6 s
=, b=z, y 623 =1§0x. Partase
t§0

10

por 6x y saldra x*=24 : luego a==kp/25=3
ntimero de Mercaderes. Ser4 pues, §x15=7¢
lo que cada uno ponia; todo el fondo 75x
§=376 : y la ganancia 373.

.25 ‘Sidee compro cierto ntimero de Cor-
,,deros en Tooors. a tal precio; que con el
,»Thismo dinero pudo haber comprado § mas,
,-sl se los hubierai dado 2 rs. mas baratos y
»le hubieran sobrado 10 1s. §quantos Cor-
,»deros compré, y qué le costé cada uno?

Siendo 2 el nimero de Corderos, sera

1000 : ¢
~ ¢l precio de cada uno : habiendo coms

prado 5 mas ; hubiera costado cada Cordero
1000—10 00 ,
v ———-"—. Y pues este precio es
xX—+§ X—+5

900
mienor que el otro en 2 rs. se tendra -2-2-5— i
K=+

IO
e Qultense los quebtrados y reduz-
%

ease, y saldrd 2°2==2400, y de consiguien-
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te ¥==g0, nimero de Corderos ; cuyo pre-

. 000
Clo es

—=20Q.,

3.° ' ,,De unos amigos que se juntaron &
» merendar, se marcharon dos quando se tra-
» t0 de pagar 144 rs. que hicieron de coste;
» Y asi toco 4 cada uno de los que quedaron,
5,0 rs. mas ;qudntos eran? ¢ 4 R

. T
Suponiendo z su niimero , serd —4F o
L TS

que cada uno debia pagar, y -;—4:'— lo que

efectivamente pagé idos los dos : 'y pues es-
ta cantidad es mayor que la primera en 6 rs.

142 iC
tendré i b 14 » esto es, (quitando
X=2

los quebrados y reduciendo) z?—2x=—48:
ahado 4 ambos miembros x , cuadrado de la
mitad del coeficiente de 2, y serd 2 —22+1=
48-+1, de donde sacando la raiz sale z2—1=
®£149, y v=1=%y. De aqui resultan 8 y
—6 por valores de -z, y de ellos el 8 es el nit-
mero de amigos que satisface la cuestions pues
—3%4%:18 parte que debia cada uno de los 8,
44
: : 8-2
c6 4 los 6, que quedaron. A
El otro valor -6 confirma loique -deja~
mos diche de las cantidades negativas ; pues

es menor en 6 que =24, parte que to-
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resuelve el problema en un caso contrario al
qus se propone: esto es, en el supuesto de
que se hubieran llegado dos mas 4 comer y
pagar ; y que hubieran tocado 6 rs. menos a
cada uno. Con efecto , la equacion hubiera

sido —Ao 44 6 de donde se saca x=
x X—+1

—I=7, esto es, #=0 ;¥ 2=—S8:
4.° ¢ ,,Salen 4 un mismo tiempo dos de
,,un Pueblo para otro distante a de leguas;
»,el 1.° anda cada dia ¢ leguas mas que el 2.%
» ¥ llega b dias antes que el otro, ;quantos
,,dias tarda cada uno,'y quantas leguas anda
o ab dig 2% : ‘
Siendo y las leguas que anda el 1.° cada

s E A . . - '
dia, serdn = los dias que tardé, y—¢ las le-
a . . 4
guas que anda el 2.° y'— los dias que tar-
L ;

d6; y puesto que los dias'se diferencian en
Wt a e e
b se tendtd ——=——=—"b3 0 p'—o=——.
—C ez

& . ;
Completese el cuadrado afiadiendo e y ‘se
v e el L i 4 .
tendra y*—cy-+ ——=———-+——": de donde sa-
Gl 4 5l b".:]. q &= .
¥ ¢ A0 =
¢ la 12 TERE ) L e
ando la raiz resulta y. - 1/( =t 2 )
Sea a—gg leguas, ¢=2 dias, y b=2: se-
¢ T L ;
AP B o e W S (e AR S
k. ot _V(b +4 )—""—V( 2 +“)_I

#1/100=1I=1I0: con que serdn I1 lasle-
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guas que anda el 1.°y 22=9 los dias que
tard6 : ¢ las que anda el 2.° y2Z=11 los
dias del viage. Suponiendo =90, il =
se tiene F=10) leguas del 1.° y ¢ los dlas que
tard6 ; el 2.° anda entonces g leguas y tarda
10 dias.

2305 B 3N dadas tres de las cinco cosas
»que se pueden considerar en una progre-
5, slon, a saber prunero ¥ @iltimo ' términos,, su-
5y Ma de todos los términos; niimero de ellos
» ¥ su esponente , se plde averxgu'u las otras
,,dos,“ enla progresxon aritmética ,” se to-
maran las' dos equaciones b=a-+d(n—1),

s=(a~+b) n; encontradas (164 y 168), y con-

siderando como incognitas las dos cantidades
que se pidan, se despejaran en ellas por las
reglas dadas (241).

Supongo que saliendo dos 4 un' tiempo
de dos lugares opuestos que distan 630 le-
guas’, caminando el uno 1 legua .l 1.t dia,
3. el 2.°,'% el 3.2, avmentando en dos de-
mas en progresion aritmética, y caminando
el otro por dia con arreglo 4 los niimeros de
la progresion, 2, 3, 4 &ciise’ pregunte qué
dia se encontrardn, y. las leguas que anda
cada uno.

Como las dos progresiones concurren a
acercar los caminantes, se deberan sumar, y'se
tendra la nueva progresion + 3.6. 9. 12 &c.
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cuya suma s ha de ser 630, a=3 y d=3,
y habra que buscar el niimero de términos 7.
Despejando b en las dos equaciones, se tiene

L5=Aan -
b=a-+dn—d, b= : igualense estos va-
n

lores, y resultara la equacion g+dn—d=....
25—an apbid tan 28
— que se reduce 4 » - —M=— i re-
n
P X

suelvase por las reg}as dadas y sera n=3—
a ls a .

—d—il/(——-r- (—d-_%) ) Sustituyo ahora los va-

2 6

lo,res de 4,5,y d y tendré n=—»:3r*>>=20,
nfimero de dias que tardan en encontrarse los
viajantes. Para encontrar las leguas que an-
duvo cada uno hay que sumar 20 términos
de lds dos progresiones =+ I.3.§.&c, +2.3.
4.&c. En la 1.2 despues de haber sacado
b=a+d(n—1)=I1+2(20—1)=39; sale s=

(a+b)1:—::(1+39)lo=4oo » leguas que an-

duvo el 1.°: yen la 2.2 donde b=a~+.....
12

d(n~1):2+1(2g——1):2 I;es s:(d—o—b)—z__.

(2+21)10=230, leguas del 2.°

241 Enla progresion geométrica se ha-
bg-a
sa-

ce con las equaciones b=a4"—,s = :

cadas (197 y 201), el mismo uso que de las
dos de la aritmética.
Un Criado infiel saca de un frasco donde
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hay 20 quartillos de buen vino, uno cada
dia, y lo reemplaza con otro de agua: al ca.
bo de 4 dias ; quanto vino quedara en el fras-
co? El 1.f dia quedan 20—1=19 q."s El 2.°
quedan 19__2__ Igx20—19 _ 19(19—+—r)-—y? a0

19

207 20 20

JOX X | 2 o 1 P

2ox19 19 Fl 3. dia quedan S oes0. oy
20 20 20 20

19 19° _19°x20—19" 19°(19+1)—19"
20 ok 2050 26° 3% ¢ 1.9 20? "1
19°, - 19° 19° .
ok luego la progresion +19: ——:—= &c. ex:

presa el vino que va quedando cada dia. De
consiguiente si en la equacion b=ag"* se sus-

1 . 9.,
tituye en lugar de 2, 19; por 41355 Y 4en
V. laigoising R

19
lugar de #, serd b=19(§)3:;-63_ e —

162222 | porcion de vino que queda despues

del 4.° dia. ,
Si se preguntase al cabo de quantos dias

quedaria igual porcion de agua que de vinos -
serfa a=19, g=22,y b=I0: luego en lu;
gar de b=ag"=" 6 bg=agq", se tendria Tox
2=19(%2)”, que se reduce dividiendo por
30 i 29 19’ " : - g
19, 4 2=(32)", equacion que directamente
no se puede resolver, por no poderse despes
jar # sino subiendo 32 4 sus potencias -hasta
componer %. Pero por los logaritmos se_ tie-

? L' %

YoN-c ¥ X o A e T 4808
ne (2 I 3) ”L(To')—LZ 5y n_'z'z?—l 3z en
z0
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252 Prob. 6.° | Explicar los fundamen-
»tos y practica de la regla de Interés.

Se llama dnterés la ganancia que se saca
del dinero prestado, dado 4 censo 6 puesto 4
comercio : y serd simple quando gana solo la
cantidad 6 principal empleado, é interés do-
ble 6 compuesto quando las ganancias se jun-
tan al principal para producir ganancias.

I.° -, Dado un capital , el tiempo que
s€Std puesto 4 ganancias , y lo que se ha de
»Ppagar de cada 100, encontrar lo que se
» debe al cabo de dicho tiempo.* :

Si llamamios p el capital z:el tiempo, #
el interés que da un real cada afio, ysla
suma que se busca; dirémos, sian real da t
de interés en un afo ;qudnto dard el princi-
palp? 6 irspipr: y serd pr lo que produ-
ce p de interés cada afio »'digase despues, si
en I aiio p da pr ;en t de afios gudnto dard?
o Liprat:pre. Luego preson los intereses que
da p en el tiempo # : juntense con el princi
pal p, y saldra la suma que se pide 6 s=
ppri Dcépéjese en esta equaciovnp, P,y

1D $ 5=p s=p
vy se tendrd, p= =l ; en
Y P Miprr pt" ¥

donde conociendo tres de lag-quatro cantida-
des p, 7, #, 5, setd facil averiguar la otra.
»sSupongamos que un Usurero ha pres-
stado 15600 1s. con la condicion de recibir
5,8 rs. de cada 100 de ganancia cada afio, lo
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s, que se llama & 8 por 55 y que se pregunta,
,yquanto debe percibir al fin de 5 afos por
,,capital é intereses.* En este caso p=1§0600,

p==gy Dy arnse encontrara diciendo, 100 rs.
8

dan'8, 1real qudnto dara? 6 100:8:1:5>-—0,

y - ST AR
o8, sera pues ::p,—+—prt:15600+156oo><
§x0,08—=21840 rs. suma que debe perci-

bir. Si dada esta suma pagada por § afios 4
8 por 100, se pidiese el capital ; se tendria

A e e T-Tch00. ol mismy
2
I-+1t I—+§X0,08 i

modo se encontrarén las otras dos cantidades.

2.° ,,Uno que paga de renta cada afo 4,
»deja de pagarla ¢ de afios conla condicion
,, de dar r de interés por cada real del dine-
;;ro atrasado ; quanto debe al cabo de t-de
Sjafos? & si1bos ) 5

Al fin del 1.7 afio no debe interés, por
no haber renta atrasada s al fin del 2.° afo
debe el .interés ar-de una renta @-atrasada;
pues si I real da r, a produce ar :cal ‘cabo
del 3 afio'debe 247 de intereses, al .cabo del
4.° 3ar..oy al findel afo’¢, (t=1)ar. To-
dos ‘estos intereses forman'la progtesion arit-
mética = 0. ar . 2ar '3ar...(t—1)ar cuya
atr(e=1)is, | '

(167): fjuntes'e_lc; el n'ﬁme-:

suma. es

ro at de rentas caidas en ¢ afios, ‘y serd’s==
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trlr=1) arr(s—=1) rrar r(t~1)=+2
atr/ 3 ( . )% b ( ) )x”

- ————

2 y 2 2
lo que se debe al cabo de # afios por rentas

¢ intereses. Despejando @, ¢y r en esta equa-
2s T2

cion, se tiene a—=— o g e
r{t=1)—+2¢ ar

s 2742 2524t
1/(—.—+<——) ): r= —

ar 2y ar(t=1)

»Uno que paga roo dob. cada afio deja
»de pagarlos 8 afios dando al cabo de este
»tiempo las ocho rentas con los intereses 4
»razon de § por 00 : ; quanto debe pagar?

’ r(e—1)=+2
Sustituyendo Jos valores en ,:_.(_(_. -
2

— 90

<aft

0,05 X 7~+2

sale s:( T—)x800=94o. Si se diese

esta suma de 1oo dob. retenidos 8 afios y se
pidiese el interés que ha producido cada 100,
se tendria r— —ziziﬁ"——i"i
at t—1) 100%7
si treal da o, 0§ ; Ioors. daran §, interée
que se busca. ‘ ,
3-°//syDado un capital, el interés anual,
»Y ¢l nlimero de afios que estd ganando, ha-
» llar quénto monta el capital y las ganancias
»d interés compuesto.s ,
Sea a el capital, # el tiempo, y r el in-
terés'de 1 real, serd 1 real 4+, que llama-
1émos R; lo que se debesd al cabo de un afio

e Y
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por 1 real y su interés. En el 2.%afio entia
ganando como principal I real 6 R, con que
diciendo, 1 da R, R ;quanto dard? sé ten-
dra R*® al fin del 2.° aflo por capital y ga-
nancias ; del mismo modo se hallara R3 por
lo que se debe al fin del 3.5 afe.... y al cabo
del afio #, R*. Dirase despues; s7 1 da R* a
qué dard? 6 1:R*z:a:aK’; luego a produce
de principal y ganancias al cabo de 7 afios

7 5 3 5
aR?, y seth s==aR*; a==77; R=y -~
gezace
y i—= e Ll

»Si se pregunta la suma que producen
55 20000 pes. a § por 100 al cabo de 6 afios,
ssentrando a ganancias el interés: ¢ se tendrd
#=HI6000, =06 ,'r=<o,05, Re=1,05 1. y
de consiguiente s=——aR*=—=20000x( 1,05 )=
20000xI, 3401==20802 pes.

4.° ,,Dada una renta que se paga cada
s»ano, los ahos que deja de pagarse, y el in-
s terés 3 hallar lo que se debe al fin de dicho
s, tiempo por los atrasos y ganancias 4 inte-
»y¥és compuesto.

Sea @ la renta anual, ¢ el tiempo que
deja de pagarse, r el interés-de I real, 1+r
6 R un real y su interés, y s la suma. Al fin
del 1.7 afio se debe solo la rentaa: al fin
del 2.° se debe la renta a de este afio, y la
renta é intereses del 1.° que es aR; porgue
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si1 daR, adara aR: con que se debe a-+aR:
al fin del 3.° por la misma cuenta se debe
a+aR+aR*; puessi 1 da R, a+aR dard
aR-+aR* que con la renta del 3.t afio com-
pone a-+aR+aR?: al fin del 4.° se deberd
a-+aR+aR*+aR5.... y al cabo del afio ¢,
a+aR+aR’+aR3+...aR*!, esto es,.....
a(1+R+R*+R%+...R*-1). La suma de es-

ta progresion geométrica es (201)..ccuunnns
RX 4¥-1<g RE =y

Rer ;¢ luego la deuda que se

f R -1 :
busca , serd s— xa , de donde tambien
s t s
s€ saca. A== Ry (-;+I ) L=
L(7¢—+a)—La
BRTEE

»»S1 la renta anual son 2400 pes. ¥y se
smretiene § aflos con condicion de pagar 4
»»Por 100 4 interés compuesto ; se tendra s=—
[F—1 (1,04:3—1
Xa= 0,04_.—.—><24OO:22I4OF“'
cantidad que se pide.

253 De los dos valores que tiene toda
incognita de 2.° grado, hemos contado solo
con el que satistace derechamente la cues-
tion : porque el otro, 6 no pertenece 4 ella,
0 la resuelve en diferentes circunstancias. Sin
embargo , hay casos en que dichos dos va-
lores resuelven el problema de dos maneras
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diferentes 5 y uno de ellos es el siguiente.
,,Uno vendi6 un Caballo''en 24 dobl.
,perdiendo en la venta tanto por 100 co-
,, mo le habia costado ¢en quanto lo compré?
Si1lamamos 2 lo que le cost6.6 lo que
perdi6 por 100, dirémos, sz de 100 quedan
100—x, de x, importe del Caballo , gucda-
. (1o0—x)Xx
rdn —§o 5 y como esto ha de compo-

(rao—x)Xx

ner 24, tendrémos 24— L

100
r*—Ioow==—24003 donde x=—=go=* 10,
esto es, =00, y x=—40, valores que re-
suelven ambos el problema.

264 Tambien se resuelven como lasde
2.° grado las equaciones de esta forma.......
xMpa™=——g: es decir , las que tienen'solos
dos términos con la incognita; y el esponen-
te del uno es duplo del esponente del otro:
como z+ar’=—b, x%+cx3—t &c. Con
efecto, si en la equacion x*~+ax’=—b se com-

2 2
a

; ' »
pleta el cuadrado asi, a*+a2’+——b+—,

y se saca la raiz cuadrada de ambos miem-

a et
bros , resulta x’+;~:i (b+—4_) 6 77
- 2

a a
-—;—iV( b+ —4—) ; vuelvase 4 sacar de am-

bos miembros la raiz cuadrada, y se tens
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®
p P)
’ e p itk 3
dra finalmente w===t1/( 7 -—V( b+~4 ).
En estas equaciones ocurre la dificultad de
tener que sacar la raiz cuadrada de la canti-

a at :
dad — 7y =% ( b+ — ) de dos términos, uno

racional y otro irracional, y que llamarémos
binomio. Veamos cémo se vence.

255 Represente m—+1/n el binomio de
quien se ha de extraer la raiz cuadrada, y
Sed esta Va+1/y ¢ y serd V/(m-+1/n)=1/z+
V¥, y cuadrando , ma+p/n—=zx-+y-+21/2y.
Igualemos, como es natural , las cantidades
racionales entre si, y lo mismo las radicales;
serd x+y=—=m, y 21/ ry=—y/n. Cuadrando
ahora ambas equaciones, y restando despues
la22 de la 1.2, so tendrd 2°—2zy+y’—
m°—n, donde sacando la raiz es v —y=—
vV (m*—n): lnego x, y, setdn conmensurables
quando m”—# sea un cuadrado. Si esta lti-
ma equacion se suma con la anterior a-y=—=m,
sale 2x=—=m—+1y/(m*—n), 6 a=im+...
}/(m*—n). Restando dichas equaciones se
tiene 2y=—=m—y/(m*~n), y y=2im—..,
s/ (m*—n) : serd pues, vV (m+y/n) —y/ 2+
vi=v(Gm+iv(m’—n) )+ (Gm—=I..
v/ (m*—n) ) : y por la misma razon y/(m—
VR)y=Vi—vy—y/ iy (m'mn) )—
VGmeiv (=), |
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»» Si se pidiesen dos niimeros cuyo pro-
»ducto es 105, y la suma de sus cuadrados
2 2743 Sexia 29 =MD§, 3 -y i=274 3la 1.7
P 208 :
equacion da y=——=1 cuyo valor substi-

tuido en la 2.2 la convierte en esta : x>--...

(K:) =274,y 2*+(105)’'=2742", '~
2742°=—(104)": de donde se saca x°=—
1372y 74, ¥ s =V(137°5V7744).
Aquies m=I137, VE=V7744, B=7744;
v (m*—n) =1/ (18769 ~7744)=V 11025 =
10§: de c01151gu1e11tc Vv (m=yn)=1y/(1 37+
V7748 =2y Gy (mten) )k (Gm g
V(”3 _n)) V( 105)+V(127 IOS)—
114,y w vﬂdm 15 67 en el 1.7 caso es
J=7,yen el 2.° y=1%: luego 15y 7 son
los nfimeros que: se piden.

Para sacar la raiz del binomio 7-+1/48,
se tiene m==7, n==48, V(m*—n)=1;5 y
sustituyendo estos valores en la férmula , re-
sulta (7+148)=v/(Z+ —)+1/(~—-—)___4
V4+1/3=2+V3.

En el binomio 4+21/3 , que se pone asi,
4+1/125 € m=4, n=121/(m* —n)——m
y sustituyendo, sale 1/(4+21/3)__I+1/3 6
—1—1/3. En 21/—1 que no tiene parte ra-
cional, esm=o0, n=4, y V(m’—n)=2: se-
1 pues, 1/11/——1...14—1/—-1

Q
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DE GEOMETRIA.

256 Todo lo que se presenta 4 nuestros
sentidos ocupa algun espacio , y es 4 un mis-
mo tiempo largo, ancho y grueso. Estos tres
géneros de estension , longitud , latitud y
profundidad son el obgeto de la Geometria,
que los considera cada uno de por si para
averiguar mejor sus propiedades. Mide por
eg. lo largo de un camino sin atender 4 su
ancho , y la anchura de un rio sin calcular
su profundidad. Llamarémos pues, sé/ido 6
¢nerpo lo que abraza anchura, longitud y
grueso como una pared. Pero si considera-
mos en la pared su ancho y largo, es decir,
su cara , 6 exterior sin atender 4 su grueso,
nos habremos formado idea de la superficie 6
Jatitud 5 y si miramos solamente a su largo
sin hacer caso de lo ancho, tendremos la idea
de la linea. Esta la consideran los Geometras
compuesta'de partes infinitamente pequenas
que llaman puntos, y que son sus elemen-
tos: a la superficie se la figuran como un te-
gido de infinitas lineas , y al solido como un
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paquete de infinidad de superficies : de suer-
te que los estremos de una linea serdn pun-
tos , los de- la superficie lineas , y los del so-
lido superficies, :

De las Lineas , del Cirenlo y de los Angulos,

257 Si se concibe que el punto A (fig,
I#)se mueve acia B sin mudar de direccion
6 por el camino mas derecho, dejando ras-
tro tras si, formara la linea recta AB, que
sera la mas breve distancia entre los dos pun-
tos A-y B: la {inica que se puede tirar en-
tre ellos , y de consiguiente la verdadera me-
dida de la distancia que hay entre los dos.

258 Por ser la linea recta la mas corta y
la Gnica que se puede tirar entre dos puntos A
y B, quedard determinada la situacion 0 po-
sicion de una recta en sefialando dos puntos,
por donde debe pasar : y asi. dos lineas rec-
tas qualesquiera AS, AB no pueden tener
dos puntos comunes, 6 no se pueden cortar
en mas que en un solo punto A ; porque nin-
gun otro esta en-Ja direccion de las dos.

~2¢9 Si el punto A que traz6 la recta

AB, hubiera caminado acia B por otro ca-

mino que el recto , esto es, mudando a cada

paso de direccion, hubiera descrito una linea

curva, qual es AOB 6 ADB: y como s

puede ir desde A 4 B por infinitos caminos,
HaaE * 1
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habra una infinidad de lineas curvas, siendo
asi que es {iica 'la especie de las rectas.

260 Para tirar lineas rectas en el papel
sirve la regla, pluma-y lapicero , instrumen-
tos vulgares y conocidos de todos. En un ter-
reno llano se puede trazar una recta, sino ha
de ser muy larga, atando los dos estremos de
un bramante dado de greda, algo estirado,
4 dos piquetes A, B (hg 2.%) puestos en los
dos estremos de 11 linea ; se tira despues de
dicho bramante acia arriba, y dejandole caer
con impetu contra el suelo, dejara impresa
en €l la recta AB que se pide.

261 Para trazar una linea larga , sefija
en uno de sus estremos B (fig.3.2) , un jalon’
A que quedara derecho sobre el suelo si si-
gue la direccion de un hilo con un plomo:
y otro Men D : despues se ponen otros T,
N &c. intermedios ; pero de suerte que mi-
rando desde A el jalon M'$e confunda con
él el que entonces se coloca; y seguramen-
tc estaran dichos jalones en una misma li-
nea recta BD. Quando es muy larga, se
divide la operacion en dos, tres, ¢ mas es-
taclones.

262 En la practica de medir una linea
qualquiera, que consiste en averiguar las ve-
ces que en ella cabe otra linea conocida que
se toma por la unidad, como una linea de
un pie, de una vara, no puede haber difi-
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cultad 5 y asi solo advertirémos que los Geo-
metras en lugar de sogas de cafiamo s espar-
to &c. que padecen mutaciones con el tem-
poral, usan de vna cadena de alambre grueso
6 de hierro, cuyos eslabones suelen ser de
un pie 6 de una vara cada uno.

263 Conviene advertir que la principal
medida que rige en Castilla, es la Para que
llaman de Burgos, sefialada por Felipe IT en
su Pragmatica del afio de 1568, y compuesta
de tres pies, cada pie de doce pulgadas, ca-
da una de doce lineas &c. Tambien se usa
del Estadal , que se compone de diez. pies
castellanos: Por lo que hace al tamafio de Ia
vara de Aragon, Valencia, y la media Ca-
na de Catalufa, 9§ palmos de los quatro
en que se divide la vara de Castilla, equi-
valen a 102 Aragoneses, a 88 palmos Valen-
cianos y 100 Catalanes.

264 La medida mas general, y 4 que
suelen reducirse las demas, es el Pir de Rey,
sesta parte de la Zoesa , medida francesa.
Dicho pie tambien se divide en 12 pulga-

las, cada pulgada en 12 lineas &c. Para re-
ducir 4 esta medida la de los diferentes pies
de las demas: Provincias de Europa han con-
siderado los Gedmetras dividida en diez pat-
tes iguales la linea que es ;2 de pie : y de
las 1440 partes que por esta cuenta tiene el
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pie de Rey, han encontrado que tiene el
pie de......

Castilla..12342| Venecia. 1340 |Suecia ....viuwsen. 1320
Roma....1320 [Rhin.....13915z{Dinamarca...... 14033
Londres. 1350 [Bolonia..1682 ¢ {Constantinopla.3120

Por medio de esta tabla se reducirdn con una
simple regla de tres los pies de una Nacion
4 los de otra qualquiera s pero quando haya
que reducir 4 pies castellanos los franceses,
serqd mejor usar de la razon sencilla de 6:7
que tienen aquellos & estos con poca dife-
rencid.

265 De las lineas curvas solo hablaré-
mos de la circunferencia del circulo. Asise
llama la linea curva cerrada ADCE (fig.4.2)
que traza el estremo A de una linea AO fija
en O, dando una vuelta entera al rededor de
dicho punto O que se llama centro. Al espa-
cio encerrado por dicha curva llamamos ¢ir-
culo 4 las rectas: AO, OD, OE tiradas del
centro 4 la circunferencia radios; y didme-
tro 4 qualquiera AC que pasando por el cen-
tro se termina por ambas partes en la circun-
ferencia.

266 Como cada radio es ignal a la linea
AO que traza la curva, seran todos los ra-
dios iguales, y todos los puntos de la circun-
ferencia distardn igualmente del centro. Los
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didmetros tambien son todos iguales; pues
se componen de dos radios.

267 Qualquier porcion TCP de circun-
ferencia se llama arco, y cuerda O subtensa
de dicho arco la recta TP tirada por sus dos
estremos T, P. Los arcos iguales tienen cuer-
das iguales AE, AD enun mismo 6 en igua-
les circulos; y si las cuerdas son iguales: lo

‘sern tambien los arcos ; pues si doblando el

circulo por AC se sobrepone el arco y cuer-
da ARE 4 AQD, caera el punto E sobre
D, y todos los puntos del arco ARE sobre
los de AQD, como que todos distan igual-
mente del centro ; luego se ajustardn perfec-
tamente los dos, y de consiguiente seran igua-
les. Por lo mismo, las mayores cuerdas sub-
tenden mayores arcos, y al contrario.

268 La mayor cuerda de un circulo es
el diametro; ED por eg. es mayor que qual-
quiera otra TP ; pues los dos radios TO, PO
tirados 4 sus dos estremos equivalen al dia-
metro, y dichos radios juntos son mayores
que TP (257).

269 Un circulo qualquiera ADCE se
traza en el papel con el compds , instrumen-
to bien conocido , abriéndole de suerte que
sus dos puntas caigan en O y A, y haciendo
dar una vuelta entera 4 la punta A al rede-
dor de la punta C que ha de estar fija.

270 Si consideramos ahora que 4 la rec-
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ta BE puesta sobre BA (fig. 5.2) , se la hace
andar el espacio EA con uno de sus puntos O,

teniendo el otro fijo en B, se habra formado

el éngulo OBA que es el espacio compreen-
dido entre dos lineas BE, BA que concurren
en un punto B. Dichas lineas se llaman lados
del angulo, y el punto B su vértice. En ade-
lante nombrarémos un angulo 6 con sola la
letra del vértice, 6 con las tres EBA, 6 ABE,
poniendo en medio dicha letra B. El angulo
EBA se llama rectilineo , MNO (fig.6.2), cur-
wilineo y RSH mistilinco por la clase de lineas
que los forman.

gy i Die la formacion del angulo se co-
lige que el espacio que encierra, se debe me-
dir por un arco de circulo descrito desde el
vértice ‘como centro con qualquier intervalo;
pues aunque sea menor el arco descrito 4 la
distancia D' que a D (fig. §.2) ; siempre serd
una misma la medida del angulo CBD; pues
el arco D'C’ es la 4.2 parte de su circulo co-
mo lo es DC : de consiguiente el angulo es
siempre el mismo que se acorten 6 que se
alarguen sus lados.

272 Para medir los arcos del circulo le
han considerado los Gedmetras dividido en
360 partes iguales con el nombre de minutos:

cada uno de estos en 60 segundos , cada se- g

gundo en 6o terceros &c. Estas partes que
son grandes 6 pequefias, segun que el cir-

b
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culo lo es, se indican con las sefales °, ‘', )
& de suerte que 7.° 8',36" 9", quicre
decir siete grados, ocho minutos , treinta y seis
segundos 'y nueve terceros. Llamarémos recto
el 4ngulo que tiene por medida go° 6 la 4.2
parte de la circunferencia como DBC, ABD,
medidos por los arcos DC, DA : agudo el
angulo ABE cuya medida que es el arco OA,
es menor que 90°; Y obtuso aquel como CBE,
4 quien mide un arco CDO mayor que 9o°.

273 87 una linca qualquiera ER cace so-
bre otra AC, forma siempre con ella dos dn-
gulos ABE , EBC que juntos walen 180°, 6
dos dngulys rectos ; pues su medida sera siem-
pre la mitad de la circunferencia (271). Alaz-
gando EB, la RB que cae sobre AC forma
tambien en B dos angulos ABR, RBC que

‘valen juntos otros 180°.

274 Luego 1.° todos los angulos que se
forman en un punto B qualquiera, valen 360°:
2.° el didmetro AC divide al circulo en dos
partes iguales : 3.° para medir el angulo
APD (fig.7.2) que forman dos paredes AO,
OD, se a]argaré con una regla la base AP,y
midiendo el angulo DPC., serd lo que le
falta para 180° la medida del APD que se
desea.

@ 273 Lo que falta 6 sobra 4 un angulo 6
arco para componer go°, se llama su comple-

mento: el del dangulo ABE (fig. §.2) esel an-
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gulo EBD: y el de EBC es EBD : y asi el
complemento de un dngulo agudo es positi-
vo, el del angulo recto es nulo, y el del
obtuso es negativo.

376 Suplemento de un 4ngulo es lo que
le falta 6 sobra para componer 180°: el 4n-
gulo ABE por eg. es suplemento de EBC y
al contrario. De consiguiente el angulo agu-
do tiene un obtuso por suplemento , el recto
otro recto, y el obtuso un agudo.

277  Supuesto que los angulos iguales
deben tener suplementos y complementos
iguales; y que deben ser iguales los que ten-
gan unos mismos complementos y suplemen-
tos ; tendrémos gue si se cortan como guiera,
dos lineas ER ; AC, serdn iguales los dngu-
los ABE, RBC opuestos al vértice que lla-
marémos por eso vérticales ; pues tienen am-
bos un mismo suplemento, que es el angulo
EBC: lo mismo se debe enterder de los an-
gulos EBC, ABR, cuyo suplemento comun
es el angulo ABE.

278 S8t dado el dngulo OCD (fig.8.2) sc
pidiese formar otro igual en un punto B de la
recta AB ; se trazara desde C con qualquier
abertura de compiés el arco OD, con la mis-
ma abertura se trazard desde el punto dado
B el arco indefinido AR ; se tomard despues
con el compis la distancia OD, que se tras-
ladarade A4 T, y tirando por B y T la li-
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nea BT, se habra formado el 4ngulo TBA
igual 4 OCD 5 pues que los arcos AT, DO
que los miden, se han hecho iguales.

279 Con el instrumento MHDT (fig.9-*)
que es un semicireulo de alaton 6 cuerno di-
vidido en sus 180° con sus suplementos de-
bajo para poderse contar por la derecha y por
la izquierda; se puede formar en el papel un
4ngulo qualquiera de 40° por eg. en el pun-
to B de una recta BC, aplicando el radio
BT del instrumento de manera que coincida
su centro con el punto B, y tirando despues
por este punto'y el num.° 40° que se pide,
la recta AB; pues el angulo ‘ABC que resul-
ta, es de 40°. Asimismo, para medir con di-
cho instrumento un dngulo qualquiera ABC,
puesto su centro en el vértice B del angulo,
y el radio BT sobre uno de sus lados, medi-
ra dicho édngulo el arco DT que intercepten
sus lados , alargados si es menester. «
e 280 Un semicirculo (fig. 10.*) de alaton
de 74 1¢ pulgadas de diametro dividido en
180° y en medios, quartos &c. de grado 4
proporcion de su magnitud , sirve para me-
dir y formar angulos en el terreno. A este
fin se coloca sobre un pie, y por medio de
dos tornillos se le pone derecho, inclinado
6 en qualquier otra situacion que requiera
la direccion de las miras & los obgetos que
forman los 4ngulos. Para dirigir 4 estos las
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lineas visuales hay una regla 6 alidada CD
movible al rededor del centro, que tiene en
sus estremos dos pinulas m, #, clayadas y
hendidas muy perpendicularmente , lo mis-
mo que el diametro inmobil AB que las tiene
en los puntos que corresponden 4 o° y 180°.
Quando Jos obgetos estin 4 mas distancia que
ded 84 9 mil varas, en lugar de dicha re-
gla se usa de un anteojo que con otro que
se coloca en el didmetro inmobil descubre
mas claramente dichos obgetos.

281  Quando se trate .de medir lineas
en el terreno, se vera‘el modo de usar este
instrumento que se llama Grafometro : ahora
solo afiadirémos que para ver si tiene el cen-
troen su lugar, esdecir, silas lineas de las
miras, de las pinulas, eges de los anteojos &c.
Se cortan en el centro del instrumento ; se
pueden observar todos los angulos que for-
men los obgetos que hay al rededor, comen-
zando por uno y dando la vuclta hasta vol-
verd €l; y si la suma de todos compone con
diferencia de pocos minutos 360°, se puede
dar por bien centrado : aunque convendra re-
petir la prueba, no sea que la casualidad de
algun error en la observacion de algun an-
gulo, haya compensado la falta del instru-
mento. -

282 Si una recta AS (fig. 11.2) cae cor-
tando la BD sin inclinarse 4 un lado nj 4 otro,
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¢ formando los 4ngulos ACB, ACD igua-
les, se llama perpendicular 4 ella. Qualquie-
ra otra DS que corte la BD inclinindose mas
4 un lado que 2 otro , se llama oblicua.

283  De aqui se infiere lo 1.° que la BD
que no se inclina @ A ni 4 S serd tambien per-
pendicular 4 AS. Lo 2.° que si qualesquiera
dos puntos A, S de una linea AS estin 4
igual distancia de otros dos B, D de la BD;
todos los puntos de la AS, distaran igualmen-
te de B y D; pues los puntos de una linea
(258) tienen todos, la posicion que dos de
ellos : de consiguiente la AS no se inclinara
4B nia D, yle sera perpendicular. 'Y como
C ha de distar igualmente de B y D ; dividi-.
ra tambien AS a la BD por medio.

284 Lo 3.° Con un solo punto A que
tenga la perpendicular AS 4 igual distancia
de Tos dos B, D de lai BD sobre quien‘cae,
los deberd tener todos y dividirla por medio
en C; pues'si algun punto E poreg. no dis-
tara lo mismo de D y B,"se inclinaria por es-
ta parte 4 un lado mas‘que 4 otro , contra el
supuesto dé ser perpendicular.

285 Lo 4.° De todds las rectas AB, AE,
AC, AO &c. (fig. 12.2) que se pueden tirar
de un punto A sobre otra BD , la perpendi-
cular AC ¢s mas corta que qualquiera otra,
AB por eg. Pues haciendo CS=AC, y ti-
rando BS ; se tiene la AS menor que ‘las dos
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AB+BS, y de consiguicnte la mitad AC de
AS mas corta que AB, mitad de AB+BS.
Lo mismo s¢ probara de otra qualquiera. De-
cimos que AB es la mitad de AB+3B5 0 que
AB=BS ; porque estando el punto C de la
perpendicular CB 4 igual distancia de A y de
S, lo estara tambien el punto B de dicha per-
pendicular (283), y AB=BS.

286 Las lingas mas oblicuas 6 que dis-
tan mas de C, son las mas largas; y asi AB
es mayor que AE ; pues siendo AB~+BS ma-
yor que AE+ES, sera la mitad AB de las
primeras mayor que la mitad AE de las otras.
De consiguiente seran iguales las AE, AO
tiradas a E, O puntos igualmente distantes
de C.

287 Lo 5.° La perpendicular mide la
distancia que hay de un punto d una recta, 6
de una recta @ otra ; pues es el camino mas
corto. :

288 Lo 6.° Desde un punto A no se pue-
de tirar mas perpendicular sobre BD que la
AC ; pues esta solaes la mas corta que se
puede tirar desde A sobre BD (28§). Ni tam-
poco desde C se puede levantar & BD mas
perpendicular que CA ; pues qualquiera otra
s¢ inclinara a un lado mas que a otro. 1

289  Para levantar una perpendicular
en el punto C de la linea BD (fig. 11.2); se
tomaran dos puntos E, O 4 igual distancia de
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C, vy haciendo de ellos centro, se trazaran
con el compds con una abertura mayor que
EC, dos arcos que se corten en un punto
qualquiera A ; se tirard por A y Cla AC,y
esta serd la perpendicular (283) ; pues tiene
dos puntos A, C 4 igual distancia de los dos
E;0. £
ago Desde un punto A se bajard una
perpendicular sobre BD ; trazando desde A
con el compis un arco qualquiera EO que
corte la BD en dos puntos E, O 5 y desde es-
tos los dos arcos que se corten en S tirese
despues AS , y serd la perpendicular (283
pues tiene tambien A y S 4 igual distancia
de Ey O.

s 291 De lo que se infiere que si se pidie-
se dividir por medio una recta BD; se traza-
ran haciendo centros en B y D, dos arcos que
se corten en S, y la AS tirada por A y S, di-
vidird por medio la BD ; pues distando igual-
mente Ay SdeBy D, todos los demas pun-
tos de AS como C, distardn igualmente de B
yD (238), y sera BC=CD ; luego &e.

292 Bl instrumento ABC (fig.13.%) de
alaton cep una charnela en B para que cerra-
da quepa’en cl Estuche matematico , se llama
Escuadra. Sirve para tirar perpendiculares
en el papel ; porque sus dos lados AB, BC
forman un angulo recto ABC. El misme uso
tiene la escuadra H de una madera dura y lisa.
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293 Para tirar en el terreno una perpen-
dicular 4 1alinea AB (fig.14.2) desde un pun-
to C; se fijard en este punto el medio de nna
cuerda, cuyos estremos se han de atar bien
tirantes en dos puntos A, B de AB; se divi-
dira la AB por medio en D, y la CD sera la
perpendicular (283); por tener C y D 4 igual
distancia de'A 'y B.

294  Se levantara desde D una perpen-
dicular 2 AB; tomando AD=BD, atando en
A y B los estremos de una cuerda , por cuya
mitad C y el punto D se tirara la CD, que
sera la perpendicular por lo que acabamos
de decir. :

295 Llamarémos paralelas aquellas li-
neas AB, CD, EP (fig. 15.), cuyos puntos
correspondientes distan todos igualmente los
unos de los otros: de consiguiente serin igua-
les todas las perpendiculares HO, MN, que
se tiren entre ellas, que miden dicha distan-
cia (287) + y como ninguna de las paralelas
puede inclinarse 4cia las otras, aunque se alar-
guen infinitamente nunca podran juntarse.

296 ' De aqui se infiere 1.° que si dos li-
neas AB, EP son paralelas 4 otra CD), seran
paralelas entre s{; pues siendo por la suposi-
¢ion HO—=MN’; y OR=NS, sera HO+
OR —=MN=+NS'y &c.

297 Lo 2.° que si se toman dos puntos

H, M 4 igual distancia de la recta CD, y
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ge tira por ellos la AB ; sera paralelaa CD.

298 Lo 3.° que si de dos paralelas EC,
PD (fig. 16.2) la una EC es perpendicular 4
AD, tambien lo debera ser la PID, que por
no estar inclinada 4 su paralela EC , ha de te-
rer la misma inclinacion con la AD. Y al con-
trario, si una recta AD es perpendicular 2
EC lo sera tambien a su paralela PD (282
y 29%). Ultimamente, si las EC, PD son
perpendiculares 4 AD, seran paralelas; pues
cayendo ambas sobre AD, sin inclinarse a
un lado ni 4 otro, no estaran inclinadas la
una 4 la otra; luego &c.

299 Como las lineas paralelas AB, CD
(fig.17.*) tienen igualmente distantes sus
puntos correspondientes , no estaran inclina-
das la una 4 la otra; y de consiguiente ten-
dran ambas una misma inclinacion con otra
linea qualquiera SR que las corte; y como
esta inclinacion forma 4 la derecha de la se-
cante los 4ngulos o y ¢ por cima, zy # por
bajo de las paralelas, y 4 la izquierda de di-
cha secante los angulos p y z, ¢ y m; tendré-
mos que quando una recta SR corta dos 6
mas paralelas 1,° forma iguales los angulos o
yt, xyn; pyz, ey m, los quales se llaman
correspondientes.

300 Lo 2.° Tambien son iguales los dn-
gulos alternostye,x yz: pymn, my o; por-
que siendo oy #, iguales yPoze (277), sera
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tambien #=¢, y'lo mismo se prucba de 'los
demas, que se llaman alternos por formarse
alternativamente , uno por ¢ima y' otro por
bajo de la secante: ¢,¢; &, z; son alternos
dnternos porque estan en las paralelas; #, ps
0, m, esternos por estar fuera.

g3or Lo 3.° Los angulos internos #, %,
de un mismo lado de la secante son suple-
mentos el uno del otro; porque siendo e==¢
y e suplemento de x (273); lo sera tambien
¢ : tambien ¢ es suplemento de z.

302 Al contrario’, siempre que una rec-
ta RS corta 4 otras dos AB, CD formando
los 4angulos correspondientes igualess serdn
“dichas lineas paralelas : porque siendo igual
su inclinacion con la SR, no estaran inclina-
das la una 4 la otra. Tambien seran paralelas
AB, CD si resultan iguales los angulos al-
ternos : porque si e=t, siendo e=0(277),
serd tambien £=o, es decir, iguales los an-
gulos correspondientes, y las lineas paralelas.
Tambien lo son quando # es suplemento de
x; pues siéndolo igualmente ¢ (273), se ten-
dra'r=¢; y-t=o: lugo &ec.

303 De aqui inferiremos 1.° quesi dos
angulos MNA , EDC (fig. 18.) tienen sus
lados AN, ED; MN, y CD paralelos, se-
-ran iguales; porque alargado uno de los la-
dos AN hasta B, se tiene ANM=—=ABC=— |
EDC (299)- W
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304 2.° Que si se pidiese tirar una pa-
raleia dla recta CD (fig. 17.) por un punto
qualquiera p, se tirara por p qualquicra rec-
ta RS; se traza desde z con qualquier inger-
valo np el arco pg, y desde p con el mismo
intervalo el arco indefinido #/%; se toma. des-
pues la distancia pg, y trasladada de r 4 2,
se tirard por py kla AB que sera la paralcla
que se busca ; por haberse hecho iguales los
angulos correspondientes png, rph (278).
305 3.° Si se pidiese levantar una per-
pendicular en el extremo D (fig. 16.) de una
recta AD que no se puede alargar; se levan-
taria en qualquiera de sus puntos la perpen-
dicular CE, y tirando como acabamos de de-
cir, por el punto D una paralela a CE, seria
perpendicular (298). ‘

De las Lineas y de los Angulos en el circulo.
306  Una recta CT (fig.19.) tirada des-

de el centro de un circulo perpendicularmente
d una cuerda DS, la divide por medio y lo
mismo & su arco DTS : porque estando el
punto C de dicha perpendicular 4 igual dis-
tancia de los dos Dy §, lo estaran todos los
demas de CT (283), luego P y T distaran
igualmente de D y S, y sera de consiguien-
te DP=PS, y DI=TS.

307 Al contrario, si la CT divide por

P2
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medio en P la cuerda DS, tendra dos pun-
tos C y P 4 igual distancia de Dy S, yde
consiguiente serd perpendicular 4 DS: lo mis-
mo sucede quando CT divide por medio el
arco DTS.

308 Luego 1.° los arcos ZD y QS de
un mismo circulo comprehendidos entre pa-
ralelas son iguales; pues dividiendo CT por
medio 4 los arcos ZDTSQ, y DTS, si de
ZDT=TSQ quitamos DT=TS, quedard
ZD=QSs.

309 2.° Se podra dividir un arco qual-
quiera ZTQ en dos partes ignales con la per-
pendicular bajada desde el centro sobre su
cuerda ZQ: y la perpendicular CH bajada
sobre TQ dividird su mitad TSQ en otras
dos. De consiguiente , toda la circunferencia
de un circulo, podra dividirse en quatro par-
tes iguales tirando en ella dos didmetros per-
pendiculares ED, AC (fig.4.2), y si cada
uno de los arcos iguales AQD, DPC &g. se
divide por medio resultardn ocho arcos igua-
les; y se habra partido la circunferencia en
16, 32, 64 &c. partes iguales dividiendo su-
cesivamente por medio dichos arcos.

310 3.° 8% dados tres puntos M, N,O
(fig.19.) se pidiese trazar un cireulo por ellos,
6 encontrar un punto C igualmente distante
de los tres ; se tiraran las cuerdas MO, NO,
y divididas por medio con las perpendicula-
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res RC, LC; el punto C donde estas con-
curren, es el centro del circulo que pasara
por M, N, O; pues debiendo dichas perpen-
diculares pasar ambas por €l (307), no pue-
de ser otro que C, dnico punto que tienen
comun.

311 La operacion es la misma quando
se da el arco MNO y se pide su circulo 6 su
centro ; pero es esencial que los tres puntos
no esten en linea recta; pues si se diesen los
puntos A, C, D (fig. 16.) las perpendicula-
res EC, PD debiendo ser paralelas (298),
no podrian encontrarse.

312 De donde se inferird que una recta
no puede cortar 4 un circulo en tres puntos:
como tambien, que dados tres puntos que no
estan en linea recta, queda determinado un
circulo , que no podra equivocarse con otro:
pues si dos circunferencias se pudiesen cortar
en tres puntos, tendrian un mismo centro, y
no serian dos , sino una la circunferencia.

313 Si desde un punto A (fig. 2¢.) que
no sea el centro de un circulo, se tiran 4 la
parte de la circunferencia mas distante varias
rectas AE, AD, AB, AF &c. 1.° 4B que
pasa por ¢l centro, es mayor que qualquiera
otra AD : pues tirando el radio CD=CB,
AD es menor que AC+CD, 6 que AC+
CB 6 que AB. ‘

314 2.° AD es mayor que AE , que dis-
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10 mas del centro 3 pues tirado el radio CE,
seran CO=+OD juntas mayorcs que CD o
que CE su igual quitando CO comun, que-
da OD mayor que OE, vy anadiendo a am-
bas lineas OA , sera DO+QA 6 DA mayor
que EO+OA; y como EO~+OA son mayo-
res que EA, sera AD mucho mayor que AE.
g1g Sise tirana la parte de circunferen-
cia 'mas inmediata las rectas AM, AN &c. la
AM que alargdda pasa por el centroy es la
mas corta: pues tirado el radio CN, se tiene
CA=+CN nayores que CN 6'que CM su
igual ; quitese CA comun; y queda AN
mayor que AM. L. : :
316 Quando el punto A (fig. 21.) estd
fuera del circalo, sucede lo mismo s (pues
siendo AN—+INC mayores que AC, resulta,
quitando de una parte el radio CN y de otra
el CM, AN mayor que AM. Seran pucs,
iguales las lineas tiradas desde qualquier pun-
to (fig. 20.y 21.) 4 igual distancia del cen-
tro C§ y como solo hay dos con esta condi-
cion, una 4 la derecha de la AB yotra 4 su
izquierda : no se podran tirar desde dicho
punto tres lineas iguales 4 la circunferencia,
si desde algun punto se pueden tirar mas
de dos lineas iguales sera sin duda el centro
del circulo.
317 Tangente de un circulo es la linea
AT (fig.22.) que aunquese alargue no corta
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sino toca su circunferencia; y es solo en un
puato, que se llama del contacto ; pues si le
tocase en dos m , 1, tiradas al centro las me,
n¢ que serfan iguales (?66) , serfan mayores
que la perpendicular CT, que se tirase entre
ellas (285) : luego estando el punto T en la
circunferencia, deberdn caer fuera de ella m
y 7. Una linca AB que desde qualquier pun-
to A fuera del circulo le corta en dos puntos
E y B, se llama secante.

318 Tendremos pues 1.° guz el radio
CT. debe ser perpendicular a la tangente
(284); pueses la linea mas corta que se pue-
de tirar desde el centro 4 dicha tangente ; y
al contrario, la perpendicular AT al extre-
mo T del radio CT serd tangente al circulo.
Y asi para tirar una tangente al circulo en un
punto T, se tira el radio CT y se levanta en
T la perpendicular AT; la qual debe ser {ini-
ca, por no poderse levantar mas perpendicu-
lar que una desde qualquier punto T (288).

319 2.° Sitres circunferencias de circulo
se tocan dentro 6 fuera, los centros C, D, R
de los circulos, y el punto o del contacto es-
tan en una linea recta; porque debiendo los
radios Do, Ro, Co, ser perpendiculares 4 la
tangente, formardn una sola linea recta (318).

320  3.° Qualquier otra recta DO (fig.
23.) tirada por el punto T que no sea la tan -
geate, corta al circulo ; de suerte que qual-




e e PP - e

232 ELEMENTOS

quier 4ngulo rectilineo BTD es mayor que
¢l mistilineo BTPD, el qual sera infinita-
mente pequefio: pero sin embarge puede ser
dividido por infinidad de arcos Tk, Th &c.
que se van acercando 4 la tangente AB, a
proporcion que son mayores los radios con
que se describen.

321 Importa a veces medit los angulos
no con arcos descritos desde su vértice, sino
con los de algun circulo junto al qual, 6 den-
tro del qual estan formados ; y por eso vamos
4 sefalar 4 cada uno la medida que le cor-
respondc, segun su distinta posicion. Empe-
cemos por cl angulo ATD (fig. 24.) que for-
-ma la tangente AT con la cuerda TD, que
‘se llama angulo del segmento, y tiene por me-
dida la mitad del arco TRD que subtende la
cnerda. Para demostrarlo , tirese por el cen-
tro el didmetro PQ paralelo 4 la cuerda TD,
el RS perpendicular a PQ y el radio TC. El
angulo recto RCP es igual al angulo ATC
tambien recto: quitese de ambos el angulo
TCP igual & su alterno DTC, y quedara
DTA=RCT: y como el angulo RCT le
mide el arco RT (271) mitad de DRT (306)
este mismo medird tambien el angulo ATD.
Como los dos angulos ATD, DTB valen
180° (273) 6 la mitad de toda la circunfe-
rencia TRDQSPT, si de ella se quita la mi-
tad del arco RTD, medida del angulo ATD,
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quedard la mitad de DQSPT por medida del
angulo DTB.

322 De esta proposicion se infiere ‘que
la medida de un angulo BTD (fig. 24.) cu-
yo vértice estd en la circunferencia (se llama
inscripto), es la mitad del arco BD gue com-
prenden sus lados, que son dos cuerdas. Por-
que tirada la tangente AT, si de la medida
del 4ngulo ATB, que es la mitad de TDB,
se quita la del dngulo ATD que es la mitad
de TD, quedara la mitad de BD que sera
medida del angulo BTD.

23 Luego 1.° el dngulo del centro
BCD es duplo del inscripto BTD que insis-
te sobre el mismo arco; pues la medida de
BCD es el arco BD y lade BTD, 7 BD. Lo
3.° Todos los angulos inscriptos A, B, G,
(fig.26.) de un mismo circulo que- insisten
sobre un mismo arco FD son iguales; pues
que tienen una misma medida.

324 Lo 3.° Todo dngulo inscripto BTR
(fig-27.) que insiste en el diametro es recto:
pues vale la mitad de 180° 6 go°. El que
insiste en un arco menor que la semicircun-

. ferencia como TRB es agudo; y el que es-
triba como NMR , en mayor arco que la se-
micircunferencia es obtuso.

3286 De consiguiente se levantard en el
estremo T de la recta TB una perpendicular,
trazando ua circulo desde qualquier punto C
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con el intervalo CT tirando por el centro y
el punto B en que el circulo corta la BT, ¢l
diametro BR ; pues la TR serd perpendicu-
lar 4 BT ; por ser el 4ngulo RTB recto.

326 Si se diese en el terreno la recta BD
(fig. 28.) para levantar en su estremo D la
perpendicular ; se atarian en B y D los estre-
mos, y en-A la mitad de una cuerda BD:
pasando’ld parte AB 4 ser AC, serd la CD
perpendicular. Y al contrario, para bajar des-
de C una perpendicular acia el estremo de
la DB, atada la cuerda ' en C y B y dividida
en su mitad A, se pasala ACa AD, y ti-
rando CD, serd la perpendicular. Porque
siendo iguales las AC, AB, AD sera A el
centro del circulo que pasa por C,D, B (316);
y de consiguiente sera CB didmetro, el 4n-
gulo CDB recto (324), y la CD perpen-
dicular.

327 Para tirar dos tangentes 4 un circulo
desde un punto O (fig. 29.) dado fuera de él;
:despues de haber tirado la OC 4 su centro,
se trazara desde su mitad H con el intervalo
OH un circulo que cortara al dado en los
dos puntos B, T , por los quales y O tirando
las OB, OT seran las tangentes ; pues tiran-
do los radios BC, CT, serdn rectos los an-
gulos CBO, CTO (324): lusgo las OB,
OT seran perpendiculares, y de consiguien-
te tangentes.
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328 Si se pidiese trazar sobre la recta
BD: (fig. 30.) un. segmento de circulo, tal
que todos los angulos inscriptos en él'como
BAD;, sean iguales 2 un angulo dado X: se
haré4 en uno -de los esti@mos B-de la BD un
angulo DBF igual 4 X, se levantara sobre BE
la pervendicular indefinida BH; y en medio
de B1) otra perpendicular PT que cortard 4
la BH en un punto C que serd centro delcir-
culo que se pide; pues siendo la medida del
angulo DBF 6 X la mitad de BTD (321);
la misma que tiene el angulo inscripto BAD
y qualquier ‘otro que insista ‘sobre la cuerda
BD; sera el segmento BNAHD capaz del
éngulo X como se pidio. -

329 Por esta proposicion serd facil de-
torminar ek sitio ‘de un punto T qualquiera
(fig. 29.) conociendo el valor de los angulos
RTB, BTO, que con dicho punto forman
las rectas TR, TB, TO; tiradas 4 los tres ob-
getos R, B, O, cuva situacion es. conocida:
pues tirando las lineas BR; BO y trazando
sobre BR una porcion de circulo capaz' del
angulo dado BTR, y sobre BO otra capaz
del 4ngulo BTO debiéndo el punto T caer
en ambos circulos ; serd aquel en que los dos
se cortan.

330 La medida del 4ngulo BAR (fig-31.)
que $e llama eweéntrico por no tener su vérti-

‘3

ce en el centro del circulo en que estd, &5 la
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mitad de los dos arcos BR+-HC que abrazan
sus lados alargados. Porque. tirando por. C
la CD paralela 4 HR ser4 el angulo BAR=
BCD (299) ;' y siendo (322) la medida de
BCD,ZBD =;BR@>RD=:+BR +1HC,
pot ser RD=HC (308);. sera la medida de
BAR, :BR+ZHC.

331 La medida del angulo ZCB forma-
do_en la circunferencia con la cuerda BC
la' DC alargada, es tambien la mitad de los
arcos BC+CD que subtenden lus cuerdas;
porque siendo DCB+BCZ = 180° 273)6 |
la mitad de toda la circunferencia CHBRDC,
side ella se quita la medida del angulo BCD
que es BD, quedard ZBHC+Z2CD por la
del dngulo BCZ.

332 Un angulo BAP (fig. 32.) circans-
eripto, 6 cuyo vértice estd fuera del circulo,
tiene por medida la mitad del arco céncavo
BP en que insisten sus lados alargados si es
menester , menos la mitad del arco convexd
HR que comprenden dichos lados. Porque
tirando la RC paralela 4 HB, el angulo CRP
que es igual 4 BAP (299), tiene por medi-
da ; CP 6 BP—2BC, § Gltimamente ZBP—
HR: pues BC=HR (308): luego la me-
dida del angulo BAP es ;BP—ZHR.

333 Sise tird HM paralela 4 la tangente
AX, se probar del mismo modo queel an-

gulo XAB le mide ZXB—XXH: y (ltima-
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mente tirando por Z una paralela a AX se
hallard que la medida del angulo XAZ que
forman las dos tangentes, es ; XBPZ—
: XHRZ.

De las Figuras, 6 de los Triangulos , Qua-
drilateros y Poligonos.

334 Dos solas lineas no abrazan espacio
determinado : se necesitan tres, 0 quatro, 6
cinco, O...... infinitas para encerrarle. A este
espacio cerrado llamarémos figura ; rectiis-
nea , curvilinea , 6 mistilinea, segun sean rec-
tas 6 curvas las lineas que la forman : 4 estas
lineas lados de la figura: a la suma de to-
das ambito, contorno, & perimetro: é isope-
rimetras 4 las figuras que tienen perimetros
iguales.

335 La figura ABC (fig.33.) se llama
tridngulo rectilineo : se compone de tres la-
dos AB, BC, AC, y de tres angulos A, B,
C 5 f{ams fquilcitero quando sus tres leos
son iguales: Zsdsceles (ﬁg 34.) quando son
iguales dos : escaleno \ﬁg 35.) quando los
tres son desiguales : rectangulo (fig.36.) quan-
do uno de sus angulos D es recto: obtu-
sdngulo quando uno de ellos D (fig. 35.)
es obtuso; y acutdngulo (fig.34.) quando
todos tres son agudos.

336 Qualquiera de los lados AC (fig 23)
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opucsto al angulo B que se toma por vértice,
se llama base del triangulo: y altura, la per-
pendicular BT tirada desde el angulo B del
vértice 4 la base. Se ve que quando los in-
gulos A, C, adjacentes 4 la base AC son agu-
dos, cae la perpendicular dentro del trian-
gulo ; quando es recto una de dichos angu-
Tos (fig-36.), es el misma lado AD del trian-
gulo; y quando es obtuso (fig-35) » la OR
cae fuera y sobre la base CD alargada. El
lado AB (fig.36.) opuesto al angulo recto
D del triangulo ADB, se llama hipotenusa.

337 En el tridngulo isosceles EDF (fig,

34.) la_perpendicular ER divide por medio '

la base DF : porque siendo ED y EF iguales
estara el punto E de la perpendicular ER, y
de consiguiente todos los demas (2 84) 4 igual
distancia de D y F : luego DR=RF.

338  Los tres angulos de qualquier tridn-
gulo valen siempre dos angulos rectos 6 180°.
Si se da el triangulo ABC (fig.37.) y s¢ ha-
ce pasar un circulo por sus tres angulos se
cvera (322) que la medida de todos tres es la
mitad de toda la circunferencia ; luego va-
len 180°.

339 De aqui se infiere 1.® que alargado
qualquiera de los lados BC de un triangulo,
el 4ngulo esterno ACD, es igual a los dos
internos y opuestos A y B : pues su medida
es (331) :(ATC+BRC) medidas de Ay B
(322):

|

|
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340 ' 2.° Que en ningun tridngulo pue-
de¢ ‘haber mas que un angulo recto 6 un ob-
tuso : 'y quando alguno es recto seran los
otros dos 'complemento el uno del otro (275):
y asi conocido el uno se averiguara. el otro
restando el conocido de go.°

341 3.° Que qualquiera de los angulos
de un triangulo es suplemento de los otros
dos (275), y se sabra su valor restando la
suma de ambos de 180° ; y al contrario, res-
tando de 180° un angulo de un triangulo,
saldrd la suma de los otros dos. Por eso si dos
angulos de un triangulo son iguales 4 dos.de
otro , el tercero que es el suplemento, sera
tambien igual al tercero.

342 4.° Tambien se infiere que en qual-
quier triangulo los lados opuestos 4 iguales
angulos son iguales; y que si son iguales los
lados lo seran tambien los angulos opuestos.
Pues siendo iguales los angulos, lo deben ser
los arcos, sus medidas y de consiguiente sus
cuerdas (267) : y silo son las cuerdas, lo
serdn los arcos , y los angulos que miden. De
suerte que en el triangulo is6sceles (fig.34.)
siempre son iguales los dos dngulos D,
opuestos 4 los dos lados EF | ED iguales, y
en el equilatero son iguales los tres dngulos
y por lo mismo vale cada uno 60° 6 la terce-
ra parte de 180.°

343 5.° Que al mayor lado de un tri4n-
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gulo estard opuesto el mayor angulo, y al
" menor el menor : y al contrario, el mayor

angulo tendrd mayor lado enfrente : porque

mientras mayor sea la cuerda, mayor serd

el arco, y de consiguiente el angulo que mide

y al contrario.

344 Dos tridngulos ABC,abc, (fig.38.) son
dguales 1.° si los tres lados del uno son igua-
les & los del otro, 6 si AB=ab, AC=ac,
CB—=ch, pues sobreponiendo el tridngulo
abe 4 ABC de modo que b¢ caiga sobre BC;
el punto b deberé caer en el arco de circulo
descrito desde C con el intervalo be=BC, y

“en el descrito desde A con el intervalo ab=
AB: caerd pues, en B, en donde se cortan
dichos arcos ; y el triangulo abs se ajustara 6
confundira con ABC : luego serdn iguales.

34§  2.° Son iguales dos triangulos ABC,
abc que tienen un lado AC=ac adjacente a
dos dangulos A, Cs a, ¢ iguales 5 pues ponien-
do abc, sobre ABC, de suerte que 4v caiga
sobre su igual AC ; caerin los puntos a, ¢,
sobre A, C; y como los angulos A, a:Cqc
son iguales , el lado 4b caera sobre AB y cb
sobre CB ; luego el punto b caerd sobre B, y
los triangulos por ajustarse 6 confundirse, se-
ran iguales. ;

346 3.° Tambien lo son, quando tienex
un angulo B=b formado por dos lados AB, |

BC; ab, bc tambien iguales ; pues sobrepo-

"!".c»;&«-‘
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niendo el triangulo ab¢ 4 ABC, caerdn los
lados, ab, b sobre AB y BC por ser igua-
les los angulos B, b5 y los puntos a, ¢ sobre
A, C por la igualdad de los lados ; luego a¢
caerd ‘sobre AC, y los tridngulos se ajusta-
ran, y de consigniente seran iguales.

347 Para formar un triangulo de tres li-
neas dadas, 6 cuyos tres lados sean iguales
a los del triangulo abes se toma una linea
AC=uac, y trazando desde A con el intervalo
ab y desde C con el intervalo ¢b dos arcos , se
tiraran 4 A y C desde el punto B dende se
cortan,las lineas BC, BA , y se tendra el trian-
gulo ABC=ab¢. Quando se da una recta AC,
y se pide formar sobre ella un triangulo equi-
latero; se trazan los arcos desde C y A con el
intervalo AC, y luego se tiran las AB y BC.
Si se diese un lado a¢ y los angulos adjacentes
a, ¢ para hacer el tridngulo; se formarian en
los estremos A, C de una recta AC=ac dos
angulos B, C iguales 4 &, ¢; y de los lados
AB, BC juntos en B resultaria el triangulo que
se pide. Quando se dan dos lados ab, bc y el
angulo comprendido b; se forma un angulo
B=0, y cortando BC=bc, AB=ab), sc tie-
ne el triangulo pedido ABC.

348 El quadrilatero, que es una figura
formada por quatro lineas y quatro angulos,
se llama frapezoide (fig. 39) quando no tiene
lado algune paralelo a otro: trapecio (fig. 40)
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quando dos de sus lados AE, BC son para-
lelos; y paralelogramo quando cada lado es
paralelo a su. opuesto. El paralelogramo se
llama rombo (fig.41) quando sus quatro la-
dos son iguales y desiguales sus angulos con-
tigiios : romboide (fig. 42) quando sus angu-
los y lados contigiios son desiguales: rectan-
gulo (fig.43) quando sus angulos. son rectos,
y desiguales sus lados : y cuadrado (fig.44)
quando sus angulos y lados son iguales. La
recta EB (fig. 42) tirada de un angulo al
opuesto de qualquier figura, se llama dia-
gonal: y la perpendicular AT 6 BD a la ba-
se EC alargada si es menester, altura del
quadrilatero.

349  Los quatro dngulos de un quadrila-
tero valen siempre 360° 6 quatro angulos rec-
tos : pues tirada la diagonal AC (fig.40), di-
chos angulos son los de los triangulos AGE;
ACB que valen 360° (338).

350 Si dos lades AD , CB (fig. 43) de
un quadrildtero ADBQC son iguales y para-
leios , lo serdn tambien los otros dos AC,DB.
Porque tirada la diagonal AB, los triangulos
ACB, ABD que tienen el lado AB comun,
AD=CB, é iguales los angulos 7 y 0 (300),
seran iguales (346) : luego el lado AC=DB:
y comio son tambien iguales los angulos alter-
nos x, y, seran paralelos AC y BD (302).

231 De aqui se infiere L.° que la dia-
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gonal AB divide el paralelogramo ADBC ¢n
dos triangulos ACB, ABD fguales ; pues ade-
mas del lado AB comun 4 Jos dos, los angu-
los x,y; ¢,0 son iguales por las paralelas
(300): luego (345), serdn iguales los trian-
gulos. De consiguiente , un tridngulo qual-
-quiera ABC sera siempre la mitad de un
paralelogramo de igual base y altura que é.

352  2.° Los paralelogramos ABCE,
BCDF (fig. 45) de una misma ¢ igual base
BC, que estan entre unas mismas paralelas
0 tienen una misma altura, son iguales: pues
los triangulos ABF-, ECD que tienen AB—
EC, BF=CD (350), ¢é iguales los dngulos
m, n comprendidos(303), seran iguales (346),
quitese de ambos €l triangulo EKF comun,
y quedara AEKB=CKFD, y si se afiade 4
ambas partes el triangulo BKC, resultar4 el
paralelogramo ABCE igual al otro BCDF.,
De consiguiente , los tridngulos de tgual ba-
se y altura , 6 que teniendo una misma'é igual
base, estan entre ynas mismas paralelas | son
iguales; pues son mitades delos paralelogra-
mos iguales. ; >

353 3.° Las partes HR, TX (fig, 46)
de dos paralelas NO, MP interceptadas en-
tre otras dos paralelas AB, CD, son foua-
Jes; pues resnlta un paralelogramo HT XR,
cuya diagonal HX le divide en dos tridngu-
los iguales : Juego HR:T)é2 : y en'todo pa-

P
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ralelogramo seran iguales los lados opuestos
HT,RX; HR, TX.

344 4.° Los angulos opuestos AyB,C
y D (fig-43) de un paralelogramo son igua-
les. Porque siendo paralelos AC, DB deben
valer 180° los 4ngulos A y D (301)3 y por
ser paralelos AD, CB, tambien Dy B val-
drén 180°; luego A y B que tienen un mis-
mo suplemento D, seran iguales (277): lo
mismo se probara de CyD. De consiguien-
te, si uno de estos angulos es recto, lo seran
igualmente los otros tres: pues si A €s recto,
lo serd tambien su igual B; y habiendo de
componer 180° los dos iguales Cy D (349)s
seran tambien rectos ambos.

2358 Si dados dos lados be, ce, (fig. 42)
y el angulo ¢, se pidiese trazar un paralelo-
gramo : se tomara EC=b¢, se formara en E
un 4ngulo E=¢, se cortara EA=ce, y ti-
rando por A una paralela 4 EC y por C otra
4 EA, resultar el paralelogramo AECB que
se pide : el qual seré rectangulo si el angulo
¢ fuese de 9o°, ¥ cuadrado si ademas fuese
be=gre:

356  Se llama generalmente poligono 4 la
figura terminada por mas de quatro lineas: y
en particular pmta:gono 4 la que consta de
cinco, exdgono 4 la que tiene seis , epragono
4'la de siete, octdgono 4 la de ocho , enedgono
% 1a de nueve , decdgono 4 la de diez , dode-
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edgono d la de doce..... pentedecdgono & la de
quince &c. Quando todos los lados y angu-
los de los pohgonos son iguales, se llaman re-
gulares, é irregulares quando no lo son. Al
angulo B (fig. 47) cuyo vértice se mete den-
tro de la figura, le llamarémos entrante: y sa-
lientes a los demas que caen fuera de la fi-

ta

337 Un poligono ABCDEF '(fig. 48)
cuyos angulos tienen todos sus vértices en Ia
circunferencia de un circulo, se dice estar
inscripto en él, 6 el circulo circunscripto al
poligono : su perimetro tanto mayor quanto
mas lados tiene, es siempre menor que la cir-
cunferencia del circulo. Quando los lados de
un poligono PRTHMN tocan todos al cir-
culo 5 s€ dice circunscripto a él, y el circulo
inscripto en el poligono : su perlmetro tanto
menor quanto mas lados tiene, es siempre
mayor que la circunferencia del circulo. De
consigulente , quanto mas lados tenga un po-
ligono inscripto 6 circunscripto @ un circulo,
mas se acercard 4 su circunferencia : 'y si el
niimero de lados se concibe infinito 6 mayor
que qualquiera asignable, se confundira su
perimetro con dicha circunferencia del cir-
culo, el gual se podrd considerar como un
poligono infinitdngulo 6 de una infinidad de
lados.

358 Las perpendiculares OT , OR ‘&c.
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(fig. 49) tiradas desde el punto medio O 6
centro de un poligono ABCDE sobre sus
Jlados AB, BC &c. se llaman radios #ectos O
apotecmas del poligono: y radios oblictios a
las OA, OB; OC &c. tiradas desde O 4 los
angu'os, de suerte que los dividan por me-
dio. Unas y otras son iguales entre st quando
el poligono es regular. Los oblicuos OA, OB
&c. lo'son porque dividiendo la perpendicu-
lar OT por medio 2 AB (337) . tendran los
triangulos OAT, OTB, AT=TB, OT co-
mun; ¢ ignales los angulos ATO; OTB
comprendidos ; luego serin iguales (346),

AO=0B; lo qual se probara igualmente
de OC,; OD &c. Tambien son iguales los ra-
dios rectos, OT, OR &c. porque siendo en
los tridngulos OTB, OBR; TB=BR ypor ser
micades de los lados iguales AB, BC, el lado
OB comui, y los angulos comprendidos OBT,
OBR iguales por ser mitades del angulo B, se-
ran iguales dichos triangulos (346), y OT=
OR: lo que se demostrara igualmente de los
demas, - T : '

359 De aqui se infiere que si se dividen
por medio dos de los angulos A, B de un po-
ligono regular con los radios oblicnos AO,
OB, y se traza desde el punto O desu con-
curso un circulo con el radio OA 6 BO,
quedaré inscripto en €l el-poligono. Igual-
mente , si con el intervalo de uno de los ra-
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dios rectos OT de un poligono se traza un
circulo, qucdara inscripto en el poligono 6
este circunscripto-al circulo.

360 La suma de los dngulos interiores
de todo poligono es tantas weces 180° como
lados tiene menos dos. Tomemos el pentago-
no ABCDE (fig. 50) y lo mismo se demos-
trard de qualquier otro. Si desde uno de sus
angulos D se tiran las diagonales DA, DB
a los angulos opuestos A, B, quedara el po-
ligono dividido en tres tridngulos cuyos an-
gulos valen 3x180° (338): y como estos son
los mismos que los del poligono, seran es-
tos 3x180° 6 §—2x180°, que son tantas ve-
ces 180° como lados tiene menos dos. Lo mis-
mo sucede en el poligono ABCDEF (fig.
47) no contando el dngulo entrante B por el
lado esterior ABC , sino por el interior que
comprende los quatro angulos ABF , IBE,
EBD y DBC.

361 Si dicha suma se divide en qual-
quier poligono regular por el ntimero de sus
angulos 6 lados, se tendra el valor de cada

angulo. El del pentagono por egemplo, serd
§—2%180° 6 §40° divididos por §, que son

108°: el del exigono vale 4x180° 6 720°
partidos por 6 que dan 120°.

362 De consiguiente, para construir qual-
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quier poligono v. gr. un exagono; sobre una
recta dada AB (fig. 48), formado en B el an-
gulo ABC igual al del poligono que es: de
126°, se trazard un circulo desde el punto O
en que concurren los dos radios oblicuos AQ,
OB con el intervalo de qualquiera de ellos;
y pasando con un compas la distancia AB a
los puntos C, D, E, F de su circunferencia,
4 los que se tiraran BC, CD, DE, EF, FA,

se habra descrito el exdgono que se pide.
363  Si desde el centro O (fig.§ 1) de un
poligono se tiran rectas OA, OB &e. a todos
sus angulos, quedara dividido en tantos trian-
ulos como lados tiene, los quales 4 causa de
“sus radios oblicuos iguales, seran isosceles é
Jguales si el poligdno es regular. Con efecto,
lps dngulos de estos tridngulos valen <1 S8o®
+(338), de donde si se quitan 360° 0 2% 180°
que valen los formados en O que no pertene-
cenal poligono, quedardn §—2x180°, valor
de los angulos interiores de dicho poligono,
como lo digimos ya (360).
364 Cada uno de los angulos que se for-
man en O, se llama dngulo del centro del poli-
gono, y su valor en el poligono regular es
360° que valen siempre todos, partidos por
el nfimero de lados del poligono : en el exa-
gono regular valdrd 60°, 0 360° partidos
por 6: y como solamente 6x60, 4x90 y
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3%120 componen 300°; solo con tridngulos
equilateros en los que vale cada angulo 60°,
con cuadrados cuyo angulo es de go°, y con
exigonos podra enlosarse un pavimento con
figuras regulares. .

365 En qualquiera de los triangulos,
ABO, se ve (341) que el angulo del centro
AOB es suplemento de los otros dos ABO,
OAB 6 del angulo ABC del poligono a que
equivalen: y como tambien es suplemento
de ABC el angulo esterior TBC, serd este
igual al dngulo del centro BOA. Lo mismo
se probara de los demas esteriores RCD,
XDE &c. que se forman alargando dcia una
misma parte todos los lados del poligono: y
de consiguiente [a suma de estos dngulos es-
teriores serd igual en qualquier poligono a
Iz de los del centro , que es 360°.

366  Tanto estos como los esteriores dis-
minuyen & proporcion que es mayor el na-
mero de lados : y asi en el circulo, que se
compone de una infinidad de ellos , el angu-
lo esterior BTPD (fig. 23) es infinitamente
pequefio como lo dejamos dicho: y por lo
mismo el angulo CTPD que forma el radio
con la circunferencia, se puede considerar
como recto.

367 Valiendo el dngulo del centro AOB
(fig. 48) del exdgono regular 360° partidos
por 6 6 60° , valdran tambien 60° cada uno
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de los 4ngulos iguales OAB, OBA (338 y
342), y el triangulo AOB sera equilatero
(335): luego el lado AB del exdgono regu-
lar inscripto en un circulo es igual al radio
AO de dicho circulo: de consiguiente, el dia-
metro sera igual 4  del perimétro del exigo-
no, y la circunferencia mayor que el triplo
del diametro.

368 Luego para inscribir un exigono
regular en un circulo se llevara su radio con
un compds seis veces sobre la circunferencia,
sefalando los puntos A, B, C &c. y se tira-
ran despues por ellos las cuerdas AB, BC &e.
que formaran el exdgono : y si se tiran des-
pues las cuerdas BF , FD, DB se tendra el
triangulo equilatero inscripto; pues cada uno
de dichos lados serd cuerda de 120°. Enélse
tiene el radio oblicuo OB=0C duplo del ra-
dio recto OX, por ser OX=XC.

369 Como cada lado de un poligono ins-
cripto en un circulo es cuerda de un arco
igual 4 360° partidos por el niimero de la-
dos ; si se pidiese inscribir un poligono regu-
lar en un circulo dado, se buscara , dividien-
do 360° por el nimero de lados, el arco que
corresponde 4 cada uno, se tirard la cuerda 4
dicho arco valiéndose del Semicireulo (279),
y repitiéndolo con el compis por toda la cir-
cunferencia , quedard inscripto el poligono.
Para trazar en este mismo caso el poligone
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circunscripto, se alargan Jos radios oblicuos
OC, OD (fig. 49) hasta que encuentran la
PH tangente al circulo en el punto Q; y PH
sera el lado del poligono circunscripto: los
demas se determinan del mismo modo. -

370 Si se tiran los dos didmetros AB,
CD (fig. 52) perpendiculares el uno al otro,
queda el circulo dividido en guatro partes
iguales , pot las que se podra dividir (309)
en 8, 16,32, 64 &c. partes. Con el trian~
gulo equilatero 0 con el exigono regular se
Ie podra dividiren 3, 6, 12, 24, 48 &c. par-
tes iguales. Si se tira la cuerda AC de go°,
la AH lado del pentigono 6 de 72°, y la ATF
de 60°, y se divide el arco TC por medio en
O, sera HO de 3°, que no se puede dividir
mas geométricamente, Efectivamente, AC—
AT 6 90°=60°=30°; luego TO=1§°: y co-
mo TH=AH~-AT=72°~60=12°, serd
HO=3°, con cuyo intervalo se dividira el
circulo en 120 partes iguales.

De las Lineas proporcionales.

37t Sien una linea ab (fig.§3), que
forma con otra ob un angulo qualquiera abo,
se toman las partes iguales bn, ne, eh, bk &c.
y por los puntos #, ¢, &, k, se tiran las para-
lelas ng , es, hr , kp &c. cortardn en la bo las
partes iguales bg, gs, sr, rp &c. pues tiradas
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las gz, sc, 7l &c. paralelas a ab, los triangu-
los bng , zqs , que tienen bn=ne=qz (353),
el angulo nbg—=z4s (299), y el bng=qzs (303),
seran iguales (348), y el lado bg sera igual
4 gs: de los triangulos gzs, scr, rlp &c. s

sacara del mismo modo que son iguales gs,
sr, rp &c.

372 Luego la parte bn es respecto de la
bq , lo que ne respecto de gs, lo que ¢k res-
pecto sr &c. es decir, que bn:bguneiqs:ehisr:
klirp: &c. de consiguiente sera (180) ba su-

ma de los antecedentes de dichas razones, a bo ;
suma de los consecuentes, cemo un antece- |

dente b7 4 su consecuente bg; como dos an-
tecedentes be a dos consecuentes bs; y como
qualquier nfimero de antecedentes #k 4 igual
niimero de consecuentes gp: 6 bazboubnibg:
be:bs:nk:gp &c., de manera que si ba es los
dos tercios de bo, tambien bz sera los dos ter-
cios de bq, be de bs, nk de gp &c.

373 De aqui se infiere lo 1.° gue gual-
guiera recta hk (fig. §4) paralela d la base
ad de un tridngulo , divide proporcionalmente
dos otros dos lados ab, bd : esto es, sera bk:
fia:bk:kd 5 y bh:bazbl:bd. Tambien serd bd:
bk:dazkh 5 pues tirando por & la kp paralela
4 ab , serd por lo que acabamos de decir, bd:
bk:ad:ap—=hk (353).

374 2.° Al contrario, siempre que una
recta ik divida proporcionalmente los lados
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ba, bd de un tridngulo abd , serd paralela a
la base ad : porque como la paralela 4 la ba-
se, tirada por &, ha de cortar en bz una par-
te bh que tenga con ha la misma razon que
&t con kd (373), lakk de quien esto se veri-
fica , debera ser paralela a ad.

378  3.° 8idesde un punto qualquiera b
(fig. §5), se tiran d una recta ae muchas
otras ba, bc, bd, be , las cortara proporcio-
nalmente una linea hk paralela a la base:
porque (37) en los triangulos bac, bed, bde,
la hk paralelad sus bases, corta los lados de
suerte que bh:hazbg:qesbp:pdsbhike , y bhibax
bq:bt::bpzbd::bk:be.

376 Siendo en el tridngulo bac (373)
bq:be:hq:ac, y en el triangulo bed; bg:be:qp:
ed; serd hgiacuqpied, 6 hg:qpacied = del
mismo modo se probard que gp: phicd:des
luego hq:q p:pk=acicd:de. Lo mismo se veri-
fica quando la paralela oz corta las ab, be, bd,
be alargadas; pues tomando en ba , bn=>bt y
tirando por # la nm paralela 4 ae, los tridn-
gulos bnx, bas, bsm son iguales 4 btz , bzr,
bro (348, por tener cada uno un lado y los
angulos adjacentes iguales 5 luego siendo na:
xs:smuacied:de , sera tambien zz:zriro:ac:
cd:de. :

377  4.° Si lalinea bd (fig. §6) divide ¢l.
dngulo b del triangulo abc en dos angulos igua-
les x, 03 cortard ¢l lado opuesto ac en dos par-
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tes ad, de proporiionales d los otros dos lados
ab, bc; esto es, serd ad:dc:ab;be ; porque
tirando por 4 la az paralela a db que encuen-
tre en z la cb alargada, serd el angulo o=y
(299), y #=¢ (300); y por ser =0, se-
ra t=y, y (342) ab=zb, Coma la paralcla
bd 4 az corta los lados ar, z¢ de suerte que
ad:deyzbibe (373), se tendra ponienda por zb
suigual b, ad:desabibe. Al contrario, siendo
los segmentos ad , de proporcionales 4 los la-
dos ab, be, dividird la b4 al angulo & por me-
dio : porque siendo ad:dc:abibe , serd ad:dc:
zbibe, 'y (374) la bd sera paralela a 4z el an-
gulo y=0 (299), y #=x; luego siendo 1=y,
sera x=o,

378 §.° Para encontrar una quarta pro-
porcional @ las tres lincas dadas m, n, o,
(fig. §7) 5 tiradas dos lineas 4f, ba que for-
men un angulo qualquiera abf, se romard con
el compas sobe 4f, br ignal a la linea dada
m , y la bg del tamafio de la #; cortese des-
pues en ba,; la bp igual 4 lalineao, tirese
por py rla pr, ytrazando por el punto g
la g¢ paralela 4 pr, sera bt la quarta propor-
cional 2 m,n,0; pues enel triangulo bzg se
tiene (373) bribgubp:bt , 6 min=oibt.

379 na ter¢era proporcional 4 dos li-
neas dadas m, n, se encuentra tomando en
bf, br , bg iguales 4 m, n, y sobre ba, bp=n,

tirando rp, y por g su paralela gf; pues sien- -
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do br:bgubpibs , sexd minzn:bt O +mnzbe.

380  6.° Para tirar por un punto dado
f (fig. §8) una linea fg , que se encamine en
derechura al punto del concurso de las dos ab, |
de, quando este punto estd demasiado distante
para poderse determinar; desde dos puntos
qualesquiera de la ab se tiraran dos paralelas
ad , be que rematen en lade, desde el pun-
to @ se tirard @ flaaf, y 4 esta la paralela
indefinida b{; tomese en ella la parte bg quar-
ta proporcional 4 las tres lineas ad, be, af’; y
tirando por f y g la fg, sera la linea que se pi-
de: porque siendo ad;besaf: bg , sl se tiran
otras dos paralelas qualesquiera mn , no , sera
tambien ad:afsmnino 3 luego quando mn sea
cero, o sera tambien no ; esto es, quando la
ab se junte con de, se junta;a tambien la fg.

381 7.° Ultimamente , s se pidiese di-
widir una recta ab (fig. §9) en qualesquiera
partes, vigr. en ocho iguales; se tomarin
en la linea bf que forma con @b un 4ngulo
qualquiera abf;, comenzando desde 4 y con
qualquier intervalo de compds bd , las ocho
partes iguales bd , dv &c. desde ¢ donde con-
cluyen, se tirard la recta ¢z, y trazando des-
pues por los puntos 4, x, r &c. paralelas 4
¢a, cortaran en ab las ocho partes iguales.
Pues siendo be:bazbd:be 5 duzehzarhp &c. se-
ran be , e, hp octavas partes de ab , come
bd, dx, xr &c. lo son de be.
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382 i se hubiera de haber dividido la
ab ¢n dos partes que tuviesen una razon qual-
quiera, como 3:§ 3 tomada la suma 3-+5=8
de partes iguales sobre be, y tirada la ca, se
tiraria por la tercera division la pr paralela a
ac ; pues siendo brirsubpipa y brirv:3:5, se-
14 bp:paz3:s.

383 En esta doctrina estriba el método
de construir las Escalas, instrumento que re-
presenta en partes pequeias las medidas de
leguas , toesas , varas &c. tomadas en el ter-
reno. Si se toman por eg. 4 arbitrio en una
linea qualquiera as (fig. 60) diez partes igua-
les ad , dc, ce &c. senaladas con sus niimeros
correspondientes 10, 20, 30 &c. y la prime-
ra se divide en sus diez unidades que repre-
senten varas, pies &c. se tendra una escala
as de 100 partes iguales: en la que para to-
mar un namero qualquiera de ellas, como
65, se pondrd en el nimero 60 una de las
puntas del compas y la otraen el g,y este
intervalo serd de 65 partes. Como tambien,
se averiguara el nmero de partes de la esca-
la que tiene una linea nm ; tomando su lon-

itud con el compas, poniendo la punta en

una de las decenas como 40, y viendo adonde
llegala otra, si es § tendra 45.

384 Para construir una escala mas exac-

tay universal ; tirada en el punto A deuna |

linea AG indefinida , la perpendicular AB de
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longitud arbitraria (fig.61), y por Bla BP pa-
ralela 4 AG, se dividira una porcion AH y su
igual BD en diez partes iguales, que se sefia-
lardn con los nfimeros 10, 20, 30 &c. se tira-
rin despues trasversales desde 10 4 D, de 20
a 10, de 30 a 20. Repitiendo ahora en la
AG diez veces la porcion AH, se levantarin
en los puntos ', G &c. las perpendiculares
FI, GP &c. 4 las que se pondran los niime-
ros 100, 200, 300 &c. Dividase por alti-
mo la AB en diez partes iguales 1, 2, 3, &c.
y tirando por estos puntos paralelas, queda-
ra construida la escala de mil partes, en la
que los intervalos HF , FG &c. son de cien
partes: Di1o, 10 20 son de diez, cuyas uni-
dades son #p, on &c. ; pues siendo los tridn-
gulos D1oH, D¢p, Don, Drs &c. semejan-
tes, serd , DH de diez partes 4 Hio de otras
‘diez , como Ds de cinco, 4 sr de otras cinco;
como Dz de dos, 4 On de otras dos.

385 De consiguiente, si se me pidiesen
265 partes de esta escala, supuesto que HG
6 SQ vale 200, D6o 6 Tr, 60, y rscin-
co; sera la distancia TQ de 265 partes. Asi-
mismo sabremos quantas partes contiene de la
escala qualquiera recta; tomando su intervalo
con el compis, acomodando una de sus pun-
tas sobre alguna de las lineas DH, FI, GP &c.
y viendo despues 4 qué trasversal de la BD
corresponde.

R
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De las Lineas proporcionalm en el circulo
y de la semejanza de las figuras.

386 Dos tridngulos atr, bed (fig. 62)
sou scmejantes si los tres 4ngulos del uno
son igunales a los tres del otro , esto €s, #=b,
t—d, r =¢. Quando son iguales los dos an-
gulos del uno a los del otro, lo son los tres
(341): yenlos triangulos rectangulos bas-
ta la igualdad de uno de los agudos 3 asi co-
mo en los isosceles la de qualquiera de los
tres. De consiguiente , si dada una linea de
se pidies¢ trazar sobre ella un triangulo se-
mejante & arr; se formaran en d y ¢ dos an-
gulos igualesaryr,y sera el triangulo bde
semejante & air. Si en un triangulo a#r se ti-
van paralelas m#, pg &ec. 4 la base, resultaran
los triangules amn , apq s atr semejantes; pues
tienen comun el angulo a, y los otros dos
iguales por las paralelas. Lo mismo sucede
quando los del un triangulo onz (fig 63) son
paralelos 4 los del otro abe ; pues deben ser
equiangulos : 6 quando son perpendiculares
los lados, unos a otros como Jos de emd; pues
o se le da al triangulo emd la quarta parte
de una vuelta, quedardn sus tres lados para-
lelos 4 los tres de abe.

- 387 Deos tridngulos semejantes quales-
j?quiem ate, bdchtienen proporw‘omles‘ sus ‘a-
“ dos homdlogos © los opuestos a iguales angu-
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los; at:bd:ar:deutride. Porque si se toma en
el lado at, am=bd, y por m se tira la mn
paralela 4 la base 7r, tendran los triangulos
amn, bdc el lado am=bd, y por ser seme-
jantes atr, bdec, los angulos a=b, y m=t=d;
luego seran iguales (345), y an=bc, mn=dc;
y como por razon de las paralelas m«, ¢r se
tiene (373) at:amsar:anztrimn, serd tambien
at:bdzar:beztride, poniendo por am, an, mn,
sus iguales b4, be, cd.

388 Al contrario, s los lados horidlogos
de dos triangulos atr, bdc son proporcionales
at:bduar:bestride, dichos tridngulos serdn se-
mejantes ; porque tomando am=45d, y tiran-
do mn paralela a tr; serd (373) at:am:ar:an:
trimn: y como por suposicion at:bd::ar:be:
tride s serd am:bd:an:be:mnide ; los términos
de la primer razon am, bd son iguales, con
que lo seran tambien an y be, mn y dc; y los
triangulos amn , bde seran iguales (344): Tue-
go siendo el triangulo amn semejante 4 atr,
lo debera ser tambien 4de.

389  Dos tridngulos atr, bdc con un dn-
gulo a=b, y proporcionales los lados que le for-
man at:bd:ar:be, son semejantes. Tomando
am=bd , y tirando mn paralela 4 #r, resulta
at:amz=ar:an, y como se supone at:bd:aribg,
serd am:bd:: an: be ; y siendo am=0bd , seri
an=be, y los triangulos amn,bdc iguales (346):
luego siendo amn semejante 4 4tr , lo sera tam-
bien Zde. R2
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390 i desde el dngulo recto b (fig- 64)
de wn tridngulo rectdngulo abc, se baja la per-
endicular bd , resultan dos tridngulos abd,
bdc semejantes @ abc, y de consiguiente entre si:
ues cada uno de ellos tiene con abe un an-
gulo comun, y un angulo recto en d; luego
son semejantes con abe (386), y de consi-
guiente lo seran entre si.

391 De la semejanza de los triangulos
abd | bds se saca (387) ad: bd::bd:dc 6 = ad:
bd:dec, es decir, que la perpendicular bd Za-
iada del angulo recto de un tridngulo rectan-
gulo sobre la hipotenusa , €S media propor-
cional entre sus segmentos ad, dc. Y como to-
do angulo inscripto abe (ﬁg.65) formado so-
bre el diametro a¢ de un circulo es recto(324)
sera tambien media proporciorzal entre los seg-
mentos ad, dc del diametro la perpend;’mlnr
bd bajada sobre ¢l desde qualquiera punto de
la circunferencia del circulo , esto es , serd
s=ad:bd:de, y de consiguiente (178) (bd)'=
ml'xdc.

392 Y asi para encontrar una media
_propm:cz'onal entre dos lineas dadas m, nj; to-
mando ad=m y de=n, se juntarén ambas
de suerte que formen una sola recta a¢c, que
se dividird por medio en 0 : desde o con el in-
tervalo ao se trazara el semicirculo abhe, y la
perpendicular 4b levantada en el punto 4 del
concurso de las dos lineas serd media pro-
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porcional entre ady de, 6 entre m y n (391).

393 Delos triangulos abd, abc semejan-
tes (390) , se saca ac:abzab:ad (387), y de
los abe, bdc tambien semejantes, ac:be:beide; es
decir, cada lade ab, bc de los que forman el an-
gulo recto, es medio proporcional entre la li-
potenusa y el segmento correspondiente , 'y por
lo mismo qualquiera cuerda ab (fig.65) tira-
da desde el estremo del didmetro ac, ¢s media
proporcional entre el didmetro y el segmento ad
que forma la perpendicular bajada desde 5 so-
bre ac ; pues tirada la be, el triangulo abc es
rectangulo enb.

394 Luego si dadas t,r, se pidiese una
media proporcional entre ellas; se trazaria so-
bre ac=t¢ un semicirculo, se tomaria ad=r,
y levantando en 4 la bd perpendicular 4 ac,
serfa la media proporcional la cuerda ab tira-
da dea 4 b; pues en el tridngulo rectingulo
abe, se tiene ac:abzab:adé tabzab:r.

395 Si despues de haber trazado sobre
la hipotenusa a¢ (fig. 66) del tiidngulo rec-
tingulo @bc un semicirculo, se alargan ab,
ac,y se levanta en ¢ la ce perpendicular 4 ac,
en ¢ la ¢f perpendicular aam,yeng,h,k,l,
m , las perpendiculares 4 dichas lineas, se ten-
drd una série de lineas proporcionales + ad:
ab:ac:ac:afag &c. en los tridngulos rectangu-
los semejantes abd, abe, ace, acef , afg &e.

396 De las dos proporciones + ac:ab:ad,
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s=acibesde, se saca (ub)”::acxa:l, (Gbe)t sz
acxde s setd pues, sumando ambas equacio-
nes, (ab)”+(bc)’:4cxad+acxd:, 6 (ab)*+
(be)*=ac (ad~+dc), 0 {iltimamente (ab)®~+
(bc)’:mxac:(m)”, que es decir ; el cua-
drado (ac)” de la hipotenusa de un tridngulo
rectangulo, es igual a la suma de los cuadra-
dos (ab)?~-(bc)® de los otros dos lados.

397  Las partes de dos cuerdas ad , be
(fig. 67) que se cortan en un circulo , son reci-
procamente proporcionales ; esto es, a¢ parte
de la 1.2 es 4 ¢b parte de la 2.2 como éc parte
de esta 2.2 4 ¢d parte de la 1.%: porque tiran-
dolas abyed, resultan semejantes los trian-
gulos aeb, ced; pues tienen los angulos en ¢
iguales (277), y e=a (323) : luego (387)
ae-checied. Si entre dos paralelas ab, ¢d 52
tiran como quiera las ad, b que se corten, soil
tambien reciprocamente proporcionales  sus
partes por la misma razon.

398 Dos secantes ab, be (fig. 68) tira-
das a un circulo desde un punto b, son reci-
procamente proporcionales con las partes es-
teriores br, bd 5 de suerte que berbazbribd:
porque si se tiran ady rc, los triangulos bre,
bad que tienen ademas del angulo b comun,
ay ¢ ignales (323), seran semejantes : luego
(387) br:bd:bezba.

399 8% setiran dun circulo desde un. pun-
tob una tangente bp y una secante ba, la tan-
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gente es media proporcional entre la secante y
el segmento esterno , 6 ba:bpubp:br. Tiradas
las pa, pr, los triangulos apb , pbr son seme-
jantes, pues tienen el angulo b comun y a=p
(321 y 322) : luego ab:bpubp:br, y (bp)'=—
abxbr(175). Del mismo modo se verifica
que ab:bozboibr, 6 que (bo)’=abxbr ; sera
pues, (bp)’=(bo)*, y bp=ho, es decir, serén
iguales las dos tangentes tiradas 4 un circulo
desde qualquier punto fuera de éL
400 Por esta proposicion I.° se encuen=
ira una media proporcional entre m yn (fig.
69) ; tomando una linea bt=my br=u, tra-
zando sobre el diametro #r un circulo, y tiran-
do 4 él desde b la tangente ba, que sera media
proporcional entre bz y br, 6 entre m y .
401 2.° Se puede dividir una linea ab
en media y estrema razon; asi se llama la di-
vision de ab en dos partes ad, db tales, que
la mayor db sea media proporcional entre la
menor 24 y toda la ab. Para esto se levanta
en el estremo 2 la perpendicular ac igual a
la mitad de ab, con el radio ca se traza un
circulo, por by ¢ se tira bet, y tomando bd=
br, quedara la ab dividida en 4, de suerte
que ad:bd:bd:ab. Porque siendo (399) br:ba
babr 6 (177) bt—ba:basba—br:br; como
bt—ba=br==bd, por ser bt—ba=bt—2ac=ht—
tr, y ba—tr=ba—bd=ad ; se tendra bd:ba::
ad:bd, 6 Fa:bd:bd:ad (177). Quando la par-
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te rt de la secante esigual 4 la tangente ab,
queda la secante dividida en media y estre-
ma razon en r ; pues siendo (399) br:ab:ab:
br, sera en tal caso bt:rturt:br.

402 Sien el triangulo isosceles abe (fig.
70), cuyos angulos b, ¢ sea cada uno duplo
de’a 6 de 72° se divide el angulo b por me-
dio con la bt , quedara la a¢ dividida en me-
dia y estrema: razon en . Porque siendo se-
mejantes los tridngulos abe, the , por tener el
angulo ¢ comun; 'y a=thc=36°, serd acicbuch:
ot, 6 acatzatict, pues ch=br=at por la igual-
dad de los angulos (342). Luego si be es la-
do del decdgono inscripto en un circulo, sera
el angulo a=36° (364), by de 72°; y.de
consiguiente , tirando bt, sera be=at, y ¢
lado del decdgono inscripto en un circulo serd
igual al segmento mayor del radio dividido en
media y estrema razon.

. 403 Tratemos ya de las demas figuras,
que para ser semejantes deben tener todas sus
angulos iguales, y proporcionales todos sus
lados 6 lineas homélogas , es decir , las opues-
tas '@ iguales angulos , 6 situadas semejante-
mente en. ellas. Serdn pues , semejantes los
pentigonos ABCDE, abcde (fig.71), si los
angulos A=a, B=b, C=¢, D=d, E=¢, y los
lados AB:ab::BC:br:CD:cd:DE:de.

404, Si de dos dngulos homologos Cir
,,de dos figuras semejantes ABCDE , abeds,
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;8¢ tiran 4 los demas las diagonales CA, CE;
,,¢a, ce; los tridngulos en-que queda dividi-
,,da la una figura, serdn semejantes 4 los cor-
,,respondientes de la otra. Pues los triangu-
los ABC, abe y 1o mismo se prueba de DEC,
dec , ademas de los angulos B, b iguales, tie-
nen proporcionales los lados AB, BC; ab, be
que los forman (403); luego serdn semejan-
tes (389). Serd pues, el angulon=oy (357)
AB:ab:AC:ac; 'y como AB:ab:AE:ac, serd
AC:ac:AE:ae, es decir , proporcionales los
lados AC, AE; ar, ae de los triangulos AEC,
ase, ademas de ser iguales los angulos m y 'z
que forman; pues si del angulo A=a, se qui-
ta n=o, quedara m=z; luego tambien son se-
mejantes los triangulos ACE, ace y de consi*
guiente todos los de las figuras. IR
405 Por un razomamiento contrario’'se
prueba igualmente que si Jos triangulos -en
que una figura se divide, son semejantes 4 los
correspondientes en que se- divide otra:, son
semejantes las figuras. Y ast para construir una
figura semejante 4 otra ABCDE dada, y queé
tenga 4 b por lado homélogo de BC; se le-
vara be desde @4 b, se tirara por b’ la b'a’ pa-
ralela & AB que encontrard & AC en 4'; por
4’ se trazara la a'e’ paralelaa AE, y por g'
la ¢'d paralela 4 ED; y resultard la figura
Cd'¢'a’h' semejante 4 ABCDE. Tambicen pu-
do haberse trazado sobre el lado &¢ dado, ¢l
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triangulo abe semejante 2 ABC (386), sobre
ac, el triangulo ace semejante 4 ACE, y so-
bre ¢c, ecd semejante & ECD, y se hubiera
tenido la figura abede semejante 4 ABCDE.

406  Para copiar una figura qualquiera
ABCDEF (fig.72), 1.° s¢ podra tirar la
diagonal BE, y bajando 4 ella desde todos
los angulos las perpendiculares AO, FS, DR,
CP, se vera quantas partes tienen de una esca-
1a la BE, dichas perpendiculares, y sus respec-
tivas distancias BO, OS, SP &c. Tomese des-
pues una linea be del mismo niimero de par-
tes que BE, y determinando por uno y otre
lado las distancias 5o, os &c. de las perpendi-
culares , dando 4 cada una el nlimero de par-
tes que les corresponde, se habran determi-
nado los puntos o, s, p, 7, en los que levan-
tando las perpendiculares oa, sf &c. del mis-
mo tamafio que OA , SF &c. se tendran los
puntos b, a, f, d &c. mas principales de la fi-
gura: los demas se pueden dibujar 4 ojos ad-
virtiendo que si no basta la BE para determi-
nar dichos puntos por ser muchos, 6 porsser
grande su distancia respectiva , se tirara otra
base perpendicular 4 BE por cuyo medio se
determinaran.

407 - 2.° Tambien se pudiera haber co-
piado aplicando el papel 6 lienzo en que es-
ta la figura 4 otro, y picando despues con |

|
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un alfiler sutil los puntos mas principales por |
|
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los quales se podran determinar Jos demas.

408 3.° Si despues de haber picado con
un alfiler los puntos de la figura, se aplica
sobre un papel, y se repasan despues dichos
puntos con un Cisquero, que es un lienzo
con carbon molido; quedardn sefialados di-
chos puntos en el papel, cuidando de levan-
tar con tiento el original,

409 4.° Apliquese sobre un papel, otro
dado de qualquier color que se quite facil-
mente, pongase sobre ambos la figura que
se ha de copiar , y repasando con alguna fuer-
za todos los puntos principales con una punta
roma, quedara calcada la figura en el papel.

410 §.° Uldmamente, sise aplicad un
cristal la figura dada, en sitio donde le dé
bastante luz por atras, y se pone sobre ella
un papel, se traslucira por €l toda la figura,
cuyos puntos sera facil copiar.

411 Paralevantar ol plano de un terre-
no, 6 trazar otro semejante en el papel con
las distancias respectivas que tienen los pun-
tos (1 obgetos principales que en él haya; sir-
ven diferentes instrumentos como el Grafo-
metro, la Plancheta , la Brijjula &c. Habla-
rémos ahora de estos dos ultimos con rela-
cion a los terrenos accesibles por todas sus par-
tes , reservando para despues el uso del Gra-
fometro en los sitios en parte 6 del todo in-
accesibles.
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412 La Plancheta es una tabla HMNO |
(fig.73) de tres pies delargo, y como dosy |
medio de ancho, colocada sobre un pie se-
mejante al del Grafémetro (280); sobre ella
se estiende un papel que se afianza con un
bastidor que coge el perimetro de la tabla; |
y para dirigir por ella visuales a los obgetos,
se usa de una alidada LT con dos pinulas en
sus estremos , 6 de un anteojo si los obgetos
estin 4 mucha distancia.

413 Para levantar un plano con este ins-
trumento , se mide una base SR desde donde
se puedan ver los mas de los obgetos que se
han de figurar ; se pone la plancheta en Sy |
un piquete en R, y dirigiendo la alidada de
manera que por sus pinulas se vea R, se ti-
rar4 en el papel una base EF, dandole tan-
tas partes de una escala, como varas 6 pies
tenga SR. Hecho esto, se dirigira la alidada
4 todos los obgetos'A, B, C &c. del terreno,

por-cada direccion), se tirard una linea inde-
finida en el papel. Pasese despues el instrumen- |
to 4 R dejando un piquete en S, y alineando
con él 1a ¢f, dirijanse visuales 4 los obgetos
A, B, C &c. observados, las quales senala-
das en‘el papel , cortardn las primeras en los
puntos @, b, ¢ &c. que determinaran la posi-
cion de los del terreno, 4 causa de los tridn-
gulos semejantes SAR, SBR, SCR &e. of |
efb , efc &c. que resultan. ],

fa o ok e ol GEES ok Gk dBBY fupel PN o ON C immiy gl _gN G By
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414 El poco aparato que requiere el uso
de este instrumento , le hace apreciable para
determinar los puntos menos principales de
un plan forjado ya por un método mas exic-
to. Sise quisiere por eg. afadir al anterior
¢fcba un punto R omitido, se plantard sobre
él la plancheta, se dirigird la alidada por los
puntos A, 2, y despues por B', 5, y el con-
curso f de las lineas Az, Bb5 tiradas en cada di-
reccion, sefialard la situacion de R ; en prue-
ba de lo qual la linea tirada por Ce¢ pasara
tambien por £. Por lo demas, suelen ser con-
siderables los errores que pueden resultar con
la plancheta, ya por ser muy agudos los an-
gulos que sobre clla se forman, ya por estar
el papel expuesto & moverse. Ademas de es-
to, quando el mal temporal interrumpe la
operacion, hay que volverla & comenzar si se
desea alguna exactitud.

415 La Brijula es un instrumento de
marfil, madera i otra materia sélida (fig.74)
de dos hasta seis pulgadas de diametro, cuya
parte interior es un circulo con dos didme-
tros que se cortan a angulos rectos. El estre-
mo de uno de ellos tiene una flor delys con
que se sefiala el Norte, uno de los quatro
puntos Cardinales del mundo : desde él em-
pieza la division del circulo en sus 360° acia
la derecha del que mira al Cicelo con la cara
al Norte, el qual tiene el Sur 4 las espaldas,




270  ELEMENTOS
el Oriente & la derecha y el Poniente 4 la iz-
quierda: asi se llaman los otros tres puntos
del mundo. En el centro del circulo sobre un
ege de cobre puntiagudo se coloca una aguja
de azero tocada al iman, muy en equilibrio
para que pueda dar vueltas con facilidad; y
todo se tapa con un cristal redondo que en-
caja en un rebajo hecho al rededor del circulo
para impedir que el ayre mence la aguja.

416  Como esta tiene la virtud comu-
nicada del iman, de dirigir uno de sus estre-
mos acia el Norte y el otro 4cia el Sur; se cui-
da de colocar tanto en el Grafometro como en
la plancheta una briijula para dar por medio
de ella a los obgetos la misma situacion en el
papel que tienen en el terreno con relacion 4
los. puntos cardinales del nmundo. Con este
fin se coloca de manera que la linea Norte- Sur
quede paralela con el diametro del Graféme-
tro; pues siendo la base comun de todos los
tridngulos que se observan , paralela a di-
cho didmetro; con solo dirigir paralela 4 la
aguja la linea de fe , que es la que pasa por
medio de la alidada, se sabra con poca dife-
rencia la situacion de los obgetos respecto de
dichos puntos cardinales.

417 Dige con poca diferencia, porque
la aguja segun ¢l tiempo y los diferentes lu-
gares, se aparta mas 0 menos de la direccion
del Norte. Para saber en quéntos grados se
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aparta, 6 el angulo de la declinacion de la
aguja con la linea norte-sur, hay que tirar
esta linea en el terreno. Lo que sc puede ha-
cer trazando desde un punto dus lineas de
treinta 4 quarenta estadales , una acia el Sol
naciente y otra quando se_pone, y dividien-
do por medio el angulo que formen las dos,
con una linea que sera la meridiana 6 norte-
sur. Si 4 esta meridiana se aplica una de las
bases AB de la brijjula, quedara con ella pa-
ralela su linea norte-sur, y el angulo que con
ella forme la aguja, restado de 360°, dara el
de la declinacion. G

418  Con ningun instrumento se levantan
mas facilmente los planos que con la Briijula;
pero ninguno ocasiona mayores equivocacio-
nes, ya sea por tomarse muy agudos los an-
gulos por la pequefiez de las agujas, ya sea
por no haberse acaso apartado lo bastante de
alguna mina de hierro en el terréno; y enca-
sa, de utensilios de hierro, puntas de compas,
6 de otra brajula. Por eso suele servir sola-
mente para determinar ¢/ por menor de un
plano ; como el curso de un rio , la direccion
de un camino, el circuito de una laguna,
bosque &c.

419 Para qualquiera de estos casos se
plantaran piquetes A, B, C, D, E (fig. 75)
en todos los recodos mas reparables, se co-
locara la brijula en A, y suponiendo que sea
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AH la direccion de la aguja, se medira la AB,
y se verd qué nimero de grados tiene el an-
gulo HAB. Puesto el instrumento en B, se
medira igualmente la BC, yel angulo HBC,
repitiendo esto mismo en cada recodo. Se to-
mar4 despues en el papel un punto 2, y ti-
rando 4 arbitrio la 2k que represente la direc-
cion de la aguja, se formard con el Semicirculo
unangulo kab=HAB, dando 4 ab tantas par-
tes de una escala como varas 6 pies tuvo AB:
se tirard despues por b la kb paralelad ab, y
se hara el angulo kbe=HBC, dando 4 be tan-
tas partes como medidas tuvo BC; practique-
se lo mismo en los demas puntos, y s¢ habra
levantado el plan propuesto.

420 Los perimetros dz dos, figuras seme-
jantes ABCDE, abede (fig. 71) sean regula-
res 6 no, tienen entre si la misma razon que
sus lados , porciones, diagonales y demas li-
neas homélogas. Porque siendo (403 ) AB:abs
BC:be::CD:cd=DE:de, serd (180) AB+BC+
CD+DE 6 ABCDE perimetro de la una fi-
gura y suma de los antecedentes, a abede pe-
rimetro de la otra y suma de los consecuentes;
como un antecedente AB 4 su consecuente ab;
como qualquier nfimero de antecedentes AB+
BC+CD o ABCD, 4 igual nmero de con-
secuentes. Y como AB:ab:AC:ac:CE.ce &c.
{404),seran tambienlos ladosy perimetros pro-
porcionales & las diagonales, y en los poligo-
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nos regulares 4 los radios rectos, oblicuos &c.
De manera que la figura de un perimetro du-
plo del de otra, tendra lados, diagonales, ra-
dios duplos; triplos si fuese triplo el peri-
metro &c. i

421  Todas estas proposicionas tienen lu-
gar en el circulo , po 1g0no mﬁmtanoulo
(357) > que podemos ima 1ginar dividido en
infinitos triangulos con radios tirados 4 todos
sus puntos, que : seran las bases y lados infi-
nitamente pcquenos del poligono. De consi-
siguiente , las circunferencias de los circulos,
son entre si como sys radios , didmetros , cuer-
das y arcos semejanies. De manera que dadq
el diametro y circunferencia de un circulo, y
el diametro de otro, si se nos pidiese su cir-
cunf«,runcm, diriamos, el przmer didmetro es
d su circunferencia , como el 2.° didmetro &
la czrumferemm que se busca , que seria el
4.° término de la proporcion. Bero Hasts aho-
ra estd por averiguar la circunferencia é por-
cion de linea recta que exictamente corres-
ponde a cierto diametro, 6 la razon del dia-
metro 4 la circunferencia : temiéndose ya casi
por imposible la que se llama (434) Cradra-
tura del circulo. Sin embargo, son suficientisi-
mas para la practica las razones 7:22 que tie-
ne el diametro a la circunferencia segun Ar-,
quimédes , en la que sale un sole pie de menos
en un circulode S8co pies: 113:35§ que ha-
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o iecio, y que da un pie de falta en una
circunferencia de’ 1000000, y [:3,141592
6535897932 & hasta ciento veinte y siete
notas decimales. :

422 Sise diese un didmetro de 16 varas;
hollarfamos su circunferencia de goZv. di-
ciendo , 7:22:16¢502 v. -y al contrario, el
didmetro 16 v, de una circunferencia que tie-
ne §oZ . s¢ encuentra por la proporcion 22
7::60 2 73 16. Ultimamente, si dado el diame-
tro de 20 7. se pidiese la longitud de unarco
de 32° 40', s¢ buscara primero la circunfe-
rencia que es de 627 v. y despues se dird, st
toda la circunferencia- 0 360° tiene 62 .
cqudntas tendrd 327 40'? Saquese el filtimo
término, y saldran § 3> varas.

De las Superficies y Planos.

423 Bl segundo género de estension en
Jongitud y latitud que s llama area 6 super-
fieie 5 €3 el espacio que encierran las lineas,
y segun sean estas rectas 6 curvas serd recti-
linea, curvilinea 6 mistilinea la supetficie.
Tambien se llama plana la superficie perfec
tamente lisa sin hoyos i eminencias; como la
del cristal : y curva aquella cuyos puntos no
estan igualmente altos y bajos como la de
una bola.

424 Dicha superficie plana que se con-
Gdera formada dé infinidad de lineas que lle-
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nan todo su espacio (256) , se. llama plano
quando se imagina separada de los cuerpos;
y como no tiene grueso ; cavidades ni promi-
nencias , qualquiera recta que le toque en dos
puntos le tocard en todos 5 pues sino , tendria
una parte en el plano y otra mas elevada, y
no'seria recta. Por lo mismo, un plano Puesta
sobre otro le toca en todos sus puntes , y for-
ma con ¢l un solo plano ; pues se tocan pre-
cisamente todas las rectas que los forman.

428  Tres puntos que mo estan en linea
recta ; determinan la situdcion de un plano;
porque si dos planos pudieran tener tres pun-
tos comunes, 6 los téndrian todos y forma-
rian un solo plano , 6 tendria uno de ellos
alguna parte elevada sobre el otro plano, lo
que no puede ser (424). De consiguiente,
tres puntos que no estén en linea recta, no
pueden ser comunes 4 dos planos.

426  De aqui se infiere que por tres pun-
tos qualesquiera v. gr. los de un mangulo,
se podra hacer pasar un plano: y de consi-
guiente dos rectas BD, BC (fig.76) que se
corten, estardn en un mismo plano, determi-
nado por los tres puiros D, B, C: y lo mismo
dos paralelas TH, AB.

427 Una recta AB perpendicular & un
plano MNCP, ¢s tambien perpendicular d to-
das las lineas puestas en el mismo plano que
pasan por ¢l punto B desla perpendicular;

2
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pues si no lo fuera se inclinaria dcia algun la-
do del plano , contra el supuesto de ser per-
pendicular. De consiguiente, dos lineas TH,
AB porpendiculares a un plano son paralelas
entre si; pues uniéndolas con HB son per-
pendiculares 4 la HB (298). ‘
428 Desde un punto tomado en un plano
6 Fuera de 8, no se puede tirar mas que und
perpendicular i@ dicho plano ; pues si se pu-
dieran tirar dos desde un mismo punto, se
podrian tirar dos perpendiculares desde un

Ja

aiito 4 una linea recta , lo qual es imposi-
ble (288).

“ 429 8% dos planos ENMA , BOPS (fig.
77 )'se cortan, ld comun seccion es una linet
rectd: porque si tomamos dos puntos en di-
cha seccion, la recta que pase por ellos ha de
estar toda en cada uno de los planos (258),
luego serd la comun seccion , y sera linea
recta. e S

430 8P dos planos EMNA,, BOPS son
_perpendimlares al plano RQ, su comun sec-
vion DC serd tambien perpendicular al pla-

#o 3 pues si del punto G se levanta una per-
Pendicular al plano RQ, debera hallarse toda
en cada uno de los planos EMNA, BOPS;
luego serd la comun seccion. s

431 La inclinacion de dos planos AN,

BP s¢ mide por el dnguio ACB que forman

dos lincas AC , BC perpendiculares a la co:
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mun seccion DC, tiradas una en el plano AN,
y otra enél plano BP : pues si imaginamos que
sobrepuesto el punto A a B;se aparta despues
el plano AN moviéndose al rededor del ege
DG, trazara B hasta volver 4 su lugar, el
arco AB; luego medira la inclinacion de los
planos el angulo ACB, cuya medida es AB.

432 Luego en la interseccion y encuen-
tro de dos 6 mas planos se¢ verifica quanto de-
jamos demostrado en la interseccion y en-
cuentro de dos 6 mas lineas (273, 277 y sig.
282 y sig. , 298 hasta 303 ) que escusamos
repetir aqui. !

433 Los planos son paralelos quando
distan igualmente por todas partes: y asi 57
un plano corta dos 6 muchos planos paraleios,
las comunes secciones son tambien paralelas;
pues sino, alargandolas se vendrian 4 juntar
y de consiguiente los planos, contra lo supues-
to de ser paralelos.

0

Medida de las Superficies.

434 Las superficies se miden con cuadra-
dos, por ser la figura mas sencilla: y asi cua-
drar 6 medir una superficie ABDC (fig.78)
es averiguar las veces que en ella cabe otra su-
perficie cuadrada y conocida abde que se toma
por la unidad. Y como ABDC se puede con-
ccbir formada (256) por la recta DC que se
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mueve paralelamente 4 st misma lo largo de
BD, dejando rastro tras si de su movimiento;
4 cada paso Db que ande, igual al lado db
del cunadrado abde que se toma por la unidad,
formara tantos cuadrados iguales 4 abdc,quan-
tas veces dicho lado Db 6 D¢ quepa en la li-
nea DC que son quatro. Luego dicha super-
ficie contendra tantas veces quatro cuadrados
iguales abde, como veces su lado db 6 Db
quepa en la base BD , esto es, el producto
del nGimero de veces que el lado del cuadra-
do cabe en la base y en la altura. Esto espli-
caremos en lo sucesivo brevisimamente di-
ciendo que la superficie de un paralelogramo
rectangulo es el producto de 1a base por la al-
tura, bien que con impropiedad; pues ni una
linea puede multiplicarse por otra no siendo
nGmero abstracto (1§) , ni aunque se pudie-
~ra multiplicar resultarfa una superficie , sino
una linea. ;

433 Luego 1.° la superficie de un cua-
drado es el producto de la base 6 de la altu-
ra por si: y la de un paralelogramo qual-
quiera BCDF (fig. 45) es el producto de su
base BC por su altura DT 6 AB; esto es,
BCxAB ¢ porque BCDF es igual 4 ABCE
(332), y este tiene por superficie BCxAB
(434).

436 2.° La superficie de un tridngulo
qualquiera , como mitad que es del paralelo-

I
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gramo de igual base y altura que €l (351) ¢s
[a mitad del producto de su base por su al-
tura, 6 el producto de una de las dos la base
6 la altura por la mitad de la otra.

437 La superjicie de un trapecio abce
(fig.79) ¢s el producto de su altura ed por
la mitad de la suma de sus bases paralelas
be, ae : porque con la diagonal a¢ queda di-
vidido en los dos tridngulos abe, ace , cuyas
superficies son (436) 30¢xed~+;aexed: lue-
go la suma de estas dos superficies & la del
trapecio serd = (bo-+ae)xed. Sise toma a0=
ob , y se tira ot paralela a bc, serd la superfi-
cie del trapecia edxto: porque tirando por o
la mn paralela 4 ec, se tiene 2fo=en—+mc, y
to=2(en—+mc)=2(ae~+bc), poniendo bm en
lugar de an su igual en los tridngulos aon,
bom iguales, por tener ao=bo , los angulos
en o iguales (277) y lo mismo a y b (3c0).

4383 La superficie de un poligono regular,
ABCDE (fig. §1) es ¢l producto del radio
recto por la mitad de su perimetro; porque
siendo la superficie de cada uno de los trian-
gulos iguales en que se divide (363), el pro-
ducto de su altura OH por la mitad de su base
AB (436); sera la de todos los triangulos 6 la
del poligono, el producto de la altura 6 radio
recto GH por la mitad de todas las bases 6 la-
dos del poligono que forman su perimetro.
Lucgo un triangulo que tuviese por base el
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perimetro del poligono , y su radio recto por
altura , tendria la misma superficie que el
voligono ; pues seria tambien el producto del
radio por la mitad del perimetro.

439 Como un circulo es un poligono in-
finitangulo (357) , sera su supericie ¢/ pro-
ducto del radio por la mitad de la circunfe-
rencia, 6 de esta por la mitad del radio: y
equivaldrd 4 la superficie de un tridngulo cu-
ya base fuese la circunferencia, 'y la altura el
radio. La superficie de un circulo de 20 pies
de diimetro, cuya circunferencia es 622(422),
serd 3142 pies cuadrados, producto de § mi-
tad del radio por la circunferencia 62 2.

440 La superficie de-un sector de circu-
lo ACBD (fig.80) &s el producto de la mi-
tad del radio por el valor del arco ADB. Si
este arco por eg. es de 32° 40, y su diime-
tro de 20 pies, tendré el arco § 22 pies (4220
multipliquese por § mitad del radio, y resul-
tarén 2822 por la superficie del sector.

441 Un segmento de circulo ABD tiene
por superficie a la del sector ACBD metios
la del tridngulo ACB. Y la de una corona
X se hallara buscando separadamente la de
los dos circulos que la componen, y restando
la superficie de! menor de la del mayor.

- 442 Para sacar la superficie de un po-
ligono irregular , se le divide en tridngulos,
en los menos que pueda ser, se saca la de
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cada uno, 6 de cada dos si se les puede dar
una base comun, y la suma de todos, serd
la del poligono. Sien el ABCDEF (fig 72)
se toma la diagonal BE por base de los dos
triangulos BEC, BFE, se sacara de una vez
la superficie de ambos, multiplicando BE por
la mitad de las alturas PC, FS ; y afadien-
do 4 la superficie que resulte, la de los trian-
gulos FAB, EDC que se sacard cada una .
por si, se tendrd la del poligono.

443 Quando esta terminado de alguna
linea curva irregular, se le reduce segun lo
muestra la figura 81, & poligono rectilineo,
y despues de medir las superficies mistilineas
restantes, 6 como triangulos 6 como segmen-
tos ‘de circulo , se uniran 4 la del poligono
para tener la total sin error sustancial.

Reduccion y division de las Superficies.

444 Para reducir un paralelogramo 4 un
cuadrado, 6 hacer un cuadrado igual en su-
perficie 4 un paralelogramo dado BCDF (fig.
48) 5 se busca (394 ) una media proporcional
M entre la base BC y la altura DT, y esta
serd el lado del cuadrado: porque siendo BC:
M:M:DT, sera (175) BCxDT=M"*: 6 la
superficie del paralelogramo igual 4 la del
cuadrado.

445  Una media proporcional entre la mi-




282 . ELEMENTOS

tad de la base y la altura, 6 entre la base y

la mitad de la altura de un tridngulo, seria

el lado del cuadrado igual 4 €l en superficie
436). Y la media proporcional entre el ra-
ioyla semicircunferencia de un circulo, da-

14 el lado del cuadrado de una misma super-

ficie que él (439)-

446 Una figura rectilinea qualquicra
ABCDE (fig. 82) se reduce a otra igual en
superficie , y que 1enga un lado.menos 5 tiran-
do la diagonal BD,y por el punto Cla CG
paralela 4 BD, que cortard en G el lado AB
alargado ; tirese despues la DG, y resultard
el quadrilitero AGDE igual al pentagono
ABCDE. Porque siendo 1guales los triangu-
los GBD, CBD (352) por ser de una mis-
ma base y estar entre las paralelas BD, CG,
si del pentigono se quita el tridngulo CBD,
y se le pone su igual GBD, quedara AGDE=
ABCDE. Si al quadrilitero AGDE se le
quita por el mismo método otro lado, que-
dard reducido al trigngulo FDG igual 4 él
en superficie : de consiguiente, qualquiera fi-
gura rectilinea se podra reducir 4 triangulo,
y tambien 4 cuadrado (44%)-

P Hayase ahora de reducir un tridn-
gnlo ACB (fig.83) 4 atro igual en superficie,
que tenga su vértice en un punto dado D. Pa-
ra esto tirense 4 los puntos A, C las DA,DG;
por el vértice B la BH paralela a la base AG;
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y por el punto H donde la DA corta 4 BH,
la HE paralela 4 DC; y tirando finalmente
la DE, sera ADE el triangulo que se pide.
Porque tirando la HC, los triangulos DHE,
HEC de una misma base HE , y que estan
entre las paralelas DG, HE, son iguales (3§2):
jntense con el tridngulo AHE en la 1.2 figu-
ra, y réstense de AHE enla2.2y 3.2 y re-
sultard el tridngulo ADE igual a AHGC; 'y
como este es igual 4 ABC triangulo dado,
por tener una misma base y estar entre las
paralelas BH, AC ; sera el triangulo ADE=
ABG. : g
448 Para dividir un tridngulo ABC
(fig.84) en las partes iguales que se quiera,
con lineas tiradas desde un punio dado ID; se
dividira la base AC en el nimero de partes
en que se ha de dividir el triangulo , y sea
en dos en E, 4 donde se tiraran las EB y ED,
y desde B la BF paralela a DE; tirense por
tltimo DF, DB, y estas dividiran al tridngu-
lo en dos partes BDFA , DECB iguales. Por-
que los tridngulos ABE, EBC de una misma
altura BE y bases CE, AE iguales, son igua-
les (352): tambien lo son BEF,BDF, por
tener una misma base BF y estar entre las pa-
ralelas BF, DE : afiadanse 4 ABF, y resultara
“el triangulo ABE mitad del total ABC, igual
al trapezoide AFDB; y de consiguiente, la
porcion DFCB sera la otra mitad.




- 284 ELEMENTOS

449 Si se pidiese dividir en qualesquicra
artes , por cgemplo en dos , un quadrildtero
ABCD (fig. 85) desde un punto £ dado_en
uno de sus lados 5 se reducira primero al tridn-
gulo ABF (446), se tirard despues la DE,
y la DG 4 la mitad G de la base AF; y serd
el triingulo ADG mitad de ADF 6 del qua-
drilitero ABCD ; finalmente tracese por G
la GH paralelaa DE, y tirando EH, dividi-
ra el quadrilatero como se pide. Porque sien-
do iguales los triangulos DEH, DEG de una
misma superficie que estan entre las parale-
las GH, DE; si se afiaden 4 ADE, se tendrd
ADG mitad del quadrildtero igual 8 ADHE.
450 Para dividir en quantas partgs se
guiera, sea entres, el poligono ABCDE (fig.
86) con lineas tiradas desde uno de sus dn-
gulos D transformesele en el triangulo TDF
(446), dividase su base TF en tres partes
iguales en Hy G, y tirando DH, DG, que-
dara dividido el poligono en tres partes igua-
les: pues son iguales los tres tridngulos TDH,
HDG, GDF que tienen una misma altura y
bases iguales. Quando alguno de los puntos
-G, H, &c. cae fuera del poligono cono su-
cede en ABCDE (fig, 86%), el qual si se di-
vide en quatro partes iguales como acaba-
mos de decir, cae fueia el punto H; se redu-
ce el tridngulo HDI al quadrilatero AODI,

tirando por H la HO paralela 2 AD.

N
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Cmnfmmn'ozz de las Superficies.

451 Siendo la superficie -de un parale-
logramo el producto de la base por su altu-
ra (434); si lamamos B.la base, A la altura,
S la superficie de unos b, a, s la base, altura
y superficie de otro ; serd S=BxA, s=bxa;
luego S:suBxAtbxa; es decir, las superficies
de los paralelogramos son como los produc-
tos de sus bases por sus alturas, 6 ¢stan en
razon compuesta de bases y alturas.

452 Quando B=5, la proporcion S:s:
AB:ab, se reduce a S:suAsa, y quando A=a,
es S:suBibs esto es, los paralelogramos de
una misma base son como sus alturas , y los
de una misma altura son como sus bases.

483 S8i las bases de los paralelogramos
estan en razon inversa de sus alturas, seran
sus superficics ignales; y al contrario, s son
igtiales en superficie, tendrdn bases y alturas
reciprocas 3 porque si B:bza:A , sera (174)
BxA=bxa 6 S=s; y si S=s 6 BxA=bxa,
sera (176) B:buazA.

454 Como los tridngulos son mitades de
los paralelogramos de igual base y altura
(351), tendran tambien (183) Iz razon com-
puesta de bases y alturas ; los de igual base
seran como las alturas, y los de igual altu-
ra como sus bases: los iguales en suverficie
tendran sus bases en razon inversa de sus al-
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turas; y los que tengan bases y altwras reci-
procas serdn iguales en supe;ﬁcz’e. ’
43¢ En los paralelogramos y triangulos
semcjantes , en los que la razon de las buses
es igual 4 la de las alturas (403), serd la ra-
zon compuesta de bases y alturas que tienen
dichas figuras (451) ; duplicada de qualquie-
ra de ellas (172) 3 Tuego los paralclogr amos
y triangulos semejantes tiencn la razon du-
plicada de sus bases y alturas 5 6 son como
sus cuadrados: y como las bases y alturas son
prop‘orcionales 4 todos los lados homologos,
seran dichas figuras como los cuadrados- de
sus lados homélogos , y asi serd S:suA’ia’s
B*:b* &e. : g
456  Luego la superficie de qualesquiera
figuras semejantes tendran la razon dupli-
cada de sus lados homélogos , 6 serdn como sus
cuadrados : pues siendo los tridngulos en
que dichas figuras pueden dividirse , partes
semejantes suyas (404) deberan tener la mis-
ma razon que ellos (183), que es la de los
cuadrados de sus lados homologos (455). ¥
asi, la superficie de los poligonos regulares
semejantes son entre st como los cuadrados de
sus perimetros diagonales , radios rectos j
oblicuos. ¥ las superficies de los circulos i
semiciroulos son como los cuadrados de las
circunferencias , radios , didmetros , arcos J
euerdas semejantes.
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487 - Por ser (396) (ab)*=acxad=aepd
(fig.87), y (be)*=aoxde=dpfc ; serd (ab)*~+
(be)*=aepd-rdpfc, 6 el cuadrado V de la hi-
potenusa a¢ igual 4 la suma X+Z de los
cuadrados de los otros dos lados ab, be : pro-
posicion que demostramos (396), y que tam-
bien consta de que siendo semejantes los tridn-
gulos abc, abd, bde (390), serd (455) abe
abd:bd:::(acY:(ab)g:'(bt)”::V:X:Z, y siendo
abe=abd-bdc , sera V=X~+Z. ;
488 Luego 1.° X=V—-Z,y Z=V-X,
6 ¢l cuadrado de cada lado del dngulo recto,
es igual d la diferencia enire los ¢uadrados
de la hipotenusa y del otro lado. 2.° Quando
el triangulo rectangulo es isésceles, el cua-
drado de la hipotenusa es duplo del cuadra-
do de cada lado, esto es, (ac)gzz(ab); y
de consiguiente ac=)/ 2(ab)’=aby’2 , que
és una cantidad inconmensurable 5 y como a¢
es entonces diagonal del cuadrado V ; serd
la diagonal de un cnadrado inconmensurable
con sus lados : es decir, no podra con los la-
dos expresarse el valor de la diagonal.
489 3.°Toda figura formada sobre la
hipotenusa de un triangulo rectangulo es igual
dla suma de las semejantes trazadas sobre
los otros dos lados 5 por egemplo, el semicircu-
lo abéca es igual 4 los semicirculos aXb, bZc:
pues siendo abca:aXb:bZix(ac)*:(ab)*:(be)*
(456), y (ac)’=(ab)’~+(be)*; sera tam-




288 ELEMENTOS
bien abca—=aXb+bZe. Si se quita de ambas
partes a@oba, blich comun , queda aXbo+-bZl
igual al tridgngulo abe, y quando ab mzhe ), Se
tiefie aobX =abd. Las porciones de circulo
aXbo, bZsch se laman las Linulas de Hipo-
¢rates que encontr6 su cuadraturd.

460 4.° El cuadrado de la hipotenusa es
& los de los otros dos lados, como la hipoteniisa
d los segmentos correspondientes & dichos la-
dos; 6 (ac)*:(ab)?+(be)*nac:adids = porque
(m)’:(ab')2:(bc)*-::abc:abd:’bdc::ac:ad:dc ; pues
teniendo los tres triangulos una misma altura
bd', seran como sus bases ac, ad, dc (454)-

461 8.° Luego los cuadrados de dos cuer-
das ab, ah (fig.65) tiradas desde un estre-
ma a del diametro, son entre si como las par-
tes ad, ar que cortan en él las perpendiculd-
res bd, hr bajadas de los estremos de dichas
cuerdas : porque en el tridngulo abe, Gae)’s
(ab)*:ac:ad, y en ah; es (ac)?:(ak) wacar;
uego (ab)*:(ak)=ad.ar.
.1 462 De las figuras regulares isoperi-
metras la que tiene mas lados incluye mayor
siperfisie. Sean por eg. un cuadrado y un
pentagono (fig. 88), si se inscribe en ellos
un circulo , estardn sus superficies en razon
de los radios ac, mm; pues son el producto
de la mitad de su perimetro por dichos ra-
dios 3 luego nm es mayor que ¢a: porque sl
fueran iguales y de consiguiente sus circulos,
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seria menor el perimetro del pentigono, que
el del cuadrado (357), contra lo supuesto de
ser iguales ; luego es mayor la superficie del
pentagono que la del cuadrado. De consi-
guiente ¢l circulo que es un poligono de nfini-
tos lados , tiene mayor superficie gue oira qual-
quier figura de igual perimetro.

463  Para hacer dos figuras que tengan
entre si una razon dada como la da 503 5 de
tomaran en una linea indefinida ¢ (fig. 65)
dos partes que sean entre s{ como 1:3, de
suerte que sea 3ad=dc ; desde su mitad o s
trazara un semicirculo, y levantando en 4 1
perpendicular db, serdn ab, be tiradas 4 los
estremos del diametro los Jados homélogos de
las figuras que se piden, las quales se traza-
rdn semejantemente sobre ellos. La razon de
la operacion es evidente , pues las figuras se-
mejantes trazadas sobre ab y be, son entre si
(456) como (ab)*:(be)*:ad:dc=1:3 (461);
luego &e.

464 Si dada la figura abede (fig. 71) se
desease otra de una superficie tripla, 6 que
tuviese con ella ia razon de 3:1; suponiendo
auno de sus lados a? de 10 varas , ‘hallaria-
mos el homélogo AB de la otra figura ha-
ciendo 1:3::(10)*:300, cuadrado de AB; de
suerte que AB=1/300=17,32 varas con po-
ca diferencia; hagase ahora ab: AB:: be: BC::
¢d:CDx:de:DE, y se tendra la longitud de los
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demas, que unidos con angulos iguales aa,b,

¢,d, e, formaran la figura ABCDE que se

desea.
De los Solidos.

465 La Gltima especie de estension que
abraza longitud , latitud y profundidad 6 al-
tura, se llama sdlido , cuerpo 6 woltymen = se-
ra regular , si las superficies de que se com-
pone, son iguales y semejantes, y sus angu-
Jos solidos iguales; los demas son irregulares.
El cuerpo de quatro superficies se llama fe-
traedro, el de cinco pentaedro, y exdedro, ep-
taedro, octaedro.... polyedro el de seis , siete,
ocho..... y muchas superficies. :

466 Llamamos dngulo sélido al formado
de mas de dos 4ngulos planos que concurren
en un punto: tal es H (fig-89) compuesto
de los angulos DHA, AHB, BHC, CHD.
La medida de estos angulos compone la del
4ngulo solido que es siempre menor que 360°;
pues sise tira la perpendicular HO, y las DO,
CO, BO, AO, serd cada 4ngulo AOD ma-
yor que su correspondiente AHD , por tenet
2u vértice mas cerca de la base comun AD;
luego todos los angulos formados en H valen
menos que los formados en O que componen
360° (274)- Tambien cada dngulo de los que
forman el angulo sélido, es menor que la suma

de los demas: pues si llegase DHC por eg.
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a ser igual 4 DHA+AHB~+BHC, puestos

estos sobre aquel no compondrian un solido,

sino un plano.

467 El sélido ABCFDE (fig 9o) cuyas
dos caras opuestas ABC, DEF que son sus
bases , son dos planos iguales y paralelos,
las demas superficies ABED, EBCF, FDAC
paralelogramos , se llama Prisma: y puede
considerarse formado por el plano ABC mo-
viéndose paralelamente 4 si mismo lo largo
de la recta AD, dejando rastro de su camino.
ABC se llama plano generador , y cada plano
infinitamente delgado de los que forma, ele-
mento del prisma. La perpendicular HO tira -
da de qualquier punto de la una base 4 la
otra, es la altura : y las lineas AD, BE, FC
lados del prisma. Quando estos son perpen-
diculares 4 la base, 6 iguales 4 la altura, se

llama el prisma recto; y oblicuo (ﬁg.9 1) quan-

do no. Ultimamente, serd triangular , cua-
dmngular » pentagonal &c. el prisma, segun
el plano ABC sea triangulo, cuadrilatero,
pentagono &c. '

468  Quando el plano generador es un
paralelogramo ABCD (fig. 92), el prisma
que resulta, toma el nombre de paralelepi-
pedo , que tiene por superficies seis paralelo-
gramos ; quando es un cuadrado ABCD (fig.
93) consta de seis cunadrados iguales, y se

llama ¢ubo. Un circulo AEBF (fig. 94) pro-
T2

&
i
i
|
|
\
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duce un sélido ABDC que s2 liama cilindro,
que serd recto quando cae perpendicular la
linea OH que pasa por los centros de las dos
bases , y €s su ege: y oblicuo (fig- 95) quan-
do cae inclinada. Tambien puede considerar-
se producido por el rectingulo AOHC que
dé una vuelta al rededor de HO. _
469 St nos figuramos que una recta AH
(fig-89) fija en el punto H, corre con el es-
tremo A los lados de la figura ABCD, habra
producido un s61id8 que se llama Pirdmide,
cuya base es ABCD, y cuyas caras son tri-
angulos que tienen su vértice en un mismo
punto H que se llama wértice 6 clispide de la
piramide : su altura es la perpendicular HO
tirada desde el vértice H a la base,, y su ¢g¢
la tirada desde H al centro del poligono de
la dicha base. Quando el ege es diferente de
la altura, y el poligono de la base 1rregular,
sera la piramide irregular; pero si coincidie-
se cl ege y laaltura, y ¢l poligono de la ba-
se es regular, lo sera tambien la piramide, y
todos los triangulos CHB, BHA &c. seran
iguales ¢ isosceles. Una perpendicular HT,
tirada desde H sobre uno de los lados de la
base, la dividira por medio (3 37), v serd la
altura de todos los triangulos : se llama apo-
tecma. La piramide sriangular tiene por base
un triangulo , la ¢nadrangular un cuadrila-
tero &c.
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470  Si la base de la piramide fuesc un
circulo (fig. 96) 6 un poligono de infinitos
lados, resultara un sélido que se llama Cono;
que se puede considerar formado por el tridn-
gulo rectingulo AOH que diese una vuelta
al rededor de OH : OH es su ¢ge, y altura
quando es perpendicular: las lineas AH,CH
&c. sus lados , que se equivocan con los apo-
tecmas ; y segnn que la OH sea 6 no perpen-
dicular 4 la base, sera recto G oblicuo el cono.

471 Si el semicirculo AEB (fig.97) da
una vuelta entera al rededor de su didametro
AB, producird la esfera AEBDA que es un

* so6lido de revolucion terminado de una super-
ficie curva, cuyos puntos distan igualmente
del punto C que es su centro. El arco FA
forma el casco 6 casquete esférico FTHA.
El sector circular FCA engendra el sector es-
Jérico CFAHT : y FAO mitad del segmento
FAH produce el segmento esférico FTHAOQ,
cuya base es el casquete FTHA. A qualquie-
ra AB de los didmetros llamarémos ¢ge de la
esfera, polos 4 sus dos estremos A,B; y zo-
na 4 la parte EHFD comprendida entre dos
planos paralelos.

472 Un semipoligono que hubiera dado
una vuelta al rededor del didmetro , hubiera
producido un esferoide , regular 6 irregular
segun fuese el poligono : y como €l circulo e
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un poligono infinitangulo (357) serd tam-
bien la esfera un esferoide i;y?nitdngulo.

473 S imaginamos perpendiculares tira-
das desde la circunferencia 4 todos los puntos
del diametro AB, cada una en la revolucion
describird como radio un citculo , y de con-
siguiente juntos todos formaran la solidez de
la esfera t luego si 4 la esfera la corta un
plano qualquiera, la seccion sera un circulo,
tanto mayor quanto mas s¢ acerque al centro:
los que pasan por ¢l se llaman circulos ma-

aimos , y los demas enores.

De la medida y compamcion de las Super-
ﬁcies ¥ de los Cuerpos. =

474 La superficie del prisma (fig-90)
sin contar las bases ABC, DEF, que se 1la-
ma lateral , se compone de los paralelogra-
mos rectangulos AE, EC, AF, cuya medida
es (434) el producto de sus bases AB, BC,
AC por la altura comun AD. Las caras del
prisma oblicuo (fig 91) son los paralelogra-
it G GD s Bk TE, EF de lados AF,
BG, DH &ec. iguales , cuya supetficie consi-
Jerando & estos lados como. bases de los para-
lelogramos ; ¥ tirando sobre ellos sus alturas,
6 las perpendiculares ab, be, ¢dy de 5 €5 (435)
el producto de estas {iltimas por una de las
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bases 6 lados iguales AF. Lo mismo se de-
mostrard en el paralelepipedo , cubo y ci-
lindro. _

475 Luego la superficie lateral de un
prisma qualquiera (fig. 9o) es el producto del
perimetro ABC de su base por la altura AD
si es recto; y si es oblicuo, el producto de uno
de sus lados AF por el perimetro abode per-
pendicular a dicho lado. La superficie del ci-
lindro AD (fig.94) es €l producto del peri-
metro AEBE por la altura AC. Para medir -
la del cilindro oblicuo AD (fig. 95) basta pa-
ra la practica muldplicar uno de sus lados
BD por la longitud de ua hilo enrollado por
el vestigio de la seccion abed perpendicular
a4 BD. Sacada la supetficie lateral se. afiade
la de las dos bases para tener la total.

476 Los triangulos ADH, ABH, BCH,
DCH (fig.89) que son las caras del prisma
ABCDH, tienen por supetficie (436) el pro-
ducto de sus bases AB, BC, CD, DA por la
mitad de HT altura de todos los tridngulos
(469) : luego la superficie lateral de una pi-
ramide es el producto del perimetro AB+BCe
CD+DA de la base por la mitad de su apo-
tecma; 6 Z(HI<ABCDA). En la pirimide
inclinada se mide cada cara de porsi, y la
suma de la superficie de todas es la de la pi-
ramide. La superficie lateral del cono ACH
(fig.96) es la mitad del producto de la circun-
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ferencia ABCD de la base por uno de sus la-
dos AH 6 %(AHxABCDA).

4 En un trozo 6 tronco de pirimide
de bases abe, ABC paralelas (fig. 98) las caras
son los trapecios Ab, Be, Ca, cuya superfi-
cie es (437) el producto de la aitad de sus ba-
ses paralelas AB, ab; BC, bes CA, ca porla
altura comun k¢, 6 tirando mp, pn, um por
la mitad de Aa, Bb, Ces hixmpn : luego la
superficie lateral de un tronco de pirdmide es
la mitad del produsto de los perimetros abc,
ABC de sus bases por la altura ht , esto es,
2 abc+ABC)x=ht : 6 mpnxht , producto del
perimetro mpn medio entre los de las bases
por la altura ht. Tambien la superficie del
tronco Ac (fig. 99) de pirdmide cbnica es
Z(abg+ABC)xAa, mitad del producto de los
srimetros de las bases por su lados 6 mpnx
Aa producto del perimeiro medio por dicho
lado. '

478 Si consideramos 4 ab (fig.97) como
uno de los infinitos lados del semicirculo BEA
que produce la esfera, formara en su revolu-
cion un cono truncado : cuya superficie , ti-
rando las paralelas ad, bq, y por # mitad de
ab, lanm; serd (477) abx circunferencia mn.
Bajando ahora la ar perpendicular 4 bg, y ti-
rando el radio n¢s en los tridngulos abrmoc se-
mejantes (386)se tiene ab:ar=tpuncino; y por
ser las circunferencias proporcionales asusra-
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dios (421), sera ab:tpcircunf. nc: cfreunf. no:
luego (174) abxcircunf. no=tpx circunf. nc,
0 la superficie del cono truncado descrito por
ab, igual 4 su ege tp multiplicado por la cir-
cunferencia del circulo maximo de lasesfera.
Pruebese lo mismo de todos los s¢lidos que
componen la esfera, y tendremos gue su su-
perficic es el producto de su ege AB por la cir-
cunferencia de su circulo maximo: de suerte
que si suponemos que el didmetro AB ten-
ga 20 pies, y de consiguiente 62 2 la circun-
ferencia de su circulo, serdn 20x62 £ 6 12572
los pies cuadrados que contiene la superficie
de la esfera.

479 De aqui se infiere 1.° que la super:
ficie del casco esférico AFTH es ¢l producto
de su altura CA por la circunferencia del cir-
culo miximo ; y la de la zona DEHF el pro-
ducto de OC por la circunferencia de dicho
circulo. 2.° Que la superficie de un circulo cu~
yo radio fuese el ege de la esfera, seriaigual
4 la de la esfera: pues la circunferencia de
este circulo serfa dupla de la del circule ma-
ximo de la esfera. oy

480  3.° Como la superficie del circulo
miximo es el produtto de la circunferencia
por la mitad del radio, que es la quarta par-
te del didmetro, y la de la esfera el produc-
to de dicha circunferencia por todo el didme-
1o 5 equivaldrd esta a la de quatro circulos
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mdximos. De consiguiente, siendo la super-
ficie lateral del cilindro circunscripto (fig.
100) el producto de HM 6 AB ege de la es-
fera por la circunferencia de uno de sus cir-
culos maximos, HOGRIG . EQFT ,; es. decir,
igual 4 la de la esfera; sid la del cilindro se
anade la de sus dos bases que son circulos ma-
ximos , compondré seis circulos maximos; y
la superficie total del cilindro circunscripto 2
la esfera, serd 4 la de la esfera como 0:4, 0
como 3:2. _

481  Sélidos semejantes son los que cons-
tan de igual nimero de superficies semejantes,
ademas de tener sus dngulos s6lidos iguales;
y asi los de diferente especie como un pris-
ma y una pirdimide no pueden ser semejantes.
Como las superficies de los s6lidos se com-
ponen de dos factores del mismo modo que
las saperficies planass demostrarémos como
enellas (451 y sig.) , las proposiciones que
siguen.

482 ,, Las superficies laterales de los pris-
»»Mas, son entre si como los productos de sus
s aituras por el perimetro de sus bases , si son
ssrectos; 6 por el de la seccion perpendicular

. 3ya las alturas, si son oblicuos. Los prismas
y»de igual altura son como los perimetros de
,,sus bases , los de igual perimetro son como
,,sus alturas, y los de alturas y perimetros

., reciprocamente proporcionales son de super
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»»ficies iguales, y al contrario. Lo mismo se
,»debe entender de las piramides 6 conos con
»la diferencia de poner lado en lugar de al-
T
483 ,, Las supetficies de los sélidos se-
s, mejantes son entre si como los cuadrados de
»sus lineas homologas ; y de consiguiente,
»las superficies de dos esferas son como los
,,cuadrados de sus radios 6 didmetros.¢¢

De la medida y comparacion de las solideces
de los Cuerpos.

484 La solidez de un cuerpo que es el
espacio que ocupan sus superficies , sea 6 no
mazizo, se mide averiguando las veces que
en él cabe otro cuerpo que se toma por la
unidad. El escogido para esto es el cubo, que
por tener todas sus dimensiones iguales es el
mas sencillo. Sea ab (fig.92) el solido que se
toma por la unidad, y averigiiemos las veces
que cabe en el prisma AT.

485 A este solido le forma el plano
ABCD que corre paralelamente la linea CT
(467); luego a cada paso Cb que ande dicho
plano, igual 4 la altura db del solido ab, for-
mara tantos solidos iguales @ #b, quantas ve-
ces la base cabe en el plano AC : si son qua-
tro, sera la solidez del prisma tantas veces
quatro s6lidos iguales 4 ab, quantas la altu-
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ra db quepa en CT ; luego serd el producte
del naimero de veces que la base ad cabe .a
AC, multiplicado por el nfimero de veces
que la altura @b cabe en la altura CT, 6 mas
brevemente ¢/ producto de la superficie de la
base por la altura, y si es recto por su lado.

486 Para sacar la solidez del paralelepi-
do AT en la suposicion de ser AB de 15 pul-
gadas, CB de 8 y AE de 20; sacaré la super-
ficie de la base BD multiplicando AB por CB |
6 15 por 8, y multiplicando el producto 120
por la altura AE que es 20, tendré 2400 pul-
gadas clibicas 6 cubos de una pulgada, que
equivalen 4 1 pie citbico y Z; de pic, dividien-
do 2400 por 12x12x12=1728 , nlimero de
pulgadas cibicas que contiene un pie ctibico.

487 Luego la solidez de un cilindro rec-
20 AD (fig.94) es el producto de la superficie
de su base AEBF por su ege: y la del oblicuo
(tig. 93) ¢l producto de la base AEBF por la
altura HO: de consiguiente serdn iguales los
cilindros y prismas que tengan una misma ba-
se y altura.

488 Un plano RQ (fig. 101) que corte
4 una pirimide TABCDE paralelamente 4
la base , cortari proporcionalmente los lados
AT, BT, CT &c. y qualquiera otra recta
TO tirada del vértice 4 la base;, y en la mis:
ma razon que dos qualesquiera lados homo-
logos AB, ab de la seccion, Pues si por la rec
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ta TO y los lados de la piramide imaginamos
los planos TOA, TOB, TOC &ec. cortaran
la seccion abede en oa, ob, oc, o, od, las
quales seran paralelas 4 OA, OB &c. por ser
secciones comunes de los planos paralelos RQ,
ABCDE (433); luego los tridngulos ATO,
BTO, CTO &c. serdn semejantes , y sus la-
dos proporcionales, TO:To:TA:Ta:TB:Th::
TC:Te &c.: AB:ab:BC:be &e.

489  Luego 1.° las secciones ABCDE,
abede serdn semejantes; pues se dividen en
igual ntmero de tridngulos semejantes , por
tener paralelos sus lados; y de consiguiente,
sus areas seran como los cuadrados de las Jj-
neas TO, To; pues se tendrd (45 5) ABCDE:
abede:(AB)*: (ab)*=(TO)*:(Ta)? ; por ser
AB:ab=TO:To (488).

490 2.° S1 suponemos iguales las alty-
ras TO, MN de las piramides TABCDE,
MFGH cortadas por el plano RQ, estarin
las secciones abede, foh en la misma razon que
las bases ABCDE, FGH : y serdn iguales
si lo son las bases; pues siendo ABCDE:
abede:(TO)*: (To)* ; FGH:}fglz::(MN)”’:
(Mn)“ » Y MN=TO; seri (I‘O)QZCTODZ::
(MN)*:(Mn)?, yde consiguiente ABCDE:
| abede:FGH:fgh ; luego si ABCDE=FGH,
serd tambien abede=fgh.

491  3.° Las piramides de jonal base ¥
altura son iguales en solides y aunque sean
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aiferentes las figuras de sus 0SS pues seran
(180) todos los planos 6 elementos que com-
ponen la solidez de la una, a tedos los de la
otra, como la base de la 1.2 4ladela 2. lue-
go siendo iguales las bases , seran tambien
1guales todos los planos; y debiendo haber
en ambos igual namero de ‘ellos por haberse
supuesto de igual altura , seran las solideces
iguales. '

492 Esto supuesto, vamos 4 probar gue
qualquier pirdmide es la tercera parte de un
prisma de z:gual base y altura que ellas y
supuesto que todo prisma poligono puede di-
vidirse en igual nmero de prismas triangu-
lares de igual basey altura , bastara demos-
trar la proposicion del prisma triangular
EDFBAP gﬁg. 102). Para esto tirense desde
uno de sus angulos P las diagonales PE, PF
en las caras laterales AEDP, BEDP.

493 Imaginemos ahora un plano que pa-
sando por EPy PF, separe del prisma la pi-
ramide PEFD, y otro que pasando por L
diagonales EB, EP, separe del s6lido APBEF
que quedo (fig.103), 1a piramide APBE : y
tendremos dividido el prisma en las tres pira-
mides PEFD, APBE , EFPB, de las quales
las dos primeras de bases EDF, ABP y altu-
ras PD, AE iguales, son iguales en solidez
(491): y las APBE, EFPB consideradas so-
bre las bases ABE , BEF que son tridngulos
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iguales, y con el vértice comun P, serdn tam-
bien iguales; luego siendo la unaPEFD de una
misma base EFD y altura DP que el prisma,
serd lo mismo que las otras, su tercera parte.

494 Siendo pues, la solidez del prisma
el producto de la base por su altura (485),
sera la de qualquier pirdmide la tercera parte
de este producto, 6 /az base multiplicada por
¢l tercio de la altura. Y como el cono debe
ser tambien la tercera parte del cilindro de
igual base y altura, por ser prisma infinitin-
gulo , sera su solidez ¢/ producto de la bace
por el tercio de su altura.

495 Para sacar la solidez de un trozo de
pirdmide 6 cono de bases paralelas (fig. 98 y
99) , imagindndole completo, se saca su so-
lidez multiplicando la base ABC por 90,
multiplicando despues abe por 2 To, se tendr
la solidez del pedazo Tabe que falta : restese
esta de la total y se tendrd la del tronco. La
To que se supone conocida en esta operacion,
se saca por lo demostrado (488); pues sien-
do AB:2b=TO:To, tendremos (177) AR
ab:ab:TO—To:To 6 AB—ab:ab::Q¢:To.

496  La solidez de la esfera es ¢l produc-
to de su superficie por el tercio de su radios
porque si la concebimos compuesta de una
infinidad de pirdmides que tienen los vérti-
Ces en su centro, y cuyas bases componen su
superficie,, tendran todas por altura el radio
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de la esfera, ysera la suma de sus solideces
6.1a de la esfera el producto de todas sus ba-
ses , superficie de la esfera, por un tercio de
su altura, radio de la esfera: y asi la soli-
dez de una esfera de 20 pies de diametro,
cuya superficie es 12577 (478) » sera 35
1247 2= 419037 ples cibicos. S1 suponemos
con Newton que el diametro de nuestro glo-
bo tiene 19688725 pies de Paris, y la cir-
cunferencia de uno de sus circulos maximos
61878850 ; tendrd su superficie (478) ..ooves
1218315660966250 pies cuadrados; y el pro-
ducto de este namero por la sesta parte del
diametro dard 3997846798940344927500
piss clibicos de que consta la tierra.

497 Luego la solidez de un sector esféri-
co OFAHT es el producto de la superficie
del casco FTHA por el terciodel radio. Co-
mo esta se compone del segmento FOHTA
y del cono CFH, si de la solidez del sector se
resta la del cono, resultara la del segmento.

498 La solidez de la esfera es los dos
sorcios de la del cilindro circunscripto. Lla-
memos al radio R, D al diametro, C la su-
perficie del circulo maximo HOGR 6 EQPT;
y serd 4C la superficie de la esfera (480),
y su solidez $Rx4C , 6 4x:XRxC, 6 $RxC,
esto es, = DxC, por ser 2 del radio 2 del dia-
metro: y como la solidez del cilindro es DxCs

serd la 1.2 ala 2.2 como 2 DxC:DxC 6 como
21,0 {ltimamente como 2:3.
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499 Como toda <olidez es producto de
una superficie que tiene dos factores , por
una linea; si llamamos B, C los factores de
la superficie 4 base, y A su altura, S la soli-
dez de un cuerpo; s la solidez de otro, y 4,
b, ¢ sus tres factores , tendremos S=AxBC,
s=axbe. Luego sera S:s:AxBCiaxbe , es
decir, las solideces de dos prismas 6 cilin-
dros, 6 de un prisma y un cilindro son en-
tre si como los productos de su base por lx
altura. De consiguiente , los de tzual base
seran come sus alturas, y los de igual altura
como sus bases 5 pues si A=a, resulta Sis::
BC:be, y si BC=bc, S:s:A:a.

500 Quando A:a:be:BC, se tiene (174)
Ax<BC=axbc 6 S=s; esto es, si las bases de
de los sélidos estan en razon reciproca con las
alturas , serdn sus solideces touales , y al con-
trario. Todas estas proposiciones se deben
entender tambien de las piramides 6 conos.

§o1 - Quando los s6lidos son semejantes,
son iguales las razones A:a, B:b, C:c (481)
de los factores de que se componen las soli-
deces en la proporcion S:s:ABC:ab¢ (499)s
luego las solideces ds los cuer pos semejantes
estardn en razon triplicada |, é serdn come
los cubos de sus Sfactores homblogos ; 6 S:si
A3:43:B3:5p3::C3:05 ; de consiguiente, las so-
lideces de dos esferas serdn come los cubos
de sus radios é didgmetros.

v
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502 Tenemos pues, que las figuras de
los. solidos semejantes son como sus lineas
homélogas (420), sus supetficies como los
cuadrados de dichos lados homélogos (483),
y sus solideces como sus cubos (g01): de ma-
nera que si los didmetros de dos esferas por
eg. tuvieran la razon de 3:4 , las circunfe-
rencias de sus circulos maximos serian tam-
bien como 3:4, sus superficies 6 las de las
esferas serian como (3): (4)* 6 como 9:16;
y sus solideces como (3)3:(4)° 6 como 27:04.

s03 Luego para hacer una esfera dupla
de ‘otra que tuviese 6 pulgadas de diametro,
haria la proporcion 1:2:216 cubo del didme-
tro dado 452 cubo del didmeiro de la esfera
pedida: cuyo didmetro seta 7,46 ; raiz cl-
bica préxima de 432.

Método para medir la capacidad de los va-
sos que encierran algun liguido.

- go4 Pard medir la capacidad de un vase
6 las veces que contiene una medida que se
toma pot la unidad ; como por lo comun los
vasos son conicos 6 cilindricos ; se hard un ci-
lindro AH (fig. 104) de estafio { hoja de la-
ta, en el que se echard una 6 dos azumbres
de liquido , y tomando una vara (fig. 10§),
se senalaran en uno de sus lados las partes
E1, 12,2 3 &c. iguales 4 la altura AD que
ocupa el iquido en el cilindro. .
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gog Para dividir el otro lado MN de la
vara, se levantard en N la perpendicular NT
igual al diametro AB del cilindro, se tomara
Ni1=TN, vy tirando la hipotenusa T1, se-
rd didmetro de un circulo 6 base dupla de
ARB; porque (456) los circulos son como
los cuadrados de sus didmetros, y (T1)*==
(TN)2+(NI>2: 2(TN>2 (457) ; senalado
pues, T1 desde N a 2, se tirara la hipote-
nusa T2, y serd por la misma razon didme-
tro de una base tripla de ARB; se trasladard
desde N 4 3, y se continuard del mismo mo-
do para sacar los didmetros quadruplos, quin-
tuplos &¢. Si se dividen TN y N1 por me-
dio en Ky ¢, y se tira la K¢, serd didmetro
de una base mitad de ARB; que se debe pa-
sar de N az. ’ ' \
506  Para medir ahora el vaso XO (fig.
106), se aplicara ‘el lado NM de la vara al
didmetro XZ, y si coge N3, serd triplo de la
base ARB (fig.104) : y de consiguiente, el
hueco XT hara tres veces mas liquido que
AC. Midase despues la altura LX con el la-
doFE de la vara, y si equivale & cinco divi:
siones , deberé multiplicar 3 por g para en-
contrar las azumbres de liquido que caben en
el vaso XO, que seran 15. :
507 Siel vaso fuere ‘cono truncado, se
sacara una base media, sumando las dos; pe-
rosi la de arriba fuere muy pequefia, serd -
; Va
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mejor reducir el vaso 4 sélido regular : pues
si se sacase la mitad de la suma de las dos ba-
ses AM y R del vaso ARM (fig.107), resul-
tarfa una base poco mayor que la mitad de
AM, y cuyo producto por la altura MC, da-
ria una cabidad igual casi 4 la mitad del ci-
lindro AC ; siendo asi que el cono ARM, cu-
ya cabidad se busca , es casi el tercio de di-
cho cilindro (493)- '

o8 Ultimamente , para averiguar el
hueco del tonel BQ (fig.108); tomese un
didmetro medio entre los dos LE, AB, que
sera 2% si DE equivale en la vara a N3 y
AB 4 N2; sea la longitud CT=M8; multi-
pliquese 8 por 2%, y el producto 20 sera el
nlimero de azumbres que caben en el tonel
propuesto, que podemos considerar como un
cilindro de una base media proporcional arit-
mética entre ¢l fondo y su vientre.

S6lidos regulares.

gog Llamarmos asi los cuerpos cuyas su-
perficies son todas poligonos regulares € igua-
les, y cuyos angulos slidos se componen de
igual nlimero de angulos planos. Como estos
1o han de llegar 4 360° (466), y seis angu-
los de tridngulo equilatero componen 6x60°=
360° , solo podremos formar con angulos de
triangule equilatero un 4ngulo sélido de tres,




DE GEOMETRIA. 300
igual 4 3x60°=180°; de quatro que vale
4>x60°=240; y de cinco, su valor §x60°=
300°: de donde resultan el tetraedro (fig.
109), cuvas superficies son quatro triangu-
los equilateros, el ostaedro (fig. 110) que
consta de ocho , y ¢l icosaedro (fig.111) que
ticne veinte. Con angulos de cuadrados sole
puede formarse un angulo solido de tres, ignal
4 3x90°=270; pues 4x90 °='360°; .y con
tres angulos de pentigono 6 3x108°=324°,
otro; ycon ellos se forma el exdedro 6 cubo

fig. 112) rodeado de seis cuadrados iguales;
y el dodecacdro (fig. 113) que consta de do-
ce pentagonos regulares. Y como tres angu-
los del exdgono regular valen 3x120 __360 3
es claro que no puede haber mas solidos re-
gulares que los cinco referidos.

§10  Si se saca la superficie de una de
las caras de estos , y se multiplica por el nii-
mero de ellas, se tendra la superficie de cada
uno. Con este fin se han pintaco al lado de
cada sélido las superficies que e rodean.

511 Lasolidez del tetraedro se saca co-
mo digimos (494); pues es una piramide
equilitera triangular. La del exiedro se en-
cuentra por 1o dicho (485). Al octacdro se
le considera dividido en dos piramides igna-
les y semejantes ; y despues se saca la solidez
de las dos. Tambien el icosaedro puede ima-
ginarse dividido en veinte pirdmides iguales:
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y asi multiplicando por 20 la solidez de una
de cllas, se tendra la del solido. Ultimamen-
te, tirando rectas desde el centro del dode-
caedro 4 todos sus angulos, resultaran doce
piramides , pentagonos iguales; con que si
multiplicamos por 12 la solidez de la una,
tendremos la del dodecaedro.

TRIGONOMETRIA RECTILINEA.

g12  Ensefia este ramo de la Geometria
el modo de uveriguar en un triz’mgulo recti-
lineo el valor de tres de las seis cosas que
le componen , 4 saber tres angulos y tres la-
dos, dado el de las otras tres: no siendo los
tres angulos; pues por ellos solo se puede
saber la razon de los lados , pero no su lon-
gitud, que sera diferente en cada uno de los
infinitos tridngulos que pueden tener unos
mismos angulos (333%). A este fin, como los
lados de los tridngulos no son proporciona-
les a sus éngulos . se han inventado las lineas
tr{gonométrivd:, SENOS , COSENOS , mngentes, se-
cantes que vamos 4 dar a conoger, las qua-
les ademas de ser proporcionales con los la.
dos de los tridngulos, son un equivalente de
sus angulos.
13 . Llamamos pues, seno recto 6 seno
de un 4ngulo ACB (fig.114) 6 de su arco
AB 4 la perpendicular AT bajada del estre-
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mo A de dicho arco sobre el radio CB, que
pasa por el otro estremo B: semo werso a la
parte BT del radio comprendida entre el se-
no y el estremo del arco: tangente de dicho
angulo ¢ arco AB a la BH perpendicular al
estremo B del radio CB, terminada por el
radio AC alargado : y secante 4 la CH 6 ra-
dio AC alargado.

5§14  Tambien AD es seno del angulo
ACE 6 arco AE, DE su seno verso, EQ su
tangente y CQ su secante : y como el arco
AE es complemento de AB, seran AD, DE,
EQ, CQ seno, seno verso, tangente y se-
cante del complemento del arco AB, 6 mas
brevemente cosexo, coseno verso , cotangente,
y cosecante del arco AB. En lo sucesivo es-
cribiremos sen , cos, tang , cotang , sec , en lu-
gar de seno, coseno, tangente , cotangente,
secante.

515 Segun lo que acabamos de decir 1.°
El seno AT de un arco qualguicra AB es la
mitad de la cuerda AR del arco ABR dugplo
de AB; pues el radio CB perpendicular 4 AR,
le divide por medio (306). Y asi el seno del
arco de 30° es la mitad de la cuerda de 60°,
que es el radio (367).

¢16 2.° El coseno AD de un arco AB
qualquiera es siempre igual 4 CT parte del
radio comprendida entre el centro y el seno:
y su seno verso BT es la diferencia entre el
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radio y el coseno. 3.° La tangente BH es ignal
al radio BC gquando el anguio BCH es de
45°; porque siendo el angulo CBH recto, y
BCH de 447, sera tambien BHC de 45
(341), v la BH=BC.

517 4.° Que si en un tridngulo rectan-
gulo CAT se toma por radio la hipotenusa,
y se traza un arco AB, seran los otros dos la-
dos AT, TC seno y coseno del angulo ACT:
y si se toma por radio uno de los lades como
CB en el triangulo rectangulo HCB, sera el
otro BH tangente, y la hipotenusa CH se-
cante del angulo HCB.

518 En el punto B en que suponemos
que no hay arco, tampoco hay seno ni tan-
gente, y el coseno es el radio CB. Al paso
que es mayor el arco, crece el seno y la tan-
gente , y disminuye el coseno. y comngentc
hasta que el arco llega a ser BAE o de go°:
entonces es el seno el radio EC, que por ser
el mayor de todos se llama semo zotal 6 de
90°, el coseno es cero y lo mismo la cotan-
gente; y la tangente y secante que resultan
paralelas, son infinitas.

519 En pasando el arco de go° comien-
zan a mengiiar los senos y tangentes, y a cre-
cer los cosenos y cotangentes hasta que lle-
g2a180° 6 al punto F, en el que es cero el
seno y la tangente , el coseno es el radio CF,
y la cotangente y cosecante paralelas € infini-
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Pero es de advertir que en qualquier
angulo obtuso es uno mismo el seno, coseno,
tangente &c. que en el angulo agudo su su-
plemento; por eg. el seno del angulo ACF
es AT, seno del angulo ACB suplemento de
ACF ; sucoseno es CD , su tangente es FG
igual 4 BH , 4 causa de los triangulos CBH,
CFG lguqles (345) : pero todas estas lineas
son negatlws quando pertenecen 4 los dngu-
los obtusos, O estin en una situacion contra-
ria a la que tienen quando pertenecen 4 los
angulos agudos.
g20 Sillamamos # el radio AC de un cir-
culo qualquiera, y 4 el arco AB; sera AT,
sen as; CT', cos a; BH, tang a; CH, sec a
&c. Luego si dado el valor del seno AT, se
nos pidiese el de las demas lineas. 1.° En el
triangulo rectingulo CAT, donde CT%
(CA) (AT) (458), 6 CT— (AC
f)), serd cos a=1/(r’—sen*a), asi co-
moAT:l/((A(J) —(CT)?*) 6 sena=v/(r*—
cos*a). 2.° Por ser TB=CB—CT (516), se-
14 sen vers a—r—:cos 4.
521  3.° Delos triangulos rectangulos se-
mejantes CAT, CBH se saca CT:TA=CB:BH
6 cos a:sen aur:tang a; luego tang a—....

r.senma s Sena

suponiendo =I. 4.° Enlos

cosa,’ cos &

mismos tridngulos se tiene CT:CA=CB:CH
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5
, s @
r=I1. §.° Por ser DE=CE—CD , tendremos
COS VErs a=r—sen a.

522 6.°> De los triangulos semejantes

_CDA, CEQ se saca CD:DA:CE:EQ 6 sen

6 cosdirursec a= sienda..

a:cos anricot a= 1% = % haciendo..
Sén & sen a
r=1. Tambien es BH:CB:CE:EQ 6 tang a:
2 ¥
rarotd—= ——————.
: tang @ tang &

523 7.° Ultimamente, CD:CA:CE:CQ
o 2
6 sen airuricosec 4= ———— — —

Sén & Sen @&

524 8.° En dichos triangulos se tiene
BH:CB:=:CE:EQ 6 tang a:r:r:cotang a; de
7 yid
donde tang e bW cotang a—

b ¢ 3 . ’
oo decir, que las tangentes estan es
razon inversa de las cotangentes.

525 Dado el seno BD=a (fig.115) de
un arco qualquiera AB y de consiguiente su
cos a (§ 20) , se tendra el seno BT de su mi-
tad en el tridngulo rectingulo ABD, donde

por ser AB=1/((BD)*+(AD)?*), se tendrd
2 AB=BT=21/((BD)*+(AD)*), 6 sen==

SV/(sen*a~+senvers®a) : pongase en lugu

o M. >

e

Saomd 25 sl B Pemd Y. O B
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de sen vers*a su valor ( §20) (r—cos 2)* 6

a
r’—2r cos a-+cos’a, y sera sen’ -=;1/(sen*

A~+7r>—2r cos a—+00sa) : Y COMO sen’a—+...
¢0s’a=r* en el triangulo rectangulo BDC, se

. a
tendra por Gltimo sen 5 =3V (2r*—2rcos a).

T . a 3 . qe
526 Si dado BT 6 sen— se nos pidiese el
seno BD=2z del arco duplo, se sacara de la
5 a__ 1 2
equacion sen=-=21/(2r’—2r ¢os a) el valor

a
r’—z(:en"’;)’

r

sen a=1/(r>—cos*a) que encontramos (§20),
| tendremos dicho BD.

527 Supongamos ahora conocidos los se-
nos EF=a, DT=b (fig.116) de los arcos
AE, DE, y tratemos de encontrar el seno y
coseno de su suma y de su diferencia. Si se
toma EB=ED), sera AB la diferencia de los
arcos AE, DE. Bajese el radio CE perpendi-

' cular 4 la cuerda BD; DM, TL, BG perpen-
' diculares @ CA, y trando-las paralelas TH,
BK, serd (373) DH:HK:KO:0B:BT:TD;
esto es, DH=HK , KO=CB, asi como DT=
TB (300): luego el seno de DBA suma
de los arcos propuestos , sera DM=MH-+
HD=TL~+HD:; el seno de ladiferencia de di-

de cos a=

» ¥ sustituido en....
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chos arcos BG=MK=HM—-HK=TL-HD;
el coseno de la suma CM=CL—LM=CL—~

TH, y el coseno de la diferencia CG=CL+ |

LG=CL~+TH.

El valor de estas lineas se saca de los tri-
angulos CEF, CTL, DTH semejantes, don-
de CE:CT:EF:TL, CE:CT:CF:CL, CE:
CF:DT:DH, CE:EF:DT:TH ; 6 ponién-
doles sus nombres , 7:¢osbusena:TL =

sen a.cos kb cosa.cosh
= 2 r:cosb:zoosa:CL_—:——-r——,

sen b.sos &
#:cos gz sen b: DH=——

, risen azsenb:

Sena.sen b
TH= . Luego......

1.* TL+HD=DM=sen(a+h)= 220 2 22

r

2.* TL—HD=BG=—se#n (4—- b ): sen a.ceS b—ces a .5

r

3.* CL—_TH=CM=vos (a+b): -
2 = ek e cos @. cos b—rsen & . siv

4.° CL+TH=CM=cos(a—b)= .._‘i_.__’_
528 Supuesto que tang— %— (521),

serd tang (a-+b) =020 —

ese0vpsnnsnseeeit

cos (#—+b)
- sen @ sen b )
v (sen &.cos b—ycos &. sen b) S\
7 —_— T
cos #.cos b—sen @.sen b sen & sen b

TE S cos a cosh
~dividiendo numerador y denominador por

cos &.cos b—sen &. st
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cos #.¢05 b ; ponganse ahora en lugar de....

sen @ sen b tang a tang b

TR 1 § o
T S iguale Foat P
y se tendrd por Gltimo tang (a+b)=—......

r2(tang a—ytang b)
y2—tang a.tang b
r2(tang a—tang b)
(4 b ) rz—e-mng a.tang b ®
7.008
529 De la expresion cotang ==~ (522),
7.cos ((z—hb Jeiars
Sén (a—i-;)—

. Y por lo mismo serd fang ..

sacaremos cotang (a-+b)—

e hirsne

( sen a. sen b

plcos . cosb—sena.sen b) cos a.cos b -

sena.cosb-ivosa.senb  sena B
—— S ——

cos & cos b

r2—tang & .vang b tien d pre b

tang a—+iang b par gapor Bi6030, Y.
s tang a tang b :

sustituyendo —— , —— en lugar de......

Sen a sen'b
A Como tambien ¢ozang (a—b)=
r’—l— tang a .tang b

tang a—t:mg b
° 2
530 Ultimamente , siendo secante = -'—

(521), tendremos secant (a+b)= .E(_}’;W =

73 ; 2 x 2

€05 @.cos b—sen a.sen b~ 1(¢0s #.605 b—sen &, sen b)

multiplicando por r: mulsipliquese y parta-.
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se el denominador por cos a.cos b, y resulta-

’ / b Dl e

ra secant (d-'- )'- sena _senby
(r.cos@.cos b;x(l- =

T

cos @ cosh )
7. sec @.sec b
r2_tanga.tang b
. r2 sen .
gar de sus iguales ——y —= (521): y por

- 3 r. sec a.sec b
igual razon sec (a—b)==: 407 2 sang b Bl

poniendo secant y tang en lu-

ks ahe iy e R ¥ L o

- . . 14
mismo calculo con corta diferencia nos dara
rz
_—— 2 e SR S AR
cosec (a~+b) gy vy (523) J

r3 2 X732

~3

BN LI bt | e T e |

Sen a.cos b—cos @, senb sen @ sen b)

@ :asd.cosb}x( ----- =
" \cosa cos b,
seca. Sech

'y cosec (a—b): S

. sea.sec b
'_—_t.;t?;—i-t;ngj b ;an‘;"; = erﬁ'
§31  Sienlas expresiones de sen (a+17,)
¢os (a+b) &c. suponemos a=b, a==2b,
a—3b &c. resultaran los valores de los se-
nos , cosenos, tangentes &c. de los arcos du-
plos, triplos &c. St suponemos b=—=a y r=1I,
serd sen (a-+b) —sen2a—= 12 sena. cos a;
¢os (a+b)==cos 2a==c0s*a—sen*a s tang ..

P s N Y et e pee ey e PT

b7 .
(a+b)=tang 20——-2"2"2 . haciendo...
b—n2a, se tendra sen 3a—=sena.cos 2a+
0S A.Sen2a ;5 005 JA=C05 &.60S 24— 568 4.
sen 2a &c.



DE TRIGONOMETRIA. 319

§32 Asi como un arco se valia por gra-
dos, mayores 6 menores segun el circulo;
asi tambien el valor de un seno que en dife-
rentes circulos tiene distinta longitud , se es-
presa en partes en que se considera dividide
el radio del circulo, sea grande 6 pequefio.
Para que este valor sea mas exicto se supo-
ne que el namero de partes en queé el radio
6 seno total se divide, sea grande como.....
1000000, y averiguando. quantas de ellas
corresponden 4 cada uno de los senos , cose--
nos , tangentes &c. desde 1’ hasta 9o°; se ha

formado una lista de ellos que se llama #2bla
| de los senos. )

533 Las proposiciones establecidas ya,
bastan para su construccion ; pues tenigndo
1000000 partes el radio, cuerda de 6¢°
(367) , tendré el seno de 30° que €s su mi-
tad (§1¢), §00000 : y buscando sucesivamen-
te los senos de la mitad (52¢), sacarémos
por el de 30° el valor de los sénos de 1¢°,
7°30% 3°45", 1°§2'30" hasta el de §2/" 44
3'"'< que por su pequefiez se confunde ya
con-su arco. Por lo mismo tanto é] como el
de 1" seran sin error sensible proporcionales
coni sus arcos ; y podremos decir , ¢/ arco de
§2" 44" 3" e5 d su seno encontrado , como
¢l arco de 1" es @ su seno. Conocido por esta
proporcion el valor del seno de 1, sacarémos

el de 2, 4, 8" &c. (528), el de 1'ra'=—3"
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(527) s 3'+a2'==g , el de 10/, 20/, 30/, 6o/,
6 el de 1.° y con €l se sacaran del mismo
modo los de los senos restantes hasta 43°.
Los demas hasta go°® son sus cosenos , y su
valor se encuentra segun digimos {ga0):
con los senos y cosenos se sacan (§21) los
valores de las tangentes y cotangentes.

534 Las tablas que acabamos de ense-
fiar 4 construir, en lugar de los valores de
los senos , cosen. tang. suelen contener solo
sus logaritmos para mayor comodidad en los
calculos ; pero logaritmos sacados por los an-
tiguos GeOmetras que consideraban al radio
dividido en Iooooocooooo partes. Los Mo-
dernos suponiendo el radio de roooooo han
omitido en los valores de los senos , tangen-
tes &c. las quatro Gltimas cifras, y algunos
cinco , por no necesitarse tanta exactitud;
pero han dejado los logaritmos conforme los
sacaron los Antiguos. El que solo tenga ta-
bla de logaritmos de los senos, y quisiese sa-
car por ellas el valor de un seno v. gr. el de
18° 6, debe- rebajar seis unidades de la ca-
racterfstica de su logaritmo 9,4923083, y
buscando 3,4923083 en los logaritmos de los
nfimeros naturales, le hallard entre 31067y
3108, y qualquiera de ellos sera con poca
diferencia el valor del seno de 18°6°,

§35 Habiendo manifestado ya como los
senos equivalen 4 los angulos,, vamos ahora
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a demostrar que en gualquier tiidngulo los
senos de los dngulos son proporcionales d. sus
lados opuestos : para lo qual basta inscribir
en un circulo qualquier triangulo ABC (6 g
37); y reparar que siendo cada lado cuerda
de un arco duplo del que mide el dngulo
opuesto (322), sera la mitad de cada lado
el seno del angulo opuesto: esto es; AP serd
seno del dngulo B, AN seno de.C; y BH seno
de A : luego siendo los lados propercionales
4 sus mitades, lo seran de consiguniente 4 los
senos de los dnghlos opuestoss de suerte que
sera AB:sen Ce:AC: i B:BCisen Ar 111
536 En el triangulo rectingulo, ABD
(fig: 117) es tambisn ¢l seno del angulo recto
D que es el radio =7, d-la hipotenusa AB;.
como el seno. Alal lado BD; y como &l semo-B al
lado AD: y'como tomando a BD por radio, es’
AD tangerite del dngulo.B (517) 5y, siendo
AD radio es DB tangente del angulo A; serd
BD:AD:ritang B, y AD:DBur:tang A.

537 En un triangulo qualquiera ACB
(fig. 118) la suma de los dos lados BC+AC
gne comprende el dngulo C; es d su diferen-
¢ia BC—AC, como la tangente de la mitad
de la suma de los otros dos angulos A, B és
4 la tangente de la mitad de la diferencia de
estos dngulos: 6 BC+AC:BC—AC:ztang
$(A-+B): tang - (A—B). :

538 Para demostrarlo describase un cir-

X
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culo-desde C con el intervalo del-lado me-
nor. AC , 'y tiradas:las dos cuerdas AE, AD,
y DE paralela 4 AE, ser4 el dngulo ¢ mitad
de los angulos A y B, por ser z=A+B(339);
y ¢ mitad de 2 (323): el dngulo DAB es la
semidiferencia de A —B de dichos angulos
(238) 5 porque DAB con el 4ngulo o=¢
que €s su semisuma, compone el angulo A
el mayor de Ay B; luego siendo EAD an-
gulo recto (324), y lo mismo su igual ADF
(390) 3 sera tomando 4 DA y AF por radios;
EA tangente del dngulo t==2(A+B), y DF
tangente de DAF =—=Z1(A—B): y como por
las ‘paralelas EA'y DF se tiene BE:BD=EA:
By BE= BC+AC, BD=BC—-CD=
BCAC, saldré por filtimo BC+AC:BC—~
AChtang & (A+B,: tang 1(A=B)., Conocida
la semisuma 'y- semidiferencia. de los angulos
Ay B ise averigua facilmente ‘el valor de
cada uno(238). - = _

¢3¢ Finalmente , en qualgnier tridngulo
ABC (fig. 119y 120) el lado BC sobre el
gual-6 sobre cuya prolongacion tae la perpen-
dicular AD ; es:d lasuma AC+AB de los
otrosdoss comovsw diferencia AC—AB es dla
difereniia DC=BD de los segmentos hechos
por la perpendicular AD; 6 a susuma DC+
BD i -la" perpendicular cae fuera. Porque
trazando un circulo desde A con el radio AB,
yualargando AC-hasta T, serd (398) CB:CT#
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CR:CE, y como CT=—AC+AB, CR—
AC—AB , y CE=DC—DB por ser BD =
DE, se tendra sustituyendo estos valores,
BC:AC+AB:AC—AB:DC+DB: y en la
fig. 120 donde 'CE es igual 4 . CD+DE=—
CD-+DB, sale BC:AC+AB:AC—AB:CD-+
DB. Con la suma y diferencia conocidas de
los segmentos se averigua su valor (238).

Usos del cdlculo trigonoméirico en la resolu-
sion de los tridngulos rectangulos
g oblicudngulos.

§40 Con las proposiciones demostradas
se pueden resolver los quatro casos diferen:
tes en que con arreglo 4 lo dicho (§12), da-
das tres cosas de las seis que componen un
tridngulo se pida el valor de las otras tres; y
comenzando por el triangulo rectanguio , si
ademas del angulo recto D (fig.117) que se
se conoce , se diese 1.° uno de los angulos
agudos B y el lado BD harémos (536 ) r:
tang.B:zBD:AD para averiguar el lado AD,
2.° Si se diese la hipotenusa AB y uno de
los angulos agudos A, haciendo 7: AB:: sen
A:BD, se conocera el lado BD. 3.° Con el
lado BD y la hipotenusa AB, tendremos AB:
r:DB:sen A, y se habra averiguado el angu-
loA. 4.° Dados los lados DB, AD se hara
AD:DB:r:tangA , y se remthéL el angulo A.

2
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541 En los triangulos oblicudngulos” 6
ue no tienen dngulo recto I1.° conoeido uno
de los lados AB (fig.121)y los dos angulos
Cy B, sera'A lo que les falta para 180°
(341), yse averiguard el valor de los lados
AC y CB por las dos proporciones siguien-
tes (§35) sen C1ABwsen B: AC:: sen A: BC.
2.° Dados los doslados AG,CB (fig.118) y el
angulo C comprendido, se hara (§37) CB+
AC:CB=AC ::tang 2 (A~+B):tang L(A—=B):
conocida la diferencia de A y B, como se co-
noce su suma que conC compone 180°(341);

se averiguard lo que vale cada uno (2 38).
el g8 Quando se dan los lados AB,
BC (fig. 121) y el dngulo A ; se hace BCs
sein A=AB:sen G+ conocidos C y A y de con-
siguiente su suplemento B, se averiguara AG
diciendo sen C:AB:sen B:AC. Si con los la-
dos AB,BC se hubiese dado el angulo C, hu-
bieramos hecho la proporcion AB:sen C=BC:

senifin o w3

- 243 Pero como tirando la BT=AB, re-
sulia otro tridngulo BTC con los mismos tres
datos BT 6 AB, BCyC, donde BF:sen Cs
BCsenBTC ; seinfiere que 4 dichos datos
AB, BC y C corresponde por 4.° término
roporcional - 0 el seno del angulo obtuso
TC 6el del dngulo A=BTA complemento
de BTC, que aunque el mismo én ambos

(519); no'le es el tercer lado AC, TC de
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los dos tridngulos: por lo que quando se den
en un trigngulo dos lados AB, BC y el an-
gulo C opuesto @ AB, se necesita saber ade-
mas , si el angulo opuesto al otro lado .es el
agudo A, y entornces se tratara del triangulo
ABC, 6 es el obtuso BT, y sera BTC el tri-
angulo de que se habla.

544 4.° Si sc diesen los tres lados AB,
AC, BC(fig.119), y se pidiesen los dngu-
los ; sacarémos de la proporcion (§39) BC:
AC+AB:AC—AB:DC—BD la diferencia
de los segmentos que forma una perpendicu-
lar bajada desde A sobre BG, suma conocida
de dichos segmentos ; luego conoceremos el
valor de qualquiera de ellos por eg. el de DC:
?ren el tridngulo rectangulo ADC conocida

a hipotenusa y el lado DC, se averiguara el
dngulo C (§40), y de consiguiente (542)

}Sea AC=180P. AB—128, BC=200,
tendrémos 200:180+128:180—125:DC—
BD—EC, esto es, 200:308 :52:EC=—=80
poco mas. Con esta diferencia de los segmen-
tos BD , DC, y su suma el lado BC, tendré-
mos ¢l valor de qualquiera de ellos BD—
2(900—80)==060": y en el tridngulo rectin-
gulo ABD donde conocemos AB , BD averi-
guarémos ¢l angulo B (540) y porél, los
otros Ay C.

5§45 ~ Vamos 4 aplicar esta doctrina 4 algu-
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nos egemplos, en los que usarémos para abre-
viar el calculo en lugar de los nlimeros , se-
nos , cosenos , tangentes &c. de sus logarit-
mos, y aun del complemento aritmético, co-
mo no sea en el caso de haberse de hacer la
resta del logaritmo del radio, que siendo.....
10,00000 , escusa dicha abreviacion.

546 Hayase de medir 1.° la altura AB
(fig. 122) accesible por uno dessus estremos A.
Puesto el Grafometro en un sitio inmediato
M,y colocado verticalmente 6 de suerte
que su pie caiga parpendicular al suelo llano
por medio de un hilo ¢¢ con un plomo, que
colgando de su centro debe pasar por los go°s
dirnjase por el didmetro inmobil el rayo visual
pD, y por el mobil el 4B 4 la cumbre de la
altura : vease qudntos grados coge en el ins-
trumento el angulo peg , y estos mismos ten-
dra su vertical BED. Medida despuesla dis-
cancia MIN==¢D , como BN es perpendicu-
lar ‘al suelo y de consiguiente 2 ¢D, serd
BDez un triangulo rectangulo , donde st el
lado ¢D que se conoce , s de 456, yel an-

ulo observado BeD de §6°127, se sacara el
otro lado BD (§40) por la proporcton r:tang
B:D=¢g6°12" ¢D=4156:DB que se encuen-
tra de 681 por el siguiente calculo de loga-
ritmos: ro

~\‘.‘
>~
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telgglitang. (g0 T2l S4. 10,174287
Logs 4g6catie.. . iainvdin 2,658963
St By 0 s R 12,833242
Log odebvadio... dvoieie 10,000000
Resta 6 Log. BD......i.... 2,833252

anadasele DN 6 la altura del Grafémetro,
y se tendra la AB que se pide.

547 Si BD fuera la altura conocida- de
una muralla, y se pidiese la longitud de ¢B
para escalarla ; despues de haber buscado el
angulo Bed haciendo eD:DB::r:zang BeD, ha-
riamos BD:sen BeD:::Be. Mas facil es cua-
drar el valor de ¢D y BD, y sacar de su suma
la raiz cuadrada que sera la longitud: de ¢B;
porque eB—1/((¢D)*+(BD)*) (396).

548 En estas y semejantes practicas con-
viene colocar el Grafémetro a una distancia
casi igual 4 la que se va 4 medir, para que
sea menor el error que por lo comun se rco-
mete al tomar el angulo de la altura, que
serd entonces de 45°. Por eg. si midiendo la
altura GD (fig. 123) se toma en el punto F
el angulo ZFT en lugar del verdadero GFT,
y en E el KET por el verdadero GET ; aun-
que la equivocacion 6 los angulos GEK y
GFZ se supongan iguales, es mayor la par-
te GZ en que la observacion disminuye la al-
tura en F', que GK que sale de menos en E.

549 Supongamos ahora que se nos pida
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medir una linea AB (fig. 124) accesible sola-
mente por sus estremos, como el ancho de
una laguna, bosque &c. En este caso se ha
de escoger un punto C desde donde se pue-
dan tirar las lineas CA, CB; y suponiende
que se puedan medir, sea AC—=142 P, BC=
120, y C=132°: y sera B+-A=—48; haré-

Log. tang 24°

Log. 22

Compl. Log. 262 : _

Suma 6 Log. tang 3(B—A)..18,572705
mos pues (§41), 142-+120:1142—120:tang
24°:tang 2(B—A), 6 2062:22:1ang 24°:tang
Z(B—A) que calculada por los logaritmos es
de 2°8'. Luego (238) el angulo B valdra
24%.€9°8'=136°8','y A 24°~=2°8=21"°

A} : 7
Con los dngules B, A se encontrard aho-
ra la AB por la proporcion siguiente sen B:
AC::5en C:AB, 6 5en26°8":sen132°:142:AB,
que buscada por los logaritmos resulta de
235,06 P.

§50 Si no hubiese sitio desde donde se
puedan ver los dos puntos A, B (fig. 125), se
elegiran dos C, D tales que sea facil medir
las BC,CD, DA y los angulos C, D que
convendra sean rectos; imaginando despues
la BD resultara un triangulo BCD donde
eonocidos BC, CD y el angulo comprendido,




DE TRIGONOMETRIA, 829
se averiguara BD como acabamos de decir,
Conocienda ya en el otro triangulo ADB,
AD, DB y el angulo ADB diferencia entre
BDC y ADGC, s¢ averiguard por Giltimo la
AB. '

1 Vamos ya & medir una linea inacce-
sible AB (fig. 120) : para lo qual despues de
haber escogida y medido una base CD que
se procura hacer casi igual y paralela a AB,
se tirardn las visuales CA, CB,DA,DB, y
despues de haber medido los ;'mgulos que for-
man en C, D, se averiguard (§41) el valor
de CB en el triangulo CBD, donde €l lada
CD y los angylos BCD, CDB son conocidos:
del mismo modo se averiguara AC en el tri-
angulo ACD. Con ACyBC conocidos, ade-
mas del angulo ACB que forman , que es la
diferencia de los angulos ACD, BCD obser-
vados, se sacara por {iltimo en el triangulo
ACB el valor de AB por lo dicho (541)- En
el caso de no encontrarse un punto C desde
donde se vean los dos A, B, se tirard una rec-
ta CE (fig. 127) tal que desde E se alcancen @
ver dichos puntes i s¢ imaginaran despues las
visuales EA , EB, CB, ED, DA y DB, y me-
didos los angulos en E,D y la base CE, se
hallara facilisimamente la AB, cuidando siem-
pre de no formar jamas 4ngulos muy agudos
en los puntos inaccesibles.

gg2 Silalnea inaccesible fuese la altura
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vertical AB (fig. 123), observarémos en el si-
tio H el angulo A¢C, medirémog despues un
trecho HP, Yy tomando en P ¢l angulo Ate,
tendremos conocidos en el tridngulo Ate los
éngulos etA y Aet suplemento del observa-
do A¢C, conel lado 7—PH 3 luego podre-
mos averiguar A¢ (341). Pasando ahora al
triangulo rectangulo AeC donde sabemos el
valor de la hipotenusa Ae y el del angulo
AeC, tendremos el de AC por la proporcion

Log. sen 35°40".............. 9.765720
AT A et e i 2,760422
DO vnrss oy e o 12,526142
§ 801 B LA FOy o
Resta 6 Log. AC............ 2,5260142

r:Acusen AeC: AC, Sea Ac de 576 v, y el
angulo AeC de 35°40'; sera r:576:50m35°
40': AC, que se encuentra de 335, 8w. alas
que si se afiade CB 6 la altura del instrumen-
to, resultard la AB que se busca.

5§53 Para medir la distancia AB (fig.128)
de una nube 6 cuesta inaccesible; se mide una
base AC, y observando en el triangulo ABC
los dngulos A y C, se averiguan AB y BC
(541). Sise dirige despues con el Graféme-
“tro colocado verticalmente, una linea AD pa-
‘ralela al suelo Hano que se llama orizontal,
Y cn el triangulo rectingulo ABD , donde la
hipotenusa AB es conocida » y el angulo BAD
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se puede medir, se hallara facilmente la al-
tura BD de la montaa y la distancia orizon-
tal AD (540).

554 Hayuse de levantar el plano de un
terreno ACDBE &c. (fig-129) 6 determinar
la situacion de todos sus puntos principales.
Despues de haberlos recorrido , y formado 4
ojo un borrador de todos para hacer juicio de
su situacion ; midase una base AB de una dis-
tancia proporcionada 4 la de los obgetos mas
remotos , y tal que desde sus estremos se re-
gistren los mas principales, como casas, huer-
tas, molinos, torres &c. Péngase el Grafome-
troen B, y colocando el diametro inmobil en
la direccion AB, cbsérvense los angulos ABE,
ABF , ABG, ABD, ABC que con él for-
man los rayos dirigidos a los obgetos EF,G
&ec. Mudese ahora el instrumento aA,yha-
ciendo que el diametro inmobil se dirija 4 B,
se tomaran tambien los angulos BAE, BAF,
BAG, BAD &c. quese anotaran con los an-
teriores en un libro de memorias.

Escojase despues otra base GE para deter-
minar los obgetos R, H, K que 6 nose ven
desde Ay B, 6 forman en ellos angulos muy
agudos 6 muy obtusos ; y desde sus estremos
G, E observense del mismo modo los angu-
los EGK, EGR,EGH; GEK, GER, GEH;
y si es menester los LCD, LDC para deter-
minar algun otro punto L muy estraviado,
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escribiéndolos todos con los anteriores.
Tendremos pues, en los triangulos AEB,
AFB, AGB &ec. ¢] lado AB y los angulos ad-
Yacentes conocidos ; y de consiguiente serd
facil calcular los otros dos lados (541). Tam-
bien se¢ averiguara el valor de GE por medio
del tridngulo GEB, cuyos lados GB, BE se
conocen ya , y el dngulo GBE comprendido,
que es la diferencia entre los observados ABG,
ABE. Con GE v los angulos adyacentes ob-
servados se buscan en los triangulos GKE,
GRE, GHE sus lados, haciendo lo mismo
eon las del triangulo CDL. 1
Hecho esto, se tirara en el papel una li-
nea ab que tenga tantas partes de la escala
que ha de determinar el tamafio del plano,
€omo varas 6 pies tiene AB en el terreno, y
tomando en dicha escala un intervalo de tan-
fas partes como varas 6 pies tiene BE, sc tra-
zard desde b como centro un arco. Con otro
espacio de tantas partes como varas 6 pies tie-
ne AE, se traza otro arco desde 2, que corta-
14 al primero en el punto ¢, cuya posicion
respecto de ab quedari determinada en el
Papel, semejante 4 E respecto de AB. Deter-
minense de este mismo modo los puntos g, £,
¢,d, y se habrin representado los G, E, C, D.
Los K, R,H, L se:deben. determinar en el
papel desde las bases ge, cd, trazando desde
Sus estremos arcos con el intervalo de tantas
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partes como varas O pies corresponden 4 GK,
EK ; GR, RE &c: y quedara trazada en ¢l
papel una figura semejante 4 la del terrenc
(405) s pues se compondra de igual nimero
de tridngulos semejantes y colocados del mis-
mo modo que ella: con que solo faltard- di-
bujar en cada punto los objetos que en ellos
se representan.

Tambien se pudieron determinar los
puntos de la figura despues de haber obser-
vado los angulos en A,B,G,E;C,D; to-
mando la 26 como digimos ; y formando en &

b por medio del semicirculo (279), los dn-
gulos abe, abf, abg , abd; abe ; bae; baf; bag,
bad; bac iguales 4 los observados en A'y B: en
g y e tirando la ge, los geh; ger s geh ; egh;
egr; eghs yenc; d ;los ¢dl ; led iguales a los
medidos en G, E, C, D ; pues los triangulos
que resultan ; son semejantes 4 los del tetre-
no. Este método aunque menos exacto , nos
escusa caleular los lados por la trigonometria;
y por eso conviene usar de él quando no son
muy grandes las distancias 4 que estan los
puntos principales del plano.

556 Ademas de los medios que nos ofre-
ce la trigonometria para medir toda clase de
lineas , nos podremos tambien servir de los
siguientes. 1.° La altura AB (fig. 122) pudo
haberse medido ﬁjando en el mismo plano de
la torre un palo ab paralelo 4 dicho edificio,
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y diciendo despues, iz longitud ac de la som-
bra del palo es d su altura ab, como la longi-
tud de la sombra AC es & AB : pero cuidese
si el edificio termina en punta, afiadir 4 la
longitud de la sombra la mitad del didmetro
del edificio, que esen lo que aparece mayor:
la sombra del edificio igual que el que no
lo es.

§57 2.° Paramedir la recta AB (fig-130)
accesible por uno de sus estremos A 3 se plan-
tard un piquete en C, y sobre él orizontal-
mente un estadal con dos reglas pequefias en
sus estremos D, A : dirijanse con ellas al pun-
to AB los rayos visuales AB, DB : muevase
el piquete al rededor., llevando inmobles las
reglas, hasta que quede en la direccion ad,
y midiendo 45, 6 lo que hay de a4 & punto
donde concurren los rayos db, ab, se tendra
el valor de AB. Este método que es bastante
exacto en cortas distancias, se aplica 4 medir
qualesquiera otras lineas, verticales @i o7izon-
tales (561) colocando el estadal y las reglas
segun el caso lo requiera.

558  3.° Habiéndose de medir la linea
AB (fig-131); tirada la base AC en sitio c6-
modo para medirse , y dirigiendo la CB, se
tendrd un tridngulo ACB con un lado AC,
y los angulos adyacentes conocidos , cuyo la-
do AB se calcularda, 6 formando en CA los
angulos 4CA, CAy iguales 4 BCA , CAB;
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y entonces sera Ab=AB, 6 tirando sobre un
papel una recta ac del mismo nimero de par-
tes de una escala que AC tiene de varas 6
pies, y formando sobre ella un triangulo abe
semejanté 4 ABC, en cuyo caso el nlimero
de partes de la escala de que conste ab , serd
el de las varas 6 pies que tiene AB.

39 4.° Quando la linea AB propuesta
tiene una parte AD accesible, tirada AC que
supondremos de 30 v. se formara, tomando a
arbitrio la Ac de 10v. el angulo- AcD=ACB,
y midiendo AD que harémos de 2 v. forma-
rémos la proporcion Ac=r10v: AC=309=
AD=12%:AB; que resulta de 36. Si AB no
tiene parte accesible ; se alargara AC hasta
que AT sea de 102. y formando el angulo
AT4d—ACB, se hard dicha regla de tres.
Siempre conviene hacer 4 A el tercio 6 el
quarto de AC, y con eso serd AD el tercio
6 quarto de AB = como tambien tomar a AC
igual con poca diferencia 4 AB; lo que se lo-
grard apartando tanto el punto C que el an-
gulo BCA sea la mitad del suplemento del
angulo A; pues siendo entonces ACB=ABC,
serd AC=AB (342).

DEe 1A NIVELACION.

§60 Vamos 4 concluir este tratado dan-
do una ligera idea de los métedes de nivelar
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un terfeno. Para esto supondremos 1:° que &
razon de §6979 toesas 0 1329451 v. castella-
nas que tiene cada grado de circulo maximo
de la tierra, corresponderan 4 toda la cir-
cunferencia §6979x360°=20§12440 toesas
é 47862360 % : al diametro 6526685 toesas
y 152289325 al radio 32633427 toesas y
»76144665v:a un minuto g §o toesas 6 2216v:
y 4 un segundo 16 toesas que son 37 v: todo
en la suposicion de que la tierra sea perfecta-
mente esférica; pues aunque en realidad es
ovalada ; es insensible el error de dicho su-
puesto para la nivelacion. 18 :

561 2.° Que unalinea Ad (fig.132) cu-
yos puntos A, ¢; 4 distan todos igualmente
del centro O de la tierra como la paralela a
la superficie de un gran lago, se llama lirea
orizontal y de nivel werdadero ; 4 diferencia
de la que se encuentra nivelando, que en la
distancia Ad es la tangente Ac, que se llama
linea de nivel aparente. La diferencia Gd en-
tre las dos ; 6 lo que dista mas de O el pun-
to € que d; es casi nula 4 la corta distancia
de 100 @ 130 toesas , por la mucha estension
de la superficie de la tierra; pero en mayo-
res distancias se debe apreciar y restar de la
que haya resultado en ld operacion.

562 Podremos sacar el valor de esta dife-
rencia considerando la distancia Ac igual'a la

tangente AB, y como BR:AB:=:AB:Bs (399).
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suponiendo que el arco Ac se confunda por su
pequefiez con la tangente AB, sera BR lo
mismo que ¢R , y ¢R:AczAcBe; pongase el
valor de ¢R didmetro de la tierra (560), v
el de la distancia Ac, y se tendrd la diferen-
cia Bo 1 y por ella qualquiera otra Cd ;5 pues
siendo Be, Cd casi paralelas é iguales 4 Aa,
Ab, que son entre si como los cuadrados de
las cuerdas 6 arcos Ac, Ad (461), tendrémos
(Ac)l:(Ad)‘Z::Bc:Cd, y asi de las demas. La
siguiente tabla formada por MMrs. Picard y
de la Hire contiene las diferencias de nivel
aparente y verdadero hasta 4000 toesas.

DISTANCIAS. | DISTANCIAS. DISTANCIAS.
Toes. Pi¢s Pulg. Lin |Toes. Pies Pylg. Lin. loes. Lies Pulg. Lin.
I
§0..0.1:01:.051§00..0.... 20,0 11000...0.1 Lo
100..0...0...15{§§0..0....3....0 {12§0...T...5...25
1§0..0...0...3 {600..0....4....0 11§00...2...0...9
200..0..:0...8 21050..0....4....8 117§0...2...0...8 3
250..0...0:..821700..0....5....4 2“ooq.;.3...8...o
300..0;;.1...0 17§0..0..:0....3 |2500.055...8.5.9
350..0...1::.4 3|800..0..0.7.... 1 | [3000.,.8...3.00
I I [
400..0...T...9 318500 i L1 3500: T L. 20l9
480..0...2...3 [900..0... 8..11 4000.14...8.:.0
9§0:.0..10....0 ’

563  Esto'supuesto, para la operacion
de nivelar usan los Practicos de diferentes
instrumentos, Los mas comunes son el nive/

Y
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de ayre (fig. 133), que es un tubo lleno de
espiritu de vino menos una ampolla de ayre
A, que debe estar perfectamente en medio,
para que el sitio que ocupa el instrumento,
esté a nivel. El nivel de Albanil (fig.134)
es un triangulo isésceles sin base con un cua-
drante de circulo entre sus lados, y una li-
nea perpendicular tirada desde su vértice 2
la base y sefialada en el cuadrante. Del es-
tremo superior de esta linea cuelga un hilo
con un plomo que pasando por el cnadrante
determina en grados la cantidad de inclina-
cion del plano que se nivela, 6 pasa por di-
cha linea si el plano esta a nivel.

564 El nivel de mas uso es el de agua
(fig. 135) compuesto de un tubo hueco de
hoja de lata G otro metal doblado en A y B,
en cuyos estremos ¢ y ¢ se introducen otros
dos tubcs de vidrio D, C pegados con betun
eney t: tiene debajo y en medio del tubo
AB una virola para colocarle en su pie. Lle-
no el tubo de agua hasta que llegue en los
dos. pequefios 4 la altura de 2 a 3 pulgadas,
la linea ez que pasa por la superficie del agua,
es perfectamente orizontal. Acompafa al ni-
vel el estadal HG dividido en pies, pulga-
das y lineas, en cuyo rebajo se introduce una
iregla, 4 la que se fija un carton &1 hoja de lata
TE de un pie en cuadro poco mas 6 menos,
cuya mitad inferior se tific de negro, dejando
blanca la supesior.
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65 Si se quisiese saber lo que dista mas

del nivel verdadero el punto G que Z; se
colocara el instrumento en E perpendicular
al terreno por medio del hilo de plomo H,
se enviara un Peon 2 G que clavando el es-
tadal perpendicular, y teniéndole fijo con la
mano izquierda , suba 6 bage segun le avi-
se el que mire desde ¢, hasta asegurarle en
T donde remata el rayo visual #T. Midase
ahora la altura GT que supongo de 2P y 7p,
y restindola de la del instrumento que por
o comun es de 4P y 6p, resultaran 1P y
11p, en que el punto G estd mas elevado
que Z sobre el Orizonte. Sila distancia ZG
no pasa de 750P, se desprecia la diferencia
entre el nivel aparente y verdadero, pero si
es mayor , se cuenta con ella, y se repite la
operacion nivelando de cada vez 1400 6
1500 P, ’ .
66 Hayanse por eg. de nivelar los puntos
A’y H (fig.136) distantes uno de otro 3000 P.
Despues de dividir 3000 por 1400 6 1500
para saber que he de hacer 2 estaciones, ele-
giré para ellas dossitios 4 750 P uno,y 42250
el otro del punto A, y poniendo en el medio
E de toda la distancia un estadal, plantaré el
instrumento en I : miraré desde 2 hacia B,
y haré netar y medir la altura AB que el ra-
yo abB sefiala, que supongo de 8P ¢p : mi-
raré despues por b 4 C y mandaré senalar es-

Y2
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te punto con un lapiz. Paso el nivel al punto
2, y mirando desde 4 2 D, mediré la altura
DC de 4P, haciendo notar 6 escribir a par-
te la altura HF de §P 3p, que se determina
mirando de ¢ a F. Sumo ahora las alturas AB,
DC encontradas, y restando de su suma 12P
5p, el valor §P 3p de HF, tendré de resi-
duo 7P 2p, que es en lo que el punto A es-
t4 mas bajo que H.

567 Si hubiese cuestas en la operacion,
convendra poner separadas en una columna
que llamarémos primera , las distancias que
se encuentran subiendo , y en la segunda las
que se encuentren bajando, para restar des-
pues la suma de las unas de la de las otras.
Y asi continuando la nivelacion del egemplo
anterior hasta el punto Z , apuntaré en la
1.2 columna las alturas halladas AB, DC, y
pasando el nivel al punto 3, miraré por f,
¢y G, y haciendo medir GF de 3P 6p, lo
apuntaré en la 1.2 columna , determinando
tambien desde ¢ el punto’l. Plantado el ni-
vel en 4, determinara el rayo ¢K la KI de
3P 3p, que escribiré en la 2.2 columna por
ser bajada, cemo tambien la altura 4P 6p
del instrumento colocado en §, a cuyo pie
va 4 dar el rayo y%, haciendo al mismo tiem-
po sefialar el punto M donde va a dar 7.

Pasoa 6, y escribo en la 2.2 columna 2P
4 que equivale MN determinada por el rayo
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¢k, sefialando tambien el punto P. Ultima-
mente pongo en la I.2 columna las alturas
QP de 4P 1p, y TS de 6P 50, que se en-
cuentran como las otras, colocando sucesi-
vamente el insirumento en 7y 8, y la XZ
de 3P 2p en la 2.* Sumando ahora las altu-
ras de la 1.? columna, tendré 26P gp, res-
to de ellas 12P 11p quecomponen las de la
2.4, y resultan 13P 6p que dista mas del
centro de la tierra Z que A.- Las cuestas de-
masiado empinadas se nivelan mas facilmen-
te comenzando desde la cumbre, y de este
modo pueden nivelar dos 4 un tiempo para
acabar mas pronto la operacion.

APLICACION DEL ALGEBRA

a la Geometria.

Construccion de las Equaciones de 1.°y 2.°
grado.

568 Para la resolucion completa de los
problemas geométricos por medio del Alge.
bra, es preciso saber antes representar en li-
neas las expresiones 6 valores algébricos de
las incognitas que contengan. Explicarémos
esta operacion que se llama ¢onstruccion , en
los egemplos siguientes. Sea vy=a—+b—n, don-
de a represente la linea A (fig. 137), b la'B

nla C : tomo sobre una linea indefinida DH,

la DO=A, la OT=B, y desde T 4cia el la-
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do opuesto la TS=¢, y tendré DS=DO~+
OT—-TS=a-+b—n=x.

- ab
569 La expresion x=— representa una
¢
quarta proporcional 4 ¢, a, b pues c:axb:

a4 .
—=X: Yy r=——1una tercera pIOPOI’CIOHCll a
¢ ¢

¢yh, por ser c:b::b:—i—b—:x: luego si 4, b,
¢ representan las lineas o, n, m (fig.57), y se

practica lo que digimos (378 y 379), serd
bt=x la quarta 6 la tercera proporcional. A

: y ahed
esta misma operacion se reducen x= o
em
: ab ab abc .
haciendo e:a:b:—, mi——zc:— , y GOlti-
e ¢ em
abo ab.d

=x. Aquiy en lo

mamente , #: —z:d:
em emn

sucesivo damos por supuestas las operaciones
geométricas que citamos.
7 Zz &
570 Quando hay dos 6 mas términos,

odi abeosmise
como en ¥ —=——-+————— &c. se busca la
m e a’b

linea 4 que equivale cada término, y queda-
ra reducida 4 una expresion semejante  esta
x=p-+q—h , facil de construir. Lo mismo se

22 b—ed®—dce :
egecuta con 2= ; esto es, se bus-
74 :
ca una linea t—a2 tra m e yn ad
=——, 0 =—, —y
fe b/4 f

y resulta 2=f-+m-+n.

i
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abi+deh—+ & c.

Tipsdin == — Seelen =" /8.
57 ed—fy—+ &c.
be*d-adqp—+ &ec. 5 3
1T 7 7 se reducen 2 monomios sus

4% y—+d*m—+ & C.
denominadores polinomios haciendo ¢=......

ed—fz a’g—+i*m
f2 , n=—2"———esto es, buscando una

(2 a
linea igual al dégnomihador dividido por una
de sus letras, 6 por dos, segun el niimero
de factores que contenga ; pues siendo en tal
caso et—=¢d—fz , agn=a’g-+d’m, se reduci-
ran las expresiones propuestas 4 estas x=—
a' c=+dch b 2d—a3qp 5
, ¥—=————— que ya hemos ensena-
et ﬂg"
do 4 construir.
g72 Hay construcciones mas expeditas
dd—ad o (b=+a'd

para ciertas expresiones : I= =
(e (—ie

p bd—ad
se construye haciendo ¢-+e:b-+a:d.
t—+e

a’=b* a—+0)(a=b) .
P —— , haciendo g-f:a-+b:
2= 2
—z. Para construir facilisima-
g—f ,} ‘:2_,72‘12
mente 1=——---, introducirémos en el
bde—+c

=X

V&

52 1l : ; bd
término b*4? la linea ¢, haciendo g ="

¢:budits pues serd bd—et, y poniendo este
valor en lugar de bd, se convertira la expre-

T
I | é
1
kS
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: esr~¢?t® ei~—e? :
sion en: estar—= == » semejante

e’t—+et t—re

a la primera.

573 Todas las expresiones anteriores tie-
nen en su numerador un factor mas que en
su denominador ; pero si tuviesen dos como

a—a’b a’ ab a2
= \ - =m,

L = se encontrard —
A+ —+C —+(
. . ’ « 7
y la expresion reducida @ axm, se construira
formando  un paralelogramo cuya base sea
2 =ebrserd ) s
-—— hay que intro-
= :

aym la altura. En

ducir 2 en el 2.° y 3.7 término; haciendo
be 2 : d* W
—=m 06 bt=am, y ——=nbd’—an, y
a a ,
St ey, ai—ramesadn ~
quedara reducida a = 0 O A

a—t+0

A —rd Ny, . A ¢ <
( ——-) semejante a la anterior.
a—+u
574 Quando son tres los factores que
3 212
. . atb—+a®h
hay demas; como en ——————; por ser
py

a*—+ab A

4+ LT
siendo ab un paralelogramo , si se le conside-
ra como base dé un paralelepipedo cuya al-
tura sea m , sera su solidez ab=m ; y esta se-
: a%b—a%b*

a—+6

575 Las cantidades que tienen como las

2>+ ab

igual a abx , se hallara

r4 la construccion de la expresion
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construidas un mismio namero de factores en
todos los términos , se llaman homogemeas: si
alguna abe’—a*+abm no lo fuese, suponien-
do que # sea la linea que representa la uni-
dad, se multiplican los términos faltos —a’~-
abm, el 1.0 porn’; yel2.° pora,y resul-
tara la expresion abe’~a’n’+abmn igual a
la primera, y que ya se podra construir por
ser homogenea. )

476 ~La expresion mas sencilla de las
equaciones de 2.° grado es a=}7ac, que cs
una media proporcional entre 2 y ¢: de suer-
te que suponiendo m=a (fig. 65), n=c, serd
procediendo segun digimos (400), la bd=a=
yac. Tambien x=1/( 2be+dc)=v/(2b+d)e
representa una media proporcional entre-..
2b+d y ¢ V(a’—b”)_—_‘y/(a—*-b) (a—b) otra
entre a+b y a—b. Ena=1 (bz-‘-dg) , intro-

duciendo en dg la linea b, 6 haeiendo f—:t,

se tendra a=1/ Cb’.—a-bt);:l/(b—i—t)b , que es
una media proporcional entre b2y b. Quan-
do la expresion consta de muchos términos
como x=/(cd—+ac—eb &c.) se procede del
mismo modo: 6 se busca como digimos (§70),

cd—ac—cb

una linea /= , y setd bt=¢d~+ac—eb,
b*=a*g &c.

.y a=vbt. Ena=y/ (_—d—:b

) se..hace.ls
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t:;ib:c; 2 m:d_d—&c' » ¥ V/(ct—am) 4 que que-
da reducida, se construye facilisimamente.
577 Sea a=y/(a*-+b*): tomese CD=a
(fig- 138) y perpendicularda CD, la BD=i;
serd (396) la hipotenusa CB=1/((CD)*+
(BD)*)=y/(a’+b*)==x. ‘Si se hubiera te-
nido w=p/(a’+b*+c*+d*+&c.), despues
de hallada la CB=y/(a*-+b*), se levantard
en B la perpendicular BA—C, y serd CA=
V(a*+b*+¢*) : tirese despues la perpendi-
cular AP=—d, y se tendra finalmente CP—
V(a®+b*+¢°+d*). Quando hay algunos
cuadrados negativos, se busca un cuadrado
#* suma de los positivos, y otro m” suma de
los negativos , y se reducira la expresion 4
V/(#>—m*) que se puede construir descri-
biendo sobre la linea zs=¢ (fig. 65) un semi-
circulo, en el que se inscribira la linea ab—=m;
pues sera (4‘8) be—=yv'((ac)*—(ab)*)=
Vv (¢*—m*). A esta y @ la anterior construc-
cion pueden reducirse las expresiones x—
V/(abs+cd+mn+&c.) , x=1/(ab—cd+mn—
&c.), haciendo antes ab=t*, cd=r* , mn=—
o8 ,
a*d*—+d*?
bd—+ac
mos bd+ac=—m?* , a*+¢*=—¢*, nos resultard

|
i

§78 Sien x:(b’+ )supone-

o de
x:l/(b +;F); hagase despues n=—
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quedara que construir 1/ (b*+n*). v(a*—ex
v (bd—e*)) s¢ reduce , buscando =1/ (bd—

ay’ (b—o_—Q_

V/(d+¢) 7
“ a]/(t'7+¢")(d+e) fatath,
2. < se construye buscando una
d-v¢
media proporcional # entre b+cy d+e,y des-
pues una quarta a d-+e, a y n.

579 Sea r=miaty/(2a*=b*) el valor
sacado de la equacion general incompleta de
2.° grado g’zkaw=—=b"; y pues que abraza
las dos formulas x:i%ai]/(f—y:%—bﬁ,
x=z.azxy/(Ea’=b"), tomemos para cons-
truir 1a 1.2 ac=—=a (fig. 69), y ab perpen-
dicular 4 a¢ igual 4 b, describase con a¢ un
circulo, y tirando bt, tendremos bt=—=tc-+
t‘[]:‘.{-ﬂ—i—l/(—f;&tgﬂ—bi) y y br=bec—cr—-—
Lary (Ea+b*); luego ==ht y ==br seran los
quatro valores de la 1.7 espresion.

580 Parala construccion de la 2.2 ===
%ail/(iag——'b“) , sobre ac=2%a (fig.65) tri-
cese el semicirculo abhe , € inscribiendo en €l
ab—Db , tirese bec que se alargara hasta que
¢n, cp sean igualesa ac, y seran ==bn, =bp
los quatro valores que se buscan : pues bn=
in—bc::;a—t/(f—ta”—i—b“) Sy pb:tj]+bt:
;a—o—VGa’—b‘).

81 Esto supuesto, para la solucion de
los” problemas geométricos ademas de lo que

), ay(at-ct)i y (ltimamente
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«dejamos dicho. en la de los algébricos (227 y
sig.) , se supone encontrado lo quese vad
buscar , valiéndose para formar la equacion
que determine su valor , de la posicion y re-
laciones de las lineas que se den. Pero quan-
do las condiciones del problema no subminis-
tran todas las lineas necesarias para resolver-
le , es preciso buscarlas, alargando las dadas
hasta que encuentren otras, tirando parale-
las , perpendiculares, tangentes, formando
tridngulos rectangulos 6 semejantes, y apro-
vechando despues las propiedades que de es-
tas lineas y figuras dejamos demostradas en
la geometria elementar : en especial las de
los tridngulos rectangulos y semejantes. Y
supuesto que para esto no se pueden dar re-
glas generales, es preciso esperar los progre-
sos y el acierto en esta materia 4 proporcion
del talento y del egercicio reflexionado que
cada uno haga sobre ella. De camino que re-
solvamos algunos problemas, haremos las
dinicas advertencias que pueden guiarnos en
tanta obscuridad € incertidumbre.

§52 Prob. 1.° Dados dos puntos A, C
(fig-139) trazar un circulo que pase por
¢llos, y togue ademas la resta BE. Supongase
encontrado el tercer punto T por donde ha
de pasar el circulo , tirese por Ay C la AE
alargada hasta que corte 4 BE , y tendremos

que averiguar el valor de ET. Dividase AC
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pot medio en R, y llamando ER,a2; AR=
RC,b; yET, x5 serd CE=—=a—b, y por lo
demostrado (399) (ET)*=AExEC, (S
at—b*,y x_—:-_]/(azz———bz)::ET : expresion
que se puede construir describiendo sobre ER
al semicirculo RHE , é inscribiendo en €l la
RH=RC: pues serd EH=ET=v—y/(a2’—
b*)enel triangulo rectingulo RHE (458).

583 2.° Dividir la linca dada AB (fig.
140) en media y estremda razon ¢n D, ode
modo que sea AB:AD=AD:DB. Sea AB=a,.
AD—z ; serh BD—AB—AD—a—x, v la
proporcion AB:AD:=AD:DB se mudara en
esta axuvia—y y donde (174) r*=a’—ax,
y (249) y=—2axy/(a*+5a*). Sise le-
vanta en B la perpendicular BC=32a, y se
tira la AC, valdra ]/(ﬂ’-l—%ﬂg) 6 V3a*; cor-
tese de AC, CE=BC=34,y serd AE—
AD=—AGC—CE=—y%a’—Za. El otro valor
—Ig—y2a’ se construye tomando a la par-
te opuesta AH=—AC+CB=1u+y3a®,y
1a AH serd tambien media proporcional en-
tre HB y AB. :

584 ~ 3.° Dado ¢l radio de un circuilo, en-
contrar ¢l lado del tridngulo’ equilatero , el
del decdgono y pentdgono regular: ¥.2 8ed el
radio AC—a4 (fig. 141), €l lado AT del
triangulo x ; serd el arco ABT de 120°, AB
de 60°, y el tridngulo ABC isésceles; luego
(337) CP—=2%a; yen el tridngulo rectan-
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gulo APC sera (AP) —-—(AC)' —(CP),
6 2a’=a’ ——a L e Al g =
1/(4a —a ) Formese pues, sobre el dia-
metro MN un trlangulo equilatero MRN, y
la perpendicular RC serd en el tridngulo rec-
tangulo MRC, v/(4aa—aa)—ux, por ser
ML_a, y MR__MN—M

585 bupomendo (fig. 142) AD—z
el lado del decagono sera su arco medida del
angulo AGD, Z de la circunferencia 6 de
36°, CDA—CAD de 72° (3417 342), ¥
BDC de 108° (339). Tomese BD=D DG,
y sera DBC_DCB—-36E’ » ¥ ACB=72%
luego los trlangulos ABC, ADC serin se-
mejantes, y se tendra AB:AC: :AC:AD,
a-+r:azair; serd pues, x’-+ar=—a’, y ¥=
—-a*l/ a*=—AD:; expreswn que encontra-
mos (§ 83) ser el segmento mayor de unalinea
AC=a d1v1d1da en media y estrema razon.

§86 3.° Para encontrar el lado SD—z
del pentagono regular dado el del decagono
AD—/) y el radio AC=—a, tenemos DL=
32 (337), LC=y/(a’—:z ) en el triangu-
lo reutangulo DIC, vy AL:AC——LC——a—-
V(a*—z*). Del trxangulo rectangulo ADL
se saca (AD +(DL) y 0 pomen-
do sus valores, b2_4z +a’—2a)/(a’—2")=
2a’—b?. Cuadrense ambos miembros, reduz.-
cbafe Yy partase por a2, y resultara 22—45?—

—+ ! y pues que b—=yp2a?—>a(585),sien




A LA GEOMETRIA. 351
lugar de &2 y b* ponemos sus valores £a2—
ay/sa?, 1}44-—345]/§ a*, tendremos reducien-
do 22==a?+Sa’—ay';a%, 6 2°=a’+b?, po-
niendo 42 en lugar de $a?—ay/;a*. Tomese
ahora CT=—b, y tirando RT, sera en el
tridngulo rectangulo RTC RT=yp/(a?~+
b e==2y

)5 87 4.° Dadala HD (fig. 143) y los
dngulos H, D gne con ella forman HC , DC,
averiguar ¢l valor de la altura CP 4 que es-
tas lineas se encuentran. Llamemos m la tan-
gente del angulo D conocido, # la del angu-
loH, r el radio, HD, a3 y 1a CP; y tendre-
mos en el tridngulo rectingulo CDP (536)
DP 4 PC, como el radio d la tangente del an-
guloD; 6 DPiysrim; HPyurins luego DP—

7 pp=l, y DPLHP=HD=s—"_1:
m /] mn n

amn

de consiguiente , y=— . Si llamamos p,

Tm—rn

q las cotangentes de dichos angulos D, H, y

en lugar de sus tangentes 7, # ponemos sus
2

equivalentes (524) %—, lq-— en la espresion

; X 4 ar
hallada, quedara reducida 4 == mu:
" q
cho mas sencilla que la primera : para que se
vea que de la eleccion de las lineas conocidas
pende que el resultado sea 6 no sencillo.
5884507 Dados los tres lades AC—a,
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BC=c, AB=Db de un triangulo ABC (ﬁg.l 19
y 120), hallar la perpendicular AD y los
dos segmentos BD , DC que forma sobre BC.
Suponiendo AD=zy DC=uz, serd BD=
BC—DC=¢—x en la fig. 119 yen lar20
BD=DC—BC=x—¢; y siendo (DC)*+
(AD)*=(AC)? y (BD)+(AD)*=(AB)3
tendremos 2%+z '—a?, ¢>— 2cx-+ a2+ 22= )%
restando esta equacion de la 1.2 quedard

at=b*~e*  a’=b?
wr—'=ar—b?, y x=— - _

D

%:é(_(a_:b':((—b) )+{—c;:DQ; que es la mi-
tad de una quarta proporcional 4 ¢, a+b y
a—b , sumada con ¢ : averignada DC, se
conocera facilmente AD 6 z.

889 De la equacion 2ev—s?=a2—b* 6
e(2a—c)=(a+b)(a—b), se saca ¢c:a+b:a—b:
2r—¢ 0 BC:AC+AB:AC—AB:DC=+BD,
proporcion demostrada (§39). Asimismo , si
en la equacion z22-+x2=a?, 2*=aP—r2=(a+x)x
aa=bb=cc

26 20

S ]
/ - <bh . i B
(587), tendremos zz= (zz-n—M J{ :_CL) x.( g,

(a—x) ponemos por x su valor

20

bb—dd—(() L (24( —H’aL—+ rc'—bb)x(u'zé-aa—cc -fPA[/b)
b ((ﬂ T —Fb)(a—k:;bf) i ((b—ﬂ-(—a) "b:f—n-u) ):
2¢ 20

luegé 4oczz=(a+e+b)(a-re—b)) ((b-+c—a)
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(b*t-wz)), 6 40°z*=(a+c+b)(abric—2b)
(a-+b+o—24) (a+b-rc—20): y llamando 25
la suma de los tres lados a+b—+¢, 40°2°=—
25 (25—2b) (25—24) (2s—20)=165(s—a)
(s—b)(s—c); donde partiendo por I 6, redu-

ciendo y sacando la raiz, resulta 3 (¢2)—
v (s(s—=a)(s=b)(s—¢)); y como %(cz%
IBCXAD 'es la superficie del triangulo
ABC (436), se encontrard esta quando se
conocen sus lados , restando sucesivamente ta-
da uno de su semisuma multiplicando las
restas entre si y por la semisuma’y y sacan=
do despues la raiz cuadrada del producto,
Vease pues, quantas cosas puede contener
tina equacion ademas de'la que se busca.
weao  H.° Desde un punto B (fig. 144) uyd
situacion ¢s conogifa r:s})céto del anguio FCO,
tivar una recta que corte en ¢l un tridngulo
CHD de una' superficie igual dla deun cua-
drado conovide mm. Tirese como! quicra la
BHD; despues las HT y BX perpendiculares
4 OC y- BM paralela @ FC; 'y tendremos en
los triangules semejantes MDB,CDH; BDX|
HDT; MD:CD=BD:HD, BD:HD:=BX3HT;
luego MD:CD:BX:HT, éllamando MC,a;

BX,b; CD; 25 ﬂ*hx::b:HT:.j?; ’ YPucs
que CDxHT es (436) la superficie del

LN

tridngulo HCD , que ha de ser iguald mm,
Z

—
—
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W T y
se tendra —x———=—mm O —— mm,
2. AKX 2(a—+X)
mm m*  2amm mm
donde x=—== (——+ )—__-4-
o A btk ik
mm mm
—_—t24 )=
alr i

§91 Para construir esta espresion se le-
vantard en qualquier punto D de una linea
indefinida AX (fig. 145) la perpendicular
Li=b,sobre AD y DT, se tomaran DC,
DN iguales cada una a m, y habiendo tira-
do TN se trazard por C la CH paralela

TN, y sera DH:E;—' en los tridngulos se-
mejantes DTN, DCH, donde TD:CD=

DN:DH, ¢ b:m::m:DH:'—n-g-n-; luego sera...
r=DH=1/(DH~+24)xDH. Tomese pues,
BD =24, tracese sobre HB un semicirculo
que encuentre en P la DT, y sera la cuerda
PH=1/(DH=+24)DH (393): esta se pasara
4 -HO.y HA , y los dos valores de x sern
AD=DH~+HA=DH~+/(DH+24)DH, v
DO=HO~DH=)/(DH+24) DH-DH. §i
se_pasa el primer yalor AD desde C a D
(fig. 144) ¥ se tira la BHD, serd el tridngu-
1o’ CDH el que se pide. El 2.° valor DO
que se ha de tomar en sentido negativo para

que sed, DH—/(DH-+24) DH, se pasa de
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C 4 d y con el tridngulo Chd se resuelve el
problema respecto del dngulo #Cd igual y
opuesto a HCD ; como se puede ver compa-
rando los triangulos MBd, dhC; BdX, thd.
= En el caso que el punto B se hubiese da-
do por bajo dela CD 'y en el mismo angulo
MCH (fig. 146), la posicion de las BX,BM
contraria @ la que tenian en el caso anterior,
hace negativas las 4, b, y produce el valor

mm mim mip
e (————b—-— 2a)><-——b—- » que

siendo ¢l mismo que el anterior aunque comr
signos contrarios , se construye ‘del misme
modo que €l. .

Si el punto B se hubiese dado por baje
de 1a CD (fig.147), la BX 6 b que por tener

una situacion opuesta al primer caso, es.—b,

min

. -mm
reduce la espresion 4 esta 2=———= (—Z—

mm 3 Moot e mm
—2a4 ) —» que siendo imaginaria quando =

es menor, que-24., Iuestra que entonces es
imposible el problema : quando 24 sé supo-

mimn o 1
ne menor que —= resultan negativos ambos

valores y pertenecen al angule MCP ignal y,
opuesto 4 FCO dado,, xespecto del qual serd
impaosible ¢l problema. Con efecto, si- des-:

pues de haber ballado como digimos (591)
Z2 .
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DH:# (fig- 148), se toma HB=24, y
al semicirculo trazado sobre ella se tira la

tangente DP que serd (399) vDHxDB=

V(’—"Z":-—za)%ﬁ, y se lleva esta de DaA

y 4 O; serdn AH:DH_AD:_L".;__ e

mm

mm mm o e s
v (5" ~24) ==, y HO=HD+DO=—

- m m
-h]/("—‘b——za)ﬂ[;— los valores de x, que to-

mados con signos contrarios, es decir, lleva-
dos de C 4 D y 4 (fig- 147) y tirando las
HBD, hB4, cortaran los tridngulos HDG,
hdC pedidos.

- Dado el punto B dentro del dngulo HCD
(fig.149), la CM 0 a que entonces resulta
negativa , reduce los valores 4 la espresion
x:?i}/(?*?ﬂ)%, la misma que‘la
anterior sino es en los signos: y asi construida
como ella;, se llevaran AH, HO valores de
—r,4Dydaladerecha de C, y daran los
dos triangulos HCD , #Cd 'que desatan la
cuestion.  La hemos tratado en toda su esten-
sion para que se acostumbren los Principian-
tes 4 sacar de una equacion les diferentes ca-
sos que puede eacermars ' ‘
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592 Por este problema podremos facil-
mente 1.° dividir un triangulo AHQ (fig.
143) desde un punto B dado dentro 6 fucra
de él, en dos partes que temgan entre st una
razon qualquiera ab. Pues si se hace a+b 2
a como la superficie conocida del tridngule
AHQ al 4° término , serd este la. superficie
que debe tener el triangulo HCD que se pi-
de: con que si buscando un cuadrado mm
igual 4 esta superficie, tiramos desde el pun-
to B una recta, que corte en el angulo AHQ
una: superficie igual 4 mm (§90), se habra re-
suelto el problema. '
2.° Dividir desde un punto dado K
(fig.150) gualquier figura rectilinea ABCDE
en dos partes ARLB, REDCL gue tengan en-
tre si una razon dada. Conocida la ABCDE
con todos sus angulos y lados, averiguarémos
la superficie del triangulo AFB, cuyo lade
AB, y angulos BAF, ABF suplementos de
EAB, ABC son conocidos : y siendo facil de
averiguar, como en el problema anterior, la
superficie ARLB, porcion determinada de to-
da la figura ; se reducird el problema 4 tirar
desde el punto K una recta KRL que corte
en el angulo EFC un triangulo de una super-
ficie conocida. Lo que tambien podra servir-
nos para’ dividir una figura en qualesquicra
partes.

<04 7. Ennna esfera AHBD (fig.1g0
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formada por ¢l semicirinlo ADB al rededor
del didmetro AB, se pregunta en qué pinio
sord La solidex del segmento esférico DAHED
igual 4 la del cono DCH. Sea AC=a,AE=z,
sera CE=—=a—2x:Yy suponiendo 7:¢ la‘razon
del radio 4'la circunferéncia, sera la del cir-
culo maximo ADBHA el 4.° término de la

proporcion r: c::a:-f;- ; la superficie del cas-
" co esférico DAH (479) —f:—x:q , y la solidez
del sector esférico DCHA,(497):;G-xx><§ a=

el f[;a del Cono DCH es el producto
3% ; :
de su base cuyo radio-es ED', multiplicada

por el tercio de la altura EC (494): y co-
1o en el tridngulo rectangulo EDG' ED—

V((DCY—(EC)?), 6 ED=1A(a*~a"+
an_xn):V(Q'“x"x'z)» si-se”hace r:c=
cy/(2ar—2") 2% brcs

r

v (2ar—1"): , sera esta la es-
‘presion de la circunferencia del circulo base
del cono, su superficie (439) el producto de
esta circunferencia por ED, mitad de su ra-
ov/(2ax—2x’) )

2

dio, 6 2y (2ar—x")x

c(zax—x"’-)

; v la solidez del como el pro-

2%




Ao LA GEOMETRIA. 859
ducto de esta base por ZEC, tercio de la al-

tura, €sto es,

3 v
Si esta que en el caso presente debe ser
la mitad de la del sector DCHA., se multi-
plica por 2, quedara igual 4 la de dicho sec-

r6(1ax=x")
oI de suerte quc tendrcmos -

2r

a-x  A'x by

T ag el que se reduce a 2*—3ar—
—a*, donde z=taxyia’=laxy/(3a’=
a*) : espresion que se construye tomando
AR=:4, trazando sobre ella el semicirculo,
¢ inscribiendo en él la AT=a: pues sien-
do 1a TR en el tridngulo rectangulo ATR,
V((AR)’—(AT)’):V(%a’—a’); si se to-
ma RE=TR ; serda AE=AR—ER=24—/(%
a*—a*)=—mu. -

595 El otro valor r=2%a+y/2a® que
por ser mayor que el diametro 24, no puede
pertenecer 4 la cuestion , resuelve esta otra:
dada la AQ dividida en ires partes iguales
enBy C, encontrar en la misma direccion un
punto'B, tal que AC sea media propoercional
entre las distancias deE d los estremos A y
Q: pues suponiendo AC, @; AE, z; se ten-
drh rianai3a—r; Jar—x*=a’, y 1=7a%
Via®: y supuesta la construccion anterior,
se pasara TR 4 E y E', puntos que satisfa-
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ran la pregunta., Bstos problemas cuya equd.
cion incluye la solucion de cuestiones distin-
tas , se llaman concretos , y absiractos aque-
llos qiré tienen tantas soluciones como valores
la incognita. : ‘

- 496 Concluyamos: esta materia previ-
niendo 4 los que se egerciten en ella, que no
esperen.acertar desde liego con el caniino
mas corto.de resolver y construir un proble-
ma. Entre los diferentes dates de que pode-
mos echar‘mano para este efectoy los hay que
conducen 4 equaciones mas 6 menos compli-
cadas, deinferior 6 de superior grado: y por
es0 se deben tentar otros medios siempre que
el escogido aparezca embarazoso: en la inte-
ligencia de que la mayor parte de‘las expe-
ditas y elegantes construcciones y soluciones
que leemos en las obras de los mayores Geb-
metras, no s¢ han comseguido antes de haber
probado 'otras mias complicadas y trabajosas;
y de consiguiente que ademas de talento, se
necesita haber adquirido en este egercicio cier-
to tino para creerse adelantado.en esta mate-
ria tan util como dificil y delicada; especial-
mente quando se trata ‘de construir equacie-
nes de grados superiores. .
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Construccion de las equaciones indetermina-
das de 1.7y 8.° grado 6 de los Lugares

geo»nétricos.

g97 Todos los puntos de una linea qual-
quiera que no seé haya tirado casualmente,
han de estar sitiados segun ciertaley O pro-
piedad particular que caracterize lalinea; y
que reducida 4 equacion espresard su matura-
leza. Para encontrar esta equacion por la que
se puedan despues determinar todos los pun:
tos de la linea , basta referir qualquiera de
ellos 4 dos rectas fijas colocadas en el mismo
plano que ella, y examinar despues la razon
que tienen entre of las distancias de la linea,d
las otras dos.
98 Para determinar por eg. la situacion
de los puntos de la linea HR (fig. 1 43 Rnel 93
mo dos rectas EL, BD que formen un angulo
qualquiera BCL, y tirando desde qualquies
ra punto M la MP paralela a B, espresa:
van lus MP, CP las distancias de HR a las BD,
EL, domo tambieh las HS, CS;mg, Cq &c.
eépresaran las de los puntos H, m. Los dos
puntos A y K enque BDy EL cortan la HR,
determinan esta linea, y las CA y CF, en
cuya razon deberan estar todas las demas dis-
tancias CP, PM; CE; EH; Cg, gm &c. 4
causa de la semejanza de los triangulos CAF,
AMP, Agm &c.
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§99 Pero antes de pasar adelante se ha de
advertir que las partes CA, CP, Cg se llaman
abscisas y EL ege suyo; las PM, gm, EH
ordenadas 6 aplicadas, y la BD ege de las
ordenadas , cada abscisa con su ordenada co-
ordenada. Unas y otras son negativgs quan-
do caen 4 la izquierda de BD, si suponemos
positivas las de la derecha, ¢ al contrario.
Toda linea como las abscisas y ordenadas, que
varfa de tamafio en cada diferente punto, se
Nama variable s y constante 1a que tiene va-
Jor fijo como las CA, CF, el radio de un cir-
eulo &c. En lo sucesivo representarémos las
ordenadas con las letras 7 %, y las abscisas
Boiry | 3!

6oo Esto supuesto, para determinar la
Situacion de los puntos de'la HR , colocando
el principio f1 origen de las abscisas en A | y
haciendo CA=a, CF=b, AP—» y PM—y;
tendremos en los triangulos semejantes CAF,

APM, CA:CF:AP:PM 6 abuxiys PM ==

b ,
—5— s que nos dard el punto M luego que se

conozca CP 6 x: lo mismo se hubiera sacado
de los triangulos Agm, AHS para determinar
las mq, HS. Pudieramos haber' puesto ‘el ‘ori-
gende las abscisas en qualquier otro punto/Cs
en este caso CP=r, AP=z—4, y la propor-
cion CA:CF=AP:PM se muda en a:b=v—a:

PM e bx—ab

. En el puntom se tiene ....
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Cp=x, Ap=CA—Cp=a—z;yen los tridn-
gulos semejantes Apm, ACF, es AC:CF::

ab=bx Ry
espresion idén-

Ap:pm', 6 a:bia—xy=

a
tica con la anteriot , sifio es en los signos; por
ser megativa la pm' que cae bajo de la EL:
luego dicha equacion seré la propia de la linea
HR, pues que representa todos sus puntos.
601 En el punto en que comienzan las
abscisas , es decir en su origen , es ¥ =4 6 no
hay abscisa : como tambien y=o en el punto
A en que no hay ordenada, por pasar por €l
la HR. Luego si suponiendo y==0 en uni
equacion, resultase x==0 6 al contrario, pa:
sard la linea a que pertenece, por el origen:
pero si suponiendo x=0 resultase algun va-
lor de 7, determinard este en el ege de las or-
denadas el punto por donde pasa la linea : y
si haciendo y==o0 tuviese z algun valor , se
conoceré por €l el punto en que la linea corta
el ege de las abscisas. En la equacion ]_—_—bji
resulta y=—=0, x==0 en la suposicion de ser
cero qualquiera de ellos, prueba de que HR
' bx—ab
a
" sehacey=o, se tendrd r—a=—=CA , a cuya
distancia del origen C, pasa la HR; y hacien-
do r=—o0, resulta y:——b:CF , distancia 4

que pasa de C la HR.

pasa por el origen A: perosien y—
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602 ' Las equaciones de esta forma s =
o ;
=+ pertenecen 4 lineas rectas que se lla-

man de 1.* grado por resolver con su inter-
seccion los problemas de 1. grado: lineas de
2.° grado 6 curvas de 1.° son el circulo y las
secciones conicas, Pardbola, E lipse € Hipér-
bola cuyas equaciones son de 2.° grado, y re-
suelven los problemas de este género, por
medio de una recta que corte qualquiera de
dichas curvas. Las equaciones de 3.° 4.° y
demas grados superiores resuelven problemas
superiores por medio de curvas de orden su-
perior al 2.°, de las que se llaman algébricas
0 geométricas aquellas cuyas abscisas y orde-
nadas son lineas cuyo valor puede sacarse
geométricamente, y trascendentes & mecani-
¢as aquellas cuyas abscisas y ordenadas son
arcos de circulo, 6 senos , tangentes &c.  Las
que en su descripcion gnardan cierta ley | se
llaman lugares geométricos, por quanto todos
sus puntos subministran soluciones 4 los pro-
blemas geométricos indeterminados. La semi-
periferia del circulo por eg. es el lugar geo-
métrico de los vértices dg todos los triangulos
rectangulos que pueden tener su didmetro
por hipotennsa (324). Nosotros nos tenemos
que ceflir en esta vasta. é intrincada materia 4
lo dicho sobre las equaciones indeterminadas
de 1.* grado, y en quanto 4 las de 2.° trata-
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rémos analiticamente de las principales pro-
piedades del circulo y de las tres secciones
cbnicas.

603 Supongamos pues, que todos los
puntos de la circunferencia. AMNBnm (fig.
153) se refieran @ las dos lineas DR ege de-
las ordenadas, y AB ege de las abscisas, y
que poniendo su origen en A, se trate de es-
presar en una equacion la relacion de las co--
ordenadas AP, PM; Ap, pN &c. tomando de
A 4 B las abscisas positivas, de A 4 E las ne-
gativas, de’A a4 D las ordenadas positivas , y
de A 4 R las negativas. Hagamos PM =y el
radio AC=a, AP=ux; sera PB=AB—AP=
24—x: y pues que dejamos demostrado (391)
de qualquier punto M del circulo que AP+
PM:PM:PB, tendremos poniendo sus valo-
res, x:y:p:2a—g, y de consiguiente y*=2a5—
2%, 6 y==£/(2ar—x"), equacion que se bus-
ca, y que manifiesta: que 4 cada abscisa AP=x
corresponden dos valores dey, PM y Pm : de
suerte que la curva tendrd dos ramos AMNB,
AmnB. 979 :

604 Si dada la equacion se nos pidiese
describir por ella el circulo; supondriamos
desde luego z=0, y por-el resultado y=o co-"
noceremos que la circunferencia pasa por el
erigen A : haciendo despues y=o, resulta z*=
24% 6 ¥*—2ax =0, equacion en que r=0,

v=24=AB, y que da los puntos Ay B por
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donde pasa la curva. Para determinar los de-.
mas se daran diferentes valores a x, y de ca-
da uno resultarin dos de y, uno positivo y
otro negativo. Si fuese por eg. AP=x=2 en
la suposicion de valer @, §; y==£1/16==%4
determinaria la longitud de PM y Pm., y de
consiguiente los puntos M, m de la circunfe-
rencia, que no puede pasar de B ; pues si se
supone x mayor que 24, saldra la cantidad
24y—x"=(2a—x)x negativa, y la y imagina-
rfa 6 imposible (1§5). :
60g - Las principales propiedades del cir-
culo se sacan facilmente de su equacion y*=
2ar—=x*. Comenzemos:por los triangulos rec-
tangulos MPC, AQC: en el primero se tie-
ne (MC)*=(MP)*+(CP)* 6 (CM)*=24v—
¥*+a’—2ax+2", poniendo por (MP)?,2a0—
x? ;5 y por (CP?, (a—2)?; reduzcase, y se
tendra CM=a, 6 todos los radios iguales. En
el otro triangulo AQC , donde (AQ)*==
(QC)*+(AC)*=y>+a?, se tiene ponicndo
2az—zx* enlugar de y?, (AQ)’=24ax; lue-
go #:AQ:=AQ:2a propiedad demostrada
(393): --

606 Cada una de las cuerdas ZB, QB
vale 24° en los tridngulos rectangulos QCB,
ZCB; de consigujente 1.° (QB)*~+(ZB)*=
42*=(QZ)’ ; es decir, que sera recto el an-
gulo QBZ (324). .2.° En el quadrilatero
AQBZ el producto de las dos diagonales
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QZxAB=—4a* es igual a AQxBZ+AZx
BQ=44". _

607 Si el origen de las abscisas se hubie-
ra colocado en el centro G, haciendo CP, &3
se hubiera sacado del tridngulo rectingulo.
CPM, (PM)*=(CM)*—~(PC)?, 6 y*=a’~—z",
otra equacion al circulo que incluye la pro-,
porcion g—xiyuyia-+x, 6 AP:PM:PM:PB
de donde se sacé la primera (603). :

608 Tambien pudiera haberse puesto el
origen de las abscisas en qualquier otro pun-
to T en cuyo caso tirados los eges TX de
las abscisas y GS de las ordenadas, bajadas
perpendicularmente desde el centro 4 una y
otra las CE=¢, y CK=b ; serin MU=GT=y,
y MG=UT=z las coordenadas de un punto
qualquiera M de la circunferencia; las coor-
denadas del punto N son NO=YT=x, y
NY=TO=y &c La equacion que represen-
te la relacion de estas lineas . se saca facil-
mente del tridngulo rectangulo MPC, don-
de (CM)*=(PM)*+(PC)’ ; pues siendo
MC=a, MP=MU~+UP=y~+b, y PC—=EC—
EP=—¢—z, tendremos a’ ==y ~+2by-+b’"-c*—
2ca-+x%, y de consiguiente y——b=})/ (a°—
a-+200—:*) : nueva equacion al airculo del
mismo grado que las anteriores.
| 609 Hayase de construir por filtimo la
curva cuya equacion es y*==x"—a’ : supo-
niendo y==0, resulta x====41 de consigylen-
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te tomando en ¢! punto A de una recta inde-
terminada BD (fig. 154) el principio de las
abscisas, y las partes AS, As iguales a a; de-
bera pasar la curva por §,s. La equacion y=—=
=/ (v*—a*)==*1/((v+a)(x—a)) manifies-
ta que tomando las abscisas positivas acia D,
corresponden 4 cada AP==ux, dos valores
iguales PM, Pm , uno positivo y otro nega-
tivo; es decir, que la curva tendra dos ra-
mos SM, Sm iguales é infinitos, Otros dos
iguales y opuestos 4 los primeros se sacan de
la equacion y==ky/((—2+a)(—z—a)) que
resulta de tomar las abscisas acia B 6 negati-
vamente : pero en uno y en otro caso ha de
ser  mayor que # para que el radical no sea
imaginario ; € imposible su valor; pues que
entre Sy s no hay curva. '

De las Seceiones Cénicas , Pardbola, Elipse
¢ Hipérbola. '

610 Si unarecta indeterminada AR (fig,
143) fijaen el punto G, recorre las dos cir-
cunferencias DmAm’, RNQ#, habra formado
dos superficies conicas opuestas AGD, GRQ,
que pueden ser menores 6 mayores hasta el
infinito 5 de cuyas diferentes secciones por un
plano resultandas que se llaman seccipres c6-
nicas. La seccion de un plano que por el
punto G ‘cortase perpendicularmente’ qual-
quiera de dichos conos, seria un triangulo
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GDA : serd un circulo EMF M, siempre que
el plano ‘corte el cono GDA, formando el
mismo 4ngulo con los lados GD, GA,, 6 pa-
ralelamente 4 la base. Siel plano pasa por Bb
(fig. 156) cortando los lados GA, GR con
diferentes angulos, resulta una seccion BMmb,
que se llama Elipse. Serd una Pardbolz
BMmm' (fig. 157) quando el plano secante
sea paralelo 4 uno de los-lados GC del cono:
y Gltimamente, si dejando de ser paralelo, cor-
tase uno y otro cono (fig. 155) trazara las
superficies BMmm', bNn que s¢ llaman Hi-

érbolas. )

611 En la pardbola Bmm' (fig. 157) en
la que la Bp se llama ¢ge, el punto B wérsice
y origen de las abscisas, las PM, pm ordena-
das y las BP, Bp abscisas, los cuadrados de
las ordenadas estan en la misma razon que
sus abscisas, 6 (PM)*: (pm)*=:BP:Bp. Por-
que si corta al cono el plano circular FME
paralelamente 4 la base, y 4 estos dos planos
paralelos los corta el triangular GDC, seran
paralelas las comunes secciones FE, DC(433),
y por lo mismo seran tambien paralelas las
MP, mp secciones comunes de dichos planos
paralelos , cortados por Bmm': luego siendo
por la naturaleza del circulo (391) (MP)*=
EPx<PF, (mp)*—=DpxCp=DpxPE, por
ser PE==Cp (353), tendremos (MP)*:
(m};)%:FPﬂ’E:DpxPE::XE:Dp; Y pues que
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FP:Dp:BP:Bp en los triangulos semejantes
BPF, ByD, sera finalimente (MP)’:(mp)’::
BP:Bp.

611; En la elipse (fig: 156) supuesto que
los planos AGR, BMb cortan los paralelos
EMF , CmD, se tiene en los triangulos seme-
jantes BPF, BpyD 3 bEp, bCp BP:Bp:: PE:
#D, bP:bp=EP:Cp s luego serd, multiplican-
do estas proporciones, BbeP:Bpxbp::PFx WP
pDxCp: y pues que en los circulos EMMF,
CmD , (PM)*=PF~EP, (pm)*=Dp=Cps
se tendra BP><I7P:'B117‘>,<bp::(]r’M)2:(prn)2 788
‘deciry los cuadrados de las ordenadas PM,
pm, son ¢nla Elipse como el producto de las
partes BP,bP 5 Bp, bp que cortan en ¢l ege
Bb, que llamarémos nhstisaly it b nduid v
. 613 Lo mismo se saca en la hipérbola
(fig. 158) de los tridngulos BEP, BDyp;
DPK; bpA ; donde BP:Bp:EP:Dyp ; bP:bp::
PE:pA; y de consigniente; BPxbP:Bp<bp:
EPxPF:DpxpA ; 0 poniendo por EP<PF,
Dpx<pA sus iguales (PM)?*; (pm)? + con la
diferencia de que las-abscisas BP, 6P; Bp,bp
se toman para ¢ada otdenada de distinto la-
do que en la elipse: , .

Péro para que ‘conozcamos mejor las uti-
lisimas propiedades de estas tres curvas de que
s¢ hace un 1so continuo y general en todos
los ramios de fisica y matematicas, hablarémos
de cada una.en particular considerandolas des:
critas en 110 plano

|
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Pardbola.

614 Es la pardbola una curva cuyos
puntos M, N,n, m (fig. 148) distan todos
igualmente de una linea fija BD que se llama
direstriz, y de un punto F que se llama fo-
ous , distante siempre del vértice S de la quar-
ta parte de una linea p conocida con el nom-
bre de pardmetro; de manera que si en el
punto O de una escuadra OGB, y en qual-
quier otro F se fijan los estremos de un hile
OMF igual en longitud 2 OG, y se mueve
la escnadra acia E llevando tirante el hilo con
un lapiz M ; la linea MINS que describa el
lapiz, y la otra mitad Sum que trace del mis-
mo-modo del otro lado de la EH, serd una pa-
rabola ; pues en qualquiera de sus puntos M
se verifica que siendo OG=0MF, es MF=
MG, quitando MO comun; y por lo mis-
mo SKE=SE=1p, ;

- 615 La recta MF tirada desde qualquier
punto M de la pardbola al focus', se llama ra-
dip wwector 5 y st se tira desde M la ordenada
MP—y , siendo SP=uz, serd siempre MF—
MG—=EP=RS~+SE—x+: p. Luego si ha-
biendo escogido en la linea SH que ha de ser
ege de la parabola, el punto S para vértice,
y tomado SF==SE=—2p para senalar el fo-
cus F ; si despues de haber tirado perpendi-
culares indefinidas a todos los puntos P del

Aaa
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ege, se trazan desde & con el intervalo de
cada PE dos arcos a un laco y otro de la SH,
se determinardn de cada vez dos puntos M, m
de la curva, que se describira facilmente, de-
terminando asi los demas: pues en tal caso ca-
da FM serd igual 4 la distancia EP 0 GM.

616 En ¢l triangulo rectangulo FMP;
en el que (PM)’:(I‘ M)“'—(FP)Z sera pos
niendo en lagar de PM, EM, FP, sus valo-
xes , v+ ?‘ P v=4p; )')':m+§’ pr-T pp—i%
wZpr—7:pp, quese reduce a yy=px, 0 y=
z/pa s equacion 4 la parabola. que compa-
rada con Y Y=pX de otra qualquier ordena
da’Y, cu a abscisa sea X, da yy: Y Y:pXia:
segun lo demostramos ya (611).

617 Si hacemos en ella w=0 6 y=0, ve-
temos que pasa la curva por el origen 5 sin
que se estienda mas alla; pues resulta ima-
ginaria la y===1/=px, tomando a x negati=
va. Y como 4 cada x corresponden dos va-
lores iguales dey, que crecen 4 proporcion
que es mayor z; tendra la' parabola dos ra-
mos iguales ¢ infinitos; cuyos puntos podran
determinarse dando 4 x diferentes valores, y
sacando en cada uno los que correspondenaa y.

618 De yy=px se saca Fiyryp , €SLO €5,
que cada ordenada es media proporcional ¢n-
#re su abscisa y el pardmetro, y este tercerd
proporcional - d qualquier abscisa y su: orde-
nada. Dicko parametre es tambicn Ja doble
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ordenada N# que pasa por el focus; pucs
siendo la abscisa b,‘;%}), sera (NF)*=
W==pr==spp > ¥ NE—=yZpp=1p; luego
Nrn=p. Sia una cuerda qualquiera SL (fig.
159) e levanta la perpendicular LQ, sera
RQ’el parametro de la parabola : pues en el
triangulo rectangulo SLQ, 5R:RL:RL:KQ,
6 z:9::RQ—p.

619 Para tirar una tangente @ un pun-
to M de la paraboa (fig. 158); tiradas las
MG, MF y la GF, la MT perpendicular a
GF serd la tangente; pues de qualquier otro
punto Z que no sea M , se probara que esta
fuera de la curva: para esto tirense ZF al
focus, ZB perpendicular a la directriz y ZG,
y se vera que siendo ZB menor que ZG
(285) o que su igual ZE, Z no esta en la
pardbola (614). Si ala tangente MT se le-
vanta en el punto M la perpendicular 6 nor-
mal MR, la parte TP de ege comprendida
entre la tangente y la ordenada MP, se lla-
ma subtangente , y la PR comprendida entre
la ordenada MP y la normal, se llama sub-
normal.

620 Siendo iguales los angulos GMT,
TMF (337).y GMT=ZMO, sera ZMO=
TMF : ZMO se llama angulo de la inciden-
cin, y TMF de la reflexion. Tambien por
vazon de las paralelas GM, TF 'y por ser
GC—CF, serin iguales y semejantes los
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triangulos GCM, TCF (345'y 386) :'y de
consiguiente MG=TF=FM, vy en el trian-
gulo isdsceles MFT la FC perpendicular 4
la tangente la dividira por medio.

621 De FM=FT=z+Xp sesaca TP—=
TF+FP=g-+21p+a—ip=2x, 6 la subtan-
gente PT dupla de su abscisa SP; y de con-
siguiente, serd SP=ST. Luego 1.° el para-'
lelogramo MKSP (fig. 159) es igual al tri-
dngulo MPT que tiene doble altura que él
(351). 2.° Para tirar una tangente al punto
M ‘de la paribola (fig. 158) se bajara la per-’
pendicular MP, y haciendo ST=SP , se tira-
ra por Ty M la TM.

622 3.° Las perpendiculares FC baja-
das desde ¢l focus d la tangente, son como las
raices cnadradas de los radios vectores: pues
siendo TC=CM porque TC:CM=TS:SP, y
TS=SP; cacrd C en donde SC corta la TM,
y en el triangulo rectangulo CTF, sera TF:
FC:FCFS, vy (FC)ZZTFXFS:FMxilg;
en otro punto M se tendria tambien (FC')*=
FM%Zp; luego (FC)* (FC)* = FMxZps
FMxzp, y FC:FCuy/FM:w/FM'.

623 4 ° Eneltridngulo rectingulo RMT

(ePM)?

se tiene (391) PT:PMzPM:PR= i

X . .
—P—:Ep; es decir gue la subnormal es la mi-
PR
tad del pardmetro. La normal MR 3
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"V((MP)2—».—(;PR)Z):V(;JJ:—t—%p]J):]/MBxF
en el triangulo rectangulo MPR: y del TMP.
tambien rectangulo se saca la tangente TM=
vV ( PM)*~+ (PT)Q):V{px+4x2):]/4MF><x.

624 Qualquiera recta MO paralela al
ege SH se llama didmetro, cuyas ordenadas
son m'p’ paralelas 4 TM, tangente en el punto
M del didmetro: su pardmetro (g) es tambien
cuadruplo de la distancia FM de su vértice
al focus; de manera que g=4MF=p-+4z.y
de consiguiente tercera proporcional 4 la abs-
cisa y tangente que corresponden al punto
M; pues es :_—:x:tang.—_:l/(px+4x2):1)+
=g,

625q Llamando la abscisa Mz, z (fig.
159) y % la ordenada Ju, tendremos en los
triangulos lp#, MPT, MT:lp:MP:in:: SEIET
upx

—

Vqx
+2%: y como Sp:Tf—-

p, 0 Vq_x:_u—e—]/qx:q/px:ln_—_—
2Ux
Vqx

TS=—z—=r, sera Sn= Sf+pn —2r-+

Vpr=2ripn—
2ur
vz’
La propiedad de la paribola nos da (616),
uypx
gz

: haganse las operaciones y reduccio-

(ln)’_—-__pxSn 6 (Vpr+
23pU
1/q%

y=preper
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nes necesarias, y se tendrd #°=¢x, equacion
a la parabola respecto de sus didmetros , en
todo semejante 4 la del ege, y de la que se
sacara como en ella que los cuadrades de las
ordenadas son como las abscisas s que d@ ca-

da abscisa corresponden dos ordenadas 1gUA-

les &ec.

626 Si se pidiese trazar una paribola,
cuyas ordenadas formen un 4ngulo conocido
con un diametro dado MO (fig.158), cuyo
pardmetro g se dé tambien; se tirara por el
vértice M del diametro la recta ZMT que
forme con él un angulo OMZ igual al dado,
se hard despues el angulo TMF—=ZMO, y
tomando MF=24, se tendrd el focus F por
donde se tirara la HT paralela 4 MO que
serd el ege: bajesele la perpendicular MP, y
dividiendo PT por medio, se tendra el vérti-

ce S con el que y el focus se trazard la para-

bola (615).

627 Si se tiran (fig. 149) la ordenada
mp infinitamente préxima 4 PM y tas MK, r#
paralelas 4 TP; se tendra en los tridngulos
TMP, oM, TP:PM:rM:ro—Pp, 6 ponien-
do por TP su igual 25p, 6 2KM, 2KM:PM:s
rM:Pp; y de consiguiente PMxrM=2KMx
Pp, o el paralelogramo PpMm duplo del
rMK:: y como se puede probar otro tanto
de qualquiera de los paralelogramos de que
se compone la superficie de la parabola, serd

— o0

Laeon Raa o Siesiph e
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qualquier espacio parabdlico, SPM duplo del
espacio esterior SOMK ; y de consiguiente
serd los dos tercios del rectangulo SPMK:
los triangulos omM, roM se desprecian en el
calculo por infinitamente pequefios ( 86).
Solo en ¢l caso que las abscisas tengan como,’
en la paribola una relacion constante con la
subtangente podrdn cuadrarse exactamentq
las curvas. -

Elipse.

628 La propiedad que caracteriza esta:
curva es que la suma de las distancias FM-+
/M (fig. 160) de qualquiera de sus pustos,
M 4 los dos F, £ que se llaman sus focus , €8
igual 4 la linea Ss su ege mayor : de manera
que si clavados en F, f los estremos de un hi-
lo FMf, mas largo que Ff, s le lleva esti-
rado con un lapiz al rededor de dichos pun-
tos, resultard descrita una clipse. En ella lla
marémos. gge menor la Bb perpendicular al
punto C mitad de Ss y centro de la elipse: &
las CF, Cf excentricidad: las MP oxdenadas.
y SP;sP abscisas del ege mayor Ssi Mp, Bp,
bp ordenadas y abscisas del ege menor Bb,
y las M, f M radios vectores. Ultimamente
la TX es tangente (fig. 161), la MR normal,
PR subnormal y V'T subtangente, correspon-
dientes al puntg M de la elipse. ;

629 La estension del hilo en el punto §
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fig. 160) es 2SF+FY, y en s, 25/~Ff; lue-
go 2SF+Ff—12s/+Ff; y de consiguiente
SF=sf, CF=Cf. De lo que se infiere 1.°
que el punto & de la perpendicular Cb debe
estar 4 igual distancia de F y / (284) como
lo esta C, 6 Fb=fb=SC mitad de Ss; y el
ege menor s¢ dividird por medio en C a cau-
sa de los triangulos rectangulos iguales fCB,
JCb. 2.° Un arco descrito desde & con el ra-
dio CS, cortar4 la Ss en los puntos F, /' que
seran los focus: de suerte que sera facil tra-
zar la elipse dados los dos eges; pues deter-
minados sus focus se practicara despues lo
que digimos (628). ;

630 Llamemos ya Ss, 24; Bb, 2b; CF=
Cf,c; PM, y; CP, z: serd PS=SC—CP,a—z;
Ps=sC+CP, a+r; PBF=CF—CP, ¢—z; Pf=
SC+CP, ¢+x3; SF=SC—CF, a—¢; y Fs=—=
a-+¢,y en el tridngulo rectangulo F4C ten-
dremos (Fb)*=(FC)*+(Cb)* 6 aa=cc—+bb;
de donde se saca cc=aa—0bb, y bb=aa—cc;
luego a-+c:bub:a—c, 6 + Fs:Ch: FS; esto es,
el semi-ege menor Cb medio proporcional en-
tre las distancias ¥s,ES de los vértices d uno
de los focus.

631 Esto supuesto, en el tridngulo FMf
es (539) FM—f—Mf(za):Ef(w):fP—PF(zx):

20X

i M—FM=%%*_2% Con esta diferencia,

4 a

y lasuma 22 de FM y fM, sacaremos (238)
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FM;d-——%‘- t y en el tiangulo rectangule
PMF serd (PM)’=(FM)*—(PF)*, 6yy=

(oxx : :
AQ—20T A —————s (020X, QUE $€ redu-
= ok

a
ce poniendo @a—bb en lugar de ce (630), 4
g b Mg R (MRS
y=bb——= _-;;—( a .1:!:) : equacion

l

la el_iPse; en la que por ser Lt %}/ (aa—xx);

corresponderan 4 cada abscisa CP dos orde-
nadas iguales una positiva y otra negativa,
que se determinaran conociendo 2 &, y po-
dra trazarse por este medio la elipse: ala que
siempre divide por medio el ege mayor. :
632 Siel origen de las abscisas se coloca
en S, haciendo SP=x , SF=s/=r} SPxPs que
antes era (a—x)(a+x) , serd wx(2a—x)1 pon-
gase este producto en la equacion anterior emn
" bb

lugar de aa—zx, y se reducird 4 pp=—=———x

(:av—xx), equacion en la que suponiendo
y=0, tesulta xa—2a2=0, donde a=20 y =24,
es decir, que la curva pasa por S en que r=o,
y por s en que x=Ss=24.

633 Tambien se verificard de otra qual-
quier ordenada M'P'(Y), cuya abscisa SP'

sea X, YY:ﬁb—-x aa—XX): de consiguien-

at p)
te, sera yy:YY::—J—;x(aa—-m-):—-j-rx(na—-..

|
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XX)zaa—zr:aa—XX, o (PM)*:(MP )s
SPxPs:5P =P's coma lo digimos 61 2). Tam-

3 hb
Bien de :-,‘-x A4—xx) Se saca yyiad—
== ) ”

xxubb:aa; ysi enlugar de bb ponemos su

igual aa—cc, resultara yy:2a—axsga—cc:aa
© (PM)?*:SP=P.:SFxE :(SC)*.

634 Siendo Mp—"C—ur, Gp=PM=y,

y de consiguiente bp—y~+b&, y Bp—=v—y,

serd la equacion al ege menor de la elipse

j bbxx

despejando zx en y*—bb— ST (6 1) 3=
aayy az :
“d__—b_bz_ = x(bb—yy) , la misma respece

tivamente que la del ege mayor, y dela que
se deducen las mismas consecuencias que de
aquella. ;

635 Trazado un circulo sobre el ege ma-
yor Ss (fig. 161) si en la proporcion (PM)?:
SPxPs::(BC)*:(SC)* (633). ponemos en lu-
gar de SPxPs su igual (PH)* (391). tendre-
mos (PM)”*:(PH)*::(BC)*:(SC,*, y PM:PH:
BC:SC, 6 las ordenadas del ege mayor a las
ordenadas de su circulo, como el ege menor
al mayor; luego todas las ordenafas de la
elip.rc, esto €s, sy supe;:ﬁcie es d la de diche
sirculo, como el ege menor al mayor. Del mis-
mo modo se prueba que lz superficie de la
elipse es & la del circulo trazado sobre el ege
menor , como el ege mayor es al menor. Sype-
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aiendo 137 la razon del diametro 4 la cireun-
ferencia, sera aac la superficie del circilo
SAsa, y abe lade la elipse, haciendo a:b::aac:
abe, la qual ¢s igual d la de un circulo cuye
didmetro es V/ 4ab , esto es, medio proporcio-
nal entre sus eges. Bsto prueba que el circu-
lo es una elipse de eges iguales con el focus
en el centro, y el diametro por parametro.
Con efecto , qualquiera de las suposiciones
2h—=—=2a, SE=32a 0 p==2a convierte las
equaciones halladas en las del cireulo y*=
24x—1k Yy =aa—I% (603):

636 ~Llamarémos pardmetro p del 1.
ége una tercera proporcional 4 €ly al 2.°
4

24

o
®

ege; de suerte que sea 2azabiabip—

este siempre es igual 4 la nn/ doble ordenada
al focus; puss como la abscisa CF =¢ (fig.

bhxx

160), si en yy==bb— , ponemos ¢ em
lngar de z; y despues 4a—bb en lugar de cc,
4

‘ ; bb .
| tendremos () —— nF—-—: luego
’ wa y 7 g :

;. ’vl) 4 ’)’) . ’
wn'—— »—J'——_—_:'p. ‘Atendiendo 2 la analo-

a 172 in
gia de las equaciones del ege mayor y me-
el 01, I, 44z
Bor , serd el parametro de este q::-i;;— :de

suestc que sca 2b124424:4.

| I
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S s bl
AN p=—-sesaca bh="2L., pon-
P
gase este valor en lugar de b en las equacio-
nes al I.fege, y las reducird 4 estas yy—

) _ap
o 24x—x%), ¥) —— (@aa—2zx) que son las
24 ), 2
del parametro del 1.7 ege. Del mismo modo

se reduce la del 2.° ege xx:%cbb-ﬂf) a

xx‘—.::qb—(b_b—y]). De las de ambos eges se

saca yy: da—xxpi2a, xxibb—yyiqi2b, 6 cl
cuadrado de la ordenada al producto de sus
abscisas , como el pardametro a su ege.

638 Para tirar una tangente d la elip-
se en un punto M se alarga la fM hasta que
sea MH=MF, 6 fH=S5s, se¢ tita la HF, y
la perpendicular TX que la divide por me-
dio, es la tangente al punto M, el Gnico en
que toca la curva; pues si qualquier otro O
pertencciese 4 ella, las OF , y Of serian igua-
les (628) 4 FM+fM 6 4 fH, lo que es fal-
s03 pot ser OF+Of 6 OH~+Of mayores que
fH. El dngulo XMf es igual 4 TMF, por
sec TMF—HMK, y este 4 su vertical

639 Tirada la normal MR (fig. 161), si
de los-angulos rectos XMR, RMT se quitan
los iguales XMf, TMF (638), resultardn
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iguales los angulos RMf,RMF, y seétd (377)
FMMF:fR:RE, 6 (177) fM-+MF(2):MF

(a—'—‘—:—) (631 ):fR+RF(2c):RF:c— ﬂi:—...

aa
é—x+{7—b-x—, poniendo aa—bb en lugat de cc:
luego la subnormal PR—FR+FP—¢—z-

bbx bbx T px \ Qo
— = (637): Si contando

aa :

las abscisas desde el vértice se suporie SP=u,

serd y—a—u, y poniendo este valor en lu-
bbb bbn __y . p

gar de 7, serd PR—=— ——— =3 p———.
) : a aa 24
640 En el tridngulo rectingulo RMT se
(M)’

tiene (39 1)/‘121 subtangente PT:::—FR—- =

'-—-—(aa—xx) __aa-xx __ 2au-ug

= s o poniende

.5 aa ] )
pot x, a—u. De consiguiente CT=CP~+
PT—rr it =22, ST=CT—CS=

x x
an aa=ax as
— . De CT:’T se saca Lia:e

——

x x

#:CT, 6 +CP:CS:CT, por donde se podra
determinar el punto T de la tangente TM.
Ultimamente la espresion de la normal se sa-
¢a del triangulo rectangulo MRP en el que
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_ gy L - bbxx
MR=y {3+ —) =/ (b5 (aa—
coxx

b)) =y (1=
TM del triangulo MPT tambien rectingulo.

641 Diametro de la elipse es una recta
MN (fig. 160) que pasd por el centro; y se
termina por ambos cabos en la curva: y did-
metro conjugado al MN la RZ paralela a TM
tangente al punto M de MN'z las LQ para-
lelas 4 la tangente TM, son sus ordenadas y
NQ, QM abscisas; y parametro de qualquier
diametro una ‘tercera proporcional 4 dicho
dianietro y a su conjugado. 4

642 El triangulo tmP (fig. 162) forma-
Ao por la tangente; subtangente y ordenada de
una elipse, es igual al trapecio Pmks que for-
man la ordenada, la tangente al vértice y una
recta que pasa por ¢l centro y el punto t. Por-
que en los tridngulos semejantes CPm, Csk,
es Pm:shzCP:Cs::Cs:Ct (640) : luego Cs:
Ct:Pm:sk, y Csxsh—=PmxCt, 3 (Csxsk) =—
1 (Pmx<Cr) superficies iguales de los triangu-
los Cmt, Csk; quitese de ambos la parte co-
mun PmC, y resultara tmP=Pwmtks.

1643 De aquise infiere, que el tridngulo
qlr que forman 1q ordenada aliege, lo orde-
nada al diametro Mm terminada en el ege, y
su parte qt comprendida , es siempre igual al

- ) ¢ y la de la tangente
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trapeciv Wqsk correspondiente : pues sacindo-
se de los triangulos semejantes Pmt ; gir, Pins:
glr=(Pm)*:90)*(45 § j=(Cs)*—(CP)*:(Cs)*—
(Cq)*(1yy7) = Pmks: ghks diferencias de los
tridngulos semejantes Cks; CPm ; Chs, Cyh
que estan en la misma razon queé las diferen-
cias de los cuadrados de sus lados homologos
Cs, CP, Cg; sera Pmeiglr:Pmks:ghis ; y co:
mo Pmt=—=~Pmhks (642), tendremos tambien
qlr=skhg=ghmt quitando Pmks y afiadiendo
su igual Pms. De consiguiente el triangulo
ok serd igual al trapecio correspondiente
mort ; pues si de glr—ghmt se quita ghor co-
mun, queda loh=mort. Tambien serd CND =
Cmt ; pues quando Ir se concibe bajar para-
lelamente 4 ser CN; la /k que se ha de ter=
minar en el didgmetro mM alargado si es me-
nester ; vendra 4 ser NB: y siendo CND—=
Crd por li simetria-de la elipse cuyos pun-
tos M, m, N; n deben €star semejintemente’
situados; sera Cnd=Cmz. - ]

644  Esto supuesto, en los tridngulos se-
mejantes, Gmt ; Cor se tiene (455) (Cm)*:
(Co)*=:Cmt:Cor, y (177) (Cm)2=—(Co)*:

Cm)*:Cmp~Cor=mort:Cmz::loh:Cdn(643 )::
glo)’:((in)2 en los triangulos Cdn, loh se-
mejantes por la igualdad de los 4ngulos al-
ternos %, 4 que forman las- paralelas lg, #d;
y de / igual 4 su alterno IQC=diC : luego

(Cm)g—(CO)’z(Cm)z(l'o%;B(Cn)“ : e; de-
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cir, llamando 4 Mm, 2a; Nu, 2b; lo, 53
mo, % ; aa—xx:daiyy:bb y de consiguiente,

yy—>bb= bbx:-~ , equacion 4 las ordenadas de
a

los didmetros del todo semejante a 1d de los
eges; y de la que como de esta; se sacd tam-
bien que 4 cada abscisa corresponden dos or-
denadas igualest que los diametros dividen
sus otdenadas y la elipse por medio: que
CM=Cm ; CN=Cn &c. » g

645 Si se bajan al ege Ss las ordenadas
mP; nz, de los estremos m, n de los didmetros
conjugddos Mm , N el cuadrado de Cz com-
prendido entre el centro y una de ellas nz; es
igual al producto de las abscisas PSxPs de la
otra mP, 6 (Cz)*=PSxPs. Haciendo mP=y;
y sP=x, Sz=z, Ss=2a, Bb=2b; en los trian-
gulos semejantes ¢Pm; Cnz se tiene (Cz)*:
(P2)22(mP)*i(n2)*:PSxPsi2Sxzs (033) 5 esto
es; PSxPs (aa—xx)izSxzs (aa—2z2):(PT)*
(aa=x% )" 5 s (aa=zz)(aa=xx)*

P (osoitnel Cr=" xx(Aa=x% ) :
de donde se saca zz==aa—zz; 6 (Cz)*==
P8sBsi {

646 Del mismo modo se hubiera sacado
(CP)*=2Sxzs, y de consiguiente i en lu-
gar de aa:bb:zSxzs:(12)*(633) ; ponemos
dmbb-;:(CPj"‘Cxx):(nzj’: _bl;a;x - 3 tendrémos
(Cn)'=(Cz)*+(n2) = aa=ax+ & ’ZE--;

a
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y como tambien (Cm)*=(CP)*+(Pm)*—
xx-+bb— i

» sacarémos sumando y redu-
aa

ciendo; (Cm)*+ (Cr)*=aa-+bb; y de con-
siguiente la suma de los cuadrades de los

diametros es ignal a la de los eges.

647 Siendo nz—w; Sz=—=x, serd uy—
b L Tl ] aanu
W (aam22) (631, y =2
como aa—zz=(CP)*=uxx(645); serd
ﬂd!l’l

b
se ahora la CH perpendicular & T/ y ‘en los
triangulos semejantes Czn; CtH donde Cz:

=aa-z2z; y

—uxx, y aaun=bbrx 6 au=bx. Tire-

zn(u)::Ct(—?) C64o):CH, serd CzxCH=—

U114

o2 0 poniend(_) bx en iugar de au;CzxCH=

ab; es decir, qué es igual ¢l paralelogramo
Jormado de los semieges d el de los semididame-
tros; y de consiguiente el de los eges d el de los
didmetros.
648 QuandozcaeenP, esy=u, 2=z,
Y 22=daa—uxx viene 4 et xx=aa—xr, 6 rr—
saa=axia: que da aixzx:Za: luego si se
toma CP media proporcional entre a4 ysa,
y se tira por P una doble ordenada, deter-
minard esta dos puntos por los quales y el
centro se pueden tirar dos diametros iguales;
Pues sus mitades seran hipotenusas de los tri-
Bz a
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angulos ignales CPm, CPn: y como 4 cada
lado solo en un punto se verifica la anterior
proporéion, y uno y otro ddn unos mismos
diametros; no habra en la elipse mas que dos
diametros iguales.

649 Sidado wio de los eges y su pard-
metro se pidiese trazar la elipse ; se buscara
una media proporcional entre los dos datos
que seré el otro ege (636), y se hara lo que
dejamos dicho (628). Pero si se diesen dos
diametros eonjugados Ss; Bb (fig. 163) que
formen qualquier 4ngulo s se tomardi sobre
la mitad CB de uno de ellos las partes igua-
les CE, EE' &c. y tiradas las perpendiculares
CD, ED’ &c. que encuentren la circunferen-
cia de un circulo descrito desde C con el ra-
dio CB; se tirara SB y por E su paralela EP:
tomense hicia s y S partes igiales 4 CP, y
tirando despues por los puntos Py las PM
iguales cada una a su’ correspondiente ED
quedaran determinados los puiitos M por don:
de se ha de trazar la elipse, determinando los
demas m, haeciende P»=PM. Efectivamente
en los tridngules semejantes 5B, CPE se
tiene CS(d):CB(b)-::(CP)(x)ECE:%; yenel |
triangulo rectingulo CED'(ED')*=(PM’=
(CDY*—(CE)? ; esto &8, py=bb 22
equacion 4 la elipse, @ la que pertenecerdn
los puntos M,
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Hipérbola.

6go Es propiedad constante de esta cur-
va que la diferencia entre lus rectas FM', fM'
(fig.164) tiradas desde qualquiera de sus pun-
tos M 4 los dos f, F que son los focus, es
siempre igual 4 su primer ¢ge Ss: de consi-
uiente st habiendo fijado en f una regla
FM'O mobil al rededor de dicho punto, y en
su estremo O el de un hilo atado por el otro
cabo en F, se voltea la'regla al rededor de f,
llevando la parte M O del hilo unida a ella,
y tirante todo el hilo con un lapiz M'; sefia-
lara este la porcion SH de una hipérbola;
pues la diferencia entre todas las fM', FM!
sera siempre igual a la que hay entre el hilo
y la regla, y se ve que en el punto S esta
diferencia es Ss.” La otra mitad SG de la cur-
va se desctibe volviendo la regla hdcia aquel
lado: y para trazar la hipérbola gsh opuesta,
se truecan las posiciones fijando la regla en F.
El hilo ha de ser siempre desigual con la re-
gla; pues si no, saldrian todos los puntos M
igualmente distantes de F y f por ser OMf
—OM'F, y Mf=M'F quitando OM' comun,
y trazaria el lapiz una linea recta. ;
651 Segundo ege de 1a hipérbola es una
linea Bb perpendicular al 1,> Ss, cuya mitad
CB ¢s lado de un triangulo rectangulo , cuya
hipotenusa SB es igual 4 CF, y el otro lade
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CS es la mitad de Ss: las perpendiculares
PM, MQal 1.° y 2.° eges son sus ordenadas,
CQ, y SP, sP, son las abscisas: las f M ,FM'
son los radios wectores, TM (fig. 165) es
una tangente , PT la subtangenie , MR y PR
la wnormal y subnormal correspondientes al
punto M. Ultimamente la recta MM’ (fig.
170) que pasando por el centro C corta las
hipérbolas opuestas, se llama diametro, y su
conjugado serd la DC.d paralela 4 la tangente
Tt al punto M del 1.7 diametro, cuyas coor-
denadas son 2.Q y CQ. :

652 Esto supuesto, si se hace Ss=24, (fig.
164) Bb=24, CF=Cf=¢, CP=zx, y M=y;
sera SP=CP—CS=1—a, sP=sC+CP=2-+24,
y SPxsP=(a—a) (x+a)=wxa—aa. Tambien
seri PF=CP=CF=3—¢, P/=PC+Cf—
2=+¢, y PFxPf=ax—cc: y en el triangulo
rectangulo CSB tendremos (BS)* 6 (651)
(CF)*=(BC)*+(CS)? 0 ecc==aa~bb, y
bb=cc—aa=(¢-+a)(c—a): de donde se saca
c—aibubic+a 6 = SF:CBisF ; esto es, el se-
wmiege menor medio proporcional entre las dis-
tancias de uno de los focus d los vértices.

653 Tomese ahora PR=—FP y tiradala
MR, se tendra en el triangulo fMR (539)
fM—MR (24): f P—=PR(2¢):fR(22):/ M+
FM— -—I'L—x—._ De esta suma y la diferencia |

a 5 ¢
JSM—FM=2a, se sacara (238) M:—’;’i -+4,
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y FM:-i‘i—a » Y en el triangulo rectangu-
lo PMF, en el que (PM)”:(FM)Q—(PF )2,

A €xx
sera yy= 20X Ad— TX+200—(C y PO-
- an- ,

niendo za-+bb en lugar de ¢ (652), y redu-
boxx

ciendo , yy= : —bb::;(xyg—aa), equa-

cion 4 la hipérbola, diferente de la de la elip-
se en solos los signos (631). Si poniendo en
S el origen de las abscisas, hacemos SPestip
SF=sf=¢, serd SP=xPs =x(2a-+2)=2a0+13:
pongase este producto en lugar de xr—aa
en la equacion anterior, y se convertird en

b
y= —4;( mx-r-xx) ’

654 De yy:-%%(xx-_—aa} se saca y—_:—b—x

a
l/(xx,—aa) ; de consiguiente , 4 cada abscisa
CP corresponderin dos ordenadas iguales PM
positiva y Pm negativa, que van siendo ma-
yores 4 proporcion que es mayor x'; desuer-
te que tendra la curva dos ramos iguales é
infinitos. Si se supone en dicha equacion y==o
resulta x—=2a—C8=—Cs, es decir, que ls
curva pasa por Sys: de suerte que toman-
do 4 ¥ menor que 4 saldra imaginaria la can-

: b ,
tidad == —-/(xx—aa), 6 no habra curva en-
a

tre Sy s; pero'si tomamos 4 x negativa y
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mayor que &, resultaran dos valores posm-
vos de y 4 cada valor de x, f comenzard en ¢
otra curva opuesta € 1gu‘11 a la primera; puecs
tomando CP_CP', sera PSxPs=P'SxP's, y
de consiguiente PM—Pu. Ultmnrnente,
dando diferentes valores 4 x podremoe deter-
minar por medio de los que resulten de y, di-
ferentes puntos M de la hlperbola. que serd
facil trazar por ellos.

655 Comparando las equaciones de dos
diferentes ordenadas Y, y del 1.r ege, ClIY"lS
abscisas sean X, x, tendremos YY :yy«

;b—(xx—zm) — (XX —aa):xr—aa: X X—aa,

y los cuadrados de las ordenadas serdn como
¢l producto de sus almzms como 10 demos-

tramos (613). De yy:,—bé— (xx—aa) se saca yy:

xx—aazbbiaa, y pomendo ¢c—~aa en lugar
de bb (65 2), pyixx—aazcc—aaiaa, 6 que d
¢uadrado de una ordenada es al producto de
sus abscisas , como el producto de las distan-
¢ias de uno de los focus @ los estremos del ege,
es al cuadrado de la mitad de dicho cge.

656 Pues que la abscisa CP—=z es igual
4 la ordenada MQ del 2.° ege y su abscisa
€Q igual 4 la ordenada PM==y, con despe-

bhxx

jar z.en la equacxon = -—bb; ten-
dremos la del 2.° ege xr= 4:;7 +aa:de la
7
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qual se saca w:py-r b aa: bb: 4aa: 4bb , es
decir , que ¢/ cuadrado (MQ)® de una orde-
nada. del 2.° ¢ge es d la suma de, loscuadra-
dos (CQ}P—{—(CI))’ , coma ¢l quqdrado del 1.*
¢ge al del 2.° Tambien se ve que 4 cada abs-
cisa corresponden dos ordenadas iguales una
positiva y otra negativa &e. @ :
: 2bb

a 2
tendremos el pardmetro del 1.5 ege que es
una tercera proporcional 4 dicho ege y al 2.7,
yes igual 4 la doble ordenada Nz que pasa

5 poxXx
por el focus; pues st en yy==

657 Si hacehios par 2 b Tl p

*

e A5 1
-pemos ¢ en lugar de #, y en el resultado sus-
Atuimos clz}zzz—i_—bb a6c (\b?; §2) , tendremos yy ==
(NF)*=——, NF=—,Y No=—-: De p=
%—b se saca bb= -%B—Z y este valor puesto en
Ingar de bb en las equaciones el 1.7 ege las

convierte en estas yy =— 4 (2ax-+wy == pr+
. oA T Y )=
pxx P px% pa
e g == ————Uf
24 == m( 3 24 2 1

son las del parametro del 1.5 ege, y de las que:
se infiere que yy:xa—das pi24 6 el cuadrado
Je una ordenada al 1.5 ege al producto de sus
abscisas 5 como $% pqrqimetrp @ dicho ege.
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658 Tambien g— 1;—4 es el parimetro
del 2.° ege, tercera proporcional 4 €l yal1.*

: 2 ab
¥y su equacion, poniendo — por a4 en xa=
4 S 7 3 X Ei z' e

azyy gy o g ¢
e s =L =T (o

bb): dela que se saca xxpy-+bb:g:2b , es de-
cir, que ¢/ cuadrado de una ordenada al 2.*
€ge es & la suma de los cuadrados (CQ)*~+
(Cb)*, como su_pardmetro & dicho ege.

659 Si tiradas las FM. fM (fig.165) 4
los focus, se toma MH=—MF, y sobre FH
se levanta la perpendicular TD), sera tangen-
ted la hipérbola en M : pues si de qualquier
otro punto m de la M T, se tiran las mH , mf,
mE , mf—mF—mf—MH es mayor que M/—
MF—FH ; siendo mH~+Hf mayor que mf:
luego el punto m no pertenece 4 la hipérbola
(650), y lo mismo se probara de qualquier
otro que no sea M. Como los angulos FMT,
TMf son iguales, y TMf=NMm, seran EMT |
y NMm tambien i guales,

660 Enel triangulo fMF se tiene (377) t
SM:MFf T:TF ; y fM+MF (i‘i): Mf(a+ |

a
{;)(6 S L TR0 1= —a’-:——w : luege
fT—Cf:CT_—_.—ii, y serd CP(x):CS(a):
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Cs(a):CT(—?—) x Proporcion que determi-
nara el punto T de la tangente: y como @l

TS AR
paso que crece 7, disminuye =9 CT; pa-

saran todas las tangentes 4 la hipérbala por
los puntos T situados entre Gy 5, hasta que

. . o a4 7
en siendo x infinita, —— O CT se reduzca a

cero, y ¢l punto T se confunda con C.
661 Sera pues, 1.° la subrangente PT=
4t xx=aa
CI_)*CT———,xfT-—— - »
angulo rectangulo TPM la tangente TM=—

bb
V((PM 2+ (PT)?) =y (- (22 —aa) = -
ux—ea\>\ ___ {bbxx L 4
( : ))__14/(—“—4—-1—96.70_——441) s 3.
(PM)* bh (xx—as)
AdPR=—"cs == T
La subnormal P1I BT g AA—it

. 2.° En el tri-

bix _ px : &
-A—:_-K—. 4.°Y tiltimamente en el tridngulo
24 G

ad
rectangulo MRP la normal MR=y/((PM,*~+
bxx bb

(PR)*)= (-—-4—- - ———(xm—.aa)) "

\ 4 aa

662 Sidel centro de la elipse 6 de la hi-
pérbola se tira la CK (fig.166 y 167), serd
fgual aa; pues siendo CF=Cf,y FK=KH,
setd FAFC:fH:CK , y asi como CF=:fF,
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serda CK=2fH=2( fm+mF)=—a. De consi-
guiente, 1.° descrito un circulo desde C con
el radio CS==x, terminarin en su circunfe-
rencia las perpendiculares FK, £4 tiradas de
los focus sobre la tangente alargada si es me-
nester 3 porque siendo recto el angulo KdD,
y estando K en dicha circunferencia , estard
tambien el punto D de la DK que debe ser
diametro (324).

663 2.° ‘El producto fd<xFK de dichas
perpendiculares bajadas de los foous d la tan-
gente, s siempre igual a bb cuadrado del se-
micge menor 5 pues siendo FK—=KH=—FD
por razon de las paralelas DK, fH, tendre-
mos (397) fdxfD=fd~HK = frxfS=
aa—cc—==bb (630) en la elipse ; y en la hi-
pérbola por razon de las secantes (398), fdx
FD—fdxFK—=fsx<fS==cc—aa—bb (652).

664 3.° Las perpendiculares FK baja-
das del focus ¥ a la tangente en diferenses
puntos m de la elipse y de la hipérbola, crecen
mas que las raices de los radios vectores en I
elipse , y menos en la hipérbola: pues en los
tridngulos fmd, EmK semejantes por las pa-
ralelas y los angu'os =n dy K rectos, se tiene
fm:fd::Fm:FK:‘j x( 3 y multiplicando por

fm

FK, (FK)’_—-,—_.FKxfdxffZ ;bbx;_f;i._ Si lla-
mamos P, p dos perpendiculares FK, FK/,
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yR;rs RY ' sus radios vectores FM, fm;
FM', fm'; tendremos PP:_pp::bbx%:bbxf-:-:;

! T
1_:_;_1;7, y P:p:’:V—R;:V-E;‘—. Y comoenla elip-
se en que Rar=124, disminuye # aumen- _

tando R, crecerd la razon de las fracciones
1

—— mas que S1 51endo constante 7 au-
T T

mentase R ¢y dl contratio, en la hipérbo-
la en donde r—R=24, r aumenta creciendo

: : ; R X o
R, serd menor dicha relacion de —i-=; lue-
vt

SR SR : ,

665 Tirada Sd (fig.165) paralela 8 MPy
los triangulos semejantes TS, TMP dan TP:
PM-TS=CS—CT:8d, 6 Z222 12 y/(an—
aa}::a-—ff—:Sdzﬁf—a—@_—:...:m,.m.;.—

x T+a

b (x+4?(x—a) =1 ——(x_d) . Esta eSpresion‘
(x—+a)(x—+a) (x—+a)

se feduce 4 SD==b quando x es infinita, en
£UyO Caso se desprecian como demostrarémos
despues (686), ay —as5 y de consiguiente s
tomando Sa=SA=b; se tiran por A, a y C las
LK, lk, seran tangentes de la hipérbola a
una distancia infinita (660) y se llaman sus

asintotas : las quales se van acercando 4 la
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curva sin Hegar a tocarla. Sus ordenadas %
la asintota & son las M~ (fig. 168) para-
lelas 4 la otrd asintota LK ; y sus abscisas
st iy W
666 ~ 87 se alarga una ordenada PM has-
ta las asintotas ; serd siempre MuxMN —
bb=—=(S4d)* 0 #Mn:S4&:MN; pues sacandose
de los triangulos semejantes Cod; CPr; CS:

S4::CP:Pn, 6 a:b:y:Pn= —/if—; serd Mu=Pn—
a
PAM = 2Ry MN=PN-PM=-% 4y ;

g3 bbxs . bb
Yy MuxMN— o T3 pongase ——x....

(zv—az) en lugar de yy, y saldrd reducien-
do; MaxMN=p. Sicndo P2, (Pn)*=
a

i 5 Y la Correspondiente (PM)’: }’_]’iﬁ_
o ad

—bb; es claro que ningun punto de la hipér-
bola podra encontrar el correspondiente # de
la‘ asintota: y como MuxMN=bb 6 Mu—

e mientras mayor sea MN serd menor

dling Mzn, que ird disminuyendo hasta el
MN :
infinito i es decir; la asintota se acercard imas
mas 4 la curva sin jamas encontrarla.
667 Del mismo modo que acabamos de
decir se demuestra que Quxig=—>5b—Munx
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MN; de consiguiente si s¢ tiran dos 6 mas
paralelas Hh, Ep terminadas en las dsinto-
tas, y que corten la hipérbola en x, ¢; €, 1, s¢
tendrd Haxhr==Er=rp ; pues suponiendo ti-
radas las N#i, Qq perpendiculares a SP'; en
los tri:’mgu]os HxQ,; NrE; hxg, rup semejan-
tes 4 causd de las paralelas Nu, Qg se ten-
dra HyiEri#QuiNr , y ahirp:xgirn; donde
multiplicando ambas proporciones resulta
Huxah:Erxrp:Quxxq:Nrxrn; luego Hax
ah==Erxrp, asi como Quxxg—=Nrxrn: pox
la misma razon ep<Be—=chxcH.
668 Sise mueve la Ep paralelamente
hasta confundirse con la T# tangente a la cur-
va enel punto R, en el que concurren los
dos r, e3 se verificard como antes Hrxxh=—
RT <R¢, comio tambien chxcH—R:=xRT;
luego Huxah=chxsH, esto es; Ha (xc+
¢h)==ch (we+aH) que se reduce quitande
Haxch comun,; & Hr=ch ; y de Consignien-
te Rt==RT , es decir, que son iguales las
partes de qualesquiera rectas comprendidas
enire la curva y las asintotas.
669 Luego 1.° si dada la ordenada RO,
se toma OT=0C, la Tt tirada por T y R,
serd la tangente correspondiente @ RO; pucs
siendo en los tridngnlos semejantes TOR
TCr, Tz TR+TC:TO, sera TR=R? come
TO=0C: 2.* El producto MM Mo de las
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ordenadas paralelas al 1.5 cge es az; pues en
los triangulos semejantes Mon, MM N; CsD, |
Mo:CS:Mn:SD y MM :CS5:MIN:SD 5 luego |
MoxMM : (CS)*(aa):Mn<MN(ob): (SD)*
(bb): y MoxMM=((S) =aa. 3.° Ult-
mamente , para irazar una hipérbola entre
las asintotas Cl, CL que pase por un punto.
dado x 5 se tiraran por €l las Hiz; Qg &c. y
tomando rA=Hzx ;, vg=21Q &c. perteneceran 4
la hipérbola los puntos ¢; v &c.

670 Tiradas Sg y Mm para'elas 2 LK,
y ZM paralela é igual 4 Cm, y llamando m
la §o=AC; Cm,x,y Mm,y; se tendra en
los triangulos semejantes Mun, Sdg , ZMN;
Sd:Sg=Mn:Mm ,; y Sd:gd:MN:MZ : y multi-
plicando estas proporciones (54 ,*:5gxgd:Mnx
MN:Mm=xMZ ; 6 por ser gd—"5g en el tri-
angulo isésceles Sgd, (Sd)*(bb): Sg)°(mm) =
Mnx<MN(bb):Mmx=MZixy): luego bbxxy=—
mmp<bb , y xy=mm ; equacion a la hipérbola
entre las asintotas; en la que por ser y—=

mm -z e " 3 ) . i)
—Z, ird y mengunando hasta el infinito, a pro-
x

porcion que crezca ¥, y la asintota nunca te-
card 4 la hipérbola. Si suponemos otra orde- |

3 . mmm } y jatis
nada Y-:_i_, tendremos Y X—=mm==yx,

y Yiyza:X, 6 las ordenadas d las asintotds
estardn en razon inversa de las abscisas. El
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cuadrado mm se llama potencia-de la hipér-
bola , y su valor sacado del triangulo rectan-
gulo CSh donde (Se)*=2((CS)*+(Ch)*),

aa—+

€S mm—

407k Es%n en proporcion geométrica las
abscisas CX , CU, CG, C, (fig.169), y se-
14 CU=CX : CX: CG=CU:CU = Co—CGs
CG &c. y como los consecuentes son geomé-
tricamente proporcionales, lo seran tambien
los antecedentes XU, UG, Ge &c. diferencias
de las abscisas. Si los.cuadrilateros XKYU,
YUGZ &c. se conciben formados de los pe-
quefios |rectangulos. UuYy, gG4t que tie-
nen las ordenadas UY ;, GZ por altura y por
bases #U, ¢G, partes semejantes de XU, UGs
sera uU:gG=XU:UGs3 y como XU:UG=CXs
CU:=CU:CG:GZ:YU por estar las ordena-
das en razon inversa de las abscisasi(670), se-
1a uU:gGnGZ: YU y wUxYU—=—g G =xGZ,
6 gGZi=UYyu. Lo mismo se podra de-
mostrar de los demas rectangulos que com-
ponen los cuadrilateros : luego estos son igua-
les.: y si suponemos que XUYKsea I serd
XGZYK=—2, XeNZK=—3 &c. y | ¢rcien-
do las abscisas en progresion Zeometrica , 6s-
tardn los espacios asintGticos en progresion
aritmética.

- 672 Si se tiran las CK,CY, CZ &c.
los sectores hipérbolicos CYg, CYZ son igua;

c
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les & los euadrilateros XUYK. UGZY ; pues
siendo fgtales los triangulos LXK, cUY
(454 pot tener sus bases en kazoh inversa de
sus alttiras ; si se quita CoX ccmun y se afia-
de 4 los dos residuos ¢KY , resultara CKY=
KXUY ; y asi de los demas? luego si lds abs-
cisas Son términos de ana progresion geomé-
trica , seran dichos espacios los correspon-
dieites en 1a aritméticay 6 seran sus loga-
pitmels. " 0 » A9

¢ 673" Lo primero‘que hay que saber 'de los
didmetros es que ambos se dividen por medio
en ¢l centro C (figi176) 4 ¥ que el segundo es
igual 4 la tangenze Tt 5 pues tiradas'las MD;
M., en el paralelogramo DM:C es DC=Ms;
Tuego pues que TM=M¢ (668, ; sera DC=
Cd; Dd=T¢. Tomando dhora CP=CP;y ti-
rando las MP; M 'P', en los triangiiles rectan-
glos iguales CPM,; CP'M’ s¢ tendra C M=
CM '} liego &c: De consiguiente dados los
dos didmetros conjugados MM'; Dd; se ten-
dréni ‘148 asintotas ; trazardo por el ¢éntro ©
Tas CL§ ©f paralelas ‘4'las DM ; M tiradas
al 2.° dianietro D4 désde un estremo M del
1.°:y al contrario ; dadas las asintotas CL,
Cl y un punto M de'la curva, se tendran los
didmetios ; tirando MH pardlela a ‘Gt to-
itando HD=HM; y las DC,; M tiradas
@l cenitro serdn los semididmerros j pues si se
triza MT paralela @ DG, seran iguales los
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tridngulos CDH , THM , a causa de las pa-
ralelas y de DH=HM,-luego TM=DC: y
. como TM es tangente: por ser TH=HC, se:
r4d DC el 2.9 semiegess: < _

674 Llamemos MM/, 243 D46 Tt,20b;
la ordenada mQ,y s CQsws y serda MQ=r=z,
M Q=x-+a: y en los triangulos semejantes
CMT,; CQN, CM ((l)_: CQ(I)Ml (1;);
QN— —b:—— ; luego mN:NQ—m:%_}',
bbxx

mn:NQ+Qn:—b—5-7F'}/ , mNxmn—
3 aa
—yy ¢y siendo mNx<mn=>bb (666),, serd fi-

b

nalmente

e —yy=bb, y de consiguiente
aa : ¢ “ :
bhxx

—bb, equacion 4 las ordenadas del

b/ ey

1. didmetro de la hipérbola. La de las-orde-
nadas ‘del 2.° por ser Cp:mQ:y,,/y COs
mp==1 ,serd despejando xz en la anterior,
abx::fﬁll!- aa. Ambas son en todo ‘Seme-
jantes 4 las de los eges, 'y de consiguiente po-
dremos ‘deellas ‘inferir-tambien que’d cada
abscisa corresponden dos ordenadas tguales-en
cada didmetro: que a uno y otro corta larcir-
va en dos puntes:: querel cuadrado delaor-
denada’4a un didmetro es al producto-de.sus
abscisas ; como el cnadrado de su conjugado
al de dicho diametro; HL}E el parametro de

C2
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un didmetro es una tércera proporcional 4 él
y 4 su conjugado &c. y ast de todas las de-
mas propiedades excepto las delos focus.
674 i de los estremos dgM - los did-
metros Dd, MM’ se'bajan dos ordeénadas do,
MDP 4l 1.7 egey serdel inadrado de o com-
rendida entre la unado y el centro U, igual
al prodmta'PSsz de las abscisas de la otra
ordeinda MP; y el cnadrado de (P ignal &
la suma de los cuadrados (Co,)a-i-(Cs)z. Su-
pongamos que sobre Bb alargado se toman
CE=CE =CF, y se trazan por B; % dos hi-
pérbolas , cuyos focus sean E;E’ quesse lla-
man conjugadas 4 las primerast sea CS=a,
CB=b;, CP=x, Ci=z; sera 0Sx<05s=aa—=z2,
SPxsP=zr—aa.. Por la propiedad de'la hi-
faé\'bola (633 (PM)": ’l’SxPs‘::‘bb:da{::’("do)2:4
(Cs)2+C0)*(656), 6 PSxPis:(Cs)*r(Co)* s
(PM)gq_(dv)“'::(PR)’:('Co)’ en los riangn-
los semejantes Ced . RPM: luego PS=Ps
(za—a a? :(Cs)*+(Co) *(aasz2)x(PR)"....
(”—) BRI Co WA s e ST
Oty IV I2OY B, 29879 20l b eak-gac
de dondesse sacdrzz—=rx+— adp6.(Cn)’==
PSxPsy y aw==zz4ad 0 (CP)*==(s)
CD' 2-_. 100 SO G . o v' '
(»,-6;’6. /Siven la proporcion (do)?:(Cs)*+
(Go%’z‘: bb:aa(656) ponemos, por (Ls)* -+
(Co)*'su ‘igual xx (675), se mudarg -invir-
fiendeld; en ad:bb:':xx:(a’o)’ LU cont
€00 ad

b
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siguiente serd (Cd )*==(Co)" () =wr—

aa+ bb:: , tambien (CM)Q:(CP)':A—....

bhxx

—bb : réstese una equa-

(PM)’=zz+—

cion de otra , reduzcase y se tendra (CM)"—
(Cad)’= aa—bb’; y sera la diferencia de los
cnadrados de los eges de la hipérbola igual a
1z de los cuadvados de sus diamelros.
677  Bajada sobre Tt la perpendicular
Cua se saca de los triangulos semejantes CaR,
PMXCR

RPM, RM:PM:CR-Ca=—x3— tambien

PR:RM::Co:Cd:_—_I—{—Iz,iz'—C' en los tridngulos

semejantes Cod, RPM : luego CdxCa=

PMXCRXRMxCo___ PMXCRXCo Acidet
RMxER PR ,» ¥y (Ca)'

o (BM)?X(CRYIX(CO)?
(Ca)'=—= s :

Ny B ates
(PM)?, I(xx—aa), por (CR) = (660

so—aa por (GO (675, Y

gar de (PR)’, ¥ resultard despues de redu-
cir, (Cd)zx(Ca)’:;ambb, y Cd 6 CDx
Ca=ab , 6 el paralelogramo DTMC de los
semidiametros igual al de los semieges; luego
el paralelogramo formado de los diametros de

la hipérbola es ignal al que forman los eges.

pongase pot

en lu-
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678 Dados los dos diametros Ss1.°, y
Bb 2.° (fig.171) que formen qualquier angu-
lo, se podra trazar la hipérbola tomando so-
bre el semidiametro CS alargado qualquier
nimero de partes iguales CE, EE' &c. tiran-
do por E la EP paralela a SB, tomando en CB
y Cb partes iguales a CP, y levantando en C
la CD perpendicular é igual a Cs; pues si por
los puntos P se corta cada paralela P'M igual
4 su correspondiente ED, todos los puntos M
perteneceran a la hipérbola: porque siendo
Si=2a, Bb=2h, CP=y, PM=z, se tendra
en los triangulos semejantes CSB, CEP, CB:

CS:CP:CE, 6 b:a::y:CE:—‘;—]—: y en el tri-
éngulo rect{mgulo ECD donde (DE)’ O

P 2 2 ’ S ﬂd"y
(PM)*=(CE)*+(CD)" , serd T =t
~+aa, equacion al 2.° diametro de la hipérbo-
la (656): y verificandose esto en los demas
puntos , pertenecerdn a la hipérbola.

679 Quando los eges 6 diametros son
iguales, se llama la-hipérbola equilatera; y
basta entonces para trazarla levantar la CR
perpendicular € igual 4 CB; pues tirando
por qualquier punto P la MP'M' paralela 4
Ss, y tomando P'M y P'M‘iguales 4 P'R, se-
rdn M, M’ puntos de la hipérbola; porque
en el triangulo rectangulo CP'R se tiene

(P'R)? 6 (PM')*=(CP")*+(CR)?, esto es,
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gr—yy-+an. Esta misma es la equacion a los
eges , quando son iguales , 0 quando la hi-
pérbola es_equilatera: en cuyo caso forman
las asintotas con los eges un angulo de 45°.

; o hxx
680 La equacion jy=p2 == incluye

las de la elipse ¢é hipérbola con relacion a su
parametro, segun se ha visto {637y 6§7): ¥
como quando el ege 24 €s infinito, como suce:
de en la pardbola , dicha equacion se reduce

. pxX ;
omitiendo == —— que entonces €s Cero , a jy=
en o : j
prqueloesdela parabola ; podremos con-
siderar a yy= x"‘“p“ como e‘ uacion gene
ArdYy =pEsl = S - g

ral de las tres secciones conicas , contando sus
abscisas desde el vértice; en la qual sacando
los valores de las diferentes lineas que en ellas
hemos calculado , se podran facilmente com-
parar, para observar mejor. sus relaciones re-
ciprocas.

681 La subnormal por egemplo, segun

hemos visto (639 y 661), es3p== -%% en la

elipse é hipérbola, y X p en la pardbola (623)
px < pxX

en la que =—-=0. Si en yy=pa==—-se po-

e en lugar de 7, 3¢ ordenada al focus, re-

A pxx e
sulta ;pp:pxi-;-a—, y p—;4xi—;— , €s de-
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cir, que el parametro es cuadruplo de la dis-
tancia del vértice al focus en la paribola,
mas que cuadruplo en la hipérbola, y menos
en la elipse &c.

682 Finalmente, 57 dada una poreion de
seccion cnica, se pidiese qual es de las tres,
J la posicion de sus egess habiendo rtirado
dentro de ella dos lineas paralelas terminadas
por ambos cabos en la curva, y por su mitad
una recta, sera esta uno de sus didmmetros
(624, 641, 651) : blisquese del mismo mo-
do otro, y si saliese paralelo al primero, se-
ra la curva una parabola, cuyo ege se halla-
ra, tirando por el vértice una paralela 4 qual-
quiera de los dos diametros encontrados. Si
el 2.° didmetro corta al 1.° dentro de la cur-
va, sera esta una elipse, y si le corta fuera
una hipérbola. En estos casos si sc traza un
arco desde el centro de la seccion que corte
la curva en dos puntos, y tirando por ellos
una recta, se le baja una perpendicular des
de dicho centro; serd esta uno de los eges,
y ¢l otro debe ser una perpendicular al ege
encontrado. ' :

CALCULO INFINITESIMAL.

683 El obgeto de este Célculo es consi-
derar la relacion entre los incrementos ¢ de-
crementos que sobrevienen 4 las cantidades
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variables , para llegar 4 cierto estado : dichos
aumentos 6 decrementos que son partes infis
nitamente pequeﬁas 6 elementos de las canti-
dades , pueden mirarse bajo de dos aspectos
diferentes, que dividen en dos ramos el cal-
culo infinitesimal : en el uno que se llama
cdloulo diferencial 6 de las fluxiones, se.aves
rigua la razon que hay entre dichos elemen-
tos dadas las cantidades, y en el otro que es
el dntegral 6 de las ﬂuentes, se busca la ra-
zon de las cantidades dados sus elementos: de
suerte que el I.° resuelve las cantidades en
sus elementos, ¥ el 2.° de los elementos.
compone las cantidades.

684 Sig es el coclente de la cantidad b
partida por @, de suerte que TI;_—:_Q/ , Y per-

maneciendo b constante concebimos que 4 va-
ya menguando, ira creciendo 4 proporcion
el cociente ¢, hasta que llegando 4 ser @ una
eantidad  infinitamente chica qu:tl podemos

considerar al cero, venga 4 & ser infinitamen-
b b :

te grande ; esto €s, BRSO L (e
a 0

te es el signo del infinito). Al contrario, si se
concibe que 2 vaya creciendo hasta el infini-

7

to, disminuira ¢ hasta llegar & ser cero, y se-
b b g .
14— =0, Por eso Hlamarémos canti-
d o
Z

dad infinita la que en su g¢

nero se. concibe
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haber recibido todos los aumentos posibles:
& infinitamente pequesia la que se concibe me-
nor en su género que otra qualquicra posible,
Pero propiamente hablando el infinito equi-
vale las mas veces 4 indefinido y viene & ser
el limite dcia el que se acerca el finito quan-
to se quiere sin poder llegar jamas a él.
Quando decimos que 1 es la suma de la série
infinita £:2: X &c. es decir que I es el limite
de dicha suma; porque quantos mas térmi-
nos se sumen de dicha série mas se acercard
la sumaa 1. Asimismo, llamar al circulo po-
ligono de infinitos lados es decir que el cir-
culo es el Limite de quantos poligonos se le
quieran inscribir 6 circunscribir , al qual se
acercaran tanto mas quantos mas lados ten-
gan.

685 Hay infinitos é infinitamente peque-
fios de diferentes ordenes : sz es infinito,
siendo Lizurizy » sera zx infinito respecto de
, como x lo es respecto de 15 ¢ serd infini-
tamente infinito ¢ infinito de 2.% orden : por
igual razon es 3 infinito de 3.t orden, 2+
de 4.° &c. Si s es infinitamente pequeilo, se-

gt i
© ¥d— infinitamente pequeiio de 2.° orden,
pues es I:—r-::(—:—[—s _‘? sera infinitamente
X% xx o ox

psquefio de 3.7 orden, —lee 4.° &c. Enun
%

T s e e,
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producto de factores infinitos O infinitamente
pequefios, s¢ atiende al niimero y grado de
dichos factores; y asi bxz y %2, siendo z,
infinitos y & finito, son infinitos de 2.° orden,
pues baziwzsbil, y siendo 4, 1 de un mismo
orden, lo serdn tambien 622, § 2- Aqui se
ve tambien que 4 los infinitos. multiplicados
y partidos por cantidades finitas puede me-
dirlos alguna razon finita, ‘

686 Las cantidades finitas no aumentan
ni disminuyen una cantidad infinita ; porque

siendo I—I——I-+1—=0, y%:_og (684),

T T L ks
Ly e S £ hagase la division (104),
; @ a
y resultara A AS BT
X i % TSE ; 1-1
Sl 1
 Fir g BB Bes e g 1 BEB0

. a a
lo mismo es s que a+a+a-+aee. 7Y
a

. a
]o mismo es——7 que B MR R o

De consiguiente en los calculos en que inter-
venga una 0 mas cantidades infinitas , se de-
ben despreciar todos los términos finitos s y
por igual razon se deben omitir los infinitos
6 infinitamente pequefos de orden inferior

quando los haya de orden superior. Por egem-
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. x- o .
plo, la °"P‘°“Q“g7*+’§’ en la suposicion de
i

. . , 3% A
ser 7 infinito, se reduce 4 -2 =% Los mis-
x

mos { hubieran salido dividiendo numerador
y denominador Por z, y despreciando los tér-

. a . .
Mminos =+——— que por ser infinitamente pe- |
%1% '

queflos se reducen 4 cero: tambien la espre-
$10n 2+ ax+bb se reduce 4 1 en la suposi-
cion de x infiniea omitiendo b5 finito Y ax in-
finito de 1. orden, '

687  Asimismo ry+ax se reduce 4 ax,
siendo z infinitamente pequefio, desprecian-

ax—h ;
do 2z que lo es de 2.° orden :  Spny bajo
(X~

. o b
de la misma suposicion se queda en = Pero

no se ha de egecutar la reduccion hasta ha-
ber concluido el calculo de que se trate ; y asi
la verdadera diferencia de yatba+a y xxsba+h,
suponiendo x infinira ) €8 Xa+bx+a-xx-pr-b—
a—b , y si se hubieran quitado antes los tér-
minos av, a, bx, b, hubiera resultado xz—
FT==01 tampoco 1~ (xx—44) se reduce
a cero en la misma suposicion, sino 4 r—ai-+

aa at

-——-l-.-v-gs—?‘.&C-_ desembarazando el radical
2% %

(154), y despues es % s despreciando los

TLIETOS
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demas términos (686.) Pero antes de internars |
nos en los métodos diferenciales ¢ integrales,
yamos 4 dar alguna idea de lo que son séries
con algunas de sus propiedades que nos sex-
viran despues.

De las Séries.

688 ILlamamos asi 4 un polinomio de in-
| finitos términos por el que espresamos el valor
de una cantidad qué no se puede sacar cabal.
| Quando sus términos van disminiyendo se
llama décrescente , y tambien convergente pors
que entonces se acerca mas al verdadero va-
lor : serd divergente quando se va apartando
de él 5y porque entonces van creciendo los
términos se llama crescente. Aquellasen las
que cada término se forma de alguno 6 algu-
nos de los anteriores; se llaman recurrentes:
De pimeros hay tres géneros de séries: el
de las potencias que ya conocemos, el de los
niimeros figurades 0 de diferentes ¢rdenes
qué comienzan astowiet

Constantes 6 de 1.7 orden..T.1.1.1.1. 1. &c.
Naturales 6 dé 2% ofden...1.2.3.4+§ .6. &c.
Triangulares 6 de 3.7 orden.1.3 %P0, T'e . )
Piramidales 6 de 4.° orden.1.4.10.20.35.56. &¢.

y en los quales cada término es.la suma de’
los que le anteceden en la serie precedente:
en los tridngulares. por egemplo, I=I, 3=
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1+2, 6=1+2+3 &c. El 3.7 género es el de los
niimeros poligonos formados por la suma de los
términos consecutivos de una progresion arit-
mética, y que toman el nombre segun es1,
2, 3 &c. la diferencia de la progresion.

Progresiones aritmeticas. . -  Niisetos paiiganns.

1.2 3.4u § i &G idif. 1,4..1.3.6, 10.1§. &¢, Triang,
1.3.8.7. 9. & dif 2....1.4.9. 16:28. &c. Cuadr.
X.4.7i10.03s KEallif.3 .00 §5:12,22.38. &c: Pentdy,
1.5.9.13.17, &ci dif 4...:1.6.15:28.45. &c. Exdgan,
Se llaman po'igorios porque las unidades que |
tienen sus niinieros; se pueden colocar en fi-
gura de tridngulo; cuadrado; pentigono &c.
689 Ya hemds visto c6mo por medio de
la'division (104) y dé la forinula de Newton
(154) se reduce a séri¢ qualquier cantidad;
ahora vamos 4 ésplicar otro método mas ex-
pedito valiéndorios de los coeficientes indeter-
minados A B, C, D &c: Supongamos pues

. —— ‘ \ . 4
para reducir 4 série la cantidad ~——, queel
s s

_ valor de dichos coeficientes sea tal que.......
i y 55 i

- w=—A+Bz+Czz+D2z34-Ez*+ &c. ten-
T

dremos multiplicando ambos miembros- por
bA+bBz+bCzz+bDz%+ &, |,
+A2+Bz2+Crds &c. 9 M
bA+bBz+bCzz+bDz3+ &c.
—arAz+Bzz+Cz3+ &e.

b+z, a— g

poniendo el a,0= g




INFINITESIMAL. 418

Para que el 2.° micmbro se feduzca 4 ce-

10, igualemos a cero todos los coeficientes y
tendremos bA=+a=—=0¢; bB+A=0; t~+B=0,
D+ C=0 : de donde sacarémos despejande

A,B &c A::;—‘, B:-;-é—z—i-“ C=—

b SR oy

a (8 ) p
=D =t luego —

P b * 24 B

. a

A+Bz+Czz+D23+ &c. =< ——z;- ———-“f

azé, i
—“'—5‘——' ‘ &C.

Para reducir 4 série , Supons

AA—+ AX=XX
an

o0 — A+Ba+Car+D2ad+ &ec.
g
Aa—+21X=xX

y multiplicando por el denominador ; sal-
- | j‘aaAmaB:uaaCxxm’an3+ &c.
dra ga— +2aAx+2aBra+2aCx3+ &e.
b ¥ e Ara == Bid+ &ec.
¥ por ser entonces aa=aaA ; aaB+24A=o,
44C~+2aB—=A=0, @aD+24C—~B=o0; sera

] Liomond ¢ - 12
A=i; B=——,C=—, D=——-: de
d a’ an’ PO
Vo BTG &1 v AdiopT TR c
consiguiente : — A+ Br+Cra+
At 2AX=X T
2 2% §xx o Tk?
Dade &ci —=1—= +s-f—‘—’———-‘-—' o &e.
4 da a

Quando en el numeradot hay dos. térmi.-
flos; se igualan 4 los dos homogéncos de Iz




aa-+rxr— {
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séri¢ multiplicada ya por el denominadof; si
Ly tres 4 los tres primeros , y asi de los de-
mas: y-asi para hallar la série que correspon-

s .;:_H'Q.f_. 5, 5¢ supondra igual 4 A+Bz+
A =rszz
Czz+Dz3+&c. y despues de haber multi-
Phcado._l?or 2 (AsBz+CzzeDz+ &
;l_“‘f'—zj’ze 1+22—=<¢ —=A7-Bz2-Cz3- &c.
1ara I=AH, ; = Azz-Bz3- &,
2=B—Ayy -

de consiguiente serd B=3, C=4, D=7, &c. y
I1-+22 j o S 3 4
e — A+ Bz +Czz4+Dzda+ &c. =1
(I o A - P »
32+42z2-+ 725 &c. série recurrente por ser el
coeficiente de cada término suma de los dos
precedentes. AP ;
Para sacar por este medio la raiz proxima
de (aa+2xx); 6 reducir 4 série 1/ (aa+ax)=
X I M

(aa-+xx)*, supondremos (aa+rx) =A+..
Brz+Cu4+Da’+ &c. (nose supone igual
a4 A+Br+Curr+ &c. porque el término con
z del 2.° ‘miembro sin homélogo en el 1.°
hubiera embarazado la operacion). Cuadre-
s¢ pues la anterior equacion, y resultara.......

AA+2ABzz+BBrt+2 AD2 %+ &c.
+2ACr*+2BC2¢+ &c.

G saca a4=AA y A=a, B— -[—,
; . 14
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I 1
ng-a—;,D: crrp &c. luego v/ (aa—+
xx):A+Bxx-+Cx* ~+Dx® -+ &c. =
xx  x* x°
———t — e — e &C-

2 . Bt w6 et
690  El sumar las séries es la operacion
mas dificil que se hace con ellas, y viene 4
reducirse 4 sumar algunas generales que sir-
ven de formulas por las que se suman las
demas que pueden reducirse @ ellas. Noso-
tros nos cefiirémos @ los casos mas precisos
&ig o hy, ko a
1.° Seas — i — T UNa
b" bg "baq bq® 2 bg* by
progresion general geométrica decrescente al
- : > 4 A" S 4N
infinito. Si se coloca asi + —gvees =t —51——:
bg” " bq* "bg® “bqq
. 4 &
'Zq—-—,;*, la habremos hecho crescente y su
suma sera (201) despreciando el término

a
pg* que e infinitamente pequefio (686 ),

‘ /4
Ss= P férmula por la que se podri su-

mar qualquier progresion geométrica decres-

cente al infinito.
Sumemos por ella la fraccion decimal

09,3333 &c. que sabemos equivale a 3, y vie-

A it da 9 o B B
Ne A SEI + o™ Tos Toeat* +* Tow s S1 la hacemos

Do
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£18% 2 ' 3 o) e 3 ® 3
crescente escribiéndola asi , S+ To05 Toet 1a?

30 X

s .
serd a==3, b == 104 i vo, wie=s ==,
De consiguiente la suma de 0,99999 &e. se-
14 I como lo da tambien la formula.

Para averiguar en quebrado comun el va-
lor de la decimal 0,181818 &c. 6 la suma de
la progresion 4 que equivales; harémos a=18,

(e o) L oy AR O T B
b==100, g=100, ySeId s=;55=1; Tam-
bien encontrarémos que la fraccion periodi-

B I 1 g 4
ca 0, 14285714285714 8§c. vale , sustitu
yendo en la formula, 142847 en lugar de a,
1000000 en lugarde by ¢g.

a—+d

% Tup
691 2.° Para sumar una série SHA b
q

a—+2d a.+zd ’
—0,——— &c. cuyos numeradores estan
.0‘12 ) qu

en progresion aritmética y los denominadores
en progresion geométrica, se reducira a esta

a d a d d a
forma ——

a
e e | e e o e e

0 2Tq  bgbaq  baq bgg’hgt

d d T3 ;

—— 4 —— 4 —— &c. de donde se sacaran las si-

by®  bg*"  bg

guientes séries que son otras tantas progre-

siones geomeétricas. :

a a a a :
: — &c. cuya suma es

T Ty 7
d d el i d

= — 1 —— &C. U SUMA,iye ——=
bq l/qcl bg bq—b




INFINITESIMAL. 419
d

A & 12
#—— &, SUMAsogsee.
bgq gt T bgg-bq
d d.
-ss- b NG, SHL SUM A %y, b
bg® bg*~bqq

Y pues que estas sumas escepto la primera
d

¢ ls i 1 = e
forman la progresion W5 a3

— &e. cuya suma es --——q——; sl d es-

bq3-()qq bc]z-ll}q-fb
ta se afiade la primera -b;“q,- 7156 rendnt ...
4=
—aq—+d. !
Bk bt it & por la suma de la série pro-
bqq=20q—+b
puesta.

692 3.° Encontremos generalmente Ia
suma de qualquier niimero de 'términos de
una progresion qualquiera de las potencias
de los nfimeros naturales 1, 2, 3, 4 &c. Re-
presente la progresion aritmética + 4. b. ¢. d. 2
una série qualquiera de estos nlimeros: y
pues que f=—d+1, d—r+1, (=b+1, b—
a+1, sera elevando estas equaciones 4 - una
potencia qualquiera m.........

m{m-1} m(m-1)(m-2)
1.° tm:dm,rmdm-x+__2_’_dm—2+_l_ )d””‘3+ &e.

2x3
2.° dm:cmwmwum;m-2+1"‘_(_'.'";’_)ﬁ2_)_5m-3+ &e.
2 ’ 2)(3
m(m-1) mim-1)(m-2)
e —lm WYy o2 2y it el 3
8.° (W=D emb ™1 —— pm-2y Sl K.
4.° PP =T rmam-1 271 ﬁm-z+’"(m'-2(m-=) 4% % &e.
> z s

Dpa
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Sumo todas estas potencias y tendré redu-

ciendo i =am—m(dM-1a-c b M I ™T) 4

}(mxm-—l)(d'""z+c”"2+.b'"'2+a"5‘=)+-....

pe-pwa) (;lm'3+c'”'3+bm'3+am'3>+ &c.
2X3. ‘

Si suponemos ahora st igual & la suma de

Tas potencias m=I de’a b, d, e 5682 L.
Sm-t_tmd:am—x_‘_bmﬂ_,,_[m—'l_,_dm-l yY sM2 0
pma— gm-ay w2 o2 gme2 &e. y la suma
anterior se reducird finalmente & ¢”=—a"~+...
m'(s’"'i—t”‘")+§(mxm+al)(s""’—t'"")-f-
m (me1) (m-2) a g aAn .

=% (sm-3—¢m-3) 4+ &c. espresion ge-
neral que se busca. :

. Siendo m==t1, resulta f==a+s°—1° o
§8=——t—a+1, suma de una série de potencias
cero: e +3.°4.°4.° 6.° por eg. s'=t—a+
1=6—3=+1=4. Sim=2 se reduce la formula
4 ti——aa+2s—2t+s°—i°=aa+25—t—a, po-
niendo en lugar de s°—¢°, #—a sacado de la
suposicion anterior : luego s=3(tt—aa+

d—+a)=2it(t=+1)=3a(1—a): de suerte
que la suma de +8.9. 10.11.12.13 ¢s 5=
13%7 —+4x—7—03.

Suponiendo m=—3, resulta t’=—24%~
3(ss—2t)+3(s—#) s —1°=a® —+3ss—3u1t
3s—2t—a 3 sustituyase el valor des, y se
tendrd trasponiendo ss=3#2 +Xtt—+2t—2a%
Laa—ia=Zt(att=+3i—+1)—%a(2aa—3a—+1).
En la série de Jos cuadrados = 2.7 3.2 4.7 §.°
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6.* se tiene ss=go. Haciendo m==y4, y po-
niendo en el resultado los valores hallados de
s, 58, sale s3==zt* 13 1 lnt—2at 155
Faa=3tt(tt+20~+1)—2aa(aa—2a—+1):y
asi de los demas. E
693 Sisuponemos infinito el nfimero de
términos, sera el Gltimo r==; y entonces ....
"1 o2 &c. se desvanecerian en la formu-
la como infinitamente pequefios respecto de
«”:y lo mismo s™2, 53 &c. respecto de

sm1: Juego dicha formula quedara reducida
n
[~ » .
a «—ms™1, y MI——_ | ¢ suponiendo
v i
7—1

m—I—=pn, s#—-= : es decir, la suma de
n—+i

las potencias # de una infinidad de términos
de los numeros naturales es el producto de
la potencia " del {iltimo término multipli-
cado por el nlimero de términos ; y partido
por #~+1. Con la misma facilidad se sacaria
la suma de las potencias de qualquier niime-
ro de términos finito ¢ infinito de una pro-
gresion aritmética qualquiera, suponiendo r
la diferencia, y haciendo t=d-+r, d=c+r &c.
y como el esponente # puede representar aun
las potencias fraccionarias, quedard el pro-
-blema completamente resuelto. :

694 * Se llama término general de una sé-
ri¢ la espresion de # nlimero de términos, por
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la que se forman todos los de la série subs-
tituyendo por n los nlimeros I, 2, 3 &c.:
n3i—nn-+n es ekbéeibino general de la série
1,6, 21, §2, 10§°&c. cuyos términos resul-
tan suponiendo #=1I, n=2 &c. .y suma gene-
ral de una série la espresion que da general-
mente la suma de un niimero qualquicra
de términos. Tal es Zu3~+Zan-+zn suma de
la série de los cuadrados 1, 4, 9, I &c. cuyo
término general es nn; en la qual si en lugar
de n se pone 6, salen g1 que suman. los seis
primeros términos.

695 Sien la suma general (S) se pone

#—1 en lugar de n, resultard la suma (s) de
los términos hasta #—1I inclusive, 6 de to-
dos menos el {ltimo que es el .general: de
consiguiente si esta suma se resta de la pri-
mera , se tendra el término general (T), que
es siempre S—s. Si S==;(mn-+n) , serd po-
niendo n—1 en lugar de #, s=3(mn—n), y

& s sz""’:”‘

ag™*. Pero dado el término general T no es
tan facil encontrar la suma. Contentémonos
con la resolucion siguiente que se estiende 2
inumerables casos.

696 Sea T—an™ b < en™2 +&c.l.
—+r, y hayase de encontrar la suma § de su
série. Si hacemos S=Anm+1 +Bu + Cu™ I+

, sera S—s=T==

#nn




f
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D24 &e...+R, y susticaimos #—1 en -
gar de n, tendremos S=A{w—1)"+1+B(n—
1)’”+C(n—1)”“ +D(;z———1)m‘2 ey

2 A7 I L ]
nm 1 -Af\m+I\,n”’+iAm(m+l)n"“1- Ll t + &e.
/ 2 2):3
+Bam — B s -5 +: Bo(m—1)nm2- &e.
+ Cpm-t —C(ﬁ%—-l)a”"% &e.

+ Dpm2___ &,
lue go S—s =T =an+bn"+cn™ 24 dn™-34 &c.—
A D)™ — ZA(m+ 1 )mam '+ ‘i’.“_:l."—_’ 3 8.
X3
+Bxmxn#t  —ZB(m— I)mn 24 &,
+C(m—p)n™a- &,

Comparense los términos homélogos , y se

’ 4 A b t
tendra Az—m—— , B=—+—, C=—— -
th—+1 2. .m =1

b am o

—+— &c. de consiguiente S==Anm+1.p,,,

2 L @ ; GE g

Bum + &c, = ——pm—+1 —+——) H
m-+1 mo 2

X RTTS

¢ b am
___+_+——) n?1 o &,
m-1 2 fiiv
Si se pidiese la suma de la série 1.2.3.4,
§.....m; cuyo.término general-es #, se hard
¢ A

mM=1,a=L,b=—0,%=0&c. y serd S=Zn

Smni=1(nn+n). La dela série 1. 4. 9.716...
nn, donde T—=nn, da m=—=2, a—1, b=y,
c=o &c.'y S=—z:n’+Inn+zn. Ultimamen-
te s1 T=#" como sucede en la férmula 1.m
2.7 3 4, Serd m=m, 4 =1 , b=—0,

¢y
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nl—+T nm+z‘_ pm-Ty
m—+x iz

&c. y suponiendo n=wy posmvo > ser’t des-

preciando 77, n™* &c. (686) Sl e

697 Quando se ‘da una equacion” »==
az’”m—bz.’"*”+f"m‘*2"—4—dz.m—"3”+ &c. y se pide
espresar en términos de x el valor de z; acu-
dimos al que s llama método inverso, rerorno
6 regreso de las sérigs. Consideremos I.° que
m=I,y n=I, 0 que sea T=az+bzz+iz’+
dz*+ &c. y que se pida en x el valor de =.
Si suponemos 2= Ar+Brr+Cxi+Dat+ &c.

c=0:8&c: y. 5=

z—AA:vx+2ABx3+BBx4+ &c.

+2ACx*+ &,
z2i=—  A3x3+3AABzx*+ &c.
i Atz &c.

az=Aax+aBxr+ aCx3+ aDax*+ &c.
bzz— AAbxx+2ABbx3+B*bx*+ &c,

¥i= § +2AChxr*s &c.
%= A3cx3+3AABea*+ &c.
% dat== Atdasts &e.

luego »—=Aax, y A:;:—: aB+AAb—o, 6
B_—._.———-bs—; 4C+2aBb+AC=—=0, y C=
a

2bb—ac
~———, y asi de los demas. Ponganse estos va-
A
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lores en z=Az+Brr+Ca?+Dxt+ &c. y resulta-

i 1 b 2bb~a6 sabe=aad—sbH*
13 2= — 3——— %% ;x3+( - )
a at as a”
¥ 14h%=2 vabbc —+ 6aabd +3aaci=2%¢

a

x5+ &c. férmula por la. que podremos ex-
presar una série de potencias de z en otra
compuesta de las mismas potencias de &.
Sea por egemplo; r—z—zz+23—2%+
25— &c. tendremos a=1, b=~1, ¢=I A==,
iy o R sustituyendo estos valores , serd
z==xirz+23+xte x5+ &c. Si fuese a=z+S 224
Iz23+lz% 225+ &c. por ser a=I, b==%, =%,
Faac S o B A T 2 3)
A=, e=s &t Serd z=x—Zxx+3HI—5 2

. 2 x XX
155 25— &c. Ultimamente, siendo z=———
: & 244

3 4 s

+-f;g-—f:+_—’c——s— &c. sera f#_—__z+§zz.+§z3t
34> 44" 54 4 3
T 2troeeie&e

Supongamos 2.° que m =¥, y
que resulta la série x—az+bz3+czS+dzT+ &c.
¢z potencias impares : buscarémos una fér-
mala para este caso haciendo z==Ar+Bai«

n=—2z2 de

Cu5+Da’+ &c. pues SeT .t
23=A3%3+3AAB»5+3AACz7+ &c.
: +3ABB27+ &e.
Zp = Asxs+gAtBaT+ &e.

e - A7x7+ &e.
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{, az=Aar+aBx3+aCx5+aDz"+ &ec.
0z3= A3bx3+3AABbys+3AAChs T+ &, |

luego v= ; +3ABBba7+ &e.
| Cri— ! A55x5+5A4B¢x7+ &ec.
i : { AdxT— A7dx7+ &,
bl De donde sc sacard x=——gAx, 6 A— —;— 3
i =

| 4B+A5b::oyB:-—:7, c:_ﬂj,i, o)
8abc~gad-124% ;
AR el &c. de modo que la formula

por la que podremos espresar en x quales-

: ~1 1
quiera potencias tmpares de z, serd g5

iy ] e

b
x__.rx3+( iy
a 47 alo

&c. Para espresar en  los valores de z ‘en la

z3 25
—
2X 3X1t 2X 3X4X §xX 4

sessae

equacion r—z—

%7
P TPy i &c. haremos a=1 , b=—

I b 34 b
2x3x145) £—2x3x4x5xt4‘ ’d*_zx3x4x5x6x7t6

&ec. v se tendri z— I 3 L
y se tendrd z—z- PTG ) T

I 1 X
—_— Y R P
’xsx4x5t4)x p= &, =— ¢ e e

3 X
e =7 -7+ &c.

axgxgse T2 7H 2X4x0x719
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Consideraciones generales sobre los Logarit-
mos , algunys de sus Usos, J modo de sa-
carlos por las series.

698 Para generalizar mas las_ideas que
dimos (208) de los logaritmos supongamos
quie sea . un nfimero mayor que I, x la po-
tencia 4 que se ha de elevar para que iguale
4 b, d¢ modo que a¥=h;serd (209) el es:
ponente x el logaritmo de b, 6 x=lb (1 sig-
nifica logarimo.) La cantidad 4 se llama ba-
se 6 mbdulo, y segun varie su valor, variard
el sistema de logaritmos. Juan Népero su in-
ventor us6-del mas rsencillo en,que a=—=1,
del que fesultan los logaritmos hiperbélicos
(672): este y clide las tablas en que se hizo
a—10, son los usados; pero en todos s
l1=—=0; pues si‘en a*=b", suponemos b=—=1;
sera a*=1I ,y de consiguiente 2=0 (92): ¥y
pues que la*=1, la*=2, la’=3, &g, /coloce-
rémos. el nfimero que se ha tomado por base,
viendo qual es el que tienc porlogaritmo 1.

699  En qualquiera sistema, de Jogarit-

; ab
mos , se tiene lab=l——=1la+1b—11 por ser
: ks

b -
I:d::b:aT- , y por lo que enseflamos (213):

y labc=la-+1b+le—211 ; porque I:ﬁ::c:f—bi:
f Ix1

labed —ladlbledld—311 , la*=lasla—l1=—=
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2la—Ir1: 143_-:314—211 ) ¥ latn—=mla—

3 = il I
(m—I)lI . h/a__la”“:;la—‘(;—l)h_.-,.

la—+(m=1)11

3
Sy lwazg(lmzlx). En el que-

brado f:%xl , donde b:a::l:;“z , se tendra

a b®
I-=lida—1b: l—=] 1.1} Slac=3lb—la—
b 4 ;

I, poniendo 315—a2lr en lugar de 1%, y
la-+le—irx por lac, y reduciendo despues.
700 En el sistema comun de los logarit-
mos de las tablas, en el que l1=0, son mas
sencillas estas espresiones por reducirse a cero
los términos en que entra 11 : y asi lab=la+lb:

la=3la, lan=mla: 15 =la—1b: 15 =3la

” AR i ¢
—2lb—l¢: lyre=lp » ="nlc: 11/(44.—;30) =
(a+x)?
§1(4~x).—-:—1(4+x ¢ y Gltimamente 1324+
lategla—="6132—=1346. Y para manifestar
qudnto facilitan estas es presiones , equaciones
y calculos muy complicados, vamos 4 apli-
carlos 4 algunas equaciones y problemas.
70T  1.° Sise diese para resolver la equa-

; g 16
clon a*==} hariamos zla=lb, y ¥=—, en.
amz la

pre =0 serd mala=(1—nx)lb=l¢, mala-
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e To=1h 15
nalb=le=1b, y o e T or 3k Sea..
) a5 : ; g
at—— , tendremos xla=—=mxlbinlb~
13 nlb . :
gxlc, y f:m Ulti mamente si se

P 3 a
diese 25 =—f*?  seria nlb——1b—mxle=—
(s x

xlf—plf, y (mle -1f Jux—(nlb=plf Yx==alb,
6 xxlemf—xlb"fr=—xlb*, de donde se saca

Wit 3 #:x ( 8 R
Qao== =V Tmr Y~ Tom )

n.° 87 100000 prirsonds aumentan en und
provincia de 55 cada ato ;quantas habra al
cabo de un siglo? Si 1ooooo=—n, habra al
fin del 1.t afio n+=n 6 n(1+55)=mn(%): al
fin del 2.° afio habrd #n(%3)*, al fin del 3.°
n(£5)%..... y al fin del siglo n(2£)'°°; lue-
go debera ser (£3)°°x100000==x nfime~
ro de habitantes ; tendré pues, 10012+ ......
licoovo=lx, y como 1Z=I131—130=
0,0142404305 serd Iool-z-%‘—__—‘- 1,42404305
simese con 1100000=§.0000000, y com-
pondra 6, 4240439==1x ; que corresponde
al nfiniero 2654874, valor de x, y nimero
de habitantes que se busca.

Para averignar en qué razon debio au-
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mentarse. el género humano cada aio por los
tres hijos de Noe'y sus mugeres , para que &
los 200 aros hubiese un millon de personas:
supongo que cada afio se aumentasen- de..,

p 200
1

I—+Xx - "
—; seria (————) x6 el nimero de perso-
X X /

nas que deberfa haber 4 los 200 aiios, y de
i Lo 1+%\2%° I—+x
consiguiente (————) *<0=1000000, —— =
I % %
1000800\ 200 1
e y por los logaritmos.....1

iy 1000000 __ 't

—+X

[—
—_—

200 6.V BT a8
El nimero que corresponde 4 este logaritmo

106196 I—+x 1001963
s =225 Juego ———z=-0 2
X

><5,'2218487:.o,0261092.

]OOOOOO‘ ? x:I6 PO-

co menos; de suerte que el aumento  cada
aflo deberfa haber sido de .

- ¢Quanto deberia aumentarse un puebl
cada ario para ser al fin de cada siglo dos
veces mas numeroso? Siendo # €l nlimero de

; 1
sus habitantes y — la razon en que se aumen-
4 Yop

X -I00
gl

pues que este niimero ha de ser 27 , serd....

. ‘ o I+
ta, habria al fin de un siglo (

o Craog RogRh O F
(—}—) xn=2n, y_-—;—'—: 2*°°; luego L..
I—+X .

x| | Sl
_x_:m 2=0,0030103: conque ...—x—:z
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16069545
12000000 ?
mentarse en — cada afio.

Para saber qudntos afios se necesitan
para que n de personas sea diez veces ma-
yor, aumentandose cada ario de =5 hacien-

I00

do x el nfimero de aflos , seria #(322)*=10n,

IO0O0.

y =144 ; tendrian pues que au-

ArrrorNg L 7 - 25 0H0e
6 (2X)=r0, y sesacara r=————

190000080
43214
de la Introducion al Analisi de los infinitos,
una de las mejores producciones del célebre
Leonardo Eulero, se han tomado los logarit-
mos de tablas que tienen diez decimales, co-

mo las excelentes de Ulag.

7oz Tratemos ‘ya de sacar el logaritmo
de un niimero qualquiera. Supongamosle I+,
y que (1+x)™ sea igual & otro nlimero I+z,
sera 1+z=(1+2)", y 2=mx +Zm(m—1)rs —+
“L}-——‘—n;:;md)x% &c. Sea l(1+2x)=Ax+Bra+Caxi+
Dt~ &y l(I—+z):Az—+Bzz—+Cz,3+Dz‘;
tendremos 1(142)=1(142)"=ml(1-+2)=
(mAx+mBar-+mCri—+ &c.)=(Az+Bzz+Cz3+
Dz*+&c.) : pongase en este {iltimo miem-
bro el valor de z que sacamos antes, y se
reducird la equacion 4 esta....c...

—231. En estos problemas sacados
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mAx+mBrasmCai+mDat+ &c.
: : m(m-1)(m-2) , .
mAzm(m-1) Avas—————Az’+&e.
s smmBrx smm(m-1)Bx3+&e.
‘ wmd x Cad +&a

en donde reduciendo y comparando los tér-
minos homologos , resulta A—A—o, B——
3A, C=31A, D=—2A &c luego I(1-+2)
—=A(r—rr+323—2p"+ 125 &c.) Aqui
s¢ ve que 4 I—+2x corresponderan diferentes
logaritmos segun les diferentes valorés que
se den 4 la indeterminada A que es mddulos
pero haciendo x==o, siempre se tiene | 1=,
como lo digimos (698). De la suposicion
A=—1 resultan los logaritmos hiperbélicos,
que por mas sencillos, se llaman naturales:
y como por ellos se pueden sacar los de los
demas sistemas , multiplicandolos por el mé-
dulo correspondiente A, hablarémos de los
hiperbdlicos.

Y por quanto la série sacada para el .....
I(1—+x) es poco convergente aun quando x
es un niimero pequefio , sacarémos para dar-
le una forma mas ventajosa, el 1(1—2)=—
T— 28— w3 at—&c. y serd | (1+2)—
l(I—x):l—l-;—f;-:2(x+§x3+§x5+§-x7+&c.) :
série por la que se sacard el logaritmo hi-
perbélico de un nlimero qualquiera mayor
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que I,y que sera miy convergente ; pucs
4 7 o o F 3
igualando el nimero a ——— siempre serd x

1-x
menor que I. Para sacar por egemplo, el lo-

/ 1 1% :
garitmo de 2, haremos 2=——=, ¥ serfa....
I b ¢

3 Wy e e W B
x==13; luego 12_._2(34- i T TR

’ +&c.):o.6931458. Del mismo mo-

7%37

do hubieramos sacado 110==2,302485009.
El duplo del logaritmo de 2 es el de 4, el
triplo el de 8: la suma de los de 2 y 4 sera
logaritmo de 6: la mitad del de 10 sera el de
5, y asi de los demas que se sacaran facilisi=
mamente edleulados los de los nlimeros pri-
neros.

703 Siendo 230248509 el logaritmo
hiperbolico de 10, y el de las tablas 1 ; ten-
dremos 1==Ax2,30258¢c9 ; de consiguiente
A:_gf’g'c—zzg(,":o’43429448 valor del mé-
dulo de los logaritmos de las tablas, por el
que se deben multiplicar para reducirlos 4
hiperbdlicos : y estos al contrario, se redu-
ciran 4 los de las tablas partiéndolos por-....
©,43429448

704 8i dado un logaritmo , s nos pidiese
el niimero que le corresponde : suponiendo z

el logaritmo dado, y 1+% el nimeio que se
Ex




busca, serd (702) z=x—ZIxx—Ix3+Ix*w
;%5—&c. Para averiguar ahora el valor de x
en 2 (697), sea x=Ax+Bzz+Czi+Dzt+
&c. y serdu. N
{ Az+Bzz+ Cz3+Dz*s &¢.
—3AA22—ABz3— IBBz*— &c.

|
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|

sy —ACa*— &c.

' +:A323+AABz*— &c.

{ —3 Azt~ &c.
De donde se saca A=1, B=1Z, C=i,D=5%

) 2B 128G ¢ 24
&c. luego e e s e TS
25 e ‘ R 7 :
xsxgny + &c y finalmente I-+x=—=1-+z-*
% 238 24

5 A . V4
= oo +roo = &c. En general un ni-
2 2%3 " ax3x%4 5 IR \3
(i) (In)
3
2x3
&c. série que siempre es convergente,

mero qualquiera n=1+ln+

(In*
2X3X4
y de consiguiente que resuelve la' cuestion,
Apliquemosla 4 encontrar la base de los lo-
garitmos hiperbdélicos de que se usa mucho en
el calculo integral : y pues su logaritmo es 1,

o110 o b U RO e 1]
tendremos #=1+1 b P TR e o
==2,71828183. Adviértase que el logarit-
mo dado se reduce 4 hiperbélico quando no

‘ lo es, antes de la operacion,
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70§ Supuesto que debe haber igual ra-
zon entre las cantidades variables y los au-
‘mentos 6 decrementos semejantes que les so-
brevengan ; es evidente que si por medio de.
estos conseguimos determinar dicha. relacion
entre las cantidades ; quedara esta determi-
nada aunque reduzcamos ‘a cero 6 hagamos
desvanecer los tales elementos, como que son
partes infinitamente pequefias de las cantida- .
des. Este arbitrio para descubrir las cantida-
des por medio de sus elementos , es el obje-
to del cdleulo diferencial , como veremos mas
claramente por los egemplos, despues que
hayamos enseflado 4 expresar algébricamente
los elementos de toda clase de cantidades, que
por el modo con que se sacan, se llaman -
Jerenciales , y que se representan con la letra
d puesta al lado de la cantidad cuyas partes
significa.

706 Si las cantidades variables x , y cre-
cen en un instante de una parte 1nfinitamente
pequefia dx, dy, vendran 4 ser x-+dx, y-+dy,
y la diferencia entre lo que son ahora y lo
que antes eran, sera x+ydx+dy—x—y=dx+dy:
estas son las diferenciales de x, y que se sa-
¢ardn de qualesquicra cantidgdes sumadas 6
restadas juntando & cada variable la letra
caracteristica d, que se pone despues del

Eza
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coeficiente si le hubiese; pues si 3x crece de
3dx, serd su diferencial 3u+3dx—gx—3dx:
la.de ay+2z es adj—dzs y la de 2cx+ ab—
-7—?3— es 2cdx— 'm':y - En ab y en qualquiet
otra cantidad constante es cero la diferencials
pues no crece ni mengua su valor. Hemos
supuesto y supondremos en lo sucesivo que
las variables crezcan y vengan 4 ser x--dx,
y=+dy; pero llevese entendido que si men-
guan serdn x—dx , y—dy, y sus diferenciales
—dx=—dy: y si creciendo x decrece y serdn
dichas diferenciales dx—dy. . e

yo7  Para diferenciar xz, multiplicaré-
mos estas cantidades aumentadas (= dx) x
(2+dz), y restando az del producto xz+xdz+
zdx+dxdz , quedard zdrixdzidzdy por dife-
rencial de xz, que se reduce 4 zdx+xdz des-
preciando el infinitamente pequefio de 2.° or-
den dxdz respecto de zdx y xdz que lo son
de 1.° (686) : luego en las cantidades mul-
tiplicadas se diferencia cada wvariable consi-
‘derando d las otras como constantes. Y asi la
diferencial de xyz serd xydzsazdysyzdx , dife-
renciando primero como si xy fuesen constan-
tes , despues como si lo fuesen xx, y por al-
timo como si lo fuesen yx: y la de §axx—

»-b; L 6) d( § AX L~ —j—'y{): 5 ﬂ;:iz+§dZan

b e b : §
-»——ydz.m-;-zd]. Para o equivocarse , con-
= !
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viene escribir la Gltima la variable que se di
ferencia.

708  Por esta misma regla sera la diferen-
cial de xx, xdx+xdr=2xdx : la de x3, xxdx+
vady+vrde=—23xxdr: lade x*, 423dx , y
en general la de a™, ma™*dy: luego una
¢antidad variable elevada d qualquier poten-
cia, se diferencia muliiplicando por el espo-
nente de la potencia la cantidad disminuido
su esponente de 1,y por la diferencial de la
wariable , de manera que la diferencial de
axs 6 d(ax’) serd gax*dy: (22)=—22"3dz:

3 2 3 IX

AT S B e O AR 11~
d(x)=2x %dz:d(y ©)=—3y *4y. La di
ferencial de ax?z?, considerando 4 x%z* co-
mo dos variables simples, es ax?(d(zz)~+az*
(zl(zzx3):-. 24x32dx+3a2°% dx : en general
d(axmzy==ax®(d (z*)+az* (d(am)y==...
nax" 2" dz+mazmx™  dx.

7og - Si el quebrado — se escribe asi 27t
(93), serd su diferencial 2% dy— 2 2dz—
dx  xd= _ zdx—xdz

5P Sypde T 2 lueoo si se muliiplica lg
P4 XX K[ g 1)

diferencial del numerador de un quebrado va-
viable por el denominador , y la de este por
el numerador | y vestando este producio del
1.°, s¢ diwide el residuo por el cuadrado del
denominador , se tendrd la diferencial del
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4z -4
guebrado. Y asi o’( ).....-—-
bx

Ebxrdz~3 0z xdx —+ abdx

bxx

Con estas reglas podremos diferenciar

qualesquiera ca.middades algébricas. Por egem-
1 & . 3

plo, d(——)__——;;. d(2232—c2"yx—ab)=—
223dz+ 6zx*dv—c2"ydr —c2* xdy—202y2dz:
d(c—az+hr3)* contando toda la cantidad por
una variable, es 4(c—az+bxﬂ)4">< A(c—az~+
b )= 4(5— az~+bx3)3x (—- adz+3bx°dx):
y por igual razon, tratando 4 los dos factores

como dos variables, d(ax*x (mz3+a—z)?): ,
(m= 3+a—-z)?r><(d ax® )mx’xd(mz?m-bz);—-

2zzxdx(mzv+4-—z)=+ ax (mza—n—a—z)——x
(3mz’dz—dz).

Quando hay radicales se conviertemn en
sus iguales con esponentes fraccionarios (1138):

y asi d(v/z)—-d(z) =2 ’dz-—

>
s

212
d(VxS) —d (x:) —iax% dx (v (ab—xz)=
’ B —(ab—xx) x<d (ab -——xx)—-

xdx
V(ab xx) e V"

(ex—ax?)r=d(a(ex—ax’ ) = d x(ox—

-—xdx(ab—-xx)
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V(x*-a'x)

=

:d(x—i-b)‘sx(x'—-a’z)’ - ;kx+b)-3><

ax’ )b”“ 7 x(cdr—2axdz) y d (

x”—a‘z = i sdo~and —3dx (X%~
RI™3

)2 (?I-tx)"?""‘ &e.

710 i djez uz”m sugmzdd de una can-
tidad se saca diferenciando de nuevo el mful-
tado de la 1.2, y se representa-con dos dd : /
dfcw;zmz 3.2 se expresa con tres ddd , y vie-
ne 4 ser una nueva diferenciacion de la 2.2 &c.
ddxr 6 d*x indica la diferencia 2.2 de x:ddd»
"% d’x la diferencia 3.2 &c. pero no se ha de
equwomr W d .. .d"y difetencis 2.4, 3.2
..m?®de x, con dr’=dxdx, dx®*=dxdxdzx...
Ha™, cuadx‘.do, cubo y potencia m de dx; asi
como dx*, dx?....d2™ son distintos de 4(2?),

(xO)d(x'") que indican la 1.2 diferencial
de 2, de x?, de x™.

711 Ser pues la 2.2 diferencial de z,
ddx - 1a de xz, se saca diferenciando de nue-
vo su primer duemncm rdx-+xdz , tomando
a r,dx, x,dr, como otras tantas variabless
y es xddx ~+dxdv—+xddx+dxdx—xddx +
2dxdr—+ddx : la de xx en cuya primer di-
ferencia 2xdx se consideran deos variables 2z
y dx, e 2xddy+245° : y generalments la

_——
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2.t diferencia de 2™ 6 d(mz™Tdr) ®s......
mdxm-1ddy +m(m—1)a™2dz* : como tam-
i A dx—xdz
bien dd(i):d(i;—f—):
X7 R

o 7 r z+ —
2ddx—-zxddz=2z/xdz  2¢1z? 4
-kl e e e Lo mismo ae

practica para diferenciar las cantidades en que
haya ya diferencias primeras : y ast difercn-
ciando de nuevo dx, resulta d(xix)=

¥ { ¢ ""’."(1
dxdv+xdds : d(—%): 1yd “Xav: iy

d(l/(d&’+d‘.r2)): d(d&"—!—.dxgji:

1k dzddz—+dxddx
;Cﬂ’,’{2+dx2> 2Xd(dK2+dx2>;l/le:—&;)—:
yde \ S yddx
y d( S ) =d(ydedy)=de+- 5T
yixddy :
a
712 Si en un cilculo en que haya dife-
rencias primeras de distintas variables , referi-
mos 4 una como 4 término de comparacion,
todas las demas ; es decir, si suponemos cons-
tante una de dichas primeras diferencias , se
desvaneceran los términos en que entren las
diferencias segundas de dicha variable que
son cere (706), y el calculo quedard mas
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cencillo. Por egemplo la segunda diferencia

ax . £
de supom_endo 4 dx constante, ©5....

~dxd g
— dxdy=*ddy = E—Z—:’—y oy supomendo cons-

, ddx,
tante 4 dy, € — 3 por ser en el 1.5 caso

ddx=o0, y en el 2.° ddy=0-

713 Las diferencias terceras se sacan
del mismo modo que las segundas , tomando
4 las cantidades variables, 4 sus diferenciag
primeras y segundas , COMO Otrds tantas vas
riables; y lo mismo se debe practicar para las
diferencias quartas, quintas &¢. advirtiende
que en todas las diferenciaciones se ha de con-
tar por constante la diferencia que en Jas ans
teriores se haya supuesto tal. Finalmente las
cantidades omitidas en la 1.2 diferenciacion
(707) no alteran el calculo de la 2.3 5 pues
vueltas a diferenciar aquellas que eran e.2.2
orden hubieran resultado de 3.°, cuya omi-
sion nada quita 4 las de 2.° (686).

Alodo de dy[ermcidr las cantidades que n-
eluyen senos , €0Senos &re. las Logarit.{nims
y Es})onmciales_. :

w14 Siel seno & de un 4ngulo 4 arco,

llega 4 ser a-+dx, tendremaos (§277) suponien-

do 7=1, sen (x—+dx)=sen ¥ C0Seh Ax=sen dx
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¢osen x:y como el seno de un arco dx infini-
tamente pequefio se confunde con el arco 6
sen dx=dx , y su coseno es el radio (518) 6
cosen dx—=——1, seri sen (x+ dx) == sen x+dx
¢osén x : tomemos pues la diferencial, y resul-
tard d(senx) =d(sen T~+dx) =sen x-+dx cosen
X—sen x =dx cosen x, 6 I diferemcial de un
$€n0., cuyo.radio es 1, ¢s ¢] producto de la dife-
vencial su dngulo multiplizsda PO su coseno.
715  Tambien coseno (x=+dx) == cosen x
cosen dx.—sen x sen dy (527) : luego siendo
sen dx=dx , cosen dx =1 | sard cosen (v4dx)=
cosen x—dwv sen x, y d(cos %)=d(cosen x+dr)=
cosen x—dx sen x —cosen x——dy sen x + es
decir, la diferencial del coseno de g dngulo 6
arso cuyo radio es r, jgual al producto nega-
tivo de la diferencial de] dngulo multiplicada
207 su seno. En virtud de estas dos reglas y
de las anteriores, tendremos que d(sen P =
4dx cos 4x: d(sen ax)=adx cosen ax : d(cosen
M )=—mdx senmx : d (senx cosen x—
cosen Xxd(sen x)4sen 1 x A(cosen XY =cosen
XAz cosen x — sen xdx sen X: y d(sen x)m=—=
m(sen %)™ d(sen )=mdx cos x(sen x)m-1,
sen x

716 - Por ser tang x— (521), sera
: Cos x
[ sen x dx cosen®x—dx senx
d(tang x =d(ﬁ—) =
( g ) L05en X cosen®x
dx dx
09) = ———(cosen’x+sen’x) — —

(7 9) cw‘m’x( ) cosen®x ’
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por ser cosen”x--sen” X =17 =1 (528): ysera
la diferencial de la tangente de un arco 6 an-
gulo uyo radio es I, el cociente de la diferen-
¢cial del dngulo partida por el cuadrado de su

; d(tan x)___dx
coseno; y como en g K ) =
dx=—cosen*xxd(tang ) serd la diferencial
del dngulo el producto de la diferencial de su
tangente multiplicada por el cuadrado de su
cosono. Tambien es la diferencial de la cotan-
gente de tal dngulo ¢l cociente wegativo de la
diferencial de dicho dngulo partida por elcua-
drado de su seno 3 pues siendo d(cotang x)=

dx(sen®x)~dx cosen®x

oen X\ ,
d(— - )' iR
& ) sen’x

sen X

€5

(709):—_____?3—‘ (sen’x—&—comz“x), SEId vurs
sen~ X

: POr Ser sem’Xx-...

d(cotang x) —_——

sen’x
cosen®s—=1. Con las quales reglas y las hasta
aqui dadas sera facil diferenciar qualesquiera
cantidades que contengan senos , €osenos, tan-
gentes &c.

17 Parala diferenciacion de las canti-
dades logaritmicas , tomense de uno y otro la-
do de la linea indefinida AY (fig.172) las par-
tes iguales AE, EF &c. AC,CX, X0 y
en los puntos O, X, C, A, levantense las
perpendiculares OL, XM/ CN, AB &c. que

representen los niumeros de, una progresion
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geométrica. Sila AB es la unidad , formarin
las AE, AF, AG &c. una progresion arirmé-
tica : de suerte que qualquiera de las abscisas
AP por egemplo, serd el término aritmético
que corresponde al geométrico PM , 6 AP
serd el logaritmo de PM ( 209). Hagase aho-
ra pasar una linea por todos los puntos L, M/,
N &c. y se tendra la logaritmisa , curva que
tiene por ordenadas lineas, cuyos valores es-
tan en progre,sion geométrica, y por abscisas
otras que estan en progresion aritmética.
718  Si suponemos en ella que la orde-
nada PM=y viniendo 4 ser pm crezca de la
cantidad infinitamente pequena mr, sera Pp—
Mr el aumento de la abscisa AP=x; de con-
siguiente seran mr—=dy y Mr=dx las diferen-
ciales de MP y AP. 'Si se tira ahora la tan-
gente TM, y llamamos z la subtangente PT,
tendremos en los tridngulos MPT , Mmr se-
mejantes por las paralelas , mr:Mr:MP:PT,

7 d £ "4 #
o) dy:dx::)':a:-]—‘lf’i- » equacion 4 la logarit-
mica, en la que la subtangente a cantidad
constante, es lo que hemos llamado médulo
; d d )
(698). De ella se saca dx:u:—l hacien-

do 2==1; y como en esta suposicion dx es
la diferencial del logaritmo hiperbélico x que
corresponde al niimero PM; tendremos que
la diferencial del logaritmo de un niimero qual-
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qmera y es su diferencial dy dividida por ¢l
mzsmo numt’r (/) y

En virtud de lo qual d(Ix)= 'd:

dl(a+x)= —d-’f—— : dl (—l——):d(la——l(a-»-x)')

::—;% dl—__d(ll—lx)__

d(ab) =~ ¢ == d (nl) = 2. .

d(lxx):d(lx+lz‘)::—-—+—%~: .........

zidx—+xdz &4 dx dz a
L a(i= =)=dle—x)=———:
kb ___t_l_z_______ i/ s

d(” a—x)_ ~+z A=K AR )

—iydy oo ¥ ___d< (ﬂﬂ""K?‘(_/_)_

s 1o Ad(W(aa+xx))="77 PP =

ziz

e d(lxm 1/(4+qu) __(lzmm’\l a+cx4)n_.

dz cad- Idx
d(mix+d( L1 (aroxt) =222 ’*9
& (tl+qu)

#19 Las cantidades esponenciales son
aquellas que tienen por esponente una canti-
dad variable como 2%, y*. Para diferenciar-
las supongamos a*=y, serd lr*=ly, y dix*=
4
= 6 dy=ydlx*: pongamos por y su valor




446 Carcuro-

2%, y tendremos dy 6 dx*=—=x*dIx*; esto es,
la diferencial de una cantidad esponencial x®
es el producto de dicha esponencial multipli-
¢ada por la diferencial dix* de su logaritmo;
de suerte que dx*=—=x?dix*=—x*(dix ..
zdx \

) : d(at+y*) —=a*dla® +yrdlyr =......

X
a’dxla+yz(dgz'y +—zj—]) :y d(aa+x*) =
(aa-+x*)"<dl(aa+x* )* = (aa-+x*)(dxl(aa
x’)—k 2xxdx )

an—+xx ‘

720  Si se hubiera de diferenciar ¢* en el
supuesto de ser ¢ un niimero cuyo logaritmo
es I, se tendria d(*)=c*dlc*—=cdxlc , y
como l=—1 , serd di* = ¢*dx : expresion de
la diferencial de la base de los logaritmos hi-
perbélicos. Las diferencias segundas, terce-
ras &c. se sacan de estas cantidades y de las
anteriores como de las demas (710).

Aplicacion del Cdlewlo diferencial & lag
Lineas curvas.

721  Supuesto que una curva viene 4 ser
un poligono de infinitos lados ; de los quales
uno de ellos Mm alargado hasta T formaria la
tangente TM (fig. 173) s sea pm una ordena-
da infinitamente proxima 4 la PM, y Mr una
paralela al ege SH : si llamamos 4 PM, y; SP,
x5 seta Pp=Mr, dx,mr,dy; y Mm=

A it ol

i et e b O

Rien:
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V(dx®+dy*) en el tridngulo rectdngulo Mur:
y en los txlangulos semejantes l\fimr, MPT se
tendra 1.° rm:Mr:MP:PT , 6 dy:dx:y:PT=

{ .
—Z——: expresion general de la subtangente

du,qualquiem curva; en la que sustituyende
% .
pot ——, 7, sus correspondientes valores sa-

cados de la equacion de la curva de que se
trate, saldra el de su subtangente: y de con-
siguiente se tendra el punto T por el que se
podra tlrar la tangente 4 un punto M dado.
722  2.° Tambien se tiene en dichos tri-

angulos rm'Mm--PMTM 6 dy:y/(da+dy* )
_ V(s +dy ), [ dxx

——— ]

dy*
presion general de la tangente. 3.° La dela
subnormal se saca de los triangulos seme]an-

tes Mmr, PMR en que Mrimr:PM:PR,

dx.d)..;f.PR:%—. 4.° La proporcion Mr:

Mm:PM:MR, 6 dx:]/(dx2+a’)12>::}':PR:

yx\/Cdx“—l—dyﬂ)
dx

ey V(——+I) da el valor

de la normal. §.° Finalmente tirada por S la
SD paralela 4 PM, en los tridngulos seme-

jantes TSD, TPM teadremos PT:PM:ST=
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PT—SP:SD, 6 Z;_’f ::‘-’%f —5:SD=y —--—’:ﬁl A
Con los valores de ST y SD sacados de la

equacion 4 la curva, se tendrdn suponiendo
en ellos x infinita , dos puntos T, D por don-
de deben pasar las asintotas de la curva que
las tenga. Con efecto, en la tangente 4 una
distancia infinita los puntos Ty D, se con-
fondiran con C y B por donde sabemos que
pasan las asintotas de la hipérbola (665).
723 Para aplicar estas formulas al circu-
lo, tomemos su equacion yy=a4—-2x , que di-
ferenciada es 2ydy=—2xdx : despejese en ella
la expresion de la subtangente, y Serd......

l‘ﬁﬂ—:——ﬂ-: — (w ) —=PT, ponien-
dy % : x
do por yy, as—xz. El signo — indica que la
PT se ha de tomar hécia el centro desde don-
de se cuentan las abscisas, al contrario de co-
mo se tomé en la férmula para la qual se con-
taron desde el vértice (721). En la equacion
ry=2ar—xx en que igualmente se cuentan des-

]dx_ﬁ___

dy  a=x
. Tambien se encuentra en la equa-

de el vértice (603), se tiene
2ax—xx
a=x
cion yy==aa—xx diferenciada, la subnor-
i ' ly*
B LYY . YN
mal = v,y la normal ]/(yy-;— . )___

V(xx-+yy) =4 radie del circule.
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724 En la paribola cuya equacion es
yy==pzx, s tiene diferenciando 2ydy ==pdu;
luego la subtangente PT:lgfzz—”— ==
poniendo pw en lugar de yy: la subnormal
—Z—?;‘-f%:ép: y asi de las demas. Enla
elipse Cuyaequacion diferenciada es 2ydy=

b (=22 dx) , se tiene la subtangente PT=
aa .

e 20 (g BRE) (202

dy T s g % Yl

subnormal PR= Y :—'-'——'bb—’cl:'—@f-, ame
izl aay as

bas negativas por contarse las abscisas al reves

que en la formnla.

SRS Del mismo modo encontrarémos en

la hipérbola la subtangente PT— ) Zx —
5
PORN wia 1 ad) y la subnormal PR= —7(2 =
57 x dx
bbx

—="., En su equacion 4 las asintotas zy=mm,
aa

se tiene xdy+ydzx—o0, y la subtangente

—Zgﬁ-:—_—x: de suerte que se debe tirar Ia

‘4 !
p't del lado opuesto al punto C origen de las
abscisas , y asi se tirard por £y m' la tangente
¢m'. Para determinar sus asintotas tomemos la

Fr
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equacion yy:;(zdx+xx)_,= y diferenciada,

despejemos 2% e sid resultado 24°ydy=
dy
ydx 2L
2adx+2xdx yencontxaremosl——x_ ey
d T dew X3

que se reduce 4 2=SC supomendo x infinita;
Despe]ando despues y——d;, sa'le"_ b==SB:
luego las asintotas deberan pasar por C ¥ B.
Quandé resulta infinito el valor de SB , sien-
do SC finito ; ‘es seflal de que la asintota es
paralela d la ordenada PM; y lo serd al ege
de las abscisas quando SB es finito y SC in-
finito:

726 Del trnngulo rect’inguld rMm (721)

s¢ saca , haciendo al radio 1 rmirM::1: sang.

. /A
romM= LI\—_E’E-- y #Mirm:iLitang rMm—
m )
rm . dy

g dx . AR s
e Sera pues; 5 la expresion de la
tangente del angulo #mM que forma la cur-

va o su t'mgente en cha punto con la orde-
dj
nada, y—z- Ja de la tangente rMm que forma

con el ege de las absasas : de consxgmente i
despejamos en la equacwn ‘de una curvay dess

pues de dlterenuada, 77‘ ; tendrem’os

d]
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respecto de ella el va.or de dichos angulos: y
al contrario , para saber en qué punto forma
la curva un angulo conocido con su ordenada,
se igualara el valor de la tangente de dicho

dx :
angulo con el de o sacado de la equacion
{

diferenciada de la curva; pues poniendo en
el resultado en lugar de y su valor, el de x
serd el punto que se busca, sino es imagina-
rio ‘6 absurdo ; pues entonces en ningun pun~
to formard la curva dicho angulo.

Del método de los Mdximos y Minimos.

727 Para percibir la economfa de este
método que se dirige 4 encontrar las mayores
6 menores cantidades que crecen 6 menguan
segun cierta ley, 6 que tienen en mayor gra-
do que todas sus semejantes alguna propie-
dad determinada ; concibamos que la ordena-
da PM (fig. 174) de una curva SMBs crece
hasta llegar 4 ser la mayor BC: crecera la
subtangente en la fig:2 1.2 hasta’ que en el
punto B resulta infinita, por ser paralela la
tangente BR al ege de las abscisas Ss, y men-
guard enla fig.2 2.2 hasta desvanecerse, por
confundirse la tangente con la ordenada CB.
Si dicha ordenada continfia hasta s, sc1d la
subtangente negativa , que va aumentando en
la figura 2.2 y menguando en la 1.2 Las mis-

Fro




452 Carculro

inas observaciones tiencu lugar respecto del
ege Az, y la ordenada p' M que va menguan-
do hasta llegar a ser la mener B 5 luego 1.°
una cantidad que pasa de positiva a negati-
va , 6 pasa por el infinito si crece , 6 por ces
Yo st menpna. %

728 _ 2.° En el punto B (fig. 1.2) s¢ des-
vanece ¢l angulo que la tangeate forma con
el ege de las abscisas S5, y en la fig.2.2¢l que
forma con el de las ordenadas; es decir, que

| AR AR Sl oo
_en cstos puntos es Cero ——y=~: y como di-
chos puntos son los de las mayores y meno-
res ordenadas, tendremos gue en elios es cero
la diferencial dx 6 dy de la variable. Como
la expresion de qualquiera cantidad variable
se puede considerar como el valor de la or-
denada de una curva; podiemos inferir gene-
ralmente que para averiguar los puntos del
maximo y minimo de qualquiera cantidad, se
ha de diferenciar su expresion, y suponiendo
su diferencial igual 4 cero , resultara el valor
6 valores que sustituidos en la primera ex-
presion daran los puntos del maximo 6 mini-
mo: advirtiendo que un valor negativo su-
pone una condicion contraria a la de la cues-
tion propuesta, y los imaginarios pruebin
que no hay el maximo ni el minimo que se
busca. Por este mismo método deben deter-
minarse kos puntos en que la tangente és pa-
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ralela 4 los eges, y Jos limites de las abac
y ordenadas de una curva ; pues unos y orros
no son otra cosa que los del maximo y m
mo en este_género.

729 De lo dicho podemos colegir que s
de resultas de una operacion salicse & por va-
lor de x, yse quisiese saber st 2 es un maxi-
mo 6 minimo, sustituiremos sucesivamente en
Ia expresion propuesta en lugar de x, 2+,
a, a—q (a es una cantidad qualquie 'z\- y sl
la sustitucion de las cantidades extremas diese
resultados menores que la de la media, serd
2 un maximo : si los diese mayores, sera un
minimo: ¥ st siendo el un r;.sultddo rcal, fue-
se.cl otro un mmgmauo serd al mismo tiem-
po un miximo y un minimo.

730 . Egemplo. 1.° Hallar la mayor orde-
nada y abscisa de la elipse. Si en su equacion
aayy=2abbx-bbxx,que diferenciada es 2acyy=
2abbdx—2bbxdx , suponemos dr—o, queda-
14 2a4ydy=0, 6 y=o: pongase este valor cn

la equacion yy=——(2ax—x2), y tendremos

o=2abbx—bbxx, y x=24: lueco la rdyor
abscisa en la elipse contdndolas desde ¢l vér-
‘tice, es el ege mayor. Sien la equadion dife-
rencmd1 hacemos dy=—o, tendremos o=—
2abbdx —2bbxdx , donde x—a; cuyo valor
sustituido en la equacion 4 la_curva, la redu-
ce 4 aayy==2aabb—aabb, que da y—==1:
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sera pues el semiege menor la mayor ordena-
da de la elipse.

731 2.° Desde un punto R (fig.173) da-
do vn el ege de una curva qualquiera, tirar
a ella la recta mas corta que sea posible. Sea
SP=x, PM=y, PR=¢, y MR=# que consi-
deraré como ordenada de una curva; serd en
el triangulo rectingulo MPR, (MR)*—..
(MP)*+(PR)* 6 uu=tt—2tx+rx—+yy: dife-
rencio, y suponiendo en el resultado 2udu—
—2/dx+ 2Xdx~+ 2ydy , du=—o0 , tendré o —
— 2tdx~+2xd¢~+2ydy, donde poniendo el ya-
lor de ydy sacado de la equacion & Ia curva,
me resultara el ‘de x que se pide. Si fuese
por egemplo, la pardbola en la que yy=px,
2ydy = pdx, ydy =3 pdx ; sustituido este valor
en la equacion sacada, resulta o —— 2¢dx—+
2xdx+pdz,y s p=t—x: luego siendo Zp el
valor de la subnormal en la paribola (623),
sera t+—x=PR la subnormal, y la menor que
se puede tirar desde M 4 la curva serd la nor-
mal MR.

732 3.° Para dividir un wimero gual-
quicra a en dos partes tales que su producto
sea mayor que ¢l de otras dos qualesquiera
del mismo nigmera ; suponiendo x por una de
las partes, serd a—a la otra; y ar—ax el pro-
dncro: si su diferencial adx—2xdzx, se supo-
ne ioval 4 cero, serd adr—2zdv—o , adr—
2odx, y x=%a: luego ¢! producto de las dos
mitades de a serd el maximo.
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733 4.° Averignar qué tridngulo de 1.n
perimetro 2p, tendrd mayer superficie de los
que se pueden traxar sobre la base AB=a
(fig. 175). Si llamamos y la superficie, 2 uno
de los lados AC que buscamos, sera el otro
2p—a—u; y tendremos (589) y=1'( p( p—a)
( p—=x)(a+x—p)), 6 cuadrando y valiéndo-
nos de los logaritmos , 21]:lj)+l(p—a)+
1(p—2)~+1(a+x—p). La diferencial de esta

’ 2dy dx dx
cantidad es ——=———= que se re-
p=X  a-x—p

duce, suponiendo dy=0, a p—x=a-+r—p,
6 2p—a=2x: luego el duplo 2z del lado AC

iguala a todo el perimetro menos la base AB;.

esto es, seran iguales los dos lados AC, CB,
y el triangulo que se busca es el isésceles. Y
como por igual razon debe ser isésceles el
construido sobre AC que tenga mayor super-
ficie, podremos asegurar gue el triangulo equi-
latero es ¢l que tncluye mayor superficie cnire
los de un mismo perimetro.

734 &.° Para encontrar el paralelepipe-
do de mayor cabida entre los de una misma
superficie cc, y altura a ; supondremos x, y,
los dos lados del rectangulo de su base ; y
pues que de los seis rectangulos que forman
su superficie , los dos tienen 2 por altura y
x por base, otros dos la misma altura 2 con la
base , y los dos Giltimos y por base y x por
altura; serd toda la superficie del paralelepi-

A it 29 s T
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pedo 2a1-+2ay+2xy=cc. La solidez axy que
ha de ser un maximo, tendra igual a cero su
diferencial , 6 awdy~+aydx=—o, y dx——

xd S :
o Este valor sustituido en la equacion

anterior diferenciada 0=2adx—+2ady+2xdy+
2ydx , la reduce 4 x=y, lo que muestra que
la base debe ser un cuadrado: y si en co=
2ax-+2ay+2xy ponemos x en lugar de y, sa-
carémos ¥=—a=%y(aa+3cc), cuyo valor
positivo es el lado del paralelepipedo ; pues
el negativo no pertenece 4 esta cuestion.
Reducido ya el sélido 4 axz, averigua-
rémos su altura en el caso de haber de tener
la mayor solidez , igualando 4 cero su dife-
rencial asi, 2axdx-+xvda=o,y sustituyendo’

22dx )
da=—=——— que de ella se saca en la equa-
X

cion gax+2xx=cc despues de diferenciada,
en gadr+4qxda+4xdr=o; pues resulta y=a:
de consiguiente ¢/ paralelepipedo que busca-
mos , debe ser an cubo cuyo lado es la raiz
cwadrada de la sesta parte de la superficie.,
Coa efecto, si se pone  en lugar de a'en la

5 e i
equacion 4ax-2 xx=cc, resulta x—_-V-—6—.

738 6.° Hallar las dimensiones de unz
medida cilindrica , tal que con la menor su-.
perficic interior posible quepa en ella cieria
cantidad de agua, trigo &e. Sillamamos x
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el dismetro AB, (fig. 176) de su base, y su al-
tura AD, ssu cabida, y ¥ la razon del dia-
metro a la circunferencia, serd cx la periferia
de la base, cxxy la sup_erﬁcie interior latéral,

& x%x:%cxx la de la base: de co,n_siguien-
te la solidez O cabida s =702 %) —Zeyax. De ‘
5

X k72 L 45
aqui se saca la s_up,erﬁcxe interior ¢xy==—"-3

Juego si se le junta la de 12 base 3¢xx, serd la

%X g 2
total A % Jdecuya diferencial igualada

4sd.{¢ cxdx
e

4 cero ——— —o0 , S SaCA X=—

XX 2
3 3s 3s .
Y—=2/7 Enellase encuentra tambien
¢ Haig -

¢cx3==8s, ¥ si se parte esta equacion Por ...
X /7 - 3
:(}/xx____s 5 O 52'9(:2\’;.__45 (1\16 sacamaos an-

X
tes , resultara —==2, Y x==2y; luego la me-

dida serd como se pide , St fuese ¢k didmeiro
de su base duplo de st altur .

736 7.° Detorminar qué cono tiene ma-
yor solidex., entre los que tienen una misma
superficie sonocida s. Sea €l radio AC (figs
177) 5 y ¢l lado AB, y i:¢ la razon del dia-
metro a la circunferencia; serd la de.la base
scx , smoarea cor, Y la superficie convexd del
¢cono ¢y (476)- Serd pues, la supetficie total
exxaexy=s, y de consiguiente y= —;;—-x, yla
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altura CB—_-_V((AB)’—(ACV):V(L__

6x%

25 R P2 x
T) multipliquese este valor por Zexx ter-

cio de la area de Ia base, y el producto &

V(:i,—— —”—) serd la expresion de 1a sz)li-
e ¢

dez del cono (494). Siendo esta un maximo,
lo serd tambien su cuadrado 5 SIXNX— 2 coxcts
luego su diferencial gmxdr—gx%m’x:o, y

s . .
4eXx=s, x—=1/——. Sien la equacion y —
s '
s ‘ .
% X ponemos 4oxx valor de s, resultars
% ' G o

Y=3%:y el cono cuyo lado sea triplo del se-
mididmetro de la base » Serd el que se pid,

De las Evolytas , Y radios osculadores
de las curvas.

737 Siun hilo aplicado 4 la curva BECG
fig.178) y 4 su tangente SB en B | se desen-
vuelve teniendo su estremo fijoen G, y lle-
véndole siempre tirante ; trazard el otro es-
tremo S una curva SHM, de la qual se llama
¢voluta la curva BECG, y las rectas SB, HE,
MC radios de ia evoluta. De consiguiente
1.° cada radio CM es igual 4 la porcion CEB
del arco evoluto, y 4 la parte constante SB de
tangente si la hay, 2.° Cada radio se puede
considerar como la prolongacion de uno de
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los infinitos lados que componen la curva
{721}, y por lo mismo Sserd tangente suya.

738~ 3. Como el arco de circulo traza-
do desde C con un radio menot 6 mayor queé
CM caeria dentro 6 fugra de la porcioncita de
curva Mm ; podremos considerarla como un
pequefio arco de circulo trazado desde C
con el radio CM, el qual sera perpendicnlar
4 dicho arco, y el punto C sera el concurso
de las dos normales infinitamente proximas
CM, C» que se llaman radios del circulo os-
culador 6 de la evoluta. Tambien se llaman
radios de curvatura; porque por ellos se ave-
rigna la que tiene uma curva en qualquier
punto; pues es la misma que la del circulo
correspondiente cuyo radio se conoce. Y co-
mo los circulos son tanto suenos Curvos quan-
to mayores Son sus radios , serd tanto mayor
la curvatura de la’evoluta, guanto menot
sea el radio: de consiguiente la curvatura
mdxina se encontrard buscanda el radio mi-
nimo. :
739 Sea pues SHM la curva en la que
sc ha de averignar el valor del radio CM=R,
uponiendo sus ordenadas perpendiculares al
-ege SD. Tirense a él las dos ordenadas PM,
pm infinitamente proximas , y por CyMla
CA y My paralelas al mismo ege: sea MA, u;
PM, y; sera Aa::Pp::Mr::dx s P =
dy=—=du,y Mm —1/(dx*+dy*) que llama-
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rémos ds y en los triangulos semejantes Moy,
MAC, tendremos Mr(dx):Mm(dy)::MA(u):
MC—R—"4s
—_— d-xt
Y pues que quando AM aumenta de rm
pasando 4 ser am,la CM que es entonces Cm,
1o varia; ser4 su diferencial cero : lucgo
d(R—i({i _dedd.¥+dxduli5-ud€ﬁ4x;o
R J s —— =0, y
multiplicando por dx? y poniendo Zy en lu-

gar de du, wdxdds+dxdyds—ydsdx—

0, de

donde se saca y— --d—w.l-yﬁ-— : sera pues ..
dsddx—dxdds
R uds dyds?

P PP e e donde poniendo por
s’ , dx*—edy* ; y por dds, dxddxfﬂ' HY

(dx*+dp)s |
sulta despues de maultiplicar por (duedy*)z
numerador y denominador y reducir, R—

(d2’+dy2)'3z‘ o ds3

dydda—dxddy dyddx—dxddy
sion del radio de curvatura que suponiendo

e-

N ¢xXpre-

7 d )
ds constante, se reduce a R:%‘: ------
Ay (dx *vdy*) . j ‘
T g suponiendo dy constante es
R B Wy

dydix ayddy S
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nalmente suponiendo  como se acostumbra;
gs?
—dxa:;f
740  Encontremos ahora el radio de cur-
watura del cirenlo. Diferenciada su equacion

dx constante, es R=

adx—xdx

y=1/ (2a%—%X) , €8 dy== t Jue-
V( ) 4 (V2ax—=xx)
- go si tomamos 4 dx por constante, serd ddy=

—aadx®

e

e dagix’-—iaxdx’-!-xxdx'
] —

('zax----:cx)?zz ey

] 5 " s
aadx® dr*+dy?)z
Az’ 4-dy*=—=— » Y R'—"(— )’_)___
2AX—X% “~dxddy
serd sustituyendo estos valores; y partien-
3

do ambos términos por (2ax=%%)2 ccoreuinn.
- 3
(aadx*)z  aadx’Vaadx’ S
- = ——— st =54 3 €S, decir
aadx? aadz’

que el radio de la evoluta'en el circulo es su
mismo radio , de suerte que la evoluta se re-
ducird 4 un punto que es el centro.

741 Para calewlar el radio de cnroaty-
va dela pardbola , elipse é hipérbola ; igua-
lemos la formuila de la normal 77- V(dx®+dy*)

X
(722) & n, y serd vV (@x°+dy* )= ] ,
3 8 [0S

= noax .
y (dx%dy’)‘*::ja—— : 81 este valor se susti-
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tuye en la expresion del radio, la reducir
3 ;

’ 4 X - . .

a4 R=———§i diferenciamos ahora la equa-

cion general de las secciones cénicas W=
L Pxy ‘ :

pxi% (680), tendremos 2ydy — pdr ==
prdx-

— > ¥ volviendo 4 diferenciar tomando 4

a dx?
dz por constante, 2yddy-+2dy* == v 4

pdx*
2a

a
yady == —dy* : y multiplicando por
7, ]de]:i—zpzyydx’—”dﬁ: pongase en

o ol T e
esta equacion el valor de py=—=pz == S 4

el de yydy*— (_r_!j_a_ci_jix_jf_) sacado de 2ydy=

dez'

pxdx 3

p 3

24 :
. 'px prdyy*

(pxt”x)—(ﬁdﬁ _Pi‘.f) , que se reduce

24 2 24
. : dx? : S dn?
a};3dd}lg:~P_P_.x_; Iuego R:— :3:&,
%:I—’z—: Yy ¢ radio de turvatura ‘en las
A Aoy

P

y resultard Jrddy = g=

e o

secciones conicas serd tonal al cubo dé la nor-
mal partido por ¢l cuadrado de la-mitad del
pardmetro,

Si se saca por la férmula de'la normal

';{"'V(flxz—'-d}’)in laque corresponde 4 Ia
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equacion yy==px==-L% ; y se busca des-
24 )

pues su valor en el vértice en donde x=—o,

se encontrard n===p ; de consiguiente serd

03 ’ 4 !
entonces R_—:—f—ﬁ—:g p:y el vadio de cur-
; aFP \
waturd en el vértice de las secciones conicas
serd la mitad del pardametro.
Puntos de Inflexion.

543 Todo punto M (fig: 179) en el que
tina curva dé concava se muda en convexa,
se llama punto de inflézion. En ellos la TM
alaigada serd tangente & un tiempo 4 los dos
ramos SM; sm ; y por lo mismo tendra la cur-
va dos elementos Mo ; om en linea recta: Los
radios que 4 ellos se tiren perpendiculares se-
rin paralelos; y no se-encontraran sino 4 una
distancia infinita. Sin embargo habra' curvas
en donde sea tan repentina la inflexion ; que
dichos elementos se vengan 4 confundir en
ano lo mismo que los radios; en términos que
juntindose en su mismo origen , se reduzcaii
& cera; )

743  Luego en los puntos de infleXion
debe ser cero 6 infinito el radio de curvatura,

(dx*+d*)*.

esto e, ~———2-2:=0 ¢ = y dividien-
—dxddy y
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do ambos términos por dz?, ———— —o

6 ===, Para esto debe ser cero 6 infinito el
. : dd i

denominador (684) ——71—);- : de consiguiente

para determinar los puntos de inflexion de

una curva se ha de diferenciar dos veces su

equagcion, tomando 4 dx por Constante, y
: : ~ddy

sacando en cantidades finitas el valor de Te?

se igualara 4 cero '6 al infinito, y de la equa-
cion que resulta, ‘junto con la de la curva se
inferiran los valores'de x, y correspondientes
al punto 6 puntos de la infexion.

744 Si se hubiese de hallar el punto de
niflexion de la curva SFK (fig. 180) cuyo
diametro es Ss, y cuya equacion €s 4xy=—=

axx L
~, siendo SE, x; y

Axyaay , 6 y=—=

x%—+aa
EF, y: diferencio la equacion, y tendré dy=
vatxdx IO QLIRS 112 1
—————: vuelta esta a diferenciat, toman-
(xx-ria)

do d dx por constante , serd ddy=—i..cecr...

L . - ¥
223 x* (xx—+aa) ~Ratxxdx®(xx—+aa)
: que se re-

(wx—+aa)*

duce partiendo numerador y denominador
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por xx=aa , haciendo las operaciones indica-
das y dividiendo despues por " £ Rl L U
ddy mz,cx-'—zus-g_xgxx o 645xx-t+1¢‘

dx®* " (xxiaa)® {xx—+aa )3
Toualo 4 cero esta cantidad, y me saldra 3xx—=
g 4 >
aa, 7x:ﬂ!'/§: luego!_;a. :
748  Sirva de 2.° egemplo averiguar el
punto de inflexion de la curva cuya equacion

3 g, X

es y=a+(x—a)s , 6 fy=5(x—a) *dx dife-

renciando: vuelta a diferenciar tomando por
7

constante 4 dx, da ddy=—5(x—a) ¢ dx®
ddy -6

ditn ¥ it

25/ (x—a)’ :

cero produce 6=o0, lo qual nada significa,

Se igualara pues, al infinito , y sera'su denge

valor que igualado 2

s
minador cero, 6 251/ (¥—a)’=o0, de donde

se saca x=a, por ser cero toda potencia @
raiz de cero.

CALCULO INTEGRAL.

746 Este calculo, inverso del Diferencial
porque busca las cantidades por medio de sus
elementos , manifiesta con la letra S la éute-
gracion de dichas cantidades, que viene 4 ser
la suma de sus elementos : de suerte que Sdx,
Smzdz, muestran las integrales de 4z, y mzdx.

Ge
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Las cantidades que no provienen de una dife-
renciacion exdcta, no pueden ser integradas:
las diferenciales de senos, arcos de circulo y Y
demas trascendentes se_integran por aproxi-
macion. Llamarémos funcion de una cantidad
variable qualquiera expresion en donde dicha
cantidad se encuentre como quiera que sea.

De las diferenciales con una sola wariable
gcapaces de integracion ex®sta.

747 Pues que azdx es la diferencial de
axm—+x

(708), serd esta la integral de aa™dx,

Dt o B aAXm—+I X ) 5
) Sax’”dx:»—m——!— : luego qualquier monomio
: -+

m—+1X

se integra aumentando de 2 el esponente m de
la wariable , y dividiendo ¢l resultado por el
esponente aumentado y por la diferencial. De
suerte que la integral de azdz, 6 Sazdz es
s la de 122°dx 6 S122%dy |
(=+1)dz~ 2 3 i
B AxM-1dx

e bS AT Y e peneral S0 L
(2—+1)dx il Sk G TR
axm-l=eldy  gxm
bim=1-+1)dx ~  mb

2

. Efectivamente, si se di-

ferencian 22 423 9 3
Sty
) 7 mb

g - AxXm-1 5
12:°dr, y

5

» resultan azdxy

A
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748  Siendo dx=—2°d% ,serd  Sdx—

xo—l—ldx ao—i-?dx
* —x:Sadx—————=uax: Sadxx

(0—+1,d% (0—+1)dx 1k

3 3 5 aut vt dz

yx=Sadxxx*=Sax*dx—=——— =

3ax3 _ 34

3 g )
=2—y/xt. Del mismo modo se aplica

la regla general 4 otros qualesquiera mono-

mios, tengan 6 no radicales. Pero falla quan-

do el esponente de la variable es —1I : pues
4-!-—i-ldx x0

integrando x~*dx , resulta —_—
g ’ (=1-+1)d% o !

cantidad infinita ; pero como dr=" sabemos

(718) que es la diferencial del logyarftmo hi-
perbdlico de , serd su integral Ix, 6 Sx~*dr=

iy S-—x*‘dx:—lx:l%—c; pues dl—:-c 85\ et

d; 7L 5
ks 0 y se deberdn integrar por los logarit-

mos todos los casos que ocurran de esta na-
turaleza.

Modo de integrar por la regla general las
cantidades complexds de una sola variable.

749 Quando estas cantidades no estan en
¢l denominador ni incluyen potencias de can-

tidades complexas, se Integran exactamente
Gea
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integrando cada término por s : Sca®dx-w
bdx bix 628 abx
———0x3dx+—= 6 bdx=3dx, s ——nt-—

a x 3 ke

oxtain Dt b : gl
—————— 0 ———. Tambien admiten inte-
4 2 2y

gracion exacta aun quando incluyen poten-
cias complexds, como no estén en el denomi-
nador, y su esponente sea un néimero entero
y positivo ; pues subidas 4 las potencias , se
integra despues cada término por s : por
egemplo, Sdx(a+¢x*)* que equivale
S(aasdx+2a;x*dx+wx8dx) > €5 AALA .or..
UL S adx(b+x)3 (c+am)*

-
5 > » . .
se hacen las operaciones indicadas , y se inte-

gran despues los términos que resulten.

750 Podra no obstante ser integrada por
la regla general qualquiera cantidad comple-
x4 elevada 4 una potencia negativa 6 fraccio-
naria, si esta multiplicada por la diferencial
de la cantidad que se ha de elevar , prescin-
diendo de las constantes que la multiplican &
la parten. Asi sucede 4 kdrv(a+bz)™, en
donde kdx es la diferencial de g-+bx multi-

plicada por -;S : y por eso considerande 4 7+
bx como una sola variable , serd Skdx (a+
Ix)m— kdx(a=+hx)m~+1 * k(a-ibg)m—+3 T

‘ e (m—+1)d(a—+b%) el b(m—+K) 2 ;11._1?-
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aadx—raxdx

bien es mtegrable "/( AX—X%)

= (aadx+...

X
eaxdy) (ax—+xx) 7, POr set aadx - 2axdx
la diferencial de ax-~zx multiplicada por a:

y asi S (aadx—+2a2dx) (ax—*—xx)‘% e e

I
(aady+2axdx)(az+xx)s g ae (ax+xx)%.
2 (adx+2%dx)

7s1  Luego generalmente, qualquiera
diferencial binomia de esta forma k2™ dx(a—+

bx*)? podra ser integrada exictamente "
quando el niimero p es entero y positivo,
sean m y n los que quieran. 2.° Quando el es-
ponente de la variable  que esta fuera del pa-
réntesis , es menor en I que el esponente de
la otra x : es decir , que se podra integrar la
cantidad ka#idx (a+ba™)?, sean n y p los
nimeros que se quieran ; pues en tal caso se-
14 hanrdy diferencial de @-+ba” multiplica-

da por —;IZ— : luego &c. (750).

752 3.* Quando dividiendo el esponen-
te m de la primera x aumentado de I, por el
esponente # de la segunda , resulta un nime-
ro entero y positivo de cociente : como sucede

4

4 1a cantidad kx3dx(a-+bx*)*, donde el co-

ciente de 31 partido por 2, s 2. Para inte«
z=a

orarla supongo a-+bx*=z sera xl=——:
P ) b
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¥ pues que x°dx que precede al binomio, de-
jando d parte las constantes, resulta de dife-
renciar x* cuadrado de x* ; cuadraré la equa-
cion x’:?, y diferenciando el resultado
O g G e ¢ e v
x _( ; ) , saldrd 4 dx__a( 7 )>< 10

3 [z dz g

:r. dx _(T)xzr Si pongo ahora en la can
tidad dada en lugar de z%dx, y a—+bx* sus

& a :
valores en z; tendré % ( it )dzxz‘ Gl 4 2
i+[ 4 zbb 4
_;kf S "dz kazidz
abb "> 3L

& 4 4
kzit? kazs T P

b : 6 Gt g
Gra)abh  Gorabs - O P g

» cuya integral es .....

multiplicador comun......

kz§+l( 2
£ 2bb V2
2 ol A VB el
:—~2—b77-— i 94 yo en -
gar de 25 su valor, y saldrd por filtimo
4 +
Skx3dx(a+bx2)?:;:z((a+bx’)?+ ; (x..
7;(a+bxx)—%a)), que es la integral que se
busca.

743 Si el binomio no tuviese la dicha
condicion, podrd las mas veces reducirse 4

———

4
-§-+I
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otro igual que la tenga, dividiendo sus dos
términos por la potencia de x que encierra, y
multiplicando la cantidad de afuera para com-
pensar esta division, por dicha potencia de
elevada al grado que indica el esponente to-
tal del binomio. Por egemplo, para integrar

3
aadf_; maaﬁdx(aa-x—xx)_;, donde o+ 1
(aa+xz)=
no es divisible por 2, partiré por 2* el bino-

3

mio, y multiplicaré por (#*) =2 la can-
& ?

tidad de afuera, y tendré aar—?du(aas—"+1) *

expresion integrable por dividir exdctamente

—2 4 —3+1=—=-—2. Supongo pues, 44z~

PIRLY 1
I=z, yserd a~ ———

5 y como 273dx esla

diferencial de z—* sin las constantes , diferen-
s z=1 % dz
ciaré a—*—==—, y saldra —2273dz—=—o,
a4 aa

5 dz . -
y-3dr————: luego sustituyendo seri
y 244

=gaydz o1 SE
—XxZ 2

3
aax-3dy (aar*=+1 P —

244 T

3% TS 4
-— 2dz . —_2 - -
~, cuya integral es — =i AR
2 2(1-3)

Pongo por z su valor, y tendré Saax-3dx




472 Circuvro
48 AL I
2 ok -2 L M &
(aax—*+1) 2 =(aax—*+1) 2—1/(aax-’+1)"
x

Viaa :_;;5‘ Quando hay en los dos térmi-

10s del binomio potencias de x, se practica lo

mismo dividiendo por una de ellas. Las can-
tidades trinomias , quadrinomias &c. 4 excep-
cion de algun otro caso extraordinario, solo
en los esplicados (749 y sig.) admiten inte-
gracion exacta. i
754 A muchas de estas integrales faltan
las constantes que se despreciaron en su dife-
renciacion (706) : y para determinarlas £ay
que dgualar & cero la variable x' dé la inte-
gral sacada; y lo que resulte muddndole los
signos , serd la constamte : quando sale cero
es seflal que no hay constantes que afiadir 4
la integral hallada. ob i
Dejando para despues la aplicacion de es-
ta regla, la demostrarémos suponiendo que
sea Q una integralpomplet.a quando x vale &,
y que siendo P’ la integral incompleta que da
el calculo, haya de completarse con la cons-
tante 6 constantes C que no conocemos, Si
sustituyendo en P’ 2 en lugar de x, resulta A,
sera A+C la integral completa en el caso de
x=——a; y tendremos Q_:A-h.C. Pero como
Q nos es por lo comun incognito, le supone-
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mos cero para descubrir el valor de C; pues
siendo entonces 0=—=A~+C 6 C=—-—A, sera
la constante lo que resulte de suponer ¥=0
tomado con signos contrarios.

755, De consiguiente si la integral es ce-
ro-, no quando &=0, sino quando tiene un
valor determinado a3 sera entonces la cons-
tante la misma integral que da el calculo,

poniendo en ella 2 enlugar de 2. Pues que
8 3

! X 4% .

Sx2dx—=—— es —— quando x=a3; serd Q=

a° 3

~—+C, y como suponemos Q—o, tendre-

3 s 5 .
fiot g o GRCE L yy integral
. ? 3 9 y

x%-p3 : KoL

completa Q=- G Sxdx=— ——
#—+1

. g+ .

es cero quando x=a, sera = =0k
an—+1 o fos . n+1 A

C= A la integral completa Q=

e

an—+1_ xn—+I1

. Finalmente . si Sxdx (6%

n—+1x P
. ; S
z  (c+bxt)? v
bx*)? Zg—_—_)- fuese cero-quando X==45
3b
J
2 £
¢3+ba’ )? iba®)?
seria .(__.b._)_.—l-C:o, C=-_\ ) , ¥y
!

8 s
3+.r’7x2)2——(03+bx’)“

Q=L
3b
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Integracion de las diferenciales que llevan so-
05 y cosenos , y de las esponenciales.

756 Pues que demostramos (7149 sig)
que d(senz) =dz cos =, d(cos 2)=—dz senz;
serd la integral de dz cos z s $enz., 6 sem 2+C:

—dz sen 2=00s z+-C. Para integrar dz cos
iy « 3dzcos 3z ; .
32, se escribird asl,g——.—j—: Yy serd su inte-
3 y

sen 3z

gral 7——.~.+C ¢ dzsen 3z se transforma en

2 :
._3.1_’;135. » ¥ es su integral -c—‘i;-z—-l-c en

~mdz sen mz
general , Sdz sen mz = § 20X 6N 12

—— T ——
=
€os mz
—_——
m

Si fuese la diferencial (senz)ndz cos z, que
viene & ser (senz)®d(sen z); sé inte grard por
. (senz)t—+r
la regla general asi ; £ }l +C. S(sen...
e =¥y ,
(senmz "mdz cos mz
mz)" dz cos mu == ye (L1 1% "mdz ):
F m
S (sen mz)ynd(sen mz) (sen mz) n~+r
— —, €5 —
m g m(n—+1)

cosmz) Pz -mdz senms
S(cos mz)rdz sen ma=Sm' xm

-I-C:y

(cos mz)r—+1

€S —0 8

=m(n-+1)
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La integral de las diferenciales ¢s-
onenciales debe ser la misma diferencial di-
vidida por la diferencial de su logaritmo: 16+
gla opuesta 2 la que dimos (719) para dife-
renciarlas : porque si la diferencial de ¢* es
¢#dw (720), serd S dp—=¢% 1 ASIMISHIO e

Sxtdalx +x%Tzdx es x*3 porque siendo ..

zdx ; { : Sngs,

dzlx+>21a diferencial del logaritmo x#, s
X

divido por ella xrdzlx+xr zdx = x®dzl -+

x*zdx ) :
, tendré de cociente X*.

Integmcion de las cantidades Iogﬂr{tmims—
s “dx
758 Para integrar —— haremos Ix=), Y
xlx

Seré (7 [8) ot-i-;c—-:_—d}/ i .f_{:i-_:{}_y; y como ?, fy‘y,
; XX )‘
es Iy (748) 3 si ponemos por y su valor, ten-

0x dx
dremos S——==/Ix. Enm (L)t s SUPO-
xix X "~

\ ax 3
niendo Ix=y, sacarémos — =y (lx)" =
X

d 3

g71: luego Sm (Ix )3 22— Smym=idy.y ser
x

5 4 dx

ym 6 I(x)™ poniendo por 7, leoGia ot

¥ M il

I(a+x) 6 I(a+x)+C: Sﬂu_{rxz::l(a"m‘)-fb:

en general quando el numerador de un que-

2

brado es la diferencial del denominador , Iz
integ ral es ¢l lq_gm'i:mo del demominador.
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759 A veces es menester multiplicar 6
partir los dos términos del quebrado por can-
tidades constantes para que el numerador que-
de diferencial cabal del denominador: en cu-
Yo caso serd su integral el logaritmo del deno-
minador partido 6 multiplicado por las cons-
axxdx
at-x3’
ser 3x°dx diferencial de 23+x3, la daré esta

a x%dx
forma —x §3 -
3 a4 —+x

5 3 ~Tdx -
%x3)+C, Tambien Sﬁzs X x—l—iz—l

tantes. Sirva de egemplo

a la que por

i 3 o2
3 y sera su integral S_lcm_h

a-x -1 4-x
I
- —la—x) '+ C— (L A
(a—x)+C=I(a x) +C__.l(‘_x)+C.
d .
P o -_—_S;xﬂi—x-—:;l(aa+xx)+(3=
aa-+xx ax—xx
’ LQAxmldx 4
Z(V(da-l—xx))-l- C. S k—hb;‘— —_S—b;}_x ...... .
bnxm-1dy

- Ao BN s
—-—[”-‘-l(/ﬁbx WC=1(k+ba )b" +C,

k-rbxn
760 Hay cantidades que no admiten esta
preparacion, en las que es preciso multipli-
<ar por una funcion de x, tal que el produc-
to sea la diferencial de dicha funcion ; pues
dividiendo despues por el resultado , queda-
rd reducida la diferencial 4 logaritmica. Si se

dx

Eemay por x+1/(%x—1) el pro-

multiph’cé
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xdx ; A
ducto —mer——~+dx que es justamente la di-
V(xx—1

ferencial del multiplicador x-+V/(zx—1): lue-
xdx
dx Xt (1)

=S5 == I(x+ ...
gOstf(xx---l) x+/(xx—1) oo

v/ (v2—1))+C. Tambien sacarémos la inte-

?_—, multiplicando ambos tér-
V(1—2x)
dzv—1

minos por V—I ; pues resulta —————
V(xx~1)

ya integral es 1/—1I sl(z+1/ (ax—1))+C en

virtud de lo dicho. De consigutente la inte-

es J(xxy/(arE aa)) co-

gral de

, Cti-

gral de

vV(xa=t aa)

mo se puede verificar diferenciando esta can-

tidad (718).

Integrales que se refieren al cirenlo.

761 Sea SM=s (fig. 181) el arco de un
circulo cuyo diametro es 4; SP,x; PM,; »:
tirense la pm infinitamente proxima aPM,y
la Mr paralela 4 SC; y sera Pp=—Mr —da,
Mm—ds , PM=v/(ax—ax)(603): y en
los tri4ngulos semejantes CPM, Mrm, se ten-

drad PM:CM:Mr:Mm, 0 v/ (ax—x:gjzlza:; dx:
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T

ds— i , elemento del arco SM : y

V{(ar—xx)

C2ady y )
2 sera el valor de digcho arco. Pa-

V(ar—ax)
ra averiguar el valor de esta integral quando
z tiene un valor determinado , se restard este
de SC=1a, para conocer CP, y con él yla
hipotenusa CM=3 , se calcularé en el tridn-

gulo rectangulo CPM el angulo SCM (5 40):
con el qual y el radio CM serd facil hallar la
longitud del arco SM (422), que es el valor

de la integral propuesta.
hdx

V(g for— %)

dot,g,k, 2 cantidades. conocidas; se dividi-

, Sleft-

Para reducir 4 ella

ran numerador y denominador por1/p: y co-

b

—dz

v 0 ) d.
mo en e 2 L0 & %

Vv (—%k— x—xx) A ¢ Vv (_é;]@;:xx)

que resulta, ha de multiplicar 4 dx la mitad
k By

de & multiplicador de x, para’que sea se-

mejante 4 la anterior diferencial ; multiplica-

ré y dividiré 4 un mismo tiempo por %(.i_k),
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gk
Qph -;dx

x
ghvp V(—‘g-;—x—m)

que representa un arco de circulo cuyo dia-

y tendré : diferencial

metro €s gk y la abscisa z, multiplicado por

2ph

7;‘;;’ que se determinard como la otra.
¢

762 Contando las abscisas desde C, y
{ —bd
mendogCS, b; CP, x; sale W«Zc_xy por
' elemento del arco SM, comparando los tridn-
gulos semejantes CPM, Mmr, y teniendo
presente que PM—1/(bb—xx); y que pues
SM mengua al paso que CP 6 x crece , de-
beré ser la diferencial negativa (706). Redu-

irémos della ———
clremos a €lla > (g}l—-pxx)

dx
€omo antes en 7—- b3 -
P y (g_ ....xx)

P
aqui e sustituye por bk, la cantidad —b

transformandola

t y como

que ha de acompafiar a dx es —-V-g’— ; de
k

suerte que tendremos
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y suponiendo ES: ?’ y CP=x, sera

la integral ‘/P— _xSM 6 -——-E— xSM:C.
h vgh
AT L

763 Sise tiza la tangente SN, 1a secante
CN, la Cx infinitamente préxima 4 CN, y
se traza desde C con el radio CN el arco infi -
nitamente pequefio N# que serd perpendicular
4 CNy Cu; los triangulos semejantes CM'm’,
C#IN daran CN:CM=:tN:M'm'; de los CSN,
tIN# tambien semejantes, se saca CN:GF: N
N : luego (CN)*: CM'x C8::#NxNn: fNx
M'm=Nn:M'm'," 6 llamando CS, ; la tan-
gente SN, x5y s el arco SMY, 2a+xv: aa:
dryds= i f

AA—+XX
arco cuyo radio es @, y x su tangente ; luego
st ademas del radio que se conoce , se averi-
gua el angulo SCN en el tridngulo rectangu-
lo SCN, se podra determinar la longitud del
arco para cada valor de .

Para reducir 4 dicha expresion la diferen-

il dx
5 pucsta asi, b—X'gE—-—'— 3 Vise
——ax

b
= 1 o 2 ’ 4 . gbb
multiplicaran sus dos términos Bor =iry

expresion del elemento de un

cial

gbb —+hxx
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bb
k 5’;- dx
pues que resulta . x———, sera la inte-
87 2 g

b

gral el producto del arco cuya tangente es z,
y el radio V—‘gg—[f multiplicado por .;%

764 Expliquemos ahora un modo facil
de encontrar la longitud del arco de un 4n-
gulo dado, conocido el radio que como he-
mos visto , sirve de médulo en todas estas in-
tegraciones. Llamemos R el radio, N el nfi-
mero de grados del angulo dado y Z su lon-
gitud. Siendo el diametro 4 la circunferencia
6 el radio 4 la semicircunferencia como I:
3, 1415926535 &c. sera 3, 14159 &c. I =
180°:R=47°, 29577951 &e.=457°, 17/,
44"=m: lnego el arco de §7°, 17, 44" es d
la longitud del radio, como el niimero de gra-
dos del 4ngulo N es 4 la longitud de su arco;

NXRs 1+ 2
esto es, mRaN:Z— s 6 haciendo 7=
1 1
3obsg ot mr LT SN s RSy

m 57295779 &e-

Modo de integrar por séries aplicado d los
Logaritmos.

765 Dara encontrar el logaritmo hipec-
Hu
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o n-+% ; ;
bélico del nlimero s, saearé su diferencial

J{.”fc.(;v 18):y pues que reducidod série este que-
7+,

dx dx  xdx = x*dx
brado es (689), T - B

xdx
n4
2 8 4
3‘-—-—5-;4-—"—;—--{—;-1- &c. que se reduce ha-
w2 3nt ge
ciendo n=—1, 24 I(1+a)=a—ix®+Ixi—
Zx* =+ &e. série que ya encontramos ( 702).
Quando x es negativa corresponden 4 los tér-
minQs pares signos contrarios.

766 Si el nmero hubiera sido

; ¥ B-+%
-+ &c. tendremos integrando l(—i—)z
: ”

B—+X

cuya diferencial es

andx dx - x*dx
| s
6’-x »

e e &c.) ; se hubiera sacado inte-
n

grando, l( :_:: ):2 (—f-—v-—i--l-;”—s-—l-.....

a 2(@—+3x%+ x5 207+ &c.) la misma qué
sacamos ya (702).
767  Finalmente, si dado un Jogaritmo y,

se pidiese el nimero 14z que le corresponde;

tends2mos y =I-+x , dy :—l% O dy+ade—
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di=0. Si hacemos #=Ay-+By’+CyS+Dy*+
&e: serd dr:Ady+2Bydy+3Cy’dy+4Dy3dy+
&¢. «yrhaciendo las correspondientes sustitu-
ciones saldra .oiviense

dy+Aydy+By* dy-+Cy’dy § Wi
—Ady-aBydy—3Cydy—aDp3ds 3 "
de donde sacaremos (689) A=1, B=;A=

.___1 2 5y I ___E Ll I D1 A ’ 5
C_SB__“;?, D_“C_;——xsx‘t s ysera el nfl

2

N R

0 —_— I 9 I 2
mero que se busca I-+F=I=+)=+z7) P T

T

VAt &Ce
2x3x4

Aplicacion del Cdlculo ntegral & warios
asuntos.

Cuadratura de las Curvas.

768 . Si de- los estremos M, m (fig.182)
de uno de los infinitos lados de que podemos
concebir formada una curva MSQ (357) ima-
ginamos tiradas perpendicularmente al ege Ss
Tis dos ‘ordenadas MP, mp infinitamente pro-
ximas, llamando MP, ¥ SP, x;.sera Pp, dxs
pm, dy; pm, y+dys y la superficie del trape-

cio PMump (437) 2(Pmpn)Pp=3 2y
dx=jdx +%dxdy=yds , despreciando. dxdy
s686).' Luego & poniendo en gdx el valor

¢ y sacado de la equacion 4 la curva de que
se trata, se integra despues lo que resulta; se
habrd sacado la suma de todos los trapecios

Hu2




484 CaLcuLo

que componen la superficie que abraza la

curva, 6 su Cuadratura. Pero como el trape-

cio PMmp que hemos considerado como la.
diferencial del espacio SMP,.puede serlo tam-

bien del espacio LHPM tomado desde un

punto fijo H; pues PMmp=HpmL—-HPML=

A(HPML) 5 es preciso afiadir 4 la integral

que da el calculo, una constante que mues-

tra esta diferencia; como verémos mas clara-
mente en los egemplos. -

769 Si las ordenadas saliesen todas dz un
centro comun como las SQ, Sg’; se considera
¢l ambito de la curva dividido en una infini-
dad de triangulos como SQg, cuya supéificie
ZxSgxQ¢ es, llamando SQ, y5 Q, dx; 5 (y—+
dy)xdx=2ydz , despreciando ;dxdy (656).
Quando las ordenadas no son perpendiculares
al ege aunque sean paralelas eatre si , resul-
ta una exprésion algo diferente de-las ante:
riores. | © o/ ST ' bigeriol ;

770 »'Véngambsi los egemplos , y sea ol
1.° cuadrar el triangulo ABC (fig: 175): pa-
ra esto supongamos tiradas: las'dos ordenadas
Mm, N infinitaniente proximas , y llamemes
a la altura CD, b la base: AB,y laMm , y
CP, x; sera Ppi, dr s y elelemento del -area
MNnrm=ydx : pongamos ahoraen lugardey,

(x s 1 PO 3 ) Dy p
- — qe se-saca,de los triangulos semejantes
a - i1 o2

ABG, Cliw{donde CD:AB =P Mm ab
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a:b::x:y::—-éf"’ y tendremos MNum=ydx=

bxdx 4 bxx .. .
, cuya integral Sydx ==~ sera el es-
24

a
pacio CMm » luego.el. de todo el tridngulo
Y lipzich b
ABC donde x=a, sera —;44—:—11— , comolo
AN Y a 2,
digimos (436), . ;
77 2.5 Parasuadrar la pardbola (fig.1 82)
caya equacion esy*==px 6 y=Vpr— P
3 I X
pongo este valor enydy, y tendté p* dx ,
b 3 y
cuya integral 3 p7 573G esiel valor de lasu-
perficie de la parabola. Como ‘en ¢l punto S
en que x=o, es tambien cero ¢l gspacio SMP,
y la integral se reduce 4 0=0-+C en donde

C=05 no habra constante quando los espa-
cios'se cuentant desde el punto S, Yy sera

AR Y E IRy -
2 p7x* el espacio indefinido SPM. 'Pero st se

pidiese la superficie del espacio LHMP, sien-
do SH=1b; seria LHMP=% p%xé—!—c 3 y pues
quie este espacio ¢s Cero quando SP=x=b
en Cliyo supuesto - v:%psb%—*—c (755), ¥
C=—== : p%b% ; sera LHMP=3 ;‘.)%xf—- 3 p‘;xb;g.
" La expresion %péxi’:fp%x%xx!:‘SPM

<@ reduce poniendo y en lugar de p;x‘ . |
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2%, qU& son los dos tercios del rcctmgulo
SPMR Tambien cl espac:lo LHPM_ .....

% ot 3
zp° x2 —p’b‘—- p x xx-—p’b 2><b_.’SP><
PM—2 LHxSH, es la/diferencia entre los dos
tercios, *de los rectangulos ¢ SPMR y SHLZ.

772 3.° Habiendo de cuadrar el quﬂto
de cireulo SCD (fig. 181) ; supondremos el
radlo a3 y PM=y —V(aa~xx) (6o7):y
serd el-espacio CDMP.= Sydx—'de]/(aa-—

-7 R e e
w)=(154) Sd (- Fomgr =
i - &c.’) 5 ﬂoade "m'tegrando cada térmi-
1:84 ~

10 por si , 1esulta CDMP-—-—ax_

x5

- !xx‘_v xxgm : _erx;xsx
‘zx‘qxsaﬁ‘ 2.)(4X6X7l-» 2X4X6X8x9a7

- &c. - Si‘suponemos ¥==4 , saldrd la superfi-
a4 aa

“de del ‘cuadrdnte CSD—\'-aa—.-é— _7,6__-
Bop oy B ThA}
ad 2 B4 ' s b 4 T 5o )
i it i Wiy e e Lt

1. TT§2 00
iy —&e. La supe1ﬁc1e del sector CMD'se
saca restando de CDMP“la ‘del triangulo
CPM=PMxICP=2ax1/(aa—xx).

773 . 4.° En la Elipse cuya equacion es

b ¥ J )
y= _V(aa—xx) , se tiene haciendo las mis-
-
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3 - bx® o bxt
mas operaciones Sydw =bx—————1 —
6as 40a*
bx? 5 bx® b X x®
—— - ——&c._—:—-(d e L
1124 11524 X34
1xx’ 1xx’

— e

- —— &c.) : la cual série tie-
1x34®  1X4X§4
ne con la anterior del circulo la razon de b 4
« segun lo dejamos demostrado.

774 5.5 Para cuadrar la area hiperbs-

lica 7SMP (fig. 183) y el sector hiperbolico
CSM;; sustituiremos en ydx, ;—1/ (xx—aa) va-
lor de y en la equacion de laghipérbola, y se-
1a ydx ::ll%fl/(xx—aa) el elemento de su

superficie. El sector CSM —CPM—SPM=

CPx; PM —SPM —Zxy—Sydx : cuya dife-

rencial % (dy—+ydx) —yds —I(wdy —ydx)
ab dx b

se reduce 4 —x —— sustituyendo — x
2 V(xx—a4) a

bxdx

V(xx-—dﬂ) e en lugar de 9, dy. Su

integral es (760) -‘;abxl(x+1/(xx—-aa)+(]:
y como esta debe ser cero quando x—a2, de
cuya suposicion resulta C=—Z2abxla; sera

{ by iy d
la integral completa de o £ la
xx—

(@N

B ——
2 V(xx—aa)

superficie del sector CSM=2abxI(x+V

b+ Vixx— :
An>)——-§abxlﬂ:5—-xl(t—+ Sintd: ) Si esta
2

N

a




e e

de:Ussera CG=1+x, GZ—y—

— - —

,:_m

488 Circvio
sc resta del triangulo CMP—:(CPxPM) =

bx Vixx—i14) 3 2 bx v xx—aa)
;> serd el residuo

ff‘x /(x+ f(xx-da)
2

) el valor del espacio hi-
H a
_perbolico SPM.
" 794" 6.° Cuadremos finalmente la hipér-
bolz equilatera entre sus asintotas; cuya equa-
cion (6770) haciendo za=1, es ay=1; y sien-
do (fig. 169) CG, x; GZ,y; xy=1 da
y::%—’: luego Sydx:Si;i::lx (748):y el
area MCGZYK ' sera Ix+C. Como esta es
cero,quando X ==o, y entonces se reduce 2
i(0)+C =0, donde C==—1(0), sera dicha
superficie eompleta lx-—l(o):l%. De consi- -
guiente si hacemos x==CX=15, sera el es-
pacio MCXXK'=—12 infinito. Suponiendo ...

(4
CU=1, aa=1. y contando las abscisas des-

1

X—+x .2

dx dx
ydx:—H—x ,y Sydx::S—l:;_—:l(ux)-g-

C=I[GZ+C. Este espacio es cero quando
X ==0, en cuyo supuesto /(1-+0)+C=—,,
y C=—=—/1=—=0: de suerte que dicho espa-
cio sera solamente /(1+x), y serdn finitos Jos

espacios UGZY donde CU=—1.
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Aqui se ve que los logaritmos hiperboli-

¢os resultan de una hipérbola equildtera cuya
potencia es 127 de consiguiente’ siendo. la po-
tencia aa, CU=b, UG=x, GZ=y; hubie-
camos sacado UGZY=aal(b+x)=ICUxaa.
Supongamos aora que sea #m la potencia de
Sum , otra de las infinitas hipérbolas que se
pueden trazar entre las asintotas MC, Cr; se-
ria por lo dicho el espacio UGmn=mmi(b+z};
y tendriamos UGZY :UGmn:aal(b-+x): mrax
I(b+x) = aazmm : luego los logaritmos de un
mismo nimero tfomados en distintas kipérbolas,
son coma las potencias de las mismas hipér-

bolas.
Rectfﬁmn’on de las Curvas.

776 Para encontrar la linea recta 2 que
equivale una linea curva SM (fig.182), ima-
ginemos el punto 7 infinitamente proximo 4
M, y sera Mm la diferencial de SM ;5 y como
Mm::]/((_Mr)z—o-(rm)“):l/(dx’—a-dy’),
serd 5.1/ (dx’+dy?) la formula para integrar
las curvas quando sus ordenadas son perpens
diculares al ege, G salen de un punto fijo. El
modo de aplicarla es despejar en la equacion
4 la curva despues de diferenciada, eldyens
yds, 6 el deen yydy, sustituir estos valos
ves en 1/(da’+dy*) "y tomar la integral de
lo que resulte.

77 1.° Para recificar el circulo; %0~
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a4dx
memos

elemento de un arco cuyo ra-
aa—+xX%

dio es 2, y x su tangente (763) 5 y pues que

aadx

¥ : i r L Lioag
wine —Aadx (aa+xx)", (aa+xx) "= a~*x
X350 %4 wooxGco &8 5
(I e Tt bl &c.); sera Saadx
a

x2dx x4dx
(aaq—xx)“':S(dl‘-—-—-—-—-l— ——vere
as ad
x6dx x8d% ) %3 x*
—_——&C. | —x — -+ ——
a8 48 342 §at
&7 x° x2 x* .
——g-i-——s_&c,:x(l—-——-—-k—-———-...
74° . 9a : 342 5a*
6

8

X X . .
___.___.._&c,). Si en esta série suponemos
Jal: 94°
que % sea la tangente de 45° que cabe ocho
veces en 360° 6 en toda la circunferencia , y
es igual al radio 5 quedard reducida 4 a(1—
p A x ;Y
;—4—?——;4—'9- IJ"—&C.)I..

Para hacer esta sériec mias convergente,

descompongamos el arco de 44§° en otros dos
b, ¢ cuyas tangentes sean conocidas , ¥ tendre-
mos haciendo el radio 1, tang (b+c)=45°=

tangb v tang ¢ d
e ————— =, de-donde se sa-
i 28) I-cang bXcang ¢ ;
1-tang b . x
catangec—___ "o : luego sitang hb—=X
= 1+tang & £7=»
I

serd tang ¢=2%. Pongase ahora en la série an-
terior 1y £ en lugar de 4, y resultaran las dos
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| 1  § . | 1 I
T oo e pealiinn i S skt &c.y ——
ARNTT IR TR T OME S S 3
1 1 ) § )
——— &¢. cuya su-

3X5“+5X3‘ 7X§7+9X§9 :

ma o_,7853981633974483 &c. sera la longi-
tud de un arco de 45%vy de consiguiente su
cuadruplo 3, 141592653897932 &c. sera la
semicircunferencia , que comparadacon el ra-
dio 1 dar la razon del diametro 4 la circun-
fexencia de-que ya hemos hablado.

778 2.° Enla pardbola cuyo arco sea#,
su parimetro 24,y U equacion yy=—24%;
tendremos ydy=adz,'y dx*= 71[?2 : sustitui-
do este valor en la férmula v(dx +dy*), 1a

reduce a EZ_V(yy+ad) — du : luego dyv (yy+
4

sa)=ady. Supongamos que sea MSN (fig.
184) la parabola que se ha de rectificar, que
sea ST una tangente 4 Su vértice 5 y SP==73
serd auw=Sdyy/(py-raa). Sise tira la Ss=a
perpendicular 4 ST, y setraza una hipérbola
equildtera usp , Cuyo centro esté en S v el
vértice en s , tirando desde P 4 la parabola la
ordenada PM alargada hasta que encuentre
-la‘hipérbola en P; sera SspP:Sa’)’V(;‘; +aa)
(679 y 768): luego Sadu=an=Sspl’, y el
arco SM=u de la parabola, sera igual al es-
pacio hiperbotico SspP partido por la mitad
del parametro.




492 Carcuire
~ <779 -3.° St se.ha ds vectificar wn arco
de clipse, y de hipérbola ; sacarémos de la

equacion 4 la elipse g :iv(aa;xx) A=
p
—badx
av(aa—rz)
eliptico u =84y — Sy/(dx*-+dy*)=Sdxy/(1+
dy*
s ) =Sdxy (

5 y de consiguiente ser el arce

a*—ag®x* 4 p2x? i
av(a’—z*) )’ e
valor solo se puede sacar por séries. En la hi-
Pérbola: se encuentra por el mismo_ camino
Sdu=—=Sdx ﬂa’x’__ahp--b’x'). |
av(x*—a®)

Solidez de. los Cuerpos.,

780 Si concebimos ' un cuerpo ABCS
(ﬁ%. 185) formado de planos 6 rebanadas in-
finitamente delgadas acbefh que seran la dife-
rencial de su solidez, y suponemos bbla su-
perficie de la base ABC| 4 la altura ST, y»
1a 8¢ distancia del vértice al plano ‘achefh; se-
rd dx la altura de dicho plano y su superficie
abe 6 ehf, se hallard por la proporcion (ST)*:
(8)*:ABC:abc, 6 am:xx:bb: %% luegola |

AR

x&x, y la de to-

Fhxx

solidez del plano sera
an




4
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3 g bbxx
do el sélide su integral S xdr=—.......
® bbx® ki
bbx ¢
—C, 6 solamente contando la

an
sglidez desde el vértice S. La expresion...
bhx? bbxx .
== xZx==abe=x3St concuerda
344 as
con la que sacamos ya (494).

781 Si el plano MmIL (fig. 186) perte-
nece 4 un sélido de revolucion ABS, formado
por una curva AS dando la 'vuelta al rededor
de ST; suponiendo PM—=—y, SP—nx. ¥ 1:¢
la razon del radio 4 la circunferencia , sera

& _la de un circulo cuyo radio es y: la su-
4

perficie de este circulo sera L) eiyemtllis
r 2r
y la solidez del plano f.v_xPp R
27 27
presion diferencial en la que poniendo el va-
lor de # sacado de la equacion 4 la curva de
cuya revolucion sehaya formado el sélido, se
tendré su solidez integrando el resultado.
782 Egemplo 1.°: Encontrar la solidez
del cono engendrado por el triangulo rectan-
gulo CPM (fig. 183) al rededor de CP. Sea
CP, z; PM, y; y u ¢l angulo MCP : si to-
mamos 24 CM por radio, sera cosenu:sen u:
XXt ¢ Sisustituimos este valor en
COScn i

x:y:

e . = 2
r— 3 e e -
b % - s ot s
C— - 7
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% . yd o LA
la formula 222 | se reducird 4 —Lix........
- r

sen?
N xrdx s y la solidez del cono sera b

cosenzu 2r
‘senu c sentu ) x3 ¢ x
x*dx =—ex P —jlx G
cosen3u 27 . -cosen?y 3w =213,
que es como digimos (494) la tercera parte
del cilindro de una misma base y altura que

él. Del mlsmo modo se hubiera sacado la so-

) 20%%
lidez

mo triéngulosal rededor del lado MP.

783 ° La solidez del paraboloide 6
conoide pambohm (fig.186), que res el sli-
do que engendra una semiparabola al rede-
dor desu ege ; se saca poniendo en la férmu-
la ef valor de yy que da la equacion yy—ar

de la:parabola ; pucs integrando el resultado
caxdx

J del cono producido por el mis-

, se tiene, contando la ‘solidez desde S

2r

en que C=o, s AN T s 34 que
r ar 2 22

equivale 4 la solidez del cilindro de igual ba-

se y altura que el paraboloide. Si la solidez

se cuenta desde un punto H, tal que SH=1/;

debiendo ser cero el sélido en dicho punto 6

el cabb .
quando ¥=b, sera C=— » ¥ la solidez

de una porcion qualquiera de paraboloide

s caxx—tabb
sera
4?‘
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784 3.° Hallar Ia solidez del elipsoide 6 hi-
perboloide. St sustituimos en la férmula en lu-

gar de yy, _zlb_(zax—xx) sacado de la equa-
an

. i 3 cbb
cion 4 la elipse , é integramos —— (2axdx—
2144

cbl
xxdx) que resulta tendremos —— (axx—
2740

i) pot la solidez del elipsoide prolongado,

solido que engendra una semielipse al rede-
dor de su ege mayor Ss (fig.187), contin-
dola desde S en que C=0. Quando x=Ss=

2a4¢hb

uees.

24, se reduce dicha expresion a

la solidez de todo el elipsoide. Y como la de

achh
b

un cilindro circunscripto 4 ¢l, seria

sera la del elipsoide los 2 de la de este cilin-
dro, como lo digimos de la esfera (498).

Si se pide la solidez desde un punto H en
que SH==m; siendo en este punto cero la

: 3 cbb m®
integral , se tendrd C=— amm—-— )
2raa

y la solidez de una porcion de elipsoide com-
prendida entre dos ptanos paralelos y perpen-
diculares al ege , cuya distancia es 24—, sera
bb St iy 2
¢ (134 m>
(ax:v—- ——)~ (mnm— —) Ladel
2744 3 Y 3
elipsoide aplanado , 6 producido por la re-
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volucion de la 'semielipse al rededor del ege

2zach ;
', se saca ¢como la otra,

menor , que es
s

y es tambien los 5 de su cilindro circunscrip-
to; y tiene con ella la razon de los eges
2b:24. ;
Por el mismo camino encontrarémos que
1a solidez del solido que engendra una hipér-
cbb

2rae

bola al rededor de su primer ege es x

’ . I Z >
(dxx—:— ﬁ_) » si se cuenta desde el vértice ; y

3 3
e (ars ___cib_-(d,,,m*_m_) la de”
2744 3 2744

una porcion de /iperboloide comprendida en-

tre dos planos paralelos y perpendiculares al

cge, cuya distancia es y—imn.

788  4.° Hayase de medir el sblide prot
ducido por el arco sp (fig. 184) de hipérbola
que voltea al vededor de su segundo ege ST,
suponiendo este 24, el 1.° 2Ss=2b, SP=x,
Pp=—y y S el vértice. Si hacemos r:¢:1:
Ly serd £a2— ° . que llamarémos m , el

T 1 Y
area del circulo cuyo radio es 15 yla féormu-
(yydx '

14 quedaré reducida & myydx, en dondie

27
myy es el area del circulo cuyo radio esy,
pues 1°ip*umimyy (456). Si enella pone-
mos ¢l valor de yy sacado de la equacion yy=-
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bb+ bio: (636), tendremos myydx=mbbdx-+
Ak

mbbxxdx : mbhx®
—, cuya integral es mbbx—+

an 344
bbxx
aa
yy—>bb sacado de la equacion: serd pues,
2 mbbx +Zmyyx la solidez del cuerpo que for-
ma el area SspP al rededor de ST.
786 §.° Para hallar la solidez del cuer-

po que se forma de la revolucion de una hipér-
bola equildtera QRYN (fig. £69) alrededor

de su asintota Ce; ilamaremos CU=UY, a;
4

gmbbxfl—gmyyx, poniendo en lugar de )

14 £ 4
y serd (670) aa=—=xy, 6 yy——— Puesto
X% -
cyydx ¢ atdx
este valor en , resulta ——x ==
: 27 r XX
¢ : 2 ¢ at
—xa*x—*dx;ysu integral ——x——=-C
27 Y X
serd la solidez que buscamos. Como esta es
v ‘ ay ]
cero quando x =4, serd C—=—2a?,y elva-
. 2y
lor completo del solido producido por el area
; b ch ad ¢ L X—a
UYN¢, sera ———-(:19———) =5 ( 3% (——«) ):
27 x p¥'s A -

de consiguiente suponiendo las abscisas 4, 24,
3a, &c. en progresion aritmética, resultarin
o R 14, B 7% .
sélidos iguales 4 ——a3, multiplicados sucesi-

7

vamente por 0, 1, 3, 2 &e.

Ix
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Si fuese x infinita , equivaldra el sélido

¢ o 3
-2—7-43 al cilindro engendrado en la misma re-

volucion por el rectdngulo CUYH : quando
x es menor que & es el solido negativo , € in-
finito st x==0: de suerte que el s6lido pro-
ducido por el espacio UYNC es finito; pero
el que engendra la area MCXK al rededor
de la asintota es infinito.

- 787 6.° Midamos ahora un cuerpo para-
bélico ACBDA (fig. 188) producido por Ia
rotacion de la parabola ACB al rededor de la
ordenada AB. Sex a la abscisa CM, b la se-
miordenada AM 6 BM, % la distancia MN=
EP que hay entre la linea DC y una seccion
ENF del s6lido, paralela 4 DC: y tendremos
(616) (AM*):(EP)*:CM:CP, & bb:uiz:a:

dun 3 . auy 4

(bb—un) : luego (785) mx(EN)*—= ’:: % x
(b*—2bbuu+u*) serd la expresion del area
de la seccion ENF : y si se multiplica por la
diferencial du de MN, dard el elemento del

i (b‘*du —abbuudy + wdy). Ints-

sélido‘

b4
maa
grese, y tendremos —5—4—-( bru—Z2bbu®+3y5),
! 8maab .
que se reduce haciendo #=5, 4 = mitad

del sélido que se busca.
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88 7.° i se quicre la solidez del cucr-
po ACBDA (fig. 189) que forma el segmento
de circulo ACB rotando al rededor de la cuer-
da 1 ordenada AB ; suponiendo el centro en
O,y llamando al radio OE, ; OM, n; y EP,
u; sera OP—=1/((OE)*—(EP)*)=1/(rr—
uu) s EN==OP— OM=y/(rr—uu)—n; y la
férmula myydx se transformard en mdu (V(rr—
un)—n)*=mdu(rr— uu-+nn—2ny/ (rr—uu)=
mdu(rr—uu—nn)—mdu(2ny/ (rr—uu)—2nn).
Y como la integral de mdu (2my/(rr—un)—
2nm) == 21m x A1 x (v (rr—un)—n)—2nmx=
du=<EN es amnxarea MNEC ; sera toda la
integral mu (rri= A= UN)—2NMX ATEd.....
MNEC=mxMNx((AM)*—3(MN)*)—
amx OMxarea MNEC : que en el supuesto
de ser MN=MA, es m==(AM)?=2mxOMx
ACM, valor de la mitad del sélido pro-
puesto.

789 8.° Para encontrar la solidez de un
prismoide AEGB (fig. 1 80) rodeado de super fi-
cies planas, y cuyas bases son dos rectangulos
paralelos; hagamos AB,a; AD,b; EH,c; EF,
¢; b 1a altura del sélido, y x la distancia va-
riable del plano EG 4 una seccion IL del s6-
lido paralela 4 la base. Tirando despues en la
weperficie AH, la HP paralela 2 EA, yenla
cara BG la HN paralela 4 GC; tendremos en
los. triangulos HPB, HRI\I/I semejantes 5: %

13
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PB=AB—FH:RM=IM-EH=542, o,

los tridngulos HBN, HMQ, tambien seme-
jantes, &:x:BN=BC~HG:MQ=ML—HG=
%(b—e) _ L x(a=c)

s luego IM— .
x(b=e)
sl X ;
(a=c)(b-e) (—+ae=2(¢
L ashh xx+( b ) 3
camos esta expresion por 4z, y sacamos des=

LN g ;. e b_
pues su integral , resultard i ‘;}f
(Izc#ae-zce )

7Y ME —

¢:y sera el area de la seccion IL

x-+¢e. St multipli-

"
9

a2

.....

22 Yxx=cex valor del s6lido IFGL.

2h

Suponiendo en €l 2=, saldrd el de todo
el prismoide, que es Zi(a—e)(b—e)+Zh(bos
df—26‘6’)+L‘fll_:%]l(ilf_lb-l-q!—i-bc—i-?.ﬂ’):
2h(AB<AD+EH=EF-+( AB+EH)(AD+EE)).
S1 EF- fuese nula, EH y FG coincidirian for-
mando un dngulo.en la parte superior del s6-
lido ,-que tendria entonces la forma de la ar-
madura de un tejado, y su solidez sesfa...
&h( 2ab+bc):§[;(2AB—+—EI—I)AD. En el caso
de ser EF=EH y. AD=AB, seria el sélido un
trozo.de piramide cuadrada, cuyasolidez es
sh(agrac+o)=:h ((AB)’+ABxEH+
(EH)Y* )1y finalmente haciendo:EH=0p » L7
sultaria wai pirdmide con la base] (AB)? Ydn
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dltnra f, que tendria por‘solidez (AB)*><3 /.
7go 9.2 .La solidez, . del cuerpo que los
Ingleses llaman Groin (fig. 191) , cuyas sec-
ciones paralelas 4 la base son cuadrados, y las
dos secciongsthechas perpendicularmente 4 la
base por el .medio de los dos lados opuestos,
son semicirculos ; la encontrarémos snponien-
do z la distancia Ab del vértice A 4 una sec-
cion ¢feg paralelad la base, 2 el radio AB 6
BN de la seccion circular ANBMA perpen-
dicular 4 la base; y serd bn—1/(2ax—xx)
(603), el lado del cuadrado cfeg 21/ (21—
xx) , y su area 4(2a2—ax): luego el ele-
mento del groin'es 4dx(2ax—1xx). Sién'su

integral 4axy—% 2% suponemos x=2, resulta
(Zl: )3

solidez de todo el groin; que sacaria-

mos del mismo modo aun-quando las seccio-
nes paralelas 4 la base fuesen rectangulos, y
las perpendiculares otras curvas distintas del
circulo.

79I 10.° Sise Tubiese de caltular la so-
lidez de la pirdméde 6 cono ABCD (fig.192),
formado de rectas tiradas de todos los puntos
de un plano DBC dado 4 un punto A: lla-
marémos x la distancia perpendicular AQ de
A 4 una seccion EFG paralelaa BDC, ala
altura AP del solido, b la area conocida de
Ja base BDC: y pues que los planos BDG,
EFG deben ser semejantes (489), tendremos
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(AP)*:(AQ)*=BDC:EFG, 6 aa:xx:b:EFG=

bd—x’-c-. Esta expresion multiplicada por la di-
a

bxxdx

ferencial dx dara el elemento - del séli-
Al
, obxxde  bx®
do, que sexd S =-—, que se reduce
44, 34’ .-

4 2ab quando x—a.

792 11.° 8¢ d un cilindro ABCD (fig.
176) Jo corta un plano oblicuo 4 la base, y se
progunta la solidez del cuerpo SARH que re-
sulta ., que se llama Ungula cilindrica ; supo-
niendo para hacer mas sencillo el cilculo, que
la seccion pase por el centro de la .base; se
considerard la Gingula cortada por planos pa-
ralelos infinitamente préximos y perpendicu-
lares 4 la base RAH ; y debiendo ser las sec-
ciones triamgulares semejantes , se tendrd lla~
mando 7 el radio AO de la base, 2 la altura
AS, y la base del triangulo PMN ; OAS:
PMN:rr:yy (455), y siendo OAS=Zar,
seta PMN=-22__9) Luego si se llama

217 r

z laPH , sera dz el grueso de la rebanada

comprendida entre dos planos paralelos, cuyo
ayydx

valor sera » 6 poniendo 2rx—xx en lu-

adx{2rx-xx)

a4
=— (2rade—

gar'de 7 (Go3); ——=-
xxdx). Su integral, contando la solidez desde
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el punto H, es —;}(rxx— —x—s-) ; de donde se
saca suponiendo x==2r el valor de todo el
s6lido que es %arr:-{z—xgr:AOngﬂ():

AOSx2RH; que son los 3 de un prisma cu-
ya base serfa el triangulo AOS y la altura el
didmetro RH.

793 12.° Encontremos por tltimo , la so-
lidez de una ungula cénica EEFGD (fig-177)s
que corta en el cono ABD un plano EFG
que pasa por su base. Siendo BC la altura
perpendicular del cono, y BO una perpendi-
cular tirada 4 HE ege de la seccion EFG3; si
supanemos que sea FBG otra seccion del cono
hecha por un plano que pasa por el vértice
B y la linea FG; los dos sélidos DBFG,
EBFG cuyas bases son FDG, FEG tendran
por solidez (791) 4 FDGx=:BC y FEGx
ZBO : restese la segunda de la primera, y su
diferencia serd el valor de la tingula cénica.
Si las bases FDG, FEG fuesen secciones ¢6-
nicas, se buscaran sus areas (771 ysig.), y
se resolvera la cuestion. Sea por egemplo,
EH paralelad BA ; siendo entonces (610) la
seccion una parabola cuya area es ZFG=EH,
serd la solidez del segmento EFGB=2xFGx
EHxBO, y rebajando esta cantidad del sélido
DFEGB, sera el résiduo el valor de la tingula.
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Medida de’las superficies. curvas de Iog

s6lidos.

794 - Si-imaginamos que_ellado infinita-
mente pequeno M de una curva SB=x (fig.
180), traze unazona, faja 6 porcion de cono
truncado quando toda la curva voltéa al rede-
dor de ST, la superficie de dicha zona que'es
elemento delactotal, serd el producto de
Mwm =du por una circunferencia cuyo radio
es PM :‘luego sillamamos mla razon entre-la-
circunferencialyoel didmetrol, ‘serd 2my la cir=o
cunferencia/del circulo. cuyo didmetro es ML;;
Yy 2myx<du==any=x1/(dx*+dy*) serd cl ele-
mento de la superficie:de los solidos de revo-
lucion: 525G T '

795 Egemplox:° Comencemos por ¢l ¢o'
#o recto ABD (fig. 177, ysuponiéndole cor-
tado por un'plano MN paralelard la base, v
tirado-el ege BC 5 llamemos AB 23 AC), b
PM, 55 BM, u;iy tendremos en los triangu-
los semejantes BAC, BMP, BA:AC::BM:MP

s bu so2mbudu
O a:buuy =——;luego 2mydu — =y
% > i

a
wmbun

LA : - -
serd la expresion de la su-

su integral

petficie de una porcion qualqiera de cone.

St en ella hacemos u==a ,se veduce 4 abwils

mx ACxAB que es la de todo el s6lido.
796  2.° Para encontrar la superficie de
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Ta esferas sea el radio CM=—a (fig. 181),
SP=z, PM=y, SM=u; serd Mm =du, Pp=
Mr=dx; y en los tridngulos semejantes CPM,

M tendremos PM:MC:=Mr:Mwm, 6 y:a:dax:
du_—:f-d’f. Sustituyendo este valor en 2mydu,

resulta 2mady; y su integral amax=SPx
circunf. SDBM'S serd la superficie del seg-
mento esférico SPMM'., Si:se hace x=—=24,

amax se convierte en 4maa que es lasuperfi-

cie de toda la esfera, cuadrupla de maa su-
perficie del circulo maximo SDBM'S (480):
Y COMO 2MHAX I 4MAA: X245 sera la superficie
de un segmento 4 la de toda la esfera , .como
la altura del segmento a todo el ege.

707 - 3.% Saguemos.ahora la superficie del
paraboloide ASB (fig. 1867). La equacion

gy=pz de la parabola da x:—l-]-pﬁ'-, Var o=

ayydy* g BV (PPTY)
¥ luego v(dx “+dy* )= ———‘/r.

<(pprapy)*. Su-

pongamos para integrar esta diferencial, (pp+

2mydy

2mydu se reducira a

4yy)? =z, serd pp-4yy=2z, y diferencian-

do, Sydy=22dz 6 2ydy:-z—;-. Sustituyase este
Camyd x

valor en 3}—;—]( pp+43y)%, y quedard redu-

AL
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.1, MzXzdx ) mz*
cida 4 o 2,0y integral es e

, O
( : =
&‘P’;ﬂ, ponierdo (pp+4yy)7 en lugar
de 23. Quando y=o, se tiene C—=—Zimpp;
3

de consiguiente —&Pgﬂ_gmpp sera la

integral completa , que pudo tambien haber-
se sacado por lo dicho (750).

798  4.° Para hallar I superficie del es-
Seroide 6 clipsoide (fig. 187); suponiendo
SC=a, CB=b, CP=x y BM=u; sacaré-

: b
mos de la equacion 4 Ia curva y= —V(aa-zz),
P

' bxdx '
Ay=———" v serd du—v(dxtsdy" )=
7 aV(aa~xx} el \ b+ 4 )

bbxxdx® dx V(a*-(aa=bb)xx)
dx?® — ==
V( 4 +¢4(44—xx)) aV(ag=xx)
dxV(a*=coxx) :
—_— do V'!aa—bby=c)—
Ve (suponiendo v/ (aa—bb)=<)
44-
del/(—-——xx
o : de consiguiente 2mydu so-
av (aa—xx)
. 2mb S ;
ra M’f—x (i— —xx) ; cuya integral ex-
clad Wt coxx
presada en série infinita es 2mby (I—sza"
At 205%°
———

G b S0 o)
IX4X54*  2X4X6X74’
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Esta integral se encuentra mas facilmente
por medio de la cuadratura del circulo; pues

si desde C con un radio -i:—, se traza un cir-
culo IER , y se alarga hasta E la ordenada
PM; es claro (607) que PE=y/ (—:;——xx)’
y que el‘ elemento del arca EICP serd.......

a J4
de(—‘?—-xx) , que tendra con el elemento

v (—a-—-xx) de la superficie MM'B

(11

2mbedx

ai
la razon de I:-z—"—qb—c xEIPC:zmeﬁ-xEICP.
aa CI
Si para. aplicar esta solucion al elipsoide
aplanado supusieramos Ss ¢l ege menor, sien-
do CS menor que Cb, seria imposible el va-
lor de ec=1/ (zm-—bb). Con que hagamos ¢=—=
v(bb—aa), y 19-:.47“-; quedara i";b;dx
4

a i 2mbdx
v (——- — xx) convertida en
I

: v(pp+--
xx):ﬁ%'f’xdxl/( pp+ax). Siendo dzxy/(pp+

LY dxX (pp—+xx) podx—xxdx
i Vpp—+xx)  V pp+x¥)
ppxdx—x3dx __;Ippxdstdx ~ poxdx

V(ppxx—+x)  V(ppxx-+x?) V(ppxx—+x*) °

euyo primer término tiene por integral (750)
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2 ppxdx

a 2y ( ppraat el segundo
‘ -fp’fﬁ b s
6.~ _ integiado por los logaritmos

V(pp—+xx) \ A 4
(760), da 20p<1(5+V( pp+ux)) ;.serd lain-
tegral de dx}/(pp+xx), 25V (pp-+xx) ~+
s2p<!(x+1/(pp—+xx) : multipliquese por
. y completindola despues (754), sera
la superficie del elipsoide aplanado - A L
V(pp+xx) +pbm xl(ww)

P

799 - 5-° En el conoide hiperbilico , siendo
a’y blos semieges, y x la distancia entre I
ordenada y el centro de Ia curya , sacarémos

o3 , b ,
de su equacion y=—y/ (vx—aa), dy= ......
bn’x P ;
————: v Sera dx? 3 Y= ab 1!
a \/(xx—xa,) ¥ V( = +d}’ )
Ax A ((aa—+bb)xx—a*) 5 7 2mbdx N |
: luego 2mydu—
aV(xx—aa) & V)}, ‘an
(Viaa~+bb) (xx—a*), que con suponer ...
" d , 2mbdx )
————=—y, se reduce 3 rT— 5
az<bb R V< L€

L mbx V(xx—pp)
A su integral e A el 4

—pbm I(x +/(xo—

£P)) que se encuentra por el mismo camino
que la anterior , se ha de afadir la cons-
tante que resulta de suponer x—a: y sera fi-

mbhx : 7
nalmente —— 1/ (xx — pp) — mbb— phm
I
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l(_xi—w'xx:_p;b)_)’ el verdadero valor de la
bp
PRVl

a

superficic del hiperboloide.

800  6.° Para hallar la superficic del
groin (fig. 191); supondremos z la_distancia
2 que esta del vértice A una seccion ¢gef pa-
ralela 4 1a base, u el atco An correspondiente
4 la seccion semicircular NzA , y su radio AB

6 BN—=z. Siendo du= ML —(g61), mul-

V(2ax=%%) 4 R
tiplicando  esta cantidad | por 21/ (24% —xx)
valor de ge=2agn, resultard 2adx (794), ele-
‘mento de una de las quatro superficies jgua-
les que- terminan al s6lido: luego la superfi-
cie de todo ¢!, no contando la de la base, se-

14 Saa, esto es, dupla de la dicha base.

Mstodo inverso de las Tangentes.

8o1 . Por este método se viene en conoci-
miento de la.equacion de una curva por ld ex-
presion de su tangente O subtangente 0, nor-
mal &ec.” de’su rectificacion, cuadratura &c.
que se nos dé. Para esto/se forma una equa-
cion de la expresion dada y de la correspon-
diente formula de las halladas (721 sig.
768, 776 &c.) y si se puede integrar se teg-
dré la de la curva que se busca.
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8o2 Para encontrar la equacion 4 la cur-

va cuya subtangente es 2.: igualaré 4 ella
T e N
| e Ty

adr=2ydy, € integrando tendré ax=yy, equa-
cion 4 la paribola (616). Si la subtangente
es tercera proporcional 4 a—z, y; harémos

5 Jex ",
la formula Jy (721),sacaré de

d—x:}'::j:ﬂ-: de consiguiente serd Y _
dx BB " , Wotoa
','—d-i-, ydy=adx—xdz, que integrada da e
24r—2x, equacion del circulo (603).
803  Para encontrar la curva cuya subnot-

mal es 2—x; harémos (721) %ii':d—x, yh=
%

adr—xdx; y su integral X yy=ax—zx 6 y=
2ar—zx nos muestra que es el circulo. Si la
subnormal ha de ser constante & igual a-1;

tendremos JZ‘{Z:I s YAy=dz, y yy=2x, equa-
x :

cion & una pardbola cuyo didmetro es 2.

804 Hayase de hallar ahora ia curva

3
éuya area es = . Diferencio esta expresion,
T 3 xxdx |,
¢ igualando el resultado — —alaférmula ge-
nerdl ydx del elemento del area (768), ten-
dré f_’fiil.zydx: de donde se saca xx=—ay,
a

equacion 4 la parabola. Finalmente, si dado




INTEGRAL. §I1
3
el valor — (axx—-—x-) de una solidez, se pi-
a7

diese la equacion de la curva que produjo el
71° . o ¢ dx ¢

s6lido; formarémos la equacion —]—1—-— =—x
2 27

(2axdx—xxdx) , de la férmula de la solidez

y de la diferencial de la expresion dada; y

sacarémos de ella yy=2ax—zx, equacion al

circulo : de consiguiente la expresion dada

sera la de la solidez de la esfera.

ERRATAS.

.P dgina 37, linea 17 , dice trecientos: lease
trecientas. Pag.46, lin.3 ; dice 24 : lease 48.
Pag. 47 , lin.24, dice 20626200 83: lease

20626283. Pag. 68, lin.11, dice ib’.;_ : lease
-4—:?. Pag.128,lin.23, dice (183): lease (172).
Pag. 139, ln.2 , dice (176) : lease (177).
Pag. 143, lin. 10, dice (169): lease (170).
Pag.144, lin. 24y 28, dice (179)....(169):
lease (180)....(170). Pag.236, lin. 5, dice
2+BR: lease ZBR. Pgg. 241, lin. 21, dice
B, C iguales a b,¢: lease A, C iguales 4 4, c.
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243, lin.g, dice la bk: lease 1a Lk, Pag.id. lin.
11,dice (374): lease (373)- Pag. 257, lin.
- 23y 24,dice SQ. Tr..TQ" lease SQ..zr.:Q.
Pag. 28, lin. penult. dice by lease bde (fig.
62). Pag. 259, lin. 1, dice asibdzar:de:
lease at:bd:ar: be. Pag. 269, lin. 8, dice
B',b': lease B, b. Pag. 304, ln. 17, dice
CFAHT : lease CFAHT (fig-97). Pag.id.
lin. 25, dice EQPT : lease EQPT (fig.1oo):
Pag.310, lin.g, dice, pentigonos : lease pen-
tagonas. Pag. 320, lin. 36 y27, dice 31067
y 3108 : lease 3106 y 3107. Pag. 345, lin.
24, dice (§70): lease (571). Pag. 383, lin.
: s AP . B ;

12, dice e l_ease P e Pag. 394, lin.

11, dice TD : fedse Td. Pag. 397, lin. 16,
dice SD : lease S4. Pag. 403, lin. g9, dice
NQ <y lease NQ-=-Qm. Pag.id. lin. 10,
dice NQ-+Qn: lease NQ+Qm. Pag.423, lin.
2, dice S=: Jease s=. Pag. 477, lin. 1, dice
que es: lease es.

Pag.2g1, lin. i4, dice AD: lease AT. Pyg. |
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