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Introduccion

Diferentes resultados que permiten determinar bajo qué condiciones una aplicacién
tiene un punto invariante, es decir, tal que su imagen sea él mismo, pueden englobarse
bajo la denominacién de teoremas del punto fijo. Los teoremas del punto fijo tienen sus
origenes en el siglo XIX con trabajos de destacados matematicos como Banach, Brouwer,
Schauder, Kakutani o Lefschetz. Este trabajo, como sugiere el titulo, estudiara tres de
dichos teoremas (Banach, Brouwer y Schauder) junto con algunas aplicaciones de cada
uno de ellos.

El principio de las aplicaciones contractivas de Banach es posiblemente el teorema del
punto fijo méas conocido, se tratara en el capitulo [I} Fue enunciado y demostrado en 1922
por el matemético polaco Stefan Banach, conocido por sus contribuciones en la teoria de
espacios vectoriales normados y en la teoria de las ecuaciones integrales. Banach presento
el teorema en su trabajo titulado "Sur les opérations dans les ensembles abstraits et
leur application aux équations intégrales” (sobre las operaciones en conjuntos abstractos
y su aplicacién en las ecuaciones integrales) publicado en Fundamenta Mathematicae.
Este teorema establece que toda funcién continua y contractiva definida en un espacio de
Banach no vacio tiene un tnico punto fijo. En este trabajo se recoge su demostracion y se
presentan dos aplicaciones del mismo: una en el contexto de ecuaciones diferenciales y otra
en el de programacion dinamica. El teorema del punto fijo de Banach permite establecer
la existencia y unicidad de soluciones tanto para ciertos tipos de ecuaciones diferenciales
como para la ecuacién de Bellman en el ambito de programacién dinamica.

El capitulo [2| esta dedicado al teorema del punto fijo de Brouwer. Este teorema en
su forma mas simple establece que toda funcién continua definida de la bola unidad ce-
rrada de un espacio euclideo de dimensién finita en si misma tiene al menos un punto
fijo. Alguna versién inicial ya era conocida anteriormente; en 1817, el matematico che-
co Bernard Bolzano demostré la version unidimensional del teorema. En 1909, Brouwer
probd su versiéon del teorema del punto fijo para dimensiones 2 y 3; y en 1910, demostro
el teorema del punto fijo para cualquier dimension finita. La demostracion de Brouwer
fue posteriormente simplificada por el matematico francés Jacques Hadamard. En 1912,
Brouwer publicé una serie de formulaciones y demostraciones del teorema del punto fijo
de Hadamard, lo que llevé a una mayor comprensién y aplicacion del teorema. En el
capitulo del teorema del punto fijo de Brouwer, ademas de detallar su demostracién, se
estudiaran sus aplicaciones en la teoria de juegos y el dlgebra lineal. En el contexto de
la teoria de juegos, se estudiard la existencia de puntos de equilibrio en juegos finitos no
cooperativos. Por otro lado, en el ambito del algebra lineal, se abordaran dos teoremas
ampliamente conocidos. En primer lugar, se demostrara el teorema de Perron-Frobenius,
acerca de la existencia de vectores y valores propios de matrices positivas. En segundo
lugar, se abordard el teorema fundamental del algebra, que establece que todo polinomio
no constante tiene al menos una raiz compleja.
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Finalmente, el capitulo |3| estda dedicado al teorema del punto fijo demostrado en 1930
por el matematico Juliusz Schauder. Durante su tiempo en la universidad de Lwow,
Schauder coincidié con Stefan Banach; ambos trabajaron estrechamente en el desarrollo
de las matematicas. El teorema de Schauder se considera una generalizacion del teorema de
Brouwer para espacios de dimension arbitraria. Este resultado ha encontrado aplicaciones
en diversos campos, en particular, en este trabajo se estudiaran dos de ellas. En primer
lugar, se demostrara el teorema de Lomonosov, que establece propiedades sobre ciertas
clases de operadores lineales en espacios de Banach. Ademés como aplicacién se presenta
aqui, en el contexto de las ecuaciones integrales, un método para determinar la existencia
de soluciones a dichas ecuaciones.



Capitulo 1

Teorema del punto fijo de Banach

En esta seccion se presenta el teorema del punto fijo de Banach, que establece una
condicién suficiente para la existencia y unicidad de un punto fijo en una aplicacién conti-
nua. Ademas el teorema proporciona de manera explicita una forma de llegar a la solucion
aproximada mediante un proceso iterativo. Un gran nimero de teoremas de existencia y
unicidad se basan en esta herramienta. Este resultado tiene muchas aplicaciones en dife-
rentes campos de las matematicas que seran explicados a lo largo del capitulo. Se planteara
concretamente su aplicacion en la teoria de ecuaciones diferenciales y en la teoria de los
sistemas dinamicos.

1.1 Enunciado y demostracion del teorema

Banach demostré por primera vez este teorema en [3] en 1922. Es un resultado am-
pliamente conocido y su demostracién también se puede encontrar en [I] o [11].

Definicién 1.1. Sea (X, d) un espacio métrico, decimos que es completo si verifica que
toda sucesion de Cauchy de elementos de X es convergente en X. Un espacio vectorial
normado completo recibe el nombre de espacio de Banach.

Observacion 1.2. Un subespacio vectorial cerrado de un espacio de Banach es un espacio
de Banach.

Definicién 1.3. Sea (X, d) un espacio métrico. Decimos que una aplicacién f: X — X
es lipschitziana si existe una constante real M > 0 tal que d(f(x), f(y)) < M d(z,y) para
todo x,y € X. En este caso diremos que M es la constante de Lipschitz de f.

Definicién 1.4. Sean (X, d) un espacio métricoy f: X — X una aplicacién lipschitzia-
na con constante de Lipschitz M. Si M < 1, se dice que f es contractiva.

Observacion 1.5. Toda aplicacion Lipschitziana es continua.

Teorema 1.6 (Teorema del punto fijo de Banach). Sean (X, d) un espacio métrico com-
pletoy f: X — X una aplicacién contractiva. Entonces f tiene un tinico punto fijo.

Demostracion. Sean M la constante de contraccion de f y zy € X cualquiera. Constru-
yamos la sucesion {z, },en definida de la siguiente manera:

Lp41 = f(xn)

3
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para cada n € N. Veamos que esta sucesion es de Cauchy. Sean n,m € N, y supongamos
por ejemplo n < m, entonces aplicando la desigualdad triangular

d(xp, Tm) < d(Tp, Tps1) + oo + d(Tpe1, Tm)- (1.1)
Tengamos en cuenta que f es contractiva,

d(rs, vi1) = d(f(zi1), f(2i) < M d(zi1, 7;)
= Md(f (i), f(xim1)) < M?d(2;_5,2i 1) (1.2)
= ... < M'd(zg,71)

para todo i € N. Sustituyendo en (1.1]) se obtiene

AT, ) < (M™ 4 ..+ M™ VY d(20, 1) < (Z Mk) d(zo, 1)
k=n (13)
Mn
= 11— M d([EQ,ZEl),

donde al ser M < 1, se ha usado la convergencia de la serie geométrica. Como M < 1,
lim,, oo M™ = 0, de modo que

M n—+00
{ d(.fo,xl)} ;0

1-M
y de (1.3)) se deduce que la sucesién {z,}nen es de Cauchy. Como (X, d) es un espacio
completo, la sucesién {x,},en es convergente; denotemos y = lim z,. Dado que f es
n—oo
continua (por ser lipschitziana),

fly) = f(lim z,,) = lim f(z,) = nhj& Tpt1 = V.

n—oo n—o0

Con lo que queda demostrado que la aplicacién tiene al menos un punto fijo.
Estudiemos ahora la unicidad del punto fijo. Si existieran dos puntos fijos distintos
X1, T9, se verificaria, usando que f es contractiva y que M < 1

d(z1,72) = d(f(21), f(72)) < Md(21,29) < d(21,72),

lo cual no puede ocurrir ya que d(z1, x2) # 0. Por tanto bajo las condiciones del enunciado
la aplicacién tiene un tinico punto fijo. O

Observacién 1.7. Por la unicidad del teorema [1.6] se puede afirmar que, dado un ele-
mento cualquiera y, € X, si construimos la sucesion y; = f(y;_1), con j € N, dicha
sucesion converge al punto fijo de la aplicacion f.

Veamos ahora que se pueden relajar las condiciones del teorema, basta con que alguna
potencia de f sea contractiva para que la aplicacion tenga un punto fijo.

Corolario 1.8. Sea (X, d) un espacio métrico completo. Si para algin p € N f? es una
aplicacion contractiva, entonces f tiene un tnico punto fijo.
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Demostracion. Se usara la siguiente notacion

P=fo.of.

Aplicando el teorema |1.6|a la aplicacion fP.que es contractiva por hipotesis, ésta tiene un
tnico punto fijo a € X, fP(a) = a. Por una parte se tiene que

frHa) = f(f?(a)) = f(a)
y por otra
7 a) = fP(f(a)),
de donde obtenemos que f(a) = fP(f(a)); como el punto fijo de fP es tnico, se debe
cumplir que
fla) = a.

Es decir, f tiene un punto fijo. O]
Corolario 1.9. Sea (X, d) un espacio métrico completo y f: X — X una aplicacién

contractiva (M su constante de contraccién) con w € X su punto fijo. Sea g € X y
tomemos {z, tnen = {f(n—1) fnen. Se verifica que

MP
1—-M
Demostracion. En primer lugar veamos que para todo y, z € X
d d
dly.2) < (v, f(yi) +M(z, f(2))

Por la desigualdad triangular y teniendo en cuenta que f es contractiva

d(y, z) < d(y, f(y)) +d(f(y), f(2)) +d(f(2),2)
<d(y, f(y)) + M d(z,y) + d(f(2),2),

Operando se llega al resultado deseado. A continuacién probemos que dado x € X se
verifica

d(z,, w) < d(zo, x1).

(1.4)

d(f"(z), f"(x)) < %d(xo,fl)- (1.5)
Basta usar , y teniendo en cuenta que f es contractiva
A" @), (@) < 7 @), @) + A ), 7 E))
MM
ST1 M 0,71)-

Finalmente demostremos la desigualdad del enunciado. Observemos que w = lim,, o, T,
y que M < 1, entonces sustituyendo en (|1.6)) y tomando limite cuando n tiende a infinito,

) . MP+ M
d(2p, w) = d(%»gl_{go Ty) < 1}1_{20 Wd(%a 1)
MP
=7= Md(xo,xl).
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Observacién 1.10. La condicién de que la aplicacién sea contractiva en el teorema [1.6
es necesaria; no basta con que sea lipschitziana. Como ejemplo ilustrativo consideremos
una aplicaciéon f que sea lipschitziana, no contractiva, y probemos que no tiene un punto
fijo.

Esta aplicacién es lipschitziana ya que

1
/ —
para todo x € (0,00), y aplicando el teorema del valor medio podemos afirmar que

|f(y) = f(2)] < |z —yl.

Por lo tanto esta aplicacion es lipschitziana con constante de Lipschitz igual a 1. Supon-
gamos que existiera un punto fijo de f, a, entonces

a=a+ —,
a

por lo que
a?=a*+1,

despejando llegariamos a que 0 = 1, por lo tanto no puede existir dicho punto fijo. La
situacién se ilustra un poco mas con la siguiente figura.

X

— x+1/x

Figura 1.1: Gréfica de la funcién f(z) = x + 1/x y de la recta y = x.
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1.2 Aplicaciones del teorema del punto fijo de
Banach

Una de las aplicaciones mas conocidas del teorema del punto fijo de Banach se en-
cuentra en la teoria de ecuaciones diferenciales. En particular, este teorema se utiliza
para demostrar la existencia y unicidad de soluciones para ciertos tipos de ecuaciones
diferenciales. Otra aplicacion se encuentra en la programacion dindmica. Esta técnica es
utilizada para resolver problemas de optimizacion en los que la solucién éptima depende
de las decisiones tomadas en el pasado. El teorema del punto fijo de Banach proporciona
las condiciones necesarias para garantizar la existencia de una soluciéon 6ptima en estos
problemas.

1.2.1 Ecuaciones diferenciales

Se demostrard en este apartado un teorema de existencia y unicidad de solucion del
siguiente problema de valor inicial (o de Cauchy)

y'(t) = fty))
{y(to) = Yo (17)

donde I C R es un intervalo de la recta real, {5 € I, U C R™ es un abierto con yy € U y
f:IxU — R™ es una funcién continua. En cuanto a las referencias, se utilizaran [20] y
[18]. A lo largo de la seccién denotaremos por || - || a la norma usual en R" y |-| a la de R.

Se dice que una funcién diferenciable u: I — R™ es solucién de si para todo
tel, u(t) e Uy (t)= f(t,u(t)). Por el teorema fundamental del cdlculo integral, el
problema es equivalente a

y(t) = yo + / £, y(x))d. (1)

Lema 1.11. Sea J C R un intervalo cerrado. El espacio E = C(J,R™), de las funciones
continuas de J en R" dotado de la norma

ol = sup {lt)}

es un espacio de Banach.

Demostracion. || - || es una norma, estd bien definida ya que J estd acotado. Veamos
que toda sucesion de Cauchy en E es convergente. Consideremos una sucesion de Cauchy
{Zn}nen de elementos de E. Sea € > 0, existe ny € N tal que para todo n,m > ng

Hxn - xm“oo S €,

por tanto
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para todo t € J, n,m > ng. Entonces, para cada ¢t € J, la sucesién {x,(t)}nen €s una
sucesién de Cauchy en R™, que es un espacio métrico completo. Consideremos la siguiente
funcion, que esta bien definida

z: J — R™
t = im0 ()

Por tanto, podemos afirmar por propia construccion de x que dado € > 0, existe Ny € N
tal que
[z (t) —2()] <€

para todo n > Ny, t € J. Esto prueba que {x, },en converge a x en E. Para terminar la
demostracion basta con que veamos que x € F, es decir, hay que ver que x es continua.
Fijemos n > Ny, como x,, es continua, para todo ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que para todo
t1,ta € J con |t — ta| < 4, se tiene que ||z, (t1) — z,(t2)|| < €. Por lo tanto, aplicando la
desigualdad triangular

() = z(t)|| < llz(t) = 2@ + ll2n(t) = 2a(ta)]| + [[2a(ts) — 2(t2)] < 3¢

para todon > Ny, t1,t2 € J tal que |t; —t3| < d. Por lo tanto z es uniformemente continua
en J. O

Lema 1.12. Sea J un intervalo cerrado de R y denotemos por B(0, R) C R™ a la bola
cerrada de radio R centrada en el origen. El espacio E' = C(J, B(0, R)) dotado de la
norma || - ||« es un subespacio cerrado de E = C(J,R").

Demostracion. Sea {x,},eny una sucesiéon convergente de funciones de E'; para cierto
rek

lim z,, = z.
n—oo

Veamos que x € E'. Dado € > 0 existe nyg € N tal que para todo n > ng se verifica
|z, — ]| < €/3.

Como x, es continua en J, para cualquier € > 0, existe 0 > 0 tal que, si [t; — 3] < §
con ty,ty € J, entonces ||z, (t1) — x,(t2)|| < €/3. Ahora, dado cualquier ¢;,t; € J tal que
|t1 — t2| < 6, tenemos:

Je(ty) = ()] < [le(t) = zn@)l] + llzn(ts) — za(t2)|] + l2a(t2) — z(t2)]]
<€/3+¢€/3+¢€/3=c¢

por lo tanto, z es una funcién continua. Falta por probar que z (J) C B(0, R). Dado que

x, € E' para todon € N, se tiene que |z,(t)| < R paratodot € Jy todo n € N. Tomando
limites cuando n — oo, obtenemos |z(t)| < R para todo t € J. O

Observacién 1.13. Se ha demostrado que C(J, B(0, R)) es un cerrado de C(J,R"), el
resultado también es véalido para cualquier bola que no esté centrada en el origen.
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Teorema 1.14 (Existencia y unicidad). Sea f una funcién continua f: I x U — R”
con I C R un intervalo cerrado y U C R" subconjunto abierto. Supongamos ademas que
f es lipschitziana en la segunda variable, es decir, existe una constante M € R™ = (0, 00)
tal que

1f(E ) = fF@ )l < Ml =gl telyy €U
Entonces existe un entorno de ¢y € I contenido en I donde el problema de valor inicial
{yﬂJz f(t () (1.9)
y(to) = Yo
con gy € U, tiene solucion unica.

Demostracion. Fijemos un intervalo J = [tg — a,ty + a] C I con a € RT, sin especificar
inicialmente. Por simplificar notacién, también denotaremos por 1, a la funciéon constante
yo. Elijamos § > 0 de manera que :

Boo(40,0) = {v € C(J,R") : ||lv = yolloo <} CC(J,R") =C
B(yp,0) ={z € R" : ||z —y|| <0} CU CR™
Llamemos L a la cota superior de f en J X B(yp,d), que existe por ser f una funcién

continua y el conjunto considerado un compacto. Denotemos por E = C(J, B(yo,0)) al
conjunto de las funciones continuas que valoran de J en B(yo, d) y fijemos a verificando:

0<a<mi d !
a < min LrU M

Sea x € E, para cada t € J definamos T":

ﬂ@@:%+[f@mmw

Con esta eleccion de a se cumple
/fs:c ))ds /Hfs:c )||ds

g/ Lds = L(t — o)

to

<L-a<(L+1l)a<$é

para todo ¢t € J. En concreto, tomando supremos podemos afirmar que ||T(z) — yo|co < 0-
Por otra parte, con esta eleccién de a, también se verifica que T' es contractiva ya que
para todo u,v € E,

17 () () = yoll =

17 () = T(v)[|oc = sup

< a]\4||u—v|]oo
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y como aM < 1, T es contractiva. Por tanto la aplicacién T' queda definida correctamente
de la siguiente manera

T F — E
r = T(x): J — B(y,9)
t = T@)(t) =yo+ [, f(s.2(s))ds.

Observese ademds que E es un espacio de Banach, ya que es un cerrado de C(J,R™) por
la observacién [1.13} por el lema es un espacio de Banach. Por el teorema (1.6, T" tiene
un unico punto fijo, es decir el problema de valor inicial ([1.9)) tiene solucién dnica. ]

1.2.2 Programacion dinamica

La programacién dindmica es una técnica que permite encontrar una solucion de un
problema de optimizaciéon de manera secuencial. El matematico Richard Bellman introdu-
jo el concepto en el siglo XX y enuncié el principio de optimalidad, ”una politica optima
tiene la propiedad de que cualquiera que sea el estado inicial y la decision inicial, las
decisiones restantes deben constituir una politica optima con respecto al estado resultante
de la primera decision”. El objetivo de esta seccion sera plantear un modelo basico de
crecimiento econémico y utilizar la programacion dindmica y el teorema del punto fijo
de Banach para demostrar que el problema propuesto tiene solucién. Comencemos mo-
delando la situacién matematicamente, supongamos que se cuenta inicialmente con una
cantidad xy. Se debe tomar una decision acerca de cuanto puede consumir y cuanto no
para poder invertir en un futuro. Después se debera tomar la misma decision, pero esta
vez habra un saldo distinto sobre el que decidir, y asi sucesivamente. El problema que se
plantea es tomar las decisiones de manera que el sistema funcione de manera optima. Se
usard la denominada ecuacion de Bellman para encontrar la estrategia éptima, se vera en
esta seccién que esta ecuacién tiene solucién usando como referencia el capitulo 3 de [19]
y la seccién 11.6 de [11]. Las variables que se van a usar para plantear el problema son las
siguientes:

= Tiempo: Denotemos por 7 al conjunto de momentos en los cuales se tiene que
tomar una decisién, podria ser un conjunto discreto o continuo; por simplificar,
consideramos que es un conjunto discreto: 7 = {t, t1, ta, ... }.

» Estados: Se denotard por K = {ko, k1, ks, ...}, simboliza de qué informacién se dis-
pone en cada instante: k; es la informaciéon de la que se dispone en tiempo t;. Esta
informacion condicionard a la toma de decisiones.

= Decisiones: Se observa el estado k; en el que nos encontramos y se toma una decision,
que denotaremos por ¢;, simboliza el consumo en el instante t;: C = {co, c1, Ca, ... }.

» Funcién de utilidad: Se cuenta con una funcién de utilidad u(c), que da informa-
cion de qué beneficios da una decision c. Es una funcion continua, diferenciable y
estrictamente creciente

u: Rt =1[0,00) —
c — u(c).
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Supongamos ademads que existe una razén de descuento, 5 € [0, 1), un factor que simboliza
que cuanto antes se reciba la ganancia, mas valor tiene. Se busca maximizar la recompensa,
tomar las decisiones {co, c1, ..} tales que el resultado de la serie

Z Bru(cy)

sea maximo. Se debe tener en cuenta una serie de restricciones en cada periodo, si consi-
deramos una tasa de interés r, el estado del individuo en el instante ¢ tiene la siguiente
forma:

ky=Fkiy-r—ciqg-r+ki—cao1=1+7r) (ko1 —co1)

para cada t € N. Supongamos también, por simplificar, que no se puede consumir mas
de lo que se tiene, es decir, 0 < ¢; < k; para todo ¢ € N. En conclusién, el problema a
estudiar queda planteado de asi:

t
max u\c
né Zﬁ )

ki =1 +7r)(k—1—c1) paratodote N, t>1
sujetoa =s.a{ 0<¢ <k; paratodot e N ,

k():on

donde recordemos que z( es el capital inicial. El objetivo es encontrar una eleccién de C
para que el sistema sea éptimo. Dado k£ € R, definamos para cada T" € N la siguiente
funcién, conocida como funcion valor,

max ulc
i Zﬁ )

ke = (1+ r)(kt_l —¢,q) paratodoteN, t>T+1 (1.10)
sa $0<¢ <k paratodoteN,t>T
kr =k

Vr simboliza el valor maximo de las ganancias que se espera obtener cuando se comienza a
tomar decisiones en el instante 1. Veamos que la funcién Vi definida como antes satisface
la que se conoce como ecuacion de Bellman:

Vr(k) = méx {u(cT) + BV (K')}

0<cer<

(1.11)
a {k’ =(1+7r)k—cr)



12 1.2 Aplicaciones del teorema del punto fijo de Banach

Partimos de (1.10]) para llegar a ((1.11)) y supongamos por ejemplo 7" = 0:

o0
7 t
max E u(cy
0<cit<kt B ( )
ki=(1+7)(ki—1—ci—1) =0

= mAx {8%(co) + B u(cr) + Bulca) + BPulcs)...}

0<c¢<ki
ke=(1+7r)(kt—1—ct—1)

= max {B%(co) + B(Bu(cr) + Blulcs) + Bulcs)...)}

0<ct<k:
ki=(1+7r)(kt—1—ct—1)

’ /
= i {uleo) + FVo(K)}
siendo k' = (147)(k—co). Por tanto, el problema de enconctrar una eleccién de decisiones
que optimicen el sistema, {¢; }en, se transforma en encontrar una funcién V' = Vg que
satisfaga . V' describe el mejor valor que se puede dar en cada estado. Sea k € K
un estado,V (k) simboliza la ganancia 6ptima que se puede dar en k. Con el valor V (k)
podremos deducir cudl es el valor 6ptimo de consumo en ese momento, y se podra calcular
el siguiente estado. Estamos resolviendo el problema inicial de manera secuencial, de aqui
el uso de la programacién dindmica. Para estudiar la existencia de solucién de (1.11]), se
usaran los siguientes conceptos y resultados:

Definicién 1.15. Una correspondencia entre dos conjuntos X e Y es una aplicacion
p: X = P(Y), donde P(Y) es el conjunto partes de Y.

Definicién 1.16. Dada una correspondencia entre dos conjuntos X e Y, p: X — P(Y),
diremos que es compacta si para todo x € X, ¢(x) es un conjunto compacto.

Definicién 1.17. Dada una correspondencia entre dos conjuntos X e Y, p: X — P(Y),
se dice que @ es semicontinua inferior en un punto x € X si p(z) es no vacio, y para
cada y € p(z), y toda sucesién {x,},en que converja a z, existe ng € N y una sucesion

{yn}nZno con Y, € QO(QTn) tal que Yy, — Y.

Definicién 1.18. Dada una correspondencia entre dos conjuntos X e Y, ¢: X — P(Y),
se dice que ¢ es semicontinua superior en un punto x € X si es compacta, ¢(x) es no vacio
y para toda sucesién {x, },en que converja a x y toda sucesion {y, }nen con y, € p(z,),
se verifica que {y, }nen tiene alguna subsucesién convergente en ¢(x).

Definicién 1.19. Dada una correspondencia entre dos conjuntos X e Y, ¢: X — P(Y),
se dice que ¢ es continua si es semicontinua superior e inferior en todo =z € X.

Teorema 1.20 (Teorema del méximo). Sean X CR" Y CR™y f: X xY — R una
funcién continua. Consideremos también I': X — Y una correspondencia compacta y
continua. Entonces la funcion r?ﬁééx) f(z,y) es continua.
Y x
La demostracién de este teorema se puede encontrar en el capitulo 3 de [19)].
En lo que sigue, como se ha hecho en apartados anteriores, se denotard por |- | a la
norma en R, ||-|| ala norma en R™ y dada una funcién f: R* — R, || f|lcc = sup,ern{f(t)}.
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Lema 1.21 (Condiciones sufcientes de Blackwell para contracciones). Sea X C R" y
denotemos por E al conjunto de las funciones continuas y acotadas de X en R, dotemos
a FE de la norma del supremo. Sea T': F — FE un operador satisfaciendo las siguientes
condiciones:

i) Dadas vy, v9 € E con v1(k) < ve(k) para todo k € X, entonces T'(vq)(k) < T'(ve)(k)
para todo k € X.

ii) Existe 5 € (0,1) tal que
Tw+a)k)<T(f)(k)+ 5 a paratodove FE,a>0,keX,
donde (v + a)(k) = v(k) + a.
Entonces T' es una aplicacion contractiva.

Demostracion. Sean vy, vy € E. Por definicién de la norma, v; < ve+||v;—v2||s. Aplicando
el operador en ambos lados de la desigualdad y utilizando la segunda de las condiciones,
se obtiene

T(v1) < T(v2 + |lvr = v2lloc) < T(v2) + Bllvr — v2|oc-

Repitiendo al mismo argumento sustituyendo vy por s,
T(v2) < T(v1) + Bllvr = w2l = T(v1) = T'(v2) = —Blv1 — v2|cc-
Combinando ambas desigualdades:

|7 (v1) = T(v2)]|oo < Bl — V2[00
O

Teorema 1.22 (Existencia y unicidad de solucién para la ecuacién de Bellman). Sea E
el espacio de las funciones continuas y acotadas de R™ en R. Existe una tnica funcién
V € FE tal que es solucion de la siguiente ecuacién funcional

V(k) = méx {u(c) + pV(K')}

0<c<Lk

s.a {k’ =(1+r)(k—2c)

Demostracion. Observemos que E dotado con la norma del supremo es un espacio de
Banach. Sea {f, }nen una sucesién de Cauchy en E. Para todo € > 0, existe un ny € N
tal que si n,m > ng, entonces

||fn - fm”oo <€

Por definicién de la norma del supremo, para todo = € RT, |f,(z) — f(z)] < €. En
particular, para cada x € RT, {f,(z)}nen es una sucesiéon de Cauchy en R, que es completo.
Por lo tanto, para cada 2 € RT, la sucesién {f,(x)},en converge a un punto en R, que
llamaremos f(x). Ahora definamos la siguiente funcién

f: Rt — R
r = f(r) = lim, e fu(T)
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Veamos que f € E y que f,, — f con la norma del supremo. Primero, debemos demostrar
que f estd acotada. Como f, es acotada para todo n € N, existe M tal que ||f,||cc < M
para todo n, entonces para todo x € RT, |f(z)| < M. Por lo tanto, f es acotada.

Para todo € > 0, existe un entero ng tal que || f, — finllco < €/2 para todo m,n > ny.
Ademas, fijado x € R, por la definicién de f existe n, € N tal que |f,(x) — f(z)| < ¢€/2
para todo n > n,. Teniendo en cuenta estas desigualdades, para todo n > ng, m >
max{ng, n.},

€

2

= €.

[ful@) = f(2)] < [fal2) = fn(@)] + [fm(2) = f(2)] < % +
Como esto es valido para cualquier z € RT,

[fr = fllo <€

para todo n > ny. Queda demostrado que E es un espacio de Banach. Consideremos la
aplicacion T, definida por

T: FE

EFE —
V — T(V): Rt +— Rt |

donde _
T(V)(k) = méx {u(c) + BV (k)}

0<c<k
s.a {l% =(1+7r)(k—2c)

En primer lugar comprobemos que 7' esta bien definida, sea v € E cualquiera, veamos que
T'(v) es continua y acotada. Observemos en primer lugar que el conjunto sobre el cual se
estd maximizando es un compacto, y la funcién a maximizar es continua por composicion
de funciones continuas, por lo que T'(v) estd acotada. Por otro lado, consideremos la
siguiente correspondencia

nr R — R
Eow— T(k) ={ceR:0<c<k},

veamos que es compacta y continua. Dado x € R cualquiera, I'(z) es un subconjunto
cerrado y acotado de R,es decir, un compacto, por lo que I' es una correspondencia
compacta. Para ver que es continua debemos ver que es semicontinua superior e inferior.
Observemos que dado x € R, T'(z) siempre es no vacio.

Veamos que I' es inferiormente semicontinua. Sea = € R y {z,},en una sucesion que
converge a x. Sea y € ['(x), es decir, 0 < y < x. Entonces, se puede elegir ny € N tal
que 0 < y < z, para cada n > ngy. Luego, para cada n > ng, definamos y, = y. Asi
que, y, € I'(x,) para todo n > ng, porque 0 < y < z,, para todo n > ng. Ademsds, la
sucesion {y,} es constante, y por lo tanto converge a y. En definitiva, I' es inferiormente
semicontinua.

Veamos a continuacion que I" es superiormente semicontinua. Sea {z, } nen una sucesion
en R que converge a x € R, y sea {y, }nen una sucesion verificando y,, € I'(x,,) para cada
n € N. Debemos demostrar que existe una subsucesién de {y,} que converge a algin
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elemento de I'(z). Por definicién de T, sabemos que I'(x) es el intervalo cerrado [0, z],
que es un conjunto compacto. Ahora, supongamos que {x,} es una sucesién convergente
a x, y {y,} es una sucesién en I'(z,). Entonces, cada y, es un nimero real tal que
0 < yn < x,. Por lo tanto, 0 < y,, < z para todo n, y asi {y,} es una sucesién acotada.
Por el teorema de Bolzano-Weierstrass, sabemos que toda sucesion acotada tiene una
subsucesién convergente. Por lo tanto, existe una subsucesién de {y,}, que denotaremos
también como {y,} por simplicidad, que converge a algiin nimero real y. Ahora, debemos
demostrar que y € I'(z), es decir, que 0 < y < z. Para ello, tengamos en cuenta que
0 <y, <z, tomando limite cuando n tiende a infinito, se obtiene que 0 < y < x, por
tanto y € I'(z).
Por el teorema [1.20 -
max crmiu(c) + po(k)}
5.8 {k — 1+ )k —¢)

es continua. En resumen, T esta bien definido.
Veamos que T es un operador contractivo, es suficiente ver que satisface las condiciones
del lema Sean vy, vy € E con vy (k) < vy(k) para todo k € R*. Entonces

() (k) = mix{u(e) + Fur((1 +r)(k = )} < mix{u(c) + Fua((1 +7)(k =€)}
= T'(v2)(k),

por lo que se cumple la primera de las condiciones. Para la segunda, dado a > 0, para

todov €
T(v+ a) (k) = méx{u(e) + 8o+ a) (1 +7)(s - )}

= mix{u(e) + Bu((1+ )k — )} + Ba
=T(v)(k)+ Sa.

Por lo tanto el operador 7" es una aplicacién contractiva. Por el teorema del punto fijo
de Banach, T tiene un unico punto fijo V € F, esta es la funcién que es solucion de la
ecuacion de Bellman (|1.11)). O

Ejemplo 1.23. Estudiemos un caso particular, fijemos, por ejemplo, la tasa de interés
r = 0,01, el factor de descuento 8 = 0,85 y la funcién utilidad u(c) = In(c + 1). El
problema quedaria planteado asi:

T(V)(k) = méx {In(c+ 1) + 0,85 V(E)}

0<c<k
5.2 {12 — (140,01)(k — ¢)
Utilizando el c6digo incluido en el apéndice se puede representar la figura[l.2] que muestra

cémo se va aproximando la solucién al punto fijo de T', partiendo de una funcion inicial
V (k) = 0 y aplicando el operador T' repetidamente.
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n n .

5 10 15 20

Figura 1.2: Aproximacién al punto fijo por reiteraciéon del operador T

Ademas, se puede calcular la norma infinito de la diferencia entre las aproximaciones
de la solucion obtenidas en iteraciones consecutivas.

[IVn=VY-1llea 1.x1078
30 t
8.x107 |

25 62107}

4x107T}

2x1077}

0.0 I ! lteracién
20 40 60 ] | 100

Figura 1.3: Representacion grafica del error en funcién del nimero de iteraciones n con
n € 10,90] y con n € [80,90].



Capitulo 2

Teorema del punto fijo de Brouwer

El teorema del punto fijo de Brouwer establece que cualquier funcién continua del
disco unidad cerrado de un espacio euclideo de dimension finita en si mismo tiene al
menos un punto fijo. El teorema fue demostrado por primera vez en [0]. En este trabajo
se generalizara este resultado, probando que cualquier funcién continua de un subespacio
compacto y convexo de un espacio euclideo de dimensién finita en si mismo tiene como
minimo un punto fijo. Es un teorema de existencia (asegura que bajo ciertas condiciones
la funcién considerada tiene al menos un punto fijo), pero no proporciona ninguna forma
de hallarlo, a diferencia del teorema del punto fijo de Banach estudiado anteriormente,
que provee un algoritmo concreto para encontrarlo.

2.1 Enunciado y demostracion del teorema

A lo largo del tiempo se han proporcionado diversas pruebas, se demostrard en esta
seccion el teorema de una manera analitica usando resultados conocidos del analisis real.
Entre las fuentes que se han utilizado para la demostracion se encuentran [16], [10] y el
capitulo 10 de [20]. Durante esta seccién se utilizaran la la norma y el producto interior
usual en R" se denotard la norma de un vector  de R™ como ||z|| y el producto interior
entre dos vectores z e y de R™ como (x,y). Se usara la siguiente notacién:

D" = {z e R": ||z| < 1},
D = {z e R" : ||z|| < 1},
St ={r eR": ||z|| = 1}.

Teorema 2.1 (Teorema de la funcién inversa). Sea f = (f1,..., fn) una funcién de clase
C! definida en un abierto U C R™. Si el determinante del jacobiano de la funcién en un
punto zg € U es distinto de cero, entonces existen abiertos X C U, Y C f(U) y una
funcién ¢ tnica tales que:

1. To Gny(I'Q) ey.

2. Y = f(X).
3. f es biyectiva en X.
4. g estd definidaen Y, g(Y) = X y g(f(x)) = x para todo z € X.

17
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5. ¢ es una funcién de clase C!.

Teorema 2.2 (Teorema del valor medio). Sea f: K C R" — R™ donde K es compacto
y convexo vy f es continua en K y diferenciable en el interior de K. Para todo a,b € K

1£(0) = f(a)ll < sup [/(£) (@)} 16— el

donde el operador J denota el jacobiano de la funcién.

Teorema 2.3 (Teorema de cambio de variable). Sea f = (fi,..., f): U C R" — R™ una
funcién de clase C!, biyectiva y con el determinante del jacobiano distinto de cero en todo
U.Sea g = (g1,..-,9n): f(U) — R continua. Si X es un subconjunto medible compacto
de U se tiene que

/ g(x1, .y xp)dxy .. dx, = /f ( )g(f(yl, v Yn)) - | DetJ(g(y, oy Yn))|dys-..dyn,
X ~1(x

donde el operador J denota el jacobiano de la funcién.

Teorema 2.4 (Aproximacién de Weirstrass). Sea K C R™ un compactoy f: K — R”
continua. Entonces para cada € > 0, existe un polinomio p(zy, ..., x,) de manera que

1f(z) —p(z)|| <€
para todo z € K.

Definicién 2.5. Sean X un espacio métrico, Y, Z subconjuntos de X tales que Z C Y.
Una aplicacién f: Y — Z continua se dice que es un retracto de Y en Z si verifica que
f(Y) = Z y la restriccién de f a Z es la identidad en Z.

Lema 2.6. No existe un retracto de clase C* de D" en S*!.

Demostracién. Supongamos que existiera f = (f1, ..., f): D* — S"~! retracto de clase
C!. Definamos la funcién auxiliar

9=(g1,...,gn); D — R®
r o g(x) = f(r)—a,

que es continua y diferenciable por serlo f. Consideremos para cada t € [0, 1] la siguiente
aplicacion

Ft:(Ft,l,...,Ft,n): Dn — Rn
r — Iy(x) =x+tglz) =1 —-t)z+1tf(x).

Como estamos suponiendo que f es un retracto, para todo x € S**
[y(z) = x. (2.1)
Tomando normas y por la desigualdad triangular, para todo z € D"

ITe(@) < A=)zl + ][ f (@) T -t -+t =1,
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por lo que I';(D™) C D". Veamos que para ciertos valores de t, I'; es una biyeccién en D".
Empecemos estudiando su inyectividad. Supongamos que dos puntos xq, x5 € D" tienen
la misma imagen; I';(z1) = ['y(x2). Por la definicién de T'; se obtiene la siguiente cadena
de igualdades

ry — w3 = [y(21) — tg(21) — T(22) + t g(22) = t(g(w2) — g(21)). (2.2)

La funcién g es de clase C* por serlo f, por lo que % son funciones continuas definidas
sobre D™ para todo 1 < i < n, en particular son acotadas. Por el teorema del valor medio,

lg(x) = 9()|| < Mljz = yl|

para todo x,y € D" y cierto 0 < M < oco. Entonces, tomando normas en ambas partes de

la igualdad (2.2))

|71 — 22| = t]|g(@2) — g(x1)|| < M t||wy — 21

Eligiendo 0 < t < 1/M, debe ser x1 = z3, lo que prueba que I'; es inyectiva. Llamemos
d = min{l,1/M} y supongamos a partir de ahora que t € [0, 6]. Continuemos estudiando
la epiyectividad de I';. Si J(-) denota el Jacobiano de una funcién, J(I';) = Id+tJ(g), es
decir,

P P :
82;1 r) - ;:: () 10 --- 0 %(x) g%(x)
oI’y 2 oI’y 2 992 992
Tai(@) - ) [ ] 01 0 s2(z) - 32 (x)
) = . +t ) )
. ' . 0 . ] Bgn g
Tez(x) - (o) 00 -1 ge(x) o g(a)

Las funciones continuas % estan acotadas en el compacto D™ para cada 1 < i < n. Se
puede escoger ty en [0, ] de modo que el determinante de J(I';,(x)) sea mayor que 0 para
todo = € D", ya que al desarrollar por menores el determinante de J(I';), se obtendra una

expresion polinémica del siguiente tipo para cada z € D"
1+ Pi(x)t+ ...+ Py(x)t",

donde P, ..., P, son funciones continuas definidas sobre D". En consecuencia, lim;_,o 1 +
Py (x)t+...+ P,(z)t" = 1. Por continuidad, en un entorno del 0, [0, ¢o], el determinante de
J(I't) es estrictamente positivo para todo x € D". Por el teorema de la funcién inversa,
I,(ID") es un abierto para todo t € [0, #o]. Como

ITe(@)l < A=)l +thall <1, zeDr, ¢ e 0.,
entonces I'y(D") C D”. Veamos que
I, (D7) = Dr, (2.3)

Supongamos que no fuera asi; entonces Ft(]D;”) #* ﬁ”, y por tanto la frontera de Ft(IDS”)
interseca a D" en algin punto, denotemos por a a alguno de esos puntos. Como esta en la
frontera de la imagen, podemos afirmar que existe una sucesion {z,, } men con z,,, € D" tal
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que lim,, oo I'¢(2,,) = a. D™ es un compacto, por lo que podemos tomar una subsucesién
de {Tm }men, {Tm, }jen, que converja a un elemento de D":
; . n
lim x,,, =z € D",
]-)OO
y por continuidad, T';(z) = a. Como se mencioné antes, I';,(D") es un abierto; puesto

que los conjuntos abiertos son disjuntos a su frontera y a esta en la frontera de Ft(]Di"),
a & Ty(D"). Entonces z € D"\ D" = S"!. Pero en este caso, ['y(z) = x por (2.1)), luego

a=Ty(z)=2€S"

llegando a contradiccién, ya que a no puede estar simultaneamente en D~ y S*~1. En
definitiva, se ha demostrado que para todo t € [0, to], Tx(D?) = Dn.

Por (2.1)), I',(S"™') = S"~!. De aqui junto con se deduce que I';: D* — D" es
epiyectiva, concluyendo que es una biyeccién, para cualquier ¢ € [0, to].
Denotemos por det(+) al determinante y consideremos la aplicacién

I: 0,1] — R
t o I(t) = [p.det(J(Ty(z)))dz.

Para t € [0,%y], por la férmula de cambio de variable, I(t) representa el volumen de

D™. Entonces I(t) es un polinomio en ¢ constante en un intervalo, luego es una funcién

constante. En particular se verifica que I(1) = Vol(ID") que es un nimero mayor que 0.
Por otro lado,

(T1(2), Ti(2)) = L1 (2)|* = [If (@)[I* =1

para todo # € D" por ser f un retracto de D" en S"!. Ademds, usando las propiedades
del producto interior

2 <8F1($),1—‘1(x)> = %(Fl(a:),f‘l(x)) =0, zxeD" 1<i<n.

a.ﬁEi
oIy oIy
{6_171@)’”"8_%@)}

son n vectores ortogonales a I'y(z) para cada x € D". Se deduce de aqui que esta familia
de vectores es linealmente dependiente para cada z € D". Por tanto el determinante del
jacobiano es igual a 0, y entonces I(1) = 0, llegando a contradiccién. En conclusién, no
existe ningtin retracto diferenciable de D" en S™~1. m

Se tiene entonces que

Teorema 2.7 (Teorema del punto fijo de Brouwer). Si f: D" — D" es una aplicacién
continua, entonces tiene al menos un punto fijo.

Demostracion. Por el teorema de aproximacion de Stone-Weierstrass f puede aproximarse
uniformemente por polinomios. Es decir, podemos considerar una sucesion {p,, } men donde
Pm: D" — R" son polinomios, m € N, de modo que ||f(z) — p(z)|| < 1/m para todo
x € D" y cada m € N. Por tanto

[pm (@) = 11 (@) + pm(z) = f(2) | < Lf @) + lpm(2) = f(2)] <1+ 1/m.
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Consideremos la funcién auxiliar para cada m € N
Jm: D" — D"

Observemos que g,, es una funcién continua porque por definicién es un polinomio.
Ademas haciendo uso de la desigualdad triangular

1f (@) = gm (@) <11f(2) = pm(@) | + [Pm(2) = g ()]
= f(@) = pm(@) [l + IPm(2) = T577mPm ()]

= 17@) = ()| + Tl (@)

Tomando limite cuando m tiende a infinito en la desigualdad anterior, se deduce que

{f — gm} tiende uniformemente a 0, por lo que { g, }men converge uniformemente a f.
Veamos que cada g, tiene algiin punto fijo. Supongamos que no fuera asi. Para cada

x € D™ consideremos la semirrecta que pasa por x y g, (z):
gm () +t(x — gm(z)) t€[0,00),

y busquemos para qué valor de ¢ la recta corta S*!. Es decir, buscamos el valor de t que

satisfaga
L= lgm(@) +t (@ = gn(@)I* = lgm (@) * + 26{gm (@), & = g (@) + ]|z = g (2)]1*

Reordenamos, obteniendo la ecuacion ||gm, () ||*—142(gm (), —gm (2)Yt+||2—gm (2)]|* t* =
0, cuya unica solucién positiva es

(gm (@), = gm(2)) + V/(gm(2), 2 — g (2))? — |2 — g (@) [1*] g (@) [|2 (2.4)
1z = gm ()| ’ '
que da lugar al tinico punto de corte de la semirecta considerada con S*~!. Observemos que
esta bien definido ya que se esta suponiendo que g,, no tiene ningtin punto fijo, por lo que el
denominador nunca se anula. Para cada m € N definamos G,,(z) = gm(2) +t(z — gm(x)),
donde ¢ = t(m,z) es el valor de (2.4). En otras palabras, G,,(z) es el punto en S**
que interseca a la semirrecta que une g,,(z) con x. Se muestra en la Figura una

representacion de la funcién.

t= —

Figura 2.1: Graficas de las funciones G, para dimensiones 2 (izquierda) y 3 (derecha).
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La funcién G,,: D* — S"! es continua y de clase C' por serlo g,,, ademds es la
identidad sobre S"~!. Es decir, G,, es un retracto continuo de clase C* de D" en S" !,
contradiciendo el lema . Por tanto g, tiene algin punto fijo, g,,(¢n) = ¢, para algin
¢m € D"y cada m € N. Como D" es un compacto, {¢,, }men tiene alguna subsucesion
convergente,

i—00

{Cmi} —C

para cierto ¢ € D". Como ademds {g,,} converge uniformemente a f,

f(C) = lim gmi(cmi) = lim Cm; = C.
1—00 1—00

Concluimos que f tiene al menos un punto fijo. O

Podria parecer que este teorema esta limitado porque solamente es valido para apli-
caciones continuas de una bola cerrada en un espacio euclideo de dimensién finita en
si misma. Sin embargo, este resultado puede generalizarse a otros subconjuntos de R™.
Vedmoslo. Sean a € R" y r € R™, denotaremos por

B(a,r)={x eR": |jz —a| <7}.

Lema 2.8. Sea B(a,r) la bola cerrada de R™ con centro a y radio r > 0. Existe una
funcién g : D™ — B(a,r) continua, biyectiva y con inversa continua.

Demostracion. La funcién
g: D" — Bl(a,r)
r +— glr) =a+rzx
es continua. Ademads es biyectiva porque es la combinacién lineal de una traslacion con
una homotecia. Su inversa es

h: B(a,r) — D"
y = hly) =5F

que también es continua. ]

Corolario 2.9. Sea B(a,r) = B la bola cerrada de R™ con centro a y radio r > 0, si
f: B — B es una aplicacion continua entonces tiene al menos un punto fijo.

Demostracion. Consideremos la aplicacion g definida como en el lema [2.8] y definamos
G: D" — Dn
r = Glr)= g7 '(flg(@)).

G es continua por ser composicién de funciones continuas. Por el teorema podemos
afirmar que existe al menos un punto fijo ¢ € D™ de G

es decir

por tanto g(¢) € B es un punto fijo para f. O
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Corolario 2.10. Sea K C R™ un subconjunto compacto y convexo. Toda aplicacion
continua de K en si mismo tiene al menos un punto fijo.

Demostracion. Sea f: K — K continua. Como K es compacto en R”, es cerrado y aco-
tado. Sea B(a,r) una bola cerrada que contiene a K. Denotemos por d(-, ) a la distancia
entre dos puntos y consideremos la siguiente aplicacion
g: B(a,r) — K

z = g(),
donde g(z) es el punto de K que verifica que d(g(x),x) < {d(z,2) : z € K,z # g(z)}. La
aplicacion g estd bien definida, supongamos que dos puntos distintos z1, x5 € K equidistan
de x € B(a,r), d(z,x1) = d(z, z3), entonces

T+ T+ 1
d(x, 12 2): 12 2_IH§§(||x—x1\|]+|]x_m2||)
1 1
=3 (d(z,z1) + d(z,x9)) = 3 (d(x, 1) + d(z, x7))
= d(xaxl)

hemos demostrado que d(z, (z1 + z2)/2) < d(x,x;). Sin embargo x; y (21 + x2)/2 son
puntos distintos de K, tenemos que d(z, (z1+2)/2) < d(z,z1). De manera que (z1+x3)/2
serfa un punto mds cercano a z, llegando a contradiccién. Ademés si x € K, g(x) = x.
Veamos que g es una funcién continua. Sea x € B(a,r) vy {%m}men una sucesién de
elementos de B(a,r) convergente a x. Supongamos que no fuera continua, no se verifica
g(zm) =225 g(x). Como {g(m) }men €s una sucesion de elementos de K, por compacidad
contiene una subsucesion {g(z,, ) treny que converge a algin elemento y € K (estamos
suponiendo distinto de g(x)). Ahora bien, por definicién de la funcién g,

[2m, = 9(@m )| < lzm, — g()]] (2.5)
Tomando limite cuando k tiende a infinito en (|2.5)),
lz =yl < [lz = g(@)],

en contradiccién con que y # g(x), por tanto g es continua. La siguiente composicién

también serd continua
fog: B(a,r) — K C B(a,r)

z = flg(@).
Por el corolario existe un punto ¢ € B(a,r) tal que
flg(c)) = c
Como la imagen (f o g)(K) esta contenida en K, entonces ¢ € K y g(c) = ¢ por definicién
de g. Se obtiene que f(c¢) = ¢, es decir, ¢ es el punto fijo buscado. O

2.2 Aplicaciones del teorema del punto fijo de
Brouwer
El teoria del punto fijo de Brouwer tiene aplicaciones en diversas areas de las matemati-

cas. En este trabajo se explicard en la seccién [2.2.1] su aplicacién en teoria de juegos, en
en el teorema de Perron-Frobenius y en [2.2.3|en el teorema fundamental del dlgebra.
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2.2.1 Equilibrios de Nash en juegos no cooperativos

La teoria de juegos fue introducida por el matematico Von Neumann y el economista
Oskar Morgenstern con su libro The Theory of Games Behavior.

Definicién 2.11. Un juego es un modelo matemético con el que se describe una situa-
cion donde dos o mas jugadores toman una serie de decisiones en busca de maximizar
su ganancia. Un jugador es una entidad que participa en un juego. En términos mas es-
pecificos, es un agente que toma decisiones estratégicas en el contexto del juego. Un juego
no cooperativo es aquel en el que no existe comunicacion directa entre los jugadores. No
tratan de coordinar sus acciones, esto no impide que en algunas ocasiones la toma de
decisiones favorezca a varios jugadores. Un juego finito es un juego con un numero finito
de jugadores y cada uno de ellos con un ntmero finito de estrategias.

Definicién 2.12. Una estrategia es un plan de acciéon o un conjunto de decisiones que
un jugador adopta en un juego para obtener un cierto resultado.

Las estrategias se clasifican en puras y mixtas. Una estrategia pura es una eleccion especifi-
ca que un jugador toma en cada situacién posible. En otras palabras, es una estrategia
determinista en la que el jugador elige una accién sin ninguna componente de azar. Una
estrategia mixta, por otro lado, permite una combinacién de diferentes acciones con ciertas
probabilidades asignadas a cada una de las posibles elecciones. En lugar de tomar una
eleccién determinista, el jugador elige diferentes acciones con probabilidades especificas.

A lo largo de la seccién se denotard por N al conjunto de jugadores: N = {1,2,..., N},
con N < oo. A; serd el conjunto de las posibles elecciones del jugador i € N, A; =
{ai1, ..., ain, }, siendo n; < oo el nimero de estrategias que tiene el jugador i. El cojunto
global de estrategias se denotara por A = A; X... x Ay. En esta seccién nos centraremos en
el caso en que cada jugador elige mediante un procedimiento aleatorio, estrategias mixtas.
Denotaremos por M al conjunto de estrategias mixtas: M = M; X ... X My, donde M; es
el conjunto de estrategias mixtas del jugador ¢ € N definido por

n;
M; = {mZ = (M1, e, My ;) € R me =1, m;; > 0 para todo 0 < j < n,} .

j=1

Cada m; ; simboliza la probabilidad de que el jugador ¢ elija la estrategia a; ;. Para cada
jugador también se considera una funcién de pago, que simboliza la recompensa de cada
jugador en el juego,
14 ieN.
a —  pila)
La funcion llamada funcion de pago esperado definida también para cada jugador cuando
se trabaja con estrategias mixtas se definira por

para cada ¢ € N,
m=(my,...,my) — pi(my,..,my)

donde

ni

ny
pi(my,...,my) = E E Mgy * oo Mgy Pi (A1 kg s ooy AN oy )-
ki=1 ky=1
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Observacion 2.13. Las funciones p; son continuas por ser una combinacion lineal de las
componentes de cada estrategia mixta.

Se usara también la siguiente notacion

pﬁj: M — R
(my,....,my) pﬁj(ml,...,mN) = pi(my, ey mj_1, 0% mjy1, .c,my),

donde i e N, 1<j<N,1<k<mn;y 5% € R™ es el vector con todas las componentes
0 salvo en el lugar k-ésimo con un 1.

Definicién 2.14. Un vector de estrategias mixtas m* = (mj, m5,...,my) € M se llama
equilibrio de Nash si cumple la siguiente condicién para cada jugador ¢ € N:

* * * * * * *
pi(mi,ms,...omi ...omy) > p;(my,ms, ....my, ...,my)

17"

La existencia de equilibrios de Nash es un resultado fundamental en la teoria de juegos
porque nos permite predecir como se comportaran los jugadores en una situacién dada y
encontrar soluciones optimas para los juegos. Uno de los enfoques para demostrar la exis-
tencia de este tipo de estrategia en juegos finitos no cooperativos es a través del teorema
del punto fijo de Brouwer, que se desarrollaré en esta seccién usando como referencia [15],
[13] y el capitulo 25 de [14].

Lema 2.15. Seam = (myq,...,my) € M con m; = (m; 1, ..., M;,,) € R™ para cada i € N.
Se verifica que dado 1 < 7 < N

nj
_ k
= E , Mk Pi 5 (m
k=1
Demostracion.

Pij(m) = pi(ma, ..., mj_l,é’“ Mijg1, e MN)

Tj—1Tj+1

= E DY E m1 e et MGy L My e Mgy i(a),

ki=1  kj_1 kjs1
donde a = (@1, -y @j—1k; 1> Wjik> AN ky )- PoT 10 que

Zm] WD (m Z Z Mk o NNy Pi(AL k5 -y ANy ) = Pi().

ki1=1 kn=
]

Lema 2.16. El conjunto de las estrategias m = (my,...,my) € M es un equilibrio de
Nash si y solo si para cada i € N se verifica para todo 1 < k < n;:

pi(m) > pf,(m). (2.6)
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Demostracion. Si m es un equilibrio de Nash, la desigualdad se cumple por definicién ya
que pfz(m) es el valor de la funcién de pago cuando el jugador ¢ cambia de estrategia.
Supongamos que p;(m) > pfz(m) para todo k < n;. Consideremos una estrategia mixta
s = (s1,...8n,) € M; para el jugador i. Se verificard para todo 1 < k < n;

sgpi(m) > Skp?,i(m)‘

Tomando sumatorios en ambas partes de la desigualdad
S smilm) = 3 spl,(m). 2.7
k=1 k=1
Ahora teniendo en cuenta que como s € M, > 7" | s, = 1;
> sipi(m) = pi(m). (2.8)
k=1
En vista del lema [2.15] sustituyendo en [2.8] m; por s
Z Skpf,i(m) = pi(my, ..., mi_1, 8, Mit1, ..., mp). (2.9)
k=1

Usando (2.9) en (2.7)), se obtiene
pi(m) > pi(ma, ..., Mi—1, 8, Miy1, ..., My).

Como esta desigualdad es cierta para cualquier s € M; y todo i € N, m es un equilibrio
de Nash. ]

Lema 2.17. Cualquier conjunto de estrategias mixtas en un juego no cooperativo es un
conjunto compacto y convexo.

Demostracion. Sea M el conjunto de estrategias mixtas. Por definicién
n;
M; = {mi = (Mij)i<j<n, : Zm” =1, m;; > O} C R™;
j=1

por tanto m,;; < 1 para todo 1 < ¢ < N,con lo que M es un subconjunto acota-
do de R™*-*t"~ A continuacién, se verd que es un cerrado; consideremos {p;}ieny =
{(#in, -, pi,n) bien una sucesién de M tal que

{it == = (1, oo ).

Obsérvese que para cada 1 < 7 < N y cada @ € N, f;; es un elemento de R"™ que
denotaremos por (i, ;, ., ,u?;) De igual forma para cada 1 < j < N, p1; es un elemento de

R™, que se denotard por (ul, ..., ;). Por tanto {su;} N i quiere decir que para cada

1—00

{ui;} = uj-
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Observemos que ,uf, ;= Oparacadai €N, j€ N 1 <k < nj, ya que estamos suponiendo

que p; € M para todo i« € N. Por lo tanto u? >0paratodo 1 <j <N, 1<k<n;.Y
para j € N se verifica que

5 y "y

E m:E h'm,uf-:hmi pko=1,
J i—soo' —00 J

k=1 k=1 =1

lo que prueba que p € M. Queda probado por lo tanto M es un conjunto cerrado.
Por 1ultimo se debe probar que es un conjunto convexo. Para ello debemos probar que dadas
dos estrategias mixtas v = (v1,...,7v) € M,p = (p1, ..., pn) € M, entonces ty+ (1 —t) p
con t € [0, 1] pertenece a M. Razonando igual que antes, para cada 1 < j < N es

P = (pj,la -‘-,Pj,nj),
Y = (’Yj,l,---,”Yj,nj)-

Por tanto ty+ (1 —t)p = (tn + (1 —t) p1,...,tyw + (1 —t) py) ¥ a su vez para cada
l<j<n,

ty+ (1 —=t)pj = (tya+ 1 —1)pja, s tVjm; + (L —=1) pjn;)-

Tanto v;; como p;; son no negativos para todo 1 < j < N, 1 < £k < n; por lo tanto la
suma ty;, + (1 — t)p,, también serd no negativa si 1 < j < N, 1 <k < n;. Luego todos
los elementos de ¢y + (1 — t) p son no negativos. Por otro lado, si 1 < j < N,

nj nj nj
Zt%‘,z‘ + (L =t)pji=t (Z %,i) +(1—1) <Z Pj,i) =1
i=1 =1 =1

para todo t € [0, 1]. Por tanto M es convexo. O

Teorema 2.18 (Existencia de equilibrios de Nash). Todo juego finito no cooperativo
tiene al menos un equilibrio de Nash.

Demostracion. Sean M un conjunto de estrategias mixtas de un juego, N' = {1,..., N}
su conjunto de jugadores y p; su funcién de pago para cada i € N. Sea m = (my, ..., my)
una estrategia mixta. Definamos para cada i € N, 1 < k < n; la siguiente funcién

['; x(m) = max {0, pfl(m) — pi(m)} )

I'; . es una funcién continua ya que pfl y p; son funciones continuas en M por ser combi-
nacién lineal de estrategias mixtas y el maximo de dos funciones continuas es una funcion
continua. Recordemos que m; = (m;1,...,m;,,) para cada i € N. Definamos para cada
ieNyl<j<my

mm- + Fi,j (m)
L+ 3700 Dig(m)

Veamos que m; = (7;,)1<j<n, €s un elemento de M;. Es inmediato que m;; > 0 para
todo 1 < j <mn;, ya que m;; > 0, y por definicién I'; ;(m) > 0 para todo 1 < j < n,. Por
otra parte

Mij =

ng ng

- Z m;; + Ly j(m) _ Z?:l mi; + Z?:l L j(m)
1+ ZZQ sz(m) 1+ 22;1 Pi,k(m)

= 1.

j=1 =1
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Queda probado que m; € M;. Denotemos m = (T, ..., m,) € M. Definamos la siguiente

funcién auxiliar:
T M — M

m — T(m) =m,

T es continua por serlo I'; j; ademés M es compacto y convexo por el lema . Se puede
afirmar por el corolario que T tiene al menos un punto fijo. Sea p = (p1, ..., pn) € M
un punto fijo de T'. Veamos para concluir que p es un equilibrio de Nash. Sea i € N un
jugador y elijamos 1 <[ < n; tal que

pi(pla ceey Pi—1, 51, Pit1y -y pn) - 12%1;%1 {pz(pla ooy Pi—1, 5kap’i+1> s pn)} :

Se verifica que p};(p) < pf;(p) para todo 1 < k < n;. Si )}, aj = 1, entonces
piz(P) < Zakpf,i(p)'
k=1
En particular, por el lema [2.15
PLi(p) < pinki(p) = pilp).
k=1

Por tanto I';;(p) = 0. Entonces

. pir — Lii(p) _ il
o1+ Tiklp) 1+ Tik(p)

(
conloque 1+ 7" T x(p) = 1, es decir I'; x(p) = 0 para todo 1 < k < n;. En consecuencia,
pi(p) > pfz(p) para todo 1 < k < n; y por el lema , se concluye que p es un equilibrio
de Nash. 0

2.2.2 El teorema de Perron-Frobenius

El teorema de Perron-Frobenius establece propiedades de ciertas matrices cuadradas,
como la existencia de un vector propio asociado. Inicialmente el resultado se demostro
por el matematico aleman Oskar Perron, en el contexto de matrices positivas, en 1907.
Posteriormente, en 1912, Ferdinand Georg Frobenius generalizo el resultado a matrices
cuadradas no negativas. En esta secciéon se demostrara el teorema usando el teorema del
punto fijo de Brouwer apoydndonos en el primer capitulo de [5] y también en el primer
capitulo de [8].

Sea n € N, denotaremos por M,, al conjunto de todas las matrices cuadradas de orden
n X n con coeficientes reales.

Definicién 2.19. Una matriz A = (a;;)1<ij<n € M, se dice que es positiva si a;; > 0
para todo 1 < i, 7 < n. Utilizaremos la notacién A > 0.

Anidlogamente se dice que A es estrictamente positiva si a;; > 0 para todo 1 <, j < n.
Utilizaremos la notacién A > 0.
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Definicién 2.20. Se llama espectro de una matriz cuadrada A de orden n, denotado por
o(A), al conjunto de todos los valores propios de A.

Definicién 2.21. Dada una matriz cuadrada A de orden n, el radio espectral de A,
denotado por p(A), es el mayor de los valores absolutos de sus valores propios.

El espectro de una matriz proporciona informacion sobre las propiedades y el compor-
tamiento de la matriz. Por ejemplo, puede ser utilizado para determinar si una matriz es
invertible o diagonalizable, entre otras cosas.

Consideremos en R” la norma definida por

lzlly = [z1] + |z2| + .. + |za] 2 = (21,...,20) €R,

y en M, la determinada por

HAH1 - maX Z ’al]‘ A az])1<z]<n € M

1<j<n 4

xy
Dado un vector z = : € R", usaremos la siguiente notacién x7 = (x1,...,1,).

T
De manera similar, dada una matriz A = (a;j)1<;j<n € M, se denotard por AT a AT =
(aji)1<ij<n € M. Dados dos vectores © = (21, ...,2,)", ¥y = (1, ..., yn)? € R" | decimos
que z es menor o igual que y (denotado como x < y) si x; < y; para todo 1 < i < n.

Teorema 2.22 (de Perron). Sea A = (a;)1<i j<n € M, una matriz estrictamente positiva.
Entonces:

1) Existe un vector propipo positivo v > 0 de valor propio positivo A > 0.

)
it) p(A) =

iii) v es el inico vector propio (salvo proporcionales) positivo.
iv) A es un valor propio de A no degenerado.

Demostracion. Consideremos el subconjunto de R™

T={veR":|v|,=1v >0}

Sea w € T, entonces ”A ” e T ya que
H (Aw)] _ [[Awl;
[Awl[1 |, 11HAwh | Aw][y
’ | ||
continua
f: T — T

w = (wb ...,wn)T — f(U)) = Hf’l}j‘}‘l
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Veamos que f estd bien definida, para ello debemos probar que || Aw||; es distinto de cero
para todo w € T'. Por hipétesis a;; > 0 para todo 1 <i,j <n,ademasw >0y ||w|; =1,
por lo que w;, > 0 para algin 1 < iy < n. Como

n n T
Aw = E aljU}j,...,E ApjW; 5

J=1 J=1

se verifica que ||Aw||; # 0 para todo w € T

Observemos que T' es cerrado ya que es la interseccién de dos conjuntos {v € R™ :
|lvllh =1} y {v € R™: v > 0}, ambos cerrados. Es obvio que T" es acotado, estd contenido
en la bola cerrada de radio 1 centrada en el origen. Por otra parte T es convexo, pues
siv = (v, V), w = (wy,...,w,) €Ty AXe0,1], como v,w >0y A€ [0,1], entonces
A+ (I = XNw > 0. Ademds [[Av+ (1 —=Nw|; =3 Aoy + (L= Nw;, =AD" v+ (1—
A) Y w; =1, donde se usa que Y, v; = > ., w; = 1. Entonces Av + (1 = Nw € T.
En definitiva, T" es compacto y convexo.

Por el teorema del punto fijo de Brouwer existe al menos un punto v € T tal que
f(v) = v; es decir,

Av = || Avlv.

En resumen, A = ||Av||; es un valor propio de A positivo.
Comprobemos que v > 0. Como Av = A\v, la i-ésima coordenada de Av es

)\Ui = (A U)i = Zai]”(}j >0
j=1

ya que A es estrictamente positiva y v;, > 0 para algin 1 < {5 < n. Por tanto v > 0y
queda probado el primero de los apartados.

Verifiquemos que A = p(A). Sea p un vector propio cualquiera de Ay z = (z1, ..., z,)
un vector propio asociado a u. Llamemos Z = (|z], ..., |z,|), asumamos sin pérdida de
generalidad que es unitario. Dado que

wz = Az
por lo tanto

n
Mz = E Q525
J=1

para cada 1 < i < n. Entonces |uz| = [ Y77, aijz;] < 377, aij|z;| para todo 1 < i <n.
Por lo tanto |u|z < Az. Por las propiedades del espectro de una matriz, la matriz AT
también tiene como valor propio )\, sea u un vector propio de A” asociado a A. Ademads,
como A > 0, AT > 0 y razonando igual que antes se deduce que u > 0.

u |plZ <udz=(ATw)z= "z

Es decir, hemos obtenido que

n n
A E uiZ; > |l E U245
i1 i—1
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como todas las componentes de u y Z son no negativas, A\ > |u/.

Veamos que v es el inico vector propio positivo linealmente independiente de v. Sea,
como antes, v un vector propio para A7 de valor propio \. Si existiera otro vector propio
positivo w de A con valor propio pu # A,

pul w=u" pw=u" Aw = "w.
lo cual no es posible por ser u y w positivos y p # A.

Comprobemos para terminar que A solo tiene un tnico vector propio asociado (salvo
multiplicacién por constantes). Supongamos que A tuviera asociado otro vector propio
linealmente independiente de v, Aw = Aw. Como son linealmente independientes, pode-
mos afirmar que si tomamos la constante a = min;<;<,{v;/w;}, entonces v — aw es un
vector propio de valor propio A, es no nulo, con al menos una coordenada igual a cero y
el resto no negativas. Como A >0y

Alv —aw) =X (v—aw),

entonces debe ser v —aw > 0, en contradiccién con que al menos una de las coordenadas
de v — aw es igual a 0. Por tanto w es linealmente dependiente de v. O]

Definicién 2.23. Una matriz estocdstica es una matriz cuadrada A = (a;j)1<; j<n tal que
a;; > 0, Z?:1 a;; = 1 para cada 1 < j < n.

Estas matrices son ttiles para representar probabilidades en diversos contextos. A
continuacion, vamos a demostrar un resultado analogo al teorema para matrices
estocasticas.

Teorema 2.24. Sea A = (a;;)1<ij<n € M una matriz estocastica, entonces
i) La matriz A posee p(A) =1 como valor propio.

i1) Existe un vector propio positivo asociado al valor propio 1.

Demostracién. Para probar i) consideremos el vector v = (1,---,1)T € R™. Entonces
D iy Qg 1
Av = : =] =v
Z?:l Uy 1

Con esto probamos que v es un vector propio de A de valor propio 1y que p(A) > 1.
Probemos que p(A) < 1, razonemos por reduccién al absurdo, supongamos que existiera
un valor propio de A, u > 1. Sea u = (uy, ..., u,)T € R™ un vector propio de valor propio
i con la suma de todas sus componentes es igual a 1. Por lo tanto

n n n n n
i=1 i=1 j=1 j=1 \i=1
Entonces p(A) = 1. Para demostrar i) consideremos el siguiente subconjunto

T={veR":||v|,=1v >0}
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T es un subconjunto compacto y convexo (ver demostracién del teorema [2.22)). Conside-
remos también la aplicacion

f: T — T
w=(wy,..,w,)" =  flw) =Aw.

Por el teorema del punto fijo de Brouwer existe un vector v € R" tal que f(v) = Av = v.
Por tanto, como la coordenada i-ésima de v es

n
Vi = E iV > 0,
Jj=1

se demuestra lo deseado. O

2.2.3 El teorema fundamental del Algebra

El teorema fundamental del dlgebra garantiza la existencia de raices para ciertos tipos
de polinomios. En 1949 Arnold intenté demostrar el teorema fundamental del algebra
basédndose en el teorema del punto fijo de Brouwer en [2], sin embargo, su demostracién
fue errénea. Poco después, en 1952, Fort consiguié hacerlo en [9].

Denotemos por S = {z € C: |z| = 1}. Para z € S, A(z) serd el conjunto de todos los
argumentos de z.

Definicién 2.25. Una funcién continua definida sobre un subconjunto del plano complejo
X C C y que toma valores en S se dice que tiene un logaritmo continuo en X si existe
una funcién continua ¢: X — R tal que para cada z € X, f(z) = "¢,

Observacion 2.26. Dos propiedades de los nimeros complejos que usé Fort en [9] y que
se usaran a lo largo de la seccién son las siguientes:

(1) Para zy,29 € S, |z21—22] <2y 0; € A(2) existe un tnico 0 € A(zs) con |6; —0| < .

(17) Sean z1,2z0 € S, 01 € A(z1), 0 € A(zq) con |0 — 02| < 7, entonces |0 — 6] <
|21 — 23]

Teorema 2.27 (de Heine-Cantor). Si f: X — Y es una funcién continua entre dos
espacios métricos X e Y y X es compacto, entonces f es uniformemente continua.

Proposiciéon 2.28. Sea B = {z € C : |¢ — z| < r} € D un disco cerrado de centro
q € Cyradior > 0. Sea f: B — S una funcién continua, entonces f tiene un logaritmo
continuo.

Demostracion. Como f es continua y B es compacto, por el teorema de Heine-Cantor,
f es uniformemente continua. Por la continuidad uniforme, existe § > 0 tal que para
21,29 € D con |z — 2| < 0, |f(z1) — f(22)] < 1/3. Elijjamos n € N tal que r/n < 0y
definamos para cada k € Ncon 1 <k <n

k
Bk:{zeC:]z—qlg%}.
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Construiremos ¢, el logaritmo continuo de f definiendolo sucesivamente en By, By, ..., B,,.
®(Byp) esté definido por ¢(q) := 0 € A(f(q)) tal que 0 < 6 < 27. Si ¢ estd definido en
By, lo definiremos en By, de la siguiente manera: sea z € By v Z € By el punto de
By, mas cercano a z. Por la construccién de los conjuntos By, tenemos que |z — Z| <
r(k+1)/n—rk/n <4,y entonces |f(z) — f(Z)| < 1/3; por (i) de la observacién [2.26] se
puede definir ¢(z) como el tnico nimero de A(f(z)) que difiere con ¢(Z) en menos de 7.

Veamos que se verifica la siguiente afirmacion para todo 1 < k < n: Si 21,20 € By
con |z; — 2| < 4§, entonces |p(z1) — ¢(29)| < 7. Para By es obvio pues solo contiene un
punto. Supongamoslo cierto para By. Sean zj, 2y € Byyq con |21 — 29| < J. Sean z7,Z
respectivamente los puntos més cercanos a zi, z2 en By. Por construccion, |¢(z1)—¢(Z1)| <
Ty |¢(22) — ¢(z2)| < m. Entonces haciendo uso de (i) de la observacién [2.26] y teniendo
en cuenta que la afirmacién es cierta para By,

6(21) = d(22)] < |p(21) = d(Z)] + [6(z1) — D(Z2)| + [9(Z2) — d(22)]
<wlf(z) = FE@E + 7l f(z) — f@) + 7l f(2) — f(=)]
L S

< 3 + 3 + 3= s
Como B, = B, se ha visto que para todo z1,22 € B con |z — 22| < d, entonces |¢(z1) —
¢(22)| < m. Por (i) de la observacién 2.26] se puede afirmar que particularmente para
todo 21,29 € B con |z1 — 29| < 9, |p(21) — P(22)| < 7|f(21) — f(22)|, y como [ es continua,
lo es ¢. Por tanto se ha construido un logaritmo continuo de f, ¢: B — R. O]
Proposicion 2.29. La identidad en S, I: .S — S no tiene logaritmo continuo.

Demostracion. Supongamos que I: S — S tuviera un logaritmo continuo, z = e*¢(*)
para cada z € S. Entonces la aplicacion definida por
h: [0,27] —> R
t = pe) —t.

es continua. Dado ¢y € [0, 27], ¢(e™) = to + 27ng para algin ntmero entero ng. Por lo
tanto, podemos escribir g(tg) = to + 2mng — tg = 27Ny, en definitiva, la imagen de todo
punto por la aplicacién es un miltiplo enetro de 27. Lo cual llevaria a una contradiccion
ya que como h es constante, entonces 0 = h(0) = h(27) = h(1) = ¢(1) — 1,y

h(27) = ¢(e'*™) — 2m = ¢(1) — 27.
[

Proposicién 2.30. Sea D C C un disco cerrado. Si f: D — C — {0} es continua,
entonces existen funciones continuas ¢y, ..., ¢, tales que (vr(z))" = f(z) para todo z € D,

k=1,...,n

Demostracion. Para cada z € D, f(z . Si consideramos la aplicacion z —

f(2)/1f(2)| para cada z € D, por la proposmlon 2.28] tiene logaritmo continuo, es decir,
f(2)/|f(2)] = €%®) para cierta ¢: D — R. Deﬁnamos paracada 1 <k <n

n i(p(z)+2km)
hi(z) = VIf(2)le”
Evaluando (hi(2))", obtenemos (hy(2))" = | f(2)]e!®®+2k7) Dado que f(z) = | f(2)]e**)
podemos concluir que (hi(z))" = f(z). Por lo tanto, la funcién hy(z) satisface la propiedad
deseada para todo z € D y cada 1 < k < n. O
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Teorema 2.31 ( fundamental del dlgebra). Si p es un polinomio de grado n > 0, entonces
p tiene al menos una raiz compleja.

Demostracion. Supongamos que p es un polinomio tal que el coeficiente de 2™ es 1/k con
k > 1, podemos escribir

p(z) = 2" [k + Q(2)

donde Q(z) es un polinomio de grado menor que n. Observemos que cuando z tiende a
infinito,
P(z) ~ % (2.10)

Esto significa que a medida que z tiende a infinito, el argumento de p(z) se acerca al
argumento de 2" /k, que es el mismo que el argumento de z". Por , también se deduce
que para z suficientemente grande, |p(z)| es aproximadamente igual a |z|"/k < |z|". En
definitiva, se puede encontrar r; > 0 tal que para todo z € C con |z| > ry, p(z) y 2"
tienen argumentos que difieren en menos de 7/3 y |p(2)| < |2|™.

Elijamos o > 7 tal que {/|p(2)| + |2| < re para |z| < ry. Sea D = B(0,13) el disco de
centro 0 y radio ry. Supongamos que p no se anula en ningin punto, por la proposicion
p tiene raices n-ésimas, elijamos una, @,, tal que los argumentos de ¢,,(r1) v 1
difieran en menos de 7/(3n). Observemos que por la eleccién de r1, para |z| > 71 @, (2)
y z tienen argumentos que difieren en menos de 7/(3n).

Entonces para |z| > ry, [p(z)] < |2|* y por tanto |p,,(2)| < |z|. Se deduce que para
|z| > 71, ¥ny(2) y 2z se encuentran en un sector circular de radio |z| y angulo 7/(3n).
Luego |2 — @ (2)] < ||2]e — |z]e2| = |z||e’® — %] < |z||e?t|]1 — e™/3|, donde 6,0,
son los argumentos de z y ¢,,(2) respectivamente y en la ultima desigualdad se usa que
difieren en menos de 7/(3n), como n > 1 difieren en particular en menos de 7/3. Ahora

bien, como .
|1 — ™3| = |1 — cos(/3) — isin(n/3)]

= [1/2 — (iv/3)/2|
=/(1/A+3/4) =1,
|2 —¢ne (2)| < |2| para |z] > r1. Por otro lado si |z| < ry, |2 — @n, (2)] < 2|+ [0, (2)| < 72

Por tanto la siguiente aplicacion esta bien definida y es continua

D — D
o 2= n(2).

Por el teorema del punto fijo de Brouwer, tiene al menos un punto fijo, zo = zo — @n,(20)
para cierto zp € D. Por tanto ¢,,(z9) = 0 y entonces p(z) = 0. O



Capitulo 3

Teorema del punto fijo de Schauder

El teorema de Brouwer tiene como limitacion el no poder usarse en espacios de dimen-
sion infinita. Para ilustrar esta limitacién consideremos el espacio de las sucesiones cuyos
términos, salvo un ntmero finito de ellos, son cero,

coo = {(&,) : & # 0 para un ndmero finito de i € N} .
Dotemos a ¢y de la norma ||(&,)|co = sup,en{|én|} v definamos la siguiente aplicacién

P Coo — Coo

(517527537"'> = (17517527§37~~)~

Veamos que ¢ es continua. Sea {x, },eny una sucesion de elementos de cgy convergente a
r = (&,8,8,...) € co, donde n € N, z,, = (£7,&5,&%,...). Como ||z, — x|l — 0 cuando
n tiende a infinito.

loGn) = p(@)lloo = [100,€7 = €165 = Loy lloe = SUPAET = &} = flon = 2loe

por lo que ||¢(x,) — @(2)|lse — 0. En conclusién, ¢ es continua en ¢y con la norma

|| |loo- Consideremos la restriccién de ¢ a la bola unidad cerrada B = {x € ¢qo : ||zl < 1}.
Tengamos en cuenta que por definicién ¢(B) € B. Supongamos que ¢z tuviera algin
punto fijo z = (£1,&,&3,...) € B, es decir, p(x) = z. Por lo que z verificaria

&L =1
S=6=1
G=86=1

Pero en este caso x ¢ cqo llegando a contradiccién. Este contraejemplo prueba que el
teorema no es valido en dimensién infinita. Schauder proporcioné una versiéon de
teorema de punto fijo para espacios de dimensién arbitraria.

3.1 Enunciado y demostracion del teorema

Originalmente, este teorema se demostré para espacios normados de dimensién arbi-
traria; la seccion se centrara en esta version. Se usard una demostracion clasica de este

35
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resultado basada en el teorema del punto fijo de Brouwer apoyandonos en el capitulo 4
de [1]. En 1935 Tychonoff demostré una versién del teorema para espacios topoldgicos.
Maés recientemente, en el 2001, R. Cauty demostré una version mas general del teorema
de Tychonoft.

Definicién 3.1. Sea (X, || - ||) un espacio normado y A C X un subconjunto. A es relati-
vamente compacto en X si su cierre, A, es compacto. Equivalentemente A es relativamente
compacto si para cualquier sucesiéon de elementos de A, existe una subsucesién convergente
en X.

Observacion 3.2. Todo subconjunto de un conjunto relativamente compacto es relati-
vamente compacto.

Definicién 3.3. Sean X e Y dos espacios de Banach. Una aplicacién lineal T: X — Y
es compacta si es continua y para cada conjunto acotado K C X, su imagen T(K) es un
conjunto relativamente compacto en Y.

Definicién 3.4. Sea X un espacio vectorial y B C X un subconjunto. La envolvente con-
vexa o componente convera de B es el conjunto convexo més pequeno en X que contiene
a B. Es el conjunto formado por la interseccién de todos los subconjuntos convexos de X
que contienen a B. Se denotard por co(B).

Lema 3.5. Sean (X, | - ||) un espacio normado y K = {z1,...,x,} € X un subconjunto
finito de X. Entonces co(K') es un conjunto compacto.

Demostracion. El conjunto

S: {(t177tn) E RTL . tl,,tn Z O’Ztl = 1}’
=1

es compacto en R™. La siguiente aplicacién,

f: S — X
(tl,...,tn) — f(tl,,tn> :t1$1+...+tn$n,

es continua. Ademaés f(S) = co({z1,...,2,}), por lo que como la imagen de un conjunto
compacto por una aplicacién continua es un conjunto compacto (ver teorema 4.14 de [17]),
co(K) es compacto. O

Teorema 3.6 (Teorema del punto fijo de Schauder). Dado un espacio normado (X, || - ||)
y K C X un subconjunto cerrado, acotado y convexo. Sean T: X — X una aplicacién
compacta y f =Tjk. Si f(K) C K, entonces f: K — K tiene al menos un punto fijo.

Demostracion. Como K es un subconjunto acotado y T' es compacta, T(K) = f(K) es
relativamente compacto, es decir, % es compacto. Por compacidad, de todo recubri-
miento por abiertos de f(K) se puede extraer un subrecubrimiento finito. Fijemos € > 0,
entonces existen {z1,...,7,} € f(K) C K = K tales que para todo x € f(K) se tiene que
para algin 1 < 7 <n

v € Blrje)={ye K:|ly— ;| <e},
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es decir,
n
f(K) QU (xj,€)

Definamos la siguiente funcién auxiliar para cada 1 <i <n

wi: f(K) — R
z = () = {

€ —||lx — x| si||lr— x| <e

0 si ||z — x| > e

Las funciones p; son continuas porque limj,_g, e+ fti(2) = Hmyg_g, e pti(z) = 0. Con-
sideremos también la siguiente funcién, conocida como proyeccion de Schauder

r = o(z) =i %x’

La funcién ¢ estd bien definida porque si x € f(K), entonces © € B(x;,,€) para algin
1 <y <, por lo que p;,(x) = e— ||z —x;,|| # 0. Por otro lado, si z ¢ B(xj,€), pj(x) = 0.
¢ es continua pues p; es continua para todo 1 < j < 1. Observemos que ||¢(z) — z|| < €

para todo x € f(K) ya que
v —op(x) = — Z?:l pi(z)x; B Z;L:I pi(z)  — Z?:l i ()
D V) S (@)
_ 2 (@)@ — )
> i () '

Si tomamos normas en ambas partes de la igualdad

HZJ 1uy )(x — ;) - 2z @l =zl

l =

>ie 1/~LZ< ) Z?:1 ()

para todo x € f(K). En particular se verifica para todo y € K

le(f () = FWll <e (3.1)

Se puede considerar la restriccién de ¢ o f a la envolvente convexa de {1, ..., 2,},

co{xy, .., n}) — co({xy,...,x,})
y = (e f)ly)

De nuevo, por composiciéon, ¢ o f es una aplicaciéon continua definida sobre un conjun-
to compacto y convexo de dimensién finita, por el corolario 2.10] la aplicacién tiene
un punto fijo, ¢(f(y.)) = y.. Para cada m € N, tomemos ¢ = 1/m y construyamos
{f(W1/m) }men. Por la compacidad de K, esta sucesién admite una subsucesion convergen-

te, {f(Y1/m,)} Iooe y para algin y € f(K) C K. Y también por (3.1))

91/mi = F@rm)ll = e Grme)) = FGrm)ll < mi 0.

)
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Podemos concluir que {41 /m, }ien = ¥, ya que {f(y1/m,) }ien converge a y, y se tiene que

Por continuidad, f(y) = f(imise ¥1/m,) = UMiseo f(Y1/m,;) = Y- O

Observacion 3.7. Dado que una aplicacion lineal continua definida sobre un conjunto
compacto siempre es compacta, se puede deducir un resultado similar al teorema [3.6} que
se usard en las aplicaciones de este capitulo: Si K es un subconjunto compacto y convexo
de un espacio normado (X, || - ||), entonces toda aplicacién continua, f tal que f(K) C K
tiene un punto fijo. Para obtener una demostracién de esta version particular, consultar
el capitulo 4 de [20].

3.2 Aplicaciones del teorema del punto fijo de
Schauder

El teorema del punto fijo de Schauder es un resultado de anélisis funcional con multi-
ples aplicaciones en diversas dreas de las matematicas; una de ellas permite demostrar
el teorema de Lomonosov, un resultado relevante en la teoria de operadores que estudia
la existencia de espacios invariantes. Otra de las aplicaciones que se estudiara en este
trabajo es en la demostracion de la existencia de soluciones para cierto tipo de ecuaciones
integrales.

3.2.1 Teorema de Lomonosov

En la década de los 30, J. von Neumann demostrd, aunque no publicé, que los operado-
res compactos definidos en espacios de Hilbert tienen subespacios invariantes no triviales.
Posteriormente, en 1954, N. Aronszajn y K. T. Smith generalizaron este resultado para
espacios de Banach. Poco después, en 1973, Victor Lomonosov logré probar, véase [12],
que cualquier operador que no sea multiplo de la identidad que conmute con un operador
compacto no nulo tiene un subespacio hiperinvariante, es decir, invariante para todos los
operadores que conmutan con él. Es interesante destacar que Lomonosov utilizo el teore-
ma del punto fijo de Schauder en su demostracion.

Sean X e Y dos espacios de Banach, se denotard por £(X,Y") a los operadores lineales

continuos de X en Y. A los operadores lineales continuos de X en X se les denotara por
L(X). Consideremos T: X — Y € L(X,Y), la norma de T, denotada por ||T'||, se define

por
171l = sup {M}

z£0EX ]|

Proposicion 3.8. Sean X e Y dos espacios de Banach y T: X — Y un operador lineal
continuo. T" es compacto si y solo si transforma una bola cualquiera, por ejemplo la bola
unidad cerrada B(0, 1), en un conjunto relativamente compacto.
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Demostracion. Por definicion, si T es compacto, entonces transforma la bola unidad ce-
rrada en un conjunto relativamente compacto.

Reciprocamente si T' transforma la bola unidad cerrada en un conjunto relativamente
compacto, dado un conjunto acotado A C X, tomando r > 0 tal que A C B(0,7) C X, se
tiene que T'(A) C T(B(0,r)) = rT(B(0, 1)), por linealidad, y T'(B(0, 1)) es relativamente
compacto por hipétesis. Entonces T(A) es relativamente compacto por estar contenido en
un conjunto relativamente compacto. 0

Definicién 3.9. Se dice que un operador lineal T: X — Y entre dos espacios vectoriales
normados X e Y tiene rango finito si la imagen de X por T es un subespacio de Y de
dimension finita.

Proposicién 3.10. Sea (X, || - ||) un espacio normado. Si T: X — X es un operador
lineal continuo de rango finito, entonces 7" es compacto.

Demostracion. Consideremos un conjunto acotado A C X. Como T es continuo, T'(A)
es un subconjunto acotado de X. Ademas, como el rango de T es finito, la imagen de A
bajo T' tiene dimensién finita. Como en dimension finita los conceptos de relativamente
compacto y acotado son equivalentes, T'(A) es un conjunto relativamente compacto en
X. O

Lema 3.11. Sean X un espacio normado e Y un subespacio cerrado distinto de X.
Entonces, para cada p € Rcon0 < p < 1, existex € X | con ||z| =1, tal que d(z,Y) > p.
Como consecuencia si {z, },en €s una sucesién de vectores linealmente independientes de
Xy E, = (x1,...,x,), existe {ynnen tal que ||ynl| =1, y, € En y d(yn, En1) > p para
todo n € N.

Demostracion. Sean xy € X,y xy ¢ Y. Denotemos por d = d(xy,Y). Como d < d/p,
existe yp € Y tal que ||zo — yo|| < d/p. Veamos que (zo — yo)/||z0 — yo|| cumple lo pedido:
es obvio que tiene norma igual a 1, y para todo y € Y se tiene

Para la segunda parte basta tomar y; = z1/||x;1|| y para n > 1, tomamos X = E, e
Y =FE,;. [

> > p.
[0 — ol [0 — ol

(ro —y0) H _ w0 = (yo +yllwo —wolDIl o d
10 = oll

Proposiciéon 3.12. La bola unidad cerrada de un espacio normado X es un compacto si
y solo si X tiene dimension finita.

Demostracion. Si el espacio es de dimension finita, como la bola unidad cerrada es un
cerrado y acotado, entonces es compacto. Veamos la implicacién reciproca. Si X no tuviera
dimensién finita, por el lema [3.11] dado 0 < p < 1, se puede elegir una sucesién {y,} de
elementos de B(0,1) tal que ||y; — y;|| > p para ¢ # j, esta sucesién no tiene ninguna
subsucesion convergente, por lo tanto B(0,1) no es un compacto. L]

Proposicién 3.13. Sea (X, || - ||) un espacio normado, la identidad /: X — X es un
operador compacto si y solo si X tiene dimension finita.
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Demostracion. El reciproco es inmediato por la proposicion Para demostrar la im-
plicacién directa, asumamos que I: X — X es compacto. En tal caso, la imagen de la
bola unidad cerrada por 7', T'(B(0, 1)) es si misma. Por la proposicién X debe tener
dimensién finita. O

Proposicion 3.14. Sean X, Y ,Z espacios normados, T: X — Y y U:Y — Z dos
operadores; uno de ellos continuo y el otro compacto. Entonces U o T' es compacto.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que 1" es continuo y U compacto. Sea un
subconjunto acotado A C X, entonces como 1" es continuo, T'(A) es acotado y U(T'(A))
relativamente compacto porque U es compacto, lo que equivale a que U o T es compacto.

A continuacién, consideremos el caso en el que T es compacto y U es continuo. Sea
A C X un subconjunto acotado. Se quiere demostrar que 7'(A) es relativamente compacto.
Sea {U(T(x,)) fnen una sucesion de elementos de U(T'(A)). Debido a que T' es compacto,
{T'(z,,) }nen admite una subsucesién convergente, {T'(z,, )}ren. Por continuidad de U,
{U(T'(xn,))}ken también serd convergente, es decir, U o T' es compacto. O

Observacion 3.15. Toda aplicacién lineal sobre un espacio vectorial de dimension finita
tiene algin valor propio. Es consecuencia del teorema [2.31], ya que los valores propios de
una aplicacién lineal son precisamente las raices del polinomio caracteristico asociado.

Definicién 3.16. Sea X un espacio de Banch y T: X — X un operador lineal. Un
subespacio invariante para T es un subespacio cerrado M C X tal que para todo x € M,
T(xz) € M. Denotaremos Lat(7T) al conjunto de todos los subespacios invariantes para
T. Si consideramos un subconjunto de operadores U C L(X), se puede definir Lat(U) =
N {Lat(T):T € U}

Definicién 3.17. Sea X un espacio de Banachy P, @ € £(X). Se dice que los operadores
conmutan si P o Q = o P.

Definicién 3.18. Sean X un espacio de Banach y 7" € £(X). Un subespacio M C X se
dice que es hiperinvariante para T si para todo operador lineal continuo P que conmute
con T se verifica que P(M) C M.

Observacién 3.19. Todo subespacio hiperinvariante para un operador T € L(X) es
invariante para 7.

Definicién 3.20. Sea X un espacio métrico. Se dice que X es totalmente acotado si para
todo € > 0 existe un nimero finito de bolas de radio € que recubren X.

Proposiciéon 3.21. Sea X espacio métrico completo y totalmente acotado, entonces es
compacto.

Demostracion. Denotemos d(-, ) a la distancia asociada a X. En términos de sucesiones,
que el espacio métrico X sea compacto equivale a que de toda sucesién de elementos de
X se puede extraer una subsucesiéon convergente. Sea {p, },en una sucesiéon de elementos
de X. Como X es totalmente acotado, existen aq,...,a, € X tales que

i=1
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Al menos una de las bolas B(ay, 1), ..., B(a,, 1) continene a infinitos p;, denotémosla por
By. Sea p,, € B; un elemento de {p,}nen. Por definicién, cualquier subespacio de un
espacio totalmente acotado es totalmente acotado, por lo que existen af, ...,a,, € By C X
tales que

m
B, | JB(a},1/2).

i=1
De nuevo, por construccion, una de las bolas contendré a infinitos términos de la sucesion
original, denotémosla por Bjj,. Elijamos p,, € B/ un elemento de {p,},en tal que
ne > nq. Si se continua razonando de esta manera, se encontrara una bola Bj de radio
1/k que contiene infinitos términos de {p,}.en. Este espacio se puede recubrir con un
nimero finito de bolas de radio 1/(k+ 1), y una de esas bolas, By, contendra a infinitos
Pn, elijamos py, ., € Bry1 tal que ngyq > ny.

Como p,, € By para todo j > k,

> o

para todo i,j > k, la sucesién {py, }ien €s una sucesién de Cauchy. Como X es completo,
{Pn, }ien converge. -

Lema 3.22 (Lema de Mazur). Sea X un espacio de Banach y K C X un subconjunto
compacto de X, entonces el cierre de co(K), co(K), es compacto.

Demostracion. Como K es compacto, dado € > 0, existen z1,...,x, € K tales que que
K C U ,B(wx;¢/3) para cierto € > 0. Ahora bien, como co({z1,...,x,}) es compacto

por existen yi, ..., Ym en co({xq,...,z,}) tales que co({z1,...,z,}) C U™, B(y;, €/3).
Sea a € co(K), existe b € co(K) tal que |ja — b|| < €/3. Como b € co(K), entonces
b= 22:1 Ajbj, con by € K, Ai,..., N > 0y A + ...+ A\ = 1. Ahora para cada b; existe
z(j) € {x1, ..., xn} tal que [|b; — zx(7)]] < €/3, por lo que

l
b= Ajar()
j=1

Ademés, como Z Nizg(j) € co({x1, ..., x,}), entonces existe y;, € {y1,.... Ym} tal que
I 23:1 Njxg(g) — y,-0|| < €¢/3. Usando la desigualdad triangular,

l l
b= Nkl + | D Awe(d) — v
j=1

j=1
Es decir, co(K) C U™, (y;,€). Como X es un espacio de Banach y co(K) es cerrado y
totalmente acotado, entonces por la proposicion [3.21| es compacto. O

l

Z Aj (b]

j=1

l

Z illb; — z1(5) < ¢/3.

la =il < lla = b + <e

Para demostrar los siguientes resultados se razonara de manera similar a las ideas
planteadas en [7].

Lema 3.23 (de Lomonosov). Sean (X, || - ||) un espacio de Banach y S una subdlgebra
de L(X) tal que la identidad, I: X — X, estd en S y supongamos Lat(S) = {0, X}. Si
P es un operador compacto no nulo sobre X, existe @ € S tal que ker(QP — Id) # ().
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Demostracion. Sea P un operador compacto no nulo. Supongamos por simplicidad que
|P|| = 1, ya que si no fuera asi tomariamos el operador P/||P|| que seria un operador
compacto no nulo sobre X. Fijemos xy € X tal que ||P(x¢)|| > 1 y definamos

B={xe€ X |z — x| <1} = B(xg, 1).
Veamos que 0 ¢ B: supongamos que fuera asi, entonces |0 —z|| < 1y en consecuencia
1< ||P(@o)l| < [|P[| - [lzoll <1,
llegando a contradiccion. Observemos también que para todo x € B se tiene que
1P (z)]| = |1P(x0 + (z — o))
= [[P(x0) + P(x — o)
> || P(zo)|| = [[P(z — o)
> || P(xo)| — 1.

(3.2)

Supongamos que 0 € P(B). Entonces, existiria una sucesién {y,} de elementos de B tal
que
n—oo

P(y,) — 0.

Por (3.2), para todo n € N, se tiene que [[P(yn)[| > [[P(xo)l] — 1. Pero si P(y,) — 0,
entonces por continuidad ||P(xg)|| < 1, lo cual es una contradiccién con la eleccién de xy.
En definitiva, se ha visto que

0¢ B,0¢ P(B). (3.3)

Para cada x € X no nulo, M, := {T(z):T € S} es un subespacio invariante de
S porque si 17,17, € S, entonces 17 o T, € S por ser S una algebra, y por lo tanto,
(Ty o Ty)(x) = Ty (To(x)) € M,, lo cual demuestra que M, es un subespacio invariante de
S. Ademds M, es no vacio ya que I € S. Es decir, se ha visto que M, € Lat(S) y es no
vacio, por tanto por hipdtesis debe ser para cada z € X, x # 0

X = M,. (3.4)

Entonces para cada € X no nulo, existe T' € S tal que || T(z) — zo|| < 1. En particular,

dado y € P(B), como puede aproximarse arbitrariamente por una sucesién de elementos
de P(B) C X existe T, € S tal que ||T,(y) — || < 1. Por tanto

P(B) C | J{y e X : |T(y) — moll < 1}.
TeS

Por compacidad de P(B), se puede extraer un subrecubrimiento finito, existe un subcon-
junto finito de operadores T, ...,T,, de S de manera que

P(B) < (Hy € X : ITi(y) — woll < 1} (3:5)

Definamos la siguiente funcién auxiliar para cada 1 < j <n

g;: P(B) — R
v g :{1_”@(@_”0” s T5(2) = ol <1

0 si 1Ty () — ol > 1.
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Cada g; es continua por serlo 7 para todo 1 < j < n. Ademas, para cada y € P(B),
> -1 9i(y) > 0 por (3.5)). Tomemos ahora la funcién definida por

v: P(B) — R
v ) =P

Observemos que v; es una funcién continua por serlo g; para todo 1 < j < n. Consideremos
por ultimo
r- B — X

=~ D) =300 %n(P)T(P(x),
que es una aplicacion continua por ser composicion de funciones continuas.

El objetivo llegado a este punto es probar que B es convexo, cerrado acotado, que I’
es compacto y verifica que I'(B) C B, en resumen, que cumple las hipétesis del teorema
del punto fijo de Schauder.

Veamos en primer lugar que B es convexo: sean z,y € By A € [0, 1].

Az + (1 = Ny — 2ol = [|A(z — 20) + (1 = M) (y — zo) |
< AMlz = zoll + (1 = A lly — zol|
<A+(1-XN) =1L

Az + (1 — ANy € By concluimos que B es convexo.

Probemos a continuacién que I'(B) C B. Sea = € B, entonces P(x) € P(B) C
P(B). Observemos que 7v;(P(x)) es no negativa. Si v;(P(z)) > 0 para cierto 1 < j < n,
entonces g;(P(x)) > 0, por la definicién de g; se tiene que ||7;(P(x)) — xo|| < 1, por tanto
T;(P(z)) € B. Ademas

2 (P@) Z s 1gk< >> =

por lo que I'(x) es una combinacién convexa de elementos de B. Se tiene asi que I'(B) C
co(B), como co(B) C B por ser B convexo, I'(B) C B.

Probemos finalmente que I' es compacto: tengamos en cuenta que, por la proposicion
3.14] T;0 P es un operador compacto para cada 1 < j < n. Por tanto, paracadal < j <mn
T;(P(B)) es un conjunto relativamente compacto. Ademas como la unién de conjuntos
relativamente compactos es un conjunto relativamente compacto, U7_, T;(P(B)) es rela-

tivamente compacto. En consecuencia U7_, T;(P(B)) es un subconjunto compacto de X.
Por el lema de Mazur,

co(U_ T;(P(B)))

es compacto, y por tanto también lo es

T;(P(B)))-

co(Uj_,

Este conjunto contiene a I'(B), por lo que I'(B) es compacto. Por la proposicién , I es
un operador compacto.
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En resumen, I': B — I['(B) C B es un operador compacto definido sobre un sub-
conjunto cerrado, acotado y convexo, B. Por el teorema del punto fijo de Schauder existe
p € B tal que I'(5) = 8. Observemos que 8 # 0 por .

Definamos el operador @ = >, (P (5))Ti. Q € S porque T; € S para todo 1 <i <
ny S es una subdlgebra. Ademas

Q@W»zthWWEWWDZWmZ@

por tanto
(QP —Id)(B) =0,
lo que prueba la existencia de un operador @ € S tal que ker(Q P — Id) # . n

Observacion 3.24. De la demostracion del lema anterior también se deduce que en
particular ker(Q) P — Id) # {0}.

Teorema 3.25 (de Lomonosov). Sean X un espacio de Banach y T' € £(X). Si T no es
multiplo de la identidad y existe algin operador compacto P: X — X que conmute con
T, entonces T tiene algin subespacio hiperinvariante no trivial.

Demostracion. Sea C el conjunto de los operadores que conmutan con 7. Si Lat(C) #
{0, X'}, entonces hay subespacios propios de X que son invariantes bajo todo C, en par-
ticular, existe algin subespacio hiperinvariante para T, con lo que queda probado el
enunciado.

Estudiemos ahora el caso en que Lat(C) = {0, X}. Veamos en primer lugar que C es
una subdlgebra de £(X): sean P, () € C y « un escalar.

(P+aQ)T=PT+aQT=TP+aTQ=T(P+aQ),

por tanto P + a @ € C. Ademas el operador identidad conmuta con cualquier operador
lineal. Por tanto C es una subdlgebra de £(X).

Por el lema existe un operador @ € C tal que ker(QP — I) # (). Probemos que
ker(QP — I) € Lat(QP), es decir, ker(QP — I) es un subespacio invariante por QP: sea
x € ker(QP —I),

(QP — QP(x) = QP(QP(x)) — QP(x) = QP(x) — 1 = v — 1 = 0.
También se verifica que QP es el operador identidad sobre ker(QP—1): si x € ker(QP—1)
QP(z) =QP(z)+z—2=(QP —I)(z) + x = x.

Ademds como P es compacto y @ es continuo, QP es compacto por la proposicién [3.14]
Como la identidad
I: ker(QP — 1) — ker(QP — 1)

es compacto si y solo si el espacio tiene dimension finita por la proposicién |3.13] necesa-
riamente ker(QP — I) tiene dimension finita.
Veamos que ker(Q)P — I) es invariante por T'. Sea x € ker(QP — I),

QP(T(x)) = T(x) = T(QP(x)) = T(x) = T(x) = T(z) = 0.
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Como ker(QP — I) tiene dimensién finita y es invariante por 7', se tiene que
Txer(qpr—1): ker(QP —I) — ker(QP — 1)

por la observaciéon tiene al menos un valor propio A. Existe un vector z € ker(QP —1I)
tal que T'(x) = Az. Esto implica que M := ker(T — X\) # (). Ademds M # X ya que T
no es multiplo de la identidad.

Sea S un operador que conmute con 7. Veamos que S(M) C M, con lo que quedaria
probado que existe un subespacio hiperinvariante para T no trivial. Sea x € M

(T = AI)(S(x)) =T (S(x)) — AS(x)
S(T — \I)(x)
S

0) =0

para todo x € M. De manera que S(z) € M, y por tanto S(M) C M. O

3.2.2 Ecuaciones integrales

Consideremos la siguiente ecuacion

o) = F(8) + 2(t) / k(t, T)a(r)dr, (3.6)

denominada ecuacién integral de Fredholm de segunda especie, donde [a,b] C R es un
intervalo, f: [a,b] — Ry k: [a,b] X [a,b] — R son funciones continuas. Las posibles
soluciones son funciones continuas z: [a,b] — R cumpliendo la igualdad para todo

€ [a,b]. Se puede demostrar que bajo ciertas condiciones (ver 11.2 de [11]) tiene
una tnica solucién en el espacio de las funciones continuas de [a,b] en R. El objetivo de
esta seccién serd estudiar algunos casos especificos en los que se puede afirmar que existe
solucion de . En el teorema de existencia que se planteard despues, se estudiara
particularmente el caso en el que a = 0 y b = 1 haciendo uso del teorema del punto fijo
de Schauder, tomando como referencia [4].

Denotaremos por C ([a,b]) y U ([a,b]) a los espacios de las funciones continuas y uni-
formemente continuas respectivamente en [a, b] que valoran en R. Dotaremos a C ([a, b])
la siguiente norma, llamada norma de la convergencia uniforme, que ya ha sido usada
anteriormente,

[2llee = sup {lz(®)]}, = € C([a,b]) .

t€la,b]

Fijemos 0 < o < 1. Denotaremos por H,([a, b]) al espacio de las funciones reales definidas
en [a,b] y que verifiquen lo que se conoce por condicion de Hélder: dada x € H,([a,b])
existe una constante real positiva H? tal que para cada t, s € [a, b]

|z (t) — x(s)| < HZ|t — s|. (3.7)
Dada una funcién = € H,([a, b]), se define HX como

OEERI

|t = sl

H) = sup {
t#s€a,b|
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1/
Observemos que dada una funcién, x, que cumpla (3.7)), sea £ > 0, tomemos § = (%)

@

y consideremos dos puntos arbitrarios ¢, s € [a, b] tales que [t — s| < 4,

1/a\ ¢
|2(t) — x(s)| < HZ|t — s|* < H*6® = H” ((Hi) ) —e.

Esto confirma que la funcién z que cumple la condiciéon de Holder es uniformemente
continua en el intervalo [a, b]. Es decir, se verifica la siguiente cadena de inclusiones

Ha([(l, b]) C Z/{ ([a7 b]) C C ([a’ b]) :
Proposicion 3.26. Sea 0 < a < 1. La aplicacion definida por

I lla: Ha(la, b)) — R
x = lella = le(a)] + HY

es una norma en H,([a, b]).

Demostracion. Es inmediato que ||z|l, > 0 y la igualdad se da si y solo si x = 0. La im-
plicacién directa es inmediata porque ||z||, = |z(a)| + HZ, ambos términos son negativos,
supongamos que ||z|o = 0, entonces |z(a)] = 0y HX = 0, por lo que z(t) = x(s) para
todo s,t € [a,b], por lo tanto = es la funcién constante cero.

Por otra parte | Az||, = |A|||z]|« para todo A € Ry z € H,([a,b]), ya que

IAzllo = IM2(a)| + Ha = [M(Jo(a)| + Hz) = [z
Finalmente, comprobemos que ||z + y|lo < ||z]|o + [|y]lo Para todo =,y € Hy([a, b]).

|[(t) + y(t) — 2(s) — y(s)] }

&+ ylla < (@) + ly(@)] + sup {

t#£s€a,b) |t - S‘Q
x(t) —xz(s t) —y(s
s+ s (EOZHL L, (0= uo)
t#£s€a,b) ’t - S| t#s€[a,b] ‘t - 5’
< [lzlla + llylas
Por tanto || - ||, es una norma en H,([a, b]). O
Proposicién 3.27. Sea 0 < a < 1, (Hq, || - ||«) es un espacio de Banach.

Demostracion. Veamos que toda sucesién de Cauchy en H,([a, b]) converge en H,([a,b]).
Consideremos una sucesién de Cauchy {z, }neny en Hy([a,b]). Sea € > 0, existe N € N
tal que para todo n,m > N, se tiene ||z, — Tn|a < €¢/(2max{l, (b — a)*}). Dado que
|20 — Tmlla = |zala) — zm(a)| + HZ" ",

20 (t) — zm(t) — (za(s) — Tm(s))| €
{ |t — s|® } = 2méax{1, (b —a)*}
(3.8)

[z(a) = zm(a)| + sup
t,s€a,b]
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De ([3.8]) se deduce que {x,(a)},en es una sucesion de Cauchy en R, por tanto convergente,
denotemos z(a) = lim,_, z,(a). De (3.8) también se deduce que para todo n,m > N

{Iwn(t) — &m(t) = (wn(a) - xm(a))l} ¢
)

<
|t — s|o ~ 2max{1, (b —a)*}’

por lo que, en particular, |z, (t) =z, (t)|—|z,(a) =2, (a)] < €|t—s|*/(2méx{1, (b—a)*}) <
€¢/2. Es decir,

[20(t) = 2 (8)] < [ala) = 2 (@)] + (3.9)

para todo t € [a,b], n,m > N. De se deduce que para todo n,m > N y para
cada t € [a,bl,|x,(t) — (1) < €. Entonces, {z,(t) },en es una sucesion de Cauchy en R,
definamos x(t) = lim,,, x,(t) para cada t € [a,b]. Veamos que = estd en H,([a,b]), se
deduce de que para todo n € N sup,_seip {([7n(t) — za(s)])/ ([t — 5|*)} < oo, tomando
limites se deduce que x € H,([a,b]). Continuemos probando que {z, },en converge a z en

el sentido de la norma || - ||o. Razonando de manera similar, para todo n > N
t£s€a,b) [t — s|* 2méx{1, (b —a)*}
y

€
enla) =20l < S =0
Combinando (3.10]) y (3.11]), se puede concluir que ||z, — x|/, < €. ]

Lema 3.28. Si0 < a < 1. Dado x € H,([a, b]), se verifica ||z||oc < max {1, (b—a)*}|za.
En particular si b — a = 1, entonces |||l < ||

(3.11)

Demostracion. Para todo t € [a,b] y © € H,([a,b]), se tiene que
()] < |o(t) = 2(a)| + [z(a)] < HElt = al® + [x(a)] < HI(b — a)® + [z(a)].
Tomando supremo respecto a t € [a, b],
[2]lee < HE(b = a)® + |2(a)| < max{L, (b —a)*}(Hg + |z(a)]) = max{1, (b — a)*}|zla.
[

Lema 3.29. Si 0 < a < # < 1, entonces Hg([a,b]) € H,([a,b]). Ademas para todo
x € Hg([a,b]), se cumple

lzlla < méx{1, (b — a)"~*}|2]|.
Demostracion. Sea x € Hg([a,b]), entonces existe HZ > 0 tal que para todo t # s € [a, b]
lz(t) — x(s)| < Hglt — s| = Hg|t — s|P=elt —s|* < (b— a)B’O‘Hg]t — 5|

Por tanto = € H,([a,b]). Ademéds como ||z||, = |z(a)| + HZ, y

B s {|x(t)_x(8)|}‘t;‘;£,m {0200, _ o) < -

“ t#s€a,b] |t - S|a

podemos concluir que ||z, = |z(a)] + H* < mix 1, (b — a)?~*||z||5. O



48 3.2 Aplicaciones del teorema del punto fijo de Schauder

A continuacién vamos a estudiar propiedades y algunas condiciones de compacidad en
los espacios de Holder, que seran de utilidad posteriormente para poder aplicar el teorema
del punto fijo de Schauder para demostrar la existencia de solucién de (3.6)).

Lema 3.30. Sean 0 < o« <1y A C H,([a,b]) un subconjunto acotado tal que para todo
x € A, se verifica la siguiente propiedad: para todo € > 0 existe un nimero real 6 > 0 tal
quesit,s € [a,b] con |t —s| <0,

t) —

<e.
t—sl®

Entonces A es relativamente compacto en H,([a, b]).

Demostracion. Por el teorema de Arzela-Ascoli (ver capitulo 3 de [7]) basta probar que A
es equicontinuo y puntualmrnte acotado. Veamos en primer lugar que A es equicontinuo.
Por la propiedad del enunciado, para cualquier ¢ > 0, podemos elegir un § > 0 tal que si
|t —s| < ¢, entonces % < € paratodor € Ayt s € [a,b] con t # s. Multiplicando
ambos lados de la desigualdad por |t — s|*, obtenemos

lz(t) — z(s)| < €t — s|.

Dado € > 0, tomemos € = €/§%; si |t — s| < J, entonces |x(t) — x(s)| < € para todo z € A
y t,s € [a,b] con t # s.
Ademas esta puntualmente acotado ya que si x € A, como A es acotado, existe M > 0
tal que
x(t) —x(s
[2]lo = |z(a)] +  sup {—' ) CE)'} < M. (3.13)
t#s€[a,b] |t - 5|
Particularmente |z(a)| < M y
() —a(s)l _
t—sl* 7
para todox € Ay t,s € [a,b], y por tanto |z(t) —x(s)| < M|t—s|* < M(b—a)® para todo
r € Ayt s € [a,b]. Haciendo uso de la desigualdad triangular, para cualquier ¢ € [a, b],
por (3.13))
2(8)] = | (s)] < [2(t) —x(s)| < M(t— )" < M(b—a)®.

En particular para s = a,
lz(t)] < |z(a)] + |z(t) — z(s)| < M + M(b— a)®.

Por tanto A estda puntualmente acotado. Queda probado que A es relativamente compacto
en C([a, b)).

Dada una sucesién {z,},en de elementos de A, por el teorema de Arzela-Ascoli se
puede afirmar que que existe una subsucesion {z,, }ren = {yn}nen que converge a un
elemento x € C([a, b]). Veamos que x € H,([a,b]). Sabemos que

|Yn(t) = yn(s)| < M|t — s|* (3.14)
para todo n € N y todo t, s € [a,b]. Tomando limite cuando n tiende a infinito,

[2(t) — o(s)| < Mt — s (3.15)



49 3.2 Aplicaciones del teorema del punto fijo de Schauder

para todo ¢, s € [a,b]. De manera similar sabemos que |y, (a)| < M para todo n € N, por
tanto, tomando el limite cuando n tiende a infinito, |x(a)| < M. Entonces

t) —
|z(a)| + sup {—|x( ) x(s)|} <2M
t#s€a,b |t - S|a

lo que prueba que x € H,([a,b]).
Veamos para finalizar que {y, }nen converge a x en el sentido de la norma || - ||,, es
decir, que

1y = lla = lyn(a) —z(a)] + sup
t#s€a,b]

{13 =0~ ) =201,

[t — sl

Sea € > 0, denotemos por d a la constante que verifica la condicién del enunciado asociada
a€/4, dadon € N,

sup { (1) = 2(t) = (9a(s) = 2(5))] }

t#s€[a,b] ’t - 3|a
= MAXLsefay) {Sup“is‘ 5 { |yn(t)—x(t|)t—_(sl‘/z(8)—x(8))\ } SUD| s { |yn<t)—x<t|1:iy‘g(s)—z(s))| }} .

Sea 8 = min{e/2,e0%/4}. Existe N € N tal que |y,(t) — z(t)] < B para todo n > N,
t € [a,b]. Acotemos cada uno de los posibles maximos, dados t # s € [a,b], sin > N

ap {1220~ nl) = 1Y 26

|t — s|* - 0e

. (3.16)

DO ™

jt—s|>6

Por otra parte, por la eleccion de § y teniendo en cuenta la propiedad del enunciado

yn(t) — z(t) — (yals) — z(s))] < sup [Ya(t) = yn(s)] | |2(t) — 2(s)] <&
|t — |« [t — s|* |t — s|* 2

(3.17)

En resumen, con (3.16) y (3.17)) se ha visto que para todo n > N, ||y, — z||la < €. ]

Lema 3.31. Sean 0 < a < f <1y A C Hg([a,b]) un subconjunto acotado, entonces A
es relativamente compacto en H,([a, b]).

sup

|t—s|<é lt—s|<5

Demostracion. Como A estd acotado en Hp([a,b]), entonces existe una constante real
positiva M tal que para todo =z € A

|(t) — 2(s)] }
z||lg = |r(a)|+supq ————— ¢ < M.
ol = et + sup { =21
En particular, por el lema anterior |3.29| se deduce que A es un subconjunto acotado de
H,([a,b]). Sea e > 0, se puede encontrar § > 0 tal que si 0 <t <6,
7 < e,

Fijado € > 0, si tomamos ¢; = ¢/M y elegimos § del modo anterior, para todo t, s € [a, b]
tal que |t — s| < 4, se tiene que

€
t—s|f < —
| 5’ —M7
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con lo que
€
t—sl? < —|t—s|*

Tomando entonces t, s € [a, b] tal que [t — s| <9,
lz(t) — z(s)| < M|t — s|® < €|t — s|*

lo que prueba que el conjunto A cumple la condicién del lema por lo que A es un
subconjunto relativamente compacto de H,([a, b]). O

En lo que sigue, dados 6 € H,([a,b]), r >0,y 0 < a < 1, se denotara
B,(0,r) ={x € Hy([a,b]) : ||z — 0| <7} .
De manera andloga se definiria Bg(6,r) en Hz([a, b]).

Lema 3.32. Sea 0 < a < < 1. Entonces Bs(f,7) es un subconjunto cerrado de
Ho([a, b]).

Demostracion. Considereremos Bg (6, ) como un subconjunto de H,([a.b]). Sea {zy }nen
una sucesién convergente de elementos de Bg(6,r),

{xn}nEN M X

Veamos que z € Bg(#,r). Como z, € Bg(f,r) para todo n € N, entonces para todo
t#sé€la,b
|n (1) — ()]
[t — s|?

<r.

Tomando limite cuando n — oo, obtenemos que para todo t # s € [a, ]

() ()] _
t—s®  —
Por tanto = € Bg(6,r). O

Observacion 3.33. Sea 0 < a < § < 1. Entonces dados 6 € Hg([a,b]) y r > 0, Bg(0,r)
es un subconjunto compacto de H,([a, b]).

Teorema 3.34 (Existencia de solucién). Sean 0 < o < § < 1y la ecuacién integral

2(8) = f(t) + 2(t) /0 k(t, 7)2(7)dr, (3.18)

donde f € Hz([0,1]), k: [0,1] x [0,1] — R es una funcién continua tal que para todo
t1,ta, s € [0, 1] existe kg < oo verificando

[E(t1,5) = k(t2, 8)| < kglts — ta]”.

Denotemos por K = sup,c(, {fol |k(s,7’)d7’|} y supongamos ademds que ||f||z(2K +
kg) < 1/4. Entonces tiene al menos una solucién en H, ([0, 1]).
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Demostracion.

Parte 1: Definicién de la funcion a la que vamos a aplicar el teorema del punto fijo de
Schauder.
Sea x € Hz([0,1]) y denotemos por T'(x) a la funcién

T(x)(t) = f(t)+ x(t)/o k(t, 7)x(T)dr
para cada ¢ € [0, 1]. Veamos que T'(Hz([0,1])) € Hz([0,1]). Sean ¢, s € [0, 1]

T(x)(t) = T(x)(s)| = ‘f(t) +S€(t)/0 k(t, m)a(r)dr — f(s) — 56(8)/0 k(s, 7)a(r)dr

< If(t) = f(s)| + x(t)/o k(t,T)x(T)dT—x(s)/o k(s, 7)o (r)dr

(3.19)
Por una parte,
() = f(s)| < HjJt - s]°. (3.20)
Y por otra,
o(#) /0 k(t, P)a(r)dr — a(s) /O k(s, 7)o (r)dr (3.21)

x(t)/o k(t,T)x(T)dT—x(s)/O k(s,T)x(r)dr

—i—a:(s)/o k(t,T)x(T)dT—x(s)/o k(s,T)x(T)dr

< a(t) = 2(s)[ K 2]l + !x(S)\/O kglt — s|7w(7)dr.

Dividiendo en (3.19) por |t — s|? y usando (3.20) y (3.21)) junto con las relaciones que
tenemos respecto de las distintas normas,
—7 = Kl + Ksllzllc
|t — s |t — s (3.22)
< Hj + HiK||z|loo + ksllz|3 < Hf + H5K||zlg + ksl 2|5 < oc.

f
< H +

Como esta desigualdad es cierta para cualesquiera ¢, s € [0, 1], T'(x) € Hg([a, b)), es decir,
o Hy(0.1) — Ha(0,1)
x =  T(z): [0,1] — R
t = T()(t) = f(t)+a(t) f, k(t,T)a(r)dr.

Parte 2: Busqueda de subconjunto que verifique las hipétesis del teorema del punto fijo
de Schauder.

De (3.22)) se puede deducir que

IT(@)lls < |T(x)(0)] + 2(0) /0 k(0, 7)a(7)dr + Hj + HEK |[2lls + ksll2|l3

3.23
< lls + Kl + K122 + ksl (3:23)

< 1flls + @K + kg) a3
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Busquemos ahora para qué valores de r € R se verifica que T'(B3(0,7)) € Bs(0,r). Sea

)
x € Bg(0,7); por (3.23)) si ||f|lg + (2K + kg)r? < r, se cumplird que T'(z) C B(0,r). E
decir, para todo r € R tal que

1—\/1—4(2K+k:5)||f||5<r L+ /1 —402K +kg)| fll5
2(2K + ky) = 2(2K + kp) ’

se verifica que T'(B3(0,7)) € Bg(0,r). Observemos que la raiz existe porque || f||s(2K +
kg) < 1/4 por hipétesis.
Parte 3: Tip, (o, es continua respecto || - [[a.

Sea e >0y 0<d<e/(2(2K + 3kg)r). Sean x,y € Bg(0,r) tales que ||z — y|lo < 6.
Por una parte se tiene

T(2)(0) — T'(y)(0)] (3.24)
x(O)/O k(O,T)a:(T)dT—y(O)/O k0, T)y(T)dr

<

:1:(0)/0 k:(O,T)x(T)dT—:L‘(O)/O k0, T)y(T)dr

_|_

x(O)/O k(O,T)y(T)dT—y(O)/O k0, )y(7)dr

£(0) / K(0,7)(x(r) — y(r))dr| + | (z(0) - y(0)) / k(0,7 )y(r)dr

< zllollz = ylloo K + [l = ylloollylloc K

<|zllgllz = ylla K + llz = yllallylls K
2Kre < 2Kre

22K + 3kg)r = 2 (2K) 7

<2Krd<

€

Y por otra,

T (x)(t) = T(y)(t) = (T(x)(s) — T(y)(s))] (3.25)

|t = sl

(1) /0 k(t T)e(r)dr — y(t) /0 k(t, 7)a(r)dr

o
sl

Fy(t) /0 k(t, 7)2(r)dr — y(#) /0 k(t )y (r)dr

_ (33(8) /01 k(s,m)z(T)dr —y(s) /01 k(S,T)x(T)dT)
) (y<s> / (s, P)a(r)dr — y(s) [ P dT)

(x(t) — y(t)) / k(t, P (r)dr + (1) / k(t, ) (a(r) — y(r))dr

1
[t = sl

~(a(s) — y(s)) / K(s, 7)e(r)dr — y(s) / K(s, 7)(x(r) — y(r))dr
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< @) —y@) = (2(s) —y(s))|

N |t = sl

/01 k(t,7)x(T)dr

) =0 | [ i e v
A [0 7) = ks 7))
+W y(t)/o k(t,T)(as(T)—y(T))dT—y(s)/O k(s,7)(z(T) —y(7))dr|.

Ahora bien, si acotamos cada uno de los sumandos obtendremos para el primero de ellos

((0) = (1) = (2(s) = y(s)) / b e

|t — 5|
<z = yllallzlloc i
<IirkK,

(3.26)

donde se ha usado el lema [3.28] en la 1ltima desigualdad. El segundo de los términos de
(3.25) se puede acotar de la siguiente forma:

|$(S)_y(s>’ 1 T) — S, T))x\T)aTt
L [ k) = k(s et
< (o(s) = () = (a(0) = y(O)] + 200) = 9O el [ = ,Tt)_‘jﬁs’”'

. ( . {|x<t> — y(t) — (2(s) — y()lt - s|a} + 1o(0) — M) 2lkolt — 7=

t#s€0,1] |t — s|@

< 2kgllzllslle = ylla < 2kg7 0.

El tercer y tiltimo sumando de lo acotaremos asf: 520
e o0 [ Kt i = o06) [ ks etr) - i
< e o [ K s —o06) [ e et~ wtr)yir
i 9 [ et = woar = oto) [ kst st
< WO =N gy ot o)l = kil — o

< HY K|z — ylla + ksllyllsllz — ylla

< lylloKllz = ylls + ksllylisllz — ylla
< Krd+kgro.

Usando (3.26)), (3.27) y (3.28) en ([3.25)) junto con la eleccién de d, obtendremos que

7)(0) = T)(O) = (TG = TOO - g5 0p 51 Krs s hyrs
£ sl .

= (2Kr + 3kgr)é (3.29)

<€
2.
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Por lo que, teniendo en cuenta (3.24) y (3.29)), se obtiene que

1T () = T(Y)lla <€

si ||z — ylla < &; en conclusién, T es continua en Bg(0, 7).

Parte 4: Aplicamos el teorema del punto fijo de Schauder.

Se tiene, por los apartados anteriores, una aplicacién continua, T' que restringida al con-
junto compacto y convexo (por la observaciént(O, r) valora en si mismo. El teorema
del punto fijo de Schauder afirma que T tiene al menos un punto fijo, x € H,([0,1]), vy
por tanto tiene al menos una solucién en H, ([0, 1]). O



Apéndice

A continuacién se muestra el cddigo en lenguaje Mathematica del algoritmo utilizado
en el ejemplo [1.23]

ClearAl1["Global ‘*"]

NormInf[f_, g_, {x_, a_, b_}] := NMaximize[{Abs[f[x] - glx]], a<=x<=b}
,x] [[1]1]; (*Norma infinitox*)

ulc_] := Loglc + 1]

beta= 0.85;
r = 0.01;
kmax = 20;

TIV_][k_] := Maximize[{ul[cl+beta V[(1 + r)(k - c)], 0<=c<=k},c][[1]]
initialGuess[k_] := 0;
numlter = 91;
flList = NestList[T, initialGuess, numIter];
normDiff = Table[NormInf [fList[[i]], fList[[i + 1]]
, {1k, 0, kmax}], {i, 1, numIter - 13}];

3.04452 9.074467 9.00425307 ©.008287455 ©.0000210385 1.61324x 187"
2.04205 9.0609492 9.0e354e77 ©.000240998 9.0000177065 1.36104x10°°
1.47788 0.8499789 9.00294%66 0.000202115 ©.0000149052 1.14841x1@°®
1.10798 ©.8410531 9.00245873 ©.808169559 0.08000125494 9.69127x 10’
©.848422 0.833774 9.00205069 9.00014229 ©.0000105679 8.17931x 18"’
@.659087 ©.0278253 9.00171131 ©.000119441 8.90085x 10" 6.90406x 1877
©.51744 9.0229546 9.00142884 ©.000100289 7.49809 x 107° 5.82833x 18"’
@.4089561 0.81895%6 9.0011936 ©.0000842312 6.31747 x107° 4.92077x 1077
©.326296 0.8156776 9.808997555 ©.0800707628 5.32362x10° 4.15499x 1077
@.261359 0.0129773 9.00e834091 ©.00e8594631 4.48684 x107° 3.50878x 18"’
@.210291 @.e1e7527 9.008697716 ©.00004998 3.78217 x10°° 2.96338x 1877
©.169855 @.00891765 9.000583881 ©.0e80420191 3.18866 x107° 2.50302x 18"’
@.137652 9.80740213 9.000488814 ©.0080353344 2.68868 x107° 2.11439x 1877
©.111882 0.80614913 9.000409382 ©8.0800297197 2.26742x10°° 1.78628x 1877
@.0911719 ©.08511213 9.000342983 ©.0800250026 1.91244 x107® 1.50924x 187

Figura 1: Lista normDiff
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