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Apéndice 55

Bibliograf́ıa 56



Introducción

Diferentes resultados que permiten determinar bajo qué condiciones una aplicación
tiene un punto invariante, es decir, tal que su imagen sea él mismo, pueden englobarse
bajo la denominación de teoremas del punto fijo. Los teoremas del punto fijo tienen sus
oŕıgenes en el siglo XIX con trabajos de destacados matemáticos como Banach, Brouwer,
Schauder, Kakutani o Lefschetz. Este trabajo, como sugiere el t́ıtulo, estudiará tres de
dichos teoremas (Banach, Brouwer y Schauder) junto con algunas aplicaciones de cada
uno de ellos.

El principio de las aplicaciones contractivas de Banach es posiblemente el teorema del
punto fijo más conocido, se tratará en el caṕıtulo 1. Fue enunciado y demostrado en 1922
por el matemático polaco Stefan Banach, conocido por sus contribuciones en la teoŕıa de
espacios vectoriales normados y en la teoŕıa de las ecuaciones integrales. Banach presentó
el teorema en su trabajo titulado ”Sur les opérations dans les ensembles abstraits et
leur application aux équations intégrales” (sobre las operaciones en conjuntos abstractos
y su aplicación en las ecuaciones integrales) publicado en Fundamenta Mathematicae.
Este teorema establece que toda función continua y contractiva definida en un espacio de
Banach no vaćıo tiene un único punto fijo. En este trabajo se recoge su demostración y se
presentan dos aplicaciones del mismo: una en el contexto de ecuaciones diferenciales y otra
en el de programación dinámica. El teorema del punto fijo de Banach permite establecer
la existencia y unicidad de soluciones tanto para ciertos tipos de ecuaciones diferenciales
como para la ecuación de Bellman en el ámbito de programación dinámica.

El caṕıtulo 2 está dedicado al teorema del punto fijo de Brouwer. Este teorema en
su forma más simple establece que toda función continua definida de la bola unidad ce-
rrada de un espacio eucĺıdeo de dimensión finita en śı misma tiene al menos un punto
fijo. Alguna versión inicial ya era conocida anteriormente; en 1817, el matemático che-
co Bernard Bolzano demostró la versión unidimensional del teorema. En 1909, Brouwer
probó su versión del teorema del punto fijo para dimensiones 2 y 3; y en 1910, demostró
el teorema del punto fijo para cualquier dimensión finita. La demostración de Brouwer
fue posteriormente simplificada por el matemático francés Jacques Hadamard. En 1912,
Brouwer publicó una serie de formulaciones y demostraciones del teorema del punto fijo
de Hadamard, lo que llevó a una mayor comprensión y aplicación del teorema. En el
caṕıtulo del teorema del punto fijo de Brouwer, además de detallar su demostración, se
estudiarán sus aplicaciones en la teoŕıa de juegos y el álgebra lineal. En el contexto de
la teoŕıa de juegos, se estudiará la existencia de puntos de equilibrio en juegos finitos no
cooperativos. Por otro lado, en el ámbito del álgebra lineal, se abordarán dos teoremas
ampliamente conocidos. En primer lugar, se demostrará el teorema de Perron-Frobenius,
acerca de la existencia de vectores y valores propios de matrices positivas. En segundo
lugar, se abordará el teorema fundamental del álgebra, que establece que todo polinomio
no constante tiene al menos una ráız compleja.
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2 ÍNDICE GENERAL

Finalmente, el caṕıtulo 3 está dedicado al teorema del punto fijo demostrado en 1930
por el matemático Juliusz Schauder. Durante su tiempo en la universidad de Lwów,
Schauder coincidió con Stefan Banach; ambos trabajaron estrechamente en el desarrollo
de las matemáticas. El teorema de Schauder se considera una generalización del teorema de
Brouwer para espacios de dimensión arbitraria. Este resultado ha encontrado aplicaciones
en diversos campos, en particular, en este trabajo se estudiarán dos de ellas. En primer
lugar, se demostrará el teorema de Lomonosov, que establece propiedades sobre ciertas
clases de operadores lineales en espacios de Banach. Además como aplicación se presenta
aqúı, en el contexto de las ecuaciones integrales, un método para determinar la existencia
de soluciones a dichas ecuaciones.



Caṕıtulo 1

Teorema del punto fijo de Banach

En esta sección se presenta el teorema del punto fijo de Banach, que establece una
condición suficiente para la existencia y unicidad de un punto fijo en una aplicación conti-
nua. Además el teorema proporciona de manera expĺıcita una forma de llegar a la solución
aproximada mediante un proceso iterativo. Un gran número de teoremas de existencia y
unicidad se basan en esta herramienta. Este resultado tiene muchas aplicaciones en dife-
rentes campos de las matemáticas que serán explicados a lo largo del caṕıtulo. Se planteará
concretamente su aplicación en la teoŕıa de ecuaciones diferenciales y en la teoŕıa de los
sistemas dinámicos.

1.1 Enunciado y demostración del teorema

Banach demostró por primera vez este teorema en [3] en 1922. Es un resultado am-
pliamente conocido y su demostración también se puede encontrar en [1] o [11].

Definición 1.1. Sea (X, d) un espacio métrico, decimos que es completo si verifica que
toda sucesión de Cauchy de elementos de X es convergente en X. Un espacio vectorial
normado completo recibe el nombre de espacio de Banach.

Observación 1.2. Un subespacio vectorial cerrado de un espacio de Banach es un espacio
de Banach.

Definición 1.3. Sea (X, d) un espacio métrico. Decimos que una aplicación f : X −→ X
es lipschitziana si existe una constante real M > 0 tal que d(f(x), f(y)) ≤ M d(x, y) para
todo x, y ∈ X. En este caso diremos que M es la constante de Lipschitz de f .

Definición 1.4. Sean (X, d) un espacio métrico y f : X −→ X una aplicación lipschitzia-
na con constante de Lipschitz M . Si M < 1, se dice que f es contractiva.

Observación 1.5. Toda aplicación Lipschitziana es continua.

Teorema 1.6 (Teorema del punto fijo de Banach). Sean (X, d) un espacio métrico com-
pleto y f : X −→ X una aplicación contractiva. Entonces f tiene un único punto fijo.

Demostración. Sean M la constante de contracción de f y x0 ∈ X cualquiera. Constru-
yamos la sucesión {xn}n∈N definida de la siguiente manera:

xn+1 = f(xn)

3



4 1.1 Enunciado y demostración del teorema

para cada n ∈ N. Veamos que esta sucesión es de Cauchy. Sean n,m ∈ N, y supongamos
por ejemplo n < m, entonces aplicando la desigualdad triangular

d(xn, xm) ≤ d(xn, xn+1) + ...+ d(xm−1, xm). (1.1)

Tengamos en cuenta que f es contractiva,

d(xi, xi+1) = d(f(xi−1), f(xi)) ≤ M d(xi−1, xi)

= Md(f(xi−2), f(xi−1)) ≤ M2d(xi−2, xi−1)

= ... ≤ M id(x0, x1)

(1.2)

para todo i ∈ N. Sustituyendo en (1.1) se obtiene

d(xn, xm) ≤ (Mn + ...+Mm−1) d(x0, x1) ≤

(
∞∑
k=n

Mk

)
d(x0, x1)

=
Mn

1−M
d(x0, x1),

(1.3)

donde al ser M < 1, se ha usado la convergencia de la serie geométrica. Como M < 1,
ĺımn→∞Mn = 0, de modo que{

Mn

1−M
d(x0, x1)

}
n→∞−−−→ 0

y de (1.3) se deduce que la sucesión {xn}n∈N es de Cauchy. Como (X, d) es un espacio
completo, la sucesión {xn}n∈N es convergente; denotemos y = ĺım

n→∞
xn. Dado que f es

continua (por ser lipschitziana),

f(y) = f( ĺım
n→∞

xn) = ĺım
n→∞

f(xn) = ĺım
n→∞

xn+1 = y.

Con lo que queda demostrado que la aplicación tiene al menos un punto fijo.
Estudiemos ahora la unicidad del punto fijo. Si existieran dos puntos fijos distintos

x1, x2, se verificaŕıa, usando que f es contractiva y que M < 1

d(x1, x2) = d(f(x1), f(x2)) ≤ Md(x1, x2) < d(x1, x2),

lo cual no puede ocurrir ya que d(x1, x2) ̸= 0. Por tanto bajo las condiciones del enunciado
la aplicación tiene un único punto fijo.

Observación 1.7. Por la unicidad del teorema 1.6, se puede afirmar que, dado un ele-
mento cualquiera y0 ∈ X, si construimos la sucesión yj = f(yj−1), con j ∈ N, dicha
sucesión converge al punto fijo de la aplicación f .

Veamos ahora que se pueden relajar las condiciones del teorema, basta con que alguna
potencia de f sea contractiva para que la aplicación tenga un punto fijo.

Corolario 1.8. Sea (X, d) un espacio métrico completo. Si para algún p ∈ N fp es una
aplicación contractiva, entonces f tiene un único punto fijo.
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Demostración. Se usará la siguiente notación

fp =
p

f ◦ ... ◦ f.

Aplicando el teorema 1.6 a la aplicación fp,que es contractiva por hipótesis, ésta tiene un
único punto fijo a ∈ X, fp(a) = a. Por una parte se tiene que

fp+1(a) = f(fp(a)) = f(a)

y por otra
fp+1(a) = fp(f(a)),

de donde obtenemos que f(a) = fp(f(a)); como el punto fijo de fp es único, se debe
cumplir que

f(a) = a.

Es decir, f tiene un punto fijo.

Corolario 1.9. Sea (X, d) un espacio métrico completo y f : X −→ X una aplicación
contractiva (M su constante de contracción) con w ∈ X su punto fijo. Sea x0 ∈ X y
tomemos {xn}n∈N = {f(xn−1)}n∈N. Se verifica que

d(xp, w) ≤
Mp

1−M
d(x0, x1).

Demostración. En primer lugar veamos que para todo y, z ∈ X

d(y, z) ≤ d(y, f(y)) + d(z, f(z))

1−M
. (1.4)

Por la desigualdad triangular y teniendo en cuenta que f es contractiva

d(y, z) ≤ d(y, f(y)) + d(f(y), f(z)) + d(f(z), z)

≤ d(y, f(y)) +M d(x, y) + d(f(z), z),

Operando se llega al resultado deseado. A continuación probemos que dado x ∈ X se
verifica

d(fn(x), fm(x)) ≤ Mn +Mm

1−M
d(x0, x1). (1.5)

Basta usar (1.4), (1.3) y teniendo en cuenta que f es contractiva

d(fn(x), fm(x)) ≤ 1

1−M
(d(fn(x), fn+1(x)) + d(fm(x), fm+1(x)))

≤ Mn +Mm

1−M
d(x0, x1).

(1.6)

Finalmente demostremos la desigualdad del enunciado. Observemos que w = ĺımn→∞ xn

y que M < 1, entonces sustituyendo en (1.6) y tomando ĺımite cuando n tiende a infinito,

d(xp, w) = d(xp, ĺım
n→∞

xn) ≤ ĺım
n→∞

Mp +Mn

1−M
d(x0, x1)

=
Mp

1−M
d(x0, x1).
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Observación 1.10. La condición de que la aplicación sea contractiva en el teorema 1.6
es necesaria; no basta con que sea lipschitziana. Como ejemplo ilustrativo consideremos
una aplicación f que sea lipschitziana, no contractiva, y probemos que no tiene un punto
fijo.

f : (0,∞) −→ (0,∞)
x 7−→ x+ 1

x

Esta aplicación es lipschitziana ya que

f ′(x) = 1− 1

x2
< 1

para todo x ∈ (0,∞), y aplicando el teorema del valor medio podemos afirmar que

|f(y)− f(x)| ≤ |x− y|.

Por lo tanto esta aplicación es lipschitziana con constante de Lipschitz igual a 1. Supon-
gamos que existiera un punto fijo de f, a, entonces

a = a+
1

a
,

por lo que
a2 = a2 + 1,

despejando llegaŕıamos a que 0 = 1, por lo tanto no puede existir dicho punto fijo. La
situación se ilustra un poco más con la siguiente figura.

Figura 1.1: Gráfica de la función f(x) = x+ 1/x y de la recta y = x.
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1.2 Aplicaciones del teorema del punto fijo de

Banach

Una de las aplicaciones más conocidas del teorema del punto fijo de Banach se en-
cuentra en la teoŕıa de ecuaciones diferenciales. En particular, este teorema se utiliza
para demostrar la existencia y unicidad de soluciones para ciertos tipos de ecuaciones
diferenciales. Otra aplicación se encuentra en la programación dinámica. Esta técnica es
utilizada para resolver problemas de optimización en los que la solución óptima depende
de las decisiones tomadas en el pasado. El teorema del punto fijo de Banach proporciona
las condiciones necesarias para garantizar la existencia de una solución óptima en estos
problemas.

1.2.1 Ecuaciones diferenciales

Se demostrará en este apartado un teorema de existencia y unicidad de solución del
siguiente problema de valor inicial (o de Cauchy){

y′(t) = f(t, y(t))
y(t0) = y0

(1.7)

donde I ⊆ R es un intervalo de la recta real, t0 ∈ I, U ⊆ Rn es un abierto con y0 ∈ U y
f : I ×U −→ Rn es una función continua. En cuanto a las referencias, se utilizarán [20] y
[18]. A lo largo de la sección denotaremos por ∥ · ∥ a la norma usual en Rn y | · | a la de R.

Se dice que una función diferenciable u : I −→ Rn es solución de (1.7) si para todo
t ∈ I, u(t) ∈ U y u′(t) = f(t, u(t)). Por el teorema fundamental del cálculo integral, el
problema (1.7) es equivalente a

y(t) = y0 +

∫ t

t0

f(x, y(x))dx. (1.8)

Lema 1.11. Sea J ⊂ R un intervalo cerrado. El espacio E = C(J,Rn), de las funciones
continuas de J en Rn dotado de la norma

∥x∥∞ = sup
t∈J

{∥x(t)∥}

es un espacio de Banach.

Demostración. ∥ · ∥∞ es una norma, está bien definida ya que J está acotado. Veamos
que toda sucesión de Cauchy en E es convergente. Consideremos una sucesión de Cauchy
{xn}n∈N de elementos de E. Sea ϵ > 0, existe n0 ∈ N tal que para todo n,m ≥ n0

∥xn − xm∥∞ ≤ ϵ,

por tanto
∥xn(t)− xm(t)∥ ≤ ϵ
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para todo t ∈ J , n,m ≥ n0. Entonces, para cada t ∈ J , la sucesión {xn(t)}n∈N es una
sucesión de Cauchy en Rn, que es un espacio métrico completo. Consideremos la siguiente
función, que está bien definida

x : J −→ Rn

t 7→ ĺımn→∞ xn(t)
.

Por tanto, podemos afirmar por propia construcción de x que dado ϵ > 0, existe N0 ∈ N
tal que

∥xn(t)− x(t)∥ ≤ ϵ

para todo n ≥ N0, t ∈ J . Esto prueba que {xn}n∈N converge a x en E. Para terminar la
demostración basta con que veamos que x ∈ E, es decir, hay que ver que x es continua.
Fijemos n ≥ N0, como xn es continua, para todo ϵ > 0 existe δ > 0 tal que para todo
t1, t2 ∈ J con |t1 − t2| ≤ δ, se tiene que ∥xn(t1) − xn(t2)∥ ≤ ϵ. Por lo tanto, aplicando la
desigualdad triangular

∥x(t1)− x(t2)∥ ≤ ∥x(t1)− xn(t1)∥+ ∥xn(t1)− xn(t2)∥+ ∥xn(t2)− x(t2)∥ ≤ 3 ϵ

para todo n ≥ N0, t1, t2 ∈ J tal que |t1−t2| < δ. Por lo tanto x es uniformemente continua
en J .

Lema 1.12. Sea J un intervalo cerrado de R y denotemos por B(0, R) ⊂ Rn a la bola
cerrada de radio R centrada en el origen. El espacio E ′ = C(J,B(0, R)) dotado de la
norma ∥ · ∥∞ es un subespacio cerrado de E = C(J,Rn).

Demostración. Sea {xn}n∈N una sucesión convergente de funciones de E ′; para cierto
x ∈ E

ĺım
n→∞

xn = x.

Veamos que x ∈ E ′. Dado ϵ > 0 existe n0 ∈ N tal que para todo n ≥ n0 se verifica

∥xn − x∥∞ < ϵ/3.

Como xn es continua en J , para cualquier ϵ > 0, existe δ > 0 tal que, si |t1 − t2| < δ
con t1, t2 ∈ J , entonces ∥xn(t1)− xn(t2)∥ < ϵ/3. Ahora, dado cualquier t1, t2 ∈ J tal que
|t1 − t2| < δ, tenemos:

∥x(t1)− x(t2)∥ ≤ ∥x(t1)− xn(t1)∥+ ∥xn(t1)− xn(t2)∥+ ∥xn(t2)− x(t2)∥
< ϵ/3 + ϵ/3 + ϵ/3 = ϵ

por lo tanto, x es una función continua. Falta por probar que x (J) ⊆ B(0, R). Dado que
xn ∈ E ′ para todo n ∈ N, se tiene que |xn(t)| ≤ R para todo t ∈ J y todo n ∈ N. Tomando
ĺımites cuando n → ∞, obtenemos |x(t)| ≤ R para todo t ∈ J .

Observación 1.13. Se ha demostrado que C(J,B(0, R)) es un cerrado de C(J,Rn), el
resultado también es válido para cualquier bola que no esté centrada en el origen.
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Teorema 1.14 (Existencia y unicidad). Sea f una función continua f : I × U −→ Rn

con I ⊆ R un intervalo cerrado y U ⊆ Rn subconjunto abierto. Supongamos además que
f es lipschitziana en la segunda variable, es decir, existe una constante M ∈ R+ = (0,∞)
tal que

∥f(t, y1)− f(t, y2)∥ ≤ M∥y1 − y2∥ t ∈ I, y1, y2 ∈ U.

Entonces existe un entorno de t0 ∈ I contenido en I donde el problema de valor inicial{
y′(t) = f(t, y(t))
y(t0) = y0

(1.9)

con y0 ∈ U , tiene solución única.

Demostración. Fijemos un intervalo J = [t0 − a, t0 + a] ⊆ I con a ∈ R+, sin especificar
inicialmente. Por simplificar notación, también denotaremos por y0 a la función constante
y0. Elijamos δ > 0 de manera que :

B∞(y0, δ) = {v ∈ C(J,Rn) : ∥v − y0∥∞ ≤ δ} ⊂ C(J,Rn) = C

B(y0, δ) = {z ∈ Rn : ∥z − y0∥ ≤ δ} ⊂ U ⊆ Rn.

Llamemos L a la cota superior de f en J × B(y0, δ), que existe por ser f una función
continua y el conjunto considerado un compacto. Denotemos por E = C(J,B(y0, δ)) al
conjunto de las funciones continuas que valoran de J en B(y0, δ) y fijemos a verificando:

0 < a < mı́n

{
δ

L+ 1
,
1

M

}
.

Sea x ∈ E, para cada t ∈ J definamos T :

T (x)(t) = y0 +

∫ t

t0

f(s, x(s))ds.

Con esta elección de a se cumple

∥T (x)(t)− y0∥ =

∥∥∥∥∫ t

t0

f(s, x(s))ds

∥∥∥∥ ≤
∫ t

t0

∥f(s, x(s))∥ds

≤
∫ t

t0

Lds = L (t− t0)

≤ L · a < (L+ 1) a < δ

para todo t ∈ J . En concreto, tomando supremos podemos afirmar que ∥T (x)−y0∥∞ < δ.
Por otra parte, con esta elección de a, también se verifica que T es contractiva ya que
para todo u, v ∈ E,

∥T (u)− T (v)∥∞ = sup
t∈J

{∥∥∥∥∫ t

t0

(f(s, u(s))− f(s, v(s)))ds

∥∥∥∥}
≤ sup

t∈J

{∫ t

t0

∥f(s, u(s))− f(s, v(s))∥ds
}

≤ sup
t∈J

{∫ t

t0

M∥u(s)− v(s)∥ds
}

≤ sup
t∈J

{∫ t

t0

M∥u− v∥∞ds

}
≤ aM∥u− v∥∞
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y como aM < 1, T es contractiva. Por tanto la aplicación T queda definida correctamente
de la siguiente manera

T : E −→ E
x 7→ T (x) : J −→ B(y0, δ)

t 7→ T (x)(t) = y0 +
∫ t

t0
f(s, x(s))ds.

Observese además que E es un espacio de Banach, ya que es un cerrado de C(J,Rn) por
la observación 1.13; por el lema 1.11 es un espacio de Banach. Por el teorema 1.6, T tiene
un único punto fijo, es decir el problema de valor inicial (1.9) tiene solución única.

1.2.2 Programación dinámica

La programación dinámica es una técnica que permite encontrar una solución de un
problema de optimización de manera secuencial. El matemático Richard Bellman introdu-
jo el concepto en el siglo XX y enunció el principio de optimalidad, ”una poĺıtica óptima
tiene la propiedad de que cualquiera que sea el estado inicial y la decisión inicial, las
decisiones restantes deben constituir una poĺıtica óptima con respecto al estado resultante
de la primera decisión”. El objetivo de esta sección será plantear un modelo básico de
crecimiento económico y utilizar la programación dinámica y el teorema del punto fijo
de Banach para demostrar que el problema propuesto tiene solución. Comencemos mo-
delando la situación matemáticamente, supongamos que se cuenta inicialmente con una
cantidad x0. Se debe tomar una decisión acerca de cuánto puede consumir y cuánto no
para poder invertir en un futuro. Después se deberá tomar la misma decisión, pero esta
vez habrá un saldo distinto sobre el que decidir, y aśı sucesivamente. El problema que se
plantea es tomar las decisiones de manera que el sistema funcione de manera óptima. Se
usará la denominada ecuación de Bellman para encontrar la estrategia óptima, se verá en
esta sección que esta ecuación tiene solución usando como referencia el caṕıtulo 3 de [19]
y la sección II.6 de [11]. Las variables que se van a usar para plantear el problema son las
siguientes:

Tiempo: Denotemos por T al conjunto de momentos en los cuales se tiene que
tomar una decisión, podŕıa ser un conjunto discreto o continuo; por simplificar,
consideramos que es un conjunto discreto: T = {t0, t1, t2, ...}.

Estados: Se denotará por K = {k0, k1, k2, ...}, simboliza de qué información se dis-
pone en cada instante: ki es la información de la que se dispone en tiempo ti. Esta
información condicionará a la toma de decisiones.

Decisiones: Se observa el estado ki en el que nos encontramos y se toma una decisión,
que denotaremos por ci, simboliza el consumo en el instante ti: C = {c0, c1, c2, ...}.

Función de utilidad: Se cuenta con una función de utilidad u(c), que da informa-
ción de qué beneficios da una decisión c. Es una función continua, diferenciable y
estrictamente creciente

u : R+ = [0,∞) −→ R
c 7−→ u(c).
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Supongamos además que existe una razón de descuento, β ∈ [0, 1), un factor que simboliza
que cuanto antes se reciba la ganancia, más valor tiene. Se busca maximizar la recompensa,
tomar las decisiones {c0, c1, ..} tales que el resultado de la serie

∞∑
t=0

βtu(ct)

sea máximo. Se debe tener en cuenta una serie de restricciones en cada periodo, si consi-
deramos una tasa de interés r, el estado del individuo en el instante t tiene la siguiente
forma:

kt = kt−1 · r − ct−1 · r + kt−1 − ct−1 = (1 + r)(kt−1 − ct−1)

para cada t ∈ N. Supongamos también, por simplificar, que no se puede consumir más
de lo que se tiene, es decir, 0 ≤ ct ≤ kt para todo t ∈ N. En conclusión, el problema a
estudiar queda planteado de aśı:

máx
{ct}

∞∑
t=0

βt u(ct)

sujeto a ≡ s.a


kt = (1 + r)(kt−1 − ct−1) para todo t ∈ N, t ≥ 1

0 ≤ ct ≤ kt para todo t ∈ N
k0 = x0

,

donde recordemos que x0 es el capital inicial. El objetivo es encontrar una elección de C
para que el sistema sea óptimo. Dado k ∈ R, definamos para cada T ∈ N la siguiente
función, conocida como función valor,

VT (k) = máx
{ct}

∞∑
t=T

βtu(ct)

s.a


kt = (1 + r)(kt−1 − ct−1) para todo t ∈ N, t ≥ T + 1

0 ≤ ct ≤ kt para todo t ∈ N, t ≥ T

kT = k

.

(1.10)

VT simboliza el valor máximo de las ganancias que se espera obtener cuando se comienza a
tomar decisiones en el instante T . Veamos que la función VT definida como antes satisface
la que se conoce como ecuación de Bellman:

VT (k) = máx
0≤cT≤k

{u(cT ) + βVT (k
′)}

s.a
{
k′ = (1 + r)(k − cT ) .

(1.11)
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Partimos de (1.10) para llegar a (1.11) y supongamos por ejemplo T = 0:

máx
0≤ct≤kt

kt=(1+r)(kt−1−ct−1)

∞∑
t=0

βtu(ct)

= máx
0≤ct≤kt

kt=(1+r)(kt−1−ct−1)

{
β0u(c0) + β1u(c1) + β2u(c2) + β3u(c3)...

}
= máx

0≤ct≤kt
kt=(1+r)(kt−1−ct−1)

{
β0u(c0) + β(β0u(c1) + β1u(c2) + β2u(c3)...)

}
= máx

0≤c0≤k
{u(c0) + βV0(k

′)} .

siendo k′ = (1+r)(k−c0). Por tanto, el problema de enconctrar una elección de decisiones
que optimicen el sistema, {ct}t∈N, se transforma en encontrar una función V = V0 que
satisfaga (1.11). V describe el mejor valor que se puede dar en cada estado. Sea k ∈ K
un estado,V (k) simboliza la ganancia óptima que se puede dar en k. Con el valor V (k)
podremos deducir cuál es el valor óptimo de consumo en ese momento, y se podrá calcular
el siguiente estado. Estamos resolviendo el problema inicial de manera secuencial, de aqúı
el uso de la programación dinámica. Para estudiar la existencia de solución de (1.11), se
usarán los siguientes conceptos y resultados:

Definición 1.15. Una correspondencia entre dos conjuntos X e Y es una aplicación
φ : X → P(Y ), donde P(Y ) es el conjunto partes de Y .

Definición 1.16. Dada una correspondencia entre dos conjuntos X e Y , φ : X → P(Y ),
diremos que es compacta si para todo x ∈ X, φ(x) es un conjunto compacto.

Definición 1.17. Dada una correspondencia entre dos conjuntos X e Y , φ : X → P(Y ),
se dice que φ es semicontinua inferior en un punto x ∈ X si φ(x) es no vaćıo, y para
cada y ∈ φ(x), y toda sucesión {xn}n∈N que converja a x, existe n0 ∈ N y una sucesión
{yn}n≥n0 con yn ∈ φ(xn) tal que yn → y.

Definición 1.18. Dada una correspondencia entre dos conjuntos X e Y , φ : X → P(Y ),
se dice que φ es semicontinua superior en un punto x ∈ X si es compacta, φ(x) es no vaćıo
y para toda sucesión {xn}n∈N que converja a x y toda sucesión {yn}n∈N con yn ∈ φ(xn),
se verifica que {yn}n∈N tiene alguna subsucesión convergente en φ(x).

Definición 1.19. Dada una correspondencia entre dos conjuntos X e Y , φ : X → P(Y ),
se dice que φ es continua si es semicontinua superior e inferior en todo x ∈ X.

Teorema 1.20 (Teorema del máximo). Sean X ⊆ Rn, Y ⊆ Rm y f : X × Y −→ R una
función continua. Consideremos también Γ: X −→ Y una correspondencia compacta y
continua. Entonces la función máx

y∈Γ(x)
f(x, y) es continua.

La demostración de este teorema se puede encontrar en el caṕıtulo 3 de [19].
En lo que sigue, como se ha hecho en apartados anteriores, se denotará por | · | a la

norma en R, ∥·∥ a la norma en Rn y dada una función f : Rn −→ R, ∥f∥∞ = supt∈Rn{f(t)}.
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Lema 1.21 (Condiciones sufcientes de Blackwell para contracciones). Sea X ⊆ Rn y
denotemos por E al conjunto de las funciones continuas y acotadas de X en R, dotemos
a E de la norma del supremo. Sea T : E −→ E un operador satisfaciendo las siguientes
condiciones:

i) Dadas v1, v2 ∈ E con v1(k) ≤ v2(k) para todo k ∈ X, entonces T (v1)(k) ≤ T (v2)(k)
para todo k ∈ X.

ii) Existe β ∈ (0, 1) tal que

T (v + a)(k) ≤ T (f)(k) + β a para todo v ∈ E, a ≥ 0, k ∈ X,

donde (v + a)(k) = v(k) + a.

Entonces T es una aplicación contractiva.

Demostración. Sean v1, v2 ∈ E. Por definición de la norma, v1 ≤ v2+∥v1−v2∥∞. Aplicando
el operador en ambos lados de la desigualdad y utilizando la segunda de las condiciones,
se obtiene

T (v1) ≤ T (v2 + ∥v1 − v2∥∞) ≤ T (v2) + β∥v1 − v2∥∞.

Repitiendo al mismo argumento sustituyendo v1 por v2,

T (v2) ≤ T (v1) + β∥v1 − v2∥∞ =⇒ T (v1)− T (v2) ≥ −β∥v1 − v2∥∞.

Combinando ambas desigualdades:

∥T (v1)− T (v2)∥∞ ≤ β∥v1 − v2∥∞.

Teorema 1.22 (Existencia y unicidad de solución para la ecuación de Bellman). Sea E
el espacio de las funciones continuas y acotadas de R+ en R. Existe una única función
V ∈ E tal que es solución de la siguiente ecuación funcional

V (k) = máx
0≤c≤k

{u(c) + βV (k′)}

s.a
{
k′ = (1 + r)(k − c)

.

Demostración. Observemos que E dotado con la norma del supremo es un espacio de
Banach. Sea {fn}n∈N una sucesión de Cauchy en E. Para todo ϵ > 0, existe un n0 ∈ N
tal que si n,m > n0, entonces

∥fn − fm∥∞ < ϵ.

Por definición de la norma del supremo, para todo x ∈ R+, |fn(x) − fm(x)| < ϵ. En
particular, para cada x ∈ R+, {fn(x)}n∈N es una sucesión de Cauchy en R, que es completo.
Por lo tanto, para cada x ∈ R+, la sucesión {fn(x)}n∈N converge a un punto en R, que
llamaremos f(x). Ahora definamos la siguiente función

f : R+ −→ R
x 7→ f(x) = ĺımn→∞ fn(x)
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Veamos que f ∈ E y que fn → f con la norma del supremo. Primero, debemos demostrar
que f está acotada. Como fn es acotada para todo n ∈ N, existe M tal que ∥fn∥∞ ≤ M
para todo n, entonces para todo x ∈ R+, |f(x)| ≤ M . Por lo tanto, f es acotada.

Para todo ϵ > 0, existe un entero n0 tal que ∥fn − fm∥∞ < ϵ/2 para todo m,n > n0.
Además, fijado x ∈ R+, por la definición de f existe nx ∈ N tal que |fn(x)− f(x)| < ϵ/2
para todo n > nx. Teniendo en cuenta estas desigualdades, para todo n > n0, m >
máx{n0, nx},

|fn(x)− f(x)| ≤ |fn(x)− fm(x)|+ |fm(x)− f(x)| < ϵ

2
+

ϵ

2
= ϵ.

Como esto es válido para cualquier x ∈ R+,

∥fn − f∥∞ < ϵ

para todo n > n0. Queda demostrado que E es un espacio de Banach. Consideremos la
aplicación T , definida por

T : E −→ E
V 7−→ T (V ) : R+ 7−→ R+

k −→ T (V )(k)
,

donde
T (V )(k) = máx

0≤c≤k
{u(c) + βV (k̄)}

s.a
{
k̄ = (1 + r)(k − c)

.

En primer lugar comprobemos que T está bien definida, sea v ∈ E cualquiera, veamos que
T (v) es continua y acotada. Observemos en primer lugar que el conjunto sobre el cual se
está maximizando es un compacto, y la función a maximizar es continua por composición
de funciones continuas, por lo que T (v) está acotada. Por otro lado, consideremos la
siguiente correspondencia

Γ: R −→ R
k 7→ Γ(k) = {c ∈ R : 0 ≤ c ≤ k} ,

veamos que es compacta y continua. Dado x ∈ R cualquiera, Γ(x) es un subconjunto
cerrado y acotado de R,es decir, un compacto, por lo que Γ es una correspondencia
compacta. Para ver que es continua debemos ver que es semicontinua superior e inferior.
Observemos que dado x ∈ R, Γ(x) siempre es no vaćıo.

Veamos que Γ es inferiormente semicontinua. Sea x ∈ R y {xn}n∈N una sucesión que
converge a x. Sea y ∈ Γ(x), es decir, 0 ≤ y ≤ x. Entonces, se puede elegir n0 ∈ N tal
que 0 ≤ y ≤ xn para cada n ≥ n0. Luego, para cada n ≥ n0, definamos yn = y. Aśı
que, yn ∈ Γ(xn) para todo n ≥ n0, porque 0 ≤ y ≤ xn para todo n ≥ n0. Además, la
sucesión {yn} es constante, y por lo tanto converge a y. En definitiva, Γ es inferiormente
semicontinua.

Veamos a continuación que Γ es superiormente semicontinua. Sea {xn}n∈N una sucesión
en R que converge a x ∈ R, y sea {yn}n∈N una sucesión verificando yn ∈ Γ(xn) para cada
n ∈ N. Debemos demostrar que existe una subsucesión de {yn} que converge a algún
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elemento de Γ(x). Por definición de Γ, sabemos que Γ(x) es el intervalo cerrado [0, x],
que es un conjunto compacto. Ahora, supongamos que {xn} es una sucesión convergente
a x, y {yn} es una sucesión en Γ(xn). Entonces, cada yn es un número real tal que
0 ≤ yn ≤ xn. Por lo tanto, 0 ≤ yn ≤ x para todo n, y aśı {yn} es una sucesión acotada.
Por el teorema de Bolzano-Weierstrass, sabemos que toda sucesión acotada tiene una
subsucesión convergente. Por lo tanto, existe una subsucesión de {yn}, que denotaremos
también como {yn} por simplicidad, que converge a algún número real y. Ahora, debemos
demostrar que y ∈ Γ(x), es decir, que 0 ≤ y ≤ x. Para ello, tengamos en cuenta que
0 ≤ yn ≤ xn, tomando ĺımite cuando n tiende a infinito, se obtiene que 0 ≤ y ≤ x, por
tanto y ∈ Γ(x).

Por el teorema 1.20,
máxc∈Γ(k){u(c) + βv(k̄)}
s.a

{
k̄ = (1 + r)(k − c)

es continua. En resumen, T está bien definido.
Veamos que T es un operador contractivo, es suficiente ver que satisface las condiciones

del lema 1.21. Sean v1, v2 ∈ E con v1(k) ≤ v2(k) para todo k ∈ R+. Entonces

T (v1)(k) = máx
c≤k

{u(c) + βv1((1 + r)(k − c))} ≤ máx
c≤k

{u(c) + βv2((1 + r)(k − c))}

= T (v2)(k),

por lo que se cumple la primera de las condiciones. Para la segunda, dado a ≥ 0, para
todo v ∈ E

T (v + a)(k) = máx
c≤k

{u(c) + β(v + a)((1 + r)(k − c))}

= máx
c≤k

{u(c) + βv((1 + r)(k − c))}+ β a

= T (v)(k) + β a.

Por lo tanto el operador T es una aplicación contractiva. Por el teorema del punto fijo
de Banach, T tiene un único punto fijo V ∈ E, esta es la función que es solución de la
ecuación de Bellman (1.11).

Ejemplo 1.23. Estudiemos un caso particular, fijemos, por ejemplo, la tasa de interés
r = 0, 01, el factor de descuento β = 0, 85 y la función utilidad u(c) = ln(c + 1). El
problema quedaŕıa planteado aśı:

T (V )(k) = máx
0≤c≤k

{ln(c+ 1) + 0, 85V (k̄)}

s.a
{
k̄ = (1 + 0, 01)(k − c)

.

Utilizando el código inclúıdo en el apéndice se puede representar la figura 1.2, que muestra
cómo se va aproximando la solución al punto fijo de T , partiendo de una función inicial
V (k) = 0 y aplicando el operador T repetidamente.
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Figura 1.2: Aproximación al punto fijo por reiteración del operador T

Además, se puede calcular la norma infinito de la diferencia entre las aproximaciones
de la solución obtenidas en iteraciones consecutivas.

Figura 1.3: Representación gráfica del error en función del número de iteraciones n con
n ∈ [0, 90] y con n ∈ [80, 90].



Caṕıtulo 2

Teorema del punto fijo de Brouwer

El teorema del punto fijo de Brouwer establece que cualquier función continua del
disco unidad cerrado de un espacio eucĺıdeo de dimensión finita en śı mismo tiene al
menos un punto fijo. El teorema fue demostrado por primera vez en [6]. En este trabajo
se generalizará este resultado, probando que cualquier función continua de un subespacio
compacto y convexo de un espacio eucĺıdeo de dimensión finita en śı mismo tiene como
mı́nimo un punto fijo. Es un teorema de existencia (asegura que bajo ciertas condiciones
la función considerada tiene al menos un punto fijo), pero no proporciona ninguna forma
de hallarlo, a diferencia del teorema del punto fijo de Banach estudiado anteriormente,
que provee un algoritmo concreto para encontrarlo.

2.1 Enunciado y demostración del teorema

A lo largo del tiempo se han proporcionado diversas pruebas, se demostrará en esta
sección el teorema de una manera anaĺıtica usando resultados conocidos del análisis real.
Entre las fuentes que se han utilizado para la demostración se encuentran [16], [10] y el
caṕıtulo 10 de [20]. Durante esta sección se utilizarán la la norma y el producto interior
usual en Rn, se denotará la norma de un vector x de Rn como ∥x∥ y el producto interior
entre dos vectores x e y de Rn como ⟨x, y⟩. Se usará la siguiente notación:

Dn = {x ∈ Rn : ∥x∥ ≤ 1} ,
D̊n = {x ∈ Rn : ∥x∥ < 1} ,

Sn−1 = {x ∈ Rn : ∥x∥ = 1} .

Teorema 2.1 (Teorema de la función inversa). Sea f = (f1, ..., fn) una función de clase
C1 definida en un abierto U ⊆ Rn. Si el determinante del jacobiano de la función en un
punto x0 ∈ U es distinto de cero, entonces existen abiertos X ⊆ U , Y ⊆ f(U) y una
función g única tales que:

1. x0 ∈ X y f(x0) ∈ Y .

2. Y = f(X).

3. f es biyectiva en X.

4. g está definida en Y , g(Y ) = X y g(f(x)) = x para todo x ∈ X.

17
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5. g es una función de clase C1.

Teorema 2.2 (Teorema del valor medio). Sea f : K ⊆ Rn −→ Rm donde K es compacto
y convexo y f es continua en K y diferenciable en el interior de K. Para todo a, b ∈ K

∥f(b)− f(a)∥ ≤ sup
x∈K

∥J(f)(x)∥ ∥b− a∥,

donde el operador J denota el jacobiano de la función.

Teorema 2.3 (Teorema de cambio de variable). Sea f = (f1, ..., fn) : U ⊆ Rn −→ Rn una
función de clase C1, biyectiva y con el determinante del jacobiano distinto de cero en todo
U . Sea g = (g1, ..., gn) : f(U) −→ R continua. Si X es un subconjunto medible compacto
de U se tiene que∫

X

g(x1, ..., xn)dx1...dxn =

∫
f−1(X)

g(f(y1, ..., yn)) · |DetJ(g(y1, ..., yn))|dy1...dyn,

donde el operador J denota el jacobiano de la función.

Teorema 2.4 (Aproximación de Weirstrass). Sea K ⊂ Rn un compacto y f : K −→ Rn

continua. Entonces para cada ϵ > 0, existe un polinomio p(x1, ..., xn) de manera que

∥f(x)− p(x)∥ < ϵ

para todo x ∈ K.

Definición 2.5. Sean X un espacio métrico, Y , Z subconjuntos de X tales que Z ⊆ Y .
Una aplicación f : Y −→ Z continua se dice que es un retracto de Y en Z si verifica que
f(Y ) = Z y la restricción de f a Z es la identidad en Z.

Lema 2.6. No existe un retracto de clase C1 de Dn en Sn−1.

Demostración. Supongamos que existiera f = (f1, ..., fn) : Dn −→ Sn−1 retracto de clase
C1. Definamos la función auxiliar

g = (g1, ..., gn) : Dn −→ Rn

x 7−→ g(x) = f(x)− x,

que es continua y diferenciable por serlo f . Consideremos para cada t ∈ [0, 1] la siguiente
aplicación

Γt = (Γt,1, ...,Γt,n) : Dn −→ Rn

x 7−→ Γt(x) = x+ t g(x) = (1− t)x+ t f(x).

Como estamos suponiendo que f es un retracto, para todo x ∈ Sn−1

Γt(x) = x. (2.1)

Tomando normas y por la desigualdad triangular, para todo x ∈ Dn

∥Γt(x)∥ ≤ (1− t)∥x∥+ t∥f(x)∥ ≤ 1− t+ t = 1,
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por lo que Γt(Dn) ⊆ Dn. Veamos que para ciertos valores de t, Γt es una biyección en Dn.
Empecemos estudiando su inyectividad. Supongamos que dos puntos x1, x2 ∈ Dn tienen
la misma imagen; Γt(x1) = Γt(x2). Por la definición de Γt se obtiene la siguiente cadena
de igualdades

x1 − x2 = Γt(x1)− t g(x1)− Γt(x2) + t g(x2) = t(g(x2)− g(x1)). (2.2)

La función g es de clase C1 por serlo f , por lo que ∂g
∂xi

son funciones continuas definidas
sobre Dn para todo 1 ≤ i ≤ n, en particular son acotadas. Por el teorema del valor medio,

∥g(x)− g(y)∥ ≤ M∥x− y∥

para todo x, y ∈ Dn y cierto 0 ≤ M < ∞. Entonces, tomando normas en ambas partes de
la igualdad (2.2)

∥x1 − x2∥ = t∥g(x2)− g(x1)∥ ≤ M t∥x2 − x1∥.

Eligiendo 0 < t < 1/M , debe ser x1 = x2, lo que prueba que Γt es inyectiva. Llamemos
δ = mı́n{1, 1/M} y supongamos a partir de ahora que t ∈ [0, δ]. Continuemos estudiando
la epiyectividad de Γt. Si J(·) denota el Jacobiano de una función, J(Γt) = Id+ tJ(g), es
decir,

∂Γt,1

∂x1
(x) · · · ∂Γt,1

∂xn
(x)

∂Γt,2

∂x1
(x) · · · ∂Γt,2

∂xn
(x)

...
...

...
∂Γt,n

∂x1
(x) · · · ∂Γt,n

∂xn
(x)

 =


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1

+ t


∂g1
∂x1

(x) · · · ∂g1
∂xn

(x)
∂g2
∂x1

(x) · · · ∂g2
∂xn

(x)
...

. . .
...

∂gn
∂x1

(x) · · · ∂gn
∂xn

(x)

 .

Las funciones continuas ∂g
∂xi

están acotadas en el compacto Dn para cada 1 ≤ i ≤ n. Se
puede escoger t0 en [0, δ] de modo que el determinante de J(Γt0(x)) sea mayor que 0 para
todo x ∈ Dn, ya que al desarrollar por menores el determinante de J(Γt), se obtendrá una
expresión polinómica del siguiente tipo para cada x ∈ Dn

1 + P1(x)t+ ...+ Pn(x)t
n,

donde P1, ..., Pn son funciones continuas definidas sobre Dn. En consecuencia, ĺımt→0 1 +
P1(x)t+ ...+Pn(x)t

n = 1. Por continuidad, en un entorno del 0, [0, t0], el determinante de
J(Γt) es estrictamente positivo para todo x ∈ Dn. Por el teorema de la función inversa,
Γt(D̊n) es un abierto para todo t ∈ [0, t0]. Como

∥Γt(x)∥ ≤ (1− t)∥x∥+ t∥x∥ < 1, x ∈ D̊n, t ∈ [0, t0],

entonces Γt(D̊n) ⊆ D̊n. Veamos que

Γt(D̊n) = D̊n. (2.3)

Supongamos que no fuera aśı; entonces Γt(D̊n) ̸= D̊n, y por tanto la frontera de Γt(D̊n)
interseca a D̊n en algún punto, denotemos por a a alguno de esos puntos. Como está en la
frontera de la imagen, podemos afirmar que existe una sucesión {xm}m∈N con xm ∈ D̊n tal
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que ĺımm→∞ Γt(xm) = a. Dn es un compacto, por lo que podemos tomar una subsucesión
de {xm}m∈N, {xmj

}j∈N, que converja a un elemento de Dn:

ĺım
j→∞

xmj
= x ∈ Dn,

y por continuidad, Γt(x) = a. Como se mencionó antes, Γt(D̊n) es un abierto; puesto
que los conjuntos abiertos son disjuntos a su frontera y a está en la frontera de Γt(D̊n),
a ̸∈ Γt(D̊n). Entonces x ∈ Dn \ D̊n = Sn−1. Pero en este caso, Γt(x) = x por (2.1), luego

a = Γt(x) = x ∈ Sn−1,

llegando a contradicción, ya que a no puede estar simultáneamente en D̊n y Sn−1. En
definitiva, se ha demostrado que para todo t ∈ [0, t0], Γt(D̊n) = D̊n.

Por (2.1), Γt(Sn−1) = Sn−1. De aqúı junto con (2.3) se deduce que Γt : Dn −→ Dn es
epiyectiva, concluyendo que es una biyección, para cualquier t ∈ [0, t0].
Denotemos por det(·) al determinante y consideremos la aplicación

I : [0, 1] −→ R
t 7−→ I(t) =

∫
Dn det(J(Γt(x)))dx.

Para t ∈ [0, t0], por la fórmula de cambio de variable, I(t) representa el volumen de
Dn. Entonces I(t) es un polinomio en t constante en un intervalo, luego es una función
constante. En particular se verifica que I(1) = Vol(Dn) que es un número mayor que 0.

Por otro lado,
⟨Γ1(x), Γ1(x)⟩ = ∥Γ1(x)∥2 = ∥f(x)∥2 = 1

para todo x ∈ Dn por ser f un retracto de Dn en Sn−1. Además, usando las propiedades
del producto interior

2

〈
∂Γ1(x)

∂xi

,Γ1(x)

〉
=

∂

∂xi

⟨Γ1(x),Γ1(x)⟩ = 0, x ∈ Dn, 1 ≤ i ≤ n.

Se tiene entonces que {
∂Γ1

∂x1

(x), ...,
∂Γ1

∂xn

(x)

}
son n vectores ortogonales a Γ1(x) para cada x ∈ Dn. Se deduce de aqúı que esta familia
de vectores es linealmente dependiente para cada x ∈ Dn. Por tanto el determinante del
jacobiano es igual a 0, y entonces I(1) = 0, llegando a contradicción. En conclusión, no
existe ningún retracto diferenciable de Dn en Sn−1.

Teorema 2.7 (Teorema del punto fijo de Brouwer). Si f : Dn −→ Dn es una aplicación
continua, entonces tiene al menos un punto fijo.

Demostración. Por el teorema de aproximación de Stone-Weierstrass f puede aproximarse
uniformemente por polinomios. Es decir, podemos considerar una sucesión {pm}m∈N donde
pm : Dn −→ Rn son polinomios, m ∈ N, de modo que ∥f(x) − pm(x)∥ < 1/m para todo
x ∈ Dn y cada m ∈ N. Por tanto

∥pm(x)∥ = ∥f(x) + pm(x)− f(x)∥ ≤ ∥f(x)∥+ ∥pm(x)− f(x)∥ ≤ 1 + 1/m.
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Consideremos la función auxiliar para cada m ∈ N

gm : Dn −→ Dn

x 7→ gm(x) =
1

1+1/m
pm(x).

Observemos que gm es una función continua porque por definición es un polinomio.
Además haciendo uso de la desigualdad triangular

∥f(x)− gm(x)∥ ≤ ∥f(x)− pm(x)∥+ ∥pm(x)− gm(x)∥
= ∥f(x)− pm(x)∥+ ∥pm(x)− 1

1+1/m
pm(x)∥

= ∥f(x)− pm(x)∥+
1

1 +m
∥pm(x)∥.

Tomando ĺımite cuando m tiende a infinito en la desigualdad anterior, se deduce que
{f − gm} tiende uniformemente a 0, por lo que {gm}m∈N converge uniformemente a f .

Veamos que cada gm tiene algún punto fijo. Supongamos que no fuera aśı. Para cada
x ∈ Dn consideremos la semirrecta que pasa por x y gm(x):

gm(x) + t (x− gm(x)) t ∈ [0,∞),

y busquemos para qué valor de t la recta corta Sn−1. Es decir, buscamos el valor de t que
satisfaga

1 = ∥gm(x) + t (x− gm(x))∥2 = ∥gm(x)∥2 + 2t⟨gm(x), x− gm(x)⟩+ t2∥x− gm(x)∥2.

Reordenamos, obteniendo la ecuación ∥gm(x)∥2−1+2⟨gm(x), x−gm(x)⟩t+∥x−gm(x)∥2 t2 =
0, cuya única solución positiva es

t =
−⟨gm(x), x− gm(x)⟩+

√
⟨gm(x), x− gm(x)⟩2 − ∥x− gm(x)∥2∥gm(x)∥2

∥x− gm(x)∥2
, (2.4)

que da lugar al único punto de corte de la semirecta considerada con Sn−1. Observemos que
está bien definido ya que se está suponiendo que gm no tiene ningún punto fijo, por lo que el
denominador nunca se anula. Para cada m ∈ N definamos Gm(x) = gm(x)+ t(x− gm(x)),
donde t = t(m,x) es el valor de (2.4). En otras palabras, Gm(x) es el punto en Sn−1

que interseca a la semirrecta que une gm(x) con x. Se muestra en la Figura 2.1 una
representación de la función.

Figura 2.1: Gráficas de las funciones Gm para dimensiones 2 (izquierda) y 3 (derecha).



22 2.1 Enunciado y demostración del teorema

La función Gm : Dn −→ Sn−1 es continua y de clase C1 por serlo gm, además es la
identidad sobre Sn−1. Es decir, Gm es un retracto continuo de clase C1 de Dn en Sn−1,
contradiciendo el lema 2.6. Por tanto gm tiene algún punto fijo, gm(cm) = cm para algún
cm ∈ Dn y cada m ∈ N. Como Dn es un compacto, {cm}m∈N tiene alguna subsucesión
convergente,

{cmi
} i→∞−−−→ c

para cierto c ∈ Dn. Como además {gm} converge uniformemente a f ,

f(c) = ĺım
i→∞

gmi
(cmi

) = ĺım
i→∞

cmi
= c.

Concluimos que f tiene al menos un punto fijo.

Podŕıa parecer que este teorema está limitado porque solamente es válido para apli-
caciones continuas de una bola cerrada en un espacio eucĺıdeo de dimensión finita en
śı misma. Sin embargo, este resultado puede generalizarse a otros subconjuntos de Rn.
Veámoslo. Sean a ∈ Rn y r ∈ R+, denotaremos por

B(a, r) = {x ∈ Rn : ∥x− a∥ ≤ r} .

Lema 2.8. Sea B(a, r) la bola cerrada de Rn con centro a y radio r > 0. Existe una
función g : Dn → B(a, r) continua, biyectiva y con inversa continua.

Demostración. La función

g : Dn −→ B(a, r)
x 7→ g(x) = a+ r x

es continua. Además es biyectiva porque es la combinación lineal de una traslación con
una homotecia. Su inversa es

h : B(a, r) −→ Dn

y 7→ h(y) = y−a
r

que también es continua.

Corolario 2.9. Sea B(a, r) = B la bola cerrada de Rn con centro a y radio r > 0, si
f : B −→ B es una aplicación continua entonces tiene al menos un punto fijo.

Demostración. Consideremos la aplicación g definida como en el lema 2.8, y definamos

G : Dn −→ Dn

x 7→ G(x) = g−1(f(g(x))).

G es continua por ser composición de funciones continuas. Por el teorema 2.7 podemos
afirmar que existe al menos un punto fijo c ∈ Dn de G

c = G(c) = g−1(f(g(c))),

es decir
g(c) = f(g(c));

por tanto g(c) ∈ B es un punto fijo para f .
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Corolario 2.10. Sea K ⊆ Rn un subconjunto compacto y convexo. Toda aplicación
continua de K en śı mismo tiene al menos un punto fijo.

Demostración. Sea f : K −→ K continua. Como K es compacto en Rn, es cerrado y aco-
tado. Sea B(a, r) una bola cerrada que contiene a K. Denotemos por d(·, ·) a la distancia
entre dos puntos y consideremos la siguiente aplicación

g : B(a, r) −→ K
x 7→ g(x),

donde g(x) es el punto de K que verifica que d(g(x), x) < {d(x, z) : z ∈ K, z ̸= g(x)}. La
aplicación g está bien definida, supongamos que dos puntos distintos x1, x2 ∈ K equidistan
de x ∈ B(a, r), d(x, x1) = d(x, x2), entonces

d

(
x,

x1 + x2

2

)
=

∥∥∥∥x1 + x2

2
− x

∥∥∥∥ ≤ 1

2
(∥x− x1|∥+ ∥x− x2∥)

=
1

2
(d(x, x1) + d(x, x2)) =

1

2
(d(x, x1) + d(x, x1))

= d(x, x1)

hemos demostrado que d(x, (x1 + x2)/2) ≤ d(x, x1). Sin embargo x1 y (x1 + x2)/2 son
puntos distintos deK, tenemos que d(x, (x1+x2)/2) < d(x, x1). De manera que (x1+x2)/2
seŕıa un punto más cercano a x, llegando a contradicción. Además si x ∈ K, g(x) = x.
Veamos que g es una función continua. Sea x ∈ B(a, r) y {xm}m∈N una sucesión de
elementos de B(a, r) convergente a x. Supongamos que no fuera continua, no se verifica
g(xm)

m→∞−−−→ g(x). Como {g(xm)}m∈N es una sucesión de elementos de K, por compacidad
contiene una subsucesión {g(xmk

)}k∈N que converge a algún elemento y ∈ K (estamos
suponiendo distinto de g(x)). Ahora bien, por definición de la función g,

∥xmk
− g(xmk

)∥ ≤ ∥xmk
− g(x)∥. (2.5)

Tomando ĺımite cuando k tiende a infinito en (2.5),

∥x− y∥ ≤ ∥x− g(x)∥,
en contradicción con que y ̸= g(x), por tanto g es continua. La siguiente composición
también será continua

f ◦ g : B(a, r) −→ K ⊆ B(a, r)
x 7→ f(g(x)).

Por el corolario 2.9, existe un punto c ∈ B(a, r) tal que

f(g(c)) = c.

Como la imagen (f ◦ g)(K) está contenida en K, entonces c ∈ K y g(c) = c por definición
de g. Se obtiene que f(c) = c, es decir, c es el punto fijo buscado.

2.2 Aplicaciones del teorema del punto fijo de

Brouwer

El teoŕıa del punto fijo de Brouwer tiene aplicaciones en diversas áreas de las matemáti-
cas. En este trabajo se explicará en la sección 2.2.1 su aplicación en teoŕıa de juegos, en
2.2.2 en el teorema de Perron-Frobenius y en 2.2.3 en el teorema fundamental del álgebra.
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2.2.1 Equilibrios de Nash en juegos no cooperativos

La teoŕıa de juegos fue introducida por el matemático Von Neumann y el economista
Oskar Morgenstern con su libro The Theory of Games Behavior.

Definición 2.11. Un juego es un modelo matemático con el que se describe una situa-
ción donde dos o más jugadores toman una serie de decisiones en busca de maximizar
su ganancia. Un jugador es una entidad que participa en un juego. En términos más es-
pećıficos, es un agente que toma decisiones estratégicas en el contexto del juego. Un juego
no cooperativo es aquel en el que no existe comunicación directa entre los jugadores. No
tratan de coordinar sus acciones, esto no impide que en algunas ocasiones la toma de
decisiones favorezca a varios jugadores. Un juego finito es un juego con un número finito
de jugadores y cada uno de ellos con un número finito de estrategias.

Definición 2.12. Una estrategia es un plan de acción o un conjunto de decisiones que
un jugador adopta en un juego para obtener un cierto resultado.

Las estrategias se clasifican en puras y mixtas. Una estrategia pura es una elección espećıfi-
ca que un jugador toma en cada situación posible. En otras palabras, es una estrategia
determinista en la que el jugador elige una acción sin ninguna componente de azar. Una
estrategia mixta, por otro lado, permite una combinación de diferentes acciones con ciertas
probabilidades asignadas a cada una de las posibles elecciones. En lugar de tomar una
elección determinista, el jugador elige diferentes acciones con probabilidades espećıficas.

A lo largo de la sección se denotará por N al conjunto de jugadores: N = {1, 2, ..., N},
con N < ∞. Ai será el conjunto de las posibles elecciones del jugador i ∈ N , Ai =
{ai,1, ..., ai,ni

}, siendo ni < ∞ el número de estrategias que tiene el jugador i. El cojunto
global de estrategias se denotará por A = A1×...×AN . En esta sección nos centraremos en
el caso en que cada jugador elige mediante un procedimiento aleatorio, estrategias mixtas.
Denotaremos por M al conjunto de estrategias mixtas: M = M1 × ...×MN , donde Mi es
el conjunto de estrategias mixtas del jugador i ∈ N definido por

Mi =

{
mi = (mi,1, ...,mi,ni

) ∈ Rni :

ni∑
j=1

mi,j = 1, mi,j ≥ 0 para todo 0 ≤ j ≤ ni

}
.

Cada mi,j simboliza la probabilidad de que el jugador i elija la estrategia ai,j. Para cada
jugador también se considera una función de pago, que simboliza la recompensa de cada
jugador en el juego,

φi : A −→ R
a 7→ φi(a)

i ∈ N .

La función llamada función de pago esperado definida también para cada jugador cuando
se trabaja con estrategias mixtas se definirá por

pi : M −→ R
m = (m1, ...,mN) 7→ pi(m1, ...,mN)

para cada i ∈ N ,

donde

pi(m1, ...,mN) =

n1∑
k1=1

...

nN∑
kN=1

m1,k1 · ... ·mn,kNφi(a1,k1 , ..., aN,kN ).
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Observación 2.13. Las funciones pi son continuas por ser una combinación lineal de las
componentes de cada estrategia mixta.

Se usará también la siguiente notación

pki,j : M −→ R
(m1, ...,mN) 7→ pki,j(m1, ...,mN) = pi(m1, ...,mj−1, δ

k,mj+1, ...,mN),

donde i ∈ N , 1 ≤ j ≤ N , 1 ≤ k ≤ nj y δk ∈ Rnj es el vector con todas las componentes
0 salvo en el lugar k-ésimo con un 1.

Definición 2.14. Un vector de estrategias mixtas m∗ = (m∗
1,m

∗
2, ...,m

∗
N) ∈ M se llama

equilibrio de Nash si cumple la siguiente condición para cada jugador i ∈ N :

pi(m
∗
1,m

∗
2, ...,m

∗
i , ...,m

∗
N) ≥ pi(m

∗
1,m

∗
2, ...,mi, ...,m

∗
N)

La existencia de equilibrios de Nash es un resultado fundamental en la teoŕıa de juegos
porque nos permite predecir cómo se comportarán los jugadores en una situación dada y
encontrar soluciones óptimas para los juegos. Uno de los enfoques para demostrar la exis-
tencia de este tipo de estrategia en juegos finitos no cooperativos es a través del teorema
del punto fijo de Brouwer, que se desarrollará en esta sección usando como referencia [15],
[13] y el caṕıtulo 25 de [14].

Lema 2.15. Sea m = (m1, ...,mN) ∈ M con mi = (mi,1, ...,mi,ni
) ∈ Rni para cada i ∈ N .

Se verifica que dado 1 ≤ j ≤ N

pi(m) =

nj∑
k=1

mj,k p
k
i,j(m).

Demostración.

pki,j(m) = pi(m1, ...,mj−1, δ
k,mj+1, ...,mN)

=

n1∑
k1=1

...

nj−1∑
kj−1

nj+1∑
kj+1

...

nN∑
kN=1

m1,k1 · ... ·mj−1,kj−1
· 1 ·mj+1,kj+1

· ... ·mN,kNφi(a),

donde a = (a1,k1 , ..., aj−1,kj−1
, aj,k, aN,kN ). Por lo que

nj∑
k=1

mj,kp
k
i,j(m) =

n1∑
k1=1

...

nN∑
kN=1

m1,k1 · ... ·mN,kNφi(a1,k1 , ..., aN,kN ) = pi(m).

Lema 2.16. El conjunto de las estrategias m = (m1, ...,mN) ∈ M es un equilibrio de
Nash si y solo si para cada i ∈ N se verifica para todo 1 ≤ k ≤ ni:

pi(m) ≥ pki,i(m). (2.6)
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Demostración. Si m es un equilibrio de Nash, la desigualdad se cumple por definición ya
que pki,i(m) es el valor de la función de pago cuando el jugador i cambia de estrategia.
Supongamos que pi(m) ≥ pki,i(m) para todo k ≤ ni. Consideremos una estrategia mixta
s = (s1, ...sni

) ∈ Mi para el jugador i. Se verificará para todo 1 ≤ k ≤ ni

skpi(m) ≥ skp
k
i,i(m).

Tomando sumatorios en ambas partes de la desigualdad

ni∑
k=1

skpi(m) ≥
ni∑
k=1

skp
k
i,i(m). (2.7)

Ahora teniendo en cuenta que como s ∈ M ,
∑ni

k=1 sk = 1;

ni∑
k=1

skpi(m) = pi(m). (2.8)

En vista del lema 2.15, sustituyendo en 2.8 mi por s

ni∑
k=1

skp
k
i,i(m) = pi(m1, ...,mi−1, s,mi+1, ...,mN). (2.9)

Usando (2.9) en (2.7), se obtiene

pi(m) ≥ pi(m1, ...,mi−1, s,mi+1, ...,mN).

Como esta desigualdad es cierta para cualquier s ∈ Mi y todo i ∈ N , m es un equilibrio
de Nash.

Lema 2.17. Cualquier conjunto de estrategias mixtas en un juego no cooperativo es un
conjunto compacto y convexo.

Demostración. Sea M el conjunto de estrategias mixtas. Por definición

Mi =

{
mi = (mi,j)1≤j≤ni

:

ni∑
j=1

mi,j = 1, mi,j ≥ 0

}
⊆ Rni ;

por tanto mi,j ≤ 1 para todo 1 ≤ i ≤ N ,con lo que M es un subconjunto acota-
do de Rn1+...+nN . A continuación, se verá que es un cerrado; consideremos {µi}i∈N =
{(µi,1, ..., µi,N)}i∈N una sucesión de M tal que

{µi}
i→∞−−−→ µ = (µ1, ..., µN).

Obsérvese que para cada 1 ≤ j ≤ N y cada i ∈ N, µi,j es un elemento de Rnj que
denotaremos por (µ1

i,j, ..., µ
nj

i,j). De igual forma para cada 1 ≤ j ≤ N , µj es un elemento de

Rnj , que se denotará por (µ1
i , ..., µ

nj

i ). Por tanto {µi}
i→∞−−−→ µ quiere decir que para cada

1 ≤ j ≤ N , 1 ≤ k ≤ nj {
µk
i,j

} i→∞−−−→ µk
j .
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Observemos que µk
i,j ≥ 0 para cada i ∈ N, j ∈ N 1 ≤ k ≤ nj, ya que estamos suponiendo

que µi ∈ M para todo i ∈ N. Por lo tanto µk
j ≥ 0 para todo 1 ≤ j ≤ N , 1 ≤ k ≤ nj. Y

para j ∈ N se verifica que

nj∑
k=1

mk
j =

nj∑
k=1

ĺım
i→∞

µk
i,j = ĺım

i→∞

nj∑
k=1

µk
i,j = 1,

lo que prueba que µ ∈ M . Queda probado por lo tanto M es un conjunto cerrado.
Por último se debe probar que es un conjunto convexo. Para ello debemos probar que dadas
dos estrategias mixtas γ = (γ1, ..., γN) ∈ M,ρ = (ρ1, ..., ρN) ∈ M , entonces t γ + (1− t) ρ
con t ∈ [0, 1] pertenece a M . Razonando igual que antes, para cada 1 ≤ j ≤ N es

ρj = (ρj,1, ..., ρj,nj
),

γj = (γj,1, ..., γj,nj
).

Por tanto t γ + (1 − t) ρ = (t γ1 + (1 − t) ρ1, ..., t γN + (1 − t) ρN) y a su vez para cada
1 ≤ j ≤ n,

t γj + (1− t) ρj = (t γj,1 + (1− t) ρj,1, ..., t γj,nj
+ (1− t) ρj,nj

).

Tanto γj,k como ρj,k son no negativos para todo 1 ≤ j ≤ N , 1 ≤ k ≤ nj por lo tanto la
suma tγj,k + (1− t)ρj,k también será no negativa si 1 ≤ j ≤ N , 1 ≤ k ≤ nj. Luego todos
los elementos de t γ + (1− t) ρ son no negativos. Por otro lado, si 1 ≤ j ≤ N ,

nj∑
i=1

t γj,i + (1− t)ρj,i = t

(
nj∑
i=1

γk,i

)
+ (1− t)

(
nj∑
i=1

ρj,i

)
= 1

para todo t ∈ [0, 1]. Por tanto M es convexo.

Teorema 2.18 (Existencia de equilibrios de Nash). Todo juego finito no cooperativo
tiene al menos un equilibrio de Nash.

Demostración. Sean M un conjunto de estrategias mixtas de un juego, N = {1, ..., N}
su conjunto de jugadores y pi su función de pago para cada i ∈ N . Sea m = (m1, ...,mN)
una estrategia mixta. Definamos para cada i ∈ N , 1 ≤ k ≤ ni la siguiente función

Γi,k(m) = máx
{
0, pki,i(m)− pi(m)

}
.

Γi,k es una función continua ya que pki,i y pi son funciones continuas en M por ser combi-
nación lineal de estrategias mixtas y el máximo de dos funciones continuas es una función
continua. Recordemos que mi = (mi,1, ...,mi,ni

) para cada i ∈ N . Definamos para cada
i ∈ N y 1 ≤ j ≤ ni

mi,j =
mi,j + Γi,j(m)

1 +
∑ni

k=1 Γi,k(m)
.

Veamos que mi = (mi,j)1≤j≤ni
es un elemento de Mi. Es inmediato que mi,j ≥ 0 para

todo 1 ≤ j ≤ ni, ya que mi,j ≥ 0, y por definición Γi,j(m) ≥ 0 para todo 1 ≤ j ≤ ni. Por
otra parte

ni∑
j=1

mi,j =

ni∑
j=1

mi,j + Γi,j(m)

1 +
∑ni

k=1 Γi,k(m)
=

∑ni

j=1 mi,j +
∑ni

j=1 Γi,j(m)

1 +
∑ni

k=1 Γi,k(m)
= 1.
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Queda probado que mi ∈ Mi. Denotemos m = (m1, ...,mn) ∈ M . Definamos la siguiente
función auxiliar:

T : M −→ M
m 7→ T (m) = m,

T es continua por serlo Γi,j; además M es compacto y convexo por el lema 2.17. Se puede
afirmar por el corolario 2.10 que T tiene al menos un punto fijo. Sea ρ = (ρ1, ..., ρn) ∈ M
un punto fijo de T . Veamos para concluir que ρ es un equilibrio de Nash. Sea i ∈ N un
jugador y elijamos 1 ≤ l ≤ ni tal que

pi(ρ1, ..., ρi−1, δ
l, ρi+1, ..., ρn) = mı́n

1≤k≤ni

{
pi(ρ1, ..., ρi−1, δ

k, ρi+1, ..., ρn)
}
.

Se verifica que pli,i(ρ) ≤ pki,i(ρ) para todo 1 ≤ k ≤ ni. Si
∑ni

k=1 αk = 1, entonces

pli,i(ρ) ≤
ni∑
k=1

αkp
k
i,i(ρ).

En particular, por el lema 2.15

pli,i(ρ) ≤
ni∑
k=1

ρkp
k
i,i(ρ) = pi(ρ).

Por tanto Γi,l(ρ) = 0. Entonces

ρi,l =
ρi,l − Γi,l(ρ)

1 +
∑ni

k=1 Γi,k(ρ)
=

ρi,l
1 +

∑ni

k=1 Γi,k(ρ)
,

con lo que 1+
∑ni

k=1 Γi,k(ρ) = 1, es decir Γi,k(ρ) = 0 para todo 1 ≤ k ≤ ni. En consecuencia,
pi(ρ) ≥ pki,i(ρ) para todo 1 ≤ k ≤ ni y por el lema 2.16, se concluye que ρ es un equilibrio
de Nash.

2.2.2 El teorema de Perron-Frobenius

El teorema de Perron-Frobenius establece propiedades de ciertas matrices cuadradas,
como la existencia de un vector propio asociado. Inicialmente el resultado se demostró
por el matemático alemán Oskar Perron, en el contexto de matrices positivas, en 1907.
Posteriormente, en 1912, Ferdinand Georg Frobenius generalizó el resultado a matrices
cuadradas no negativas. En esta sección se demostrará el teorema usando el teorema del
punto fijo de Brouwer apoyándonos en el primer caṕıtulo de [5] y también en el primer
caṕıtulo de [8].

Sea n ∈ N, denotaremos por Mn al conjunto de todas las matrices cuadradas de orden
n× n con coeficientes reales.

Definición 2.19. Una matriz A = (aij)1≤i,j≤n ∈ Mn, se dice que es positiva si aij ≥ 0
para todo 1 ≤ i, j ≤ n. Utilizaremos la notación A ≥ 0.

Análogamente se dice que A es estrictamente positiva si aij > 0 para todo 1 ≤ i, j ≤ n.
Utilizaremos la notación A > 0.
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Definición 2.20. Se llama espectro de una matriz cuadrada A de orden n, denotado por
σ(A), al conjunto de todos los valores propios de A.

Definición 2.21. Dada una matriz cuadrada A de orden n, el radio espectral de A,
denotado por ρ(A), es el mayor de los valores absolutos de sus valores propios.

El espectro de una matriz proporciona información sobre las propiedades y el compor-
tamiento de la matriz. Por ejemplo, puede ser utilizado para determinar si una matriz es
invertible o diagonalizable, entre otras cosas.

Consideremos en Rn la norma definida por

∥x∥1 = |x1|+ |x2|+ ...+ |xn| x = (x1, ..., xn) ∈ Rn,

y en Mn la determinada por

∥A∥1 = máx
1≤j≤n

n∑
i=1

|aij| A = (aij)1≤i,j≤n ∈ Mn.

Dado un vector x =


x1

...

xn

 ∈ Rn, usaremos la siguiente notación xT = (x1, ..., xn).

De manera similar, dada una matriz A = (aij)1≤i,j≤n ∈ Mn, se denotará por AT a AT =
(aji)1≤i,j≤n ∈ Mn. Dados dos vectores x = (x1, ..., xn)

T , y = (y1, ..., yn)
T ∈ Rn , decimos

que x es menor o igual que y (denotado como x ≤ y) si xi ≤ yi para todo 1 ≤ i ≤ n.

Teorema 2.22 (de Perron). Sea A = (aij)1≤i,j≤n ∈ Mn una matriz estrictamente positiva.
Entonces:

i) Existe un vector propipo positivo v > 0 de valor propio positivo λ > 0.

ii) ρ(A) = λ.

iii) v es el único vector propio (salvo proporcionales) positivo.

iv) λ es un valor propio de A no degenerado.

Demostración. Consideremos el subconjunto de Rn

T = {v ∈ Rn : ∥v∥1 = 1, v ≥ 0}.

Sea w ∈ T , entonces Aw
∥Aw∥1 ∈ T ya que∥∥∥∥ Aw

∥Aw∥1

∥∥∥∥
1

=
n∑

i=1

|(Aw)i|
∥Aw∥1

=
∥Aw∥1
∥Aw∥1

= 1

y como A es estrictamente positiva y w ∈ T , Aw
∥Aw∥1 ≥ 0. Esto permite definir la función

continua
f : T −→ T

w = (w1, ..., wn)
T 7→ f(w) = Aw

∥Aw∥1 .
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Veamos que f está bien definida, para ello debemos probar que ∥Aw∥1 es distinto de cero
para todo w ∈ T . Por hipótesis aij > 0 para todo 1 ≤ i, j ≤ n, además w ≥ 0 y ∥w∥1 = 1,
por lo que wi0 > 0 para algún 1 ≤ i0 ≤ n. Como

Aw =

(
n∑

j=1

a1jwj, ...,

n∑
j=1

anjwj

)T

,

se verifica que ∥Aw∥1 ̸= 0 para todo w ∈ T .
Observemos que T es cerrado ya que es la intersección de dos conjuntos {v ∈ Rn :

∥v∥1 = 1} y {v ∈ Rn : v ≥ 0}, ambos cerrados. Es obvio que T es acotado, está contenido
en la bola cerrada de radio 1 centrada en el origen. Por otra parte T es convexo, pues
si v = (v1, ..., vn), w = (w1, ..., wn) ∈ T y λ ∈ [0, 1], como v, w ≥ 0 y λ ∈ [0, 1], entonces
λv + (1− λ)w ≥ 0. Además ∥λv + (1− λ)w∥1 =

∑n
i=1 λvi + (1− λ)wi = λ

∑n
i=1 vi + (1−

λ)
∑n

i=1wi = 1, donde se usa que
∑n

i=1 vi =
∑n

i=1 wi = 1. Entonces λv + (1 − λ)w ∈ T .
En definitiva, T es compacto y convexo.

Por el teorema del punto fijo de Brouwer existe al menos un punto v ∈ T tal que
f(v) = v; es decir,

Av = ∥Av∥1v.
En resumen, λ = ∥Av∥1 es un valor propio de A positivo.

Comprobemos que v > 0. Como Av = λv, la i-ésima coordenada de Av es

λvi = (Av)i =
n∑

j=1

aijvj > 0

ya que A es estrictamente positiva y vi0 > 0 para algún 1 ≤ i0 ≤ n. Por tanto v > 0 y
queda probado el primero de los apartados.

Verifiquemos que λ = ρ(A). Sea µ un vector propio cualquiera de A y z = (z1, ..., zn)
un vector propio asociado a µ. Llamemos z = (|z1|, ..., |zn|), asumamos sin pérdida de
generalidad que es unitario. Dado que

µz = Az

por lo tanto

µzi =
n∑

j=1

aijzj

para cada 1 ≤ i ≤ n. Entonces |µzi| = |
∑n

j=1 aijzj| ≤
∑n

j=1 aij|zj| para todo 1 ≤ i ≤ n.

Por lo tanto |µ|z ≤ Az. Por las propiedades del espectro de una matriz, la matriz AT

también tiene como valor propio λ, sea u un vector propio de AT asociado a λ. Además,
como A > 0, AT > 0 y razonando igual que antes se deduce que u > 0.

uT |µ| z ≤ uA z = (ATu)T z = λuT z.

Es decir, hemos obtenido que

λ
n∑

i=1

uizi ≥ |µ|
n∑

i=1

uizi;
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como todas las componentes de u y z son no negativas, λ ≥ |µ|.
Veamos que v es el único vector propio positivo linealmente independiente de v. Sea,

como antes, u un vector propio para AT de valor propio λ. Si existiera otro vector propio
positivo w de A con valor propio µ ̸= λ,

µuT w = uT µw = uT Aw = λuTw.

lo cual no es posible por ser u y w positivos y µ ̸= λ.
Comprobemos para terminar que λ solo tiene un único vector propio asociado (salvo

multiplicación por constantes). Supongamos que λ tuviera asociado otro vector propio
linealmente independiente de v, Aw = λw. Como son linealmente independientes, pode-
mos afirmar que si tomamos la constante a = mı́n1≤i≤n{vi/wi}, entonces v − aw es un
vector propio de valor propio λ, es no nulo, con al menos una coordenada igual a cero y
el resto no negativas. Como A > 0 y

A(v − aw) = λ (v − aw),

entonces debe ser v− aw > 0, en contradicción con que al menos una de las coordenadas
de v − aw es igual a 0. Por tanto w es linealmente dependiente de v.

Definición 2.23. Una matriz estocástica es una matriz cuadrada A = (aij)1≤i,j≤n tal que
aij ≥ 0,

∑n
j=1 aij = 1 para cada 1 ≤ j ≤ n.

Estas matrices son útiles para representar probabilidades en diversos contextos. A
continuación, vamos a demostrar un resultado análogo al teorema 2.22 para matrices
estocásticas.

Teorema 2.24. Sea A = (aij)1≤i,j≤n ∈ M una matriz estocástica, entonces

i) La matriz A posee ρ(A) = 1 como valor propio.

ii) Existe un vector propio positivo asociado al valor propio 1.

Demostración. Para probar i) consideremos el vector v = (1, · · · , 1)T ∈ Rn. Entonces

Av =


∑n

j=1 a1j

...∑n
j=1 anj

 =


1

...

1

 = v.

Con esto probamos que v es un vector propio de A de valor propio 1 y que ρ(A) ≥ 1.
Probemos que ρ(A) ≤ 1, razonemos por reducción al absurdo, supongamos que existiera
un valor propio de A, µ > 1. Sea u = (u1, ..., un)

T ∈ Rn un vector propio de valor propio
µ con la suma de todas sus componentes es igual a 1. Por lo tanto

1 < µ =
n∑

i=1

µui =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijuj =
n∑

j=1

(
n∑

i=1

aijuj

)
= 1

Entonces ρ(A) = 1. Para demostrar ii) consideremos el siguiente subconjunto

T = {v ∈ Rn : ∥v∥1 = 1, v ≥ 0}.
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T es un subconjunto compacto y convexo (ver demostración del teorema 2.22). Conside-
remos también la aplicación

f : T −→ T
w = (w1, ..., wn)

T 7→ f(w) = Aw.

Por el teorema del punto fijo de Brouwer existe un vector v ∈ Rn tal que f(v) = Av = v.
Por tanto, como la coordenada i-ésima de v es

vi =
n∑

j=1

aijvj > 0,

se demuestra lo deseado.

2.2.3 El teorema fundamental del Álgebra

El teorema fundamental del álgebra garantiza la existencia de ráıces para ciertos tipos
de polinomios. En 1949 Arnold intentó demostrar el teorema fundamental del álgebra
basándose en el teorema del punto fijo de Brouwer en [2], sin embargo, su demostración
fue errónea. Poco después, en 1952, Fort consiguió hacerlo en [9].

Denotemos por S = {z ∈ C : |z| = 1}. Para z ∈ S, A(z) será el conjunto de todos los
argumentos de z.

Definición 2.25. Una función continua definida sobre un subconjunto del plano complejo
X ⊆ C y que toma valores en S se dice que tiene un logaritmo continuo en X si existe
una función continua ϕ : X → R tal que para cada z ∈ X, f(z) = eiϕ(z).

Observación 2.26. Dos propiedades de los números complejos que usó Fort en [9] y que
se usarán a lo largo de la sección son las siguientes:

(i) Para z1, z2 ∈ S, |z1−z2| < 2 y θ1 ∈ A(z1) existe un único θ2 ∈ A(z2) con |θ1−θ2| < π.

(ii) Sean z1, z2 ∈ S, θ1 ∈ A(z1), θ2 ∈ A(z2) con |θ1 − θ2| < π, entonces |θ1 − θ2| <
π|z1 − z2|.

Teorema 2.27 (de Heine-Cantor). Si f : X → Y es una función continua entre dos
espacios métricos X e Y y X es compacto, entonces f es uniformemente continua.

Proposición 2.28. Sea B = {z ∈ C : |q − z| ≤ r} ⊆ D un disco cerrado de centro
q ∈ C y radio r > 0. Sea f : B −→ S una función continua, entonces f tiene un logaritmo
continuo.

Demostración. Como f es continua y B es compacto, por el teorema de Heine-Cantor,
f es uniformemente continua. Por la continuidad uniforme, existe δ > 0 tal que para
z1, z2 ∈ D con |z1 − z2| < δ, |f(z1) − f(z2)| < 1/3. Elijamos n ∈ N tal que r/n < δ y
definamos para cada k ∈ N con 1 ≤ k ≤ n

Bk =

{
z ∈ C : |z − q| ≤ rk

n

}
.
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Construiremos ϕ, el logaritmo continuo de f definiendolo sucesivamente en B0, B1, ..., Bn.
ϕ(B0) está definido por ϕ(q) := θ ∈ A(f(q)) tal que 0 ≤ θ < 2π. Si ϕ está definido en
Bk, lo definiremos en Bk+1 de la siguiente manera: sea z ∈ Bk+1 y z ∈ Bk el punto de
Bk más cercano a z. Por la construcción de los conjuntos Bk, tenemos que |z − z| ≤
r(k + 1)/n− rk/n < δ, y entonces |f(z)− f(z)| < 1/3; por (i) de la observación 2.26, se
puede definir ϕ(z) como el único número de A(f(z)) que difiere con ϕ(z) en menos de π.

Veamos que se verifica la siguiente afirmación para todo 1 ≤ k ≤ n: Si z1, z2 ∈ Bk

con |z1 − z2| < δ, entonces |ϕ(z1) − ϕ(z2)| < π. Para B0 es obvio pues solo contiene un
punto. Supongámoslo cierto para Bk. Sean z1, z2 ∈ Bk+1 con |z1 − z2| < δ. Sean z1, z2
respectivamente los puntos más cercanos a z1, z2 en Bk. Por construcción, |ϕ(z1)−ϕ(z1)| <
π y |ϕ(z2)− ϕ(z2)| < π. Entonces haciendo uso de (ii) de la observación 2.26 y teniendo
en cuenta que la afirmación es cierta para Bk,

|ϕ(z1)− ϕ(z2)| ≤ |ϕ(z1)− ϕ(z1)|+ |ϕ(z1)− ϕ(z2)|+ |ϕ(z2)− ϕ(z2)|
≤ π|f(z1)− f(z1)|+ π|f(z1)− f(z2)|+ π|f(z2)− f(z2)|

<
π

3
+

π

3
+

π

3
= π

Como Bn = B, se ha visto que para todo z1, z2 ∈ B con |z1 − z2| < δ, entonces |ϕ(z1) −
ϕ(z2)| < π. Por (ii) de la observación 2.26, se puede afirmar que particularmente para
todo z1, z2 ∈ B con |z1− z2| < δ, |ϕ(z1)−ϕ(z2)| < π|f(z1)− f(z2)|, y como f es continua,
lo es ϕ. Por tanto se ha construido un logaritmo continuo de f , ϕ : B → R.
Proposición 2.29. La identidad en S, I : S → S no tiene logaritmo continuo.

Demostración. Supongamos que I : S −→ S tuviera un logaritmo continuo, z = eiϕ(z)

para cada z ∈ S. Entonces la aplicación definida por

h : [0, 2π] −→ R
t 7→ ϕ(eit)− t.

es continua. Dado t0 ∈ [0, 2π], ϕ(eit0) = t0 + 2πn0 para algún número entero n0. Por lo
tanto, podemos escribir g(t0) = t0 + 2πn0 − t0 = 2πn0, en definitiva, la imagen de todo
punto por la aplicación es un múltiplo enetro de 2π. Lo cual llevaŕıa a una contradicción
ya que como h es constante, entonces 0 = h(0) = h(2π) = h(1) = ϕ(1)− 1, y

h(2π) = ϕ(ei 2π)− 2π = ϕ(1)− 2π.

Proposición 2.30. Sea D ⊂ C un disco cerrado. Si f : D −→ C − {0} es continua,
entonces existen funciones continuas φ1, ..., φn tales que (φk(z))

n = f(z) para todo z ∈ D,
k = 1, ..., n.

Demostración. Para cada z ∈ D, f(z) = |f(z)| f(z)
|f(z)| . Si consideramos la aplicación z 7→

f(z)/|f(z)| para cada z ∈ D, por la proposición 2.28 tiene logaritmo continuo, es decir,
f(z)/|f(z)| = eiϕ(z) para cierta ϕ : D → R. Definamos para cada 1 ≤ k ≤ n

hk(z) =
n
√

|f(z)|e
i(ϕ(z)+2kπ)

n .

Evaluando (hk(z))
n, obtenemos (hk(z))

n = |f(z)|ei(ϕ(z)+2kπ). Dado que f(z) = |f(z)|eiϕ(z),
podemos concluir que (hk(z))

n = f(z). Por lo tanto, la función hk(z) satisface la propiedad
deseada para todo z ∈ D y cada 1 ≤ k ≤ n.
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Teorema 2.31 ( fundamental del álgebra). Si p es un polinomio de grado n > 0, entonces
p tiene al menos una ráız compleja.

Demostración. Supongamos que p es un polinomio tal que el coeficiente de zn es 1/k con
k > 1, podemos escribir

p(z) = zn/k +Q(z)

donde Q(z) es un polinomio de grado menor que n. Observemos que cuando z tiende a
infinito,

P (z) ≈ zn

k
. (2.10)

Esto significa que a medida que z tiende a infinito, el argumento de p(z) se acerca al
argumento de zn/k, que es el mismo que el argumento de zn. Por (2.10), también se deduce
que para z suficientemente grande, |p(z)| es aproximadamente igual a |z|n/k < |z|n. En
definitiva, se puede encontrar r1 > 0 tal que para todo z ∈ C con |z| ≥ r1, p(z) y zn

tienen argumentos que difieren en menos de π/3 y |p(z)| < |z|n.
Elijamos r2 > r1 tal que

n
√

|p(z)|+ |z| < r2 para |z| ≤ r1. Sea D = B(0, r2) el disco de
centro 0 y radio r2. Supongamos que p no se anula en ningún punto, por la proposición
2.30, p tiene ráıces n-ésimas, elijamos una, φn0 tal que los argumentos de φn0(r1) y r1
difieran en menos de π/(3n). Observemos que por la elección de r1, para |z| ≥ r1 φn0(z)
y z tienen argumentos que difieren en menos de π/(3n).

Entonces para |z| ≥ r1, |p(z)| < |z|n y por tanto |φn0(z)| < |z|. Se deduce que para
|z| ≥ r1, φn0(z) y z se encuentran en un sector circular de radio |z| y ángulo π/(3n).
Luego |z − φn0(z)| ≤ ||z|eiθ1 − |z|eiθ2| = |z||eiθ1 − eiθ2| ≤ |z||eiθ1||1 − eiπ/3|, donde θ1, θ2
son los argumentos de z y φn0(z) respectivamente y en la última desigualdad se usa que
difieren en menos de π/(3n), como n > 1 difieren en particular en menos de π/3. Ahora
bien, como

|1− eiπ/3| = |1− cos(π/3)− i sin(π/3)|
= |1/2− (i

√
3)/2|

=
√

(1/4 + 3/4) = 1,

|z−φn0(z)| < |z| para |z| ≥ r1. Por otro lado si |z| ≤ r1, |z−φn0(z)| ≤ |z|+ |φn0(z)| < r2.
Por tanto la siguiente aplicación está bien definida y es continua

D −→ D
z 7→ z − φn0(z).

Por el teorema del punto fijo de Brouwer, tiene al menos un punto fijo, z0 = z0 − φn0(z0)
para cierto z0 ∈ D. Por tanto φn0(z0) = 0 y entonces p(z0) = 0.



Caṕıtulo 3

Teorema del punto fijo de Schauder

El teorema de Brouwer tiene como limitación el no poder usarse en espacios de dimen-
sión infinita. Para ilustrar esta limitación consideremos el espacio de las sucesiones cuyos
términos, salvo un número finito de ellos, son cero,

c00 = {(ξn) : ξi ̸= 0 para un número finito de i ∈ N} .

Dotemos a c00 de la norma ∥(ξn)∥∞ = supn∈N{|ξn|} y definamos la siguiente aplicación

φ : c00 −→ c00
(ξ1, ξ2, ξ3, ...) 7→ (1, ξ1, ξ2, ξ3, ...).

Veamos que φ es continua. Sea {xn}n∈N una sucesión de elementos de c00 convergente a
x = (ξ1, ξ2, ξ3, ...) ∈ c00, donde n ∈ N, xn = (ξn1 , ξ

n
2 , ξ

n
3 , ...). Como ∥xn − x∥∞ → 0 cuando

n tiende a infinito.

∥φ(xn)− φ(x)∥∞ = ∥(0, ξn1 − ξ1, ξ
n
2 − ξ2, ...)∥∞ = sup

i∈N
{ξni − ξi} = ∥xn − x∥∞

por lo que ∥φ(xn) − φ(x)∥∞
n→∞−−−→ 0. En conclusión, φ es continua en c00 con la norma

∥·∥∞. Consideremos la restricción de φ a la bola unidad cerrada B = {x ∈ c00 : ∥x∥∞ ≤ 1}.
Tengamos en cuenta que por definición φ(B) ⊆ B. Supongamos que φ|B tuviera algún
punto fijo x = (ξ1, ξ2, ξ3, ...) ∈ B, es decir, φ(x) = x. Por lo que x verificaŕıa

ξ1 = 1

ξ2 = ξ1 = 1

ξ3 = ξ2 = 1

...

Pero en este caso x /∈ c00 llegando a contradicción. Este contraejemplo prueba que el
teorema 2.7 no es válido en dimensión infinita. Schauder proporcionó una versión de
teorema de punto fijo para espacios de dimensión arbitraria.

3.1 Enunciado y demostración del teorema

Originalmente, este teorema se demostró para espacios normados de dimensión arbi-
traria; la sección se centrará en esta versión. Se usará una demostración clásica de este

35
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resultado basada en el teorema del punto fijo de Brouwer apoyándonos en el caṕıtulo 4
de [1]. En 1935 Tychonoff demostró una versión del teorema para espacios topológicos.
Más recientemente, en el 2001, R. Cauty demostró una versión más general del teorema
de Tychonoff.

Definición 3.1. Sea (X, ∥ · ∥) un espacio normado y A ⊆ X un subconjunto. A es relati-
vamente compacto en X si su cierre, A, es compacto. Equivalentemente A es relativamente
compacto si para cualquier sucesión de elementos de A, existe una subsucesión convergente
en X.

Observación 3.2. Todo subconjunto de un conjunto relativamente compacto es relati-
vamente compacto.

Definición 3.3. Sean X e Y dos espacios de Banach. Una aplicación lineal T : X −→ Y
es compacta si es continua y para cada conjunto acotado K ⊆ X, su imagen T (K) es un
conjunto relativamente compacto en Y .

Definición 3.4. Sea X un espacio vectorial y B ⊆ X un subconjunto. La envolvente con-
vexa o componente convexa de B es el conjunto convexo más pequeño en X que contiene
a B. Es el conjunto formado por la intersección de todos los subconjuntos convexos de X
que contienen a B. Se denotará por co(B).

Lema 3.5. Sean (X, ∥ · ∥) un espacio normado y K = {x1, ..., xn} ⊆ X un subconjunto
finito de X. Entonces co(K) es un conjunto compacto.

Demostración. El conjunto

S =

{
(t1, ..., tn) ∈ Rn : t1, ..., tn ≥ 0,

n∑
i=1

ti = 1

}
,

es compacto en Rn. La siguiente aplicación,

f : S −→ X
(t1, ..., tn) 7→ f(t1, ..., tn) = t1x1 + ...+ tnxn,

es continua. Además f(S) = co({x1, ..., xn}), por lo que como la imagen de un conjunto
compacto por una aplicación continua es un conjunto compacto (ver teorema 4.14 de [17]),
co(K) es compacto.

Teorema 3.6 (Teorema del punto fijo de Schauder). Dado un espacio normado (X, ∥ · ∥)
y K ⊆ X un subconjunto cerrado, acotado y convexo. Sean T : X → X una aplicación
compacta y f = T|K . Si f(K) ⊆ K, entonces f : K → K tiene al menos un punto fijo.

Demostración. Como K es un subconjunto acotado y T es compacta, T (K) = f(K) es
relativamente compacto, es decir, f(K) es compacto. Por compacidad, de todo recubri-
miento por abiertos de f(K) se puede extraer un subrecubrimiento finito. Fijemos ϵ > 0,
entonces existen {x1, ..., xn} ∈ f(K) ⊆ K = K tales que para todo x ∈ f(K) se tiene que
para algún 1 ≤ j ≤ n

x ∈ B̊(xj, ϵ) = {y ∈ K : ∥y − xj∥ < ϵ} ,
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es decir,

f(K) ⊆
n⋃

j=1

B̊(xj, ϵ).

Definamos la siguiente función auxiliar para cada 1 ≤ i ≤ n

µi : f(K) −→ R

x 7→ µi(x) =

{
ϵ− ∥x− xi∥ si ∥x− xi∥ < ϵ

0 si ∥x− xi∥ ≥ ϵ.

Las funciones µi son continuas porque ĺım∥x−xi∥→ϵ+ µi(x) = ĺım∥x−xi∥→ϵ− µi(x) = 0. Con-
sideremos también la siguiente función, conocida como proyección de Schauder

φ : f(K) −→ co({x1, ..., xn})
x 7→ φ(x) =

∑n
i=1

µi(x)∑n
j=1 µj(x)

xi.

La función φ está bien definida porque si x ∈ f(K), entonces x ∈ B(xi0 , ϵ) para algún
1 ≤ i0 ≤ n, por lo que µi0(x) = ϵ−∥x−xi0∥ ≠ 0. Por otro lado, si x /∈ B(xj, ϵ), µj(x) = 0.
φ es continua pues µj es continua para todo 1 ≤ j ≤ 1. Observemos que ∥φ(x)− x∥ < ϵ

para todo x ∈ f(K) ya que

x− φ(x) = x−
∑n

j=1 µj(x)xj∑n
i=1 µi(x)

=

∑n
j=1 µj(x)x−

∑n
j=1 µj(x)xj∑n

i=1 µi(x)

=

∑n
j=1 µj(x)(x− xj)∑n

i=1 µi(x)
.

Si tomamos normas en ambas partes de la igualdad

∥x− φ(x)∥ =

∥∥∥∥∥
∑n

j=1 µj(x)(x− xj)∑n
i=1 µi(x)

∥∥∥∥∥ ≤
∑n

j=1 µj(x)∥(x− xj)∥∑n
i=1 µi(x)

< ϵ

para todo x ∈ f(K). En particular se verifica para todo y ∈ K

∥φ(f(y))− f(y)∥ < ϵ. (3.1)

Se puede considerar la restricción de φ ◦ f a la envolvente convexa de {x1, ..., xn},

φ ◦ f : co({x1, ..., xn}) −→ co({x1, ..., xn})
y 7→ (φ ◦ f)(y) .

De nuevo, por composición, φ ◦ f es una aplicación continua definida sobre un conjun-
to compacto y convexo de dimensión finita, por el corolario 2.10, la aplicación tiene
un punto fijo, φ(f(yϵ)) = yϵ. Para cada m ∈ N, tomemos ϵ = 1/m y construyamos
{f(y1/m)}m∈N. Por la compacidad de K, esta sucesión admite una subsucesión convergen-

te, {f(y1/mi
)} i→∞−−−→ y para algún y ∈ f(K) ⊆ K. Y también por (3.1)

∥y1/mi
− f(y1/mi

)∥ = ∥φ(f(y1/mi
))− f(y1/mi

)∥ <
1

mi

→ 0.
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Podemos concluir que {y1/mi
}i∈N → y, ya que {f(y1/mi

)}i∈N converge a y, y se tiene que

∥y1/mi
− y∥ ≤ ∥y1/mi

− f(y1/mi
)∥+ ∥f(y1/mi

)− y∥ → 0.

Por continuidad, f(y) = f(ĺımi→∞ y1/mi
) = ĺımi→∞ f(y1/mi

) = y.

Observación 3.7. Dado que una aplicación lineal continua definida sobre un conjunto
compacto siempre es compacta, se puede deducir un resultado similar al teorema 3.6; que
se usará en las aplicaciones de este caṕıtulo: Si K es un subconjunto compacto y convexo
de un espacio normado (X, ∥ · ∥), entonces toda aplicación continua, f tal que f(K) ⊆ K
tiene un punto fijo. Para obtener una demostración de esta versión particular, consultar
el caṕıtulo 4 de [20].

3.2 Aplicaciones del teorema del punto fijo de

Schauder

El teorema del punto fijo de Schauder es un resultado de análisis funcional con múlti-
ples aplicaciones en diversas áreas de las matemáticas; una de ellas permite demostrar
el teorema de Lomonosov, un resultado relevante en la teoŕıa de operadores que estudia
la existencia de espacios invariantes. Otra de las aplicaciones que se estudiará en este
trabajo es en la demostración de la existencia de soluciones para cierto tipo de ecuaciones
integrales.

3.2.1 Teorema de Lomonosov

En la década de los 30, J. von Neumann demostró, aunque no publicó, que los operado-
res compactos definidos en espacios de Hilbert tienen subespacios invariantes no triviales.
Posteriormente, en 1954, N. Aronszajn y K. T. Smith generalizaron este resultado para
espacios de Banach. Poco después, en 1973, Victor Lomonosov logró probar, véase [12],
que cualquier operador que no sea múltiplo de la identidad que conmute con un operador
compacto no nulo tiene un subespacio hiperinvariante, es decir, invariante para todos los
operadores que conmutan con él. Es interesante destacar que Lomonosov utilizó el teore-
ma del punto fijo de Schauder en su demostración.

Sean X e Y dos espacios de Banach, se denotará por L(X, Y ) a los operadores lineales
continuos de X en Y . A los operadores lineales continuos de X en X se les denotará por
L(X). Consideremos T : X → Y ∈ L(X, Y ), la norma de T , denotada por ∥T∥, se define
por

∥T∥ = sup
x ̸=0∈X

{
∥T (x)∥
∥x∥

}
.

Proposición 3.8. Sean X e Y dos espacios de Banach y T : X → Y un operador lineal
continuo. T es compacto si y solo si transforma una bola cualquiera, por ejemplo la bola
unidad cerrada B(0, 1), en un conjunto relativamente compacto.
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Demostración. Por definición, si T es compacto, entonces transforma la bola unidad ce-
rrada en un conjunto relativamente compacto.

Rećıprocamente si T transforma la bola unidad cerrada en un conjunto relativamente
compacto, dado un conjunto acotado A ⊂ X, tomando r > 0 tal que A ⊂ B(0, r) ⊂ X, se
tiene que T (A) ⊂ T (B(0, r)) = rT (B(0, 1)), por linealidad, y T (B(0, 1)) es relativamente
compacto por hipótesis. Entonces T (A) es relativamente compacto por estar contenido en
un conjunto relativamente compacto.

Definición 3.9. Se dice que un operador lineal T : X → Y entre dos espacios vectoriales
normados X e Y tiene rango finito si la imagen de X por T es un subespacio de Y de
dimensión finita.

Proposición 3.10. Sea (X, ∥ · ∥) un espacio normado. Si T : X −→ X es un operador
lineal continuo de rango finito, entonces T es compacto.

Demostración. Consideremos un conjunto acotado A ⊂ X. Como T es continuo, T (A)
es un subconjunto acotado de X. Además, como el rango de T es finito, la imagen de A
bajo T tiene dimensión finita. Como en dimensión finita los conceptos de relativamente
compacto y acotado son equivalentes, T (A) es un conjunto relativamente compacto en
X.

Lema 3.11. Sean X un espacio normado e Y un subespacio cerrado distinto de X.
Entonces, para cada ρ ∈ R con 0 < ρ < 1, existe x ∈ X , con ∥x∥ = 1 , tal que d(x, Y ) ≥ ρ.
Como consecuencia si {xn}n∈N es una sucesión de vectores linealmente independientes de
X y En = ⟨x1, ..., xn⟩, existe {yn}n∈N tal que ∥yn∥ = 1, yn ∈ En y d(yn, En−1) ≥ ρ para
todo n ∈ N.

Demostración. Sean x0 ∈ X, y x0 /∈ Y . Denotemos por d = d(x0, Y ). Como d < d/ρ,
existe y0 ∈ Y tal que ∥x0 − y0∥ ≤ d/ρ. Veamos que (x0 − y0)/∥x0 − y0∥ cumple lo pedido:
es obvio que tiene norma igual a 1, y para todo y ∈ Y se tiene∥∥∥∥ (x0 − y0)

∥x0 − y0∥
− y

∥∥∥∥ =
∥x0 − (y0 + y∥x0 − y0∥)∥

∥x0 − y0∥
≥ d

∥x0 − y0∥
≥ ρ.

Para la segunda parte basta tomar y1 = x1/∥x1∥ y para n > 1, tomamos X = En e
Y = En−1.

Proposición 3.12. La bola unidad cerrada de un espacio normado X es un compacto si
y solo si X tiene dimensión finita.

Demostración. Si el espacio es de dimensión finita, como la bola unidad cerrada es un
cerrado y acotado, entonces es compacto. Veamos la implicación rećıproca. SiX no tuviera
dimensión finita, por el lema 3.11, dado 0 < ρ < 1, se puede elegir una sucesión {yn} de
elementos de B(0, 1) tal que ∥yi − yj∥ ≥ ρ para i ̸= j, esta sucesión no tiene ninguna
subsucesión convergente, por lo tanto B(0, 1) no es un compacto.

Proposición 3.13. Sea (X, ∥ · ∥) un espacio normado, la identidad I : X −→ X es un
operador compacto si y solo si X tiene dimensión finita.
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Demostración. El rećıproco es inmediato por la proposición 3.10. Para demostrar la im-
plicación directa, asumamos que I : X → X es compacto. En tal caso, la imagen de la
bola unidad cerrada por T , T (B(0, 1)) es śı misma. Por la proposición 3.12 X debe tener
dimensión finita.

Proposición 3.14. Sean X, Y , Z espacios normados, T : X −→ Y y U : Y −→ Z dos
operadores; uno de ellos continuo y el otro compacto. Entonces U ◦ T es compacto.

Demostración. Supongamos en primer lugar que T es continuo y U compacto. Sea un
subconjunto acotado A ⊆ X, entonces como T es continuo, T (A) es acotado y U(T (A))
relativamente compacto porque U es compacto, lo que equivale a que U ◦ T es compacto.

A continuación, consideremos el caso en el que T es compacto y U es continuo. Sea
A ⊆ X un subconjunto acotado. Se quiere demostrar que T (A) es relativamente compacto.
Sea {U(T (xn))}n∈N una sucesión de elementos de U(T (A)). Debido a que T es compacto,
{T (xn)}n∈N admite una subsucesión convergente, {T (xnk

)}k∈N. Por continuidad de U ,
{U(T (xnk

))}k∈N también será convergente, es decir, U ◦ T es compacto.

Observación 3.15. Toda aplicación lineal sobre un espacio vectorial de dimension finita
tiene algún valor propio. Es consecuencia del teorema 2.31, ya que los valores propios de
una aplicación lineal son precisamente las ráıces del polinomio caracteŕıstico asociado.

Definición 3.16. Sea X un espacio de Banch y T : X → X un operador lineal. Un
subespacio invariante para T es un subespacio cerrado M ⊆ X tal que para todo x ∈ M ,
T (x) ∈ M . Denotaremos Lat(T ) al conjunto de todos los subespacios invariantes para
T . Si consideramos un subconjunto de operadores U ⊆ L(X), se puede definir Lat(U) =⋂

{Lat(T ) : T ∈ U}

Definición 3.17. Sea X un espacio de Banach y P , Q ∈ L(X). Se dice que los operadores
conmutan si P ◦ Q = Q ◦ P .

Definición 3.18. Sean X un espacio de Banach y T ∈ L(X). Un subespacio M ⊆ X se
dice que es hiperinvariante para T si para todo operador lineal continuo P que conmute
con T se verifica que P (M) ⊆ M .

Observación 3.19. Todo subespacio hiperinvariante para un operador T ∈ L(X) es
invariante para T .

Definición 3.20. Sea X un espacio métrico. Se dice que X es totalmente acotado si para
todo ϵ > 0 existe un número finito de bolas de radio ϵ que recubren X.

Proposición 3.21. Sea X espacio métrico completo y totalmente acotado, entonces es
compacto.

Demostración. Denotemos d(·, ·) a la distancia asociada a X. En términos de sucesiones,
que el espacio métrico X sea compacto equivale a que de toda sucesión de elementos de
X se puede extraer una subsucesión convergente. Sea {pn}n∈N una sucesión de elementos
de X. Como X es totalmente acotado, existen a1, ..., an ∈ X tales que

X ⊆
n⋃

i=1

B(ai, 1).
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Al menos una de las bolas B(a1, 1), ..., B(an, 1) continene a infinitos pi, denotémosla por
B1. Sea pn1 ∈ B1 un elemento de {pn}n∈N. Por definición, cualquier subespacio de un
espacio totalmente acotado es totalmente acotado, por lo que existen a′1, ..., a

′
m ∈ B1 ⊆ X

tales que

B1 ⊆
m⋃
i=1

B(a′i, 1/2).

De nuevo, por construcción, una de las bolas contendrá a infinitos términos de la sucesión
original, denotémosla por B1/2. Elijamos pn2 ∈ B1/2 un elemento de {pn}n∈N tal que
n2 > n1. Si se continua razonando de esta manera, se encontrará una bola Bk de radio
1/k que contiene infinitos términos de {pn}n∈N. Este espacio se puede recubrir con un
número finito de bolas de radio 1/(k+1), y una de esas bolas, Bk+1, contendrá a infinitos
pn, elijamos pnk+1

∈ Bk+1 tal que nk+1 > nk.
Como pnj

∈ Bk para todo j ≥ k,

d(pni
− pnj

) ≤ 2

k

para todo i, j ≥ k, la sucesión {pni
}i∈N es una sucesión de Cauchy. Como X es completo,

{pni
}i∈N converge.

Lema 3.22 (Lema de Mazur). Sea X un espacio de Banach y K ⊆ X un subconjunto
compacto de X, entonces el cierre de co(K), co(K), es compacto.

Demostración. Como K es compacto, dado ϵ > 0, existen x1, ..., xn ∈ K tales que que
K ⊆ ∪n

i=1B(xi, ϵ/3) para cierto ϵ > 0. Ahora bien, como co({x1, ..., xn}) es compacto
por 3.5, existen y1, ..., ym en co({x1, ..., xn}) tales que co({x1, ..., xn}) ⊆ ∪m

i=1B(yi, ϵ/3).
Sea a ∈ co(K), existe b ∈ co(K) tal que ∥a − b∥ < ϵ/3. Como b ∈ co(K), entonces
b =

∑l
j=1 λjbj, con bj ∈ K, λ1, ..., λl ≥ 0 y λ1 + ... + λl = 1. Ahora para cada bj existe

xk(j) ∈ {x1, ..., xn} tal que ∥bj − xk(j)∥ < ϵ/3, por lo que∥∥∥∥∥b−
l∑

j=1

λjxk(j)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
l∑

j=1

λj(bj − xk(j))

∥∥∥∥∥ ≤
l∑

j=1

λj∥bj − xk(j)∥ < ϵ/3.

Además, como
∑l

j=1 λjxk(j) ∈ co({x1, ..., xn}), entonces existe yi0 ∈ {y1, ..., ym} tal que

∥
∑l

j=1 λjxk(j)− yi0∥ < ϵ/3. Usando la desigualdad triangular,

∥a− yi0∥ ≤ ∥a− b∥+

∥∥∥∥∥b−
l∑

j=1

λjxk(j)

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥

l∑
j=1

λjxk(j)− yi0

∥∥∥∥∥ < ϵ

Es decir, co(K) ⊆ ∪m
i=1(yi, ϵ). Como X es un espacio de Banach y co(K) es cerrado y

totalmente acotado, entonces por la proposicion 3.21 es compacto.

Para demostrar los siguientes resultados se razonará de manera similar a las ideas
planteadas en [7].

Lema 3.23 (de Lomonosov). Sean (X, ∥ · ∥) un espacio de Banach y S una subálgebra
de L(X) tal que la identidad, I : X → X, está en S y supongamos Lat(S) = {∅, X}. Si
P es un operador compacto no nulo sobre X, existe Q ∈ S tal que ker(QP − Id) ̸= ∅.
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Demostración. Sea P un operador compacto no nulo. Supongamos por simplicidad que
∥P∥ = 1, ya que si no fuera aśı tomaŕıamos el operador P/∥P∥ que seŕıa un operador
compacto no nulo sobre X. Fijemos x0 ∈ X tal que ∥P (x0)∥ > 1 y definamos

B = {x ∈ X : ∥x− x0∥ ≤ 1} = B(x0, 1).

Veamos que 0 /∈ B: supongamos que fuera aśı, entonces ∥0−x0∥ ≤ 1 y en consecuencia

1 < ∥P (x0)∥ ≤ ∥P∥ · ∥x0∥ ≤ 1,

llegando a contradicción. Observemos también que para todo x ∈ B se tiene que

∥P (x)∥ = ∥P (x0 + (x− x0))∥
= ∥P (x0) + P (x− x0)∥
≥ ∥P (x0)∥ − ∥P (x− x0)∥
≥ ∥P (x0)∥ − 1.

(3.2)

Supongamos que 0 ∈ P (B). Entonces, existiŕıa una sucesión {yn} de elementos de B tal
que

P (yn)
n→∞−−−→ 0.

Por (3.2), para todo n ∈ N, se tiene que ∥P (yn)∥ ≥ ∥P (x0)∥ − 1. Pero si P (yn) → 0,
entonces por continuidad ∥P (x0)∥ ≤ 1, lo cual es una contradicción con la elección de x0.
En definitiva, se ha visto que

0 /∈ B, 0 /∈ P (B). (3.3)

Para cada x ∈ X no nulo, Mx := {T (x) : T ∈ S} es un subespacio invariante de
S porque si T1, T2 ∈ S, entonces T1 ◦ T2 ∈ S por ser S una álgebra, y por lo tanto,
(T1 ◦ T2)(x) = T1(T2(x)) ∈ Mx, lo cual demuestra que Mx es un subespacio invariante de
S. Además Mx es no vaćıo ya que I ∈ S. Es decir, se ha visto que Mx ∈ Lat(S) y es no
vaćıo, por tanto por hipótesis debe ser para cada x ∈ X, x ̸= 0

X = Mx. (3.4)

Entonces para cada x ∈ X no nulo, existe T ∈ S tal que ∥T (x)− x0∥ < 1. En particular,
dado y ∈ P (B), como puede aproximarse arbitrariamente por una sucesión de elementos
de P (B) ⊆ X existe Ty ∈ S tal que ∥Ty(y)− x0∥ < 1. Por tanto

P (B) ⊆
⋃
T∈S

{y ∈ X : ∥T (y)− x0∥ < 1}.

Por compacidad de P (B), se puede extraer un subrecubrimiento finito, existe un subcon-
junto finito de operadores T1, ..., Tn de S de manera que

P (B) ⊆
n⋃

i=1

{y ∈ X : ∥Ti(y)− x0∥ < 1}. (3.5)

Definamos la siguiente función auxiliar para cada 1 ≤ j ≤ n

gj : P (B) −→ R

x 7→ gj(x) =

{
1− ∥Tj(x)− x0∥ si ∥Tj(x)− x0∥ < 1

0 si ∥Tj(x)− x0∥ ≥ 1.
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Cada gj es continua por serlo Tj para todo 1 ≤ j ≤ n. Además, para cada y ∈ P (B),∑n
j=1 gj(y) > 0 por (3.5). Tomemos ahora la función definida por

γj : P (B) −→ R
x 7→ γj(x) =

gj(x)∑n
i=1 gi(x)

.

Observemos que γj es una función continua por serlo gj para todo 1 ≤ j ≤ n. Consideremos
por último

Γ: B −→ X
x 7→ Γ(x) =

∑n
i=1 γi(P (x))Ti(P (x)),

que es una aplicación continua por ser composición de funciones continuas.
El objetivo llegado a este punto es probar que B es convexo, cerrado acotado, que Γ

es compacto y verifica que Γ(B) ⊆ B, en resumen, que cumple las hipótesis del teorema
del punto fijo de Schauder.

Veamos en primer lugar que B es convexo: sean x, y ∈ B y λ ∈ [0, 1].

∥λx+ (1− λ)y − x0∥ = ∥λ(x− x0) + (1− λ)(y − x0)∥
≤ λ∥x− x0∥+ (1− λ)∥y − x0∥
≤ λ+ (1− λ) = 1.

λx+ (1− λ)y ∈ B y concluimos que B es convexo.
Probemos a continuación que Γ(B) ⊆ B. Sea x ∈ B, entonces P (x) ∈ P (B) ⊆

P (B). Observemos que γj(P (x)) es no negativa. Si γj(P (x)) > 0 para cierto 1 ≤ j ≤ n,
entonces gj(P (x)) > 0, por la definición de gj se tiene que ∥Tj(P (x))−x0∥ < 1, por tanto
Tj(P (x)) ∈ B. Además

n∑
i=1

γj(P (x)) =
n∑

i=1

gi(P (x))∑n
k=1 gk(P (x))

= 1,

por lo que Γ(x) es una combinación convexa de elementos de B. Se tiene aśı que Γ(B) ⊆
co(B), como co(B) ⊆ B por ser B convexo, Γ(B) ⊆ B.

Probemos finalmente que Γ es compacto: tengamos en cuenta que, por la proposición
3.14, Tj ◦P es un operador compacto para cada 1 ≤ j ≤ n. Por tanto, para cada 1 ≤ j ≤ n
Tj(P (B)) es un conjunto relativamente compacto. Además como la unión de conjuntos
relativamente compactos es un conjunto relativamente compacto, ∪n

j=1Tj(P (B)) es rela-

tivamente compacto. En consecuencia ∪n
j=1Tj(P (B)) es un subconjunto compacto de X.

Por el lema de Mazur,

co(∪n
j=1Tj(P (B)))

es compacto, y por tanto también lo es

co(∪n
j=1Tj(P (B))).

Este conjunto contiene a Γ(B), por lo que Γ(B) es compacto. Por la proposición 3.8, Γ es
un operador compacto.
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En resumen, Γ: B −→ Γ(B) ⊆ B es un operador compacto definido sobre un sub-
conjunto cerrado, acotado y convexo, B. Por el teorema del punto fijo de Schauder existe
β ∈ B tal que Γ(β) = β. Observemos que β ̸= 0 por (3.3).

Definamos el operador Q =
∑n

i=1 γi(P (β))Ti. Q ∈ S porque Ti ∈ S para todo 1 ≤ i ≤
n y S es una subálgebra. Además

Q(P (β)) =
n∑

i=1

γi(P (β))Ti(P (β)) = Γ(β) = β,

por tanto
(QP − Id)(β) = 0,

lo que prueba la existencia de un operador Q ∈ S tal que ker(QP − Id) ̸= ∅.

Observación 3.24. De la demostración del lema anterior 3.23 también se deduce que en
particular ker(QP − Id) ̸= {0}.

Teorema 3.25 (de Lomonosov). Sean X un espacio de Banach y T ∈ L(X). Si T no es
múltiplo de la identidad y existe algún operador compacto P : X → X que conmute con
T , entonces T tiene algún subespacio hiperinvariante no trivial.

Demostración. Sea C el conjunto de los operadores que conmutan con T . Si Lat(C) ̸=
{∅, X}, entonces hay subespacios propios de X que son invariantes bajo todo C, en par-
ticular, existe algún subespacio hiperinvariante para T , con lo que queda probado el
enunciado.

Estudiemos ahora el caso en que Lat(C) = {∅, X}. Veamos en primer lugar que C es
una subálgebra de L(X): sean P,Q ∈ C y α un escalar.

(P + αQ)T = P T + αQT = T P + αT Q = T (P + αQ),

por tanto P + αQ ∈ C. Además el operador identidad conmuta con cualquier operador
lineal. Por tanto C es una subálgebra de L(X).

Por el lema 3.23 existe un operador Q ∈ C tal que ker(QP − I) ̸= ∅. Probemos que
ker(QP − I) ∈ Lat(QP ), es decir, ker(QP − I) es un subespacio invariante por QP : sea
x ∈ ker(QP − I),

(QP − I)QP (x) = QP (QP (x))−QP (x) = QP (x)− x = x− x = 0.

También se verifica que QP es el operador identidad sobre ker(QP−I): si x ∈ ker(QP−I)

QP (x) = QP (x) + x− x = (QP − I)(x) + x = x.

Además como P es compacto y Q es continuo, QP es compacto por la proposición 3.14.
Como la identidad

I : ker(QP − I) −→ ker(QP − I)

es compacto si y solo si el espacio tiene dimensión finita por la proposición 3.13, necesa-
riamente ker(QP − I) tiene dimensión finita.

Veamos que ker(QP − I) es invariante por T . Sea x ∈ ker(QP − I),

QP (T (x))− T (x) = T (QP (x))− T (x) = T (x)− T (x) = 0.
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Como ker(QP − I) tiene dimensión finita y es invariante por T , se tiene que

T| ker(QP−I) : ker(QP − I) −→ ker(QP − I)

por la observación 3.15 tiene al menos un valor propio λ. Existe un vector x ∈ ker(QP−I)
tal que T (x) = λx. Esto implica que M := ker(T − λI) ̸= ∅. Además M ̸= X ya que T
no es múltiplo de la identidad.

Sea S un operador que conmute con T . Veamos que S(M) ⊆ M , con lo que quedaŕıa
probado que existe un subespacio hiperinvariante para T no trivial. Sea x ∈ M

(T − λI)(S(x)) = T (S(x))− λS(x)

= S(T − λI)(x)

= S(0) = 0

para todo x ∈ M . De manera que S(x) ∈ M , y por tanto S(M) ⊆ M .

3.2.2 Ecuaciones integrales

Consideremos la siguiente ecuación

x(t) = f(t) + x(t)

∫ b

a

k(t, τ)x(τ)dτ, (3.6)

denominada ecuación integral de Fredholm de segunda especie, donde [a, b] ⊆ R es un
intervalo, f : [a, b] → R y k : [a, b] × [a, b] → R son funciones continuas. Las posibles
soluciones son funciones continuas x : [a, b] → R cumpliendo la igualdad (3.6) para todo
t ∈ [a, b]. Se puede demostrar que bajo ciertas condiciones (ver II.2 de [11]) (3.6) tiene
una única solución en el espacio de las funciones continuas de [a, b] en R. El objetivo de
esta sección será estudiar algunos casos espećıficos en los que se puede afirmar que existe
solución de (3.6). En el teorema de existencia que se planteará despues, se estudiará
particularmente el caso en el que a = 0 y b = 1 haciendo uso del teorema del punto fijo
de Schauder, tomando como referencia [4].

Denotaremos por C ([a, b]) y U ([a, b]) a los espacios de las funciones continuas y uni-
formemente continuas respectivamente en [a, b] que valoran en R. Dotaremos a C ([a, b])
la siguiente norma, llamada norma de la convergencia uniforme, que ya ha sido usada
anteriormente,

∥x∥∞ = sup
t∈[a,b]

{|x(t)|} , x ∈ C ([a, b]) .

Fijemos 0 < α ≤ 1. Denotaremos por Hα([a, b]) al espacio de las funciones reales definidas
en [a, b] y que verifiquen lo que se conoce por condición de Hölder : dada x ∈ Hα([a, b])
existe una constante real positiva Hx

α tal que para cada t, s ∈ [a, b]

|x(t)− x(s)| ≤ Hx
α|t− s|α. (3.7)

Dada una función x ∈ Hα([a, b]), se define Hx
α como

Hx
α = sup

t̸=s∈[a,b]

{
|x(t)− x(s)|

|t− s|α

}
.
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Observemos que dada una función, x, que cumpla (3.7), sea ε > 0, tomemos δ =
(

ε
Hx

α

)1/α
y consideremos dos puntos arbitrarios t, s ∈ [a, b] tales que |t− s| < δ,

|x(t)− x(s)| ≤ Hx
α|t− s|α < Hx

αδ
α = Hx

α

((
ε

Hx
α

)1/α
)α

= ε.

Esto confirma que la función x que cumple la condición de Hölder es uniformemente
continua en el intervalo [a, b]. Es decir, se verifica la siguiente cadena de inclusiones

Hα([a, b]) ⊂ U ([a, b]) ⊂ C ([a, b]) .

Proposición 3.26. Sea 0 < α ≤ 1. La aplicación definida por

∥ · ∥α : Hα([a, b]) −→ R
x 7→ ∥x∥α = |x(a)|+Hx

α

es una norma en Hα([a, b]).

Demostración. Es inmediato que ∥x∥α ≥ 0 y la igualdad se da si y solo si x = 0. La im-
plicación directa es inmediata porque ∥x∥α = |x(a)|+Hx

α, ambos términos son negativos,
supongamos que ∥x∥α = 0, entonces |x(a)| = 0 y Hx

α = 0, por lo que x(t) = x(s) para
todo s, t ∈ [a, b], por lo tanto x es la función constante cero.

Por otra parte ∥λx∥α = |λ|∥x∥α para todo λ ∈ R y x ∈ Hα([a, b]), ya que

∥λx∥α = |λ||x(a)|+Hλx
α = |λ|(|x(a)|+Hx

α) = |λ|∥x∥α.

Finalmente, comprobemos que ∥x+ y∥α ≤ ∥x∥α + ∥y∥α para todo x, y ∈ Hα([a, b]).

∥x+ y∥α ≤ |x(a)|+ |y(a)|+ sup
t̸=s∈[a,b]

{
|x(t) + y(t)− x(s)− y(s)|

|t− s|α

}
≤ |x(a)|+ |y(a)|+ sup

t̸=s∈[a,b]

{
|x(t)− x(s)|

|t− s|α

}
+ sup

t̸=s∈[a,b]

{
|y(t)− y(s)|

|t− s|α

}
≤ ∥x∥α + ∥y∥α,

Por tanto ∥ · ∥α es una norma en Hα([a, b]).

Proposición 3.27. Sea 0 < α ≤ 1, (Hα, ∥ · ∥α) es un espacio de Banach.

Demostración. Veamos que toda sucesión de Cauchy en Hα([a, b]) converge en Hα([a, b]).
Consideremos una sucesión de Cauchy {xn}n∈N en Hα([a, b]). Sea ϵ > 0, existe N ∈ N
tal que para todo n,m ≥ N , se tiene ∥xn − xm∥α < ϵ/(2máx{1, (b − a)α}). Dado que
∥xn − xm∥α = |xn(a)− xm(a)|+Hxn−xm

α ,

|xn(a)− xm(a)|+ sup
t,s∈[a,b]

{
|xn(t)− xm(t)− (xn(s)− xm(s))|

|t− s|α

}
≤ ϵ

2máx{1, (b− a)α}
.

(3.8)
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De (3.8) se deduce que {xn(a)}n∈N es una sucesión de Cauchy en R, por tanto convergente,
denotemos x(a) = ĺımn→∞ xn(a). De (3.8) también se deduce que para todo n,m ≥ N

sup
t∈[a,b]

{
|xn(t)− xm(t)− (xn(a)− xm(a))|

|t− s|α

}
≤ ϵ

2máx{1, (b− a)α}
,

por lo que, en particular, |xn(t)−xm(t)|−|xn(a)−xm(a)| ≤ ϵ |t−s|α/(2máx{1, (b−a)α}) ≤
ϵ/2. Es decir,

|xn(t)− xm(t)| ≤ |xn(a)− xm(a)|+
ϵ

2
(3.9)

para todo t ∈ [a, b], n,m ≥ N . De (3.9) se deduce que para todo n,m ≥ N y para
cada t ∈ [a, b],|xn(t)− xm(t)| ≤ ϵ. Entonces, {xn(t)}n∈N es una sucesión de Cauchy en R,
definamos x(t) = ĺımn→∞ xn(t) para cada t ∈ [a, b]. Veamos que x está en Hα([a, b]), se
deduce de que para todo n ∈ N supt̸=s∈[a,b] {(|xn(t)− xn(s)|)/(|t− s|α)} < ∞, tomando
ĺımites se deduce que x ∈ Hα([a, b]). Continuemos probando que {xn}n∈N converge a x en
el sentido de la norma ∥ · ∥α. Razonando de manera similar, para todo n ≥ N

sup
t̸=s∈[a,b]

{
|xn(t)− x(t)− (xn(s)− x(s))|

|t− s|α
≤ ϵ

2máx{1, (b− a)α}

}
(3.10)

y

|xn(a)− x(a)| ≤ ϵ

2máx{1, (b− a)α}
. (3.11)

Combinando (3.10) y (3.11), se puede concluir que ∥xn − x∥α ≤ ϵ.

Lema 3.28. Si 0 < α ≤ 1. Dado x ∈ Hα([a, b]), se verifica ∥x∥∞ ≤ máx {1, (b− a)α} ∥x∥α.
En particular si b− a = 1, entonces ∥x∥∞ ≤ ∥x∥α.

Demostración. Para todo t ∈ [a, b] y x ∈ Hα([a, b]), se tiene que

|x(t)| ≤ |x(t)− x(a)|+ |x(a)| ≤ Hx
α|t− a|α + |x(a)| ≤ Hx

α(b− a)α + |x(a)|.

Tomando supremo respecto a t ∈ [a, b],

∥x∥∞ ≤ Hx
α(b− a)α + |x(a)| ≤ máx{1, (b− a)α}(Hx

α + |x(a)|) = máx{1, (b− a)α}∥x∥α.

Lema 3.29. Si 0 < α < β ≤ 1, entonces Hβ([a, b]) ⊆ Hα([a, b]). Además para todo
x ∈ Hβ([a, b]), se cumple

∥x∥α ≤ máx{1, (b− a)β−α}∥x∥β.

Demostración. Sea x ∈ Hβ([a, b]), entonces existe Hx
β > 0 tal que para todo t ̸= s ∈ [a, b]

|x(t)− x(s)| ≤ Hx
β |t− s| = Hx

β |t− s|β−α|t− s|α ≤ (b− a)β−αHx
β |t− s|α.

Por tanto x ∈ Hα([a, b]). Además como ∥x∥α = |x(a)|+Hx
α, y

Hx
α = sup

t̸=s∈[a,b]

{
|x(t)− x(s)|

|t− s|α

}
= sup

t̸=s∈[a,b]

{
|x(t)− x(s)|

|t− s|β
|t− s|β−α

}
≤ Hx

β (b− a)β−α,

podemos concluir que ∥x∥α = |x(a)|+Hx
α ≤ máx 1, (b− a)β−α∥x∥β.
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A continuación vamos a estudiar propiedades y algunas condiciones de compacidad en
los espacios de Hölder, que serán de utilidad posteriormente para poder aplicar el teorema
del punto fijo de Schauder para demostrar la existencia de solución de (3.6).

Lema 3.30. Sean 0 < α ≤ 1 y A ⊂ Hα([a, b]) un subconjunto acotado tal que para todo
x ∈ A, se verifica la siguiente propiedad: para todo ϵ > 0 existe un número real δ > 0 tal
que si t, s ∈ [a, b] con |t− s| ≤ δ,

|x(t)− x(s)|
|t− s|α

≤ ϵ. (3.12)

Entonces A es relativamente compacto en Hα([a, b]).

Demostración. Por el teorema de Arzelà-Ascoli (ver caṕıtulo 3 de [7]) basta probar que A
es equicontinuo y puntualmrnte acotado. Veamos en primer lugar que A es equicontinuo.
Por la propiedad del enunciado, para cualquier ϵ′ > 0, podemos elegir un δ > 0 tal que si
|t− s| < δ, entonces |x(t)−x(s)|

|t−s|α ≤ ϵ′ para todo x ∈ A y t, s ∈ [a, b] con t ̸= s. Multiplicando

ambos lados de la desigualdad por |t− s|α, obtenemos

|x(t)− x(s)| ≤ ϵ′|t− s|α.

Dado ϵ > 0, tomemos ϵ′ = ϵ/δα; si |t− s| < δ, entonces |x(t)− x(s)| ≤ ϵ para todo x ∈ A
y t, s ∈ [a, b] con t ̸= s.

Además está puntualmente acotado ya que si x ∈ A, como A es acotado, existe M > 0
tal que

∥x∥α = |x(a)|+ sup
t̸=s∈[a,b]

{
|x(t)− x(s)|

|t− s|α

}
≤ M. (3.13)

Particularmente |x(a)| ≤ M y
|x(t)− x(s)|

|t− s|α
≤ M

para todo x ∈ A y t, s ∈ [a, b], y por tanto |x(t)−x(s)| ≤ M |t−s|α ≤ M(b−a)α para todo
x ∈ A y t, s ∈ [a, b]. Haciendo uso de la desigualdad triangular, para cualquier t ∈ [a, b],
por (3.13)

|x(t)| − |x(s)| ≤ |x(t)− x(s)| ≤ M(t− s)α ≤ M(b− a)α.

En particular para s = a,

|x(t)| ≤ |x(a)|+ |x(t)− x(s)| ≤ M +M(b− a)α.

Por tanto A está puntualmente acotado. Queda probado que A es relativamente compacto
en C([a, b]).

Dada una sucesión {xn}n∈N de elementos de A, por el teorema de Arzelà-Ascoli se
puede afirmar que que existe una subsucesión {xnk

}k∈N = {yn}n∈N que converge a un
elemento x ∈ C([a, b]). Veamos que x ∈ Hα([a, b]). Sabemos que

|yn(t)− yn(s)| ≤ M |t− s|α (3.14)

para todo n ∈ N y todo t, s ∈ [a, b]. Tomando ĺımite cuando n tiende a infinito,

|x(t)− x(s)| ≤ M |t− s|α (3.15)
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para todo t, s ∈ [a, b]. De manera similar sabemos que |yn(a)| ≤ M para todo n ∈ N, por
tanto, tomando el ĺımite cuando n tiende a infinito, |x(a)| ≤ M . Entonces

|x(a)|+ sup
t̸=s∈[a,b]

{
|x(t)− x(s)|

|t− s|α

}
≤ 2M

lo que prueba que x ∈ Hα([a, b]).
Veamos para finalizar que {yn}n∈N converge a x en el sentido de la norma ∥ · ∥α, es

decir, que

∥yn − x∥α = |yn(a)− x(a)|+ sup
t̸=s∈[a,b]

{
|yn(t)− x(t)− (yn(s)− x(s))|

|t− s|α

}
→ 0.

Sea ϵ > 0, denotemos por δ a la constante que verifica la condición del enunciado asociada
a ϵ/4, dado n ∈ N,

sup
t̸=s∈[a,b]

{
|yn(t)− x(t)− (yn(s)− x(s))|

|t− s|α

}
= máxt̸=s∈[a,b]

{
sup|t−s|≤δ

{
|yn(t)−x(t)−(yn(s)−x(s))|

|t−s|α

}
, sup|t−s|≥δ

{
|yn(t)−x(t)−(yn(s)−x(s))|

|t−s|α

}}
.

Sea β = mı́n{ϵ/2, ϵδα/4}. Existe N ∈ N tal que |yn(t) − x(t)| ≤ β para todo n ≥ N,
t ∈ [a, b]. Acotemos cada uno de los posibles máximos, dados t ̸= s ∈ [a, b], si n ≥ N

sup
|t−s|≥δ

{
|yn(t)− x(t)− (yn(s)− x(s))|

|t− s|α

}
≤ 2β

δα
≤ ϵ

2
. (3.16)

Por otra parte, por la elección de δ y teniendo en cuenta la propiedad del enunciado

sup
|t−s|≤δ

{
|yn(t)− x(t)− (yn(s)− x(s))|

|t− s|α

}
≤ sup

|t−s|≤δ

{
|yn(t)− yn(s)|

|t− s|α
+

|x(t)− x(s)|
|t− s|α

}
≤ ϵ

2
.

(3.17)
En resumen, con (3.16) y (3.17) se ha visto que para todo n ≥ N , ∥yn − x∥α ≤ ϵ.

Lema 3.31. Sean 0 < α < β ≤ 1 y A ⊆ Hβ([a, b]) un subconjunto acotado, entonces A
es relativamente compacto en Hα([a, b]).

Demostración. Como A está acotado en Hβ([a, b]), entonces existe una constante real
positiva M tal que para todo x ∈ A

∥x∥β = |x(a)|+ sup
t,s

{
|x(t)− x(s)|

|t− s|β

}
≤ M.

En particular, por el lema anterior 3.29 se deduce que A es un subconjunto acotado de
Hα([a, b]). Sea ϵ1 > 0, se puede encontrar δ > 0 tal que si 0 < t ≤ δ,

tβ−α ≤ ϵ1.

Fijado ϵ > 0, si tomamos ϵ1 = ϵ/M y elegimos δ del modo anterior, para todo t, s ∈ [a, b]
tal que |t− s| < δ, se tiene que

|t− s|β−α ≤ ϵ

M
,
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con lo que

|t− s|β ≤ ϵ

M
|t− s|α.

Tomando entonces t, s ∈ [a, b] tal que |t− s| ≤ δ,

|x(t)− x(s)| ≤ M |t− s|β ≤ ϵ|t− s|α

lo que prueba que el conjunto A cumple la condición del lema 3.30, por lo que A es un
subconjunto relativamente compacto de Hα([a, b]).

En lo que sigue, dados θ ∈ Hα([a, b]), r > 0, y 0 < α ≤ 1, se denotará

Bα(θ, r) = {x ∈ Hα([a, b]) : ∥x− θ∥α ≤ r} .

De manera análoga se definiŕıa Bβ(θ, r) en Hβ([a, b]).

Lema 3.32. Sea 0 < α < β ≤ 1. Entonces Bβ(θ, r) es un subconjunto cerrado de
Hα([a, b]).

Demostración. Considereremos Bβ(θ, r) como un subconjunto de Hα([a.b]). Sea {xn}n∈N
una sucesión convergente de elementos de Bβ(θ, r),

{xn}n∈N
∥·∥α−−→ x.

Veamos que x ∈ Bβ(θ, r). Como xn ∈ Bβ(θ, r) para todo n ∈ N, entonces para todo
t ̸= s ∈ [a, b]

|xn(t)− xn(s)|
|t− s|β

≤ r.

Tomando ĺımite cuando n → ∞, obtenemos que para todo t ̸= s ∈ [a, b]

|x(t)− x(s)|
|t− s|β

≤ r.

Por tanto x ∈ Bβ(θ, r).

Observación 3.33. Sea 0 < α < β ≤ 1. Entonces dados θ ∈ Hβ([a, b]) y r > 0, Bβ(θ, r)
es un subconjunto compacto de Hα([a, b]).

Teorema 3.34 (Existencia de solución). Sean 0 < α < β ≤ 1 y la ecuación integral

x(t) = f(t) + x(t)

∫ 1

0

k(t, τ)x(τ)dτ, (3.18)

donde f ∈ Hβ([0, 1]), k : [0, 1] × [0, 1] −→ R es una función continua tal que para todo
t1, t2, s ∈ [0, 1] existe kβ < ∞ verificando

|k(t1, s)− k(t2, s)| ≤ kβ|t1 − t2|β.

Denotemos por K = sups∈[a,b]

{∫ 1

0
|k(s, τ)dτ |

}
y supongamos además que ∥f∥β(2K +

kβ) < 1/4. Entonces 3.18 tiene al menos una solución en Hα([0, 1]).
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Demostración.
Parte 1: Definición de la función a la que vamos a aplicar el teorema del punto fijo de
Schauder.

Sea x ∈ Hβ([0, 1]) y denotemos por T (x) a la función

T (x)(t) = f(t) + x(t)

∫ 1

0

k(t, τ)x(τ)dτ

para cada t ∈ [0, 1]. Veamos que T (Hβ([0, 1])) ⊆ Hβ([0, 1]). Sean t, s ∈ [0, 1]

|T (x)(t)− T (x)(s)| =
∣∣∣∣f(t) + x(t)

∫ 1

0

k(t, τ)x(τ)dτ − f(s)− x(s)

∫ 1

0

k(s, τ)x(τ)dτ

∣∣∣∣
≤ |f(t)− f(s)|+

∣∣∣∣x(t)∫ 1

0

k(t, τ)x(τ)dτ − x(s)

∫ 1

0

k(s, τ)x(τ)dτ

∣∣∣∣ .
(3.19)

Por una parte,
|f(t)− f(s)| ≤ Hf

β |t− s|β. (3.20)

Y por otra,∣∣∣∣x(t)∫ 1

0

k(t, τ)x(τ)dτ − x(s)

∫ 1

0

k(s, τ)x(τ)dτ

∣∣∣∣ (3.21)

=

∣∣∣∣x(t)∫ 1

0

k(t, τ)x(τ)dτ − x(s)

∫ 1

0

k(s, τ)x(τ)dτ

+x(s)

∫ 1

0

k(t, τ)x(τ)dτ − x(s)

∫ 1

0

k(s, τ)x(τ)dτ

∣∣∣∣
≤ |x(t)− x(s)|K ∥x∥∞ + |x(s)|

∫ 1

0

kβ|t− s|βx(τ)dτ.

Dividiendo en (3.19) por |t − s|β y usando (3.20) y (3.21) junto con las relaciones que
tenemos respecto de las distintas normas,

|T (x)(t)− T (x)(s)|
|t− s|β

≤ Hf
β +

|x(t)− x(s)|
|t− s|β

K∥x∥∞ + kβ∥x∥2∞

≤ Hf
β +Hx

βK∥x∥∞ + kβ∥x∥2∞ ≤ Hf
β +Hx

βK∥x∥β + kβ∥x∥2β < ∞.

(3.22)

Como esta desigualdad es cierta para cualesquiera t, s ∈ [0, 1], T (x) ∈ Hβ([a, b]), es decir,

T : Hβ([0, 1]) −→ Hβ([0, 1])
x 7→ T (x) : [0, 1] −→ R

t 7→ T (x)(t) = f(t) + x(t)
∫ 1

0
k(t, τ)x(τ)dτ.

Parte 2: Búsqueda de subconjunto que verifique las hipótesis del teorema del punto fijo
de Schauder.

De (3.22) se puede deducir que

∥T (x)∥β ≤ |T (x)(0)|+ x(0)

∫ 1

0

k(0, τ)x(τ)dτ +Hf
β +Hx

βK∥x∥β + kβ∥x∥2β

≤ ∥f∥β +K∥x∥2∞ +K∥x∥2β + kβ∥x∥2β
≤ ∥f∥β + (2K + kβ)∥x∥2β.

(3.23)
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Busquemos ahora para qué valores de r ∈ R se verifica que T (Bβ(0, r)) ⊆ Bβ(0, r). Sea
x ∈ Bβ(0, r); por (3.23) si ∥f∥β + (2K + kβ)r

2 ≤ r, se cumplirá que T (x) ⊆ Bβ(0, r). Es
decir, para todo r ∈ R tal que

1−
√

1− 4(2K + kβ)∥f∥β
2(2K + kβ)

≤ r ≤
1 +

√
1− 4(2K + kβ)∥f∥β
2(2K + kβ)

,

se verifica que T (Bβ(0, r)) ⊆ Bβ(0, r). Observemos que la ráız existe porque ∥f∥β(2K +
kβ) < 1/4 por hipótesis.

Parte 3: T|Bβ(0,r) es continua respecto ∥ · ∥α.
Sea ϵ > 0 y 0 < δ ≤ ϵ/(2(2K + 3kβ)r). Sean x, y ∈ Bβ(0, r) tales que ∥x − y∥α < δ.

Por una parte se tiene

|T (x)(0)− T (y)(0)| (3.24)

=

∣∣∣∣x(0)∫ 1

0

k(0, τ)x(τ)dτ − y(0)

∫ 1

0

k(0, τ)y(τ)dτ

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣x(0)∫ 1

0

k(0, τ)x(τ)dτ − x(0)

∫ 1

0

k(0, τ)y(τ)dτ

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣x(0)∫ 1

0

k(0, τ)y(τ)dτ − y(0)

∫ 1

0

k(0, τ)y(τ)dτ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣x(0)∫ 1

0

k(0, τ)(x(τ)− y(τ))dτ

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣(x(0)− y(0))

∫ 1

0

k(0, τ)y(τ)dτ

∣∣∣∣
≤ ∥x∥∞∥x− y∥∞ K + ∥x− y∥∞∥y∥∞ K

≤ ∥x∥β∥x− y∥α K + ∥x− y∥α∥y∥β K

≤ 2K r δ ≤ 2K r ϵ

2(2K + 3kβ)r
≤ 2K r ϵ

2 (2K) r

=
ϵ

2
.

Y por otra,

|T (x)(t)− T (y)(t)− (T (x)(s)− T (y)(s))|
|t− s|α

(3.25)

=
1

|t− s|α

∣∣∣∣x(t)∫ 1

0

k(t, τ)x(τ)dτ − y(t)

∫ 1

0

k(t, τ)x(τ)dτ

+y(t)

∫ 1

0

k(t, τ)x(τ)dτ − y(t)

∫ 1

0

k(t, τ)y(τ)dτ

−
(
x(s)

∫ 1

0

k(s, τ)x(τ)dτ − y(s)

∫ 1

0

k(s, τ)x(τ)dτ

)
−
(
y(s)

∫ 1

0

k(s, τ)x(τ)dτ − y(s)

∫ 1

0

k(s, τ)y(τ)dτ

)∣∣∣∣
=

1

|t− s|α

∣∣∣∣(x(t)− y(t))

∫ 1

0

k(t, τ)x(τ)dτ + y(t)

∫ 1

0

k(t, τ)(x(τ)− y(τ))dτ

−(x(s)− y(s))

∫ 1

0

k(s, τ)x(τ)dτ − y(s)

∫ 1

0

k(s, τ)(x(τ)− y(τ))dτ

∣∣∣∣
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≤ |(x(t)− y(t))− (x(s)− y(s))|
|t− s|α

∣∣∣∣∫ 1

0

k(t, τ)x(τ)dτ

∣∣∣∣
+
|x(s)− y(s)|

|t− s|α

∣∣∣∣∫ 1

0

(k(t, τ)− k(s, τ))x(τ)dτ

∣∣∣∣
+

1

|t− s|α

∣∣∣∣y(t)∫ 1

0

k(t, τ)(x(τ)− y(τ))dτ − y(s)

∫ 1

0

k(s, τ)(x(τ)− y(τ))dτ

∣∣∣∣ .
Ahora bien, si acotamos cada uno de los sumandos obtendremos para el primero de ellos

|(x(t)− y(t))− (x(s)− y(s))|
|t− s|α

∣∣∣∣∫ 1

0

k(t, τ)x(τ)dτ

∣∣∣∣
≤ ∥x− y∥α∥x∥∞K

≤ δ r K,

(3.26)

donde se ha usado el lema 3.28 en la última desigualdad. El segundo de los términos de
(3.25) se puede acotar de la siguiente forma:

|x(s)− y(s)|
|t− s|α

∣∣∣∣∫ 1

0

(k(t, τ)− k(s, τ))x(τ)dτ

∣∣∣∣
≤ (|x(s)− y(s)− (x(0)− y(0))|+ |x(0)− y(0)|) ∥x∥∞

∫ 1

0

|k(t, τ)− k(s, τ)|
|t− s|α

dτ

≤

(
sup

t̸=s∈[0,1]

{
|x(t)− y(t)− (x(s)− y(s))||t− s|α

|t− s|α

}
+ |x(0)− y(0)|

)
∥x∥∞kβ|t− s|β−α

≤ 2kβ∥x∥β∥x− y∥α ≤ 2 kβ r δ.
(3.27)

El tercer y último sumando de (3.25) lo acotaremos aśı:

1

|t− s|α

∣∣∣∣y(t)∫ 1

0

k(t, τ)(x(τ)− y(τ))dτ − y(s)

∫ 1

0

k(s, τ)(x(τ)− y(τ))dτ

∣∣∣∣
≤ 1

|t− s|α

∣∣∣∣y(t)∫ 1

0

k(t, τ)(x(τ)− y(τ))dτ − y(s)

∫ 1

0

k(t, τ)(x(τ)− y(τ))dτ

∣∣∣∣
+

1

|t− s|α

∣∣∣∣y(s)∫ 1

0

k(t, τ)(x(τ)− y(τ))dτ − y(s)

∫ 1

0

k(s, τ)(x(τ)− y(τ))dτ

∣∣∣∣
≤ |y(t)− y(s)|

|t− s|α
K∥x− y∥∞ + |y(s)|∥x− y∥∞kβ|t− s|β−α

≤ Hα
y K∥x− y∥α + kβ∥y∥β∥x− y∥α

≤ ∥y∥αK∥x− y∥β + kβ∥y∥β∥x− y∥α
≤ K r δ + kβ r δ.

(3.28)

Usando (3.26), (3.27) y (3.28) en (3.25) junto con la elección de δ, obtendremos que

|T (x)(t)− T (y)(t)− (T (x)(s)− T (y)(s))|
|t− s|α

≤ K r δ + 2 kβ r δ +K r δ + kβ r δ

= (2Kr + 3kβr)δ

<
ϵ

2
.

(3.29)
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Por lo que, teniendo en cuenta (3.24) y (3.29), se obtiene que

∥T (x)− T (y)∥α < ϵ

si ∥x− y∥α < δ; en conclusión, T es continua en Bβ(0, r).

Parte 4: Aplicamos el teorema del punto fijo de Schauder.
Se tiene, por los apartados anteriores, una aplicación continua, T que restringida al con-
junto compacto y convexo (por la observación 3.33)Bβ(0, r) valora en śı mismo. El teorema
del punto fijo de Schauder afirma que T tiene al menos un punto fijo, x ∈ Hα([0, 1]), y
por tanto (3.18) tiene al menos una solución en Hα([0, 1]).



Apéndice

A continuación se muestra el código en lenguaje Mathematica del algoritmo utilizado
en el ejemplo 1.23.

ClearAll["Global‘*"]

NormInf[f_, g_, {x_, a_, b_}] := NMaximize[{Abs[f[x] - g[x]], a<=x<=b}

,x][[1]];(*Norma infinito*)

u[c_] := Log[c + 1]

beta= 0.85;

r = 0.01;

kmax = 20;

T[V_][k_] := Maximize[{u[c]+beta V[(1 + r)(k - c)], 0<=c<=k},c][[1]]

initialGuess[k_] := 0;

numIter = 91;

fList = NestList[T, initialGuess, numIter];

normDiff = Table[NormInf[fList[[i]], fList[[i + 1]]

, {k, 0, kmax}], {i, 1, numIter - 1}];

Figura 1: Lista normDiff
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