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Resumen

Los graficos de control, en el control estadistico de procesos, son esenciales para
definir parametros y limites 0ptimos en procesos de produccidn, y monitorizar la calidad
de los productos al reducir la variabilidad. Si bien originalmente estos graficos se
centraban en la monitorizacion univariante, la complejidad organizacional ha impulsado
el desarrollo de herramientas multivariantes, siendo el grafico T?> de Hotelling el mas

utilizado, aunque tiene sus limitaciones.

Esta investigacion propone un enfoque innovador al integrar variables
cualitativas en graficos de control multivariantes, considerando que dichas variables
desempefian un papel fundamental en dreas como economia, psicologia, educacion, en
procesos productivos, industriales. El objetivo central es el desarrollo de una
metodologia que permita el control de estas variables usando técnicas estadisticas

multivariantes en la fase I del control estadistico de procesos.

El grafico de control propuesto, se denomina T2Qv, como un acrénimo de T2
(grafico de Hotelling), Qualitative y Variables. Surge como una herramienta adaptada a
bases de datos cualitativas que, partiendo del estadistico T?> de Hotelling, introduce el
estadistico T)2,4, aprovechando el vector de medianas para mejorar la robustez. Esta
metodologia detecta anomalias y utilizando técnicas estadisticas multivariantes, como el
Analisis de Correspondencias Miultiples y los Métodos biplot, facilita la interpretacién

de comportamientos variables y su relaciéon con estados fuera de control.



Adicionalmente, se ha desarrollado un paquete estadistico computacional, T2Qv, en el
lenguaje R, accesible a través del repositorio oficial de R, para ampliar la facilidad y

difusion del método.

No obstante, el T2Qv presenta algunas limitaciones, como la necesidad de bases
de datos con un minimo de cuatro variables y la pérdida de estabilidad en dimensiones
bajas. Como oportunidades futuras, se sugiere la optimizacion para la fase Il y la

inclusidon de técnicas multivariantes avanzadas.

En conclusion, la investigacion presenta un avance significativo en la
incorporacion de variables cualitativas en graficos de control multivariantes, llenando
un vacio en el ambito de la estadistica aplicada, especialmente beneficioso para procesos

sociales y campos interdisciplinarios.
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Introduccion

Los gréaficos de control constituyen una de las herramientas mas importantes para
definir limites y pardmetros 6ptimos de proceso de produccion, asi como para controlar la
calidad de los productos mediante la reduccion de la variabilidad. El uso de graficos de
control facilita la evaluacion del comportamiento de las variables del proceso y contribuye
al logro de los objetivos planificados. En el control estadistico de procesos, el uso de graficos
de control es muy importante para reducir la variabilidad del proceso, establecer limites y

pardmetros Optimos y evaluar el comportamiento de las variables.

Originalmente, el Control estadistico de procesos se centraba en la monitorizacion de
una unica variable, pero la creciente complejidad de las organizaciones dio lugar al control
estadistico de procesos multivariantes. En esta investigacion se hace una revision de los

principales graficos de control y sus aportes al control estadistico de procesos multivariantes.

El grafico de control multivariante que ha sido mas utilizado es el T? de Hotelling,
que, aunque eficaz para detectar cambios grandes en la media del proceso, tiene desventajas,
como la necesidad de un tamafio grande de muestras y su dependencia de distribuciones
normales (Montgomery, 2012; Das, 2009). En consecuencia, en esta investigacion se revisa
el desarrollo de mejoras a su rendimiento, asi como propuestas para abordar datos complejos

y alta correlacion entre variables, en contextos no paramétricos.



En procesos de alta dimensionalidad, la presencia de multiples variables
correlacionadas puede llevar a redundancia en la informacion y comprometer la viabilidad
del analisis. En tales escenarios, los métodos de reduccién de dimensiones, basados en
técnicas estadisticas multivariantes como Analisis de Componentes Principales, Analisis
Factorial, Analisis de Correspondencias Multiples, son utiles para extraer variables latentes,
combinaciones lineales de las variables originales. Estas variables latentes capturan la mayor
parte de la variabilidad en el conjunto de datos, permitiendo una representacion mas eficiente

del proceso analizado.

La literatura cientifica es numerosa respecto de los graficos de control para datos
numéricos y mixtos en contextos multivariantes, sin embargo, no ha sido muy generosa en el
estudio de graficos de control para datos cualitativos. Estas variables cualitativas, ya sean
nominales u ordinales, son esenciales en campos como la economia, la psicologia, la
sociologia, la educacion, entre otros, sin descartar procesos industriales. Dado que estas
variables pueden codificar informacion compleja y valiosa, los métodos para incorporarlas
en graficos de control multivariantes representan una frontera emergente en la estadistica
aplicada; su analisis podria aportar perspectivas significativas para la toma de decisiones. El
desarrollo de técnicas que integren estos tipos de datos en el marco del control de la calidad
podria llenar una brecha importante y enriquecer el analisis en importantes sectores de la

sociedad.

Este estudio ofrece al investigador un analisis de los principales aportes respecto
del desarrollo de los graficos de control estadistico de procesos multivariantes, a través
de la aplicacion de métodos tedricos. Se presenta un recorrido por los conceptos mas

relevantes relacionados con los graficos de control, también se hace una caracterizacion de



los principales tipos de graficos de control, asi como su evolucion histérica, desde los
tradicionales de Shewhart, en su contexto univariante, hasta los graficos multivariantes que

aplican técnicas de reduccion de dimensiones.

Al analizar los procedimientos publicados por diversos autores respecto de este tema,
se detectan limitaciones que podrian restringir su aplicacion, por ejemplo, el analisis de pocas
caracteristicas de la calidad, el uso de muestras constituidas por elementos individuales en
vez de grupos, la dificultad de trabajar con muchas categorias de forma simultanea. Surge,
entonces, la necesidad de un grafico de control para la representacion de p variables
cualitativas, que pueda trabajar con multiples categorias nominales y ordinales y que facilite
la identificacion de las causas que pueden llevar al proceso a un estado fuera de control y que

pueda ser aplicado en procesos sociales.

Esta investigacion atiende las limitaciones antes mencionadas en cuanto a graficos de
control para variables cualitativas y su aplicacion en diversos entornos. Por tal motivo, su
objetivo general es Desarrollar una metodologia para el control de variables cualitativas
mediante el uso de técnicas estadisticas multivariantes, que contribuya a la diversificacion de

técnicas en la fase I del control estadistico de procesos.

Los objetivos especificos de esta investigacion son:

1. Identificar los principales aportes al desarrollo de los graficos de control estadistico
de procesos multivariantes, que han contribuido a la fundamentacién teoérica de
propuestas aplicables al control de la calidad.

2. Establecer un estadistico que contribuya el control de procesos para variables

cualitativas en el contexto estadistico multivariante.



3. Disefiar un grafico que facilite la interpretacion del comportamiento de procesos
multivariantes para variables cualitativas como un aporte a la diversificacion de
técnicas en la fase I del control estadistico de procesos.

4. Demostrar la eficacia del nuevo grafico de control, a través de la aplicacion del grafico
propuesto al control de procesos estadisticos multivariantes, con bases de datos simulados
y reales.

5. Determinar los niveles aceptables de confiabilidad de resultados de la aplicacion del
grafico propuesto, en procesos que impliquen reduccion de dimensiones y variacion del
numero de variables contaminadas, mediante un analisis de sensibilidad.

6. Identificar los principales desafios u oportunidades de mejora con relacion al desarrollo

de los gréficos de control para el control estadistico de procesos multivariantes.

Para el logro de estos objetivos, es necesaria la aplicacion del método Historico-
Logico, empleado especialmente en el establecimiento de los antecedentes del problema
cientifico y de los fundamentos tedricos y metodologicos de la propuesta de solucion al
problema. Lo histérico se dirige al estudio del objeto en su trayectoria a través de su
historia, con sus condicionamientos sociales, econdémicos y politicos en los diferentes
periodos, mientras que, lo ldgico interpreta lo historico e infiere conclusiones. Lo
histérico y lo l6gico estan estrechamente vinculados, lo 16gico para descubrir la esencia

del objeto requiere los datos que le proporciona lo histérico (Rodriguez y Pérez, 2017).

En esta investigacion se hace una revision de la evolucidon de los graficos de
control estadistico multivariantes, estableciendo etapas en las que se identifica el marco

cronologico, los principales autores que contribuyeron a su desarrollo, las caracteristicas



de las propuestas mas destacadas y otras condiciones que influyeron en los cambios

durante los periodos estudiados, lo que permite conocer la l6gica de su evolucion.

Otro de los métodos teodricos que se utiliza en esta investigacion es el Analitico —
Sintético, que posibilita descomponer mentalmente un todo en sus partes y cualidades,
en sus multiples relaciones, propiedades y componentes, asi como establecer la unién o
combinacién de las partes previamente analizadas para el descubrimiento de relaciones
y caracteristicas generales entre los elementos de la realidad. El método Analitico —
Sintético se manifiesta en la identificacion de los elementos esenciales de cada una de
las etapas de la evolucion de los graficos de control, los autores, los afos, los aportes
mas relevantes y la forma en que estos elementos se relacionan, asi como en la

identificacion de regularidades que se sintetizan para el establecimiento de conclusiones.

Por otra parte, se aplica el método sistémico-estructural-funcional, el cual considera
al objeto de estudio como una realidad unica y compuesta, basandose en la interrelacion e
interdependencia entre las partes del todo. El enfoque estructural-funcional distingue los
elementos esenciales de los secundarios y se dirige a modelar el objeto como sistema,
determinando sus componentes, estructura, jerarquia y relaciones funcionales (Rodriguez y
Pérez, 2017). En esta investigacion, se aplica este método en el andlisis de procesos
caracterizados por diferentes variables interrelacionadas que, a su vez, estan conformadas
por categorias que se asocian. El grado de asociacion que existe entre estas categorias puede

incidir en el comportamiento final del proceso.

Como técnica se utiliza el analisis documental, un procedimiento cientifico
sistematico que indaga, recolecta, organiza, analiza e interpreta informacion alrededor
de un tema afin al objetivo de la investigacion, para proporcionar soporte tedrico al
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desarrollo de estudios cientificos (Martinez, Palacios y Oliva, 2023). En esta
investigacion se hizo el analisis de documentos como Tesis de Doctorado, Tesis de
Maestrias, libros, articulos cientificos indexados en bases de datos como WoS, Scopus,
Scielo, Taylor & Francis, ScienceDirect, Redalyc, Latindex, Google Académico, entre
otros, relacionados con el desarrollo de los graficos de control para procesos estadisticos
multivariantes, en un marco cronolégico que conduce al lector desde los autores clasicos

hasta los aportes mas recientes.

La estructura de este articulo incluye al Capitulo I que se refiere a los antecedentes
tedricos de los graficos de control estadisticos de procesos multivariantes para variables
cualitativas. El Capitulo II se refiere al desarrollo del Grafico de Control de Procesos
Estadisticos Multivariantes para Variables Cualitativas (T2Qv), que constituye la propuesta
metodoldgica de esta investigacion. El segundo capitulo contiene también la aplicacion de la
propuesta metodoldgica al andlisis de un caso con datos simulados, asi como el Analisis de
sensibilidad. El capitulo III caracteriza el Complemento computacional, T2Qv, version 0.2.0,
reproducible en R. El Capitulo IV describe la aplicacion del paquete T2Qv en el andlisis de
un caso real, en el contexto de la educacion superior. Seguidamente, se presentan la Discusion

y las Conclusiones y, por tltimo, las Referencias bibliograficas.



|

Capitulo

Antecedentes teoricos de los graficos de control
estadistico de procesos multivariantes para variables

cualitativas

1.1. Introduccion

La importancia del uso de los graficos de control radica en que facilitan la reduccion
de la variabilidad de los procesos, permiten el establecimiento de limites y pardmetros
Optimos, asi como la evaluacion del comportamiento de las variables que intervienen,

contribuyendo al logro de los objetivos planificados (Montgomery, 2012).

En el control estadistico de procesos es necesario identificar tipos y causas de
variabilidad, asumiendo que un grupo de variables puede generar una diversidad de
resultados. En consecuencia, es necesario registrar de manera sistemdtica las diferentes
caracteristicas de la calidad a lo largo de las fases del proceso observado: propiedades de los
insumos, estado y calibracion de los equipos, competencias del personal, calidad y
pertinencia de procedimientos, cumplimiento de especificaciones, tiempos de entrega, la

satisfaccion de los usuarios, costos de operacion y de reprocesos, entre otras.

Walter Shewhart desarroll6 las bases para el control estadistico de procesos, quien
reconocid que en toda produccion industrial hay variacion de procesos. Asegurd que no
pueden producirse dos partes con las mismas especificaciones, lo cual se debe, entre otras
cosas, a las diferencias que se dan en la materia prima, a las diferentes habilidades de los
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operadores y las condiciones en que se encuentra el equipo. M4s aln, hay variacion en las

piezas producidas por un mismo operador y con la misma maquinaria (Herrera, et al., 2018).

Shewhart establecié las diferencias entre la variabilidad natural o comin y la
provocada por causas asignables o especiales. La primera se manifiesta en todos los
procesos, aun en los que se encuentran bajo control, la segunda puede llevar los procesos a
un estado de fuera de control. De ahi que, un proceso estd en control estadistico cuando en
¢l solo se presentan causas comunes de variacion. Shewhart originalmente las denominé
como “Causas originales de variacion” y “Causas asignables”, mas tarde Edward Deming,

las denominé “causas normales™ y “causas especiales”.

Comprender la fuente de la variacion de los datos a través del monitoreo del
proceso es esencial para garantizar su estabilidad (Zhao, 2023). Los graficos de control
diferencian causas especiales de variacion de las comunes. Una vez detectadas las causas
especiales, sus razones se identifican rapidamente. Estas herramientas visuales son
faciles de usar, siendo eficaces para monitorear datos del proceso a lo largo del tiempo

(Song et al. 2023).

Los primeros graficos (cartas) de control fueron propuestos por Shewhart para
facilitar la representacion y el control de la variabilidad en variables de tipo continuo y

de atributos, como consecuencia se lograba la mejora del proceso (Ruiz-Barzola, 2013).

Shewhart estableci6 dos fases en el control de los procesos: la primera, denominada
Fase de desarrollo, que describe el comportamiento estadistico de la variable analizada,
determina los limites de control para el estimador del pardmetro analizado y contribuye a la

eliminacion de causas asignables o especiales de variabilidad. La segunda, Fase de madurez,



establece la capacidad del proceso para cumplir con los requisitos, identifica la media del
numero de muestras antes de obtener falsas alarmas y favorece la disminucion del niimero

de muestras para la deteccion de cambios en el proceso (Ruiz-Barzola, 2013).

Al respecto, Montgomery (2012) indica que la Fase I tiene como objetivo obtener un
conjunto de observaciones bajo control a partir del analisis de los m grupos preliminares, de
manera que se pueda establecer los limites de control para la Fase II, que es el seguimiento

de la produccion futura.

Ademas de la estabilizacion de los procesos mediante la identificacion y eliminacion
de causas especiales de variabilidad, otras ventajas de los graficos o cartas de control se
refieren al analisis del comportamiento del proceso a través del tiempo, especialmente en las
variables de salida, pero también en las de entrada y aun en las de control interno del mismo
proceso; por otra parte, el uso de cartas de control contribuye a que se detecten nuevas
oportunidades de mejora y a que las ya implementadas se mantengan (Gutiérrez y de la Vara,

2013).

Marin (2016) identifica varios pasos que se deben tener en cuenta para el disefio y la
construccion de graficos de control, tales como, establecimiento de los objetivos del control
de la calidad, identificacion de la caracteristica a controlar, seleccion del tipo de grafico de
control, elaboracion del plan de muestreo, recogida de los datos, establecimiento de los
limites de control, representacion grafica de la variacion de los procesos y el analisis e

interpretacion de los resultados.

Ademas, esta autora sostiene que, para saber si el estadistico calculado en el control

de procesos esta o no dentro de los limites, se puede aplicar un contraste de hipdtesis, en el
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que la hipoétesis nula (Ho) supone que el proceso esta bajo control en cada una de las muestras
seleccionadas, mientras que, la hipotesis alternativa (Hi) implica que hay uno o mas puntos
fuera de los limites de control. El incumplimiento de la Hoy la consecuente aceptacion de

Hi, significa que el proceso no esta bajo control.

En consecuencia, podria ocurrir un error tipo I, expresado mediante el nivel de
significacion «, esto es, la probabilidad de tener una observacion fuera de los limites, cuando
el proceso esta bajo control. También podria haber un error tipo II, expresado mediante £, la
probabilidad de no identificar una observacion fuera de los limites de control cuando si lo

esta.

Segun Hawkins y Deng (2010), el control estadistico de procesos (SPC) busca
determinar si hay cambios en la distribucién de un proceso en relacion con un objetivo. Para
esto es esencial distinguir entre variaciones por cambios reales en la distribucion, causas
asignables, y aquellas por errores aleatorios, causas por azar. Los graficos de control ayudan
en esta tarea. Si no hay cambios y el proceso estd bajo control, la probabilidad de una falsa
senal del grafico debe ser baja y conocida. No obstante, si hay desviaciones y el proceso no
estd controlado, el grafico debe identificarlas rapidamente. La efectividad de estos graficos

se mide a través de la longitud media de corrida (ARL).

Ruiz-Barzola (2013) sefiala que la norma mas utilizada para medir el rendimiento de
un grafico de control es “el promedio de la longitud de las rachas” (ARL, por sus siglas en
inglés); es decir, el promedio del nimero de muestras sucedidas hasta obtener una sefial de
fuera de control. Gutiérrez y de la Vara (2013) aseguran que el ARL permite la medicion de

la velocidad con la que un grafico de control detecta un cambio. En situacion de control
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estadistico, ARL = 1/p, donde p es la probabilidad de que un punto caiga fuera de los limites
de control, aunque no haya ocurrido un cambio en el proceso, a esto se denomina una falsa

alarma.

Marin (2016) asocia el ARL a las hipotesis de la prueba estadistica e identifica un

ARLo y un ARL, en términos de
1
ARLy =~ (I.1)
a

1 (1.2)

ARL, = ——
1-8

En consecuencia, ARL, sera el indicador de deteccion de una falsa alarma, mientras
que, ARL; seria el inverso de la potencia de contraste de la prueba de hipdtesis, que en el
contexto de los graficos de control se denomina curva caracteristica de operacion o curva OC
(Operating Characteristics) por sus siglas en inglés y su representacion grafica permite
visualizar el riesgo . Para Ross y Adams (2012), el ARLy denota el nimero promedio de
observaciones entre detecciones falsas positivas, suponiendo que no ha ocurrido ningin
cambio, mientras que, ARL;, el retraso promedio antes de detectar un cambio de tamafio. Das
(2009) y Song, et. al (2023) sugieren utilizar también la Longitud de Corrida Mediana (MRL)

como una medida mas robusta.

Ademas de identificar de los puntos fuera de control, es importante prestar atencion
a senales de alarma para detectar patrones o comportamientos anormales de la distribucion,

aunque las observaciones se encuentren dentro de los limites.
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Chifias, Vasquez y Lopez (2014) definen, en un grafico de control univariante, un
patrén como una secuencia numérica de dimension n; X = [xq, x5, X3, ..., X,], s decir, un
patrén es el comportamiento que tiene la serie de datos producida por un proceso aleatorio y
la generacion de los elementos de X se representa por X = u + n; + d;, donde, X es el patron
de comportamiento de los datos; n; es la variacion especial; d; es la variacion natural; y, p

es la media del proceso.

Asumiendo que la distribucion de las observaciones es normal y que se cumple el
teorema del limite central, Evans y Lindsay (2015) distinguen sefiales de que el proceso esta
en control estadistico: los puntos en el grafico fluctuan de forma aleatoria entre los limites de
control sin patrones reconocibles; la cantidad de puntos por encima y por debajo de la linea
central es aproximadamente la misma; los puntos caen aleatoriamente por encima y por
debajo de la linea central; la mayoria de los puntos esté cerca de la linea central y solo algunos

estan cerca de los limites de control.

Asimismo, estos autores advierten que pueden surgir varios tipos de patrones poco
comunes, tales como puntos fuera de los limites de control; cambio subito en la media del
proceso; ciclos breves repetitivos que alternan picos elevados y valles bajos; tendencias o
cambios graduales de forma ascendente o descendente en relacion con la linea central;
apinamiento en la linea central; apifiamiento en los limites de control. Como complemento,
Marin (2016) senala dos patrones poco comunes para tener en cuenta: la inestabilidad,
grandes fluctuaciones que provocan que algin valor eventualmente caiga fuera de los limites

de control, y la sobre estabilidad: variabilidad es menor de la esperada.
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Las caracteristicas de calidad a menudo se encuentran correlacionadas. Por lo tanto,
se debe considerar la monitorizacion conjunta de varias caracteristicas de calidad
simultaneamente (Qiu, 2013). En principio el control estadistico de procesos realizaba la
monitorizacionde una variable a la vez, no obstante, por la creciente complejidad de las
organizaciones fue necesario realizar un analisis de varias caracteristicas de calidad de
forma simultanea, asi surgi6 el control estadistico de procesos desde una perspectiva

multivariante (Ramos-Barberan, 2017; Li, Tsung, y Zou, 2012).

En dependencia del numero de caracteristicas de calidad analizadas de forma
simultanea se identifica dos tipos de graficos de control, univariantes y multivariantes. Los
primeros, disefiados para una sola variable, estin mucho mas estudiados en la bibliografia
especializada y constituyen el punto de partida para los graficos multivariantes (Alfaro,

Mond¢jar y Vargas, 2010).

Una propiedad necesaria para que un esquema de monitoreo multivariante sea ttil es
su eficacia para localizar con precision la fuente de las causas asignables cuando se detecta
un cambio. Sin embargo, en escenarios multidimensionales, donde caracteristicas de calidad

estan correlacionadas, determinar las variables causantes es complejo (Song et al., 2023).

Se han propuesto diversos métodos para identificar las p caracteristicas de la calidad
responsables de la sefal de fuera de control en el proceso, entre otros: la clasificacion de
componentes de un vector de observacion segin su contribucion relativa a una sefal
(Doganaksoy, Faltin y Tucker, 1991); uso de Analisis de Componentes Principales (PCA)
(Jackson, 1991; Tracy, Young y Mason, 1992; Kourti y McGregor, 1996); ajustes de

regresion para variables individuales (Hawkins, 1993); la descomposicion del estadistico 77
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en p componentes independientes (Mason, Tracy y Young, 1995); analisis basados en el uso
del Biplot Dinamico (c); el uso de redes neuronales artificiales (Ruelas, et al., 2020);
aplicacion de Analisis de Correspondencias Multiples (MCA) y determinacion de distancias
x? entre las masas de columnas de la tabla fuera de control y de la tabla tomada como

referente (Rojas-Preciado, et al., 2023).

A continuacion, se hace una revision de la evolucion de los graficos de control
estadistico de procesos multivariantes, estableciendo etapas en las que se identifica un
referente cronolodgico, los principales autores que contribuyeron y las caracteristicas

esenciales de sus propuestas.

1.2. Evolucion historica de los graficos de control estadistico de procesos

multivariantes

A partir de la aplicaciéon del analisis documental y los métodos tedricos se
identifican cinco etapas en la evolucion histérica de los graficos de control estadistico
de procesos multivariantes, las dos primeras aparecen de forma secuencial, como
respuesta a las necesidades de representacion de multiples variables que no podian ser
abarcadas por los graficos originales de Shewhart, mientras que, las ultimas tres recorren
una trayectoria casi simultanea, cuyas fronteras en algunos casos se traslapan, pero, han
dado paso al desarrollo paralelo de propuestas bien diferenciadas, cada una con
diferentes contribuciones y aportes significativos. Estas etapas se analizan a

continuacion:

a. El grafico T? de Hotelling.
b. Mejoras al rendimiento del grafico de control T? de Hotelling.
c. Gréaficos de control multivariante en entornos no paramétricos.
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d. Gréficos de control multivariante para variables cualitativas.
e. Graficos para el control estadistico de procesos con técnicas estadisticas

multivariantes.

1.2.1. Grdfico T? de Hotelling

El procedimiento de control y supervision de procesos, en entorno multivariante, mas
conocido es el grafico de control T2 de Hotelling. Es el equivalente del grafico univariante de
Shewhart. Segin Montgomery (2012), se trata del seguimiento del vector medio del proceso
en el que se supone que la distribucion de probabilidad conjunta de las p-caracteristicas de

calidad (variables) es la Distribucion Normal Multivariante.

Harold Hotelling (1933) introdujo un grafico de control multivariante fundamentado
en el estadistico T?. Este estadistico representa una generalizacion multivariante del
estadistico t de Student y estd basado en la distancia de Mahalanobis (1936). Para su
formulacion, emplea el vector de medias y la matriz de covarianzas de una distribucion

normal multivariante.

La distancia de Mahalanobis es una medida que se utiliza para cuantificar la distancia
entre dos variables aleatorias (X, ¥) p-dimensionales, con igual funcién de distribucion de
probabilidades y matriz de varianzas y covarianzas X, teniendo en cuenta la correlacion entre
las variables y las desviaciones estdndar de esas variables. Se parte del supuesto de que

X~N(y, o).
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Segun Mukhopadhyay (2008), cuando tenemos una matriz de datos donde las
columnas representan variables y las filas representan objetos, una forma comtn de comparar

dos filas, X, y X, es a través de la distancia euclidiana:
2 !
||Xr - Xs|| = (Xr - Xs) (Xr - Xs)~ (13)

Sin embargo, cuando la variacion en X es estocdstica, es mas conveniente considerar

1 —_—
una transformacion: Z, =S 2(X,, —X),r =1,2,...,n. Esta transformacion elimina la

correlacion entre las variables y estandariza sus varianzas.
1 n
5=52(Xr—7‘) X, — X)' (1.4)
r=1

donde, S es la matriz de covarianza de los datos, y X es el vector de medias.

Una vez realizada la transformacion, se puede calcular la distancia euclidiana entre
las filas transformadas. Una de las distancias mas significativas tras esta transformacion es

la distancia de Mahalanobis:

2 -
D? = ||Zr_Zs|| = (Xr_Xs) S Z(Xr_Xs) (L.5)

D= \/ X, — XS)’S_%(Xr - X,) (1.6)

Dependiendo del contexto, la distancia de Mahalanobis puede definirse de diferentes

manecras:
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e Distancia entre parametros: Si se tienen dos distribuciones, X con media pq y
varianza X e Y con media pu, y la misma varianza X, entonces la distancia de

Mahalanobis entre los pardmetros pq y @, se denota como D Esta distancia

Hipz*
refleja cudn diferentes son las dos distribuciones en términos de sus parametros.
e Distancia entre una variable y su media: Si se tiene una variable aleatoria X con

media u y varianza X, la distancia de Mahalanobis entre X y su media y se define

como Dy, . En este caso, la distancia de Mahalanobis es una variable aleatoria que

mide cuan lejos estd un punto observado de la media de su distribucion.

e Distancia entre dos variables aleatorias: Si se tienen dos variables aleatorias, X con
media puq y varianza X e ¥ con media u, y la misma varianza X, entonces la distancia
de Mahalanobis entre X e Y se denota como Dyy. Esta distancia refleja la diferencia
entre las dos variables aleatorias en el espacio multivariante, teniendo en cuenta la

estructura de correlacion de las variables.

Ruiz-Barzola (2013) afirma que si X' = [Xy, X,, ..., Xp] con vector de medias u’ =
[141, U2, s 1p] y matriz de covarianzas Z,,, (simétrica y definida positiva), el cuadrado de

la distancia estandarizada de X a u, es decir, el cuadrado de la distancia de Mahalanobis, es

dimn=&X—- W' (X - w. (1.7)
. 2 X— U 2 2\-1 2
Por otra parte, si X~N(u, o), X* = (T) = — W) x— W~xgi=1

En consecuencia, si se toma una muestra aleatoria de la poblacion X~N,(u,X), el

estadistico de prueba sera
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X2=nX—- w)'E X - ) =nd?,. (1.8)

El estadistico T? de Hotelling tiene la siguiente relacion con la distancia de

Mahalanobis:
T? = nd?,(X,Y) (1.9)
donde n es el tamafio de muestra 'y d2,(X,Y), el cuadrado de la distancia de Mahalanobis.

Cada componente de la distancia de Mahalanobis (X —Y) es analogo a una
Z~N(0,1). Hazewinkel (2001) expresa esta relacion explicando que si Z;, Z5, ..., Z; son
variables aleatorias independientes, tales que Z~N(0,1) para i = 1,2, ..., k, entonces, la

variable aleatoria X definida por X = Z2 + Z2 + --- + Z}

k
X = ZZE (1.10)
i=1

tiene una distribucion chi cuadrado con k grados de libertad.
Segun Ruiz-Barzola (2013), el estadistico 7% de Hotelling esta dado por:
T? = n(uy — to)'Zo " (e — Mo) (1.11)

donde, n es el nimero de filas (individuos); u; es el vector de medias de la k-€sima muestra;
Ho, €l vector de media de medias; y, £, *,la matriz de varianzas y covarianzas. Estos son
pardmetros de un proceso bajo control. Si no estan disponibles los pardmetros originales se

deben estimar: £ =Sy ji = X, por lo que, el estadistico cambia a
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T? =n(X-X)'s" (X - X) (1.12)

Cuando el proceso estd bajo control, y, = o, hay una probabilidad a que el
estadistico exceda el UCL = x5 ,, por tanto, la probabilidad de error (tipo I) se puede fijar al
nivel a. Si el estadistico T2 de alguna muestra supera este limite significa que el proceso esta

fuera de control. Cada muestra esta representada por un punto en el grafico

El grafico T? de Hotelling (Figura 1.1) tiene un limite de control superior (UCL) =
)(czr,p y limite de control inferior (LCL) = 0; en donde, « es el nivel de significancia y p, el
numero de variables monitorizadas. Este grafico mide la discrepancia entre vectores de
promedios esperados y observados, considerando la matriz de covarianzas y utilizando el
limite de control (UCL) para determinar si la distancia entre los dos vectores es lo

suficientemente grande como para declarar el proceso fuera de control.

]
N e /\
p

Figura 1.1 Gréfico T? de Hotelling
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En el grafico T? de Hotelling, cada muestra expresa el valor del estadistico T} y esta
representada por un punto; LCL se representa mediante una linea horizontal en el origen y
UCL, mediante una linea horizontal por encima de LCL y depende de xZ ,,. Si alguna muestra
T? > UCL, se representa como un punto sobre la linea UCL, lo que significa que el proceso
esta fuera de control, mientras que, si las muestras TZ < UCL, sus puntos se grafican por

debajo de la linea UCL, lo que significa el proceso estd en control.

Cuando el proceso ha sufrido una desviacion en al menos uno de los promedios de
sus variables, el vector u; se aleja del vector de promedios u, del estado bajo control en una
distancia d de Mahalanobis, entonces T2 tiene una distribucion chi-cuadrado no centralizada

con p grados de libertad y con descentrado

A=nd? =n(u, — 1) (k — Ho) (1.13)

donde, n es el nimero de observaciones o tamano de la muestra y X, la matriz de covarianzas

de X durante el estado bajo control del proceso.

Entre las ventajas mas relevantes del grafico de control T? de Hotelling estan la
simplicidad de su procedimiento (Aparisi, 1996), que ofrece una mejor representacion de
los cambios en el proceso cuando se lo compara con el grafico denominado elipse de
control y que, para su aplicacion, los datos pueden estar organizados en subgrupos o
pueden ser observaciones individuales (Montgomery, 2012). Este grafico puede

monitorizar, de forma simultanea, multiples caracteristicas del proceso correlacionadas.

Como desventaja se puede sefalar que, aunque el grafico T? de Hotelling es eficaz

para la deteccion de cambios grandes en la centralidad del proceso, pierde eficacia para
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detectar cambios pequefios (Aparisi y Garcia-Diaz, 2001; Alfaro, Mondéjar y Vargas,
2010). Otra desventaja consiste en la necesidad de disponer de un tamafio grande de
muestras para el establecimiento de los limites de control, en esto coinciden Lowry y
Montgomery (1995) y Jensen et al. (2006); ademas, el analisis de un nimero grande de

muestras puede incurrir en elevados costos (Ruiz-Barzola, 2013).

Por otra parte, el estadistico T? de Hotelling se ve facilmente afectado por la
existencia de valores atipicos (Shabbak y Midi, 2012). Finalmente, el grafico de control
T? de Hotelling tiene una marcada vocacion por distribuciones normales en las variables

analizadas, requisito que en muchos casos no se cumple.

1.2.2. Mejoras al rendimiento del grdfico de control T? de Hotelling

Se ha escrito abundante literatura respecto de la naturaleza y los usos del grafico T2
de Hotelling. También se hicieron aportes dirigidos a la superacion de sus limitaciones

y a la mejora de su rendimiento.

1.2.2.1. Graficos con memoria.- Propuestas como el grafico de control de
Suma Acumulada Multivariante (MCUSUM) (Crosier, 1988; Pignatiello y Runger, 1990) y
el grafico de control de Media Movil Ponderada Exponencialmente Multivariante
(MEWMA, por sus siglas en inglés) (Lowry et al., 1992), versiones multivariantes del grafico
de Sumas Acumuladas (CUSUM) (Page, 1954) y del grafico de Promedios Mdviles
Exponencialmente Ponderados (EWMA) (Roberts, 1959), respectivamente, se disefiaron
para el andlisis de informacion histérica mas alla de la tltima observacion, lo que aumenta la

sensibilidad en la deteccion de pequenos cambios en la media del proceso, por esto se les
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denomina “graficos con memoria” (Garcia, 2014), superando con ello la falta de memoria
del grafico T? de Hotelling.

1.2.2.2. Grifico T? con tamaiio de muestra adaptable.- En ocasiones,

tomar todos los elementos de la muestra para el analisis multivariante de un proceso se

vuelve inconveniente, porque dilata los tiempos e incrementa costos de muestreo. Ruiz-

Barzola (2013) sefiala que algunas actividades de muestreo resultan costosas o dificiles

de medir y que es posible que la medicion sea destructiva. Surge entonces la necesidad

de mejorar la eficiencia del anélisis.

En este sentido, Aparisi (1996) propuso optimizar el rendimiento del grafico de
control multivariante T? de Hotelling a través de su grafico T? con tamafio de muestra

adaptable. En su propuesta se utiliza un tamafio de muestra pequeiio (n;) para calcular
T, mientras el estadistico esta entre 0 y el limite de alerta (UWL), pero, si su valor esta

entre UWL y UCL, se utiliza una muestra mas grande, de tamafio n, (Figura 1.2).

Si TZ > UCL se entendera que el proceso esta fuera de control. El grafico de control

T? con tamafios de muestra adaptables se grafica con limite de control CL = )(,%,a, utiliza un

valor de @ = 0,005 y tamafios de muestras: n; y n, (n, >n).
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Figura 1.2. Grafico T? de Hotelling con tamafios de muestra adaptativos

1.2.2.3. Grafico de control de doble dimension.- Ruiz-Barzola (2013)
aborda el problema desde un nuevo esquema de muestreo para ser utilizado con el grafico
de control T2, el grafico de control de doble dimension (DDT?) y el Grafico de control

con dimension variable (VDT?).

En cada evento de muestreo, las p; variables que son baratas o rapidas de medir
se evaluan y se determina el valor del estadistico sz1- Si su valor es inferior a un limite
de advertencia (w) el proceso se considera bajo control. Si su valor se ubica por encima
del limite de control, el proceso (CLp) se considera fuera de control. Cuando el valor del
estadistico estd entre w 'y CLp, se miden las p, variables restantes y el estadistico global
se compara con el limite de control apropiado (Figura 1.3), esto porque son diferentes
los limites de control para el conjunto de variables p; de bajo costo y para el p conjunto

total de variables (p = p; + p2).
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Figura 1.3. Grafico de control DDT?

Este procedimiento es similar al que se aplica en el grafico de control de doble
muestreo (DS), pero, se diferencia en que las mediciones de las p, caracteristicas
restantes son de otras variables en vez de constituir una muestra complementaria de una

unica variable. Las variables p,, que son dificiles o costosas de medir, se miden solo

cuando se necesita tomar mas informacion.

Por consiguiente, el costo de muestreo con el grafico de control de doble
dimension (DDT?) disminuye en comparacion con el costo de muestrear siempre todas
las p variables. No obstante, dado que la informacién proporcionada por las p,
caracteristicas de la calidad aumenta significativamente la capacidad de detectar cambios

en el proceso, la potencia del grafico que utiliza solo p; variables es menor que la de un

grafico T? que utiliza todas las p variables.
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1.2.2.4. Grafico de control de dimension variable.- Ruiz-Barzola (2013)
propuso el grafico de control T2 para utilizar cuando el nimero de variables aleatorias que se
debe evaluar es variable. La dimensionalidad de este grafico depende de la complejidad que
representa medir un grupo adicional de variables (p,) de un proceso que tiene p = p; + p,

variables.

De manera similar a lo que ocurre en el grafico de control DDT?, las p, variables
corresponden a las menos costosas o menos complejas de medir, mientras que, las p,
variables son mas complejas o mas costosas de monitorizar y solo se utilizaran cuando el
proceso sefale riesgo de estado fuera de control. Este método contribuye a optimizar el uso
de recursos mejorando la eficiencia en el muestreo y es especialmente ttil cuando el muestreo

requerido para las p, variables es destructivo.

T 2
CLp P

2
CLp: TP 1

T
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/ 2
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Figura 1.4. Grafico de control con dimension variable (VDT?)
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Este grafico de control cuenta con cuatro parametros, un limite de alerta w, y un
limite de control CL, para el caso del estadistico 77 calculado solo con variables p;.
Ademas, un limite de alerta wy, y otro de control CL,, que se aplican cuando se requiere
el uso de todas las p = p; + p, variables (Figura 1.4). Hay otra version mas simple de

este grafico, que tiene un solo limite de alerta (w; = w> = w), por lo que solo cuenta con

tres parametros.

Para la evaluacion de sus graficos de control, este autor sugiere dos medidas de
rendimiento: el costo medio por muestra cuando el proceso estd bajo control y el nimero

promedio de muestras necesarias para detectar un cambio en el proceso (ARL).

1.2.2.5. Grifico T? de Hotelling que incorpora técnicas multivariantes y
estimacion de densidad de Kernel.- Mashuri, et al. (2021), proponen un enfoque integrado
que combina el Anélisis de Componentes Principales (PCA) y el grafico T? de Hotelling para

mejorar la deteccion de intrusiones en redes.

El primer paso en PCA es estimar la matriz de covarianza de los datos denotados

como C con dimension p x p usando la ecuaciéon en forma de matriz:
C==X'X. (1.14)

Seguidamente, se descompone la matriz C para obtener el valor propio y el vector
propio: € = VAV', donde V = (vl, ...,vp) es la matriz de vectores propios con p x p

dimensiones y A = diag (Al, s )lp) es la matriz diagonal de valores propios. El estadistico
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T? basado en PCA emplea los primeros k componentes principales para construir un grafico

de control, cuyo estadistico se escribe como:

L _ 1.15
Tioca = i =)' A (y; — 7). (1.15)

El algoritmo de Determinante de Covarianza Minima Rapida (FMCD), que usa

iteracion de la distancia de Mahalanobis para calcular el vector medio robusto Y, y la matriz
de covarianza S, , se utiliza para estimar de manera robusta el vector medio y la matriz de

covarianza, resultando el estadistico

T2emen = (Vi = Ty ) Sny 201 = Fin,): (1.16)

Dada la dificultad de que los datos de trafico de la red sigan una distribucién normal
multivariante, se emplea el procedimiento de Estimacion de Densidad del Nucleo (KDE) para
establecer un limite de control Optimo. Este limite de control considera la funcion de

distribucién de f;, (t), y se denota por CLgpr = Fy *(£)(1 — a).

Los autores aseguran que el enfoque propuesto supera a los métodos convencionales
y otros clasificadores en términos de precision y tasa de falsos negativos. Este enfoque
también se compara favorablemente con alternativas anteriores como PCA-Bootstrap y PCA-

KDE, mostrando aplicabilidad tanto en contextos industriales como en ciberseguridad.

Otras propuestas de mejora de la eficacia y la eficiencia del grafico T? de Hotelling
se han desarrollado, pero, por su propia naturaleza, se pueden clasificar también dentro de
otras categorias en la evolucidn histérica de los graficos de control estadistico de procesos

multivariantes, en consecuencia, se describen mas adelante en este documento.
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Entre estas propuestas esta el Grafico de control multivariante T2 basado en bootstrap
(Phaladiganon et al., 2011), el Grafico y? para distribuciones multivariantes binomiales y de
Poisson (Patel, 1973), Grafico D? de control de atributos multivariante (Mukhopadhyay,
2008), Grafico de control de calidad difuso multivariante (Taleb, Limam y Hirota, 2006),
Grafico de control multivariante basado en la combinacién de PCA para caracteristicas de
calidad de atributos y variables (Ahsan, et al., 2018), grafico T? basado en PCA Mix con
limite de control de densidad de Kernel para mezclas de datos categdricos y continuos
(Ahsan, et al., 2022), PCA Mix Chart para monitorear las caracteristicas de calidad mixta en
presencia de datos atipicos (Ahsan, et al., 2021), Grafico de control multivariante no
paramétrico para variables numéricas y categoricas (Jin y Loosveldt, 2022), el Gréfico de
control estadistico de procesos multivariantes para datos cualitativos (Rojas-Preciado, et al.,

2023).

1.2.3. Grdficos de control estadistico multivariante en entornos no paramétricos

En la evolucion del control estadistico de procesos multivariantes, se ha observado
que los graficos del tipo T? son efectivos en los procesos tradicionales que generan datos
numéricos independientes con distribucion normal, pero no pueden procesar los datos
complejos de alta dimension que se encuentran frecuentemente en los sistemas modernos de
produccion (Liu, Liu y Jung, 2020). En esto coinciden autores como Chifias, Vasquez y
Lopez (2014); Chakraborti, Van Der Laan y ST Bakir (2001); Sun y Tsung (2003); Pacella,
Semeraro y Anglania (2004). Por ello se han realizado numerosos estudios para el desarrollo

de graficos de control multivariantes en contextos no paramétricos.
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En relacion con estos graficos, se pueden distinguir dos grupos, segun su utilizacion
en procesos de dimension moderada o de alta dimension, los de alta dimension han ganado

terreno en periodos mas recientes. A continuacion, se describen estos graficos.

1.2.3.1. Graficos de control no paramétricos para procesos de dimension
moderada.- Qiu (2008) sefiala que, comunmente en aplicaciones practicas, la distribucion
los datos es desconocida y las mediciones multivariantes no son gaussianas, en particular con
variables discretas. Las herramientas para datos no gaussianos multivariantes son escasas.
Qiu aporta dos contribuciones a la literatura de Control Estadistico de Procesos (SPC). La
primera es un método para estimar la distribucion de mediciones en control, no Gaussianas
y p-variantes, transformando cada componente de medicion en una variable binaria segiin su
mediana en control. Luego usa un modelo log-lineal para describir asociaciones entre estas
variables binarias en la Fase I del control estadistico. Esta idea se puede generalizar a
variables categoricas con q > 2 categorias. La segunda, sugiere un procedimiento MCUSUM
para detectar cambios en el vector de pardmetros en la Fase II del SPC, que es libre de

distribucion y apto para la mayoria de los problemas multivariantes de SPC.

En esta misma intenciéon, Das (2009) propone un nuevo grafico de control
multivariante no paramétrico basado en la prueba de signo bivariante para superar las
limitaciones del grafico Hotelling T? cuando los datos no siguen una distribucion normal
multivariante. El nuevo grafico de control es no paramétrico, lo que elimina la necesidad de
suposiciones distribucionales. Se evalua el rendimiento del nuevo método mediante el ARL

la “fraccion de clasificacion correcta”, en estados de control y fuera de control.
y
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El método propuesto muestra una mejor ARL en estado de control en comparacion
con Hotelling T2, aunque su rendimiento disminuye al aumentar la tasa de error de Tipo-1,
sin embargo, es levemente inferior en estados fuera de control. Se critica el uso exclusivo de
ARL debido a su sesgo y se sugiere usar también la Mediana de la Longitud de la Secuencia
(MRL) y la desviacion estandar de la Longitud de la Secuencia (sdRL). El método es eficaz

especialmente para muestras de tamafio mayor a 10 y solo en casos bivariantes.

Hawkins y Deng (2010) manifiestan que la asuncion de distribuciones conocidas en
controles es una idealizacion, en el mejor de los casos aproximadamente verdadera. El
desarrollo reciente de métodos de punto de cambio basados en la normalidad ha permitido
relajar la suposicion de la media y la varianza en control exactamente conocidas, pero ha
mantenido la suposicion de normalidad. Estos autores presentan el grafico de control de
punto de cambio no paramétrico, y aseguran que ha demostrado ser efectivo, superando
incluso métodos paramétricos en ciertas condiciones. Esta técnica, con minimos supuestos y
requerimientos, ofrece una alta flexibilidad frente a incertidumbres distribucionales y se
constituye en una buena alternativa frente a métodos anteriores en el control de procesos de

la Fase 11.

Phaladiganon (2011) propuso un grafico de control multivariante T? basado en
bootstrap, método de remuestreo propuesto por Efron (1979), que facilita un monitoreo
eficiente de un proceso cuando la distribucion de los datos observados no es normal o es
desconocida. Al hacer un andlisis comparativo con datos simulados, los resultados mostraron
que este grafico tenia un mejor rendimiento que el T? de Hotelling tradicional y similar al

grafico de control T? basado en la estimacion de la densidad del Kernel (KDE).
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Segun Shabbak y Midi (2012), la deteccion de valores atipicos correctos en la Fase I
es importante para una especificacion correcta del modelo. El estadistico T2 de Hotelling no
detecta multiples valores atipicos de dispersion para observaciones individuales y, aunque si
lo hace cuando estan en nimero pequefio, puede sufrir un efecto de enmascaramiento, en
consecuencia, se vuelve menos eficaz para detectar valores atipicos, tanto de dispersion como

en los cambios de paso sostenidos en el vector medio.

Como alternativa, se propone un grafico de control robusto basado en el
procedimiento de potencial generalizado robusto para el diagnostico (DRGP) y Limites de
Control Superior (UCL) calculados a partir de la mediana y la Desviaciéon Absoluta Mediana
(MAD). Se enfoca en la Fase I del esquema de monitoreo, donde la deteccién adecuada de
atipicos es crucial para evitar la incorrecta especificacion del modelo en la Fase II. Se
introduce una métrica que no solo cuenta el nimero de atipicos detectados, sino también su
correcta ubicacion en el conjunto de datos. Los hallazgos son aplicables principalmente a

conjuntos de datos de dimensiones moderadas con distribuciones no paramétricas.

Para Ross y Adams (2012), las tablas de control tradicionales a menudo carecen de
datos suficientes para determinar la distribucion previa al cambio en un proceso. En
situaciones con muestras pequefias o inexistentes, estimar pardmetros es complicado. Por
ello, se requieren graficos no paramétricos que no asuman una distribucion especifica, pero
mantengan un rendimiento constante. Ross y Adams desarrollaron dos graficos que detectan
variaciones arbitrarias en la distribucion durante la Fase II, el CvM CPM y KS CPM,
respectivamente. Basados en el modelo de punto de cambio (CPM), que tradicionalmente se

ha utilizado para detectar cambios durante la Fase I, estos graficos se adaptan para detectar
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mas tipos de cambios, incorporando pruebas “Omnibus”’, como Cramer-von Mises y

Kolmogorov-Smirnov.

Xue y Qiu (2020) notaron que el control de procesos estadisticos multivariantes
asume que las observaciones son independientes y tienen una distribucién paramétrica, como
la gaussiana, cuando el proceso esta controlado. Los graficos de control no paramétricos
actuales asumen independencia de observaciones, supuesto a menudo no se cumple, dado
que son comunes las correlaciones de datos en series temporales. En consecuencia,
propusieron un grafico de control de procesos multivariantes no paramétrico flexible que

puede acomodar correctamente la correlacion de datos en serie estacionaria.

1.2.3.2. Graficos de control no paramétricos para procesos de alta
dimension.- Tuerhong y Kim (2014) propusieron un grafico de control multivariante no
paramétrico basado en la distancia de Gower, que puede manejar eficientemente los procesos
caracterizados por una mezcla de datos continuos y categoricos en dimensiones elevadas. El
coeficiente de disimilaridad de Gower es el promedio ponderado de las distancias calculadas
lejos de cada variable después de escalar cada variable, se expresa en una escala que va desde
0 a 1. Los limites de control se calculan mediante bootstrapping percentile, método de
remuestreo utilizado cuando se desconoce la distribucion de la poblacion subyacente. Los
resultados revelaron que, cuando se incrementa el nimero de variables categodricas, este

grafico super6 el rendimiento de otros.

Yue y Liu (2017) desarrollaron un grafico de control de media mdvil adaptable,
multivariante, no paramétrico y ponderado exponencialmente con un intervalo de muestreo

variable, que utiliza el concepto de profundidad de Mahalanobis para abordar un proceso
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multivariante y reducir cada medicion a un indice univariante. Este es un grafico adaptativo
y tiene un intervalo de muestreo variable que facilita la deteccion de varias magnitudes de
cambios. La propuesta de Yue y Liu empieza por una tabla de control EWMA adaptativa no
paramétrica para procesos multivariantes (MANE). Luego, incorpora un intervalo de

muestreo variable (VSI) al grafico MANE, por lo que el grafico se denomina VSI-MANE.

Otra propuesta interesante es la de Liu, Liu y Jung (2020), quienes sefialaron que la
mayoria de los graficos de control existentes no pueden manejar de manera eficiente
situaciones con patrones de observaciones no lineales o multimodales. Estos investigadores
desarrollaron un grafico de control de peso de novedad sensible a la densidad (DNW) que
mide el grado relativo de novedad sensible a la densidad como estadistico de seguimiento,
utilizando el algoritmo de vecinos mas cercanos (kNN), que puede monitorear de manera
eficiente un proceso cuando se desconoce la distribucion de las observaciones. Los limites
de control se calculan a partir del percentil del estadistico DNW derivado de las muestras

Bootstrap.

Segtin Li, Pei y Wu (2020), las graficas de control multivariante originalmente se
disefiaron para datos con distribuciones normales. Aplicar estos graficos a datos no normales
no es Optimo y aunque transformar estos datos podria permitir su uso con graficos para
distribuciones normales, encontrar una transformacion adecuada es complicado. Por ello, la
tendencia ha sido usar pruebas no paramétricas multivariantes que utilizan clasificacion,
analisis de rangos, estadisticas de orden, entre otras técnicas, como la prueba de corridas,
para detectar tendencias o diferencias entre grupos de datos. Li, Pei y Wu presentaron el

HAMEWMA, un grafico de control multivariante no paramétrico, que se fundamenta en la
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prueba de corridas y el camino hamiltoniano mas corto, siendo apto para datos de alta

dimension con distribuciones desconocidas.

Adegoke et al. (2022) manifiestan que, en el control estadistico de procesos, las
necesidades actuales implican variables aleatorias discretas o combinaciones de variables
discretas y continuas, para las cuales los graficos tradicionales son inadecuados. Estos autores
propusieron el Grafico de covarianza multivariante no paramétrico para la monitorizacion de
observaciones individuales, tipo Shewhart, que proyecta los datos en el espacio euclidiano y
emplea una relacion de probabilidad especifica para garantizar una estimacion robusta de la
matriz de covarianza. No asume modelos paramétricos y se adapta a cualquier medida de
distancia. Mediante un procedimiento de arranque, establece limites de control, demostrando
su eficacia en la deteccidon de cambios en la matriz de covarianza segiin simulaciones

realizadas.

Merlo et al. (2022) destacan que la normalidad multivariante rara vez se observa en
situaciones practicas, lo que eleva la relevancia de los esquemas no paramétricos. Proponen
un nuevo grafico multivariante que combina la distancia de Mahalanobis con el estadistico
de Mann-Whitney, disefiado para monitorear flujos de datos multivariantes, especialmente
en procesos de alta dimension. Este grafico utiliza estadisticas de prueba de dos muestras
para comparar medidas de distancia. Considera la variacion entre profesionales, abordando
la incertidumbre asociada con la longitud de ejecucion. Utiliza la probabilidad de falsa alarma
condicional acumulativa para gestionar la complejidad computacional, facilitando una rapida
determinacion de limites de control, algo poco explorado en la monitorizaciéon no

paramétrica.
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Song et al. (2023) presentan métodos avanzados de monitoreo de procesos
estadisticos multivariantes, focalizdndose en cambios de estructura de dependencia y en
atributos de calidad del producto. Emplean pruebas de Lepage y Cucconi basadas en rangos,
integradas en un esquema MEWMA, que resultan robustas y casi libres de suposiciones
distribucionales. La propuesta incluye dos variantes: MEWMA-LC y MEWMA-CC, que
monitorean tanto las distribuciones marginales como la copula. Se adopta la Mediana de
Longitud de Ejecucion (MRL) como métrica de rendimiento robusta, abordando limitaciones

inherentes al ARL.

Los esquemas propuestos, segin estos investigadores, superan a alternativas no
paramétricas en la deteccion de cambios de escala y ofrecen mecanismos de seguimiento
posterior a la sefial eficaces. Como limitaciones y oportunidades de mejora de esta propuesta
se seflala la falta de libertad completa de distribucion y la necesidad de monitorear

conjuntamente ubicacion, escala y forma del proceso.

Tang, Mukherjeey Wang (2023) presentan novedosos esquemas MEWMA para la
monitorizacion estadistica de procesos multivariantes y de alta dimension (HD). Incorporan
métricas de distancia euclidiana de origen e inter-punto para abordar la complejidad inherente
al monitoreo HD. Los esquemas propuestos son condicionalmente libres de distribuciéon y
particularmente robustos en escenarios de baja muestra de referencia en la Fase I. La muestra
de referencia se particiona y el grafico esta disefiado condicionalmente en un pequefio grupo

de muestras de sub-referencia seleccionadas al azar.

Estos investigadores aseguran que, en la Fase II del esquema basado en distancia

inter-punto (IP), se calculan las distancias medias de cada muestra de prueba a puntos de sub-
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referencia seleccionados al azar en la Fase 1. Estas distancias medias sirven como valores de
distancia de prueba para monitoreo en tiempo real. El disefio, condicional a muestras de sub-
referencia, asegura propiedades libres de distribucion, lo que simplifica la implementacion y
aumenta la robustez estadistica. El estudio adopta la longitud media de ejecucion (MRL)
como métrica de rendimiento. A través de simulaciones y estudios comparativos, los
esquemas MEWMA propuestos muestran superioridad en la deteccién de cambios en escala

y ubicacién sobre métodos existentes.

1.2.4. Grdficos de control multivariante para variables cualitativas

En el contexto de los graficos de control multivariante para variables cualitativas,
algunas propuestas hacen aportaciones al grafico T? de Hotelling y otras se desarrollan con
enfoques diferentes. La literatura cientifica ha cubierto ampliamente los graficos de control
en entornos multivariantes para datos cuantitativos y mixtos, pero, son pocas las aportaciones

en el desarrollo de graficos de control multivariante para variables cualitativas.

Hay procesos en las que las caracteristicas de calidad del producto son de tipo atributo
y siguen alguna distribucion discreta, como la binomial multivariante o la distribucion de
Poisson multivariante. En el caso univariante, los graficos de control p o np para datos
distribuidos binomialmente y los graficos ¢ o u para datos distribuidos Poisson se utilizan
para monitorear las caracteristicas de calidad de tipo atributo (Montgomery, 2009). Cuando
el enfoque esta en el numero de defectos en cada articulo y estos defectos pueden clasificarse
en varias categorias, el proceso podria modelarse mediante una distribucion de Poisson

multivariante (Raza y Aslam, 2019).
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Para facilitar la caracterizacion de los graficos de control estadistico multivariantes
para variables cualitativas, se presenta una clasificacion de las propuestas centrada en el
andlisis de variables que siguen distribuciones Binomial, distribucion Poisson y el analisis de

variables multinomiales.

1.24.1. Graficos de control para variables cualitativas con distribucion
Binomial.- Patel (1973) estudi6 casos en que la inspeccion de varios componentes de un
ensamblaje se realiza por atributos. Si se inspeccionan p atributos en de los n ensamblajes
fabricados en puntos sucesivos en el tiempo, se obtiene un patron de ceros y unos, consistente
en n filas y p columnas. Si ¥; denota el i-ésimo atributo (i =1, 2, ..., p), dado que todos estos
atributos son inspeccionados en el mismo ensamblaje, el vector Y(p x 1) tiene una
distribucion binomial puntual multivariante y los vectores fila sucesivos asi obtenidos pueden

depender del tiempo.

Patel propuso el estadistico G = (X — %)'S™1(X — %) con distribucién aproximada
x? y p grados de libertad, donde, X es un vector de observacion; X es la media de la muestra
obtenida del patron base, tomada como estandar deseable del proceso bajo control; y, S, la
matriz de covarianza de la muestra del patron base. Para determinar si la calidad de un
conjunto futuro de vectores de observacion, X;,X,,.., Xy, cumple con los estdndares

deseables, propuso el grafico y2, con un solo UCL, similar al grafico T?> de Hotelling.

En la evolucion de los graficos de control para variables cualitativas, Lu (1998) se
aleja de los graficos tipo T2 de Hotelling, como el y? de Patel, porque considera que solo
tienen un limite de control superior, lo que les impide ser usados para la deteccion tanto del

deterioro como de la mejora del proceso. En su lugar, presentd un grafico de control MNP,
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tipo Shewhart, para procesos de atributos multivariantes cuyas caracteristicas de calidad se
clasifican como conforme o no conforme para una unidad de producto, un enfoque que

maneja caracteristicas de calidad binomiales.

El grafico de control MNP de Lu utiliza el estadistico X, que es la suma ponderada
de los recuentos de unidades no conformes respecto de todas las caracteristicas de calidad
como estadistico de andlisis, y utiliza limites de control UCL y LCL, tomando como
referencia un valor central (CL). Ademas, propone un enfoque facil y eficiente para
identificar el contribuyente critico a una sefial fuera de control, asi como la interpretacion de

la sefial.

1.2.4.2. Graficos de control para variables cualitativas con distribucion
Poisson.- La primera propuesta en este campo fue presentada por Holgate (1964). Su modelo
admite que hay un factor comun para todas las variables, mas un factor inico para cada una
de las caracteristicas de la calidad observadas. Este modelo estd dado por X; = Y+ Y],
donde, Y, representa a una variable comun y explica la covarianza de todas las variables;
mientras que, Y; es especifica de cada variable y explica la variabilidad unica de dicha

variable.

Holgate desarrollo un trabajo sobre la distribucion Poisson bivariante para variables
correlacionadas, que fue tomado como referente para otras investigaciones de autores como
Chiu y Kuo (2008); Lee y Branco (2009); Laungrungrong, Borror, y Montgomery (2011);

Epprecht, Aparisi y Garcia-Bustos (2013).
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Luego, Patel (1973) desarrolld un método de control de calidad, andlogo al tipo
Hotelling, para poblaciones binomiales multivariantes o con distribucion Poisson
multivariante. Ademas, proporciond técnicas para abordar situaciones problémicas, como
matrices de covarianza singulares o dependencia temporal entre las observaciones,

autocorrelacion.

Otros autores trataron métodos que pretendian establecer limites Optimos para conteos
de Poisson multivariantes. Entre ellos, Jones, Woodall y Conerly (1999), quienes propusieron
un sistema de clasificacion por deméritos para productos con multiples defectos,
desarrollando el estadistico D, basado en una combinacion lineal de conteos de defectos y
estableciendo limites de control (UCL y LCL) a partir de combinaciones lineales de variables
aleatorias de Poisson. Por otra parte, Jiang et al. (2002) disefiaron un grafico ¢ simétrico,
estableciendo limites de control que minimizaban la desviacion de la longitud de corrida
promedio en control (4RLy) y abordaron las limitaciones de las aproximaciones normales,
especialmente con bajos valores de 4 en Poisson. Sin embargo, estos métodos requieren
graficos individuales para cada caracteristica de calidad, lo que resulta ineficiente en el

contexto de procesos con multiples caracteristicas.

Chiu y Kuo (2008) sefialaron como desventajas del grafico de control MNP de Lu, la
suposicion de normalidad y la falta de discusion sobre el rendimiento. Chiu y Kuo se
enfocaron en llenar los vacios de conocimiento relacionados con analisis de datos de conteos
correlacionados multiples. Senalaron que cuando el foco estd en el numero de defectos en
cada unidad y el numero de defectos se clasifica en mas de dos categorias, los datos podrian

modelarse utilizando la distribucion de Poisson multivariantes. Chiu y Kuo desarrollaron un
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grafico de control para datos correlacionados del recuento de Poisson multivariante, conocido
como grafico MP. Los limites de control superior (UCL) e inferior (LCL) del gréafico se
establecen mediante un método de probabilidad exacta. El modelo multivariante de Poisson
adoptado en el grafico MP, extension de un modelo bivariante de Holgate (1964), es
relativamente simple y puede monitorear muchas caracteristicas de calidad en un solo grafico

de control.

Lee y Branco (2009) propusieron tres graficos de control unico para monitorear
observaciones individuales en un proceso de Poisson bivariante. Se evalu6 el desempefio de
estos graficos en comparacion con dos graficos de control univariantes, uno para cada
caracteristica de calidad, y se determinaron los limites de control y los riesgos de falsa alarma.
Estos graficos sefialan un riesgo de falsa alarma con un nivel de significancia a menor o igual
a 0.0027. Los resultados indican que los graficos de control unico presentan un mejor
desempeifio en la mayoria de los casos. La principal ventaja de estos gréaficos es la sencillez
de juzgar si el proceso esta bajo o fuera de control por un grafico tinico en lugar de dos

graficos de control separados.

Los graficos dependen, segiin Lee y Branco, de las variaciones en la distribucion
Poisson bivariante, por ejemplo, la distribucion de DF = X; — X, (Diferencia) es la base del
grafico DF; la distribucion de SM = X; + X, (Suma) es la base del grafico SM; vy, la
distribucion de MX = max(X1, X2) (Maximo), corresponde al grafico MX; y dos graficos
separados, uno para X; y otro para X,, denominado grafico 2C. Las pautas para aplicar los
graficos de control propuestos dependen de la correlacion entre los tipos de defectos

observados. Si la correlacion es alta, el grafico SM es la mejor opcion; si se mantiene estable
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en ambos tipos de defectos, los graficos MX o 2C son mejores; pero, si solo un tipo de

defectos aumenta, el grafico DF es la mejor opcidn.

Laungrungrong, Borror, y Montgomery (2011) aseguran que la monitorizacion
simultanea de distintas caracteristicas de calidad correlacionadas que siguen una distribucion
Poisson multivariante ha sido tradicionalmente implementado utilizando una aproximacion
normal a la distribucion de Poisson para determinar los limites de control apropiados, mas,
en su trabajo destacan la importancia de la distribucion de Poisson en el monitoreo de datos

que siguen esta distribucion frente a la suposicion de una distribuciéon normal.

Estos investigadores proponen un esquema MPEWMA para tasas de conteo
utilizando directamente el marco de distribucion multivariante de Poisson. Afirman que el
grafico EWMA multivariante basado directamente en esta distribucion es superior a uno
basado en la distribucion normal, en condiciones de ARL bajo control. Ademas, discuten la
aplicacion de su gréafico para la monitorizacion simultanea de varias caracteristicas de calidad

correlacionadas.

Epprecht, Aparisi y Garcia-Bustos (2013) presentaron un nuevo grafico de control
multivariante llamado Grafico de Combinacion Lineal de Recuentos de Poisson (LCP) para
la monitorizacionde variables de Poisson correlacionadas. Este grafico optimiza el ARL en
control mediante una combinacidn lineal de p variables de Poisson, solventando carencias
previas en métodos de control para dichas variables. La propuesta se presentd mediante un
software especializado que facilita la calibracion, determinando tanto los coeficientes
Optimos para la combinacion lineal como los limites de control que minimizan el ARL fuera

de control, todo ello condicionado por un ARL en control predefinido (ARLy).
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Un rasgo distintivo de la propuesta de Epprecht, Aparisi y Garcia-Bustos es la
adaptabilidad a cualquier ARLy especificado, permitiendo limites de control en nimeros
reales. Este enfoqtenias dos palabras juntasue ofrece una herramienta robusta y flexible para
la monitorizacién multivariante y tiene ventajas, como no estar restringido a valores enteros
y acercarse mas a la tasa de falsas alarmas deseada, lo que permite una detecciéon mas rapida

del cambio en el proceso.

Raza y Aslam (2019) presentan dos nuevos graficos de control para monitorizacion
de datos de conteo de Poisson multivariante, que responden a dos esquemas: MDS y GMDS.
Estos graficos utilizan informacidon de muestras anteriores para mejorar la sensibilidad en la
deteccion de desplazamientos del proceso y aplican doble limite superior (UCL; y UCLz) y
doble limite inferior (LCL; y LCL:), mejorando asi la deteccion de anomalias. Se emplea el

ARL para evaluar el rendimiento.

El estadistico D = Z;;l Y; se utiliza en esta propuesta, donde, Y;, (j = 1,2, ...,p) es

el nimero de no conformidades o defectos de las caracteristicas de la calidad que siguen una

distribucion de Poisson p-variante con media )lj, (G =1,2,..,p) y covarianza entre dos

variables definidas como (Yl, Yj) = p;j, para i # j. Se asume que p;; = Po.

En el esquema de muestreo de estado multiple dependiente (MDS), el proceso se
declara bajo control si el estadistico D cae dentro de LCL, < D < UCL,; de lo contrario, se
lo reporta fuera de control. El valor de i puede ser decidido por el experto en control de
calidad. En el esquema GMDS, una version generalizada de MDS, se declara que el proceso
esta bajo control si al menos k de los m estadisticos D anteriores se encuentran dentro de
LCL, < D < UCL,; de lo contrario, se activa una sefal de fuera de control. Los valores de
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k y m los especifican los expertos en calidad de acuerdo con la sensibilidad del proceso que

se estd monitoreando.

Segun Raza y Aslam, los resultados muestran que los nuevos graficos superan al
esquema MDS tradicional (Aslam, Azam y Jun, 2014) y a otros graficos existentes en eficacia
y rapidez para detectar cambios en el proceso y sugieren que la generalizacion a otros tipos
de gréaficos de control es posible, asi como la ponderacion diferenciada de los tipos de

defectos.

1.2.4.3. Graficos de control para variables cualitativas con datos
multinomiales.- Mukhopadhyay (2008), desarrolld un grafico de control, D?, con la
distribucion subyacente como normal multivariante. Retomo6 el andlisis de la distancia de
Mahalanobis D?, considerando que esta distancia es la base del estadistico 77 de Hotelling.
En su andlisis, este autor compar¢ las filas de la matriz de datos, es decir, el vector de
proporcion de defectuosos, correspondiente a un punto en el tiempo particular (p;) con el
vector de proporcion de defectuosos promedio (p). A partir de una generalizacion de la

Distancia de Mahalanobis, definida por
D} = (pi —P)'E; (pi — P) (1.17)

donde, X; es la matriz de varianza-covarianza del vector pi, plante6 la formula en términos

de

k

z Pu (1.18)
plp "

i=1
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donde, p; = [pi1, iz, ---» Pixl; Pj = [P1, D2, - Px] y N; es el tamafio de muestra en el i-
€simo punto en el tiempo, para una clasificacion de individuos en K categorias. El grafico de

control D? tiene un UCL, mientras que su LCL = 0.

Mukhopadhyay presentd un analisis que se centra en la adecuacion de usar una
distribucion chi-cuadrado para el caso multinomial de la distancia. Usar una distribucion chi-
cuadrado parece adecuado, pero, tiene restricciones, como la de garantizar que la frecuencia
esperada en cada categoria sea al menos cinco, especialmente cuando el tamafio de la muestra
es pequeiio o hay pocos defectos. Trabajar con multiples categorias anade complejidad
debido a las variaciones en K. Para Mukhopadhyay, es preferible, en lugar de y2, utilizar la
distribucion T2, que considera el tamafio de muestra y se alinea mas con el grafico p

tradicional.

Otra propuesta interesante es la aplicacion de graficos de control multivariantes a los
procesos de atributos multinomiales, que depende del método de muestreo utilizado. Dos

escenarios son posibles:

En el escenario 1, cuando los articulos se clasifican sucesivamente y por separado con
respecto a todos los controles de calidad, Taleb, Limam y Hirota (2006), proponen dos
enfoques, el enfoque difuso y el enfoque de probabilidad, para desarrollar estadisticos de

seguimiento y graficos de control.

Enfoque difuso utiliza escalas intermedias para las caracteristicas de calidad y las

representa mediante datos lingiiisticos. Cada conjunto de términos se asocia a subconjuntos
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difusos y se transforma en valores escalares, conocidos como valores representativos. El

grafico de control de calidad difuso multivariante (MFQCC) utiliza un estadistico de prueba

Aqui R indica el valor representativo del nimero difuso en una muestra, mientras que
u 'y X refieren al vector de medias y la matriz de covarianza de las caracteristicas de calidad,
derivados de muestras preliminares. Una vez que el proceso esta bajo control, se utilizan S

(matriz de covarianza muestral) y R (vector de media muestral) como estimaciones de X y u.

Al recolectar datos de una fase estable, se determinan limites de control para futuras
medias de muestras. Se usa la matriz de covarianza Sy el vector R para estimar £ y pu. Al

hacer esto, el estadistico se modifica a
T? =(R—-R)S'(R—-R) (1.20)

El grafico de control MFQCC es similar al grafico de control T? tradicional. Sin
embargo, hay diferencias. La distribucion del estadistico de Hotelling 77 es conocida y sus
limites de control pueden determinarse facilmente, mientras que, para establecer limites de
control en el grafico MFQCC se debe determinar la distribucion de sz. Sin embargo, la
suposicion de normalidad no se cumple para la distribucidon del valor representativo y,

entonces, la determinacion de la distribucion de sz se vuelve un desafio.

En el enfoque de probabilidad, Taleb, Limam y Hirota utilizan el estadistico Wiz, que
es una combinacion lineal de las p caracteristicas de calidad correlacionadas y es dificil

determinar directamente su distribucion. Sin embargo, se puede aproximar mediante y? con
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v; grados de libertad. El valor de v; puede estimarse mediante la aproximaciéon de
Satterthwaite. El grafico de control de calidad de atributos multivariantes (MAQCC) tiene
un limite de control superior que se determina utilizando los percentiles de la distribucion

chi-cuadrado con v grados de libertad. Est4d dado por

p
w? =szf (1.21)
j=1

donde, Z es un estadistico que se utiliza en la monitorizaciéonde cada periodo respecto de las

caracteristicas de calidad.

En el escenario 2 cada elemento se controla simultaneamente con respecto a todos los
controles de calidad. Segun Taleb (2009), en este caso los elementos de una muestra dada se
clasifican en la tabla de contingencia q; X q; X ... X qp, donde qy, ..., qp, son los nimeros de
categorias de las caracteristicas de la calidad, 1, ..., p. Este autor plantea dos enfoques para
la elaboracion de graficos de control que monitoricen procesos de atributos multivariantes

con datos lingiiisticos multidimensionales, uno basado en la teoria difusa y otro, en la teoria

de la probabilidad.

El Enfoque difuso aborda la representacion de perfiles de calidad en procesos de
atributos mediante el uso de logica difusa. Se plantean dos casos: el intramétodo difuso (FI)
y el intermétodo difuso (FN). En el Caso I (FI), cada perfil de calidad estd compuesto por un
vector de términos lingiiisticos como “bueno” o “malo”, que puede ser modelado por un
subconjunto difuso con su correspondiente funcidon de membresia. La cantidad de perfiles

depende del niimero de subconjuntos para cada variable lingiiistica y los subconjuntos
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difusos derivan de las variables lingiiisticas originales. En el Caso II (FN), un perfil de
calidad estd representado por un Unico término, una nueva variable lingiiistica que se
construye mediante la combinacion de multiples términos difusos, también representados por

subconjuntos difusos y funciones de membresia.

De este enfoque se desprenden dos Graficos de Control Difuso Multivariante: método
FN (los graficos del enfoque FN superan a los basados en el enfoque FI). En el grafico para
el método Probabilistico Difuso (FNP) cada subconjunto difuso Fl se convierte en su valor
representativo rv;. El valor atribuido a una muestra dada i de tamafio n es la media de rv; dada

por
1
r_vlz—z Yy, (1.22)
néa

Mientras que, en el método de Membresia Difusa (FNM), FSM es la media difusa de

la muestra i y uFSM su funcion de membresia, dada por
1
FSM = VF, (123)
n 4y

Los dos graficos de este enfoque tienen UCL y LCL.

En el Enfoque de probabilidad, Taleb asegura que, para la monitorizacionde perfiles
de calidad de producto, se consideran dos casos: cuando las probabilidades m; son conocidas
a priori (Caso I) y cuando se estiman a partir de datos (Caso II). En el Caso I, se utiliza la
estadistica de bondad de ajuste de Pearson, cuya distribucién asintdtica es una y? con v

grados de libertad. En el Caso II, se aplica una prueba de homogeneidad de proporciones
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entre un periodo base y los subsiguientes periodos de monitoreo. Ambos casos son
asintdticos y sujetos a restricciones sobre el tamafio de la muestra para garantizar que la

distribucion y? sea aplicable.

De este enfoque se deriva el Grafico de Control de Probabilidad Multivariable

(MPCC), que utiliza un estadistico dado por

= (P — Por)? (1.24)

2
Xi = NNy
Yy — Yo

=1
donde, p;; ¥ p,; son las frecuencias esperadas correspondientes en las celdas de la tabla de
contingencia en el periodoiy0; Y; e Y, denotan el numero de observaciones
en el perfil I para el periodo i y 0, respectivamente; y, n; y n, son el tamafio de la muestra de
los periodos i y 0. La distribucion de y? se aproxima a y2(v). El MPCC utiliza un UCL que

es un percentil de la distribucion y2.

Kumar y Mohapatra (2012) avanzan en el campo de los graficos de control de calidad
multivariantes, poniendo énfasis en la evaluacion subjetiva de las caracteristicas del producto
por parte de un panel de expertos. Su método utiliza la teoria de conjuntos difusos para
abordar la incertidumbre y vaguedad inherentes en evaluaciones cualitativas. En su
metodologia, los expertos asignan rankings a diversas caracteristicas de calidad, las cuales
pueden estar correlacionadas. Estos rankings se transforman en nimeros difusos que luego
se ponderan y suman interactivamente para obtener una métrica compuesta de la calidad del

producto. Posteriormente, se disefian graficos de control utilizando medidas de posibilidad y
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necesidad, entre 0 y 1, que van de imposible a posible e innecesario a necesario,

respectivamente.

De este modo, Kumar y Mohapatra ofrecen un esquema robusto y flexible para
monitorear productos con multiples atributos correlacionados en escenarios donde la
evaluacion objetiva puede ser dificil o imposible de lograr y, contribuyendo a la toma de
decisiones en entornos complejos y ambiguos, donde la subjetividad y la incertidumbre son

factores predominantes.

Pastuizaca-Fernandez, Carriéon y Ruiz-Barzola (2015) propusieron un grafico de
control de procesos difuso para caracteristicas de calidad de tipo multi-atributos
correlacionados. Emplearon un enfoque que integra el grafico de control multivariante
T2 de Hotelling con la teoria de conjuntos difusos. En este marco, las variables lingiiisticas
capturan la incertidumbre y la subjetividad en la evaluacion de la calidad y se modelan como
Numeros Triangulares Difusos (TFN) que cumplen con propiedades de normalidad y
convexidad, haciendo que la contribucion de cada variable individual fuera descompuesta
para un analisis mas preciso. Los términos lingliisticos se asumen como funciones de
pertenencia normales y convexas en el intervalo [0,1], lo que facilita su integracion en el

grafico T2 de Hotelling.

La expresion mediante la cual la variable multinomial correspondiente a cada

caracteristica de calidad O; de una muestra i se convierte en un valor numérico esta dada por

1
Rij =—Znijvrjk (125)
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donde, vry es el valor representativo correspondiente a la funcion de pertenencia de la
categoria k de la caracteristica de la calidad j y S; es una combinacion lineal de los s; valores

n;, correspondientes al nimero de productos clasificados con las categorias g, de la

caracteristica de calidad Q; en la muestra 4, La muestra 4, de n observaciones esta

representada por el vector R; = (Ril, ., R ,Rl-p)’, donde R;; cumple una distribucion

ijr

normal con media ;.

El conjunto de valores representativos de las p caracteristicas de calidad esta dado

por el vector Rj, el estadistico de prueba a ser representado en el grafico de control para cada

muestra es
T? = (R; — ur )'ER" (R; — pg) (1.26)

donde up = (/11, ,up) es el vector de medias para cada caracteristica de la calidad y X es
la matriz de covarianzas de las caracteristicas de calidad. Por otra parte, los parametros g, y
Y., seran estimados por R y S, respectivamente. Luego, el valor del estadistico T2 para R;,

que puede representarse en un grafico T? de Hotelling en Fase I, responde a
T’ =(R;—R)'S'(R;—R); i=1,2,..,m, (1.27)

En Fase II, sea un conjunto de datos histéricos (HDS) de m observaciones y una sola

futura observacion Y, el valor del estadistico

TZ = (Y - BYS(Y = B) (1.28)
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se puede representar en un grafico T? de Hotelling. Los pardametros u, y X, deberan ser

estimados por R y § a partir del anélisis del HDS formado por muestras de tamafio n,

tomadas cuando el proceso esta bajo control. El vector de medias s serd estimado por:
R=(Ry . Rj ., Ry). (1.29)

Para la estimacion de X, Pastuizaca-Fernandez, Carrion y Ruiz-Barzola, siguiendo a
Sullivan y Woodall (1999), consideraron que un grafico mas eficaz estima la matriz de
covarianzas de las diferencias vectoriales entre observaciones sucesivas, asumiendo que las
observaciones sucesivas tendran similar vector de medias, que es una estimacion mas robusta

para observaciones individuales. Este estimador se denomina Diferencia Sucesiva Cuadratica

Media (MSSD).

1.2.5. Grdficos para el control estadistico de procesos con técnicas estadisticas

multivariantes

La complicada estructura de las variables asociada con caracteristicas altamente
correlacionadas ha promovido el uso, cada vez mayor, de sustitutos de los métodos
convencionales. En este sentido, se han desarrollado métodos para abordar el problema de la
alta correlacion entre caracteristicas, transformandolas en un conjunto de variables no

correlacionadas (Farokhnia y Niaki, 2020).

El procedimiento estadistico para la ejecucion de estos graficos se baso, al inicio, en
la aplicacion de la distancia de Mahalanobis; no obstante, poco a poco se fueron incorporando
otras técnicas estadisticas multivariantes tales como Analisis de Componentes Principales
(Pearson, 1901), Analisis de conglomerados (Edwards y Cavalli-Sforza, 1965), Métodos
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Biplot (Gabriel, 1971; Galindo-Villardon, 1986), Analisis de correspondencias (Benzécri,
1973), STATIS (L’Hermier des Plantes, 1976; Robert y Escoufier, 1976; Lavit, 1988),

Coordenadas paralelas (Inselberg y Dimsdale, 1990), PCA Mix (Ahsan, et al., 2018).

1.2.5.1. Control estadistico de procesos multivariantes con STATIS.- Filho
y Luna (2015) presentaron un grafico de control multivariante que utiliza STATIS para la
monitorizacionde procesos por lotes en entornos no paramétricos. El enfoque de monitoreo
del comportamiento del proceso centrado en el tiempo es una de las principales
contribuciones del método de analisis de datos propuesto. El grafico propuesto considera la
correlacion cruzada y la estructura de correlacion de los datos, preservando la informacion
sobre la variabilidad del proceso a lo largo del eje de tiempo y ofrece una deteccion precisa
de estados de proceso fuera de control que permite la adopcién oportuna de acciones

correctivas.

El método STATIS, es una técnica de analisis de datos desarrollada por L'Hermier
des Plantes (1976), Escoufier (1987) y Lavit, Escoufier, Sabatier y Traissac (1994), que
maneja datos de tres vias como un conjunto de K matrices y calcula la distancia euclidiana
entre configuraciones de las mismas observaciones obtenidas en 7 momentos diferentes
(Lavit, Escoufier, Sabatier y Traissac, 1994). Este método analiza la estructura de varias
tablas de datos que son conjuntos de medidas sobre los mismos individuos, aunque no sean
las mismas variables (Ramos-Barberan, et al., 2018). El interés del método STATIS reside
en la comparacion de los individuos, privilegiando sus posiciones relativas. Por el contrario,
si las 7 matrices representan las mismas variables, pero los individuos pueden variar en T
ocasiones distintas, se aplica el método STATIS Dual, cuyo interés se centra en la relacion

entre variables (Gonzalez, 2015).
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1.2.5.2. Control estadistico de procesos multivariantes con STATIS Dual
y Coordenadas paralelas.- Ramos-Barberan, et al. (2018) utilizaron STATIS Dual y
Coordenadas paralelas en el control de procesos multivariantes relacionados con la
produccidn por lotes en entornos no paramétricos, para la monitorizacion fuera de linea de
lotes y variables, asi como de la agrupacion visual de observaciones dentro de los diagramas
de bolsa (bagplots) robustos lotes. Estos procesos utilizan bagplots robustos para la
configuracion de regiones de control que favorecen la representacion de la dindmica entre las

variables.

La propuesta de estos autores representa tablas como puntos en mapas de PCA
bidimensionales del espacio entre Estructuras, asi como el espacio Infraestructura o mapas
de Compromiso. Estos graficos, denominados Biplot por su autor, Gabriel (1971),
representan variables e individuos en un espacio de dos dimensiones y se muestran en dos
versiones: el GH-Biplot que prioriza la representacion de variables (columnas) y el JK-
Biplot, que representa mejor los individuos (filas). Galindo-Villardon (1986) aportd, con su
HJ-Biplot, a mejora de la calidad de representacion de individuos y variables de forma

simultanea sobre un mismo plano de referencia.

La metodologia de Coordenadas paralelas fue desarrollada por Inselberg y Dimsdale
(1990), permite visualizar relaciones multivariantes y problemas multidimensionales, induce
un mapeo no proyectivo entre conjuntos N-Dimensional y 2-Dimensional, como un sistema
que representa datos multivariantes en un sistema bidimensional. Las coordenadas paralelas
preservan la naturaleza multilineal del conjunto de datos y no precisan la creacion de

variables latentes para reducir la dimensionalidad. El analisis de cada variable, asi como al
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interior de los lotes, se muestra en un sistema todo en uno, de esta manera se reconocen

patrones locales y su comportamiento dinamico global (Ramos-Barberan, et al., 2021).

1.2.5.3. Control estadistico de procesos multivariantes con algoritmos de
clasificacion.- Segin Liu, Liu y Jung (2020), el procesamiento de datos complejos de alta
dimension, que se encuentran frecuentemente en los sistemas modernos, ha merecido que
muchos investigadores dediquen esfuerzos para el desarrollo de graficas de control
multivariantes que, utilizando métodos no paramétricos, aborden las limitaciones
relacionadas con el supuesto de distribucion. En este sentido, se ha trabajado con algoritmos
de clasificacion (OCC) que identifican si los objetos pertenecen o no a una clase especifica
a partir del andlisis de sus caracteristicas mas relevantes; también, el uso de puntuaciones de
novedad de los algoritmos OCC como estadisticas de seguimiento de los graficos de control,
un tipo de algoritmos de mineria de datos que asume que solo los datos bajo control se usan

para determinar el grado de anormalidad de una nueva observacion no clasificada.

Ademas, se han desarrollado graficos de control basados en puntuaciones de novedad
que utilizan el algoritmo k-vecino mas cercano (kNN) para el anélisis de la densidad de los
datos bajo control. Estos autores desarrollaron un grafico de control (DNW) que utiliza la
puntuacion de novedad sensible a la densidad como estadistico de seguimiento utilizando el

algoritmo k-vecino més cercano (kNN).

1.2.54. Control estadistico de procesos multivariantes con Analisis de
Componentes Principales.- Segin Farokhnia y Niaki (2020), los graficos de control basados
en Andlisis de Componentes Principales (PCA) se utilizan ampliamente para superar el

problema de la correlacion entre las variables medidas mediante la definicion de
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transformaciones lineales de las variables existentes en un nuevo espacio no correlacionado.
Las variables transformadas explican diferentes cantidades de varianza, de esta forma, en el
primer componente principal explican la cantidad mas alta, en el segundo PC explican la
segunda mas alta, y asi sucesivamente. El PCA también reduce la dimension al perder una

parte de la informacion de la variacién observada en las variables originales.

Sin embargo, el supuesto subyacente de que las observaciones se distribuyen
normalmente ha limitado la aplicabilidad de los esquemas basados en PCA, ya que el
supuesto de normalidad no siempre se cumple en las practicas reales. Luego, un método de
distribucion libre para establecer los limites de los graficos de control basados en PCA puede

ser una propuesta confiable cuando no se cumple el supuesto de normalidad.

El método presentado por Farokhnia y Niaki se basa en maquinas de vectores de
soporte (SVM) como sustituto de los métodos convencionales para construir limites de
control en graficos de control basados en PCA. Como SVM utiliza observaciones del proceso
en el mundo real, no se requiere ningin supuesto de distribucion para construir limites de

control.

1.2.5.5. Control estadistico de procesos multivariantes con PCA Mix.- El
PCA Mix, Grafico de control multivariante basado en la combinaciéon de PCA para
caracteristicas de calidad de atributos y variables, fue introducido por Ahsan, et al. (2018).
El método estd basado en el grafico de control T? que puede manejar conjuntamente datos
continuos y categoricos, por medio de una combinacion de Analisis de Componentes

Principales (PCA) y Analisis de Correspondencias Multiples (MCA).
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Para estimar el limite de control utilizaron el método Kernel Density Estimation
(KDE). El desempefio del grafico propuesto se evalta utilizando ARL. Los limites de control
T? obtenidos del método KDE producen un ARL estable alrededor de 370 para a = 0.00273,
mientras que, el ARLy del grafico de control T? que utiliza un limite de control convencional
no es estable. Por otra parte, el ARL: del grafico propuesto se reduce rapidamente a medida
que aumenta el cambio tanto de las caracteristicas variables como de los atributos.
Considerando el desplazamiento del proceso, el grafico propuesto tiene un mejor rendimiento

cuando utiliza una cantidad adecuada de componentes principales.

Ahsan, et al. (2022) explican que la presencia de valores atipicos puede llevar a una
deteccion errdnea en las observaciones fuera de control en la Fase II, por lo tanto, deben
limpiarse en la Fase I. Proponen un grafico T? basado en PCA Mix con limite de control de
densidad de Kernel para mezclas de datos categdricos y continuos. Evaluaron el rendimiento
del grafico propuesto en la deteccion de valores atipicos a partir de datos limpios y

contaminados.

Se encontré que el grafico propuesto tiene un mejor rendimiento que el punto de
referencia en el seguimiento de datos limpios, mientras que, para datos contaminados, tiene
un rendimiento Optimo en situaciones en las que los datos categoricos se generan a partir de
una distribucion multinomial con pardmetros equilibrados. En comparacion con los graficos
convencionales y otros graficos robustos, el grafico propuesto demostrd un gran rendimiento

por el éxito en la deteccion correcta de valores atipicos.

El PCA Mix es eficaz para monitorear simultineamente variables numéricas y

categéricas en un solo grafico, no obstante, cuando éstas tienen una proporcion
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desequilibrada se producen algunas dificultades. Para superarlas, Ahsan, et al. (2022)
desarrollaron el grafico de control Kernel PCA Mix. En este gréafico, los datos categoricos se
transforman en variables ficticias (dummy), después se combinan con los datos numéricos
para dar lugar a la funcion Kernel. La descomposicién de valores propios se realiza en el
espacio de caracteristicas mediante la realizacion de un mapeo no lineal y se calculan las
puntuaciones de los componentes principales. Finalmente, el estadistico 77 se estima a partir
de los componentes principales calculados y para el calculo del limite de control se utiliza la

KDE.

Jin y Loosveldt (2022) abordan el tema desde un grafico de control no paramétrico
que trabaja con una combinacion de variables numéricas y categéricas simultdneamente. Esta
propuesta incluye el andlisis de componentes principales Mix (PCA Mix), el grafico T? de
Hotelling y dos enfoques no paramétricos: estimacion KDE y bootstrap, debido a la

naturaleza desconocida de la distribucion subyacente.

1.2.5.6. Control estadistico de procesos multivariantes con Analisis de
Correspondencias Multiples.- Rojas-Preciado, et al. (2023), desarrollaron el grafico de
control T2Qv, una herramienta de control estadistico de procesos multivariantes para el
andlisis de datos cualitativos, nominales y ordinales, basado en técnicas de Analisis de
Correspondencias Multiples (MCA) y el grafico T?> de Hotelling. El T2Qv es una técnica
estadistica multivariante de tres vias que trabaja con bases de datos cualitativos para n
individuos, con p variables en K momentos distintos. Utiliza el estadistico 7? de Hotelling

ajustado, que esta dado por
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donde, n es el numero de individuos de la tabla k; X, es el vector de medianas de la tabla £;
X\ es el vector de medianas de la tabla concatenada, que ha sido tomada como referente; y X,
la matriz de covarianzas. Dado que este grafico de control estd basado en distancias de
Mahalanobis ponderadas, su limite de control viene dado por UCL = )(sz_p, donde «a es la
significancia predeterminada (o = 0.0027) y p, el numero de dimensiones. Cuando el
estadistico T2, de alguna muestra (tabla) supera este limite significa que el proceso esta

fuera de control.

La interpretacion de los puntos fuera de control se realiza comparando la ubicacion
de las categorias de las variables en el grafico MCA de la tabla concatenada y el de la tabla
fuera de control. Las categorias que estan incidiendo en el estado fuera de control son las que
muestran mayores diferencias en su ubicacion al comparar ambos graficos. Para cuantificar
la magnitud de dichas diferencias o del comportamiento anémalo, se calcula las distancias
Chi-cuadrado entre las masas de columnas de la tabla concatenada y las de la tabla fuera de
control. La implementacion del T2Qv se facilita con la aplicacion de un paquete de R (T2Qv),
que permite visualizaciones interactivas a través de una interfaz Shiny y est4 disponible en

CRAN.

En resumen, se puede decir que la evolucion de los graficos estadisticos para el
control de procesos multivariantes ha transcurrido por diferentes fases, cada una con
diferentes aportes significativos y enfoques especificos, lo que ha permitido el desarrollo de

métodos estadisticos y herramientas informaticas cada vez mas sofisticadas y efectivas para
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la monitorizacidonde procesos relacionados con la gestion de la calidad en diferentes &mbitos

y sectores.

La gestion de la calidad y la monitorizacionde procesos son cada vez mas complejos
debido al aumento en la cantidad y variedad de datos generados por las empresas. La
combinacion de graficos de control estadistico de procesos con técnicas modernas de mineria
de datos, inteligencia artificial, big data, randon forest, statistical learning y otras que
pudieran ser incorporadas a la realizacion de los graficos de control, constituyen un desafio
que debe ser abordado por los investigadores de los graficos de control estadistico de
procesos multivariantes, porque contribuyen a la identificacion temprana de problemas y la
toma de decisiones informadas en tiempo real. Por lo tanto, es importante que los esfuerzos
se dirijan al desarrollo de herramientas y recursos que les permitan implementar estas
técnicas y asegurar la calidad de sus procesos para mantenerse competitivas en el contexto

actual.

1.3. Contribuciones del Capitulo 1

Los graficos de control son una herramienta esencial en el control estadistico de
procesos para reducir la variabilidad del proceso, establecer limites y pardmetros Optimos y
evaluar el comportamiento de las variables. Han evolucionado desde la monitorizacion de
una Unica variable hasta el control estadistico de procesos multivariantes, lo que ha permitido

el analisis simultdneo de multiples caracteristicas de calidad.

Se identifican cinco etapas en el desarrollo de graficos de control para el control
estadistico de procesos multivariantes. Las dos primeras surgen para responder a las

necesidades de representacion de datos que no podian ser abarcados por los graficos
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originales de Shewhart, mientras que las tltimas tres recorren una trayectoria casi simultanea
y dan lugar al desarrollo de propuestas bien diferenciadas para la monitorizacidonde procesos.
Estas etapas son el Grafico T? de Hotelling, Mejoras al rendimiento de este grafico, Graficos
de control en entornos no paramétricos, Graficos de control para variables cualitativas y

Graficos para el control de procesos con técnicas estadisticas multivariantes.

El T2 de Hotelling es uno de los graficos mas importantes en el control estadistico de
procesos multivariantes, se utiliza para el seguimiento del vector medio del proceso en el que
se supone que la distribucion de probabilidad conjunta de las p-caracteristicas de calidad es

la normal multivariante.

Como ventajas tiene que el grafico T? de Hotelling es eficaz para detectar cambios
grandes en la media del proceso, ofrece una mejor representacion en comparacion con el
grafico denominado elipse de control y es capaz de monitorear simultineamente multiples
caracteristicas del proceso correlacionadas. Sus desventajas se relacionan con la necesidad
de un tamano grande de muestras, la poca eficacia para detectar pequefios cambios,
vulnerabilidad ante valores atipicos y su dependencia de distribuciones normales, requisito

que en muchos casos no se cumple.

Se han propuesto graficos con memoria como MCUSUM y MEWMA para mejorar
la eficacia del grafico de control T? de Hotelling y detectar pequefios cambios en la media
del proceso. Ademas, se han aplicado técnicas como la modificacion de los limites de control
y la modelizacion de series temporales para eliminar la autocorrelacion en el uso de los

graficos. Los métodos de muestreo como el grafico de control T? adaptable, DDT? y VDT?
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mejoran la eficiencia del andlisis multivariante del proceso, disminuyen el costo y mejoran

la capacidad de detectar cambios.

Los graficos de control multivariantes tradicionales no pueden manejar datos
complejos de alta dimension comunes en los sistemas modernos de produccion, cuyos datos
generalmente no siguen una distribucion gaussiana. Como alternativa se han propuesto
graficos de control multivariantes no paramétricos mas flexibles que manejan mezclas de
datos continuos y categoricos y distribuciones no paramétricas, utilizando métodos de
remuestreo como el Bootstrap, que pueden acomodar correctamente la correlacion de datos
en serie estacionaria, detectar valores atipicos y cambios en el vector de parametros de

ubicacion de la distribucion.

La literatura ha abordado con generosidad los graficos de control multivariantes para
datos numéricos y mixtos, pero no hay muchas aportaciones para variables cualitativas. Han
surgido propuestas para datos de conteo de Poisson y datos lingiiisticos, como el grafico MP,
LCP y gréficos de control difuso. Estos, particularmente, son ttiles para manejar situaciones
donde los datos estadisticos son inciertos, incompletos o hay subjetividad humana. Son una

buena opcidn para procesos con caracteristicas de calidad multinomiales y correlacionadas.

La alta correlacion entre caracteristicas de la calidad ha impulsado el desarrollo de
métodos no convencionales en la monitorizacionde procesos. El PCA, el MCA, el método
STATIS, los Biplots, las Coordenadas paralelas, Andlisis de conglomerados, técnicas
bootstrap y los graficos de control basados en KDE se cuentan entre las técnicas mas
utilizadas. Ademas, se han propuesto graficos de control multivariantes que abordan la

distribucion no normal de los datos y el desequilibrio en las proporciones categoricas. Las
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técnicas de andlisis estadistico multivariante han enriquecido el control estadistico de

Pprocesos.

La aplicacion de métodos tedricos ha facilitado el andlisis de la evolucion de los
graficos estadisticos para el control de procesos multivariantes, mediante el establecimiento
de fases con enfoques especificos y aportes significativos que han permitido el desarrollo de
métodos estadisticos y herramientas informaticas cada vez mas sofisticadas y efectivas para

la gestion de la calidad en diferentes ambitos y sectores.

La implementacion de graficos de control estadistico de procesos en combinacidén con
técnicas modernas de mineria de datos, inteligencia artificial, big data, randon forest,
statistical learning y otras, constituye una oportunidad clave para la mejora de la calidad y
la eficiencia en la gestion de procesos en diversos ambitos. La capacidad de analizar grandes
cantidades de datos de manera automatizada y en tiempo real, brinda la posibilidad de
detectar patrones y anomalias con mayor precision y rapidez, lo que favorece la toma de

decisiones mas informada y oportuna.

La combinacion de estas herramientas estadisticas con la tecnologia moderna puede
ser un gran aliado en la mejora continua en pro de la excelencia en la gestion de la calidad.
Esto deja abierta la posibilidad de inéditas aportaciones a los graficos de control, aplicando
nuevas metodologias estadisticas desarrolladas para el manejo de grandes volumenes de

datos.

Como contribucion de este capitulo, se ha escrito un articulo cientifico titulado
“Multivariate statistical process control charts for qualitative variables: A review from

genesis to development perspective”, que fue sometido el 05 de octubre de 2023, con numero
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de submission 230632842, a la revista Quality Engineering, de Taylor and Francis. Las
métricas de esta revista para 2022 son: CiteScore Best Quartile: Q2; CiteScore Scopus: 3.5;
Impact Factor: 2.0; Impact Factor Best Quartile: Q2; SJR: 0.604. Al momento de escribir

este capitulo de la Tesis, el articulo est4 en fase de revision por pares ciegos.
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aats 2
Capitulo

Grafico de control de procesos estadisticos

multivariantes para variables cualitativas

2.1. Introduccion

El control estadistico juega un rol muy importante en la mejora continua de los
procesos y dentro de éste, los graficos de control, los cuales ayudan a monitorizar los
procesos, han sido extensamente utilizados desde su creacion por Walter Shewhart hasta

nuestros dias (Gutiérrez y De la Vara, 2013).

Shewhart estableci6 dos fases en el control de los procesos: la primera, denominada
Fase de desarrollo, que describe el comportamiento estadistico de la variable analizada,
determina los limites de control para el estimador del pardmetro analizado y contribuye a la
eliminacion de causas asignables o especiales de variabilidad. La segunda, Fase de madurez,
establece la capacidad del proceso para cumplir con los requisitos, identifica la media del
numero de muestras antes de obtener falsas alarmas y favorece la disminucion del nimero
de muestras para la deteccion de cambios en el proceso (Ruiz-Barzola, 2013). A esto,

Montgomery (2012) le denomina el seguimiento de la produccion futura.

A partir de los graficos univariantes se han desarrollado diversas propuestas, las
cuales incorporaron la opcidon de monitorizar varias variables a la vez (Ramos, 2017; Li,
Tsung, y Zou 2012), abriendo con ello el control estadistico de procesos multivariantes. Las
opciones mas conocidas son: El grafico de control T2 de Hotelling (Hotelling, 1947), el cual
se podria considerar la version multivariante del grafico de medias de Shewhart; el MEWMA
(Lowry et al., 1992), version multivariante del grafico de medias ponderadas EWMA
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(Roberts, 1959); o el MCUSUM (Crosier, 1988), el cual es la version multivariante del

grafico de control de sumas acumuladas CUSUM (Page, 1954).

A estos graficos de control multivariante se le han realizado varias mejoras tales
como: su optimizacion, determinando de forma analitica (Aparisi, 1996; Aparisi y Haro,
2001; Faraz y Parsian, 2006) o heuristica los valores 6ptimos de sus parametros (Ruiz-
Barzola, 2013); otra propuesta es la de trabajar sin distribuciones probabilisticas o versiones
no paramétricas (Shabbak y Midi, 2012; Liu, Liu y Jung 2020; Xue y Qiu, 2020), para

procesos continuos o por lotes (Ramos, 2017).

Todos estos graficos de control multivariante tienen un enfoque cuantitativo; es decir,
las variables monitorizadas son esencialmente cuantitativas, ya sean discretas o continuas.
Para ello, los diferentes autores, inicialmente se valieron de la distancia de Mahalanobis
(Mahalanobis, 1936). Posteriormente, para el andlisis de una combinacion de variables
continuas y categoricas se desarroll el grafico basado en la distancia de Gower (Tuerhong

y Kim, 2014).

Sin embargo, el abordaje de problemas como la alta correlacion entre caracteristicas
y en presencia de datos mixtos, requirid6 la incorporacion de técnicas estadisticas
multivariantes cldsicas, como Andlisis de Componentes Principales (Pearson, 1901),
Me¢étodos Biplot (Gabriel, 1971; Galindo-Villardon 1986), Anélisis de Correspondencias
(Benzécri, 1973), STATIS (L’Hermier des Plantes, 1976; Robert y Escoufier, 1976; Lavit,
1988), Coordenadas paralelas (Inselberg y Dimsdale, 1990), Andlisis de conglomerados

(Edwards y Cavalli-Sforza, 1965).
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Dentro de las aportaciones referentes a los graficos de control que incorporan técnicas
multivariantes destacan el grafico basado en STATIS para la monitorizacionde procesos por
lotes en entornos no paramétricos (Filho y Luna, 2015); los diagramas de bolsa robustos que
utilizan STATIS Dual y Coordenadas paralelas (Ramos-Barberan, et al., 2018); el Grafico de
control multivariante PCA para datos mixtos, que aplica una combinacion de Analisis de
Componentes Principales y Andlisis de Correspondencias Multiples (Ahsan, et al., 2018); el
grafico de control de peso de novedad sensible a la densidad (DNW) utiliza el algoritmo k-
vecino mas cercano (kNN) (Liu, Liu y Jung, 2020); el grafico basado en Kernel PCA Mix
(Ahsan et al., 2022); el Grafico T2 basado en la combinacion de PCA para datos continuos y
cualitativos con deteccion de datos atipicos (Ahsan et al., 2021); los graficos de control
basados en PCA para entornos no paramétricos (Farokhnia y Niaki, 2020; Jin y Loosveldt,

2022).

No obstante, las aportaciones al desarrollo de graficos de control multivariante para
variables cualitativas no han sido numerosas. En este campo las propuestas se han
desarrollado alrededor del andlisis de variables que siguen una distribucion Poisson y el
analisis de variables multinomiales. La primera propuesta fue la de Holgate (1964), quien
presentd un trabajo sobre la distribucion Poisson bivariante para variables correlacionadas.
Este modelo fue tomado como insumo en las investigaciones de autores como Chiu y Kuo
(2008), Lee y Branco (2009), Laungrungrong y Montgomery (2011), Epprecht, Aparisi y

Garcia-Bustos (2013).

Otra propuesta destacada es la de Lu (1998), quien desarrolld un grafico de control

tipo Shewhart para procesos multivariantes con variables cualitativas, cuando la
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caracteristica de calidad asume valores binarios, al cual denominaron grafico np

multivariante (MNP).

Ya en el contexto multinomial, Mukhopadhyay (2008) planted un grafico de control
multivariante utilizando el estadistico D? de Mahalanobis para atributos que siguen una
distribucion multinomial. Ademas, de una propuesta para procesos multinomiales bajo el
enfoque difuso (Taleb, Limam y Hirota 2006), Taleb (2009) introdujo graficos de control
para la monitorizacionde procesos multivariantes con datos lingtiisticos multidimensionales,
basados en dos procedimientos: la teoria de la probabilidad y la teoria difusa; Pastuizaca-
Fernandez et al. (2015) presentaron un grafico de control multivariante multinomial T? con

un enfoque difuso.

Saltos et al. (2020) aseguran que las herramientas de control de la calidad se pueden
considerar no solo para monitorizar procesos industriales sino también procesos relacionados
con la educacién, por ejemplo, la evaluacion del desempefio estudiantil. Estos autores
aplicaron el concepto de profundidad, que transforma una observacion multivariante a un
indice univariante, el cual es susceptible de monitorizar en una carta de control y para esto
utilizaron la carta r, ademas utilizaron cluster medio para establecer umbrales que faciliten la

conformacion de grupos y establecer perfiles de estudiantes mediante medidas descriptivas.

En el estudio de los procesos que se desarrollan en el entorno social se maneja, con
mucha frecuencia, variables cualitativas. No es que estén ausentes los datos cuantitativos,
sino que, en las bases de datos que se utilizan para estos analisis, abundan las variables

cualitativas nominales y ordinales, a veces, sobre las de tipo numérico.
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Lopez (2004) sefiala que al observar muchas variables sobre una muestra es
presumible que una parte de la informacion recogida pueda ser redundante o que sea
excesiva, en cuyo caso los métodos multivariantes de reduccion de la dimension tratan de
eliminarla combinando muchas variables observadas para quedarse con pocas variables
ficticias que, aunque no observadas, sean combinacion de las reales y sinteticen la mayor

parte de la informacion contenida en sus datos.

En este caso se debera tener en cuenta el tipo de variables que maneja. Si son variables
cuantitativas las técnicas que le permiten este tratamiento pueden ser el Analisis de
componentes principales, el Analisis factorial (Spearman, 1904; Thurstone 1947; Kaiser
1958), mientras que, si se trata de variables cualitativas, es recomendable la aplicacion de un
Andlisis de Correspondencias Multiples, Anélisis de homogeneidad o un Anadlisis de

Escalamiento multidimensional.

Por otra parte, el uso de herramientas computacionales ha contribuido al desarrollo
de los gréaficos de control estadistico multivariante. Diversos autores han implementado
paquetes estadisticos que facilitan la aplicacion de gréficos de control clasicos, entre ellos
Curran y Hersh (2021), que desarrollaron el aplicativo para el Grafico T? de Hotelling, y
Scrucca, L. (2004), el paquete informatico para los graficos MCUSUM y MEWMA. Otros
investigadores han publicado originalmente sus aportaciones sobre graficos de control
acompafiadas de una herramienta estadistica que facilita su aplicacion, entre ellos Ruiz-

Barzola (2013), Epprecht, Aparisi y Garcia-Bustos (2013).

Ademas, como complemento del andlisis estadistico de procesos multivariantes

realizado mediante graficos de control, se puede utilizar aplicaciones estadisticas basadas en
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el programa R que permiten el uso de biplots y otros métodos multivariantes para dos y tres
vias, como MULTBIPLOT (Vicente-Villardon, 2010), ade4 (Dray y Dufour, 2007; Bougeard
y Dray, 2018), FactoMineR (Le, Josse y Husson, 2008), SparseBiplots (Cubilla-Montilla, et
al., 2021), biplotbootGUI (Nieto-Librero, 2015). En el mismo sentido se puede utilizar
bibliotecas de Python, como SciPy (Virtanen, et al., 2020) o statsmodels (Seabold, Skipper,

and Perktold, 2010).

En el control estadistico de procesos, los aportes al desarrollo de graficos de control
para variables cualitativas todavia son incipientes, las pocas publicaciones se orientan al
analisis de caracteristicas de la calidad en procesos industriales, pero no a procesos sociales.
Al analizar los procedimientos publicados por los autores citados en este estudio, se detectan
limitaciones que podrian restringir su aplicacidon, por ejemplo, el analisis de pocas
caracteristicas de la calidad, el uso de muestras constituidas por elementos individuales en

vez de grupos, la dificultad de trabajar con muchas categorias de forma simultanea.

Surge, entonces, la necesidad de un grafico de control para la representacion de p
variables cualitativas, que pueda trabajar con multiples categorias nominales y ordinales y
que facilite la identificacion de las causas que pueden llevar al proceso a un estado fuera de

control y que pueda ser aplicado en procesos sociales.

Esta investigacion atiende las limitaciones antes mencionadas en cuanto a graficos de
control para variables cualitativas y su aplicacion en entornos sociales. Por tal motivo, se
presenta un grafico de control para variables cualitativas mediante el uso de metodologias
estadisticas multivariantes, que contribuya a la diversificacion de técnicas en la fase I del

control estadistico de procesos.
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2.2. T2Qv, Grafico de Control de Procesos Estadisticos Multivariantes para

variables cualitativas

En este apartado se describe la propuesta metodoldgica para el control de procesos

estadisticos multivariantes con variables cualitativas.

2.2.1. Notacion

La tabla 2.1 contiene elementos y ejemplos de la manera como se presentan los

elementos algebraicos abordados en la metodologia.

Tabla 2.1. Elementos algebraicos

ELEMENTOS REPRESENTACION EJEMPLO
Escalares Letras en minuscula v,
Vectores Letras en mintiscula y negrita ‘'
Matrices Letras en mayuscula y negrita V,X
Matrices de tres vias (cubos de datos) Letras con doble trazo en mayuscula C X

2.2.2. Anadlisis de Correspondencias Multiples (MCA)

Dado que se trabaja con variables cualitativas se aplica Anélisis de Correspondencias
(Benzecri, 1973) analizando la similaridad entre categorias (Lopez, 2004) basada en la

distancia y2, siendo este un andlisis similar al de componentes principales.

El MCA es la aplicacion del método de Analisis de Correspondencias Simples (CA)
a datos categoricos multivariantes codificados en forma de una matriz de indicadores o una
matriz de Burt (Nenadic, O. y Greenacre, 2007). Se trata de una técnica de analisis factorial

exploratorio para datos categéricos multivariantes que describe, en un espacio de pocas
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dimensiones, la estructura de asociaciones entre un grupo de variables categoricas, asi como

las similitudes y diferencias entre los individuos a los cuales esas variables se aplican.

EL MCA ha sido ‘reinventado’ en varias ocasiones, por diversos autores, y bajo
nombres o enfoques diferentes (Ledesma, 2008). En esta investigacion no se aplica el
enfoque francés (Michailidis y Leeuw, 1998), si no el anglosajon, donde el MCA se
denomina Analisis de Homogeneidad o Escalamiento Dual, haciendo uso de la tabla de Burt
(Benzecri, 1973) y partiendo de una matriz de datos con p variables cualitativas, cada una

con h categorias (h >1).

La matriz estd compuesta por las n filas u observaciones y las p columnas o variables,
donde cada celda contine una de las categorias antes mencionadas. Esto es equivalente a la
matriz disyuntiva Z, que desglosa las variables en cada una de sus modalidades y registra la

ocurrencia de eventos de forma binaria.

La tabla de Burt viene dada por:

B=277 (3.1)

La matriz B en la Ecuacion 3.1 esta formada por las frecuencias absolutas, éstas se
transforman en frecuencias relativas, dividiendo los valores de la matriz por la frecuencia

total, dando lugar a la matriz P.

Se obtienen los vectores de Masas de fila (mf) y columna (mc), a través de las

marginales de las filas y de las columnas de la matriz P, respectivamente.

Se obtiene la matriz de residuos estandarizados S.
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1 1
S = Dfila Z(P_mf mc’)Dcolumna 2 (32)

donde Dy, es una matriz diagonal que contiene las masas de las filas y D¢ojumna €5 Una

matriz diagonal que contiene las masas de las columnas.
Se aplica la descomposicion en valores singulares (SVD) a la matriz S (Ecuacion 3.3):

donde U y V son matrices ortogonales y D es una matriz diagonal que contiene los valores

singulares.

Luego se obtienen las coordenadas estandarizadas, para lo cual se aplican las

ecuaciones 3.4y 3.5.

1
X =Dy, 2U (3.4)

1
Y = Dcolumna 2V (35)

2.2.2.1. Generalizacion a k tablas.- El grafico T2Qv, propuesto en esta
investigacion, no se limita a procesar una simple tabla de datos, sino que puede manejar bases
de datos con multiples tablas tomadas en diferentes momentos (K) y representarlas como
puntos en el grafico. Esto se puede configurar como un cubo de datos de n x p x K. Si hay K
tablas, con la misma estructura y compuestas por variables cualitativas, lo descrito en la
Seccion 2.2.2.1 se aplica a cada una de las K tablas, obteniendo el conjunto de K tablas con

el formato inicial (Figura 2.1).
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Tablas con formato inicial Tablas disyuntivas Z
YA YA LA A A L 7 Y2 B2 Sl

17 17 7 11}

U_[L Va Vs V. | A Vi - W TV, -~ V» - W M. Tv. - v. - v. -1
H 12 A Vp H Vi A B Vlv | Va Y E Vz. e Vy B K Vp‘ :
Alto Medio  Bajo Alto Medio  Bajo Alto Medio  Bajo
! Il Alto  Medio ---  Medio 1 0 0 1 0 0 0 1 0
Medio  Bajo - Alto 0 1 0 0 1 0 1 0 0
- ; X - HimnliC 0 1 0 0 1 0 0 1
Bajo Alto -~ Bajo 1 0 0 1 0 0 o 1 0 0
Tablas de Burt
Ck: Matrices de coordenadas [v v wwv v s o e VAl Wy V]
L i v v v+ W [ WA Vv, Vv, -]
[ Dim; Dimy, -~ Dimy, || 2 Vi v v v, V%o Vo o VAl V, : V,
— T Dim Dimy - Dimy, || 5 v Alto Medio  Bajo || Alto  Medio  Bajo Medio  Bajo
v W Dimy Dim; -~ Dim, ) i Ao by 0 0 by b5 b6 . bigp2 bz by
V] : Medio || 0 by 0 by bys bae - byp-2 bygp1 bagy
| IV VicAle [ o o1 - 0idpgy, - v, : Bajo 0 0 bys by bys by . b2 by by
| Y[V Medio || 01dimedio O1Fimedio 01y jandisisido LY 5+ Allo byt by bas by 0 0 : bz g1 bay
i ViiBajo || oudipjo  Ordigaio o Vil simplo E : Medio || bs; bsy bs3 0 bss 0 . bsap-2  bsgp1 sy
| _ - L 5 : Bajo be1 b bes 0 0 b . bosp-2  beap1 bezy
|| VeiBajo || vy, Optg o Opdpyg : : : : : : :
p 1 Alto bypo1  bap22 bapas || bapas bapoas bzpoae - byp-23p-2 0 0
p: Medio || bsp1n b3po12 bspoaz | bapois bapoas bapoag | o 0 b3p-13p-10
piBajo | byn bya by || Bya  bys by - 0 0 by

Figura 2.1. Procedimiento del MCA para k tablas

Cada uno de los K conjuntos de coordenadas obtenidos en el paso anterior se denota
como C. Para detectar la magnitud de las variables latentes, se toma el valor absoluto de los
elementos de la matriz C (k = 1, ..., K). De esta manera, se obtiene un conjunto de K tablas
de coordenadas (cargas), cuyas filas corresponden a las variables observadas y las columnas

a las variables latentes.

2.2.2.2. Normalizacion de tablas.- A las k tablas C se les aplica la normalizacion
(Escofier y Pages, 1994) del Analisis factorial multiple (MFA). Sea A¥ el primer valor propio

obtenido de la descomposicion singular de la k-ésima tabla C. Se normaliza la tabla
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multiplicandola por Aik Con esto se obtiene la tabla C’, que corresponde a la tabla de
1

coordenadas normalizadas.

Individualmente, para el caso de la matriz £, se tendria la siguiente expresion.

1

C) = E C, (3.6)

Hasta este punto se tiene un conjunto de matrices de coordenadas normalizadas, cuyas

filas contienen las variables observadas y en las columnas a las variables latentes.

Unificando las k tablas normalizadas €’ en una sola, se tiene la matriz C’', denominada

Matriz Concatenada. Esta contiene todos los elementos de las k tablas normalizadas.
C' = [C1ICy), ..., ICk] (3.7)

La normalizacién a través del MFA pondera las k tablas, con el objetivo de evitar

alguna descompensacion al momento de realizar el andlisis conjunto de las tablas.

A partir de las matrices C' y Cj,, se obtiene los vectores de mediana, tal como se

muestra en la Figura 2.2. El vector X+ explicara el comportamiento central de cada una de
g c, SXP p

las k tablas y el vector Xr explicara el comportamiento de la matriz concatenada.
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Andlisis de Matrices de Normalizacién Matrices de coordenadas

Tablas iniciales i . .
correspondencias coordenadas de matrices C normalizadas
miltiples
|TK| Variables observables |CK| Variables latentes IC'K‘ Variables latentes
Bl W <
‘Tz ‘ Variables observables |C2‘ Variables latentes | C2 | Variables latentes
Sl <l 1 | |
T1| Variables observables * MCA » C1 | variables latentes * /\—1 = C’1 | Variables latentes
8 _ PR — k ] —
3 2 ] % ]
3 —— 2z S 82 —
= - FEY
| £3 52
- o

e —

Tabla Concatenada (C’

Variables
d ‘ di | | ds (Vectores de medianas de cada

» matriz C’k )
0w e
£3
g D %= Faan] Taw [~ | Tae)
£2

)

3
]
K | _
g2 D %= [Faa oy [~ | Fae
S2

]

n
]
2%
g 2 * %, = | ey |}c.¢, | | ic.u, ]
£2

]

o= [ ] %y [ T %y ]
(Vector de medianas de la tabla
concatenada)

Figura 2.2. Esquema del proceso de obtencion de vectores de medianas

2.2.3. Construccion del grdfico de control T2Qv

Para definir el grafico de control T2Qv se deben tomar las siguientes consideraciones:

e Latabla C' (Ecuacion 3.7) se denomina Concatenada, sirve como referente para definir
el escenario bajo control en la fase I del control del proceso.

e El estadistico T? Hotelling normalmente se calcula con los vectores de media y la
matriz de covarianzas del proceso bajo control. La propuesta de esta investigacion es
adoptar conceptos de robustez, utilizando el vector de medianas en vez de el vector de

medias, en virtud de que a las medianas no les afectan los valores atipicos.
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e De la matriz concatenada C' se obtiene X, (Vector de medianas de la matriz
concatenada) y S, (Matriz de covarianzas de la matriz concatenada).

e (Cada matriz C'y, tiene el mismo nimero de columnas.

e El vector de medianas X}, esta atado a la tabla C'y, es decir, el grafico de control estara
en funcion de las diferencias entre las matrices C'y y la matriz concatenada C'.

e Las matrices C'j siguen una distribucion normal multivariante con vector de mediana

X y matriz de covarianzas Sy.

El estadistico T? viene dado por:

T? = n(uy — po) "5 (U — Mo) (3.8)

Tomando en cuenta las consideraciones previas, se obtiene el estadistico T2, 4

Theqa = n(X — %) T (& — o) (3.9)

Se sabe que la distribucion 772 converge a una distribucion Chi-cuadrado con p grados
de libertad ()(5) cuando los datos provienen de una distribucion normal multivariante
(Aparisi, 1996). Ademas, autores como Gneri y Pimentel-Barbosa (2012) argumentan que 77
converge a una distribucion chi-cuadrado, incluso en escenarios donde los datos no provienen
de una distribucion normal multivariante, bajo ciertas condiciones. En este caso se puede
aplicar este principio, ya que se utiliza la matriz concatenada (C"), que representa al escenario

bajo control.

Dado que este grafico de control estd basado en distancias de Mahalanobis

ponderadas, su limite de control viene dado por la ecuacién
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UCL = Xé,p (3.10)

donde p es el numero de dimensiones y a es el nivel de significancia predeterminado, se
considera @ = 0.0027. Cuando el estadistico T}%,, de alguna muestra supera este limite,

significa que el proceso esta fuera de control (Figura 2.3).

Multivariate Control Chart

UCL = 21.85, alpha = 0.0027, ARL = 370

— 2 2 _ ~ ~ \Iv—1/~ ~
UCL = xap Thea = n(Xx — X0)'Zo~ (X — Xop)
60 : Smm——— o
1 N T T T e
N T e - »>
1
i
1
40 1
1
:
1
v
20
0
2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019 2020 2021
~ ,'
Ny ,
~ 7
\\ /’
. -
~
K-tablas

Figura 2.3. Grafico T2Qv

2.2.4. Interpretacion de puntos fuera de control

El grafico multivariante para variables cualitativas, T2Qv, es capaz de sefialar que el
proceso sali6 de control, pero no permite reconocer las causas por las que ocurri6 esto. Cada
punto representado en el grafico representa a una tabla (muestra), constituida por un grupo
de individuos (observaciones) y p variables que pueden tener muchas categorias, algunas de

¢stas pueden mostrar un comportamiento anémalo. Por consiguiente, es necesario analizar
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con detenimiento qué esta pasando con los datos de las tablas reportadas para identificar la(s)

variable(s) que generaron que el proceso se salga de control.

Este analisis se realiza comparando la ubicacion de los puntos que representan las
categorias de las variables en el MCA de la tabla concatenada y la ubicacion de los puntos
en los graficos MCA de cada tabla reportada como fuera de control (tabla 2021 en la Figura
2.3). Las categorias que estan incidiendo en el estado fuera de control son aquellas que

muestran diferencias notorias en su ubicacion al comparar ambas tablas.

Para cuantificar la magnitud de dichas diferencias o del comportamiento anémalo de
estas categorias se calculan las distancias Chi-cuadrado entre las masas de columnas de la
tabla reportada como fuera de control y las columnas de la tabla concatenada, tomada esta
ultima como referente. Mientras mayor es el valor del estadistico, mayor es su incidencia en
el desplazamiento de la centralidad del proceso que, finalmente, pueden llevarlo a un estado

fuera de control.

Estas distancias Chi cuadrado se presentan como una tabla y como un grafico de
barras interactivo, en el que la longitud de las barras estd dada por la distancia chi cuadrado.
Ademas, para analizar con mas detalle el comportamiento de las variables del proceso, las
distribuciones de las categorias se representan, en porcentajes, a través de graficos circulares

para cada variable de la tabla punto y de la tabla concatenada.

De manera que la interpretacion de los puntos fuera de control se realiza mediante
tres técnicas: el Andlisis de Correspondencias Multiples; el andlisis de la distancia chi
cuadrado, expresado como tabla y como grafico de barras; y, el uso de graficos de sectores,

para la distribucion de las categorias de las variables en las tablas comparadas.
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2.3. Resultados con datos simulados

Con la intencidon de probar la metodologia propuesta en el grafico de control para
variables cualitativas, se hizo un andlisis con datos simulados. Los datos estan cargados en

el paquete T2Qv.
2.3.1. Generacion de datos simulados

Para este estudio se gener6 una base de datos simulados, a la que se denominé
Datakl0Contaminated. Consta de 10 tablas, cada una de ellas esta constituida por 100 filas
(observaciones) y 11 columnas, de las cuales, las 10 primeras corresponden a las variables
analizadas (V01,V02, ...; V10), mismas que contienen 3 categorias (High, Medium y Low),
mientras que, la columna 11, denominada GroupLetter, contiene el factor de clasificacion de
los grupos. Una seccion de la base de datos Datakl0Contaminated se presenta en la Tabla

2.2.

Para su identificacion, las tablas han sido denominadas con las letras del alfabeto,
desde la a hasta laj. La tabla j tiene una distribucion distinta de la que tienen las otras nueve.

Las 9 primeras tablas (a, ..., i) tienen sus 10 variables con la siguiente distribucion:

u ~ U[0,1]

(. ] 1
Bajo st u< 3
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La tabla j, en todas sus 10 variables, sigue la distribucion presentada a continuacion:

u ~ U[0,1]

(. ] 1
Bajo st u< 3

Tabla 2.2. Seccion de la base de datos Datakl0Contaminated

Vo1 Vo2 Vo3 Vo4 Vo5 Vo6 Vo7 Vo8 Vo9 V10 GroupLetter
Bajo Medio Medio Alto Alto Alto Bajo Medio Medio Medio a
Bajo Bajo Alto Bajo Medio Alto Alto Alto Bajo Alto a
Alto Medio Alto Bajo Alto Medio Medio Alto Medio Bajo a
Medio Medio Bajo Alto Bajo Medio Alto Bajo Bajo Alto a
Bajo Bajo Bajo Alto Bajo Alto Alto Alto Medio Medio a
Alto Alto Medio Bajo Alto Bajo Medio Medio Alto Bajo a
Alto Alto Bajo Bajo Bajo Medio Alto Medio Medio Alto a
Medio Medio Alto Medio Medio Alto Medio Alto Alto Alto a
Bajo Bajo Bajo Medio Alto Medio Bajo Medio Bajo Bajo a
Medio Medio Medio Alto Bajo Medio Alto Bajo Alto Medio a
Bajo Alto Bajo Alto Alto Medio Medio Bajo Bajo Bajo a
Medio Bajo Bajo Alto Bajo Medio Alto Bajo Medio Bajo a
Alto Bajo Medio Alto Bajo Alto Alto Alto Alto Medio a
Alto Alto Bajo Medio Bajo Medio Bajo Alto Alto Medio a

Para verificar la diferencia entre las distribuciones de la tabla j y las demaés, se calcul6
el promedio de las frecuencias relativas en las tres categorias, desde la tabla a hasta la i, para
las 10 variables (Tabla 2.3.), luego se calculo el promedio de las frecuencias relativas medias
de las 10 variables. El resultado permite comparar la distribucion de las categorias de la tabla

Datakl10Contaminated con la distribucion tedrica uniforme, como se observa en la Tabla 2.4.
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Tabla 2.3. Promedio de frecuencias relativas medias en las tres categorias, Datakl0Contaminated

Tabla Categoria Vo1 Vo2 Vo3 Vo4 V50 Vo6 Vo7 Vo038 V09 V10

a High 0.29 0.25 0.36 0.38 0.38 0.35 0.36 0.29 0.33 0.37
a Medium 0.36 0.49 0.34 0.34 0.31 0.41 0.38 0.28 0.38 0.31
a Low 0.35 0.26 0.30 0.28 0.31 0.24 0.26 0.43 0.29 0.32
b High 0.31 0.44 0.37 0.29 0.31 0.34 0.30 0.36 0.29 0.34
b Medium 0.40 0.31 0.30 0.35 0.37 0.32 0.35 0.30 0.39 0.36
b Low 0.29 0.25 0.33 0.36 0.32 0.34 0.35 0.34 0.32 0.30
¢ High 0.34 0.33 0.25 0.35 0.32 0.30 0.39 0.40 0.41 0.43
¢ Medium 0.36 0.33 0.25 0.32 0.32 0.32 0.27 0.35 0.32 0.35
¢ Low 0.30 0.34 0.50 0.33 0.36 0.38 0.34 0.25 0.27 0.22
d High 0.32 0.34 0.34 0.38 0.41 0.33 0.35 0.46 0.34 0.45
d Medium 0.35 0.30 0.28 0.31 0.27 0.35 0.30 0.24 0.33 0.24
d Low 0.33 0.36 0.38 0.31 0.32 0.32 0.35 0.30 0.33 0.31
e High 0.32 0.32 0.36 0.26 0.36 0.31 0.29 0.28 0.32 0.41
e Medium 0.34 0.40 0.34 0.40 0.38 0.37 0.27 0.37 0.32 0.23
e Low 0.34 0.28 0.30 0.34 0.26 0.32 0.44 0.35 0.36 0.36
f High 0.31 0.29 0.27 0.32 0.36 0.32 0.26 0.41 0.34 0.26
f Medium 0.41 0.29 0.36 0.31 0.31 0.38 0.36 0.33 0.30 0.37
f Low 0.28 0.42 0.37 0.37 0.33 0.30 0.38 0.26 0.36 0.37
g High 0.27 0.39 0.34 0.38 0.28 0.31 0.35 0.38 0.27 0.34
g Medium 0.42 0.27 0.32 0.35 0.37 0.32 0.35 0.36 0.41 0.26
g Low 0.31 0.34 0.34 0.27 0.35 0.37 0.30 0.26 0.32 0.40
h High 0.32 0.47 0.34 0.38 0.47 0.34 0.32 0.35 0.35 0.31
h Medium 0.28 0.31 0.29 0.27 0.27 0.43 0.39 0.35 0.36 0.40
h Low 0.40 0.22 0.37 0.35 0.26 0.23 0.29 0.30 0.29 0.29
i High 0.32 0.42 0.29 0.30 0.26 0.28 0.38 0.38 0.36 0.36
i Medium 0.35 0.34 0.29 0.33 0.47 0.38 0.25 0.29 0.33 0.31
i Low 0.33 0.24 0.42 0.37 0.27 0.34 0.37 0.33 0.31 0.33
j High 0.75 0.71 0.78 0.71 0.70 0.73 0.69 0.66 0.73 0.78
j Medium 0.08 0.10 0.01 0.06 0.10 0.12 0.11 0.12 0.12 0.10
j Low 0.17 0.19 0.21 0.23 0.20 0.15 0.20 0.22 0.15 0.12
xa:i High 0.31 0.37 0.33 0.33 0.35 0.32 0.33 0.37 0.33 0.36
Xa:i Medium 0.37 0.34 0.31 0.33 0.34 0.36 0.33 0.32 0.35 0.32
Xa:i Low 0.32 0.30 0.36 0.33 0.31 0.32 0.34 0.32 0.32 0.32

Tabla 2.4. Comparacion de la distribucion de las categorias de la tabla Datakl0Contaminated
con la distribucion teodrica uniforme.

Categorias Distribucion teérica Media de la distribucion Media de la distribucion
uniforme de las variables en las de las variables en la
Tablas a, b, ..., i Tabla j
High 0.333 0.340 0.724
Medium 0.333 0.336 0.092
Low 0.333 0.324 0.184
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Se aplicaron pruebas Chi cuadrado de bondad de ajuste para confirmar la distribucion

de los datos generados. Se hizo la comparacion de la distribucion de la tabla j con las demas

tablas, confirmandose las diferencias significativas entre las distribuciones (p-valor < 0.05),

como se observa en la tabla 2.5.

Tabla 2.5. Estadisticos de prueba para la comparacion de las distribuciones de las categorias de
las 10 variables entre la tabla j y las demas, Datak10Contaminated

Group Letter | Estadisticos A\ | V2 V3 V4 \A) V6 v7 V8 Vo V10
Chi-cuadrado | 0.860 [ 11.060 | 0.560 | 1.520| 0.980| 4.460| 2.480| 4.220| 1.220| 0.620
: p-valor 0.651| 0.004 | 0.756| 0.468 | 0.613| 0.108 | 0.289| 0.121| 0.543| 0.733
Chi-cuadrado | 2.060 | 5.660| 0.740| 0.860| 0.620| 0.080| 0.500| 0.560| 1.580| 0.560
b p-valor 0.357| 0.059| 0.691| 0.651| 0.733| 0.961| 0.779| 0.756| 0.454| 0.756
Chi-cuadrado | 0.560 | 0.020 | 12.500 | 0.140| 0.320| 1.040| 2.180| 3.500| 3.020| 6.740
¢ p-valor 0.756 | 0.990( 0.002 | 0.932| 0.852| 0.595| 0.336| 0.174| 0.221| 0.034
Chi-cuadrado | 0.140 | 0.560| 1.520| 0.980| 3.020| 0.140| 0.500| 7.760| 0.020| 6.860
¢ p-valor 0.932| 0.756| 0.468| 0.613| 0.221| 0.932| 0.779| 0.021| 0.990| 0.032
Chi-cuadrado | 0.080 | 2.240 | 0.560 | 2.960| 2.480| 0.620| 5.180| 1.340| 0.320| 5.180
¢ p-valor 0961 | 0.326( 0.756| 0.228 | 0.289| 0.733 | 0.075| 0.512| 0.852| 0.075
Chi-cuadrado | 2.780 | 3.380| 1.820| 0.620| 0.380| 1.040| 2.480| 3.380| 0.560| 2.420
f p-valor 0.249| 0.185( 0.403| 0.733| 0.827| 0.595| 0.289| 0.185| 0.756| 0.298
Chi-cuadrado | 3.620 | 2.180| 0.080| 1.940| 1.340| 0.620| 0.500| 2.480| 3.020| 2.960
£ p-valor 0.164| 0.336( 0.961| 0.379| 0.512| 0.733| 0.779| 0.289| 0.221| 0.228
Chi-cuadrado | 2.240| 9.620| 0.980| 1.940| 8.420| 6.020| 1.580| 0.500| 0.860| 2.060
h p-valor 0.326 | 0.008 | 0.613| 0.379| 0.015| 0.049| 0.454| 0.779| 0.651| 0.357
) Chi-cuadrado | 0.140 | 4.880 | 3.380| 0.740| 8.420| 1.520| 3.140| 1.220| 0.380| 0.380
' p-valor 0.932| 0.087( 0.185| 0.691| 0.015| 0.468 | 0.208 | 0.543| 0.827| 0.827
) Chi-cuadrado | 79.340 | 65.060 | 95.780 | 68.180 | 62.000 | 70.940 | 58.460 | 49.520 | 70.940 | 89.840
! p-valor 0.000 | 0.000( 0.000| 0.000| 0.000| 0.000| 0.000| 0.000| 0.000| 0.000

0 casillas (0.0%) han esperado frecuencias menores que 5. La frecuencia minima de casilla esperada es 33.3.

2.3.2. Aplicacion del aplicativo T2Qv con datos simulados

El primer resultado es el grafico de control T2Qv (Figura 2.4), estd basado en el

estadistico 77 de Hotelling ajustado (T)2.;), aplicado a la detecciéon de anomalias en
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cualquiera de las k tablas analizadas. Cada una de las tablas de la base de datos esta
representada por los puntos en el grafico, por esta razon, de manera general reciben la
denominacién de “Tabla Punto”, seguida del nombre especifico de la tabla, asi, por ejemplo,
la tabla Punto a, la Punto b, la Punto j. En el grafico se observa también una linea horizontal

que representa al limite de control superior. El limite de control inferior es igual a cero.

Multivariate Control Chart
UCL = 25.26, alpha = 0.0027, ARL = 370
100

80
60

40

-®- T2 Hotelling

Figura 2.4. Grafico de control multivariante T2Qv aplicable a variables cualitativas,
Datakl0Contaminated

Por otra parte, el punto que representa a la tabla j se ubica por encima del limite de
control superior, lo que quiere decir que la tabla Punto j ha sido identificada como un valor
fuera de control. Por consiguiente, es necesario analizar con detenimiento qué esta pasando
con los datos de esta tabla, a fin de identificar las causas de variacion y tomar las acciones

pertinentes. Para hacer un analisis del punto fuera de control se realiza un grafico del MCA
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de latablajy se lo compara con el grafico del MCA de la tabla concatenada, como se presenta

en la Figura 2.5.
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Figura 2.5. Grafico del MCA de la tabla Concatenada y la Tabla Punto,
Datakl0Contaminated.

Otro resultado es el grafico del MCA aplicado a la tabla Concatenada (Figura 2.6).
Esta tabla es considerada el referente visual para el escenario bajo control en el andlisis

posterior de las tablas que resultan reportadas como puntos fuera de control por el grafico

T2Qv.

Los autores Hoffman y De Leeuw (1992) emiten directrices para la interpretacion de
un grafico de MCA. Indican que las categorias de las variables se representan en un grafico
bidimensional mediante puntos, donde la distancia entre ellos indica la medida de
homogeneidad de los perfiles, los patrones idénticos de respuesta se trazan como puntos muy
cercanos entre si. La posicion de los puntos en el plano indica la frecuencia marginal de cada

categoria, un punto de categoria con baja frecuencia marginal se trazara hacia el borde del

84



mapa, mientras que una categoria con alta frecuencia marginal se trazara mas cerca al origen

del grafico.

Ademas, estos autores destacan la importancia de asociar los ejes del grafico con
caracteristicas relevantes del proceso para poder etiquetar las dimensiones uno y dos y asi
discriminar los casos en funcion de esas caracteristicas. Aunque los valores propios pueden
sugerir que se necesiten mas de dos dimensiones, se utilizan solo las dos primeras para

simplificar la explicacion.

Concatenated =
Multiple correspondence analysis
0.075
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0.05 High Low
*
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High Low L) Medium
v
-0.025 Low Medium Medium
1 A Medium Meditim
-0.05
-0.075 -0.05 -0.025 0 0.025 0.05 0.075 0.1
Dim 1 - 53.64%
Vo1 ¢ V02 Vo3 Vo4 v VOS5 ® V06 VvO7 m V08 A V09 V10

Figura 2.6. Analisis de Correspondencias Multiples aplicado a la tabla concatenada

La Figura 2.6 reporta una inercia total del 63.35%, la dimension 1 representa el
53.64% de la informacion, mientras que la dimension 2, el 9.71%. Los puntos del grafico
muestran la ubicacion de las categorias de cada una de las 10 variables en sus tres niveles:

High, Medium y Low. En el grafico, las observaciones que se ubiquen en el centro del grafico
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representan a las categorias que se presentan con mayor frecuencia, mientras que las mas
alejadas del centro son las que pocas veces aparecen, los casos raros. En este sentido, en la
tabla concatenada no hay observaciones ubicadas en el centro del grafico, sino que estan
repartidas en grupos, rodeando el centro, lo que se explica por la distribucion uniforme de las

categorias de las variables en la mayoria de las tablas, ninguna prevalece.

Salta a la vista que las categorias High de las variables representadas se han agrupado
a la izquierda en el primer eje principal, mientras que, Low se ha organizado
aproximadamente del centro hacia la derecha, y la categoria Medium encontr6 su lugar a la

derecha del eje horizontal.

Se interpreta que, de manera general, hay una relacion inversa entre las observaciones
de High y Medium, esto significa que a medida que se incrementan las frecuencias de una
categoria, disminuyen las de la otra. Este es el caso de las categorias High de la variable V01
y Medium de la variable V03, que forman un 4ngulo obtuso con relacion al centro del gréfico.
Asimismo, se observan categorias High que se ubican de forma opuesta a las Low, pero,
también hay otras que forman angulos mas cerrados, casi rectos, lo que denota escasa o nula
asociacion entre categorias. Es el caso de las categorias High de la variable V02 y Low de la

variable VOI.

Como en el grafico T2Qv (Figura 2.4) se muestra que el punto j se ubica mas arriba
del limite UCL, se interpreta que la tabla Punto j se encuentra fuera de control. Es necesario,
entonces, analizar con mas detalle qué estd sucediendo, cudles pueden ser las causas que
originaron ese comportamiento andmalo en la tabla sefalada. Por consiguiente, procede un

analisis comparativo del grafico del MCA de la tabla Concatenada y de la tabla Punto j. El
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aplicativo T2Qv puede presentar por separado estos dos graficos y también puede

presentarlos juntos (Figura 2.5).

La Figura 2.5 presenta la distribucion de las observaciones de las tablas Concatenada
y Punto j mediante graficos del MCA. El gréfico de la tabla concatenada, que sirve de
referente, ya se analizé en la Figura 2.6. El grafico MCA de la tabla j muestra Categorias
Medium de algunas variables que se ubican al lado izquierdo del eje principal, alejandose del
centro del grafico, lo que indica que son poco frecuentes. Es el caso de las variables VO1,
V02, V05, pero especialmente la variable V03, que registra una observacion para el nivel

medio con el valor mas alejado del grupo.

Las demds observaciones Medium y todas las Low se han situado alrededor del
segundo eje, dejando la ubicacion central del grafico a las categorias High , lo que significa
que esta categoria presenta mayor frecuencia que las demés. Esto tiene sentido si se
considera que la distribucion de la tabla j es High 0.724, Medium 0.092 y Low 0.184 (Tabla

2.4).

Para configurar una vision mas completa del comportamiento de las variables en las
diferentes tablas de la base de datos se puede realizar el grafico del MCA de cualquier tabla
Punto, que sea diferente de la tabla reportada como andémala. En este ejemplo se revisa el

grafico de la tabla Punto b (Figura 2.7).

En la Figura 2.7 es notorio que las categorias High, Medium y Low de todas las
variables estan distribuidas aleatoriamente en todos los cuadrantes del grafico, no se puede

precisar un patron especifico de agrupacion.
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Algo parecido ocurriria si se hiciera el andlisis de cualquiera de las otras tablas de la
base de datos Datakl(0Contaminated, porque comparten la misma distribucion uniforme, a

excepcion de la tabla j, que fue disefiada con una distribucion diferente.
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Figura 2.7. Analisis de Correspondencias Multiples aplicado a la tabla Punto b

Al comparar los graficos es evidente que la distribucion de los datos en el grafico de
la tabla j es diferente de las distribuciones de las demads tablas, y en especial, es diferente de
la distribucion de los datos en el grafico de la tabla concatenada, lo que explica por qué el

punto ; ha sido identificado como fuera de control en el grafico T2Qv.

Esta diferencia se explica en la Tabla 2.6, que muestra la distancia Chi cuadrado entre

las observaciones de la tabla concatenada y la tabla ;.
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Tabla 2.6. Distancia Chi cuadrado entre las masas de columnas de la tabla j y la concatenada,
Datakl0Contaminated.

Variables ChiSq

Vo1 0.06968
V02 0.04293
Vo3 0.07700
V04 0.05209
Vo5 0.04385
Vo6 0.05938
Vo7 0.04521
V08 0.03046
V09 0.05440
V10 0.05840

Otra manera de visualizar esta informacion es a través un grafico de barras que genera

el aplicativo T2Qv (Figura 2.8).

0.08

0.06 mves
V10
Medium 0.1
0.04
Low 0.12 ~ I
0.02
High 0.78
0
Vo1l V02 V03 Vo4 V05

Vo6

@ Chisq Distance Concatenated reference

Figura 2.8. Distancia Chi cuadrado entre las masas de la tabla concatenada y la tabla j,
Datakl0Contaminated.
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El grafico de barras de la Figura 2.8 expresa también la distancia y? entre las masas
de la tabla Concatenada y las de las k tablas de la base de datos Datakl0Contaminated, en
este caso la j. En la Tabla 6 se observa que las variables V03, VO1 y V06 manifiestan las
mayores distancias Chi cuadrado entre las masas de la tabla concatenada y la tabla j (0.07700,
0.06968, 0.05938), lo que en la Figura 2.8 se representa con las barras mas altas. Estas
variables son las que estan introduciendo mas variabilidad al modelo, lo que genera en mayor
grado cambios en la mediana del proceso y, en consecuencia, tienen mayor contribucion a la

salida de control del punto ;.

La interactividad de este grafico facilita la observacion de la distribucion de las
categorias de las variables en la tabla Punto, y su comparacion con la distribucion de las

categorias de las variables en la tabla concatenada, como se observa en la Figura 2.9.

La Figura 2.9 presenta, en graficos circulares, la distribucion de las categorias de las
variables V03, V01 y V06, que registraron mayores distancias Chi cuadrado entre las masas
de la tabla concatenada y la tabla j. Los graficos que corresponden a la tabla concatenada
presentan sectores con areas equivalentes entre si, lo que se explica por la distribucion
uniforme de las variables, mientras que, los de la tabla j muestran areas con tamafios variados,
donde la categoria High tiene una frecuencia relativa alta en los tres casos, y Low, baja

frecuencia.

Al comparar estos graficos se hace evidente que la distribucion de las categorias

presenta grandes diferencias entre la tabla concatenada y la tabla ;.
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Figura 2.9. Distribucion de las categorias de las variables V03, VO1 y V06 en la tabla
Concatenada y la tabla j en el aplicativo T2Qv
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Se corrobora que el comportamiento de las variables V03, VO1 y V06 tiene mayor incidencia
en el desplazamiento de la tendencia central del proceso que, al final, lo lleva a un estado
fuera de control. Sin embargo, al tratarse de un contexto multivariante, todas las variables

contribuyen en mayor o menor medida a explicar el comportamiento del proceso, de manera




que la salida de control no se puede atribuir a la accidén individual de una variable, o a la
accion por separado de un grupo de ellas, sino al efecto combinado de las variables

correlacionadas.

2.4. Analisis de sensibilidad

Como se ha establecido, en el grafico T2Qv, un punto fuera de control se interpreta
como una tabla (ki) que incluye una cantidad o proporcion de variables contaminadas. En
estos casos, se espera que los puntos en el grafico T2Qv generalicen el comportamiento de
estas diferencias en su distribucion y, por lo tanto, superen el limite de control superior. La
ubicacién de este limite de control varia segun el nimero de dimensiones representadas, ya
que se basa en el grafico T? de Hotelling cuyo limite de control superior depende del nimero

de variables consideradas (Ruiz-Barzola, 2013).

En el caso de T2Qv, este es el nimero de dimensiones latentes consideradas
(Ecuacion 10), y por lo tanto, una alta dimensionalidad logra un rendimiento Optimo,
mientras que disminuir el nimero de dimensiones representables introduce inestabilidad y

reduce la fiabilidad de los resultados.

El grafico de control propuesto puede detectar un punto fuera de control incluso con
un bajo numero de variables contaminadas al trabajar con un alto nimero de dimensiones.
Se recomienda usar p — 1, donde p es el nimero total de dimensiones en la matriz inicial
(Figura 2.1). Cuando el nimero de dimensiones disminuye, la altura del limite de control
superior (UCL) también disminuye, resultando en un mayor nimero de puntos fuera de
control, aunque las variables no necesariamente expresen diferencias significativas en sus

valores, aumentando la probabilidad de obtener un error de tipo .
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Por lo tanto, surge la pregunta de cudntas dimensiones se pueden reducir en el analisis
sin perder fiabilidad en el resultado. La importancia de esta pregunta radica en la necesidad
de un grafico confiable que identifique puntos fuera de control incluso si se ha aplicado una

técnica de reduccion de dimensionalidad a los datos, sin caer en casos de falsos positivos.

El andlisis de sensibilidad utiliza graficos de contorno y graficos de superficie de
respuesta (Figura 2.10), para los cuales se utilizaron las funciones persp3D 'y contour2D del
paquete plot3D (Soetaert, 2021). Se desarroll6 una simulacion de bases de datos con
diferentes parametros, considerando una variacion en el porcentaje de variables

contaminadas en la tabla k; y el nimero de dimensiones representadas.

| | Out-of-control points

Percentage of contaminated variables
10 20 30 40 50 60 70
1 1
N\
w
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2 4 6 8 10 “Mage, . 20 2

Dimensions Vary, ‘7’111,, .
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's ey

Figura 2.10. Graficos de sensibilidad, graficos de contorno y graficos de superficie de
respuesta a partir de la medida del comportamiento de la grafica T2Qv se obtienen

El grafico T2Qv se aplicd a cada simulacion para evaluar el comportamiento del
grafico de control bajo pequefias perturbaciones en el caso de pocas variables contaminadas

y grandes perturbaciones en el caso de la mayoria de las variables contaminadas.

93



Los datos de prueba utilizados en el modelo se registran en 10 tablas, cada una de las
cuales incluye 10 variables y cada variable tiene tres categorias: High, Medium y Low. La
Tabla 10 (o tabla j) tiene una distribucion diferente a las demas, siendo esta la tabla

contaminada.

Se observa que el modelo puede identificar un punto fuera de control al trabajar con
p — 1 dimensiones (9), incluso con un bajo porcentaje de variables contaminadas. Cuando
el nimero de dimensiones disminuye ap — 2 (8)y el porcentaje de variables contaminadas
esta cerca del 100%, detecta correctamente 1 punto fuera de control. También se observa que
cuando el nimero de dimensiones es menor, se pierde estabilidad y se reduce el poder de la
prueba. En consecuencia, el analisis de sensibilidad confirma que el grafico de control T2Qv

funciona bien cuando se trabaja con dimensiones altas.

2.5. Contribuciones del Capitulo 2

En este apartado se presenta una propuesta metodologica para el control estadistico
de procesos multivariantes cuando se trata de variables cualitativas. El andlisisis de
Correspondencias Miultiples (MCAy el grafico T?> de Hotelling se identifican como las
técnicas centrales en que se basa la propuesta.

El MCA es una extension del Andlisis de Correspondencias Simples (CA) y es
apropiado para analizar datos categoricos multivariantes. Su principal objetivo es describir,
en un espacio de dimensiones reducidas, la estructura de asociaciones entre un conjunto de
variables categoricas y las similitudes/diferencias entre los individuos a los cuales se aplican

estas variables.
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El MCA se basa en matrices de indicadores, siendo la matriz de Burt un ejemplo
central. Esta matriz, que se define como B = Z'Z, es derivada de la matriz disyuntiva Z. Esta
ultima registra ocurrencias de eventos de manera binaria, desglosando las variables en sus
modalidades individuales. La metodologia implica la transformacion de las frecuencias
absolutas en la matriz B en frecuencias relativas, dando lugar a la matriz P. Luego, se
introducen conceptos como vectores de masas de fila y columna, y la matriz de residuos
estandarizados, preparando el terreno para la descomposicion en valores singulares (SVD).

La SVD, técnica esencial en el analisis multivariante, se aplica a la matriz de residuos
estandarizados y la descompone en tres componentes fundamentales: U,V y D.
Posteriormente, se obtienen coordenadas estandarizadas a partir de estas matrices, que seran
utilizadas en analisis posteriores.

Esta metodologia no se limita a analizar una tnica tabla de datos. Puede manejar bases
de datos con multiples tablas de dimensiones n x p tomadas en K diferentes tiempos, lo que
se puede configurar como un cubo de datos.

Las tablas resultantes de la generalizacion se someten a un proceso de normalizacion,
teniendo en cuenta valores propios especificos. Todas estas tablas normalizadas se unifican
en una "Matriz Concatenada", que integra toda la informacion.

Para la monitorizacion y el control del proceso, se propone el grafico de control T2Qv,
que esta basado en distancias de Mahalanobis ponderadas. Un aspecto clave es que, en lugar
de utilizar vectores de media tradicionales, el nuevo estadistico T)3,,; adopta un enfoque de
robustez utilizando vectores de medianas, ya que las medianas son menos susceptibles a

valores atipicos.
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Si el proceso se desvia del control, el grafico T2Qv puede identificar esta anomalia,
pero no las causas especificas detras de ella. Por lo tanto, es esencial un analisis adicional,
que implica comparar la ubicacion de puntos que representan categorias de variables en el
MCA de la tabla concatenada y en las tablas identificadas como fuera de control. Se utilizan
técnicas adicionales, como la distancia chi cuadrado entre las masas de columnas de las tablas
comparadas y se complementa con graficos circulares para representar las distribuciones de
categorias y asi cuantificar mejor las anomalias.

El resultado del andlisis de sensibilidad determiné que el grafico T2Qv tiene un buen
rendimiento cuando trabaja con altas dimensiones, pero, pierde estabilidad a bajas
dimensiones.

Un resumen de estas contribuciones fue presentado en el II Congreso Internacional
de Estadistica Aplicada, evento cientifico organizado por con la Facultad de Recursos
Naturales de la Escuela Politécnica de Chimborazo (ESPOCH), que se realiz¢ los dias 19, 20
y 21 de abril de 2023, con el trabajo titulado “72Qv, aplicacion para el control estadistico
de procesos multivariantes con variables cualitativas”. Ademas, respecto de este tema fue
publicado un articulo cientifico en la revista Mathematics (JCR 2022 category rank Ql:
Mathematics-SCIE; Current impact factor 2.4; Scopus CiteScore 3.5). La Figura 2.11
muestra la primera pagina del articulo “Control Chart T2Qv for Statistical Control of

Multivariate Processes with Qualitative Variables”.
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Simple Summary: The T2Qv control chart is presented as a multivariate statistical process control
technique that performs an analysis of qualitative data through Multiple Correspondence Analysis
(MCA), multiple factorial analysis, and the Hotelling T2 chart.
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points. Sensitivity analysis determined that the T2Qv control chart performs well when working with
high dimensions. To test the methodology, an analysis was performed with simulated data and with a
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in R, called T2Qv, and is available on the Comprehensive R Archive Network (CRAN).

Keywords: multivariate; statistical process control; qualitative; control charts; R; T2 hotelling;
graduate tracking; higher education

MSC: 62H25; 62P30

Figura 2.11. Publicacién en la revista Mathematics - JCR 2022 category rank Ql:
Mathematics-SCIE; Current impact factor 2.4; Scopus CiteScore 3.5

Rojas-Preciado, W., M. Rojas-Campuzano, P. Galindo-Villardén, y O. Ruiz-Barzola.
2023. «Control Chart T2Qv for Statistical Control of Multivariate Processes with
Qualitative Variables». Mathematics 11 (12). https://doi.org/10.3390/math11122595.

97


https://doi.org/10.3390/math11122595

oo 3

Capitulo

Complemento computacional T2Qv

3.1. Introduccion

En este apartado se presenta el complemento computacional T2Qv (Rojas-Preciado
et al., 2022), paquete estadistico que, para facilitar la difusion y aplicacion del método
propuesto, se ha desarrollado en lenguaje R Core Team (2023). El nombre de este paquete,
T2Qv, es una referencia al grafico de control multivariante T? de Hotelling aplicable para

variables cualitativas.

En este capitulo se incluye una descripcion del paquete, que explica como funciona
el T2Qv; se presenta cada una de las funciones con la respectiva documentacion requerida
por el CRAN vy los resultados que se generan; finalmente, se registran las contribuciones de
este capitulo, referidas a la disponibilidad del paquete. Para facilitar la ejemplificacion de las
funciones del paquete T2Qv, se ha incluido un conjunto de datos simulados, denominado
Datakl0Contaminated, que contiene 10 tablas de datos cualitativos. Una descripcion

detallada de esta base de datos se presenta en el apartado 2.3.

3.2. Descripcion del paquete T2Qv

El paquete estadistico T2Qv realiza Analisis de Correspondencias Multiples a las

tablas originales (7%), generando matrices de variables latentes (Ck) cuyas coordenadas se

. ., e, 1 .
someten a un proceso de normalizacién, multiplicindolas por - Las matrices de
1

coordenadas normalizadas (T;) se ordenan una debajo de otra, para conformar una tabla
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concatenada (C"), de la que se extrae su vector de medianas X/ asi como los vectores de

medianas de cada matriz J?Cl/{ que la conforman.

Con estos vectores se obtienen los estadisticos T2,q = n(%x — %o)'Zg L (X — %)
para cada una de las tablas analizadas, los que se representan como puntos en el grafico de
control T2Qv. Los puntos que en el grafico se ubiquen fuera del limite (UCL = x; ,) son

reportados fuera de control.

El paquete estadistico T2Qv permite la interpretacion del comportamiento anémalo
de los puntos fuera de control a través de la comparacion de los graficos MCA de una tabla
TCy, que resulta de concatenar las matrices iniciales, y cada tabla inicial T},. El paquete
permite la seleccion de las T, tablas, de manera que el investigador pueda enfocar su analisis

en las que se identifiquen como fuera de control.

Ademas, el paquete T2Qv genera un grafico interactivo de barras que representa las
distancias y? entre las masas de columnas de las variables de la tabla TCy y la tabla T}. Las
barras que denotan mayor altura identifican a las variables que estan provocando, con mayor
fuerza, la salida de control de la k-ésima tabla. Este grafico interactivo incluye, mediante un
grafico circular anidado, una representacion de la distribucion de las categorias de la variable
observada, correspondiente a la k-ésima tabla, asi como un grafico circular de la distribucién
de las categorias de la tabla concatenada (7Cy), lo que facilita la identificacion de los cambios

en la distribucion de las categorias.
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Los graficos se pueden mostrar de forma plana o interactiva, de la misma manera todas las
salidas se pueden mostrar en un panel interactivo de Shiny y sus resultados gréaficos y

numeéricos pueden ser exportados.

De esta manera el paquete T2Qv consolida la metodologia propuesta en esta investigacion y

permite la explicacion de cuando y por qué el proceso salié de control.

3.3. Funciones y documentacion del paquete T2Qv

El paquete T2Qv contiene 6 funciones, las cuales se describen en la Tabla 3.1.

Tabla 3.1. Funciones del paquete T2Qv

Funcion Descripcién

o Grafico de control multivariante T? de Hotelling aplicable a variables
T2 qualitative

cualitativas.
MCAconcatenated Andlisis de correspondencias multiples aplicado a una tabla concatenada.
MCApoint Analisis de correspondencias multiples aplicado a una tabla especifica.

Contiene la distancia Chi-cuadrado entre las masas de columna de la tabla
ChiSq variable especificada en PointTable y la tabla concatenada. Permite la identificacion de
qué modo es responsable de la anomalia en la tabla en la que se encuentra.

Datak10Contaminated Conjunto de datos simulados de 10 tablas

Un panel Shiny completo con el grafico de control multivariante para
variables cualitativas, los dos graficos MCA y la tabla de distancia de
modalidad. Dentro del tablero, se pueden modificar argumentos como el error
de tipo I y la dimensionalidad

Full Panel

La documentacion del paquete, como lo exige el CRAN, incluye la descripcion de las
funciones, la definicion de los argumentos, las referencias y un ejemplo que se ejecuta con
una base de datos simulados que se ha precargado (Datakl0Contaminated). Se puede
acceder a esta documentacion utilizando el comando “help () ” o “?”. A continuacion se

caracteriza cada una de las funciones del paquete T2Qv.
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Tabla 3.2. Funcion 72_qualitative {T2Qv}

T2_qualitative {T2Qv}

Descripcion

Grafico de control multivariante T2 de Hotelling aplicable para variables cualitativas.

Uso

T2 qualitative (base, IndK, dim, interactive = TRUE, alpha = 0.0027)

Argumentos

base Set de datos

IndK Caracter con el nombre de la columna que especifica la particion del conjunto de datos en
k tablas.

dim Dimension tomada para la reduccion. La Dimension inicial recomendada es - 1.

interactive | Sies VERDADERO, el grafico se mostrara de forma interactiva. Si es FALSO, el grafico
se muestra plano. FALSO es el valor predeterminado.

alpha Error tipo I, se recomienda alcanzar este valor utilizando el ARL.

Valor

Un grafico de control elaborado con el estadistico Hotelling T2, aplicado para detectar anomalias en cualquiera
de las K tablas obtenidas con la especificacion de IndK. El limite de control del grafico se obtiene a partir del
numero de dimensiones dim y del error alfa tipo I.

Ejemplos

data (DataklOContaminated)

T2 qualitative (DataklOContaminated, "GroupLetter",9, TRUE,0.0027)

El resultado de esta funcion (tabla 3.2) es el grafico intercativo T2Qv (Figura 3.1).

Multivariate Control Chart
UCL = 25.26, alpha = 0.0027, ARL = 370
100

J
80 e T2 Hotelling: 70.19 |

60

40

20

a b [S d e f g h i j

-8~ T2 Hotelling

Figura 3.1. Grafico de control T2Qv
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Tabla 3.3. Funcion ACMconcatenated {T2Qv}

ACMconcatenated {T2Qv}

Descripcion

Andlisis de correspondencias multiples aplicado a una tabla concatenada.

Uso
ACMconcatenated (base, IndK, interactive = TRUE)

Argumentos

base Set de datos

IndK Caracter con el nombre de la columna que especifica la particion del conjunto de
datos en £ tablas.

interactive Si es VERDADERO, el grafico se mostrara de forma interactiva. Si es FALSO, el
grafico se muestra plano. FALSO es el valor predeterminado.

Valor

Un grafico de Analisis de correspondencias multiples de la tabla concatenada.

Ejemplos
data (DataklOContaminated)

ACMconcatenated (DataklOContaminated, "GroupLetter", interactive = TRUE)

El resultado de esta funcion (Tabla 3.3) es un grafico del Andlisis de

Correspondencias Multiples de la tabla Concatenada, como se muestra en la Figura 3.2.

Concatenated =
Multiple correspondence analysis
0.08
Low
0.06
High Low
*
0.04
Low  Medium
Lowlow Low 4 v
§ L) Low
~ 0.02
)
! L Medium
o~ High ?;"’ °
£ 0 A
a ,)”'9" High Medium
High® = Medium Medium
0.0z High pr. Medium
Low Medium
A Medium
-0.04
-0.06
-0.075 -0.05 -0.025 0 0.025 0.05 0.075 0.1
Dim 1 - 53.64%
Vo1 ¢ V02 Vo3 Vo4 VO5 e V06 V07 ® V08 A V09 V10

Figura 3.2. Grafico MCA de la tabla Concatenada del paquete T2Qv
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Tabla 3.4. Funcion ACMpoint {T2Qv}

ACMpoint {T2Qv}
Descripcion
Analisis de correspondencias multiples aplicado a una tabla especifica.
Uso
ACMpoint (base, IndK, PointTable, interactive = TRUE)
Argumentos
base Set de datos
IndK Caracter con el nombre de la columna que especifica la particion del conjunto de

datos en £ tablas.

PointTable Indicador de mesa. Un caracter o numero que forma parte de los registros del IndK.
Este argumento especifica la tabla en la que se realizara el analisis.

interactive Si es VERDADERO, el grafico se mostrard de forma interactiva. Si es FALSO, el
grafico se muestra plano. FALSO es el valor predeterminado.

Valor
Un grafico de Analisis de correspondencias multiples de la tabla especificada en la Tabla Punto.

Ejemplos

data (DataklOContaminated)

ACMpoint (DataklOContaminated, "GroupLetter", PointTable="3j",
interactive=TRUE)

El resultado de esta funcion (Tabla 3.4) es un grafico interactivo del MCA de la

tabla Punto (Figura 3.3), reportada como fuera de control por el grafico T2Qv (Figura 3.1).

Point j =
Multiple correspondence analysis I
0.3
(
0.2
Low
0 Vo3
® Medium
o
wn nedium
A
—
| 0
o~
E !
[a)
-0.1
-0.2
-0.3
-1.5 -1.25 -1 -0.75 -0.5 -0.25 0
Dim 1 -22.77%
Vo1 e V02 Vo3 Vo4 v Vo5 ® V06 Vo7 m V08 A V09 V10

Figura 3.3. Grafico MCA de la tabla Punto del paquete T2Qv
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Tabla 3.5. Funcion ChiSq_variable {T2Qv}

ChiSq_variable {T2Qv}

Descripcion

Contiene la distancia Chi cuadrado entre las masas de las columnas de la tabla especificada en la tabla Punto
y la tabla Concatenada. Permite identificar qué modo es el responsable de la anomalia en la tabla en la que
se encuentra.

Uso

Chisg variable (base, IndK, PointTable, interactive = TRUE, ylim = 0.09)

Argumentos

base Set de datos

IndK Caracter con el nombre de la columna que especifica la particion del conjunto de
datos en k tablas.

PointTable Indicador de tabla. Un caracter o nimero que forma parte de los registros del
IndK. Este argumento especifica la tabla en la que se realizara el analisis.

interactive Si es VERDADERO, el grafico se mostrara de forma interactiva. Si es FALSO,
el grafico se muestra plano. FALSO es el valor predeterminado.

ylim Limite del eje Y.

Valor

Una tabla con distancias Chi cuadrado entre las masas de las columnas de la tabla especificada en
PointTable y la tabla concatenada.

Ejemplos

data (DataklOContaminated)

Chisg variable (DataklOContaminated, "GroupLetter", PointTable="j",
ylim=5, interactive=TRUE)

Cuando se selecciona la opcidn interactive=FALSE, esta funcion (Tabla 3.5)
genera, como resultado, una tabla con las distancias Chi cuadrado entre las masas de las
columnas de la tabla especificada en PointTable y la tabla Concatenada (Figura 3.4).

Variables ChiSq

Vol

0.0697
vVoz 0.0429
Vo3 0.0770
Vo4 0.0521
Vo5 0.0439
Vo6 0.0594
Vo7 0.0452
Vo8 0.0305
Vo9 0.0544
V10 0.0584

Figura 3.4. Distancias Chi cuadrado entre las masas de las columnas de la tabla Punto y la
tabla Concatenada, del paquete T2Qv
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Pero, si se selecciona la opcion interactive=TRUE, la funcién ChiSq variable
genera un grafico de barras interactivo de las distancias Chi cuadrado. Las distancias se
expresan, en este grafico, mediante la altura de las barras, mientras mayores son las distancias
Chi cuadrado, més altas son las barras. Ademas, al pasar el cursor sobre cualquiera de las
barras se muestra un grafico de sectores que representa la distribucion de las categorias de
las variables correspondientes a la tabla Punto. En la Figura 3.5 se observa la distribucion de

las categorias (High: 0.7, Medium: 0.1, Low: 0.2) de la variable V05.

0.1

VOS5
0.06 Medium 0.1
Low 0.2 —
0.04
0.02 High 0.7 I
, I T W .
Vo1l V02 V03 V04 V05 V06 Vo7 Vo8 V09 V10
@ ChiSq Distance Concatenated reference

Figura 3.5. Grafico de barras de las distancias Chi cuadrado entre las masas de las columnas
de la tabla Punto y la tabla Concatenada, paquete T2Qv.

Si se pasa el cursor por alguno de los puntos de color gris que aparecen sobre las barras, se
muestra un grafico de sectores de las categorias de las variables correspondientes a la tabla
Concatenada. La Figura 3.6 permite observar la distribucion de las categorias (High: 0.38,

Medium: 0.32, Low: 0.3) de la variable V0S5.
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0.1

0.08
Vo5
0.06 Medium 0.32
High 0.38
0.04 ‘
Low 0.3 /
0.02
0
Vol V02 Vo3 Vo4 V05 V06 Vo7 Vo8 V09 V10
@ ChiSq Distance Concatenated reference
Figura 3.6. Distribucion de la variable VOS5 de la tabla Concatenada, del paquete T2Qv.
Tabla 3.6. Funcion Datak10Contaminated {T2Qv}
Datak10Contaminated {T2Qv}
Descripcion

Datos de 10 tablas con 10 variables categoricas, los datos de la tabla 10 se generaron con una distribucion
diferente a las demas.

Uso

Dat

aklOContaminated

Formato

Un marco de datos:

Vo1 Contiene 3 modos "High", "Medium", "Low".
V02 Contiene 3 modos "High", "Medium", "Low".
VO3 Contiene 3 modos "High", "Medium", "Low".
V04 Contiene 3 modos "High", "Medium", "Low".
V05 Contiene 3 modos "High", "Medium", "Low".
V06 Contiene 3 modos "High", "Medium", "Low".
Vo7 Contiene 3 modos "High", "Medium", "Low".
V08 Contiene 3 modos "High", "Medium", "Low".
V09 Contiene 3 modos "High", "Medium", "Low".
V10 Contiene 3 modos "High", "Medium", "Low".
GroupLetter | Las letras de la "a" a la "j" identifican las £ tablas.

106




La funcion registrada en la Tabla 3.6 devuelve la base de datos Datakl0Contaminated, que

se describe en el apartado 3.2 de este documento y esta precargada en el paquete T2Qv.

Tabla 3.7. Funcion Full Panel {T2Qv}

Full_Panel {T2Qv}

Descripcion

Un panel de Shiny completo con el grafico de control multivariante para variables cualitativas, los dos
graficos ACM vy la tabla de modalidades de distancia. Dentro del tablero, se pueden modificar argumentos
como el error tipo I y la dimensionalidad.

Uso

Full Panel (base, IndK)

Argumentos

base Set de datos

IndK Caracter con el nombre de la columna que especifica la particion del conjunto de datos en &
tablas.

Valor

Un panel completo con la grafica de control multivariante para variables cualitativas, las dos graficas ACM
y la tabla de modalidades de distancia.

Ejemplos

data (DataklOContaminated)

Full Panel (DataklOContaminated, "GroupLetter")

La funcion Full Panel (Tabla 3.7) genera una vista que presenta, de forma integrada e
interactiva los resultados de las otras funciones, es decir, el grafico T2Qv; los graficos de
ACM de la tabla concatenada y la tabla punto, uno al lado del otro, para favorecer el ejercicio
de comparacion; el grafico de barras de las distancias Chi cuadrado; y el gréafico circular, que
representa la distribucion de las categorias de las variables analizadas en ambas tablas

comparadas (Figura 3.7).

La funcién Full panel permite seleccionar a cualquiera de las tablas de la base de

datos para su analisis. El usuario debe seleccionar una tabla y el aplicativo realiza un MCA
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de la tabla Punto que puede ser comparado con el grafico de MCA de la tabla Concatenada.

Luego, se puede interpretar el comportamiento de las variables por la ubicacién de las

categorias en el plano de ambos graficos.

T?Hotelling

Multivariate Control Chart

1 nha - o0 AR

-+ T2 Hotelling
Select Table

Comparison with Multiple

Correspondence Analysis
Concatenated = Point j =
Medium Wedlurn
Low Nedium
Medjum
High Lo Loy
¢
Low
Lom peqi 2
wm lowh R Medium ow
Low kr
Medium
- mediom N
1agh = g ‘ [P
E g i
s ) High Medium 3 o“
High® - Medium Medium . oy
o W Lon®  Wudire o e ®
L Medium  Megium * g
A Medibm Madium

Chi-squared distance between the column masses of the k table and the concatenated
ylm

Table © BarCran

I Medam 0.12

@ Cwsq Distance

Comcatenaned reference

Figura 3.7. Vista de la pantalla de la funcion Full Panel del aplicativo T2Qv
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3.4. Contribuciones realizadas en el Capitulo 3

El paquete T2Qv, en su version 0.2.0, esta disponible en el repositorio oficial de R,

The Comprehensive R Archive Network (CRAN), en el enlace https://cran.r-

project.org/package=T2Qv. La descarga se la puede realizar utilizando el comando

install.packages ("T2Qv") . Después de instalado, el paquete se carga mediante el
comando 1library (T2Qv) . La descripcion técnica del paquete, registrada en el CRAN,

se enuncia en la Figura 3.8.

Package: T2Qv
Type: Package
Title: Control Qualitative Variables
Version: 0.2.0
Authors@R: c(person("Wilson", "Rojas-Preciado", role = c("aut", "cre"),
email = "wrojas@utmachala.edu.ec"),
person ("Mauricio", "Rojas-Campuzano", role = c("aut","ctb"),
email="maujroja@espol.edu.ec"),
person ("Purificacién", "Galindo-Villarddn", role =
c("aut","ctb"),

email = "oruiz@espol.edu.ec"),
person ("Omar", "Ruiz-Barzola", role = c("aut","ctb"),
email = "oruiz@espol.edu.ec"))

Maintainer: Wilson Rojas-Preciado <wrojas@utmachala.edu.ec>
Description: Covers k-table control analysis using multivariate control charts
for qualitative variables using fundamentals of multiple correspondence
analysis and multiple factor analysis. The graphs can be shown in a flat or
interactive way, in the same way all the outputs can be shown in an interactive
shiny panel.
License: MIT + file LICENSE
Encoding: UTF-8
LazyData: true
RoxygenNote: 7.1.1
Depends: R (>= 3.5)
Imports: shiny, shinydashboardPlus, shinydashboard, shinycssloaders,
dplyr, ca, highcharter, stringr, tables, purrr, tidyr,
htmltools (>= 0.5.1.1)

Suggests: testthat (>= 3.0.0)
Config/testthat/edition: 3
NeedsCompilation: no
Packaged: 2023-10-11 16:02:22 UTC; javierrojas
Author: Wilson Rojas-Preciado [aut, cre],

Mauricio Rojas-Campuzano [aut, ctb],

Purificacién Galindo-Villardédn [aut, ctbl],

Omar Ruiz-Barzola [aut, ctb]

Figura 3.8. Descripcion técnica del paquete T2Qv, cargada en el CRAN
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Capitulo 4

Aplicacion del paquete T2Qv en el contexto de la

Educacion Superior

4.1. Introduccion

En este ejemplo se realiza la aplicacion del aplicativo T2Qv, al analisis de los
resultados del proceso de Seguimiento a Graduados de la carrera de Ciencias Médicas de la

Universidad Técnica de Machala (UTMACH), Ecuador.

El Consejo de Aseguramiento de la Calidad de la Educacion Superior del Ecuador
(CACES, 2023) define al seguimiento a graduados como el proceso a través del cual las
universidades y escuelas politécnicas gestionan la informacion referente a la empleabilidad
pertinente, campos ocupacionales y los niveles de satisfaccion de los graduados de las
carreras o programas ofertados. Estos procesos permiten orientar la toma de decisiones
institucionales en torno a la oferta académica, gestion del curriculo, los niveles de insercion
laboral de sus graduados y fortalecer los procesos de aseguramiento interno de la calidad y

de mejora continua.

4.2. Base de datos CMSG

Para este fin se utiliza una base de datos, denominada CMSG, tomada de reportes que
estan disponibles para autoridades de la universidad en su Sistema Informatico SIUTMACH.
La base de datos CMSG contiene 166 observaciones y 16 variables cualitativas tomadas de
los resultados de una encuesta de seguimiento a graduados de la carrera de Ciencias Médicas,
desde 2017 hasta 2021. Los datos se organizaron en cuatro tablas que corresponden a cuatro
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periodos en los que aplicaron las encuestas: 2021, 2020, 2019, 2018-2017. Este ultimo

periodo agrupa los datos de seguimiento a graduados de los dos primeros afios (Apéndice A).

Hay otros resultados de seguimiento a graduados de la carrera de Ciencias Médicas

de la UTMACH, pero, corresponden a periodos anteriores a 2017 y fueron tomados con otra

encuesta, en consecuencia, se trata de otras variables, por eso sus resultados no constan en

este analisis.

Las variables registradas en la base de datos CMSG, con sus respectivas categorias,

son las siguientes:

Afio_graduacion.- Esta variable sirve como clasificador de tablas de la base de datos,
divide al conjunto de datos en grupos que corresponden a los 4 periodos de estudio: 201/ 7-
2018, 2029, 2020 y 2021.

Relacion trabajo y Perfil profesional.- Es una variable categdrica ordinal que expresa
los niveles de asociacion entre las actividades laborales mas relevantes que desempefian
los médicos graduados en la UTMACH vy el Perfil profesional, entendido como el
conjunto de caracteristicas esenciales referidas a conocimientos, habilidades y valores
que debe tener un médico para su desempefio en el pais. Estos niveles son: Muy alta, Alta,
Media, Medio baja y Baja.

Satisfaccion con conocimientos y habilidades adquiridas.- Mide el grado de
satisfaccion que tienen los graduados respecto de los conocimientos y habilidades que
adquirieron durante su proceso de formacion profesional. Sus niveles son: Alta; Medio

alta; Media; Medio baja y Baja.
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Satisfaccion Malla curricular.- Valora el nivel de satisfaccion que tienen los graduados
respecto de la malla curricular que estudiaron en su proceso académico. Sus niveles son:
Muy satisfactorio, Satisfactorio, Poco satisfactorio e Insatisfactorio.

Satisfaccion Estrategias Aprendizaje.- Evalua el nivel de satisfaccion que tienen los
graduados respecto de las estrategias de ensefianza aprendizaje que se aplicaron en los
procesos académicos durante su periodo formativo. Sus niveles son: Muy satisfactorio,
Satisfactorio, Poco satisfactorio e Insatisfactorio.

Satisfaccion Investigacion Formativa.- Evalua el nivel de satisfaccion que tienen los
graduados respecto de los procesos de investigacion realizados para promover y
enriquecer el aprendizaje y la formacion de los estudiantes. Sus niveles son: Muy
satisfactorio, Satisfactorio, Poco satisfactorio e Insatisfactorio.

Satisfaccion aplicacion de investigacion - Vinculacion.- Mide el nivel de satisfaccion
que tienen los graduados respecto de la aplicaciéon de procesos de investigacion en
programas y proyectos de vinculacion con la sociedad durante su etapa de formacion
profesional. Sus niveles son: Muy satisfactorio, Satisfactorio, Poco satisfactorio e
Insatisfactorio.

Satisfaccion difusién resultados investigacion.- Mide el nivel de satisfaccion que
tienen los graduados respecto de la divulgacion y comunicacion de los hallazgos,
resultados y conclusiones de procesos de investigacion con la comunidad académica y
cientifica, asi como con el piblico en general, durante su etapa de formacion profesional.

Sus niveles son: Muy satisfactorio, Satisfactorio, Poco satisfactorio e Insatisfactorio.
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Tipo de postgrado que estudia.- Esta variable categdérica nominal identifica los
graduados que estan cursando programas de postgrado. Las categorias de esta variable
son: Ninguno, Diplomado, Maestria, Especializacion.

Interés por especialidad.- Esta variable complementa a la anterior, determina el interés
que tienen los graduados por un area especifica para cursar en programas de postgrado.
Sus clases son: Cirugia, Clinica, Educacion Médica Superior, Gineco-Obstetricia,
Pediatria y Salud comunitaria.

Estrategia para conseguir empleo.- Esta variable se dirige al analisis de demanda
ocupacional y los campos de actuacion profesional de los graduados, para facilitar la
vision clara y actualizada de las perspectivas de empleo y las posibilidades de desarrollo
profesional en el campo de la salud. Las opciones de respuesta son: Bolsa de empleo
UTMACH, Prensa_Radio TV, Preferencias personales, Red Socioempleo y Redes
sociales.

Situacion laboral.- Esta variable determina en qué estd trabajando el graduado. Sus
categorias son: Profesional independiente, Empleado publico, Empleado privado,
Desempleado.

Nivel jerarquico laboral.- Posicion y responsabilidad que tiene un empleado dentro de
la estructura organizativa de una empresa o institucion. Las categorias de esta variable
son: Administrativo, Médico (MD) privado, MD residente, MD rural, MD tratante, Otro,
Ninguno.

Antigiiedad en el trabajo.- Es el tiempo ha transcurrido desde se incorpor6 a un trabajo.
Las opciones son: Mas de 2 afios, 1 a 2 arios, 6 meses a I aiio, menos de 6 meses,

Ninguno.
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Ingreso mensual.- Ingreso econdmico percibido en un mes. Las opciones son: 2101 a
2400, 1801 a 2100, 1501 a 1800, 1201 a 1500, 901 a 1200, 601 a 900, 376 a 600, Menos
de 375, Ninguno.

Cohorte.- Grupo de graduados que ingresaron juntos a la carrera en el mismo afio
académico y son seguidos a lo largo de su trayectoria educativa para analizar su
rendimiento, logros o comportamiento: las cohortes consideradas en este estudio son:

Anterior a 2009, 2009, 2010, 2011, 2012, 2013, 2014.

4.3. Grafico de control multivariante T2Qv
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Figura 4.1. Grafico T2Qv aplicado a la base de datos CMSG
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La Figura 4.1 muestra el grafico de control T2Qv para la representacion de las K =
4 tablas que conforman la base de datos CMSG. Cada una de estas tablas se representa
mediante puntos en el grafico y corresponden a los cuatro periodos considerados en este
estudio de seguimiento a graduados. Los tres primeros puntos se ubicaron por debajo del
limite de control (UCL = 33.2), mientras que el cuarto, que corresponde a la tabla del afo
2021, registra un valor mayor que UCL (T2, = 40.21), por lo tanto, se puede decir que la
tabla 2021 estd llevando al proceso fuera de control. Luego, serd necesario un analisis
comparativo de esta tabla (tabla punto) versus la concatenada, que sirve de referente, para
identificar las causas de la variacion y facilitar la toma de decisiones que permitan corregir

las desviaciones encontradas. Para ello se utilizan graficos del MCA de las tablas sefialadas.

4.4. Analisis de correspondencias multiples en la interpretacion de los puntos fuera
de control
La aplicacion de esta técnica estadistica multivariante implica una comparacion de
los graficos del Anélisis de Correspondencias Multiples (ACM) de la tabla Concatenada y a
la tabla Punto, que en este caso corresponde a la tabla del afio 2021. El anélisis se busca

semejanzas y diferencias entre la ubicacion de las categorias de las variables de ambas tablas.

4.4.1. Anadlisis de Correspondencias Multiples aplicado a la Tabla Concatenada

La Figura 4.2 permite observar el grafico del Analisis de Correspondencias Multiples
de la Tabla Concatenada. La inercia total es de 44.3%. El grafico muestra la nube de puntos,
que representa la ubicacion en el plano de las diferentes categorias de las variables analizadas.
El primer eje es el que conserva la mayor varianza explicada y se asocia con la satisfaccion

de los graduados respecto de los distintos aspectos consultados. A la izquierda se encuentran
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las categorias que expresan bajos niveles de satisfaccion, mientras que, a la derecha, los de

mayor satisfaccion. Se observa que se formaron tres grupos que se caracterizan a

continuacion.
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Figura 4.2. Grafico del MCA de la tabla concatenada, CMSG

El primer grupo, a la izquierda del grafico, contiene los niveles mds bajos de
satisfaccion de los graduados con los conocimientos y las habilidades adquiridas, la malla
curricular, las estrategias de aprendizaje aplicadas, la investigacion formativa, la aplicacion
de Investigacion a la Vinculacion con la sociedad y la difusion de los resultados de
investigacion. Estos niveles bajos se asocian con escenarios de desempleo, pero, se observa
también pocos esfuerzos de los graduados por vincularse a algun trabajo, ellos s6lo han

esperado obtener informacion en la prensa, radio y television. Los graduados de este grupo
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manifiestan que hay escasa o ninguna relacion entre trabajo y perfil profesional del médico,

asi como, desinterés por cursar programas de postgrado.

El segundo grupo, al otro extremo del eje horizontal, muestra una fuerte asociacion
entre las categorias que expresan la mas alta satisfaccion entre las variables relacionadas con
la formacion profesional de los médicos graduados de la UTMACH. Se trata de profesionales
que han puesto empefio en dos estrategias para conseguir trabajo: la Bolsa de empleo de la
UTMACH y la Red Socioempleo, impulsada el gobierno central. Como resultado, estos
profesionales estan trabajando, en su mayoria como médicos tratantes o rurales, vinculados
al Ministerio de Salud Publica y sus ingresos econémicos estan entre 901 y 1200 ddlares
mensuales. Asimismo, estos graduados, principalmente de la cohorte 2014, aseguran que hay
alta relacion entre trabajo y perfil profesional del médico y tienen interés por cursar
programas de postgrado, algunos ya estan estudiando programas en especialidades médicas,

especialmente en el area clinica.

El tercer grupo asocia las categorias que representan valores medios y medio altos de
satisfaccion respecto de las variables evaluadas. Aqui esta la mayoria de los graduados de las
distintas cohortes. Ellos han basado su estrategia para conseguir empleo en el uso de redes
sociales y los contactos personales. Como respuesta, estan trabajando en la empresa privada
y como médicos independientes, médicos residentes y en labores administrativas en casas de
salud. Sus ingresos econdmicos estan entre 1201 y 1800 dolares. El interés por cursar
programas de postgrado se manifiesta alrededor de areas de Cirugia, Educacion Médica
Superior, Gineco-Obstetricia, Pediatria y Salud comunitaria. Aunque, dentro de este grupo

de graduados también hay quienes no se animan a estudiar un postgrado, seguramente por
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considerar que el empleo en empresas privadas no es tan estable como en instituciones del

estado.

4.4.2. Analisis de Correspondencias Multiples aplicado a la Tabla Punto

La Figura 4.3 muestra el grafico del MCA de la tabla punto, es decir, la tabla que

contiene los datos de la encuesta aplicada a los graduados del afio 2021. La inercia total es

de 47.26%. Haciendo un anélisis comparativo de esta tabla con la Concatenada, se observa

que aqui hay una distribucion mas amplia de los puntos en el plano formado por las dos

dimensiones, lo que quiere decir que en la representacion de los puntos hay mayor incidencia

de otras variables latentes, mientras que, en la tabla Concatenada los puntos se ubicaron

practicamente alrededor del primer eje, que representaba la satisfaccion.
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Figura 4.3. Grafico del MCA de la tabla 2021, CMSG
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En la Figura 4.3 también se forman tres grupos que presentan una configuracion
parecida a la de la tabla concatenada, pero hay diferencias en la asociacion de distintas

categorias de variables que a continuacion se describen.

El primer grupo, ubicado en el primer cuadrante del plano, contiene los niveles mas
bajos de satisfaccion de los graduados con casi todas las variables evaluadas. Pero, a
diferencia de lo que ocurre en la tabla concatenada, estos niveles bajos no se asocian con
escenarios de desempleo. Esto es preocupante. Los graduados de este grupo manifiestan
inconformidad con elementos relevantes de su formacion y son profesionales que estan
laborando en su campo del conocimiento, como profesionales independientes o en el rol de
médicos tratantes. Esto podria deberse a una percepcion de poca estabilidad laboral e ingresos

econdomicos bajos, que no sobrepasan los $600.

Esta inconformidad y percepcion de inestabilidad se puede relacionar con su negacion
0 escaso interés por crecer en su formacion profesional a nivel de postgrado, por lo menos
hasta lograr una situacion laboral y posicion econdmica mas solida, quizds cuando se
vinculen a instituciones de salud del estado. Quizas en ese momento se pueda despertar, en

este grupo, el interés por emprender en la formacion de postgrado, pero por el momento, no.

Al otro lado del grafico, en el segundo cuadrante, se formé el segundo grupo,
representado por la cohorte 2013, cuyos graduados perciben una relacion Medio baja o
Ninguna relacion entre el trabajo y el Perfil Profesional del médico. Al parecer, su tnica
estrategia para conseguir trabajo, la Bolsa de empleo UTMACH, no ha dado los resultados

esperados, en consecuencia, estan desempleados y se dedican a otras actividades alejadas de
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su perfil profesional. Es comprensible que en este grupo todavia no se manifieste interés por

cursar programas de postgrado.

El tercer grupo, en el centro del grafico, esta representado por los graduados de las
cohortes 2011, 2012 y 2014, quienes valoran como alta o muy alta la relacion entre el trabajo
y perfil profesional del médico. Los graduados de este grupo le apostaron a encontrar trabajo
utilizando redes sociales, referencias personales y la Red Socio-empleo, promovida por el
Estado, en consecuencia, desde hace un afio como méximo, lograron ubicarse como médicos
rurales en el Ministerio de Salud, aunque esto es temporal. Estos nuevos profesionales se
desempefian como médicos rurales, es decir, empleados publicos y sus ingresos econémicos

van desde 601 a 1500 doélares por mes.

Se observa que este grupo manifiesta fuerte asociacion entre las categorias que
expresan valores medio altos y altos satisfaccion con todas las variables evaluadas, pero,
llama la atencién que en medio de esta nube de puntos se ubico una categoria que revela
insatisfaccion de los graduados de la cohorte 2011 con la malla curricular. El interés por la
formacion de postgrado gira en torno a los campos de la Cirugia, Gineco-Obstetricia, Salud

comunitaria, Clinica y Pediatria.

4.4.3. Distancia chi cuadrado entre las entre de columnas de la tabla concatenada y la

tabla punto

Las categorias de variables que han cambiado de forma notable su ubicacioén en las
tablas comparadas, asi como sus niveles de asociacion, pueden estar ocasionando el estado
fuera de control del proceso. La identificacion de estas variables se facilita cuando se analiza

la Figura 4.4.
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La Figura 4.4 presenta, en un grafico de barras, la distancia Chi cuadrado entre las
entre las masas de columna de la tabla concatenada y la tabla punto, que en el grafico T2Qv
(Figura 4.1) se mostrd con un valor mayor que el limite de control. Mientras mas altas son
las barras de las variables, mayor es esta distancia. Las variables con mayores distancias Chi
cuadrado son las que con mayor fuerza estan provocando el desplazamiento de la centralidad

del proceso y llevandolo a un estado fuera de control.

Satisf_conocimientos.habilid

Medio Alta 0.42
Alta 0.48

Media 0.06 { Baja 0.03

, I—_ mm BN B e B O - B
. .

@ Chisq Distance Concatenated reference

Figura 4.4. Distancia y2 entre las masas de la tabla concatenada y la 2021, CMSG

Las mayores distancias x> corresponden a las variables Cohorte (3.74), Estrategia para
conseguir empleo (2.32) y Antigliedad en el trabajo (1.89). Esto es consistente con los
hallazgos encontrados en el analisis comparativo de la tabla concatenada y la tabla punto
mediante MCA. Las distancias menores son Nivel jerarquico laboral (0.09), Satisfaccion
Malla Curricular (0.11) y Satisfaccion con conocimientos y habilidades adquiridas (0.11),
como se observa en la Tabla 4.1.
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Tabla 4.1. Distancia y* entre las masas de la tabla Concatenada y la 2021, CMSG.

Variables ChiSq
Cohorte 3.74188
Estrategia para conseguir empleo 2.32318
Antigiliedad en el trabajo 1.88773
Tipo de postgrado que estudia 1.43195
Satisfaccion Difusion de resultados de investigacion 1.07024
Satisfaccion Aplicacion de investigacion - Vinculacion 0.80582
Ingreso mensual 0.56563
Satisfaccion Estrategias Aprendizaje 0.38948
Situacion laboral 0.22173
Satisfaccion Investigacion Formativa 0.20029
Relacion Trabajo y Perfil Profesional 0.12210
Interés especialidad 0.11470
Satisfaccion con conocimientos y habilidades adquiridas 0.11299
Satisfaccion Malla curricular 0.10760
Nivel jerarquico laboral 0.08577

4.4.4. Distribucion de las categorias de las variables en la tabla concatenada y la tabla

punto

Una vez que se ha identificado las variables que con mayor fuerza estan provocando
el desplazamiento de la centralidad del proceso, se analiza la distribucion de las categorias
de cada una de estas variables, en las dos tablas comparadas. Para este fin, el aplicativo T2Qv
genera graficos interactivos de sectores, de las variables analizadas, que aparecen al pasar el
cursor sobre el grafico de barras. La Figura 4.5 muestra como se han distribuido las diferentes
categorias de la variable Cohorte, en la tabla punto (Tabla 2021) y la Tabla Concatenada, y

expresa esta distribucion en proporciones. La comparacion denota importantes diferencias.
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Figura 4.5. Distribucion de las categorias de la variable Cohorte en la tabla Concatenada y
la Tabla punto en el aplicativo T2Qv

Para empezar, en la tabla punto estdn ausentes las categorias correspondientes a las
cohortes 2010, 2009 y anteriores a 2009, que, en cambio, si aparecen en la tabla concatenada,
quizas porque €sta recoge informacion de un periodo mas amplio de afios. Pero, esto también
significa que en los procesos de graduacion mas recientes hay menos casos de cohortes
rezagadas. Por ejemplo, mientras que el afio 2021 solo hubo graduados de las cuatro tltimas
cohortes, entre los de 2020 hubo de cinco cohortes, lo mismo que entre los graduados de
2019. En procesos de titulacion anteriores a 2019 ya se registran graduados de hasta seis

cohortes. Estd mejorando el proceso de titulacion.

Otra de las variables que estan incidiendo con fuerza en la salida de control del
proceso es Estrategia para conseguir empleo. La Figura 4.6 permite observar que los
graduados de 2021 no acuden a medios de comunicacion formales como prensa, radio y
television, categoria que si estd presente en la tabla concatenada. Los graduados de 2021

utilizaron la red estatal Socio empleo en un 45% para vincularse laboralmente a instituciones
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de salud, esto es 11% mas que lo registrado en la tabla concatenada. Esta categoria muestra
en 2021 una diferencia, a favor, de 11% comparada con la tabla concatenada. El uso de
referencias personales decrece en 2 puntos porcentuales, pero se incrementa el uso de redes
sociales, de un 8% en la tabla concatenada a un 12% en la tabla punto. La bolsa de empleo
UTMACH muestra un incremento de un 2% en los graduados de 2021, pero en general tiene

poca incidencia en la vinculacion laboral de los graduados.
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Socioempleo 0.52 0.34
0.45
Redes
Redes sociales 0.08
sociales 0.12
@ Chisq Distance Concatenated reference

Figura 4.6. Distribucion de las categorias de la variable Estrategia para conseguir empleo,
en el aplicativo T2Qv

Antigiiedad en el trabajo es otra de las variables importantes en esta parte del analisis
(Figura 4.7). La categoria que tiene mayor representacion en la tabla 2021 es la de 6 meses a
1 afio de trabajo (73%), comparada con la tabla concatenada que llega al 45%. Esto se explica
porque el 70% de los graduados del afio 2021 estan laborando su “afio rural”. Se refiere a los
médicos recién graduados que ejercen en areas rurales o remotas durante un periodo
(usualmente un afio), como requisito para luego ejercer la profesion en el pais. Por esta razon,

el 79% de los graduados de 2021 tienen, como maximo, una antigiiedad de 1 afo de trabajo.
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La tabla concatenada recoge informacion de graduados de afios anteriores, desde
2017, por esta razon exhibe la categoria de mas de 2 afios (4%), que no esté en la tabla punto

y la categoria de 1 a 2 afios (8%) es superior que en la tabla 2021 (3%).
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Figura 4.7. Distribucion de las categorias de la variable Antigiiedad en el trabajo, en el
aplicativo T2Qv

Como ya se habia notado en la Figura 4.4, después del Antigiiedad en el trabajo, las
demas variables tienen menores distancias Chi cuadrado entre las entre las masas de columna
de la tabla concatenada y la tabla punto, lo que indica menor incidencia en el desplazamiento
de la mediana del proceso y, en consecuencia, inciden menos en la salida de control del
proceso. Como ejemplo se analiza a continuacion el comportamiento de la variable Relacion
entre el mundo del trabajo y el Perfil Profesional del médico (Figura 4.8). Esta variable
denota una Distancia y? entre las masas de la tabla concatenada y la 2021, con un valor de

0.09, la més baja de entre las variables analizadas.

Esta variable busca determinar el nivel de satisfaccion de los graduados con la

Relacion existente entre el mundo del trabajo y el Perfil Profesional del médico. Se observa
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en la Figura 4.8 que la proporcion de las categorias de la variable en la tabla punto y en la
tabla Concatenada no es muy diferente, si acaso, la categoria Baja no aparece en la tabla
2021, pero, en la Concatenada si estd, aunque con un valor bajo (1%). Sin embargo, el
potencial de incidir en la salida de control del proceso, ademés de la proporcion de las
categorias, reside en los tipos y niveles de asociacion que las categorias de esta variable
tienen con otras, como se observa en la ubicacion de los puntos en los graficos del MCA en

las tablas Concatenada y 2021.
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Figura 4.8. Distribucion de las categorias de la variable Relacion entre el mundo del trabajo
y el Perfil Profesional en la tabla Concatenada y la 2021 en el aplicativo T2Qv

Esto es propio del enfoque multivariante en el control de procesos estadisticos, que
considera que todas las variables contribuyen en mayor o menor medida al comportamiento
del proceso. La salida de control no se atribuye a la acciéon individual de una variable o grupo
de ellas, sino al efecto combinado de las variables correlacionadas. Este enfoque permite
comprender los factores que afectan el proceso, identificar las diversas causas de su variacion

y adoptar medidas que permitan corregir las desviaciones atin en situaciones complejas donde
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multiples variables interactian entre si y pueden tener efectos indirectos en el

comportamiento del proceso.

4.5. Contribuciones realizadas en el Capitulo 4

Luego de aplicar la metodologia para el control de procesos estadisticos
multivariantes con variables cualitativas al proceso de seguimiento a graduados de la carrera
de Ciencias Médicas de la Universidad Técnica de Machala (UTMACH), mediante el

aplicativo T2Qv, se presenta el siguiente analisis con sus respectivas contribuciones.

El Grafico de Control Multivariante T2Qv indica que el proceso de seguimiento a
graduados en 2021 difiere significativamente de los afios anteriores. El valor del estadistico
T?.q de la tabla 2021 supera el limite de control, lo que sugiere una variacién o anomalia

importante en ese afio, que requiere un analisis en profundidad.

El ACM permiti6 la visualizacion y comparacion de las relaciones y variabilidades
entre las categorias de las variables de la tabla Concatenada y de la tabla Punto (2021). Se
destacan diferencias notables en la ubicacion y asociacion de categorias de variables entre
estas dos tablas, lo que sugiere cambios en las dindmicas subyacentes, en las percepciones,

experiencias y realidades de los graduados a lo largo del tiempo.

El andlisis comparativo de la tabla concatenada y la tabla punto (2021), mediante el
MCA, revela que hay una mayor dispersion de puntos en el grafico MCA para la tabla punto
(2021) en comparacion con la tabla concatenada. Esto sugiere que en la tabla 2021 hay una
mayor variabilidad y posiblemente una mayor influencia de variables latentes que afectan la

representacion. Por otro lado, la tabla concatenada muestra una distribucién mas concentrada
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alrededor del eje principal, indicando que la satisfaccion fue la variable dominante en este

conjunto de datos.

Las categorias relacionadas con la satisfaccion laboral y la relacion entre el perfil
profesional y el empleo presentan diferencias entre las dos tablas. En 2021, hay una categoria
con graduados que, a pesar de tener empleo, expresa niveles bajos de satisfaccion con varios
aspectos de su formacion, lo que no se observa en la tabla concatenada. Esta incongruencia
entre empleo y satisfaccion podria ser indicativa de problemas emergentes en la formacién o

en el mercado laboral que no se manifestaban en periodos anteriores.

Aunque ambos graficos MCA identifican tres grupos distintos, hay diferencias
notables en como estan conformados y en las asociaciones de las categorias de variables. Por
ejemplo, en la tabla 2021, el primer grupo expreso bajos niveles de satisfaccion, pero no
necesariamente asociados con desempleo, lo que contrasta con la tabla concatenada. Esto
puede indicar un cambio en las percepciones o realidades de los graduados en 2021 en

comparacion con los graduados de afios anteriores.

Ademas, hay diferencias en las asociaciones especificas entre las categorias dentro de
los grupos identificados en las tablas. Por ejemplo, la relacion entre la satisfaccion con la
malla curricular y las cohortes especificas varia entre las tablas. Estas diferencias pueden
senalar cambios en la percepcion de la calidad de la formacion o ajustes en la malla curricular

a lo largo del tiempo.

Las diferencias en las distancias Chi cuadrado entre las tablas comparadas indican
que las variables Cohorte, Estrategia para conseguir empleo y Antigiiedad en el trabajo,

tienen una influencia significativa en el desplazamiento observado en la tabla punto (2021).
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Esto sugiere que factores como las estrategias de busqueda de empleo y las caracteristicas de

la cohorte de graduados se han vuelto mas relevantes en 2021.

En cuanto a la estrategia que los graduados emplean para encontrar trabajo, se tiene
que, mientras que en la tabla concatenada las referencias personales tienen mayor
representacion y aun hay registros de uso de medios tradicionales como prensa, radio y
television, los graduados de 2021 parecen depender més de la red estatal Socio empleo y
redes sociales. Esto puede reflejar un cambio en el panorama laboral, la eficacia de los
recursos disponibles, o una adaptacion a las tendencias actuales y plataformas tecnoldgicas
para la busqueda de empleo. La bolsa de empleo UTMACH todavia tiene una incipiente

influencia en la vinculacion laboral de los graduados.

La comparacion de la distribucion de cohortes entre las tablas revela una mejora en
los procesos de graduacion. La ausencia de cohortes mas antiguas en la tabla de 2021 sugiere
que las cohortes mas recientes estan avanzando y gradudndose a un ritmo mas regular y sin
rezagos significativos, mientras que, en la tabla concatenada, que abarca un periodo mas

extenso, hay registros de graduados de hasta seis cohortes diferentes.

Los resultados de este analisis resaltan la importancia de monitorear y analizar de
manera continua la experiencia y trayectoria de los graduados para adaptar las practicas
educativas y de apoyo laboral a las necesidades cambiantes del mercado y de los propios

graduados.

La aplicacion de técnicas de estadistica multivariante es fundamental para identificar
y entender las variaciones y desviaciones en conjuntos de datos complejos como el

presentado. Estos hallazgos y conclusiones deben guiar futuras intervenciones y decisiones
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estratégicas. La herramienta T2Qv proporciona visualizaciones interactivas que permiten
comparaciones detalladas entre las tablas Concatenada y Punto. Estos graficos interactivos
ofrecen perspectivas sobre las categorias de las variables que han cambiado su distribucion
a lo largo del tiempo. Estas distribuciones revelan patrones y tendencias que pueden ser

esenciales para comprender y gestionar el proceso de seguimiento a los graduados.
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|: Capitulo 5

Analisis y discusion

En el control estadistico de procesos todavia no son muchas las propuestas publicadas
sobre graficos de control para variables cualitativas. Las diferencias entre procedimientos
para la determinacion de los estadisticos y los graficos de control en este campo hacen dificil
su comparacion.

La estructura de la base de datos que se requiere para la aplicacion del grafico de
control T2Qv, implica un conjunto de tablas superpuestas, donde cada una de ellas constituye
una muestra. Las tablas deben tener las mismas variables, las cuales se ubican en columnas.
Una de estas variables registra los datos que sirven para la identificacion de las tablas, por
ejemplo el afio, mientras que, las demds aportan las categorias que operan en el MCA. De
estas variables surgen las variables latentes que son las dimensiones que intervienen en el
analisis.

Considerando que el MCA es una técnica de analisis multivariante que involucra una
reduccion de dimensiones y que el procesamiento de los datos para el grafico T2Qv funciona
con p — 1 dimensiones, desde el comienzo se requiere una base de datos con p variables
(p > 3) para el analisis, ademds de la variable de identificacion de las tablas, es decir, el
grafico no podria funcionar con un conjunto de datos que tenga menos de cuatro variables,
incluyendo la variable de clasificacion de tablas. Esta caracteristica es una restriccion en el

uso del T2Qv, especialmente cuando el resultado del analisis de sensibilidad determin6é que
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el grafico pierde estabilidad a bajas dimensiones y que cuando trabaja con altas dimensiones
tiene un buen rendimiento.

Sobre este tema, en varios estudios de graficos de control multivariante revisados
en la literatura, los ejemplos analizan s6lo dos o tres variables como casos de aplicacion, esto
se observa en las publicaciones de Epprecht, Aparisi y Garcia-Bustos (2013); Raza y Aslam
(2019); Jiang et al. (2002); Pastuizaca-Fernandez, Carrion-Garcia y Ruiz-Barzola (2015);
Taleb (2009); Taleb, Limam, y Hirota (2006). Estos casos no podrian ser tratados con el

T2Qv, porque tienen menos dimensiones que las requeridas.

Mientras tanto, en el ejemplo de aplicacion con datos simulados que se presenta
en esta investigacion, el T2Qv analiza el comportamiento de 10 variables, la base de datos
Datakl0Contaminated tiene 11 columnas (tabla 2.2). Se podria asegurar, entonces, que una
fortaleza del grafico de control multivariante T2Qv es su buen rendimiento cuando trabaja
con altas dimensiones, mientras que su debilidad se asocia al trabajo con bajas dimensiones

y que con menos de cinco variables no puede funcionar.

Otra de las caracteristicas del grafico propuesto en esta investigacion es que no se
limita a procesar una simple tabla de datos de dimensiones n (filas) x p (variables), sino que
se dirige al trabajo con bases de datos que tiene K tablas, donde cada £; tabla es una muestra
constituida por n observaciones (filas) y p variables (columnas), tomada en K diferentes
momentos de analisis y se representa como un punto en el grafico T2Qv. El analisis con el
T2Qv, propuesto en esta investigacion, se puede configurar como un cubo de datos

(nxpxk).
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En publicaciones revisadas en la literatura se puede constatar que sus ejemplos de
aplicacion analizan una sola tabla (n x p) a la vez, donde cada »; fila es una muestra. Por
ejemplo, el grafico de control MNP, de Lu (1998) contiene en su articulo una tabla de datos
simulados de 30 muestras, donde cada una de ellas es un tnico individuo (objeto) que registra
el conteo de defectos para tres caracteristicas de la calidad. Asimismo, la ejemplificacion que
Chiu y Kuo (2008) presentaron de su grafico de control MP se hizo con una tabla de datos
simulados de 26 muestras, donde cada muestra representa a un individuo al que se le registra

el D nimero de defectos o no conformidades asociadas a tres caracteristicas de calidad.

En este sentido, la base de datos simulados, Datakl0Contaminated, mediante la
cual se ejemplifica la propuesta de esta investigacion incluye un conjunto de 10 tablas y 11
variables, donde cada tabla, que se representa como un punto en el grafico T2Qv, es una
muestra conformada por 100 observaciones, en total 1000 filas. En consecuencia, una de las
caracteristicas mas valiosas del grafico de control T2Qv es su capacidad para trabajar con
bases de datos que contengan K tablas, las cuales pueden estar constituidas por muchos

individuos y con multiples variables.

En la propuesta presentada en este articulo, cada uno de los individuos (filas) que
conforman las diferentes nuestras pueden tener distintas configuraciones en funcion del
numero de categorias de las multiples variables. Variables sociodemograficas, muy comunes
en investigaciones de contexto social, tienen diverso nimero de categorias, por ejemplo,
sexo, grupo etario, nivel de estudios, estado civil, estado o provincia de residencia, tipo de
vivienda, presencia de discapacidad, tipo de discapacidad, autodenominacién étnica,
actividad laboral, nivel de ingresos econdmicos, entre otros. Los individuos registrados (filas)

en una base de datos pueden tener diversas configuraciones en funcion de las categorias
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seleccionadas para cada una de las variables que los caracterizan. El grafico de control T2Qyv,
asi como los demdas graficos que complementan esta propuesta, representan bien el
comportamiento de las variables aunque entre éstas haya dicotdmicas o politomicas de tres,

10 o mas categorias, esta es otra de sus fortalezas.

Mientras tanto, hay publicaciones sobre graficos de control multivariante para datos
de atributos que, aunque en su analisis consideran varias caracteristicas de calidad, al final
clasifican a cada individuo por una sola de las variables analizadas. Es el caso de la propuesta
de Mukhopadhyay (2008), que se demuestra con un caso de aplicacion que controla 7
caracteristicas de calidad en 24 muestras cuyo tamafio varia entre 20 y 404 individuos. Las
variables responden a 6 tipos de defectos de la pintura en la cubierta de ventiladores de techo:
cobertura deficiente, desbordamiento, defecto de empanada, burbujas, defectos de pintura,
defectos de pulido. La séptima caracteristica es la ausencia de defectos. A cada individuo se
lo clasifica por su defecto mas predominante, por consiguiente, en su registro sélo aparece
un tipo de defecto o ausencia de defectos, lo que resulta en una pérdida de informacién sobre

el efecto combinado de las variables sobre el proceso.

Siguiendo con el analisis, se observa numerosas propuestas publicadas sobre graficos
multivariantes que corresponden a la fase II del control estadistico de procesos y que, en
consecuencia, pueden realizar ajustes a su rendimiento con miras a su optimizacion. Esto
contribuye a la mejora de la eficacia en la deteccion de pequefios cambios en la media del
proceso (Crosier, 1988; Pignatiello y Runger, 1990; Lowry et al., 1992); también al
incremento de la eficiencia, optimizando tamafios de muestra (Aparisi, 1996), disminuyendo
costos de muestreo (Ruiz-Barzola, 2013), minimizando el tiempo promedio de deteccion de

cambios fuera del control (Epprecht, Aparisi y Garcia-Bustos, 2013), utilizando estadisticos
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de seguimiento basados en algoritmos de clasificacion en datos complejos de alta dimension
(Liu, Liu y Jung, 2020), mejorando la calidad de la data al limpiar valores atipicos (Ahsan,

et al., 2021).

El T2Qv es un grafico que maneja variables cualitativas en fase I del control
estadistico de procesos, en consecuencia, no se ha considerado atn la evaluacion de su
eficacia, ni su eficiencia. Esta caracteristica del grafico propuesto constituye una debilidad si
se hace una comparacion con los graficos de fase II, pero, también es una oportunidad de
mejora para considerar en futuros estudios que se dirijan a su optimizacion, estableciendo
limites de control que se ajusten a los parametros especificos del analisis, o, siguiendo a
Aparisi (1996), Ruiz-Barzola (2013) y Soriano (2017), profundizado en el andlisis de la
relacion entre el tamafo de muestra (n) y el ARL; en fase II, dado que si se aumenta n se

reduce el ARL.

El ACM es una técnica factorial que busca asociaciones de variabilidad y hace que la
informacion comun a la mayoria de los casos tenga poca discriminacién en los ejes
principales del grafico. Las categorias con baja frecuencia marginal se ubicaran en el borde
del plano, mientras que las de alta frecuencia marginal se ubicardn mas cerca del origen
(Hoffman y De Leeuw, 1992). En el aplicativo T2Qv, si una variable se expresa en s6lo una
categoria en una tabla de la base de datos no se puede representar, se reporta un error, dado
que no se podria medir su asociacion con otras categorias de las demads variables, pero, si hay
al menos un caso diferente, este se representara como un punto muy alejado en algun extremo
de los ejes principales. Esta es una limitacién propia de la metodologia del MCA que la

hereda el aplicativo T2Qv.
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Una oportunidad para futuras investigaciones relacionadas con el control
multivariante para variables cualitativas seria el desarrollo de una metodologia que ademas
del MCA incorpore técnicas multivariantes de tres vias. Podria ser viable la incorporacion,
por ejemplo, del JK-Meta Biplot (Galindo-Villardon et al., 2001) o el STATIS Dual
(Escoufier, 1985; L’Hermier des Plantes, 1976), técnicas que facilitan la comprension de la
estructura interna del cubo de datos, previo trabajo de codificacion cualitativa realizado en

una fase de analisis cualitativo clasico (Caballero-Julia, Villardon y Garcia, 2017).

Otra oportunidad de desarrollo para futuras investigaciones es el uso de control
estadistico de procesos multivariantes en el contexto del big data. Este tema todavia tiene un
desarrollo incipiente en la literatura cientifica. El andlisis de big data requiere la
monitorizaciondel proceso secuencial subyacente de los datos observados para monitorear el
desempefio longitudinal de los procesos (Qiu, 2017), o para determinar cdbmo cambia su
distribucion con el tiempo (Qiu, 2020). Los gréaficos de control tradicionales de SPC en la
actualidad tienen dificultades en actividades de disefio, reconocimiento e interpretacion de
patrones en medios de aprendizaje automatico. Los algoritmos de Machine Learning se
pueden integrar a los graficos de control de SPC para resolver estos problemas (Tran et al.,

2022) utilizando nuevos métodos, detectar anomalias tempranas y tomar mejores decisiones.

Se necesitan nuevas técnicas y herramientas de andlisis de datos que puedan
integrarse efectivamente en los procesos de control de calidad existentes y abordar desafios
como la validacion de modelos y aplicaciones informaticas. Entre las aplicaciones
potenciales que tendrian estas nuevas investigaciones estan la deteccion dindmica de

enfermedades, el reconocimiento de perfiles o imdgenes en tiempo real.
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Conclusiones

El desarrollo de graficos de control para procesos multivariantes comprende cinco
etapas evolutivas. La primera etapa corresponde al Grafico T? de Hotelling, la segunda
a las Mejoras al rendimiento de este grafico. Las ultimas tres recorren una trayectoria
casi simultanea, que a veces se traslapa, y da lugar al desarrollo de tres propuestas para
la monitorizaciéonde procesos: Graficos de control en entornos no paramétricos,
Graficos de control para variables cualitativas y Graficos para el control de procesos
con técnicas estadisticas multivariantes.

Al partir del estadistico T2 de Hotelling, se ha establecido el T)%,;, un estadistico que
adopta conceptos de robustez, utilizando el vector de medianas en vez de el vector de
medias, para que contribuya el control de procesos para variables cualitativas en el
contexto estadistico multivariante.

Se ha presentado una herramienta para el SPC multivariantes que realiza andlisis de
datos cualitativos, denominada grafico de control T2Qv, basada en el Analisis de
Correspondencias Multiples y el grafico T?> de Hotelling. Es apropiada para una
variedad de sectores, incluidos el productivo, industrial, ambiental, administrativo, de
salud y social, donde predominan las variables nominales y ordinales.

El grafico T2Qv es una herramienta eficaz para la deteccién e interpretacion de
anomalias en procesos estadisticos, evaluando el impacto de las variables en
condiciones fuera de control. Se complementa con graficos MCA de referencia de la

tabla Concatenada y analisis Chi-cuadrado para comparar distribuciones en estados
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anomalos. Graficos interactivos adicionales facilitan el examen detallado de la
distribucion porcentual de las categorias de las variables implicadas.

El andlisis de sensibilidad determiné que el grafico de control T2Qv funciona bien
cuando se trabaja con dimensiones altas, pero pierde estabilidad en dimensiones bajas.
Para facilitar la difusion y aplicacion del método propuesto, se ha desarrollado un
paquete estadistico computacional reproducible en R, llamado T2Qv, que estd
disponible en CRAN. Este paquete permite visualizar los resultados en un formato
plano o interactivo e incluye un tablero Shiny que contiene todas las funciones
integradas en un solo espacio.

El grafico T2Qv tiene ventajas como su adaptabilidad a bases de datos cualitativas para
n individuos, con p variables en K momentos distintos, como un cubo de datos.
Funciona bien al trabajar con dimensiones altas, es estable en presencia de valores
potencialmente atipicos, representa bien el comportamiento de las variables
dicotdmicas o politomicas con diferentes nimeros de categorias. Es facil de aplicar
gracias a su complemento computacional.

Una de las limitaciones del T2Qv es la necesidad de una base de datos con un minimo
de cuatro variables, incluida la variable de clasificacion de la tabla. Las variables en las
tablas deben tener al menos una variacion para que la asociacion sea medible (al menos
dicotomicas). El método pierde estabilidad al trabajar con dimensiones bajas.

Como oportunidad de futuras contribuciones respecto de esta propuesta estan la
optimizacion del grafico para su fase Il y la incorporacion de técnicas multivariantes
de tres vias como Statis Dual en futuras investigaciones y actualizaciones de software.

Ademas, el T2Qv podria optimizarse para su inclusion en entornos de big data.
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10.

En un contexto multivariante, todas las variables contribuyen en mayor o menor
medida a explicar el comportamiento del proceso, por lo que la salida fuera de control
no puede atribuirse a la accion individual de una variable, o a la accidon separada de un
grupo de ellas, sino al efecto combinado de variables correlacionadas. Es por eso por

lo que, un enfoque multivariante es necesario en el control estadistico de procesos.
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